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l. INTRODUCC!ON 

El es tu di o de 1 os filtros requiere, más que muchos otros temas de 1 a .:; 1 e e 

trónica, de una serie de conceptos previos que permiten congcerlos mejor. Pa 
ra los filtros es indispensable, por ejemplo, el analisis._en frecuencia y el 

uso de transformaciones para modelar su ·especial comportamie~to . 

. J' 
En el presente capítulo se tratan diversos elementos básicos que s'irven 

de base para el anilisis y_estudio de los filtros. En primer lugar, se presen 
'. -

ta una resumida historia y una relación de hechos importantes con relación al 
estado actual de.esta disciplina. En seguida, se presentan--diver§aS transfo.!:_ 

madas y métodos de modelildo en la frecuencia de las señales Y. sistemas relacio . . ,., -
nadas con los filtros, -lo que da un panorama amplio de las formas en que se re 

. ' >" • i -

presentan diversos fenómenos en la frec\lencia, y se plantea,:el, concepto de a!!_ 

cho de banda. A continuación, se revisan 1 os conceptos bá~ i cos de 1 a teoría 
~ . . . . ' . ' ' 

de sistemas que tienen aplicación en este campo, de donde surge la función de· . . ' . 
transferencia y la respuesta a impulso. Posteriormente, se _definen los fil 
tras ideales, sus características y se .. c:temuestra su ii'Teal.izabilidad en conexión 
con el concepto de causalidad. Por últ.il)lo, en virtud de_que los filtros ide~ 

les no son físicamente re a 1 i zables, se_ presentan 1 as aproximaciones más comu 

nes que pueden realizarse y las características de éstas. . 

- A modo de apéndices se agregan al texto algunos artículos relevantes que 
tienen conexión con este capítulo introductorio y una bibliografía- sobre el 
tema. 

1.1 HISTORIA DEL FILTRO 

La finalidad de esta primera parte ,del trabajo es la de enfocar y ubicar 

al lector que está interesado en este tema, en el cual se presenta un bosquejo 

histórico del desarrollo sobre la teoría de:filtros eléctricc,>s. 

El análisis de redes eléctricas en realidad es vleJO· El primer concepto 

de un circuito eléctrico en el sentido matemático es acreditado aG. Simón Ohm 
en 1827 y las bases furndamentales de red 'fueron las leyes de Kirchoff publicE_ 

das en 1845; a este último también se deben las nociones geométricas que se 
J, •' ,, ' 

aplican a las redes, conduciendo al concepto ,qe dualidad y ~quivalencia geom~ 

1-1 



trica con aplicaciones de topología. 

Durante los cuarenta años 
red, 

que siguieron 

la mayoría de 
a la publicación de Kirchoff s~ 
los problemas de circuitos elé~ bre las ecuaciones de una 

tricos fueron fonnulados en términos de sistemas mecánicos; esto, desafortuna 

damente no contribuyó en forma alguna al desarrollo progresivo de la teoría b~ 
sica de redes. 

' En la última parte del siglo XIX, la fuerte personalidad de Oliver Heavi 
side apareció para ayudar a fortalecer la teoria de redes eléctricas; inventa 
.matemáticamente el concepto de línea de transmisión sin distorsión, con lo 

cual, tuvo que enfrentarse al pensamiento de esa época cuando la inductancia 

era tomada como el equivalente exacto de la inercia en sistemas mecánicos. 

Con el objeto de establecer la teoría de .redes eléctricas como una disciplina 

aparte de los sistemas mecánicos, creó mucha de la terminología empleada hoy 

en día, como impedancia, admitancia y todas las otras "ancias" empleadas para 
parámetros ideales de circuitos. Heaviside en 1886, introdujo un cálculo op~ 

racional, que debido a su naturaleza empírica angustió a muchos matemáticos. 

aplicados del tiempo; pese a todo, la utilización de su operador complejo "p" 

y expansiones en fracciones parciales condujeron a una solución sistemática 

de muchos problemas concernientes al comportamiento continuo y transitorio de 
sistemas con parámetros concentrados. 

En el año de 1915 nació la tecnología del filtro, basada en los resulta 

dos obtenidos de trabajos anteriores sobre líneas de transmisión cargadas y 

la teoría clásica de vibración. En los días anteriores a esta tecnología, la 

selectividad era obtenida mediante el uso de reactancias sencillas ó resana~ 
cias sencillas conectadas en serie o en paralelo; los primeros filtros diseñ~ 
dos científicamente, consistieron de una cascada de secciones simples idéntj_. 
cas formando una· red de es ca lera. La se 1 ect i vi dad de esta fonna se i ncrement~ 
ba .con el número de secciones. La escalera podía ser tratada simplemente. por 

medio de la llamada teoría de parámetros imagen, análoga a la teoría de línea 
de transmisión, en la cual, los parámetros de la red son expresados en térmi 

nos de la impedancia imagen y el factor de transmisión imagen .. 

Si bien este método fué un gran paso hacia adelante, la se_lectividad re 
sultante estaba lejos de ser óptima ya que las redes no tenían ceros de trans 
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ferencia cerca de la banda de paso, y atenuaciones abruptas en las regiones de 
corte eran no realizables. 

En 1923 se publicó un método práctico de diseñar filtros selectivos con 

un húmero ilimitado de reactancias, y fué el único método conocido hasta 1940. 

Esta teoría, es algo artificial en principio ya que esta basada en parám~ 
tros imagen que únicamente aproximan los parámetros efectivos de operación y 

asumen elementos no físicos (las terminales de impedancia imagen). No obstan 
te estos resultados, no solo.permitían el diseño para bandas de no paso arb~ 
trariamente preestablecidas, sino también mejoraban el acomplamiento de la ca~ 

ga terminal. Esta técnica podía reducir el error en la banda ·de paso debido a 
los requisitos no físicos en las terminales (un mejor acoplamiento fué mas tar 
de obtenido por Bode). 

En 1924 R. M. Foster, publicó un "Teorema de Reactancias", el cual hizo 
posible realizar por primera vez una red ·que exhibiera en sus terminales una 
función real positiva como una impedancia o admitancia. Foster dividió la fun 
ción racional dada en una suma de fracciones parciales que podían ser fácilmen 

o -

te identificadas como una conexión en serie de impedancia o como~una conexión 

en paralelo de admitancias. 

En 1926 Wilhem Cauer, expandió la función racional en fracciones contí 
nuas representando una red de escalera. 

Cada método dió dos redes sustitutas, y fueron llamadas fonnas canónicas, 
ya que siempre podían ser obtenidas a partir de una función inmitancia real~ 
zable y porque ellas empleaban un número mínimo de elementos. Pronto se reco 
nació que los métodos de "Foster y Cauer", podían ser adaptados rápidamente 
para dar una teoría mas general de síntesis de redes con elementos de dos cla 

ses, esto es la síntesis de redes R-L, R-C y L-C. 

Sin embargo fué también reconocido que la simple adaptación de la sínt~ 
sis L-C de Foster no podía resolver el problema de sintetizar redes R-L-C, 
a partir de sus funciones de inmitancia dadas. ,Este problema mucho más difí 

cil demandó una correspondiente solución mas complicada .. 
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A finales de los años treinta Wilhem Cauer y Sidney Darlington, estaban 

preocupados por las nuevas teorías de la síntesis exacta de ese tiempo ya: que 

la.nueva teoría del diseño de filtros que ellos podían generar al principio 

podía tener poca ventaja práctica sobre la vieja teoría. Aunque si bien, una 

pequeña cantidad de pt·oblemas especial izados que resistieron el tratamiento 

de parámetros imagen, podían resolverse fácilmente con el méto·do exacto, la 

principal razón para su uso se basó en el hecho de que la teoría de redes de 

mandó nuevas formas que pudieran llevar un problema dado a través de las si 

guientes eta~as: 

Síntesis de aproximación. Dada una caracterist ica de respuesta deseada (por 

ejemplo: amplitud-frecuencia, fase-frecuencia o cualquier otra combinación), 

sobre un rango de frecuencias establecido hay que obtener una función de tran~ 

ferencia rea 1 i zab 1 e que pueda aproximar las especificaciones dentro de una to 

lerancia permitida. 

Síntesis de la Función de Transferencia. Consiste en manipular la función de.· 

transferencia a manera de obtener una función ·de inmitancia realizable. 

Síntesis de la Realización. Finalmente se construye lá red real que corres·· 

pon de a una función raciona 1 . 

La importancia de este nuevo método, no fué t·econoci da inmediatamente 

pero podía ser usado para diseñar mejores filtros paso bajas, pero faltaba 

proporcionar los diseños en la práctica, debido a la pesada carga de los cál. 

culos requeridos. 

No fué sino hasta la llegada de los métodos sencillos de computación (en 

los años cincuenta), donde los filtros Cauer y Darl ington entraron en amplio 

uso. 

Bode, quien junto con Cauer demolió Pn esencia el proble·ma del diseño 

de filtros con parámetros imagen, en 1934 desarrollo relaciones prácticas que 

expresan la interdependencia entre la parte real e imaginaria de funciones de 

redes realizables, además hizo muchas aportaciones significativas a la teoría 

de la realimentación en 1945. 
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Durante la segunda guerra mundial, el arte creciente .d.e la comunica.· 
• '.>. ¡ t« • • . .• -

ción, e11 particular· el radar·, demandaba filtros que satisficieran un pariera 
• . • . .. .. , ' ! .'• . ·-

ma completamente diferente de restricciones en la selectividad, además anchos· 
. . ' . ! '} ;: . . j • ' :_... -¡ 

de banda mas amplios, frecuencias centrales mas grandes, respuestas a pulsos · 

no resonantes y severas .tolerancias a los componentes. . ' . ' 
,. 

Los valores de los elementos de filtros paso bajas cl~sicos .~utter Worth 
: , •• ", •·,. f. • 

y Tschebycheff, fueron tabulados a medidados de los años cincuenta; los coef.:!_ 

cientes de acoplamiento correspondientes ,a estos valores de. parámetros paso 
• . • .1 ,l • 

bajas fueron también difundidos en esa época. A partir de .estqs, los filtros 
l . ' ' J. 

paso banda angostos podían ser fáci 1 mente di seña dos a una . respuesta dada, a 1 .. . .. ,.-. . 

mismo tiempo el diseñador tuvo una mas amplia selección de_ posibles caracterí~ 

ticas de respuesta en frecuencia a la vez..que aparecier<;m.nuevas y especializ~ 

das aproximaci~nes de fase. 

del 

Con la aparición 

comportamiento de 

., 
de la computadora digital, se hizo posible la simulación 

un filtro elemental; .los efectos de resistencia y capaci 
\~' -- . -

tancia parásitas podían entonces ser anticipados y el comP.ortamiento del fi ltr.o 
• '. .· ... J.; . 

mas· cercanamente predeci do. · .. 
Recientemente el computador ha tenido un impacto mas grande sobre la teo 

ría de filtros; por ejemplo, usando ~glas topológicas ha~:.sido desarrollados 

algoritmos a partir de los cuales se pueden obtener respuestas completas en el 

'dominio del tiempo y en el. de la frecuencia de filtros de complejidad arbÜra 

ria. ~ .: . ' ... : 

Por otro lado durante los años treinta surgieron los .filtros activos (sin 

inductores) los cuales fueron construidos usando bulbos,. r,11sistencias y capaci 

tancias; debido a su .enorme tamaño y al alto consumo de potencia junto con su 

elevado precio, lo_s filtros activos or:iginalmente no recil?i.eron mucha atención. 

El desarrollo de los transistores al final de los años cuare'nta, revitalizó el 

interés en esta área dedicándose en el transcurso de los añ9s.;cincuenta la 

atención sobre las técnicas de diseñar (i.ltros activos usando un simple elemen 

to activo. 

Los esfuerzos de investigación y desarrollo en filtros,,activos en recien 

tes años han sido influenciados principalmen.te por el progr:eso en la tecnolo 

ii,' 
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gia de circuitos integrados; las pr1ncipales atracciones para producir .fil_ 

tras son la reducción de su tamaño", la reducción de su peso y de su consumo 

m1nimo de potencia as1 como un incremento en la confiabilidad del sistema. 

Los filtros activos R-C son ahora comercialmente disponibles en fonna 
de circuito integrado y estan siendo ampliamente utilizados en áreas con Te 

lefon1a y Sistemás de Comun·icación de Datos . 
. ¡·; 

El primer método de diseño de un filtr,o activo R-C fué sugerido en 1938 
por H. Scott, quien mostró el uso de una red ''R-C gemela T. en un amplifica 
dor realimentado para producir una respuesta· paso banda. A partir de este mo 

mento muy poco trabajo fué reportado en está área durante una década y media, 
y no fué si no hasta 1953 cuando J. G. L i nvi 11 . propuso un método de di seña ha 

ciendo uso de un elemento activo completamente nuevo para ese entonces ·el 

"convertidor negativo de impedancia", 

El trabajo de L invill fué seguido por él Sallen-Key en 1955, quienes P!!_ 

blicaron un catálogo de secciones de segundoorden activas -R~C empleando am 

plificadores de voltaje como elementos activos. 

A partir de entonces-han existido muchas publicaciones sobre este tema 

las cuales nos ser1a imposible enumerar. 

1.1.1 CRONOLOGIA HISTORICA DEL FILTRO 

1822 .... FOURIER, B .. J., escribe el artfé:ulo "THE ANALVTICAL THEORV OF HEAT", 

donde demuestra que toda función puede representarse.como una sumatQ_ 
ría de funciones que· formen una base completa y establece la· primera 

' transformada integral, orientada a los fenómenos térmicos. . . 
1827 .... 0HM, G.S., da el primer paso para el análisis de circuitos eléctri 

cos al establecer la Ley de.Ohm. 

1829 .••. JACOBI, C. G. J., escribe un artículo sobre funciones elípticas, 

''FUNDAMENTA NOVA THEORIAE FUNCTIONUM ELLIPTICARUM", Konigsberg 

pub H cada pos teri armen te en Gesanme 1 te Werke, V o 1 1; pp 44-239 
Berun, Reimer. 
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1845 ... ;KIRCHHOFF, R. G., publica las leyes que llevan su nambre _para el 

aná.lisis de circuitos.eléctricos, "UBER DEN DUROiGANG EINES ELEKTR_!_ 
. " 

SCHEN STROMES DUROi EINE EBENE, INSBESONDERE DURCH EINE KREISFORMIGE", 

Progg. Ann., Vol. 64. 
¡ ' ;{ 1 • ' 

1880 ••.. HEAVISIDE, O., establece el cálculo operacional, define impedancia, 

admitancia, etc., y define las líneas de transmisión. sin distorsión 
(base de la primera teoría de filtros). 

1883 .... THEVENIN, L., escribe el articulo "SUR UN NOUVEAUTHEOREME D'ELECTR_!_ 

CITE DYNAMIQUE", Compt. Rend. (París), 97; pp. 159.:.161. 

'1890 .... LAPLACE', S., escribe un articulo sobre la llamada . .-función gen!'!raWiz, 

. que posteriormente sérá la transformada Z. ··J-

1892 .•.. PADE, H. E., escribe el articulo "SUR LA REPRESENTATION APPROOiEE 

D' UNE FUNCTION PAR DES FRACTIONS RATIONELLES", Ann, SCI, EC. Norm. 

Sup. Parfs ·(3), 9; ~P 1~93. .. 
_,., .. .. ' 

1899 .... CHEBYSHEV, P. L., escribe el art.ículo "SUR LES QUESTIONS DE MINIMA 
QUI SE RATTACHENI A LA REPRESENTATION APROXIMATIVE DES FUNCTIONS", 

en Oeuvres, Vol I, San Peterburgo. . . ' . 
'• . 

. \,, ' ,,( ···.· 

1904 .... FLEMMING., inventa el diodo de· vacfo. 
_-:~---····-·····: ·:. · ...... ·· 

1906 .... DEFOREST., inventa el~-:·--~ .... , que por su capacidad para amplj_ · 

f . . ~ .. ñ:.J...-' ..••. ----:· ~" uenomina audión. · · 1car3-- ·;, . 

. •· ~.-·.-:cAMPBELL G A y WAGNER K W i t · • · · • . , · . , nven an_;1,n.dependiente el filtro de 
· ondas e 1 éctri cas (basándose en los resul t~·;~·~. de __ ·~líneas de t · ·-- ). 

. . ·"·"···" ''·'. ransm1s1on. 

1917 .... CARSON, BROW WICH, DOETSCH y VAN DER PUL, ~~tabl.e~en las bases te6ri 

cas del cálculo operacional de Heaviside, c.on' ¡;a~~ .en una transform~· 
da i~t~gral, ~ars~n lo demuestra, Ciesarroi]ps~~~~t~~iores crean el 
a~állSlS de ClrCUltOS eléctricos actuales (técnicas en el dominio del 
tlempo Y técnicas en el dominio de las transformadas integrales y de 
sistemas 1 i nea 1 es) .. · · ' · · · · 
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1923 •••• ZOBEL, O. J., propone un método para sintetizar filtros de ondas. 

eléctricas (conocí do actualmente conio método· de filtras pasivos 

m derivados). 

1924 •••• FOSTER, R. M., publica los artfculos, "A REACTANCE THEOREM", Bell 

System Technical· Jou'rnal, 3, pp 259-267, abri 1, y "THEOREM'S 

REGAROIMG THE DRIVING-POINT IMPEDANCE OF TWO MESH CIRCUIT'', Bell 

System Thechnical Journal, 3, pp 651-685, octubre. 

1926 •.•• CAUER, vJ., publica su trabajo sobre funciones reales positivas, 

"DIE IJERWIRKLICHUNG VON WECHSELSTROMWIDERSTANDEN VORGESCHRIE BENER 

FREQUENZABHANGIGKEIT", Arch. Electrotech.17, pp 355-388 donde demue~ 

tra que las funciones reales positivas pueden representarse por funcio 

nes continuas. 

1927 .... se crea el método FOSTER-CAUER, para sintetizar redes R-L, R-C y L-C •. 

1930 .•• :BRUNE, O., escribe su tesis doctoral, "SYNTHESIS OF A FINITE TWO 

TERMINAL NETWORK WHOSE DRIVING-POIT IMPEDANCE IS A PRESCRIBED 

FUNCTION OF FREQUENCY", Sed. MIT, (Elec. Engg.). 

1930 .... BUTTERWORTH, S., publica, "ON THE .THEORY OF FILTER AMPLIFIERS", exp. 

Wireless, 7, pp 556-591, oct. 

1937 .... MARK !, la primera calculadora práctica electromecánica, construida 

por los ingenieros de IBM, bajo la dirección del profesor Aiken de 

Har.o~ard. 

1938 •••. se crea el método CAUER-DARLINGTON para sintetizar filtros, el cual 

requiere de muchos cálculos, basado en tres pasos: 

a) Síntesis de aproximación 

b) Sfntesis de la función de transferencia 

e) Sfntesis de relación 

1941. ... KOLMOGOROV, A. N., publica, "INTERPOLATION ANO EXTRAPOLATION VON 

STATIONAREN ZUFALLIGEN FOLGEN", Bull. acad. SCI. URSS, S~R. MATH, 5, 

pp 3-14. 
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1941. ... WIENER, N., escribe su trabajo con publicaciones limitadas; EXTRAPQ 

LATION, INTERPOLATION, ANO SMOUTHING OF STATIONARY TIME SERIES WITH 

ENGINIEERING APPLICATIONS, publicado posteriormente por Wiley, New 

York, 1949, base del 'filtrado no determinístico. 

1946 .... LINVILL, J. G., realiza su tesis en el M!T "AN EXPERIMENTAL APPROACH 

OF THE APROXIMATION PROBLEM FOR DRIVING-PO!T ANO TRANSFER FUNCTIONS". 

1946 .... ENIAC, la primera calculadora electrónica (computadora e integradora 

numérica electrónica), es diseñada por J. P. ECKERT y J. W. MAUCHLY, 

en la Universidad de Pennsylvania. 

1947 .... SHOCKLEY, BARDEN Y BRATTAIN, inventan el transistor bipolar de juntura, 

en los laboratorios Bell. 

1948 .... TELLEGEN, B.O.H., inventa el girador (que sustituye a los inductores 

de los filtros). 

1948 .... SHANI~ON, BODE y otros científicos· de los laboratorios Bell, conversan 

sobre la posibilidad de un filtro digital. 
'1 

1951 .... SHOCKLEY, inventa el transistor de efecto de campo (FET). 

1953 .... LiiWILL, J. G., propone el método de diseño que usa convertidores neg~ 

ti vos de impedancia. 

1954 .... se construye el calculador IBM 650 (del cual se venden alrededor de 

mil máquinas). 

1955 .... R. P. SALLEN, y E. L. KEY, publicaron el artículo,' "A PRACTICAL METHOD . -

OF DESIGNING RC ACTIVE FILTERS", l. R. E. Transactions on circuit theory, 

marzo, 1955, que es un c'atálogo de filtros RC de 'segUndo orden. 
'· 

1959 .... aparece la configuración BIQUAD. 

1960 .... se crea el primer circuito. integrado para uso m11Úar, Texas Instruments. 
'; '· 

1-':.1 



1960 .... KALMAN, R •. E., publica el trabajo, "A NEW APPROAOl TO .~INEAR FILTERING 

Ai'lD PREDICTJON PROBLEM", J. Basic Eng., ASME, 82 pp 35-45; trabajo 

fundamenta 1 para aplicaciones en el campo de mi ssi 1 es gui ado_s y naveg~ 

ción espacial, en las misiones Ranger, Mariner y Apolo: 

196l .... BUCY, R. S., y KALMAN, R. E., publica el trabajo, "NEW RESULT'S IN 

LINEAR FILTERING ANO PREDICTION THEORY", J. Basic Eng, ASME~ 'a3, pp 

95-108, trabajo fundamental para ingeniería de control~ 

1962 •... BUCY, R. S. y FOLLIN J. W., publica el trabajo "ADAPTIVE FIN !TE TIME 
FILTERING", Ire Trans. Automatic Control, Vol. 4, pp 10-19. 

1963 •••• KAISER F. J., publica el trabajo, ~'DESING METHODS FOR.SAMPLED DATA 
' ! :.. 

FILTERS", que es el diseño de filtros utilizando la transformada bi 
' ·. -

lineal, proceedings of the 1st Annual Allerton Conference on Circuit 

and System Theory, 1963, noviembre, pp 221-236. . . 

1965, •.• BUCY, R. S., publica el trabajo, "NO~ LINEAR FILTERIN.G",' IEEE Trans. 

Automatic Control, pp 198. 

. ' 
1967 .••. RADER, M. C. y GOLD., publican el artículo "DIGITAL FILTER DESING 

TECHNIQUES IN THE FREQUENCV DOMAIN", Proc. IEEE. No. 55,, pp !'49-171. ... 

1968 .... V.C. HUGHES, O. R. MULKEY, y M. H •. WI~LIAMSON, publican "THIN-FILM .,. 
FABRICATION PROCEDURES FOR COMPLEX R-C ACTIVE FILTERS", Proceedings 

1968 electronic components conferén~e. · 

',' ' .. 
1969 ••.• S. S. HAYKIN, S. KRAMER, J. S. SCHEWCHUM y D. H. TRELEAVEN, publican 

"INJEGRATED-CI RCUIT IMPLEMEfHATION OF DI REC-COUPLED GYRATOR", IEEE 

Journal of Solid-State circuits, June, 1969. 

1970 •••• STEIGLITZ, K., publica el artículo, "COMPUTER AIDED D~SING OF 

RECURSIVE DIGITAL FILTERS", IEEE, Trans. on audio and electroacoustics, 

No. 18, pp 123-129. 

1971 •..• RABINER, L •.. R., publica el artfculo, "TflCHNIQUES FOR DESIGNIG FINITE­

DURATION IMPULSE RESPONSE DIGITAL FILTERS, IEEE Trans .. on corrmunication ~· 

techno logy, 19, No. 2 pp. 188-195. 
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1971 •••• INTERL fabrica el primer microprocesador, el 4004. 

1972 .... J. V. HU, y L. R. RABINER, publican "DESIGN TECHNIQUES FOR TWO ~ 
DIMENSIONAL DIGITAL FIL TERS", IEEE Transacti ons on audio and 

electroacoustic, octubre, 1972. 

1972 .... PARKER, S. R. y HESS, S. publican el artículo "CANONIC REAL!ZAT!ON 

OF SECOND ORDER DIGITAL F!LTER DUETO FINITE PRECISION ARITHI~ET!CS", 

iiEEE Trans. circuit theory CT-19, pp 410-413. 
) 

1973 ... ,McCLELLAN, J. H., PARKS, T. W. y RABINER, R. L., publican el artículo . . 
t "A COMPUTER PROGRAM FOR DES!GNIG OPTIMUN FIR LINEAR PHASE DIGITAL 

F!LTERS, IEEE, Trans. audio electroacoustic, Vol. AU-21, pp 506-526, 

Dic. 

1974 .... L. R. RABINER, J. F. KEISER, C. HERRMANN y M. T. DOLAN, publican 

"SOME COMPARISONS BETWEEN FIR ANO !IR DIGITAL' FILTERS", Bell system 

technical journal, Febrero, 1974. 

1974 •••• RABINER, L. R., GRAHAM, N. J., AND HELMS, D. H., publican el artículo 

"LINEAR PROGRAMMING DESING OF 1 IR DIGITAL FILTERS WITH ARBITRARY 

MAGNITUDE FUNCTION", IEEE Trans. audioelectroacustic, Vol. AU-21, 

pp. 506-526, Dic. 

1975 ...• U. HEUTE, publica "HARDWARE CONS!DERATIONS FOR DIGITAL FILTER SECTION 

WITH STABLE OVERFLOW BEHAVIOUR", Archiv. Electronik ubertragungstechniic. 

marzo, 1975. 

1976 .••. TRW, INTERL CORPORATION, lanz" al mercado los primeros multiplicaJures 

de 8 bits integrados en .una sola pastilla (actualmente se ofrecen mu~. 

tiplicadore~ de 16 bits, con velocidades de 45 nanosegundos en adelan 

te y costos de $25 hasta $300 dolares). 

1976 .... aparecen los filtros activos integrados. 

1979 ...• aparecen los primeros artículos sobre filtros basados en capacitares 

conmutados. 
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1981. .•. al finalizar el año, aparecen microprocesadores especiales par'a.el 

procesamiento numerico (number crunching) y las unidades aritméticas 

integradas en una sola pastilla.· . ,.,., 

L1.2 BREVE HISTORIA DEL FILTRO DIGITAL 

La historia de los filtros digitales parece comenzar en una conve.rsaéión 

informal entre Shannon, Bo¡;ie y otros investigadores de los Laboratorios. Bell 

en el año 1948. Aunque este inicia no produjo ningún resultado, los filtros 

digitales, o mejor las.ideas de utilizar técnicas digitales para el desarr~ 

llo de filtros se fueron introduciendo en seminarios y trabajos de graduados 

en algunas u ni vers ida des. 

Las bases de los filtros digitales se encuentran en la teoría del mues 
·treo, los efectos espectrales de éste y en la transfonnada z. Estos princi 

píos dieron sus frutos poco a poco en el espectro de baja frecuencia de alg~ 

nos pr.ob 1 emas de contro 1 y de procesamiento de seña 1 es. A medj a dos de 1 os 

60 aparecen los trabajos de Kaiser, con la transformada bilineal para conve~ 
tir los filtros analógicos en digitales, y de Cooley-Tukey, con la tra.nsfo~ 
mada rápida de Fourier. En esta forma, se empieza a configurar la teoría for 

mal del procesamiento digital de señales. La transformada rápida de Fourier 

demostró que las técnicas digitales, podían competir favorablemente con·las 

a na 1 ógi cas en muchos campos, especia 1 mente en el análisis espectral. 

A finales de los 60 queda en claro que las técnicas FIR (respuesta finj_ 
ta al impulso) e IIR (respuesta infinita al impulso) son dos vías posibles 
para el desarrollo de los filtros digitales, sin que ninguna predomine sobre 
la otra. . .... 

En la actualidad, el diseño de filtros digitales ha llegado al punto en 

que se dispone de una teoría bien organizada, en unión de una amplia cole~ 

ción .de algoritmos, por lo que es posible aplicarlos cada vez con mayor facj_ 

1 i dad a 1 a solución de prob 1 emas que van desde e.l espectro de baja frecue!!_ . 
cía de sismología, hasta el espectro de video de los sistemas de radar. 
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1.2 Transformadas y Análisis en Frecuencia. 

Dondequi_era que se empleen los filtros, la función principal de ellos es ~ 
seleccionar üna se~al que interesa, lo cual se encuPntra inserta en un contex 
to más complejo. Este procedimiento, que facilita el procesamiento de la in 

formación, permite recuperar datos o st•ñales(o que en última instancia sólo 

separa lo principal de lo accesorio), no puede comprenderse fácilmente sin un 
modelo que permita representar las señales, los sistemas y los procesos. 

Una se~al fisica se analiza fácilmente al observarla en un osciloscopio, 
lo que constituye una imagen temporal (en el tiempo) de ella. También se le 

reconoce en un analizador ·de espectro, a través de sus componentes en frecuen 
cia. Esto constituye una imagen muy diferente que, de alguna manera, es equi 
valente a la anterior, por lo cual es lo mismo observar o estudiar una se~al 

en el tiempo que en la frecuencia. 

Lo importante de la equivalencia mencionada es el hecho de que, por regla 
general, es más fácil comprender muchos fenómenos en el dominio de la frecuen 
cia. Uno de los casos más significativos lo constituye, sin lugar a dudas, el 

estudio de los fil-tros. 

A continuación se revisarán las herramientas y elemen.tos de modelado de 
las señales y su representación en el tiempo y en la frecuencia. 

1.2.1 Se~ales 

Una se~al es una variación de un parámetro físico (por ejemplo voltaje) 
que de alguna manera contiene una información. Normalmente se define señal 
como una función que va desde un cierto dominio lA a los números reales JR,_ 

es decir 

f JA->JR 

Con respecto al dominio lA, las señales pueden ser: 

Señales Discretas: -.si el dominio lA es el de los números enteros. En 
tonces f existe en el tiempo sólo para ciertos-instantes. Las señales dis 
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cretas se denotan f [n]. 

~eñales Analógicas (o continuas): si el dominio lA también es el de 
los números reales. Por lo tanto, f tiene valores en el tiempo para cada 
instante. Estas señales se denotan f(t). 

Desde el punto de vista de la forma en que varían, las señales se clasi 
fican en: 

Señales Periódicas: si cumplen con la propiedad de que existe un T mí 
nimo, llamHdo período, tal que 

f( t) = f( t+kT) 

f[n] = f(n-kT) 

k entero 
k entero 

. Toda .~eñal períodica se repite infinitamente , por lo que es suficiente 
conocerla <:n un período completo, o sea, entre f(t

0
) y f(t

0
+T) por ejemplo. 

Señales Aleatorias: son aquéllas que no son factibles de predecir, en vi~ 
tud de que sus variaciones no siguen una ley algebraica predeterminada y por 
tanto no es pósible describirlas más que por procedimientos estadísticos. 

Señales Aperiódicas: son aquéllas que presentan variaciones transitorias, 
por lo que no son periódicas ni aleatorias .. La. única caracterización válida 
para este caso es considerar que cuando el tiempo tiende a infinito, la. fu~ 
ción debe estabilizarse en una constante, normalmente cero, es decir 

Lim {f(t)} = e 
t-

Lim {f[n]} = e 
n-

Ejemplo 1 

Señales discretas: (n 

n f[n]= a ; f[n] = n; 

entero, a constan te) 

f[n] = n '. • • , f[n] 2 
= n -1 . 
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Señales Analógicas: 

f(t) = sen t; f( t) t - a +1; f(t) = ó(t); f(t) 

Señales periódicas: 

f(t) = cos t; f(t) = t O ,;; t < T, periódica; f(t) = tren de pulsos 

Señales aleatorias: 

f(t) = ruido; f(t) = información (comunicaciones) 

Señales aperiódicas: 

f(t) = . .s(t); f(t) =e-l ti, f(t) = u(t), f(t) = P(t) 

En la tabla 1 se encontrará la definición de algunas señales especiales. 

Cabe destacar aquí que identificar señales con funciones implica emplear 

un modelo muy definido y que muchas veces, es un ideal inalcanzable para las 

señales reales, sin embargo, estos modelos simplifican el estudio. 

1.2.2 Serie Trigonométrica de Fourier. 

En la misma forma en que una serie infinita de números puede ser converge~ 
te y la suma de todos los términos tende~ un cierto número, una serie inffnita 

1 

de funciones puede llegar a aproximarse tanto como se quiera a una función dada. 

Como las señales periódicas se repiten exactamente igual cada T segu~. 

dos, al tomar un período completo de la señal f, entre t
0 

y t
0
+T, puede de 

finirse la Serie Trigonométrica de Fourier, de la siguiente forma: 

00 

donde 

F = + / A2 + B 2 

n n n n ~ 1 

f
t +T 

2 o 
An = T f(t) 

t . 
o 
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TA[lLA 1 SEÑALES ESPECIALES 

1.1 Señales Discretas 
1 • 

1.1.1 Secuencia delta 6 [n] 
n=O 
ni O . ····-; {~ 

·.' ·/ () 1 :· '1 

1.1.2 Escalón 

1.1.3 Exponencial a 

1.1.4 . Señal cualquiera 

u[n] = {6 
f[n] -n = a 

o 
1 

f [n) = 2 
1 
o 

n;:o 
n<O 

n<-1 
n=-1 . 
n=O 
n=1 
n> 1 

.. 
) . J 1 11 1 .. : j 1' 

• 
'-4 > ! 

. . . . 
'r -1 ü 1 / : r, 

1 ' 1 • 

-} o ! ' 1:· 
1.1.5 · Convolución con la secuencia delta. 

Nótese que para toda f[n] puede escribirse 

00 

f[n] = E f[kl 6[n-k] 
k=-a 

1.2 Señales analógicas 

1.2.1 Escalón 
t>O 

= t=O 
• </¿ 

fr;2 )J(t) 
l o 

·----

1. 1.2.2 Signo 

1.2.3 Pulso rectangular 

1.2.4 Pulso triangulat 

1.2.5 Pulso sine 

t<O 

r1 
t<O 

sgn(t) = o t;O 
1 t>O 

= {1~2 lt <l/2 
JI( t) 1~ =1/2 

>1/2 ¡ 1-ltl 1 t 1 51 
A( t) = 

o ltl>l 

sinc(t) = sin lit rrt 

o 

1 ' 

• 
" 
_, 

1¡---. 
1 

! • 
. 'll '· 

,, 
'' 

~---· 
·1 ., 

(\ 

-¡ 

Jo t 1 o 
¡' \ -

' ..----.._ . ' "-----· ---3 -i'-"·1 e 1 \.../? : t: 

1.2.6 Impulso o delta 6 ( t) 
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Nota: La anterior no es una definición estricta de . ó( t) ~ la cual ·sólo pu~ 

de ser correctamente definida a través de integrales. 

Si f(t) es una señal continua en t=O (o en t=t0 ) entonces 

[, .s(tl f(tl dt = [: .s(tl f(tl dt = f(O) 

Algunas propiedades adicionales de la función 6(t) son las siguientes: 

l. Escalamiento 

) - 1 6(at - íaT 6(t) 

2. Muestreo. Si f(t) es una función continua en t=a 

f(t) ó(t-a) = f(a) 6(t-a) 

3. Derivada n-ésima 

4. Derivada de ~(t) 

L ·--·-

dt = (-l)n f(n) (t) 
o 
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' 

f(t) sen n w
0

t dt 

B 
IF = tan- 1 --.!!. 
-·n A n 

A partir de las definiciones, puede encontrarse también·la siguiente for 

ma equivalente de la Serie Trigonométrica de Fourier, tomando F
0 

= A
0

, 

f(t) = 

Los coeficientes A·y B de las series pueden tomar valores cero bajo ciertas 

condiciones, las cuales se detallan a continuación. 

. '. 
Funciones Pares: la función f{t) es par si cumple con que f(t) = f(-t) .. 
En este caso se tiene 

B = O para todo n n 

4 o 

f
t +T/2 · 

An = T f(t) cos n w
0
t dt 

to . 

Funciones Impares: la función f(t) es impar si cumple con que f(t)=-f(-t). 
Ahora se cumple que 

A = O n para todo n 
,, 

f

t +T/2 - . . 

Bn = t ·O·.· f(~) sen n w
0

t dt 
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Funciones Simétricas: se dice que. f(t) tiene simetría de medio período si 

f(t) =- f (t ± T/2). ·Entonces, se cumple que 

Si además 

resultados 

J
t +T/2 

4 o 
A = - f(t) 
n T 

to 

para todo n par 

cos n w t dt o 
n 

. -~ . 

·l ~. 

.. :;, 

impar 
:.-.:-,t:.:·•. 

,. -~~f .. 1.~~~~- ... 
..... 

'•,,;¡.!c,(:'"" ,¡, 1 ''" o ,~,, ,, o ,,,10,¡;:: 
;,;:.;. ; ,to ;,_ . . .. . ;J. 

de la'simé'ti-ía de medio período la señal es par, se apl.ii:an ambos 

con 1,0\que .. se ti ene: 

para todo n 

A· =O para todo 
n 

n par 

.. . . ft +T /4 · ~~·~ r o f( t) cos 

. !· f -, t o 

n impar 

,-· -~ .. 
. ,:; . 

Si además de la simetría de medio período la señal es impar, seob.tiene lo si ''"e 

guiente: 

Espectros de Amplitud y Fase 

para todo n 

para todo 

sen n w t o 

n par 

n impar 

.,,,, -,.,., 

¡ 

Los coeficientes An y Bn que se han obtenido para la se~1l trigonométr_~ 
ca son dos conjuntos de valores que rrpr·esentan la señal f(t) en forma 'compl~ 
ta y detallada.·· La.mejor manf>ra de entender su significado es a. través de Fn 

· ... :~-~-:fr.:~ . 
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• './ 

y L~ n que se denominan r·esp1~cti vamente espectros de amp 1 i tud; f¡¡se, ya que_ 

s·on 1 os coeficientes de ampU.tud y fase de 1 a sumatori a de seña 1 es cosenoi d~ 

les que son los componentes (armónicas) de f(t). 

~jemplo·2. Considerando la señal periódica que_ entre O y T vale 

f(t) = 3 t/T O $ t < T (periódica) 

se ·obtiene de las ecuaciones para ~ y Bn que 

-\ = o; A 3 3/2·. B = o • .n -nrr. 
3 

- 'Por tanto 3 "' J f( t) = 2- . ¡: - cos ( n w
0
t + ~) 

- h=l nrr ' 

Entonces Fn = {~. n3rr; n=l,2, ... }; _lfn - {~. para todo n} son los espectros 
de amplitud_y fase de la Serie Trigonométrica de Fourier. 

1.2.3 Serie Exponencial de Fourier. 

Al. utilizar en las ecuaciones de la Serie-Trigonométrica de Fourier la re 
laci ón de Euler· 

+. t 
e-J nwo = cos n w

0
t ± j sen n w t 

o . 

se obtiene una representación alternativa de la Serie Trigonométrica, que se 
expresa en función de fUnciones exponenciales complejas, y que está dada por 

f( t) = 

Además 
t +T 

) __ Tl J· 
0 

J·n w t F(nw
0 

f(t) e- o dt 

to 
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donde F(nw
0

) = } (An-jBn) 

F( -nw ) = ~ (A +jB ) 
o '- n n 

F(O) = A
0 

n > O 

n > O 

Por definición la Serie exponencial es matemáticamente equivalente a la 
serie trigonométrica pero, como las funciones utilizadas en la aproximación 
son complejas, se obtiene una representación diferente ya que ahora se tie 
nen frecuencias pos,itivas y negativas. 

Esto trae como consecuencia que la representación de los espectros de a~ 

plitud y fase contenga ahora componentes tanto ppsitivos como negativos y se 
definan de la siguiente forma 

espectros de amplitud 

espectro de fase 

Puesto que F(nw
0

) es ahora una función compleja, representa el mismo 
papel que los coeficientes originales Fn y tn• haciendo más compacto el r~ 

sultado. Por otra parte, esta representación tiene de ventaja de facilitar 
el modelado de las señales periódicas cuando se le compara con el de las seña 
les aperiódicas, como se verá en seguida. 

1.2.4 Transformada de Fourier. 

Como una señal aperiódica no tiene periodo, no puede modelarse más que en 
un cierto intervalo de tiempo con las series de Fourier. Y el intervalo que 
se escoja hará que la señal aproximada sea también periódica con un período 
igual a dicho intervalo. Esto quiere decir que la senal aperiódica y la s~ 

rie coinciden únicamente en el intervalo escogido, fuera de él la serie se re 
pite infinitamente y sin cambiar en ambos sentidos. 

Si se considera que una señal aperiódica tiene un período que tiende a 
infinito,-se obtiene en el límite (a partir de la serie exponencial) la Trans 
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fonnada .de Fourier, .que se expresa . . ...... . ' "': ·,, . 
' '. '··' .. , .. 

1 . t 

f

(t) 

f(t) = 2ñ F(w) eJw dw 

-co 

F(w) = [. f( t) e -jwt dt 

donde la variable discreta nw
0 

se ha transformado en variable continua y la 

sumatori a en una integraL 

En este caso, F{w) es también una función compleja, por lo que sus pa! 

tes real !F(w)! y angu.lar L~(w) constituyen los espectros de amplitud y 

de fase, respectivamente, de la función aperiódica f(t). Sin embargo, ahora 

los espectros son continuos, como puede observarse en los ejemplos siguientes. 

Ejemplo 3. Considérense las funciones periódicas de la figura 1, cuyos es 

pectros de amplitud y fase de la serie exponencial están dados por: 

F AT . 
n = T s1nc 

!Fnl =A; sine 

-jnw T/2 
e o 

(~) 

¡: nw /2 + n n > O 
o 

lfn = 
nw0T/2 + JI n < o 

En la figura 1 se óbservan .dos casos, para T/t = 4 y T/t = 8, notá~ · 

dose qu,! T determina la proximidad de las armónicas, en tanto que t la am 

pli.tud·. je la variación de la función· sine que como envolvente detennina los 

valores ·de cada annónica. 

Ejemplo 4. Si la función fuera la misma del ejemplo anterior; pero periódica, 

tal com) se muestra en la figura 2, se tendria que 
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para una 1 se~igura 1, excep 
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F(w) : At sine rlllr-J 
-jw t/2 

e o 

1 F(w) 1 = At sine. (7} . 
{- ~/2 w > o 

/I(w) = 
- wr/2 ± ¡¡ w <o 

Es evidente de las mismas figuras que los espectros para las señales P! 
riódicas y aperiódicas son similares, exceptuando .. el>·he"C:ho de que uno es con 

tinuo y el otro discreto. 

Las .. e.nvo 1 ventes, .son exactamente iguales y la i nfl uenci a de T se refleja 

·tanto en la amplitud, como en la variación de la función sine. 

1.2.5 Propiedades de la Transforinada de Fourier 

A continuaci6n se analizarán las propiedades más importantes de la Tr.an~ 

·fonnada de Fouder, las .que pueden extenderse a las series con cierta facili · 

dad. 

Simetría. Conociendo un par de la transfonnada, es decir f(t) -+-+ F(w), PU! 

de determinarse el siguiente nuevo par por simetría 

F( t) -+-+ 2II f( -w) 

Superposición. Si sé conocen los n pares 

n n . 
l: f.(t) +-+ l: F.(w) 

i=l ·1 .. ·i=l 1 . 

' 

f:(t)"'+-.F.(w),- entonces 
1 1 

Escalamier.to. Si a es una constante, entonces. 

Desplazamiento·en el Tiempo. 

ton ces 

Si la seña 1 f( t) se retrasa t segundos~ en o 
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-jwt 
f(t-t

0
) ++ F(w) e 0 

Desplazamiento de la Frecuencia. Un desplazamiento de F(w) 
cía equivale a lo siguiente en el tiempo 

jw t 
f(t) e 0 

++ F(w-w
0

) 

en la frecuen . 

Modulación. Al multiplicar f(t) por cos w
0
t se tiene en frecuencia un 

desplazamiento que equivale a la modulación lineal 

Derivada en el Tiempo. Al tomar derivadas en el tiempo, se producen los si 
guientes efectos en frecuencia 

.n n 
~ f(t) ++ (jw) F(w) 
dt 

Derivada en la Frecuencia. Cuando la derivada se toma en la frecuencia, re 
sulta 

" f( t) ....,. d F(w) 
dwn 

Convo 1 uci ón. Al efectuar 1 a convo 1 uci ón de dos funciones f( t) y· g( t) ·en 
el tiempo·la Transformada de Fourier resultante es el producto de las trans 
·formadas de Fourier de las señales, es decir 

f( t) * g( t) +-+ F(w) G(w) · 

Multiplicación. Análogamente a lo anterior, al multiplicar las señales en el 
tiempo, en la frecuencia resulta 

f(t) g(t) +-+ F(w) * G(w) 

Teorema ct'e Parseval. Otra propiedad interesante es la siguiente, conocido 
como Teorema de Parseval 
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CONVOLUCION DE 2 SEÑALES 

.El si,guiente es un ejemplo de la. convolución de las señales 

' .! , ' 

. 1 ,, 

. f• 

i .. .,..· 

~ ~~ 
.. t<- T ., 

- T<t<T 
t>T 

A '¡-·--·-··-----¡ 

f(t.) ¡-. ·J 
tÜ -r T. 

g(t) = {;at 
t<O 

t>O 

I. Considerando el caso t<-T 

f(t)*g(t)~f:00f(s)g(t-s)ds 
. 
se tiene que· .. --

f(t)*g(t)~o t<-T 

II. Ahora para -T.:tsT 

f(t)*g(t)~r A e-a(t~s)ds 
-T 

~~[1-e-a(t+T)] -TStST 
a. . 

1 1 I. Para t>T 
, .. . . T ., 

f( t)*g( t)~ J A ·e:a(t-s)ds 

-T 
'~ .. , . 

' 

_v¡eaT_e-aT)ecaT 
a 

En resumen 

o t<-T 

: .• ':' •• •• • :: '·~ •• ' j ~. ' • . 

f(t)*g(Ú~' ~[1-~-a(t+T) l 
a . . ' . 
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Teorema de la Energía .. Así conio en el caso anterior hay una equivalencia en 
las áreas bajo los productos, en este caso se tiene una equivalencia en las 
áreas bajo los cuadrados, es decir, 

1.2.6 Transformada z 

Supóngase que se ti ene una función discreta (o una secuencia) f [n ], en 
tonces existe una correspondencia entre·esta función y F(z), donde 

"' F(z) = E f[nl z-n 
n=-oo 

Inversamente, si se conoce F(z), la función f[n] puede determinarse 
mediante la expresión 

- ¡¡ o--
T 

La transformada z resulta tener propiedades similares a la Transforma 
da de Fourier, entre las que destacan las siguientes. 

Desplazamiento en el Tiempo. Si f[n] y F(z) son un par de la transfon~da 
z, entonces para todo un entero, 

f[n-m] ~ F(z) z-m 

Convolución. Considerando que f
1
[n]- F1(z) y f2(n]...:.. F2{z) son pares 

de 1 a transformada z, entonces se cumple que 



TABLA JI 

sine (t) 

o( tl 

1 

J\(t) 
.. ·'\' 

sgn{t) 

1/t 

se'ri ÚJ t ' · · · 
o 
·• . ., 

···' .. 

TIU\NSFORMADAS DE FOURIER 

. ' ~ . ···. 

. ' .•. 

J. 
1 

F(w) 

¡. sine (f) =sine (;)= senrr~ITf) 
! . ~ . ' 
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n(fl = rí(i) 

1 

2rro(t) 

A(f) = J\(~"K] 

1 
~ 

a+Jw 

1 0 (wl +J.. -r m) Jw 

-j sgn {w) 

rr[o{;w+w
0

) + o(w-w0) J 
{ 

j](r¡. (<i.l+w ) - o(<J.I-Ul ') ]·. o o 
., .· ·. . . ' 

. . . 

·. \ ' . . . .. 

1 

.. ,., ' 



Ejemplo 5. Aplicando la definición se encuentran los siguientes pares de la 
transformada z 

.. 
f[n] = o[n-kl ~ F(z) = ¡; n · -k o[n-kl z- = z 

n=-oo 

f[n] = 3ó[n-2] + 2ó[n-5] +7 F(z) = 3z-2 
+ 2z-5 

f[n] = (

1 

' o 

n > O 

n < O 

F(z) ¡; 

n=O 

-n z z 
= z-1 

1.2.7 Transformada Discreta de Fourier 

. Cuando una señal analógica se dispone en la forma de una serie de mues 
tras, el cálculo de F(w) puede hacerse por integración numérica, lo que con 
duce al siguiente resultado 

donde 

1 
N-1 . 

= y ¡; F(nw ) w~ 
n=O 0 

W = ej2n/N 
N 

.. 
f(t) = l.: · f(t+nT) 

n=-QO 

T1 = T/N; w = 2II/T o 

w 

F(w) = l.: F(w+nw1) 
n::-o:,¡ 

Siendo T y N constantes arbitrarias [aunque puede considerarse T como. 
el período de. f(t) y r1 el período de F(w)], la evaluación de la Transfo1111! 
da de Fou·ricr se rcduc<~ ¡¡ la solución <k u1i sistema de N ecuaciones de la for 
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ma _:/ 1<. . ; -. :.: .. :·~·~:::.o· .. ,.::;·~. .. . . ¡ 

,_ .. 
~· 

:-r :· ·, .... ;; • .:J ¡ ' ' ... ~ .1 -' . . •. '( :·. ¡: ·-=. 

\:-' ·--~_;. ;. ~- ~--- -l¡,;._ . ._.,_-_ 

;·.,¡ ¡ ' 

' .. _., .. 
- ' .. '·'·. 

• 1 

•' '- ',,,, 

-·-' i.} '': ·: 

•• '"l ,_ 
~ ' ... -· • '" • J 

... ; -, 

,, 

La correspondencia que se establece entre 
muestras igual a N se denota 

para un número de 

a -<-+A . n :· N .. · m . · , .. ,. 

~--~ :JPu:.:: -.. , · :·.: 1 .... . ' 
·~-- ~ 

.•. '}: •• --, • -. ,_1 o; ~-- '·~ •• '·- ::' 

. ' . • : t J 

(·c;f:; ~~ .. di~~ que son u,n par,,~e. la. ~erie.piscreta_.:<:le;:fo.uri~r.de,,orden 

.... !,., ' '· t • • -

N. 

tn re a 1 i dad 1 a serie discreta es tab 1 e ce una re 1 ación entre dos series de 
números,. las cuales cumplen con ciertas prop,ied~de~ que,son simila':'es a ,las 
ya ana 1 i ;¡:i;das. 

_.; . ' ., t '· _., 

Propiedades básicas. Se supone que siempre se tiene 

a +-+N A -n -m 

Convolución. Si an N Am y b NB n . m son pares de la serie discreta, 
entonces 

N-1 N-1 
¡: ak bn-k = .!. ¡: ~ B w-mn 

k=O N m=O m 

Desplazamiento. Si a , ... ,.A es. un par de la serie discreta, entonces n N m 

A
. wmk 

an-k 'N' m N 

Teorema de la Energía. Los valores absolutos al cuadrado de los términos de 
ambas series están relacionados por 

· N-1 
2 

· 1 N-1 
¡: 1 a k 1 = N ¡: 

k=O m=O 



1.2.8 Transformada Rápida de Fourier 

Una de las principales propiedades de la Transformada Discreta de Fourier 
es la que permite disminuir apreciablemente el cálculo de los N números de· Aro 

y que define la Transformada Rápida de Fourier a través del siguiente teorema 

Si bm " a2n· y en " a2n+1 son los .términos pares e impares de la se 
cuencia an, entonces se cumple que 

con esta relación se tiene que, al descomponer sucesivamente cada serie de tér 
minos los cálculos se aceleran notablemente. Por supuesto, como .cada descomp.!!. 
sición divide la serie en mitades, el máximo de simplificación se obtiene para 
series con un. número de términos igual a una potencia de dos. 

Ejemplo 6. Considérese la Serie 

a " n {0,1,0,0,0,0,0,1} 

Go " a3 + a7 " 1 , e = Fm+GmW~ m 

Gl = a3 a7 = - 1 co = 1 + 1 = 2 

1 1 1-j Fo " al + a = 1 el = + (-1) w4 = 
5 ' 

Fl = al as " 1 c2 = 1 1 = o 

E = az + a6 = o c3 = 1 + j o 

El = a2 a6 = o Bo = B=B=B"O 1 2 3 

Do = a o + a4 = O B = o + Em ~m m m 

01 " a - a4 = D o 

A
0 

" O + 2 = 2 

A1 "O+ (1-j) w8 " 12 
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A2 - o 
A
3 

=o+ (1+j) w~ = - 12 

Por la definición de W~, se tiene que los valores que toma corresponden a 
las N raíces de 1 (el círculo unitario). En el ejemplo anterior se te 
nía que 

Wo = 1· 8 , 

w4 = 
8 - 1; 

iiótese también que wm 
N 

\1~ = 1; 

Por lo que 

ws = 
8 

tiene 

w~ = j; 

1+. w6 = 7 1-j J. - j; vJ =---. 
,t2 8 8 ,t2 

1 as siguientes propiedades 

wm = j; 
4m W3m = J .. 

4m - ' 

1.2.9. Transformada de Laplace 

La Transformada de Fourier tiene una aplicación limitada, ya que exige que 
la función a transformar sea absolutamente integrable, lo cual se extiende tam 
bien a la función de transferencia, que es el cociente entre las Transformadas 
de Fourier de la entrada y la salida. Esta situación puede resolverse utilizan 
do la Transformada de Laplace que al incorporar tácitamente un término de con 
vergencia extiende la aplicabilidad de la transformación. 

La T¡-ansformada de Laplace se defioe 
1 J 

1 

1 
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CALCULO DE LA TRANSFORMADA RAP!DA DE FOURIER 

~j:.··.~[¡i~,/·.·.··· t,(¡ 

Al efectuar el cálculo de la Transformada···Rápida de Fourier conviene 

emplear los diagrallJaS que se señalan a continuación: 
""~ • ' 'l rJ.- r-.. 

Para n = 2 ~ = {ao' al} 

A = a o + al wo = ao + al o 2 

Al 
. 1 

= a o + al Wz = a - al o 

Para u = 4 

a o B A 
ox o 

al co Az 

A = s + e w'" m m m 4 
B = a

0 
+ a2 W~ o 

a2 . B
1 

-A
1 

1 X 
a3 el A3 

Bl 
1 = a o + a2 w2 

Co = al 
o 

+ a3 wz 

el = al + 
1 

a3 w2 

Para n = 8 

A = 8 + C
01 

w"
8
' . )11 111 

B=D+EW111 

m m m 4 
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ALGORITMO PARA TRF DE 16 ELEMENTOS 

o = 
m 

E = 
m 

Fm = B=D+EWm 
m m m 8 

Gm = 

1-34 

m H + . I w
4 m m 

J + m 
K wm · 
m 4· 

Lm + M wm 
m 4 

N + m 
om w4 m 

.--·. 

• 

--­. .,.. ... 

• A6 

Al4 

_..--Al 

Ag 

.- -As 
A 13 

A3 



F(S) = ~oo f(t) e-st dt 

donde s es la variable compleja o+jw que ha sustituido la variable w de 
la Transformada de Fourier. Nótese que en el exponente o es el término que 
permite la convergencia. La Transformada de Laplace tiene propiedades simil~ 

res a la de Fourier, aunque la variable s (frecuencia compleja) presenta 
algunas particularidades en cuanto a la convergencia de la integral y de la 
transformada inversa. 

La relación existente entre ambas transformadas permite establecer la si 
guiente relación de equivalencia 

F(w) = F(s=jw) o = o 

Sin embargo, la ecuación anterior sólo es válida si la región de converge~ 
cia incluye el eje imaginario, es decir, Si 
valores de jw, Si existe algún valor de jw 
nito .(polo), entonces deben agregarse términos 
estos polos situados en el eje imaginario. 
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,_ 

.1.3 ,Análisis Básico de ;>¡·t::::n,c;s 

Al considerar que las señales son procesadas y transformadas en otras, 
surge el concepto de sistema como elemento que de alguna manera asignii a cada 
seña 1 de un conjunto dado, otra del mismo conjunto o de otro muy di fe rente. 

1.3.1 Definiciones 

Considerando que E y S son dos clases de funciones determinadas, siste 
ma es la regla R tal que asigna a cada f E E una función f e S. 

R E ..,. S 

Los sistemas pueden clasificarse, como las señales, en discretos y analó 
gicos (continuos), de la siguiente forma: 

Sistemas Discretos: son aquellos en que E y S son el ases de funciones di S 

cretas. Ejemplo: filtros digitales. 

Sistemas Analó9icos: son aquellos en que E y S son clases de funciones a na 
1 ógicas. Ejemplo: filtros activos. 

Sistemas A/D: son los sistemas que realizan la transición entre seña'les analó 
gicas y digitales, o sea, E es una clase de funciones analógicas y S es 
una clase de funciones discretas. Ejemplo: convertidor A/D. 

Sistemas D/A: 
decir, E es 
analógicas. 

son los que realizan la función inversa de los anteriores, es 
una clase de funciones discretas y S es una clase de funciones 

Ejemplo: convertidor D/A. · 

Un sistema cualquiera R, que asigna a cada f e E una g E S, se deno 
ta mediante el diagrama y la ecuación siguiente: 

g = R {f} 

con lo cual se indica que la función g (de sal ida) depende de la función 
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f (de entrada), a través de la regla R, (del sistema). 

Con estos modelos, pueden establecerse las siguientes definiciones: 

Sistemas Lineales: El sistema R es lineal si su respuesta (salida) a una e!~_ 

trada (o excitación). consistente en una suma ponderada y lineal de señales es 

igual a la misma suma ponderada de las respuestas del sistema a cada una de 
las mismas señales. Esto es, 

R{L:a.f.}= 
i 1 1 

donde a; = coeficiente i-ésimo 
f; = función i-ésima 

Sistemas Invariantes en el Tiempo: El sistema R es invariante en el tiempo 

cuando su respuesta es independiente del instante en que se aplique la entrada, 

es deCir, si la salida del sistema g(t) es 

g(t) = R{f(t)} 

entonces 

Para sistemas discretos, si 

g[n] = R{f[nJ} 

entonces 

Sistemas Causales: El sistema R es causal si la respuesta a una función tal 
que f(t) = O, para todo t < O, cumple con que R{f} = O, para todo t < O: 

Una forma simple de definir la causalidad es exigiendo que la respuesta a 
impulso [ó(t)] sea cero para todo t menor que cero. También se define ex.!_ 
giendo que las respuestas hasta t = t

1 
a dos señales de entrada idénticas has 

ta t = t 1 , sean también ir¡uales; o sPa: 

Si para todo t < t 1 
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entonces R{f 
1

} = R{f
2

l para todo t < 
tl 

para sistemas discretos, si 

f 
1 

[ n] ·= f 2¡ n] para todo n :S nl 

entonces R{f
1

} = R{fz} para todo n :> n
1 

La causalidad es una condición útil para distinguir los sistemas físicos, 

ya que significa que la respuesta. no puede depender de estímulos o entradas 

que ocurran o se presenten con posterioridad. 

Sistemas en Cascada: se dice que los sistemas 

la sa 1 ida de uno de e 11 os (por ejemplo, la de 

del otro (en este caso R2). 

R1 y Rz están en cascada si 

R1) se utiliza como entrada 

Entonces 

Sistemas Estables: un sistema R es estable si la respuesta a una entrada aco 

tada es también acotada. 

Sistemas Reales: Un sistema R es real si la respuesta a una entrada_ real es 

también una función real. 

Respuesta a Impulso: La salida del sistema R cuando.la entrada es la función 

impulso es de particular interés y se denota 

h(t) = R{o{t)} 

Para-sistemas discretos 

h[nj = R{t\jnjl 

-~onvoJ..ució~: La respuestil del sistema R a una función f(t} cualquiera puede 

calcularse como la convolución entre esta misma función y 

La convolución entre f(t) y h(t) se denota f{t) * h(t} 

guiente manera: 
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g{t) = f(t)* h(t) = h(t)* f(t) = ~oo f(x) h(t-x) dx 

= f:oo h(x) f(t-x) dx 

Para sistemas discretos 

g[n)= f[n]* h[n) = h[n]* f[n] = l: f[k] h[h-k] 
k=..oo 

00 

= ¡; h[k) f[n-k] 
k=-oo 

También se demuestra que una función f cualquiera puede escribirse 

f(t) = f(t)* o(t) = ~ f(x) a(t-x) dx 

-"" 

00 

f[n) = f(n]* a[n] = ¿ f(k] a[n~k] 
k=-oo 

Función Sistema:· Este concepto aparece al considerar que la entrada ·a 
un sistema analógico lineal R es 

Entonces 

g(t) 

donde 

jw t 
= H(u•=w

0
) e 0 

h(x) 
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se conoce como la función sistema (o función de transferencia) y es la t~ans 

formada de Fourier de h( t). 

Algunas propiedades de la función sistema son las siguientes: 

G(w) = F(w) H(w) 

donde G(<>~) y H(w) son las transformadas de Fourier de g( t) y h( t), res pe~ 

ti van1ente. 

Para sistemas discretos, se cumple en forma similar que 

00 

H( z) ¡; h [n] -n = z 
n=-co 

R{zn} = H(z) 
n 

z 

,, - ' 

donde H( z) .es 1 a transformada z de h [n]. 

La definición de la fu~ción sistema o función de transferencia se aplica 

también y en forma mucho más general a la Transformada de Laplace H(s), P.ara 

sistemas anal.ógicos, ·por lo que en ocasiones se hará referencia a ella. 

1.3.2 Propiedades y Aplicaciones 

Como ya se ha visto, la función sistema de un sistema analógico tiene las 

siguientes propiedades:. 

' l. Es la Transformada de Fourier de la Respuesta a Impulso: 

En un sistema lineal e invariable en el tiempo cualquiera h(t) 

f( t) --·~·--•g( t) 

se cumple que g(t) ~ h(t)* f(t) = f(t)* h(t) 

y también que H(,,) +-• h(t) 
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DISTORSION Y TRANSMISION SIN DISTORSION 

Una señal, al pasar por un sistema cualquiera, es por lo general afect~ 

da en· sus características, de manera que la señal de salida presenta difere~ 
cia con respecto a la entrada. Estas diferencias se conocen como distorsión, 
la cual se clasifica de la siguiente forma: 

Distorsión Lineal en Amplitud, Es la que se produce en un sistema lineal en 
el cua,. las distintas frecuencias son transmitidas con diferentes niveles de 
atenuación o amplif-icación, 
plitud del sistema IH(w)l 

o.sea, la característica de transferencia de am 
no es constante en frecuencia. 

Distorsión Lineal de Fase. En forma similar a la anterior, se produce en los 
sistemas lineales cuando la característica de transferencia de fase IH(w) es 
no lineal. Entonces, los retrasos que experimentan las distintas frecuencias 
son tales que no se reconstruye la señal a la salida. ·Nótese que se aceptan 
retrasos distintos, pero proporcionales a la frecuencia.· 

Distorsión No Lineal. Propia de características no lineales, la distorsión 
no 1 i nea 1 se caracteriza porque a la sa 1 ida de 1 sistema aparecen frecuencias 
que no estaban presentes a la entrada. 

Transmisión sin Distorsión. De acuerdo a las definiciones, un sistema que 
transmite sin distorsión debe·presentar una característica constante en amplj_ 
tud y lineal en fase, es decir 

-jwt 
H(w) = K e 0 

Se espera entonces de un sistema que transmita 

amplifique, y que presente un retraso constante 
Entonces, se tiene que si f( t) es la entrada 

f( t) 

-, 
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2. Es el cociente de las Tr-ansfonnadas de Fourier de la salida y la entrada, 

es decir 

donde 

H(w) = G(w)/F(w) 

F{w) <-> f(t) 

G(w) +->- g( t) 

3. Es el '=Oeficiente de la respuesta del.sistema a una Pntrada igual .a 

Es decir 
. "t 

g( t) = H(w) eJw 

En los sistemas discretos, la"s tres propiedades mencionadas se cumplen de mane 

ra similnr, o sea, 

l. H(z) es la Transformada de la respuesta a impulso 

li( z) +-+ h[n] 

2. Es el cociente de las Transformadas z de la salida y la entrada 

H(z) = G(z)/F{i) 

3. Es el coeficiente de la· respuesta del sistema a una entrada igual a 

f[n] = zn 

es decir 
g[n] = H( z) zn 

La función de transferencia H(w) . es una función compleja, por lo que se 

tiene que 

donde JH(,,•) ¡ se denomina la respuesta de amplitud del sistema y LH(t<l) el 
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desplazamiento de fase o respuesta de Fase del sistema. También como h(t) 

es una función real, se tiene que 

IH(w) \ = \H(-w) 1 

LH(w) = - LH(-w) 

Sistemas Interconectados: Ya se vió que al aplicar la salida de un sistema 

H1(w) como entrada de otro sistema H2(w) se tiene la conexión en cascada 

que res u 1 ta 

f 1 ( t) 91 ( t) = f 2 ( t) g2(tl 

IHl(w)l- ·IHz(~l l 
F
1 

(w) F
2 

(w) G2(w) G1 (w) = 

donde se cumple que 

G
2
(w) = H

1
(w) H

2
(w) F

1
(w) 

g2( t) = h1(t)* hz(w)* f
1
(t) 

La conexión en paralelo consiste en sumar la salida de dos sistemas a los 

que se les aplica la misma entrada, o sea 

f( t) __ 

F(w) 

Aquí se cumple que 

G(w) = ~1 (w) + HzCwQ F(w) 

g(t) = b(tl + h 2 (t~* f(t) 

Por último la conexión realimentJda consiste en tomar la salida y del>.!_ 
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damente procesada volver a ap1icar·h a la entrada, es decir ., 

g( t) 

G(w) 

De donde_resulta que 

H
1 

(w) 
G ( w) = 11-:;+::-uH 

1
-,(-:=:w') "R'

2 
"( w.,-) F(w} 

La función sistema y la respuesta a impulso son entonces dos represent!!_ 

ciones válidas de un sistema cualquiera, digital o analógico, en la frecuen 

cia y en el tiempo, respectivamente. La función sistema, sin embargo, pr~ 
senta una serie de características que la hacen mas apropiada para modelar 
les sistemas en general. Algunas de estas ventajas quedan de manifiesto en 
la representación gráfica de la función sistema y en el diagrama de polos y 

ceros, que verán a continuación. 

Di a grama de Po 1 os y Ceros. La función de transferencia H( s) puede expr~ 

sarse en general como el cociente de dos polinomios, o sea 

Sn + a 1 s n-1 + + + 
H ( s) = ~4-{. = -=---'-n=---=---::-'"'r------'al=-s--a-=-o 

F \S 1 S m + b S m-l + + b S + b 
m-1 1 o 

pero como los polinomios pueden factorizarse por sus raíces, se tiene 

H(s} 
f 

_ (S-z
0

) (s-z
1

) 

- T5:"p~;r-rs:-PlJ 

donde z
0

, z1, ... , zn son los 
rencia H(s) por lo que se les 

P
0

, Pl' ... , Pm hacen que H{s) 
H( S). 

valores que hacen cero la función de transf~ 
denomina ceros. También, como los valores 

tienda a infinito, se les llama polos de 

La importancia de estos valores proviene de las condiciones de converge!!_ 
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cia de las integrales en que están incluidas las funciones, al mismo tiempo 
que permiten la representación gráfica de H(s) en el plano s mediante 
Gnicamente los polos y los ceros. 

Ejemplo 7. El" d·iagrama de polos y ceros de la función 

H ( s ) = __,_( .;;_s+~1 )...,..___ 
( s-1 )( s 2+ 1) 

. ,) V..• 

·él--·. ·······/.· -·· 
··" ., ! 

-- ' • • v 

se representa señalando los ceros con un circulito y los polos con una x, 
tal como se indica en la figura. 

Diagrama de Bode. La función de transferencia H(jw) puede escribirse en 
general de la siguiente forma: 

H(jw) 

Al expresar la magnitud de H(jw) en decibeles (considerando que x ex 
presado en decibeles es 20 log x, se tiene que 

20 log jH(jw)l = 20 log K+ 20 log (l+jwT1) +m 20 log (l+jwT2) + 

- n 20 log (jw) - 20 log (1+jwT ) -. o 

También, la parte angular de H(jw) se expresa 
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u 

'5' 

a 

f 

t 
1 

1 
S 

o 

o 

, 
2r;jw 

- n 90° - tan- 1 wT - tan-1 --...:.2~~2 -
0 1 - w jw 

n 

Los factores contenidos en H(jw) presentan las siguientes característ_!_ 
cas. 

Constantes K. 
(generalmente 

Puesto que 
positiva) y 

K no depende 
se tiene que 

20 log K = constante 

de la frecuencia y su valor es real 

~=o, siempre que K > O 

Factores jw Un factor del tipo JW que aparece en el denominador represe.!:!. 
ta lo siguiente 

20 log (1/jw)n n 20 log w 

1 (1/jw)n = - n 90o 

Nótese que si el factor está en el numerador los resultados son los mismos, 
pero con signo positivo. También se tiene que en.· el diagrama de magnitud 

logarítmica versus frecuencia.los factores jw se dibujan.como líneas re~ 

tas de pendiente i gua 1 a 6 decibeles por década o 20 deci be 1 es por octava (pos.:!. 

tiva si es factor del numerador y negativa, si es del denominador). La curva 
debe cortar el eje o·dB en w=1 .. Véase figura 3. 

Factores 1 + jwT. Para este caso se tiene (denominador) que 

20 l.og 1 20 log 1 1 + .. ,2r2 
1+"'"]f.iT = u 

Donde se cumple que 
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Fig. 6 a) Trazado de los factores del ejemplo, factor por factor. 
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Fig. G b) Trazado del resultado compuésto de los factores del ejemplo. 
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tor ·(con as1ntotas) y posteriormente se ha encontrado el resultado compuesto. 

·1.3.3 .El sistema de segundo orden 

El sistema cuya función de transferencia es 

2 

H(s) = 
wn 

s2 + 2¡; + 2 wns wn 

presenta algunas características interesantes y se presenta con mucha frecue_!l 

cia, por lo que se consideraran algunas de sus principales propiedades, 

Respuesta a Impulso 

Como la respuesta a impulso es la transformada inversa de H(s) se tie 

ne (véase la figura 7) 

w 
h( t) - n 

~ 

-r;w t 
e n sen wn ~t 

·-w t 
h ( t) = w~ t e . n 

t; < 1 

t; = 1 

Cuando ¡; > 1 entonces el·denominador de F(s) puede factorizarse en 

dos raíces reales diferentes, situación que no tiene mayor interés porque 
.. ~! .• 

F(s) presentará dos frecuenéias de corte independientes. 

Respuesta a Escalón 

La respuesta a· 11(t) del sistema de segundo orden es la siguiente 

-l,w t 

g(t) = 1 e n sen r~n /1-¡; 2 t + cos- 1 ;1_ •. 
. ,1 l-t; 2 L ::J 

Nótese que la ~·espuesta depende del factor r. · (factor de amortiguamiento) y 

que en el diagrama de .la figura 8 se observan algunos casos interesantes. Para 

t; ~. 1 no ;e presentan oscilaciones, casos que se denominan subamortiguado Y 
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Fig. 7 Respuesta del sistema de segundo orden a un impulso unitario. 

1.8 08 

1.6 

14 

1.0 
l'ttl t'(t) 

OH 0:.' 

U6 

04 

1 . ' ; i i- 1 

1 ' ' 
1 1 1 1 "!' -¡- ' . ; 1 

-- -- j_ ___ :_ _l ____ L 

04 

1 . l ¡ 
_; ___ ; ___ L. . -10 

-06 

-08 

:! j -l ~ 6 1 d 9 lO 
w.r 

• 

Fig. 8 Respuesta del sistema de segundo orden a un escalón. 
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amortiguado críticamente (r;=J) , en tanto.que para r;<l se produce un sobre. 

tiro que es mayor cuanto menor es r; • 

.ELsobret i ro se produce 'para 

y alcanza un valor máximo dado por 
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1.4 Filtros Ideales y Filtros Realizables 

Puesto que los filtros son dispositivos o sistemas que realizan la fu!!. 
ción de seleccionar frecuencias, en el sentido que permiten la transmisión de 
un intervalo llamado banda de paso y lo imp1den en el resto, que por_ estar~­
zón se denomina banda de rechazo, se clasifican idealmente en 'la siguiente 
forma: 

Filtros pasabajas 
Filtro pasabanda 
Filtro pasa altas 
Filtro de rechazo de banda 

En cuanto a 1 os componentes que 1 os integran, 1 os fi 1 t ros rea 1 es se el a 
sifican en 

Filtros de parámetros concentrados 
Fi 1 tros pasivos 
Filtros activos 
Filtros digitales 
Filtros de cristal 
Filtros mecánicos 

Filtros de parámetros distribuidos 
Filtros en strip-line 
Filtros de guía de onda 

Las definiciones que siguen permiten.establecer claramente la diferencia 

entre ellos. 

1.4.1 Definiciones 

Según su respuesta en frecuencia, los filtros ideales pueden ser: 

Filtro Pasabajas Ideal: Este filtro se caracteriza porque la banda de paso in 
cluye el intervalo de corriente continua hasta una frecuencia máxima, llamada 
frecuencia de corte, arriba de la cua 1 se encuentra la banda de rechazo. En 
tonces, la función de transferencia de este tipo de filtros es: 
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• 1 F(w) 

w 

; f(t) 
' 

Fig. 9 a) Característica del filtro pasabajas .ideal y b) Respuesta a 

.impulso del mismo filtro • 

. F(w) 

i f( t) 

1 

1 

i 
-~. ¡~~¡wv~,t 

t o 

, Fig. 10 a) Característica del filtro pasabanda ideal y ~) Respuesta a 

impulso del mismo filtro. 
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~] 
-jwt 

F{w) = Kn e o 

Donde wc = frecuencia de corte 

to = constante de fase lineal 

K = constante de proporcionalidad 

Nótese que, salvo la discriminación de frecuencias que se produce y el 
retraso de fase lineal,· el filtro pasabajas no introduce distorsión. De he 
cho, la transmisión de la banda de paso es sin distorsión. 

En la figura.9 se observa la característica del filtro pasabajas y su res 
puesta a impulso. 

Filtro Pasabandas Ideal. En este tipo de filtros, la banda de paso se extien 
de desde una frecuencia de corte 
te superior w +w . El ancho de o e 
y se encuentra centrado en w

0
. 

la siguiente 

F{w) = K [H f~) 

inferior w
0 
-wc, hasta una frecuencia de cor 

banda según esta definición es entonces 2wc 
La función de transferencia es, por lo tanto, 

e oo+í[--oe oo - j (w+w ) t [w~w J i( w-w ) t ~ 
w 

Nótese que se tiene también un desfasamiento lineal para cada región del fil 
tro. Esta condición· es indispensable para asegurar que la transmisión del. fil 
tro sea selectiva, ·pero que no distorsione. 

En la figura 10 se muestra la característica del filtro pasabanda ideal 
y su respuesta a impulso. 

filtro Pasa altas Ideal: Este tipo de filtro actúa en forma contraria al pa 
sabajas, ya que permite la transmisión de las señales superiores a una frecuen 

cia de corte ~~e y rechaza todas las demás inferiores a ella. La función de 
transferencia de este tipo de filtros es: 
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! F(w) 

if(t) 
' 

Fig. 9 ·a) Característica del filtro pasabajas .ideal y b) Respuesta a • 

.impulso del mismo filtro . 

. F(w) 

w 

i f( t) 

1 . 

1 

·l-
. . 

1 •• •• 1• 

"'f~:"A I,J,r~~t . ~ vv~ . 
. Fig. 10 a) Característica del filtro pasabanda ideal y~) Respuesta a 

impulso del mismo filtro. 
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Donde wc = 

to = 

K = 

F(w) = Kn ~J 
-jwt 

o e 

frecuencia de corte 

constante de fase lineal 

constante de proporcionalidad 

Nótese que, salvo la discriminación de frecuencias que se produce y el 

retraso de fase lineal, el filtro pasabajas no introduce distorsión. De he 

cho, la transmisión de la banda de paso es sin distorsión. 

En la figura 9 se observa la característica del filtro pasabajas y su res 

puesta a impulso. 

Filtro Pasabandas Ideal. En este tipo de filtros, la banda de paso se extie~ 

de desde una frecuénc"ia de corte inferior w
0
-wc' hasta una frecuencia de CO!. 

te superior w
0
+wc. El ancho de banda según esta definición es entonces 2wc 

y se encuentra centrado en w
0

• La función de transferencia es, por lo tanto, 

la siguiente 

F(w) = K [fl [~J e oo+rl--oe .oo - j (w+w ) t [w~w ) -j( w-w ) t ~ 
w 

Nótese que se tiene también un desfasamiento lineal para cada región del fil 

tro. Esta condición es indispensable para asegurar que la transmisión del fil 

tro sea se 1 ecti va, ·pero que no distorsione. 

En la figura 10 se muestra la característica del filtro pasabanda ideal 
y su respuesta· a impulso. 

Filtro Pasa altas Ideal: Este tipo de filtro actúa en fonna contraria al. P!!. 
sabajas, ya que permite la transmisión de las señales superiores a una frecuen 

cia de corte wc y rechaza todas las demás inferiores a ella. La función de 

transferencia de este tipo de filtros es: 

F(w) =K l~- n(,~ J] 
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Fig. 11 Característica del filtro pasaaltas ideal. 

, F(<o) 

r (w) (
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~ \( [ 1 :- il -- - - n o-: .. --- e 
,L U,)C . "J. Lde, 

Fig. 12 Cdracterísti<:a del filtro de rechazo de banda ideal. 
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En la figura 11 se muestra la característica de transferencia del filtro y su­
respuesta a impulso. 

Filtro de Rechazo de Banda. En forma si mi 1 ar a 1 anterior, este tipo de fil_ 
tro permite la transmisión de todas las frecuencias, excepto porque rechaza 
una banda (normalmente estrecha) de frecuencias no deseadas. La caracterí~ 
tica de transferencia es 

F(w) = KE- n(~)- n(~)] 
-jwt 

e o 

En la figura 12 se muestra la cara~terística de transferencia y la respuesta 
a impulso de este tipo de filtros. En cuanto a los filtros reales, son váli 
das las siguientes definiciones: 

Parámetros Concentrados. Son aquellos elementos,circuitos o sistemas en los 
cuales los elementos electrónicos son fácilmente identificables por ser unid_! 
des separadas que se modelan en fonua muy simple con un solo parámetro. Por· 
ejemplo: resistencias, capacitares, inductores, etc. En este caso, las longi 
tu des de onda de las frecuencias de trabajo son muy superiores a los elementos 
a{s 1 a dos y e 1 comportamiento de los circuitos se describe con ecuaci enes di fe 
renciales ordinarias.-

Parámetros Distribuidos. Contrariamente al caso anterior, se habla de parán~ 
tres distribuidos en los casos en que no puedan identificarse claramente los 
componentes físicos de un circuito. Por ello, los elementos se e~cuentran i~ 
terrelacionados y su modelado no puede realizarse en forma de parámetros indi 
vidualizados. En este caso, las longitudes de.onda de las frecuencias de tr_! 
bajo son comparables o menores a las dimensiones físicas de los elementos que 
integran el circuito o sistema. También, el comportamiento de· los circuitos 
se describe con ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. 

Filtros Pasivos. Se denomina así a los filtros cuyos elementos. no realizan 
funciones de amplificación, es decir, son elementos pasivos como resistencias, 
capacitares, inductores, etc. 

Filtros Activos. Son los filtros que emplean elementos activos en su construc 
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ci ón, por"l o general amp J·i r i e adores ··operaci ona 1 es, aunque pueden usar cual. 

quier otro tipo de amplificación. 

Filtros Digitales. 

talizadas por medio 

dores. 

Se.-lfama así a los filtros que procesan 

de dispositivos también digitales, como 

las señales dig_i 

los microproces~ 

Filtros de Cristal. Son aquellos filtros que utilizan como principio activo 

la ·característica de transferencia de uno o más cristales en su realización. 

Filtros Mecánicos. Estos filtros son los constituidos principalmente por 

pequeños sistemas mecári1cos 'resonantes que uti 1 izan las propiedades resanan 

tes de ciertos sólidos para seleccionar frecuencias. 

Filtros en S tri p-Li ne. Son 1 os fi 1 tros de alta frecuencia que se cons truy~ 

ron sobre una cinta- metálica situada entre dos planos de tierra y separada 

de ellos por dieléctricos. 

Filtros de Guía ·de Onda •. Se denomina así a los filtros que se obtienen al mo 

dificar o introducir elementos en una guía de ondas. 

1.4.2 Realizabilidad de los Filtros 

Como -habrá podi,do verse, los :filtros ideales cumplen la función de recha 
·' 

zar totalmente algunas bandas de frecuencia (ganancia igual a cero), en tanto 

que transmiten e 1 resto s i.n alteraciones. Esta si tu ación idea 1 , desafortunad~ 

mente, no es alcanzable en la práctica, ya que tales sistemas resultan ser no 

causa les, como se demostrará: 

En el filtro pasabajas, por ejemplo, se tiene que la función de transfe 

renci a es 

H(w) = K n (2~ J e:jwtp 
. e ¡. . 

por lo tanto, la respuesta a i~pulso es 

h(t) = 2Kfc sine ~fe (t-t
0

) 
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Filtros 
Dioitoles 

Como esta respuesta (véase la figura 9) se inicia antes de t=O, el. sistema. 

es no causal. Puesto que la respuesta a impulso de todos los demás filtros 
ideales también presenta la característica de ser no causal, como se muestra 
en las figuras 10 a 12, resulta que los filtros ideales no son realizables. 

Esta situación implica que, como los .filtros ideales no son alcanzables 

en la práctica, se requerirá el empleo de aproximaciones realizables que, por 
' .. 

supuesto, nunca alcanzarán las caracteristicas de los filtros ideales. 

Q 

\0000 

1000 

Filtros 
Mecánicos 

Fll Iros RC 
Activos 

Filtros 
Cerámicos 

------- -- 1--. 
lOO 1=====;-_-_-_-:1----;:~--~,----t--¡ 

f----.,.+--' 1 ·.\.... 

10 1 
1 
1 
1 

1 
/ 

'"' 101<. 

' \ ...... :------'- ........ -
\ ........ 

t---.APLL 

' 

IM lOM 1001-\ 

Frecuencia Hz 

Filtros de 
Cristo! 

Filtros de 
Guío de Onda 

Filtro!! LC. 
_ .-· Po&ÍIIOS .. 

1<7 IOÚ" 

Figura 12. A. Frecuencias. de trabajo de 1 os fi 1 tros versus e 1 factor Q. 
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1.5 Aproximaciones.· 

Puesto que los filtros ideales no son realizables, en la práctica. es ne 
tésari i>? •t'rab·a"j'a rltcon -apróx·i mát:torie$:> dét estosf,c-r:l o' quef ·hl·eva1 an~nsci dera·r¡cd _!?·,; · i 

J. 'ferentes;? fohliasr"'"decaproi(imaC:i ón. o Eil'J•primer~•l uga·r\<.'six'se,,cons:i'dera que ;la brr:c) j 
1 
' 1 

1 
) 

cafacterfs-t;i1a·· <!ié l• ,(i 1 fro'"i'dea'lu quei•se>'dese~ :prax'imar' es2 unaC::fuh'éfón :.H( S') ,r;;, '. , 
• 1 

se tiene un antiguo problema matemático de aproximación de funciones•quei'Gb ó'.>,~ 
puede establecerse simplemente como la aproximación de una función disconti 

. . ·-
nua (ra característica del filtro) por una función édñt:iiJLa·'tl'a •aproxiin.(1 .J 

ción), problema que tiene varias soluciones. 

1.5.1· Planteamiento del Problema. 

S\' :.: ~-
Tal como se ha mencionado, para aproximar una función conlotra se tiene 

varias alternativas, entre las que destacan la 
la aproximación con funciones racionales. Con 
tiene las siguientes aproximaciones: 

apr_oxJma'cjón!¡Co_n.':POJji 1n_o_mj~o_s Y, f. 
el empleo de polinomios, se 

... \ ''¡ - "'! o'·', ... - -

. ' 
a) Butterworth 

b) Tschebyshev i = .; i.d 
D O' 

e) Tschebyshev inversa 
5 ~ 0:-d}<.~}"Sípttca~:otr.dei\Caue·rrs·-rsn~~ 0~ ··~cr~ :·D-~\nstw·;o~·~ -=-~f.: .s·-~i·r-:?:~;q si íi3 .~:te~ 

e) Bessell · ·F::-~;.··:·.>t~~: r~:.::r 2.~·- ~:·1~.~.: ... ;c.f ~lb .. ;;[,:.!:.')·!~.-; 

Por supuesto, se han desarrollado diversas otras fO:r;Jña~1 .. de,rata7;a_r el, 

problema de aproximar funciones, con lo que se tendrán distintas caracterí~ 

ticas en los filtros resultantes. Algunas de las que se obtie?tn'c~pl las 

aproximaciones. de polinomios son: 

a) Planicidád de la respuesta en la banda pasante 
·· ·b) ·Respuesta·éle fase lineal 

e) Atenuación d~ la banda de rechazo 

d) Máximas variaciones tolerables en la banda pasante 

\ ,. :::: 
ü ~- \•'· 

e) Máximas variaciones tolerables en la banda de rechazo 

t 
!'-

" 

Conviene destacar que normalmente se trabaja con filtros pasabajas p~ 

ra diseñar, los que además se encuentran normalizados en amplitud y frecue~ . 
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cia a l. 

cualquier 

Esto se debe a que existen transformaciones simples para· obtener 

tipo de filtro a partir de un filtro pasabajas y a que, al norma 

lizarse la amplitud y la frecuencia, se logra un algoritmo simple de diseño 

que permite obtener un filtro a cualquier frecuencia. (Véanse los recua 

dros). 

El procedimiento de diseño se basa en las llamadas plantillas de dise 

ño, las cuales fijan las condiciones máximas aceptables del filtro que se 

desea obtener, a través de la fijación de las atenuaciones máximas de las 

bandas pasante y de .rechazo. En la figura 13 se observa 1 a pl anti 11 a de di 

seño de un filtro pasabajas, el que se describe con 4 parámetros. 

Nótese que las plantillas se especifican con atenuaciones a ciertas fre 

cuencias, ló que significa qúe son los puntos máximos (o mínimos) por donde 

debe pasar la función que aproxima la característica del· filtro: El ~mpleo • 

de atenuaciones en lugar de ganancias se debe a que en esta'forma se sim . 

pl ifican algunos cálcUlos, ya que se trabaja con el denominador de la fun 

ción de transferencia (véas'e el n~cuadro). 

1.5.2 Las aproximaciones. 

A continuación.se presentarán las aproximaciones más empleadas para el 

diseño de los filtros y se darán al9unos de las características que se obtie 

nen, en la práctica. Pero, previamente, se recordará que si H(s) es la 

función de transferencia, A(w} se define como la atenuación en decibeles, 

de la siguiente forma: 

A(w} = 20 log IH(jw) 1 = 10 log IH(jw)l2 = 10 log (1 + IK(jw)i2) 

·donde K(jw} es la función característica de H(s), la que se define 

H(s) H(-s) = 1 + K(s) K(-s} 

1 H(jw)il = 1 + 1 K(jw)il 

• 

recuérdese que en estos apuntes se usará la característica de atenuación de 

1 os filtros. 
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A = Atenuación mínima de la 
·mín banda de rechazo 

Pmáx =·Atenuación máxima de la 
banda de paso 

Ws = frecuencia de corte 

~ = frecuencia de inicio de la 
banda de rechazo 

A = banda de paso 

B = banda de rechazo· 

e = banda de transición 

A(w) 

. A . 
i1ún 

~·-:?¿: )//· ">0{·:::-:d 
Arcáx 

A -

e 

Fig. 13 Plantilla de diseño de un filtro pasabajas 

CARACTERISTICAS DE GANANCIA 
Y·ATENUACION 

w 

B 

Para el diseño de un filtro existen dos enfoques posibles: tratar la carac 
terística de amplitud (ganancia) o l_a característica de atenuación. Ambos enfo 
que son equivalentes aunque es actualmente más común el uso de atenuación, como 
se hace en estos apuntes. 

Debe mencionarse también que en -ambos casos se usa la notación H(s) para 
indicar las funciones de transferencia salida/entrada (para ganancia) y entrada/s~ 

lida (para atenuaciones), por lo cual se recomienda tener cuidado con el uso de 
esta notación. 

H _N(s). 
e/s - D(s)' 

H = D(s) 
s/e msr· 
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PLANTILLAS DE DISENO 

l. Filtro Pasa altas 

A • = Atenuación m1n1ma m1n de la banda de rechazo 

Amáx = Atenuación máxima 
de la banda de paso 

WB = Frecuencia de corte 
del filtro (normalizada 
a uno) 

WH = Frecuencia de inicio 
la banda de. rechazo 

2. Filtro Pasabanda 
¡., (w) r" B ..¡ B 

3. Filtro de·Rechazo de Banda 

u' A = Frecuencia inferior de 1 a 
banda de paso 

wB = Frecuencia superior de la 
banda de paso 

o'L = Frecuencia· inferior de la 
banda de rechazo 

wH = Frecuencia superior de la 
banda de rechazo 

de 
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/\(w) - B .... 

f')'//0;;~;-,, 
\nín 

Amáx 
k«:: :.:;¡;,:¿;;:.@¿;/ 

"'H WB w 
e ..¡ :- A 

A = Banda de paso 
B = Banda de transición 
e = Banda de rechazo 

WL = Frecuencia inferior de 1 a banda 
de rechazo 

WH = Frecuencia superior de 1 a banda 
de rechazo 

WA = Frecuencia inferior de la banda 
de paso 

WB = Frecuencia superior de la banda 
de paso 

wc = Frecuencia centra 1 

A(w) 

_a _.B .. 

• 'NJ ,, . w~//(0¡¿ 
Amáx 

"'A WL WH u>B w 
A ·~ e -i .. A 



_!l.proximaci ón Butterworth " ... 

La característica de la figura 13, correspondiente a 
puede aproximarse con un polinomio Bn(w) que cumple con 
diciones. 

un filtro Jasabajas, 
las siguientes·co~ 

l. Bn(w) es un polinomio de orden n 

2. Bn(O) = o (máxima atenuación) 

3. Bn (w) es máximamente plano al origen 

4. Bn(l) = 1 (para-normalizarlo) 

Tal polinomio es simplemente Bn(w) n 
= w ' el que cumple además con 

jK(jw)j 2 = w 
2n 

jH(jw)j 2 = 1 + w2n 

A(w) = 10 log (1 + w2n) 

También se tiene que el orden del filtro está dado por 

lag [(10Amfn/10 - 1) 1 (10Amáx/10 - 1)] 

N > --------------------------------

Nótese que a partir de la plantilla de diseño, es decir, con los parámt,tros 
A • , A • , w8 y wH se determina el orden del filtro y el polinomio carac m1n · max -
terístico. En la figura 14 se observan las respuestas de amplitud y de fase 
de un filtro pasabajas Butterworth para diferentes valores de n. 

Finalmente, la funci6n de transferencia entrada/salida H(s) de un fil 
tro pasabajas Butterworth normalizado de orden n está dada por 

H( s) = 

donde 

n k 
l: Hk S 

k=O 
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04f------f------

0.2 r---------+-----+--1 

o 2 

w rad./scc. 

t.>! ~1 Dt>yrct'S 

900 :-------- --· --- -- ---
n = 10 

H10 f--- 1---· 1-- . ·-· -· ¿'_ -'""" . ·-- -·· ---- .. 

1 ' 
n:-"9 

720 ,--- ·-·· i , __ 
'""" . / v- 1 

n=B 

630 :-------- -.. --. ~ --/7 V n,. ·¡ -¡--

717/ 
,_.......... f- f-

n'-6 

450 
. --

~ lf// / n=S -/V // n = 4 

.#;v -:%~/V~ ! 
n" 3 

1so _, _ ¿,%//v .....-'- 1 

~%~/:,.-V/ n=2 

.. ~~"":;:::;::o-/ ~ n ,.¡; 1 --- . 

o 
0.1 0.2 0.5 2 5 10 

fig 14. Características de amplitud y de fase de un filtro Butterworth 
pasobajas para diferentes valores de n. 
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( 

cos l(k-,1) n/Zn] 
sen (kn/2n¡-.- Hk-1 

Aproximación Chebyshev 

En forma similar al caso anterior, el polfnomio Tn(x) que satisface 
, las siguientes condiciones, se llama polinomio de Chebyshev. 

l. Tn(x) es par (o impar), si n es par (o impar) 

2. Tn(x) tiene todos sus ceros en el intervalo - 1 < x < 1 

3. Tn(x) presenta oscilaciones entre ±1 en el intervalo -1 5 x 5 1 

4. Tn(l) = l. (Por razones de normalización). 

El ~olinomio Tn(x) que cumple con estas condiciones es 

-1 ) 

-
- {cos (n cos x 

T ( x) 
· n cosh (n cosh-1 x) 

X ~ 1 

X > 1 

Aunque no se presenta como tal, · Tn(x) es un polinomio en x. Nótese, ade 
más, que se cumplen las siguientes expresiones: 

1 K ( j~) 12 = E 
2 T~ ( w) 

A(w) = 10 log [ 1 + e: 2 T~ (w)] 

A • /10 
-con .e: 2 = 10 

max _ 
1 y el orden del filtro está dado por 

-1 A . /10 A /10 1/2 
cosh [(lO m1n - 1) 1 (lO max - 1) l 

n = 
cosh - (wH/W¡¡) 

Los polinomios para todos los valores de n pueden encontrarse más fácilme~ 
te con la relación de recurrencia 

y con T (w) = 1 
o 

T1 (w) = w 

> n - 1, en tero 
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con 
A - /10 

Ez = 10 max - 1 

Y el orden del filtro queda dado por la misma expresión que para la aproxim! 

ción crebyshev 

A - /lO A - /10 l/2 
n = ~osh- 1 [(lO mw - 1) 1 (lO max - 1)1' 

cosh -l ( wH/"13) 

En la figura 17 se muestra como se obtiene la característica de un fil 

tro Chebyshev inverso pasabajas de orden 5, a pártir de un Chebyschev 

normal. 

Aproximación Elíptica 

Observando las características de los filtros Chebyshev .Y Chebyshev i~ 
verso se llega a la conclusión de que las oscilaciones que presentan logran 
una respuesta más abrupta en la banda de rechazo ... Siguiendo esta misma idea, 
es. posible imaginar el caso general en que estas oscilaciones se presentan 
en toda la gama.de frecuencias, en lugar de que se sitúe únicamente en una 

banda. Esto obliga a generalizar las 
en las funciones racionales Rn(x,L) 

funciones Tn(x) (que son polinomios) 
(que son cocientes de polinomios). 

Rn(x,L) es entonces una función racional de x que cumple con las si 

guientes características~ 

l. Rn es par (impar) si n es par ( impar) 

2. Rn presenta su n ceros en el intérvalo -1<x<l, en tanto que 

sus n p~los quedan fuera de él. 

3. Rn os ci 1 a entre los valores de !l en el i nterva 1 o -1 ~ X $ 1 

4. Rn (l,L) = 1 

5. 1/Rn oscila entre los valores de ±1/L en el intervalo lxl<xl 

Las funciones Rn (X ,L) se expresan 

(n-l)/2 i - sn2 (2i .K,/c.::n:J...) --.,-
TI -z ·- 2 

i=l x - [xL/sn (2i K/n)] 
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si n-· es impar, en tantoque si n es par, 
~-!:)' 

donde 

c2 = 

c2 = 

n/2 x
2 

- sn
2 

[(2i-1)K/n] 
= c2 x rr -2.,---~------~ 

i=1 x- {x/sn [{2i-1) K/n)] }
2 

1/2 (n-1)/2 2 

(xLJ (;~) JI 
i =< 1· 

1/2 n/2 
2 X. 

L ¡¡ 1 

i=1 XL 

[X;• polos de R(x,L)] 

Nótese que al definir Rn(x,L) se usa la función sn(a),. que es el seno 

elíptico definido a partir de la integral elíptica de primera clase de módu 

lo k 

J
• 2 2 -l/2 . 

u($,k) = (1 - k sen x) dx 
o 

con la expresión 

sn(]J,k) = sen $ 

en la que k = 1/XL 

Talfbién, se tiene que el parámetro K es la integral elíptica completa y 

K' la integral elíptica complementaria, las que se definen 

f
ll/2 

K = (1 

o 
2 2 -1/2 - k sen x) dx 

f
ll/2 2 2 -1/2 

K'= · [1-{1-k)sen x] dx 

o ' 

Todas estas funciones se encuentran tabuladas y existen programas para 

obtenerlas, ya que es fácil calcularlas numéricamente. 
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El orden del filtro está dado por 

n = 
K(x¡:1) K' (L-1) 

K'(xll) K{L-l) 

donde XL = wH/11] 

A í/10 
L2 10 m 1 = A • /lO 

10 max 
- .1 

En la figura 18, se muestra la característica de un filtro elíptico de orden 
5. 

Eorroximación Bessell 

Una característica que es importante en algunas aplicaciones es que el 
filtro presente transmisión sin distorsión, es decir, que la salida sea una 
réplica exacta de la entrada excepto por un factor de proporcionalidad y un 
retraso. Esta característica se logra con los polinomios de Bessel, que se 
definen de la siguiente forma 

n 
b S i ¡; . 

i=O 1 

donde 

bi = (2n-i)! 
zn- 1 i!(n-i)! 

En este caso, la característica de amplitud A(w) no es relevante, CU!!!. 

p:l i endose que 

H(s) 

También se tiene que el polinomio Bn puede obtenerse mediante la si 
guiente relación de recurrel)cia 
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con B
0 

= 1 y B1 = S+1 

En la figura 19 se observa la característica de fase del filtro Bessel, 

observándose que entre· O y 1 presenta una respuesta lineal para n > 2. 

:: r 

... ¡_ 

•lwl Ocyrce 

800 ----· -------- -- --·-- ---- ------ ·-· ·-··- ·-· - ·r--

600 ------+---+-
n = 8 
n = 7 

~:;::::.±::::::::...--r---rn • 6 

4001=-------+--

200 

~~L-----+------r-----t-----1----~r-----t--n 1 

-. ~t!.JlLlllJ.LliJJJJlllJ.lWJ U.lllll JLilllltL.!.UII!!I! l!!tti..l...LLL l.lll.l..l 

Vl 4.0 6.0 B.O ltJ.<l 17.0 14.0 

Figura 19. Características de respuesta del filtro 

Bessel. a) Amplitud, b) Fase. 
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. On Sanoh.vidth 
DAVID SLEPIAN, FELLOW, IEEE 

;1bstnltt-lt is easy to argue that real s.ignals must be bandlimlted. 
lt is al so easy to atgue that they cannot be so. Thís paper prcsents one 
puuihle reso1ution oC thi& s.:eming raradox. A philo!iOphical discussion 
or thc rule of ma1hl)maticlll m~cl& ln tho cxa.ct adcnccs ls given anda 
new formulation oC (.he 2 WT thcon:m is prcsented. 

Thc paper is a written version oC thc s.econd Shannon Lccture given 
al the 1974 lnternatlcnll Symposium on lnformation Theory. An 
appendix ¡¡i>ing prool of the 2 WT theorem has beon added. · 

TllE DILEMMA 

KE S!GNALS reaUy bandlimited? They seem to be, and 
yet they seem not to be. 

On the one hand, a pair of solid copper wires will 
not propagate electromagnetic waves at optical frequencies, 
and so the signals 1 receive over such a pair must be band· 
limited. In fact, it makes little physical sense to talk of energy 
received over wires al frequencies higher "than some finite 

· lO cutoff Ji!, say 1 O Hz. lt wou!d seem, then, that signals must 
be bandlimited. 

On the other hand, however, signals of limited bandwidth IV 
are finite Fourier transforms, 

s(t) = 1: e'"i/1 S({) df 

and irrefutable mathcmatical arguments show them to be 
extremely smooth. Thcy possess derivatives of aH orders. 
lndeed, such integrals are en tire functions of t, camPictely 
predictable from any little piecc, and they cannot vanish on 
any t _interval unlcss they vanish everywhere .. Su eh signals 
cannot start or ,stop, but must go on forever. Surely real 
sig11a/l start and stop, and so they cannot be bandlimited! 

Thus we have a dilemma: to assume that real signals must 
go on forever in time (a consequence of bandlimit~dness) 
seemS just as unreasonable as to assume that rt:al ~ignals have 
energy at arbitrarily high frequencies (no bandlimitation), Yet 
one of these alternatives must hold if we are to avoid mathe· 
matkal contradiction, for cither signals are bandlimited or 
they are not: there is no other choice. Which do you think 
lhcy are? 

1 have my own pet resolution of this seeming paradox, and 
that is what 1 .plan to talk about this moming. The prelimi· 
nary discussion is long and will. take us· rather far afield from 
lnformation Theory. but 1 will come back to touch on it later 
in a fundamental way if you will but boar with me. M y solu· 
tion to this dilemma will ccrtainly not picase all of you: it 
rcsls on mattcrs 1 do not ful!y un~crstanu mysc!f. But, then, 
JU'.thups this is the best fllnctwn thcse Sh;mnon L.octures can 
!IC'I·vc,·-t~ shake us all up a bit, to sUr the wat..:rs with contro· 
ve1~y. From such a.jostHng now i.Jeus are often born. 

M•nu~crljll ret\llved Augu¡,t 15, 1975; revis.:d October 4, 1975. Th..: 
hody o( thia Jl&pcr was ph~5oen1ed Bi thc sc:..:ond ShRnm:m Le~:tur" at 
thc lnleUIK1ional Symposium on lnforination Theory held at Notre 
Dome Universily, Notre D11mc, IN, Uctober 31, 1?74. 

The author is with s.,u Laboratories, Murruy Hill, NJ 07974 and 
'he Univ.:rsity of Hawaii, Honolulu, Hl968ll. ' 
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ON MoDELS AND RF.ALITY 

M y starting point is to recall to you that each of the quanti· 
tatlve physical s¡;iences-~uch as physics, chemistry, and most 
bram:hes of engincering·-is compriscJ of an amalgam of two 
distinclly differenr components. That thesc two facets of each 
science are indeed distinct from one another, thnt they are 
ma~e of totally different stuff, is rarely mentioned and cer· 
tainly not emphasized in the traditional college training of 
the engineer or scientlst. Separate concepts from the two 
components are continually confused. In fact, we evcn lack a 
convenient language for keeping· thcm straight in our thinking. 
1 shall cal! tho two parts Facet A and Facet B. 

Facet A consists of observations on, and manipulations of, 
the '"real wortd." Do not ask me what this real world is: my 
thoughts become hopelessly muddled here. Let us assume 
that we all uuderstand the term an~ agree on what it means. 
For the electrica! engineer, this. real world contains oscillo· 
scopes and wires and voltmeter:; and coils and transistors and 
thousands or other tangible devices. These are fabricated, 
inten:ounect~.:d, enereized, and studied with other real instru­
ments. Numbers descJ1bing the state of this real world are de· 
rived from rcading meters, thermometcrs, counters, and dial 
settings. They are recorded in notebooks as ra,·ioital real 
numb~rs. (No other kind of number seems to be directly ob­
taincd in this CL::<Ji world.) 

Facet B is somt.:thing else again. lt is a mathematical model 
(l.tld the rru.:ans for operating with thc modd .. lt consists of 
papcrs and pcndls and symhols and rules for manlpulating thc 
symhols. lt also consists of the minds of the men an'l wOmcn 
who invent and intcrpret thc rules ::md manipulatc the sym· 
bols, for without the seeming con>istc•n<)'. of their lhinking 
proc~sses thcrc would. be no single modt.:l to c.:onsidcr. When 
numerical values are givcn ~o sorne ()f the symbols, the rules 
prescribe numerical values for other symbols of the model. 

Now, as you all know, we.likc to think that th~re is an in ti· 
mate rt.:lalionship between Facet A .and Facet 8 of a given 
science. The numerical value assocíated ·with the symbol V 1 

in the modcl should, in the right circuJ~stances, agree with the 
rcading of the voltmeter wc havc labc!ed #3 on the workbench 
over thcre, th~; meter we touch in Facet A. lndced so confi· 
dent are we of this agreelnent thát we use the very s;m~ n3me 
"the volragt: at.:ross 'R 3" for thesc two very different qua~tities, 
thus confounding hopelessly ~he distinction betwcen these 
constructs. l have carefully said that we "'like to think" that 
Lhere is an intimKte retationship betwecn thc faccts becausu. 
in fact, un~ler ,:toser scrutiny one sees the corrcspondencc :tS 

tc::nuou~. mosl incmnpl~-te, and lmprecisc. Then~ is a myriall 
of d\!tail in lhl! laUoJatory lgnored in thc model. Worsl! yct, 
many kc}t purts of the modd· many of its concepts and 
opcrnUons- have no count~rpart in Fncet A. To thc extcnt 
thar thcrc is some correspondence b~tween Facets A and B, 
we havc th~ mirac1e o( modero science-the deepcning under­
stanciing o! our univer&e, and the bounty and case of the tech· 
nological :;ociety in which we líve. A second·order miracle, 
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1

1 
!ittk recog.nizcd or apprt:cíat~d. is that this first miraclc 
,Ould arise from such a rcally rasgl!d fit bctwcen the faccts. 

' This gross iuismatch goes in two dircctions. .Details from· 
¡ facet A do not appear in Facet B; details of Facet B m ay 
t havc no counterpart or mc::ming in Facet 1\. The first type 
\ of mismatch usually causes littlo troublc. Thc angle of the 

e.1ster wheels on the Jittle portab!< tahle supporting the os­
rilloscope with whlch we obsorve tho waveform of a signal 
Joes not ent~:r our· circuit equations. We say thut lhis· ;mglc 
hll! no cffecl on the circuit and wc likc to think that, lf wc 
wlntcd lo, we could descril>e a conlplctcly comprehensive 

• model that w~uld includc !he an~le of tbe castor wheels as a 
porameter and that this model would lndeed show the voltage 
here or thc¡·e lo depend hardly at al! on the inclination of 
the castcr wheels. 

Mismatches !he other way are much more troublesome. 
Our mathcmatical rnodels are fuil of concepts, operations, and 
srmbols that have no counterpa:t in Facet A. Take tlie very 
fundamental r~otia·n of real number, for instance. In Facet B, 
certain sym boJs take num~rkal values that are supposed to 
correspond lo the readings of instruments in FacetA. Almos! 
always in Fa<·et B these numerical values are elements of the 
real·number continuum, the rationals and irraÚonalJ. This 

' latter sort of number seems to have no counterpart in Facet 
A. In· Facet B, irrational numbers are defined by limiting 
operations or Dedckind cuts-mcntal exercises that with sorne 
effort and· practice we can be trained to "understand" and 
agree u pon. After years of expcrience wilh them, we theoreti­
cians fmd thcm very "real," but they do not seem to belong 
to the real world of Facet A. The dlrect re.rult o{ every in· 
Jtrumc"'nl rcading in the Jaboratt.Jry is " Ji'ni~t• sÚing o{ deci· 
mal digiUM· u.tually [ewer than 6 ·-and a .small irltfger indicat· 
ing lht cxponent o[ so me powt.•r of 1 O lo be us.cd as a factor. 
lrrationals juM cannot rcsult directly from real measurements, 
" 1 understand thcm. 1 

Now there are several ways in which we can handle this 
fundamental lack of correspondence betwecn symbol values in 
Facet B and measuremcnts in Facet A. We could build a 
mathematical modCl in which only a finite number o{ numbers 
can occur, say !hose with 1 O significan! digits and one of a 

! few hundred exponents. Diffcrential equaiions would be re-¡ placed by dífference equations, and complicated b~undary 

1 
conditions and rules would have to be added to treat the 
roundoff problem at every stagc. The model would be ex· 
ceedingly complex. Much simpler is the scheme usually 
>dopted and known to you all. We admit the real-line conti­
nuum into Fa..:et B and we imrose yet anothcr abstraction--

~ con1inuity. ln the end, if thc modcl says thc voltagc is 11', we 
. 1 are pleasod if the m <ter in Facet A reads 3.1411. We work 
1 with thc abstmct contmuum in Fac~l D, antl we round uff to ¡ mak~i: thc currcs¡wnc.lcnt:c with Fal·et A. 

M11thcmatk<al continuily Jcsorvcs a few wurtL'i. 1t is anothcr 
~·onccpt with no count~·1purt in the re;1l woild. 1t makes no 
sensc Dt nll to ask whclher in Faccl A the position of lhc 
voltrneter· necdle is a continuous function of time. Ob~crving 
the position of the needlc at miUisecond or microsecond or 
even picoscc~1nd inttrvals comes no closer to answering the 
question than does measurement daily or annuallY.. Yet con· 

!.A.n idlosyncratic scicntist can, or cour~l.!, U3e the symbols.,.. ore or 
-:J2 in plac~ of digitl, but thi.s do~s not alter thc situation. · The pojnt 
l! th;U what is record~d in the notcbook is a .. word" drawn from a 
finite (but po.v.ibly vory lar¡.:) li$1 ot words. · · 
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tinuity is a vital concept for Facet B. By invoking it, by 
demanding continuous solutions of the equations· of. oi.tr 
models, we make the parts of the model that corrcsporíd' io 
mcasurements in Facet ~ insensitive to small changes in the 
parts of the model that do riot correspond · to anything in 
f'acet A. Specifically, continuity means that thc);A¡· five 
significan! digits of our computed answers, !hose tÓ"wh(ch 
we do ultímately a !tribute real signüicance, wUI he dependént 

. only weakly on the si<lh lo tcnth significan! i:!ij¡its ·of .'the 
. numbe"' we a•sign to the p11Iamcters of tha mod.~l. They wlll 
be csscntially ln~ercndcnt of thc 1 OOth or JOOOth significan! 
di¡¡lt- constructs of importancc to thc worklng. of Facet B 
but wlth no meaningful counterpart In Facct A.:.... . 

The situation just exemplified by thls discussion.of numbcn 
and continuity occurs in many different guises in the. ~cien:ces. 
There are certain constructs in our models (such asthe first 
few significan! digüs of sorne numerical variable) lo which we 
atta eh physical significan ce. That is lo say, we wÍsh !heril to 
a¡¡r<e quantitatively with certain measurable quantitles in a 
real·world experiment. Lct us call these the princ"ipa·l quann'· 
tles oC Facel B. Other parts of our models have no direct 
meaningful counterparts in Facet. A· but are matiÍem.atícal 
abstractions · introduced in lo Facet B to make a tractabhi 
model. We call these secondary co11structs or secondary 
quantilies. One can, of course, consider and study any model 
that one chooses· to. It is my contention, however, that a 
necessary and importan! condition· for a model 'to be usef~l 
in ~ciencc is that the pri11cipal quantiries of the riiodel be in· 
se11si1ive lO 1mall changes in rhe secondary qum1tities. ; MQst 
of us would ·treat with ¡¡real suspicion a modd lhat predicts 
stahlc flight for an airplane if somo parameter i.o; irnatióiull but 
prcdicts disaster if thnt parametcr is a nearby rational number. 
Few of us would loourd a plane designed from such a model. 

THE DILEMMA RESOLVI::D 

What has this long digression to do with bandwidth? (You 
have been most palien!.) I asserl that, as usually used by 
members of this sophisticatcd audience, the word~ ''bapdlim· 
itcd," .. start,'' .. stop,'' and evcn ''frequency'' de,.¡,;nbe secon­
dary constructs from Facet B of our field. Thcy are abstrae· 
tions we have introduced into our paper and pencil game for 
our convenience in working .with the model. They require 
prtcise · specification of the signals in the model at times in 
the infinitely remate past and in the ínfinitely distan! future. 
These notions have no meaningful counterpart in Facet A. 
We are no more ahle to determine by measurcments whether 
a "real signal" wa.s alwayJ uzero" beiore noon today thiln we 
are able to dekrminc its continuity with time. 

1 shall soon dlscuss Facot B of communication theory in 
more detuil and tcll y·ou how we can proceed lo 'keep the 
principal quuntiti~s inscsn.sltlve to small cht~n¡:es in the ·secon­
dary ones. Uut fil.st, we have come far cnough to lay to 
rcst the qucstion with ·which l opencd this Jiscussion. Are 
signa~s rcally ilJ.mUimited? lf you me11n reul sicriuls,· those of 
Facet A, and if by Uundlimited you mean thc usual dcfinition 
of our tradc in terms of th~ fourier integral-a notion from 
Facet B-tl"tcn 1 asscrt this is ~ nonsensc questio~. one com­
pletely without mcaning. If you are asking a question about 
the signals of Facet B, why, use whatever kind that suits your 
purposes in the model-bandlímited or not as you choose. 
In use{ul models, the principal quantities will be insensitive 
lo this choice. 
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Arul so, you s~.:e, by purposely mixing c~ncepts from Facets 
A ;uul B,.l sct up a strawman to begin my lecture: aftcr much 

1· ~~ 

t:~lk, 1 ha ve succceded in-tearing him down. 

. MODELS IN COMMUNICATION THEORY 
.:, ... ' 

Lct us.turn now to look in more detaü at the modcls of com­
municat{o~ ·rh~~ry. Signals frequently are represented as func­
lions of tim~· that are defined on the whole real Hne. Many 
rcal·world dcvic.r.s are then re·prcsc:nted in Facct B by linear 

·' .. ' ' ' ' . 
timr:·invariant opcrators that transform one stgnal of the 

•. ' ¡ ' . 

morJcl into another. · The notion or time invarlance entai_ls 
shift• o(arhitrary duration. This introduction into Facet B 
or the infinitely romote past and tho.infinitoly distan! future 

• - • 1 • 

is ccrtainly worrisome from a philosophical point of view. 
lntlccd, il~ waS the case With the irmtionals, it caulrJ be avoicted. 
Dut, bYi introdl).cing these abstractions, we obtain an enor· 
mous sit~tplifica~ion, on~ so great as to override objections on 
mere philosophical grounds. On the infinite domain, all time· 

. inv~riant_linear operator~,have ihe same simple eigenfunctions­
thc complex exponentials. A sinusoid in gives a sinusoid-of 
likc frcquency _out. This simplification makes possible the 
clementary dcscription ·ar devices .by trans(er functions: it is 
thc true."genesis of the widespread applicability" of Fourier 
analysis t.o eiec(rical cn&ineering. 

llut what about these infinities affecting the principal 
quantities of. ~he mod~l? For the common gardt:n~variety 
principaJ qua:Ó~ities·-thC power dissipated in resistor R, the 
measured volta&e at time 1 at the output terminals, etc.-it is . ' 
clear that small changes made in the model in the signal be-
havior at ve~·/ lÍuge tim'c!s or, dually, at very high freq uencics, . 
cause .corrc~p-~~dingly small changcs in these principal quanti-

, .-. ¡. ' 
tics. lf e is small enough, the nurnerical va/ues of . 

. , , ; ¡• n . 

.Jw ,,<r>s · •'"1"s<f)df 
-w 

a bandl.imlted •!gnal, anq, those of 

s,~·r)s:,(t)+ercw e••lft' df+ r· ,•nttr df] . · u:,.; 1 + f Jw 1 + !' 

whkh is not bandlimited, are very neurly the same for all 
válues of t. Fortuna~ely, most principal quantities depend 
just on such numeric31 values, for there are other ways in 
whü.:h SJ and s1 diffeé drastÍcally. For example, s 1 is infi· 
nitoly diff<'rentiable at t =O, whilo s, is not differentiable 
thcr< al all. Yot s, differs from s1 only by arbitrarily small 
changes in its high-frequency tail. We shouhl thus be wary of 
making thc arder of differenti:1bility a principal quantity in 
ony physical ihcory. 

Now while most classico.l principal quantitics we dcal wilh 
do not sce·m to be sensilive to srnull chanccs in tiÍGnal hehuvior 
at inrinit)', Inrormation Thcory h•s come alon~ with sorne 
questions ~hose answers· at first bludl do secm to depend on 
thcst st~;ondary quantities. Anyone Who thin"ks de~ply about 
dHta tra.nsmission usks sooncr or la ter for the numbcr of nurÚ· 
bers wc ~,;an transmit per second with "real" signals. The 
questiór\ is fuzzy, 2 and a fully satisfying answer to even a 
well·posed form of the queslion is elusive. 

llf we can transmit one real nuiñber per second, :say s =- .a 1 a1 a1 • • ·, 

wher,. the a's are decimal digit5, then we can also transmit two real 
num .. .:rs .b 1 b 1 - • • und .e, c1 per second by thd trick·of tn.nsmitting 
s= .b1 c1 b 2 c3 ···,etc. · 

As all of you in this audicnce know, most of Shannon's 
· groat 1948 pap<r founding lnformation Thwry, and tho 
bulk of his · succccding work, dealt with timc-discrete com. 1 
munication systcms. His channcl models accepted inPuts 
and delivl!red outputs al dúcrete instants in time: the '.!1 
inputs and ontputs wc:re either. real numbers or symbol!. 
Urawn' from a countable list. By means of coding thcorems, 
he rigorously establishcd the limits of communication possible 
over such Channels. The rc:sults can all be expresscd in terms 
of hüs transmittc:d per c:hannel use. Time, the infinitely re· 
mote "past·and infinitely distan! futurc, nced never be cousid· 1: 
ered. ;Later papcrs sct Jight bounds on how many bits could ' 
he tr.nsmlfted und with . what ac~uracy with N uses of thc 
channel. Thcse could cqually well be N indepcndent identical 
channels used at the Siltne time, or ~hey cOuld refer to uses of 
a single chann~l at different times. 

The ex.tension of these ideas to creatc a model that describes 
accurately the limits of electrical Cf:?mmunication system_s in 
the real world is fraught with difficulties. l canuot possibl~ 
go into the details of these difficulties here. Two different 
approaches to overcoming them are to be found in Chapter li 
of Gal!ager's book on lnformation. Theory (31 and in Wyner's 
papee entitled "Capacity of thc hand-limited Gaussian channel" 

,' ( 4·). .Shanaon, by an adroit hand-waving argumcnt, extended 
_;_ his discrete channel work to the time-continuous case and, 
·'of course, came up with the correct answeT. He invoked the 
sampling theorem and arguect iu an ímprecíse way that "using 
signals of bandwidth hl one can transmit only 2 WT indepen· 
dcnt nunibers in time T." Shannon himself was: unhappy with 
his method of bridging tho gap from the time·discrete to the 
time-continuous case. lndeed, it was as a re~ult of .Questions 
he raised in ·trying to mak.c rigorous this notion of 2 WT· 
degrees of freedom for signals of duration T and bandwidth 
W that the research leading to the Landau-Pollak theorem 
got under way, 1 want to clase m y tal k with ~ short discussiun 
of this important result. · 1 put a sli~htly diffcrent emphasis 
on the theorem ·which makes it fit particularly well into· the 
framework 1 have constructed for models and thdr correspon· · 
dence with the real world. , . 

A NEW VERSION Of THE 211/T THEOREM 

As a first step, 1 shall v,ive a special significance to energy. 
In Facet B, let us define tho enc•rgy of a signal s(/) by 

E[sl = 1~ s1
(t) dt 

and let us rcstrict our·attention to signals tor which this.intl'· 
gral cxists, i.e, 1 to signals of finite energy. We take this encr~~ 
h) ht: a prindpal quantity .of the modd and so i.l~sumc that a 
direct rcuding of a laboratory instn.1mt"nt wiil pcovid~ us witll 
::. "corrc!llpon~.ling energy of the corrcsponding real signa!." 
Wc have the_ usual fuzziness in thi:t correspondcncc: Facct ti 
JI\ genl·rul cives us an irrational· for E~ in the laboratory our 
instru¡ncnt measurc.s encrgy only to a few dcdmal places. We 
:-.uppmc that the uníts are fiX~d in which we mcasurc variou~ 
quantities and that in these units there is a minimUm energ)' 
f >O lh<it we can just detect with our meters in Facet A. •· 

' 1 have already commented on the lack of precise correspo~· • 
de u ce bet wccn signals in Facet B and Facet A. Sin ce small 
enoHgh changcs in the signals of the model are not to affct.:l 
quanlilics wllll mcaning in Facet A, it seems natural to attempl 
to make thc corrcspondence many·to-one. We wish to say that 
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SLEPIAN: ON BANDWIDTH 

1wo Facel !l signals correspond lo the same Facet A signal-if 
they are enough alike in form. lf they do correspond to lhe 

me Faccl A signa!, we shall also say they are "really indis­
dnguishable." But what should we take for this criterion of 
distingulshability? The energy of the difference, E [s1 - s2 1, 
of course. Thus we adopt the Facct B definition: 

Tw.o signals, s1 (1) and s2 (1), are real/y indistinguishab/e 
.atlevel e if 

E[s,(t)- s2 (1)) =f.~ (s 1(r)- s2 (1)) 2 dt <;e. 

Thus lf, in lhe real world, we cannot measure lhe energy of 
thc differcnce of the corresponding signals, the signals must 
be considered "the. same."' Notice that, at level e, s 1 (t) may 
b-e real! y indistinguishable from s2 (1), and s2 (r) m ay be really 
ind.istinguishable from s3 (1), while s1 (1) and s3 (r) are not 
rcally indistinguishabie from one another. 
'Having adopted this definition, we now say that a signalg(r) 

in Facet B is timelimited-to the inrerval (- T/2, T{2) at leve! 
t if g(l) is really indistinguishable from its time truncation to 
this inter.:al. That is, we make the defmition 

g(l) is timelimíttd lo (~' T/2", T/2) ar leve/ e if 

and 

s1(t)"'g(t), 

{ 
g(r), ltl <; T/2 

s2(r) = -·o.- - ·1t1 >·T¡z· · .. 

are really indistinguishable at level f. 

lf T0 is the smallest value of T for which s 1 and s2 are really 
indistinguishable at leve! e, we say that g(r) is of duration T0 
tzt levt/ E. Similarly, we.make the definition 

g(t) is bandlimited to (- W, W) at/evel e if u1(().and u2 (1) 
are really indistinguishable at leve! E, where 

u1cn = c<n. 
and 

u _ { ccrr.· ·¡fi·.;;·w'- • · 
'en - o, ltl > w. 

lfer.e, o{ course, U1 , U2 , and G are the Fourier transforms o( 

u1(1), u2(r), and g(r), respectively. lf W0 is the smallest 
value of W for which u 1 and u2 are real! y indistinguishable at 
leve! e,-wc say that g(r) is a ,¡~nal of ham/width W0 atlevel e. 

Thus a Facel B signal is handilmitcd to (~ W, 11') al lovcl e 
lf lt i• .rpoily indistinguishalllc at leve! e frtJm the signa! ob· 
lained by cutting off the high·frcqucncy tail• .beyond W. 
We do not require there lo be no en,·rgy at frequencies higher 
than W; wc rcquire only that lhe energy thcre be smaller than 
the. quanÚty we can just me asure in Facet A. 'Note that wjth 
these definitions, doubling the strength of a signa! may weil 
increasC its bandwidth. Similar rema.rks hold for the time 
duration of a signa!. A consequence of these definitions is 
'that al/ signals of finite energy are bolh bandlimited to sorne 
'linite bandwidth W and timelimited to sorne finite duration T. 
This 'is in distinct contrast to the SHuation that obtai~s with 
the usua! definitions. whcre only the always·zero signal can be 
both bandlimited and timelimited. 

One more definition is no~ necded to complete the. picture. 
We shal~ say that a set ~f of signals has approximate dimeusion 
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N atlevel e durinfl tite interval (- T/2, T/2) if lhere is a fixed 
coilection of N= N(T, e) signals,. say '1' 1 , .Y,,··' ,,.Yf.¡; 
such that cvery signa! in ~ is reaily indistinguishahle at leve! E 

durini; the interval from so~u: signal of form L~ a¡'V¡(t). 
That is, we require for each[E -~that there exist a's such'that 

( T/> [/(1)- f. a¡W¡(1)]
1 

dt .;; e. 
j-T/2 1 

We further rcquire lhat there be no set of N~ .1 function,s · 
whose linear combinations can furnish signul~ really indistin .. 
guishuble in this sensc from evory member of 1. .. 

We can now state a verSion of.the Landau-Pollak-theOrem 
15, theorem 12) suited to our po!nt of view. Let §, be the 
set of al! signals bandlimit<d to (- W, 111) and timeümited to 
(- T/2, T/2) at leve! E. Let .N( W, T, e, <'l be the approximate 
dimension of §, at leve! e' during the interval ¡e T/2, T/2). 
Then;for every e'> e, 

N(ll', T, e, e') 
lim = 2 W. -· · r..... T 

Ji m 
W•• 

N(W, T, e, e') _.,..;... __ = 2 T. 
w 

A proof is given in thr Appendix. 
It would be satisfyíng, of course. if ~n the theorem we could 

take e' Cl E and slill draw the same conclusions, tiut this is not 
the case. The Situation is delicate. We must be a little more 
stringent in bandlimiting and timelimiting thair1n firting the 
signals of §E .with those of a fmite~imensional fun.ction 
space. but only infinitesinlally f!lOre ~tringent.. The nuance 
is a mathematical one, of no sig~ificance in the Facet A 
interprctation of results. 

Note that the theorcm holds for every e and e' provided 
only that e' >e. Thus the result is not really dependent" on 
the precision with which we can-measure enerSY. lf in future 
years we refine our instruments anc:i so decrease e, it will 
still be true that the approximate dimension of the set of band­
limited and timelimited functions is asymptotically 2 WT 
as W or T b.ecomes large. A completely ¡jual form of the 
theorem exists, of course, in which 'the signals of §t are ap­
proximated in the frequency domain throughout tite interval 
(- W, W). 

The foregoing theorem differs in many ways from the 
Landau-Pollak theorem as stated by !hose authors, but. ii 
is readBy cstablished by minor modifktttions of their tech­
niqucs itlld rL~sults. Thc version presente\J here is putiCu­
larly wcll suitcd to thc point o! vlew t have adop.ted regarding 
models u11d thc.i.r currcspondenco to thc real world. l hove 
made bandwidth and duratl<ln of signals principal quantities 
of the modeJ and independcnt of such sc¡;ondary qu.antities 
as signal behavior at infinite times or infinite frequencies. ·rhe 
definilions correspond to measureinents that can be made in 
Facet A. The approxi;uate dimension N of the set of band­
limited and timelimited signals is also a principal quantity. 
We find the robust result that N= 2 WT t o( WT), indepen­
dently of how well we can measure energy. 

TheJe are many other areas where these ideas can ~e used 
to ditrify apparent paradoxes. "Si.ngular dctcction of signals· 
and hyperresolution of optical images are two of the most 
import;¡~t of thesc. Time limitation ·(in a differt:nt 51!nse) · 
ket!ps me from discussing • these subjects nc1W; Let me _just 

. say that proper application of the principie of mak.ing princi- · 
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pal quantilics insensitíve to secondary ones precludes perfect 
detection abd prevents resolution far beyond the Raylcigh 
'iilnit: · 1 

··\ 

APPENDIX 

PROOF OF DIMENSION THEOREM 

A. Review 

The functions 'i'0(r), '1' 1(1), ···are complete in ( ·112, T/2) 
among all functions squarc-intcgrahlc on lhat intcrval. They 
·are·alsp coinplctc >n (•oo, oo) amonu all functions in :l),,dcfined 
as the set ·Of all functions b(t) whosc F ourier transform: • 
. -¡:.:.- ' ' . . ' -_:.. J .... ~ 1-J' 

. ~;¡ 
·' r·_;, .••• 

fj(f) -;J~ e~" 1¡1b(t)dt .· 
. ""' . ' ... : ' . '. ~ 

. ' ' ' · •.• ' '¡r 
We first recall sorne properties uf a set of special functions 

· discussed in detail in (S] and ( 6). 
Let 11' :>O and T >O be given. Let '1'0(1), 'i' 1(t), · • ·be o 

complete sct o! solution of the integral equalion 

van~hes fcir 1!1 > W. We can: members of ~ stridly barid· r 
limited. From (4) ond (7); it follows that the 'i'¡(l) are strictly 
bandlimited and hence unaltered by low-pass filtering so that 

l~· sin Í11W(t- Í') , ' , 
=..::..:.'-'-'.,, -'---<'it¡(t )dt ='it¡(t), J'=O, 1,2,"', 

-- 7t(t-t) . ,, __ ,,,,-, 

.. ' . ' (10) 
and let >..¡ be the eigenvalue corresponding to 'it¡(t), j = O, ·1, 

· · ;, ·. We suppose the solutioils ordered so that >..o:>>..,;;;.>..,-:> · •
8
•· ·r· 'L F '· ( ¡ 

,,, ( ) . . ne unctwnJ g· t · • · . Thc "'i 1 can be chosen real and can be normalized so . · · · · · 1 . . . . . . . .,. 

--~ t.Jl :~·.0~! ;14. 

that the following statements hold: ' We denote by !'], the set of all !ea! funcllons t~•!. •!e of 
r· ,duration T and bandwidth W at leve! e. That ii,' f1< is thc set 

, Óf all real'functions i<t) squa!e-integrable in ( -ioo, oó) for whlch 
(2) ... ' .... ' ' ' ' ". •, . ··"'· .. 

, J:'rlll = J ·;,(t)dr..,e 01) 

(3) 

'J' T/2" ·. . . T , • ·-·(T 'f)''' o;, .. ¡, 
··¡: ••• ,,, 'i'¡(t) dt ~- r¡">~'¡ - ~ ~-· ... ·(S) 

: -Tfl • .. · .2W . 2 .. W.,_ ,, 
" .. ; -~--' . 

' JT/2- . 2 W( ' ) . .. ........ ~sm rr t.- t . ,· 
..; Jr•o•. ir(¡'_/) . 'i'¡(l)dl" >..¡'it¡(t ), j, k ~.0,1, 2,'''; 

·.- ,~T/2 

-oo < t'.f < oo, · (6) 

Heré. 

X(t): ' 
. . { 1 

' o, 
and 

~fiW: .,, ~ ;l V r >..,, 

ltl ... 1 

ltl > 1 

J e O, J. 2, • • • . 

'whcrc j = ,¡:-¡ and the' • denotes éomplex conjugate. 
Thc quantitics >..¡ salisfy the inequalities 

. "• ' 

. 1 > >..1 > ).1., > o, ¡ = o, 1 ~ 2, .. · , lirn >..j ='o. ,..... . 

Fwthermorc, for every fixed f1 > O, we hove the limits 

{

0, 

lim . >..n .. _.= [1 + e•b] ·l, .wr ...... 

n = [(1 + q)2WT]: 

b 
n = I2WT+-Iog WT] 
- 7t 

n = [(1- q)2WT] 

(7) 

('a¡ 

"' 

and 

lri>T/2 ,• · 1 

Ewlcl = J IG(fll' df"'e 
l/1>11' 

(12) 

where 
1< :· .. •. 

. -. 
-.~ ....... 1 '• •· 

. ~ ~ .. : .. 
is the Fourier transform of g(t). We note .that (12) can al~ bo 
writtenas ~~ .- ... ·~··-t\,:, 

:ll ~·' 

1~ lw 1• 1• = __ g2
(1) dt- "W df -·~ dte2"1

''1(1) __ dt' 

·, !' \.,.: \ \ ,· J,:-~~~nift'g-{i'j 
-· • . :' '. ' : J " 

. .. ,. 
., . ..: .. r· ~ · : r· '('" ··,sininw(t~t'> "~·-· 

·'·· = g2(t)dt-·- -dt)_-dt· .. ·~· .,, ... 
- _,.. __ -~ . .. ,n(t t) ___ , ., 

'· • " • ', 1 '· : ,(/)g(r'). ;(1'3) 
'· '• ..:.,._:. . ! .. •' . . :,¡ ..... 

.. :i~fi.mCÜons in §E cannot be arbitrarilY cnergctic. ·What nieín· 
'ber of §E hiis thC·Jargest·cncrgy?- We seek to maximize· -·~·., · 
' • • 'r . •' '- ' ' - ·. -• ' ~·" ·.''' .... ; ;J :,,;, 

, . ~: ·' E[g) =-f ,(i/~; ·--~ : :::_ ·:(~4) 
r• t: . .) 

··. subje~t to !he incq uality comtroints (11) and (12)'. . " · · · 1, 

">o. 
·. ·.• ' • - ' 1· • ,. 

(9) . To sol ve thís prohlcm, let us· first re place (l·J) alid (12) b) 
' ' ttic cxact co.nstraints 

H••c b and 11 are numbcrs indcpcndent of W and T and the 
square brackcts cJenotc "lurKesl integcr not excccllinG.'' 
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whcre a > O and /l > O are givcn numbcrs. We now scek to 
nuximize (14) subject to (1 S) by choice of a squarc-intcgrable 
•(1). lntroducing Lagrange multipliero ¡;. and v and using ( 13), 
,. sce that 

¡ = [ g~¡l) di+¡;. { [1 - x(~)] g
2(1) di 

[1- 1• 1• , sin 2~rW(I- t') , ] 
+ ~ ~~~1) di- . dt dt - ') g(t)g(t ) 

-- -oo -- n(t t 

must ·be atationary with respect to small changes in g(t) for 
the most ~nergetic func!ion. Taking the fiist variation of J, 
we find thal g(l) must satisfy 

. ( ) l- . ' : 21 "" 2~rW(I- 1 ) , , · 
· Ag(l) + Bx - g(l) = , g(l ) dt (16) T __ lT(t- 1 ) 

where A and B are independent of l. 
Now thc right side of (16) is u strictly bandlimited function 

<>f 1 sincc its Fourier \ransform is x_(fjii')G(f). Thc lcft side 
or (16). mus! also be a smooth function of this sort, so that we 
must have, · 

{

b(l), 

g(l)= A +B 
--b(l), 

A 

111< T/2 

ltl > T/2 (17) 

wlth b(l) E !B. Substituting ( 17) for g in (16) yields 

· • JTJ• sin 2~riY(I- 1') 
(A + B)b(t) = _ , b(l') dt' 

. -Tj2 !r(l t ) · 

. A+ B [f.• , JT/2. ']sin 27rW(t- r') ( ') +-- di- di b 1 
. · A __ -TJ2 ll(r- r') · . 

A +B [ A+ B] lT/2 sin !rW(t- t') = -- b(l) + 1 - -- ' 
A A -T/2 !r(t - 1 ) 

• b(t') di' 

or 

J. 
T/2 .::•in:.:..c.",:;-IY.o:(l--;-,:1..:.') ( , , , (A + B) (1 - A) ( ) . 

- • b 1 ) di = b 1 . 
-Tj> 11(1 - 1 ) B 

Cnmparison with (1) shows that we mus! have b(r) = k'll¡(t) 
.for sorne j, so that, from (17), g(l) is of tjle form k 11Jt¡(l) + 
k,x(21/T)IJI¡(I ). 

By using the results of Subsection A, it is now a simple 
m:ath::r to. determine k 1 and k 1 to meet the constraints ( 1 S). 
In tltis way, we find that the functions 

, i¡(l) = ~ 
zr· 

--'ll¡(l) + X - IJI¡(I), 
1 'A¡( 1 - 'A¡) T _ 

j=O,I, 2;- ·· (18) 

v are !he only solutions of (IS) and (16). A further calculation 
shows lhat ,, 

:1 
;¡ 

a + 2 -!Xiali + fl 
E(ijJ e • 

· 1 -'A¡ 
(19) 

Sincc the right mcmber here is monotone increasing in A¡ for 
O <A¡< 1, wc havc now shown that io has the grcatest encrgy 
among ull functions satisfying (1 S).· Note also thatundcr the 
conslraints O ..;;; a <e, O <:. P < e, tltis greatest energy 

E(- J = Cl+ 2 ~ + /l 
to 1 - Ao 

is maximizcd.when ex= 13 ~e. 
It is now convcnicnt to define the functions 

g¡(l) = ~ IJt¡(l) + v\{/- 'A¡) x(~) IJI¡(I), 
i = o, 1, 2, . . . (20) 

obtained from the i¡ by setting a = /l e e. They havo the fol· 
lowing importan! properlies: 

Er(K¡l eEwiK¡I =e 

. 1• 2e 
E(g¡] s. gj(l) dt = _ ¡y::: 

-• l V 1\j 

1- 2e 
g¡(t)gk(t) dt = h¡k - " 

-• 1 V "1 

(21) 

(22). 

(23) 

J
T/2 . . 1+ v'Xj 

g¡(l)fk(l) di= Ó¡k "f, i. k= 0,1, 2, .... (24) 
-T/2 1- vA¡ 

The g¡(l) belong to g, and we havc shown that ~mong all 
members of G,,g0(1) has the greatest energy. 

We now. seek that member of §, orthogonal to Ko(l) on 
(-co, oo) that has the g.reatest energy. To proceed, we again 
replace the constraints (11) and (12) by (!S); Le., we first 
find the function ¡ of the largest energy orthogonal to K o (1) 
nnd sattsfying (IS). · As before, we find the fundion mus! 
be a i¡ given liy (18). Equation (19) and the properti<s of 
the 'V¡ and X¡ show that i 1(t) is the desired g. Maxi~?izing 
on a and {J subject to O ..;, a, fl < f shows g 1 (1) to be the mem· 
bcr of ~;, of largest energy orthogonal to g0(1). In the same 
manner, we see that for k = 1, 2, · · · , tk(l) is that member 
of §, orthogonal to g0 (t), g 1(1), · • • , gk_1(1) that has the 
greatcst energy. 

In exactly the same way, it can be .shown that, among all 
functions of §., g0 (t) has the largest energy in (-T/2, T/2). 
For k = 1, 2, · · · , Kk(t) is the mcmber of §, orthogonal on 
(-T/2, T/2) to g0 (1), g 1(1), · · ·, Kt-1(1) that has the ·greatest 
energy in (-T/2, 7'/2). 

Thc g¡(l) are not complete in g, but, aswe shall see, they 
are the best functions to use in economically approximating 
functions in ~.. We note from (21), (22), and (8) that, as 
¡-... 00 , K¡ Íends to hnve as much energy in 9and as out of band 
and as much encrgy inside (-T/2, T/2) aa outsidc of tltis 
intervaJ. 

C. The Dimension Theorem 

In this section we wish to show that, for every Tl > O and 
evcry e'> e> O, there exists a number c{t¡, f, e') such that 

. . ' 
1

_ <N(W,T,e,e)<l+ 
11 

2WT 
11 (2S) 

whenever ... 
WT>c(t¡,e,e').· 
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Herc, as in the main text, N(W, T, e, f

1
)"iS-the approximatc 

'dímensíon of !'l, al leve! e'. 
1 ¡ The Right Jncquality o[ (25): Consider approximatmg in 

the interval (-T/2, T/2) any g E §, by íts projection 

m 
g(t) = L; a¡'ll¡(t) (26) 

o 

1 JT(2 
., "~ g(t)'ll¡(t) dt. 
. 1\j -T{l 1 a O, l, ···,m (27) 

on the space spanned by the first (m + 1) 'll's. The energy 
measure of the error of this approximation is 

u;. = JT/2 [g- g] 2 dt = JT/> g2 dt 
-T{l . -T/2 

- f : [JT{l g(t)'lt¡(t) dt]

2 

o / -T/2 

W e shall show below that if <' > e, then for all g E §, 

o~ <e', when m= [2WT + k 1(e') lag WT] 

(28) 

(29) 

provided WT"> k 2 (e'). Hero k 1 and k2 areindependent of W 
and T. For WT > k 2 , therefore, we have · 

N(W, T, e, e')<: m+ 1 <: 2WT+ 1 + k 1(e')Jog WT 

andso 

. · 1 ( 1 · log WT) N/2WT<:1 +- -+k1 • 
2 WT. WT. · 

Now le! x0 (1¡) be the smallest value of x for which (!fx) + k 1 • 

(log x)fx = 2r¡. Define e = max (k,, x 0 ). Th'en, whenever 
WT > e ,we ha ve N/2WT .;; 1 + r¡ ano the right side of (25) is 
established. 

To show that o~ <e' when (29) holds, we consider maxi­
miz.ing (28) over all g E §, that satisfy ( 15) wherc we assume 
O <a, f3.;; e. lntroducing Lagrange multipliers A and B, we 
see from (28) and (13) that 

J = { x (~) x2
(t) dt- ~ h~ [( x(2;)g(rJ'II¡(r) dJ 

+A { [1- X(~)] g
2
(t)dt+o[{ g2(t)dt 

i- 1- . ' ] , sin 2nW(r- t) 
- dt dt ( - ') g(t)g(t') 

.... ..... " t ( 
(30) 

must be stationary for the maxímizing g, On setting the fírst 
variation of J equal to zcro, we find that 

··· . (21) m (2t) (: + B)g(t) +,(1- A) x. T g(t) - .. ~ a¡ X T 'll¡(t) 
. ·; . . . 

l• . sin 2nW(t- t') , 
= B dt ( , ) g(t ). 

-- . 1l' t- t 
(3 1) 

Now assume for the moment that 
.· 

A*O, B*O. B*-1. ' .. (3:1' 
•J•' 

Since the right of (31) is a strictly bandlimíted fuil"ctió~· of, 
''.1¡, ~·)~ • . ' ' 

we must have . · · '· -~~-- .. 

itl >T/2 

{

b(l), . 

g(t) = A + B . 1 . '" 
. B + 1 b(t) + B + 1 L; a¡'ll¡(t), 

o 
ltl ~ T/2 

(33) 

, for sorne strictly bandlimlted functlon b(t). But now we can 
write 

-
b(t) = .E b¡'ll¡{t) 

o 
(34) 

sin ce. the '11¡ are complete in ~. · lnserting (33) · and (34) into 
(31) and usíng the independence of the W's, we findthat 

[A(!+ B)- 'A¡B(A- l)]b¡ =a¡'A¡B, j =O, 1, ·- ·•, m- 1 

(35) 

and that 

[A(I+B)-X¡B(A-1)]b¡=O, ¡>m. (36) 

Now in (27), for g(t), insert the value given by (33) ~nd (34). 
There re•ults 

a¡li.¡B=(A +B)h¡b¡, /=0,1,"' ,m- l. (37) 

We nowuse (37) to elimina te a¡ from (35), and so find that · 

A(! + B)( 1 - X¡)b¡ =O,. 1 =O, 1, • · · , m - l. 

By virtue of (32) and (8), we conclude that b¡ = 0,/ =O, 1, 
· · · , m - 1, and hence from (37) that also a¡= O, j =O, 1, • · ·, 

·m- l. From (27), we now see thatg ís orthogonal to '110 , '11 1 , 

· · · •· '~~m-1 in (-T/2, T/2) and hence from (20) is also orthog­
onal to g0 , g1 , • • • , Km-a in (- T/2, T/2). Note that when the 
a's are zero, 

We have now shown that when (32) holds, the maximun\ of 
o;,. for al! g satisfyíng ( 1 S) is the largest energy in(- T/2, T/2) 
of any g satisfying ( 1 S) that is also orthogonal on (- T/2; T/2) 
tolo, Kto • · · , Km-l: We saw in Subsection B that this largest 
energy is attained by im and has the val u e (a + 2 ..¡¡;:;;; afl + 
/l)/( 1 - A m). F urther moximization over a and fl then gives 

2 -- 1 + .;,/5:;;. Om... __ .,---E· 
1 V-"m 

(38) 

-.- ·. '. ' ........ 1 

for all g E §,, wíth equality when g =Km. lt is nót hard ·te 
show· that, íf ·any· of the condítions·in (32) is.violatcd;·every 
soiutíon of ( 3 1) contained in !'J~ also satisfies (38).' ·. ' . i 

Equatíon (29) now. follows easily from (38) and (9). The 
limit in (9) implies !he existence of a function n0 (5) such that, 

.• .. 
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(or I~T> no(6), · 

: •i.. ;1.,. .; --.!.-. + 6.,· when m= [2WT+ ~loe WT]. . 1 +e ., 

Let 6 =![(e'- e)/( e'+ e)J 2 and set b = (1/n) log [(1- 6)/ó J. 
\Ve then have ;l.m .; 26 = [(e'- e)/(i + e)] 2 , wllich implies 
(0 .¡. ..¡r;;,¡¡(l- . ..¡r;;,¡¡ e.;; e'. Thus, for the two constants 
t 1 and k, introduced al (29), we bave 

1 . [ (e' + e)' ] k 1 =- log 2 -,-- - 1 
· 112 E -e 

.. k, =n·[H::::)'].· 
21 The Le[l lnequolily of (25): To establish the left in· 

equality of (25), we must show that for any 'l'o, 'l't, · · · , <Pm, 
and every e'> e> O, and for every 1) >O, for sufficiently large 
WT tbere cxists a g E §, such that 

· JT/2 [ m · ~ 2 · 
inin f- .L o1.p1(t) . dt >e' 
a¡ -T/2 o 

whcre 

m= [(1 - !))2WT}. 

For titen, from the definition of N(W, T, e, e'), we have 

N(W, T, e, e')> m+ 1 > (1- !J)2WT 

(39) 

(40) 

whi•h is the lcft inequality of (25). . · 
Let @, be !he set of strictly bandlimited functions g A'or 

whicli ¡r·.· 
l. 

E'f"' J f'(t) dt =e. 
lti>T/2 

§", is a subsct of §,. We shall find a f In 
and (40) hold. 

We shal1 show below that the quantity 

/ 
/ (41) 

1 
/ 

/ 

g;ror which (39) 

299 

This fE ~~ sin ce 

f r'<e> di= 1_~;... [ r- ~~ dt- r" ~~ dr] = f · 

iti>T/2 . p . )_ LT/1 . 

by (2) and (3), Furthermorc, siitce p >m, then/is orthog~nal 
to 'i'o. ~ •• • ·', >lt,, so that 

f
T/l ;1. 

L = / 1 dt = e __ P_ , 

-T/2 1.~ Ap 

But by (9), for large enough WT, Xp is arbitrarily clase to 1 so 
lhat L becomes arbitrari1y large. Thus we have shown thal for 
every e'> O for 1arge enough WT we have e' <L <;K. Tluire 
then exists .• fE §, for which (39) is true,and the left of (2S) 
is established. 

There remains now only the task of showing that K attains 
its smallest value, say K 0 , when the <P's in (42) are the m func­
tions ~ ¡/,¡¡;:;, i = O, 1, · · · , m - l. We note first · that the 
functi_ons. ~¡/$¡are or~honormal in. (- T/2, rpyá~P, com­
plete tn !ll, the class of stnctly bandlimtted · f~ons. Thus for 
any K E ~t• we write .-·--"' · 

/ ~· 
/ 

" ~" ~J: g IC ¿_ ~~-~-~ • > 
. o // 'i 1\¡ 

-' • ·¡T/2 ~ (1) 
g¡= g(t) ~dt 

·T/2 V"-/ 

. .,..,··. 
and th•fiíÍdition ( 4 1) is 

/ 
,.,. ... -:· 

.·· 

1 

/ 
) 

-
_ 1- X1 

1¡=.~· i =o. l .. -· .. 

From (!V we see that 
/,' ' .. 

' O< lo< 11 < · ~ ·. 

(43) 

(44) 

(4~) . 

slpp now that the linear span of 'l'o, .p1 , • • • • "''" in ( 4 2) 
does n t coincide with thelinear span ~ of ~0 ¡..¡¡.:;,, ~ ,¡...¡¡::;, · · ·, ~ .. ¡,¡¡.;;. \Ve can then find a function in S, say h(l) = 

. (T/2 [ m . ·]' · :E:;'h 1¡(1)/VA; that is ortbogonal on (-T/2, T/2) to each of 
K= _sup min )_ f- L o¡l/]¡(1). dt (42) 'l'o·.···· · ,.p,.. Assumeh(l)scaledsotbat 

gE~ a¡ -T/2 o 1 .. is smallcst when tho .p1 are the functions ~.,~ .. ···,'~~m·//\ ¡ f. hht a e 
Thus · o 

/ so thJ h E g,. For Ibis function we have 
{T/2 [ m ] ' K> 5Up min J. f- L o¡'it¡(t) "' 

;e~ •t m o . · 
' 

J

T/2 [ m 
>min ¡- L 

o¡ .-T/2 o 

whore /is a particular member of ~./we now choose 

r./ \ 
[(t)= ;.r,/~~p(l\ 

J' J. 1\p 

. _../"/[(1- ! 1))2WT]) n. 

\ 

~ . 

M~ min f'' [h - f: 
a¡ ~T/3 <L 

From (46) and (47), however, 

m 

] 

Z T/2 

0¡'/l¡(l) dt = J h2(t) dt 
-Tjl 

m 
e= L hht ~1m+l L hj =,1m+l M. · 

o o ... 
1-84 

(46) 

(47) 

(48) 
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Therefore, 

E 
K>M ... -

'Ym+1 

from (42) and (43) when the ¡p's do not span S·. When the ¡p's 
are the functions '1'¡/~. i = O, 1, · • • , m; we compute that . . . 

'T/l 
niin r 
•t j_T/> 

a¡¡p¡(t)r dt 

E ' · E 
--- w~.,(r)dr=--. 
1 - hm+l 'Ym+l 

Sin ce 

we find K ;;. E/'Ym+l also in this case where the .¡;'s are the W's. 
Wc now have 

e 
K o = min K;;. -- • 

. .p'i 'Ym+l 
'(49) 

Now it is easy lo see from (43) and (44) that 

. . T/l m 

suB min 1 [g- L 
iE§c 11¡ -Tfl . O 

]' w1(r) e 
a1-- dt=--,¡;; 'Ym+l 

1-85 

and is attaincd when 

, / e . Wm+!.· 
V 1- Am+l 

Since K o is the minimum of (42) over all ¡p's, ,\yé.riow see that , 
K 0 .;; Eh m+!, Combined with (49), this yields K o ·=.4rm+1,'a ¡ 
value achieved when ..Pt z; \11¡/~. i =O, ~. · · ·,m. 

The proof of (25) is tbus completed. 
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The Sl)cctrum is finite, yet as 
techreoh~gy manipulates it, s dazzling 
lncrease in bondwidth capar,ility 
emerges. 

tt;•:·' ' .. ·;.,:~~HE engineering of dala communkntions systems 

U invites involvement with a numbcr of rather re­

ri_ned paramttric ((JII<.Cpts, SUCh as bit error rale, 

anl<.>nnLt gai11, radiated power, camrnunicution 
r.Hicicnl'y, ancl handwidlh. Of these, non e has 'been the sub­
jtcl of more livcly discussion anJ rcvision than bandwidth. 
Tbe implícaliom." oi bandv:idth can vary considerably from 

contcxt In contt~xl, as the profu:>ion of definitions of band­
width will allesl. The purpose of the prescnl rirticle is lo 
explore the s\lbjecl of data lransmission bandwidth through 

un cxélminalion cA its · various ddinilions. 

WHY DJSCUSS DATA BANDWIDTH? 
Mosl of !he curren! attention given lo data bandwidth 

ceriters on the problem o( sprctrum allocation in an increas­

ingly crowdt'J radio frequency spectrum. But the perennial 

inltresl in bnnd occupanry springs from a m u eh hroader base 
· of r.nnct~rns,-m.-my outsid<' tlw domuin of rndio trcwsmissiún. 
Not only may it be importé\ nito know how much b~mdwidth a 
signa! occt_lpies, but also lhe t'Xlent lo which a g:iven 11 band· 
limitcd" medium may be exploited for data transmission. 

The cnrly cxp~rienre \vith opcn wire tcle-phone lines soon 
lcd to thc physical re;:1lil~ttion uf sharply band-limit<:d e han· 
tH~I:;. Heactomce inhen·nt in the linf"s comhiawd with the 
l·oucadinr~ of many cqunlizt•n• ilntl fl'pt>aler amplifiers quicldy 
prorluccd \'L'ry pillOOUnced Írt•qut•ncy culoff characleristics. 
Nyquisl's tclt~graph transmis.:'ion tlll'ory [ l] in 1928 dealt 
vf!ry rigorou~ly \\·ith the tllt'ory of dñti:' sitinclls over such 

t:ircuits, whid\ \\·e-re moclclt•d J.S strictly band-limited chao­

neis. More rrcently [2] it hns becn shown that thc CÁTV 
lrtm~porlalion lrunk, a r<l:itade of propcrly tcnninated 
coaxiol cal>IL~ se .. ·tions tmd n·penkr amplifierS 1 cach with 

graduul cutoH ch:uaclt"ristics, prt•st·nts a sharply band­
. liulilccl (~nd-tu-cnd rcspom•~ l'haradrristic. 

EvCn llh.' n·t·ord-pl«ybnck \.'harndt•ri.dic of a tlig-ital mag­
netic tapf' :;lation {3] has lJt."t'll moddcd as a dala commu-

nicatiun channel with li1uitcd bandwidth cap,1bi!ity .. To this 
facl ohould be added the common knowledg~: that many 
microwave system compontmts, antcnna$, m1tput pow•!r 
dc>viccs, ánd voltage lun.ai>IL• oscillators imposc ham!\'.-ic.!th 
<:on:.trainls of. Lht>ir own. 

Ir\ HF rndio lri.lnsmis!'ion tht! bandwidth m ay not be limitcd 
so much by allocation as by a multipath intcrfcrence effcct, 

which can constrain the usable bandwidth to as litlle <1!. 

100 Hz. Satdlite downlink L:ommunicalion is bcst performcd 

in the rathor rostricted bnnd from 2 lo 4 GHz. Below 2 .GH>, 
galactic noisc be<:om~::s a :.ignilic.:ant de-grndatirm, while abo ve 
4 GHz, the noise due lo oxygen absorption is cornbined wit}, 

possible fading Írom precipitatiOn to make the link .lt.o;s 
altractive. 

The needs of th~ spread-spectrum communication sys!(~m 

place a rather conlrasting premium on maximum bnnd.,\·idth 

occupancy. To decrcase the power spt~Ctial density af the 

signa! wilholJt reducing the transmilter powcr, lo reduce !he 

elfectiVeness of enemy jammcrs, to multiplt~x many signaJ:. 

occupying tite very same band, and to increasc the precision 
of timing informalion deriv,~ from a signal al! imply greatl.!r 

sy:)tem bandwidth pt=r dat.:t rate. 

NO SINGLE DEFJNITJON SUFFICES 
The availahility uf a llint;lc.: universal Jcfinition of band· 

width would dccidedly simplify the specification and struc· 
turing ~f a gret1t variety ol sysh:ms. However, some reflec­

tion on lhe suhjcd willlead to tile conclusion that no univrr· 
sally satislying: th·liniLJOn ol bandwidth can t.~xist. 

The most rdcvant •md widely citcd theory for data tré\11S· 
mission sysll:ms b;uuJwidtb is containc<l in the samplinr. 
thcorem of Nyquist and in Shannon's thcon~m nn d1armel 
capacily [4]. Nyquo•l says tl.at any sigual ol baudwiJlh W 
hertz can be completdy chnral'lt:rized by ;tnalog samples · 
taken on(~e cvery 1/2 W se..:onds. Sha.nnon says that a noisy 

channel of bandwidt.h W will thcoretically support crmrlcss 

data transmission al a channcl <:apacity givcn by 

S 
C = W log z ( 1 + N ) 

bits per sec01ul, wht•rc S/N is the rutio of signa! power to noise 

power. 
The t~wonel'l of Nyquist and Shannon, lwwcvcr conc.iRc 
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l iHld flnHLd!ll'll:,d, sulfN Ün: pr<tt'lical disadv;Lnla¡~(' uf IH'ing 

ba~t~d 11t1lhe as,.um¡Jiion o! :-.trid IJand limitati<.m. Tl1is nu~ans 
thi..!l Jh) ~ignal po\·, ('1 whoth:v<~r i~ ;dlow¡,•d uulsiclc tlu~ dclim·d 
hanci. 'UnforhLrl<,t~::ly, a slrictly band-limilt-'1.1 signa! would 
iuLpi,"'' infinitc' tirw: clcluy in thc channcl and cithcr infinitcly 
rompJ¡•x si¡;nal synthcsis or j¡¡f¡nitdy complex dw.ruwl fiht_•rs. 
On tlw otlwr ht1nd, tht: possi!J]¡- g~:neralization of the funda­
mt•.nlíll thcnrclll!' lo covrr non:;trictly baml-limiteJ signuls 
t:Pntim.Jt'~ lo puse w~rp\exing questious (5) cven fur lhc pre· 
P.mint•nl invr·stig;•tor. 

Tlw prartical inV:n:sl in strict, or ncnrly slrid, bamllimi­
I;Ltion is nw~t d\.·11 ¡.tll indir('d t·xpression of CCJIH't~l"O for 
;uljiW{'I~I ch;lllll'"ilnll·rlt·rl'lll"t~ in a frequcncy divisiou tnuJii. 
plcxcd" (FJJJ'vl,) ::-)"skfll, Htrt' ülulnst nny ddinition of OC'CLI· 
pit·d bandwidlh only imprl'<:Í:;t•ly n11:asurt!:i tlu .. • intc~rlercnce. 
In fal't, u rt.'(;cnt inv(~stigation shuwcd l6J thal total intcr· 
ciLtHm~l t.:russtalk can be mini1ni1.t'd by optimi:aüion uf the 
data modulation, ami without any dirl'd referenr.e lo hand­
width. Ddinilions of handwiclth, wht!n used, serve the uccds 
of thc H'gulatory agency or th~ solicitar of a l<·chnical pro­
posa! \\'ho tnusl SL'(·k lo control intt:rf~rence whilc allpwing 
the dt~:>ig.ncr frc{·dom lo chooS(' his own modulation scheme. 
DdiniliLlllS of bandwidth aris.ing in these .circllmstanct~s are 

ho.mnd to h:! 1-iOill~:what arhi!rury. 

In the case of .spread-5pcc\rum <:ommunication, thc 
mt:asure of lwmh,·iJth i:. more bkely lo ask "is the signa! 
.spread CJtJt ellúlJl:;h" rather than "within what bounds is it 
confined." This is like saying that a gallon of paint sltould be 
itppliC'd in n layt>r iiOI to cxct~ed a rt>rl;tin thickncss rather than 
in~isting th:·.t the p¡tint never spl.1t1cr heyond CL:rtain bounda­
rit·s. ThC>. dcfinitio~H uf Uc:tnd,l"idth for spread-spcctrum sys­
kms. can b{~ very prt.•<:ise and praclic·nl in their own right, us 
hulhl~r di . ..¡,~n:u::ion h·ill !th~Jw. . 

m::; SIGNWICAI\'CE OF 
POWER SPECTRAL DENSITY 

Brfore pmc(~eJin~ lo disruss \"ttrious lypes of bandwidth, 
it will be gond lo d1)C'uss the undnlyin1~ frequency function 
un.which thcy ••ll Jepeml. This ís cal!ed the powcr Rpcctral 
d~~nsity and i.-. f<P1ili<1r as t!lt' typical display on a sWept 
spectrurn analy7.t·r 11]. Tlw t~t'nl'r<d fcding is that for cvery 
dat~• m~dulation :-:d·,l.'mc there t':O..Isls ;, precisdy known power 
::.pcclral dcn::.ity from_ \\'hich tlw b<~•Hiwiclth c<.1n be Jcduced 
or computetl acc:ort{ing lo <m y ~Í\'t'll ddinition of bandwidth. 

Thc puw~r ::.¡wL:tr;¡J dt'll:-iti••!O getwrally g:iven for data 
signals are ba~ed r..m crilit:al <"I:O:SLimptions of random data 
:':'<pu~nn.·s wHII,mt! ,\\'t'rilging tinw~. Tlwre muy be cirnnn­
::.tanct•s undt.'l whi~·h Olll' or lwth ol those asl'iumptions wi\1 
f.til lo itpply. Fo1 iu::.t.tlll't', tlu~ JlL'Wt'r s¡wdral dt•nsity usu;~l/y 
~~Vl'll lur lHO'' (,j¡¡;uy pha~t- shift kt·yi11g takt!K tlll' furm 

S"(ll - ( 1) 

'dwrc f .. i!i th(! c;Hlil·l frcqut!lh'Y and '/' is the hit duratinn. 

14 
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uwn: (ompi1:X ~~xamplt•, randum data, when convoluti\"lally 
cncodcd for error t'OITt'L'tion, lose sonw uf l~cir. randl•IIIIWSS, 

lntt•rdcpt·ndt~IKY IH.:Iwt'en bits is in_troduct~d, c'lnd tht• :-;pcc­

lnun li:!] will dt·p¡orl lwm ( 1 ). . 
Evt:n if !he critcrion of ramlomness has bcen Slitisfit.·d, the 

:o¡ll'ctmm willnot conlorm.to (1) if the ubscrvati011 time is 
short. Fi¡{. 1 shows thc powcr spectral dt!nsity of a 32-hit burst 
of r<nlCl(lm dill<t, with tlic spectrum (jaggcd r.urve) exprt•sscd 
in dt·niH'ls. Tht! smooth curve rcpr~s.cnts ( 1 ), and thc bit 
pi1lll'lll is insct. Notit.:c that the Uurst spcdrum conlnnns. vcry 
lmJadly lo the snwnth cun~e, but {nr tlu~ most péut dt•parts 
mark,~dly from it. Thc thcorelically satisfying spcdra tlften · 
ub:.l'rVcd un IIWt•pt uuiti)''I.Crtt will bt:. :H.'t.'ll lo nmforn1 \\·ith ( 1) 

fur swt•t.·p 1 ah:s st~t ver y slow with rcsp<:Ct to thc bit ralt~ í\nd 
with v~ry long rtmdnm s~qut•nccs. 

lt is worlh mt:ntioning that a numl>l~r of rcccnt dt"\'Plop­
lllt·uls tcnd lo favor thc use of rand~m data slreams. A U.S. 
ConHnNce Dt~parhnent requirement (9] for the protection of 
"und;¡ssifit.•d informalion transmitted by and bctween gov­
t~mment agt~ncics ami contractors ~hat would be useful to an 
o.Jvl'l sur y'' has spurred inquiry in lo bulk encryption: This 
will havt': the clícct of converting nonrandom data into ran. 
dom dttl<L Police radio nels are bcing lorccd lo con\'ert lo 
encryptt.>d digitizcd speech ( 1 O] to prevent eavesdropping 
c.:miosity-scekers from congrcgating, at the scem•s of hostage 
sih;<tLÍons and other sensilive operations. 0{ coursc, SlH.:h 

data source!l a:; digitized speech and digitized vi~~o are 
notably nonrandom in their unscrambled form; Scrambling is 
oflcn addcd to facilitcltc bit timing extraction cven il sccurity 
and privacy are not n~ce:;sarily desirec.l. 

A Sl~t.'ond factor that encourages the use of precise mathc. 

maticill formulas su eh as ( 1) for Oigital data spl"ctra is that 
· lht.•founulas ilrt' oftcn rathcr simply dcrivt.'(l. For lnétny of tht~ 

c.:onuuon nwJuli..ttion tcchniques, such a:; binary phasc shih 
keyiu~ (13PSK), qualernary phnse shifl keying (QPSK), and. 
minimum ~hilt kcying (MSK), the spectrum of the {n.tndom) 
datil s\rt~am is jusi the spectrum of the individual data pulse, 
ancl that cxprc~sion is malhc.'matically ·simple. Thc spcctra 
uf hi~hcr order phas1.~ and amplitudc shift keyl~d modulation, 
such .;,s H PSK 16 PSK, and quadrature amplitude modula­
tion ust~d in digital ri.!diOs, will take the same form r1s BPSK 
anJ QPSK bul wilh lhe lrcqucncy variable rescaled lo reflocl 

highcr bandwichh cfficicncy. 
Su eh olhl!r modulation types as sinusoidal lrequency shih 

keying (SFSK)[ 11 J, phasc conlinunus FSK wilh arbilrory 
modulatiun indcx 112}, or the quasi-bo:u"'·d-limitcd vmiant 
ll :J J on MSK n:quircd more complcx computation to arrive 
at tht: pnwcr spc{'\ral dc~tsity. Tht! cornputational rt.•sults úrc, 
however, prt·ci~t.· <!llUU!!h tu'ennU!t: tl1c lmndwidth cu•npu.ta. 
tion fur any dcfinitiun of handwidth iu currt:nt ust•. 

Hen·ntly th~· k•vd o/ i11tm<~st in t'Oil!'iiHnl t:arrier l'JlVclopc 
mudulation hato grnwn, owin¡.: lnrgdy tu lhc dl·sirc for hard 
liutilt:l ojlt~r;tliun in saidlitc fl!II•YS. All of thc pht~st• and Írt~· 
(!lH"Iu:y modulatio11 lypt·s na:nliont•d thus lar providt: ~:onstunt 
c;mil'T t·nwlopt:, llnwt~Vt.•r; thc use uf ~jH!t:trum shapint{ fílters 

fullowin¡~ tlu~ powt•r nulput ~tagt: or tlu: US(' of amplitudt: 

lllmhd;diun, ;ts in QAM, will.¡..{<!nt.'l'ally dcstroy the ~·m1st;mt 
~.·nv,·ltJ¡w p•otwrty of a w<..~vc. 

·¡·¡,l~ ft,llowin~~ di.:;cussion of ho.1ndwidth will fm:us on scvt:ral l
l~uring 1h1· tra.nsmi::-:i. ,m l,{ ~impJ,. id!in!~ pattc~·ns, su eh as all 
1 :-; or ¿¡ll,:uwlm!: 1 ~ .111d O:;, tlw :-¡a•ctnnu \\'1/lnol rcmolt'ly 
lt':'t'mh!t: th:\1 1:inn in ( 1). hui r;ltlwr will nmsist of dfsndc 
:-¡.wdrallinC'S, i.<'., inLnit,·ly- tal! spikl·s nf sp~ctral dl'nsity. In a 
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l'unst.ml carríer em·elopl" modulation schemcs. Thesc by no 

ll1l'íllls exh .. "\us.t the available possibilities, but thcir power 
,.pcclra ar<' \'aritd enough lo re\'enl the implications of the 

\'itrÍQus definitions of band\\·idth. The modulation types are 
1\I'SK, QI'SK, MSK, SFSK. and the qu•.si,hand-limited 
kt·yin¡.: mcntioncd previously. The latter tyPc contains hnrd 

lunitin~ lo iKhicve constan! carricr envdope. 

DEFINITIONS OF BANDWIDTH 
Thc po\\'l'r spe-ctral densitie.$ oi the five mndulation types 

undt:r c.:onsidt•ration Hre $-hown in Fig. 2(a) and (b). NOne is 

strictly hand limited. In fa~t. no t.'Onslant envclope waVc can 
bl· stridly band limitrd, ~;w<~ for thc case of an unmodulatcd 
~·;,rricr. This is 1t>mlily ""tahli:\hed lhrou~h the squarell 
t•nvt:lüpc tlll..'orcm [ 14J ol anal."tic si~nal thcury. The dl~r¡. 
tulions of banJwidth to L>e con:;idt:re<l are all amt..>nable lo 
l"fHllllíml <"1\\'clope ~i¡:nalin~ nnd rr¡)resent a lnirly comple.le 
l'alalo.:. 

hnC'tiunnl PaHt't'r Contninnwnl Bcmclwiclth 

Thl! fir!>l typt> of handwidth lo lw Jisn1s~NI ha!1 lwt•u 
;ulo¡,h'il hy th\• Ff'Li~·rnl (' 1,ntiiHIIÚl:iltions Ctllllllli:;siun (FCC 
Hult.•,: iand Rq~ubtiuna ~\'l'litln :!.202) ouul l'OI;&Ic:~ tlwl thc 
Ol:r.Upit~cl )J,\IH¡"'I,·idth j~ tJW ()i\Jh\ whil•h h•H\'c•:i CXUCI(y (),!j 
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Flg. 1. 
Speclr\Jtn ol 
32-chlp bura•. 

percenl of the signa! power ahove the uppcr band limil·and 
cxaclly 0.5 percent of the signa! power below lhe lower band 
limil. Thus 99 pcrcenl of ihe signal power is inside lhe 
occupied band. , . 

An aid to applying the giv,•n dcfinition lo the mo~lu,atlon 
lypes al hand is provided in Fig. 3. This is a ploi of fractional 
power outsidc a bnnd nmterL·d on lhe carrit.'r, plotted versu¡¡ 

hnndwidth in units of bit rah•. \\.'hcn lractional power is- 20 

dB, then 1 percenl of ihc power is oulsidc the hanJ. Since ihe 

data spectrailrC syrnmetrical. thc FCC de(inition ¡~ satisficc.l at. 
the- 20 dH le\' el. Forinstancc, ihe 99 perc<<nl bandwiJth uf 

MSK is l. 1!:1 1-11./bils/s. Thc plols of ihe lype in Fig. 3 are 

generally ~implt•r lo use than those of Fig. 2:, as thcy Jo not 

cxhibit the c:r,mplt:x lubl~d bc.•havior found in the powcr spcc. 
tral Jen!iily. 1 

1 
1 

A lower bound (salid curve) is i1lso givcn in Fin. 3, as it 
rcprcsenll' ll&e mínimum <Khicvi.lhlc bandwidth ovcr a con· 
timn1m of powt•r t:ontainnwnt percl'nl<.tGí'!lo 11!) ). l'he lowcr 
bound appli(~S tu all nUJdulallon st·hcrnes whost• ht~sk clilt" 
pulst•s la:tl len :! l.it duralion~ or lt•t:s. Waih tlw t~XC.:t!plion uf 

qtlasi-!J,,mf.Jimilc·d kt•yil\g, litis ,·alt•gory indudt·s all mmlu- .J­
I\tliun ttdw;IU~:\ und,•r l'onsidt·rc•tiu;l, Of tht~st~. f\1sk ,·unws 

vt·ry do~c lo havinu tlu~ muumum ac.:hil!Vahlt! hanclwidth ut 
tl1t! ··:lO JB lt'\'t•l. For thil'> <md otlwr rcasnn)o lu bL: stalL•J 

----
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. ~ shortly thc MSK tcchnic¡uc !.as bccn termc,l a o;mdwidth 
dfiL·ic.•nl moduJ;:,ticm mcthod. Note th.:1t ihc COIIHHtmiciltion 
efficiency' of Bf'SK, QPSK, MSK, and SFSK are al! 
idt•nlkul. 

Tht~ qunsi-hand-limit<..-d modulatinn ~~:dwnw tliHn~ frum 
tlu: otl1ers i11 twu in1po~tunt rt:-'•J)t·t·IS. Firsl, ill'. buai<~ pulse latilS 
4 Lit duralions, ami sccond Jls nmununic.·ation cftidem:y ia 
al.wut 0.6~ dB h"I"Jrse thnn the otlwr methods when thc aim­
plesl demodulbtion rmd <letcclion is t~mploycd. · · 

lnspeclion uf Fig. 3 will ~how that if th~ above j,¡~ndwidth 
. crit~rion wcrc it(\justtd lo be t•ither m u eh less slrinl,!ent o," 
nlut·h more slringcn_t, thf4n MSK wo11ld no lonnt~r IH• as allrac­
tive. For instuncc, íf only 70 percenl olthe power wcrc re­
quired to be within the band, th<·n QI'SK would occupy less 
bandwidth than ~lSK i\nd would ncarly attain theiOwer bound 
lw!ul~Yidth. lf 99.99 perccn~ of tlw e•wrgy wcrc rcc¡uired, then 
SfSK would be more. bandwidlh efficienl than MSK. Thc 
m1mcrical value Of bandwidth in unils ol bit ratc would of 
cour~e incrt:ase as thc criterion werc made more slringe,nt. 
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Flg. 3. Fraellonal oul·of·bond power 
for v.arlous modulalion schemea. 

TI u.~ re-lcvan.t bandwichh~ :- pcr hit mh.~ for thc 99 pcrccnl 
FCC rrilt>rion Hrt' 

!Yiodulation 1\p~ 

BPSK 
QPSK 
MSK 
SFSK 
Quasi-hand·lilnilf.:•<l 

99 Pt•n:cnl E.ncruy 
Containmcnt ·Hcmdwidth 

20.56 
10;28 

1.18 . 

2.20 
0.95. 
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COMMUNICATIONS EFFICIENCY COMPARISON 
Cmalll1111lit·atiJ•rl:l. clliciency mc¿ltlUrt:a "the dfct:li\'t•nc~a 

wilh ''"hich ~ignullo noise rutiu is uscd lo achicve low bit 
.l'rror roles. The figure l>clow shows thc bit error rall~ pt•r for­
IIJ.:.tucc oC tlw morlulalion schemes .undcr consítl~r~Jtion. 
Coht:n.•nt dctcr·tiou is assumed, which means thut a pt'dt~d 
rcfNt!llCe t:arricr is •a\·ailable at thc rec.:eiver for dcnll\dtJla­
tion. The ~crfwn,;u~c·c of l.li'SK, QPSK, MSK, and SFSK 
an: idcntical. Thc." pt•rformance curve ~f quasi-b~nJ-limiteJ 
kcyin~ lies abuut (J.64 dB to thc right of the others, !'O that 
lhe c¡uasi-bc:mcl-l;mit,~ schemc rcquires a.bout O.G-1 dB 
more signalto noi!'~ rallo lo achicvc the same error rates. 
In this scnsc it may be sajd that the communicationli 
cfficiency of <¡loasi-b<md·limitcd keyiní¡ is 0.64 dB worse 
than the other modul ation melhods.' 
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T\w CXt't•ptir¡nilll)' high y¿¡Jtit!:- for BPSK ami (~I,SK OW(: to 

tht~ Vl'YY sluw r¡¡j(' r¡f thc·ir !~peclrul rullofC hencc hi~h levds l){ 

puwt•r fur frorn lht: UJrricr. 

Nu/1-to-Ni/1 llondu.idt/, 

A simpl(!r and more popular mP.a:mre of bandwidth, hon­
tm·d Oy time ami widt! acccptnn~.:e llHJ if nol by profonnd. 
th«!Orl'tical implicti!HJflS, is <.:all(;'d /ll til-lo· null bi111dwidth. 'l'his 
i') a rdcn·nc:e lo th~ loln:d b1:havior of thr. powcr SJh!Cirtd 

dc·nsit~· observcd in Fig. 1. Tht• mlll-lo-nnll hou1tlwidth is jusi 
lhl~ width of thc rnuin spcclr<d lllhf:. lh~ assumplion, clc.~urly, 

is tlmt lhc pOwcr liprdr;J dt"ns.ity po:-:scsscs u mai11 loLc 
brHJnded by wdl-dt:fiut•d sp~clral null~. i.e., fn~qucrH"ies 

whcrc the powt:r spcc.:trul dcn::.ity is n;J. Su eh is uot tlu~ ca~;c for 

quasi-b3nd-lirnited b·yíng, nor bit thc- case fur a numlwr of 
other modulation srhemcs rect•ntly developed. Thereforc 
null-lo-null bandwichh lacks complete gcneralily. For lhe 
m0dult1 tion lypts con ;idt~red h~rc the null-to · null bandwidths .,. 

Mo_clulali()~r y pe 

BPSK 
QPSK 
MSK 
SfSK 
Qllasi -band.Ji,nitcd 

Null-lo-Null Bandwidth 

2.00 
1.00 
1.50 
l. 72 
no well delined nulls. 

The mrll·lo- nuliiJtindwidlh al so contains mosl of thc signul 

i>owcr, if rough C!Ílt>ria can be acceptcd. Fig. 3 givt:s thc 
relevant quantitntivt· information. Thc dcgree lo which the 
SPL'tlrum is gcncrally srrcad is also roughly me-asured hy tlw 
null-to:mdl handwidth. Therefore this mode o{ spccifyiug 
bandwídth is o{lt·n found in sprrad spcclrum sysh:m 
dcscriptions. 

Boundcd Power Spectral Density 

Anollter widely used melhod al specilying bandwidlh is lo 
stale that evcrywhcre outside the specified band thc power 

spectral density must ha ve fallen al lt>ast to a certain stated 
lt·vc-1 Lelow tbatfound al the band ccnkr. Typit:<:;.l é!Uenuution . 
levds mighl be 35 or 5G dR, although ~rcaler le veis of allenu­
ation ha ve been ust'd in syslt'm specificalions. 

Th, 35 anJ 50 clll bandwidths lar lhe modulation lypcs 
und't>r r:onsidcration can. i'n part. be found in Fig. 2, C:tnd me 
compl<'lcly labulat<d l>duw. 

~~'~il•l11tion .:G: p_<' 

lli'SK 
Ql'SK 
MSK 
SFSK 
Quusi-bnnd-

limih~d 

:15.12 
1 7 .'i(i 
3.24 
3.20 

l.ti8 

50 df! Bandwiclth 

201.0~ 

100.52 
8.1 !1 
4.71 

2.38 

Ht'rc ¡¡gain, tht:> t'lh)rillt)US bandwicl!hs n~!{i:ih!rcd for 
BPSK anJ QPSK art• t'\·idenl.'t!' of tlwir vt•ry slow rt1le uf 
~Pt''-.'trotl mlloH. 'Aisll, lht• t.:omparaiÍ\'t' bandwidths uf M~ K 
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iind SFSK tlrt~ ~~·~:n lo hl• st'nsitivl·to the partic..:ul;~r sclting l,¡ 

tllt' s.pt•clrul11 bound. Tlu·ir :~5 dB h<.tndwichhs an~ nearl~· 
cq<_lill, bul llw SFSK SO dll bandwicllh i• only hall lhal ,,¡' 
MSK. The n·ason is dt~ar in Fi!-{. 2, i.IS tbc specll ul dt'nsity of , 
SFSK quickly drops hdow - !iO dB at Írétlucricics mul'h 

lwyond twicc üu~ bit r<tle, whilc tlw MSK spectnnn contimlt:'.s 
lo mil off slowly. 

lt nnu.t be notc:d that ü hound on powt!r spcctral dcnsity· 

dot•s nol nc<:c.'Ssnrily 11111JI)' a bouud un total powt>r outl"idc th~ 
lmnd; it only I1<1S tlw t•ff,:cl of bounding thc lottJ! po\o,.·cr in 
~lliiW finih.' iutcrvul of fn~rtueucy uul~idc thc band. Vil'~ 

vt~rsrt, a lirnit on tlw total power outside lhe band dot•s nol 
rwcc~!larily imply a l>m111cl lln th<.• pov1er spcctml clt•usily ii1 

sume hi14hly localizcd rq.~i(m o( frt"qtwm:y uutsidt• the band. 

For instnnc..:e, a JH'I it1dic signa! compon~nt, at whalt:vt:, 
i11fini!c!iimal power lí'\'t'l, will olways presenl infinitc powt..•r 

spcctrnl density al one or more frequcncics. 

The idea of defining banclwidth purely by bounding the 
speclral levd outsid(• thc authorized band is found in Ele:c· 
tronics lndustrit~s A~:-:tH.'iatiou Standard HS-152-B, onl.and 
Mouilc Communicalion in lhe 25-470 MHz band. The 

bmmdcd power spc..;ctral denSity mdhocl oí spccifying 
bandwiJth also appcar~ frt~quently in specifications con­

cerned with udjacenl channel interference. 

M•ise Bond,virllh 

Now attention is shiftt>J lo measur<.~s of bandwidtJ. .lhal 
fonJs on thf'- genera1 dispersion of the spct·tnun rathcr than on 

thc 'details of sper.tral sidclohc slructu.re. The fir~t of thcse 

measmes is callcd noisc bandwidth. Conceived initially to 
pt.•rrnit rapid computatíon of thc noisc powcr out of an ampli­

fit:r wilh a wide-band noist• input, the noise b~1ndwídth con· 
ct·pt can now profitaUiy be applicd to th(> evalualion ol clatn 
link pedormunce in lhc fac..:e of intenlional interference, or 

JélllliTIIng. 

Noise bandwidth of a sip,nal is defined as thc válue ol 
bandwidth which satisfies the relation 

wh•~re 

WN = noise bandwidth 

S(l,.) = power s¡wctral densily allhc banJ cenler, 
assumecl lo _be the mHximum value nf spectral 

density ovt~r nll freq~cncics. 

P :.:: total sit:nul powcr ovt•r itll fn·quencics .. 

Fiu:. 11 illu~lr,,tt•s liw nuitot' handwidth t:unn~pl for BPSK. Tlw 
power spt·l·trul dt•n¡.¡ity is plotlctl on " lint~ar rathcr than 
logmitlunie amplihulc.• scal<:;· iwncc, ib appt.0arance difkrs 
frorn tlw n·pn~scnlatiuu in Fi!{S. 1 ancl 2. 

Thc om.·a under tlw powN spc.•c.:tral·dl·n~ily í'Urvc over all 

frcqu~·ncit~~ is, hy dcfinitiun. thc total !iiunal powt>r. Thisis the 
shadcd ••rea. The an~a ol thc; n•ctanl{lc is, J,y the propcr 

sctting uf W,.,, also t~qualto lbc totul powt·r. Tlw noist: h;uul­
wiJth W\' is thc width olthc rt..'Ctaugle, ur l Hz/bit/:;. 

Thc si~niJicauce uf noisc bandwicllh in combatting jam-

'--------------'------------------· 
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111e1s rdalc~ to a polt.:nti.:tl .str<tlq:y u.s~d by jammers tu 
tlq:r.Hlt• :>)'!'klll;p:::dornLitnCi:. lt Í!> w!:lll,nown thal oplimwn 
link pctfunn.:mcc in whilc Cau:.:-.i:m noise Í$ atta_in~d by the 

ust· of a 1 L'Cein·r tHatched fiht>r. The frequcncy"rc;ponse uf the 
m.Ltchcd filtt~r mutchc:; tht puw.:r sp~ctral density of the data 
<md thc~rdort• h;¡s peak lt'::rnn ... ~.· at thc h;;uul Cl'l1il'T. This 
lk.·i11 1: !he r;lSL', th!! jólfntnt:r '' i!l \\'i\111 Id conccntrate his puwcr 

low.:url the Land ccnter, \\·he· fe h,! will produce .thc strongt::st 

~purious rf'~;ponse al the dt>tector which follows the matrhed 
filtt:r. 

Orw way tu counte:r the jamruer is lo pie k a fllOdulntion 
ft~~mal whil·h lcads h> a mininn1rn of pl'ak matched filter 
fr,"t:JUt•ncy n·:;ponsc, hcncc- a miuimum ·vnluc of S(l() per 

l.niJatcd :;il:n<,l power P. Btlt S(f,.)/P is jusi the invcrst! of 
tlw noi~t· \¡;mdwidth, from (2). Tlw signal dt:sign stratcgy 
i:-. thrn silllply ;.1 maximi1<.1tion of noise bandwidth. The noisc 
h;tndh·idth:. for the moJulatinn types under consiJeration are 
1 o~bul<.i.tl·d hdn\\'. . 

t:~~~l~l_t_:d 'l'ypt~ 

llPSK · 
(Jl'SK 
MSK 
SFSK 
Quasi-b .. nd · limikd 

'NuiSL' 1 bnJwidth 

1.00 
0.50 
0.62 
0.73 
0.•18 

Thc mo:;t jam rt>sist~mt llhhlul;ttiun type is BPSK, accord-
111~ 1t1 tlw j;u11ming :.tr;¡k;..:y uutlined. Tlw :.i¡~nal dt!Sign 

:;.lr.tlt·~y ju~l . di::n¡:-:;t>d appli.:s L'qually wdl (l) tl1c dircd 
>t'(jtll'l\t:t~ p:ü'IHiíllhlÍ~L· (lJSPN) ~prl'i.ld·spednun :;y~h!ms 

(1'/ J; only tl1t• lhH1h·nd,,lwt• lltTd lw cltilllf~t·<l. "Chip ratL~" 
1t·plan·~ "bit tdiL•" ;11ul "chip ¡n,,khed filtt~•" rl·placc¡; ''ltit 
,,,,,¡dwcl filtt~r." Curiou:.l.v, thc l'lll\t:t:pt of noi:o't' handwidth 

lw~ nul yd ¡.:aitwd gr,~nt lhtpu\;u-"ity in th1! s¡ll'ci{iGition of 
I>SflN spn,·,HI :-tH~l·trum :-y10il'IIIS, Many otlt•ll t•n¡~inct•r:-, 
lulWI'Vl'r, ft'l'll~l\il.t' jL¡~ \'HIUt·. . . 
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llulf-l'owco llundwidth 
,:)5; 

A vt:ry popular rneasurt! oL bandwidth which, likt" noise 
hnndwidth, ¡~.wg:c~ the d~grec of d.iSpe~sion uf the spet:'trum is 

the half-power bandwidth. This,is jusi lhe inlerval belween 

frcquencicn nt whlt:h the power sp~ctr.al dcnsity has dropped 
lo h-all powcr, uo :1 d8 bclow. lho··peak value. Henrc half­
pow~r bundwiJth 111 also known' us_.3 c.JB banJwidth. The 
val~e~ ~f~ tabulutcd bdow. .:,-i·. ~-J:. 

'. ; j ~ 
Modulalcd Type 

BI'SK, 
QPSK 
MSK-. 
SFSK ' 
quasL;~_!Jild-limiled 

. 1•" ' 

., 
~ .. 

Half-Pow'er Bandwidlh 

~-0.88 
,0.44 
. 0.59 
,\(uo 
-,!0.47 

The h,ol_f·powl~r bandwidth is especially intcrcsting to de-
si!{l',l~r.~ pf. frf!qut~IKY hoppcd (fH)·spr~ad-spt>ctrum syslcln$. 
Tht!; s~c'(:~p• at individual hop frcquél)'cies art> ovcrlapped at. 

thc half-powc1 puints lo prudul:e a long·tcrm average spec. 
lHll!l !h~~~- is 'o(cty 11eurly Élat. ;,!; ...... :_ ., 

Haii-.¡)Owcr baudwidth is usually slighlly smallcr l.han tlw 
uuise bandwidth, deptmding 011 th~-.details u[ thc spcct"ral 
1nlloff t.:hmacterÍ:;tlc. lhe ~lcepcr lh~~pedml ro!Íoff tht: mor~ 
cluscly thc hull-power bandwidth Will appfoxinwt~: the noist' 
h;11HlwidtÍ1: "•¡.:. 

' ...... 
,¡·. 

( ;ulwr Banclwidth 
" 

Thl: fiuul 'nH:a~ure oí bandwiJth is again a ¡.{cneral indi-
t altlf of s¡Jt"dral tl•:-opt•raiou, it~ ratlu~r curious dt·fialition now 

llr·t~rillt! lju.: na"nw uf 1ls ori~ti11alt1r 11 H ). Gahár handwic.Jth h<~¡¡ 
"dnotl tldinition, 111W in 1111' fn·quL•¡u·y d01npiu and o~e in lht> 
lu• L\'. domaiu 1·1 ~lj. 1-:ithcr dt'Íi!uliun i~ lillflirit!lll by il:it:lf, Hnd 
bo1h clt·finitiou:i ¡:1\'t' thc sunh' munt•ricul rc~uh. Thc lwu dt·(j. 
niliwu• art,·.!in!¡t~d hy thc powcdul Pm!'lcVLII rl·hiti~;n uf cwnlytk 

) 
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Flg. 5. Frequcncy doma in defl~ltlon o~ Gabor bandwldt" · tor MSK, unlt bit rata. 

s!gnal thr.ory. In both tlefinitions the signa) pOWl'f i& uasumed, 
lor simplicily, lo be unily. 

Fi,.l, !he lrequtncy d01naia d<'iinitiun is illuslrulcd in Fig. 5, 
lor.MSK signeling al unil bit rate. In Fig. 5 (a), jmw.r speclral 
den•ity S(/) is •hown on a linear sea) e logclher wilh a plot 
o( (1- /,)'.In Fig. 5(h), 1h" product (/-l.)' S(!) is shown. 
The area under that product curve over all fre<JUency is called 
A. Now !he Gabor bandwidlh is jusi \(X. This method ol 
compuling band"idth is akin to the computation ol !he 
•landard devialion of a prohability densily function, which 
i1 a legitima! e mea.sure of the ,width of thc function. We prcfcr 
to tabulate lwice the Gabor bandwidth as it compares mOre 
directly with the passband bandwidths discussed previously. 
The "passbnnd ·Gabor banJw,dlh" ol MSK is exactly 0.5 
Hz/bit/s. . 

Nexl the Gabor bandwidth calculation is attempted for 
BPSK. The (1 -l. l'S(I) product is plotted in Fig. 6. As is 
evident, the plotted lunction lails to d~cay wilh increasing 
distance from the band centcr. Thercfore thc area under the 
curve over all lrrquencies is .. : inlinilc! Both BPSK and 
QPSK po""" infinile Gabor bandwidlh. 

A furlher insighl inlo th~ mE>aning of this situalion is f!Úiined 
by considering the time d01ni1Ín dclinition. Fig. 7(a) shows 
!he typical bit pul1e lor ~ISK. Fig, 7(b) shows the slope ol 
that pulse, and Fig. 7(d shows lho st¡uarc uf the''slope. 
The shaded aroa in Fig. 7(cl. over the duru1ion ol the 
pulse is called B. Now the !lii>Sband Gabor bandwidth is 

Flg. 6. 
Gabor 

.bandwldlh 
calculatlon 
tor BPSK. 

D 

"' 

-l, DD -~,DO 
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2 ..[Bi4-;,"i," = 0.5 Hz as befare. To givc n lurther interpre­
tation, noiic• thatthe pul•e iri Fig. 7 (a) is onc·il'!ll cycle r;!'a 
sine wnvc at 0.25 l·lz. Whcn such a •ine wavc ·modula les a 
carrier; lwo 'api,ctrallines 0.5 Hz apartare produced. Hence 
th" passband Gabor bandwidth ol 0.5 Hz is corree t. In fact, if 
thc pulse in Fi~. 7 (a} had becn any number uf cyclés ola sine· 
wave then the pauband Gahor bandwidlh would ha ve been 
correctly computed according lo lhe present· delinition. 

Generally the Gabor b .. ndwidth, being based on the . 
squarod slope ofthe bit pulse; is a measure of "wiggliness" of 
the bit pula~. Thia ia perhapa an intuilively salisfying way io 
think of band;.idth. Ber.ause the basic bit pulses of DPSK and . ' . 
QPSK are bo.th perfectly rectangular, they ha ve infinite slope 
al their edges; hence, they are inlinitely wiggly. This accounts 
lar their infinito Gabor bandwidth. . 

The p8llshand Gabor bandwidths for ·m!Jdulation types 
under cons!d.eration are; 

Modulation' Typ!. 

BPSKi•:· ·· 
QPSK, .·, 
MSK' 
SFSK 
Quasi:bni•d-limited . ...... 

Passband Gabor Dandwidth 

infinite" .. 
infinit~ · · 
0.50 .. 
0.61 
0.37 .. 

The r~;suhs in.[ 19] lencl directly to the conclu<ion that MSK 
Kives the" minimum poooible G11l>or bandwidth of all modu-
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Timo domaln 
deflniUon of 
Gabor bnndwlcUh 
tor MSK, 
unlt bit rate. 
(a) Baslc pulse 
for MSK, unlt 
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tln1u In llllCUIIdl 

.-. 
., ' 

llJij} 

., 

j, 

bit rato. 
(b) Slope of 
baste pulso. 
(e) (Siopc of 
baslc pulse) 1• 

r::=- .. '" .... "a .•,1)t :¡i" 
.uu ~;t .so .1s t.a, 

Umeln&N•on.J:~ '1:\:'i'f.~:t-f: _;-:;t•;,.•·· 

t" :tf(~~J·~._;._I ,'~~~~} ~. 
. ·::~: ,11A: .\t .. , ·. 

e 

lati(Jn tYpcs who:1-E" l1a$il· pul~~:;; •u·e limitcd to 2 hit durntion. 
This ndJs rnort' suhst¡mt.:t' to the .·laim that· MSK is n band-
wi<hh cffkicnt llhlJulation sdwmc. 

While tlw FCC $pcl·lrum t'IWt•lupr. (FCC l<1Jh:s ami H.t·¡~u­
lution~ St•c·tinn :! l. I l)(i) dtlt'l> 1\1)( :~ll·ir!l y qualif y a~ a ddil~i­
lion.of lmndwiclth •. ituu~hl In h\• nu·lltiui~~~d. us. it scrVt'·" lo f.t•l 
thc uppr.!r limit nn J¡,t;l rah• i11 rt>rtn:n fn•qw.:nC"y lmnd!l: 

Tlw rull• ~tah•» th:\1 "tlw 11\l'ill\ puwt:r tlf i~missicnu1 flhalllít' 
allenuatt'(l bdow tlu: llll'ill1 múput ptl\""cr uf th(~ tranr.milll'l' in 
iK,;ordanl'c with tlw followin~ ::dv:J,¡I,~. ,. · ·· 
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:<. · .. f.:.· .. ·: .. \ 
"For uperating ·fiequencics,· uclow ·15 GHz, in any 

4 kl 17. hu.nd, the ce~l~·r}~~QpCp'"cY of which is rernovL-d 

(rom tlu: <lblii~nt..•tt frcqÜe"riCfby more tbRu !lO percent UJ1 

lo w1d indu(linu 2&0·P~}be~L.~f thc authori:.:L-d ban<J· 
widtll, ru; SjH~t.:tfiec.l o Y th~~Joll(;~inR cquution hut' in _no 
eVI'Ill b• thun 50 ·,Jij{i 1;1);}35 + 0.8 (/'-50¡+ 
IOI.,¡~ 11 ,H (;;,llc·ula!'~i~~;· -~~rel\t~~~'lhan 80 dB is nol 
rc~q.tirnl) wl1::1't' ¡·::·•\ :~: ·.··:fi. 

1\. ..:: ·¡tlt.'llualiun .(in.flr.Cibdg)•bclow tlw nwnn output .• ,.¡ .. •f • ,,·,. • 

. puwcr lcvt;t:~;,."·;~: ·:·~' -~~-. > ~ . 
JI ': rwn·cnt rt•tntJVpii_,lmm tlu:. carrier frequcncy 
H ~ author~~cti"J,;¡h;l~·¡dth.i~ mcgahcrt~. ··.· .. ·: 

' ,¡ •• __ .. ___________ 1,...-""9 4.,---
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iht> rc¡uation for tuc~utJtion A involvcs uuthori1.cd barul. 

width B as a pararn~:tcr, anclll takcs on diflcrcnl valu•• in 
difler~nt"frcqucncy bnnds. l'or inslnncc 1! = 30 MH< al 6 
CHz, 40 MI lz at 11 GH<, etc. 

fn di~ital micro\'t·ave rudio, thc ·d~lla rnte~ will be many 
megubi!s per sec:ond, so powcr speétral dl~n~ity V~ill he prac· 
ticrtlly unc.·ha.n~ed o ver U.ny particulai' 4 kHi hund. Thcrelurc, 
the powcr in any 4 k11< buncl will simply he Mivcn ·by thc 
pow.r sprctral density multiplied by 4 kH<. 

l'ig. 8 dcpicu the ex¡Íression lar A in two cases, with 30 
MI lz authorized bandwidth and wilh 40 M Hz authorizc-d 
bandwithh. ll is inleresting lo ask wheiher. this pair al 
spcdrum envelopes can constitute a s.ingle consistcnt deHni­
tion of bundwidth. In uther words, if a given data speclrum 
jusi satislies ihe 40 MHz envdope, then does it also jusi 
satisfy ·the 30M Hz envelope when the data rate. is dt:creuscd 
by the factor 3/4? The answer is no. In expl~ining why, it is 
lt~gilimnte lo auume that tht- data siRnal powcr ia fixed, since 
A i6 a ratio wiih signa! powt:r in the clenominator. 

l'irst observethatlhe 40 M Hz envelope first reachea --80 
dll al 1,. ± 34.49 M Hz. The 30 MH< envelope first reaches 
--80 dl3 al f..± 26.34 MHL Say that the data speclrum, 
multiplied by 4 kHz. experienccs a sidelobc peak of exactly 
-80 dB amplitude al exartly /, ± 35.12 M Hz. The40 M Hz 
envelope is just satisfied lhere. Now decrease the data rate by 
the factor 314: This causes two things lo happen. l'irsl, the 
sidelobe peak moves lo/,.± 31< X 35.12 MHz = 1, ± 26.34 
M Hz. Second, the enlire power speclral density riscs by thé 

ratio 1 o lou ... 4/3 orl.2!i <lll, in orderto k<oepthc lo tal p01\'t'f 
ronsliml. Now thc oidc•lol,.. peak lius vaiÍ~t•,-·7!1.7S dll and 
therofore vinlatuathe -RO dB bound ut (,. ± 26.:J4 M Hz for 
30 MI lz bandwidth. lt is dca;,th~i lpe t--:o <>nvclopcs sho"·n 
in Fig. K Uo not imply n ~tingle ~~onsish.•i\~ <k·finition ni lmnd. 
width, hcnc" the I'CC J{ulc does ~al conslilnl<> il ddinition of 
handwidth. ·· ·· · 

l'or 11ny ¡¡iven Bulhorized bnnd,;,·idth itshould "" possiblc to. 
cnlculalú the maximum pNmi.saible data ral~ for any givl~n 
modulution ocheme as lcm'g ·~~·:the power spectral dcn•ity 
is known. The inset, ,;, hich. :examines .the FCC speclrum 
envelupe, uivea ~n ex4mpld.~ ;;.~{,. . 

'1 • • • •. ' ' t 1.1;' 1:~ ,. 
•• j • -~<-, :'/ 

•·•,'} H•: t \t~1,: J>~f . SUMMARY 
T able 1 summariZes •.th~;·Í)~~dwidths of the inodulation 

se he mes considere({; A' very·.;~¡d·e range of vtilue~ ·¡s rePrt'­
sentcd. Perhaps this will give a hinl of the implications of the 
atrict appliwtion al bandwidth definitiona lo aome ol thc 
classical modulatioñ. types .. · · . . 

lf in ccrlwn instancea, BI'S~·and QPSK seem lo be giving. 
rise lo unreasonably lar¡¡e:bandwidths; it must be remem· 
bered thatth~ ideal waveform ~ssumptiono ha ve been rigidly 
adhered lo. In praclice,th~ inherenl bandwidth lirnilations of 
syslem cornponenls willlike.ly:f11odify the speclrum atlarge 
multiples of the data rate. ·This will change thc spect.:Um and 
reduce the bandwidth to·án ex.lenl dependen! heavily on the 
specilic application at hand. ·:,' 

Recenl work [20] has shown that offset QPSK can be 
(Conlinued on p.' 24) . 
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NOVFMU~II Hli:IO. . -. ·~· 

APPLICA'fiON OF TI-lE FCC SPECTRUM 
ENVELOPE-AN EXAMPLE 

.The problt>m in this example ¡,. lo find lhe rpuximum 
data rate pcrmitled unclcr tht! FCC' ttpeclnnn · cpvclupc 
wlwnlhe aulhoriz"d l,.ndwidth is :10 Ml-lz and lhc mndu· 
l;,1tion mcthod is c¡uu:'ii. bünd-limih ·d lo·yiug. 

Tlu~ powcr ~pedrul dt!n!'ity ol quusi·lu.mcl~limiiL'1:1 

kt·yin~ a~ t{ivcu ir- Fit::. 2(bJ is C!"prt!s.·a~d in d,•cibrl.:; and i~ 
nurmalilcd lo O dll at f ~ (,. To Cilkulatc thc pow-~r .t.:On· 
lainecl in n 4 kHt band, as rdt!rrc•tl lo in tht'! FCC ~pccifi. 

. cation, it is nccc;~ary lo account for thc bit rate ¡mc.Jthe 
noisP. handwidth of the mudulation. From :rabie 1, thr: 
noise bandwidth is 0.48 limes thc hit rute, or 

' p. 
W.v = 0.48R = S(f.) 

where l1_ is lhe bit rale, 1' is lolal pow<·r, and S (f,.) is lhe lrU<: 
( unnornu:¡,Jjz'ed) valuc CJf power spt:dral densily at the lmnd. 
ccnter. So 

p 
S (f,) ~ 0.481{. 

Now if S,(f) is lhe nonnalized power speclral density, 

.1 
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1 
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J ••• 
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o z • ·lO 

• 
' • • < 
~ 
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-lO o 

'j'..J•' 

' 1;~ ' 

. p . ~~ 

.S(/)~ 0.48R 5,(1) ' :'·:: 
;: ' ·, .:·· 

wh<:re Fig. 2(b) shows IOiog 1oS,(f)., .. •i 
Nów loo power in a 4 kl-l~ hand, "(, llw dula raleo uf 

inler<•sl, is closely approxionated by Ú10 l~ll~·wing cxprcs-
siun in JllW:· .. . · 

.• t ,l< ; .• 

' ' f.t.; ;i{í~-t·;i . p 
pow"r in 4 ,k¡iz ;"é 1 O lo u •• 4000 ,t.,! ~Jrig 10 0 48

U 
. ::~ . :· '.'·:'·; ,;. .:! • 

¿_!,.;:¡ ,.. , t .. Hl \o¡¡,~. S, (f) 

""'' 1h.- po;..ib'n o 4 k Hz band per t~;al ~~er P, .,. 
pre!'sed iO dCdhelB, becomcs · ' ·.:.~ .. '· : r' 

. .i, ~j ..• . . .' : (· ' .. !:· 

A(f) "¡¡~9.21- 101og10 R + !Oi.¡g 10 S.(f). 
·~ ~ ' • ,1 

This is ploUed in thdigure below for -R·= ·25 Mbits/s, 
logelher witli loo fCC euvclope for 30 MHz ·authorized . 
bandwidth: .· Tlie quasi-band-limiled 'op~clrum is· just 
langenl lo lh~·FCC envelope al the -,80 dB leve!. Any 
incrcase in bit r~le would cause the erivelópe to be violal~ .. 
TherCtore 25'Mbils/s i•lhe maximuri\•áUowable dala rale 
with 30 MHi aulhorized bandwidth"'and quasi-ba~d-
limiled. keyiR¡¡: ''' ,,. · 

• l .• ·~j di:;;.· 
' . ,;_-..... _~~.·,· . ¡ ,._ ...• . ::·:.:. 
,t;tfv' ,,. 
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TARI.I-: 1 
Ba.ndwiJtht for l>i~ital Jht,\ Mudulntinn, llniiP. of Uit Ra.lt: 

llW. 
T):pc.· 

Mo(htlaliou typ~! 

1:11'~~ 

QPSK 

MSK 

SFSK 

Qua si- band-limitt:d 

~% 
f.1u:rgy 

Contil.lnm~nl 
BW 

2IJ.56 

1(<.28 

!.18 

2.20 

0.95 

Null-to-Null 35 tlB 
uw IIW 

2.00 :i5. 12 

1.00 1'/.56 

1.50 3.24 

1.72 3.20 

No wcll- 1.68 
c.ldine-d 
nulls 

filten:d ami thcn hard limited to produce a spectrum 
comparable with the qua~i-Land-limited kcying discusst~d 

hert'._, The rcsulting spt.:drum is known only through Monk 
CruJo simulation and has much of the rnggcdncss tharac­
teristil· of Fig. 1 of the prcst:nl article. From ~uch simula! ion 

resuhs it is difficult lo compute baudwidth under the muny 
dtfinitil)ns f!iven herr. 

Ahhough a greal deal of efforl has been benl loward lhe 
maximiw.tion of bandwidth efficiency in various contexts, 
\'l'ry littlc atlt•ntion h<J.s hcen givcn to lhe oplirnization or 
spread·spcctrum IJSPN modulation. Wilh !he substantially 
rliffe-rent critcria, this field presl!nls an interesting challcnge 
of itS own.· 
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The golden anniversary 
of electric wave filters 
Thc ji/ter art Itas grown frvm refudve~ts •implc lwnpcd-circuit 
ladder nctworh ro synthcsi:.ed actiw ami passivc networks tira/ may 
makc up 50 percent of tire electrunics of a ser te/lite repcMer 

A nato! l. Zverev W tsliti¡;h,m.st El"·ctric Curporu1iun 

In tllh.•r tcchnolow,y, lhc syuttu.-,¡i:; technltiUClll o( Cuu~·r 

and Durlln"ton, among otlu . .:r5, have come lnfo widc· 
opread uoc. Wl\h thc •wlng lo bicher and highcr frc· 
qutmch~·,;, thcn• h.'"Chnlquc!lo h.ivo cnablcd c:ircuit de .. 
•Ignoro lo oblain hiKh performance wllh colls of mod· 
erare Q In L·C clrcuifs, wifh Quurtz rt•on•lors of hi~h 
Q, and »·llh mechan leal und ceramic rc5onators "'hh 
d<slrablc qualities somc•hcr~ between tbose of L·C 
compont:nts and of quurtz. 

In the evolution of the electronics lndustry, thc first 
two majar devclopmcnts-radio and thc electronic tu~ 
were followed doseiy by a third, the filler. Filler l«h· 
nology was boro in the ycur 1915 when K. W. Wagner, 
on January 7, and G. A. Campbell, on July 5, working 
independently on ditferent sidos of the Atlanlic, both 
proposeu ihe basi.: conccpt of the filter. • Their resulos 
evolved ·from earlicr work on loaded transmission lines 
and lhe ch~>>Í<nl oheory of vibratins systems. The yeur 
1965, therefo1 e, marked fhe golden anniversary of the 
electric filler. 

Durins lh< pa>t SO yenrs filters have so permeut<d 
clcctronic Ce..:hnolo~y thm the mOdern world it hnrdly 
conccivablc without them. They direct, chunnd, inte· 
orate, sepnrnt~. del<~y, dilferentiute, and lransform all 
kinds or elewic en<rg) und informution. 

The generaliuuion or lhe filler concept begun when 
il was found lh;ll lilter lheory could be used lo illuminate 
problems in me"h'H\it:ill nnd •• ~.·oustical systems. By use of 
an electromech:~nicul unulol(J', filler lheory can be npplicd 
to many setmingl~· unrciulcd systems for which mttural 
modos of vibration nre of intcresl, e.g., loudspcaker de­
sign, crystnllo¡;n1phy, nrrhitcctuml acoustics, airframc 
behavior, und me¡,;h;,¡nÍL:~II syst .. ·ms desian. Fílter thcory 
first shows how to ~.·oordinatc thc uction ·ar sc:vcrol rcscr 
nnnt elcments in ordcr to obtnin uniform trnnsmissiOn 
ovcr a prc:S4·ril'I\·U frtq1.1cncy runge. Thc:n thc concept of 
nn ldeul tiller with lossk" clcmonls lhnl dcli•crs ull of 
the jnpul L'n .. ·r~~· to iu out¡}ul ovcr thc widc~t pos~iblc 
frcquen~.:y lilll~l!' c)wblbhcs tlu: · n:quircmcnt~ fur broud .. 
Ltunúin¡¡ umt~o·r prL'') ... ·ril\CU I.'Oil~truinl~. 

Applk;,uinn uf lilt«:r thcoury hns now gonc fur bt:yond 
thcw: Orst ~m·mlit.111ions. l'hc L'UI\l'CJliS of exnct syntlii.'~ÍJt 
-l~c:hnlquc. (or prc~ribcJ lflllllltfcr and immiuaru,;c runc­
lions, of upauu:\iumlhly urbilrury runcHon) wilh rcnliLu: 

blc rutionul f1.1nctions. of time donu1in synlhclliis, mntched 
filt..:r:i, purumctric e\cmcnls, ond variou5 other octlvc 
del'i<es, hu ve added new •italily lo nn olreudy fiourishina 
te<hnotouy. 

Toduy, o sySiems engineer cun specify almosl ony type 
of stuble, single-•ulued analytic funclion os n block in o 
blo.:k diugram with a reasonable assurunce thul it can be 
appruximuted, rcalized. and built into nn opc:ruting unit. 
Thh. exact nUtthemutkul technique is so successrul thHl 
lhe 11tw<r electronic S)slems are literally packed with 
synlhesíled passive und uctive network.s. SHtellite re• 
peaters are a good example. More thun hnlf the blocks in 
a •rpicnl block diagram for such repeaters are ·called 
filters even lhough thcir function, 'in muny case>. is 
rndicully diiTcrent from what the term would hu•e led us 
lo expect 20 ycars ago. 

Early llltor do•olopmont 
In prcfiller durs. selectil'ily w11s obtnined by the use of 

sin~le reuctances or sinale resonanccs connecled in series 
or •hunt. Much use was mude of such terms os "ac block· 
ing," "de blocking," nnd "wave traps." 

In contrasl to these crudc dcvi~-e~t, thc first· ~cie-ntifically 
desiuned fillers consboed of a •••ende of simple iuent.iCIII 
sections. forming a ladder nctwork. TI>ey werc mur•elo~Uiy 
clfcctive becuuse the selcctivity incrensed with the number 
of sections. The luddcr could be simply und el<sontly 
troutcd by. the so-cuilcd. imu1¡c purumctcr theory, nn~l­
ogous lo transmission·lino thoory, in which the parum· 
cu:rs· of lhe network are cxpressed in t~rms or thc ifnuge 
impedHnce und thc image tnmsmi::..sion rw.:tor. Ahhough. 
this mc:thod w..t.s a greul step forward. the rt.'Sullunt st· 
leclivity was fur from optimum bccause the netWorks hud 
no trun~fcr lcros ncar the pusS bund ttnt.J slcep uttcnu;.l· 
tlon skin) wcre unohluinnble. 

Thc d~><Ovcry by Zobcl, p~hli'i,!1ed in 1923, of a prncti· 
cal mcthod of desiu11ÍI\¡j !\clcl.'th·.: lihcrs wilh un unlirnitcd 
nunlbcr of rt:uc~um:t:1 was undoubtcdly a work or g~nius~ 
1t w11s thc only known mcthod un lit 11bout 1 Y40 un u lhc 
only pmclic·ul mcthod until lhc •niU·I~)Os. Zobcl's 
tlu:ory is ~on1cwhut unilil.:iul in nmure ~im.l: la i~ bu~f..l on 
lnu1QC purunu:tcr) thul only uppro~inulll' thc ctfcl.'tivu 
OJX'' o11ing puruntctcrs u mi us:.unu: nonpl\) ~i,,:ul t:lcmcnt~­
thc tcnuinul ima¡:c im¡-,c:cJ¡¡nL:\.'ti.. Uut Zulll.:l'~ r"~uh:¡¡ nut 
only t:nnhk:d dc~iu,n-. for urhitrurily prcs~o·rit"'t.:Ü )lOp bum.ls, 
but nl:,o impruvf.:'d thc cmJ·Iou~ nuuchiny. This '"'\.'h .. 

~ Th4J t~o-rm llh..:r ¡, u•..:J h .. :rl! iu i" rt:stri¡,:l..:iJ k:n&c. Thul 1), a lllt.:r ni4ut: 1.:ould rcUut.:c 1hc tlUMiahu.m.l \.'1'f0f' 4t.IUc Co nnnph)'~¡ .. 
1' ,, n..:tworL ul ,~ .. ·~·t.m~·~·· lhnlji.IMI~II !:lt.:¡;lru: 1UW1111h "'1111111 011\J ur . . ' A r 1 . 
nu,r~: rh:qm;n~·y ~.1 nu. 1111 J atr,1ul-li)' ~~~~·1u101111, 1111 011 ,\:,~ ..:u:~.:pt cut \;"(~n~4ra1nt~ on thu h:rnu~uuon,.,. \.ll'liCr Ulll"~_ro~c-: 
thuwln th~: inunú.IUtc \ 1\:uuty ufthu b<.uuJ ... .,¡~,. Olcnt m llliHI:h Wu') lutcr obtuuu:1l by Uoc.h.• . 
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Pus.,ivc ncLwork" wcre ni~K> undcr invcstigution by n 
numhcr of olhcr ll">cur<hcr.. Jrr 1924 R. M. Foslcr 
publbhctl A Rt'trrtoiiCt' 111roum. 'fhís thcorcm mude 
it po"~ihlc, ror thc lirsl lime, to rculilc n nctwork thal 
CX~ibi_tcd Ul itli tcrminnls U po~ÍtiVC-fCUI rutiOni.ll run~:tion 
os :un im¡lCUum.:c or nc.lmilluoce. 

Fostcr purlilíom~d the givcn rationul runction iuto o. 
sum ·>f purtiul fructions lhnt could be idemilicd casily as a 
serie:: ~onncction of impcdnnccs or as u parallel connc:c· 
tion of udmiunnccs. Wilhclm Cnucr then expundcd the 
rntio,lal function inlo u continucd fruction repre>enling a 
ladd<r nclwork. Ea<h mclhod gave two allernate nct· 

• works, which wcre cullcd canonical forms bccuuse lhey 
coulcl ulwuys be obtuincd from a rculiZ>Jblc immittance 
function nml bccuusc lhcy cmployed u mínimum numbcr 
olcltmcnu. 

The theory of L·C one·port synthesis has since been 
ornumented with u ~real vnriety of eleg<~nl resulls but 
lhe t.uÍic theory wus cssentiully complete when the Cauer 
forms were published. ll was soon recogni<ed lhul the 
Fosll!r-Cnuer methods could be adupted rcadily to give 
a m•lfe generul lheory o( lwo-elemenl-kind synthesis, 
i.e., he synlhesis of R·L and R·C networks ·as well ns of 
L·C11e1works. 

h wns realized, however, that mere ndaptalion of 
Foster's L·C synthesis was not going lo solve lhe problem 
o( s)·nthesizing R-L·C networks from thcir given immil· 
tancr. functions. This much more difficuh problem de· 
mamlcd a correspondingly more complicated solution. 
The first such solution was obtained, iñ brillianl fashion, 
by Olio Brune, and was published in 1931. The stage was 
now <el for a breakthrough of such fundamental im­
portunce thnl it would overshadow even the grenl school 
of image·p~rnmeler design, 

Tho modorn ora 
In the lnle 19JOs, both Wilhelm Cauer and Sidney 

Darlington were preoccupied with lhe nascem and, al , 
that til)le, academic theorics of exacl synlhesis. The new 
lheory ·of filter dcsign which they would genera te would, 
al firsl, hove liule p1·ucti<nl advantage, if any, over the 
old. E ven lhough a smull family of specialized problems 

· that rcsisted imuse·parnmeter treatmcnl would yield 
reodily to the ex.act mcthod, the principal motivntion for 
its use lay in the fucl lhnl nelwork thcory dcmundcd 
rresh insighls that WOUicJ Citrry 8 gÍVCn proiJICill SUCCCS· 
sively through the following slages: 

Apwoxlmat/on syllllrtsis--lo obtnin a realizable transfer 
fun.:tion thut would upproximute the re4uircmems within 
a prcscribcd lolerunce 
Trun~~r-jimrtlon synthrsls-lo mnnipulate lhe transfer 
runction so ns to give ü rculi¿uble driving-point function 
Rruli:ulioll ur tlriYing-¡mint synllltsiJ-to realize t!lt · 
driving-¡>Oinl function in un actuul network 

Darlington, in 1939, nn<l Cuuer, in 1940, both publishcd 
lhe !iUOU! thcory 10 ~oh·c thc ~Cl or problctnsju~l outhncU 
und both di)plu)'cd thc ti<~lliC Uu.uling virtuo,ity in mu)lc:f­

inJ'u lonu scqucn.:c or Umrny muthcnuttil:ul «;(llllplka­
tiona. 

Thc irnporlnncc or thc ncw mcthod was nut n:cognized 
imm.:di;Hcly. ll could he U>cd 10 d•-sign tl<!Ucr low·pii>S 
Hllcr. hut it f¡¡ilcd 10 providc such dc>ign• in prilcti,·c 

" ..... '· 

IÍ4.m llll"thOO-.. in the 1'15t)s, tho.u C;¡u,.-r ·D:Irlinttltmf'ttttr.., 
..-unM: iuto widc!'lpn.:;uJ u:ac. So many i.'On\pUh.'r~pn,:p:ul'tJ 
rJc~illJls havc nnw ht.-..:n puhli~hcJ thal dbi¡:.11in~ 010 clli¡1• 

tic-func1km liltcr involv"'~ hUle more w~1rk than cn~lyinw 
numhcr:.. Out of :.1 book, ;uu..l this ICdlni~ue is liC:luall) 
casicr th~•n thc illlii¡;C·p;.¡ro.arnctcr nll'thoJ., ·Tilc uh.h:r 
mcthod ¡~ fallin~ out or ra~hion hcc;IUSI." it L"an be gcn..:r~l) .. 
izcd only 111 the cosl of rapidly inrr<;JSing ilflilidalit¡ 
and complicution. lts prind¡lul virtue-sin1pli1.:ity- ¡~ 
thcn lost and no incentive remains lo use h. Within its 
spedal Jicld of applicalion, howcver, il is still usablc, nnu . 
is used, dcspilc lhe dicta les of fushion. 

The Cauer-Darlington lheory is rcspected and ndmirod 
bccnuse it b 1hc fir~t tull p:ak or u mountain ~·huin who::.e 
limils we cannoL yct ~Ur\'C)'. Considcr' r¡Jr (':\OIIllplc, the 
dcsign of u syslcm thnl <onsisls of un op.:r<~ti~nalt•mpli. 
fi<r emlx:dd•"<l in u large ¡¡.e; nctwork. Thc R·C" nclwork 
·has natural modcs thul must lie on thc n•gativc-rcal 
axis in lhe complcx·frequcncy plnne. The zeros may, 
theoreticillly, lie anywhere. By using either the R·C 
synlhesis of Guillemin. or that of Dasher, one can •Y•· 
temntically reulizc a nctwork with zeros in any 10\·ntion~. 
cxcept on the positivc-real axis-a very lig.ht rcstriction. 
Cauer-Darlington syntht>is wiil probJblr be uscd in 
solviny the npproximation problem. lmas<·poranlCtcr 
theory has no relevnncy lo such a problem. · 

We now s)·nthcsize nelworks and •>·stems by employiny 
a fusion of many theories produced by m•nr uuthors. In 
this consi.derable body of literature therc are many rcfer. 
ences lo Cauer and Durlington, but lhis bibliographical 
distinction is currcntly bcing superseded by an evcn 
greuter one. The use or these rtfercnces i> now disappcar. 
ing grudually. ll has been. nssumed lhat lhere is linle 
point in listing lhe names thnt cveryone now, tukes for 
grantcd. 

flltor appllcatlono 
Let us exnmine n block diugrnm of a t)·pical rcccivcr 

su'h ns mighl be emplo)ed in radio, radar, uhrasonio, 
sonar, acouSLics, 'or in me.;hanicnl or geoph>>iculstudi•"> 
(see Fig. 1 ). The rclevnnce of thc theory of tiltcrs, rcn•1· 
unce networks, and network synlhcsh is crucial in Cól<h 
of the blocks shown. 

Receptor. The receptor is a trunsducer that corive1·ts th~ 
incoming sigmll energy inlo an clectrical form suitubh: 
for P.roce)siny by thc: recejver. Thc receptor may be an an· 
ten na. a pit:Loelet.•tric tru.nsducer. u tupe ro.:order lu:.;¡d. Uf' 
some Olhtr dt'vice. No muuer whut il is. the theory of rc-­
nctance network.s must be uscd in its des.ign and optimi1a· 
lion. 

Impcdancc m•tching nct,.ork. Thi• network is nol ;~l· 
ways a pllysic.•l transformcr with pri1rutry ami .econJ.ll) . 
windings on u ferroma~nctic ·corc. lt may be u low-po~·~, 
laddcr giving n pr."S<;ribed Chcbyshcv pa" band Wllh 

Controllt:O l."4Ual ripplt..~ und modcrutc to hiyh uUt'nUaÚ''" 
OUltiidc lhc IJunU of impcduncc mnh:l~ing. ll muy ulso l~ il 
b11Udpus::.lihcr lhul combinell witllthe pre-.elcctor. 

Mullh::ouplcr. Thi::. 'h:vicc is. lh.:..,it;ncd lo rccd scvcr:.l•t­
ccivcrs rrom 1hc sume reccp&ur. 1t mu ... t mainlain imt'4.'J· 
UI\Cl: nmtching with 11 hiuh ::.•t:~nnl·tu~noi~ raliu. Filh'1' 

unU hyhri\.1 nctworks nrc criti~.,:al. 
Pr'-~clcdur. Thc pn."!)ch."Ctur i~ a handpa\s fi1tcr tholl h.a' 

low in~crüon lo~ for a h1gh ~i¡;nal~to·noi::.c ratiP. ll•' 
' . .J 

tx.."Cuuse of thc cxtrcrncly hl'avy hurdcn uf .. ·nnlpyta~ion usuatly tun;ahle o\fcr thc rrc4ucncy ri.lngc of thc: Jt!,11 ' 
f'-"4Uin:d. ll was not umil !he :ulwnt of l'ih:ap ~,·lmlpula-, :.i1:nnls. Whilc lhc most i.:ritiL·;d sclcl·tivity prohl,·u~' 011 ' · 
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1k;dt wilh in thc 1F bluck, thc prc>clcctor must ha ve hi~h 
inlt•ltC rcjccdon. 1t muy be rcQuircd to o.ttcnuutc !>lrong 
!~oil!n:IIS lhot othcrwi~e woulcJ rcsult in cross-modulutÍon 
with lhc dcsircd !\ignul in lhe curru:r umplilier. 

Currlcr amplificr. This devicc muy be a reactancc ncl­
,..or~. as in lhc cusc of a paramclric umplilicr. In olhcr 
instunccs, thc ~ynthcsis of inu:rstacc coupling nl!lwurks is 

. (l(icn puramo~nt. . · 
Jlrrqwncy cLn•crlcr. Thc vuriublo.:·freq'uency oscillutor, 

fn:\j'ucncy mLihiplicr, ond firSL converlcr contuin impor .. 
wnt filler nelNork•. The multiplicr consisls of linear und 
nonlineat rCI ctunccs thul si ve it muny points of rC>cm­
hi;HK"e lo o P' •tMmclric ainplilicr. 

IF Oltcn. Thc cnlire characlcr or lhe receivcr is gav· 
rrncd by lhe lype of IF performance, as follows: 

l. CQnvcniionol IF-Utilizcd here is a cascado or 
collplcd rescna1ors with 60;d8 bandwidth that is twice 
thc 6-dB banjwidth (i.e., •ha ¡>e f•ctor is 2). 

2. Hi¡¡h •diuccnl·channcl selecllvily-This is oblaincd 
~y aymmclrical Cauer-Darlington elliptic-runclion ¡¡¡. 
lcrs. The shape factor may be as low as 1.01. 
. 3. Single !iÍdeband-Hi¡¡h selectivity is needed on the 

carrier side ·>f the pass band but not on the othcr side. 
For econon .ic r<•sons unsymmetrical slop bands are 
usualiy prov ded. 

4. · Gaussi• m-To obtain Unear-phase tlllerins wilh low 
transienl dis tonion for pulse transmission, an1ijamming, 
FM, and video applications, the Qaussian shapc is opti· 
mum. 

,s. Match•:d filtcrs-Jf a filtcr is excited by a nonsin· 
usoidal vol! ase, cena in time func!ions lead to much 
grcnrer OUlJ>UI.than do others. By designing holh the 
>igru,l •hapc ond the network to obtain a malched pnir, a 
birgc output can be obtained thal will cause lhe si110ul 10 
stand out when used with conventional frcquency-do­
main fihers. A dominan! feature here is thatthe improved 
signal-to-noise ratio at the receiver is obtained without 
increasi.ng lhe peak power output at the transminer. 
This technique extends the range limil of radar and sonar 
systems and 11 incr<n>eS lhe information Tale of COlO• 
munlcation links. 

6. Coherem intcgrator-This is a SQphislicated form of 
comb filler that extracls Doppler informalion from a 
radar returr signnl. When a succession of pulses hnvins a 
«>hcrent ft<quency content excites the comb, one comb­
illtcr out pul adds lhe r<>ulting dampul sinusoids. to pro­
<IHce a substnntial pulse. The posilion of this pulse in the 
'umb si ves the turg<t s¡>eed indictuion. 

Tho art ol proctl.cal tochnofo.¡¡y 
From the Í>e~inning, thc principal objCC1ive of scien­

lllic filler dtsi~n hns be<:n to 1\nd thcorelicul mcthoos 
lhut would n~·commodate actt.ml physical compOncnls 
.and lit them f';¡,,;tly into opt imizcd nctworks. Th~ dcsirc 
ur thc ,crcnti\'e engiOl.'('f hus bcen to produce hurLiwure 
wilh performam'C tll<ll ugr<..:> exnctly with the thcoreti.:ul 
Prcdiclions. 

l'his scurcll for uscfulth<:orics has lcd to sorne or 1hc 
mo~l el~¡;.¡~nt monhcmalics to be found in thc pmcticul 
••r~\. In L-C rlltl;'rs, for cxur,llpiC. thc inúuctors urc oflcn 
l'I\I'H:nsiv.e toroid:i wh&:rcoas thc cupucitors urc rcl<nivdy 
lnclf..l>ensivc. lñc L"l.ll\.stanl ~t:arL'h for optimu has pro4.lut:cd 
¡¡

11 lll"c.-niou¡ 1\lclhLXl ror Ut..':ii~ning hminirnum-induct-
dj¡ \;'11 l'lt 1 ' " . 1 c.•rs ~ \Ut use fc.w·cr ex¡x.·nl¡¡avc compo1\~hl~ •nuJ 
lllurc 11\CX(ll'nsi\c oncs. ~.iocc hi~h:Q cuils urc bulki..:r 

... -
B.lnd-llmtt<-'t.l ·, 

kocuplor unpc.'\Jó.UICC· .. 
~ match!nP. J" 

Mulltri'M•~er 
nalwottl. 
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Frt:quency A_ Carrier • Pfueloctor l convertor amphl•er , 
"-::,.. 

Domodulatot + IF tillot 1m+ lf Fm+ B¡tkJ.Iimtled 
1mplilier 1upprenion 

Frequency <-mult1plier VFO 

Flg. l. Block diagram of a "generalized" f~cei.ver such a& 
might be u&ed in a variet)' of elec:tronic systoms. 

and more expcn>ive lhan lhose of moder•te Q, vurious 
theories have enabled "predistoned" and "cqualized" 
nelworks to maintain hi¡¡h performance with coils or 
lower Q. 

Ai electronic systems began 10 IJSe more 1111d more of 
thc available eiCC1ro<na!lr1ctic spcctrum, the necd ror 
very narrow bands became urgent. Filler de>i¡¡n was de· 
velo¡><d to accornmódate quunz re>onulors thut otTer 
pructicnl Q's up to a quurter or a mi Ilion and stabilities 
10 match. 

The quartz cryslal, to a first approximation, is repre­
sented by a network of an inductance and lwo capacilors 
that ore inseparably given as a single unit. Consrquently, 

. a considcroblo amount of fresh theory was needed. to 
treat quanz. network.s as componen \S ·so as to reap thc 
advanlagcs of lheir enormous Q figures. llut quartz 
crystal~ are expcnsive, so additional re>ourcefulness was 
needed lo make use or thc chcapcr mechunical and ce· 
ramic re>onators lhat huve quality fuctors somcwhcre 
belwcen thosc of L·C components and of qunrtz. 

As the clectronic an pro¡¡rcsse., ever-hisher frcquencics 
are used. Al first, thc prohlcm or ~pnrating frcquency 
bands in 1he VHF and UHF regiom wus mct by using 
essentiully the samc thcory as wus uscd al·lowcr fre· 
quenc..·ies. lndividuul re:.onnnccx or reuchuh:es werc re­
aliztd by open- or sho¡·H::ircuitcd trun~mission linL~. 

Thesc hybrid fihcrs "'"'d distributcd clcmcnts lo upproxi· 
mate lumpcd elemerus. As the upwurd fr<'Qucncy trond 
conlinuc.-d, it was found lh.nt heli'-'111 rcsonutors with 
clectronmgnctic caupling wouhJ serve . . 

Thc lumpcd--ch:mcnt con'Cil\ ultimutcly wus ahomdoned 
in fuvor of continuou:;ly distril>utcu nclworks. With thc 
ncw •p¡lrouch il ho:cumc more ..:nsiblc to >lart with lhc 
wuvc t:<jUUlion if onc wcre lo undcrsluild !oCicclivity prol>­
lcms u\ microwavc fn.-qucncic.os unú uhovc. This was in 
OpJlOsilion io thc Otd arprua•h whcrcby lumpcU·.:ircuit 
synthc~s tx:wm wich lhc cncrcy c:t(uatiuns thu\ define 
storUlJC und di:... ... ip;auon in R, L, and C. 

Tlu: M"lhur "'~"n!Jwll!fJ¡.~I lhc Psabum~ or P. R..·G~ITtol in ·lb~. 
pn:p.tro.tiou uf Lhi" paprr. -

oulput 
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Historical Notes on the Fast Fouder Transform 
,1).' .• • 

JAMES W. COOLEY, PETER A. W. LEWIS, AND 

. · ~~_H{ t · 
PETER,.·D~ WELCH 

' ·ttf:t~l- : 

Abstroct-The fast Fourier tra.nsfonn algorithm bas a long and 
i..a.tere~ting history th:at has only recently been appreciated. In t'bis 
paper, the contributions of m&ny investigators are described and 
pllced in historical perspective. 

HisTORtCAL REMARKS 

THE FAST FOCRIER transform (FFT) algo· 
rithm Í> a method. for co'J'puting the finite F.ouri~r 
t.ansform of, a senes of J\ (complex) data pomts m 

approxiinatelr N log, N operations. The algorithm has 
a fascinating history. \Vhen it. was described by Cooley 
and Tukey [11 in 1965 it. was regarded as new by many 
kriowledgeable people who belic,·cd Fourier analysis to 
be a process requiring something proportia·nal to N' 
operations with a proportiorality factor which rould be 
reduccd by using the symmetries of the trigonometric 
functions. Computer prog-rams using the N 2-opcration 
methods were, in fact, using up hundreds of hours of 
machine time. However, in response to the Coolc:·­
Tukey paper, Rudnick [5], of Scripps lnstitution of 
'Jceanography, La Jolla, Calif., described his com­
puter program which also takes a number of operations 
proportional toN log, N and is based on a method pub­
lished b)• Danielson and Lanczos [2]. It· is interest­
ing· that the Danielson-Lariczos paper de!jCribed the 
u::oe of the method in X-ray scattering problems, an area 
where, for many years alter 1942, the calculations of 
Fourier transforms presented a formidable bottleneck to 
researchers who were unaware of this efficient method. 
Danielsonand Lanczos.refer to Runge [6]. [7] for the 
source of their method. These papers and the lecture 
notes of Runge and Konig [8] describe the procedure 
in terms oí sine-cosine series. The greatest emphasis, 
howcver, wns on the •computacional economy that 
could, he derived from the •YIIIIIIrlries ·o[ the sine and 
ro~ine functions. In a rdittivdy short sertion o( Runge 
and Konig [8). it was shown how one rould use the 
periodicily of the sine·cosine functions to obtain a 
2N·point Fourier analysis lrom two N-point anályses 
with only slightly more than N operations. Going 
the otlíer way, if the series. to be transformed is of 
lcn¡;th N and N is a power of 2, the series can be split 
into log, 11' subseries and this doubling algorithm can be 
applied to compute the finite F ourier transform in log1 N 

Mant.'~~ript n:<:eivrd Janu:a.rv 26,.19(,7; revi.-.ed March 6,1967 .. 
_The c.~th?n. are \\'ifh the.lB~t Hc10earch Center, Yorkhr.vn 
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doublings. The mpnber o[ rQm¡>utatious in thc resulting ·· · 
sucressive doubling algorithin is therdore proportional · 
toN log,·N rather than N•; The use of symmetries only 
reduces the proportionality. factor while the surcessi~e · 
doubling algorithm replaces N' by N log N. This distinc­
tion 'was not impor.tant for the values of N u sed 'in· the 
daysof Runge and Konig. However, when theadvent of 
compu~ing machinery made calculations with large N 
possible, and the N log N methods should have been 
thoroughly exploited, they were apparently overlooked, 
even though they had been published by well,read and 
well-referenced authors. · 

The fast Fourier transform algorithm. o[ Cooley and 
Tukey [ 1') .. is more general in that it is applicable 
when N is composite and not necessarily a power o[ 2. 
Thus,-if two factor& of N are used, so:that N=rXs, tht 
data is,··in effert, put in an r-column~ s-row rectangula~ 
arrar_,: 1\nd a two-d.\mensiconal transform is pcrfcorm~d 
with a;phase-shi'l:ting operation intervening between r·hc. 
transforinátions in the two dimen.sions. This res'u!ts in. 
N(r+s) operations instead of N'. By selecting N to be. 
highly 1composite, substancial savings result. For the 
very favi>rable situation when N i~ 'equ·aJ to a power .of 
2, the Cooley-Tukey rnethod is essentially the surres-· 
si ve· doubling aiKorithm mentioned above and takes 
N log, .N opera tions. · 

The 23.year hiatus in the use of the·aJgorithm seemed 
quite remarkable, and prompted us 'to inquire of Prof. 
L, H. Tho,mas at the IBM Watson Scientific Computlng 
L¡¡boratory, New York City, N. Y., as to ~·hether: he 
was familiár with the successive doubling algorithm íor 
computing 'Fourier series, and knew of any occasions 
when it had beCn used. It tumed out that Prof. Thomas 
had sp~nt .three months in 1948 doing calculations of 
Fourje~ series'on.·a tabulating machine, using what he 
referred tQ as .th~ "Stumpff method of subseries. • The 
aiKor!t.l!m.~d~sc·ribed by Thomas [10) V:·as thotight at 
first to. ~. ~sentially the &ame as the ·rast Fourier 
transform ~algorithm of Cooley and Tukey ~ince it al so 
achieved j~. :economy by performing one-dimensional 
Fourier '~¡ii'h:sis ,by doing multidimensional Fourier 
analysis .. However, the algorithms are different for ihe 
following i~a..oris: 1) in. the Thomas algorithm the fac· 
tors of .¡y;mtist be mutually prime; 2) .in the Thomas ., . ( . 
algorithm the calculation is precisely multidimensional 
Fourier ~llal>·sis. with no intervening phase shift::s or 
"twiddle ·~ac.t~rs• as they ha,·e been called; and 3). the 

•• ,}-.1,_ ,. . • ' 
~ • ! .• 

Rt-prtllted from IEEE,~nms. Audio Elet;rtOdC.'fXIIt., vol. AU·15, pp. 76-79,_June 1~61. ,' ' 
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Co ••)LEY ~ a/: HJSTOP.IC.U. NOTES 

.~ ... ~~L-;pt)no:h:nces bet\~oeen tbe one-dimension.Jf in de.--.: and 
t~·· ;nultidimensional indexes in the t"'·o algorlr.hm.; are 
quite dilferent. The Thomas or "pr,ime factor" algo-

.·: · richm is·described in detail and compared wilh the fase 
fo~rier transform algorithrn in the nt~xt sectinn. 1 It can 
be:~x.tremdv usdul When us•.:d in l't)tJ;birl:ttion with the i' • 
faSt Fourier tra.nsform algoritt.m. 

:Sc:veral other cakulations ha,·e bccn r.:port«f in che 
fi~erature and in priva te comrnunications which use one 
or the other o[ che two algorithms. 
.: An'other liile o[ development has since led to che 
Thomas algorithm in its full gcneriility. This comes [ro m 
i·ork in the analysis and design o[ experiments. Lec 
;4 (k,, k., • · · , k._,) be, [or example, a crop yield when a 
lev~l ll, o[ treatment i, which may be an amount o[ 
Cer,tilizer, is used. Yates [11] considered the case 
where k,=O or 1, meaning treatment i is or is not used. 
This yields N= 2• values o[ crop yields and, to get all 
possible differences between all possible averages, one 
would, in principie, ha ve to compute N linear combina· 
tions o[ all o[ che A 's. This would require N' operations. 
Yates devised a scheme whereby one computed a new 
arra y o[ N sums and dilferences of pairs of the A 's. The 
process was rept:ated on the new arra y with. p.lirs se· 
lected in a different arder. This \\·as done m= log1 N 
times, meaning he did the calcula.tion in J.V log1 ~v opera­
tions instead of N'. 

Good (4] noted that the Yates rnethod could be 
regarded as m-dimensional Fourier analysis with only 
Lwo P.,ints in each direction and that che procedure · 
could be generalized to one [or an arbitrary numhcr o[ 
points in each direction. Then Good showed that i[ 
~.V is composite, with m u tually prime factors, i.e., 
N IC r1r,,, · · · , r., one could do a one~dimensional 
Fourier analysis of N points by doing m-dimensional 
Fourier analysis on· an m-dimensional; r1Xr2X, · · · , 
Xr., arra y o[ points. \Vith these ideas put together and 
devdoped, Good's papercontains the [ull generalization 
_,¡ the Thomas prime [actor algorithm. 

THE PRI>I~ FACTOR ALGOIUTII~I 

As mcntiout!d in thc:: previous scctiun, thc algorithm 
used bY Thoonas 01nd describe<! la ter by Good has been 
misc:.kenly said to be equivaleÍlt to the fast Fourier 
transfnrm al~nrithm of Cooley and Tukey, lt is impor· 
tant to distin~ui~h bctwecn the:;l! two algorithms sinc:e 
each has its particular advantages which ·can be·ex· 
ploitod in appropriate circurnstances. 

The ditferences will be illustrated by considering the 
cakulation o[ a Fourier series using two [actors of N. 

TABI.E 1 

Coa.aEsPOsoEsca aE·rwc;Es O!liE· "so Two..DI!.lf.s-;tos.u. 
INDEXI!IIG l!"i THE .-\KBnRA.RY fACTOR ..\J..GOIUTH)( t-"OK TNI~ 

CASE r•8, s-J, A.Nn.N-24 
====---·=== 

. . i l. ' 1 o 
-...... ~~~·-··J-·~-

. 'Q 1 o 
"• 1 1 

. 2 2 

,, 

: .. \- 1· o 

j, .j·-q?· ·a 

J 

• 5 

2 

6 
7 
8 

J 

9 
10 
11 

i•rja+io •8j1 + j, 

i 
j, 

1 2 3 

1 2 <3 
9 10 11 

• 5 

12 • 15 
13 16 
1~ ' . 17 

~ S 

~ S 
12 13 

18 
19 
20 

6 

6 
1~ 

1 . 

21 
22 
2.l 

1 

7 
15 

~a--T o 
,, ,2: 16 17 18 19 20 2t 22 23 

·-----------------' ' ,. 
--~~¡';. ·., 

The Fourier series is 
' ' .. l .· 

. ( -~ !l< ' 
¡~,-~--!~_~} . 

,. ~~' -~--~ ;_ 

N-l ·xw = L A(n)IV.v;. (1) ·-· .' ' . ~;J . t. 
where lV~ ~ e'"ifN. Consider first the fase F ourier trans­
form aliorithm .. \Ve assume N =r·s, and define a onc-to· 
one mappi~g.between the integersj, O$j<N, and thc 
pairo of;i!l\égers Ut,}o), O$j.<r, O$j, <s, by the rela· 
tion -~-r-···.1.4'· ·,. ,,. 

where 

':;:~~+t,;¡.:;;;·tn·s +" 
:,~-~-4~nci .. l~t' 1 

• 
0

' 
.• ~ "¡; . .!> • . . ¡' ·l.;ff: .-¡ .... ¡~\-¡ ~ 

•,, .' . ·':-

(l) 

(3) 

0 ·:S n < N;:·:·,_~:'!.~oo;$.
1

1.o < s, 
~l '1 ·:h-:;" 1;1 •, . 

This enables us t~:-re[er to . .4 (n) and XU) as though 
they were two-dirtiensiorial.úrays and perrnits us to do 
che Fourier analrsi$·in ·tw:o·step$ 

.. · ~.\t:\1·;·-·~· t·;r .v·.· 
, ~ .... -~-~.- ¡; .. ·' .J_·r .: . 

A 1(}0, nol,e.tl }:: :;:! (l' ,,. ~~) 11' ,;,., 
r•a•O.{ ·., ·_,·, 

r.w~.- .. ,. ·\:f_:~,~.~-~"'>VIl · 
. -~·(':J~-j~ t:: ~; ··'·11. · .. '. . . . xu .. Jo).;._'!l'-:¡¿_;, :

1
A,(¡jo; ~no) JV.!'"• 1r.v'•"•· 

·~~ ..... o;/.· ·:,:rr~J1· . .-_:·. :"·. · 

(4) 

{5) 

~~r. ~f ... i!r:·_-!n¡.~-P"""rr .• ~ 
Table 1 shows wh~ré'A:(n}:'ai.d' ;xú) are placed in the 

~~-. . ' 
two·dimensional arrays .indexéd- by (11,, no) and (jo. j,), 
respectively, [or r=S~'and.s~J;· For this case, (4) <:On· 
sists o[ three eight:term:Fourier' series, one [or each row 
o[ the n table. Then, i[ j 0 iS taken to be the column index 
o[ the results, A 1(j,,' ,.~¡.;'{S) describes eight Fourier 
series of three terms each on the columns o[ che arro1y ol . a Actually, Scumpff [91 gave only a doubli!'g and a tripling algo­

rJthm and ::tu¡:ge::>ted ( ~ Stumpff (91 p. 442, hne 11} that the read~r A 1U0, no) tV Ni•,.•. The. fac_tp"i-- J.-1,.""', rderrcd to as thc. 
g_enera.lize to obt.lin the method for factors of N other than 2 or J. · ( j 
Thoma.s made a further a:osumption (assuming that the indcx called "twlddle factor• ·bY, "C'~Ot_lcman and Sande 3 , is 
r by Stumpff was.equal to Nfs wh~re s-2 or J) which led to hi.s usuall)· combiuc:d wlth"eLthC~~_thc IV.""' factOr¡~· (4) or 
al¡orithm. Without thi• as.sumption, Stumpff's descriptiOn lead:i to · (S)· · · '1 -· • 

he Cooley-Tukey al¡:orithm. . the l·V,il"• factor m ·. :>::-:~·: _: 
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For the Thomas prime factor algorithm, one must 
require that r and s be mutually prime. In this case, 
different mappings of the ene-dimensional arra)•s into 
two-dimensional arrays are used. These are also one-to­
one mappings and are defined as follows. Let 

and 

n = rno + sn 1 (mod N) 

jo "'j (mod r) · 

j, ej (mod s) 

(O$ n <·N) 

(O '5: j, < r) 
(O '5: j 1 < s). 

(6) 

(7) 

Then the expre-.sion o! j, in terms of io and j., is a solu­
tion of the "Chine&e remaindcr prob1e~" and. is given by 

j m·s·s,jo + r·r,j1 (mod X) 

where s, and r, are solutions of 

s·s,"' 1 (mod r) 

r·r, = t'(mod s) 

(O '5: j < N) (8) 

s, <, 
r, < .s, 

r.:spectively. Substituting (6) and (8) and using (7) gives 

which enables one to write the Fourier series {1) in the 
form 

•-1 

A ,(jo, no) L: A (u" ~o) n· ,io~1 (9) 
.. ~-o 

·-· X(i,, j,) Q L A ,(jo, llo.l'fl'i•'•. (lO) 
... -o 

As in the fast Fourier transform algorithm, this is a two­
dimension·at Fourier transform. The e<sential difference 
i~' that the "twiddle factor" W.v;,., does not ·appear in 
('10) and the correspondence between one· 'and two­
dimensional indexing .is different. The presence of the 
1"'twiddle factor" does not introduce any more computa· 
tion. but it does increase programming complexity 
slightly. To illustrate better how the indexing in the 
two algorithms differs1 the mappings of n andj for the 
Thomas prime factor algorithm are given in Table JI 
·ror compari50n with the indexing described in Table l. 

The prime factor algorithm can be programmed very 
. easih··in a source language like FOIÜR.<l< and, therefore, 
can be used efficiently with a subroutine designed !ora 

TABLE 11 
COKMESPOSDE!'!'C& UET\\"f.Etl OsE- ASO ·T"·o-OIMt:::O.:SIO'\AL 
' lsuExlsG 1s tHE Pat)IE FACTOil ALGORiliUI •·o~ TitE 

CuE r-8, J•3, APi:D N•24 

·~-. n•rn,+sn,•8•1 +l~t (mod·24, O:Sn<N) 

•• 
. ¡'·.":~ ........... J o l 3 4 . 5 (f 

;{;~;:¡ ~·¡ ~ 1~ 1: 1~ ~ ~~ 1~ 
.. · ;:¡·:.; •1 2. _!.~ 19 22 1 4 7 10 

.. ,;.:< ... ' j .. N,j,+r·r.i1•9j,+l6j1 (m.;.¡ 24. O:Sj<.\') 
,;;;!.:.: ::: . i. . . 
·{. ,,, ' o l . ·. 3 l 5 6 

9 
1 

17 

IS : 3 
10 .. :. 19 
2 ... 11 

, .. 
......... 

12 
4 

20 

21 
13 
5 

6 
22 
u 

7 

. 21. 
5 

13 

l ~\ 

number.o!-terms equal to'á-·power o! two. Forexample, 
if r· is arpower of 2 and f.is any odd number, the sub-· 
serié~"-:<9) can be comp~.t~!l 'by the power o[ . 2 ·sub- · 
rou tme. _ . .;.~;" 

IJ) j:"·\\';.Cooley and J. \V. Tukey, "'A-n algorithm for the m.tchine 
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(2) G. C. ¡Danielaon. lnd. C. Lanao.; *So"me impróvements in pr~c­
tical Fourler analpi• and their application to X·ray toeallf·ring 
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Abstract-The fast Fouricr tra.nsfonn ia a eomputational toul 
whicb facilita tes lii.igu&.l&nal~i& &uch u·power spectrum &nalysis and 
6.ltcr airnulation by mea.ns of digital computer¡. It Íl a method for 
etficiently computing the discrece Fourier transform of a series of 
data samples (referred toas a time series). In thi.s paper, the d.iscrete 
Fourier ttansform of a time series is defined, some of its properties 
ue dis~usaed, tbe associated fast method (fast Fourier tra.nsform) 
for computing this trwslorm is derived, a.nd some of the computa~ 
tion&l as¡)ects of the metbod ate presente d. Eumples are inc1uded to 
demonstrate the coocepts involved. 

JNTRODUCTION 

A, N ALG~R. ITH:\1. for the. computation o[ Fourier 
fl coeffictents whtch reqlllres much Jess computa· 

tional effort than was requircd in the past was 

reporled by Cooley and Tukey [1] in 1965. This method 
is rio\v widely known as the "fast Fourier transform " 
and lias produced major changes in computational tcch· 
niques used in digital spectral annlysis, filter simulation, 
and related f1elds. The technique has a long and in­
teresting history that has bcen summarizcd by Cooley, 
Lewis, and Welch in this issue [2]. 

The fast Fourier transform (FFT) is a method for 
efficicntly computing the discrete Fou'rier transform 
(DF.T) of a time series (discr~te data samples). The 
dficiency of this inethod is such that solutions to many 
problems can now be obtaincd substantially more eco­
nomically than in the past. This is the reason for the 
very great current interest in this technique, 

The di serete Fourier transform (DFT) is a transform 
in its O\\;n right such as the Fourier integral transform 
or the Fourier series transform. lt is a power!ul revers-

'Manuscript ~ived Marcb JO. 1967. 
V.'. T. Cochu.n, O. L. Fa ... in, and R. A. Kaencl a~c ,..¡th Bdl 
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D. ~: Nrlson is. with thr Elecuonia Division ol thr General 
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ible mapping opcration for time series. As the name 
implies, it has mathematical properties that are entirely 
analogous to those of the Fourier integral transform. ]n 
particular, it defines a spectrum of a time series; multi­
plication of the transform of two time series corre­
sponds to convolving the time series. 

If digital analysis techniques are to be used for 
analyzing a continuous wavefor~ then it is necessary 
that the data be sampled (usually at equally spaced 
intervals of time) in order to produce a time series of 
discrete samples which can be fed into a digital com­
puter. As is wcll known [6]. such a time series· com­
plt:tcly re¡.tresents the continuous waveform, pfovideP 
this waveform is !rcquency band-limited and the 
samples are taken at a rate that is at Icast twice the 
hi~hest !requency prescnt in the wave!orm. When these 
samplt•s are cqually spaced they are known as Nyquist 
sa111plcs. lt will be shown.that the DFT o( such a time 
series is closely related to the Fourier t~ansform o( the 
continuous waveform from which samples haye been 
taken to lorm the time series. This makes the DFT 
particularly useful for power spectrum analysis and 
filter •irnulation on digital computers. 

The !ast Fourier transform (FFT), then, is a highly 
efficient procedure for computing the DFT o( a time 
series. It takes advantage of the !act that the calcula­
tion of· the coefficients of the DFT can be carried out 
iteratively, which results in a considerable savings of 
computation time. This manipulation is not intuitivdy 
obvious, perhaps explaining why this approach was 
overlooked lar such a long time. Specifically, if the 
time .cries consists of N= 2• samples, then about 
2nN ~ 2N ·log1 N arithmetic opcrations will be shown 
to be required to evaluate all .N associated OFT co­
etT•cients. In comparison with the number of oper~tions 
required for the calculation o[ the DFT coefficients with 
straightforward procedures (N'), this number is so 
srnall when N is large as to complete! y change the com­
putationally economical approach to various problems.·. 
For example, it has been.reported that for N=8192 
samples, the computations require about five seconds 

Reprinted from IEEE Tnuu. Auáo Elecr"r~~L. vol. AU-15. pp. 45-55, June 1967 . . ; ·, . ' 
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for thc c\·aluation of all 8192 DFT coctliricnts un ;¡¡¡ 

113!11 i094 computcr. ConHntional proccdurcs takc on 
thc arder ol hall an hour. 

Thc kn'own applications wht:rc a substaJltial r{'dunion 
in computation time has becn achievcd include: 1) 
rornputation of the power spcctra -and autocorrelation 
functions o( samp!ed data (4}; 2) simulation of filt(;rs 
!.S"}; J) patlt•rn n:cu~nition by u~ing a l\\'O·dimensional 
íurm of t1)c DFT; 4) computation of hi~pcnra, cross­
~ovariance functions, ccp.stra and rclated functions; 
and 5) decomposing ol con volved 1 unctions. 

T11E DrscREJE Fot·RrER TR_,ssroR~I (J?FT) 

Drfwitior. (lj tire DFT and ill lr:rau 

Sincc the FFT i~ an t:ff·~·il.·nt method fur computing 
thc DFT it is appropriatt: to bet;in by discussing tbe 
DFT and some of the ¡.;ropt::rtie•s that make it so useful 
a transfor.mation. ';ht· DFT is defin..:d by1 . 

S-1 

.-1, = I: Y, exp (- ~'jrk: .\") r = O, · · ·,.Y- 1 (1) 
.i-0 

whcre A, is the nh ca<·lfl(ient al the DFT and X, de· 
notes thc kth ~ample of the time series which ronsists 
of _\' ~;unplt'S and j-""' ,l=l. Th(' x.·s can be comphéX 
numh•!rs and the A /s are almost always com¡..¡lex. for 
notational ronn:nit:ncc (1) is ofttn written as 

Jl-1 

A,= L (X,) Ir'' r = O, · · · • K - t' {1) 

·-· 
"here 

(3) 

Sinre thc X.-'s are often values of a function at discrete 
time points, the index r is sometimt-s called the "íre­
quency" al the DFT. The DFT has also been called the 
';di~rete Fourier transform" or the udis.crete time, 
finite range Fourier transform." 

There exists the usual inverse ol the DFT and, be­
cause the lorm is very similar to that ol the DFT, the 
¡.;FT may he used to<·omp,ute it. 

The innrs< of {2) is 

t•-t 

X, = (1/X) L A,ll .,, 1 ~ O, 1, · · ·, .\' - l. (~) ·-· 
This relationshiP ís caBed the· inverse discrrte Fouricr 
.translorm (1 DFT). l t is easy to show that this innrsion 
i; valid by in,..,rting {~) into (4) 

}o'-1 }o'-1 

. .\"¡ = L L (X,.fl\)IPil--IJ. (5) 
-o ot--o 

lnterck.nging in (5) the arder al summing over the 
lndicts r and k, and u~ing 'tht: onhogon.ality rdation 

1 The dt'fH,ililrn ol the DFT i.t. not uniio:m in the- lilerat:.lft. Sorne 
_,,,thot:a us.e .A,t.\• d.5 the DFT f'oefficients, olhcrs use .A.¡,/!l, still 
(ltt.en Us.c' a pu.-itin: t~pc.or~.nt. 

·"-'-1 

I: exp {hj(11 m)r/.Y) = .\", il 11 m Tll/Jd .\· ,_, 
='o, othemise (6] 

e>tablishcs that the right side al (5) is in lart cqual 
lo X,. 

lt is u~cful to t.xttnd thc rangc of dl'finition of A, to 
al!· intt"~\:rs (pu~itin:• and ncgative). \\'ithin thi.S dd­
initiun it' follo\\ S that 

A, = A x"' ~ A :s.,., = ( i) 

Similar!¡-, 

x, = Xs,1 = .\'zy.,.¡ = (S) 

R~·!ution.dJ:'pS bc.'<.~.·fen lhe DFT a11d tht Fourier Tra,l5-
Jorm of a C01:tiP:l~OJo.~ H'a·uform ¿,l 

:\n import;;nt property that makes the DFT so 
eminentlr useful is thc relation~hip betwL:cn the DFT 
of a sf'quence o{ :\'yqui~t !'amples and the Fourier trans­
form of a c-ontinuous waveform, that is represented hy 
the ~yquist samples. To recognize this relationship, 
considera frcquency band,Jimited wavdorrn g(r) whose 
J\yquist samples, X •.. \'anish outside the ti111e interval 
O~t~NT 

,\' 1 

g(tJ = :L sin (r(l - k T), TJ . 
. ·- -·· ........... \1 

(r(l - kT¡ T¡ ,_, 
where T is the- time ~pacing Letwren the ~:llnJJlt.:s. _-\ 
periodic repetition of g(t) can be construned that hJ.s 
identica11y the same :\'yquist s.1mple!" in tht: tilllt l!l· 

ten·al O~/~ .'I'T · 

,.~ sin (r{l- kT- 1.\"T) T) 

g,(t) = ;;: .~ X,. (r(l - kT- I.YT)/T) (lO¡ 

Let the Fourier translorm al g(l) be G{f). :\s is well 
knOwn [6]. this transform is exactly specifitd at di s­
erete frcquencies by the cumplex Fourier $eries coe{­

ficients al ¡:,(1). From this it lollows; 

G(n/.\'T) 
------=D. 

NT 
.\'T 

.# {I:.YT)f g,(t)·exp(-hjnt/ST)·dt 
o . 

,.._, 
= (1/NT) L X,·exp (-2rjnkT/NT¡ {11) 

·-· 
where 1 n!::; .\".'2 dut to the spcctral ba.nd\\'idth limita· 
ti(¡n ilii1Jlil·it1~· .~~.-.u1i1cd by the s~,mplinr;: tht:orem undcr­
¡, in¡; the 'alidity oí :-lyquist samples . 

Cumparin¡; (11) and (1) it is seen that they are ex· 
anly the same except for a factor al .\'T and {r, n) are 
looth ur.bounded. That is, 

.\'·A,= D. for r=n ;;.nd T= 1 second. (12) 

The bounds s.peciñt:d for r and n require a n.trre~por:­
dence whicb depends on (7) 
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.C(n/NT) 
-- D. 11' ·A, 

NT 

whcré 

n=r for n O, 1, · · · , q < N/2, 

and 

n = N- r for n - 1, - 2, · · · , - q > - N/2 (13) 

and 

C(n/ 11' T) 
--·--= D.= N·A,/2 

NT 
f<>r n = N/2. (14) 

Equ;lli,ms (1'3) ;md (J 4) ¡;ivc a direct rclation•hip be­
t\\t't;JJ the· DFT nx.:A"•ricnts and ihe FourÍt!r transf0nn 
" at di~rretc rn·quencits ror the wavdorm stipulated by 
{9). A one-to-one corrc,;pondence could ha ve been ob­
t.1in~d if the running \'arioble r had been bounded by 
:t ;.\','2. This, howe,·tr, would h'ave required dístinguish-

o,ltl~·'•• 
• 

. ~. 

int• hctwccn cvcn ~ud odd values of N ·a di~tinl·tion 
b ' ' 

avoided Ly kecpÍnK r positive. 
A wavcform of the type considert>d by (9) is ~hown 

in Fig. 1(e). lt is usually obtained asan approximation 
of a frequency band-limited source waveform [such as 
the one sketched in Fig. 1 (a)] by truncating the !\' yquist 
sample series oí this waveform, and reconslructing the 
continuous waveform corresponding to the trunrated 
f'yquist sample series [Fig. 1(b), (d), and (e)]. Kot­
withstanding the identity of the l"yquist 5amples of this 
Il.'Lonstructed wavcform and the frequency band­
limited source wav<"form, these wavefofms differ· in the 
truncatio.n inten!al [Fi¡¡. 1 (e) and (e)]. The dillúence 
is usually refl·rred lo as aliasing distortion; the mechan­
ics of this distortion is most apparcnt in thc Íll'4Ucncy 
du111ain [Fig. 1 (e)-·(<) J. lt can be made nt:gligibly small 
l1y choosing a sufficiently large product of the fre­
quency bandwidth o[ the source waveform and the 
duration of the trunration int~al [6) (c.g., N is 
greater than ten). 
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(a) Frequency-band-limited s.ource vroavefonn. 

(b) ~) 4uist s...mples oi the frtquency band-limitt:d 
M.Jurce wavdorm. 

(e) Tnlllcated :!>()Urce .. a:aveform • 

·(d} Trunca\.t'd !oeries of J\)·quist sampl~ ol the s.vurce 
wa\·doi·m. 

{e) Fr•·qut·ncy.hand.timited w;.~veform wh(•~ !\'yqcist 
~ .• r:rplt>!o are id~:ntical to th~ truncatt-d 1>-<.'rie~ oi 
~~qu; .. t Mruplt'!-> ol tt.e- .,<•L•rn· "''a\'(~f<'lm. 

(1) J"'t'riodic: nmtinu¡¡,liun ol• tl.e trtrn¡,:.rh·d t.<.n.rn· 
~.o••·l'loo~m. 

(¡¡:i f't·riudu-: coutinuation ol the trunc.alrd :ot~rin ol 
Np.~ui~t So:lmpln·ol' the ..oura wavcform. 

(h"1 IlFT C"octlic:it·nh intc::rprt'ted al Fourier st·rie-~ C'(} 

t"tTrcicrriS pr<Jducing comp1a ...,.a ... ·efwm. 

Fib. L J\.d<:tt:d w:t"·eforrn~ aud their cvrrt:.·;.>-.•!.;:;,.,.; :,¡.><..e~ 
tr .. as deñ:1td br the Fou' ier tra.nsl orms ( i::; !~ r<t~ ltan.s.­
fvr:ns for t:Ot:rg)"·limited wavd"orms; S';!rie:o LI:..n~~..~rrn 
re.- periodic wavefornu,). 
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C-AE SUilCü~IMITTEE: TIIE FAST FOUitH;R TRA:\SFORM 

These aliasing distortions are carried over directly to 
the. di serete spectra of thc periodically re pea ted wave­

f) 1 
forms [Fig. 1 (f) and (g) ], and appear correspondingly 

• in the DFT of the truncated series of Nyquist samples 
[Fi¡¡. 1 (h) ). lt m ay be of interest to observe that the 

· w~velorm corresponding to the DFT coefficients inter­
preted as Fourier series coefficients is complex [Fig. 
1(hl]. 

Som< Uujul Propcrli<J oj the DFT 

· Another property that makes the DFT eminently­
u<eful is the corivolution relationship. That is, the lOFT 
o( the product of two DFTs is the periodic mean convo­
lution of the two time series of the DFTs. This relation· 
ship proYes very useful when computing the filter out­
put as a result of ari input waYeform¡ it becomes 
e>pecially effective when computed by the FFT. A 
derivation o! this propcrty is givcn in Appendix A. 

•Other properties o! the DFT are in a¡;reement with 
the rorresponding properties of the Fourier integral. 
translorm, perhaps with sli¡;ht modifirations. For ex­
ample, the DFT of a time series circularly shi!ted !:>Y h is 
the DFT o! the time series multiplied by w-·•. Further­
more, the DFT of the surn of two functions is the su m of 
the DFT o( thc two functions. Tht:se prope~ties are 
readily rlt-ri\'t'd usin¡; thc <lefinitinn o! the DFT. Thcse 
and oth<r propertie> havc been compiltd by Gentleman 
and Sande [7]. 

THE FAST FouRJER TRANSFORl! 

Ge11rra/ Drscriplion oj 1/¡e F FT 

. As mentioned in the Introduction, the FFT is an 
algorithm that makes possible the computation o! the 

DFT of a time series more rapidly than do other algo­
rithms available. The possibility o! computing the DFT 
by such a !ast algorithm makes the · DFT technique. 
important. A comparison o! the co'mputational savings 
that maybe achieved through use of the FFT is summa­
rized in.Table 1 lar various computations that are.fre­
quently-per!ormed. lt is important to add that the com-. 
putationat.. efforts listed represent comparable uppe'r 
boui1ds; the actual efforta depend on the number IV and 
the programming ingenuity applied [7]. 

lt may !;>e useful to point out 'that the FFT not only 
r~duces the computation time; it also substantially 
reduces round-off errors assoc.iated with these computa­
tions. In !act, both computation time and round,off 
error essentially are reduced by a factor o! (lag, ,~')/N 
where N is the number o! data samples in. the time 
series. For .example, i! 11'= 1024=210, then .\'-log1 

N~ 10 240 [7], [9]. Conventional methods lar comput­
ing (1) for N= 1014 would require an effort proponional 
toN'= 1 048 576, more than 50 tiínes that required with 
the FFT. . • · 

The FFT is a clever computational technique o! se­
quentially combining progressi\·eJy· larger weighted 
sums o! data samples so as to produce the DFT coeffi' 
cieno; a.s de_fined by (2). The terhnique can he irller­
prett"d in terms oí rombíning the DFT~ of tht' ir.dividual 
d.ita f\antples sucb that tht nccurrtHCC time:- o( th ... ·::;.e 
samples are taken into account •tqu<mti~lly and appli~d 
to the DFTs o! progressively lar~er mutually exclusive· 
subgroups of data •amples, which are rqmbined 10 ulti­
ma te!)' produce the DFT o! the complete st·'i"" o! data, 
samples. The explanation o! the FFT algorithm adnpted 
in this pap~r is btlieved to be particularly descriptive lor 
programming _purposes. 

TABLE 1 
Co~PARIS•Js oF THE XcMBER or MtTLTJrLtCATJoss REQC'IKED ,UsrNG •OtaEct• A.so FFT ~h:rHODS 

---~=.:;:· ----------- ·.-==::::.=-~ 

Optration 

Dh.cr~tr FC~urier T1audorm (lHT) 

Aulocorttlatioo F~mcti•.ms 

, .. _1 

L x~- .. ¡.ux ... 

N-I.Y-1 

Formula 

r • 1, 2, · • • 1 h' - l 

, - o, 1, ......... '!"" 1 

o· -~:=~~~.,.,.;ona!Fouri"T~orm(PattcrnAr.alysis) E E X u,, .. , ..... ,..,'· i- 0,1,_·; .• _,.- 1 

-----. --.,.--,--. . 1 

T.,.o-Dimtr~lo::~l Filtering 
.i'o'-1} .. -1 

r;·¿: x._,¡·, ...... ........... 

-'ppro:Wnate Xumberof ~fultipl.ications 

(upp<r comparabl• bounds) 

Direct 

,-(~- ) ¡ i+J 

N' 

N' 

FFT 

2.\' log, JI' 

3.•.; log, r..· 

f.' - 1, 2, ·::. · 1 S ~ 1 1 
--------------------~----~--------~--~~------~~~----
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IRE 'l'RANSACTION8--CIRCCJ1T THEORY Marcli 

In most case:~ it i:-; dc~irablc to li111il thé applica1ion 
of thc g-<.•ncral cirruit nf Fig. 2 to transfcr rat.ios with 
ouly t wo rnnjug;Jtc poles. 1\ny givcn trnusfcr ratio ('an 
he achievcd by a C<lSCaf.lc of simpJcr cirr.uits of this kiHd 
~ml.onc or more pns~ivc RC nctw<!rks·. 

Thc sccnnd·onle1· tran~fcr func1ion, 

a,s' + a,s + ao 
G(s) ~ - ---- -· --------- • 

b,s' + b,s -~ bo 
(4) 

r.ln bt: rcali1.cd hy IJH':an~ of thc circuits of Fig .. l, which 
are •pedal cases of that of Fig. 2. Thc arran¡:cnwnt of 
Fig. 3(b) indudcs two active clcmcnts that rnay be 
S<'par~ttc amplificrs or onc amplificr with two· input 
poinls. The RC p:.ssivc networks gcnerally havc two 
cap;1citors and two resistan; carh, and a drcuit~dcsign 
pr~cdurc is a vailahlc l hat-atlonls onc considerable con· 
trol ovcr thc ordcrs of rnagnitudc o! the components. 

¡., 

PASSIVE 

RC 
NETWORK 

(O) 

l bl 
' 

PASSIVE 

RC 
NETWORK 

Fig. J···SI:•roncl·onkr active 1wtwnrks. 

•• 

l 

•• 

1 
Tloo: dc,i!(n of circuiu of lhc forno illustratt"l in 1-'i¡: . .! 

t:.\11 he farilitah•d by IIIC:IJIR of thc calaluK of po~:o~ihlc 
c:i" uit arrang:t.•tncnts that has !JCcn compiled · aud is 
gi,·cn in a l:ttcr srctimo. Tlocrc are prob:ohly other uscful 
circuits of this form th¡\t r.ould be addcd lo thc t'atalog, 
hut for most ap¡}lications the prcscnt list of cightcen 
networks will he found adcquatc. 

GENERAl. APPROACII TO NF.TWOHK DESIGN 

Thc basic ·ohjectivc of a dcsis~n procedurc. ba~c<.J on 
th•! network catalog is the control ovcr the localions of 
thc polcs of the-transfcr voltage ratio (4). T)oese'polcs 

are thc z¡~ros of tht~ dcuominatnr pnlynomial Which, for.) 
ronv..:nic~ncc, can be normalizcd in tl.1c fc.~llowinK m~ínnc/., 
We have · 

D0(s) = (D(s) - K,N(s)] = b,s', + b,s + b, ( Figs. 3 and 4) 

= bo[ ~ >b; '+ íb,"~-tb; + 1] 
y b, 1 . b, . . 

= b.[(L)' + C}+'l .(5) 

where 

"'' = and 

Fig. 4--lligh·pal>s lilt(·r circuit_ . 

In the s:planc, the zeros of D,(s) lic on a circle of 
r"clius wo anrl ha ve a real part equal to · --dwo/2. 1 Thc 
'ha pe of the frequenry characleristics of Do(s) are "dc­
pcndcnt: only Ofl the value or thc parantct~r d; l}!C C011• 

sl;lnt w0 clctcrminc!i thcir positions in thc f;·cqucru:y" 
doma in,_ a_ud b~ drtcrmincs_ thc rclativc nmplit·IHic. TÍ1c 
param1..~tcr "in cau be ~iv<·n the physical_intC'rprctatiun~ 
4'r<~sonant f~cquCru.:y," ucut·oiT frcqucncy¡n ele.·, dcpcnd· 
ing ·u pon the uaturc nf t.ho! nnmcralor of G(s),' 

1 

' j 
! .• 

lt is convcnicnt, in d~signiug a <:irt;uit for a givtm 
l>0(s), for one to sctwo = 1 radia u pcr ser.oud lcmporarily, 
and to establish the rco¡uin·d value of ·d. Th" network 
response can then he shiftcd in frequency to Wa by divido· _ ¡ 
ing thc rcsistivc elcments or thc r.Lqmcitive clcmcnts ,! ·: 

thc c.ircuit by the dc~irt>d valuc of w,. · · : 
In most of thc nctworks in the catalog, there arc·fi 

1 

basic design variables: two resistanccs, two capacitors, 

' This is true only (or d :i 2 when d > 2, the zcros Jie on thc neg.1· 
ti ve rP.al axis, a car.e that is not of ¡)re~nt intertst. . ,_,,¡; 
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¡he ¡:ain K. The rclationships bclwccn the variahlcs 
¡hat are indcpcndent of d are givcn wilh cach nctwork. 

··Scvcml addilional parameters that have Leen found 

1, 5cfuÍ for dcsigning a nctwork for a givcn d include two 
prodncts of a resistance and 'capacitance (designated 
7'1 and T,), !he ratio of th~ rcsist.1nccs (p). and thc ratio 
0 ( thc capacitors (-y). Thc establishment of a specifie<l 
va!uc o! d is accomplishcd hy mc:1ns of two o! thcse 
paramcters and thc gain K. With each nctwork in the 
cata lo¡¡ is a short table that specifies, for a.given choice 
o! parametcrs, the appropriatc group of design relations 
for d givcn at the end of the catalog. 

The form of the numerator o! G(s) is dctermined by 
the,partir.ular network chosen for the function. In sorne 
caacs the nurnerator constante. can easily be established 
at the desired values; in othera an attempt to do thia 

"··· 
•• 

•• 
•• 

R.R. R.- R,+--­
R,+R. 

may severcly limit thc paramclcrs a!leding thc val u e of 
d in the dcuominator and lcad toan utísatisfartory cir­
cuit design. In this case, the numerator polynomial can 
be rcalized by rneans of addilional passive or a~tive net­
worka. A method of network design is discussed la ter. 

CATALOG 01' SRCOND·ÜRDER ACTIVE NETWORKS 

Definitiona of Parameters: 

c ..• 

T,- R1C1 

T1 = R/:1 · 

R, 
p=­

R, 

c. 
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~~J--o 
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C.(C. +c.¡ 
e,- c. +c.+ e, 

t c • 
a• C.+C. ·. 

--------------------------------7-------~----------------~---
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•'+ds+ 1 
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d Forntulaa 

Para meten Gruup 

e, ··¡ p, T, IJI. 
,, r, 1 
y, r. IV .,., r. 11 

T1 r1 ·• ••• 

.. , .. 

r,r, 
--·- -1 

,1 +K 
1•1(/IIJ:t·•1 ·----I+K . 
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d Formula• 

Parélmeten Group 

p, T, VIII 
p, T, VIl 
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oy, T, VIl 
or, T, VIII 
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FUNCTIONS OF FORM .. '+ ds + l 
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)dFormulas 

--~¡-r.-,, r, u 
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r,r,(t + Kl - 1 

4 Forrnulas 
Paramcten Group 

p,T¡ X 
p, T, IX 
oy, T, IX ,.,r, x 
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Parameters Gmup 
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Parameters 
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I 
IV 
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' DESIGN FOR~!L"LAS• FOP.. DISSIPATI0:-1 FACfOR d 

1 
(a) ! 1 

1 

Group 
(b) 1 (<) (d) 

<~<•. K, n ; T(r, K, ti) 

1 
K(z,d, n - K mio 1 

i 1 
' 

1 
4(1+•)-d' 1 ' I (1-K) +T(1+•) i d [ 1 4(1+•)(1 K!] T'(1+r)+1-dT (<1)1 -- 1+ 1 
4(1+•) • T 2(1+•) - d' 

II (l+z-K)+T ~[1± /1 
4(1+• K)] T'+(l+z)-dT 

4(1+•)-d' 

T d' 4 

1 1 

O+•l +T(1-Kl 2(1~K)[l± / 1 
4(1+z)(l K)] 1"'+(1+:)-dT 4(1+•)-d' (<1) I1I ' 1 

T ! d' T' 4(1+:) 
¡ ' 

i 

K)] J 1 
1 

J [ T'(l·h)+l-CT 4(1+•)-d' 1 . ' 1 4(1+• IV T+T(!+.r-K) ¡ 1+ 1-

1 
1 2(1+.r-:-Kl - . d' ,. 4 

! 
1 

1 
1 

1 ! 2(1+:~1-K)l ll± ~~ 
4{l+x(1 K) J¡ T'(l+r)+I-JT 4(1-'-•)-d' 

V 1 T+T[l+r(1-K)] . (>1) 

1 ' d' rT' 
1 

4% . 

' 
1 

¡ ' ' ' 
1 

! . 1 1 (t+r(~-K)]+T i ~ [t± /1 
4(1+%) l T'+(l +r) -¿T 4(1+•)-d' (>1) H 

1 1 
d'(I+K) .. 4• 

-- ·- • 

VII 1 

... ,. -(- ' 1 
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. T+ (t+K) 
1 -- 1+ 1 1 

~- ! 2(1+r) - d'(t+Kl (dT -1) d' 

1 _:j (t+z) · T d(l+K) [ ~ 4(1+r)] 1"'+(1+•)-dT 4(1+•)-d' 
:--¡:--+(t+K) -- 1± 1 

1 2 d'(l +K) dT (1+•) d' 
! 
1 .. 

1 
1 - • r 1 4(1+•) J T'(l+z)+I-JT 4(l+•)~d' 

IX ·: T(l-'-K) +T(1+r! 2(1+•) !± 1 1 ' d'(l+K) or-=Ptl+z) d' 
1. 

. ¡ 1 

1 
1 1 
1 (l+x)_+T ~[1±/1 4(1+•) J T'+(l+.r)-dT 4(1+•)-d' 

X 
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1 . 1 
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; 
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~1 
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4 2 
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1 

d T' 

d'-4(1-K) . ! 2 1"'(1+•)+1 

4 J T' 
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-

4(K -1) d zT' 

1 
4-d' d T'+(l+r) -4(K -1) 2 

1 
• 

1 
1 (t+K)d'-4 2 
1 ~ 

4 ! d 
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~ --

4 ,¡ 
.-' 

. 
.. 
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1 
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DEstGN ol' AcTivE NETII'OHKS "' 1\-IEANS 
OF TIIE CATAI.OG 

\Vhil~ anyonc ntil}' start with a giv<.~nlroulsfcr fuuctiou 
with the networks in the catalog and work nut his 

own mcthod :for selcctin¡: paramctcrs, onc approadt has 
becn foumluscful and is dcscrihed he re fo¡·thosc wishin¡: 
to desigit snch cir<'nits most dircctly. In any cvcnt, it is 
strongly rccommenclcd that one wurk· throu¡:h at lcast 
on,e group or rclntions in thc foregoin·~ scction to g-ain 

. inSi~ht into thcir mraning. 
The hasis of the ¡:eneral procedure sng¡:cstcd uclow is 

thc ncccssity that thc practiml <lesi¡::n of an active f•ltcr 
must be cnrricd out within thc 1imitntions imposcd by 
thc nvuilaU1e·components. Restrictions on thc sizc of 
caparitors, number flnd complexity of amplilier stngcs, 
and requirements for variability are typical factors that 
impose practica! circuit limitations and must be con­
trollcd. 

Realizing a Specified Value of d 

When a particillar nelwork has hcen sclected, one 
chooses a set of two paramctcrs-(p, 7'1), (p¡ 7'1}, (-y, 7'1) 

or (-y, T,)'-and loe~ tes thc appropriatc group of dcsign 
formulas in the forc¡:oing scction. If thc. problcm in· 
volves rcstrictions on thc f\Ízc of caparitnrs, thcn *Y is a 
usdul parametcr. On thc other hancl, if control of the 
resistance values is more impnrtant, onc may use p. ln 
general, 7'1 ami T, are cqually convenicnt paramctcrs 
cxccpt where one of them determines. a factor in thc 
numerator of G(s). 

In thr. samc section, each formula grqup includes: 
(a) Thc exprcssion for ,¡ in tcrms ol' K nn<l thc two 

parameters ·(x, T). sclected above (.~ s.tands for p or ')', 
T for T, orTo); 

(b) The solution of the equation in (a) for T; 
(e) Thc solutioh of the equation in (a) for .K; 
(d) The mínimum value of K satinfying the cquation 

in (a) with arbitrary x, positive T [K,.,. is obtained by 
scolving t.he cquation éJK(d, x, T)/éiT=O for T and sub­
stltutiug- thc solution, 7'11"min into thc cxprcssion for 
K(d, x, T)]; 

(e) '!'he mínimum valuc uf .~ satisfyin¡: the equation 
in.(a) with aruitrnry K, positive 7' (x has a minimum in 
thc samc. scm;e as }...", a hove}¡ 

(f) '!'he val u e of exprcssion (b) whcn K~ Km In 

(.'t=.\"lllln. is thc samc nmdilion ami hoth v~lucs oí 1' are 
t1H~ sanH.~ ·in thi~ rase); 

(¡:) Thc val u e of rxprcssion (e) whcn d =O (tite signili­
cancc ol Km .. is discusscd below). 

In cstahlishing the valucs of x, 7' and K, one sclccts 
any two of them nrbitraril)' (in an nl¡:chraic scnse­
wirh more purpose in th_e practknl-scnse}, StlbjeCt to thc 
·,l~dnaic limitation~ K"?; Kmtn• X~Xmln• Thc valuc o( thc 
.!mai~ing paramctcr is ,thcn dctermincd from fotmula 

''vne mii{ht 01lso cm¡lloy (p, 'Y) aR dc~iKn paramcll"rs, hut thi~ pair 
:lppc;,rs to he le!'~ u~du 1h.1n tbc othcr~ sincc it provides les~ control 
ov~r. thc actual magnitwlc$ of the compont'nts . . ·. · 

(h) or (e). For most purpose~. a rccom_nu;mlcd procedure 
i• the ass.u111ption of x, K, and thc o;olutiun for T. 

As ¡ut examplc, supposc that H rcquircd 

s' 
G(s) ~ -;í + 1.414s + 1 

is to he r.cali>t·<l i.Jy mcans of nctwurk No. 3 in the cata­
lo¡:, usin¡.: onc cathode followcr: as thc active elerncnt. 
(Thc rin:uit lo he used is shown in Fig. 4.) Suppose fur­
ther that R1 (parallcl coruhination · of thc two biasing 
resistors) shall he 1 mc¡:ohrn aml.that uoth capacilors 
shall havc thc samc value. 

First of all, wc shall choose (-y, T,) as our design par­
amctcrs,.so that wc may casily controlthe ratio of thc 
capacitors and thc value of R,. According to the catalog, 
Formula Group 111 for d is indicaterJ., 

Setting 'Y= 1, wc ha ve 

Kmtn 
4{1 +'Yl- d' 

= -4(1 +-y) 

4·2- {1.414)' 

4·2 

= 0.75. 

lf we sct K~ 0.9, a reasonablc valuc for thc amplificr ol 
Fig. 4, then 

r, = -~- [~ ± . 11 - 4(1 +"Xf_0·-=-~io] --
2( 1 - K) 1f · . d' 

- l(ll.~l~.<J) [t ± ¡;::-~·2~~~~~~;:9)] 
= 1.59, 12.5. 

The cxpression for d in Formula Group 111, d = {1 +-r) 
/(T,)+T,(I-K), suggcsts that a choice of the smnller 
val u e of T, a hove would result in .a more stable circuit, 
in that variations in the active clemcn.t will have.less 
eiTcct. cin the vnlue of d. 

Up to lhis point, wc have R,.~JO', T,=J.59, an<l 
C1 =C2• Then, rnakin¡: use o!'thc relation 7',7',~1, we 
find C,=C,o•I.59J.Jfan<l R,=3.93XI0' .. 

lt t'art be Htah:d as a ¡:en<'ral rule of thumh' that 
valucs nf tl ~rc;iler than 0.5 can h~ rcali1.cd most casily· 
ami wit h thc Himplt-st ,,ircuit~; aa d approaehcs 0.2, more 
carc ht·l~omr.a nccc:;sary in thc circuit dcsign. Finally, 
values of do! tt.c nrder nf 0.1 or less tlernand active cié, 
mcnts that are mon: cornplicatctl anÍI hi¡:hly stabilizet!, . 
ami passive clemcnts that havc becn rarcfully ndju&te<l 
wilhin rloHC toleranees. The latter.·valucs nf ,¡ are not 
gcnerally cnc.ountcred in low-frequcncy fllters. 

As stated it h;1s l.Jccn fouwl most con_vcnicnt to <lcsi~n 
st.~\:ond-onlcr nctworks ou thc hasis of 1 radian .p 
sccond, and to make a subsec¡ucnt shift of their charac-­
tcristics to thc approprinte frcqucncy.by nltering thc 
passive elcmcnts. The .basic invariants. undcr a fre­
qucncy transformation of this kind are thc pnramcters 

SM 1-122 



1 

1 

1 

1 

1 

1 

i' 

' . Ü
. 

,, , 1 :~tl ;·;a:: h.)'~!:.;\~ thr ¡·_.,t¡,¡ o.f '""~5-t•.~rs·.w,t th.c r.,liu oi 
: .:p.tl·itlln' ~nn.~tn nmf.!aut. tht' fr"\."'tUCnry do;lr.lr.tt-.t· 
! .... !:;·;-: llf th·-· nct\l;t'tks. \\ !B h.!ve-•t!u.· ·s:une sh.tpe. The 

1 ~t"-\·:"~l!'Y i!l\';ui .. uh·e oí p :utclf indic-.,tes' \he tC'L·hniquc 
f01 tn:tl.:in~· li~tcn~ witl_l v,,,.¡;,lth .. " t·lr_t..otl ~~Ue"nó~s. 

h•:rofrti.:('IH~ ¡,. Jhc A c::h· Eltmr.nls 

lt J:.r;; hi'l'H ~I"S.'tl111t.'l. ~-.n l'.h:for.:. that· thc a~th·e dc­
::~~·Hfs ol t!u· llL.'twork!" !a Fi~s.. '}. antl. 3 ~tnd in thf' 
c.,t~;)P~ po~c;c$~00 t~:(' id~.d ••arlbutcs: inlinltc i!!put 

imp'"'"'-bnn.·. Ú·rn ntHput i~npt"\!:mC'e :md stahl" J.!ain. Ir 
is. lht:rdon.• im¡)(,rt.mt, in th\:- dcsi~r\ of. ao :u·t;,.<' nct· 
\lmk.flf thi~ kimt, 1:\f ''C:t.' h~ !n:-;urC" th.;lt the.i•np~·rfc.~l~­

tlnn:' in t\w o11npl~tin:oo. \;:::..."'i du Otl{ a¡Jtlre..:-iabl~· ..t .. ~tt•t!·•­
r.,tr tht." dc~irt·d l"'~don1MtK<' ,,f the drntlt. 
. \Vith n.~~.\(\l h' tiHih' OHl¡Htl ioqw~da.Hú.', it ,·an lk.~ :'•~t.~n 

• th<.ll in nun~· f,l~~$ lh<" .\l'tive t.•h:·nwnts. clri\·~ a p<lrlinn 
oí tht" 1~':::...'"~"~ :h:t\\··~k thrf"U"gh ¡¡ r~l::-tiv~ elenu·at. ln 
this. c-.'~"", l lw d .. ::< ·~u ~.-.m ~~"~ 1mu:e tu im.·ortK,ratc 1 he. lJU t ~ 
put itnile\.ban.· ¡r, th~ r .. ~i,..tivt." t"l""ment anJ dfocti\'~ly 
Ot'Ulr,lli7c it-:; l.'llú·C:o . . . . 

O:i thc ctilcr h mJ. \\'!i'-"it.' an·a•npl!fic:r driv~a f·'l\o.tri .. 

in ""~ «1Y0ull ht· ,,..,·¡v,· 1:" in ·~:o,~l·l¡¡·~"'''" '.:' :"' "' ;,." <t 

l/o'i tiiiies as,..,,¡,¡~"" thC' t'!<J>t"'ft'l-1\•;tht<' o:: .1. 
Thcre . .'is •J.nnlhCT i.:imf Of iu~r:,i~ilÍtr üitcn. :"!J. ·;:.•;'\t·r· 

isl¡l. nf .;t~i¡wC Rt."· ~tet,,·ur.ls' uf Ü•c k·~nd tii~· ... n~.'>l,:o: l::.::-c. 
n;unt.""h·:. their tt"nÜ\..'"11t''"· tn het-ome n~l'ilbt,·~=-. T1'1~~ 
\endrr;~-~)·1s n1ost prcv~,l~nt whc-n tJ:,'e. \.-alue ~\!di:= ~-iH:Ill. 
E\·.en in ·~e cin·uit!> whcre- t he .u::·ti,.·r J.:; a in l!<- .o~1 ~nsibly 
frE-e f~on\ ~lrift, nscillatioll$ may J~ S~._Jslail~ó:d by. an 
at:lp!i!ier.:that <lriv~ itscll into" r'l!ion of its charancr· 
is1irs "·here the ¡:a in i~ lar !irealer: th.ui e'pccted.". 

A h11sic cure lora Rituali!>n of 1his kin•l i• lh,· 1ÍSc of 
" f~t~\rk '""Plilit-.: for 1 he ..... h·e' cle¡ne111. su;:h l\10• t 
the ~,\iu K is ~ivt-:1 by :_ t· 

A . 
K=.--··-- ... 

1 + ¡1.( 
(6) 

whrre·A. .. is -U1e ·.:a in of lhl~ .,mp1i6t.~l.' withoul 1\~~lhad.:, 
,:1 is thc fc:"C\Il·."·k r.•tio dt:f'i\"t'd from. ¡l.3~i\'C clcmcut~. 
11 is c-:\sily .. fól."'('U th:lt tht! v.a.Ju" \l! K is llhsolutdy limiLt~d 
'" 1/(J, rq¡;uules;; o1 the v.,luc .,( .4. Th~ simple r;ttiH'<k· 
(llllo\\·~ ·d~cnit lH•astratt'd irl Fi),!. -~~.is a!l.~x.uupiC uf th1s 
l<ind of ~éiv.; e~cnte~l. Thl! critic{•l ~'.,lue or K f<>r ," 
¡:"·en 11el\vork, 1\,..., 1s ¡:•ven al lhl' cnd ol the net wor,; 
catalng;·~~~· pra..:tic.al C'ircuit dc-si~n 'nn~~~- iududc m:cans 

. for in,s~riñg. that tlte ac~Í\-e gain d~S ll(tl appr(,;~(h thi~ 
. ,.,,lue. :..,

1
',' ". · ·. • ' ·~ . · · 

. . ·~\ "'' .., . " 
Adjuitm~nJDf'l'hJ•it:al ;'óew-h ·-· 

\\11~'1\ i\1\; iiCti•·c network has been c~ustrut·Ícd .with 
physic~Vcninponf'tlts, mino.- mljusrments in thc l<~llcr 
ar~ fret¡ueÍ¡_tty rct¡uin:d. lo .,,·nieve thc perlormancc in­
ilicat~l; hrithe <Jesi¡:n. lf the d~parturc frrnn thc. <'X· 

p<"Cl!O(i cb•mtctc:riatic& i$ not la~~ •. t!•c tri!'il11in~ uf a 
siugle c;¡p.,dlt•.r or resi,;tor may ~uffice lo propcrly posi­
titm,'the nclwork chatacterislic,; in ·the frcqli<'IIO:Y d<>· 
nuin:: Tbc ~h~~i~$ ol thc li\..'lr:o•rtl"ri~tic!-.a~'"· 01nst ·easily 

ti,·e i.nat¡ch ": .~ ¡h·h~o·ork. it is imperanve ~hat the out­
put lm¡~bnn· IN;! t'Oftsid'-"rahly !"nl<~ller th~n an~· oC the 
resistivce1cmC"nt~of tht: network. ThisC"ondition j~ m·,~t 
seri011S v•hct~ the va!tiC of d ÍS_'\'t~ry 6tnaJ1 ,and,!hc ~:1in of 
thc anh;c ciena·nt ~~ c.:Josc tn +l. Thc limit.1ti•lt1 nf the 
a.m~Jiifi.:r output impctloln,·c toa l'<'ólsonahlr :o.mo~ll v.due 
u·lll J:rm."r.llly prc,.:ont any si~nifit~ant :\lt<·ration n( the 
netw.:>rk t·har.a\~h.~lsti:-s in th\~ vi .... ~inity.of the.t.~ut-oiT fre· 
quenry{¡es). On thc ll!hcr hdnd. the .attf'nu.ttit"•n 
ac-hi~\'t."\.1 in rcrt.tin ndl'll'llf'ks in ~ions wdll~ytmtf f\lt· 

ull will fall ~hort ol the """"''1«1 value he-cause: the '"'1· 
pur·.impt."ltuu·•\ lltdu¡::h t'null. i:; $lill liuit~. Thi!i- $itua· 
tin11 has be-e-n c.lbt"c. .. ~"\."'ll in h1\\.'·¡l.i.lSS 1\t"lWork~ .\t hl~h 
(f'f"'qut.•nt·i~s and iu ... nt.•trh .. c:irnlit:r. at tht' null fn."'l¡ttt'lh"y . 
~n·¡or· of thl~. ki~t l\Oll ll("s\ he ln\"\"51~ ... \h.'\\ hy ·' 
J!.ro..~t .o.ut~tly:o.it:: .... r the I--"\:t!"'tir·ul.tr .. ~ircuit in,,-w,"C'd. Sint·c­
CKl.:''y· "\·<"0· hi~t. {n."i.tU'-"1'1rles" or •nuH ir-c,..¡uencics" an." uf 
iaterest in this <·:\Se, the an.liysis nn be simpl;fied toy the 
~~.n1ptiCln of these rxtr'-'me- fr('Quenrr \""'m.fitiontt. 
Undc~; these ,-in.:um!Ui.U1C"~. thC" lllltput imp .. 'i.l.tn\'t" 
should be ncgliglihtr <m;·ll iii cc>m¡~tri,..•n wilh (1- K) 

tinles thc vah..Jt.: uf rcs:stive e-lt.•ments or the- n~tworks. 
Fortunately, strict rcquiremcnls of thfs .:.ort do not oc~ 
cur olten in low-frequcncy tilters. 

ahen:<l l•Y .,,Jju,;tment o( the ¡;_:IÍII K. . . . - : 
. ; ·¡¡.. ~~~~ '".;,.>ll.:that th~ dc-¡>.>rture lrom cxpet'lcd .-har· 
,\i.~f:~~~~~ _aa:t.n~~_.and U. not ~•<n-.untahlc.tó the us~1al 

tOJer.lRt::('li 111 ''(llll(K\Rt'IIIS, 01\C: Rl"Y lt>ok. lo the folloWIIi[; 
. ·as poSs.ibl<' so>un-es ul error: mis•:•llcula tion of dcs:;:n 
¡>3;.\!Ui'i~rs, exressÍ\~ mnplificr OUtput irn¡:Íedanrc, pour 
cnpaci!?,r., ·Q~.' lt .is un~Sú'IJ.hlc 10 i~nore the "9". of. 
lar¡: e paper t:tllñ"l.Cttors m net \\'or ~s where th~ rc~n .. ttvc 
elcments a¡-e o( tbe ordcr o( 1 mc¡::uhm or more. 

Anoth~r int'erestin¡: rleparture of -•h~ active elements 
from lht• id<!.tl is the dri!t in their ~"in. With most ol th~ 
nctworks in thc t'at:~log (tho,;e with T1T 2 = 1), the 1~,.;. 
tion of thc transfer dt.u.trteristit·$ in the frcqucncy do­
main is inde¡><>ndcnt ol the activ<' clcmcnt; with a fe\V 
othcn; thi~ i:o ntlt so. In t~)th cases, ho.Wever," drift i11 
¡:ain will '"suh in a d~;m¡:e in the actua.l value ·nr d .~nol 
in lhr ~•h.tpe 0i thc: f«"qut'ncy dMr~ll:lí'ristics. h. is nfh·:¡ 
i"'-)s .. ··~il~l,\ ... ~!'- ir. th-." ¡u\•,·i-t'~~!--. c.xampl~, tü n.rl.ut·e th.:~ tlr· 
~1\:n,., .. l•y .;.n ~'l'll...'"'l~:.\1~ ,-h\-.i,-e of J"-lr.lU~etn~· O.:t 

Whe;{ thc itetwork d<'si¡:n induJes an active clcment 
whose gairi is:sli¡:htly leti& than +1 (e.r,., the cimoit uf 
Fig:4),ii.'i&.usu:~lly difiic.ult to mcasurc or adjusr thc 
quat~tity ~(1 :L K). <lircctly \\'Íth neces.o;.uy nccur;~cr. lf a 
potentiótMJed& avail;¡hle f•Jf lrimmin¡¡ .thc gain '(as in 
Fig,.' .):Í one¡may :effect thc adjusltncnt in a simple 
mnnucrl~·~: (l~n·in~ the over-all network amplitndc­
frequ<-ll!;Y ·response, Thc e"r~-·•·too frequcnq•-rcspon"c 
d;aractéristil' for·thr('f: tramlrer lnnrliou• is illuslratc<l 
in Fig. ~-. Note. that, :olth<•tl!!h thc taller nrc wrill~ll on 
thr !.>:•,.¡, rol l r4dbn.p<r I'Ccon<l, tbe lro·qurncy rcs¡~<mse 
i• inclic~l~<i. at i\he In¡~ "r.,....,aut" fte<J"CIIC)' "''•· 

: . . . 

., 
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3.1 FILTROS KEALES DE PRIMERO Y SEGUNDO ORDEN. 

: .. . 

A c"ntinuación se· presentan func.iones.de 'transferencia de -
primero y segundo orden que aproximan los casos ideales me~ 
ctonados ant~riormente. en este curso. Más adelante en es--, 
tas notas, se ver& como realizar filtros activos de orden~ 
"n" conectando en cascada etapas de primero y segundo orden 
realizadas en forma activa. 

3.1.1. FUNCION DE TRANSFERENCIA. DEL FILTRO PASA-BAJAS DE­
PRIMER ORDEN. 

La función de transferencia del filtro p~sa-bajas de primer 
orden está dada por la-siguiente expresión. 

H (S) = 
.· .. 

S + W o 
:! 

De donde se obtiene: 

3. 1 . 1 

. ' 

3. 1 . 2 

Las gr&ficas correspondientes a esta última ecuación son 
mostradas a cdnt~nuación: 
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o) 

- ¡-· ·- ' 
' 

·_.;,:) rr' 

Figura 3.1.1 

i 
' l.. ·¡ 

1 

¡-___ . 
1 ---- . ! .... -- ··-----~-· 
1 ! 

-..!~- . 

·' 
• 

.. 
_.__.:_ .......... ·-- . ... 

··--r---T -----,-
____ .. 

.... 

1 
• 1 • 

. 1 

·----- ----------·-· ••4 ___ -- -- -· -~---

Respueste en frecuencia de H(s) = 

a) en magnitud; b) en fase • 

~oWo +w o 

Puede observarse de la figura 3.1.1. que la respuesta perm! 
nente debida a una excitación senoidal de frecuencia a~gu~­

lar Wo es 

sen ( 
11 

Wo t - 4· ) • • • 3. 1 • 3 

lo que indica que l·ai se~ales de excitación de frecuencia -
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w> w
0 

son atenuadas más del 70% de su valor original, lo -
cual quiere decir que la potencia de la se~al qu~· se trasmi­
te a la salida del filtro será menos de la mitad de la poten 
cia que se tiene a la entrada de dicho filtro. Donde w

0
.reG! 

be el nombre de frecuencia de corte. 

En base a estas consideraciones se define el ancho de banda~ 

(AB) de un filtro, al conjunto de frecuencias tales que 

IH(jw) 1 ~ 0.7071 H(jw) 1 max 

Que también puede expresarse como el conjunto de frecuencias 
tales que IH(jwJI es atenuada 20 log 0.707 = -3db de su va 
lor máximo.·(l) 

3. 1 • 2 FUNCION DE TRANSFERENCIA DEL FILTRO PASA-ALTAS DE 
PRIMER ORDEN. 

r' 

La función de transferencia del filtro pasa-altas de primer­
orden.está dada por la siguiente expresión 

H(s) = 

Hljw) = ll[s) 

; . 

H S o 
S+W o 

w 
= 11 0 Wo 

. . ·j;+(~)z ' 
s= JW Wn 

-1 
. (n t" w_ ) 

e J ¿ - " wo· 

... 3.1 .4 

... 3.1.5 
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cuyas gráficas de respuesta en frecuenci~ son: 

u. ,..o "..:.. 
·J,oJ.J !',¡ 

. J.; .... ; !» 

. ~- ··- . -----------

o., L) '·, 

.. '--......_ 
- - -¡- .. ----------

--- -.--,--. . 
1 

1 -- --- -·- ------
' 1 -------·------ ------- ..... -···· - ------~--- --·~ 

... 1.~ ... ') },) w. . 

Figura 3.1.2 Respuesta en frecuencia de H(s) = 

a) en magnitud; b) en fase. 

-· 

S + Wo 

( 1 ) Una magnitud ( IH(jw)l 
(db) mediante la siguiente 

puede expresarse en decibeles 

expresión IH(jw)l db = 20 log IH(jw) 1 
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Ue la gráfica anterior se concluye que el ancho de banda -

·del filtro es el conjunto de frecuencias tales que wo<w. 

Denomi nán'dose wo, frecuencia· de corte. 

3. l. 3 FUN~ION DE TRANSFEIENCIA DEL FILTRO PASA-BAJAS DE­
SEG.UNDO ORDEN. 

La función de transferenc.ia y la respuesta en frecuencia -
; 

en magnitud y fase de un filtro pasa-bajas de segundo_or--

den están dadas por las ecuaciones (3.1.6) y (3.1.7) res-­

pectivamente. 

H Wo 
2 

H l S) = --..-----'-"=--.,.---
2+ . + 2 S a: W0 S Wo 

3. 1 . b 

donde a.~ 2 

a.W 

'. Ho j{-t-1 Wo ) 
H (jw) = ---'-"'---'----.,...--.-e g 1-(~ ) 2 

. [ . 2 2 2] 1/l Wo • (1-(~) ) +(a.w J • 
Wo Wo . 

-3.1.7 

y sus gráficas de respuesta en frecuencia son: 

¡ 



~~., zo -- _____ T_____ , --+-1------_J_-__ ---- -

.I~ --r 

10 ----

-' ~ 0,5 

'. 0,7 

-rO 

1.) o• 

• 

~ •ect 

' 1 

' J 1 .L -- '-'l. 
c.r o.z c.• :::,6 0,6 1 2 • 6 ó •o .... ·. 

Figura 3,1. 3. Re~ puesta de frecuencia de H( s) = 

a) en magnitud; b) en fase. 

Es de interés notar que el máximo valor de IH(jw)l ocurre­

para: 

..• 3.1.H 

de donde 

·¡Huwlj = 

... 3. 1.9 
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3.1.4. FUNCION DE TRANSFERENCIA DEL FILTRO PASA-ALTAS DE SE 
GUNDO ORDEN. 

La función de tran$ferencia y la respuesta en frecuencia fn 
magnitud y fase de un filtro pasa-altas de segundo orden es 
tán dadas por las ecuaciones (3.1.10) y (3.1.11) respectiv2_ 
mente. 

... 2 !XW 
Ho (~). 1 --

• ( - Wo ) 
H (jw J = __ ._w_·..,-----.,----- eJ ,,_ t g 1 - ( ~) 2 

Wo 

[ 
( l-(~)2) 2 + (o.w) 2 ·1 1/2 

Wo W0 

3.1.10 

.. 3.1.11 

- ·.·. 

cuyas gráficas de respuesta en frecuencia son: 

. J, 'n.li "\.¡ 

b) 

·- i 

Figura 3·1·4 

.. i 

¡ ---.-.. -=-:-::-:__- ·-- .. 
.. . 

2 l 

HoS 2 
Respuesta en frecuencia de H(S)= 

S2+ o. woS+wo 2_ 

a) en magnitud; b) en fase. 
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El máximo v~lor de H (jw) 
. •. 

es: 

., H(~~) 1 : · ... = ---"-'Ho'-
. max r,-;r' 

aJl- ~· 

., 
. (3.1'.12) 

y ocurre para el valor de w: 

Wo w = w = 
r j 1_ a2 

. 2 

\3.1.13) 

3.1.5 FUNCION DE TRANSFERENCIA DE UN FILTRO PASA-BANDA DE 
SEGUNDO ORDEN. 

La función de transferencia de un filtro pasa-banda de se­
gundo orden es: 

H l S ) = ___,_.;.;H:.><.o _,Ct"-"W_,_o _,S:__...,_ 
2 2 

S + a W0 S + W0 

(3.1.14) ' 

H( jw) = · Ho, a Wo jw 
2 2 ' 

Wo - W + J a W0 W 

. . .. (3.1.15aJ 

que puede escrfbir¡¡e, 

-1 ' 
. t Q(W Wo) -J g ---e Wo W 

(3.1.15b) 
; '" 

'·, ' ' ' 

• 



t) 

( 

i 

'?---- . - .... ---- . -. ·-- ---------·---·------------· 

.... : .. !. :.'• ' ; 

• . i 
3.1:~-.FUNCION DE IR1 

OE TRANSMISI01· 

Estos filtros sori de 

realiz~ción ~~ .. lo.s f¡ 
·de tran•ferencla esti 

' 
2 . ' 

s + w¡ 
. 2 .• 

s + a w1 

1 
La curva de respues1 

1 
ción anterior preser. 

de tal 

H(jw) . . ' . 

. 2 
. 2 ( w2 

( 2 2 w2 

~orma que~ 

1 
~. -2 [ ( 2 . w 1''. (l w j 

w=w m 

1 

l 

Si 

y 

siendo y 

o sea que Q = 

- 9 -

. (3.1.16), 

... (3.1.17a) 

w2 · lós valores de w para los cuales 

Wo 
AB 

: . (3.1.18) 

(3.l.l7b) 

·. . ··. ·¡•; . 
Las curvas ·de r~~pue~ta en frec~e~cia en magnitud y fase -

3.1.5 . '. se muestran en la· fig~ra 

" 

~ ••. ! ; ' ·~. - ,. ~· . ....., .. , .. . ,.. ... . 

' 1 

1 
' / 

.. 
.• . 



1 

que se puede escribir tl 

1 

H(jw); 1 e- 2 jtg-
(~ 

a w 
l-(W-1 

Wo1 

c~yas grlficas de respue 

11-----------

1 
b) 1 

! 

1 

' 1 

' 1 

11 

- 'f( ---- __ .. -

-.<_'fT'· ---------- -------- -· 

.Figura 3.1.8 Hespuesta 
pasa-todo 
á) en mag 

- 1 8 -

3. 1.8.2 FILTRO PASA BAJAS CON UN CERO DE TRANSMISION. 

Si la ecuación (1.3.27); w1 < w2 la función de transfe­
rencia será la de un filtro pasa-bajas. 

tJ: 
-· i 

Para este caso el signo del radical de la ecuación (3.L30). 
que· debe tomarse es el positivo. ''· :;\:. 

A continuación se presenta un ejemplo: 

Ejemplo: 3.1.8.2 

Sea a = O. 1 

.. • = 4.930984359 . '¡1) 
. ~•.:.~; . __ , .... ' 

··: . .. 

H ( jw) = 4.566413290 ¡· 74.46436203° 

Cuyas gráficas .de respuesta -en frecuencia .son.: f) 
. \ 
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jH~.o)j_. 
1¡.5,6'1--- --------------.----------------~ 

o<- o.t 
w.- 5 

w .. =' 

/!f'f l-----.,.-------
1 ------ -·--- - -----------····-------------- -----

1.131 

~(w) 

--di~l----~-------~-~-~-=-·=·~-~~~~=-~--~-=--=-==:-=-------=-=t~-if.-3~1=-====~~============~~w 

-O.'i/31'17' · 

. ---------- ·-- --·-· -------------- --------\ 

1 

1 

Figura 3.1.10 Curvas de respuesta en frecuencia de 
un filtro pasa-bajas con un cero de 
transmisión. 

i 
1 
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De las figuras 3.1.9 y 3. l. 10, puede verse que la divi­
sión entre· la banda de atenuación y la banda pasante es 

abrupta para este tipo de filtros . 

i . . 
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3.2 FUNCIONtS Dt TRANSFERtNCIA DE ORDEN MAYOR'QUE DOS 

' . . 
Pará diseñar·; cb\]str:uir filtros activ'o_s, pueden_seguirse-

los siguientes p~~os: 

1.- Determinación 'me'diante una.aproximación dada, de h fu!!. 

ción de transferenci~ H(s), que llene las especificaciones 

de la respuesta en frecuencia deseada. A este paso se le de . . ' -"" . •' \, '~ ·. ' . . • . . . ' ' . r . 

nomiria frecueritemente "S1ntesis"~· · 
• 1 ' ••• ". ' • 

2.- 'Realización de l'a función de transferencia determinada 

en ~1 paso·uno,· ~ed~ant~· la constr~cción de cir~uitos elec­

~rónicos en los cuales intervienen, resistencias,capacitp~­

res ·y. ampli.f.icadore.s operacional.es, 
. 1 • :... , r '~-: .., ~ .. ~, • , • ,, • • • ;· • , ••• ~ • 

P~ra efectuar Ja .rea~ización existen diversas formas (2).·. 
¡;·~,.--, .:··~··'~· !_',-~: ... (r·,/,, •.· .•. ' ·: :: •..•. 1, ~-'-1.· 

Una forma- de llevarla a cabo, es la conexión en cascada de 
• . '. 1.. ' • • •; ! 'Ir :... :.-' • · . . . ' · , · , ~ 

etapas .de ~eg~nq~ y primer orden, esto es: 
~-···. _, •. •• ).~-~-.; • .;• • •• - ; J. • • :...1 

. N . · - · · N2 
H(s.) = '1Til¡" H 1'~(s) .11 1=1· H2·i'(s) 

. : .. r ~; , --·: . ; 

' 1 
dori·ú ·~¡-,·'y· N2 s:ók_resp'ectiv'amente el número· 'de .efa-pas de" •· 

pri'mer'ó" j seg1/nd() _'ó'rde.n que'·intervienen, H¡ils)· Y H
2

i('s) r_i 
f• • - . ~- • 

presentan 

orden. 

fú.nciones 'de transferencia de primero y segundo'·' 

l' 

Si el 'filtró diseñado es 

ElfpticG N1 y N2 siempre 

de tipo Butterworth, Chebysh~~ ~ ~ 

estarán d~dos por J.a s sigui en ~e~:· -

expresiones. · · 

1 ,· 

- r 

.. -. . . . . .. . . 

.. ~ . . 

n -si 
.2 

es par. 

es' nón 

n e.s pa'r 
' 

n-1 si n es nón · .. -y ; 
. . ; : . .. . ' ~ 

donde ."n'! .representa el orden del filtro en cuestión. 
r ' t. ~ • '"- ; ·. , ' \ 

0 
'. -' : • ,· -' ' ' ' ; f. 1 • ~ 0 l, • o 1 

. -... 

. _ ¡ . 

' " 

' 
~- : : 

< .. 

' ' ' 

~nla figura,J .. 2.1 s_e_m(JeS_tra la realización en cascada de-
• . . . .. ; ' • • . .... • •• ',• . ' • . ' ' •. ' l· . • ~ ~··· :! 

un fi,ltro cuyo t,ipo_ puede ser Butterworth, Chebyshev :6 
. .. ... . . •• . . .• • . ·• • :¡ - . .. ~ • . ; . . • ~ ~ . • . . '! r. . 
E 1 í p ti e() .. :, ,- .• .• . 

1 
_ • • . 

• , • · • L 4.' , .1 ·.; . 1 _ 1 , •' ') 

: .. -··· 
'' 1. 1 _. 

:. J. ·. . (' ! -; • '. 

i ., 
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1 

1 
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3.3 AMPLIFICADOR OP.ERACIONAL 
' . ¡ 

El amplificador operacional es basicamente un dispositivo elec­
trónic6 con un amplificador diferencial en la entrada y una sa­
lida con una ganancia de ~oltaje diferencial muy grande, La fig. 
3.3.1 muestra el simbolo del amplificador operacional. 

+ 
+ 

v2 V o 
+ 

V 1 

Fig. 3.3.1 Simbolo del amplificador operacional 

En un ampl.ificador operacional ideal la resistencia de entradé 
R i se e o n s i de r a · i n f i ni t a , la . res i s ten e i ¡¡ de s a 1 id a R 

0 
n u 1 a y 1 a 

ganancia Ad infinita. Esto ~]timo permite analizar cir~uitos 
con amplificadores operacionales de una manera mas sencilla al 
emplear el concepto de tierra virtual. La figura 3.3.2a muestra 
un amplificador de vbltaje .de ganancia finita no inversor; cuya 

relación Vo(s)/Vl(s) .considerando características ideales es 

.• ~ 
~ 
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~= 3. 3. 1 

La Fig. 3. 3. 2b mu'estra un amplificador de v.oltaje de ganancia f.!. 
nita inversor; cuya relación v.(s)/Vs(s) al consid•rarse carac­
terfsticas ideales es: 

Y.ts) 
VTsJ 

~L ..!!_ 

+ 

+ + 
+ V, T , .• .. v, • 

(u) lb) 

Fig.3.l-2Amplificadores de ganancia finita. 
(o) No inversor. (b) Inversor 

3. 3. 2 

Cuando la ganancia 'Ad no es infinita, la relación entrada-salida 
(i~~ 

pe los circuitos de la Fig, 3.3.2 se modifica. En la Fig._ 3.3 .. 3 se 
muestra los modelos de los circuitos de los amplificadores de g~ 

.nancia fin.ita no inversor e inve·rsor. Considerando queVo(s)=AdV 1(s); 
la relación entrada-salida para el amplifi~ador no inversor es 

• 



' . 

. .. 

~ 

• • 
1' 
' 

v, 
l¡ 

- 3 2 -

V o ( s) 

~ 

A,v,Q • 

'· -
V z, • • + z, • 

"' V, "· 
(a) (b) 

Fig. 3.3.3. Modelos de amplificadores 
. de ganancia finita 

3.3.3 

; .. 

(a) No inversor. (b) Inversor 

~ • ' r . ,· . 

Notese que en este modelo la impedancia de·entradi! y salida se 
consideran infinita y ce~o respectivamente. 

:,la rela.ción,.en.t,rada-salida para el. amplificador inversor es 
¡» ' ' •J ... ': _: J .· 

; , • , l 1 " : r ' . '. 

3. 3 .. 4 . 

·. 'j ·. 

Para este ¿ircuito la impedancia de salida es'también nula y 

la impedancia de entrada Vs(s)/ls(s) que eita dada por la si-­
guiente expresión 

• 1 

' ' 
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" 
3. 3. 5 

( 

ya no es infinita; debido a esto, dicha configuración no es muy 
empleada en la realización de filtros RC. 

Cuando las resistencias de entrada y salida,no se consideran -
infinita y nula respect.ivamente,las ecuaciones que modelan a -
los circuitos se modifican. Asf, empleando el circuito de la­
figura 3.3.4a para modelar el amplificador de ganancia finita~ 

no in~ersor puede demostrarse que la relación entrada-salida -
esta dada por 

3. 3. 6 

Y. la impedancia de entrada y salida estan dadas respectivamen 
' ' --:: 

te por 

Z (s) "~=A 
ou IoTST d 

'· -. ,., 

• R, 

,. -
1 ' v,, 1 z, 

1 
' JA 1 

AdRiZ 1+R 1(R.+z 1+Zz)+Z 1(R.+Z 2) 
R.+z 1+z2 

'· '· z, z, ~ - - . 

z, • + • 
------- ..... 

..... - /,·-
\ 

1 ' 1 ' -
1 l V, l', /A \ J"¡ R, 1 V, 

' '• ./ ~-../. 1 
A .ti'¡ 

/ ... .,,; --.-----
••• (bl 

3. 3 •. 7 

3.3.~ 

Fig. 3.3.4 Modelos de amplificadores de ganancia finita 
(a) No inversor. '(b) Inversor 

. .... 

-«:~ 
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Para el circuito de la Fig. 3.3.4b se tiene 

3.3.9 

3.3.10 

3.3.11 

Es importante recalcar que los valores de impedancia de entra 
da en 1~ práctica quedan limitadas par la impedancia de modo~ 
común; cuyos valores típicos estan comprendidos en un rango de 
10 a lOO t~n dependiendo del grado de polarización inversa y de la 
corriente de colector. 
Características del amplificador operacional. 
Varias de las buenas y malas.características de un amplifica-­
dor operacional tienen su origeh en el amplificldor diferen- -
cial de su entrada. Un amplificador diferencial basico se mues 
tra en la figura 3.3.5. 

·~ lí:c 

• 
1/BI 

'" l .r '" t 
Q, o, 

.. -

Fig. 3.3-5 Circuito de un par diferencial.· 
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Para simplifi·car. el análisikdel mismo se define,.lo sJgu,i.ente:., 

voltaje de entrada de modo diferencial 
• ·-,; : • < •• ' 

3.3.12 

'( . !; '-' ¡ ; : 

voltaje de entrada de modo coman 
·; r . t: . L 

\.' ,. 

3 . 3. 1 3 
'· 

,, 
vil + v;2 

V;c = 2 
r::P: f •. .:: ... 

''• t: e -.::>~ 
resolviendo para vil y v;2 se tiene 

vil = 
vid 

+ vic -2- ' 
3. 3. 14 

(! 

vi2 = 
vid 

+ vic -·-2- 3. 3 1 5 
.. ; 

el signjficado ffsico dé estds puede entenderse redi bJjan·do ... . ""• n r '! .. :¡ t. . q e f l r. !i -~ í Í' ' . • ;- . • • . ' ~- • '. 

el cf~cu~fo-de"la F~~.·j:J:s c~~o ~~es~ra'el c~tc~~td~di- 1~·~~n 

n.~.,.3 .. 3.6 
-~~ ....... e 

· +léc 

• ¡ ( . 

; ~ . s . r. 

-~ 
' 

. J ~ .· 

~rls~J S2 fs~hi· ·tobs.l·l~.· ·¡·¡·a.·.·n¡• ,•1·1 .• ~ ~-vr-' . .) ... '.;}q 

() 
,. 

' d 

Fig. 3.3.6 Par diferencial con fuente descompuest~,en 
tes de modo diferencial y modo coman. 

componen . -
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de la misma manera para los voltajes de salida se define i 

v = v 1 - vo2 od o . 

como voltaje de modo diferencial de salida y 

como voltaje de modo coman de salida 

de donde 

·( 
Haciendo en el circuito de la Fig. 3.3.6, 
como ganancia de modo diferencial a 

Ganancia de modo común (haciendo Vid = O) a 

A = e 

3.3.16 

3.3.17 

3.3.18 

3.~.19 

=O se·define 

3.3.20 

3.3.21 

a partir de las cuales se determina la r~z6n de rechazo de -
modo común 

RRMC 0 3.3.22 

para un amplificador ideal se tiene que RRMC tiende a infini 
to. 
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El circuito para determinar la impedancia 
com~n se obtiene de .la Fig. 3.3.6 haciendo 

en la Fig. 3.3.7. 

de ~ntrada de modo -
Vid~- O se muestra-

i, -

Fig. 3~3.7 Circuito ~quivalente de se~al pequefia, con volta~e 

de entrada de modo ·co~~n. 

La impedancia de entrada de modo com~n esta dada por 

vi e r-;; = Ri e = r¡¡ + 2REE ( 1 +a ) 3.3.23' 

para el· caso ideal REE tiende a infinitb; esta es la causa 
por l'a que RRMC para el caso ideal tambien tienda a· infi~ito. 

El acoplamiento entre las etapas que forman un amplificador -
operacional i-ntroducen errores de de en sus caracterfsticas; 
y estos ptieden ser comunmente;corrientes de polarización y 
voltaj.e y corriente de offset. 

Las corrientes de polarización pueden·modelars~ por el c,i re u i . -
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to de la Fig. 3.3.8 para la configuración inversora 

+ 

(a) 

Fig. 3.3.8 (a) Amplificador de ganancia finita inversor. 
· (bJ Modelo para la corriente _de polari-za­

ción. 

A partir del cual; si se define 

181 
+ 182 3.3.24 

1 ll = 2 

I i o = 1Bl 
~ 1

82 
3.3.25 

de donde·. 
'l . 

1Bl = IB +· 1 o 
-2- 3.3.26 

• ' J .• 

+ 
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3.3.27 

se tiene 

3.3.29 

+ V • 
001 

3.3.30 

. igualarido 3.3.29 y 3.3.30 y considerando 3.3.26 y 3.3.27 

3.3.31 

El voltaje de offset puede modelarse mediante el circuito de -

la Fig. 3.3.9 para la configuración inversora 

82 
R2 

R ¡ 

'í. 
+ = ~ + 

V Ad Vi 

+ 

Voov 1- 00 

- ¡ 
( b> 

(aJ 

Fig. 3.3.9 (a) Amplificador de ganancia finita inversor (b) Mo 
·del o para· el voltaje de offset. 



R2 
= ( 1 + ) R 1 

- 40 -

V. 
1 o 3 .. 3. 32 

De las ecuaciones 3.3.31 y 3.3.32 es claro que los errores en 
la salida debido a las corrientes de polarización y voltaj~ -
de offset no pueden anularse; por lo que es 
otra forma de compensación. La Fig. 3.13.10, 

! 
ra práctica de hacerlo. 

>--+---<~ •• 

. ~ 
+ 

necesario empl~ar 
ilustra una mane-

Fig. 3.3.10 Compensación de offset mediante la suma de voltaje. 

Una de las caracterfsticas de mayor importaflcia del amplific~ 

dor operacional en la realización de filtros activos es sur~ 
puesta en frecuencia; ya que cuando la frecuencia se incremen 
ta, la ganancia del ampli~icador operacional se decrementa d~ 
bido a las limitaciones del .ancho de banda de sus elementos. 

la expresión de la respuesta en frecuencia de un .amplificador 
operacional es compleja por lo que generalmente se utiliza 
una aproximación que consiste de tres polos reales negativos . 

. Esto es porque un amplificador operacional esta compuesto 
esencialmente de tres etapas: un amplificad~r diferencial; un 

cambiador de nivel con una ganancia de voltaje adicional; y-

' 
' . ! 
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la etapa de salida con una ganancia de corriente. Cada una de 
esas etapas puede modelarse como un amplificador ideal con un 
filtro RC n~s~ bajas como muestra la Fig. 3.3.11 

- i . 

! ' 

'' 
1 1 

o.fferential 
amplifier 

t ~.---- • 

Fig. 3.3.11 Equivalente de un amplificador operacional. 

Por lo anterior cuando un amplificador operaciorial se reali~­
menta puedenten~rse probjemas de. inestabilidad y entoncei es­
necesario compensar en frecuencia a la mavor,a de los amplif! 
cadores operacionales antes de usarlos en filtros activo~ o 
en cualquier otra aplicación. El objetivo de la mayoría de las 
esquemas de compensación ( "'Ue pueden ser: interna, exúrna y -
mixta)es lograr que lu relación entrada-salida del amplifica­
dor operacional tenga la forma 

Aowa 
s+w a 

= GB 
s+w a 

3.3.33 

donde A
0 

es ~a ganancia de de, wa es el ancho de banda y GB -
es el producto de A 0w~, La Fig. 3.3.12 muestra la ~agnitud en 
decibeles de la ecuación 3.3.30 
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•. .tu ......... . 

].,~ ,,, · In~· I.JI 

' 
1 
1 . 

·-1 .'-JB u.'tJ\1' \ 
1 

, ...... . 

Fig. 3.3.12 Magnitud de la ganancia de un amplificador opera­
cional. · 

Ejemplo. 
Consid~rese un amplificador operacional cuya resp~esta efl fre 
cuencia es la mostra~a en la Fig. ,3.3.13a y cuya relación en­
trada~salida es 

<Lo fo 
= S+r o 

3.3.34 

si el amplificador se realimenta negativamente como muestra -
la {igura 3.3.13b; determinar S\1 respuesta en frecuencia ·re--· 

sultante 

20 1 Of1 

<.al 

- 20 db/dec 

-+----------~~----------~lo~ f 
f .. 

' Fig.3.3.13 (a) Magnitud de la ganancia de un amplificador opera­
ciona].(b) Amplificado: operacional con realimentación 
nega~-l_~a enforma __ º_e d1aqrama de bloo 11 es . ______ ........ 
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La relación entrada salida del amplificador operacion~l reali­

mentado es 

= 
a fo 

o 
s+lío{ l+a B) . o .. 

Cuya diagrama de magnitud es la de la Fig. 3.3.14 

20 logAoB 

Ganancia de Lazo 

-------~ ,.., 
1 

. 1 
' ' ' ' 

3.3.35 

' ' 2G log l~~oB t-----------------~--~------'~ 
Ganancia de Malia 
cerrada 

-;------------------4-----------4-----~---+100 f 
fo fo(l+aoB) 

Fia. 3.3.14 Magnitud de la ganancta de amplificador realimeh­
tado negativamente 

Una forma práctica de determinar la ganancia de malfa cer~ada 

es restando de la ganancia original la ganancia de malla; esto 
se puede justificar por medio de la ec. 3.3.35 

20 1 og = 20 log. IAdl- 20 log({l+AdB)J 3.3.36 

Otra característica de un aplificador operacional que afecta­
el comportamiento de los filtros_activos es la rapidez de. ex­
cursión de desplazamiento (slew rate) que puede definirse.co­

mo la habilidad para seguir un cambio rápido de la se~al de -

entrada. Es decir el-slew rate~es un término aplicado a un am 
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plificador operacional para es~ecificar que tan rápido ~~n 

volts por micro segundo la.salida puede cambiar de un nivel de 
voltaje a otro cuando.la entrada experimenta un cambio instan­
taneo. 

En la Fig. 3.3.15a se ilustra la se~al de entrada a un amplif! 
cador operacional con un•slew rate"de lO V/~seg conectado en -
configuración inversoracon una ganancia de -4. En.la Fig. 3.3.l5b 
se muestra la forma de onda del voltaje de salida, 

; .. 2 ;¡S .. -· 2 jJS -:. 

' 

:::J 1 1 1 F 
.,.. ··T·-·- -

' 1 ·----; :~--0.4p.s 

,--
' . ' 

+4V--·-~ 

+2 V - _.____, 

1 

1 . 

• ' l. - 0.4 jJ$ 

-- -.---

Fig. 3.3.15 (a) Forma de e.ntrada de un aplificador operacional 
·con ganáncia. -4 y un Sr= lOV/Jlseg. (!J-) salida. 

Puesto que la máxima pendiente del voltaje de salida del ampl! 

ficador es_ta 1 imitada por el 'slew rate'; esto puede deffnirse como : 

Sr = s 1 ew ra te 3.3.37 
max 

Ejemplo. 

Determinar que factor afecta la frecuencia de operación de un 
amplificador operacional conectado en configuración inversa -

. . . 5 
con ganancia de -10; si el Sr= 0.5V/jJseg Y: V

0
{t) :lD sen2nxl0 t 

La Fig. 3 .. 3.16 muestra la magnitud de la re~~uesta en frecuen 
\ 
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cia de malla abierta y malli cerrada del amplificador .. 

db 

lOO 

~ ;'11 rlh/1ec 

20 

--r-----------~~~------~----------~--~--~lOQ f 
10 ¡os 106 

Fig. 3.3.16 Magnitud de la respuesta de un amplificador. 

Del diagrama de respuesta en frecuencia se tiene que la máxi­

ma frecuencia de operación sin atenuación es de lOOK Hz. 

Por otro 1 a do 

f = w 

2n 

S 
= 

)" 

2n V 
0 

Vomax w, 

= 0.5xl0 6 
= 7;9577 K Hz 

20 TI 

Por lo que el factor limltante es el 1 slew rate! 

3.3.38 

Para el ejemplo anterior determine el voltaje de entrada máxi--. 
mo tal que el slew rate limite ·a lOO KHz. 

Vomax = Sr = Q,5xl06 - . l -3 w- 2nxlos - 795.77x O 

Como la ganancia es de -10, el voltaje máxi.mo .de.entrada debe­

ser: Vsmax "' 79.577 x 1ó3 por lo que 
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Una última característica de un amplificador operacional a 
considerar es el ruido, caracterfstica que afecta .el nivel 
mfnimo de sefial. Ya que para obtener valores grandes de 
atenuación en ·la banda de supresión de un filtro, se requi! 
re bajos niveles de ruido. 

FILTROS DE GANANCIA INFINITA Y REALIMENTACION MULTIPLE 

En. esta sección se corís:iderará un circuito general de resis­
tencias, capacitor~s y un amplificador operacional a par-~ 
tir del·cual pueden construirse filtros pasa-bajas, pasa -
altas y pasa-banda al seleccionarse valores adecuados de -
los parámetros Y. El circuito se muestra en la Pig. 3.3. 17. 

Vs 

Fig. 3.3.17 Filtro general de segundo orden de ganancia in­
finita y realimentación múltiple. 

La relación entrada-salida para dicho circuito puede determi­
narse a par ti r · de l a e e u a e i 6 ri- de nodos . 

Para el nodo a se tiene: 



Para el ·nodo b 

de donde 

- 4 7 -

v3 va - v v = o . 5 o 

FILTROS CON FUENTE DE VOLTAJE CONTROLADA POR VOLTAJE. 

3.3.39 

Otra configuración general para la construcción de filtros ~ 

pasa-baja y filtros pasa-alta se muestra en la Fig. 3.3.18. 
El filtro pasa-banda puede construirse a partir del mismo. co 

nectando una admitancia Y del nndo"a"a tierra . 

.---i •• 1-----, 

v, 

Fig. 3.3.18 Filtro general de segundo orden ·con fuente de -
voltaje controlada por voltaje. 

Las ecuaciones de nodo para los nodos a y b. son respectivalllen­
te . 
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(Y 1+Y 2+Y 3)Va-Y 2V
0 

- Y3V
0 

- Y1V
5 

= O 
K 

(Yz+Y4J Yo - Y2 va = 0 

K 

de donde 

3.3.40 
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() 3.4_. REALIZACION ACTIVA DE LOS FILTROS BASICOS DE SEGUNDO ORDEN. 

o 

ü 

Como se ha visto e~ temas anteriores, una manera ~e realizar en 
forma activa un filtro eléctrico~ consiste en conectar en _casc! 
da filtros de primero y segundri orden,por lo tanto es Importan­

te estudiar cómo se realizan en forma activa las-funciones de­
transferencia de lDs filtros básicos de primero y segundo orden. 

El elemento activo usa·do. en todas 1 as realizaciones tratadas en 
estas notas es el amplificador operacional, que combinado .en un 
circuito con Gnicamente resistencias y capacltores púede reali­
zar funciones de transferencia de segundo orden con polos com~-

. . . ' 

plejos, siendo esto importante ya q~e como se vi« en el tema ·3. 
2, la función de transferencia de un filtro basado en alguna de 

las aproximaciones clásicas, {Butterworth, ChebysheY y Elíptica, 
entre otras)., presentará siempre los polos complejos con a ·lo-­
más un polo real .cuando el orden del filt~o en c~estlón sei-. 
impar, cabe ~efialar que combinando Gnicamente resistencias 
y capacitores, es imposible realizar funciones de transfe--. . ' . 

rencia con polos complejos. 

Es importante hacer notar que los rangos· de frecuencia de 
operación de-· las realizaciones activas, dependen de la res 
puesta en frecuencia de los amplificadores operacionales ~ue 

se utilicen. Dtchos rangos pueden extenderse a una frecuen~­

cia que se encuentre entre O y 10 KHz 6 entre O'y .20 KHz cuando 
más, aproximadamente. Sin embargo usando ciertas técnicas 
es pe e i a 1 es que · se basan en e 1 .· e o no e 1m 1 en t o de ·1 a respuesta en 
frecuencia del amplificador operacional a empl~arse en laJ re! 
lizaciones~ el rango anterior puede ampliarse h•sta alcan.zar 
frecuencias cercanas a los lOO KHz. {filtro R) Para mayor aeta­
lle sobre los filtros R puede consultarse la referencia (2). 

A continuación se desciben algunas maneras de Implementar 
. · . . n~:. t l> • ~·\H : O.h.6Ü · 

las func1ones de transferenc1a básicas de segundo orden. Las-
topologías empleadas·, así como>:.tamb-1-én"~l os•! pro1=ed:;mi !!:ilt_o·s!?"fr·e­
comen dados están tomados de 1 as referencias de 1 . dirs·o/.i 

1 
1 

; 

'' i 
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Entonamiento: 

W
0 

es sintonizada ajustando R1 y R2 con porcentajes iguales (a no es afee . ~ 
tada). C1 y c2 pueden ajustarse de la· misma forma. a es ajustada por me--

dio de K 

Procedimiento del diseño:· 

Dado: Ho,CX·, Wo 

Elegir: e = e = e (un valor conveniente)' 
1 2 

Calcular: 

1 
Rl= 2 ~ 2 

Wo C R 

Para Ho > 10 los valores de los elementos del circuitó no son comparables 

en magnitud. 

3.4.3 FILTRO PASA-ALTAS. "Realimentación Mfiltiple" 

e, 

e, 

?1 r, 

Figura 3.4.3 Filtro pasa-altas. 

·------~-

o 

o 
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La función de transferencia del circuito de la figura 3.4.3 es: 

e 1 2 
E o ( S ) - (e-) S ITsT = h ( s ) = ....,...2 --.-. -e --.:L-------'----'--

1 S +S _1 ( _1_ + _1 + _1 ) + 1 
R5 c 3c4 c 4 c 3 R2R5c3c

4 

donde: el 

c4 

Wo= ( ;1 ¡l/2 
. RzR5C3C4 

.. RR [·e a = .1. . ___ 1_ 
·R rc:t"' · 5 . •F3 4 · 

. Entonamiento.: 

Se ajusta a con R2 ó R5 a la frecuencia donde 1 h (jw) 1 max ocurre. P 
ajuste de w

0 
se hace mediante R2 y Rs variándolos en el mismo porcentaje 

( a pennanece constante). ·', 3 

Procedimiento de disefto: 

Dado: H o , a , . w·o 

Elegir: c1 = c3 = C l un valor conveniente) 
l . 

Calcular: R5 = awoc { 2Ho+1) 

Rz = Cl 

Woc( 2Ho+1) 

c4 
el 

= ~ 



3.4.4 FILTRO PASA-ALTAS. "Fuente de voltaje controlada por voltaje" 

A, 

e, 

<?1 >-~-O+ 

~· 

1 

Figura 3.4.4 Filtro pasa-altas. 

La función de transferencia de 1 ci r1uito de 1 a figura 3. 4. 4 es: 
·ks h (S) 

donde: 
Ho= k 

Wó= ( 1 )1/2 
Rl R2cl c2. 

a = 

Entonamiento: 

Se·hace un procedimiento semejante al filtro mencionado en 3.4.3 

Procedimiento del diseño: 

Dado: H o , a , w o 

Elegir: c 1 = c 2 = e (un valor conveniente) 
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Ho = K debe ser tal que R1 y R2 sean positivos. Circuitos con 
Ho grandes hacen que los valores de los elementos no sean compa- · 
rables en magnitud. 

3.4.5 FILTRO PASA-BANDA. "Realimentación Mijlriple" 

1 
+E. 

o -¡ 

Figura 3.4.5 Filtro pasa-banda. 

La función de transferencia del ci~cuito de la figura 3.4.5 es: 

-S l 

h (S ) H# Rlc4 
= =· 2 E i s ) S + S (-1 + _1 ) + 1 (-1 +\ _l ) 

if5 c3 c4 R5c3c4 R¡ R2 
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donde: 

Entonamiento: 

Si en la práctica R 1~ R:> ~entonces 1{, puede usarse para ajustar a 

Para ajustar la frecuencia central R2 y R5 se ajustan simultá­

neamente en el mismo porcentaje. 

Procedimiento de dise~o: 

Dado: 

Elegir: c3 = c4 = C (un valor conveniente) 

Calcular: Q = 1 
ct 

R = _Q___ 
1 HoWoC 

- ... . -~ ........... ~· 

;.~ (. -

/ 

·1 



- S 7 -

3.4.6 FILTRO PASA-BANDA. (Realizado con dos amplificadores operaci.Q_ 
nales). 

·~ 

• 
[o 

-_i 
: ¡ . L-----------------_j -

Figura 3.4 .• 6 Filtro pasa -banda. 

La función de transferencia del circuito de la figura 3.4.6· es 

h ( S ) = __L.,_í_U = 
E;(s) 

donde: Ho 
1 1 = R, _1 -( l+c4) 

kR -5 c3 
[ 1 (-1 + Wo = 

R5c3c 4 Rl 

li = 

1 
- R6 

l._+ 
R2 

/Rs(~l + 
1 + _1 ) 

\ 

R2 R6 

Entonamiento: 
.; 

1~ 
l/2 

lf6 

c4 -
kR · 

g(l + _5) 
4 CJ R6 

Si R1 y R6 son mucho mayores que R2 , R2 se usa para compensar la frecuencia 

central; a puede ajustarse mediante K sin afectar Wo.· 

! 
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i 
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Procedimiento del diseño: 

Dado:. 1 Q =- w Ct • o 

Ho debe ser un parámetro libre. 

El egi h R = R ' 1 

K se elige de tal manera que las magnitudes de los valores de los elementlls 

sean comparables. Se recomienda 

l<k<lD 

Calcular: 

R = __Q_ 
WoC 

K = ___B!Q 
6 2Q-l 

_1 = l ( 1 2 1 G2= R Q - - k + kQ) Kz 
Para este procedimiento, Ho = k ~ 

3.4.7 FILTRO PASA-BANDA. Tipo "A" (Fuente de voltaje controlada por voltaje) 

Finura 3.4.7 Filtro pasa-banda. 



••.. _) 1' l' 
. -·59-. . [ ' . . . 

La función de transferencia del circu}to ._qe-la figura ).4. 7 es: 

'"'' ·,· . 

......k.L l 

h(sJ _hH+ Rlc2 
= = 

52+ _1_ + 1 _l_ + -k _1 (....l+-1 ) 1 E i (S S -- + --+ 
R2c2 

+ 
clc2 R 3 e 2. Rl c2 . Rl e 1 R2cl R3 Rl R2 . 

donde: 
k Ho = R . R Rl c2 

1 + _1 + -. (1 +· _1) :1- (1 -'k) C¡cl R3 el R2 2 
l/2 

w. = [ _1 (-1 + _1) '-'1~21 . .. R3 Rl R2 
. . -

'!Fif {.P.' (~1 r 1-kl #, (L + _1 ~ 2 . 
Cl = 1 l + -+- + -

1{3 R2 el Rl R2 
ifl ~ R2 

Procedim;ento del diseño. 

Dado: O • Wo 

Ho será unparámetro libre; 

Elegir: e 
1 

- c 2 = e (un valor conveniente) 

Calcular: 
.R k = 5 - -Q-

R 12' 
:= --·-·· 

WoC 

. r .. ~. . . ,' 

" ·-·· .. --· l:· 

entonces Hu = -
5- Q - l 

.[2' 
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e e. 

. i 

v,-___¡ ,· ., 
2ei 

T 

figura 3.4.9 Filtro iupresor de banda, 

Si Wo = 1 rad/seg, Wo(l =~rad/seg y e .. 1, la func'jón de tra~~ 
· ferencia del circuito mostrado en la figura 3.4.9 es: 

hlsl=Hffi 

..... 
donde: 

Ho = 1 Y 1 R; 
= _1 + 1 

R¡ R; 

. . . 

Se recomienda Q < io par~ que las magnitudes de los valores de 
los elementos séan comparables. De las ecuaciones anteri.ores 'q 
puede ajustarse mediante. R2 y la frecuenc.ia central ruediéinte R1. 
Uia desve~taja de este circuito es que ¡~:ganancia es· u~itaria. 

( 

., . , __ _ 

' ._, 

) 1 

'1 

1 
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3.4.10 FILTRO SUPRESOR DE BANDA ( Realimentación múltipl~) 

Otro circuito supresor de banda que no presenta la desventaja 
anterior (ganancia un1taria y Q<lO) es el que se muestra a con 
tinuación: 

•• •• 
__ e 

··3.4.10 Filt~o.supresor de banda. 

La función de transferencia del circuito de la figura 3.4.10 es: 
•• :_ • j -: -~ i . ' . 

h(s) =*H+ 
_, &R. [s 2 + 1 ( 1 + 1 \l 

: L Tfi;CT 1fj" . R;J1 
2 1 (1 + 1) 

S2+R"C S + ~ir;" R; 

donde: R,R .. = 2R 1 Rs 

w 
Para el caso normalizado Wo= 1 rad/seg, cx'w

0 
= ~ _rad/seg Y C=lfd 

R 1 = ~ 

R2= 1 
2 ( Q-t) 

R,= 1 

R,= 2Q ' . ·., 
,.,. 

Rs= 2 

RG= Ho 
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1 
!. 
1 
1 
1 

i 
1 
' 
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3.4.11 FILTRO PASA-TODO 

e 

.1 e 
E¡ 

E • 
•• 

• • 

. Figura 3.4.11 Filtro pasa-todo 

La función de transferencia del circuito de la figura a~terior 
es : 

h (S ) =*f# 
donde 

' 

. 2 
a=cR-; 

- 1 
b-R R CZ 

H = o 

1 2 . 

Se recomienda 

R¡= a R2= 2-bC ; 

R,= ?J.~~.!U_ 
a e y 

1 

2 
iiC 

G= 

S2 - as + b 
= Ho S2 + as + b 

R3= 2¡a 2 +b) 
; abe 

b < 1 \a 2 +b J 
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3.4.12 FILTROS CON CEROS DE TRANSMISION 

3.4.12.1 Realimentación. Múltiple .. 

R 

.'!.e 
< c;r. C,f 

1 ¡u¡ 
. je~ Re> 

~1A e.j • 

Figura 3.4.12.1 Filtro de segundo orden que 
. '.. presenta un cero de transm1 sión. 

La función de transferencia del circuito de la figura 3.4.12.1 

es: 

3.4.12.2 

h (S) =·~·= m 

1 
RC.fél 

CIRCUITO CONVERTIDOR DE IMPEDANCIA NEGATIVA CON 
INVERSION DE CO~RIENTE (I.N.I.C.) 

Este tipo de circuitos tienen la propiedaq de presentar una 
impedancia de entrada de signo contrario al de la impedancia 

1 

1 

1 

1 

1 

! 

! 

1 

1 ., 
1 

i 

i 
1 
1 

' 
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de salida, es decir: 

.Dichos circuitos son útiles en la implementación de filtros y 

su realización práctica se pr~senta a continuación: 

Figura. 3. 4.12. 2 Convertidor de impedancia 
negativa. 
a) S1mbolo, 
b) Realización práctica. 

·La relaci6n ~ntre 11 e Iz es: 

!2 = Kl¡ 

donde 
K = !h 

R2, 

Es necesario para garantizar que el circuito anterior sea estable 
(hay una realimentación positiva y otra negativa) que 

3.4.12.3 FILTRO CON ~N CERO DE TRANSMISlON. (INIC} 

' 
._.·.-:· .· .. ,·. 

.. ;a., 
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IJU.C 
IKI ~-i 

figura 3.4~12.3 Filtro pasa-bajas de se9u~do orden· 
con un cero. de transmisión que uti 
liza un I.N.l.e. · · 

La función de transfe~encia del ·circuito anterior si: 

h (S) = H#t = R1R2e!e2S 2+ (R¡ei~ R~e2- R¡e2)S+1 
R1R2e2(t1+e,¡ S2+lR1¿ 1+ R2e2- R1e2~ 

. e R e ... R ·'e h ( . 1 . . R 1 R, e 1 e~ s 2 + 1 
s 1 R1 1 + Z Z -· 1· ~ : s = R R C (e e ) z: R (e . e ) S 1 1 2 i 1+ 3 ~ 1 3~ ~ + 

donde ·· 

1 

•... _ 

1 

1 

1. 
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1 

< (¡)2 

P~ra el ci.rcuito ariterior.no es posible w1> w2 . Pero si en el. 
circuito anterior (Fig. 3.4.12.3) se cambia c3 por una resis-­
tencia R3 . Ver figura 3.4 .. 1~.4 

R> e, 

R, 

.~· I.N.I.C ~ 4 . (K) e 
' o-

Figura 3.4.12.4 Filtrri pasa-altas de segundo 
orden con un cero de transmi 
sión. 

' La función de transf~rencia de la figur¡ 3.4.12.4 (si R2C2= 
R

4 
c

4
)es, 

donde 

1 
Wz = 

!lf, R2 C¡ C2 

W¡ = 
r-----R1+R¡ 

t/R, R2R1C1C2 
:• b)2, 



- ti9 -. 

Es de notar ya que se requiere R2c2 = R4c4 y R1c
2 

= R1c1 + R2c2 . 
q~e estos dos últimos circuitos son de una realización difícil. 

3.4.13 FILTRO CON UN CERO DE TRANSMISION . 
. (Fuente de voltaje controlada por voltaje) 

.. e .. e ··0 

A~:J K . 
: <>--------'----o 

Figura 3.4.13.1 Filtro·pasa.,-bajas de segundo orden con 
un cero de transmisión. 

La función de transferencia de la figura 3.4.13.1 es: 

h ( S) . ' . ( 3 . 4 . 1 3 • 1 ) . 

donde 

1 
W2 = qRC 

= 1 < W¡ 
Rc/q 7 +2mq 

W2 

Q = / Q2 +2mg 
2 (lñ+2q(l-kJ) 

el circuito de la figura 3.4.13.1, es un filtro pasa-bajas. 

Si hacemos 1 
S= 'sen 3:4.13.1 

•.. ·( 3. 4. 13. 2) 
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donde 

w1 = RC ,/q 2 +2mq > w2 

Q = 

El circuito correspondiente a la ecuación 3.4.13.2 es el de la figura 
3.4.13.2 

_!_R 
M 

Figura 3.4.13.2 Filtro pasa-altas de segundo 
orden con un cero de trans-­
misión. 

3.4.14 FILTROS DE AMPLIFICADORES MULTIPLES. 

El propósito de esta sección es introducir a dos realizaciones de amplifi- · 
cadores múltiples, que son llamadas: variables de estado y·resonador. 

3.4.14.1 FILTRO DE VARIARLES DE ESTADO. 

Este filtro también es llamado filtro KHN; tiene gran flexibilidad y fun-­
cionamiento además de bajas sensitividades. El nombre de variab.les de: estado 
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.se deriva del hecho de que el método de variables de estado es 
usado para el desarrollo de la realización. 

Considérese la f~nción de transferencia. 

Eo( sJ 
ET\sT 

= -IHIS 
S2 +a¡S+a 0 

. .. (3.4.14.1) 

si se introduce la variable X(s) en la ecuilc:.iÓn anterior 

.. :(3.4.14.2) 

•.. (3.4.14.3a) 

... (3.4.14.3b) 

La ecuación 3.4.14.4 puede resolverse mediante el diagrama de 
computadora analógica mostrado en la figura 3.4.14.1 

.<>----!~ 
_f¡lt) >---------, 

-!-
-·-··B--

Figura 3.4.14.1 Configuración general del 
f i 1 t ro d e1 va r i a b 1 es de e~ 

tado. \ 

. 1 

l 
. 1 

1 
i 

1 

1 

1 

1 
1 
i 
' 
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Mediante el empleo de amplificadores operacionales, la confi- · 
g~raci6n de la figura 3.4.14.1 es mostrada en la figura 3.4.14.2. 

R¡ 

• 
E¡ l'v ..... 

figura 3,4.14.2 Filtro de variables de estado 

... (3.4.14.4) 

Donde VLP (s) , VBP (s) 
pasa-banda y pasa-altas 

y VHP (s) son las 

respectivamente. 
salidas pasa-baja~. 

VHP(s} = R. VLPts) + R~ R~+R 2 E i ( S} + R¡ R0 +R§. v8p(s) .3.4.14.5 -~ R 3 +R~ Rs R3+R~ Rs 

VBP(s)= -1 [~ Vs~(s¡ + l+Rs/R~ E.(s).+ 
l+Rs/R~ 

V BP( s )] ... 3.4.14.6 SR 1 C 1 Rs SRzCz 1+R 3 /R~ 1 . 1+R~/R 3 

Finalmente: 

... (3.4.14.7a) 
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1+ & 
R~ 1 0 .. (3o4o14o7b) 

i-:lli 1+ !h R¡R2C1C2 

= R4 
Dls} 

1 

Jrw= ·ooo(3o4o14o7c) 

R & 
S 1+ ~+ o o o(3o4ol4o7d) donde D(s) = 52+ R 

R1e 1 1+ !h. K¡R2e1e2 
R, 

Las expresiones para W0 y Q son: 

o o o (3o4o14o8a) 

ooo(3o4o14o8b) 

Ho es diferente para cada una de las realizaciones que a conti­

nuación se muestran: 

.· 

·Pasa-bajas 
1+ h 

H = R¡¡ 
o 1+ !h 

R4 

oo,(3.4.14.9a) 

Pasa- b.an da H=-_lh_ 
o R s 

••• (3.4.14.9b) 

Pasa-altas 
1 + & . R 

Ho = + !h 
1 R4 

.•• (3.4.14o9c) 

Si se elige Rs = R6 ' Rl = R2 = R y el = c2 = e 

w = 1 
o Re 

1 2" 
U' = 

1 + !h. 
R.s . 

Procedimiento del diseño: \ 

' ' i 

1 
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Da do: wo y Q 
Elegir: Valores convenientes de C1 = C2 = C 

·ca 1 cul ar.: R
1 

=R 2 = 1 
wc o 
(2Q-1JR 3 

Y Ho para las configuraciones es: 
Pasa-bajas y pasa-altas: H = f.Q..:1. 

o Q 

Pasa-banda: H = 1-2Q 
o 

3.4.14.2 FILTRO RESONADOR. 

La figura 3.4.1.4.3 muestra el filtro resonador . 

R¡ 

e, 

y 

• 

Figura 3.4.14.3 Filtro resonador. 

-1 
R-;;Ti 

1 
S+ -R, 

l 1., 1 

E . ( S ) 
1 -

1 
Rae; V() 1 X S 

S+--
R 1 e 1 

_ VBP(s) 
pero Vx(s) = - VLP(s) - SR2C2 

~= 
S 

R. el 
_1_ S+ 
R 1 e r 

1 
,. 

' . 

... (3.4·.14.10) 

... (3.4.14.11) 

... (3.4.14.12) 

. ~ . . ' .. ' 



VLP( s) 
E i (s) 

1 

1 
d 0 n d e : . . w o = ~I;::R;2~R~3::;;C;::1 ::;;:C=2 

~ = i
1 
jR2~~c2 

Las expresiones para Ho son: 

Pasa-bajas: ''Ho= &R 
. ~ 

Pasa-ban~a: · 1 Ho ¡· = ~-· 

- 7 s· -

... (3.4.14.13) 

·.·. 

·. ·.· 

u~ procedimiento de dise~o puede ser asumierido R 2 =R 3 ~R y 
C =C =C Entonces: 1 2 

Dado: wo • Q y Ho 

Entonces:· wo = 1 
Re 

Calcular: R1 = QR 

Pasa-bajas: R 4 = R 
Ho 

R . . 
Pasa-banda: R = 1-H*"r 4 
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3.5 EJEMPLO DE DISEÑO 

Al final de el capitulo 3.2 de estas notas se describió como 
obtener la función de transferencia de un filtro paso-banda. 

baj6 la a~~oximación de Butterworth (ejemplo 3.2.2}. A conti 
nuaci6n se describe una manera de realizar el filtro emple6~ 
do filtros resonadores como ~1 mostrado en la figura 3.5.1 

R 

Fig. 3.5.1 Filtro resonador. 

Empleando las ecuaciones de dise~o que. aparecen al final de 
la sección 3.4.14.2, (considerando que R2 y R4 en la figura 
3.4.14.3 son R3 y Rz en la figura 3.5.1) y asignando 0.22_,A.f 
a los capacitares de las primeras tres etapas, y 0.33)'f al 
capacitar de la cuarta etapa, se obtienen los siguientes v~lo­

res para las resistencias y capacitares de cada etapa. 

1 

1 
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ETAPA 1 

c2 = o. 22}'f 
R¡ = 361380 .\ 

R2 = 180690 

R3 = 13830 
fr = 523Hz 

Q = 26.1264 
Ho = 2 

. . 
ETAPA 2 

c2 = o. 22p 
R¡ = 153660 

R2 = 76830 

R3 = 14210 
Ho = 2 
fr = 509Hz 
Q = 10.81 

ETAPA ·3 

c2 = o. 22)lf 
R¡ = 159660 
R2 = 79830 

R3 = 14760 
Ho = 2 
fr = 490 Hz 

Q = 10.81 
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ETAPA 4 

Cz = 0.3:ytr 

Rl = 2642711 

Rz = 1321311 

R3 = 101111 
Q = 26.126 

fr = 477 Hz 
Ho = 2 

En el capitulo 6.2 de estas notas, corres~ondiente al labora­
torio aparecen otros cinco ejemplos de dise~o completos. 
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3.6 SENSITIVIDAD Y SINTONIZACION 

3.6.1 SENSITIVIDAD. 
' ' 

Al .realizar un filtro analógico ya sea en forma. pasiva ó -
activa, los elementos empleados en su construcción tendrán 
siempre una cierta tolerancia hacia arriba ó hacia. abajo ~ 

de su valor nominal, dicha tolerancia se expresa frecuente . ' ·-
mente en forma de porcentaje. En la práctica las variacio-
ne.s mencionadas originan desviaciones en los parámetro.s C! 
racteristicos y curvas de respuesta en frecuencia de un 
cierto filtro dise~ado teóricamente, por lo tanto es impor 
tante conocer, en qué porcentaje cambiará un cierto pa~ám~ 
tro caracterfstico "y" al ca~biar el valor de un elemento­
"x." en un porcentaje conocido, definiéndose la sensitivi-

1 
dad de "y" con respecto a xi mediante la siguiente ecuación 

sY 
X • 
. 1 

= . .. ' (3.6.1) 

siendo ''y'' un parámetro caracterfstico, (v.g. frecuencia­
de corte, frecuencia central; factor de calidad, etc.) 
que en general dependerá de todos los elementos "xi'' em-­
pleados en la. construcción del filtro (v.g. resistencia, ,. 
inductancia, capicitancfa, g~nancia de amplificadóres, 

etc.). 



Ejemplo 3.6. l. 

Sabiendo que s!. = 
rá "y" a 1 cambi\ir 

Solución: 
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-2. determinar en 
x. en ~n diez por 

1 . 

qué porcentaje cambia­
ciento haci~ arriba. 

De la ecuación {3.6.1) 

O sea: 

M= 
y 

= -.2(Q.l) =- 0.2 

por lo tanto el parámetro "y" cambiará en un 20% hach 
abajo. 

En la práctiva si lo.s cambios porcentuales en los .elementos 
son pequeños, (no mayores del lO%), 1 a sen si ti vi dad puede.·­
expresarse con una buena aproximación mediante la ecuación: 

sY 
X· 

1 

= ... {3.6.2) 

que será la definición a emplearse de aquf en adelante. 

Sabiendo q.ue .si los cambios en los elementos son pequeños 
t. y puede expresarse mediante la ecuación: 

.(3.6.3) 
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o bién 

n X. t\Xi ~ L: 2L = _J.. 
y 

i = 1 y ax. Xi (3.6.4) 1 

t:.x. 
_6:t. ±: - . sY 1 

y x. X i i = 1 1 

ecuación que expresará el camb·i o porcentual en el valor de 
un cierto .parámetro "y" en función de las sensitividades,­
sY y los cambios por~entuales de los·elementos "x.". 

X i · · 1 

Ejemplo 3.6.2 
' . ' . 

La frecuencia de corte de un filtro paso bajas de pr~mer -
orden, se expresa mediante la ecuación. 

1 
R'C 

Determinar en qué porcentaje cambiará la 
la resistencia es en un momento dado un 
el capacitar es un 5% más chico. 

Solución, 

Análogamente: 
w 

aw e 
aR 

S e = - 1 e 

= ,_-_1 ) = -1 
¡fe 

frecuencia wc si 
100% más grande, y 

p'o r 1 o t a n t o .de a e ú e r do e o n 1 a e e u ¡1 e i ó n ( 3 . 6 . 4 ) e 1 e a m b i o 
porcentual en el valor de wc será aproximadamente dado por 

. la exoresi6n: 

1 

• 1 

! 
1 
1 

1 
1 

. 1 
1 
1 

\ 
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= (-1) (0.10) + (-1) (-0.05) = -0.05 

o sea que la frecuencia de corte.será aproximadamente un 
51 más chiia que su valor nomi.nal. 

Efectuando el cálculo en forma exacta (lo cual es senci­
llo en este caso), se puede ver que el cambio real en el 
valor de wc será de 4.31 hacia abajo. 

En varias de las referencias 5 , 2 y 1 se 
tienen expresiones para las sensitividades de los princl. 
pales parámetros de las realizaciones básicas de segundo 
orden tratada$ en este curso. 

En la práctica para una realización activa, cada paráme­
tro ''yi'' de interés será una función de la forma: 

donde: 

''n" representa el nGmero total de resitencia 
''m" representa el nGmero tata~ de capacitares 
"l" representa el nGmero total de parámetros 

relacionados con elementos activos (v.g. 
ganancias de fuentes controladas por 
ejemplo). 

por lo tanto, de acuerdo con la ecuación (3.6.4) el cam­
bio porcentual en el parámetro Y¡ estará d'do aproximad~ 
men.te por: 

Ay i Ln Y; óRJ.· 
-= S -

Y1· j RJ. 
j = 1 . 

m y 
+'\'si 

f_. c. 
j = 1 J 

1 
~y. 

+ L S~ 
j=l .~ . .. (3.6.6.) 
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Si se verifican las siguientes ecuaciones: 

siendo a y b dos nameros reales, puede probarse (referencia, 
1 ) lo siguiente: 

n 

L. 
j=l 

t: 
j = 1 

y. 
S 1 = a 

Rj 

y. 
S 1 = b c. 

J 

• • • ( .3 • 6 • 7 ) 

(3.6.8) 

Al construir un filtr6, es aconsejable que todas las resis 
tencias tengan una misma tolerancia y que los capacitares­
tengan también una tolerancia uniforme, esto es: 

~ R. ~ 
J 

j = 1 , 2 , ....• n 

·t>c. 
1 . K· 

C. ~ e 
J ~,.,' ' .-

j ~- .1 , 2 •••• , m 

(3.6.9) 

••. (3.6.10) 
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siendo KR y Kc dos números positivos por ejemplo, si un -
+ filtro se construye con resistencias de - 10% de toleran-

cia y capacitares de! 5% de tolerancia KR y Kc seriD 0.1 
y 0.05 respectivamente. 

Considerando la.ecuaci6n (3.6.6) y las desigualdades 
! 

(3.6.9} y (3.6.iO) así como t~mbién las ecuaciones (3,6.8) 
Y (3.6.7} y sabiendo que el peor caso se presentará cuando: 

!iR. _,¡_ = Kll ·~ R. ' 
J 

y 

IiC. 
=--.;1_ = K V.. c. e J J 

se puede concluir: 

liy. +É. y. llxi 1 = a . KR + .bK S 1 
yi ·1 e j=l xj xj (3.6.11) 

Ejemplo 3. 6. 3 

Para el filtro paso altas que se muestra en la figura: 

c. 
~o -----11 t-

deter~inar el cambio porcentual extremo en w
0 

y en Q, si -
los carbios porcentuales extremos ~" las resistencias y en 
los capacitares son KR y Kc respecti~~mente. 
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Solución. 

Para este filtro 

por lo tanto 
-1 

W0 (>.R 2 ,>.R 5 ,C 3 ,C 4C1) =). W0 

w o ( R 2 , R 5 , >. C 
3 

, AC 4 , H l ) _ = >.- l _w o 

o sea a = -1 , b = -1 

por lo tanto segDn la ecuación (3.6.ll) 

~---'-- = -KR· Kc 
wo 

En lo que toca a.Q 

Q "%[~:e, + + 

apreciándose -fácilmente en este caso que a = b::; o por 
lo tanto ~Q -~ O -

-Q 

1 

1 

1 
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3.6.2 S!NION!ZACION. 

Al realizar un filtro )nteresa tratar simultáneamente los 
cambios porcentuales efl varios parámetros de interés. wyi" 
(v.g. Q, Wo, Wc, H(jwi), 0 (wi), etc) debidos a cambios­

en los valores de los elementos "xj" con los que está 
construido el filtro. 

, 
El vector de cambios porcentuales puede expresarse median 
te la ecuación 

= 

Y. . 
S q .·· 
'í 

Y¡ 
S 

><p 

. . . (3,6.12) 

donde q es el namero total de parámetros de in~erés y p 
es el número total de elementos que intervienen en la -~. 

construcción del filtro, esto es: p = n+m+l. 

La ecuación (3.6.12) puede escribirse en forma concentra­
da de la forma: 

-:y - A X ... (3.6.13) 
_/ 



,, . 

donde 

y. 
= S 1 

xj 
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x. = x:* 
J J 

-X = 

. . 
AYg ~; 

Ya '\l 
(Xj* es el valor nominal para el parámetro Xj) 

En la práctica, existirán ~n cierto nG~ero de element~s 
que pueden ser ajustados, siendo los elementos restan~es­
no susceptibles·· de ser ajustados. Bajo esta consideración 
la ecuación (3.6.13) puede escribirse: 

donde: 

~- . 

-· 
- ) - -

. ·~· 

: ,. ~-
... (3.6.14) 

. . 
.. ··. .:. , 

. '• 
.. ,. 

~·.:. . 

As es una matriz de q~n5 , siendo n
5 

el nGmero .de 
elementos que pueden ser,, reajustados .. 

. Af es una.mat~iz de qxnf~ sie~do nf el nOme~o de 
elementos q~e no pueden se~ reajustados. 

. . . ' .,: '· ' 

·.· 
·,,' 

' ·l· 
•'. 

nf elementos 

.~) . . 
·'J.. 

".' '.'' ~ ... ··.:·. 

. : 
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. , ... , . ,. 
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.. -;· 

··: 
¡._· .•• 

L~ ecuación (3.6.14) puede 

.. -
~.~. · . 

.. '-"' 

o bi~n 

.! 

siendo .,. 

e = AfXf 
• o(~ 

' ... _,..~ /'-". ' 

!- ~ 
. ''.\ 

J"·. . .. ;· ... 

1 
. ..¡ 
: - .(. 

_ \ · .~Ht 
Nótese que e es .el vector de combios porcentuales en los· 

' . " ' 

parámetros cuando lls = O, esto~:~es_ cuando los eMmentos --
que pueden reajustarse tienen su~'valor nominal'i•'y.:.J~s ele 

. . ·-.J."~:;. >:r~ .:·.·· :· . -
_. mentos que no pueden reajustarse0tfenen un valoridentro-. 

. . . . . . . . .',>.. . -~·~.!'};-: .. --; ·: . .. 

.. -de su rango de'.',tol erancia. Es claro que el vector· e ·P.o- .. 
. .. . . . . . :;·,·:¡.-'("~· ' . . . . . :¡;;:: .. ':: :! : .. : 

drfa determinarse en: la práctfca;;'·::midiendo las''desviacio 
. . :· • ;. . • ' •• -· • n ,~·. • • . . ' """": 

\...,__..' 

... ' 

: .. 
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Caso 2. El nOmero de elementos que pueden ajustarse es me­
nor al n6mero de par~metros de interés. 

. . . . . ~- . 

A continuación se discuten c~da uno de estos dos casos. 

Estudio del Caso l. 

Para este caso la matriz As el cuadrada siendo el vector -
X

5 
que minimiza la norma de y dado por la ecuación 

(3.6.17) 

Siempre y cuando As sea una matriz no singular. Es fácil -
ver que el valor mínimo de la norma de ·y, para este caso -
es cero .. 

. ., 

Estudio del. ¿aso 2. 

En este caso puede probarse (9l que el vector Xs que mi-
-ni miza la· norma de y, está dado por: 

-e .. (3.6.18) 

donde A; es la matriz pseudoinversa de As dada por la ecua 
ción: 

= (3.6 .. 19) 

Siendo la n.orma mínima dada por la ecuación ... 

lJYijmiñ 1\(-As 
.¡: 

I ] e 11 = As + •• o 1'3. 6 o 20) 

' . 

1 

1 
' 

1 

i 
1 

1 
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1 

Ejemplo 3.6.4 Se reqúiere 
de s~gurido orden S11Jetn a 

construir un ftltro paso ban~a 

wo = 

Q = 

Ho = 

las' siguientes especificaciones. 
r 

103 ·rad/seg '' 

10 

1 

Siendo el circuito corre~pondiente el siguiente: 

~ . 
... ~·"""+~t--'--~ 
tt -_j_ .,. -. 

>"'-o~--..,.. • 
v. 

-::!; 
"1" 

t_l 

Un juego de val~re~ que satisfacen las condiciones de -
diseño seda: 

. R = lO 5 ¡¡ . 
. . 1 

. R2 = 502.51 ¡¡ 

R5 = .·2x10 5 f 

c3 = c4 = o. 1 .P' ,·,. 

Al tener R5 y R2 los valores nominales se observó que Q= 
9.5, Wo = 980 rad/s~g. (Estos cambios se~uramente se de­
ben a que los valores de c4 , c3 y R1 no: son los no11hales). 



' 
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Determinar en qué porcentajes se debe reajustar R5 y R2 
para que los parámetros Q y W

0 
sean los nomin~les. 

Solución: 

En es te caso las sensitividades de interés están dadas-
por 1 as expresiones: 

SWo = SWo = 5Wu = - l/2 
.lis c3 c4 

· 5wo = - l 
Rl 2 w~ Rl Rs c3 c4 

.. 
SWo = 1 

.· R - 2 2 2 Wo Rz Rs c3 c4 

SQ = 
Hl 

1/2 . Rl 2(R 1 + R2J 

SQ 
R 

= 2 - l/2 
R2 2 ( R l + R ) 2 

sO 
Rs 

= l/2 

sO =· º l/2 c3 Wo.R 5 c3 

sO = º l/.2 
Rs c4 -c4 Wo 

. : ,•.•' 

En este caso Onicamente .nos interesarán las sensitivida­
des relacionadas con los elementos ~ue se van a reajustar 
que son en este caso R5 y R2, sin embargo como ilustra- -
~ión .se escribirá la matriz A completa, considerando que 
el vector y es: 



1. 
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IIWo 

y = Wo 

QiL 
Q 

los vectores xs y xf podrían ser: 

siendo la matriz A 

A = 

Q 5c3 

Corisider~ndo las expresiones para la sensitivid~d y los 
valores nominales de los eleme~tos, A serfa: 

0.5 -0,4Y75 -2.5xl0 3 -0.5 -0.5 
A = 

0.5 -0.4975 -~.Sxl0- 3 o o 
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por lo tanto 

-0.5 - 0.4975 

0.5 - 0.4975 

-siendo 980-1000 e = -0.02 1000 

"' . 

9.5-10 -0.05 10 

Considerando la ecuación (3.6.17) 

1 

llR5 
1 
1 

1{5 
-.1 1 0.02 

xs ·= 

tlR~· 
-1.005 -1~005 0.05 

R2 

O sea: 

tlR . 
. 5 

~ 
= . 03. =-0.07035 

por lo tanto los valores que deberán ahora. tener R5 y R2 son: 
. 5 5 

R5 = 2xl.O (1+.03),= 2.06 x 10 n 



1 

- 94 -

R2 = 502.51 ll.07035) = 467.1584 o 

Ejemplo 3.6.5 

Para el ejemplo anterior suponer 
tencia que se puede reajustar es 
mismo, determinar el valor de R5 
res de Q y ~1 0 • 

Solución: 

Para este ejemplo: 

-0. 5 

= 

0.5 

ahora qu~ 

R5. Si el 
que mejor 

la única resis-
vector - el e es 
ajusta los val~ 

Por lo tanto, 
(3.6.19) 

de acuerdo con ]as ecuaciones (3;6.18) ~ 
,· 

tJ 
-1 t -o.o2J ARS 

xs = o.s) (-o. s o. s} Ir-
5 0.5 -0.05 

~0.02 

ARS 
2 (-o.s o.5J trS. - -

-0.05 

,¡:, 

·=~-,~,, ~3 
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O sea que el nuevo valor de R5 debe ser: 

R = 2110 5 (1+0.03) = 2.0! x 10
5 n 

5 . 

-El vector y correspondiente seria: 

- 0.5 o 
-
Y. = [1-1] t 

-e 

0.5 o 

o sea: r• 

- 0.5 + 0.5 - 0.02 
1 

- = • y 

0.5 - 0.5 - 0.05 

Lo cual quiere decir que después del ajuste,los cambios­
porcentuales en w

0 
y Q serfan 

=-0.015 

liQ = 0.015 Q. 

o sea: Q = (1.015) X 10 = 10.15 

Wo = 0.985 x 10 3= 985 rad/seg 



1 
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3,7 · FILTROS ACTIVOS ESPECIALES. 

Actualmente dentro del campo de los filtros activos, existen 
dos aspectos sobre los cuales se hace investigación y desarrollo, 
dichos aspectos son: 

1.- Filtros Activos de alta frecuencia (Filtros R) 
2.~ Filtros Activos de Capacitancia Conmutada 

3.7.1 . FILTROS ACTIVOS DE ALTA FRECUENCIA (Filtros R} 

Como se ha mencionado anteriormente en estas notas,el extremo 
superior de frecuencia en la que pueden operar los filtros acti­
vos tradicionales1 tipicamente e~ algGn valor entre 10 y 20 KHz, 
esto se debe principalmente a que para un amplificado~ operacio­
nal tfpico, el producto Ganancia X ancho de bandaCGBJes finito, 
esto hace que 16s polos del filtro se m~~van respecto de su loe~. 

lización teórica; para algunas realizaciones este movimiento· de 
polos puede eventualmente conducir a li inestabilidad. A ~edida 
que el factor de Calidad Q aumenta par~ una realizaci6n dada, el 
tope de frec~encia originado (debido ~ que el produ¿to GB del 
amplificador operacional empleado es ii·nito), se forma m~s crfti . : . 

co. Una ticnica para lograr filtros activos con rangos de fre---
. . 1 

cuencia que tengan topes superiores mayores de 20 KHz, consiste 
en aprovechar el hecho de que el com~ortamiento en alta .frecuen­
cia de un amplificador operacional ~ompensado puede modelarse me 
diante la función de transferencia 

V7 (s) "K GB 
. Vds) S 

• • • ( 3 . 7 . 1 ) 

(K=1 6 -1 dependiendo del signo del voltaje diferenci.al de entra 
da al amplificador). 

.. ; 
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En tirminos de el modelo para el comportamiento del amplificador 
operacional descrito por la ecuación (3.7.1.), ·es posible para 
llevar a cabo una realización utili.zar u~a configuración de va-­
riables de estado, colocando para cada integrador un amplifica-­
dor operacional compensado. Una configuración de segundo orden a 
la que se puede llegar es la que se muestrá en la figura 3.7.1. 

R, 

• . .. ~ ..,,. 

Figura 3.7.1. Filtro R de variables 
de estado. 

Considera.ndo el modelo para. los amplificadores operacionales 
descrito por la ecuación 3.7.1., la función de transferencia 

i:fH • es 
e 

·Wsf 
§h S 

. . . ( 3 . 7 . 2 ) = R3 
Ve S ( 1 + 1 + 1 ) sz+ Gl2¡ S + GB 1 GB z 

R¡ R7 lf3 R¡ 

realizándose un filtro paso banda de segundo orden, las ecua-­
ciones de diseño serian: 
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... (3.7.3~) 

... (3.7.3b) 

... (3. 7. 3c) 

resol viendo para R1 , R2 y R3 resulta: 

R¡= ... (3.7.4a) 

••• (3 • 7 • 4 b) 

•.. (3 . 7. 4 e) 

para tener valores positivos de -3 se requiere satis 
facer la siguiente desigualdad. 

Wo 2+ Wn. GB GB GB .;o.w. . 2 < 1 2 
Q 

. .. (3.7.5.) 

Para valores mod~rados d• Q se tiene la restricci6n: 

. i 
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·En este caso, si W
0 

es pequeña, los valores de las resisten­
cias se hacen muy grandes, de modo que, para tener valores 
razonables en las resistencias, el. rango típico para W0 es: 

GB GB 
TODO < Wo < I0 

de la ecuación 3.7.2 se ve que Ho = R2 /R 3 , el cuaL bajo la 
rrestricción de la desigualdad 3. 7.5 es aproximadamente G~~Q 
Por lo tanto Ho no es un parámetro que pueda ser ajustado Ji· 
bremente. 
Si se desea ajustar Ho a un valor diferente al que se tendría 
debido a las restricciones mencionadas, se debe colocar otra 
etapa,que regule el valor de Ho. 
De la figura 3.7.1., tomando 
pueden obtener las funcion~s 

a saber: 

~=-

en cuenta l.a ecuación 3.7.2. se 
de transferencia V3.(s) y '&__ls_l_ · vem versr 

. ' 

... {3.7.6.) 

que es la real.ización de un filtro paso bajas de segundo orden 

~= 
( 

1 ' 1 
- + R¡ R2 

... (3.7.7.) 

que es la realización de un filtro paso altas de segundo orden. 

Sumando las salidas v2 y v3 pueden lograrse ~unciones de trans­
ferencia de segundo orden con ceros de transmisión~ que como s~ 

sabe son los bloques básico~· para realizar filtros. elipticos. 
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Es importante hacer notar que los parimetros Q y Wo de un 
determinado filtro, construido mediante las técnicas descri­
tas e~ esta sección, cambian al ~ariar las constantes GB de 
los amplificadores operacionales que intervengan en su cons-

. . 
tru¿ción, de modo que cualquier situación que modifica l•s 
constantes GB, (v.g., cambios en el voltaje de polarización, 
variaciones de temperatura), hari que los parimetros Wo y Q 
sufran variaciones. Las sensitividades de Q y Wo respecto de· 
GB 1 y GB 2 de la configuración mostrada en la figura 3.7.1. 
son: 

Q 
S 

GB1 

Q 
S 

GB 2 

Wn 
S 

GB 1 

= 

= 

1 
- 2 

~ 

Wn 
= S 

GB 2 

3.7.8.a 

. 
3.7.8.b 

= 1 
2 - 3.7.8.c 

Ejemplo 3.7.1. Se desea construir un filtro paso bajas de 
segundo orden, empleando la configuración mostrada en la fi­

.gura 3.7.1; los amplificadores operacionales empleados tienen 
una característica de ganancia compensada con una pendiente 
de -6dB/oct y sus constantes GB valen lMHz. De las ecuaciones 
de diseño se obtienen después de escalar la impedancia los v~ · 
lores de las tres resistencias requeridas siendo sus valores 
los siguientes: 

Rl = 100 K o 

R2 = 13.33 K o 

R, = 1.0929 K o 
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Para detalles .sobre escalamiento de impedancia vease el apfi~ 

dice A.4 de estas notas.· 

En la figura 3.7.2 se muestra la respuesta en frecu~ncia del 
filtro calculado 

'b.. db 
Ve 40 

30 

20 

10 

10 2 

- -~- ---- -- -
• 1 

• l ' 

• 1 

l 

• 1 
• 1 
• 1 
• 
• 1 
• 1 
• l 

10 3 10 4 10 5 106 10 7 

Fig. 3.7.2 Respuesta en frecuencia del 
filtro de el ejemplo 3.7.1 

f(Hz) 

Una segunda forma de lograr filtros activos de alta frecuencia, 

es utilizar amplificadores operacionales controlados por corrie~ 

tes (AOCC). 

Mediante esta tficnica se logran obtener frecuencias de hasta 
500 KHz. 

Este método queda fuera del objetivo de estas notas. Sin embargo 
puede consultarse 1 a referencia [. 2] dadas a 1 fina 1 de este tema. 
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3;7.2. FILTROS ACTIVOS DE CAPACITANCIA CONMUTADA. 

Una de las ventajas de los filtros RC activos con respecto a 
los filtros RLC pasivos, consiste en la facilidad que existe 
por parte de los primeros para ser construidos en forma de 
circuitos integrados, desgraciadamente esta ventaja no ha p~ 

dido ser explotada en forma comercial debido principalmente 
a que en los filtros activos los productos RC deben ser pre­
cisados de una manera muy exacta. Esto implica que los valo­
res .de las resistencias y capacitares sean estrechamente CO! 

trolados, una situación no existente en la tecnologia de fa­
bricación de circ~itos integrados comunes. Adem~s las resis­
tencias y capacitares integrados presentan caract•risticas 
de temperatura y linealidad no muy buenas. 

Una alternativa q~e hace a los filtros activos adec~ados P! 
ra su fabricación en forma de circuito integrado ~s el 
empleo de la t~cnica descrita en la sección anterior (Fil-~ 
tras R), cabe señalar sin embargo, respecto de dichos m~to­
dos, presenta entre otras las desventajas siguientes: 

Existe dependencia entre los par~metros del filtro y las. 
constantes GB de los amplificadores empleados. 

Las resistencias dentro de un circuito integrado ocupan 
por lo regular mayor área que los capacitares; 

Por lo tanto la ticnt~a de filtros activos constru{dos sólo 
a base de resistencias y amplificadores operacionales no se . . 
presta fácilmente para fabricar filtros activos completamen-

. . ' . 

te integrados dentro de un "chip". 

Una t~cnica de construcción de filtros activos que se presta 
.a la fabricación de los mismos en forma de circuito. integra­
do, es el empleo, (dentro del circuito que realiza a el fll-
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tro), de capacitares .conmutados mediante conmutadores analó­
gicos de tipo MOS, a estos filtros se les denomina filtros 
analógicos de capacitancia conmutada (FACC) 

En la figura 3.7.3 se describe la idea fundamental ~ue inter 
viene en la construcción de un filtro FACC 

Fig. 3.7.3 Modo de conmutar una capacitancia (a) 
para obtener un. resistor equivalente {b1 
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Puede verse de la figura 3.7.3 que el conmutador analógico 
que aparece, hace l~s veces de un resistor. Para ent~nder 
esto supóngase que inicialmente el conmutador se encuentra 
en la posición 1 de modo que el capacitar se carga con V1 

volts. Asamase ahora que el conmutador pasa a la posición 
2, de modo que el capacitar se .carga (ó descarga) al volt~ 

je Vz . La cantidad de carga que fluye hacia (o de} la fuen 
te de voltaje Vz es e(V 2 - V1 ) , si el periodo de con­
mutación es T2 segundos, el. flujo de corriente a la fuente 
V

2 
·es: 

i =e AV = e (V , -v, l 
t.t T 2 

Por lo tanto el circuito de la figura 3.7.3, desempe~aria la 
misma función que una resistencia de I. ohms. Si el régimen 

e 
de conmutación f=l/T es mucho mayor que las frecuencias de 
interés que se estén manejando, la capacitancia conmutada, 
puede verse como una resistencia. Por otro lado, si el régi­
men de conmutación y las frecuencias de interés son compara­
bles se requerirá el empleo de técnicas de análish empleadas· 
para estudiar sistemas que manejan seftales muestreJdas [7] ·. 

Una gran ventaj-a de 1 os filtros FACC es que las constantes 
RC que aparecerian presentartan la forma: 

R¡C2 = ¿1 e2 

(esto es suponiendo una resistencia R1 y un capacitar C2 ) 

siendo por lo tanto dichas constantes ajustadas mediante la 
razón de los valores de-dos capaci.tores. 

¡ 
1, 
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En la figura 3.7.4 se muestra, como se construirla un inte­
grador.inversor, empleando un capacitor conmutado. 

Fig. 3.7.4 Integrador inversor, construido 
en base a un capacitor conmutado. 

La función de transferencia ~!¡~J del circuito de la figura 
3.7.4 sería; (si las frecuenc1as a la que opera son mucho me­
nores que la frecuencia de conmutación f=l/T) la siguiente: 

Vs(s) = _ 
versT 

1 

En la figura 3.7.5 se muestra un filtro resonador construido 
en base a capacitancias conmutadas. 
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~e; 
V e 

.Figura 3.7.5 

Las funciones de transferencia 

de la figura 3.7.5 son: 

+ 

e; 

Filtro activo resonador, 
construido en base a ca­
paci~ancias conmutadas. 

v,(s) y 
versr V1 ( sl 

Ve(ST 
del circuito 

e~ 1 - s T:c . • . ( 3 • 7 . 8 ) 

S~ + 1 
CjC2 

~ •• (.3 . 7 • 9 ) 
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Para detalles sobre la obtención de las funciones de transfe-. 
rencia anteriores puede consultarse la referencia [2) . 

1 

Al final de esta sección se anexan las hojas de datos de un 
circuito integrado comercial que realiza filtros activos emple 
ando capacitancias conmutadas. 

( 
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3.7.3 Hojas de datos técnicqs del "MFlO" Filtro Dual 
de Capacitancia Conmutada. 

1 
1 

/ 
:¡ 
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l~National 
:~Semiconductor 

·' • • 

Industrial Blocks 

¡ MF10 Universal Monolithic Dual Switched Capacitar Filler 
! 
1 General Descri¡¡tlon 

Tltfl M~ 10 caniiiiiR ol ~ l•ull'l¡wndrontanr1 IIICirnnH•ty ea9v to 
U'ln. u•m•,ral CtUt(KlftU CMt)~. nr.uvn lllltH bulldinu blnt:ka. 
[,., h hluck, touethnr wilh 1111 mdtttflOI ctocil .mtl 3 lo • 

i lfl<;h,HJrl, r.an {1tnr.lun• ., • .,u•wt .,ntJ Olt.lrH lum:tu •na, Each 
! ho.~llltlnu ntuck hA~~ nut¡rut ¡otnlli. 01tool thu o•tll•t:IR cal\ bft 
1 r.r,.,fluurf"4'1 ·h, fJfltlnn" r•llh~>• un oll¡)a~a. htuh¡uiRfJ m a 
¡ n,nlrh hUIC1Jnu: l~l'f ruu,u~lniltU '} '•llljll+i ¡.JinR jlt'ri0/111\fiW· 

j '''*"' amt bAnrll)n"'n lurtrlt••••" 1_ hn coniHr f•UilU•IIU:Y o' lhe 
: lowp .. "" arod baml¡t .. a~ :•t•d llnlm lunclloua r.A·rlm uilhot 
' Olu~r:\ly tJependanl •u' '"''l'lnck IHM¡u~tnr.:v. tlf lltt•V can de· 

pgntl on IIOih cloc., r,,. ''"'•r:y and eaternal rv~r~lf•f retina. 
Ttut cantar fiequen•.) ._,. lhf' notc.h 11nd allpfl~" fiiPc.;liona la 
drr~tctty deP.end8nt ')11 ltlH 1.:1uc~ trequoncv. whlltt the 
hlghDIIU c•ntfu lrPQul'll•') ctArumds on both ro'•~tot ratio 
arui ct~k: Up tn 41tl no•hu hr11cUons can bo J'flflmmRd by 

'¡ C:B~t.:edtÓQ t.he twn /!'11 •.lrdorr f\ulll!lno block!' of !he MFlO; 
tuut,or ttu~n .Cih or!tur 1\rlll:\lona c:an M ol;ltnlnert by C:AS· 

/ h·llno MFIO peckr•qw Anv ollhe ctasslcallllter confiQ. 
, ur01.liOna (auch al! Putlmwof\h, Besael, CRuer and 

Ch•byshtv) can be !""'"'d 

Fea tu res 
a Low cofl.l 
a O'O·pln O 3" wlde pacll.nun 

e fn>ty lo UltQ 
11 Ctoc., to oonter trequency '"''o acourpcy • 0.6~~ 
a Filio• cul•)ll tutquency stahlllly tUreclly dopendont on 

tuleuurl ctor.k qwalllt¡t 

a Low "',.'allhrtl'y to nxturnal compo1'ienl vart"Hon 
11 Sunmat• htgllpBBI tnr nolch or allpasa), bandpaas, 

IOW¡'IA"t' OUfpul& 

11 1,. ¡(U lll'ICin ••P lo 200 kH1 

• Oporflllion up In 30 kH1 

·------· ---------------
System Block Diagram . 

... , 
·· .. "" ,, 1 

IIQ/11111/tl COHTIWL +-0• .. ., 
'" 
ttl. 

MO. OVliL 
ClllCJ 

IOALIHD 
,. 

,:.: 

" 



Absoluta Maxlmum Ratlngs 
,upplyVollege 

Power Oltllpl!llon 

OPIIUIIUng T~tmperatur~ 

8tar•a• Tempt~roturo 
lood Tt~mPQraturii(Solc11'1flng, 10 lacondl) 
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7V 
500mW, 

o·c ,,7o·c 
1!\0"C 

JOO"C 

· Eiectrlcal Characterlstlcs ¡eomplel• Filie~ 1,. • 5V, r •• 25"C 

Paromotor CCindlt on1 M in 

Frequencv Ranga f0 X0<200kHI 20 

Clock lo Conter Froquency 

Rollo, lcudf0 

MF108N Pln 12 Htg'h, O •10 
MF10CN 10 X0<50 kHZ, Mode 1 

MF10BN Pln 12 al M Id Su'ppHes 
MFIOCN 0•1~, 10 x0<~ kHz. Modt1 

a Accuracy (0 Oevlatlon 
hom en Ideal Conllnuoua 
Filler) 

MFIOBN Pln 12 Htgn, Mode 1 

MFIOCN 1¡, x 0< 100kHz, 1 0 <~ kHz 

MF10BN Pln 12 al M Id Suppllee 
MF10CN l0 )(0<100kH.E 

10 < 5kHz, MOda 1 

10 T~tmporature Coelfletent Pln 12 Hlgh 1· ~:11 
Pln 12M id Suppllea (-100:1) 

10 )(O< 100kHz, Mode 1 
Externa! Ciock Temperaturfl 
lndependent 

O Temperatura Coolllclenl 
' . 10 )( 0< lOO kHz, Q Setllng 

Reslstors Temperatura 
lndependenl 

OC Low Pa111 Galn Accuracy Moda 1, A, • R2 • 10k 

Croaatalk 

Clock Feedthrough 

Mt~lllmun\ Clock Frequancy 1 

Power Supply Curran! 

Electrlcal Characteristlcs ilnleme' o0 Ílmoal r •• zs·c 

Port~motor Condlllona M in -
Supply Voltage •• 
Vollage: Swtno (Pina 1, 2, Q, 20) Vs• :t!IV, Rl.•5k 

MF10BN .3.8 
MFIOCN t 3.2 

Voltage Swtng {Pina 3 and tRI Va • :t' 51/, Rl cr 3,5k 
MFIOBN .3.8 
MFIOCN :t3.2 

Oulput Short Chcull Curren! v,. :t51/ 
Source 

Slnk .. 

Op Amp Galn BW Producl 
. 

Op Amp Slew Aale 

l'fp Mt.•. Unlls 

30 kHl 

.9.94 * 0.2'/w ao.e•;. 

.. 9. 9-4 j: 0.2'!. * 1.5''• 
99.J5 :t 0.2'4 • 0.&'1, 
99.35•0.2% • 1.$ft'. 

•2% ·~..,. 
H% *e~ 

H% · a3% 
a2'1\ a&'l'o 

•10 ppmt'C 

* 100 ppm~•c 

•500 ppmi'C 

a2 .... 
50 . dB 

10 mV 

1.5 MHr 

8 -lO .... 

l')'p .... U oliO 

•5 V 

•• v· 
:1: 3.7 y 

•• y 

:S 3,7 y 

1 

3 .... 1 . 
l. S ! 
2.5 IIHr ' 
7 v~o ------



Deflnltlon of Terms 
l~lll fh• ewttctlftO cut'"''"lltlr lit ter flJtletnat ctnr,k lrnqUencY. 

l.,; oant•r l')lfrequnm·v ni the !l&eonrt orrjm functk,n com­
PI•x pole péJr. 1,., '" IIJ•'·'~~~~oo 11 thtt b•w,tpM'I m•tput ol 
C~Ach 112 MF10, amtll '"' lllfll lrtQIIAncv otllw hMr1paae 
peak ~nunenct (Flullm 11. · 

Q~ QU•IIty f00fnr Of lhll '!Id (lfrjfll functlnn I:I'Uil()lllll pnJtt 
poh. O la e tao Hu•,H•Iftf"rl ~ti thu b11nolpaas fltlltlul ol nnch 

1 

111 Mr10 and Uta lhtt litlln rtll,, ovt11 lhtt -:'\dO hanrtwlc11h 
, nt_thA 2nd ordtt h111nclpk~~ tillar. Flguut r. ltln ,.,,lun ol O lll 

1 

tl<'l meuured ,,· Hu•.tnwpii!Ut or htutq.Jua "tittltJIR ollht 
lllltu, but 111 valut~ rnllllt!lllo the routblo arHplltudtl peak· 

. lng 11 lht I~VO OUIPU\11 

l. 

1 

Ho1P: lht galn In iVIV} ot thf\ bandpaaa output al 1 a la. 

Hol!J! tl'll Qlln In ~1/JV) ·at tha lowpeu outpvl ol t'18Ch 112 
MF10 at 1-0Hz. F/r¡ure 2. 

( 

·-<. ,'."-

'·.··· .. 

'"' 11 IQ7 Kw 

U.hD.-.IS DUlPUT 

~·'"' ~·f...---~"-, 
n 10/lltl.' ! · · 

' ' 1 (lnG ICAU) 

. ' 
l¡lOG IC~~ il 

111-

HmtP: the Qaln In jV/V) olthe hiQhpasa outpul Or each 112 
MF 10 at f -lc1 .,12, Fllllltfl 3 · 

O,: tho Qualily lndor ol \ha 2nd arder lunctlnn compleJ' 
Zt'!fl) pAir, 11 any. jQ, le a pararnet~Jr ututd whan an a lipa u 

· n111Pt1l la aought ~:~nd unllke O 11 .cannot bo dlrect11 
!I•••RfiiHed) 

!,: lh~t eenler lrequnnr.y o! lhl'l 2nd order functlon corople~ 
IN'lPAir, U any.lll11a cllllerent lrom 1~ and U \huO,I!'QUII• . 
nlgh 11 ean be obaervod aa a notoh frequency a\ theallp&U 
oulput. 

f111410h: the notch lrequency obaervld ol lhe notch 
output(e) ottho MF10. . , 

HaN,: the nolch output galn aa f-0 Hz. 

HoNi tht notoh output galn aa f- ftLI(/2. 

FIGURE 1 

, 
llop•HQLP" ----­' r --.,­-v•--­o 40~ 

FIGURE 2 

FIOURE 3 

'·: 

..;.• 
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Connectlon Dlagram 

Ouet-ln-Lint Package 

TOI'~fW 

Ordor Numbor MF10CN or MF108N 

Pln Descrlptlon 
lP, BP, NIAPIHP 

INV 

81 

s..,,a 

• v;,vo 

Thttse ar8 the lowpasa, bañdpaas, 
noteh or allpaas or hlghpass out· 
puta ol eaeh 2nd order aeclion. The 
LP and BP outputa can elnk typ~ 
cally 1 mA and eourc8 :J mA. The 
N/APIHP output r.an typlcalty elnk 
and eource 1.5 mA and 3 mA, 
reepllcllvely. 
Thlslathe lnvertlng Input 
ol !he aummtng oo tmp ol each 
IUtor. Tht pln hat atatlc dlacharge 
proteollon. · 
51 la a elgnallnput pln used In tha 
allpasa Hllor conflgurellonalaae 
modo~ ol operallon .t and 5). Tne 
pln ehould be drlven wllh a souree 
lmpedance of leu lhan 1 kll: 

11 acUvatea a awllch connectlng 
one oflhe lnputa ol \he flller's 2nd 
su m mor elther lo enaiOQ gtound 
CS"'alow to ,Vi) orto the lowoaaa 
out pul ot lhe ctrcull (5.._18 hlgh lo 
V;). Thls allows IJexlbUJiy In lhe 
varloua modea of operatlon of the 
IC. S41A ls protecled agalnat stetlc 
dlacharge. 

Ana loo posltlve supply and dlgllat 
posHiv~J supply. Thf!.se plns are in· 
lernally connected through lhe IC 
SubSitlliA_ a"nd lherf'fore V: end Ve) 
"hould be_de.rlved lrom lhe ume 
power supply "ourco. They have 
bPB•l broughl out Aeotrale!y 1'0 
lht'y r.an be bypaued by aeparate 
cunAcllnra. lf rtaallerJ. Thoy can bo 
flxlvlllnliy liad tooother end 
bypufl.od by e single capacllor. 

Vj,.Yp 

LS~ 

CLK (A or 81 

501iOOICL 

AONO 

Anolog ond dlgllal negativo auoe>ly 
reepecUI-It. 1"": eame comments 
et lor V.., and Vo appty tlere. 

LevellhUI pln¡ 1t aceomtnodalea 
mloua clock .V.ta wll~ dual ., 
alfiGIO IUPOIV OjiOtlllon. Wll~ dual . 
z 5V tuppllea, tht M'tO can bt 
drlven wllh CMOS clock lewls 
( • 5V) and lho L Sh pln ahould bt 

· · · lled oltllor lo lho oyllorn ground "' 
to lhe .Gaall,. oupply pln. lllhe 
11mo IUPI)II .. 11 lboYe IFI Uled 
bul ,-JL clocik liYola, derlved bom 
OV lo &V euópty, 111 only •~•U•bla, 
lhe L Sh pln ahould be Ued lo lhA 
eyetem ground. F01 atngla avppty 
gperatlon COV and 10V) lhe VO, Vi. 
pina ahould ba conneeled lo IN 
ayelem around. tN AGND pln 
shoukl be ~aaed 11 SV and the L 
sn .,., lhould aleo ba tied lo tt.e 
sysle"'·grouftd. Thll wlllaecom­
modate bolft CMOS and t:'L clGC:k 

··~···· . 

Clock lnpull for each swllched 
ca~cllor fllter buUdlnQ block. T"ew 
ahoutd both be ollht Nlftlltvtl 
(T0L or CI.IOS~ The ..... olllll (L SN 
pln deecrlpllon dlacvaaeJ t1ow to 
eecommodalt thelr tew111. The ctuty. 
cyclfl ol the ctock ahoutd preterabSy 
bo cloooto 50% allliOCially wllon 
ctocll freque..cln aboV• 200 11Hz 
er• uaed. Thll allowiiN Mt•lmum 
lime tor thl op alltpa lo Hll'­
whlch ~~ldl optlfftum 1111., 
operetlon. 

By tylng lhe p_ln hlgh a S0;1 clocllto 
rilter Cintar frtQuency operallon 11 
obtelned. Tylng lht pln at mld aup­
pllee(l.e., analo; ground wllh dual 
auppUea) allowa lhe lllter lo oper. 
alA al a 100:1 clock lo cantor fre­
quency rallo. When the pln lslled 
low, J almple cUrrent llmlllng clr· 
cullry la trlggered lo IIJ!III the 
o~erallaupply currenl down to 
about 2.5 mA. Thl fllterlng aeUon ls 
thon abotled. 

Anolog ground pln; 11 a-kl bo 
connectlld lo u.. ay'atem ground 
lor dual euPIMY QHIIIIon Ot' tHased 
al mld oupply lor lln;to ~ply 
Of'l8tlllon. The poaiU.,.Inpuls ot 
thl llllar OD llftDiare conNCIId lo 
tno AGND pln 10 "ciNn" ground la 
manclalory; Tilo AGND pln lo , .. 
IICied agllnat lllllc dlachorvo. 

/ 
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Mudes ·of'Operollon 
'· .Th" MF10 l. 1 IWIIt:hlld •:apftCIIOI (umplncl dll1n) /llier. To 

lu11)-: ctOOcrlba Ita IPu'"''H lunctlona, • llm(J f1NT'Ialn ap­
PHJAOh wlll t>.. epvro¡lr ,,,,,, Slncelhla mftV &Pfl"lll r.untber· 
tnm., en~. ,¡r,(',. IIIH ~H 10 'ctor.#.lly aPprn.m•HII!19 con· 
linuout llltt,ft. lh" lolli•wlnu dltr:usalorl 15 hn~e~d on lhe 
wnll known heQIUIIICVd•n'~«Un. lh•lollowln¡,¡ Ulu'lllallona 
rolt11 lo 112 ol lht~ MFIO; 11u:1 other 112 '" lrlenllcal. Each 
MF 10 c1n produce 11 Jvll ;lnd o•d•r lunctlon. ao up lo fth 

unl~tr funcllone can bn porlormed by u11ln~ caacedlng 
ltcMIQUOI. 

MODii! 1: No1ch 1, B•ndp•ll, lowp111 Owtpule: lnotoh • 1. 
(BH Flg11r• 4) 

'• • center flequonr..,.,oltne,compta• noltt palt 

.. !*c;t,_M; 01 1(:111 

100 "" 
• oentor frtflt.i~~tnr.y ol lh1 tmaglnary '"m palt •lO" 

' R2 
~ Lo'tlllp .. ,. gatn In 1 -0) • - Fú · ·· 
. . RJ. 

HoaP • Bandput oam !•t l•lol• - Rl 

• Noto" OUIP>II galn ••) r-o- ~l 
1-lcL~/2 

a 

• que lit y lector of the complex. pote palr. 

E\W • !he ~· 3 dB bandwldlh of lht bandPGIII output. 

Circult dvnamlca: 

HosP 
HoLP• ··a·· or H08pcz HoLPx O a H0wx a. 

HoLP (peakl ~O x HoLp(lor hlgh 0'1) 

The above exprasslone ore Importan!. They de ter· 
mtne the awlng al each outpul as a lunctlon ol 
the dealred O ol the 2nd order functlon. 

MODE 1a: Non-ln.,.rtlng BP, LP (Boo Jllgu,. 5) 

• !e!! or !!:'-~ 
100 $() 

Q . ~i 
HotP ., 1; HoLP¡p.ak¡ill O x HoLP (lor hlgh 0'5) 

R3 
HoPA1 • -.fij 

H08p1 • 1 {non-lnvarllng) 

Chcult dynamlcl: Ho8p1 • O 

FIGURE •. MODE 1 

'" 

,. 

,. fiGURE&. MOOE 1a 

·----------



Modas ol Opera !ion reonunuadl 

MOOE :t NcHch 2, BDndpatll, Lowpc111: 1~< 10 

($ooF/guro8) 
1, " centor lr,.quoncy 

• ;cfl..ft~ :~ or l';.ó~v~f.~ 
fctK fcttt 

Cl 100 01 '50" 
o ·m QuaiUy factor ol the complo• pole palr 

• /.:R2/f!~tJ .. 
R2/R3 

H()UI Cl Lowpaas outpul galn (BD r'-0) 

g R2/R1 
- R21R"i+T 

HOBP Cl Bandpau output galn (ct f w frJ • - R3/R1 

kOH1 u Notch output goln (ae 1-0) 

Cl - _B!/.!:!.L 
R1/R4 ~ 1 

HON2 a Notch oulpul galn ( le'") · ear- 2 • -R2/A1 

- 114 -

HOHP • HIQhPIII galn t .. ,_!m) --~ 
~ 2 At 

H.,.. •Bondpooagai•I•'!!'IJ• -~ · 

Hot..P •Low~agaln(aof-:-01• ~~ 
H . 

ClrcuU dyNamloa: ~ • H OHP; HODP a .JHOHP X HOLP JC 0 
OU' . 

HoLP ~ • q N HOLP tt01 nlQt'l o· ea 
HoHP~ • Q x HOHP(Ior hlgh O'll 

~iller dynamlca: HoeP ." OJHOI.P HoN¡z a 0 .JHoN1 HOH2 .. 

,. 

" •• 

'"' ?' ,. 

" .. 
·~~· ?' ,. 

FIGURE l. MODf 2 

e:.• 

r il- ..., 
.. 

" "• ... 
'" ll'.i 

\ 

" 
. \ 

._ __ ...,.,. ________ F_IG-'URE ;) MODE .¡ 

'¡ 

·¡,. Ur><Mo a. '"" '"'•dt~ec• loop'' c•o-.d .;CMIIIICI '"'-' '""u• 
tummlftllll"'"llhllt, 1"-li,.lleQIW IIIIXJwelef 1111pon &mt' 
O:IIUIIIII 11 •Ug"l Q ll"h&ftC-Ifll 11 lhll ltl pt-ll'"' CO" 
...CII ''"'11 Cl¡r•eiiOt'IIO 11f ·100¡111 HIOII At IOO"·••Cie 
1o•n• P"••• 1•114 

,. 

. 1 

i 
i 

r 
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·M·oaes of OperaT1on ¡co""""•"l 
MODE 3o: HP, BP, lP ano Notch wlth Eatornal Op Amp 

.. \. :·- ~(SN ,/¡Íu;e B! ~· • ,,. 

1 
·. t,,. , /R2 f,_, ... \ IÁi 

o ~·-1oo.xVR4.m. ·.o·»<VA4' 

O ·\ftlx':J ' , 
R2 

HQHp • - Ai 

Hoe,. • -~­Al 

~· • .- Ai· 
-.:..: --· .. · ~- . ~: .l:a~ ... fR: lnar.. kt~ 

• n~l~h:,'~~~~-~~~~~v ~ 100 V~ o,_~: !'lO· V A; 

H,..,. • aelr¡ ol n,ou:il,,_ái 1 _; fo~·-llo '(RR_vHOl"- 'A~\IHoHP\ 11 
... 1., ") • ' 1 h '1 

• galn of Mloh ,,,.,- 1 .'!0) -·:y·x HoLP 
1 . 

. ( 1 )' ' Á '' . 
~ oatn of now.h M t .. e~~ · • -·fl! x HoHP • 

,, 

MODE 4: AUpes&, Bandpau, Lowpau Ou1putu : · i 

'· 
(S~ F/gute_9t . '!'·. ·-· '¡ 

111 c;e~ler tr~~u~&ncv 

lclK lcuc. 
100 ot ·-w-: • 

••• 1.' 

r; .. cenler lraquancy of th~complelt z:aropalr •'o 

a 1 • RJ '· 
= Ei~ ~ R2; 

'' 1 _ ••• '. ' R3 
a •• quallty factor of complex Z:8fG p~lr. Ri 

For AP oulpul m1ka Rt• R2 

Hn•P .• AUpa u Q'!ln (•t ~.'f ~~-~~~) 
•Lowpaaagatn(alf-0}, 

• - (~· ~ ') • -2 ~ 
Al · { ~ 

1 

H08111 • Bandpau galn (alfa Id .. 

R2 . 
"" ... ·-11:1 -1 

· Al •· 

• -~ ('·~O • -a(~) - ' 
Clrcull dynamlcl: HooP"" (Hotp) X Q,. (Ho,.P+ 1) 0 

,, 

'Out ta Htt 11mpted "''' niltu•• 01 1114 Ulltr, a iuaht mllmtiCh ollltnd 
11) occult t:tuttnD 1 ·a 4 aO l!elklng IIOUnd !0 o! 1~ lilpiU 11111' 
arooplltllól , .. (Kinu L•hlch lhiOftUUIIy lhOUid be 1 IIIÍighlllot). 11 Lhll 

lt UI\Melpltblt, Modl.' 11 IICDmlnfii,IIHd. 

.. 

"""' OUT 

FIGURE 8. MODE 31 

., . . ' ,,.,¡ .· 
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l.tOD! la: Single Polo, HP, LP Pfttw (leo PlgUIO nt 

fe • ~tofl trequency or LP 01 HP ~pul 

A2 le&.K R2 la.K 
• li3 loo ., iino· 

~OlP 
R3 .. ... • - ¡¡¡ 

··-·· 

HCHP • -A2 
¡¡¡ 

cr Jt- R11FW x ~ 
: R1 

"- 1 a galn al C z output (as t-0 Hz) a .Et?J~~ .=..~Jl 
. ..., . AliA2tR41 

MODE 1111: Slttgle Polo LP Fllte< (lnwertlng lnd 
N_ln,.rtlng) (S.. l'lfute 121 

Ho,, agaln aiC.z oulput (as 1- ~~~) .: ~~ 

"-. (~f··) -~~ 
HOlP • (~¡21) -~1 

'"' ?' ,. 

fe • cutolllrecauenq or LP ouaputa 

• ~ !c_L! ex ~ ~9:! 
A3 tOO A3 50 

,. 
HolP1 • 1 (notl.fnverllng) 

Al 
HoLPz • - A2 

FIOURE tO. MODEI 

FIGURE 11. MOOe lo 

FIGURE 12. MODE 8b 

'. 

1 

1 

1 
' 1 



- 117 -

Appllcatlona lnlormatlon 
HOW ro U8B THB .'m".' RATIO BPE!;IPICATION 

lhp MP10 lo 11 a_wllrlh•"' •·n¡IIIOIInt 11111111 d~tii\JHI'UIIo op. 
pH'IIIImole t~ fllllljlllftl"'" ul o '"ti otd•! •tal• vnrlnbla liller. 
Wtum lhG tampllnull••qur•nl)y 11 much l~rgnr Uum lheltO· 
tlUOI'lC'f Dand Qllntauttll, lhn ltunpiOtJ data 1.11101 t .. O good 
GJ'ljlii'Uimallnn lO 11" CIUIIinUOtll IIR\0 "fiUIYIIMI. In lhe 
CMIUt oltho MFtO,Ihll ltllll) 11 oboLJI &1:1 or 100:1. Novar· 
tll(li"tll U'IO llltttr'R ·,,."''"""" must be eumtnml In lhe 
N1n•natn tn ordor lo tll•tntn the octual responte. 11 can be 
"hnwn thol the olor:k ''"'Jueney to eenler lroquency rallo, 
lt:1~~:fl 11 and tho quaUty lllclor, Q, davhlllo hom lllelr Ideal 
'fnlutl determlnoo In IM conllnuous time domatn. Those 
dflvloltont areetmwn o•upht6elly In F-Igures 13and 14. The 
•elle), lcu,tr01 te a lurw::lh>'t ol the Ideal a and lho largaat 
fHro•a ocour 101 lho lowe!'ll va\uoa of a. · 
TI1A r.t•Nt tor the lc1 Kit,, rRI•o veraua theldeal a has been 
nounallnd loro O ol ltJ whlc:h iS the Q valuo UA(td lor lt'te ' 

"Ira ~~;lf(l rallo taatlng '.¡ 1he MF10. A.llhla p('ltnl lhe fcuc./1 0 

rnun 11 49.941n lho ~,. 1 tn(')tie and 99.351n tho 100:1 mode. 
Tht'r;a Yaluea ara wilhl11 M muimurn lotorance ol :t 0.6% 
n~r tOB) and s 1.5''~ 1Mf-1DC). Thq above totemncoa hold 
,,, tt\a antlre rano.:t ol rr..: in othor worda, 111 !10:1, on 
MFtOU hai a rallo ni <1~ P-4 t 0.6% (Q • IO)and thla rallo 
bfll'-C'tnat (.D. U,_ 0.1\"•• "' a • 2.1. lf lhen &rnlllll errOfl 
canrlot be tote~rotiWl, '"" r.toetl frequen.~v or lha realator'a 
rallo, In Moti• 3 and MOI.J,. 2, can be DdjuetDd MnCOidlngly, 

D.l 

--
"# 0.0 -
f.; -
~ 
j!j 

-D.I -· 
-

-I.D 
D. t 

'111111 
lctK ·""· '• 
11 . 
1 !. 

!' 

' ';\!11/ 
i:W 

liil!l 
1.0 10 

IDEAL Q 

FIQURE 13 

. v._., 

11111 

1 
100 

•i ,.¡ 

11 11 " ... NIJII ..... ... 
N/AP/ 

"' ... ... .... 
1 .. Al 

11 

·~ 

~ 
" i 

1.0 

0.0 

-t.a 

-1.0 

-1.0 
0.1 1.0 

IDEAl. Q 

FIGURE 1• 

ID 100 

A SIMPLE AND INFORMATIVE FILTER DESION USING 
THEMFIO 

Examp~ 1: Oealgn a 4th order 2 kH.z IOWPIII maxll'!'ally 
flat (Buttarworth llltitr). The ovt~rall galn ot tht 
flllor la dealred to be equal to IVJV. 

Tho 4t~ ordar lllter can be bu lit by caacadlng two 21'1dorder 
aectlana ot (f01 Q) equal to: Q • O.&C t, f0 • 2 k Hz, O • 1.306. 
foa:2 k.-..z. 

Duo to the low· Q valuaa al lhl tuter, the dyn&mlca ol the 
ctrculllrt vory good. Any olthe.mode~ot operaUon c~n bl 
uaed bul Moda tala the moet atmple: 

a-[a-u•t H t•UOI L M 
t.•l ~KI . • lt•l W.t ! 
IIJ Ufll 111W11 

111001" -·· DIIU•G.MI .AIIU•I.JII 

FIGURE 11 

Slnca fOt the flral aacllon tha amallaat raslator ls Al. 
choosa FU> Sk. A11aume A3 a 10k lhan R2 a 18.48k. For lhe 
secancl aecUon ehoOse R2 a: 10k and then R3c13.06k. 
8oth c:lock Input plns (10, 11) can be liad logelher and than 
drlvan wlth a a ingle ox1e1 nal clock.ll the approxlmale rallo 
fcuc/100 la chosen (pln 121agrounded~ than wlth a200 k Hz 
c:lock, tha cutotl froquancy, le. wlll bo at2 kHz wllh a 1.5% 
m~xlmum orrCM'. · · · · 

Tho fllt~ echematlc ls ahown In Figure 16. 

" " .... .. 111101t'Cl .. 

" MUO 

.. ,. , . 
'"' 

Va Y' T'I.Cll ...... 
FIGURE 1&. 41h Onlor, 211Hz LOWIHIIO Duttetwol'th flltor 
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.Appllcatlons Informa !Ion tennunu""J 
Wlth a Z SVsupply,eochoulpUI nodGOf IMIC(plne1, 2,3, 
18, 19, 20) wlll awlng to z J.av (MF108) or ~ 3.2V (MFIOC). 
The moxlmum galn of 1.306 occuro al pln 19 all,,:. 2kHz. 
rhe lnpuhollage Dmplltude lhOUid bd llmlled lo tese !han 
7.8 Vp-p/1.306 • 5.8 Vp.p. U the O of t308 I!IOCiion el lhe 
MF10 precede& lhe Q ot O.S.., aocllon, the maadmum galn 
la al ptn 1. T._,, galn can becalculatecl from the ew:prosslon 

· 101 HOP glvon In Dellnlllon ot Terms, and oquata 1.41. 

OtiUng Optlmum Culolf Frequoncy. ttJ Accuraoy 

~· noodocQ: . 

In lhe ottwloua t•amplt, an approxlmate 100:1 rallo wao 
asaumed. The trua fct.ic,lf0 rallo ehould be read trom the 
curve a, FJguru 13 dnd 14, At 100:1 the normallled rallo to 
O a 10 la: lcuc/1 0 • 99.~. FOf Q'a of O.Mt and 1.306 thla 
rallo becomea 99.35- 0.7&% a 98.8. Fot a 2 kHz 1(11 tho 
el oc k lrequency should be 2 k Hz x 98.6 a 197.2 k Hz. 

With en MFIOB and 1 197.2 kHz clock, the mulmtun orrm 
on tha 2kHz cutolf Jrequency la j: o.a•;. oa lndlcaled In tho 
apee: a. 

lf only 1200kHz la avallableln MOdo 1o, lha trua veluo 
al fe ond 111 mo~~:lmum euor la: 200 kHJ/(98 e 1: 0.6%) a 

. 2028<0.8%. 

'u Only a ~ kfiz la oVaU.ab~e and there ls need for o llghl 
toleranct cutolf frequoncy, then Modo 3 ahould bo uaod In. 
ateod ol M~ ta. lhe realaiOf' ralloa aro: 

· 1atá.cuoft.o~:~~0.541 2ndSocliOA¡Qa1.108 

R2/FW • 0.972 
R31Rh0.5411 
R~IRt e 1 

R21R4 .. 0.972 
R3/R2 D 1.32~ 

R4/R1m 1 

MFIO OFFSETS 1 

The ewllched capacftor lntegratora ol tha MFIO hlve 
hlgher equlvotont Input ortaet lhan thll lyplcal A.C In- · 
tegrator or 1 dlacrete acUve llltet. TheH olltall are 
croated by a pa~a.altlc charoe lnJectloft lrom the awllchn 
lnlo ttle lntegtallng cepecllor.; they an letrtpetatur. and 
cloclc lroouency lndependontand tllelt algnla .-n tobo 
con!Natenl trom JM;rt to port. The Input afl11t1 of the 
CMOS op ampa alao add to the owerell ortM&. but thelt · 
contrlbuUon la "'eef'' emaiL Flfu,. , ahowa an equNatenl 
cl~ll lrom whonl outpul DC oiiiOia can bo colculolad. . .. 
Vcat aOmV to j:'l()mV 

v.,.. • c1wgo lnjeclad ollaot pt,. ~~~~-- · 
a -1:211 mV lO -110 mV jal50:1) . 

Voso • clwgo lnjactad olloal pi,. ~~~~- olllll ·..• , . ¡ .. 
• 100 mV lo ~ mV (al 50:11. · 

The Voaond Vooo ,.,_. -tma..Y-el IOO;l 

OUIPIII 0110111 • ·¡. .. · 
Tho OC olloal ol lho BP OUIP<il(l) ol lho loiF10 la-' lO 
the Input olloal ol tho towpaoa awttcllod ._,,., IP­
Iegratot, VOA< · •· •· ·; 

The OC oUaa11 al tM remaJnlftD outpula .,. fOUOhlr 
dependeftt upon lhe moda of .,.,., .... w m~stotraiiOt. M-land-· 

. • Vos, ( ~ + 1 ~ 11 HQL.U}-V~ 
. 

VOSCBPt • V083 

. VOS(I.PI • VQSN- VOSl 

·.• 

FIOURE 17 
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Appllcallons Informa !Ion (Conllnuem 

Modo 2 and Mod11 6 

VO&INI o (2! ·1· 1) V¡¡o¡l M_ j ¡·fcl¡;w· 

Modo la 

VnstrJ INV.BP) 

VOflfi~V.HP) 

~o•!L l'l 

VOK.l 

; • ''"m¡ --offi.lt21f:i4 
.nP·~"!'~~~)III\4. 

· ·Vos.1 
v081- - 0 

":' Vor.(N.INV.BP) -_Y012 

- 119 -

Camrn.f\tl Ofl output OC offaota: For most appUcaUonl, 
lho oulplll& aro AC coupled and· lht OC oll .. ela ara_ nol 
boll•eraome untooo la•gelnput vo.ltege •tonel" areappllod 
lo tl'la llliet'. For lnatanolt, lf lhe BP Outputl• ua~ afld lt le 
AC t:ouplnd, tho romolning two outpula anould not be 
allowed to &aturale. 11 80, galn nonllnearltiftS and lu. Q 
onorawlll occur. Fo' Modo 3 ol operatlona word'ot cautlon 
la n~K;eaaary: by allowing amall R2JR4 rtUoil and hlgh Q, 
theLPoutput wUiexhlblla coupleof vottaof DCofllll and 
an ollaet adjuatment should be '!"~de· · 

An oxtrorneeaampfo: Deslgn a 1.75 kHz BP fltlarwlth aOof 
21 anda gal·n équal to unny. The MF10 wiU be dtlven wlth, 
250 kHt clock, end lt wlll be awltched &O:!. · 

. . ' 

R&alator voluea:VfJ = ,;~K ~·~ ~ 0.352; ~ "'0.124 

R3 1 . R3 ~ 
j:ü a 21 )( 0.352 • 59.63, fH·• 1 

Slnce A31R2 la the highea't re8tat0r' rauo-:; at•rt wllh 
R2 • 10k, · then R3 • 600k, R1a600k, A' e= 8011.. Aaaumlng 
Vos1 :~~2mV, V052=a - 150mV, VoS3•·150·mV,.tne OColftet 
at lhel.P output la Vosrt.p¡.,. + 1.2\1. Tho olfaet•dt"stmen1 
wlll be done by lnteotlng a omallamount of cul'enl 11110 thl 
lnvertlng Input of lho tlrst op ainp, FIQur• 18. l'hla wlll: 
change lhe eflocllva Vos,. but the output OC otfael of the 
HP and B_P wlll remaln unohangad., '. · 

... 
" L-----~~------- ... 

. P:IOURE 1a ~oa AdJu•t Scheme 

! •· 
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~ WA Naconal 
·¡~Semiconductor 
/ TP5116A, TP5117 A, TP5156A Monolithlc cpo~Cs 
General Descriptlon · 
Tho TP&118A, T~I17A and TP61S8A aro monollll'llc PCM 
COOECD lmplornénhJd \VIIh doubla·poly CMOS tocho 

. nology, Tho TP5118A and TP51t7A are lnlendnd lor ,..law 
appllcatlona and tha TP5156A le fot A·ltw ~tppUcatlon~t. 
T~o TP&117A hRa_a 03 compollble formal lor Una Clfd 
compatlblllly wllh lh11 TPC!IMA. 

Each devlce contalne tutparale OlA ond AJO clrcultry, all 
neceSaaty eampla and hold capacllort, and lntornal 
aulo.zaro elrculta. Each davlce olan contalna a proclalon 
Interna! vollaoa re_lttronce, ellmlnallng lha neod lor an 
axtemal rolerence. 'Thor~t are no Interna! connacllonalo 
pina 15 or 18, maklng lhom dlreclly lnlerchañgeabll wlth 
cooeca ua~ng e•larnal rehu~nce componenla. 

Al! devleea·' are lnlonded to b4!l uaed wllh lhlt TP3040 
monollthlc PCM filler whlch provlde& lhe Input antl· 
allaitng lunc_tlon lor theencodar and smootha the output 

~lmpllfied Block Dlagram 

.. ~ ..... 

.. . ~ 

ol tho decoder and conecta lor th• eln xiiC dlatorUon In· 
troducctd by tho dKodor eamp .. and ho&d outpul. 

Features · · 
11 Low opotetlon power- SO mW lyptcol 
11 :t&V.oporatlon 

11 TTL compatible dlgltotlnterlace 
m lntornal prectaton reiOtonce on TP5118A. TP6117A and 

TP811l6A 
El lntetnal aample and hold ca~cnara 

e Interna! auto-uro ctrcult 

a TP8116A-•·Iow COCI(ng (algn pluo mognltlldo lormal) 
11 TP8tt7A-•·••w. D3 compatlbi<l lo<mot 
11 TP8t56A-A·Iow codlng 
a Synchronoue at aeynchronoua operatlon 

., 

... " .. ... _ 

...... . .... CICriH' ¡.-+-
lhlliCI ....... 
*In" .... 

1 

Connectlon Diagram 
DuaHn·llne Poc~•v• 

&114lHIWilf 1 

•• 

IIISllaClCICI l 

•••n•' • 

lllff&l '"''" 

1t llt6l.ll INIII!f 

11 ......... """ 

ll DIIITiol. ... f 

11 ....,Al ...... 
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3.8 CASOS PRACTICOS .... : 

Existe una gran 

filtros activos 

,•. : 
'·:· 

' . 
diver'sidad· de'csisténias· en donde se utilizan . ' . 

como part!!s integrantes de los mismos. Como ..... ' 

e~;mp~:o, .,!! · cont
1
i.puación se presentan dos ponenci:as que des-

1 '; ~J~¡9 7,P,; e,t de~~¡~o.ll,o. y f,unci onami en to de un 'Tr.azador .d~ __ ;.:. 

Nr,'i¡uist y un' Siíiteti+ador Armóni.cojdiseñ_ad_o's'¡y' COIÚ.truidos . 
• . 1 ' ( -; \. ¡ ... ,, -·· ••. " j ' j i . - . . ' . 
. en'· .e'l·''Departiimerito de Ingeniería de Cont.roT de·. l;a .F.ac.u·.l tad. 

·.•: .:rde-;.;í·ngeriieriá. de ·1á :uNAM.~ Para el. primer' ca~o,. hu'bo' la nec~ 
sidad de diseñar dos_. filtros paso.:.bajas, ¡i}r)~ el_.segundo:; 

seis filtros paso-panda. 
.. '!. ¡ •• '·. 

..• ·-¡ .'.' ; ::·.• .. · 
. ' 1• • ~-' • 

r·: .. , ,,,: • \' t 1 '. ~ '::'! {:'o'J")": ::~• 1 ' 

,;::J (,h ,; •' :~'""'-!)"¡ ', 'tJ.;.Lt''·~,r. '. , 1 ~ .;: r ! ' ,,¡ 

\l ... ·:~·-': .¡ • . l'i._~"· :.. ! :·\ i ,"; : ,. (''.;·! . ) ! 

) \.rh1 r.~: \.,'7.":Jr 1.-;~ tt-~l:n~«l~.:t."l.t,.~': .~:. 
f.- ... n:;n ... .-_1 ~:j • • .:1:r. ,~f:t ~l}~tHk"'.~ f;n_ ,J. (i·:·) .-... oi"--::.··.:.t::6 :.,..,~.$ • 

,,} ~ .. ~p-" "'~·' .._ '"-"!t} \' ::l 1 Ut'-~- • LJ •¡•-: -~ ,-:,. ·U ¿--.-~ .. i 
-~-::~~~:. __ ;.~._;:~·: .. :-- '. -<·"·• .i\ 

r·_ ·, . ~ -~- ~- \!¿ -, ~ ~ . ~ ~ .1.;·~:;·~; ·;:~~~? l'~- ~'.::~~·. ~~--~·:;·::~~~-/~·~ j 

':' . :. 
',-'; 

··.·· ,; 

.:._ i!~· Q'i_,;~ t.~l~ .. -d"' 1 .. !:J)~ -::,.;tn• r .• ; :'!:-,j~,l· ..,~ :1,:·: 
• ;':!_::~.,¡,.,'!,rtl.t; ,•,t i)t ;~Ir' ,•<f.."'l~ .. ~,.}: 

, .. u-,q;-. 1'Jtii el~ ::-ú-! 1;:; ,,'::¡ ,,~·:.r:~·"·' :;; JJ i 
1 '•! ...... : . .-~~q¡~-,~ ~1t,) ~lb ~.' -,,'~ :•.!!;;;;.; .... !¡-{,); ;- 4·11 
'1~ ,::,,.·¡ ·) .. ~ ::-tl '-.t:-;.~,.-!! ~{!!; ~l ¡~--~· !::~J ·~ ~,~_.;,:·, .... ~:- \ 

. . r-:•-. ~..~;.:;,e.,:..1¡t ~~-.; r~ ~"-'.;;i-l:~ : .. ~.·¡·j,,:,:r.· 'h1 (t) i 
,·t:,j·~-ÚtH~;_ 

:;~. ~·· .1 ..• ,· :.\-

. _,. ,_ . 

' 

. ·:) 
; .. 
l ~! 

t.:, ~: ·• · ~,:! .,, _ ., r 

• ' • : ', ~ : 1 ' t'' 

~~----. '¡ 

¡ '")'·-~ --~-:-~.·~"- r.~ •• ~ r1~ . -L,_ i' 
t.-(.•.l\• . ." ~f¡j· .. }.1. ¡. _l,·, .. ,.· 

¡- ~·~;.? ;·: .. ::··. ~ : .. ~: ~' i ~, .. ~~ '1~-- ~ .. -;_ __: -·~·::· ~=->--; ~ ~ 

' '. 
' 

l:_fr .. '\ -~..::.: ,_.,,.¡..__:,~ i.;.t ·.-~:·.·:-:n-1 

~ 1 j ; ' . 

J..-~:._;· ~ '· ~--~ 1 <'_:_~ .¡· tO:"J::;·.· 1 L~' ·,· \~.·,¡ · L} .~ 
--~· ~· -~~- ... 
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3.8.1 

··-··--·-------·--. ----------- -· f.··---
. CRAriCAOOR DE LA T~lA !POLAR DE.NYQUI~T Y 

VECTOROSCOPIO PARA 1UXILIO DIDACTICO 
.· Antonio sllv~ CalfeJ• . 

---~ 

,, 
Vlctor H. S$ncryez E•quivel 
8orls Escalan,e ~fre_z 

Olvlol6n de lngenlerl Mecánica y Eléctrica 
Facultad do lftgenlerta, UHAH. 

Ciudad Ynlv~nitarfa ., 
.. . . . . 0~510~xl D.F. 

ResiiAUÓn - d·.el análisis· de los slotemai estables son ~~ot [1 H(J"ol 1 ••n (wot+ I_H(Jwoll}· 
lineales e invariables con el tiempo juega un papel 
Importante la respue'sta señoldal permanel"!te. Este an•l ¡! · 1 1 \l [. · i1 
sls pYede r""llzarso por dhtlntoo métodos; entre otroj, z H(J!'fo'l i:os~ • cos (2"ot+(H(Jwol~ 
la traza polar de Nyqulst y el onál hls fuorfal { 1 ~ 

En ene trabajo se presenta el dlsello de un dlopo CÓs "ot [(H(JWoll sen (;..,t+ 1 H(J"olÍ] • 
sftlvo t;apaz de· representar en un graffcador u os.cllos~ . · · 1 

copio la traza polar o los faso res de Interés de un sfJ _
2
1 1 H(Jw.)( [senl Hi( lw. 1 + sen_ (2w...t +1 H( 'w li]. 

t.,.. eléctrico. · · 1 , l.!!.u:at ,. ~ 
Cabe aclarar quo aun_que la finalidad del dfsposlt.!J. 

vo ea de apoyo dld¡ctlco, puedo utilizarse también por 
el an.SIIsJs de las caract'e:rrstlcas de AIIIPllficadores, 
filtros, etc. ·(V.g., ancho do banda, frecuencia centra 
.. rgen de g.ana_ncfa y de fue, etc.) 

l. PRIUCIPIO DE FUUCIONAHIENTO DEL DISPOSITIVO 
Es cOA<Iefdo !2 1 que la ro.spuetto pol'lllllnente de un 

slst- ttt-~19, lllll!OI o l~vtrh~l· con •1 ~l.,npo a. 
Una oxcltac16n scnoldal de frecuc~cla -o ea · 

y(t) m JH (J"oll &en("ot + 1 H(Jw9 )) (1) 

que tamblfn puede escribirse como 
y(t) • 1111 (H(JWo)tfWot) (2) 

don do 

H(Jwo) m IH(Jwolj ~Jw0) a H("ol)+(u9l (3) 

•• 

~(Jw.,ll sen +(wJ -------
'_, .. 

. 1 

flg. 1 •. lleproaCifttacian del .faaor de H(jw0 ). 

(4) 

!51 

u el fosar aaoclado a lo respuesta. {2). 

SI se desea representar en al plano CQMPiojo die 
fasor, como se muestra en la figura (1), as necooarlo 
conocer: (H(JWol( co .. ("ol y IHOWoll sen•(Wo) 

Para obtener flslcamento los componente& do H(JWol 
es necesario IIIUitfplfcer a le ocuacl6n· (1) por ton Wot 

Las ocueclonea (~) y (S) constan·de dos componen·~ 
tos¡ una de valor promedio y otra de alta frecuencia.· 
Las ~omponentos que Interesen son. los que r•presentan 
ol valor promadlo do C.do producto, P.r lo que es neco· 
ur lo ut 11 fur un ti 1 tro pota•bajas para o liminar' ,lu 
componentoa no deseade1. 

tantes. ' 
y cos Wot y poaterformente filtrar loo producto• rcaul1 SI ea. conectan la1 stlldoo do loo filtros post·ba­

Jat o loa ·canales X, V de un er•ffcedor, en la pantalla 
aparoc.or! ol extremo ••1 fasor de lnto,.'•· 'En la figura' 
(2) ae muootra ol diagrama do bloquea para realizar lo 
anterior. 

Generador "• (t) s, (t) Filtro *' H(JWolJ cot+(w0 ) 
sen w0 t ~ ... ltlltlpl fcador Pau·bajas 

. . 

. . 

..,.i... 

+ Sistema a 

- analf zar . r~<Jwoll ••n[wot + ~ (wo~ 
. H(o) · 

,....!.., 

-

Va !ti Sa(t) F ltro 
Generador Hultlpllcador Patbajas 

CO$ w
0

t Í 1 H(J"o) (sen•(Wo) 

........ 
·-·-~·-- )•····----·-· FÍ_9•. 2. __ .DI_•,g_ra~ dc_~~~~·~~bJ•Ico j .. dlsposltl_~: ·-·-·-·· 

·-· ·······-
' 

·-.) 
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[

---, ~:-oisÉfió-¡; Rrt.t:li_.\CiONorL ·¡ll-5t2m,vo·-- .. , 
. • ·rara llevar a c..Jbo_la 111ultiplicaci6n de 1.J ccu¿,-­

·. don (1} por sen .wot y cos Wot es n~ce~ario g~neroJr 
.. -.;;·. dos ,sef~~~es seno1d.:des de la mi!.mu amplltud desfa~adas 
1 O. ~11 ra~1anes para toda frecuencicl w0 , NÓtese qu.:: si 
·¡lis_ s~~les V1 Y V2 que ap·arecen en la figura (2) na 

fueran senoidales sino cuadradas, desf.1sadas O.Sw ra-'"'l 
dianas, las sefl.oles que .Jpare~ediln ,, la s,.llda dP. los' 
filtro~ no_ sufrlrí.:m cambio alguno {)L Hás adclaute 
se f'xpl ic.ará esto con mlis detalle . 
. ~ ·En el c.Jcsarrollo del prototipo se opt6 por trd.ba­

jar" con !f'\~olles CU~dri!dolS parol la\ func:foncs V1 y y2 
debidó. a que los circuitos necesarios para gc-norar 
un-,lof•••lo do 0.5n rndlonu on lo O'""• do frco""''clu 
en la·s·QuC el cJparJLo trabaja. resultaron ser nkis eco­
nómicos y sencillos que los necesurlos pcJra generar 
dos &r.~olles sonold~les dcfasadas el mismo ángulo {~}. 
(5), (6}, (7}. 
. Con el. frn de generar las dos señales cuadradas 

con el defasamianto deseado. se utillz6 el generador 
de funciOnes 8038{6}. que produce tres se~ales dd la 
misma·frecueñcia pero de forma diferente. a saber: 
1erla~ triangular. senal senoldal y &oei'lal cuadrada, 

·como se muestra en h figura (3). 
La segunda sel'la 1 cUadrada se obtiene a .la sa 1 ida 

de un comparador {7} ·de O volts de umbral cuya entrada 
es la se~al triangular., Ver figura (4) 

Flg •. 3. Relacf6n de fase de las formas de onda del 
generador 8038 

r· ... ____ , 
1 

i!\AA~ 
1 \ 

1 

1 
:· flfJ. lt. Clrcultu Pf¡ra genqra_r, la sot\•1 cua-

l 
dr~d~ dcfas•da 

t•ar11 multlpllcM· les aeftalc~ cuadrada,,. por le s&ll· 
clct tlltl slstoma a htHal Izar, se cmple\6 la conflgurQcl6:n ~ 
'"""J~U.)Li& on la fi~Jul'a (5), que consiste en utlli~ar 
l.~""~rthliJUJdnrtts au~l,~gicos (switches) {l.t}. {8} coñtrolado$ 
pvr las mismas ~ei\alas c;uadradas, los cuales mues.trean 
o1 h !:let,.ll de salida del slstorfta' a analizar. · 

, H(jw~) sen(Wot + ~(w0 )) , producida por la se"al 

l s~n Wbt que proviooe del generador de funcione; y que 
~t' ef'lcuentra en fase con una dtJ: las dos seflalf:s .Cuadra-· 
Ü¿)$. El resuttado de ras multlpl Jcaciones 3 se mu~stra 
a continuación. n 1 "[ 1 z , 1 S, (t)• UH(jw0 ) sen(w0t~~ '7 + ;¡- (oen w0 t + J 

1 1 il 
fitn ) w

0
t + ) sen 5 w0 t + 7 sen 7 w0 t ~· •• b _ •_ 

FIH(Jw0 )1 <} scn{w0 t + •>• ~{co• ~-coo(2w0t~fl 
1 ~ 1 , 

+ r;;@os(2w0t-~)-cos(~w0t~~ + )11(cos(~w0t-t) 

- ~os(ów0t+til + ~n (cos(6w~t-·)-cos(llw0t~]+: .. l (6) 

~, (t)• nH(Jw0 ll oen(w0t~] [! + * (cos w0 t• J cos 

, 1 1 :1 
3 w0 t+ S cos 5 w0 t· "i 0:.01 7 Wgt + •.. )J • 

J ·JH(JWoll <} oen (w0 t + •> +~!!en t+oen(2w0t~~ 
+);; (sen(2w0t··)-sen(l¡w0t~} k (son(4w0 t·t) 

• sen(6w0t~il + };;-Gen(6w0t-•),·sen(8w0<~Ü-·:· l (7} 

Ir,------~--~-~~---~! rum : 

'' 

Compa­
rador 

1 ,. 

1¡1 
1 .... 

1 1 1 -··· 

I/\" ::· 
r-~l~/--\/~--\~\ ~ ~n JPr'----------, 

Cene radar V. 1 ':J V Sistema ,. 

8038 '11 
1¡1 

lo' 
'1 1 ... ,. 
,, 1 

lo 1 
,, 1 

IUtlin. 

analizar 1---
K(•) 

" 
' 

' 

-+-....::5,( t) 

, ' 

conmUtador 
Analógico 

1 H(jw) 1 .. n to' 

Conmut•dor 
AnaiGu leo 

1 . 
1 

+ ~(w oB 

S• (t) 

Flg. S. Diagrama de bldque~ par el rcat Izar la mut tl­
pllcaci6n de H(JWo} s•n ("0 t + K(jw0 )) por 

·-·.-~·-·- _________ ..___~...;-·. ~;;.sei\a~~s c:Jdrcta.~~esfasadas 0.511" radl~ 



pe .lc.s ec~~-~i-~~l~~ .ilnterio·;~~-~ los ---~~(minos. qu~ ·¡~-~ 

teresa• .. ,;._~jH(jw0lj cos4·(wc;) y ~jH(jwoll sen~(WQ) .-~ 
por lo qut.: _es necesario e 1 iminar: los términos re~ tan teS: 
mediant~ ri.itros pasa .. bajas. L'as .sal idas de dichos fi ¡..: 
tios ~CrSn.proporcionales a K(WO) cos~(w0) y H(wo) sen j 
41(w0 ),. que al apl ic,an.e respectivamente a los canales 

1
. 

~ e Y ~' un graficador, 9rigindrSn un punto cuy~s GOú! 
~~nadas lon proporcionales a las qur. ticne·tJ extremo 1 
del fasor cprrespondientc afH(jwoll lt~~ul. . 

Exisun y~ri.u Jproxln1acioncs y l'"·c.:nicils {9} para 
llttva_r a·cab'o el-dfseAo de lo'j:··filtros· pasa"'t.etj.u ants:¡ 
rlormcntr mcncionad<Js, hallit~ndos.e escogido unt'l apfoxi·, 
mii)Ción Butten1orth con·la plantllh'd~ diser)o mc:atr~uJa 1 

¡ en la;figUr·., (6) • .'fom.1ndn en considctudún q~~·._s_6Jo~d,=.l 
~~~ ben pa5af" sei'lales de corriente directa o trav\!s de los 

filtros y que la "mrnim.l·.frccuoncla de oper&~ci6~· dc.•l r 

dispositivo es de 20~, se escogl6 uria pérdida de 60dbl 

l
l entre la frocucn~ia de corte dc.SHz y la frecuencia de 

supresl6n de 20Kt. El diseho de los filtros se real izJ 
1 au•d11ildo por un paquete de computadora digital {lo}. 
' 

¡ .... ~ .. 
-+~-'---T-~~,-u----+ f(Hz) 

.flg. 6. Plontilla de diseilo de los filtros pasa-baja~ 

~~~' Variables 
a Anal izar 

' 11M 
' ::e; r--"·Etapa· 

Generado r 1\í\ Shtcma de ..__ 
803B a Anal!· . i1mp 1 i 

11ultl· . f 1 ca-= 
~ar. 

. 
plexor dores M(s) -L_· . 

-:--
¡J ·¡ 

. 

11 

. ! Contador 

An lllo '' - 1 
- ¡ 

'· 
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1 

r-· ·--Si ~~ ~~-;~~-~~~el graficador u osciloscopio di bu-. 
~~e la tr~la polar, s~ r~quicre llevar a cabo un harridoi 

dr. fr~cu~ncia parti~ndo de un valor w¡ a o~ro valor wr ~ 
El rango d~ fr~cuencias en las que trabaja el dispcsi~· · 
vo que se construyó, va de 20H~ (frecuencia d_e supre· 
si6n de los filtros) a 200 K.Hz ·(frecuencia m~ima sin 
d'istorsión del generador 8038) distribuidÓ en períodOs ¡· 
de_) décadas (61 . · . . _ 

El aparato puede funcionar también como vectOroS­
copio, siendo nect.~f-.rrlo p~ra e$tC fin, que_ t'n 1 .. 1 pc:.nta­
lla del_osciloscopio se dibuje una línea recta entra .~1 
orlo~!' y el extrenW> d'-·1 fasnr. E'sto.'so obticric gt>rir.r.ut._ :· 
do dn'5o st:fldles cu~dr •• das de: osnpll tud M(w0 ) 4,;05•Hwu) y 1 
"(Wg) senlf'(w0), la~ qu~ se 4lplltnn a sen..Jos circuitos·: 
RC· p.:lrd obten"~' dos uñ•dc.•s expon!'"nciales perfúdlcas(2_J·¡1 

que ·apllc<~das a los C4lnalus X e Y de un oscf lo¡coph• 
dibujan ol fasor. li1s 1 Imitaciones ·en cuanto a frecucn~"!" 
el a', son lils mi senas que en el caSo ante-rior. . 1 · · 

. una alternativa que ofroce-_el dl¡posltlvo en e,.taJ 
modalidad, es la de poder reprGs.entar·en un osdloscop' 
los fa&ores correspondientes e varias variable• de lnt~; 
rés de un sistema el mismo tiempo. Para esto, se re;quit!¡'­
re •ultlplcxar las variables cuyos fasore& se desea gra 
flcar a .la"entiada de! dispositivo. · -

Es importante mencionar que las variables suceptl· 
bies de· ser anal izadas sor\ voli~Jes con respect_o a 
tierra. voltajes diferencialeS y ·corrlentes,~asoclados 
todos ellos a los elementos del sistema a ·analizar. Pa~ 
ra" realhar lo anterior se cu~nta con ampl Jfi~•dores . 
diferencial .. para los voltajes diferenciales, y ...,._11-
ficadores de lnstrumentac16n con alta razón de rechazo 
de modo oomún{8}para sensar las corrientes • 

. En lo figuro (7) se presenta el diagramA· de bloque 
del dl:¡posltlvo en general. · 

-En lo figura (8) se muestro la traza polar ele 
Nyqul•t correspondiente a la aalfda de un fi ltrg Pasa ... 
todo df'l 1flr.· nrdon {9} cuya ful'!ci6n de tr•nsfcreftcl•:e 

H(.l 
RCS•I R-1. 8Kíl 

• llS+f ·c-o.l~f 

1 
: Fll tro " Ci rcu! 

- "":' Pasa - ~·- :- . to 
bajas ' ac • 

Graflcador 

1 

1 -
(Trazo Po lar 
de Nyquist) 

Osclloscopl 
"~ ! 

1 

(VectoroJco 
plo) 

Oscilado - ~ 
' 1 

- dt:S onda + ffi 1 

1 
cuadrada 

. 1 

·-
' 

.(_ Fll tro V:- Cl rcul - Pcls..a- r- to RC 
• baja5 • 1 

. · .. 1 
: 

1 

: 1 

1 Flg. 7. 
1 J .. 

~ ~loqu s del··dls.po\ltivo. 

. 1 
' . . ,. 

1 
1 •. 

.• L_ __ • ' ' 
·---- :_ ··--·--- ·--~·--·---:... .. ·- . 



·i 

1--·--f~ í;figura {9}- a~ar~~-en al-;t~~~~-- ra~o;;;-~~~·i~-1 
~.dos a un circuito serie RLC cuya función de transfcren 

• 

'cia t·s: -
!s R•IOO¡¡ 
1 

11(•)· u 1 
s2- s +-

L LC 

L• óOmH 

1 .. 
C•O.I~f 

. '\ .. 

fig. 8. Traza Polar de Nyquist de un-filtro Pasa-Todo 
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·de un ci rculto RLC serie. 

CONCLUSIONES 

El propósito de este proyecto ha sido el de dise­
~ar un di~positivo pequeño, vers,ti l. de bajo costo y 
fácil de operar capaz de mostrar mediante un grafica­
dor la respuesta senoidal permanente de:un sistema 
lineal~ inVariable con el tiempo utilizando la traza 
polar o el- -concepto de fa sor. · 

Debido a limitaciones en cuanto a la variedad de 
c;omponenete~_ disponibles en el mercado 'nacional el di,!. 
positivo trabaja en un rango de frecuencia~ de 20Hz 1 
a 200KHz. Por otro lado para la primera versión d~l 
prototipo el número m~Kimo de fasorcs que· pueden grafl 
carse en un osciloscopio es de cuatr9 pudiendo aun~n·­
tar este número utlliznndo un multiplexor ¡¡decuado. 

En lu ~Ctual idad al dispositivo sirv~ de a~0y0 
dldilCtlco para los t~m.n relacionados con· la resr-ucua 
en frecuencia d.: al9unos cutS>O<j, Impartido\ por el Oc-­
partamcnto de lngenil!rr• Oe Control de.· Id f~cultdd d..: 
lngeoiedu de la UNAI1. 
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GENERADO~ DEL TREN DE PULSOS 

·' .. .. :, 

Resumen.- Se presenta en este trabajo, el desarro{ 
11o de-un disposi·t-ivo·que, mediante el empleo dt! c;ircÜ! 
tos clectr6nic.os anal6gicos, s1ntctiza una ondü perió-' 
dica con. un contenido de cinco arLnónicas y componente 
de valor promedio, p'udiéndose·variar la magnitud de C,!. 
da arm6nica y la componente de valor promedi_o. H~diant 
el empleo de un osciloscopio de doble trazo puede obse 
varSc 5imultáneamente e\ esp~ctro en n~gnitud de la 
sof"lal que el ·dispositivo este sintetizando, así tontO 
tarnbién lo p'ropla sei'\31 sintetizada. El di~positivo 
trabaja a .. ~na frecuencia fiJa de 100 Hert~:. 

Esta etapa se construyó mediante el empleo de un 
·¡circuito integrado (Ut555) empleando la c.onfiguraci6n 
mostrada en la figura 2, pudiéndose ajustar el ciclo de 
ltr<l.bajo independientemente d~ 1~ frec.u~nci_a ~· la sei\al. 

INTRODUCCION 

la Idea central al desarrollar el disp~sitlvo fué 
el partir de una·onda pe_riódlca rico) en-arnJSnlc.as ~.ua 
posteriormente mel.llante el emplev do cinco filtro'i 
paso-b.lnda s 1 nton.i Zllrlos adecuadamt"nLt~, obLcr-nr.r c,d,1 
una de hs primeras cinco arm6nlc~~ v S\JI'Jldrla~ con pe­
sos. varl ab le t. 

Para el desplegado de el csv~ctro se emplearon 

En la figura 3 se Ilustra_ la forma~· onda que_gen 
ra el c.lrculto de la figura 2ó ·· . · 

Las ecuaciones que definen los tlempos_tl y tz son 
las siguiCntes'; .t 

1.8¡ 
1.~ • (1) 

,. 

'·a>· 1.8 (:Í) ., 

1 
c(rcuitos detectores de valor pico cuyas salidas se 

· mulilptexaron analógicamente con un período. de repetl· 

Como la frecueÍlc.la que" se .. rec:iule-re generar es_._de 
·roo Hertz y el olclo de trabajo del 10* los valores de 

1 c:.i6n igual a el que corresponde a la componente. funda· 
1 mental de esta manera a la salida del multiplexor ana 

16glco'se tlen"e el espectro de la senal que se e~tá 
sintetizando; _pudiéndose observar slncronizadamente en 
un osc.i loscoplo de doble trazo la sel\al y su espectro. 1 

! 
! 

1 

1 
. ¡ 

i 

La onda peri6dlca utilizada fué un tren de pulsos 
con un ciclo de trabajo del 10% v una frecuencia de 
lOO Hcrtz. 

En la figura 1 se mUestra un diagrama .~e bloques 
del sintetizador arm6nlco. 

A ,ontlnUacl6n se detallan cada una de las etapaa 
que apar•cen en •1 dlegrame de bloques de la ,fJgura 1 • 

. 
Val ETAPA 

2ht 
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1 

DEL TREN f-

DE PULSOS 

DE 
Va4 

F'ILTROS f--
vas 

f--

l 

FINO 
~ 

DE 

Dr: 
~ 

GANJ\NCIA 

FI\SE Y SIGNO 

CONTROLI\OOR 
1 llEL 
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-

t¡ y t1 oon: -.. 
... ~ ':· 

--:); 

tl• ' "" . ~-: 
·eo.sldero•do esto en las eouaclo•es (1) .Y (:i)·y . 

hacli>ndo de antema•o C•O.Z2j¡f, Ra•33Kil y R3•).)K¡¡ los. 
valoreS; de las reslsten~let ~Ó-.Y R1 ·resultan ser 1os 
siguientes: ~-;~r: . 

: .· 
R¡• 10Kil 

COMPONENTZ.DE 

VALOR PROMEO.II 
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DE 
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rlg. 2. 

7 8 4 

sss 3 f--v..:.M:...o 

6 
2 

cOnfiguración empleada 
del tren de pulsos. 

Vc:Üts 

1 

para la generac16n-

f=100I!z. 

4-----+-_._ ____ ,.¡__.JL-...~---'--_._~-t 
1:1 + t2 + 

tjg. ). 1ren de p ... lsos gen~rado. por el circui-to 
de lo figura 2 .• 

BANCO DE FILTROS 

ista etapa eo.sti formada por cinco fll tros paso--· 
~nd~ ~uva espeelf1cacl6n de dlsc~o se muestra en la ., 
figu1".:J lt. 

l~ f11tros se realizaron en forma actfva,.exls-­
tlendo -~nlcas muy conocidas para llevar a .cabo el di 
sef.o {1), {2). 

A 

lli lj-lll db 
foia100i 

fpsc110+(i-1)100 

fss=100 (i+1) 

+ 

1 
35 db 

1 
+ 

fig. ~. E1PecJficacl6n de dlsefto d~ los filtro~ 
p~_so-bDndo~ emp 1 ea dos. 

I.1 tipo de aproximación escogida pa'ra los filtros 
fué la de Butr.crworth debido a su facilidad de ajuste, 
Jlcvándoso a cabo el diseño y stntontzación de los fll 
~ros mediante un programa de computádora {J}, se encon 
tró que el orden adecuado para los filtros es ~. 

En la figura 5 se muestra la representación esquje 
mática del filtro para obtener la componente fundamen­
tal siendo lo~ demás filtros de la misma forma solo 
que de valores distintos en sus compOnentes. 

. -- -----·------- ·--------- ·-·-···--··--·-·--··-·---

:
11 

e 
¡-

. e 
. . R 

' R1 • 16.4-

' 
2S.73Kll 

l26il 

Flg. 5. 

T V Rz • ¡sm 
R

1 
• 62 Kn 

l -
Filtro paso-banda Butterworth con frecuenci_a· 
centra 1 de 100 Hl •. · · 

ETAPA OE AJUSTE FINO OE FASE 

Debido a que es muy difícil que JOs filtros paso­
·banda qUeden ajustados de una fOrma perfecta, (ya que 
entre otras cosas, las componentes con las que son conS 
truTdos siempre tendrán una cierta tolerandá · ;¡ll rededo­
de sus valores nominales), se. hizo necesario diseñar 
una etapa que hicie'ra correcciones en el ángulo de fas 

"do cada armónica de modo que la relación dé fáse ~ntre 
cada una de las arm5nicas fuese la corr"ecta ·(v"er figur 
6). 

VbS _ ¡ 
Flg. 6. Tren do pulsos y arm.:Snicas cuando el ángUlo 

de fase de cada armónica está c.orrec;t.amente 
i.justoido. 

i 

1 

1 

1 
Para llevar a cabo el ajuste· fino de faSQ se esc~ 1 

gi6 un circuito paso-banda RC de modo que se pudieran ¡ 
hacer correcciones de fase tanto de adelanto como de 1 
atraso, la razón polra escoger un circuito RC, sa_debió 
a que par• eHe tipo do circuitos los polos d• la fun~ 1 
cl6n do tran!!oferencia sQn reale5_, garantlz.ándose dt ~~: 
U manera que al f~tctor de calidad (l del filtro p.Jso-: 
banda utiliz.ado el peque"o. (puede probarse fácilmente: 
que •erS si~nprc menor 6 Igual a 0.5), siendo esto re-¡ 
comendable en esto ca•o ya que la magnl.tud da lil ~)e!'\--¡ 
diente de la curva de fase de un fll tro paso bandol es ·\ 
una función creciente de el hctor de c·alidad-''Q11 del¡·· 
filtro, al ser l>aju el factor Q. st garantizc1 que la 1 
pendiente mencionada anteriormente es pequeña, lo·cual 
es adecuado, ya que los ajustes" de ángulo que s• re---1 
quiere hacer a cada armónica no ~on ~uy grandes, ade--1 
m5s a 1 ·ser 1 a ''Q." pequeña se asegura que e 1 c i re. u 1 to ! 
corrector de fase no originará cambios qrandes en la 1¡ 
amplitud de cada armónica al efectuar el ajuste de fa-
50_ ~Qrrespo_nd i_~n~e..:.. f J;--~l~<;!J_i to ut i liza~.~~~=:.!.~~---·.! 



en la fiqura 7 

'R1 ·;:: ~;·¿, 
, 

i. : !.. 
Cl ¡: Rt>i : Va Vbi 

i•l •• S 
... 

Flg. 7. Circuito básico utilizado para efectuar la 
correcc16n de fase. 

La funcl6n-de transferencia del circuito es: 
1 

Vbl 'ii'C S -·-:--;---;-"'-".._;---;--Va¡ z ( 1 1 1 
S + ~ + RbC¡ + R1C1)S+ RbR¡C¡Cz 

(3) 

al variar R1 se produce el ajuste de fase, escogléndos 
R1 de un valor tal que haga que al estar el cursor a 1 
mitad de su recorrldo,.·la frecuencia de resonancia del 
filtro sea la de la arm6nica cuyo ángulo se .esté ·ajus­
tando; de·esta manera si por ejemplo, la seftal Va(t) 
presenta un adelanto de fase indeseable, R1' deberi roa 
Justarse de modo que la frecuencia de resonancia del -" 
fJ ltro paso.-banda corrector de fase se~ menor que la 
que tiene la armcSnica correspondiente, se ajusta Ri 
hasta lograr que el ángulo de la se~al Vb(t) sea el 
correcto; si lo que se tiene originalmente es un atras 
Indeseable el ajuste es el opuesto al mencionado ante­
riormente. La correcct6n se hace visualmente con el .... 
•uxll io de un ose lloscoplo. 

ETAPA DE AJUSTE DE GANANCIA Y SIGNO 

Hedlante esta etapa se ajusta la magnitud de cada 
arm6nlea pudf&ndose lograr además, que la fase corres--
pondiente sea o• '6 180'. . 

El 'Jrculto eScogido para 1 levar a 'abo esto es el 
que se muestra en la figura 8. 

·La ·.·funcf6n de transferencia Vdf 
· Vbl o• 

1/cU_. 10(2t>-1) (4) 
~ . 

o'""' r 
.Rai 

Vbi Rai Rd1 

Flg. 8. Circuito escogido para el ajuste de mag~ltud 
y signo dti cada armónica. 

puede api-ec.l arse. que 1 a' gananc la Vd¡ podrj; varl arse . .. Vbl . 
entre-.10 y 10,. dependiendo. de 1a variable a que a su 
vez está relaciOnada con la posición de el cursor de 
las resistencias variables Rbt • . 

Si se escoge Rai de modo que R8 ¡)Rbi la lmpedanci 
d~ entrada del circuito será sensiblemente igual a Rbi 
lo cual es Importante para poder ligar los el rcuitos d 
las figuras 7 y d sin que.al estar los circuitos ac.opl 
dos un reajuste de la resistencia variable Rbi origine 1 
un desajuste de la fase de la armónica correspondiente~ 

• 
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ETAI'A 0[ DETECC 1 ON DE VALOR P I.E_Q. 

Una forma de detectar e·l valor pico dP cada arm6r 
ca es empleat un diodo seguido por un clrcllito RC pa 
lelo, no se hizo de esta manera debido a que para magn. 
tudes pequet'las en las arml5nlcas, (comparables con .el -
voltaje de encendido del diodo empleado), ·Ja magnitud 
determinada presentada un error ·apreciable, por lo ·tan 
to.para efectuar Id ~cleccl6~ del valor pico se emplu6-
un e f re u 1 to que no presenle e 1 ·rncoiwen lente mene lonado 
(figura 9). Una ex6-Jllcac16n detallada del. funcionamien"' 
to dol detector de valor .pico e.mpleado pu~de Yorse en. 
lo referencl• (') • · · 

~· e ¡ 
- ...... ··- ~ ... 

flg. 9. Circuito que detecta el valor pico de cada , 
ann6nlc.a. 

MULTIPLEXOR ANALOGICO 
Pare construir esta etapa se emplearon seis conm~·, 

tadores ana16glco• (swltchos)·op~rados aecuencialmeni 
por sei\ales de control generadas a partir de la seac.·ta 

l
arm6nlca. En la figura 10 •• ut~ .. us:~tu u~W r.a¡;.·r.ese.;;twct6:'1

1

1 

uquem.ltlca del multiplexor anal6gloo •. 
· Las softales So a S1 provienen de la etapa que gene 

ra las softales de control del· multiplexor. ' 
Ffslcamonte los conmutadores·anal6glcos se lmple-· 

montaron uiGndo el e 1 rcu 1 to Integrado CD~016 

... .... - . . 

VDO 
l/4 CD40l6 .. 

. . -
So 

Vol 1/4 Cd4016 

Sl 

Vo2 
l/4 CD40l6 

52 r>~ Vp3 
l/4 CD40l6 

S) 

Vp4 

54 

Vps 

ss 

Fig •. 10. 

. 
1/4 CD40l6 

l/4 CD4016 

Circuito empleado en la construccl6n del 
nwltfplvxor ana16gico ,' 

1 



' ;. 
1 

1 1,
--~---·---c-oÑtnoLAllÓii ol:i:-11-uL_T_JrÚxok . -- ·¡ 
· Esta etapa genera las seis seiti41cs de control que 

requiere el multiplexor analógico pitrn su funcionilmie!: 
1 to. Como se requiere que por cada período de la onda 

-- sintetizada se despliegue un espectro, la frecuencia 
de reloj que controle a esta etapa-debe ser la misma 
que la 'que tiene la sexta armónica; por lo tanlo :oo 
construy6 un sexto ff ltro paso-banda sintonizado a la 
frecuencia de la sexta armónica, como la senal de sali 
da del filtro es senoidal se hizo ncces.uio, construir 

1 
un circuito que genere una onda cuadrada a partir de 
una onda scnoidal de entrada. . 

En la figura 11 se muestra el circuito que se j 
empleó pura generar la onda cuadrada cuya frecuencia e 
600 Hertz. 

el 
Filtro -j 
paso-banda 

555 

·flg. 11. Circuito empleado pera genera·r la onda 
~uadraja do 600 Hz . 

Para genorar Lu seis set'ial1es So, ...... ,s, ac 
Jrnplementó un c:ontador de .anillO, usando un conta.Jilr 
ba5e seis y un decodirlcador de. 3 a.8. En la fl9ur• 12 
1e muestra el drcuito ~~~~pll:lludo, 

El ciclo de trabajo de cada set'ial de control pue­
de ajuHarse mediante la resistencia Re • 

745138 

74190 

Flg . .12. Circuito emplc~do en la ~onstrucción del 
contador d(• .;,ni 1 hl. 
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r----··-. -f.Tiirr.-·,;ui." "-'i:~ili\LAcoliP_~iUiTE OE 
1 . Vf~LOR PROMEOIO 

' etapa se E 1 ci re u i to t"IIIP l•.!dÚO para rea 1 ilar está 
en la figGr.J 13. mue-stra 

V+ 
,. R 

..;: C'?'mponc!'ltc de 

:;_ .. -t valor promedio 
¿; 

T n ov-

Fig. 13. Circuitr, l.!illpl~aJo patu genarar la componente 
de valor pmmcUIO. 

gico 

... 

E"! APA ~UI1AOORA DE MI ION 1 CAS 

Paril conH ··u 1 r es t., etapa se usa un ~umador a na 1!' 
convenciun;tl, en configuración no inversora. 
En la figur-tl ¡!¡ se muestra el circuito empleado. 

. ' 

flg •. 1~. Sumadc11· d~ •rm6nfcas. 

En la flgur·l 1) se muettra la sfntesfs do~ uJa ond 
cuadrada y su cspcc.tro¡ debido u que se trata de· una 
scno1l l.:uadrada, c:uyo desarrollo en serie de .Four:'icr 
(suponiendo que A y VP re-pres<mtan el valor pic4-pico . 
de la bt!fial y l<l c.omponente de valor promedio respect..!._

1 

vamente) es: 

A 1 1 • f(l)a VP+.¡ (cns. \-:0 t- J cos 3w0 t + 5 cos5W0t+ ••. } 
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Fig. 16. Diagrama ~omP.IetO del sistema. 

CON9,.!!S IO!IES 

Ag~e~ando mSs filtros paso-bdnda pueden generarse 
más armon1cas., solu qu~. el problema que se pre~entaríol: 
s'erJ~ _que._la 11 'J.11 de_ lo~ filtros que.-se Í'equeririan au­
mcnta"pro9resivdmcnt~. Jleg.:~ndo a nivel~s que harían 
di fíe! 1 la• sintol.~iz<lción ~e lOs Ólismos, adf'más la ·mag­
riitUd que prest!nt.lrían .J,:¡s 'sei\ales. a la salida de los 
filtros men.Cio"rld(,los podría ser de un valor. pequeño, 
sien.do muy difíci.l sep.:!rar dichas !eiiclles del ruido j 

Inherente. Por lo t-1nto si r;e requiere un sintetizador 1 

con un número mayor de armónicas {v.g.10,15,) es más 1 
recomcnd11ble sinteLizar las armSnicas empleando Hall-as 

1 de Fase encadenada (PLL) {:;}. Ce cualquier form.J se re·l 
lquerirán filtros paso-burH..ta; (y<J que I.Js mallas de fase¡ 
~ncaden~da al multiplicar frecuencia trabdjon con onddS 
cúadradds), solo que dichos.· fi 1 tras segurdmente podríal 
ser de_ segundo ord~n .. . , 
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Tabla 1.1 

Coeficientes de la función de transferencia 
de filtros paso-bajas Butterworth y ------­
Chebyshev Normalizados. 

8.7 Filiar Deslgn and TurÍing Tablo• 

TABLI U Buttetw0rth Natwork Porat~Mtera 

· Deai¡o 'fw>in& 
'. 

w.OT 
Number -3 dB• 
o! poi,. Stas• . .. ... l~uency 20 los O(W.)(C(o) 

2 1 1.414214 1.000000 1.000' 

a 1 • ruJ pole 1.000000 1.000 
2 1.000000 1.000000 0.707 1.25 . 

( 1 1:847759 1.000000 0.719' 
2 0.765367 1.000000 ,0.841 3.01 

5 1 a real pole 1.000000 l. ooo• 
2 1.618()3.1 1.000000 O.S59" 
3 0.61803( 1.000000 0.899 (.62 

6 1 1.931&52 1.000000 0.676" 
2 1.414214 1.000000 l. ooo• 
3 0.517638 1.000000 0.931 6.02 

7 1 a real pole 1.000000 1.000" 
2 1.801938 ).000000 0.745° 
3 1.246980 1.000000 0.472 0.22 
4 0.445042 1.000000. 0.949 7.25 

8 1 1.961571 1.000000 0.661° 
2 1. CH1293!1 1.000000 o. 8211 -
3 l. 111140 1.000000 0.617 0.09 ' 
4 '0.390181 1.000000 0.961 8.34 .. 

9 1 a real polf" 1.000000 1.000" 
2 l. 87U3S5 1.000000 o. 703° 
3 1 .532089 1.000000 0.917" 
4 1.000000 1.000000 0.707 1.25 . 
5 0.3472116 1.000000 0.969 9:32. 

• 10 1 1.9&5377 1.000000 0.6~::.· 

2 l. 782013 1.000000 o. 756• '' 
3 1.414214 1.000000 1.900' 
4 . 0.907981 1.000000 0.767 1.84 
5 0.312869 1.000000 0.975 10.20 ' 

• Butt.erwortb fLlten •te (requeocy.oorm~ed to pve -3-dB reaponae at-.., •·1.0. 
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l.leaign ' T Tuo.ing 

...,~ or 
Number -3dB" 
of polea St.age o w. frequent'y 20 log G(w.)/G(o) 

'2 - 1 
:: 

l. 157781 1.231342 0.707 0.50 

3 1 a réaJ pole 0.6264!\6 0.626° 
2 0.686101 1.06118.'>3 0.973 5.03 

4 '.1 .· 1.418218 ·o.5o7002 o_~g!J• 

-2 0.340072 1.031270 1.001 9.50 

~ -1 a rul pah· . 0.362320 0.362· tis ~ b Mho:l, u~Sj 0.552 
:i b.22oo24 l.oináb 1.005 i:i.20 

' . -.-
6 1 1.482760 0.396229 0.383° 

2 0.652371 0.768121 0.707 5.50 
3 0.163M3 1.011446 1.005 16.30 

7 1 a r~ pole 0.256170 0.256• 1 
2 0.916126 0.603863 0.384 1.78 1 
8 0.388267 0.822'129 0.791 8.38 
4 0.113099 1.008022 1.005 18.94 

. 

8 1 1.478033 0.21i6736 0.283· 
2. 0.620857 0.598874 0.638 4.68 ' a 0.288544 0.881007 0.843 10.1!9 
4 0.01!6724 I.OOSII48 1.004 21.25 i 

8 --~ .· <: ·~~~·~ . 0.188405 • 0-_198° .: .. 
. :. 

•n '1 :· 
. ·- .:~ . . 

: _0.395402.- 0.295. ~ .. . 1.60 .. 
3 'n _.,.,.,;.· O.G72711 0.1\37 . . . . 7.~3 . . 1 

. '·.,· :-::''"'-·~ 
. " •y•·m·•: .·" w, ...... , . .n~i.lf 

-=·.~- . : . ~ 'n l':<i' 
<>'"!.i!",-US.:, .• ,~: •;· 

. ·" . ' " -. . '· _ _:;, ' . ~· . _· -,.-,, ~~if.'1~'f'l '"" t·~'i;_-•·i 
u,;.:;.:o· 

. 2 0.651573 . 0.487765 .0.433 4.21 
3 0.34!>860 o. 729251 0.707 : 9.3ó 

_ .. 0.178208 0.808880 0.901 1!>.02 
5 O.OSM95· 1.003661 1.003 2!>.10 

·~ 
b 

·'!_ filt.ers are frequenc:y-nonna.Jind 60 that tbc magnitudl" response al t.ht> par 
.ge puaes ~hrougb tbe lower bouuda.ry or t~e rippll' band al .... ~ 1. 
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· - · TABLI._U Chob,ahew Netwofi¡ Porametera. Rlpple --1-dB, H 

l.k:ei«ll Tunina 

... or 
NurDbe. -3dB" 
a( poi .. 8\1.11!! • ... frtqUe"DC')' 20 loe G(w0 )/G(o) 

·. ll 1 1.045456 1.1150005 0.707 1.00 
.. , 

·a 1 arul pole 0.4114171 0.484° 
'2 0.49560'.1 0.897098 0._93( 6.37 

• 1 1.274618 0.5211."•81 0.729 0.16 
2 0.2110974 O.G<l3230 0.973 11.1 

1 1 • real poi• 0.7k9t93 0.289° 
2 o. 714903 0.6.'>5208 0.56S 3.61 
~ 0.17W11. 0.994140 . 0.9116 14.93 

"t 1 . 1.314287 0.353139 0.130 o.68 
' ' 2 0.4549SS O. 746806 o. 707 7.07 

a- 0.124842 O.G<l5355 0.991 18.08 

't 1 A rea.l pole 0,205414 o:2os• 
2 o. 771049 0.480052 0.402 2.90 
a 0.316871 0.801\JG6 0.789 10.09 
4 0.001754 o. 89fi333 0.994 20._76 

8 1 1.327847 0.26.'>008 0.091 0.06 
2 0.611120 0.511-11132 0.544 6.12 
a 0.234407 0.850613 0.839 12.66 
4 0.070222 0.897066 0.312 2.76 . 

' 1 • real pole O. 16AJ.l0 o. J!,9• 
2 0.793624 0.377312 0.312 2.75 
a_ 0.36H6JO 0.662140 0.639 11.82 
4 0.180942 O.S!W.OO O.H7J U.IIR 
6 0.05:>467 O.G<l7613 0.997 25.12 

• JO 1 1.334279 0.212136 0.070 .. ·o.o5 . 2 0.636341 0.47600.~ 0.440 5.74 
3 ·0.280H59 0.72147H 0.707 ' 11.12 

'4 O.lf4161 o. ~02-t~., O.K!JM 16.fl.lj 
6 0.04491K O.IJCJkU27 O. OIJK ~6.M 

• Tb,.,. fiiLCir• arr frrt¡ut·nr.y·nnr~n~~ohsrd 110 thal lhr maJnitudr. rt::.ot¡N>n,. 
lt&nd.edJr ~ thruullh tht~ lnwrr boundary of the r1pplt• hand at w 

• thc pa»-



TABL.f a.¡ Chebyahov Network ParanMto"n. Rlpple- Z dS. P"'P 

Deaign Tuning 

Number ' 
"'• or 

o! poi'" St.a¡e " .... -JdB• 20 log G(w.)/G(o) 
frequeney 

2 1 O.SBóOI~ 0.907227 0.707 2.00 

3 1 a real pole 0.368911 0.369° 
2 0.391~ 0.90326 0.904 8.31 

4 1 1.07ó906 0.470711 0.30ó 0.85 
2 0.217681 0.963678 0.9~2 13.30 

~ 1 a real pole 0.219308 0.218° 
2 o."ó63~1 0.627017 O.ó7ó ó.34 
3 ; 0.138269 0.97ó790 0.971 17.21 ' 

' 
6 1 1.109lt5 0.316111 0.196 0.70 

2 0.~1~ 0.730027 o. 707 9.22 
.3 0.09M88 0.9~ 0.981 20.40 

7 1 a real pole 0.155340 0. 1M" 
2 0.607379 . 0.460853 0.416 4.75 
3 0.243009 0.7971H 0.785 12.35 

• 0.070027 0.9H7220 0.9H6 :13.10 

8 1 1.120631 0.237699 0.14~ 0.6~ 

2 0.394841 0.~719~ 0.549 8.24 
3 0.179098 0.842486 0.936 14.97, 
4 0.05~12 0.990141 0.989 25.43 

9 1 a real pole 0.120630 0.120° 
2 0.625114 0.362670 0.325 4.53 
3 

._.. 
0.282589 0.6ó4009 0.641 11.06 

4 0.1379ó9 0.874386 0.870 17.23 
5 o. 042225 o. 992168 0.992 27.49 

10 1 1.125921 0.190388 0.115 0.63 
2 0.41{283 0.4667HO 0.446 7.1!4 
3 0.21452:! o. 7153!1.1 o. 707 . 13.42 
4 0.109773 O. 897r,~IO O.H9~ 19.20 
6 o. 034169 o. 993632 0.993 29.33 

• Theae &Itera are frN¡Ut'ncy·norma.liaed eo t.hal the ma.gnit.udc rcafhHIMt" at. th~ pau-­
band edgt~ puaa- t.hrough thr. lowcr boun<.l&r)" uf thc ripple band at. to~ - 1·. 

,; 

-------- -- --------------------- -------~-----
L • ---------·------ ·-----------------------
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' Deoign ·.}'uni1111 .. 
Number ... or 
ol polea S la¡ e " ... -3dB" 20 loe G(w.)/G(o) 

frequency 

2 1 o. 7611464 0.(1{1396 0.707 3.00 
-
3 1 a real polo 0.298620 0.298" 

2 0.3259!12 0.9160114 0.891 9.85 

4 1 0.928942 0.442696 0.334 1.70·. ... 
2 0.179248 0.950309 0.943 14.97 ·.··:·. 

5 1 • real polo 0.177530 0.178" 
2 0.467826 0.6H010 0.579 6.84 
.3 0.113407 0.967484 0.964 18.92 

6 1 0.957543 o. 291j()()l 0.219 1.51 
2 0.289173 o. 722369 o. 707 - 10.87 
3 0.078247 o. 977154 0.976 22.14 

.•· 
7 1 a real polo 0.126485 0.126" 

2 0.504307 0.451844 ' 0.422 6;23 
3 0.!99148 0.791997 0.7(1{ 14.06' 
4 0.057259 0.·983099 0.982 24.85 -

8 1 .0.967442 0:22(263 0.164 1.45 
2 0.324695 0.566473 0.551 9.89 
3 0.146518 0.838794 0.834 16. 71. 
4 0.043726 0.987002 0.987 27.19 

9 1 o real pole 0.098275 0.098' 
2 0.519014 0.355859 0.331 6.00 
3' 0.231548 0.650257 0.641 12.77. 
4 0.112754 0.871564 0.869 18.97 
5 0.034486 0.989699 0.898 29.23 

10 1 0.972004 0.179694 0.131 1.42 
2 0.340666 0.462521 0.449 9.48 
3 0.175474 0.7126H 0.707 15.15 
4 0.089664 .0.895383 0.894 20.96 
5 0.027897 0.991638 0.991 31.09 

• Tbese 6J(.en are frequeocY·Dorma.liaod 10 tba.t tbe magnit.ude reapooae at tbe pasa.­
band ed&c.,..... lbrough t.be lower boundory uf Lbe ripplo band .•L .. - l. 

1, 

'. 

- . . . : . 



Apéndice A.2 
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Tabla l. 2 

Coeficientes de 
factori zada de 
dos. EUPTICDS. 
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la función de t~ansferencia 

filtros paso-b~jas normaliz! 

Table 2.3-1 Elliptic functio,.; "ith polcs as p, and ha•·ing the form• .. 
l ) n S + C¡ N(s = H - 2-----

¡ S +U¡ S+ b; 

(a) Odd and case A even: 0.1-<IB passband ripple: 

• "'· K dB) ( p a b 

2 loO!> • )4) \ 0 4¡]'IH4 -.t"H01 Jl.llloO~OC .l~OU4 1.1~tH'C 

lo 1 e . )~~ lo ?14'fll -.llq4ol;) • J1 o 2t-P,I}7 . ··l~"C.hl- 1 oh1'H 7'7 

1.20 1.015 l.21!.CliQ') ·-.lltlbtt • J\. )4)844 .41?~ ,, ¡.qou-141 

1 • '!1 o '3.HO lollllMl - • .,3'-107 • J\o~bR)fll }.(lt"111 '•14!C4t 

•lo OQ J.C. lO 7.46"'102 -. , .. , ... , • .n.!flllQ91 lotlll~f47 1 .7\4fOU 

l loO~ l.HO I.n~foolo •oOUI!l Jl.oUH2 oC.O'll707 lolflf'I~U 
-1.811~6" 

1. 1 o 3.1h lol7CI)}4¡ -.00"4?1 .llol2l'-4P ol71\f4) 1.u~-4o 
-l.24ta:!1 

1 .zo b.bQl lobCIQf)\,. •.1~117H Jl.l7t'Hq oJl)!l' h]Q4(1U 
-1.74"'102 

1.')0 14.'148 l. IObnU ... 280t41-
-l. 2Qf 11'2' 

• Jl.2P•2fl .~ 1Q1Ql 1.~,,17~ 

lo 00 l41.úlV '·l",HC'~ ··'!'USA Jt.znqo'5 o7blT17 JotJ2DJQ" 
-1.11': ,.,, 

4 1 • o, fl.]lil7 ) olH"H -.t~u•7"' • Jl.HJlU, lol'H)~J 1.,.1Qt4141 
lo1\l'5U .... OP~cte • JI.~4!1ClU oC'?!IUb ~.·(\Q~4ll 

1 o1 o' 10. 'lll lolQQqli!' •o703'lfo-• J .97,.40~ ),4Q7t)l ¡,u&t<~Cl 
-. d4~qu -.Gbt734. • JloOt-Ulb ol J]~H lol41JOfq 

1.5714)0 
, ... 

lo lO u.oH .•.10844~ J\. oeu~~ .llbt"ll1 lolf;)QU ··r .. ·· ... 7l""'-' • J o 74RlS• 1olo!!!lfr.b ·t.H~US 

1.!10 2Clo0'-4 ... 11<1&7 3 .. lo ~)S~ H • J ob)'"04Q loJ9T4bQ ·' b"'"'~· 
ll.O,<I'Hl'l .... l1~bl1 • Jl~lOBl\4 · .~UlH t.nrcu 

t.;,o 4),447 ¡., ,,<I~Ztl -.tlrH.) .. .s1•"'1o t.l•o••" • 71f>40l 
Hol!1l(ol •ol\tl~ .. Jl.lUI~O • "3H o a 1 .t~hOH 
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- Table 2.3-1-Continued 

(u) Odd and case A even: 0.1-dB passband ripp!~;1 .'"" ¡ ·-

"'"'· K, (d8) t, p, '' •• b, \'•' 
:-• .. 

S ~ .JS. 1) • ., .. , iolll4l7 ":'o?b"Gf'l~ • Jlof.1'!•117 o~ ...... , .. 1 • l "Hit'! 
t.71]1]l -o e: 1(. 11 c. • .·.aa1_'tn~.; .(.~1l"~ ~·c·n~': 

. •loJZ•III•I' . '-·· . 
• ~ • :, ;j. . 

lo 10 l;.,. 'J ': l \.l .. 0'}, -. 1.'1'1" '1 ~ j• •Q• 11'1•l .... '!. .. ''" loDlh?~ 
, ,¡ ~ 1 )111 -.(l ... Q0,1l J\ot:l4'H•Io ,,Q .. (•7 ,.,ll,fQ4 

. ..:..Ql}ll. .. ~ . "'·. •, ' . ¡.¡ 
-: ·; 

._¡, 
lo/O ·1tt.l0l L. 'i '11' '. .:..,7~1~· • J···''~118 .1'!.-t:PlJ ollurc.··q 

?.'l~·l--1 ... o 7'· '-l·l • J\ •• 0~ ,,...~ • 1 ~ Of":l) ·_1_~11.11-41' 
... • '"" '1!;!,. ·.:.L , .• , -~--·· ... -· ··.' ' 

t.s¡;, ttloH~ ~ ... '. ~ 1 •, -.tei"PC.l' • J • 7H7o\lro .IJlHl'~ •77~7)) 

e¡ .tellbto') -.11 .. 12~ • Jl.Chb_lH ·'1•1,0 lo}ftQ?"l 

-.e~oal'!l . ' ' 
lo.JJ '5A.QO~ 4,\fl,4Q~l '"'• ft~qr¡q1 • .1 ollll~Q • ,... 8! 11) • ,,.,,_ H 

,., ... ,.,np •oll'qll • JI .071')\1 _,.,,,.,~ ¡lol?,.U 
-.o;qro11 

. '!"' 

6 lo H zz.ou l.lZl"\1~ -.frl4701b J .U!ISI'It 1 ol94C"'''Z . ' .u "t~l 
J.oi¡\!J~~· -.nt~ll J ·.Qf" .. Co.l? .l01CZ'~ .c:tcu.coz 

"!, &o~?U#\1111 •oCZ)]R~ • Jl~Cl8HO • C•b77l ¡,(')71- ...... 

1 

1 .¡o Zi.'Jtl.., l~Hl~lr>Z -. "QOlfl .. ',f -~~~ Hlll l_.JOO!..,Z ';>1t"Z7tt! 

1 

•• 7l 4011.1 -.10"''!10 • J·"',9!1U"'4 .l8d000 .~43361 

"· HO.~~'S -.OUOb'- • n.r~~a•o o071Glf ~.onn'" 
:·~: ~ 

1 

• !O )Q.b\0 t.U~OH -·'""'"'' • 'J ,•lcu,•-, l • OO'Sl'H ,, .. ,4UH7 
lo1.l5QQ') .. ,1.J~H4· •.•·J o<l( l'ft<lfl ·'""'0''" ·.1 .•.. , 1',1179))9 

lZo9\ló7l •o0\4,9,' ~ Jlo,)Co.Z04 oH 1H'I9 ' le0'PI"'U 

1 

~·~ 

•t• 

••• '!1.171 Z.HO''tQ -.U11U • ' .unu .~~;,,,.,., ,1,.l.Z07 
lo 1H70'l •ol7U~~olt • J ·••&11p .. ,,.,.,, o7Q)Q'rfr1 

1 l'\ol'l"'fl•l -. 0'10]11!\ • JloC46.R9? olb0710 . ·1·091'~71 

¡ ••• ?;.H'! 4,2"11~'!1 .... 4H23S • J .31410~ .<II447C ol07eH 
7.U410~ -.zo~ro,.~o • J .fl\l'lolll4) .~Q1lQQ ,74~4b7 

1 
SlolS':Ul ... oc;~u ... • J\,(1!.0114 .lOJ!~Z 1,JlH•7 

! 

1 

7 t.H lO.fo?O lollHZl -.lbZH!b • J .741210 o7l471) .. ,,.,,1 
lolJ!Hl -.QOH]:) • J .c:tJQII¡,CiJft o 1 Q '!IUO oO,.QCOl 
Z.714l72' -.01tll74 • Jl.OIZQ:)f- .C1b,<lo9 l.oOZtlll 

... e,Ql'Ql] 

" 1.10 H.H7 t.ZHlZ! -.]1ll)0b • J .10~8~4 ¡ • ""' ll 7 
.,., .. ,,.,0 

lol\!JQ4) -.l'Qll" + J .o~'"''' .z,•z1• .• O))) 'o 
lo'S141f:9 "'"o0lll'l7Q 

-,SOQ'J';':O 
•· Jl."liiZh .~ .cli;He lo~HbiJ 

' .. :·· 
l.l o ,O.Qfll 1.'"'7.Q117l -.11110~ . .,..,., ·"l7101 ,,_,..,,, 'UZ!RO ,·,!11 l-41 

lo'f.41 H 1 -.1,1~·· .-.. , .oz~-.,1 f.·. ":':)lli'O"' .... ,l14 
"'.Q ... I-froQ, -.O,.lOIIJ ·~ JI. 0lto401 "'4~.:-.o~~~u• b!'Hlolllt. 

-.'H071') :!':: 

(t'C!"finwJ) 
'.• 

.. ,. 
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Table 2.3-l-Conrinued 
., ,. 

(a) Odd and case A even: 0.1-dB passband ripple: > ···l jt..~·- .. •·(t· 1 . 

' 
" w, K, (dB) <o Po ... l'b, 

'i., o n·.1:-:.. . • ' .. , ~11 .... \: ~6.7\ • ,J: .... , l ,, o.,, .. ,"., ' ... l .. 1lt: 
l.)l!(,C., ·ol'-"lC~ • J ~t•ll ... o lC&,I U .':1"'7(1& 
1.•~c·,., .... r•ao.•o Jt.t'.'H,, ollGJJ• lo.Cf-~'71'1 

··4~:'71'1 
.;¡.:- .,,¡ l~~-·w .. ~·-

l..lV 9'.'-:..;, 4.:" ·'··' -.!'"\él~ • J:' ... ,.1 Q~'ll ... f',ll" .l?H\fl 
f, ,11~ ?""' •oll'\1' • J o ... ,,,, 

·"""'~' •"gOt•P 
J~,ll ... \QO~ ... ::1\llC. • H·O!~~Sl • 1• 2~ "', • J ;¡ ~~ll~ 

... 4::'"~'1 . .... , •' 
. 

1 ••• 

: t-~·IV f f.tn 
8 lo'l\ )!1.171 loll'fl""4 --~1!1""' • ' ,t.l.P"Zr •· J,(,., .... ..... ,.,0 

loZirlllll •ol1 1 t-Ji"' J .•:t7~7 .un~~~ :o 'r114f60 
l,O•PlH -.o• .. ,z., • J • q}qo~, ,J''l'-· . .-q,.,e, 

11 1 04~ ,.o,. •oC14Hl • Jlo QOq!UO oNIIiC"'I .... \li.0106fl . :., . . 
·'·· 

1 ·1 o 4Clo nz. loZZ"'i'•., ...... u.,.,.t • J .)U•U7 ,011!'t .:'...=.~:;.31&7&7 ~ 

l.4Z7ll#J ... , ...... 1 ~ • J ··'q'q'' ,,.c,r17 ~·S, ~~·'"942'b4 
1,)111(14)~ -·0'il')4~ • J. ,4ob40Zl ol841JIO l ,,,,,,.. 

~~.tMn• •aC:lllO~ • J_l~.OUfoZJ ·'"" .. 10 :1 ~CZ7"J• 

' ~ ' ' .: ~16t4H t.l'O 62.24~ l.UOZ~l ... c.p;¡!'IOl • J .• pO)II1'f ,cw,.,,, .. 
l.'?~tii~OII -.Ul71l • J .uznt ·'2J4U . ... C~4tlfl 
l,HUJl ·olJI'ObS • . .t~ .44:UU • n~1 n o401U4 

U.UJI!411 -.cucan • j\;CllUll ,UoJII•4 1~JJ•uo 

. •'1: 1<1"" • . '{ ),SO .,..,..,~ 1.1 U,.IH • 0 Jio!OQ4Z ... ,, .,,.,1.0? o f)GOIIl ·l''''· ?o919)btl0 .... 17(.1119? • .J. ,Hc;~'fU .~4101'~ .~OP714 ' ., 
'!'ooOZUH • 0 )C.CIOD4 • J ,41Ubt ,1401 ., ·; .au.•u 

.. ,.05011'?8 -.oc.~ec.o • Jl.OZH17 ,QO\fi·OO .t,OUHA 
·-~. 

Zo)O ÚlólbJ •.u~ 1111 •o!44,b)'.• J .• 124b'IJ ,óP.OllJ ,U,OlOS 

'l.llilt""' -.unu • J 1 t71 b, .. .~ .. ,~ .. Q ·,UtC.,bO 
.11, HotH '"'olft5'77) • J ,1!1940'! ,J1)~4rt) ,t1P40'7 
4l,TOI!Ill ... fi'!I•,Ol . ~. Jl.¡z•Jn ,)OQC:OJ l.!~~r''~ 

9 1.05 ··7.!7b 1.111•01) -.)!1~2~7 • J of-UQO) • '7)i)! u .,06111,. 
1.2'Htt10 •.tU'H· • J ·.103074 .zqq¡oz 1 !81 QQU l., •• ,,, -.0~':11&1 • J ~4UOtD o lO !TU ,,OUCill. 
\.QQHH •o0l171Z • Jl.OC'1J7l .u., ... lo0l40)S 

··!11'170 . ,.l. 

1.10 58.Jn7 1,U«.H1 ... Ht7H • J .~••ou ,1-P)~r¡U 
) . ' ... 
•' UtOl · 

1,17031• ··1731'CJ • J ,U7?.b? ·l'b107 ,U7fl41 
l,OJ771Q •,Qio!qH') • J ·'607111•: ,JJCJCZf'o ~ .U5!J1 
~.Ho?.4o0 •o017P•4 • Jl,OlOIJt.l .oJ,taa l.Cl151o4 .. • ""'1! 171) 

1.1o n·.e.,o J .c.t~J7Ht ... H H o a • J • vo'"'' .6411117 ,,,.,., 
1,6001')17 •o)'l11!0" • J .1UObQ ,Jtlitlll o.j~~bJI .. o• 
,,,7 .. 1011 •.O,.OHl • J ·''3014 oU?UJ ,tl~tZ•IJ 
1,61)l)Q) -.oz~•oc • JloCHUO · .• r~ooao J ·.QjtQI)11 . ' 

-.lQlfH~ 

, .. 
\.· 
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Table 2.3-l-Conti•wrtl 

(a) Odd and cas• A even: 0.1..18 P""'band ripple: . ' 
" w, K, (d8) e, p, ---·----------"'"" •• b, 

100.841 z.llllbJ."» ... ,zqo&qz • J ,U'5RlQ 
1..806(1\~ '"'ollO\IIZ • J , 7U.I~t5 

,•OO!It) ' .. ~lb1710 
,•ZOlh• • .UHOl 

4obl"1116 ... • 1 H 10~ • J ,o)UU ·'llb04 .uoJoJ · 
U.OUHl •oOlfiUZ • Jl.Oit4Zl .ornt• :'1 .• 040,.1 

... • ) 1000(1, - ;:_ 

z.oo U e, r l r c..uruz .... , .... Jlll • J .~IIUU 
,,p)li)Q •oll1.lJ\ • J .7~UU 

.Htt1b ·110011 
,4JioZbl ;.'l.·~, uno 

II.Ol'IO\ ... 1]0710 • J • &a17llt' .1bl4'1 ,111! 1'1\í' 
1.1.20!.(1!1 -.04)011~ • Jl,OZlHZ ,Qflbl•l 1.0Ul4Z 

-:·11\b'' 

. 
10 t. o' '5" o 118\ \oll'lbf~ -.c.zuoo • J .102M" ·"" 44) 7 o1Ul''~ 

lol'lUb! ... ,z.,~Hl • J .na•u ,40~fi(IIZ .~0420" 

loUIU.Ct -,JQI¡))? J ,tU4'U o1\lt]4 ofH \P~ 
,,'51U,•• ... ,QlOZU • J •• ,.,,t ,G7~!~~~~ ·,oTCl'O' 

h.IS'fbll ~ .• tC 0 "0" • Jl ~00'5hl .ol~h07 L~óun• 
·.--~- -:· 

lo lO u.uz l.ZZUfo4 ... ,)'J'71t-0 • J ~'7'508,, .7~~t71Q .tOG~lfo. 

1..1Hn• .. ,.,.,,, • J .,.&,o•• .•rz~or ,I!C,•tol 
\o711tQIIo) -· \Zl?a4 • J ,lllllltl'l! .l!l,t,Q ..U\Sfll, 
J,Z,lQP ... ,Q'\'-H"' • J • en ... ~~' .\O'féb' ,o,zuz . 

ZJ,\'Il•Cl -.:)l~t,Zó • Jl,QOHitl .nl~l,~ ·J .Ot11&Q 

lolll e• • .,,., \oi(,'SQ)~II -.ll1117 • J ·,. zz """" .thllt7! ·:~H:~ti'H 
1..~4oh11 '"'ol'!IC.Z !ó • J -· •• oZU4o .~OJ~o7Z ol!tZ'HDi' 

1 

.,,Zl!IQO"" -.141\1~ • ·' .• u•nu ,IOHH •"'7C?o. 
~.!ld!.C.Ql -.07l•7! • J '•O"I"Z~ .1'-!'4) ,ene • lill 

l4,H174o'l -.Olt\1'~1 Jl.o.n5Z• .o•t'o"' l.on~>tl 

! 1. ~' u~·'"" jii,ZiiiHH -,1Q¡j.f17) • J .1'1\0? • ~o .,.J 'a .17411~ 

z.,.lll!b41 -.Z41f'lól • J ·' HI)U ·"'•111n. ,]4!1¡j. .. 1 

l.Ql7051 -.1&,71)( • ·' ,18!57C .~HIH . •• ,. 60(! '' 

... 7 "07t.lt -.r.?L'17 • J ,GI(,ItQ';J ,J'M7'\ ,•ooo'\~ 

t-Q •. l'Hc.o~ -.ozo~,~ • Jl.C1!UO ·"~Q(tlio loCH4!'1 

z.o: ~-~·.p¡ 4,)o•t-F., .. ,,7 .. 117 • J • : no11 .!'\'l'"' •1 O'l H" 
" •• ~101' .... ,1~1.17 • .1 • Hl '1' ... ,,. • '111 ,,.,.<.~' 

1,4•,4~0' -.17"4!' • J ·''lilll77 .:t•ztl1 ·"""''"' 
11.Hl4~• -.111 .. 111 J .QJ'Q11} .111"''0 • ". t ~ \., 

J•Z.4131Iilt P -.t1"'Q1'1 .ll.CI-1'1 ,I",.Qf4(. ~ ol n7~t 

{conrinu~d) 
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Table 2.3-1-· Ctmti¡¡u,•d 

(/1) Odd Mnd ca"' A ~••n: 1.0-dJI pa .. bHnd rippk: 

"1 4U, K,tdll) -·-
2 ti· •• l.lfll}b 

1.10 4.0,, 

l.ZG t,.lSO 

lo' o 11·1 Qllt 

loO O u.oq~ 

) JI• O> e .1 1c. 

l .. 1 o llo'lrl 11110 

( 
lo lO lbo~)oq 

lo lO 1\ ol 7tl 

1.00 lll • "'. ' 

4 1 l. J!l ¡~.·HO 

1. l :.t l'\,lllll 

1. ~o 1?.4,p 

•.. 

l.~)flbl·'-

lo lHOU 

Z .l)~~QO 

. lofll"OSl 

-1~4')4102 

lo:.!'lS4l'l 

1ol70ll4-

lob90t}J 

1oAObtl}4 

.,.1~110'' 

1.1~1fiH 
~.ltz~I'J 

t,zqe~;~?'i 

~,)400'\0 

l·""l410 
"···'~>~Ol 

p, 

.;¡~YOP) o JI.OhftO?Q 

•ol?C~J1G t Jlo0l~A41 

•o)lt!~~ O J~o011.44,1 

- 0 4)Q7QQ t J),0)049P 

.. ··Q~· 71 • J .Q~Q4"1 

-.Q~~!04 • Jl.OI711~ 
.. • Qc.li!IO!I 

-,047b5l • Jl.t'l&lOJ 
-.Blf Hl 

-.lltlobl t JI.C)OQ'Q 
--· 70l'~QQ ... 

-.ll'lt>QI t J 0 0941~5 
.. ,I)Ql( tilo 

-.1\'POH • J .ou• '~ 
- .. !11"0"111 

-.~onqt~ • J ,7iJQ'' 
-.ol~Q~l • Jl·.~n"b~l 

-,)QQllO 

-.o~u Plo 
J ,f)~4'Jl 

J\o0~~)1J 

•. 
.)J4o)f¡ll. 

··~·z~• 

.b"'llU 

-
• e7Q4t P 

.l •.".~QIIC.42 
.i' 

... 

.lllt"l 

oJ'I,30l 

oll'0'1 

• ,,, !QI¡ 

• •J•r•J 

.ltl'H 
,t"'l'V.U 

,"'OIII)C.'jt 
,JO,Q~r>Q 

.... • 4¡ 1). 

-. )~fCJ7l 
-.o 7~ ~ 7' 

~·lo d 
J ,•,.(lttll'r ",.'77)1;141 

t JloOC"'\1'1& ,,~j
1

;ol'l?C.fo 

. . ··:."-'· 

' ,''-!_', 

'Q• 

'l.' 

. ;.: ' 

.·· 

~;: r. ~ 

.. , ~ '·~ ,. 
'' 

''· 
loH"f1l1 

)o100C)4. 

t.n~O't' 

]o('llltto)l 

loiTCC1T 

loC.)fllQfl 

lot'414n7 

) 0 0)1111116) 

loC'In\C. 

1 .e u·-~o• 

,,.¡¡U'I'l' 
1.~10~71 

• ~"' 1n~o1 
! ,C(·!iHl 

,t.f•3P47 
l,CO#?U 

:'' 

~!;., .. ~·:·· 
J¡·i. 
'\'1·• 
',' ~' 

~·. ;,:t' 
1 : ~ ' 

··: 

· .. 
o ' 

•'j 

<; 

'-· 

' 
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(b) Odd and case A even: 1.0-dB passband ripple: 1 

• w, K, (dB) e, p, ... ,..__ .... J ,,, a; b,'' .}-:~ ~:- ¡;( .. , ~· 

1.·so H.su loBH51 -.lfo4Q8• ,UQbtZ, 
i', 

• J .nQII;" ,]IJ4l8l,· 
'11.01Q)l0 ... , lOfiC.QQ • J • QO)Q~; .. ~ ,lt"8PlQ • QQ811 11 

. 1 ~ ' 

l.'lO '1. q ')6 4t,~G]Z61 -.3'5117) • J • 44!t,48. ·-? ,70Z~•t> ,HGIQ7 
h.2?7ZC!l -.11147~ • J • CUJill 71> '.:~ .z.,a~., ,9Q'!IUI) 

•. ! •• :; -;;"!: i_i;., 

., 
' ~·. ~ 

' I.H H.tn lollHU ... UllB~ . e~aHz:~ ~ .. .• 
• J ,'!lf'Z~71 • 7f)Qf10· . ..,_. ·' 

t.71]7)Q -.('?')&~4. • J\,0011~4.' ,04711• 1 .roz,•-..,.·-·-. 
-.~l17Q4 1 •• •• 

• "t.·-· 

1-10 )U,\ 71 1. 2SQ1Z'l -.znltts • 'J -... ~ .. n~> . ,40~~t284 .~11!1'~4·1· 
1,tcnccn -.OHbll • Jl,OOC\11.1. •' ,Q,.Q16o1 l.OI)lt-toQ 

-. 44f'S61 
':!_ ,·· ,,:_fi 

l.~ J 18,Hl •• ,:0117 -.Zt7S6• • J .741!167 .. 4 • ,4]'1\l 16 ... t:nc•o 
l,Qf)P)'¡l' -.Q411Q!IC. • J ,qq~·~~-)~·: ,OQ6)1117 ,aqq1''1 

... ,]OJ,JO 

t,OSJ ~l.ttH ~ ... Z~!IIS •.llP~1~ • J ... 81_~.,,1". .... , ,., .. tf o'!'\?C\4~ 
"'·'l7f.l4't •.Ob~S'"I • J .qq~l'U ol)l('l•l o'f9 .. 9S7 

... o ) lllllftb 
' .--t •• .... ~-A.; •• 

lo ·lO b"oo.UO .... JI',\ Q~ l -.7"\Zll8 • J ob4111o\0 . ... ,. .. ,. ,,. .... f1 , ...... 
10.~!:17112 -.Cl7~1~ • J • QQ,fl\4 :-· . • .,, 140 0 001 C. O) 

.... )l?~QQ ... 

6 lo h ]~., 1 lol'HZ.., ... oltoC,S4 • J .... ,.,'Jl oHllú4 • 3l'fo')fo 
loft).~fo64 .... OQOHl J .410440 olfi&':O~ • .. ) '~""! z 
,.,~•ff.9 -.Clt18l • J 1. c,oenc;~' o0)1~"'7 1.~D04tt 

lo! O 40ol4l lo14)l6Z -.)\SQIIG • J .4(1Ql44. .,.10174 .Z.,.ll'.ll 
lo 7140•1 .. oliii:7)Q • J oE!H1l4 .2)74#111 .771'1171 

4 •• 2b4't\ -.oz,ozr • J • 9fi44U .r .. ,.., • .QQq•o• 

loZO \(,.08-l \. 4Q~ '"'' -.l~Q'-111 • J .J•cuz• .•7e411 .llll..,1 
lolHOQI\ ... p ... ~ro J • 111 142 'fb ol?1Ul _.,, .. ,.,., 

\l.4 .. ztr,Jl •oC'Hlbl • J .QQII )ll4 oCfobS?.?. 0 0Q77t• 

l.'ll) bl!. ~ )l Z.l607PQ -.260•04 • J .11017S .!1\HHI .}.:.41-·1)0 

J.Q"?7t'~l .... ,., .. c.,o • J .71111P'l olO•Gb(' .l".! HZH 
n.a!7?4Z -. ~ .. tlll" J o OQf> J 74 .ca~:tl) .ao•••J 

Z.l: IJII.IIl4 Ctol411l!>\. ... ~4" 1~ • J .1111~)l ..... ,,,l .t•Hs•: 
7 0 4'J41C.? -.161641 • J • 7~1171• .~H!U ·"Q7•74" . 

't?.U68•t -·~"HU\ J .QQ'\Qt• • t('l'74l .OCIZ0'\7 . 

(C'ontúruttJ) 

• 
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"i;+ ~-~ 
Tal>~ l..l-1---Conrinued 

(/1) Odd 1111tl casr A t>m: U}-,!R pa~'hand rippl••: 

• •••• "· (<JR) ,·, p, "· b, 
·-·····------- ... ----- ----

• . ,. 
""'·"'~ 1 • 117' '¡ ·.l:J•l•-1 • ·' •• 1 ~ ' .• _ 3 • ¡, 1 ~ ~ " ., •• ~· 1( 1) 

J.'\)' .. ~~ .... '="' }C:J •. ) • J ,4,7h•t" 0 )) lC(U, .~,.,,,.. 

~ .... li.~7l -. :"111 070 J , QCQ'117 • (' 11' "(1 . nccu "' 
--'~'z•• 

• 1 o 6.0,"lb t.2l•1?., -.1';,.,707 J • ,., .. 1 '~· , '} 1~ U4 .'o ?•1H 

l.'?JQ•J -. ("'1'1 .. ' ~ • J • 'll71JZ • 1' ~iQl > ·p;¡(l 

].~llo7t--Q -.c.p• ?lo • J ,Q<:O~'-'- .r~~, ... • :¡ o• 'JQ., 

-.)l:JH 

1 .l·j "1·'-ll 1-0~1'7! -.lt')~l"' • J • 5• '1 'j) ... 0 .. "-1' ;. ! ~- <lt .... 

l.Q·l~'-1 ... C'0~"111 J • 11111 e •• ,1.tJ747 • ,,.,. .... (¡ 

4,Q':J• tC'P -,Cl'-HO • J ,c¡¡••Tl .c••7o_,o <l:l.C 1• "10 

- . .-.' 1'-(.t Q 
'~ . 

!<' 

J.).) ,, . ' ... l. l" : ;p -_.1'-~lqn .~e:,,.,. • 3~tl • •o ,.'_QJ (..05 

J.31JQI;Q - . .11r&H J ..... dJt .n1H7 ,;_-,¡,zq¡ 
o.~l1J0111 -.(l)'llllli.lo J • QQJ) "10 • ft J t "" , .,.q~ ~ '1 

-,:tHlf'ilt 

?.~1 1C.4>.l"'" .. .\ '10041 ... l Q('lt- P''- J ·" 71(' C.7 • , .. , ) ,. o :~':~·'iQ).-Q 

b,}')\17• -.l)Q7H • J , 1\j'lCH .zJil••.o ...... ,,.., 
¡e ,Oet)OO~ -.O,Q51--fo • J • q~.¡f, ]00 ,n1~111 • <"'•Q4, Q,. 

-.:tl)lJ1 

---
ll l. 'J\ •<fdU lol\Hib4t -. 17~0 711 • • "1411 .. 7 .~4~)'!17 . i .q 1 4 ,.,, 

lol4tl\H -.tl0l11 • J .'7~'i'J11 .1t-:l14) .• ~·4r3•1 
l.O~tl)Q -.:l~llb? • J • "'~ )Qll , Ct' lo ~l'- ·,'Jl.IH!I 

u.o•t~~CI" -. OOQl(jl • J ,t~QQbH .r1U.,~ ,t,;<~Q)U 

1. lo \O •• Q} l.Z~f'Ub ... ""'""'0" • J .lC011l ,60fJlfl o·l -\Z {.4 .. 

1·4"110\ .. ,1J06U • J .H1l4~ ,¡tl't]77 ~~-~?7•0 

!.'JSC.4ll ... nH7H • J ,lf:H.H~ .10ti471 :.\ ?~ff'f\ 
U.l0"1l• -.011185 • ' .QQQl~Q .01&7'' • \'.;& ~ QO 

lo lO 1lo1H 1 • 4 ?OZ 5 l •.1'~'}040 • J ,71J'H~l • 4~,('1911 :.~fH:'O'P4 
1.1tlf;5QQ --14~710 • J ot>t!.,4l~ oi'Q1410 ,o.>J)OH 
1olHJI31 -.(lb711Q1 • J .•H 11Q3 .tHU?. , !< ~ .,011, 

u.HJ!QQ .... OH&III • J .liQ!bi!Q .c:-717t> --~-·,._.,.,,, 

1,40 Qfl,. Q·~ 2.)l~f-Q1 • .100n51 J , >JO! U' o40010f> :;e~;~~= ~.oost.t.O -.Po'iOa!l • J ol>2!>7dQ .ZQISl70 
b,O>Ul4 -.oa:-<~.oo • J oiiiOifl& .lbf'lf('l"' ,1P1Qt.ll 

.,.1) .. 1,107" -.Ol!IPl• • J ,liQ111-'> • 1)! 17110 . "e:,,,., .. 
;;:.<' '"• 

.-~o Jllo7ll 4oi1,.,7H ... 1 "l'foo 11 • J ,1'] B lol • !75)'-4 , !l ~Of'?l 

'· H'06J. -,)4QH1 • 1 .!.'iCobllfl tl'i10C8S , PCC.l~ 
tl.7ó"b74 •oO'ilbl, J ··b'llq olP1l70 .~i)'f'¡} 

q¡,Ul~H -.OlOZil • J ·"'~l'l'Q ,t'-tO:"- ;<-.~,';1'-4' 
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(b) Odd and case A even: 1.0-dB passband rlpple: 
,·' ;. 

n w, K, (dB) e, p, •• h, 

9 1.0, )7.1)0 t.lll40b -.10~247 • J -~~1818 ,'!QO•o-. ol42t47 
t.ZOHlO - .-on~ 11t • J .~'!104ttl2 .1 HCl" ,7JQO.,fl 
lo~CU271 •.OlOb'P • J .Ob4401' .e u )04 ,0'!1)05 
),OQ~OJlt ... C07t78 • J ,000640 .ClH'!-7 ,000'!]\ 

-.Zb0'78 

1 o 1 o bO ol b 7 ¡.z~c.H7 .. ol ltfo 7) '1 • J ,407)?(1 • '7)47] ,'J!17'J" 
loJ1J]l't -.008702 • J ·'0'\S, • 1 Q 7')• .. .l'l~l'HO 
lo 1H77lO -.O-~t071l J ,Oo\0004 ,Qtt~o•l' ,00loltl8 

s.zoa'"" -.('11(\~#,l • ,OQOJ?7 ,ClliZb ,OOP7.,,., 
•,U,Hl 

t.zo l'l4t.QIIO \ .... ,)1,, -.17"!J"P!I J • 4C.7•.Qjl. .)HlH .2"1"!~ 
l,b00bl 7 -.tO•('IOO • J o lt-ll~h ./1 "'1 }8 ,SQ?1''H" 
!.Hoto• -.c•vss. • J ,030~1<1 olOllll .e~ooooz 

7,t¡H'01 -.OIIolll • J ,QOtiP!III .020"2'2 . ,007001 

-.nHtO 

lo Sil lllolOZ z.l~Ul'l .. o 1~371\ 1 • J ,]05bOS • ~77~"'1· .1 •]}QQ 

Z,PilbC'lC. -ollt-Zll • J , 7QP408 • 11 '" ... , ,,, .... .,Q 
4obl,.Hb - .Of'o~Oll • J .QOtloll • J lOCio l .Al~flll 

1"·01'-l"l -.OlOioH • J .QCifll'H .e ~ooc:ot .oc;,..pz,. 
-.U'-?7~ 

1-~3 l]Q.l7.t.t ... 11)71..41 -.t'HHfo J • nozz• .H hQl .1 ... ~1"1~ 
S.l'nZO~ -.uo~os • J • f>7Q'57l. .?l~COQ .47tll')} 
l!'oO!llOl • -.072Hl J .IIQZ~,~~- .l4c.l-tll • !IC 1 C' ::11 
Jn.zotn~q • oOllQZIII J .CIQH~l .Ot.Jt~~¡ .oc:~,.cn 

-.171100 

10 lo1'5 f!"~·-Ht lol::ICit17Z -.zzson • .ze. 00~7 ..... 1~"'" .lB•H 
l.lil4hl -.1-li'?Zl .~fiOlZb .l1'#<o41.'5 0 4f'1ltQ1 

. 1.4lllllb .. 4 -.Cb20Jl ·' .PBatP • 11•0~:1 • l'Q ?• :11 

z.su··~ •oOZlH' J .c:l7171)11 • r ~ot.tQ• 0 CI44.1117fl 

l~.IIIHbiO -.OO"iii0-'1 J ;ooo.,sa .q 1"11 0 G0Ql'!tl 

J. lo 'J'ot·. oJ"l t_.l~n_b• -.10,,,., J .1J1 .. V • lo( ., 7 7') .001701 

t.-111•14 -. 1 .,Q) 7 .. • J .foZ~ lH .1711111'51 .lotO~" 7 
1. ,, .. 0 .. ~ -.07?Q')) ·' • .. •lHl • 1 .. 0,00"' ·"l'l4~. 

l.hJOfoZ ... Oll"'H J .o•Qll7 .{HCH .ozun 
Zlolllii)PO·l -.oc, .... , • J .QC:Q4Q4 .o1 1rot • 00,1• .~, 

1 • ?") C:"l.loZ l \.~o~Ol!ól -.t•'oz¡ • J ~110l70 • !lb 'i" lo J .C.77t77 

l ... •t"ll -. 1 \'104') J .'57"1111!4 ·'7"1'70 .]4711". 

'·''"'00" -.('.PIIJ\ J • 11111, "14 ol 1 'Diol .ti!-01~0 

"• • '' ,.a! -.O•f"''"' • 041o .. , 1 • "-"1 ) •. l • ¡:; Q,,. 011 

llo. "i 1 '' .. ' - • r ll':¡r., 'OOQt;:O," • C' l '11). .00"''' 

t ... l ll 5 • ., S~ z. ll') "lo 1 -. ,.,lbt: .. J .l"lOJl _,,,,1"! • e.., ot-,,. 
Z.'!11lb"t -.1\100\ J • • ) • 4"! • 't- .... lb ·'" ',. ~z 
l.Q~7Cr:t ... CJ4l7 77 J . lt,.,.,., • 1 ,_ ~·.," .~Ot-,?07 

!.n'lHt. -.O'lllH J .Qllolollll • 1 ('42 btl • ". 1'! .. 1 

t¡Q.7:J~40Q -.01,.,~"0 J .coco"H(I .f'lllZO ,lf07!1!" 

l.'l') l~t.o,)C lo.OH.""~ ... 1' 1 't. C. • .\1'1011 .lOZ~llt .0~17~1 

lo • 1 HO 71 -.-I\OQ7~ ... (lb'\QO .U.\Q'H _,._,,., }Q 

'·'".,,. 1 wl -.C1?Jl'\ • • 7lo ('~ 1('1 .11f"flo7 ... ~ 71' lo) 

11.HH!'- •.O .. PSio\ • • Q\Zb lb olll(~Z • 11 ! # ~ ) 1 

141. ~o}GQf', - 0 0 ¡11 \11 ') .QQP111 .01"7MI • Q !) .... ,,.. 

1 t o m • •w,·,/) 
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Tabl~ l.l-1 ("muim,.•rl 

kl Ca.e B e•en: 0.1-<18 pa,..,band ripple: 

" I•J, K,(dB) <, P, 

• .. '-~ ...... ~ l.lbtH" -.1''\''0 .. .• • ··'1 .. "··" 4. ;. .. ~ .. ¡q ·' 1 • r • ~ 1 1' 

•• 1 u •,1Jr 1.3'•~7!7 -.OH\01 .'1 .e ur.;o 
-,74t bfllo • • •t ;:) 11 .. ~ 

J.l~ h. 'ltl '·" J)o~t(¡e,. -.J '"~-?~ • .1\ ,c.r• <.~o. 
-,lol¡t~l· J . .,, ( ... ' 

1. ~ J 1~,11.1) ?,SQ<;~tf -. ¡•,.oeo Jldl"t"' 
-,f'I_O~•lo':- ·' 0 ~1<( CH ... : 

1.4#.1 H,, .. l lo,l,f<'"C -.1.1'111" J 1 • 11 ~"' ,n 
- ..... ~ 7f,. • ' .~~1} 1 1! 

' I.H loJ,jQJ t.i?!14111 -,!I!I.I•OJ J .!~ 110',.1 

¡.,,')Ot•Q ... lM-~"7 • J ,ct"'"H 
-, Ol~t-U • Jt.tl01tll 

1.1~ U,HQ lol«ot1U .... zot,.,., • J o '94 "11 ., 

l.•C~H .. ... el•'•• • Jl.,.,,,,z 
-.~ .. ~~,~~ • J ·"''"l" 

lo? O U.dU lo4911&Cl -.t4o)"''' • J 1 GC,¡,•4o7 
1 o JI>UH -.o .. ,,.~, Jlo"l .. b1" 

-.~)11&0 • J •• lf.llf 

l."., ,,.li"b '·l''flllil ... ,•e•~· ·• J • ""'1\\4 
4.l.t.04,Q? •.Oot'l~l J 1 • ,.... • 1' ll 

...... 1:1'111 )\ • J • '!'4 \11 ~ 

l.OO h ..... "'.lt.l Ht'b -.zqt.;.ot • J ·' ~· Hr 
11 0 \hHU.., -. QQ7"174 • JloC. 1 ll4o'9 

-··~~('l!l J o lll"'ol,. 

·• ).~\ u.~zq 1.11 .. "1" -.~.,,.,}lo • J· 0 )U)J1 
1 .,., ~QQ .. -.2]7<4o7! • J ·"""""r 
1.nH)1\ -.l)l~C'l' Jl 1 1\nOGJO 

-.:)1170) • J 0Q"'O_J .. • 

oiO u.ou loll9lllo .... l ~ l! :'1 J J o,, 7 , ... "' 
loUlHl -.ou•H • .t 1 .e 1"" n 
lo\\7llo<4o -.oo .. z~~oo J .q,...zoiC'I .... ,..,.,,) • ·' .)llGtol 

•• 
1 .... ,. .. " ~ ' 

,1: 1 , .... 

. '" :-; ,., 
: •• e: , ~ ~' 

,;,·c~c. 

\,&.c,r~r 

• ~t- h.J~ 

! ...... ) Q'J 

• ''b1\t\ 
~.HI~'' 

J,1l101QII 
o:"~l.OI. 

• ' 4 •2 ... 

• 4o J ':- .. q 
• ,. 'P '"' ... 

1.ll.'l'l 

··''!1 .. 
oi1'?'!C' ,_,_., ... ,, 
.:"17H 
• 1, "'l", 
o fitf, ... '", 

• ~ Q') 11? 
• 1 e; '1 •" n 
.Gll~ 0 ~. 

l.rPJ?l 
• "' 1,(; .... 

.rv'lrn 
• ! ")" ~,. 

... r lr";. 

.e ·~,l'P 

.1 o;toon . .. , . ., .. 

h, 

... ·. -, " •• ! 1 ~ ...... 

~ o; o 1: H,, 

:.~ .. :.~~· 

.1 • 7: ~ j -· 
1 • ., ........ 

1 • , .. : .... 
• ·J . , . .)1 

l,:q::·~., • 
• 'llo" '~ 

• 11 '.,.: 1 

,lót'•&.•-1 

r.;. .. ",.,., 

.91Ql .... 
l'oC"~•GI) 

• ~ JIO-t .. .,. 

..... ,,lil 
l.P:;7\~ 

•"'·'~,· 

.l• .... a.• 
lol (: 1'• 
.l~ 1111 

.l .. '''" 
1 oll Hl"J 

. .. ,~fo)OQ 

.lot .... ":., 
o ll]" ] .. 

t.r1r1~, 

.al'")"' 

~t·.,~~~-

loC ?•7~; 
.C:tf l~~ 
.~71'C' ~ 

' . _., 
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Tablr 2.3-1 ('muinu't·J 

(<') Case .B e•en: 0.1-dB pas¡¡band ripplc: 

• "'• K, (dB) 

l.l; '"; 

1. \, "'·l .... 

l.OJ l09,.f\~ 

10 ), :)) ..... "'.Jt' 

l. i. J "'· \ J 7 

:.l ... .. ,,,.., 

1 ;, 11 •, •• ' 1 

z •. J ~~~ ... o·, 

<, ,, 
·- --··---· ·-r'--==. 

l.dllll ..... ~~'! J ·''""'~ 
lo"l' 'lll -.017,4) • Jloll•74r 
~.'I'•J,.q -.t••••O",• J .~llrtl,. .. \ 

.. ,.,,~~7 1 J 0 ~pYW)J 

) • '1 .. 4o ', ... ~plq' J ... ~ """' \,, ... , .... •ot.iHH't J\ ,f.lC.!tM 

• .• !.1•7Zl. ··1"'0]•1·· J • o 1 , 11' 
... ,,,. .. , ... J ,,,.,.,,~ 

to,\.1) .. ] •olfU¡Jt, • J ,ti"!4oq 
':,,.,·~·" -,O"'ltilll")'t Jl.~oZ15l7_ 

1?'. 111 .. llH •olf:l"4ll' • J •• Ql. ... l 
... • !lo\J' .. t • J ·'''"'-

\o\1011•.¡ ~ ... ~ .. 7 '!! • J ,lQ"''"l 
lo\ 8 1>417~ .. ,!,Qt,f,O • J ,Jl\1~· 

loC.H!ll ... .t,ozo¡ • J ·"'l""~'l 
~.H'f.51- •oC4rG,1c. • J • ftf' ,Q .. ~ 

.. ,c:;acq~" • Jl ,,r f'C.O' 

l'ol!lfO') -.l~'~q'! • J .eo! •ut· 
lolHlO, •oiNO"! • j.;,f'J'?OH' 

l·h·~~·, .. ,.; l "'''" • JI ,,.,.pqq 

l.·~~··· 
... .;,~·] ,. •· J1,0U0.,6 
-.~71!¡111:1 • ~:!~'l!'o.,(' 

:· ... i.llt71 .... ,..,., 1 .. 
.. ,~~:~ 

.;¡J·¡f,~!•Ch!IC' 
l ~' lol'.l• ') • ,lc.t.Q'' .g····''"1f .. ~~, .... , ~.UII'"l • ,I_.;Q; IC.O(I 

o ,"'\U4o-."'' -.cu:,., Jlo~'ll"" 

··''""'. • .1~,11Z111 .: i ..... 
. ·!,'.;. 

,,,.,.,,~ .. ,Jc.?'l' ,•· ·,uuu 
Z,t. _.•HZ •,t .. Htl • ' •'''''r 
C.,'ll'l\1 ... ,')o]o!'l, jhQC.'U1f 

~.t\!1!1 •.Ol"'""l • J\o(l!JH) 
-,!a•call • J .• ··l~~zc.e. 

c.,.;,~~C~! •o1l"la~ j'''l.r;fi\]•\6,. ... ~~·~~~ ... 1 ,, t !1"' • J;.J~Q1'~ ,., ...... ':. ·ol'"'C'I~ J _-,H~C»H 
JO, J.,••!·" .... t '": .... • JI~-, 1•1•o 

... ·l''' 1 .. • J • 1 .,. ]')1\ 
' ~ ) '.· 

.• -:·'¡.<!~ 
: ¡ ~-\. .. 

:¡ ,;~ . ~: ~. 

., 

•• 
• 1 ¡ """'' ,, .... , .. :-
,,. .. n .. ¡ q 

·"'""' 
• ' ... , 11 
,rC.lHP 
."~"'111fo 

,7))1'1' 

o."'\¡ c.. 
• 1 o ...... ~ 
,'J?••~ro 

·"1!1\t~ 

.~'Q""' 
•""-11!? 
,,,.~ .. , 

~-~·l;,•q?H"J­
I,'¡',r 1•qqo~.· 

f1:· ,01\) "'0" 
;:'; '1 '~"' Qll 

~-:~;~: 
·: :~·' 
;· • '('6,Q' l 
!;.:.!·oC!'l'Pl) 

.·' ,( ,., .. , .. , 
.,r, o\Q4ol0\ 

0 4t~Of4! 

1 oC" • C:fo S' 
... z.,],. 7 
o 1,.,, , • 

.r•o,., .. t 
• (' 1 Qf-1¡111 

.1~l41Q& 

,! 6:-? 1(1 
.•47])1 
,9,.0'J7C. 

1 ,(' 171 "~ 

.•u ~~·., 
,l'tl0004 
,(tlQllll., 

,ll·l7'" 
• lC.'Il ,. 

,-.r.tr'S 
,i'011"~0 
• \111 .. ,., .. 
... 4, 1 ,. 
1 tt•C'~ 

,4oii7C4rO 

•''•FOl 
,111 h-1)1 

.C~OIIo') 

• ~ fl Qfl6-, 

• """''! Ql 
• ~~ p 11 
.1'ltr~l 
.l71r'Q& 
• • 1' \1 l'!.,: 

·'Qfl..:.t 
·:" •. ,7!7,..11#1 

lofl}C.Q~ 
,0~\.lll\ 

,,c~·n• 

.. , ;=1, 
... 100')) 

·''i¡III')Q 
,4110701 

l,r?!Ql1 
olt111!' 

,j.o.Hll 
,1- C. 'JC)' 

~•oqHJ 

f,t]lt'J'G 
.• 11!17' 

.!O?PQ 
• ': (' •! ~ 1 

oPP1CI!O 
1.0]7010 
ol~6tO' 

<' 

'/ ," 

',¡ 
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Jable 2.3-f-Colllinued 

(d) Case B enn: 1.0-dB passband ripple: .. 
R "'• K,(dB) _____ r, p, 

' ,, ) 1 '. '. 1 ¡,:-.• ., •• "•"'t7~l . ' '.,. '" 
- • ·'"' 1 1 .... .' 1 , C¡l ' 1 1' 

1 • l w .. :'. ¡,)JOJof • , 4,}'111 Hl ' • • ''""' J{ 
- • ('\" 1 t,. ~ J 1 • , ... ) , l 

\o l.) , ... J 3-.J 1 o .. ) ..... ' . ... ) r., •. ~ .. • J ,Hl!l'-... ,,.. .. ,,,., • .t1. rrcn .. 

lo\'l )ol¡,oll'l !o~O'J~\l' -o ,., ) 1"'" t .• ' ,4t>~ .. lt7 

-.1";01~'1 •.• J ,100!\)01 

l. )r u.l~b ... ll'-!•1 ... , !lolliO'r\ • J ,lo)'Ui\1 
-.\h)C:'\: • J ,'tl'•••1 

6 1 o ')'j )0.710 loll~ZH ··l'14f~t:• J .. ,,,.,, 
lo~ '\:\Mo ·~ -.10721•~· J ,oo?••t 

.. ,1)\7~!'') • Jl,GfOl•l 

. ::·~-
Ji&ll , ... ,.~ \ol4oHB. •. •o•) )hr-• .. J .1°11'\1 

'·"0!)14\ -.u•tb1 -•. J ,M•tt?t 
... 01!18''• 'J ,'lt'f•Ht 

lo lO U.llt 1 ,4'1'ltt.Ol .... , ... ., .. , • J • )c.ctl!l~· 

'·''··Q~) ... ,J4r.ll.>\ • J ,1'111fl0 
... Ol•\gO .. J ,oc:ut1)1 

1.,o "". ,.·,' ), U~ft1111 •al'JI'to• .. J , JUflll"l 
~t.u~u'll? ·.l'!.Q\"t • J o JIOOfl~ 

•.OUOI' • J ,OCJfll\A. 
.. 

z,¡)o u.ooe ftoZ'.I740b -.l4!t0tll • J .?aun 
I!I,O.))ItA" .... lbJ101 •· J ,1Hf)6 

-.o,uu .. , ..... ,, 
• 1 .ot 47.~U7 lol\44olf> ... 1t>l' ll4o ·•<,.J,. U'fll' 

loZ52GG4 -.1!4210 · •. ,.· ,?1!0119 
~.~H'H\ -.0~4ll4o • .J ,'f,lObO 

-.OOct4H • J ,UQOU 

lo\ O ,~.140 lo!lYJ14 .... , .... ., ... • J .z•liz, 
).Uiló1 -.1 .. 1" 1\ • J • no .. , 
z.~''l"" •,0'!1"-UO • J •• ~11111 

-,0\Hll • J .n•h~ 

' / 

'·~ ' 

•• ) :" ,,; . ~. 
o 1 • , ... , • ~ "?' lf' 
• , • '· 1 ~ .. . _,., ... , :-
,H .. ,'"' ·•'fÜ ti 
• :' 1 1 ., •• ,. ~ f"lfl• 

• lt 71('0 o.,,,.,.,.,, 
.1 .. !1•~ .. .\,(.r't 7t 

• '''lllb o ~·'t4~ 

·''"'11 .~0~\1 1 

,f'CJTO<IoQ .1117~1 
,, ... , 11 ~···· ,4i!G1" 'JQ 

,,.,..q,. ,!OIP\ 
.11••1Q .rzt~o· ,,,.,.(' loOCO,. .. t 

¡•_ •' ... ,.,,.,, .z•PCI'l ., .. .,. • l#IJJ., 
.O!ft3lt • QQIIU 1• 

,·., . 

. \h,, .. , ,l(;JUO 
,IP').,Il , 7t'I'•0Gft 
,Nirffll• ,'fC~7f ,. -
• ~17111 ,}t ~~ , .. 

,UUO'f ,,.,,.,. 
,1'•40it4 . ... ,,. 
.•GDUJ .H11C>" 
• Ji'flt.,'\ ,,,,.,.. . . )(\""' ·••tu• 

, ~ l~i~lPP ~ 1"016.1 
, 1t~l• H .u.,,, 
.t'une . ,.,, ,., 
• 01\1 lO ,qtct)O" 

,&f'Q)lP ,, .. ~ .. 0' 
.zr•u• ·'~"',.' .1" no .an•u 
·"''~·· 

,,,. ... .,. 
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Table 2.3-1-Continued ''"" j!" .. ~ .. , 
(d) 1.0-dB passbancl ripple: 

, ... , ... 
Case B even: 

~·· .. !:·! :¡ ~~,::;,';, 
' ' .. 

• w, K, (dB) e, ,, ., b,. 

; o 1) JI • ""'" 1,47:~·, •o''l·~:. .z,. 1 ..... ·.t. .. •. r .,., .:~.11!1'·~ 
1 o., ~"1: -ollof.l!.~l ·•·· o t•&,' tl o ,..,,,c. ••~•Pe. 
'· .. ¡ ~ ,, (ll •o( .. 'Jl, .... :~ .... 0 0fiOc.~f • 1 ..... , ;•'li¡c¡t 

- .~ 1 ,,,.,,., • J ... {,¡,.,.,-.e ., ... , .. , ~\O~Jl" 1111 .. 
...:·;"'•.i';' 

' .. .. '':·,'.l--y: • 
lo~O . 10:, o ~o 7 ~. 1', \\'J -.ll•Q,...i¡ ,. ~J .z, ....... .o ~o J'r;J) 1 . · .r ot•,.,. 

).3H,..41 •.l4olf'JQ ..... .fllll'\1 o1Qtt•!CO .,.··.••lll7H 
.... ;t-. 111 "'• ';.!tV ".'1 • j .. eJq.,,~ .t•d•JIZ -~;,.071!C.440 

. -.?Z~,l H: .• J 1 COJ7fo' .r"'J"o: : .qca,.q• 

1.00 IZO .J H 4o 1 \41 7111' 't •olFUJ• • • .Zl!Ul • ~"HS7 ··'.t.l!fiUt\ 
So!tl"H'I ........ 4~7) •. J .Sct1fo,..C' ol'<IQJ4'7 0 )745,.'7 

ll.•-.1114. ... ..,Q)Q~Q • J 0 Ptl!11 ol"l\-1• .751'-14 
-.CIU4H • J o'<IO'fl l'J' .c.t'l•ns .q9•1no 

ID lo •)') fl)oHJ 1.1J08•4 •ollllH • J .1&)196 .4.4#1J " .118#07 
l.l.,44h -.uc.~.,, • J ·"111"17 ol741('t- ... ,,,,, 
loltSQUl -.~,,,z .. .. J 0 IU4Q77 .117140 .·.JI·hlO 
!.?4~05'1 ··Cll97Q • 1 .9710'"' o C:lt 'tC4(' ·.041~67 

-.(~'.040 • J ,ao~•'' otllf'# C' !9901U . 

1.111 ?7 _,,. 7 lolZJ.OQ. -.11)101• • • .7 ... 404~ o41ClCU .co•1•7 
\.1}A2('1_ • 1 1JG1117l • J otolCJ96 .7HHJ ... o ..... s, 
}o74Hfll' •,I)HOQe • J o1'4G7fJ0 ..... 1"• • "l'")) 
J.'U'"fl) -.Cl!lll • J o O~ al tiC. o( ,. .. z~,. .o¡oooo J 

... ,OII7QI. • J ,o9.1IU .CI140Z 0 9911P,I-
"': . ·. ··;¡· 

lo lO '"'· ""' loUOfiH ... 1U!l1 • J oZOIJ.U • H lt"'\ .076)1!1 
lofoltlll6.) ... ·.ll,L'01 • ' _,,...,.0 ol76('10fo ,)4)Cio)1 
1o :tJUOl -.c.•nn • j ollUVI .t•Jt•• -~U,fll4 
\oOl0460 -.0 .. 1114 • ' ·••nu , OP ~ Hl' .•anez 

... 0110~1 • J •'?lll_llOU .u•an o9!6l·'l 

1o)0 lltt.S8l :t,!Ql"'U -.1 .. 107• • J ollll2f.IQ .uuss .os·n~• 
loh~6S7Z: •olll•11 • • ,su•u~ .1&1tl1 ol'tlCIIO 
4.01UU ..... 093062 • • , YUJII •1''-lZ• o5CJC!o]Al 
t.·Ul1et -.o~Hu • ' o9UQ1)· oi04Hl .8Sfo49Cio 

-.Ol&~lol7\ • j • 9911S11P .t'U!U 0 Q07l9b 
:- .,¡ 

.oo l'llli ·''~ .. c..un~Jt! <" ..... 111000 • J oi697QO • JOlCOO .0,1 .. 90 
'·9Z'&hl7 •,J)CGQ1 • ' o .. ltctl\'1' olfolt l., ol"1GQO. 
7.&41211"'" •o0Qltt41'! • J .n•un .}Qc.,fl•l ,! S60H 

UoU64Sb -·"'~b9' • J .ou-is¡ .1\l'!Qt- .et!t!O 
' ' -.0194147 • J .oaa1 U • o' • e QS ,90~707 

(contill&ll'd) 

,· 
:· ·. 

•,· 
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T11ble 2.3-1--Continurd 

(e) Ca•e C cten: 0.1-ciB pa .. band rlpple: 

• ••• K,(dB) ·'· p, •.. .. ~ b, 
4 J. J, t,lU 1.17.0•1 .... 0414.150 • J\.06:'010 .. ,,,,,.,, • JloCU0~6 oCfl.'lfOO I.UQlll 

•.1n~os lt4ll011 
•" 
·;' 

l. 10. ••• u )o)!l''' •o01U.Q(I- • .lloCII06U 
•1.041 CH1 •. ,. ~•cs•1-11 

~ .. •.·: 
1.10 U.OIIS ·' ·.JJ,1U,i7 lo6Uit" •olZ 11 3tZ • 

, : ~; ~:!:··~·L ::: :!::::: 
. ··~:'<~·. 

'·• 
.l'~ltoiL .. :: ·:1 .·h()lil 

... , 9\hGS • J , lH•60fo t.oouu ,;_;·1.44141' 

-:~-~·. ' . :~ p 
·"'· 

,,,o l),l'U, Z'.tllUU' ··,101114,;_·~! 'JJ, UH'Sl .< •"12•oz t.Juon 
-, I~JOU .. • J • ''71111 l. 7UC44 t.touu 

,.•.•,!¡ 

ZoOl J6.on ltoU•U1U •.U74U • J oiZOJU ¡,,.?4tPU ... : .. •'UJU 
•.Z~H•U .. JJ,JU04o0 .!fCbf"' t.ll~!•? 

6 I.H U,fll )o)ZbbfJ6 -,..,.,,.;, • J o ,,0,4 l.~nuo· ·.o•ooM 
J .~l~Zfl4io -.)4•11"• • J •• o,on .]717!, lo0l071J 

•oOU'fll) • ,11. Dll .. OZ .rHu• · lo0U)6J 
1 ,. 

lo lO z_e..uo lolUQ)J . -.11•3111 • .t ... .,,.,., 
~ ,p 17ft S• . •ollCJOl' • J • 0tl094 '·"''"" ,1 )OUl 

.uoz¡•.,!;-: ,o•ca4)1 
-·.ottoon·. •· .n .ozon~ .r~uu .h ltCUOlf 
~ ': .. ~ ~ ~-.. ,' 

<hi!!~·. 

., 

1.zo )~ollJ l~S)ltCIQ •oM·b\17 • J • )Qitll 
?ollo'JH"~ .. ,,, • .,,0 • J o40U17 

'.1••n• .t ,,.,. 
·'~••~o·.· .... ,,, 

-.ot~noJY • Jl ~01'6'U 
1_ •• . :'•,•t,·. 

, .. ~ zoz 
;·_.: !'l!. 

loSO 1o'H11H ~. 'nl096·. J ·11•0 ... 
4 1 1'41)4oiLQ •• S('l-414 · • J .•Hon 

ol10l'U ·..1 1 .c. u• u 
';,¡: 

1.1UU1·~. .·, .•Ulll .•le.,,.. > ,lOHtt -.o,.,,,,¡. JI.U4U! .17U,._..· )o)U9'J 

z. )"' JZ.,. ... , ,,p( OH -.~1.041". J ol0011" 1 oCfollltUI\';;.¡;< .UUOI 
e.o•nl)-. -:·•l:.ll,r• J • 1'~~1!1 .tH'U•O .~ . .u-.,c,el 

-.· ''lfll "l".l't. Jl,,!UOO .1o•, ,~.: s.u•uo 

Q ¡.,,u ,., • 111(1 lolliL,~Q . -~h~ILI)U• • J .Hll•' 
,,,.,q~r" -.z,nt. • J ·"•lttftl' 

'·"~~'"" 
-,l)lf(IQ • ·J 1 Q'7CI'Ql 

... -:1·~ ........ J\,()CU1 
• . ·~·(¡O:¡;,; 

).2CU1U .. ~ ·. ,!'Otf't' 
• ~~ "11' 1l ,llfiC•.tr¡ 
.,~,,, ,Cilh~~u 

.t.lllU i,>_:. JoC?Jl"'~ 

• ·: ¡t'. 

l ·1 ¡ ..... )Q~ l .z ?"f'" l -·~·:7tt! • J o!l4blb 

1 • '-lltt".,. .. -.2""0~'1• ·' • 7fiC1H 
lot.f "1' U •'IQlt.OO . ,.,1, .,. .. ~···· 

'. "')!·11111 .... ':'l"'"'q • Jl. e 1• , .. , 
-.JQ( .. !' • J 1 0tl4'b 

• ('.IL"ll•· lot"f'l'l 
.1C Ubl .~;s .. ~a,. 

,. 
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Table 2.3-1·- Cominued 
;'¡ 

(e) Case C even: 0.1-dB passband ripple: .·· J. 

K, (dB) 
., .. 

"' 
... ~~ ·b,~ • cu, - .. e, p, 

lo!J ~q. '-'" lo't'ZJQIS .... '>fiHH • J .ltol'Ul • "l,Jfo 11 1 .1Cnu· 
.1.8l10117JII -. ?81'1.0, J .11~01~ o'llriPOl .·Q~l'-" 
,,,.81l711rt -.Uc.lU • J ,'IJtoQIIrtlP. .1~ 1'-7\ ,QQO!~~ 

-.onne • .u.cue.n ... · • C" J~o7 1 .e •c•o~ 

lo\\) 11),'107 !,lLQl7b ... ,~~o!~H~ • J .UU'fC ,,,Ziil1 'ol11P~1) 

,,oc.Rn" • ol918H • J ,ti4)Qlfr¡. .~PiiltQl • .. QQ1~4 .. , 

ti,61Rft(~ ... , \H,.•• • J 0 CIOQ')\P ,)\')~71 .!1~211t~ 

... o•fllc7 •·J\,02,.0\Z ,roe.zl" l.~'"' lt 
•.• i ... 

1.10 10f1.,1') 4.,\,lUS -.)Ql7fllt • J• ,ZOHlb ,loo;~zq ,¡QQS!I4 
\,b,HH •.U1QH • J ,t!OH')q o !8h(,flo ,4!\lll'IO 

ll.'H?4Z4o -.17•11.0 • J ,pqnJ•! • !4'l)f'n .ji tlt 1t 
-,Q4t-IIQ., •. ~l.C:ZUh oll )7Q(I ~~ loC'Il!!','l 

10 l • )\ !11. ')'?ó l.ll(IO')S ......... ,.,' • J .Zll'Ht- ,Ol:niol.l • "11" t 1 
1.ur::qr -.zn~u • J .110,111• o! .. "' ( !IQ .~7Q!I)~ 
1.uozze. •ol\")IIQ • J .o1u11 .1]077'7 ...... 1"2 
! .t >"n.l .... oc.11n • J .48171" .(".,~ .. , .ofrlq"lc . 

.... QlfllM • Jt .OOHCh. oLl.,HO · 1o.t'p!'zo: 

lo 1\l u.uz loll?lCotl ..... 14l«tt: J .• nuoe of'lt•¡oJ o2'4o!tbC 
lo H01l0 -.zn~~.o; • 1 .t.> .. ~''"' • ~ .. 711 (" ,4Qlt4 l . 
1 • 7 , .. ~ ... 1 -.n~c.o-. J •• 7 .. ,,., • 17' o o l _.,., .. ('\, 

lo&l1417 -.CH'H J .4f'Uh .)1 ...... 0 .o• u.,~ 
-.o~·Beo • Jl,OiaUt, .C!1~1L t.C~PO\l 

1. l J PZ.HO 1, .,.,, oz? -.)•7617 J .Hu•J • 77'\115 olO]Jl•, 
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Tablt 2~1-Continued 

(f) Case C even: 1.0-dB passband ripple: 
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Table 2.3-l-Cmrtinued 
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Coeficientes de la función de transferencia 
factorizada de filtros paso-bajas normaliz~ 

- 155 -

T ABU 1.1 BesMI Networtl. Parameten 

Deaiso Tunio¡ 

.-. or 
Number -3d8' 
ol poleo ~Bt.ase Q ... frequency 20la¡G(,..)/G(o) 

2 1 1.7320!>1 
. 

l. 7320!>1 1.362' 

3 1 a real pole 2. a:ms:> 2.322' 
2 l.f-17080 2.M1Ml 2.483' 

4 1 l. 9159t9 3.0'.13265 2.067' 
2 1.2Ut06 3. 389366 1.624 0.23 

5 1 • real pole 3.6t6738 3.6t7' 
2 l. 7H5ll 3.777893 2.H74• 
3 1.09113t 4.261023 2. 711 ' 0.78 

8 1 l. 959563 4.336026 2.872' 
2 1.636140 4.566490 3.867' 
3 0.917217 5.149177 3. 722 1.38 

7 1 a re&! polo 4.97178:> 4.972' 
2 1.8784f.l 5.066204 3.562' 
3 1.613268 5.379273 6.004• 
4 0.887898 6.049527 •. 709 1.99 

8 1 1.976320 5.654832 3.'1:01. 
2 l. 786963 5.825360 4.3so• 
3 1.406761 8.210417 0.637 0.00 
4 0.815881 8. 959311 5.880 2.56 

9 1 a re&! pole 6.29700!> 8.297' 
2 1.924161 6.370902 4.330' 
3 1.698625 6.606651 5.339~ 
4 1.314727 7.056082 2.600 0.08 
5 o. 756481 7.876636 6.655 3.09 

10 ¡· l. 99t470 6.976066 4.5-f.O• 
2 1.860312 7.112217 5.069' 
3 1.6116!i7 7. t0C~47 6.392' 

• 1.23t8R7 7. 91:i5R5 3.8:>7 0'.2.'; 
5 o. 700btl0 ·K.HO<l!M 7.623 3.60 
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A.4 ESCAlAMIENTO DE FRECUENC!"A .t IMPEDANCIA. 

,' . ·' 
A.4.1 ESCALAMIENIO DE IMPEDANCiA. 

•, 

1 ' ' 

Suponga una red plana 1i nea.l ..• ~,.1 nva/tab le con una exc i taci 6il· 
.f 

Vt y un voltaje correspondiente a una· rama cualesquiera de 

la misma; ver figura A.4.i 
• ,ut., 

. •\ 

.-. 

ll; 

" 

Figura :A.4.1 Red de N malhs con VQ,.igual al voltaje de una 

Las 

. ' : de sus ramas . 

ecuaciones 

!' 

ln 

znl 

ln • : • 

l' nl 

de malla 

z12 

zn2 

de 'la·;~~red .. ~.~es en tan 

zi:~ ... •1,1 vi 
!ot:• ·; 

·' o 
•l' • 

~ . ' 

o 

' .. 

. ··~ . 

lo forma: . 

(A.4.1) 

...... t 
f!•'· 
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.. '. 
zll zr(L~l) v, .. :.zln 

= 

z . 
nl 

o 

. . . o 

• o o • 

• • o • 

el vol taje Vo está dado por: 

si se define: 

zll . z,n 

(j.= . 
. . 

.znl .. z nn 

z21 z2\k-l) . 

"'k 
= 

znl . zn(k-1) . 

Zzl z 2 t1.- i) 
. 

61 = 

znl . .. zn ( L-ll 

Zzn 

z nn 

. Zzn 

. ''(i' 

l nn 

..• (A.4.2) 

... (A.4.3) 

(A.4.4) 

(A.4.5) 

(A.4.6) 

. , .. ,, 

Tomando en cuenta .las ecuac.iones (A.4.1), (A.4.2), (A.4.4), 

(A.4.5) y (A.4.6) en la ecuación (A.4.3), se tiene 



··1· .. . . . 

1 

¡l· ,1 
1 

1 

11 

li. 
1 

1 ¡ . 

:. 

!1 
!/ 

1

:1 
:1 
! 

'1 

''' . ...· :- .,..··· ..... ~ i ·.. . ..~ ' . ' . . • ·, 
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. S,i se compar.ln lüS loc;il ilac.ioncs ·di los •polos del fiftro 
suprer,or de bündd con l.ll~·localizac1ones de.los polos del 
filtro pasa-banda del ejemplo A~6.3.1 es claro ~ue coinc! 

den. 

Esto es obvio ya que los·po11'o~i·os caracterf~tipos de di 
chos filtros (ecs.(A.6.10) y (A.6.13)}son los·mtsmos; es­
to no es de extrañar pues dichos· fU tros (pasa~·b~~da y s_!! 

•• . . . . • : • J • 

presor de banda) se obtuvieron de un mismo fil'tro· (pasa• 

bajas ·sutterworth, ecuación (A.6.9)) y como los·:polos de­

un filtro pasa-bajas B~tterworth normalizado se encuentran 

sobre un cfrcul~ de radio unitario, lo que implica ~ue su 

módulo·sea 1 (lo que varia ~·s su argumento) 1 ·.{~tomando en­

cuenta las ec~aciones (A.6.B) y (A.6.12) sé
1
tiene el re--. . ' 

sultado mencionado. (Vgr; el reciproco de un. nGmero com-~ 
plejo cuyo módulo es uno es igual a su conj~gado}: 

<· 
Es importante puritualizar que lo•lnterior ocurre Gnicame! 
te para el filtro pasa-bajas Butterworth. normalizado. 

: 

" • ¡ •. 

'· 
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. ! 

••. (A .4 • 1 5) 

.•. (A .. 4~16) 

donde, los nuevos valores de los elementos inductivos J ca­
pacitivos 

1

para que se cumpl,Cl l,?~dicho en el párraf? ~nterior 
son: 

w . 
L, 1 = W Lk k 2 

... (A.4.17) 
. ' ~ . 

w 
e· = _1 e. 

k w2 k 
•.. (A.4.18) 

De lo anterior se concluye:. 

1. 

Si se desea que la respuesta senoida1,permanente de. una red· 
· .. 

a una cierta frecuencia ••w 2• presente .la misma magnitud y -
defasaje que se tienen para una-frecuencia •w 1"; los capac! 
tores e inductores que forman. 'lll'· red·: deben escalarse d-e.- -
acuerdo a las ecuaciones (A.4.17) y (A,4.18) 

... 

• - t 

: \ 

' 
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1.5.3. FORMAS DE ESPECIF.ICAR LAS CARACTERISTICAS DE UN FILTRO. 

Al enfrentarse con el diseño de un filtro, el primer paso 

que se debe dar, es especificar las características· del mismo, 

existen varias formas de realizarlo, las cuales a continuación 

se enuncian: 

PRIMERA FORMA. 

Dando las caracte~isticas ~e ganancia y fase del mismo; corno 

se muestra en la fig. 20. Esta· forma es empleada para especi-
·. 

ficar un filtro ideal normalizado , el.cual quedo demostrado 

su imposible realización fisica, siendo esta forma la"rnls -

usada en los libros de textd no especializados. 

A partir de esta forma la e~pecificición no es ~ósible cual­

cular el orden del filtro, siendo esta una de sus lirnitantes. 
' 

o w o 

Fig. 20 FILTRO IDEAL NORMALIZADO. 

SEGUNDA FORMA. . , 

De acuerdo a la atenuación (dB) que se desea: en la banda . . - . , . 

-------. -- --- . -- ------------ ------- ----- ----- -- ---------------~---- --------- ------- -- ---- ----------- -·-



TABlA II. 5 . 

INTEGRAL ELIP'l'ICA 

ELLIPTIC INTEORALB 

'l'ühle 17.1 CUJ\II"I ... :TE ELLII"'fH: INTEt;lCA.I.S OF TIIE I'INHT A~H SECUNU KINDS 
ANI) TUt.: NOME ,¡ \\'1'1'11 AIU;tiMt-:NT Tlll:: I'AH:AMI-...,.Jo:lt m 

... 
o. 00 
o. 01 
o. 02 
O, Ol 
o. 0<1 

o. os 
o. 06 
o. 07 
o. 08 
o. 09 

o. 10 
o. 11 
o. 12 
o. l) 
o. 14 

O. l S 
o. lb 
0,17 
o. 18 
o. 19 

o. 20 
o. 21 
o. 22 
o. 23 
a. 24 

o. 25 
o. 26 
o. 21 
o. 28 
o. 2~ 
O. JO 
O. H 
o. 32 
O, H 
o. 34 

o. 35 
0,)6 
o. ) 7 
o. 38 
O, 39 

o. 40 
o. 41 
o. 42 
o. 43 
0.44 

o. 4 5 
o. 46 
o. 47 
o. 48 
o. 49 

o. 50 
111] 

. ' 
A'(m)- J,}! (1--w 11in~ ll) ·-2,/B 

' 
b' f.' (1 .. , ¡' 1 V'')'"'" u -m tun· lf , ll 

't(m) ··"exp [ -• K' (m)/ A" (m)) 

1\'(111) 

l. ~70H 632b7 94897 
l. 57474 55615 17356 
1, 5787) 99120 07773 
l. 58278 0)424 06373 
l. SBóBb 78474 54166 

1,59100 34~)7 90792 
1.59518-8221) 21610 
1.~9942 32446 58519 
1.60370 96546 39253 
l. 60804, 86199 3051} 

l. 61244 1)487 20219 
l. 6!688 90905 0520) 
1.62139 31)79 80658 
1, ú2'J95 48290 38433 
1.~3057 55488 81754 

l,b3S25 b7322 64580 
1,63999 98658 64511 
l,b4480 64907 98881 
1.64967 82052 94514 
1.65461 66675 22527 

1.65962 35966 10528 
1.66470 07858 45692 
l. 66985 008b0 8))68 
1.67507 34293 77219 
l. 68037· 28228 48361 

l. 68575 03S48 12596 
1.69120 81991 86631 
1,69674 86201 96168 
l. 70237 )9774 10990 
l. 70808 67}11 34606 

l. 713138 94481 7BNJ. 
l. 71978 48080 56405 
1, 72577 56096 29320 
l. 73l8ó 47182 52098 
1, 73805 53734 56358 

1, 74435 05972 25613 
l. 75075 )8029 1575) 
l. 75726 85048 82456 
l. 76)89 83888 83711 
1, 77064 73233 .335,14 

l. 77751 93714 91?53 
l. 78451 88046 81873 
l. 79165 01166 529b6 
1;79891 80391 87b85 
1.80632 75591 07699 

1. anea 39368 lb9a3 
1.82159 27265 56821 
1.82945 97985 64730 
1,83749 13633 55796 
l. 845&9 39Q8) "/4724 

1, 85407 46773 01372 
K'lm) 

[<-1~)2] 

K'(1!1) 

~ 

3.69~63 73629 89815 
3.35414 14456 99160 
3.15587 49478 91841 
J. 01611 2H24 7"1648 

2. 9083] 72484 44552 
2.82075 24967 55872 
2. 7.707 300~0 24667 
2. 68355 1406) 15229 
2.1:.2777 .H320 84}44. 

2. S 7809 21133 4817J 
2.5)]}) •5460 02200 
2.49263 532)2 )9716 
2. 4553) 8028J 21380 
2.42093 29603 44J0} 

2. 38-101 64863 25580 
2. 35926 35547 4~007 
2. 331<10; 85677 50251 
2. 30523 17368 77189 
2,28054 91384 22770 

2,25720 53268 20854 
2.23506 77552 60349 
2. 21402 24978 46))2 
2.19)97 09253 19i89 
2.17482 70902 46414 

2.15651 56474 q,9643 
l. 13897 01837 52114 
2.12213 18&;1 57396 
2. 10594 03200 52758 
2.09037 27465 57.360 

2,015}6 31352 92469 
2.06088 ló467 30131 
2. 04689 40712 10577 
2. OHJ.ó 94091 522)) 
2,02027 94286 03592 

2. 00759 83984 24376 
l. 99Sl0 2JJ76 b4719 
l. 9SD7 09795 27821 
l. 97178 )1617 25656 

-1.96052 10441 658)0 

l. 94956 77498 06026 
1.93890 76652 34220 
l. 92852 63181 14418 
1. 91841 02691 09912 
1.90854 70162 81211 

l, 89892 49102 71554 
l, 88953 30788 Sl09b 
1.88036 13596 22178 
l. 87140 02398 110)4 
1, 86264 0802) )27}9 

l. 85407 4671:\ 01372 
A'(ml 

&:e Eum¡•l~ 3-'1. 

A"(m) .. ./o..'(mt_l 

q¡(m).~t¡l,ml) 

r;(m) 

O.QOOOO 00000 00000 
0.00062 61456 ó0383 
O.C012b 2óó65 2)204 
0,00190 }6912 69025 
O. OO~S5 1)525 1.3&89 

0.00320 57869 70686 
0.00386 71356 22010 
0.0045) 554)8 96018 
0.00521 11618 6óS85 
0.00~89 41444 )4269 

O, 00658 46515 53858 
0.00728 28484 49518 
0,00798 89058 49815 
0.00870 )0002 }5762 
0,00942 5)141 02ó78 

0.01015 60362 )715) 
0.01089 5)620 10l7l 
0.01lb4 34936 87540 
0,01240 06407 58856 
O. O!ll6 70202 86l92 

0,01394 28572 7Sll8 
0.01472 83850 66891 
0.01552 )8457 56)20 
O.Oibl2 94906 l7206 
O. 017H 55806 74605 

a. 01797 23870 os967 
0.01881 01914 93399 
0.019b5 92872 óó940 

·0.02051 4979) 66788 
0,02139 2~85) 82708 

0.02227 74361 57154 
0.02317 487D5 J501) 
0.02408 52661 é7250 
o. 02!:00 89803 73177 
0.025?4 6411C óó57D 

0,02689 79677 51443 
o. 01786 40785 9l729 
0.02884 51915 76181 
0.02984 17757 44138 
o. 03085 43225 5103) 

0.03188 3}47} 13)b3 
0,03292 93907 86003 
0.0)399 )0208 70043 
o. 03507 "48344 ób77J 
0.03617 54594 9Jl)J 

o. 03729. 55570 75822 
0.0384} 58239 43468 
0.03959 69950 38753 
0.04077 984b3 75263 
0,04198 51981 67183 

o. 04321 39182 b3772 
y,(m) 

[<-;>3] 

'IJ] 

l. 0.0 
o. 99 
o. 98 
o. 97 
o. 96 

o. 95 
0.94 
o. 9l 
o. 92 
o. 91 

0.90 
o. 89 
0.88 
o. 87 
0.86 

o.a5 
0,84 
o. a~ 
o. 8~ 
o. 81 

o. 80 
o. 79 
o. 78 
o. 77 
o. 76 

o. 75 
o. 74 
o. 7l 
o. 72 
o. 7l 

o. 70 
o. 69 
o. 68 
o. 67 
o. 66 

c. 65 
o. 64 
o. 6l 
0.62 
0.61 

o. 60· 
o. 59 
o. 58 
o. 57 
o. 56 

O. SS 
o. 54 
0.53 
o. 52 
O. Sl 

o. 50 ,. 

f .. '(m¡ and /!."'(m) from L. M. Milne-Thomson, Ten-ligurt: rabie of the complete elliptic inteK"ml.i 

K, K', r:, ¡..·• and.a t.ablt of ~i("ti;f ~{;;·{o¡~,-, -Proc. l_¿ndun Math. Soc.(2~33, 193l{with ,pt:nniasion).-
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Utilizando la relación l Ver pag. 1-74) 

Donde X ; WH 
L WB 

Se tiene x
1

-1 ; 1 
1.3 

de la tabla II. 5 liNTEGRAL ELIPTICA) entrando a la colum­
na m, con el valor de 0.76 se tiene: 

K( 
1 );2.174 1.3 . 

(Observar la integral de la pag. 1.73 y la de tabla) 

2 l 1 O AMIN 1 1 O -1 ) 
. Como L ; 

Se tiene 

l 10 AMAX/10 _1 ) 

1 
K lrJ; 1.s1 K1 l t) ; 5.434 

N; l2.174) (5.439) ; 4 . 44 
(1.68) (1. 57) 

de los ejemplos anteriores, se concluye que la aproximación 
eliptica, es la que satisface los req~isitos con un orden -
menor 

\ 
1 .... 

--·-·--------·------- ··-------------------· ·-J e -- -- -- ······· .. - ---···------·-------·-·-·--



APROXAMACION 

BUTTERWORTH 

TCHEBYSHEV 

TCHEBYSHEV INVERSO 

ELIPTICA 

EJEMPLO # S. 

ORDEN 

2 1 

8 

8 

S 

. ~--·---· 

Con el resultado el problema# 1, determine AMlN ya que 

vario, al aproximarse al orden a-un número entero. 

De la pag. 1-66 se tiene 

AMIN= A(WH) = 10 Log. 

Sustituyendo datos, se tiene 

A1\1IN = 4 7. 8 dB 

Se observa que se mejoró la característica de AMIN. 

Ejemplo # 6. 

Determine la función de transferencia H [s) para un filtro 

BUTTERWORTH normalizado de segundo y tercer orden 

de la relación 

se tiene para segundo orden 

~--------- .. ····------ ------------------- ----- ··-- -------- ·-- ---,----;-------.. -~-.";'::-:·---:-::··.-;:---.----;::--:------··--'·-·- .. --------- -------- .. 



·) .. 
2 

l'ara tercer orden: 

D (S ) =· l S + 1 ) (S z + 5 + 1 ) 

los coeficientes se obtienen de una tabla de la aproximación 

BUTTERWORTH. 

1.6 METODOLOGIA DE DISE~O . 

. Una vez que se cálculo el orden, es adecuado que se de una 
. ' . 

metodologia que ilustre; la forma de disefio de un filtro. 

Es pertinente mencionar que de acuerdo al método de sinte­

sis a escoger;_ es l~Jorma de diseño del filtro. 

1 . 6. 1 FILTRO ACTIVO. 

En forma general se tiene: 

.. 

A. Aproximación 

B. Normalización 

C. Método de sintesis 

D. Implementación 

A. APROXIMACION 

Se entiende por aproximación el calcular el orden del fil­

tro, de acuerdo a las especificaciones dadas. 

1>. NORMALlZACION . 

Se entiende por normalizar, el pasar las especificaciones 

técnicas, a un filtro paso bajas con frecuencia de corte 

unitaria. 
En algunas ocasiones ·es necesario aplicar las transforma­

ciones en frencuencia que permiten pasar de un filtro pa­

so banda a un filtro paso bajas y viceversa ( ver ápendi­

ces del capitulo .II). 

-----··- ----- __ '...:.1.: .. ~------------· --····· ------····-- --··-···-----··· ··-··---- ·--·----· --~-- -··- . 



e: METUDO DE SINTESIS. 

El método escogido para esta metodologia es el de aproxi­

mación de coeficientes, el cual consiste en seleccionar -

a priori .la red activa l ver capitulo TI, pag. 49 a 70) 

y su función de transferencia se determina analíticamente 

(ver problema# 6). Posteriormente se desnormaliza a la­

frecuencia de corte especificada. 

La función de transferencia de la Red ( realimentación 

multiple de ganancia infinita, Biquqd, etc) Se compara con 

la función de transferencia desno¡malizada. 

El valor de los elementos se determina igualandolos los coe 

ficientes de ambas funciones termino a termino. 

En este método, es usual que el número de ecuaciones que se 

obtiene por comparación sea mayor, que el número de incogni 

tas, dando esto un mayor grado de libertad al disefiador pa~ 

ra seleccionar adecuadamente el valor. de los elementos. 

El uso del método de limita a funciones de segundo grado, ya 

que la realización de funciones de transferencia de grado su­

perior, se hace conectando funciones de segundo grado en cas­

cada, acopladas con amplificadores de aislamiento. 

D. IMPLEMEN'T-AC ION. 

Consiste en suponer el valor (comercial) de los capacitares 

y calcular los valores de la resistencias (comercial), en ca­

so de no encontrar estos valores, no es recomendable tomar -

el valor más próximo, ya que varian las especificaciones téc­

nicas, es necesario en este caso poner presets. y ajustarlos 

al valor requerido. 

Una de las recomendaciones básicas es ajustar y compensar el 

amplificador operacional, asi como medir las resistencias y 

capacitares a montar en el circuito (esto~ elementos tienen 

tolerancias). 

--· -------- ---· --- -· ·------' --- ----- ----·-·----:--;--------·. --------~-------------------------- ------------------------------ - --····-------
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A continunci6n se presenta un procedimiento m5s desglosado 

del disefto de estos filtros, a partir de un ejemplo. 

Primer Paso. 

Dar las especificaciones técnicas. 

Un filtro paso bajas con tapa plana en la banda de paso 
tiene las siguientes caracteristicas. 

AMIN= 30 dB 
AMAX= u.s dB 

fh= 3 SUD Hz 
fb= 2 500 Hz 

Segundo Paso. 

Calcular el orden del filtro 

Ejemplo: 

Por ser de tapa plana, se tiene una aproximaci6n 
~UTTERWORTH y de la pag. 1-66 se tiene: 

N= 

Sustituyendo datos 

N= 13.389 

Tercer paso: 

Log ( 10 0.1 AHIN_ 1)/ ( 10 0.1 AMAX_ 1) 

2 log. (WH/WB) 

N=14 

Se normaliza el filtro. 

-~--------------1..------- ----------------- --- -----------------------~----



Normalizar un filtro, cuyas caracteristicas son las siguientes: 

i\~IIN =30 dB 

AMAX= 0.1 dB 

Solución 

fh= 3500 Hz 

fb= 2500 Hz 

Wh = 2 (3.1416) (3500) = 21991.148 

Wb = 2 (3.1416) (2500) = 15707.963 

WBnor = 15707.963 = 1 
15707.963 

WHnor = 21991.148 1. 399 
15707.963 

CUARTO PASO: 

Armar la función de transferencia que carActeriza · al filtro 

encontrando los valores de los coeficientes del polinomio del 

denominador D (sJ de acuerdo a la aprriximación escogÍda (ver 

tablas). 

EJEMPLO. 

Se requiere la función de transferencia de un filtro paso bi­
jas BUTTERWORTH de S orden. 

Solución. 

Del capítulo II, ape'ndice i\.1 Tabla 1 .1 página 132 se busca 

el orden, es decir N= S y los valores de los coeficientes del 

polinomio, están dados para las secciones de segundo orden y 

una de primer orden 

1-140 •;jt. . . . 



H (S J ; rHO 1 ) 
s2+ o.61804 s + 1 

(f102 '• ) 

s2+1.61804s +1 

Donde el producto del las Ho, es la ganancia del filtro. 

Quinto paso. 

Desnormalizar a la frecuencia de corte escogida. 

Ejemplo: 

Se desea desnormalizar, un filtro paso bajas BUTTERWORTH 

de 2 orden, cya frecuencia de corte ~s de 2500 Hz. 

Solución: 

Ho H (sJ; 
s2 + 1.41425+ 

HoB 
; 

(ver cuarto paso) 

S 2 + As + B l ver cap. II, pag. S) 

A; 1.41421 B;1 

A1; 1.41421 ( 211) (2500); 22214.8299 

B1; (1 (2HJ (2500)2 ; (15707.9632) 2 ( VER CAP. II PAG. S) 

Entonces, la función de transferencia desnormalizado es 

H (s); sZ + 22214.8299·s + ( 15707.9632) 2 

SEXTO PASO 

) 

1 ' ' -···-··--------------·-··-- --------------U·-·- .. --·-··--·· ----- ___ , -·•-·- --- --·- ------------------------ --~-- ---
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Aplicar el método de sintesis de aproximación de coeficien­

tes estonces, escoger a priori la función de transferencia -

de la red CHARDWARE) y compararla con la función de transfe­

rencia desnormalizada. 

EJEMPLO. 

La fuhción de transferencia de una red de realimentación • 

multiple de ganancia infinita, de un filtro pasa bajas de 

segundo orden es ( Ver cap. II ,· pag. 50). 

-1 

R1 R3 C2 CS 
H (s)= 

. 1 . 
C¡rr 

1 + R3 R4 c2 es 

Comprobando termino a termino; con la función de transferen­

cla desnormalizada del paso quinto, se tiene 

(1S707.9632) 2 Ha=------
R1 R3 c2 es 

1 1 1 
22214.8299 =C2 (RT ·+ R2 

1 

' 1 ) 
T R4 

l1S707.9632)
2 

R3 R4 c2 es 

ó bien 

Howo 2 = -
1-----------

R1 R3 C2 CS 

pero 

Sustituyendo en la ecuación anterior. 

Ho ' 1 -'------..,-----

R3 '.R4 C2 CS Rl R3 C! CS 

R3 R4 c2 es 

.- .. ·:' 

·,,. 

---··-··---- ---~----.- ____ ,_ -------------- -------···----- ---------~-------------- -----.---------------------------------------- ______ _,-~-~0------~--
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donde 

Ho= 
R4 

R 1 

R4 
es decir la ganancia del filtro ·esta dada por· R-1-

SEPTIMO PASO. 

Suponer los valores de los capacitares y encontrar· los de 

~ la resistenci~. 

Ajustar y compesar el amplificador operacional 

1 
>---'-... + 

E o 

r 
Fig. 21 Red de Realimentación Multiple de ganancia infinita. 

,. 
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R¡ , . 
. R¡ 

+ "--# + 
E¡ E. 

l Czi l 
- -

Fig. 22 Filtro paso bajas de realimentación multiple 

1. 6. 2 FILTROS DiGITALES. 

A. APROXIMACIUN 
B. REkLIZACION 
C. ESTUDIO DE ERRORES 

D. IMPLEMENTACION 

A. APROXIMACION 

Es obtener la función de transferencia , que satisfase el 

conjunto de especificaciones de diseno. 

1 - 1 44 
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M N 
y(n) = I bk x(n-k)+ I a k y(n-k) 

k= o k=l 

N 
y1(n) =_x(n) + I ak y1{n-k) 

' k=l 

M 
y(n) = I bk y1(n-k) 

k=O 

x(n) ' 

1 

' 
o, 

~2 
' 1 

' 0 N-1 

t a~ 

. H (z) = 

¡:: 
' 1 
1 

' 

k 

M N 

bo 

t 
bN-1 
' 

bN 
' 

1 
' 1 
1 

' 

t 

y(n) = ¿ bk x(n-k)+ ¿ a k y( n-k) 
k=O k•l 

... 

H(z) = [ r bk z-k] [ f ~ 1 
-k] 

k=O - o k z 
k~t . 

• y(n) 

Fig. 23 Ecuación de un sistema general IIR. 

B. REALIZACION 

Es el proceso de convertir la función de transferencia 
en la red del filtro, las principales redes que existen 
son: 

1 

! 
i 

,, 

i; 

· 1- H; 
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1 . - DlRECTA. 

2. - DIRECTA CANONJCA 

3. - EN CASCADA ( VER FIG. 24) 

4.- EN PARALELO l VER FIG. 25) • 
S.- EN tSCALERA. 

C. ESTUDIO DE ERRORES. 

Es el determinar que. tanto error existe en el filtro por 

la cuantización de los coeficientes, productos y sefial 

de entrada. 

D. IMPLEMENTACION . 

Es construir el filtro, lo cual se puede realizarse de. 

dos formas, con SOFTWARE ( tiempo no real) y HARDWARE 

(tiempo real). En el primer caso la implementación con­

siste en.simular la red del filtro, el segundo caso se 

implementa con circuitos integrado~. (procesadores de 

arreglos, unidades aritméticas rapidas etc.) 

1-146 
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,¡.· 

'.'' 

--------~-~-----·-·- -------- ····- ---------------------- ------' ·-------- ·--··---·------------------------------- -~--____,_ ____________ _ 



o o 

Coscode Structure 

~(n) y(n) 

C¡¡ z-1 a¡2 z -1 
a13 z-1 

i! .811 t z-1 f3t2 z-1 .8t3 

J 

Fig. 24 Estructura en cascada 

a) 'función b) Subsistema de 2 orden. 

1 - 1 4 7 
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M k í.: bk z- . 
( 

, k=O 
HZ¡=--·-­

N 
1- Z: u z-k 

k=l k 

N+l 
2 

= ¿ 
k=1 

( Yok + Y1k z-t¡ 

1-a,kz-1-azkZ-2 

fig. 25 Estructura en paralelo 

a) función b) estructura. 

1.6.3. FIL'I'ROS PASIVOS. 

A. CALCULO DEL ORDEN DEL FILTRO. 
B. APROXIMACION 
C. REALIZACION 
D .. IMPLEMENTACION 

A. CALCULO DE ORDEN 
DEL FILTRO. 

De acuerdo a las especificaciones técnicas, obtener el 

orden del filtro que· las satisface y ·as.i poder determi­

nar la función de transferencia. ' •' 

' . . 
" ---------·----------~-.~- --- --------------·· ---.------------ ·--;----~---~-------- ,-------------·------------.------------------,-------------------~-
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SINTESIS DE LA RED PASIVA 

La aproximación y realización, son los pasos que forman 

la ~intesis de la red pasiva. Que para ilustración de la 

metodología, se escoge la sintesis de una red Le de dos 

terminales sin perdida tipo cauer. 

B. APROXIMACION . 

. Este punto se refiere a la determinación de una función 

racial positiva, la cual es identificada con una fun-­
clón de red, es decir, aproximar la respuesta en magni­

tud de un filtro ideal paio bajas, a traves de funciones 

racionales en la norma cono~ida cono mini-max ó TCHEBY-­

CHEFF, planeando los teoremas de existencia y unicidad, 

que aseguran que la función racional minimice el mlximo 

de error. Dicha función posteriormente se identificar§ 

con una función de Red. 

C. REALIZACION 

La realización consisté en obtener la Red Fisica 

(LC) y el procedimiento es el siguiente,dado una PRF, 

·se expresa como una suma de dos PRF'S, una de las cua­

les puede der identificada como la impedancia ( o ad-­

mitancia), de elementos simples ( o combinados) LC, co­

nectados en serie o paralelo 

F(p) = F1 (p) + F2(p) 

(f 1(p) es tan simple que puede ser reconocida como la 

impedancia o admitancia de alguna Red) 

1 . 1 4 9 
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F
2

(p) = F (p) - F1 (p) 

Al formar la nueva función F2 (p) se dice que F1 (p) ha 

sido removida de F (p), existen basicamente cinco operac 

ciones de removimiento importantes que son: 

1 • - Removimiento de un polo infinito (ver·fig. 26) 

2. - Removimiento de un polo en cero (ver fig.27) 

3.- Removimiento de polos conjugados imaginarios 

(ver fig. 28). 

4.- Removimiento parcial de polos. 

5.- Removimiento de una constante. 

Habiendo edentificado una red, que corresponde a la fun­

ción de impedancia más simple, el proceso se vuelve a 

repetir hasta realizár red, es decir construirla. 

' ~----_- -- ··¡· 
t.---~~---·-··----·---·-· 1 

.e 
1 

1 Lf) 
1 ' 1 
1 'hl,,l 1 

l ¡ 
~-'---'---------f 1 ________ , 

Fi~. 26 Reomovimiento de un polo infinito. 
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. 1 ! 

1'(¡>) - - L 1 Ya(f) ~ 
···----- --- --· --------- -----¡- i 

¡__ ____ .!_ 

Fig. 27 Removimiento de un polo en cero. 

----r~;::J 
"I(p) C¡ 

&..--.--

l._ lf l 
1 
1 

~--------·------_jL! ---'f 

Fig. 28 Removimiehto de polos conjugados imaginarios. 
! 
i 
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DEFINICION DE FILTRO ELECTRICO. 

Se puede definir un fil~ro eléctrico ·ideal en dos formas, 

en ~1 dominio de la frecuen¿ia y del tiempo. 

En el dominio de la frecuencia. 

Definición # 1. 

Es un sistema (continuo o discreto) que permite' el paso 

o rechazo de ciertas frecuencias. 

En el dominio del tiempo. 

Definición # 2. 

Dada una salida, encontrar un sistema que la produzca 

(sintesis). 

CLASIFICACION DE FILTROS ELECTRICOS (REALES). 

DETERMINIS­
TICOS. 
(LINEALES). 

NO DETERMINIS 
TICOS. 

PARAMETROS 
CONCENTRADOS 

PARA METROS 
DISTRIBUIDOS 

F. DE WIENER 

F. KALMAN 

1 - 1 53 

(HARDWARE) 

PASIVOS 
ACTIVOS 
DIGITALES 
OTROS 

GUIA DE ONDA 

STRIP. LINE 
OTROS. 

f) 

f) 
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F. K CONSTANTES Y M DERIVADOS. 

SINTESIS 
CLASICA 

! 

'-'IN'J'ESJS 
MODERNA 

REDES DE DOS TERMINALES !
··-· 
FOSTER 

LC' --~~UER 

REDES DE DOS TERMINALES ¡ .. ··-··· 
· FOSTER 

RC. -~~UER 

REDES DE DOS 
·l·-S.- DE BRUNE 

TERMINALES RLC ~ BOT-DUFFIN 

REDES DE CUATRO 
TERMINALES 

S. DE DARLINGTON 

S. CON REDES ESCA­
LERA ( LADDER) . 

S. CON REJILLA 
(LATTICES) 

S. CON CEROS DE TRANS­
MISION REAL N. 

' 
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COMPARACION DE COEFICIENTES. 

S/\LLI:N- Kl'.Y 

SlMIJLACION 
R .. MULTIREALIMENTACION 

-OTROS 

SIMULADORES DE INDUCTANCIAS ~-~GIRADORES) 

M. CONVENCIONAL DE SINTESIS. 

OTROS METODOS. 

\ 
¡ ' 
1 

LINVILL, 
YANASIGAWA 
HOROWITZ 
HAKIM 

• 1 tr '•. • •• 't . • :,¡. • 

CAPACITORES CONHUTADOS 
SINTESTS DE MATRIZ DE 
DISPERSION 

ALTA FRECUENCIA 
(R. ACOMULADAS) 
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Of sp..:cial importancc.are.tmns_fo.rmations fo(which f(st} is a rcactanct= function (frequency-r~acümct! transfnr~ 

;>~,{::: .mutions). Thc. transfo~m_ntion.(J5) cuó'thcn alt·m ht.! upplicd to l.he indc:pcndent variable of immita0r.e6; 

·' 1 -~ 
•,' 

·'·· 

. 't 
',' 

.. r 

1 • 

J 

/(' ,'·· 
Y,(H) ~ se 

i(s).n si 

G f(N l) 
"·t' 

1.:' 

. , 

' 

·. :; 

'. 
_,¡F\1r 

,;t. . 

,\• 

? :· •.. 

.,··;' 

··! 

.' ·~ • 1 

irfs;nn~.:t!·,:.lh~ 
•,\ 

~. ,, 
' 

·~· 

. ,"/'· 

_, 
tran~:rv_rmn~·iorl:-

S 

1' , 

• 1_ ((,,) 
qr~)-~: ~~~ 

'''-' 

.- . ~, ,, 
•1, 

'" ·.' 

51lP ,. _, ,, ~-~- -,, <-' 
,maps';_the passban"d .~·d stopb .. nd of' a refere~ce' lowpass to the reciproca\ looations of á normalized highpass . 
·.More··;~Ompli~ated map'p.in.g fúnctions are compiled in the' table. of Fig. ·..¡., Sigriificant.'.for aÍI th'6s'e -transfOr:iñ.a-· 

·i tl-o~s··--¡~ ·that'the entire~:calc~l<i.tion inCiuding_ the circuit can be carried out in the s-plane of th.e·referen~e :1~-w-~ . 
~.pas.?;: ·Applyin.g it to thC 'elements of rcfcrenc.e lowpass yie.lds tht following rea~tance tran~formation·s: . - . . . . . 

' ,, 
·,;'"..1 1 

:e,· P T _,_·_, Y,.P· (s) , s'cLP 

. ·. ' . . .__·--'----- l' 

•'/ 
¡_t. 

'.' 

' ' 

.\ 

f'._: .. 

,·:~ 'uP'"-, 2]. ~\ 
~llP ~, 1 · ~LP . ···: 

-=up·~ _1_ 
1.LP 

,., 

, ', 

,. ·• .. 

~ \ ''. '. 
:', 

'.!' . 

,, 
•'· ... 

., 
. ' ,, 

'·t· . ' 

. P:1.~..,b;md tr;~~~~·o!o.<-'d im:nLP i '' 

._;.:· ~~; ; ',, 

Di:::;n:c ., .. '· 
·~'!. 

'\,,. 

. 

. \,,_/ 

-' :, . LP ..;..US 
·, ~..,. 

'•' 

"' ·L~:i~Lf'lUP ~.~, 
J·t:.~ '1· 

.1: 

' .J 
,''i; 

7 

'' 
>' 

·=; 
'' 
1': •'. 

l_ __ ~_JIIIIIBR~-c~-·11:'_. ~-J·~a. .... o·L·~-~~~·:!_-"c_JI· 
1 t. o· ··· · ,_, .. _, 

. .. 

'0. 
. 

1, 

'·· • , ,O 

' ' 
' -

J,l ',f 

·" ,, 1 

···~ -.. :,· . . ',. 

~ .. 

.... '. 'i . ·,· ... ) .,., ..... 

' . •' . 
'' 1 

\:-• .\_:· ., .. 

. ' 
·~:. 
,,. j, 

'',l 

l. 

' ~ .. 

,, 

\,, 
·' 

..f·t , ... 

; .. 



'• . .. 

• ¡ -_. 

1· 
1 

.· ,. 

;: 
¡· 

,. 

S '"-.st.P 
~- . ·-· 

. -
. • Ji- •• 

" ... 

--.:¡. 

. . ; .. 
\-. . 

;;•-· ; --.. (::_--~;.;:_;-~- -<::. .. ;r~. 
~-/ .. ~-:. 

~ .. -
>'!''( .-

--

.;- .. o 

.·· 

·:' . 

. .. --: .. • 

~~;_ 

·- _.., 

A,,.,~-~: ~!'Jíi{j'j 
-·. o _, __ . 

. "'" .. ~-
--.. __ 

1 

-· 
. l~-

. -:.. __ :. 

'· .V;.> 

! 

.;.;,.-_- _;. -<0' :: 

"· 

.-.· 

fp 

.. , 

_·;;,.· ..... _ 

-.,. .. ·-----~ .. i.~ ., .. ,.. ... --

·'--"""=='"-=~-,..,-- - . - '( .... 

D. Oand~tpp.(frequ. ~>ymn:.•)-.,... . . .. ~ '- ... 

r, 

:> 0 s - i flic 

• . 

·•) Condition for Fr.:qu~n.:y-Symmetrr: 

' . 2 
f_p fp -~ L 5 f,"' fe 

••) Transformation Constan! "a": 

.:. 
·::· . 

.,.·. 
. •. 

-·~-



>¡'· 

.,, 

~· ••• ' ' 1 

,. ~ .. 

" 
\',,,· 

81'Lndpass 
Tran,.form.• \ 

' .':. ' 

,, 

,.·, 

, .. '; 
·•: ...... 

,·, ,. 

'•' 

. ,. 

' ~· 

., .. 
Ba(l<lstnp,. 
Transr<lf!!'l.'!_ 

( .,, 

', 
l~P-Elcm, .,.LP-Etem .• ... 

,, 
L• P .El ~;í;. 

-.cm. .; BP-Eiem. 

~·~f-
• · •· to '·,· · ;~l¡ -~{ 

---ill :> ~··· !.·. · .. ,, 
~ . . ' ' . 

co ~- : . e¡ 

lo co 

~· ,,_ 

1 

l¡ e¡ 

-c:r . ' 
/! cz 

. BS-El¡:m. 
1 

4~ -'000'1f-
·CO '. lt '1 

' 

,, t¡ .. 1/co 

Reaci. TransL (ciactl 

e¡ '" 1/alo 

1¡ .. I/ Ú¡) 

cz .. t/1¡ __ .!__ b ·1 
.1lo 2b 

1¡ .. 1/q • ...l_. b-1 
aco 2h 

!2 • 1/c 1 • _!_- b • 1 
aco 2b · 

no~l/ ~: 
.. 

React. Transform: 

e¡"' cola; 1¡ ... aleo 

appro-'. fot ~ ;.._,. 1 

q --.. cz .... l/2ato 

l¡ ..... 1: .... lato 

1¡ .• : l! ' 1/Zacn 

e¡ .... C:! -- 2aco· 

a ,. transform. conSt::l.n't 

. 

,• ,· 

.-r 
·}. 

::· ' 

;-

, .. 

.1 
J ,. ,, 

''•' 

':.···. 

f':_, 
• 

, .•. 

; 

, . 

.. -.. 
"' 

-.,,· 

:; 

.,i• 

·" 

'' ~ ~- ., 

••:t' 

..... 



' ' 

j ; ' 

. ·, 

... 

. } 
l. 
•· 

·.' 

'··· 

,• 

. ·; 

'. ' 

' { •.. " 
.•· . :- :j 

·' 

.. ::-· 

' ' 

'' :.'{.~ . 
! •, 

·., .. 
'· 

• • f , . 
.',1 

·- .': 

; ;' .. ... 
.·'. 

. (. 

·•; 

' ... ; ... 
l' • ~ .• ' . 

Sp~cifi~d ·¡ oltlotr.r.:t Pl{>: · 

'I.vr'e 1 

~-- . ,, 

'' 

.,:. 

. ':~ '. 

No......,alitalitJn: (:! ~ f · f "" ..,., -p p: 

f 1 

'. 

--.:·'1 --+-

o .[l7r 
•• <' 

,. 

'·. 

. . 

• -n· . . ' -l 

. ' 
Transformation fOrinula~ 

,;· ' ;:._•, 
.: !·: 

~ 
r¡~ __ ... 'l]i 

' ....... 
o. 

-~ ,. ,· 

.. 

-~· 

fi 

(1 

,. 

A,,.,,, ... .....,.,.;, 
«"M:r; 

{: 

o 

,,J; ,)1 :.:t 
Wff'Af/./{o/'@ 
~ .. -.:·\ 

-r¿•<¡¡r ~' 
• , . ; r• 1 ·, 

,~~ ; r . ; 'In 
!,Br "J 

¡ .. 

1 
•• 1 
:·¡ 

A m in 
'. (' 

;, 

-.; ; ~ 

_,. 
·- .. 

L_··_n_·~~cJ--~·-~·-·_J~.·-~n_,_-~-~---"_·~· ¡ 
.. -~ ,,,. 

·' 
-•:.J.· 1• 

;-. ,. 
--~- .. ·' :, .. 

.n~ •.· ,, " 
··: t ".:: 

:., \ 
•\. · . '· _\_-·~-~-·-

" 

·, .. '"· }:. 

'} ,.··-.1 :.--- --

' . 
l . 

A "BP -- B 

5~p- '1~ 'l 
. . 

-. <' 

':"", ·.;n .. . -,. ~ 
.,__ 

·'\ 

.', ';: 

:! -~·?J .. ':( ,! -;,o;:-·' 
.. i, 

.J'ftltí'i"') ~ a!l !·~_c,'}1jl, 

·¡:' .. ,~ 
.,-. '"'· 

~ ' " 

•.. · ... 
,_ .;-, 

'trr. ··:,·~.~, 
;:·,-.·,:::_J;:'";<~~;. ·" ,.. .. 

'·t·;. ,:·: ~'·:· /·~ •. ·t_~;.,' .•. '.\'~ ·:. ~:·.·\,'~-~-·-'·;: 
··~' ,'1·".'./¿~j 

t'.· .... ::.·:' ' t; ,. 

' (.: 
·••' 

,. 
'"( 

·¡'· 
J~ 

·_1-;·J .. 

·-t:, 

,.,.. 
·.¡ 

'. •>::· 
~- 1· 

. l<,;, 
•' 

_, -~ 

-~-



..•. ~ :, ... _: _., ' . ,. < 

Aflcr the el~ments-of a ;uitablÍ! 'l<?~·pa~r. are detcrmined reac-t-<tnce tr(jnsformatio~s of these e1ements will yield.a 

norm:.diud circuit,,pro\'iding t~e ~p-ecified PerfoanHi~~cl~:o; ..._ ·3 g 

llf ~ 1 ·,·d:~l_.'¡ 1 :;¡,..•rtiul .• ~~.: :--u_,~ :h¡; _ri;:-;t :l!ld ~d:~(tJ¡d-d~..:glcL' t::Jn: ft 11·:n:J:inl!.,, ¡;;,.:¡¡t:r:,ilr 1.:.dkd higl:p:J:>~·--. h:;n;·l¡,:¡~:!;- ( 

-':l~trl.liitll'clSt''l' LHmsfonnatiuns. Th<•Sc nf :-.ccond .. tfq;rt:c can he uscd to :-,;tti~~fy tc1l~rnncc pi•Jls. which ·:"u_c syrn-; t.-
Inclri.\;al ~i,th respéct 10 thc··ccn1~rJrcqucncy fe 'if plntlcd ov~r a logarilhmic fn:qu¡;ncy 3Xis (Fig. 5.) Thc-rC:·· : :_ ·! 

·l~ted' r~ac"t~n~e lransforrnali~ns aT_e ~Ompile'd in thC·Table of Fig. 6. · 
') o< ~ ' :~ : ' ,e,> • 
"" . ) 

' 

,. ~!' 
Diffcrcnt from the ·rre·quencY~reactancc transformations are those which BJ"ply to· a trDnspoRition ·of the p~rfonn~ 

"''ance ,only~~knd.do.'n6t permit'-'circuit transformations. Significa~t for th~se transformations are the !lace! cOnsccu· .·· 

t.ivé steps::Of. Fig. 7.; Tra!'Js,format~o~s in the sequ~!lce: la- 2- 3 have bct:n di!>et~sse.d in sencral' form by C<~.Uer 
({CA-l],.pages 307..:.:_315.) .. ~_bey aie applied, for instance, to gcnerate anlimetric.al lowpass performances of type ,­

"b" ·and .';.e•: from type "a'' (Cauer [CA-l. pages 525-529)]. They are al so uscd lo reduce !he requiremcnls for 
t~e preciSion of the· nUJ!leri.cal operatiuns lWA-1;-SZ-11. 

¡ ••. 

Transformations in the sequence lb.- 2 - 3 have_ been applicd by Zdunck {ZD-11. They can be used, for in~ 
slarice, to transpose certain typeS of f¡equcncy·ur{symmetrical tolerance-rlots to the region of a reference low­

pass fill~r. The details ofthis tránsPosition and its inversc are shown in Fig. 8. 

STA!'-:DARD APPROJil'>IATION ~1ETHODS FOR THE REFERENCE L.OWPASS 
1 • 

The previQusly discussed mcthods transposc a specificd tolcrance plot to the region of ·a .refere.nct: lowpass. The. 

standard J6wpÚss·. types sht•wn in Fig. 9 can Lhcn be u sed for Lhe approximation if the boundaries Amax and Am¡n 
of 1his l<1~·pas~ aTi.constant. 
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Thc quan{ltiesi_Amax,f~min,~a'nd fls· (or np 'in. the case of "J xx·yy" filters) are·the p~imary d~sig~ paramete-r of: a:. 
par-ticu\ar.<P,esign~.<,·Jhe reQUired COmplexity of the cJrcuJt depends c1n well establ1shed relatíons betweeri these_.~ 
quHÍltities'_;for- a···gi·Ven. t);p'e'3.nd d'egree. The cut-off curves of Part 2 are. nomographs for theSe relations. The.: __ ,· ,., . ·• ·- ' ,_ ' ' . - ' .. . .. ; 
comrnon p8r-t:.with-the",des'ign para:m.eters Amin ang Amax (or the reflectinn coefíi'cient) is C0111!JlOn 'to a·ll'cut:Off·;,. ! "·' 

;curve~ _:arid .cary-'b~:folded ·Oút._ F'ig. 10 may servC' 10 illustrate. the use qf these curves.· Th-~·cul~t"ff'i:urves ·a·r¿:~::: ¡ 
plo1ted up toa dé'g:~eN =;j9.: ' ,. . , .·;: . ,' ·,. ·, r·· 
,Tile scco~dary d'e:~.ign_)~<Hainéters. ,n'amely lhc roles and zero~s of H(s)'and K(s) and the ~.o!lstant ·~~'·,.can,be>· 

'fou·nd in th'~ T~Ol~~·óf Pa'r_t~). for.filt.ers up to' 9tb dep~e. {_' 
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The reflertion cc.cfficitiits !,Clected fLlf tht>se Table~ rerresen! frcqucntly used passband specific_aticms:· ·,¡·_,, 
l._'¡ .'. 
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·1 p 1 ~ 

"' 5 
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,.,,_ 

·-
' 
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The Selection .. ·of a pcnic:ular set of roles and zeroes and of a con~tant "C" ~-icld~ the numer~.t~r ·p[l\yñominal -~· 
F(s) ·of thc characteriqic.. function. the _numer.ator rolynomial' E(~-) of -the transfer-loss funé'tior. and T_he deni..~:.~i-~ 
nalor polynómial P{!'). e ommon to hoth functions. The structure o~ the~e ·roiynomials _is.also Sho\vr. in the 

"Tables. 5· ,, 

The numericaf data compiled in the .Tables of Part 1 can be ext'ended. lo e ven degrees N>'} by" a method 'shown ·~; · 
Íli Fi'g.- 11. (!ZD 1]; the vanable "s-:: Jn•• of this Figure refers to the corrlplex plane of the lower degree model. .. < 

, the ,v'ariable ·~s 1 = ~:C to th'e _derived lowpass.) Formula (A) of this Figure can be used lo tra~sp(~S~ Ll-}~ "Co!n- (:: 
'. plex zeroe's of. E(s), Formula.(B) to tr:inspose those of F(s) and-P(s). 

. , . . . 

-'.t EitheÍ', hy suéh transfÜrmations or dir6ctlv from the Tab\es. s·uitable functi""ons K(s) .and -H(s) can be establi~hed ,,.· 
··:,, num~r-iCauy rór.· the ~ererence· iowras·s. "Í"he subsequent re.alization ora rela'terl -ciicuit may be ~ontinue.o in 'the/:· __ 

s-plarie of Íhe ré:.feren~e lowpass only if tran_sfori'nations according t.o Fig. 5 were use~ origina BY to transpose 3 _;:·:. 

speci"fiéd tole'~ancc ·plo.t to th'e region of the reterence loWpass. Rcactance ... tranS"iOrmatimls according to .. Fig_. 6. {~\ 
·arPfied to the C'lemer11's of the resul~ing lowpass, and subseqUent deno~maliza1i~r; w.iil-'e\.-e~tuali\· .y¡(:ld:.the. de-.i,;:. 

. • 1/. ' •• r¡,_ ,..;,t l ' ' : • ~ ,. - ' . . ' . -' 

·1 ,• 
--~ 

si"red _circuít:·_ _.! t~¡.: 
• . ~' ' !'' .,. 

Su eh' procedcires wiH. riot be possíble. however, if transformations · according to Fig. 8 .were orig.m~Ú~. u sed;-;; 
fo/.the· tra~sp~}si_ti·~_n· _Of the'l.o!erarice of plot. lt w1ll then' be nece!'sary to aansform th~'establisheci funcoons:~.' 
K(s_):_~nd H(Sro~ the ~~ferCn~~ _lmvp'~.ss to the ssp-p~ane. However, this ~rocedtirc m~1); cal;~.e-cmúi'id~ia_~Je'díf~·~;f·: 
ficul~'íes in t~e sut?s,e.que~t realizat_ion because Of unrealistic element ;,:alues. Thc reason'for t~'ese;diffic_ulties:_ 

,,_"w ; < ';-·•:: • .;. ·'' lj, •. •:-•'• .. " ~,\, ',,, ' 
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lha1 tiie· mverse Óf ti:t tr<.tr.úor:-;-¡;.:tif1:1 d~)tj,; not-ne.\.·l~-~sar il:- tri..tn!-.j~o::,e ltiw~as·¡., polGs to the extr~;:ic bandpa!los 

F;,, ¡¡",l. :-.::hl· pf JH

1

!1Ctic:d elt:n1-L:fll v;due~. ~ \I:H~~.fo¡m;¡~j,,n si:r:i );,, 1~) f7i¡.:. 11 · i~ more uscful. lt ::iU!-1 be i:pplí~·-C 
!1• ;1 !•:fn{'l!t:c lnwpa:.:-. of hirhcr tl,;:n ~·ptim::m ..:ul·llrr ro~tt:. Ac•:n1Jmg !(' th(' ;.!t·;_;~¡J~ -..ln)\\'ll :n F11:. 1:·. t·.•:r. t:.(ln­

·-·:~o:uil\(', .a~!:·nuíllil~n p(olcs n.,,, .. and U.,_,,\ .. -j od tlll' ,...:,·Jcc!C'J rdtr('nce 1(11'-'flí!'-.!'; alt: IJS<.'.d as ih..: ;~J!;:meh:r;.; rlz 

<.~nd fl 1-· it1 ·th~··_!f:tnsfornii:!tio'n foJmul~. lt is fu:ther u~r.:ful to d~!ll"rilline thl· co¡):-;:Jnt "k'' such that thC nor:-.1<.tii<'-t:-d 1: 
. o , 

passh:.~¡~d·]in{i'ts U,-~ :_] éllt'IJ1JJISr(lSl~d ll) Tt'CiflfPCll] fr·:!(jll~ncies ~~p '-'- ~. and \;p ~- 1 .';. tt:-;pecti\·...J~. _·: ·, 

. . .. 
This ro;;tUJate_s:. 

n2~'_,_,,_· ---

··O~ v-1- "· 
·, 

1 ~.series 9r thcse .transf('rm_ations will b~· ntedcd in g·~·neri.Jl le, ~;..lJausJ al! rc·ssiblt- combina.ti(1TlS oí adia<.:ent,: l 
pole:-s u .... -~~v·'¡¡¡¡d nt>.:>,\'-1. In e;H:h case. cornp<Hison d thc.H!~ultin~ lh)[!!Jalized írequenciesr¡--s. T¡-p. r¡p. rp. \'.'_in~·· f 
thc specified limits (Pig. 8) will decide wl~t~lhcr to dCc.:cpt or TCJCCt t_he se:lected rc.-ference lowpass and the. 
seJectcJ pair fl""',V and flo.:;, V-1· 

Any of thc dJscus'sed methods may ser\'e to aprroxin~i.JLC a spcc.:ified tolcrance plot for thc transfe~ loss. The 

estabJi·sht:d: tit~ns.fcr-Jos~ function c~w ther: <tbo be t:~e-d for the calculation oí ph1:1se and group dcl.ay: 

Phasc: 
. , 

Group Deiay: 

_.; 

hírad] ~are 1-i(s)! ;~.J~ú 

·d b(s) 
tg[sec] = dS '¡ ( 1 8)· 

in which formLJla E(s) represents · the numcrator ·polynomial of the transfer-loss function H(s) and the indices 
·'e'.' ·and "ci" denote its even and odd part. respt!c~i.vely_fSA-1]. 

THÉ RBLiZATIO~ i>ROCEDURE. 

The (Íletnods ,of the Pr_~ceqing subsection can be u sed lo. establiSh numericalh; ·the structure and pa'rameter values 

of ~he iur1cli'Ons: 

¡-' 

_, 

E(s) 
.. ;H(s) = P(s) 

·--!. 

an'c.l (!.9) . 

Jn general. alJ_ thrtc.~~_''transftr polynoiniah;''_· E(s), ~(s) and P(s) will ht: nee:ded for the rcali_zatinn;of relattd e ir-. ' . ' . . ~ . ' . 
cuits;· E(s)··and F<S) for the d'iíving_poiilt im¡)edances, the zeroes of P(s) for the attenliation" p0!~~-

- ·- .. · . ,· ·' . .;• . . . 
... , , . 'i'' . .. • 

TJ~'e :oPen- or sho'it'Circuít':diiving Point ini.mitance of any reactive net\\'ork which is .inserted bel\'o-:ecn finih: re~ 
si~~tances ar~~- cxpre_~~ions .. of}~e foliÓ\\-ing struuure-fSA-11:. 
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These e~pressions are simpler in the case of symmetrical or antimetrical filters Where F('s) is either e ven ·or 
odd. ·Driving point immitanct!s for reaCtive networks with extreme terminations (zero' or infinity) and for.branch­
ing filteis.depend only on the Hurwiiz polynomial E(s) ([CA-l), pgs .. 406-409, pg. 417, pgs. 597-602). . ., 

The standárd rcalization of a 1adder structure from a specified driving poi~t immitance follows Brui1e_s ffieth,~d. 
·oetails can be found in all introd~ctory textbooks on network synthcsis. Realiz~tio~s of symmetrical filten:-.in 
!attice- oi thc related bridged-T configuration are of importance for narrow-band a~d wide-band crystal filters 
and for widc-band. bandstop filter~. Por the simplificd ca!cUlation of the bran"ch reactance.s of a la.tÚCe it is 
n'e·c~ssary te ~cparate tl~"e zerocs of H(s) in two g,roups. ([CA-ll, pgs. 437-443). In the Tables. the p"ara~ete·rs. 
."~¡" and !'i.J¡" wl"th even index a·re assigned toa Hurwit~ polyn,omial Ea(~). those wilh odd index To·~ .HurwÍÚ. 
po.lynomia·l Eb!~). :·The norrnalized lauice branch reactances are i.hen: . ,. ··~. 

·.f 
{ . 

.. Ea e ven 
Za =E ~Ya, dual; 

Eb odd · 
Zb = = Yb, dual 

.. ·. 
(21) 

' a, odd Eb, even 
'? ., . 

THE DESIGN OP FILTERS BETWEEN ARBITRAR Y TERMINA'f!ONS 

The Tables of Pa·~t.' 1 can al sO be used for the design of filters operated between arbitrarily specified termin'a- .. 
· tion5. This is of'special importance in"the case of lowpass- and highpass filters because it maY eliminate.:the 
·nled for transfOrmús. AccOuÚng t9 equ. (7) and (9), th~ operating loss of a filt~r inserted between nonnalized .. : 
re~istances ul'' C~l)· be 4e.scribed by either of the functiO!JS. H(s) or K(s): ¡, • 

. ") . . . ') 
A{db) = 10 log10 1 H(s) 1" =!O log10 (! + 1 K(s) 1-) · 

. [ ) 1 1 * E(s) 12 1 e A db = 10 og¡o e - = 10 og10 ll-+ 
. P(s) 

1 CF(s) 12J 
P(s) 

. {= v 1 + c2 
e• = 

~e 

in· case ••a .. 

in case '~b .. and "e" 

, ... , 

·; 
(22) 

The following cafculations are continued for case .. b" and "c." For the Jess frequently u sed case ·'a,•• 'a 
modification· of sorne of tht;: formulas woutd be needed. The highest coefficient of all tr3nsfe"r polynomials E($), 
F(s) and. P(s) in eqúinion (22) is assumed to be "!" .. These three polynomials are then'relatedcby the equati<iri: . . . ' . . ., , . . 

... · ''· ~. . .. 
. ::· E(sl E(-s) ~ F(s) F(-s) + c-2 P(s) P(-s) ' . Ú3) 
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Tito: panicul<.u caSe·'is now considnc:d 
the- fullowin~ i"un<.'lit•ns 'u:i_g .. 13): 

; ~ 

E¡lsl 
H ()~C ------

¡ s J P ¡ isl 

. . _ F¡ ls) 
1-:1 ls/ '"c.

1 
-
1
,--
1 1 s) 

(2.:i 

Tht.• !nwpt~S"s Ielntcd lo tht:~c f11ilction~ w_ill he t;ll]l'(l tl1C" ¡qim:1r~.' tt:fL:rcnce fi!tcr, In ordct ltl he f'.(Jnlrt~llhlt, i_ts 
1n111.<:ft·, !:·,·Jiyf.h,nlinls 'nHLSI }:utisfy cqu. (2~): 

' E¡ (s) E¡( ... ,¡,_, F¡ (sl F¡ 1--s) f Cj"l'¡ ls) P¡ h) 

Pe'rforin<n\CL' ,,f th~ rnim;Hy id. fllter 

J. O 

t t 
' . 

-· Select thc'Uurwi!Z 

r"l;·~omfal E1 ls) 

r: (~) .. El 1>1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

A ldh~ 

: L------", ,_, --
1 

1 

1 

1 

.\.{\ 

1 
'- ¡-rl 
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t 

Cakul:llc thc ¡;¡pul and oL:lput i:nmitanu~ 

accordin¡:: tu cqu. 12tH. 

Fig. J 3 
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Scltcl iht Hurwitz 

polynomial E: (~ . .\ 

r (s) " E~ ¡,¡ 

The realization of a related~c.ircuit·rriay also include an ideal transformer if a termination ~·l.(l'' is post~lated foi 
eithe'r ternlinal pair~ A welf;defined t~rmination q .J ·].O will then b(' neccs.sarv if the t;ansformei must be avoidf'd.· 

' . ' ' \, .: '. . . - . . ' . " ',. 
,. 

lt ·¡~ sorne times desirable to ·termínate the lowpass by a specificd normali?.cd resistor r = .t2 r¡ without thc use.pf : . 
. a traf;sformeT. (Extreme value.s t2=0 or infinitc are related w s!wn or open circuit terminatiOns and"repres.ent e¿¡_\ 

rent .·~r voidge tra~s.fer, ;esP:ectively:) Thi'~ can b_e·' achicvcd if <J Cf'nstapt in cremen! !1A (db) 1s ·pt!rmitted for th.c ·, · 
entire transfe.r loss ([SA-1],-Scction-F): 

.•',' 'i .. ~·-; .... ., ' .•. 
~·. ,, 1 ~A[db] ·' (26) 
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The increinénted transfer loss A ldbi: .. .., 

,. 
' -·: . ,. 

~· .· 

· A 1 db l ,., A¡ 1 dbJ , /\A 1 dh] = 1 O lo~¡ O \ H ¡ (,:) i 2 + 111 1 og y e 

F) ( ,¡ ~ 
llllo~¡o 1 y e-'·--:._¡ 

' ¡> 1 (') 
. , 

cad-'bt• n~lat,ed to .th~ trcmsfe~ loss function of thc actual filtcr: 

H(s)" ( • C¡) ~¡ (s) 1 · P¡ ( s) 

·.r. 

( , ... 
-~ 1) 

.· ' ' . 
·' . ' 

(28) 

-- , ·f.:. ~o~nratibie 
(23): 

- ---,---- -- - .. - ---.-. -·-- __ _.._._. 
POIYñómiai' F(sf.muSt-Lhen b-e- fol.lnd by substituúng thc tr<~nsfer rol~·nomials of equ. (28) in f:qu)"'j' 

···.:' ·' 

-,.· 

: E¡ (s) E¡ (-s) = f(s).F(-,¡) + ()' C¡)-2 P¡·(s) P¡ (-s) 

s'ubt~acting (29) fiOm ÚS) Yíelds then eventually the follüwing relati{Jn: 

F(s) F(-s) = F¡(s) F¡(-s) + C¡2 0- J,-2¡ P¡(s) P¡(-s) 
·~. 

o c2-

C9)' 

.'· .. -. 

·· ... 
·EX'éCpt for the constant C2, .the Iight side of this equation -is idtntical to the relation expressed bv eq~. (:25):-­
The· JO·nt paltern of·F(s) F(-s) must therdore helong t.o the onc par<Jmetric family ~f Hurwitz polvno~i~d~ of th~ 
primarY r'efert:nce filter. The Tables of .P.arl 2 which are grouped in this manner can theref~re ~lso b.e u'sed to: 
~e_lect a _proper polynomial F(s). First, a p1imary refetence filter -is selected which will satisfy the·PaSsband 
.variation>\max-,·1, the cut-off rate,-·and the stopband attenuation Amin· These design pirametersspeci:ry· a Hur~ 
witz, polynomial E(s) = Ej(s) and, a const~nt C]. The secondary reference filler ",'Íthin the samc family'is re.:. 
¡'ated to a constant c2: ' . . 

e, ~e¡ l y2 ; - . /y2- 1 

,. 
' ' 

(31) .. 

Th'e Hurwitz polyn~'mial Et(s) of this filler can be used as F(s) of the actual filter. lt is not.~ecessary, hoJ, 
ever, to restrict tts z.eroes to the left half of the s-plane. Transposmg part or a11 of them to the nght half plane 
is'•p'ermitted:, increB.sing th'e•number of p6ssible circuits conside'rably. All these circuits will have the specifie.d 
performanc'e' but diÚerent locus curVes of the input impedanccs. ., -~ : .. · 

'· " ' ' . . .. 

·, ~ 
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Within a one-param~·tric faffiily, the various· Hurwitz rootS of Part 2 are tabulated in asceli.ding order of ~eflection· · . ·~·:~i~ 
c'oeffiCieDis'. To f3.cÚitate the seléction of proper secondary ref~rence filter.for a given 'primary refcrence.:filter' ·>. ·:·;" 
th/~atrix·_ói Fig. '14 can be used.. ' . ·. . · ... ·.·. ,, 

~ ' ... ' . •' . ·. ' . ' . . 
. ' 

A,ilu.meriC'al·example may ;later scr.ve' to demonstr3.tc the details-·or the procedure. The resulting network .which';. ' 
' .· _,. . . '._ ~-' 

is rieither symmeiric.al nor antimetrical must be realized from the open or short circuit immittanc'es Of eithbr thmi-
na'l'-pair ([SA-l], SecLion. E).: 1t Should be noted that t as weJ1.as t-1 is related to.th:e Same ó.A. Tc.rmination' 

. rcsi_st~.ncés: · 
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and outpul m tO üsé'~the. . . . . . -· .. 
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Th<J 
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(), l.'i'> I.IJ'J 1L.'0 lA~ 0.67 1.19 ., : fU!.l ),,· ,.·: J. .;r 
{; 

!'·.-
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Tllc n·llmh~rs ir. ea'ch 
blod mean: 

t:.A (dhl 

o. 7~ O.JJ 

o - 4.91 0.20 4.92 0.44 1.42 ·o.7o .. · 

l.R4 O.ll 

() u.::b 1.71 . U.58S 

~---~--- -----------1-------,.---f 
0.97 

o 2.6:::! ··0.38 

-------c-
.. · ·. ' ,. ' ,--- --------1. 

o 

.. :: 
. F11!- 14 

-The main ·diagonal'.ot the ID~trix is ielated to the terminations r = () and oo, The 
· theri a current or··voltage transfer.from the generator to the outpul tcrminals. 
,._ima,ge of f1ü•) \\;Ít~ .respect to th·e~ i:maginary axis:, 

F(s);, ± E¡ (-s) 

1 

transfer ]C\ss func.tion repre~e~t-s 
The ·po.lynomial F(s) is thcn the .. .,. 

(33) 

:(T'b.'e !:ii'gn_ dependS on Y.hether P]{&) is ev.en or od~). A related circuit is usually rc~lized from thc output' terrTii­
nal'pair dCA-ll, pages 406-409). 'According to equ. (20) and (33), these immittances are: 
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... 1 ~- 47 NUMER1CAL'EXAMPLES 
The. Í<•.llo~;ini typil:al aPpÜcations. may 1't:rve to demonst.rate how lO u~e the G1aph~ an~ Tubie"~ of Pait.l and 2: 
Exi.:!.mple~ '¡úUstrated'were- .sclCcted 10 c'r.1phÍ1~ize tht·~c:. de¡.;igns for ·~·hich tabuiation of cin.:uiü;.would be impral.'­

tical (lf imp-o~sihle. ~ Originally, thc r(d\owing ntlmcrical C).ümrle:-: W(;l~- caJcuh·ned with Parameters. of leS5 than 
ten signifié_anf di~;it,.~·~ The 'UsC of th~ ¡;,~,les of Part 11ñay tbcr~f.orc yic:ld insigrli~icant dcviatiO.ns. 

,:-~:. . . ' .. 
' 1 .. ,';THE DESIGN OF THE·IOTH-OEC>REE TRANSFER POLYNOMIALS FROM A·5Tii-DEGREE MODEL. · ! .•, 

. .. ~ ' . ! . . . . '· . 
·, .. (Zdunek'•·m<'thod, Fig. 11) · ' ' · '· 

Pa~shc1nd: 
Stopband: 

IPI ~ JS';',. (equivalen! !o Arn"' ~ 0.1 {db] 
Amín" 54 {db],' CUl·off ratc 1.07 

T~rrninations: Equal rcsistors on cither tcrminul pair. 

. f.-· 

.. 
' _, 

•¡:·.·.' 

.:".· AcC~rding ."t~~the Graphs of Part 2.' these specifications can he satisfied by a Cauer \(w,:pa~s C 10 15 typ.C. "c.·.,.,:, 
(Typ~· ··e".- be Cause of e qua! 'termin,.ation~). Po les and zcrocs for lOth-degree. filte.rs <Ht not 1abulated; ·they e;~~'; 
hC Jerived, however; from a Sth-degree model: C 05 15. A horizontal line from thc inlersection of the pa.ia.mct.er:.> 

iín~s~"p = .f5%" and · .. Amín= 54 [db]" intersects thr. t~ = S curve at Üs ..,, 1.81. A plHtnliapy possible_r,efer!. 

. ·-· ·:: 
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.. '· 

cnce·filtei_ fiom· the Tables is: . . . '!-

C 05 15 32 with Amin. = 55.9 [db)_and !1 5 = Í.8870.8. 
. .. 

Accoiding to-the.mcthod shown in Eig. JI, the derivedfiller of 10th degree will have a cut-off of ~ = 1.056·leav·.'· 
. ing·:Sufficie.nt margin for the ·~~t-off rate as'v.'ell as Amin· fne transformat.ión to ~-::: 10, type ".e" postu!~.t~s: . 

. \ l . 

Üz = 0.958140 and !1; = 1.96952 
. ' 

The· actu31 transformation ·o(¡)oles ilnd zeroe s of the reférence fihe,r yields ·then: 

., . ,, 
,,., -. 

;_',-" 

., 

·-zeroes of F¡o(•): O, 

·: Norma.Jized cut-off: 

. 'Zeroes of P¡o(s): 

Zeroe,S of E¡o(s): 

'j0.616977, i·j0.858926, ;, j0.96!260. 
' j 0':996301 . ' 

1.05774 

! j 1.06166, 
! j 1.71438 

' j 1.10036, ! j 1.23146. . . 

-0.476117162 ' j 0.265511905 : 
-0.173830391! j0.69757378~. 
-0.120057326! j 0.904647797 
-0.04.4828720-ij o. 981 961497· ... 
-0.011127756! j 1.006739423 
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, )_'r· .. . , .. 't· .· 
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FREQCENCY -UNSn1~1C:TR ICAL liA:->DF ,\S~. 

BP Specific~lwn!-.: P<ssbband: 

·, 

f ,.4"~J.:.c·r. - p , - , 'P r_, ; 30 kc; r, 
10ti k e ! p ::o;;:. 5 f'~.] 

J:~(l kc Amín' 50idhl 

:\ ftl'(jth:rú~,·-·~nimlruic~J bandrass with f..L.:\'l'n \::oil~ l'r•ultl ht: dcrived frnm a :'lh dc~re~ 
n'llTt:·_~;t.OJ\l\;nit.:.al:fsolution :with 4 Coib only C<Jn ht> nhl<Jined by Zdunck•s transÍ(•rmatiorr. 

.. ,,, 

.• , ¡ 

'' 

' ' 
' 

. ·: .. 

',. 

'l'l.ú79 kc 

e 04 05 !S WJth irl ;, 5 ',-~_Amín 
to serve as refc1encc lr•\\'puss. 

1 .083 

50.0~ [db] is potentially capable 

(e) Unsvnimetricai lowpasS transformation: 

.. : 
.. , 

.{• -, 1 

< ·~ 

' 

,.·· .: •. ;,·i 
P~:;~·~ne ter s · Ú th e tpnsforfnation: 

"J .. .. 
• ~ 'j ¡ ~: •. 

, '• Üz = q~¡ 
.:. 1 ' 

= -~49006,.; Ü¡ 8.27853 . !1':"2-

2 
·,n-n,.· " .. k·.---·· O- O¡' 

.. '':• r-, 
s8 p·v-:"· 

k= 2.457708 

., 

' ' 
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.. · .. 
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. · 
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o( Fig. ll.yields the fRll~wing re.Ja~d frAqu.encles:· 
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(d) Transformation of the tr:oJns~n poi~nornials~. 

.. 

Zeroes of Fgp(s):-: j0.4~5t~-l~S2{J; 

.1 CO-l:-J9UO:..;x, 

j;)¡f ··~ 
jO. 9S2ú};-i2h_; 

i 1 .ox5~5~.J70; 
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FHP(~) .. sS •·4.102007:'35 ~6- 6.J792Sü9~1 s4 .J .. ~-~507~63~0 ~21 

.¡ 1.0735·14960 

Zrroes ,,¡ EJlp(s): -0.05039011.1, j R.S0%~5468 

-(1.020794854 ' j 1.111556565 

-0.068598626 ! j 1.074630305 

-0.]00633940! j0.979368111 

EBp(s) = sR ·i 0.4R0835065 s7 + 4.2176083R s6 + 1.511401539 s5 + 

" 6.52SJ70R20 s4 + 1.55870749 s3 + 4.3796276X6 s2 + 

+ 0.526062359 S .¡ 1.0735449() 

(e) Ih:alizatibn: 

ZJ, shunt = 

normal ele!llents 

., 

,. 
.·'.! 

. " . 
·:,¡~··· .. 

·'' 
\. 
'' 

EBP, odd 

EBP, cven + FBP 
z2, open = ---­

zl, shunt 

CJ = 3.960 

C2 = 0.4912 

CJ = 0.3036 

q=0.1217 

es = 0.04344 

C6 = 0.005320 

r = 46 

11 = 0.2450 

12 = 1.165 

14 = 5.634 

16=191.5 

1'. 23 

,. 

~2"' 1.321709 

'·· 

.... ' 

.. 

. ~· 

'·' 

' •• , ¡t 

. ,,: 

" 

'!' 

'· 

,. 

' ~~ 

... 

'[.' 

't• 
·'!~' 

" 

. ' 

·-... ' 

' ' 

\' 

' , . 

. '' 

.. 

•' 

.. 
. c .. 
'' ·:· , ... 

·'• 

' ., 
•, 

.. , 

' ' ., 

.'! ·' 
·:·r ¡ 

::. 1 .. 
~ .. ! 

., '1 .. 

.. ' i 

,;. 1 ...... , ' 

. : ,¡' 

------~- --· ------------- ----~ ----- -------~---



~ ., ' 

·• . 

',,· 

'.; 

':·.· 

.. ·· 

.. . ' .. ,,. 
1 • • • •. !':'}'"." 

3A .. Ú:>WPASS_:¡'úGHPASS COMBINA T!Ol\' WJTH CONSTANT l~!PEDANCE 

Spc:c ifJ e a t i\'ns~·. 
-·-. -·--· ----.- ' 

,•¡ ''', 
·,' .. 
:;:-:_·> 
._,' 

. . \ ~-

~- • ;¡;~ 
;\•''. 

~:~.';.: . . . 

.. .. 

.. 

:. '. , . . . ,_ .. 

----... ----------- -------------·--------~-----.. , 

,.. li.O le 

.'\1.,ph;,,¡J, (1 1' 12.~ ~e Al.l' · ~Oldbl 
t. . n11u . t , ~ _ 

'-,..-"---·----·----·--·-· ------'-~---,-! 

r 11 !' .. 
':----------------------

l: 
1 k'~ 1' 

1 
r-

_j 

.'"""'• 

. >:: 
¡ 

·',. 1 

Bl."cbus.t. ~·.cnnsqmt impcdimce is,
1

speciried at the common terminal p<tir. the highp.as~ performan¡;e·will depend: 

Ón ~he !'~lectcd Jnwpa~L -lts char"ac1eristic ft~nction 1\!lp(s) is reciproca! tu KLp:(s) of the lnwpass if tht fre-: .. :-·· 
qu~n-Cie¡.: _;¿re nurmali~td prbperly. Fm this rea~or~. it is useful to noimalizc all frcqUencics. with respect to-the. ' 
geoinctric Il)C3TlS of"the respcctive··Passbílnd limils: ' 

... 
," f -:y ¡LP 

rcf ~ . . . p ; 

¡HP 
r 

= !O k e 

Tlt'1s' fit:que'n~y is defiilcd as "centei: of the transition 1ange" 
fcr pniynnmials are·~enoted.by ''*"·· 

Th~ rclateJ nmmalized frequt:ncies and all trans-

From Par! 2: "Cauer Filter normalized·\\o'ii.lt respe~t to the tran~:ition range" follows: 
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Defi.Ú.:r:· ProC~~ui"e:··:i;, :· 1· t~l ""' 5 J: ~, 

The : .. n~~rm;:¡li¡~e:d 'JO.~·p·~~~ e: ·0.1\ ·}(), 40 pj'' l'ufl with 'Amín ,.,... 41 :9,!db] an.d U,.,·.: 1.55S73 ís <:! $L:..Il(!Ole n;\~'p<J:-~. i(l 

sa'ti!>.f/ ·th~ :tpll·.¡¿uJc~::ir'lnt_ of''lht> lt_¡.-.\·p;,~s pt~rfnrmance. ·. Howcyl"t. the. pc;h:s and zer•:'les ·~nt: rrrtrm<:di~r~d ,,·j¡h 

· S'"~CCl"H' rh·l.i.plt~shú'nJ'!irnil O¡,. 'l. O:· .~!l mus! b~ mu!Jirlicd. hy thc.factór: ·' 
• t .• !''f : ... J~;~·· .. ,\,·'•'.'·.\•.'/ . ..· 

•.: ' . ..,' "{)• "'. r .-.:-,n-;-(1'.' .· .. (l.,"(ll.14.ll . ( < "i· :>. ,.. • r v, .. ' ·' ... ·/ .. :.},.,; . 
. _:~~~;· :~ ... ~ .. ·- ::<... ·• . ..:.- .. ,.;:·· .. ·.\{·~Y 

¡¡ 1 .ri1~1.llf~· th~J¡o\t·.rfn~:rnrim:c w}~h réli¡,l~}!t !u thc t~Ct11~1 of lile lrnnsinunition Hltl}!r. !ílii~~o· .~ .. Ít:hht: :.r>~ ... \· ;,.~·.~~~ 
~ .. , 

Zeroes of ii•(s) o.:' )0,511678 ± jO:'Í71369 

.•· 
;·,;'. 

Zeroes 

Zcioés .,_:: 

ofP•(s) ~ 

.or E•(~) 
" j 1.2%40 

0.613357614 

.. ,.,, 
'e 

= j(95438 
..· 

. ' { •,. ·,, 
\~. 

·;. .::!f' 
0.3<Í20313~6 j0.h53S44 1 f>ó 

0.107372316" j0.884335255 .. 
.-:· ... 

'}' ··i .... 
':: 

\,;: :· 

•, 

·" 
' E•<sJ 
•J: 

'-< 0.919058190 s.+ 0.282.706777 

'.:; . . 4 
s-,+ 1.61216501R s.+ ,, 

,; __ r .·,· .. 
'A r't~:late.d' cir'(:uil 
6Ü0} :.,·' ·.i~. 

ca~)?e realízed frorn thc shunt-circuit íhlpedabc~s ~f the non-cL~~ffio~· si de 

·: J. 

. ' 
'1 

.Norri1:lliz.cd CirCuit: 
-~ '~ 

-·~· . ,. 
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. 
'· ·.-:- ... ·f-"~--'-:c:'·"' ( : :..~. 

~~-· .~ , -· ·.·•. 
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>; •• ~ •• ·;, ¡' • • ' ' • •• 

·' The~ negativ:e capa'ci'tor 
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. ,;',· ,, . 

;_ ,;1 

1 '·..;··· ·¡: •. ¡._, 

~--~ .. '. 

' ¡. 
1•-:· .-· . .• •:1, 

. ___ .. ______ ·-----·-··-~. ·---.. ---·---· 



ll. ~_,.· ', ..• '.'' ' ,¡ ;¡,, -

LOII'PASS-'-HlGl~PAS{Í:lR;\~CIII"-'C• FJL T~~S WITH APPROXI<1ATI~L Y 
l 

,. 

,:¡. ''· 

·'' ¡- ' 
iK LP(s) 1 ... ' ]· ., 1 0.23 Amax 

. ;, .. ~ 
at~li~c cross~l\·er of.the uuenuation c'i.~rves an estimatt' o!' tlu~ impln\'etl return loss is r<issibk-IRU- 1 1}:\'. 

· . .! 

· RL [ctbr~·-20 loi;¡o 11/ (0.1 J5Amaxll 
.:·--

~-.f.t\1' corrcl~ted v:..d.!JeS <~ct:o~ding to ihi~ f0fmula íÜC cmnpilcd in the íollowing tubk. 

LP or HP 
1 ·Amax ./dhl o .ll J 0.04 0.10 o. es u;; 

' !·. 

Commcm 
., 
~L ldhl 

. ,· 
5S. J 4ti.O 3R.'l 2 (). 8 J 6." 

.. -
terffiinútion ~ 

_, 
lrl l 'k 1 ~o.I 1 o 3 o .. " 1 .. ]4 .3 

' 
.. 

. , ... 
-.. .. . ,', ' 

', i; . . ' : • .. .-· 
ln~~q_rdl~r -lo ·at:hiev~.-·the dis~·~_ssed ._.¡~-~rov'efnent.ol' ·-lhc_ return I(I~S due to <Jdmittance c_ompensatí6ns. the ·v.-Oltag~' 
att,Cnu<ttiuñ·"at the:.rcr·o~s-ove('¡·íl'! thc 1tr'ansitión range ·mus't not excecd 3 -; 4 ·Jb. Tllis may he achie\'ed:by e.xteild~­

in¡f both .pa·s'shand?'}eyond_.l.he s.peci(ied Jimits, tl~ús by narrowing the eñtire transition range. Any vi6Jation'Of 

th·e·· 4 dh ¡¡,ri¡, caüs~s a decr'e"ased compen53tion and_ thcreforc.- a illwcr retum loss. at--th.e common ·ter~·iiúa.l· naii., '· 
An e~tlína!e: i~ this':.--~ase is ~'ot possiblc an'y more.· Fot a Specifíed rct~un lo"ss at the com.mori t~rminal pair: the-'~. · 

. ab¿;v·e table,-may. be"fc'onsulte'd for the\Ciection of Suitable transfer polynorrii<,ds; The- f~llo\ViriS, rÍu~eri Caf exampÍé: /: 
; ' ' l • 1 •.. : . ' . ' ' . .,, ' ' . 

ma'V ,s·crve tO demonstr'ate the: desigri procedure. · · 
-~· :-.~ . . . . ·-; . ~-: .;.' . . 

~ : .... --~~-. ,,. , . . .,,.. r~ 
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t~.orr11.3iiz.aticm with resr~:::t ot the ccnte1 oi ti~t· tr<.tn~ltlor: :-anv.~-

r ,l. í 
í 

Yf Ll' f_lll' 
l' p 

lt>i 

-1 Q \k 

.:\(,'1..1)11\11!~! ¡,, :)H: ~pt.:cifit•d L'lli·PJf' !illL' {•i' ~]¡t' j,•11 p;¡:-¡..: (; \h; .. ) \lt,, :1 J'l"fl~!l.''lh 1.' !111~·r;_p,:- Wtlh U~·. l} ¡,;;¡:.· .. :•UIH, '.1. · 

:t¡1p!nJi.~t:ll<.". 11<•\ll'\'Cr. thl' :J!It:lltJ:IIwn at tllc c!r·~~tl\'l"J ~~onld c\(l'(d tltc ·~ db !11nit. lt is thL'lt'fn¡:~··ilí."l.\'~·:O.HI\ h··· \·· 
. • ' l. ' : • ; 

c~tt'hd tht: p:~~:~h:Jnds-. FllT :hi~ pUJrlO.'d,:. tlllt' :-.tan:-; with !ht' :-.pcciflr~J T\.'rlt:L·tion L:ocfiiL:it.:nl of ~_m:~,.:.H th<~ C(nn: .. 

mnn tnmi11~-d J'lfliJ. Sclt:c:tion Arnc.x =- 0.:\ [dh] :t:-: 0nc of th¿ design paramctL·rs for t:.:ithcr f'illt.:r ;~~~~:l~f:-.'·l¡~·I!LJ th<~ 
foll(lwing rcl:i!cd patamett·rs according to tlll· gi<trhs <'f Pan 2: 

Ir! , :!5 1 <;;] 
Filh:r i'\ c:o 6b. with n~ 

(lt is uScf¡¡J to. SL·lect •mtimetrical types for he~t e<.:nnomy of thl' f!nai circ:uit.) 

Tht·. Cauer Paramctcr fi.Jll.."r C 06 25 óO-h of the wble~ uf .Pan 1 with 

n, ~ 1.33458 •'p o 25 ['7e] anJ '\nin" 51.77ldb] 

t:.XIt.:ncls h(lth r:rs~band::; ;¡p¡~reci_ahJy: 

Lr)'.ypas~ fs f, '(J \le. fr f S.' (¡ - 4 ' ,\1c ~~~ 

Hjghpass f .. .. 4 o Me; rr fs (1 o ' ' - ~k , -~.S ~ . J.) 

Oesign Proccdurc (with the par3mcters of C' 06 ~5 50 h of Patt 1). 

Zeroe.s of P(~): 'jl.36778, :: jl.7740-l (::. <Jllt:nuotion ¡:wles_l 

Zcroes of Efs): - (!.058724% jU11877H 

E(s)=s6, 
+ 

- 0.21512~75. j0.83181716 

- 0.3%06770! j0.34475262 

1.339836820 5 5+ 2.539668746 s4 + 
1'.696922820 5 2+ 0.756381177 s 

2.1354420% ,3 
0.211957355 

Realization nf-th~ Lowpas:. frorn the shunt inipedance of the outnut terminal pair: 

1.093 l.tJ2{} 

0.3116 

1 .515 ¡-_2¡,3 
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·.·;¡·,, 

·27 
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The normalizcd hi,ghp11ss is lhen c<.~ll.:ulatcd by a highp<J!>S lr<.m~formation applied to thc elements of the Jual con­
figl!rlllion whic~- simplifies to: 

¡llf' ~ 1 1 1 LP ,, ,, 

0.901, O.l:i2-l 

0,1\7:) 

2.1-lJ 

The normapzed tcrmination_s' for :lpe- lowpass as wcll as for the hiihpass is .. 1''. · The g~nerator impcdanc~ at 

the common term'inal pair can be Caiculated from the voltage transformation t between __ input and output of either 

filler: 3·· 

, = .v.J- IPI2 
\ 

,, 

' "• 

· The norm3Jii.ed generalor .i~i;cdance·s is therefore o: 937. 
'. 

· .. ,. 

T_he at:tual c_ircuit eJeme'nrS resuÚ from the' denormalization p·roccdure wlth .i.he· refe~t:nC'e quan'_tities Rr·c~f- fr'e-f;· 
-~~f and Cr'Cr (sec·'~qu. 11_:14). · Iry .th.esc formulas,'t'he following refcrence frequenc,ies are to bt? Used: ,¡ 

•. 

' 
! •.• 

. . Fór· the lc.~v/pass: 

;,1 Fo'r: the highpass: 

< ; .. ·.·· 

'· '.·· .. 

fref =. fpLP = 4.5 Me . 

fref ,;_ fpHP = ~ 35 ~1~ 

·C ,. 
.. 

.~. '' . 
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Nmmallzation:, · 

.~iJ()(IIJ 

10 k e; 

5 ~:t 
-L~! )!._1 :~ '··-~ c.: . .J:!:i! 

fls ~fs.'irer~ 1.60. 

!U 

·J' ·¡_ 'l/ · .. ' 

1 · l_,r•' 

16 
,. 

,. 

~.' 

''·' 

'. ,:_' 

. ' 
'·! 

·rr'''Primary Rekrence Filler: 

. ' According lO the Graph's of Pan 2, a Cau~r filler e 05 10".40 can be- seleCÜ":d to satisfy the specified dc~ign· p;.Ha· 

. ~: 

l- ¡ ¡ 

'' 
meter~ ~~lax· A~in an-d Ü5 . Its Hurwit.i: polynomial E1(s) is usc:d as E(s) of lhe actual filter: •·· · 

. ' ~ ' 

"2.22437907 S = Ü 8534J]Qq] ~- .. 

.~.: ·seco~dary Refetence Filter: 
- ·-~-·· ..... 

-.~¡ 

~~ ' .-~i: . :>A sym~netrica·¡:'iowp_a·s.S C 05 must be ·:t¿rminated hY equal resispnccs on either side·. 
·cations :, 

Acc~"ding- ~-o .. Ü_J~: ~ :e·~·i: i :·. :';·_: 

·· . .:. '·'''.. 

'/','• 
R!oad = 5 Rgcner. therefore: t2· = 5. ' ' '"• •' ~ -~ .. . ·. 

,. 
. .· .' 

. The. r_Cfliction coeffic_ient of the pnmary filter is 10%. In th~ matrix of Fig.'_14, the··~_oriz_orita·l iow "1P-i j =;'1_0%" -.~ .... ·. 
shows a .value t2 =-- 4.92 in the column "lr2! 7 15%.''. Thís is sufficicntly cl~se to't.he desired _value. ;The Hur- q 

1 
witz Polynomial of thís'panicular lowp~ss can therefore be selected as thc polynomtaLF(s), of ,the ?ctüa·l fiJ(er: ~~~ 

.... :: -7; ... 

' 
. '\~ .. 
.. , .. 

'· 

.f(s) ~ s5+ 1.718724200 s4+'2.809316770 :s3+ 2.509;046¿5 3~. ., ··,·'. '; .. -~: 
., . 

-t 1.620948]07 S + 0.565350762 .. . ., . 
·~ ¡ 

!lis~ wi!!'bc lJ.A ~·2.5 [db[ high~r comparcd with tl1c primary reféren~~ fi)ter. 
_;. 1 • 

·' 
' ¡·, 

".• 

imp~dances: 

. ·· 
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!'\cHmaJ¡zeC Circuir: - 5G 

-·n:~ 
, , ·r_J,,. 

"Thc normalized load is incre¡.¡sed b; a factor c2 rather than t 2 . C(lmp<.~red with the primary rcfcrencc filter. The 
circuit ís then reve.rsed an9 denormalizcd w"ith Rref = 3000 fl: 

Denor~a-lization Pararneters: 

AC:u3\ Circuit: 

. 1 

'' 
' 

' ' 

'·' 

'•. 

,, 

'· 

,, 
. ·'. 

. , 

Rref = 300,0 fl 

fref = Hlkc 
yields: Lrcf = 47.7 mH and Cref 5.30 nF 

1:'.9 m/1 

J 5.4 n ¡: 3 .o3 nF 

3.10h nF 33.1.'- nF •~.5 nF 

4 ·' 

_30 
' . . •·': .. ,;. 
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P(%] Ain;n[db] 
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5 -----
10 -
15 -
25 -
50 -

. A TTEII, ZEROS 

P[%] Am;n[db] 

5 -
10 -
15 -
25 -
50 -

ATTEN ,PQLES 

p[%] Am;n[dbJ 

- 20 

- .30 

-· -40 

- 50 

. 60 

1 ' 

'. 

'' 

e 1 
-

f--:.050~~-

. 1005037! 

.1517165; 

.25819889 , 

.s7n5o27 1 

0,707107 

e 1 

-10012523 1 

.2o1no756 1 

.30343304 1 

. 51639778 1 

1.1547005 1 

1.41421 

e 1 

9.9498744 1 

31.606961 11 

99,995000 1 

316.22618 1 

999.99950 1 
' . 

.,. -

il1!! '~ 5J 
-a¡ :!: b i 

--· -----
3 .1602993_3~, ~·_160.1__993:3_0' f----

.2,230456721 2,230456721 

1. 815384251C l. 815384250~ 

1.3915788411 1.391578841 

0,930604858; o. 93060.4858' 

-

- -
-a-

' 1 
+b 
- 1 

2.1794494718 2.2912878475 
t-=--

1.5000000135 1.6583124073 

1.19112380715 1.3844373105 -

t'\, 8660254040 1,11B0339BBel 

O. 500000bOOOi O, 8660254038 

... 
- ' -

-a¡ +b-- 1 

0.2999999979 0.3316624761 

0.1749936473,0.1806177638 

0,0994987438 0.1004987563 

0.056H51481 o. 056'3229763 

0.0316069613 0.0316385540 

·¡ 

' 
, ,,i,M -<t.: ---,·· 

0 
• • -~. 

't' 1 ' •• '' '• ,. ' ' •• ! \ • ~ ~ 

~-- . , ~~~~~~ .. ~\ft~:ft~;~<¡,~-,;.~~.!IC!T '-!fio_•' ;._ ~,·_":±.; __ _c •• :~ ·- ---

Be2 

-a¡+¡ :!;b¡+ 1 
- --

--
..... 

_...:.::.:._ 

" 

-.~ 

- Tll A 

-ai+l :t b i+ 1 

'' 
' 

' . -

1 
1 

•' 

- 1 102 " 
-ai+l !bi+l 

'. 

' 

_ .. · 
... • .. , 

., .. _ •, 

. ~ ' ' .. : .,., . 

'· . 
\ ! .. 

·,; 

' 
:~ ., 
! 

~-.. 

. 1 

1 

._i 

' 
' 1 
. '1 

! 
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,---, 

1 ~TfEN.ZEROS··o.)o7:!• t~¡ - 6J - - ce2 ~ e "e 1 • 
ATlE~.PDLES'·81.02~96~746 '"! - - 1 P.,= ~i.21-83 

p[%] Am10 (db) e i -a¡ :!: b i -a¡+l :!:bi+l 
-----·------· 

_____ ..,. ___ - ............ -- ............. _ --- --------·----·- ~------ ........... ---· ·-- ·-----·-··-·~ .. 
5 56.36 657.3~583 1 2.177780?.453 2.2930239472 

j_...... L_. __ .. ___ _:. --------- -- ···--·----- ------- ·------· ------------------------- f..- ----·--------.. -- ..:_ .. ~ .. ·----·---~ 
1~ 62,41 1319.,6622 1 1.4994230468 1.6589387563 .. ~-

k\ '• 

. :.15 65.99 1992.1096 1J L 1899313079 1.3847849425 '. 

25 70.60 3390.2735 1 0.8658898677 1 .11.82016,60 
.. 

'50· 77.59 7580.8820 1 o.4999593863 o.86609013:i4 

... . 

1 C02 A 8 • 02 ° A TTEN. ZEROS 0.707217 - - -
AT.TEN.PDLES 40.516189130 - - - 1 !2 5 = 28,6537 

p[%) .Amín [db] e i -a¡ +b· - 1 -ai+l +b 1 - 1+ 

5 44.31 164.31122 1 2·1727806670 2.2982414185 

10 50.37 329,86488 1 1.4977110697 1.6608359273 
-

15 . 53.94 497.95094 1 1.1890284823 1.3858437756 

25 58.56 847,43822 1 0.8654978412 1•1187169050 ·' 

50 65.55 1894.9295 11 0.499847Hl72 O, 8662913ÚO 
. '• . 

AíTEN,ZEROS 0.707349' 
ATTEN; PO~ES 27.012460747 

· ,P[%)1 Amin [db] e i 

1 5 .37. 27 73.008981 1 1 

10 4 3. 32 146.57002 1 

15 46.90 221.25628 1 
' 
1 

25 51.52 376,54519 1 
1 

5,0 58.51 841'; 98064 1 

' 1 

.ATTEN.ZEROS 0.707536 
ATTEN,POLES 20.261193463 

P[%) Amin[db] e 1 
1 . . . 

'1 i; ~2. 27 .. 41. 053061' 1 
··' fO .3.8. 32':' 82.416544 1 
1:! '• . . ' 
15 '41.90' 124,41275 1 

• 1 " 
,25 46.52 211 .• 7319'4' 1 
r 1 
!50 .53. 51 473-.44700 1 

. 
' - - -- - -

-a¡ +b· . 
- 1' -ai+1 

2.164,3422826 2.3068358975 

1. 494825128311· 6639667668 

1.1875040297¡ 1. 38758894441 

0,8648322758 
T 

1.11956250211. 

0.4996548949 o. 86661766211 

- - -- - .. -
. -a¡, :!:b i 

1 
-ai+1 

2.1523769095 2.3187217937 

1,4907637478 1,6683338778 . 
1.1853661525 1.3900315417 

0.8639032527 1.1207505238 
,. 

o. 49938.83525 0,8670784818 

. ~-

' 
C02 A e •03 ~. 
Üs=19.1072 

+b 1 - 1+ ; 

. ·. 

1 

! ' -:-] ¡co2 A 8•0.4° 
· rls = 1·4. 335'5 

,. . :!:bi+1 .. 
.. 

.. 

1:. . •''·' .. 
1 . 

.. 
' 

... 

,_.;,· 
'.: "t. 

.. 

'( 
'·1 

1 

--- _________ .l_ __ -···--·- ---------···-·· ---------------------- ---·· 



4 TTEN< ZEROS 
A TTEN., POI. ES 

P(%] Amin(db] 
----- ·-·------

5 28.39. _:_ __ 
·---·-

·.1 o ,,J ~ • 4 4 
' 

15 J8.e2 

25 42. 64· .. 
., 50 '49. 63 

A TTEN, ZEROS 
A TTEN, POi. ES 

P(%] Amín (db] 

5 2!Í.23 . 
10 31.27 

15 34.85 

25 1 39,46 

" 
'50 46.45 

'.¡ 

ATTEN.ZEROS 
A TTEN, POLE S 

p(%] Am¡0 [db] 

5 22.56 
-

10 28.59 

15 32.16. 

25 '36. 78 
. -

50 43.77 
' 

ATTEI'i.ZEROS 
. 4TTEN.P0t.ES 

pf%] .Amin[db] 

' . 
5 20.25 •: . .. 

' ·'· .; 
10 26.27 '. 

15 .. 29. 84 
" 

25 .34. 45' 
1 

so· .... 41 ;44'• 

- ' 

- --
0.70777ll ¡,¡ - -
l6. 21~81-1265 .... 61 ---- -

e 1 -a¡ +b-
- 1 

-·-~-.. -·----·-· -- f--,--- ----·- --------· ----------- ------
26.262000 1 2,¡367106843 2 .JJJ716J'"' ----------- f- -------- ------------
52.722580 1 1. ~854851163 1.6739005701 

79.~67915 1 1.1825939627 1,393155152< 

135.4~676 1 .0.6626998703 1·122273743' 

302,86816 1 0,4990~21~77 0.86767_1330' 

0.708075 - -
13.510928281 - -

e i -a¡ +b· 
- 1 

18.227352 1 2-1171595082 2. 3516005087 

36.592530 1 1.~789572822 1.6806359202 

55.238632 1 1.1791782152 1-3969512743 

94.007912 1 0,8612224803 1.1241312564 

2111.20808 1 0.4986192431 0.8683956882 

0.7n8429 - -
11.582683939 . - -

e 1 -a¡ +b 
- 1 

--,.-.-----'---, :::¡~: 1 

"· .. 
-a¡+¡ 

-·--.. ··---------~·--~ 

-"'- -----·"---.,-·-

-

--
-ai+.l 

--
-ai+l 

-coz •-·e ·o~'·i 
1 fls= 1:.~73~ 

:l:b,i+l ' 
--~--------~~~..,.... ~· 

' "- . ' ---; -;-~""'-:.--;.··+·~-.. . -•'· 

' ., ·- ,. ... 
' 

'' 
., 

' 

C02 A e •e6 o 

n, = 9. 56675 

:!:b )+1 ' . 

.. .. 

-

. ' . -. , ___ 

.. 
' 

C02 A e •07 o 

o,= 8. 205.50 
+b· ,. 
- •+1 

. :· 
-r. 

,. 

!i; 
•'J, 

, .. 
. ' 

13.382608 1 2. 09349863511 2. 3720786248 --1. 
26.866407 1 1.4711290377 1.6884923748 

40.55.64.63 1 t.175o962~ 7o 1-401~036681 .. ' . . . 

. o. 8594 614014 
' . 

69.021050 1 1-1263195726 - .. 

154,33576 1 o_; 4981149917 o. 8692532319 ,. ' 

-
.. e Ó08 o 0.708834 - - - C~2 A· 

Hl •1.36 7 85501 - - - ·ns=7.18530 

-·· . 
. ~-

' ~": 

e i -a¡ +b -ai+l :tb .j.¡ ' - 1 .1 .. · ...... . . 
,, 

. :'':,::, '? • 
: ,f ' 

10.238244 1 2·.0655018255 2,3947882121 i· , . 
.. 

!i;··. '•.' 
'. '' '20.553903 1 1~4619512879 1.6974137342 .. :· l•l·• :.r• 

' ' t. '7.> ' . -: 

31,027357 1 1.17~3303256 1.4064930096· 
.. ""i 

¡;' 
' 

,' ' 
¡ ·: 

': -: ~ ,, ··-· ·',. 

52.803933 1.1288323827 
,. ., ·'. .',-

1 ~;8574133606 ' -··· . .. 
•' .:---· ':..<:-. · ... .. ·-.~/-' 

'· 118;07316 1 0,4975313354 0.8702396341 .. ' . ~--

. -.. 
., 38; .. 

. .l. --~-
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· .. ATTEi'< o ZER8S O 0,709293-
ATTH oPO~ES 9o012•3302b4 ,,_. --..· 62 ·1 C02. ,· 6 •09° i 

¡lls==6o39245j 

p[%] 1 Amin[db) e i ! -a¡ !b¡ =:I -a¡+J ::!:bi+I 1 

------ --·-·-·----· ··------- ·-···- -- ··- -·-- .. ----···--···--- ··-·------- '" •·:-"···· -· ........ _. ----·- ·-----·- ...... ______ , _____ 

~ 1Bo22 8o0825062 1 2o03293953~0 2 o 4192880937 .. 
~------1-'------'---1- - --1-·-----------. ·-------------------- --- -------------- . . 

1()'. 24 ."22. t6o22612B 1 lo 4513642697 lo 7073322185. 
. 

15 '27.79 24. 494:ú9 1 lo1648548420 1o412t97oB21 
-.r 

25 32o40 41o685677 1 Oo8550689866 1.131664980, 

50 39o39 93 o 2120_09 1 o·. 4968649793 0.8713557601 

A TTEN o ZEROS Oo7o9e!!B - - - C02 A 6 •1!! o 
A TTEN o PO LES 8-113138.4863 - - - 1ls=5o75877 

p(%) Am;n(db) e i -a¡ +b-
- 1 -ai+l 

1 

:!:bi+l 

" 5 16oH 6o5404751 1 lo9956092685 2o4450654761 
' 

10 22o39 13o130406 1 1o4393090295 1. 7181728792 

' 
15 25o95 19.821140 1 " 

1o1586~~9709 1o4184936194 
-

25 ·30.56 33o732623 1 Oo8524215381 1o1348141966 

1 
50 37.55 75.428438 1 Oo49611~188? Oo8726032418 

" 

A TTEN o ZEROS Oo710378 - C02 A 6:11 o - -
A TTEN o POLES 7o3775420686 - - - n, =5o 24o&4 

p(%] Amin (db] 
1 

e 1 -a¡ +b-
- 1 -ai+l +b· 1 - •+ 

.. --
' 

5 14o79 5 o.3995719 1. lo9533464514 2o4715152244 

10 "2'0.74 10.839972 1 1o4257187828 1.7298388153 --
15 24o29 16.363592 1 1o151673004311o4253492o57 

25 28.90 27.848394 1 Oo8494595745 1o1382705323 

50 35.89 62o270901 1 Oo4952785931 Oo8739796208 

. 
. 

o A TTEN o ZEROS o o 711{')03· - - - C~2 A 8•12 
A TTEN o POLES 6o7647311563 - - - s=4o8r1974 

P(%] Am;n(db) e " 1 -a¡ +b· 
- 1 -a¡+¡ :!:b;+i 

' --
5 13.33 4-:53183.04 1 1.9060639477 2o497974071~ .. 

10 19 o 23 9 o 097928(l 1 1;4105345884 1o7422285093 
.. 

·: 22 o 78 ' 
-

-15 13.733871 1 1.14391~5012 1o 4327332717 

1 

. e,~ . 
. -'-.' -
. •· ' 

. 25 . 27 o 38 23o3730~!l 1 Oo8461764956 1o1420289148 
., ... 

5~ 34o37 .52o263617 1 Oo4943555103 ~08754855~47 
·'·!, '· 39. 

·,. ,:· \' 

., 
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1 ~TTEN ·~-
A"TEI'>.POLES 

., 
p[%) i 

1 
Amín [db] 

---,------
5 12'; 01 

--- ---
10 .:17. 85 

-'-
15 ·2.1. 39 

25 , ... 25:9al' 

50 .. 32', 96 ' . . 
' 

. ATTEN.ZEROS 
ATTEN.POLES 

p(%] Amin (db] 

' 
5 

1 10.80. 

10 '16. 57 

15 20.10 

~" 24.69 "' 
50 31.67 

ATTEN.ZEROS 
ATTEN,POLES 

p[%) Amin [db] 

5 9. 70. 
.. 

10 15.39 

15 16.90 

25 23.46' 

·so 30.46 

A T TE N·.· Z ERO S 
ATTEN .POLES 

• . 1 

P[%] , t;\min[db], 

5 . · .. 8. 71. 

;.lO _1'4,. Jo:_, 
·' 

15 17.78.; .. .. 
··25 
' 

·:J2. 35:-: 
;• 

.50 29.32::0 

·----------------. '-' 
6. <H35e7e~e -

1 
1 1 e 1 -a¡ 
1 ·-·····-------·--·- ... ·--------···-~·- ''""''•·-~-

3,.8565092 1 1 .8~37605438 
--·---- .. --· -·-·- 1-- -------- ---------
7. 7421193 1 1.3936965056 

---·-- -
11.687287 1 1.1353294544 

19 .. 890019 1 o ,8425631511 

44:.475434 1 0.; 4933~51840 

0.712416 -
5. 8021705_775 -

e i 1_ -a¡ 

3. 320.6658 1 1. 79_65389139 

6.6664407 1 1.3751395907 

i 
1(l.063394 1 1.1258913435 

17.126396 1 o. 8386017311 

38.29576611 0.4922400965 

0.713207 -
5. 4173586938 -

e i -a¡ 

2.8684055 1 1.7346493467 

5.7986516 1 1.35~8160986 

6,7534145 1 1.1155671290 

14,897006 1 0,8342816734 

-33.310718 1 o .• 4910386713 

o. 714056 
5.0607664378 

e -a¡ 

. 2. 5:Í45884 1 1. 6684798459 

5. 0883419 1 1 •. 3327030472 

• 7.. 681159_1 1 1'.1043357637. 

13:.'07218'7 1 o,. 62959655,55 

·'• 
'.29.;,'23029,9 1 n,.4897439657 

1 

-
+b 
- 1 ---------- ~----·· -·----

.2.52_37143107 
-------·--------
1.7552228592 

~-

1. 4406077155 

1.1460807111 

0.8771192989 

--. 
+b-
- 1 

2. 5_4 79528.4'6 

1.7686786S86 

1 '44.89232565 

1·1504131527 

0.8786802440 

--
,:b¡ 

2.5699062115 

1.7824450073 

1.4576301556 

1.1550149162 

0.8807668559 

±b¡ 

2.5888384644 

1.7963744~05 

1.4666869248 

-
-a¡+J 

---------------· 
.. 

···-· .. ··----4·---~-

--
-a¡+! 

--
-ai+l 

' 

. . . ,;;-·: 

-

·-·--
1.15988308Ú 

o. 862_7834450 ·~ '·· 
. ·:, ,. 

V< - ' 

Üs= • ,~445": --
!bi+l 

·-------~------·~-········- . 

....... - ........... c ....... ~-·-----· ',. 
' 
-'~ ;;, <·'</· . ... 

' 

' ' . ' 
. •,' 

! ' 
... ~ .i 

-•. ,! ' 

coz· A ·e •14 • 
!1,=4.13356 

~b;+i 
., 

'. .. 

,. 

' 
'.:· 

.. ' 

, ... 

C02 A 8 •15 °. 
!1 5·= 3 .' 86370 

+b . .·.··. 
- i+l 

. . --"---'- . 
'• .. 

' 

' 
' 

'i ;· .<• . ' ;--
---,, .-'--::--j 

.-: ·'? ;: ' '':; 

• ~.:: t 

· ..... 
. ,· .. ,, ,· 

.-: ¡·,· ,' 

' 

. ., 

.. 

:i ,• 

:' < 

' 

. 

' ·' ., 
t! 

.. ,. 
~ 

'· 

' ¡ 

' ·t: 
.¡¡ 
.; .. 

' ·' i 
:!.. 
·.~ 



10 13.27 4,4997107 1 1,3nB762799ó 1.Bl027nó938 
··-·----· ·-··--·--· ~---~----

15 6,79258~8 
-- ---·~----· -·~---------

25 21.29 ·. bo 128 .. 26 

11.559966 1 o.8245320833 1.1649939364 

¡·25.848870 1 ('),4883478005 ('),8849226190 

1 ATTEN.ZEROS O. 715920 
ATTEN,POLES 4.5201516268 

C02 A ~p18 o 

Os =3, 23607 

p(%] Amin (db) . e -a¡ ~bi+l 
-~~----+-----~----~ 

5 6.97 1.9956789 1 

~:· 
12.32 4.0064480 1 

15.75 6.0479750 1 

25 . . 20.29 10,292751 1 

50· 27•25 23.01529211 

ATTEN. ZEROS 0.716938 
A TTEN, POLES 4,2842612855 

p[%) Amin(db) e 
·1 

5 6.23 1.7877226 1 

10 11 '42 3.5889629 1 

15. 14.82 5.4177561 1 

25 19.35 9.2202127 1 

50 26.29 20.617022 1 

AJTEN,ZEROS. 0.718015 
ATtEN,POLES 4.0720654560 

P[%] Am¡0 (db] e i. 

5 5,55 1. 6101862 1 

10· 10.59 3. 2325477 1 

15 13.95 4,8797258 1' 

·· z5' 18.45 8.3045654 1· 

50' 25.39 Ú~56'9573 1 

1.5255251823 2.6148458565 

1· 282992299911· 8239469715 . 
1. 48556207_131 1,0790163837 

0,8190701254 1,1703339380 

o,4868477265¡o.8871B4lB29 

-a¡ +b· 
- 1 -ai+l 

1.4501520989 2.62085314821 

1.2554099362 1.8372154552 

1.0648858746 1· 4952525171 

0.8132036706 1.1758923630 

0,4852436493 0.8895703878 

-:-a i :!:b i 

1.3732667771 2.6216981356 

1.2260479Bé8 1.8498584172 

1.0497446006 1.5050025435 --- ------
o. 8069130329 1.1816442308. 

0,4835269346 0.8920766856 

41 

··--·-__ · ' ______ ,_ ~·-_f_· ___ ....._ ______ j_~-----·----·---- ----·---·-- . 

¡coz A 8•19 o 
0 5 =3,07155 

:!:bi+l 

coz • .e•zo o 

Os =2. 92380 

' : 

1 
•·: . ' . . ( 

' >.1 ,. 

.... 
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~- -~- ·····-··:~-------· 

- '-

·--· --·--~--.- -----·-·· ·····--·--·- -·";-··-··· ----· 

(.";¡;"·; ]',,l;:;n,"lt'l l.!;.!!'" lrn·.:i, ·. 

1;uHÍII:\'II'I";,JI 

----~·---· ..... :.. __________ ---- --:: ------------------~---

1 H~:l • 

'·+-- -- IV 

-------- ---·--~ -------
1 

l! 1•-~ - , _:. 

! 
1 

-1 

.~---·-

r-~~-~-E_N AiiEN 

-_- ~-~[c;¿JTP 
L--¡ 

5 ' .1---ll_-:-
10 

_-_ -.--+-
15 

25 -1 

-~ 
' 

• - éN 
_ ATTEN 

IPf%] A ct ' 
' 1 .il, .• < ;-; ' !-o"\ 

ll(~l .. c..:...__ ·-
r~~-~~ 10 1 

--

... · 

---

:i :t 

. 
'- ' 

!1 ~ 11, 1 

-: 1,· ,• 1 • -~ ; : i .:-
-~---· '" -·· --'--~---'-'--'-- -- _. _...:...!L::;:.:....:..:_~~---

!Hsl, 

5(i 

- J ., 

--- __________ ¡,_; __ 

., 
,·_ . 

_, 

15 
1 

.25 

' 
1 ;, 

- 1 

1 50 

ATTfN 
A íTEN i 

P[%] ) 

,. 5 

' -10 '' 

-,, 
15 1 ';: 1 

' 
'' 2. ,Ji 1 

1 ,-.1 

,: 
'' ~-

'50 -,, 
¡, 

' ':~· -·.·· • . ~\· . :(.¡ 
.• ' ·, 1 .• ·¡ ~ ' . 

--- ---- ------- -:' - ' _'-_.-,' __ ' ; __ :': ,1 

--- ----------- --___ _o: ___ ...... -~--- '- ! .. .1 
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.:' 

' 

•·' 

~--- --------------------- . ~ --- ----------------- ~----------- f 

------------- ! C~4 e e •18'• A TTEN, ZEROS 1).912532 - - -
A TTEN, POLES 4.1?4777161~ - - - 1 íls=3.76399 

--,---------,--~-- -------

p[%) Am1n[db] C i 1 -a, 1 ;l:b 1 1 -a 1+1 1 ~b 1 +1. 
·--- ----- ----- --- - ,__ _________ ---------- --r --r --~ 
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II.- SÚ:TEMAS LINEALES, DISCRETOS, INVARIANTES 

EN EL TIEMPO 

11.1.- Caracter!sticas del sistema lineal discreto, invariante en el tiempo.-

La teor!a de los sistemas lineales.discretos, i~variantes en el tiempo, se 

ocupa de la representaci6n y el procesamiento de secuencias, tanto en el do­

minio del tiemp~ como en frecuencia. De entre los procesos que conducen e la 

generaci6n de una secuencia, estudiaremos.Gnicamente el proceso consistente· 

en muestrear una señal cont!nua en el tiempo_ .a intervalos regulares. Cabe la 

aclaraci6n qu~ la teorta.de sistema~ áísc~etos no estg limitada a la cuanti­

fic.aci6n uniforme de~ tiempo, aunque el proceso de muestreo uniforme repre­

sente, tal vez, la aplicaciGn mis importante de la teor!a. 

Las señales discretas en el tiempo pueden representarse como una secuencia 

de nGceros cuya amplitud puede asumir un continuo de·valores. Se emplear& el 

t~rmino " señal digital " cuando la representacié5n de la amplitud de, la señal 

discreta esté limitada a un conjunto finito de valores, esto es, cuando la 

señal es discreta tanto en tiempo como en amplitud. Se empleara la siguiente 

notaci6n para describir secuencias: 

7.(nT), 

donde T representa_el intervalo entre muestras (una constante entera). Cuan­

do el valor de T no se requiere en fonna expU:cita, se empleara la nota.ci6n: 

x(n) , 

Finalmente, para designar un valor particular de entre el conjunto de valores 

que constituyen una secu~ncia, se empleari 'la notaci6n siguiente: 

: 
n 

Para ejemplificar lo anterior, considerense las siguientes secuencias: 

a.) la secuencia impulso unitario, u(n) 

n • O 

l 1 u(n) 

e e ' ' ' ' o ' e e ' 
n 

x(n) {

1, 
"" u(n) • 

O, n ~ o 

o 
' i. 
1 

- 5 -

b.) 1.8 secuenci.B iJ;tpulso unitario 

desplazado, u(n~n0 ) 

f' n ~ .o 
o 

u.(n-n ) • 
o O, n ~ •o 

c.).la secuencia escal6n unitario, s(n) 

{

1, n ;o. O 
s(n) • 

O, n <O 

s(n) 1 

• 
o 
1 
1 

·-
000000 

·-
Nótese que ,s(n) puede representarse como una.suma de impulsos unitarios, esto 

es: 

s(n) u(n) .+ u(n-1) + u(n-2) + ..... + u(n-k) + ••• 
~ 

• (n) - r u(n-k) 
k•O 

Sea ahora una secuencia arbitrari&, Y.(n) 

o 
1 

o 1 

' 

O bien: 

o 
1 
1 

1 
1 

fx(n) 

o 
1 

o 
' 1 

·-

Es posible representar esta se­

cuencia en d.rminos de la ampli­

tud de cada uno de los valores 

de la secuencia, xn 1 y de il:t­

pulsos unitarios, como sigue: 

~(n) • x-mu(n+m) + ••• + x_1u(n+l) + x
0
u(n) + x1u(n-l) + ••• 

+ ·x
00

u(n-m) 

~ 

. x(ti.) • I x u(n~) _...,m 

Se intentará, a continuaci6n, definir a un sistema lineal diScreto, invariante 

en el tiempo y establecer una relaci6n de entrada - salida en términos de una 

funci6n de transferencia. 

Un sistema discreto transforma una secuencia de entrada en otra de salida, 

de acuerdo con una fuDc.i6n de iransf erencia 4-· : 
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y(n) • ~{x(n)} • • • ( 2;1 ) 

donde x(n) es la secuencia de entrada y y(n) la secuencia de salida. Sean 

x
1

(n) y x
2

(n) dos secuencias de entrada que originan, respectivamente, las 

secuencias Y¡(n) Y y2(n) de salida. 

Un sistema es lineal cuando se cumple que: 

••• ( 2.2 ) 

Eso es, cuando se cumplen las propiedades de superposici6n y escalamiento. 

Un sistema lineal es invariante en el tiempo cuando, para una secuencia 

de entrada, desplazada en el tiempo x(n-n
0

) se cumple que: 

( 2.3 ) 

Sea ahora la secuencia de entrada a un sistema lirieal, discreto, invariante 

en el tiempo, la secuencia impulso unitario. La salida del sistema, y(n), 

es d. dada por: 

y(n) • du(n)} - h(n) ••• ( 2.4 ) 

do_nde h(n) es la respuesta a impulso del sistema. 

Si h(n) es la respuesta del sistema a_u(n), entonces, por invariancia en 

el tiempo, h(n~) es la respuesta a la secuencia u(n~). 

Similarmente. por la propiedad de escalamiento, la respuesta a le secuen­

cia ~mu(n~) es xmh(n-m). Finalmente, por la propiedad de superposición se 

obtiene la caracterizaci5n buscada: 

y(u) • ${x(n)} • ~~ L xmu(u-m)} 
m·~ 

••• ( 2.5 ) 

La relaci6n anterior, llamada suma de convolución, indica que la secuencia 

h(n) caracteriza totalmente a un sistema lineal discreto, invariante en el 

tiempo: 

x(n)~:y(~) 

) 

1 

! 

1, 

1 

. ' 
¡ 

- 7 -

En lo subsecuente, se entenderi por " sistema causal H aquél cuya salida, y(n), 

es idEnticamente cero para valores de n menores a cero. 

Un sistema lineal discreto, causal, invarian~ en el tiempo, puede ser des­

crito mediante ecuaciones de diferencias finitas 6e coeficientes constantes. 

Esta descripción es an§logn al papel que desempeñan las ·ecuaciones diferencia­

les ordinarias de coeficientes constantes en la descripción de sist~s linea­

les cont{nuos. 

La expresi5n más general de una ecuación lineal de diferencias finitas con 

coeficientes constantes toma la forma: 

~y(n-M) + ~1y(n-H+l) + ••• + a 1y(n-1) + a~y(n) • 

bJo?C(ri-M) + bH_
1
:x(n-H+l) + ••• + b 1~(n-l) + b0~{n) 

••• ( 2.6 ) 

donde H es el orden de la ecuación. La expresión anterior puede escribirse en 

forma compacta: 
M 

y(n) • L b.x(n-i) 
i-=0 l. 

"' - L a.y(n-0 · 
i .. l l. 

u- o ••• ( 2.7 ) 

En la ecUación ( 2.7 ) se considCró para a
0 

un valor igual a la unidad. Esto 

no representa una p~rdida de generalida~, dado ~ue es posible obtener un nue-

ve conjunto de coeficientes~, ~-]• ••• 1 b;. 1 b~_ 1 , . . . . dividiendo el 

conjunto de coeficientes original entre a~· 

Es posible demostrar que una ecu.aci6n de difer~nc.ias finitas constituye la 

relación entrada - salida para un sistein.a lineal discreto, causn.l, invariante 

en el tiempo. Para ello, cOnviene definir una ~ansformaci6n lineal, la llams­

da transformada z.: 

Z{x(n)} • X(z) • L ••• ( 2.8 ) 

donde x(n) es-una secuencia cualquiera y ~un número complejo. 

La demostración de·que se trata de una transformación lineal puede hacerse 

por substitución ·( véase le ref. 1 ) • 

La transformada Z desempeña, para siStemas d~scretos, un papel s~ilar al 

de la transformada de Laplace en la des~ripción de sistemas continuos. Consi­

dérese una señal contínua, f(t), muestreada por una secuencia de impulsos, 

• 
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esto es, sea: 

••• ( 2.9 ) 

La transformada de Laplace de f*(t) est¡ dada por: 

L{f*(t)} • F*(s) ••• (2.10) 

Ts 
Haciendo z K e se obtiene la def'n'c'o'n d 1 • • • e a transformada Z para una 
señal causal. Las propiedades de la tran~fo--·da z son '1 

~~ ana ogas a las pro-
piedades de la transformada de Laplace (véase la ref. 1 ); considérese, 

específicamente, la propiedad de despla~amiento: 

Z[x(n-k)} • < •en-k) z--<> • r -(n-k) -k 
L L x(n-k) z z 
n•~ n•-= 

-k • z t -(n-k) 
L x(n-k) z 

n•-

• z-kx(z) , para valores de k finitos ••• (2.11) 

Si se aplica 1 t. f d z a rans orma a a la ecuación de diferencias fin;tas ( 2.7 ) 
se obtiene: 

M 
Z[y(n)} • Z[ Í b.x(n-i) 

i•O l.· 

o bien: 

Y(z) • L 

M 

- L a.y(n-i) 
i•l 1 

} , D • 0 

••• ( 2.12 ) 

Por las propiedades de linealidad y aplicando la propiedad de desplazamien­

to, se obtiene, directamente: 

M. • 
Y(z) • { L b.z-1 } X(z) 

faQ 1 

M • 
- [ L a.z-1

} ·y(z) 
i~l l. 

Despejando Y (z) en la e.cuac:ión { 2. 13 . ) se tiene: 

••• ( 2.13 
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M • 
í b .• -> 

i•O 1 

Y(z) • -~-i:M--_-i X(z) 

1 + í •.• 
i•l 

1 

• 
••• (2.1~) 

La relaci6n anterior sugiere la definición de una función de transferencia, 

H(:r:), dada por: 

H(z) • 

M • 
I b •• -> 

i•O 1 
• -

}! . 

1 + Í a .:r: -1 
Í"'l 

1 

de tal manera que: 

Y(•) • H(z)X(z) 

••• (2.15) 

( 2.16 ) 

Queda por demostrar que la funciSn B{z),. definida por la ecuaCión 

2.15 ), constituye, en efecto, la función de transferencia de un sistema 

lineal discreto, causal, invariante en el tiempo. Para ello, considérese 

nuevamente la suma de convOlución: 

y(n) • I x h(n-m) 
" --

Aplicando la definición de transformsda Z se tiene: 

La ecuación anterior puede eScribirse cooo sigue: 

O sea: 

Y(z) • 'i' x [ 'i' h(n...,)z -(n...,) }z -e 
tll .. -com n-

• I x {H(z)l•""' .m --
Y(z) • H(z)X(z) 

••• (2.17) 

••• (2.18) 

••• (2.19) 

••• (2.20) 

De lo ant.eriOr se concluye Q,ue una e::uaci6n de diferencias finitas li­

neal, de coeficientes constantes describe a un sistema lineal discreto, 

invariante en el tiempo. Así,· se dispone de dos descripciones equivalen­

tes, esté es, se puede visualizclr a un sistema lineal discreto, invarian­

te en el tiempo como un diapositiva que ejecuta una suma de convolución 

6, alternativamente, como un dispositivo que resuelve una ecuación de di­

ferencias finitas. Ambos puntos ·de vista son utilizados en la realización 

de filtros discretos (·véase las ~efs. 1,2,3 y 4 ), 
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,11.2.- Relaci6n entre sistemas lineales cont{nuos y discretos.-

Al procesar en forma discreta una señal continua. surge naturalmente la 

pregunta sobre la validez de ese procesamiento~ Conocer y cuantificar el 

error introducido al emplear únicamente un conjunto finitO de valores de 

la señal original, ea una condici6n necesario para poder justificar el pro­

.ces&~:iento subsecuente. 

Bajo ciertas condiciones, generalmente·· satisfechas en problemas. de in­

geniería, es posible conocer el espectro de frecuencias de una funci6n da­

da del tiempo. Concretamente, sea x(t) una funci6n que satisface las con­

diCiones de Dirichlet ( vt>:ase la ref. 5 ) • Entonces, el espectro de fre­

cuencias de la funci6n x(t) est& dado por la transformada de Fourier de 

x(<) : 

••• ( 2.21 -
A partir del espectro, XA(w), es posible obtener en forma única la función 

origi~l mediante la transformada inversa: 

x(t) 1 ~~ J"lolt 
• - X (w)e ciw 

2n .-:. A 
• • • ( 2. 22 

Par~ una función discreta puede establecerse un6 relación de transfor­

mación similar. Considérese 1n definici5n de la transformada Z: 

donde T es el intervalo ~ntre 

muestras ( 2.23 ) 

La transformada Z constituye un mapeo de la secuencia :x(nT) en el plano 

complejo, definido para aquellos valores de z para los cuales la serie de 

potencias converge. 

Sup6ngase q~e la regi6n de convergencia incluye.el círculo de radio 

unitario con centro en el orígen: 

••• ( 2.24 ) 

Substituyendo la ecuación ( 2.24 en la ( 2.23 ) se obtiene: 

••• (2.25) 

·_donde X(ejwT) es el espectro de frecuencias de la señal discreta. 

NOtese que la ecuaCiOn anterior define el espectro de x(nT) como una 

- 11 - ' . 
::~·. 

···" ' 

funcilin peri6dié~ en w ·<con per!odo 2Tr/T ). Por-lo tantO, la ec;':.·( 2.25 

puede considerarse como la expansilio en serie de Fourie~ de X(ejwT). donde 

la secuencia x(nT-) son los coeficientes de la serie. D~ "lo teor!.tcte se­

ries de 'Fourier :¡véase la n:f. 5 ) 1 los coeficientes,¡~~) pued~~~.aer ob-
f;ov 
J.:·t· 

tenidos a partir··~de la relBcióo: 

(.·0'• 

~~-· 
Les dos ecuaciones anteriores constituyen las relacion~-~-~de 

( 2.2r{l 
-~ ·-:-

'"' transi:nna.ciiSn 

de Fourier para Üeñales discrecas. f..: · 

Es posible relacionar el espectro de una señal cOotic~ con el~de una 

señal discreta - obtenida muestreando la señal cont!nW:·~·+· de la ailuiente 
•' ·':. 

forma: 
,, 

Considérese nuevamente la, transformada inversa de Faurier para_.pna fun­

ci6n cont!nua: '• · 

x(<) • 
1 ~~ .· jlolt 2TT _ XA (w)e ¿.._, 

-, 
' 2.2¡.-l 

C01:10 x(nT) • x(t)_jt•nT , la ecuaci6n anterior se puede'',e'Valuar en~i • nT. 
·-~· ::e 

Por otra parte, la integral infinita puede expresa~s~ ~omo una s~ infini-

ta de i~tegrales definidas sobre un per~odo de duración :Í~/T, estO;es: 

(2c:+l)TI{T . 
1 J X (wl•'un de 

(2m-1)</T A 

m entero 

Véase tambien lá figura adjunta: 

.·.· 

' 

~.: 

-· 

.'·· 
Á•. 

< 
:---..-;,;::-

' 
2mn/T (2rn+1)TI/T 2{m+1)TI/T 

• 
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Haciendo un cambio de variable, esto es, substituyendo w por w + 2um/T& ·la 

ecuaci6n anterior toma la forma:. 

1 ~ 
x(nT) •- J: 2r. m·-

n/T 
1 x_. ( 
-n/T 

• • • ( 2. 29 ) 

lntercam~iando el orden de la sumatoria con la integral, multiplicando y 

dividiendo por T, se obtiene: 

\ 
' T n/T 1 
~(ñTl • 2ií 1 {TÍ XA( ~ + 2nm/T)) 

-n/T m•-u. 

e~wnTdw ••• ( 2.30 ) 

Comparando la ec. ( 2.30.) con la transformada inversa para una fu0ci6n 

discreta, ec. ( 2.26 ): 

x(nT) 
T n/T . T . T . 

• -- / X(eJW )eJwr• dw 
. 2n -n/T 

••• ( 2.31 ) 

se concluye qu~ el término entre par~ntesis correspond~ al espectro de la 

señal discreta, esto es: 

••• (2.32) 

Es claro que XA ( w + 2nm/T ) es el mismo espectro >:A (w), ~esplaz.ado sobre 

el eje w en· 2WD/T unidades. Esto es, el espectro de una señal discreta es 

una función peri6dica, con período 2nm/1: 

o. t..' 
o 

w-

1 

1 

1 
1 

1 

1 

o 

., .. ' ., ... ·· 
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"off 
Y(eJ ) es el,eapectro de frecuencias de la secuencia de salida, y(nT). 

Ahora bien, como la señal de entrada, x(t), está limitada en banda, debido 

8 que fu€ previamente filtrada, ten~s que XA(w) • O, /w/ > wc donde wc•n/T 

es la mitad de la frecuencia de muestreo y, como por otra parte, el sistema 

discreto no genera componentes de frecuencias distintas a las contenidas en 

la señal de entrada, YA(w) deberé estar limitada en banda al mismo valor. Por 

lo tanto, se puede es~ablecer el comportamiento del filtro reconstructivo: 

- 1 • 

"' > "' e 

••• ( 2.49 ) 

( Recu~rdese que Y(eiW'I') • YA(w) para señales limitadas en banda, en el r'ango 

Jw/ < n/T )(Vlase la secci6n 11.2, ecuaciSn 2.34.). 

Volviendo a la descripci6n del filtro digital dada anteriormente, conviene 

resumir la funci6n de transferencia ideal del sistema: 

1~- Filtro pasabajos: 

-J 01 c1 (w) l. 
2.- Huestreador: 

lwl ' n/1 

lwl > n/T 

X(ejwT) • t r XA(w + (2mn/T)) --
3> Sistema lineal discreto, invariante en el tiempo: 

~ 

t -jc.JnT 
r/:.-,hnTe 

donde ~'nT) es la respuesta a impulso del sistema. 

4.- El filtro reconstructivo: 

Jwi ( tr/T 

,.,, > tr/T 

... ( 2.50 ) 

••• ( 2.51 

... ( 2.52 ) 

••• (2.53) 

Asr, el espectro de frecuenciaB de la señal de salida, y(t), estar¡ dndo 

por: 
lwl ,¡ n/T 

lwl > n/T 
( 2.54 ) 

Por 10 t~nto, el filtro digital afect·a el espectro de la señal de entrada en 

e o 
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funCión a la respuesta a impulso del sistema~ Obaervese que, en principio, un 

filtro digital no puede ser del tipo " pasaaltos " - en todo caso, la respues­

ta a la frecuencia eatá limitada a frecuenc~ac iguales o menores a una fre­

cuencia de corte, fe• dAda por el teorema del muestreo: 

f • 1/2T 
e """· 

... ( 2.55 ) 

donde T es el perrodo entre muestras.-

11.4.- Tipos bhicos de filtros: Respuesta a impulso infinita y 

respuesta a impulso finita. 

Considérese la suma de convol~ci6n: 

.; .. (2.56) 

donde se utilizO un cambio de variable para darle la forma anterior. 

Aplicada a un sistema lineal discreto, ·x(n) es la secuencia de ent~ada, 

h(n) la respuesta a impulso y y(n) la secuencia de salida del mismo. Es cla­

ro que h(n) no está restringida en cuanto a longitud. Cuando. al tender n 8 

infinito, 8 partir de cierto valor de n • N no todos los valores de h(n) aon 

cero, se habla de una respuesta a impulso infinita IIR ), Si, al contrario. 

a partir de cierta n • N todos los valores de h(n) son idénticamente cero, 

•e habla de un sistema de respuesta a t&pulso finita ( FIP. ). 

Si bien, desde un punto de vista pr!ctico, la distinci6n entre filtros 

FIR e IIR puede parecer un tanto artificial - todo siat~ realizable ea de 

resolución finita, por lo que la respuesta a impulso necesar~ente llega a 

asumir v~~~~es tan pequeños que resultan indistinguibles de cero - existen 

razones :itnpo"rtan~es. tanto desde el punto de viste te6rico, como en relación 

a la realiucii5n fhica del filtro, que hacen necesaria esta distinci6n~ 

Para ilustr8r lo anterior, sup6ngaae que la entrada a un sistema lineal, 

contiauo, invariante en el tiempo es ~ impulso. Además, se asume que el 

sistema es causal e inicialmente relajado, Entonces, el sistema queda des­

crito por la ecuaci6n diferencial siguiente: 

r a d
0
x(t) -

n•O n dt0 
ó(t) ... ( 2.57 ) 
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Toaanao la transforaada de Laplace, bajo las restricciones impuestas, obtene-

mos: 

y la respuesta a impulso toma la forma: 

B(s) • 1 
-N--

I a sn 
n•O n 

Aplicando la ·expansi6n de Heaviside se obtiene: 

B(s) 
1 K¡ ~ 

-- { ------+------+ a
0 

a - a 1 s - s 2 

La antitransformada toma la forma: 

b(t) - ! { •n 

••• ( 2.58 ) 

K 
+--"-J 

S - 6 
D 

( 2.59 ) 

( 2.60 ) 

••• (2.61) 

Sí el sistema es físicamente realizable y estable, se cumplen las restriccio­

nes adicionales: h(t) es una funci6n real cuya magnitud tiende a cero cuando 

t~tiende a infinito. Esto es. si ocurren valores complejos para aj' ~atoa se 

presen~n en La forma de complejos conjugados de manera tal que pAra cada sj 

compleja, existe una sk dada por: 

••• J "k -

En otras palabras, h(t) toma la forma de una euperposici6n de sehoides 

cuya envolvente es tma exponencial. 

De la expresi6n ( 2.61 ) ae desprende que h(t) es una funcU5n contínua. 

Si se muestrea h(t), resulta una secuencia que satisface la definici6n de 

respuesta a impulso infinita dada anteriormente. En consecuencia, solamente 

un sistema IIR r~de I!ZII.ulaT a un sistema cont{nuo ( dentro de las limitacio­

nes del teorema del muestreo ). 

Considérese nuevamente la expresi6n ( 2.61 ). Sup6ogase que se desea in­

dagAr si b(t) posee propiedades de aimetr!a, esto es, aup6ngase que: 

h(t) • h(t - T) 

donde T es una constante real. Entonces: ·-

( 2.62 ) 

+K 0&n(t - T)} 
D 
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Es f'cil ver que si no todos los valores'sj y .Kj son cero, ·lo anterior se 

cumple s6lamente para T • O, Por lo tanto, h(t) no_posee propiedades de sime­

tría • 
Un sistema FIR no est' s~{eto a esta restricci6~, lo que establece que es­

ta clase de sistemas no p~seen paralelo en el campo cont!nuo. A continuaci6n 

Se analizar'n algunas propiedades de ambas clases de filtros. 

11.4.1.- Filtros de respuesta a impulso infinita ( IIR ).-

En el punto· II.l se estableci6 que la respuesta a impulso de un sistema 

lineal discreto, invarian_te en el tiempo, descrito por medio de una ecuaci6n 

de diferencias finitas, toma la forma ( ec. 2.15 ): 

H(z) • 

M , -i r b •• 
i•O 

1 

donde no todos los valores para bi son cero, 

Es claro que una condici6n suficiente para 

cuencia infiniLB consiste en que el 6rden del 

menor al 6rden del denotai.nador, esto es: 

B(z) • 

N • 
' -1 L b.~: 

i•O 1 

1 + ~ -i ¿ •.• 
i•l 1 

, N < H 

••• ( 2.63 ) 

que E(%)' constituya una Be­

polinomio del numerador sea 

• • • ( 2. 64 ) 

describe a an sistema de respuesta e impulso infinita. 

Obsérvese que la unidad que aparece en el denominador de la ecuaci6n ante­

rior corresponde al coe~iciente de la variable dependiente en la ecuaci6n de 

diferencias finitas que describe al sistema '( .ec. 2. 7 ) y no puede ser omiti­

do. 

Las características del filtro son función de 1a ubicación de los polos y 

ceros en el. plano complejo. -Si bien, en general, no hay restricci6n para la 

ubicación de los ceros, los polos deben estar ubicados dentro del c!rculo 

unitario para garanti%ar que el filtro sea estable. Lo anterior se desprende 

de la siguiente discusi6n: 

La condici6n necesaria y auficie~te para que un sistema lineal discreto. 

invariante en el tiempo~ sea estable es que su respuesta a impulso sea una 
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secuencia absolutamente aumable, esto es: 

L Jh(n)J < • ooo(2o65) 
n•O 

Por otra parte, la existencia de la transformada Z está l~itada a una re­

gi6n en la cual la serie de potencias 

( 2o66 ) 

sea convergente. Claramente, la zona de c:_omrergeilcia no incluye polos. Ahora 

bien, si se satisface la condici6n dada por la ec. ( 2.65 ), entonces: 

~ 

l: Jh(nlllzo"l o o o ( 2o67 
n-0 

es absolutamente sumable para valores de z ubicados fuera del círculo unita­

rio, e.st_o es, p~ra lzl ~ l. Co118ecuent.ement.~, los polos deben localiurse den­

tro del c!rculo unitario, sin incluir Este. 

El problema de diseño de un filtro consiste en encontrar coeficientes ( los 

valores a 1 y bi' en este caso ) tales que se satisfaga, den~r~ de cierto már­

gen, un coaportamie~to en frecuencia y/o en fase deseados. Como tal, esta té­

ais se limi tArií a discutir_ algunos m'ét.odo6 pana filtros FIR ( véase el capS:­

tulo IV ). Conviene aclarar, sin embargo, que un filtro IIR no puede emular de 

manera exacta a un filtro anal6gico. Esto se desprende directamente de la re­

laci6n existente entre sistemas continuos y discretos, ya analizada anterior­

mente: 
~ 

H(ej.rr) • { I BA( w + (2wm/T)) - ooo ( 2o68) 

donde RA(w) es la transformada de Fourier de una respuestn a impulso h(t) y 

B(ejwrr) la respuesta a la frecuencia de la versi6n auestreada de h(t). 
.• .... 

Para que B(c-'"-"-) fuese igual aRA (w), se requiere que el siatemn discreto 

precediera a un filtro pasabajos ideal_ que eliminara las componentes armónicas 

que aparecen, como consecuencia del muestreo, en la ec. ( 2.68 ), condici6n 

claramente imposible. Además, y conceptualmente ~s impor~nte, BA(w) debe 

estar limitado en banda para que el correspondiente sistema cont{nuo tuviera 

.un equivalente discreto ( véase el teorema_ del !Duestreo, plíg. 13 ) • Como nin­

gGn filtro anal6gico limita en banda a una señal de entrad~ de manera perfec­

ta, se concluye que ningún filtro ana16gico puede emularse de manera precisa 

con un filtro discreto~· 

--
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·considérese, como ejecplo, el caso de un filtro Butterworth de 2w- orden, 

cuya respuesta a la frecuencia toma 1a forma: 

JB(Ol)J • --'----

Sup6ngaee que wc • l. Eo términos de la transformada de Laplace. ae puede 

escribir: 4 H(o)H(-s) • 1/(1 + o•) 

Las ra{ces de esta expresi5n est{n dadas por: 

• q 

Se obtiene, para B(s), la expreai6n: 

1 
(•+,ñ 

• q- 0,1.2,3 

donde se escogieron las dos ratees ubicadas en el s~plano complejo izquier­

do, esto es, si s • a+ j~, se tomaron los valores para sq correspondientes a 

valores de o < O. 

Supóngase que este filtro se desea realizar ·en un sistema discreto. Convie 

ne normalizar los valotes de w con respecto al periodo de muestreo T. Sea 

T • ~· esto es, la frecuencia de muestreo f
8 

• y sup6ngase que lo frecuen­

cia de corte del filtro, fe:, es lO veces menor a la frecuencia de muestreo: 

O sea: w - 0.21\ e 

Haciendo la transform.aci6n s + a/0.2rr, .se obtiene, para B(s): 

La respuesta a impulso, h{t), está dada por la transfor;mada inversa: 

h(t) • (0.2n)2 e-0.2nt/lísen(0.2nt/12) 

DoÚ!/2 

Esto es, ·h(t) • 0.8886 e-0.~~43tsen(0.4443t) 
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En su forma muestreada, Y recordando que T • 1, se tiene: 

-0.44430' h(n) • 0.8886 e sen(0.4443n) 

Aplicando la transformada Z, se obtiene: 

1.- Z{aen(0.4443n)) zsen(0.4443) 

z
2 

- 2zcos(0.4443) + 

Substituyendo valores, se obtiene: 

B(z) • ---....,;o,_,."'5~95,tl6,_.z __ ~ 
z2 - 2.8159 z ... 1 

De la expresi6n anterior se puede obtener 

filtro discreto, haciendo la substituci6n 

lo respuesta a la frecuencia del 

z • ejwt, T • 1, con lo cual: 

jOO! 0.5956 ejwT H(e ) • __ :__lf;"'~C..!!..--=,---
2.4317 e2jwT_ 2.8159 ejwT+ 1 

Finalmente, la magnitud de B(ejWT) se reduce, mediante la subatituci6n 

ejWT • cos(WT) + jsen(WT), a la siguiente expresi6n: 

IB<e;oor>l. o;5956 
{9.7268 eos2

(.rr) - 19.3266 eoa(wT) + 9.9791) 172 

Si¡uiendo un an!lisis similar, pero suponiendo que fe • 0.01 f , se obtiene: 
a. 

IB!ejoor) l • ----,--'o"'."'oo,4,.,_i..,26'-------...,,. 
{4.3717 eoa2(oor) - 8.74339 coa(OO!) + 4.3717) 1/ 2 

·Le gr&fica (2.1) adjunta muestra estas respuestas a la frecuencia, as{ como la 

correapondie~~e al filtro Butterworth prototipo. A continuaci6n ae enlistan a! 
·oor 

ounoe valores correspondientes a jB(el >1 para distintos valores de w/wc: 

.-/w 
e 

o.o 
0.2 
0.4 
0.6 
0.8 

prototipo 

1.0000 
.0.9992 
0.9874 
0.9409 
0.8423 

f • O.lf e a 
0.9672 
0.9654 
0.9601 
o. 9210 
0.8322 

f • O.Olf 
e s 

1.0007 
0.9992 
0.9882 
0.9416 
0.8429 

o 
24 -

w/wc prototipo f • O.lf f • o.olfa e • e 
1.0 o. 7071 0.7071 0.7076 

l. 2 0.5704 0.5788 0.5707 

1.4 0.4545 0.4692 0.4548 

1.6 0.3639 0.3832 0.3641 
1.8 0.2949 0.3178 0.2952 
2.0 0.2425 0.2681 0.2428 

1 

1 . 00! ¡· 
¡ia<e3

. l 1 

1 
1 

i 
- ... ~--. .'-.~-----{· 

-·· -:::-:. -~ ~l:;i::~:i:f: :--~:.: 
; 

·.;;:.;:':.·.!~ti .~T: :j:t~. 

La l{nea llena corresponde al filtr~ discreto con fe • O.Jf
8

• 

la línea pwateada al filtro prototipo. La-respuesta del fil­
tro di& e: reto para fe • Q .. &lf 0 mo ea disUagui'blt! ~ la ~ .~:.:· 
filtro prototipo eon las escalas empleadas. 

. ·-;.;···-·· -- · ... ¡. 

jwT) ·•d· •-' · 1 d t o lf Conviene recordar que B(e es per~o 1ea. ~~, ~ara e caso e e: • • 
8 

IB<ejwT>I(w/w )•1 • IB<ejWT>Icw/w )•9 • ln<ejwT>I(w/w )•11 etc • 
e: . e: e: 

Obsérvese la mejor correspondencia entre le filtro prototipo Y el filtro 

IIR para fe • O.Olf
5

• Esto se debe a que, para este caso, el filtro prototipo 

se aproxima mejor.a un filtro !imitador de banda: para f • 0.99f
6

, la nagni­

tud de la respuesta a la frecuencia del filtro Butterworth es de a6lo 
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cambiando los l!mites de le primera sumatoria ( recu~rdese que h(n) es 

igual a h(-n)) se obtiene: 

N-1 
-2-

Íh .J"'" 
n•1° 

~1 ~1 
-2- -2-

r h0{cos<~> + jsen<wn>> + h0 + I b
0

{cos<wn> 
n•l n•l 

lo que reduce a: 
N-1 
-2-

• ho + 2 r hn cos(wn) 
n•l 

jsen(Wn)} 

~ •• ( 2.88 ) 

••• (2.89) 

Para el easo del filtro pasabajos, la respuesta a impulso est' dada por: 

aen(tl)on) 
h (n) • -=-'e~ 

nn 

Substituyendo, se obtiene: 

;(ejw) • ha + 

N-I 
-2-sen(w n) 

2 Í e 
n•l n'lf 

••• (2.90) 

cos(Wn) ••• (2.91) 

La expresi6n anterior es una serie de Fourier análoga a la representaci6n de 

una onda rectangular en serie exponencial, con un nGmero finito de términos, 

donde la respuesta a impulso toma el lugar de los coeficientes de le serie 

exponencial. Como en el caso de la repreaentaci6n de una onda rectangular, 

la serie no converge a una repreaentaci6n perfecta ( ·aGn -cuando n + ~ ) oino 

presenta rizo tanto en la regi6n de pasabanda como en la de atenuación. 

·Existen métodos para controlar este fen6meno, conocido como fen6meno de 

Gibbs, algunos de los cuales serán analizados en el cap!tulo IV. 

Es pos:~1e obtener una' expresión para la pendiente de corte de ese fil­

tro. Tomando la derivada con· respecto a w de La expresión anterior, se ob-

tiene: 

Y, para w • wc: 

N-1 

22 -- r sen(w n)sen(wn) 
"n•l e 

lt. 
• • • ( 2. 92 ) 

• • • ( 2. 93 ) 

Es claro que el valor de la pendiente dada por la expresión anterior aumen­

tó conforme N aumenta. Para nnalizar la dependencia con respecto a Wc' la 

e o 

i 
i 
i 
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expresi6n anterior puede re - escribirse como sigue: 

N-1 
-2-

_.!.¿.),¡1 
11
n•l 2 

N-1 
2 

• - .!.¡" -·l + L cos(2w n)) 
11 2 n•l e 

• • • ( 2. 94 ) 

La sumatoria indicada en la expresi6n anterior puede expresarse en t~rminos 

de exponenciales como sigue: 

N-1 

_.!.(N; 1 + T(e2jwcn + e-2jwCn)/2} 
n•l 

···. 

Expandiendo la.sumatoria se obtiene una expresión cerrada para la pendiente 

de corte: 

• 
7 
~2~ N+ sen(WcN) 

" sen(wc> ••• (2.95) 

De la ~xpresi6n anterior se desprende que, con excepción para valores de wc 

cercanos a cero 6 11 ( esto es, a la mitAd de la frecuencia de muestreo ). la 

pendiente de corte var!a escencialmente en forma proporcional a N, particu­

larmente para valores de N grandes. 

Las gráficas adjuntas son ejemplo de cómo se comporta j~(ejw)j en funci~n 
.a w, para una wc y N dadas ( fig. 2.2 ), y como varia la pendiente de cort~ 

conforme N aumenta, para una wc dada ( fig. 2.3 ). 

En toda la disCusión anterior, se considerS e N un entero impar. Para el 

caso de filtros pasabajos y pasabanda, e1 hecho de que N sea un nGmero par 

modifica únicamente el retardo que introduce el sistema. Existen aplicacio­

nes importantes para filtros FIR, particularmente aquellas en las que ee re­

laja la restricci6n de " fase lineal '' a una de " retardo de grupo constante " 

(esto es, una funciOn de fase seccionalmente lineal ), para las cuales el 

hecho de que N sea par o impar adquiere importancia ( diferenciadores y­

transformadores de Hilbert ). Sin embargo, ese tema excede los prop6sitos 

de esta tesis.-

-' . ~- _) 
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Il.S.- Algunas es~ructuras empleadas en la realizaci6n de 

filtros digitaleS.-

En el primer punto del presente capitulo se discutió la representación de 

un sistema lineal discreto, invariante en el tiempo, en t~rminos de una ecua­

ci6n lineal de diferencias finitas con coeficiéntes constantes: 

M 
y(n) • .~ b.x(n-i) 

i•O 
1 

N 
~ a.y(n-i) 

i•l l. 

••• (2.96) 

Se·estableció,la relación de esta representación con respecto a la respuesta 

a impulso del sistema por medio de la transformada Z: 

Y(z) • B(z)X(z), 

M • 
~ b •• -1 

i•O 1 . 

donde B(z) est5 dado por: 

B(z) • N 
~ -i + L a.z 

i•l 1 

••• (2.97) 

Es claro que el limite de ambas sumatorias puede igualarse, haciendo cero 

los coeficientes correspondientes a la sumatoria afectada. Entonces, sin per­

der generalidad, B(z) puede escribirse: 

N • 
f -1 
L b.z: 

i•O 1 

B (z) • -"-"'-;;N--. 
f -1 

+ ·L aiz: 
i•l 

••• (2.98) 

B(z:) puede considerarse como el producto de dos funciones de transferencia, 

u1(z) y B2(z): 

N . 
B(z) • B

1
(z)R

2
(z) • -,N,-.:....- x 'Í b.z-1 

-i i•O 
1 

~ ... 
i•O 

1 

Introduciendo las variables auxiliares W(z) y Y(z) ae tiene: 

ll(z) 
B1 (z) • X(z) • 

u
2

(z) • !.hl • 
W(z) 

N -i 
~ ... 

i*"O 
1 

.N • 
f -1 
L b.% 

i•O 1 

••• ( 2.99 

••• (2.100) 

••• (2.101) 
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De la expreai6n para H 1 (~) resulta: 

N -i 
X(z) • ll(z) Í a.z 

i•O 1 

N . 
~ a.z-'v(z) 

i•O 1 
••• ( 2.102 

Reconociendo en z-~(z) la transformada Z de v(n-i) se obtiene: 

N 
x(n) • ~ a .w(n-i) 

i•D 
1 

Y, recordando que a
0

a 1: 

v(n) • x(n) 
N 

- ~ a.w(n-i) 
i•l l. 

( 2.103 

••• (2.104) 

Similarmente, de la expresi6n correspondiente a B
2

(z) se obtiene: 

N • N • 
Y(z) • ll(z) ~ b.z-1 

• Í b.z-'v(z) 
i•O 1 i•O 1 

••• ( 2.105 

Por el argumento expuesto arriba, la antitransformada resulta en: 

N 
y(n) • ~ b.w(n-i) 

i•D 
1 ••• (2.106) 

Lo anterior constituye un sistema de dos ecuaciones que pueden resolverse co-

1110 sigue: 

y(n) 
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i 
En el esquema anterior, que constituye una forma can6nica ( de un mín~~ de i 
componentes ) de implemeotaci6n directa, cada rect¡ogulo corresponde ~ un 1 

retardo T, cada triángulo a una multiplicación y la sumatorio se indica con ! 

un círculo. Nótese que xn-l esti retardado con respecto a x
0 

una unidad de 

tiempo, representada por t. 

E&ta estructura, a pesar de ser muy sencilla y ~uyo funcionamiento puede 
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a un sistema FIR. Además, se trata de un sistema que posee ú~icamente ceros. 

Finalmente, r~dibujando el esquema de la implementación directa para ese ca-

so, se obtiene: 

verificarse por inspecci6n, no es muy empleada por una serie de desventajas a(a)--------~~ 

inherentes a la misma. Es c:laro que representa la ilDplementación ~s veloz 

posible, estando limitada la vel~cidad sOlamente por el tiempo requerido P! 

ra efectuar una multipliceci5n. Sin embargo, requiere un multiplicador para 

cada coeficiente a 1 y b1 distinto de cero ( o sea, para cada polo y cero de 

la funci6n de transferencia.). Se puede demostrar. tambien, que esta estru~ 

tura es muy sensible a variaciones en la precioi6n de la representaci6n de 

los coeÚcientes, particularmente en filtros de alta selectividad de fre­

cuencia. NOtese, tambien, que es una' estructura recursiva con todos lon 

problemas de estabilidad inherentes a un sistema retroalimentado. 

El seleccionar una estructura particular de entre las muchas posibilida­

des para implementar un sistema discreto depende de las caracteristicas q~e 

debe reunir el sistema y es objeto de eotudio de un gran nGmero de especia­

listas ( vénse las refe. 1,2,3 y 4 ). Se analiu.rá;.a continuación, el caso 

para el cual todas las ai's, 1 ~O, aean cero, esto es la implementaci6n de 

una ecuaci6n de diferencias finitas de la forma: 

~-1 

y(n) • L bix(n-i) 
i•O 

••• ( 2.107 

O sea, un sistema discreto en el cual la salida para cualquier n depende 

tínicamente de la entrada para ese valor de n y d.e los (ll-1) v~lores previos 

de le señal de entrada. 

Tomandc la transformada Z de la expreai6n anterior, resulta: 

y(n) • 
N-1 . < -1 

L b.z X(z) 
i•O 

1 

. Y, por la definición de funci6n de transferencia se tiene: 

B(z) • Y(z) • 
X(z) 

N-1 -< . -1 
L b.z 

i•O 1 

••• ( 2.108 ) 

••• ( 2.109 ), 

Nótese que H(z) es finita, de N t~rminos, o sea, sU implem.entaci6n conduce 

Es imporcante observar que esta implementaci6n es no - recursiva y absolu­

tamente estable, ys que no posee retroalimentaci6n alguna. 

Comparando la expresi6n correspondiente a la e~uaci6n de diferencias fi­

nitas para ese caso: 
N-1 

y(n) • r b.x(n-i) 
. . í•O 1 

con 1a ouma de convoluci6n pan tm aiat~ FIR: 

N-1 
y(u) • r h x(n-m) 

m-0 m 

••• ( 2.110 l. 

( 2.111 ) 

oe observa que los coeficientes de la ecuacil5n de diferencias finitas, ec. 

· ( 2._10 ) 1 corresponden a los valores hi de ln respuesta a impulso, por 10 

que la implemen.taci6n directa, &ida en el esqu~ anterior, es simplemente 

~ impiementaci6n directa de la duma de convoluci6n para una respuesta a 

impulso finita • 

Existe una forma de reducir a uno el nGmero de multipli'cadores implíci­

tos en la realizaci6n anterior, empleando un esquema secuencial. Con este 

esquema se sacrifica velocidad de ejecuci6n en beneficio de una mayor eco­

nomía en componentes: Estrict~ente hablando, es posible realizar una es­

~ructura cuyo retardo es N', donde N ea-el número de ceros de la funci6n 
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de transferencia. T el tiempo requerido para efectuar una multiplicaci5n y 

donde el retardo introducido por el sumador se considera despreciable. Se 

propone, sin embargo, uns estructura que implica dos retsrdos adicionales, 

esto es, (N + 2)T, y cuya ventaja consiste en requerir un secuenciador par­

ticularmente senéillo. Considérese el siguiente esquema, en el cual, por 

simplicidad, 

impulso h(n): 

se consideraron Gnicamente tres t~rminos para la respuesta a 

K 

En el esquema anterior. n1 ••• Dq constituyen un 

recirculante, R
1 

y R
2 

oon dos regístros tipo D, H 

registro de despla~ento 

es una memor i.a para ·los V! 

finitas y lores h
0

, eso 

los cS:rcul!':-

es, los coeficientes de la ecuaei5n de diferencias 

representan las operaciones aritm&ticas indicadas. 

Sup5ngase que el contenido del registro de desplazacie~to. en un instante 

dado, es el indicado en el esquema anterior •. Entonces, la secuencia de oper! 

ci6n es como sigue: 

( v~se la siguiente página ) 
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T D1 D2 D3 D4 R1 •z 
o • x:n-1 • n-2 • n-3 o Yn-2 D 

1 "n-3 • D xn-1 xn-2 h2xn-3 Yn-2 
2 • n-2 • n-3 • • n-1 h11 n-2 + h2xn-~ Yn-2 n 
3 xn-1 xn-2 xn-3 X hoxn-3 + hlxn-2 + h2xn-3 

D 

• Yn-1 yn-2 

4 • • n-1 • n-2 • n-3 yn-1 yn-1 
D 

5 "n+1 • D xn-1 xn-2 o yn-1 

6 • n-2 "n+l • xn-1 h2xn-2- Yn-1 D 

7 xn-1 x~-2 "n+l • hlxn-1 + h2xn-2 yn-1 n 
8 • •,_¡ •n-2 "n+1 hx + hlxn-1 + h2xn-2 

D O o 

• yo Yn-1 
9 "n+1 X xn-1 xn-2 yo yo o 

10 "n+2 "n+l X • o-1 
o yo o 

Si Tes el intervalo entre las muestras que constituyen a :::r;(n), este esque..: 
i 

ma realiza una secuencia de N+2 pasos durante cada intervalo T. eato es. j 
T • (N+2)T. N6tese que a cada T corresponde una sola transferencia, y que 

el multiplicador debe efectuar una multiplicaci6n cada T unidades. Final­

mente. para un valor de N impar. ae requiere un registro de despla%amiento 

de lOngitud par.-

11.6.- Consideraciones relativas a errores introducidos por sistemas 

físicamente realizables.-

En el punto 2.3 de este capítulo ae diO una descripci6n de los elementos 

que constituyen a tm filtto digital: 

a.) Filtro pasabajoa, !imitador del ancho de banda de la señal de 

entrada, x(t) 

b.) Mues treador 

c.) Sistema lineal discreto, invariante en el tiempo 

d.) Piltro raconstructor 

La realizaci6n física de estos elementos implica una serie de desviaciones 
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del comportamiento ideal de los mismos, de entre los cuales destacan: 

a.) Filtro pasabajos. AtenuaciSn en la regi6n de pasabanda, atenuaci6n 

finita en la regi6n de atenuación y distorsión de 

fase. 

b.) Huestreador. 

c.) Sistema lineal. 

d.) Filtro recen-

structor. 

Este subsistema, en un sistema pr&ctico, se comp~ 

ne de dos elementos: Un circulto muestre.ador - r! 

tenedor y un conversor anal6gi~o - digital. Las 

principales fuentes de error consisten en un ti~ 

po de adquisici6n finito para ei primero y una r! 

soluci6n finita, as! como posible truncado, en el 

segi.Dldo. 

Errores por redondeo. y/o truncado. 

Este subsistema, tambien, se considera constituí­

do por dos elementos: Un convetidor digital -

analt:igico y un filtro pasabaJos. Mientras que el 

primero, en principio, no contribuye al error gl~ 

bal del sistema, el _segundo est¡ sujeto a la~ Dd! 

~s restricciones mencionadas en el p~to a.) 

Se piocederá. a continuaci6n. a discutir cada una de las fuentes de 

error mencionadas. Como no es posible, en el ~reo de una tesis, conside­

rar todas las. posibles reali%sciones de los elementos antes mencionados, 

se hará Enfasis en la reali%Bci6n utili%ada en el desarollo del presente 

trabajo. 

11.6.1.- Filtro pasabajoa.-

Se utiliz6 en el prototipo objeto de esta tesis un filtro Butterwortb 

de 4.- orden, cuya función de transferencia est' dada por la relación: 

IG(t.JJI-
U+ 

•.•• (2,112) 

En t~rminos de la transformada de Laplace, se tiene: 

••• (2.113) 

Y: 

donde: 
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G(s) • -
4
,-'-­

n (o-sk) 
k-1 . 

ak • e 
jn{(1/2) + (2k-1)/8) 

• • • ( 2. 114 ) 

.. -. ( 2.115) 

aon las ratees correspondientes.al aemiplano complejo negativo, esto es, 

para valores de a < O. 

Substituyendo, se obtiene: 

"1 - -0.3827 + 0,9239 j 

"2 - -o.9239 + 0,3827 j 

"3 - -0.9239 0.3827 j 

64 - -o.3827 0•9239 j 

Substituyendo estos valores, ae obtiene para G(s): 

K 
o 

G(s) " 4 3 2 
8 + 2.6133& + 3.4144& + 2.6133& + 1 

Baciendo· a • jw ae obtiene, para la fase de G{w): 

~ G(t.J) 
t -1 -2.6Ú3t.J(l-•h 
g 4 2 

w - 3.4144w + 1 

••• (2.116) 

... ( 2.117 ) 

La gr,fica 2.4 adjunta muestra la magnitud y fase de ese filtro para valores 

normalizados de w. 

El problema de escoger la f~ecuencia 6ptima de corte para un error =áximo 

permiscible dado, se complica porque intervienen dos aspectos: la atenuaciSn· 

que introduce el filtro !imitador de banda en el rango de frecuencias que d~ 

berl pasar el sistema en su conjunto, y la atenuaci6n que" logre obtener el 

filtro !imitador de banda para frecuencias mayores a la mitad de la frecuen­

cia de uuestreo. Conaid~rese la siguiente figura:( fig. 2.5 ), en la cuál 

t -~- ea la frecuencia de corte máxima programable del filtro digital, f 1 ~ ~. . e 
es la frecuencia de corte del filtro !imitador de banda. ( f 8-fc u&x.> e~ el 

ltmite inferior d~,la primera arm6nica del espectro discreto del filtro di­

git.al y {
8 

e.s la frecuencia de muestreo. Consid€rese el caso en el cual 

f ~ • 0.2 f y f 1 • 0.3 f • Para f • f ~ , el filtro !imitador de 
e max. s ,e s e max. 

banda, para el caso analizado, posee una funei6n de transferencia: 
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Figura 2.4 

w/w 
e 

2 -

Magnitud y fase d~ un fihro Butterworth ~ 

de 4.- orden. 
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1 
r- ---.-----, 
1 
1 
1 

L 

Figura 2.5 

IG<w>lw. (2/ 3)w • 0.9364 
e 

eso es, introduce una atenuaci6n de 6.36 %. 

1 1 

1 1 
1 

t-

En el l!mite inferior de la primera armÓnica del espectro de frecuencias 

del filtro digital, esa funci6n posee aún una aagnitud de: 

IG<wllw. 2•666 w • 0.0198 
e 

misma que decrece en el l!mite superior de la primera armónic~ a: 

O sea, para los valores mencionados existe un feo5meno de euperposici5n es­

pectral ( aliasing ) de un 1.2%, aproximadamente, en promedio. Es claro que 

la magnitud de estos errores puede, o no, ser aceptable en función de la 

aplicaci~n. Se pueden reducir disminuyendo la relaci6n de fe m!x. en rela­

ción a f
6

, 6 utili~ndo un filtro de ~yor pendiente. de corte. Finalmente, 

en el ejemplo analizado, el fiÍtro limitador de banda tambien introduce una 

distorsión de fase. Haciendo un anflisis Por m!nimos cuadrados, se obtiene 

·una relaciéln lineal: 

~G(w) •- 158.6(f/fe)• 

con una desviación máxi~ de i.os•"para f ~ 0.6 fe.-
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11.6.2.- Muescreador -.retenedor.-

Un circuito muestreador- retenedor puede modelarse por medio de'un cir-

cuito RC ( véase el diagrama adjunto 

V
6

(t) es la señal de entrada. 

controlado por un interruptor, donde 

S R 
El interruptor S se cierra a 

intervalos regulares de T seg., 

durante un ti~po T
8

• La con-

stante de tiempo T8 • RC es la 

constante de adquisici6n del 

muestreador. En un sistema 

.. , .. r ~ ' 

ci +t) 

pr,ctico se cumple: 

1' < T << T • • 
Mientras el interruptor está cerrado, esto es, para nT < t < (nT + T

8
), el 

voltaje en el capacitar est' dado por: 

1 nT+l 
- C f I(t)dt +V (nT) 

nT e 
••• (2.118) 

donde Vc(nT) es el voltaje que ~existe en el capacitar al inicio del interva­
lo 'l

8
• 

Durante el intervalo (nT + T8) < t < (n+l)T el voltaje en el capacitar es 

constante: 

Ve(tll, < t < T • Ve{(nT + T6)) • Ve{(n+I)T} 
• 

••• (2.119) 

Lo figura 2.6 ilustra lo anterior: 

V(t)' 

' ' 
(n+I)T 

nT f--- T ---1 
t-

.ve es el voltaje de error 

causado por la constante 

de ti~o de Adquisici6n 

'• 

Se supondr¡ en este anilisis que la señal de entrada, V
6
(t), es una senoide:. 
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Entonces, del circuito anterior y para nT < t < (nT + T6) se obtiene: 

••• ( 2.120 ). 

donde i(t) es la corriente en el circuito, T8 • RC es la constante de adquisi­

ción y K una constante que depende de las condiciones iniciales. 

Para t • nT se cumple: 

De donde resulta para K: 

K • 
nT/T.8 

- -•-- {V ·(nT) 
R · e 

sen 

-1 1 } 
tg w:r> 

a 

(wnT + tg - 1- 1-

"" a 

( 2.121 ) 

( 2.122 ) 

Substituyendo este valor en la ecuaci6n ( 2.120 se obtiene, para i(t}: 

-1 1 
coa(wnT + tg WT

8
))} 

(2.12J), 

Con este valor, se puede obtener el voltaje en el capacitar: 

nT+T8 +l f i(t)dt 
e nT 

••• (2.124) 

Efectuando la integraci6n indicada, substituyendo 11mites y aplicando algunas 

transformaciones trigonom€tricas, resulta, para Vc{(nT + T
6
)}: 

. T ,, V 
V {(nT + T )} • e- S a Ve(nT)-e . s 

-1 
donde a - tg ~a 

+ sen{w(nT+T6 ) 

Jl + W1T2 

• 
- 8) 

••• (2.125) 

Esta es una fórmula iterativa que permite obtener el valor de una muestra en 

t~rminos de la muestra anterior. Haciendo n~ • O, se obtiene el valor de la 

primera muestra { suponiendo que Ve • O para t • O ): 

Vc{T
6

) ~ e-Taita WTa + sen(WTs - 9) ( 2.126) 

/ 1 + W2T2 / 1 + w2T2 

• • 
Como se mencionó anterioimente, Vc{{nT + T

8
)} • Vc{(n+1)T}. Esto es, la expre-
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si6o ( 2.125 ) puede escribirse comO una ecuación de diferencias finitas 

de la forma: 

donde a • WT - t
8 

••• (2.127) 

Desafortunadamente. la solución c.onduce a una expresión de diU.cil evalua­

ción por lo complejo de la función de exitación en la expresión anterior. 

Se propone, aquí una aproximación basada en despreciar términos de se­

gundo orden:· 
1) 1/2 

} aen{w(nT-+T
8

) - 9) 

••• ( 2.128 

La tabla adjunta corresponde a un sistema para el cual: 

T
8

•0.1T 

t • 0.02 T • 
tw • S T 

donde 'I es el período entre muestras. ' la cons~a~te de tiempo • 
ción del interruptor. T la constante de adquisición RC y 'w el • 
la señal: 

n Solución de la Soluci6n Valor de 

ec. de dif. aproximada aen{w(nT+T8)} 

10 o.o943S3 0.100101 0.125333 
11 0.971245 o. 974684 '().982287 
.12 0.!>05909 0.502286 0.481754 
13 ~.658576 -0.664254 ~.684547 

14 -0.912931 -0.912818 -0.904827 
15 0.094353 0.100101 0.125333 

La grifica 2. 7 <;-!junta ilustra este ejemplo. 

de conduc-

período de 

Se consideraron valoree para n ~ 10 para no reflejar el transitorio ini­

cial. Simulaciones efectuadas para otras relaciones entre T, T8 , Ta y W in­

dicaron que la currespondeDcia entre la solución de la ecuación de diferen­

cias y la ftinuula aproxi.m.ada propuesta mejora confonne T
6 

y T
8 

disminuyen· 

en relaci6o a T. 

En funci6n a lo anterior, e~ posible visualizar. al circuito muestreador­

retenedor como un filtro pasabajos, cuya función de transferencia aproxima­

da estf dada por la. ec. 2.128 , esto es, el circuito introduce una atenua-

¡.F~ 

1 
' ..• - ·~ 
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" ¡;.::_.- T :..:;¡ 
·-u-. 

'• 

Gráfica 2.7 

Circuito lllUeatreador - retenedor 

't
8 

.:0.1 T, 't
8

·• 0.02 T y 'tw • S T 

ci6n dada por 1 

lc<w>l a {1 + e-~./'t&coa(~- 1)}1/2 

+ Cll2~2 
• 

e introduce un retardo dado por e- tg-l~ • 
Para el ej~lo aencionado, IC<w>l• 0.995030. 

••• ( 2.129 

••• (2.1:10) 

Es claro que el circuito mueatreador - retenedor anali%8do es un modelo de 

prt.er orden de un proceso que, idealmente, posee una constante de adquisici5n 

~ • RC ·• O. Tu:bien, en un sistema ideal, el tie:pc' 'T es cero, esto es, el . ' 
auutt'eo se. efectúa en cero tiempo. Conviene aclarar que en este 1110delo no &e 

incluyeron efectos inductivos, ~érdidae de carga pot' fuSas en el dieléctrico 

transferencias de carga paras!tica por conmutaci5n etc. 

' 
·' 
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· Sup6ngase ahora que. 18 ·señal es muestreada y retenida por un circuito muee­

trador - retenedor ideal que retiene el valor de la señal muestreada un 

tiempo Tb. El espectro de la señal muestreada, en estas condiciones, est( 

dado por la expresión (véase la ref. S): 

,. j(¡J sen (wth/2) 
X(e ) • (Th/T) -

""h/2 
••• ( 2.131) 

donde X(ejw) es el espectro de la señal muestreada por un tren de impulsos. 

Considérese el caso de un sistema que no posea a un circuito muestreador 

retenedor,· sino que alimente la señal de entrada directamente al convertidor 

anal6gico .- digital. Sup5ngaae que este convertidor efectúa la conversi6n en 

un tíeapo t
8

. El valor digital generado es, entonces, una muestra de la se­

ial en el tiempo t
6

, ain que ae conozca con precisi6n el instante de mues­

treo. Si se considera que el instante de muescreo puede correspon~er a cua! 

quier instante de tiempo en el intervalo T con al misma probabilidad, en-
• ' tonces el espectro de la señal ·~estreada" por el convertidor está dado 

por: 
.•• (2.132) 

Para la derivaci6n del resultado anterior, véase el apéndice l. 

Si se- compare la expresi6n anterior con la ecuad6n ( 2.131 ) , se. obSer­

va que la magnitud del espectro resultante de la incertidumbre en el instan-

te de muestreo est¡ afectada por un factor: 

aen(W1 6 /2) 
l4tg/2 C(w) • ••• (2.13]) 

Para los valores del ejemplo anterior ( T
8 

• 0.1 T, •w· ST ), este factor 

posee un valor de 0.999342. Si oe ecmpara lo anterior con al atenuaci6n. in­

troducida ~or el circuito mueatreador - r~tenedor antes analiEado ( 0~99503) 
se llega a la conclusi6n_de que, de hecho, el circuito ~estreador- retene-. 

dor perjudica. por a~ presencia, la calidad totál del sistema. Sup6nga&e que 

t
8 

se 

tidor 

aumente al triple de au valor original ( esto es, ae utiliza un conve~ 

más lento). Entonces, el factor dado por ( 2.133) resulta igual a 

0.99409 y se comien~a a notar la utilidad del circuito mueatreador - retene­

dor. Las ecuaciones ( 2.129 ) y ( 2.133) proporcionan un criterio para dec! 

dir sobre la conveniencia de utili~ar un circuito muestreador - retendor pa­

ra una aplicación dada. al permitir relacionar las constant's del muestrea­

dar con la velocidad de conversi6n·requ~rida para un resultado equivalente.-

1 

1 
1 

1 

1 

1 

1 
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tt.6.3.- Convertidor analógico - digital.-

.ESte dispositivo genera una representación .discreta, en base a aigGn sistema 

numérico, de una señal continua. Su contribuci.6n al error total de un sistema 

de procesamiento de datos "consiste en el llamado error de cuantificación, eso 

es, en la ioposibilidad de representar con un n6mero finito de cifras por in­

tervalo dado una magnitud de resolución infinita en forma exacta. Si 18 resolu­

ción es uniforme sobre el rango de operaci6n de valores de entrada del disposi­

tivo, existen, en princip.io. dos formas de decidir a qui! nivel corresponde un 

cierto valor de la señal de entrada: 

a.) b.) 

En a.), el nivel de salida es el límite superior del intervalo para señalea 

de entrada comprendidas en ese intervalo, mientras que en b.) la salida. está 

referida a la mita¿ del intervalo. Es claro que b.) constituye una mejor op­

ci6n en tanto que a.) contribuye con un error sistemático: La salida es siem­

pre mayor a la entrada. En el análisis subsecuente. se considerará el caso'b.) 

ya que, por otra parte, se puede lograr ficilmente esta forma de decisi6n en 

la prictica sumando a la referencia del comparador un voltaje igual a ·la mitad 

del. intervalo de cuantificaci6n. 

Supóngase pués, el caso de un convertidor analógico - digital cuyo r~~go se 

extiende desde un limite inferior, "!.• a uno superior, ~ • Este rango se df­

vide en 2n intervalos, dQnde n es el número de bits de la palabra de salida 

( esto es. se considera que se utiliza el sistema binario ). Sea ~ el nivel 

de decisi6n correspondiente al inicio del k-ésimo intervalo. Se supone que la 

amplitud de la señal de entrada es una funci6n aleatoria con una densidad de 

·pro~abilidad uniforme sobre el rango del dispositivo ( v~se.la ref. 6 ). 

SupiSngase que ·la señal de entrada posee una amplitud comprendida entre el 
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intervalo (-~-l' xk). Entonces, la representaci6n a la salida del dispositivo 

para esa entrada es ~· y el error, en consecuencia, será: 

••• (2.134) 

Si 1a funci6n de densidad de probabili'dad de x es p(x), la contribuci6n del 

error 'k correspondiente a ese intervalo es: 

••• ( 2.135 ) 

y el error total debido a le contribuci6n de 'todos los intervalos ser¡: 

"k 
f (~ - x)

2
p(x) dx • • • ( 2.136 ) 

"k-1 
Coao se supuso una funci6n de densidad unifo~, la ecuaci6n anterior oe redu-

ce a lo siguiente: 

x)2dx • i ÍP,{(~-"<-1)3- (~-.. )3} 

k ••• ( 2.137 

Es f6cil •er que el error tendr' un valor mínimo ai ~ • (~-l~)/2 y los ni­

veles de salida deber&n corresponder al valor intermedio de los·correspondien-

· tes ni veles de decici6n ( vbse la fig. 2.8 ). 

se obtiene: 
. 1 3 1 

• ·rri <"<-"k-1> pk ·rri 
k k 

donde~ es ia longitud del k-E&imo intervalo. 

salida~---;:!--­
- -- -· --,=ff? ·. -=-·::..--.... 

niveles de 
decisi6n 

entrada 

Substituyendo 

3 
pkAK 

'Figura 2.8. 

el val~r de ~· 

... ( 2.138 ) 

- so -

Ahora bien, ei producto pk~ es la probabilidad Pk de que la señal de entrala 

est' en ese intervalo. Por la suposici6n de resoluci6n ( • cuantificaci6n ) uni­

forme sobre todo el rango y la restricci6n impuesta a la funci6n de densidad d~ 

probabilidad 1 la ecuaci6n anterior puede escribirse como: 

••• (2.139) 

Finalmente, si la amplitud de la señal de entrada estO restringida a valores 

iguales o 

unidad y 

menores al rango del convertidor, la suma de probabilidades Pk es la 

• • • ( 2.140 ) 

donde E es el error cuaar,tico medio. 

Nótese que este error es inherente al hecho de cuantificar una señal contf­

nua, independientemente del tipo de converai6n que se emplee. Una fuente poten­

cial de error consiste en el tiempo finito para realizar una conversi6n y la 

correspondiente incertidumbre en el instante de ocurrencia del valor·d~ la se­

ñal de entrada reflejado en la salida. Este error se puede controlar con un 

circuito muestreador - retenedor ( véase el punto anterior ). En caso de que 

DO se emplee ese esquema, un a~lisis de peor caso consiste en considerar una 

duraci6n de muestreo igual al pertodo.de conversi6n (véase el eplndice I ). 

11.6~4.- Sistema lineal discreto, invariante en el tiempo.-

Bn la pr,ctica, un sistema lineal discreto toma la forma de un procesador 

digital que realiza la aoluei6n, ya sea, de la sumn de convoluci6n 6 de la 

transformada Z de una eeuaci6n de diferencias finitas. Aunque la acción de fil­

trado puede ser realizada en el dominio de la frecuencia con el conCurso de la 

pareja de transformadas discretas de Fourier,· este tipo de procesamiento no es 

objeto de esta t~sis y. en todo caso. los errores introducidos por el procesa­

miento son aplicables tambien a este tipo de realizacioñes • 

El procesamiento digital contribuye con dos tipos de errores inherentes al 

error global del filtro: 

1.- Preci&ión finita en la realizaci6n de operaciones aritméticas debido 8 
' la longitud finita de registros y 

2.- Precisión finita en la representsci6n de las constantes involucradaS· 

( los valores de la repuesta a impulso ). 
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El an§lisis de estos errores es un tema de investigaci6n de considerabl~ im­

portancia en la actualidad, existiendo un considerable acervo de referencias 

( vti:ase las refe. 1,2 y 3 ). 

Uno de los atractivos de los filtros FIR, realizades en forma no-recursiva, 

consiste en que los errores introducidos por precisión finita no son acumulati­

vos y susceptibles de un an&lisis sencillo. Considerese el caso de la realiza­

ci6n directa de la suma de convoluci6n descrita en la p¡gina 37. En el sistema 

objeto de la presente t~sis, se emple6 aritm~tiea de punto fijo en notaci6n 

camplemento a dos. El procesador efectGa las sumas con cero error, limitando la 

longitud de los productos por simple truncamiento a la longitud de los regia­

uos ( vúse el cap!tulo III.3 )., 

Si x es el valor del producto, y 1r el ~alor del producto truncado, entonces 

el error E co=etido por el truncamiento cumple la desigualdad: 

. -b 
o ji. "'r - " > -2 ••• (2.141) 

donde b es el nGmero del Gltimo bit no-truncado. 

Esto es, el nGmero truncado será siempre igual o menor al resultado exacto. 

Se bar in dos suposiciones: 

1.- LB funci6n de densidad de 

una distribuci6n uniforme 

probabilidad del error, p(E)~ t~ la forma de 
. -b 

sobre el intervalo -2 <· E ' O : 

r---=-2 b-1 1 P (e) 

. -2-b o ·-
2.- El error introducido por el truncamiento de un producto no está correla­

cionado con el error de otro producto. N6tese que esta suposici6n no es 

v$lida si la señal de entrada es una constante, un caso de escaso inte­

rfs en el análisis de un. filtro. Es decir,. se supone que los errores son 

eventos estadS.sti.t;at:~ente independie.ntes. 

Para una distribuci6n uniforme, la media de la distribuci6n to~ la fo~: 

u • / 2bcdc • 2~b • 2-(b+l) 

-2-b 

••• (2.142) 
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Y la varianZA esté dada por: 

2 . o b 2 
o • J 2 E de ••• (2.143) 

-2-b 

Para la realiZAci6n antes descrita, cada multiplicaci6n constribuye con un 

error Ei con las caractertsticas mencionadas, que se supone no correlacionado 

con el error cj, j ~ i. As{, para H multiplicaciones se obtiene: 

N-1 
c(n) • Í E. (o) 

i•O 1 ••• (2.144) 

y, por lo tanto: 

••• ( 2.145 ) 

2-2(b+2) 
3 N ( 2.146) 

Lo anterior constituye, por una parte, un error en la amplitud de la señal de 

salida del filtro, { 1- ~E(n)}, que puede ser compensado mediante un fac~or de 

escala, y la superposiciein de un ruido a la señaL de salida cuya amplitud es 

una funciein de la varianza dada pOr la ec. ( 2.146 ) y que no puede eer compen­

sado. ( vf..ase t.ambien el cap!tulo "III.3 ). 

Los efectos de la cuantificación de coeficientes pueden ansli~arse a partir 

de la respuesta a la frecuencia del filtro: 
11-1 
-2-

B(ejw) • h(O) + 2 Í h(n)eos(wn) 
n•l 

••• (2;147) 

donde se consider6 nuevamente la forma no - causal por razones de facilidad de 

manejo de las expresiones ( v~ase tambien la pág. 28 ) 

Se considerari que la precisi6n "finita de los coeficientes se obtuvo por re­

dondeo ( no por truncamiento ) .del valor exacto a un paso de cuantificaci6n q. 

Astmismo, es claro que el error ast cometido para un coeficiente no esté corre­

lacionado con el de otro. 

Sea h*(n) la secuencia obtenida por redondeo de la oecuencia h(n): 

h*(n) • h(n) + E(n) , h*(n) • h*(-n) ••• (2.148) 

donde E(n) constituye una variable aleatoria que se asume uniformemente distri~ 

buída sobre el intervalo ( -q/2, q/2 ). Entonces, la respuesta a la frecuenciB 

de h*(n) tama la forma: 
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N-1 

. 2 
R*(ejw) • h(O) + t(O) + 2 r {h(~) + c(n)}cos(wn) 

n•1 

R*(ej 00
) • R(ejw) + E(ejw) , donde 

N-1 
-2-

(0) + 2 r <(n)cos(wo) 
n-1 

El valor medio cuadritico de E(ejw) estl dado por: 
. N-1 

:r;-:¡¡;; --::-:2 2 --2 2 
E (ejw) • c(O) + 4 r c(n) cos (wn) 

n•l 

••• (2.149) 

••• ( 2.150 ) 

••• ( 2.151 ) 

Para una distribuci6n uniforme, t(n)
2 

• ~ 
12 

, donde q es el paso de cuantifica-

"ci6n y: 

E2(eJ"') 

N-1 

N-1 
22 

+ 4 r coa (wn) 
n•l 

••• (2.152) 

Ahora bien, 
-2- 2 

4 r co• <...,>) 
n•l 

N-1 
' ( 1 + 4 --2- } para cualquier N y w. 

EntODC@.S: 

E2 (ejw) 2N + 1 ) ••• ( 2.153 ). 

O sea: a '1 {( 2N - 1 )/3 .,.(2.154) 

donde·~ es la desviaci6n estándar de I(ejw). 

56te.se que .E(ejw) es la ¡oespuesu e 'la frecuencia de un filtro de fase :lineal 

cuyos coeficientes sOn E(n). Lo anterior puede interpretarse como la conexi6n en 

paralel~ de dos filtros,: de respuesta a la frecuencia R{ejw) y E(ejw), que p~oc~ 
&8!'1 la misma seña~ AsS:, la cuantificaci6n de los coeficientes contr'ibuye con ur. 

ruido proporcional a tanto la aeñal.como a la desviaci6n estándar de E(ejw) al 

ruido total del sistema. En el cap{tulo 111.3 se dar¡ una interpretacign c~nti­

tativa de lo anterior. 

11.6.5 Filtro reconstructor.-

La funci6n de este dispositivo es· la de convertir a la secuencia de salida 

del sistema lineal discreto en una señal continua, función del tiempo. En la 

práctica, el procesador digital constituye un circuito retenedor para los efec-
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tos del análisis de la señal de salida, ya qu~ mantiene constante el valor de la 

salida durante el intervalo entre muestras. Es claro que la salida digital. 

transformada en una señal cont!nua por medio de un convertidor. digital- anal6-

·8ico, contiene componentes de alta frecuencia por la forma escalonada de la 

señal, que no corresponden al contenido de frecuencias de la aecu~ncia de salida 

del procesador ideal. As!, el filtro Teconstructor·toma la forma de un converti­

dor digital - ana16gico seguido de un fil_tro pasabajos para eliminar esas fre­

cuencias introducidas por el efecto retenedor del procesador digital. 

Sea Y(ej~ el espectro de frecuencias de la secuencia de salida y(n) del 

procesador ideal • 

únua y(t) • puede 

Por lo visto anteriormente, Y(w), el espectro de la señal con-
jw . 

obtenerse a partir de Y(e ) con ayuda de un filtro pasabajos 

ideal. Sin embargo, el procesador digital entrega una aeñal cuyo espectro es: 

••• ( 2.155 ) 

donde B(ejw) es el espectro de un circuito retenedor ideal. Por la propiedad de 

simetría de la ~ransformada de Fourier, el espectro ~e un circuito retenedor 

puede obtenerse a partir del espectro de un filtro pasabajos ideal: 

••• ( 2.156 

AsÍ, el filtro reconstructiVo deber' compensar la deformación del espectro 

dada por la ~resi6n ( 2.1S6) de la señal de •alida introduciendo la funci6n 

inversa: 
1 

B(ejw) 

w 
" 2 sen( T/2) 

6, alternativamente, el sistema lineal discreto deber¡ incorporar esta funci6n 

como parte del procesamiento de la aeñal, por medio de una modificación de la 

respuesta a impulso del =igmo. Si se elige esta opci6n, el filtro reconstructor 

se limita e un convertidor digital - analógico que no introduce un error inhe­

rente, y a ~ filtro pasabajos cuya desviación de la idealidad depende de la rea· 

lizaci6n fisica que se emplee. Aqu! se utilizó un filtro Buttervorth de ~. orden, 

con frecuencia de corte l/2T, que fué anali:zado anteriormente.-

De la discusión anterior se desprende que el· error total del sistema depended~ 

manera fundamental de las componentes analógicas { filtro pasabajos, muestreador­

retenedor y convertidor analógico- digital ), ya que el error introducido por el 
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i 
1 
1 

procesamiento digital es mBs fácil de mantener dentro de limites preestableci-1 

dos. Finalmente, todo diseño deberá partir de las caractertsticas de la señal 

8 procesarse, particularmente de la relaci6n s~ñal a ruido que posea 'sta, pa-. 

re adecuar la calidad del sistema a las posibilidades reales de procesamiento. 

En el cap{tulo siguiente s~ analizará este aspecto, as{ como sus consecuencias 

num~ricas. 

1.- Alan V. Oppenheim, llonald W. Schafer: 

" Digital Si.gn.al Processing ", 

Prentice - Hall, 1975 

2.- Lawrence R. Rabiner, Sernard Gold: 

" Theory and Applico'tion of Digi.tsl Signa! Processing ''. 

John Wile~ & Sons, 1975 

3.- Abraham Peled, Bede Liu: 

" Digital Si~ Processing ", 

Jobo Wiley & Sons, 1976 

4.- L. Shapiro: 
11 Short Course in Digit.al Electronics ", 

RCA Technical Communications, 1976 

S.- B.P-. Lahti: 

" Comaaunic.ation Syatems "• 

John Wiley·& Sons, 1968 

6.- Yannis P. Tsividis: 

"Nonuniform Pulse Code"Modulation Encoding Using 

lntegrated Cireuit-~Teehniques 11
, 

Tesis Doctoral,.University of CSlifornia at Berkeley,· 1976 
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IV.- CALCULO DE COEFICIE~TEE· 

tv.l.- Caracteri%aci6n de algunos r:.étodos de cálculo de eoefic:ientes.-

En el punto 11.4.2 se di6 la respuesta a la Lrecuencia de un filtro FIR 
(véase la ec. 2.70 ): 

••• e 4.1 > 

Una raz6n fundamental para emplear al filtro F1R cons'ste ~ en la propiedad de 
estos filtros de poder ser disen-ado• para un ' ~ co~ortamiento de fase lineal, 1 

por lo que la discusión subsecuente se limitará 8 este caso. ~- · ¡ 
~ conchci6n paTA~ 

que la respuesta a la frecuencia H(ejw) Posea fase lineal es véase la ec, ! 

! 2.80 ) ' 

hen) • he•-1-n) ••• e 4.2 , 

Se impondrá la restricción adicional que N sea ~par. Entonces, la ec, 4.1 pue~ 
de escribir:se: .J 

· (N-3)/2 . N-1 
H(eJW) Í h e-Jwn + b -jw(~-1)/2 ¡ h".e-jwn 

D"'Ü n (l;-1)/2e + •· 
. D""(N+l)/2 

Haciendo el cambio de variable r:¡oof'-1-n er, 1 d _a -~.:-~P.l>;! e sun.a_tori;,. d.::: la_.ecl!ac~ón 

- SS -

La expresi6n ( 4.5 ) puede visualizarse como una aproximaci6n por serie de Fou­

rier a una funci~n F(ej~). donde h(n) toma el papel de los coeficientes de la 

serie. De la teoria de las series de Fourier ( v~ase la ~ef. 1 ) ae desprenden 

las siguientes coacluaiones: 

1.- Si F(ej~) representa la respuesea a la frecuencia deseada. entoeces la 

ecuaci6n ( -4.5 ) .corresponde a la mejor aproximacil5n en el sentido de 

que minimiza el error cuadrático =edio entre F(ejw) Y H(ejw). 

2.- Si F(ejw) es una funci6n aeccionalmente continua. H(ejw) no converge si­

no de canera aproximada. presentando rizo ( ondulaciones ) cuya amplitud 

aumenta en la cercan!a de la ~ las discontinuidades ( fenómeno ~e Gib?s) 

aGn si N + Cl> • 

El problema de diseño de los coeficientes h(n) consiste, pués, en encontrar va­

lores .que aproximen H(ejW) a F(ejw). segGn algGn criterio· de optimüaci6r.. Depe!l 

diendo del tipo de optimizacil5n, se_han desarollado un gran nGmero de técnicas 

de diseño, algunas de las cuales se mencionan a c.ontinuacil5n. Es claro que un 

criterio de optil:dzacilin, en general, no ~s apl_icable a cualquier tipo de fil­

tro. AsÍ 1 lo5 criterios de optimización para un filtro que posea transiciones 

apruptas en la -respuesta a- la frecuencia ( -~pasabanda··) ·0 en. gener.e.I·-no -serán~~­

aplicables a un diferenciador o transforcador de Hilbcrt. Se analizará~ algunos. 

~• criterios ·aplicables a filtros pasab.ajos y pasabanda. . .-

Factorizando el t~rmino E-jw(t; .. l)/l H'Fulta: 

+ h(N-1)/2 , 

(N-3)/2 . ( N-1 1 
+ ¡

0 
~- 1 -~·Jw -z-- ml¡¡ 

m• 1 

Como h(n) "" h(l•-J-n) • Y~ es una varia'!> lE:: mud6, h el::presi6!t anterior pued~ es~ 
cribirse 1 com~inando ambas sumatorias: 

(N-3),': E(ej~) •• -jw(N-1)/2 { ¡ ,_1 , 
h(N-1)/7 + 2 h

0
codu(n Tl)) ..• ( 4.3 )· 

1
1 

n•O 

En la expresión anterior, el término -jw(l;-1)!"2 1 e representa un desfasamiento de 
la forma: 

' e • - constante • • • ( 4. 4 ) 
Y, por lo tanto: 

•.• ( 4.5 ) 

IV. l. l.- lécnicas de ventana.-

Esta técnica de diseño representa un compromiso entre el criterio d~ m1nimc 

error cuadrático medio y m1ximo rizo permitido. Consiste, b8sica~nte, en repr~ 

sentar una respuesta a impulso fi(n) finita como el producto de una secuencin 

h(n) infinita, correspondiendo ~sta a la respuesta a la frecuencia deseada, y 

una " ventana "," w(n), de longitud finita. De la secuencia v(n) depende la cal_f 

dad de la aproximaci6n obtenida. Este método, que serS an~lizado con más deta­

lle en el siguiente punto, tiene como principal atract~vo la ~encillez de dise­

ño que ofrece. Sin embargo, no satisface, en rigor, ningGn criterio de cptimiz! 

ci6o y el n ..U.imo rüo permitido " no constituye un parámetro de diseño. 

I\'.1.2.- Técnica de muestreo" de frecuencia.-

Un filtro FlR"puede especificarse de manera Gnica por medio de su respuesta 

a impulso o, equivalentemente, por los coeficientes de la transformada discre­

ta de Fourier ( DFT ), dada por las ecuaciones ( v~ase la ref. 2 ): 



N-1 
H(k) • 1 

n•O 
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h e-j(2n/N)nk 
n 

¡ 
• • • ( 4.6 ) 

1 
••• ( 4. 7 . 1 

Se puede demos~rar ( v~ase la ref. 2 ) que la respuesta a la frecuencia H(eJW) l 
' de h(n) en términos de B(k) toma la forma: 

e-jw(N-1)/2 N-1 H{k)e-j(11k/N)sen(td't/2) 

N Jo senl<w/2) - nk/Nl 
••• ( 4.8 ) 

i 

::::::~~t:s~~:~::::t:::::ne~u:::::s0d: ~a~r;:pu~s::c:f~:e::e:::n~:a 
1

¡ 
frecuencia de muestreo, f

6
• corresponde a la unidad para T • 1 y·, por lo t.an­

• 211 ; V~ase el teorema de muestreo, pág. 13 ) • to, w
6 

( ~.8 ) especifica la re~puesta a la frecuencia del filtro! , Entonces, la ec. 

como una combinaci6n lineal de las muestras de la respuesta a la frecuencia, 

B(k), con funciones de interpolaci6n de la forma: 

S(w,k) -j ('ITk/N} sen(tlfl/2 ) 
• e senHw/2)-nk/N ••• ( 4.9 ) 

Es claro que los coeficientes h(n) pueden obtenerse, a partir de las muestras 

de la respuesta a la frecuencia B(k), por Qedio de la ecuaci6n 4.7 ). Sin 

ecbargo, ello no representa ninguna ventaja sobre la obtenci6n d~ h(n) a par­

tir de la transformada inversa de Fourier de H(ej~ y truncando la longitud 

de la secuencia reoultante' a un valor arbitrario. 

La tecnica de muestreo de fr~cuencia permite establecer criterios de opti­

mizaci6n, expresando Estos como funci6n de algunas muestras B(k) de la res­

puesta a la frecuencia, mismas q~e para tal efecto deben no estar especifica­

das. Esto es, oupOngase que se desea diseñar un filtro pasabajos ~on una pen­

diente de corte finita. Tambien, sup6ngaSe que en el intervalo de frecuencias 

que delim.ita'n la ·regi6n pasabanda y rechazabanda ( o de atenuaciiSn ) se en­

cuentran cuatro puntos de la respuesta a la frecuencia muestreada: 

w-

Si no se restringe la ubica-

ciiSn "de las muestras en la re-1 
· gi6n de •transici6n, bta puede~ 
optimi~arse para que se cum­

plan restricciones tales como 

~ximo ri~o. mfnima atenuación. 

1 
' 
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etc, utili~ando t~cnicas de programaci6n lineal • 

Estas t~cnicas resultan en filtros excelentes· los cuales, sin em."bargo, no re­

sultan óptimas en el sentido del problema de opt~i~aci6n de Chebyshev ( vEase 

la ref • 2 ) • Además, rCGuier'en de recursos de d)mputo cuya reali~aci6n resulta 

impr§ctica en el ~reo de un filtro programable. 

IV.l.3.- Filtros Óptimos ( Minfmax ) 

Si se considera el problema de diseño de un filtro FIR como un problema de 

_aproximaciGn de Chebishev, se pueden encontrar condiciones para las cuales es 

posible probar que la solución es óptima, esto es, que el.valor pico del error 

de aproximación sobre todo el intervalo de aproximación es minimo. Existen al­

goritmos para .resolver este tipo de problemas de aproximaci6n, resultando fil­

tros superiores a los obtenibles por los m~todos anteriores para un conjunto 

de especificaciones dado. Como en el caso anterior, la implementaci6n de estos 

algoritmos en el marco de un filtro programable resulta, por lo menos, imprác­

tica. Por otra parte, el tema se encuentra desarollado, incluyendo ej~plos de 

aplicaci6n y un progr~ para el diseño de filtros Hinimax, en la referencia 2 

por lo que no se desarollar¡ aquí • 

n-.2,- Dise:ño de Filtros FIR por técnicas "de ventana.-

Cot:lo se menci:mó ar.terio~te, la idea b¡sica de esté técn'ic:.a consiste en 

multiplicar una secuencia respuesta a impulso, h(n), de ur, nÚI:Iero infinito dE 

termino&, correspondient~ a la respuesta a la frecuepcia deseada, por otra s~­

cuencia. ~(n), finita: 

6(n) • h(nh;(n) ••• (4.10) 

donde v(n) se escoge de ~nera tal. que la secuencia resultante, fi(n),converja 
11 

mejor ••, en lo que a respuesta a la frecuencia se refiere, que la resultante 

poY simple tnmc.a.rníento, De hecho, el truncar uns. secuencia infinita, h(n), es 

equivalente a multiplicarla p~r una ventana ~(n) dada por la relación: 

{

1, 
-w{n) • 

O, 

0 t; D ( ~-1 

en caso contrario 
••• (4.11) 

Se dará, a continuaciiSc, un breve resumen de la teoria de ventanas con objeto 

de explicar los factores que intervienen para ·· mejorar 11 la convergencia de 

la respuesta a la frecuencia de la serie trunc"ada dada por la expresión ( 4.5 
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a una respuesta a la frecuencia deseada. 

Considérese la aproximaci6n, FN(t), a una funci6n periódica f(t) con per1odo 

2n, dada en tlrminos de la serie trigonométrica de Fourier: 

N 
I {e cos(nw t) 

n•O n o 

donde: 
1 • 

80 - 2~ 1 f(t)dt -· 
1 • 

• • J f(t}cos(nw
0
t)dt 

D -· 
~/ 

• 
b f (t) sen(nw 

0 
t) dt 

n -· 
Es posible expresar a Fri(t) • a

0
cos(aw

0
t) + b

0
een(nw

0
t). n > 1, 

en términos de f(t) substituyendo los valores para a
0 

y b
0

: 

D > 

F (t) • 
n 

. . 
! J f{T){cos(nw T)cos(nw t) 
To o o -· • • i J fh)cos{N-.'

0
(; - t)}d't -· 

••• (4.12) 

••. (4.13) 

Por lo tanto, la aproximaci6n FN(t) resu~ta, substituyendo ( 4.13) en ( ~.12 ): 

1 • 
FN(t) • ¡- f !(<){1 + 2cosw (T- t) + ••• + LcosN~ (<- t)}d~ 

Ti-¡, o . o 

Definiendo a 1 • 2cos~0(T- t) + ••• + 2cosN~0 (1 - t) - DN{~0 ~T 
resulta: 

t) J 

••• ( 4.14 ) 

Se puede verific...:·, haciendo el cambio de variable % ... L.·
0

(1 - t) que 

sen{(N + 1/2):.} 
sen{(l/2).%} ••• ( 4.15 

donde DN(z) recibe el nomhre de " Kernel de Dirichlet " ( véas~ 1.E referencia 

) . 
Observando la ec. ( 4.14 ) se tiene que FN(t) es de hecho la integral de una 

promediaci6n de los valores de f(t), "pesados" por un Kernel 2;. DK(z). Esto 

es, fN(t) es la imágen que S€ tiene de la función f(t) vista a través de una 
1 

" ventana" de.finida: por lñ func:~6n de peso 2;. DN(z). Lo anterior conduce a una 
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definici6n formal de ventana: 

Si f(t) y .g(t) son funciones periódicas, con pedodo 21i, tales que 

" g(t) • f G(t -t)f(t)dt ••• (4.16) -· 
entonces G(t) es la ventana a través de la cual g(t} vis&aliza a f(t}. 

De la expreai6n ( 4.16 

blea para una ventana: 

se desprenden las propiedades que resultan desea-

1.- G(t) deberá ser una función par, para tratar de manera igual a valores de 

f(*} a ambos lados de un punto dado, t
0

• 

2.- G(t) deber& integrar a la unidad: 

• f G(t)dt • 1 
-r.· 

para no alterar a f(t) si ésta es idénticamente igual a una constante. 

3.- Deberi estar concentrada lo más posible en deredor de t ~ O, con objeto 

de que g(t), p~ra un valer dado de t, refleje lo mejor posible el compor­

t~ento de f(r) en la vecindad de ese punto. 

De la grifica adjunta ( curva superior de la gr5fica 4.1 ) que corresponde al 

Kernel de Dirichler para ~ • ,U, se desprenden las m~didas más usuales para cali 

ficar la c.alida!! de una ventana: 

a.- Concentración de la ventana: 

El ancho del lóbulo-principal del Kernel 

b.- La relaci6n entre las amplitudes del lóbulo principal y el segundo l6bulo 

más grande • 

Para el.Kernel de Dirichlet resultan los siguientes valores (suponiendo valore~ 

para N grandes): 

Anchura del lóbulo prinCipal: 2n/(N + 1/2) • 4n/(2N ~ 1) 

Amplitud del lóbulo principal: 2N + 

15bulo secundario 
2N + 1 ( • 3T< ) Amplitud del mayor: 2T3ñ"" z 2N + 1 

Relaci6n entre 1., amplitudes anteriores: 2/3• • 0.21 

Claramente,.g(t} dada por la ecuaci6n ( 4.16) resulta una·pobre aproximaciOn a 

f(t). 

Considérese ahora la media aritmética? fN(t), de los primeros N t~rminos de 

la expansión en serie trigonométrica de Fourier de f(t): 



.,.,. 

·.·;. . -~, . 

.. .¡ 

-; 

• ~r. ··-. 
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2N + 1 • SI 

·:· ... 

1 

1 
1 
1- • 
1 
1 

. 1 
1 

1•.<•>1 --
IT.hll ___ _ 

\ 

Gdfica 4.1 

' \ 
' 
2• 
li 

-- .-
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••• (4.17) 

entonces Fli(t) es un poli~omio· arm6nico. de grado N, .y la secuencia FN(t) con­

verge unifo~mente a f(t) si f(t) es una función periódica continua ( véase la 

ref. 1 ). 

En t~~inos de los coeficientes de F~urier, la ec. ( ~.17 ) toma la forma: 

• •• (4.18) 

Y, substituyendo los valores de an y b0 dados por la ec. ( ~.12 ). se obtiene: 

t)}f(<)dT ••• (4.19) 

donde: 
sen{(N+l>fl 2 

1 ) 
&en~r:> 

••• (4.20) 

y z .- wo ("t - t) 

FN(z) dado eo la expresi6n ( ~.20 constituye el Kernel de Fejer, en honor al 

descubridor de tmo de' los prilileros métodos pare aproxiiDar • mediante coeficien­

tes de Fourier, con un polinomio armSnico una función continua. 

La aproximaci6n FN(t) de Fejer corresponde a observar a f(t) a través de la 
1 

ve~tana ln FN{w
0

(T t)}. En la gráfica 4.1 ( curva inferior ) se muesta este 

Kernel no~lizado a una amPlitud mlxima igual a 2N+l, N•40, para fines de co~ 

Paraci6n. La superioridad de e~ta ventana sobre el Kernel de Dirichlet es evi­

dente. S~ embargo, nótese el ancho mayor del 16bulo principal. Las implicaci~ 

nes relativas a la respuesta a la frecuencia se mencionarán más adelante. 

La medía de Tukey.-

Considérese la serie truncade de Fourier, F*N(t), dada por la relaci6n: 

••• ( 4.21) 

Se puede verificar, siguiendo el procedimiento ant~s empleado, que esta serie 

modificada estS dada por la ecuación: 

• 1 • J- D* lw (T -
211 N o -· t)-}f(T)dT 4.22 

donde D*N(%) es el Kernel de Dirichlet modificado dado por: 
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sen(l~z) 

1 
tan(-p:) 

Entonces, una manera de formar la apr~xim.ación -armónica a f(t) consiste en formar 

la media: 
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Es fácil verificar-que: 

( 4.27 

F T 1 F* (t) + ! F* (t + E¡ + ! F• (t '> 
N • 2_ N 4 N N 4 N - Ñ ••• ( ~.23 

) ¡.Esto es, vN(n) es la secuencia cuyo espestro de frecuencias corresponde a los 

1 Kernels previamente definidos ( Nótese que, aunque se ec?leó en todo el dese­

rollo anterior la _variable t, €sta puede poseer cualquier significado físico. 

Por otra parte, el problema consiste en aproximar una H(ejw) expresa~a en fo! 

ma de serie de Fouríer, esto es, una función de la frecuencia ). Por lo tanto 

wN(n) puede obtenerse a partir de la transformada inversa de Fourier: 

Y P*N(t) est« dado por: 

1i 1 1 
+ in*N{wo(t F<N(t) " f 2r. (i"•N{wo(T - t)} -· 
+ in* N {wo ('t 

• 1 
"f 2ñ TN{w0(T- t)}f(T)dl 

-~ 

1 1 1Tl 1T 
donde TN(z) • 2 D*~(z) + ¡ D*N(z +Ñ) + ¡ D*N(z- ¡) 

• - t) -¡; ) 

- t) +E 
4 

))f(T)dl 

••• ( ~.24 

y TN es el Kernel de Tukey, grafica~o en forma normalizada en la gr¡fica 4.1 

( curva inferior ). Este Kernel debe su origen s lBs caracteristicas insatísfacte 

rias del Kernel de Dirichlet, particularmente en lo referente a ls gran amplitud 

de sus lóbulos secundarios. Para 

desplazada de s~ mis~c. esto es, 

de Kernel6 posibles: 

reducir ésto~, se combina D*N(z) con una versi6r. 

con D*~(z ± Ñ). Lo anterior conduce a una clase 

'Ir-; (a)(z) • aD*¡.;h:) + t< 1- a){D*N(z-+ i"> + D*N(z- i}>l ·;· •• ( lt.25) 

1 • . 

2, J WN{w (<- t)!e3Wodw 
-n o 

••• ( 4. 28 

La tabla edjunta.enlista las ventanas ~s frecuentemente empleadas as! como 

sus caracter!sticas más sobresalientes. 

Para obtener la respuesta a le frecuencia de un filtro FIR diseñado por 

técnica de ventana. considerese nuevamente la ec. ( 4.10 ): 

fi(n) • h(n)v(n) 

Por el teorema de la convoluci6n¡ ~(ejw) estar6 dado por: 

~(ejw) • tB(ejt)w(ej ("'""t))dt 

• r W(ejt)H(ej (w-t) )dt ••• (4.29) 

donde o <a< 1. donde H(ej~) es ls reapuesta a la frecuencia deseada ( para ~~m ) y V(ej~) 
Existen otros Kernel& de importancia, tales cono la media de Lanczos y la de la respuesta a la frecuencia de la ventana empleada. Uc ejemplo de lo ante-

Parzen, que esc_apan al prop6sito de esta tesi.6. rior se encuentra graficado en ln fig. 2.2, en la cual aparece la respuesta 

Consid~rese el problema de definir una ventana de coeficientes w(n) relaciona- a la frecuencia de un filtro pasabajas ideal. convolucionado con la ventan~ 

da con alguno de los ~roels previamente mencionadoS. Pal-a ello~ se puede definir i rectangular ( Kernel de· Dirichlet ) • 

tma ~pro~~ión -"~nica a la func.i6n peri6dica f(t), de per!odo 2r. , con _venta- 1 En el caso particular de f~ltros pasabajos Y pa.sabanda, es claro que la 

na de coef1c1entes {wN(n), n • O, 1, •••• N) dada por el polinomio: 1 pendiente de corte ~s funci6n de las caracter1sticas de la ventana empleada, 

y, en particular, del snebo del 16bulo principal. En este sentido, una venta 

·' 

N 

L IIN(n) {a c-.os(w nt) + b sen(w nt)) 
- : 

na constituye un compromiso entre una disminuci6n en la pendiente de corte 

como precio para la obtención de un rizo menor, siendo este Gltimo funci6n 

de, principalmente~ la amplitud pico de los 16bulos secundarios de la venta-

FN ·~ (t) 
• N n•O no no 

••• (4,26) 

donde an Y bn son los coeficientes de_Fourier de la expansi6n trigonométrica de 

f (t). na. La tabla ·adjunta incluy~ un factor aproximado par el cual habrá que "mul­

tiplicar la pendiente de corte obtenidl! con la ventana rectangular ( véase 

tambien la ec. 2.95 ), para obtener una estimaci6n de la pendiente de corte 

obtenible con la ventana de que se trate.-

! . 



Ventana de coeficientes 

Set'ie de Pcuriet' truncada. 

n • O, 1, ... ' H 

Serie de Fcurier modificada, 

truncada, 

n • O, 1, ... . H 

Ml!!dia. de F~jer 
n 

WN(n) • 1 - N+l 

n .. O, 1, ... ' H 
v~ntana BaTtlett 

Hed h de Tukey 

1 "" WN(n} • ¡U +. cce(-¡;¡)} 

( v~ntana hannina ) 

Media de Tukey 

n •. 0.54 
nw 

WN(n) • 0.54 + 0,46 coa~ 

( ventana Hamning ) 

W{ejw) \11(0) 

' . 1 

DN(z:) 
aen{(n~)z:} 

2N + 1 ·---1-
aen<r:> 

D*N(z) 
al!!n(Nz} 2H • 1 
tan(p:} 

1 ae.n {(N+Hf} 
FN(z) • N+l { z 12 H + 1 

sen(2) 

TN(z) ·., l D* (z:} + ~* (%+ !) 
2 N ·4 H N 

1 " 
H 

+ 4D*u(z- ¡;¡) 

TN(z) • 0,54D*N(z) + 

0,23{D*N(z+ *) + D*N(z- *)} 
H 

Tabla 4.1 

Propiedades de algunas ventanas 

-----
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amplitud pi- Pendiente 
co d-e 16bulo de' corte 
aecundaTio ~DN{~) + 1 
{W(O) • 1} 

0.22 

0.10 

0.01) 1/Z 

~ 
~ 

O.OJ 1/2 

0,01 1/2 
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APE!<DICE I 

Influencia de la incertidumbre en el instante de 

muestreo sobre el espectro de una señal muestreada * 

Considérese el caso en el cual una señal .de banda licitada véase la pát;. 13, 

ec. 2.33 ) es convertida en una señal digital sin el concurso de un circuito mues 

creador, esto es, sup6ngase que el convertidor analógico - digital efectúa una 

conversiOn cada T seg. y requiere un tiempo 6 para efectuar la conversión, donde 

ó < T : 

kT (k+l)T tk+l 

T---1 

Entonces, el valor de la señal representado en forma digital corresponde al 

tiempo t ~ tk' donde tk es una variable aleatoria que posee una densidad ·probabi­

lbtica '+' en 6 

Se supondr¡ en lo subsecuente 

que todas las tk 'G son esta­

dísticamente independientes. 

El valor de la señal representado en forma digital y retenido después del tiempo 

t • kT + 6 es una variable aleatoria que puede ser exp_resada en la forma siguien-

* La solución a este proble~A se agradece al Dr. Jos~ Luis Farah.~investigador 

del Instituto de Investigacio~es en MBt~ticas Apli~a~as y Sistemas, U.N.A.M. 

t~: 

donde: 
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~(t) • I f(kT +. tk)ck(t) 
k~ 

f(kT + tk) • f(tll t•kT .,_ t Y. 
k 

ck(t) ; U{t-(kT+ó)J- U{t-{(k+I)T+6]) 

El valor medio de ~(t) está dado por la relación: 

6 
~(t) ; E~(t) - I { /_f(kT + s)w(s)dslck(t) 

k~ o 
6 

·Definamos F(t) - f f(t + s).¡.{s)ds 
o 

Entonces: 
~ 

'(t) • I F(kT)ck(t) 
k-

• • • ( 1 ) 

• • • ( 2 ) 

• • • (. 3 ) 

• • • ( 4 ) 

• • • ( 5 ) 

Pare obtener el espectro de frecuencias de V(t), consid~rese primero el espectro 

de F(t) : 

r<~> • t P(t)e-j~tdt • t - -
6 

f f(t 
o 

+ s)e-j~~(s)dsdt 

6 J J f(t + 6)1:!-jw(t+s)-*(s)ejt.osdsdt 

- o 
f6v<•>•j""t(w)ds 
o 

- f(~)~(~) • • • ( 6 ) 

Denotemos F(t) por la" convoluci6n" (f * ~)(t). 
De la expreei6n ( 6 ) ae desprende que, si ((w) est¡ limitada en bandn, F(w) 

tambien lo es independien~nte del espectro de W(t). 

Considérese ahora el espectro de ~(t) 

(k+l)T+6 -~t 
~(~) - f . .-J dt 

kT+ó 

l . (k+I)T+6 
• -.- e-JWtl . 

-J . kT+6 

• 
2 

e-jw(k.•t+6)e-jwT/2 sen(W'I'/2) 
~ 

• • • ( 1 ) 



- 107 -

El espectro de ~(t) toma la· forma: 

'(w) • r F(kT)Te-~w(kT+&).-jwT/2sinc(WT/2) 
k~ 

• Tsinc(WT/2)e-j (w/2)(T+26) iF(kT)e-jwkT 
~ 

• • • ( 8 ) 

Ahora bien, como F(t) es una funci6n de banda limitada, la sumatoria en la ec. 
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APENDICE II 

Un programa para el c!lculo de coeficie~tes 

empleando la veñtana h~ninS. 

Este Programa calcula los valores de la respuesta a impulso, b(n), para un filtro 

pasabanda dada por la ecuaci6n ( 5.5 ): 

1 fo2 
h(n) .. lntr [een(2ntr -f- ) -

• 
fol 

sen(2n11 -f­
s 

2nn ¡ )}{ 1 + coo(-¡¡-) 

( 8 ) representa la ~Tnansi6n en serie de Fourier. de F(w) ( véase tambien la pig. -r donde: 
10, ec. 2.25 ) y: 

iCw) • sinc(WT/2)e-j(w/2)(T+2ó)F(w) • • • ( 9 .> 

Y, por la ec. ( 6 ): 

9Cw) • sinc(WT/2)e-j(w/2)(T+2 ó)f(w)~(w) • • • ( 'lO ) 

La densidad probabilistica ~ de tk depende, desde luego, del tipo de conversi6n 

anal6gico- digital empleado ( rampa, aproximaci6n sucesiva etc.). Sin embargo, 

un caso p~or es claramente aquel en el cual la densidad probabiltstica es uní-

forme: 
... ( 11 ) 

Ee f'cil verificar que el espectro de ~ est( dado por: 

~(~) • oinc(wó/2)ejwó/2 
... ( 12 ) 

Substituyendo ( 12 ) en ( lO ) se obtiene es espectro buscado: 

~(w) •• -j(w/2)(T+6)sinc(WT/2)sinc(wó/2)f(w) ... ( 13 ) 

donde f(w) es el espectro de la señal original. 

W6tese que el efecto de la incertidumbre en el instante de muestreo ac mani­

fiesta en la magnituá del valor medio del espectro resultante como el factor: 

sinc(uii/2) ... ( 14 ) 

La evaluaci6n de este factor, para un tiempo de conversi6n y mlxtma frecuencia 

de la señal dados, perMite establecer si se requiere, o no, de un circuito mues­

treador - retenedor para un error aún admisible.-

i 

f o2 
frecuencia de corte alta 

f o! 
frecuencia de corte baja 

f frecuencia de muestreo y 
B 

N longitud de la secuencia 

respuesta a impulso 

Los valores calculados aon depositados en un arreglo pr~viamente especificado de 

la memoria de acuerdo con el siguiente formato: 

hn 

donde A y B son palabras de 8 bits. 

El bit aás significativo de A determina el signo de ~n• mientras que el bit 

j mSs significat:ivo de B sie!!lpre es cero·( esto es, B es una cantidAd siempre posi-

: tiva ). El programa calcula los coeficientes con una preciai6n de 15 bits y repr! 

oen~a el resultado en oo~aci6n complementa a dos en dós ubicaciones contiguas de 

la memoria, A precediendo a B. 

El programa est' escrito en BASIC 5 ( una versi6n de BASIC de Processor Techno­

logy, lnc. ) y consu de un progrGDa principal y tres subrutinas, dos de ellas es­

critas en lenguaje ensamblador del micr~procesador 8080. 

El programa considera que N • 511 y requiere de las siguient:es entradas: 

fo2 

fol 

f 
S 

Los resultados son depositados en un arreglo de 1024 palabras a partir de la ubica 

ci6n 45056 ( BOOO en hexadecimal ) de la memoria. 

10 DIM 8(255) ,Especifica un arreglo lineal de 256 valores 

15 INPUT 11 CUAL ES LA FREcUENCIA DE MUESTREO ? 11 FO 
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20 D1PUI " LA PIIECUENCIA DE C0J:TE PASALTOS t "F2 

25 INPUT " U. l'REC1JERC::IA· DE alltt'E PA.SABJJOS T "Fl 215 D:CALL(45065) 

2 20 ll1:rUJlH 30 B-CALL(4}056) , lnicialiu d arreglo o nivel d.e lenguaje de 

40 81•512 

45 B2•IBT(Bl-l)/2) 

SO P2•2*3.1415926 

55 Cl•lltro 

60 cz-ntro 
65 B(0)•2*(Fl-r2)/FO· 

70 lPOJ. 11-1 'rO 112 

75 Pl-PZ*II 

.Squi.zi:a ( aubrutina " Inicialiu.ciiSn ") 

, Por.& entero iamedia~ aeDOr.de (Rl-1)/2 

, hUM: ..alor da 21' 

, DafiDe cociente f
02

/f
0 

• DefiDe cociente rol/f. 
t C&lcul.a Yalor de b0 · 

215 1!11!> 

SubrutirLa "1Dieiali&aci6a." ¡ 

D,OOCl UI B, OMOOH 

11003 II!Lil APIJll 

11006 IIEt 

80 B(5)•((SID(Cl*PJ)-5IR(C2*PJ))/P3*(l+OOS(PJ/Bl) 
. 11007 

1 11009 

1pal al -- : liOOC 

85 IIUT 11 

90 ""' I•l "rO m 
95 S-B(B2-l+l) 

1 00 COSllll :tOO 

105 I1Ut 1 

110 ""' loO 'rO 1'12 

liS Xooll(l) 

120 COSIJD 200 

125 li!XT 1 

1:10:1-o 

135 COSUB 200 

140 S'rOP 

200 Y•IRT(X*32768) 

baota 11 . , CalculA valon10 bn pan ~ 1 

lor obt~o cm al paao 45 11100!> 
, lapita el la&o BOOE 

, Bc.liota va.loru •bl!crieoe BOOf JltPJ A,B 

do h(o) 11010 IW. 

Lla:aa euhratina .,o111&to" praa .l.a priaeu a.:iud - DOll J1W K,A 

de loo 'ftlor .. 48 b(n) 

, UJms 11ubrut:ln.a. RJ'onato" para 111 cllgUil4a aitod 

do loa valo<eo do h (o) 

, J'ij¡¡ ral Vnlor 1!1+ 1 ( 512 ) cm eera> 

, U.aaa IIUbntina " Por=ato " 

15 ·- i , Hultipliea loe valores de bn" por 2 y t.nme.a. .u1 

1 
trac'ci& 

IIOU 1111 B 

aou I!ID'i' ~e 

8014 AlU A 

11015 IWl 

llo016 SOY !!,A 

11011 m a 
1'10 18 8IIU> APUII 

1101! l1lll 

205 IF X<O 1BEN Y•65536+IBT(X*32768) i 

210 B-AIIG('r) 

1 
, Si ol reou.lt.Ado u De:Dor a cero, tocu el ecaple- 1 ...... 
, Deposita reoultado en ~1 regiatro JC del 8080 
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Llana oubrutina "converai6o11 

\ 

1 lnid.Alba apunt.ador al Srea c!e c!Atoa ( B-400 -) 

• ltat.a cnabrutúa.a cu;prua lo• YDloru hll cm el for­

aato ante• d&U.n14o y depo•ita loa ro.sulto.doa: ct11 

al &lru de 4atoe a. partir de l4 ubic.oei&n B400a 
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6.3 PROGRAMAS.DE DISEÑO 

Un diagrama de flujo qUe podrta e~plearse para la ~rograma­
ción en computadora de todas las rutinas de cálculo para 
dise~ar un filtro activo se muestra ~n la figura 6.3.1. 

e 1 NHIA ) 
1 

/ ESPEClflCBClON DE DISE~C, 
TlPD DE AFIROXIMRC!DN '{ 

CONFIG URRCION 
l 

D ETERMlNRClUN DEl ORDEN 
P.EilUERIDO PARfLiR PLRN11LLA 

PR5~~~JR5 RSiltLRDR 
~ 

RLITINADE CALCULO DE POL.OS 
Y CEROS CORRESPONDIENTES 

Y MRPEO DE LOS MISI"'\05 

ESPECIFICRCION EN CASO 
NE(ESRRlD DE LA ETAPA 

CE ?Rli'iénUí:,pc;N 

ESPECIFJCRCION DE FRCTORE S 
CURDf\RTI CDS Y DES ND?.i'\RUlR[ IIJN 

l : L, P 

-9 
SU~RUTINR DE GRAF1CACIDN 

1 OE.LH [OHFlGURRCIDN ESCOGIDA 

ESPEtiFICRC ION DE [RPACITO RES jl 
Y (f\LCULO t>E lHS RE.SiSlEN!:ll\5 P.S!J[1Rtlc.5 

.:t... 
uv 'WAL.Q~¡ 

Dt)TIW.&t1Q6 
'Tlb"·r:'w"";:' 

' SI 

1 ) 

5UBRU1'Illll D~J 
SINTDNlifl[ID~ 

~· " " .. 
. -. 

... 
• IMPI\ESID"' DE J 

l\E6Ut',e.N , 

Fig. 6.3.1 Diagrama de flujo básico pi~a di~e~ar 
filtros activos. 

., -. '• ~ 

: .. 



., 

A continuación se mues~ran los listados de programas escritos 
en lenguaje BASIC, ~edi~pte los cuales se pueden diseHa~ fil-

. ' . . . . . . 
tros activos paso-bajas,· pas~-altas J paso-band~. baj~ las 
aproxi~aciones de Butterworth y Chebyshev. Se incluye· tambi~~ 
un programa que calcula los coeficientes de la f~nci9n de 
transfere.ncia factori zada de: un filtro el iptico' paso-bajas •. 

... . 

.· .. 

. -



1~ R::M PROG·RN~AS Pt\flA <oL CALC'JL(> DC ::-rLTiK•S PASA BAJAS PE. TH•OS" 
¡5 RCh BUTTERWOR7H Y CHC?YSHCV 
·:0 n r ¡~: f\ t. ·: ~ ;, , 3 e:-~ :1 ¡ , :l : < 'i. ¡; ; , r,·..:: < .5 ~ > _, :, r ·. ~en , ~· e l ~ i , M e ~ .;, > , L_ .: !. ~ r .. R:J· ( 5 ~n , e 1 ( S 0 > , ::: ~ ~· -~ 
~ D!M C(~;:>,FR<50),GMC5~)~YU<5C),LGC8Z),RGCQ~),GYtC~> . 

. 42l c:.._s 
'"-"'S el Ft)R !M::;;5 TI:.. 65 

60 ?~:>..:7ú.l(:.t,-¡r1>,c:-;Ri<lS:Zl> 

7~ IF !~>~5- THEN 1~~ 

a~ P~:~T@C2!IMI,C~~SI15~1 

9~ IF IM>2C THCN 11e 
~~~ ~RINTDC4,IMI 1 CHR$11501 
1 1 10 w.:xr Ht ·. 
12~ FOR INL:l TO ~ STEP -1 
13~ PRINT~IIN,51,CHR$(148) 

l'm lF IN<2 THEN 18~ 

1 é.J?) 

1 ~fz 

lC~ 

~nrNT~':"J(:~:,::s), t:ríR$_(1'.-B> 
IF IN.<9 T~~r.:.:~~ !8Z 
?R:NT~:IN,4~¡,Ci1RSC1481 

!·IEXT ·'!N 
lS'C FOR !Pm40 TO 62 
_:¡¿;z ::.r<r-:-~7@C9, i?>,'G:-i .. <~li<l5~> 
210 NC::XT IP. 
2~0 PRINTSI11,2SI,CHl~ll401 

2Je PRINTai9,4101,CHR51140) 
:.:::lt~ ?R!!-~T,·¿~.!. !. 1 5), CHP ... O:( !'~X) 

2~~ PRINTQI11 1 4~1 1 C~R$(140) 
26Z ~R:~JT~(2,S),C~f~~(l4·~) 

(l PG'IhiT;;¡(Lt, 5), CHR~t( l40J 
_¿~~ ?n~.-·IT·:.·,<::,~-. ."_j¡,.::-·L~$(!4el; 
~~~ ?~:~T~c~,2~1,CHR${:291:?R:NT@I5,2ZI,CHRSI1311•PRINT~I5,231,CHR$115el 

'--:¡¡:¡; f'n¡·rnG. (!j, :;_1, 1, CH¡:<'f.( ¡ji2JI: ró\If',;Tiil(:), 2:51, CHR'Z < 14:zll: ?RINT.:liC::i, 211, CHR$( 1511:1 
JI~ PR!NT8(5,22l,CHR~Il:~l:?RlNTQCl1 1 2~1,CHR$(!3211?RINTiilC12 1 2:zii 1 "F~~ 
32~ PRlNT@C0,2J,''IG<Jw>Idb'1 

3~t~ PR:~TB<l~,~5),''Fp'' 

3,~~ PRil~T~Cl2,L~),''FsH 

35~ t)~~~.JTé)Ctt,.-!:.7~, '':=" 
36~ PRINT@<2,3>,•'M'' 
37~ P~INT~·<4,3>, "·~·· 
38( P~:~!~2(~)3C4 ,··~·· 
J~~ ~C•R L7.;·3 ~(· S 
. ~~~-.. P~(~NT@<L-:-,32> 1 Ci·:F~·!·( !'+9·)' 

·" ·.;.;:::-\T :_ T 
Jt.2C' ílR7:>.1T:_.(::::,3::::i, C~iH~~-< 131-::) 
·.·::., ::-:··i.!~-.1"'!";)(:/, :_:·.::;::, :~- \•1•C !.::!3) 

·t· • ~-· :,-, ~: :·.~ 7 ·~ ·: '3 , 2 ~ ; , " Pe~ t"J a 

.- -· ~ ¡ S - N 0" .. , _ .. ~ 

S" 
-tu.-.. P~:NT''?~.~~~ ~;.~AS !UTT~R~¡)~7~: V ~~23'~~~~" 

PR:~~"~7 \;. ~ c;~:-CU~AR U~~ ~~L~R1~1 !U~7~R~(•RTH 

': 1 

G PR2'\.T"~C:.:;..:-:· .. :.:1\.r .. :•F.:~~- LA Cl::;"'¡.::-l..'TAD 1)r\,; LO .~:DA,l.US DAT( ... S ?ER":'"INEN.:C:~~ '' 
·J~J .·)~,¡;\¡JJ: 1~:, .. ---:::' 

\,_.~ JC : N::'U7 "~.~'\•.:' .. .: ·-u¡; ::·E~ ;:: ! Z(l EN DEC! E-CLES ( RCb >" l RW·: GOSUB '!~ZZ 

~~: - ~~:-3 -~~!·~ ::7~ 

.. 



6 t:i'l 
6 "':·?1 P ;:J.: ~~T D < 1 .::, e) , · 

• 
• 

·. 
IZ 

'5'4C 

.... ,.,, . .,., ;:'·;ci"''E''C'I ... ,.,. ''F1'-A LA "A"IiA p·c·AN"'" (-.~¡ .,. .. · "'"~TZ"'F'' ·•···./• .r.-~u ,.¡ ..,\ .(v- -- .,, ~ , . .,_ P'Q ·- r ......... •1-~ 1 '"" 

C•::-:-.:J 6C~ 

P .71:.: :·~'7' ~ ( ~, ! '1 :. , CH R $ ( ~ :!6) : P R! NT~ ( 4 , 1 1 ) , CHR$ <-138) s P ~: NT •» ( ~ 1 1 ~ l , .. R d b..:::" ; ~-.. ; 

~RINT~<t:.~>~ ~ u 

b7~ ¡;~~IJT"=R~C~C~C:A QUE LIMITA LA ~ANDA DE 0SCI~ACION EN 1 E~TZ CF~I·;~G 
6·3~ Ir~ FH~~e Tl .,¡:;~~ 7! ~ 
69Z ?RINT~(3,~~l,''F~~·;FO 
7:~~. G(,¡c:l 7:C 
7L~ ~J~;~7~C3 1 ~~) 1 "Fp=h;FO 
7 ~(1) G<:>SUE 5::C:IZl 

73Ql :¡..,pu¡ " r-R.:Ci..:;:::~CIA (..¡UE !~J:CIA LA :lA;\.CA :;: SUPMS:5I:)N tFs)Et\. ·-~::::;r":"":""~ i~ 
7~~ IF r<~~·o THEN 515~ 

7 ' ., 
~"' 

PR:~T~c~,4~),"~·~=·'iF 

GOSU)3 5 .:.:0~ 
777; ~~· .. ?ÚT" 
) u ; G 

PERDIDA EN DECI3~~ES EN tA BA~QA DE T~A~S!C::. C?d~ 

730 ~R~~T~C7,~-~) 1 ''?Jb~'';G 
7?~ G•tiZ)A(-(G/2~11 

8Z0 E?•S~~C1~A(RW/1ZI-11 
.Si~~ S:.:.;F/:;:'(J 

a~~ :F ~w~-z TH~~J 101~ 

93;; CCCI.;,I 
eo¡¡¡ C<li,,S 
O~~ ~A~l~S,~RCt-CEP*S)A2) 

P.6~~ . ., 
"' .._ 

11<32 

I F Gt\ ,.-~~ 7~EN 
N':""i 

GOT·O' '76'il 

89<:1 

G~2 FOR J:=2 T0 5~ 
9~~ CCJt>~2~S~CCJ1-1)-C(~1-2> 
91¡: GA•l/SQRCl•IEP•C<Jl/1•2¡ 
9~= 1~ ~A~G THEN ~4~ 
93i11 G<)HJ 95ii: 
940 \lE"XT .Jl 
95(01 N~Jl 
~~~ ~C t_•·:~(SQ1((l·'~P~A~-l)+t!~?~/~ 

97~ AD~tE~?(AC)•EX?<-AC)'/2 
Q8.t.'l ;: l ;._:.i\D·A-.'":'(: 

~?~ nnrNT~<4,40>,"~P~~;F! 

t ~~~": ~(J/0 1 ~~S~ 

1 e!~' 
! ::'1.:21 

1 ... ~ ..... ........... 

1:• .. ": Í 1 / \~) A..::.--::_ 
.'!: --~- ~~ • ~L.:. G \ 11' : i_OG (S ) ~ 

! F .~:I ~:. ~~ 1 T:-;CN l ~5 .J 

Ci ¡) -:- ::\ -~ ll ;_~ ·7] 

r.:;;.;~.:..: 

G07jl.i3 '3 .:::::~ 
_r :-..;_~u-:-- .. ,. ... n-~ 

' _.' I.J 

• '"I'I"'T'"' 
l 4. ' ... 

FVC\ .. '·)., .;7:.; 

'ZJ ~~ ~~=~~ 7H~~ 1:2a 
. l:! r·,¡fl•.·7" SI \1.) L:: s:,::·:::;•· .. -.c.~ LO¡ "':";;:r:~.J";:\. ":~A 

CUAL•~\..': ~ :1 '-~ :· RtJ 
·- . ..;~~:'. .., ·.'J 

't , ... :1 ::: N> 1 "'").~:·:~ ~ ~ 7~ 

~ l'."·~~ r·:. 

......... - ....... , 
.... ~. ··- t\ ·• 

. 
~E~--1 ;;0~~-s: 

·, , ,,. 

. .. 
~ . ' 

' J :. :' ;: ... : 
. r . 

; F .:i \ · ¡;::c ... ~:: l l 



1::.;, GO"'!"O.l7:~~ ._.,, ::1;.-.tf:!~·~~··· • .., 
: 177; ~~."vT' '·'AC.t• .:.:;n::t,ER u:~ EOGC.UEJQ DE L.A MAGNITUD PC: LA .;;'ii;;SPLIESTA EN Fil;zr:u¡;;:-.¡,~ 
IA 

1
CL:: .. r:r _ '"C<(I -=::cL.CC < 1 ¡, C~' (¡";';:;t) •:ASt) 7C:::Ci..EE CUI'L.(~UIER Oi!W 'NUMS:RO" ;l!.A 

• :S'J .o..- .:·~ .... -H:::¡·..¡ 167~ 

... ~. '7Z IF ~~=~ THt::t·-1 1490 
- . .-"'A 
·~~'"" ··--· 

-~1~ f'~R ~~~: 7.) 79 
:z:~ ~7~JL/~~:~{~):W7 

1:30 F0R ~r~~: T1:1 ~ 

!.::•1'.J ~:c ... ·r<:,; .. =:.::·<~:~.~~ ... -.:c.:r\-t J-:CCJ"i(-2) 
125 2: ~:ex: .. n< 
:~~.~ GY~l~/S·~~Ci+<~P*CCN))A2) 

1~7~ LGIJ~;s:~-~y 

~~]~") ':'t(.JLi .. ;:¡y 'il'{',l 

;~9~ RGIJL.l•CL.GIJLl+l)\1 
:.'"!~~ ·;.~:~~<-~ jl,_ 

:31~ ron J~~1 ro 79 
¡'3·:::: ::::- ;:;'G(,J:-:'i :-::!~ -HS~J ZA~·~2J :GOTO 1:360 
t33Z F:)R J:~~tz TI)· RG<JF> ~TEP -1 
IJ4P PRINTSCJM,JFl,CHR$(148) 
13'3Z ~CX7 ~M:7~~RC<JFJ-1 

• • SY (,J¡:· 1 :.-, 1 TH::::t-J 'l4 7QJ 
r ¡:- CY ( JF j -: :.; • 2 THEN ¡ 420 

1 Jt~~ 
l~9C 

rr 
¡ ;-: 

r= 

6'1 ~ ..;;":'; ' . 
GY(Jf'"; :..: ~::. 

G'-1 ~.Ji-:· .... 

~, THf::;\1 :43~ 
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4240 PRINT~(M+l,JloCHR~<!SIZll. 
tt25~ NEXT J 
426Z F0R J=L-1 Tv L+1 
427Z PRI:•;-;-.:HM·:·!, .. :>, CHR:i( 152> 
428(1; t-:EXT J 
42912l PRINT@CM+2 1 Ll 1 CHR~Cl5~l 

430121 PRINTtiiCM+1,Llo CI·!FaC l5Cl 
43!12l PRINT@CM,Ll 1 CHR$1158l 
~320 PRINT~Cl0 1 73l,CHRSC15~l 
433~ ?~I~TaC1~,74:,•o" 

4340 PR!NTac10,1ls"c" 
435C !F TS•"flM" THEN 49212l 
<t360 L~T 
437~ ?RINTBC13,491,"R2" 
43812l PRINTtiiC4,43l 1 "R1" 
~~390 F~lNT~C8,9),uC1• 

4412ll2l PR!NT&c8,312ll,"C2" 
441~ PRINT~(l,~S;,•E7APA•¡~~·~aM·¡E~ 

4420 PRINT@I14 1 3) 1 "A•";A(L) 
:"'"322 :_,nr~7z,c 16,3), "?.:r.• ¡'?.(L)' 
••4412l PRINTál<l7 1 3l,"Fr=•;FRCLÍ :'' 
•t4JI2l ?RINT@(18 1 3> 1 "IG<Fr>I~b•";GMCL) 
4460 Gi)T(• 21 !3t'! 
'>4 712l M'-"M ero 
'--4Ct:-: L.:=LC:·\) 
<o4<;1iJ i\l~c~; 

<,512)kJ L=L•'• 
•• :31 ~ t<~2 

L3~~ FOR J•L TO L•5'STEg 2 -~ 
433~ :"='IJR :=:M-~\ TI) .":+~< 

454~ PRINT@c:,Jl,CA~sctSDl .. .,. . 
! j ~ 

455tl 
4560 
:1-57~ 

?~:NT~r:,J+t~.c~~~~:13~l 

?RI1'-:T~<~-:-~,J+! ),.:Hi\$( 12~) :~-~~ 
?~!('~T,:"¡(:·~+f\, J+!), CH::C·t ( 1:!0:\ 

46C~ ~::x: .J 

46~~ P~INT&I~ 1 ~•5loCHR$Cl5QI 
~é,JO ?~!~T~C~+=,~-~) 1 "-~~ 

46~~ rOR L!=L-4 70 L-·l 
\6J~ PRIN7itM-~,_¡),C~R$(\~~) 

4-67~ 1\:r::Xí '_.! 
~6~~ PR!NT~CM 1 _t_+l),~Aou 

·o·7.) ,·.,,;:~.·:-::Jt:Vt-; .~ .. -~·, ~, ~~> :"1-~~ ~::;;, 

,·,·, 
~: 

'·"'··· 
'!-~'·!'}. 

' ' 
':.' 

, .. ¡· 



J 

. 

'-· 

4700 PRINT@CM,L-41,CHR$(1341 
4710 PRI~T~CM,L-J),'' • 
4720 PR~PTólCM,L-21," " 
4 7J~n P ~:¡:';-.;-;-a e M, L -1 > , .. " 

4740 
475:.l 
4760 
477lJ 
4780 

. 479'21 
461Z121 
48li21. 
40::121 
483(?) 
48411l 
48S:l 
4860 
48712l 
488:21 
4391/l 
491210 
4 9l!il 
4920 
493(?J 
4941<l 

PRIN7@CM~1,L-4l,CHR$Cl20l 

PR Hf:"@ C M~-.1, L-4 l, CHR$ C 1:58 l 
M=M+3 
L=L-4 
FOR J;L-3 TO L+3 
PRHn;;;:M,JI, CH:l'l>( 1521 
1\!EXT'J 
FOR J=L-2 TO.L+2 
.;>~!NT01~+1,JI,CHR$Cl~01 

NEXT "1 

FOR JooL-1 TO L+l 
?R:N:.:c;•!+t·, ~¡, C:HK'laC !.e:!~) 
NE"XT J 
?RI~TSIM+2 1 LI 1 CHR$C1501 
PRINTBCM+l,LI,CtlR$11501 
P~INT&CM,LI,CH~$11581 

M 1 :t( 1 .. 1 

GOTO 315~ 
LcT 
?RINTmC~,301,"ETAFA"iLi"d~"iET 

PRINTOil3,31, "A'' 
49:•0, PHINTéll'·• 1 l 1 AIL) 
496~ PR!NTQC5,3>,~B" 

nRINT@I6,'11 1 BCLl 
PRINT@C7,4l 1 "Fr~ 
PRINT@C8,1l,FRILI 
PRINT@C14,11,"IGIFrlidb" 

497(?J 
4.981il 
lt99<l 

5121<:121 
S:Z:ll 

·s:z::::c: 
:5~30 

5i2)4Z 
505ZJ 
5~60 

5072) 
5:D8~ 

~~e¡~ 

5:C.:: 
'!"' 1 • ;11 
.;J .. ·~ 

. s1 :::e 
513~ 

514121 
~l!:Z 
;e~ 

5!6<l 
5l711l 
:;te·:~ 

:;) R ! !';T.] ( ! 5 , 1 > , St1 ( ,_ } 
rRI~T@(l~,9),''C2'' 

?~INT~Ct2 1 3~),''C2" 
PRINT@(5 1 43l,"C:" 
?RI~T~C13,:~>,''R~" 

P~H~7ü:C17,612:1, "Rl" 
GC•TO ·.:;:¡t," 
l?ñ~N.i@ C :.~::,3:::>, "=- 11

; ·::2<L> 
~"~~= ... ~~acs, .... ·rs>, "=" ;ClCL> 
.PR:~~~(¡3,~6> 1 R2(~) 
~~:~-~(:3,~5)·,"~" 

P~ I N7 ;J e : 7, ¿ ~ i , .. =" , R! C L' 
:,;;:: ... ;r.J ~ t9, s)," 

C~li(• ::':! :t~ 

Gc..Yro .;.~ 

Füfl I~~3 "':"O :~ 

·?~¡'fíG~ !, ~:," 

" 

~~m~ P~I~~~CL~.~)," ~ 

521C R::::Ti.ii'lN 

·' 

1 . ; ;· 

'. 
. .... 
• ·~· ::.¡ 

•,_ .. ' 
·'"~:~~~ 

:! --' 

1' 

'1: 

'• . ··~·. -, 

. ' . ~ ,., 

' . ; f~ • 
., ;;t-t 

.r ... 

~t:, ... ~·. 
. !' . ; . 

'· 



1 
' :-?:::""! l~ 

!-5 REI~ 

2:11 ;j_¡ !Y: 

"1121 D.ll1 

?PGGAAMA PARA ~~ ~A~CU~O -:e -~-:.L~'OS :PA5~ BANDA nE ·~tPO~ 
.. B0TEAWORTij Y CHEE'f~HCV 

'A c·t ., · - ( - ,. l R · < ' ., . "~ (- •• l . • · -""' - ' 1 "' '1 ' "'' ' ( . • . . .. .., . ·- ~ . - ' < •. ' .~.u, 1 .: _:-....J t .. _.;u? t '"'•· ,;J"- .•''•• • ~·...,l.t':'' ""'1 ,:•,. •6!1tL.- -•""1.1 ~~;...~ ..... , s ....... ;., 

C c·s;: l , ;:n < SZ 1 , GG ( 52l l, YU (S lo':.: ,.L.C.l.Ge l ,,R(H C2>l, GY <C~), E<d 51Z l, 7\.:.< 5121 l . . 
'! ~LS 

.... e F<jR I t-:=5 T(.. 65 
6~ ?RI~T~<:l,:~l,.C~~:L<15Z) 

' 7~ ¡F ~:~.(-::5 Tr<i:r-.; :.52 
52 IF !M>~4 THE~ 150 
9~ PRINT~f2,:~l,CH~S(150l 

10111 '¡F'.'¡M¡:UtS 7HE:'ol 150 
1~111 ~R!NT~I4 1 44l¡CHRS<1=8> · .. 
1~3 PRINT~:tt,•41 1 CH1S.Cl32.1 
13~ ~~:NT~f~2 .• 44),''Fa·· 
1,~ PRiNT~i4,IMI,CH~~(15IZII 

1 s 2 M?. ·n : :-< 
16~ FOR lN•ll TO 121 5T3P -! 

' 17;.~ PR:r-.;T@( IN,Si, Ct1R$~ 148) 
18K :F IN(? r~E~ 24121 
19tl Pf'III\I;ü.c :N, 4 .. ), CHR$.( 14¡j) 
~2~ P~Ii~T&CI~,l~>.1·C~~~$(!~0) 
21111 IF IN(9 THEN 24C 
~~a pRtNT~(IN.,:6l,CH~$(143~ 
23~ FRINTQ<IN,S4l,CHR~(l48) 

::40 NEXT :~J 

~5~ ~bR I·P=6 TO 16 
:;6Z ~R!NTacry,I~l,CHR$(1~~) 
27C PRINT~<9, !P+48l 1 CHR$(1501 
,;fi~ ·¡-;i:::LT :p 

i'''''7~ PRHJT,:Oll1 1 251, CHR<I>C 14QI 
~;;,¡¡; PRc:·n,¡¡c'f, 16l, .: . .;ns( 13::1 
310 PR!N~aC11,:1,CHRS(l4~l 
~2~ PRIN;~Ill 1 44l 1 CHR.il4~1 
33~ ?R:~~~~c~,44),CHR$(·l32) 

.:34~ ?R:N7~-C2, ::s), C:·iR$C 13.2). 
:l~C PriN7919,5l,.:HR$(¡4¡¡;l 
3~~ PRi~T~(~,~l,''l3(jw)!d~· 

37~ PRINTSC12,:51,"Fsi" 

.. ~~: ~~~r_>:T::l\ 1.::, :.:";,":=-.pi" 
4~Z P~~~T:;~,54) 1 C~~$C13:> 
4~~ ~R"~iTD(l!,!6) 1 C~~$(l4~) 
430 P~INT2(1:,5~),CHR!:.C!4~) 
~~= ?R:~T~:1:,~7~ 1 ''F» 

45~ rrr!"~7.5l<,.:., .:.::: '"1'1'' 
.:.~o~ ?,, :.'~~r .. ~: ~. :J :·a 'Cl

11 

4 7 ~ FR.: N7i -':'~; ~, .:. ~ > , " ~ '' 
48~ ?R!··~iT'~~?,:;:,, "C" :=(·R :·J~:J ,.0 S 
490 ~RINT~r:U:~9),:hR~C:49> 
se:::: .' .. 2XT !·u 
s1~ .::~r:;.::-~-:-¿:·,·~:,.:.~·,,.c;'R.P.f!3_.:: 

S2~ ?:iiNTaí9,~~~,:~~~,!~3) 
:y:~ t-"F:Niic;~.(o:;, __ .,~, · ~d:;" 

\:.:\' .;e: 
""'- ,,-- . ! • ~~ l "H R ' , -~ •\ ... ...:;1•1•:.. .. ~ a.·-··.r ,l,; ,~l(a~'_;) 

~ r\ : ~ .. :-;"' .. ::-.., ( : : 1 •·• !3 ) 1 ' r. ,;a i ., 
P~:t':J'.:;·~ :-..·., J•? ·. ··,- .'.:.. 

!""""-. 

1 .:.::¡·. '·. 



6ZZ ?R:NTE~11,42l,CHR~(l32) 
610 PRIN7~<11,J·~~~~HR$C!32) 
Q::;:2! ?RI;~-:'"ó.C~.t.:.,-34), ··::-o"" 

32 ?R:NT~I111911"? ~A N 7 I L ~A 0 E O! S E N 0" 
-Q4t': ?R':·>~TQ; C 2), :.1 ; 1 '' _ .. 

65::: PRI;·:Téiil 13,<:1 1 ''::STE: ?ROGRM'IA ES UN AUXI:..lAR E'~ C::L .CALCULO wo:;. 

S" 
66~ ,,,:¡ I NT" 0 -'< 0': -, 2.M.·OA :'.UTTERWO,,TH '(. c¡..;:;:¡;y;;~EV. " 
67e I'R!"'~T .. S: v; ... A CALCULAR UN F::...7RO. :UT~ERWORTH ":"ECL..i!En 

'~ ~- . 
682: rs~;-¡¡··c=:·J·.) D:ZC!!:~L2:S ;:tAñA :E:L :tiZC•.•'" ··. 
692 PR:NT'TEC:..EE CONFOR~E LA COMPUTADORA LO PIDA,LOS DATOS~PERT:NENTE3-" 
703 :NPUT" MAGNITUD O~~ RIZO EN CECra,LES IRdbl";~~ 

71e IE RW=0 THEN 832 
723 !F RW>3 Tn~N 790 
73~ IF RW(0 THEN 7?~ 

FRC:CUE::N.: I A <~l!E LIMITA 
"!~·;\'.' 

I :-.iF:O:iU ,;,;:¡MENTE:' LA BAt-:tA _!)~ VS C! ~.4 C I 1),\ 

HERTZ" ;FO:: '· 

'· 

• 

773 IN~UT'' Fi'::cuc:::-.JCi,", QU:! LIMITA SUF~R!.:l"i"':EN"':';!¡ ~A J~NOI"· O~ 03C!~~CIO~ ·.:=-a.=:.. ;::~ 

HERTZ";ro:rF F0<mFC THEN 55~~ 
78<l FC.•S<~il(FC•.""Ol :GOSIJ'3 !i6601:00TO 900 
79~ Gt:,S'J~ 5 66C: 

80Z I<\?:.JT"MAG'·;;TTJ::> NO USUAL ?ARA :::L RIZO, TECL.ZE. CUALI'lU:E~ N\.iMI::;¡Q" ;BIJ 
8~0 GOSUB 5662 
8:::~ Gí)TI) ~~~ 
P3~ FO~ 7H•~9 TO 4~:PRINT@(4,IHll" ":N€~T IHIPRtNTa<t1,4~l,C~R.I150l:=~¡N7~ 

·,_ j9 ~ 1 " " ' P R. l :--;-;- ¡¡, 1 ~ ~ 1 ~-~9 > 1 CHR$ < 150 l a PA! NT ~ 1 1 Z, ::.el i • ·. • 
6'•1i1 ,-=>:HNTéll4, .:::ll," · ":P,'l!NT.Jl( te,~), • • 

1 
.¡ ,, 

t.AIBAt.OA 
" ; te . . 

·:.: ., . 
éJ7~ !:·.:PUT 11 

"; Ff) 

F;;~CUE'lr.IA QIJS: L!MITA SUPF.R:t):i.'IENT~ t.A DA,NO/o ?ASI·.,T"E 
::;1-

eBJ FC~3Qil1FC•FOI 
09Z. r:;,:.·.:u~ 566:. 

. ·-- --r::.:.· • 

. :· ,, -·· :-~~=-. 

'le? :~~J~ "FR~CUE~CIA Q~E LIMI~~ SUPE~zcq~ENT~ LA CANOA OE ~U?RESION :Fs~l ~~ 
r.;E;,¡z ·· ;F 
9~.: \.'":<.· .• c-.,..'~. 5~.6~ 

9:~ Ir· ~--.·=~,) -,J~~~ s~~e 

~~~ r;~ ~~--~ --~N ~~0 

?4:) ;·:~:·:\7¿~J,S~) 1 ''~a5~"iFI) 
')5:1 .j:: ~-.) 97lJ 

96J t 1 ~:~·~~C3,~3),''rps==•·;~:) 

9-;"0 ":>~~.!T.~I7 1 3.::!1 1 ";:'·.,;;•=" ¡C. 

?8C r~:NTa<G,~2},''Fc~"iFC 
99:; f!¡(¡;-o.;f,3\ 1:~, 4)), 11 

ta.:c ::-::- F.:~F;), 7r-:E~\l 5'32~ 

12! ~ ~ .::.:~-=u: 36c.¡, 
-.~.::·~ ... \:':)U~" 

J ~ " ; e 

L :: 3 C1 ·· .\ : .\ T 1 ·: t ::.~ , ~~ : , " 

" 



1100 I'f=-LS 
1110 F:l~,FC•,CSt~RIS'-:C+4,.CLSI •2)-5)/ c:: .. LSI 
!l~Z ?R!f~T~·(7,1Z),''F~i=~~;F~ . 
. 130 !F RW~:~ 7:--:~~" !'1"30 
~4~ F4=FC•'tSI~RC!~4•CLS)~~)-!)/C2•lS) 

J~;~ r!=<:¡;-;-;;:c~, 1~1, "'''ll"" ;Ftt 
1160 ~1.111l•i 
117~ e~ 1 >~s. 
1180 EP=S~RC10"1RW/101-1·> 
1190 G,t...~:.1/St~Rt-l-+-(F.:.:"~S)A2) 

120~ !~ GA>G THEN 1230 

122e G•:>Tt:• 1 ::¡zz 
1230 FDR J1•2 TO 5~ 
1240 CCJ11=2~S•C1Jl-11-CCJ1-J) 
1250 .GA~1/SQRC1+CEP*CIJ11)•2) 
1260 I~ GA>G THEN 1~80 

.tl7J G(,-;-1) 129C 
1281Z K<::XT J1 
1::..9Cl N••J1 
1::;;:~ t\C;·'-OGCSC.R(: 1/2.?;,·'-~-1 )~1/C.'P)/~ 
1310 AD~CEXPCAC)+EXPC-ACll/2 
13::::0 F1=-AD 
13~0 ~c~SQRCC4*CLS"2ll+CF1•2)l/C2*LS)IRT•F1/C2•LS> 

:340 F5zFC•CRC•RTI 
1350 F:•~C•IRC-RT\ 
1360 PRIN7@C4 1 10l,"Fps="!FS 
137~ p~;.:NTWC6, 10), 11 F?i.=" ;:=::: 

\_- ;:l,.f{J<l •:R~FC/ CFS-FI 1 
·· ·····n> • v ··•lR 
{~'IÍ!0 "RINT@C2 1 10>, •qr~• ;t~R 
.l41 '3 ? ~ ¡ ~~T ~e .::e' el ' " u 

1420 Gt:·T•:• 1.560. 
1~3~ Q~(t/G~A2-~ 
1440 PRIN7@'C2,10),••~r;";LS 
1450 F2L~C•cSqR:1+4•CLS)A2)~1l/(2*LS> 
1460 PRINTaC4,10l,"Fpi•";F2 
1470 NTu.3*CL0G~Ql/LOGCSl) 
1480 I F' N r \ 1.~~; ~ ~0 THEN .. l53C 
:4\.7~ ~~c:;..JI\1-+.t 

:F N.>0 THEN 1580 
;·.:= l 

Gt)TI) 158(1) 
.'1;~:--.r 

15EC 

' 



289~ FOR Jlul 70 N 
2990 ·PR:NT", 
::9!2llll p;:r;,H"C:>" ¡C::<Jl; 
291m PR!NTkRl='';RlCJl) 
:922 ~RINT~~~2~~~ ;;(::<.Jl) 

-::::93-~ 1 F R3 ( j 1 i ?i.l i"l;Ef\1 ::9:>0 
=94~ ?~LNT"~3~-··;~3<:1> 

2950 1~ FR<J:l=fll THEN.2982. 
2960 ?RI~Tg~r=";FRCJl) 
2970 FRINT"IGCFrli•"¡TUCJ!) 
2980 ?RINT"Q=";YU<Jll 
:2990 t-.:EXT Jl 

ETAPA" ;J'1. 

< '-. 

3~2HZl ~Rl:"JT'' DA7(15 GE:>JERAI_ES OEL· ;:'1!_ TRO CALCL:I-.!\~O· 

• 

) 

3el~ IF nw=~ ~~~E~ PRINT''~I~7RO PASO !AN&A tUTTER~0~7H ~~ ORD~N•¡NF EL5C ~~I~~· 
FILTRO PA30 B-NDA CHEBYSHEV DE OR~ZN ";NF;•Y RIZO CE "iRWI"~b" 

3~2Z =RI~J7" C(~~~IGURA~I0N EMPLEA~A ";T1 
Jfll3~ PRINT"Qr•";IV 
3~4~ ?~INT"Fo~";rc 

:J(Z5~ ! r .1~-J=~'2J ··¡:~I~N 3~82) 

306~ P~:NT"Fp~=.•·;~S 

3~7~ ~R:NT''Fpt~··;FI 

308~ PRINT"Fss='';F 
309:~ PR:NT''F~.i~··;F3 

31~~ !~ A~<>0 T~iCN 3130 
3110 PR:NT''F~i~'';F2 
3l2e P~:NT"Fps=''.;FO 
3!3~ G.t,·-1· 
3140 F0R NB•l T0 N 
'l5e c.;, .. r,¡, ... ;o UJ!.'·> /BO<:--:P.> 

-..í16!Z NEXT NB 
317~ GAaGA~ILS/(44TET•FrllAN 

318~ PRIN7"M~";GA 

31~2 ~1I~T··~~b~''1~~;"d~c~bnlO$~ 

3~~z ¡~ RE=O Tt~E~ 322~ 

\·, .. 

3~1! FRr~T"~XISTE UN POLO REA~ C~~ VALE "¡RE. 

·3:JZ :~ T$==''FVCV" THE~~ 326~ 

324m R<li=7•R<2l•5:R!J)n~:R(41•S:RC6>•71R(q)c6:R(1~1•1 
J·;:~ J :3.:i -:-o J::7~ 

~- ·:,_ 

:--:L-:>-:.c 

1":<·>>~3 

:·1(6/=3 
J3J7: ~1 ( 7) ,~3; 
3J4C L(:l~3 
:13:¡:: !.... : ::) ="''24 

JJ6C :...13)=55 
:3:37 :J - ( ... ) ~J7 

J39Z _(.:'.l•t8 
"4Ciil Ll7)o•72 

··-J0:..1C :"l<l,:.·t:l 

J42C MIGI=l6 
J·:l.:;.?j .... :,:) =-~J:t 
:!4Jt~ L(9: ~~o 

) 

) 



·-

377<1 
3781<: 
3797l 
3GZ.:! 
38Hl 
3820 
38:!21 
384~ 

:::585~ 

3860 
:367~ 

3GS~ 

3Et?~ 

39C0 
391::) 
392121 
lCl93Ql 
394C 
39":.0 
3960 
397Ql 
3981<: 
399~ 

4~~~ 

4Qt:J 

4"'217.: 
.;¡z::J.1 
4"'~~~) 

::=- H<r<i.:.;~ Tnt~:.'J 

IF RCt\i='+ THEN 
:F ROO ~'3 THEN 
rr RCKl=2 THEN 

?RINTQicM,Ji,CHR$<156) 

'r>"I"-iQI(~, L+l l, CH~$( 133l 
=(·':;' . .J'~!_ ~(i :...- ~ 

?RINTD<M 1 Jl,CHP.~<!5~l 
~~:~.-gc~,~-!~},CHR~í~~~) 

NF.XT ,J 

fll' ~¡-.! . ,, 
G•:· TC• 351Z ~ 

~~·~~~ < '' > 
L=L ( ;-.:> 

.. 

F(J;( ?..;¡M+t TO ¡.¡..,.~ 

~~!N~~c?,L),C~¡~$(l~G) 

?F:~T1C_?,L+li,·c:,~$(159) 
FRINT3(?,L-1l· 1 CHRSii~~¡. 
;.;=:xT ? 
?R ~ NT cil CM, L l , :H la C 1 ~ C l 
~'l: .v~· 11 e .~t+·.:J.,.;....), :; .... 7'\: \ ~ · .. J: 
~~;.t,-t 

~ ~-:::~ :; . (:(17 .") ~'5 :"'O 
..;.~¿¡e M=,... . "·; 

- . -.;-:r-· 

.. !tt07':2l 1- ;L( rO 

·4280 FOR J•L TO L•4 
!409~ ?RINT~CM,Jl,CHR$(l52l 
¡4100 PR!NT&c~,J•9l,CHR$(1~0l 
)4110 r;En .; 
¡41~0 PRINT~CM,L+5J 1 CHR&Clj:J¡ 
l4'¡~m -~···--e · . -"' r· ....... a~ :1,L..-ai,CI-IF·•< 13'!il 
)4i4:2l PRINT&<~+l,L+SI,CHR$Cl4al. 
)41~:2l ?RINTQICM•l,L•Bl,CH~$(14al 
¡4160 P~lNT~<M-1 1 L•81 1 C~R~C14~l 
)4170 PRINT@CM-1 1 L•5) 1 CHR$il49) 
!4180 PRINT@C.MoL•6l 1 " • 
l' !4190 PR!N7~CM,L+7l 1 " • 

'42:2>0 M1~r\+1 
; 4210 GOTO 35012l 
: 422;¡¡ ~~M ( t< l 
1 . . 
'423:2! LcL:CKl 
· 4240 FOR I•M TO M+6 

425:2) ?~IN7~(I,Ll,CHRS(1:3l 
' 426\ll NCXi I 

427:2> PRINT@CM+3 1 Ll 1 " • 

428121 FOR J•L-:! TO L•~ 
429:2l PRINT@CM+3 1 Jl,CH~•<t52l 
4312l:2l PR!N7~CM+2,~l,CHR$<152> 

, 43Hl NEXT J 
43~12l FRINT@CM•2 1 Ll 1 CHR$(159l 
433~ i·l 1 ~;.<+ ~ 
434:2l G<)TO 3511:2 
lt3Ól0 M=MCK.) 
4360 L=LOO 
437~ 1\:=2 
4360 FOR J•L TO L+5 STEP 2 
439~.FGR ~~~-~ 70 M+N 
44~C .PRINi@CI 1 JI,CHR$C!SG~ 
4412> ·PR!N'T@C t ;J+l 1 1 CHR'I'C :581 
442:2l PRIN7élCM-~ 1 J+ll 1 CdR'l-ll29l 
443~ ·?RINT~<M•N,J+ll 1 CH~iC130) 
4440.NEXT I 
.:,¡,.:;,;a N~:-.;-1 

44g0 1\:EXT J 
447~ PRINiélC~.~-1) 1 "K:• 
44~~ P~tNI~(~,L+SloCHR$(15~) 

.'1490 ;'-l~·.d<+t 

45.:!i1l GOTO 35e<l 
·''S l~ ;v::;;!b 

' '45~~ Ir Rlll2ll•l2l.THEN 4550 
$5~~t.l.,Fj~¡,j, , h 
4=4c, ct, o· 'lt:;t.m 
'•552l L. ··45 
-+5.:,0 i"<)R JcL.-::! i'O L+:i 
4570 ~R~NT~<MoJI 1 CHR~<lS:l 
43E~ f\:(;:X7 .; 
45.;~ .·f:'·I)R J •1...-'Z ':0, ~+'2 
4~== Pl:Ni~IM+l,Ji,C~l~Cl~01 

\!:::'(7 : 

' . 
?~:~~~~~·:,~),C~~~:¡:~> 



.4:""¿.:,;: 
,¡,· 

·-

1.67?. 
468z 
'•t,t; :¿j 

47e:z 
47lill 
472[1 
47::l::J 
474Cil 

. . ¿ 75·2l 
476': 
477':J 
478Ql 
479Z 
4":17'"7' . ~-- ..... 
481Z 

. ,,EL' Z 
4832i 
464Q) 
48501 
'•8 ~'l 
4G ;·t~ 

-'.8071 
48<;:?1 

?Rl:,TólCM,l,.l, CHR'I>( ::16.1 
P~!N-@11Z,73:,C~'RS(l~0l 

(J~=~~-~(·1~,74),''0" 

¡:::¡:;r~T.:¡;< 1~, 1_), -"ou 
! F 7~ -· 11 RM" · THC:N S::l~0 

L=T 
?RIN7@(l::l,49l,~R" 

PRiN7~<4,43~,"R" 

f-:HII\:7&(9 1 9), 11 R .. 
PR¡~T@C8 1 30),•C2" 
N';'NT 
PRINT~Ilo37l,"ETA?A"ILI•do"IN 
PRINT~C14,3l,~A•"iAILl; . 
P~!~T~'16,3),~3c~;~CL) 
PRINTall::lo23:,•t2• 
?-;:;~:<-;~ 17,~>,u:="r-=• ;"!"~(~: 

PR!I~T@Il8,3),•Q•"IVU(l,.) 

\::·(;_7Cl .2542: 
~1=11 ( ¡.;·¡ 

;, =L 1 K l 
,, l ::;~\ 

h::::2 
49Zm F0R J~L'TO l,.+~ ST~P 2 
491C F0R I=M-K TO ~+K 
.49::~ PRI~781I,Jl,CH~$11581 

493iZ! P:;:,N7@1 I ,.;+1 1, CHlUC 150) 
494~ P~I~T~IM-K,J+ll,CHR~I1~9l' 
49~Z PR!N7a<M+K,J+ll;CHR$Cl3Zl 
496<J r-'::X T : 
497~ f\:uk-·1 

49E'[<) NSXT J 
4q9~ PR~NT~<M-~~L-:>,•-• 

5CZ~ :'~Ir~72C~-~~+5),CH~~((~~) 
501Z PRINT@CM+~,L-2),u~u 
~~2~ FOq ~:aL-4 TO L-~ 

50::!71 PRit-.;T·':<M-1,LII,CHR"-Il:5e> 
504~ PRI~7~<M+loLil,CH~5(1~01 

5~70 

~~S'.) 

':; i ....... 
..... -.; OJ 

s.! ·.e 

51:?2 
~· ...... 
.....J- ..... 

s·tsé· 
5!9'J 

·5:: 1 e 
"" ...... - ..... _. ___ .. _, 

~ ........ 
. ::J .••.• "-• 

s::=~ 

·s.:.:;e 

P~I:~TEC~·-1,~~4),CHR~f1ZG) 

~~1N7~\""!I!..-4)' CH.~~$( 1:!4) 
p~·::,~;:;_(,.....' !_-3)' ll • 

,:il!NT@_(t-1, --::.:) t '
1 

~RIN~a<M•1,_-4),CHR~(1261 
=~I:,T&IM•2 1 ~-4l,C~R$11,6l 
,•: . ..:-:~;+3 

L=L-"-

FI:•R ~=L-2 T(t.·~·~ 

?~~~~73(~~t,J),C~~$(1!~) 

1\,l:XT ; 
- -~.:-;: ,;=.::...-! :,:_¡ l.+ 1 
"3;~:::'.!...-·J(M..,..·:. ,..;~ ,· C!-iR:~r-C 45~) 

:,.F."\T ..: 
. ' 

:~ ~! 1\. T:~~ ( M•::, L ~; C!>I~·J ( t ~21) 
2i~;N~3(~~t,~:,:.-~-,~1~0' 



5270 !"n: NTG (M·, l. l t CHR$ U~SEÍ l . 
5::6~ ~'11 -lt(l·)-1 
~:;9;, Yí.·T'J ~~;1t.1 

~~e:¡~ L~r 

~:l'1~ i".1[i'JTQtu.J,'J0) 1 ''ETAPA" ;L...a:• ~e. 0 1N 
5~~~ PRINT~(~,3),."A'' 

5~3~ ?R!NT&I4 1 1l,A(Ll 
5.~4Z P~li~~~<5,3>,"B" 

5~~~ P~l~T316 1 1l 1 ECLI 
5~~0 Pn:~T~C7,4l,"Fr"· 

5~7~ ~RTNT:<S,ll,FRILI 
SZS~ PRir~T&It3121,"Q•"IYV<Ll 
509~ PR!~·rz(:l,9),_'~H1M 

54~~ PR:~T&<12 1 301,"C2" 
9~1~ PRINT@C5 1 4J),"C2" 
~4.::0 p~=~~T;::J,~?:::), 11 R:J:.11 ' 

• 54~~ PR:~TS<Í7i"6~l,~R3" 
5"1 ,,z CC.l'i<) :::49~ 

!j:.:;~~ ·p·fj: ;\J~,J) < 1:2, 3:C: f, "=••.';.C:"! tl::.). 
5;tt6(2) PRlNTal( 13,~61 ~·R:::<Ll 
:3;4 7.Wl fl f~ I ~JT al< 13, 25 ) ., u =.11 

:r4811l PRlt..;TYl C 11157 l, HJ:<Ll. 
5.4921 PI'/INT'"< 1:1411 R1 CL.t 
::~,s~lll r::~n;r;¡c 19,5l, • 
5::;: t·11J GiJ7•) :::79CZ: 

55:21. :~~UT'~NTR~OA. !NYALIO~ 
5.5 "J~. GOTO. 4~ 

., 

íE.CL.EE ~UALQIJI;;!R NU~ERQ."·i ?H, 

5.5'tlll '~'"'~- '3: A.'~-•A TN ( :i:* R;t IfC~ "2:-4.*(1'"2- I '"Z) 1·+3·. t"lt 1 ~ q:¡:,!t, 
5.~~0 

S.56.11l 
55711l 

AN:::~t'~N/:='; 

M, ( ( ñ ':::-'•"i.l A:.;:.:. I "2 l "2"' <c:O:•Ro l )!~2 1". 25 . . . 

R 1 '*"'. 5·•·c R+M ... CI)S ( AN ~.)/l".¡f 
55.S'Ll RZit". :::;-.q ~··:"l·~CO!HAN.U·/<~ 
~'59!2l !! ;t"'. 5 • 1I +M*S !N ( AN)·li.Q, 
S6C0 I2k~.~•CI-M*SI¡~(AN:))./Q. 

5.611Zl A 0\ l ~-;-~·• R llt* l 4* TE.T.*F C.)· 
:J:~~:.~ t~L\-rN).<t:· .. :-':.t·r\2 

5.6 321 ~. 0\l .. 1 RlltAZ+l lft-"2) ~-e 4.*,TET•FC l":! 
~64~ Bc~+NI•R2A2+I2A2 
't • ""'1':11 ... ~t...-:.;R.N 
~~u~"" f\L;O. 1 r t 

~66~ ~OR T~•l~ TO .~9 

,,'! ·~ 4.fC: 
: ',:" .:::J 
':'1?lZ 
.-:-, .... "" 
w.", ' ' .. , 

;-:R!:'\:7S, C i!<, 7'() ,·" 

~r::XT iV 

~~:NT6(t3,~)t'1 
d 

~'!"'~"L.':;'N 

I"'P .. :! CZJ 1 L= 1 S 

~74~ ~'~R ~~~M TO M+~ 
~750 .rn:NT<: U\,~), CHR$1 1!!9·l. 
:: 7 ~1 ~ 
577:: 

~;:: ~·;)_ 

5Cl0 

-- ~ :Jb•. ~· 

SC~J 
:;-~~;) 

:"4EX7 t\ 
FRI!\:7Gltl"+:l 1 Li 1 " ·" 

::"t:·~1 ..."' d_ ... J 7c) ;..+3 
f"~IN701M+::?I Jl, CHR$ .. ( 1!1Zl . 
. ~~r:-..Tr"l\.'':· ... '::,~>, \~HR.$\·l,:52) 
~r::t "!" .; 
-~~ t!\:~llC!""•<·;, ... > 1 CHRctC·l~'5B_l. 

l'"; ~ ~ ~' 

P~!~T~C~,:),C~R!~(.~~:) 

·'·:! '( 7 .:: 

• 



587~ Foq Jal .. ·-= Te) L+= 
~68~ ?~!NTO<M•I,JI,CHR•<t~01 

,..t:390 NEXT'J 

-~~~ ~OR J~L-1 TO L·~l 

5910 ~RINTG(M+l,JI,CHRS!l521 
' ' . 

59;:::;, i·<2:XT J' 
59~:11 PRINT@CM•2,LI 1 CHRSI1501 
3940 FRINT@<M•l,LI,CHR$(1301 

.595e PRINT&!M,Ll,CHR$!1591 
59621 ~ETURN 

5970 FOR Y~l TO N 
598~ ?RINTG(4 1 ~1, "A=" ¡A(YI 
5990 PRINT@I61Qil,"Q=";YUIYI 
60~0 PRINT@<S~~I,"Fr~";FRIYl 

6t11: 121 G<:,SUE 6:::.::;.; · , . 
6:1122! r "'~ H<T.ól < 5 1 :1 1 , "J.?..~" ¡ :B <Y 1 : P R! NT ál ( 1 , ::!9 1 , • ETA1•A" 1 Vi" de • 11'( 
6~30 PRINT@ ( 17 1 ¡2J), 11 11 

·...,,_.• •• ; :!!: 

• ! ' 

. ' 

'. 

6Z~~ ;~?UT" TE:~~E LGS VALORES DE C2 ·y IHcl CO~~E~PONDIENTES A ESTA ETA~A"lC1T 
UCYI ·.<' ".:r:)'~·. · 
6~~z ?~!NT@C7,~),''IHo:~··;TU<V> 

61Z16m R2<YI-10e~2JIZIIZI/!SQR<B<Yll*Cl 

612170 R!IYI•YUCYI•R3!YI 
6iZIGe, C2<YI=C 
61219121 R2CYI=Rl<Yl/TUIYI 
61Z2 ~I<Yl=TU!YI•AIYI 
61 ,;¡ P~!NT@(3, u,¡ 1 Rl IYI 
612121 PRINT@Cl11JI~R2<YI 

13'J PRII\T@C3,.;.5) 1 '':.::" ;:i3(Y) 
~614121 PRINTóil514811'~=· ;C:PRINTáll17,0),• " 
61521 H<PUT'' SI~«:> LE ¡'ATj,5FACEN LOS VAL.OR~S.•TECLi!:E t,EN,QTRO CASO TECLEE CI:.. ... J" 
;YR 

_616Z IF Y~=~ THSN 619IZI 
6 '7QI CLG 
618·Z GOT(I 598~ 
619~ c~s 

6:2C'2l NEXT Y 
6212 n::;u~N 

62~~ ~·¡)R ~~~1 T•:' 73 
6~3C i='~IN7~C!:::,I\),CHS'~;¡~~) 

6::7L 
6:!~~ 

631C 
o3.:J 

' , .... .,. ' .. 
,·,:..A i t\ 

696~ 

69.:-.c 
63~C M~7:L•=l3;Gr:·S .. ~ 7372 
a34b ~=7:L~4~:(3::·~;JE 737J 
6330 M~7:L-~67:Gr~S~~ 67:0 
63tJ ~~~:L:=t4=~~~-:·;? ~7=~ 
,'J7C F:"t:"R ! ,;~7 T•) .L.:. 

"6:JS~ ?~!i\;7Q1(!, t::!', ~~:\~!: 146) 
6~~: P~:~7:C!,~?>,CH~~C14G> 

~~:~ ?~:'7~<:,41j,c:,.1~(l48: 

6·-.,.lC ::~i~¡l'\7-3 ~:,54~, C~iR~ ~ l48) 

~.:.:.:1 ·:~_-;_ !~·;T.lt: :, 67' , :~:<~ :- ·::. -+;3 > 
643~ P~:\iT~(!,7C) ~~~R~Cl48~. 

:..··_;.J t\4::.<7 ~ .:' 

• 

'-. · .. 
. ~·-, ':•·· ~ . 
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·-~ 

645i2l 
t;lté.el 
6<>721 
6.tt8Ql 

¿49~ 

;5 :?l·2l 
65~e 

t.5::·:z¡ 
653:Z 
651,<) 

655'<1 

PRINTBC12 1 131,CHR•Cl341 
?~!:~T~:1~,~7>,CH~$C134> 

P~i~7~(l2,4i>,CHR~~<134) 

fR!~T~C1~,541 1 CHRWI!341 

PR:NTDil2,671,CHR~Il34l:PRINT~(7o671oCHRS(1~Bl 

?R!~T~C:2,791,CHR$11341 

PR!NT~<7,79>,CHR$(l29) . 
PR!~TQC7,~li.CHR$1128l:PRINTa<7,~4)tCHR•<129l · 
F(JG' !:::::~ TO 7 ~ .. :·. 

PR 1 NT@ (I, 13 1 , CHR$ e 1481 : PR I NTa 1 I, 79 )',,CHR$ ( 1481 
IF 1~4 THEN 657~ .. 

6~bZJ PRI~JT~II,".7:7l,Cf-tR:~<tlt8) , ,·:;':!J..::·, ... , 
6;;7\l NEXT , ·. :: •cr··. , ... ·; .. · ., .. ''*' ' 
6581! PR !N7r.l (7 1 ! :n, CHR$ < 140 l: PRINi'éH7, 27 l.,o C'l!R$ (;1~111) 1 PRINTOH 4, 1::! l, CHR$ ( 1411: l : PIU 
7@(7,79i,CHR!~.(l4e; · ~-~···_:: .· · . . · 
659~ ?RINT@C4,27l,CHR$(129):PRINT~C2,t3~;6HR~I12Bl1PRINT~I:,79l,CHRSI12el 

M=2:L~38:C:~SCB 67e0 . 66:;) .. :) 

6~lZ 

6627J 
6632l 
664J 
665;'1 
66611: 
667'A 
66CZ 
6-!,92! 
67~<1 

671~ 
.._ 672e 

7:3~ 

P~I~~~C3 1 i-3), 1'R3''·. 

PR!NT@(11,23)t''R3" 
2~INT~C11,59~ 1 ''R3" 
P~II·~T~ l6 1 7.-. i 1 u R3'' 
r.,)R~NT-:i:c.·J, ~9>, 11 Rl 11 

PRINT@Cl1,7>,"R2" 
t' ~ I NT@ ( 5 , 1 6 ) , .. C2" 
PR!NT@C5)~¿~,''C2 11 

;:;:z,·u~N 

PR:NT@IM,~•li,CHR$1133) 

F0R ~=L•2 TO ~+11 

PRINTSCM 1 JI,CHR$(158l 
~"=:x'r J 

··• • .:i-7'•'lJ PF\INT@(I":, L•l), CHR$1 133) 
67~~ FOR .!=L TI) L+t 
676~ PR~NTSIM,JI,CHR$115~) 
6 -""''""1 1 1 ~, 

~. 717~, 

6821~ PRINTQC~,Ll,CHR$(1581 

.=-~~:>Jtr.<:·<;:_+J:, c:-;~-\~1: e ;,;)a>· 
F·l~r,:;o:~ch,L-l >, CriR$( ~.56> 

62~~ F~:~T~C~,~>,CHR$(!58) 

!J8SJ ~:l~r~7~(~+~,L¡1C~~S<t~2) 
6Z:6·Z : ;~='UT M,:._ 
.·_s;:; ~(.K : : .. =:---: -:) ·! ,.tS 

L8E~~ P:'1Ii\:T~<t<, ... ,CHR!J;;(lSS' 
6 e 9;:: ¡\:;:. :e;- ~' 

69Z= PR:NT~(M,-3,~),'' IL 

69tJ ~~{)R J-~L-·:S 7\) ~+3 
¿9:0 PR!NT~(~~·3!J>,Chr~s·c1S2) 
693~ ?~:N7~<~1·~.-~),CH~$(1~2> 

{·,9..:..-: :\::::::e;- .;· 
69SJ PRIN~iC~t-~::,~),CHR$(158) 
696~ L~~ .. ,..:, 
.... 9-;":J , .. ,..__ 

963 FGR J~~ TO L•3 STEP 2 
~~;2 F;)~ ~-~;·:-;,_ 7,) ~·~~ 

:-~~S ?r~:~7·J\: • ; .... ~:, ~¡-¡.-:;·.hr !=8l 
7'..~::.. ... "'. PR!:"JT.:;:t,·"':-" 1 .J ... l ... , Ct-:R1&-( ¡,_;9> 
:-·~.; ... ~ rl' r \1·:··:~' .··· ..... ..:. J- ~ ;. , c;;;:-i·¡, t .:..J~1 \ 

. . 

1 
.-J 



•"• .. 
. ,J 

71Zi4¡>] ~~EX T ! 
7~Sil! ¡<;;:.t·-:- ~ 
7:1:'611: NE:XT J 
~, "'""'• ~'""~ '":) .~ T 'JT ~ (M-'-:' L.:,.-, • n -" ""'....,,,_,. __ 01 .. ~, __ ,, 

7~60 PRINT@IM,~+~I,CHR$(1~01. 
7~9~ ~~!NT@C~1+2,L-2),~+~ 

7100 FOR Ll•L-4.TO. L~l 
711~ :'il!:H·'íl<M-1,LI 1·, CH:'l$( 150') 

.7120 PR!NT@IM•1~Ltl,CHR$1150~ 
7130 NEXT L"! 
7140 PRINT@CM,L+li,"AO" 
71~0 ~~:NT@IM-1,L-41,CHR$Cl23l 

7~60~PRINc@tM,L-4l,CHR$(134l 
717~ PiliNT@:M,L-31," " 
71E2 
719., 
72:J0 
721121 
72::~ 

72327 
72'+~ 

7:::5~ 

7260 
7::.7;,; 
72fJ~i 

7~':911: 

730111 
731:11 
73."::0 

PRIN~~(;~,L-~> 1 '' " 

?R~~-ITél'.: f'-\ 1 :....-1 >,' ". 
PRINT&IM•1,L-4i,CHR$11Z6l 
PR!NTaCM+2,L-4l,CHR$1156) 
to'!=t~+3 

L=:L-4 
FOR J•L-3 TO L+3 
PRI~T@CM,Jl,CHRIC1521 

NCXT J 
FG~ J~L-2 TO ~+2 
PR:~T@(M+I,JI,CHR$(15~) 

NEX 7 .J 
~GR J:L~l TO L+l 
p;¡INT@CM+1,Jl,CHRIC15Zl. 
I~EXT _J 

7330 PRINT3tM+2,Ll,CHRICt50l 
734~ PRINT@C~•¡,LJ,CHR$(1511:) 

PR~NT3C~,Ll,CHR$C158l 

73bC RC:TURI.J 
737~ FOR·J•L TO L+4 
7380 PRINTQIM 1 Jl,CHRII150) 
7390 PRINT@CM,J•9l,CHRICL50l 
7400 1\:EXT J 
741~ 2R!:~T~~M,L+3>,CHR$(1J~) 

7420 PR!NT@CM,L+Sl,CHR$(135~ 
-:~JZ ~R:NT@'(M+!,L·rS:,CH~S(:~.S) 

·7~4~ PRI~TDIM•1 1 L+81 1 CHRIC~4CI 
74~~- ~~!:~T3(~-i,~~·S) 1 ~H~i(148~ 
74-6(3 p~¡~\¡"":""1:i: (M-1, ~--t·S), ~HR$( 149) 
:4 7 '..) ;• (. : . .. ~ T ,:; \ ."·1, L T 6 :- 1 

11 11 

74e~ P~!!~T@(M,L+7>," u 

74-qc ;~·:-:-l-·~:.\l 

--



112l Rc:r•l PrNGRAMA PA'i'A LA SINTES!S OC: FUNClt::NES ne; TRANSi=ERENCIA OE 

:20 R<=:l1 FIL 7TR<~S EL.I ?TICOS PASA :SAJAS 
312l Ci_S 
·~ FOq !M•S TO 65 

j ~R::<T-~( 1 ~. 1 !."'\;, r::-iR$C t5Qlj 
o0 IF ·:M~25 THCN i~0 

72l ~~!~T·:U\2 1 ¡¡1) t CHrtt.-C 1521/ 

60 IF :~>~0 ThEN l~Z 

90 ?R:r·r.::l<4.• ¡,.,;,c;.;;: . .oct5l'li 

! lZ re~:~ !.;\:"'=! 1 T~:t e STEP -1 
120 PRINTGIIN,S·l,ChRSI148t 
13~ IF" !~·(= 7~-i~;~ !7~ 

:42 PFI~Ta<IN,2Si,CHR$Cl48l 
150 IP ::::--J~9 THE.:~J 1·7~ 

1612l PRINTQIIN,4ei,C~R$1148) 

18Z r(R IP•40 TO 62 
!90 ?f;l:H@I<J, lPI, CriR$( 1512ll 
:::~IZ ~.'['X7 IP 
21~ ?~:-~~~·!11,25>,CHR~C140) 

::0 PR:NT~(9,412li,CHR&I14~) 
~~~ ?~!~T~c·¡·1,5>,Ch~$(14~> 

240 PRI!~T~Illo4ZI,CHRSI:4~) 
~S~ ?R!~7GC2,~),~H~~(!4~) 
260 PRINT@(4,51,CHRSC1412ll 

':. 

·::¡z Pr~~.'~7ac::::,:::s). cr.Ri< ~4~> ;~¡~ 

" 

:::e<J ? ii: ~;T ;¡¡ < "', ::.21 l , CH R•l < t :2'7 l : ? R I NT~ i 5, 20 1 , CHRS C 131 1 1 PR I NT &1 ( 5, :i::S) r CHR$ ( 1 ~ ::l i 
"1.il P R! ~-:T G C 5 , 24 1 , Ci-' R'~ < 1511l 1 1 P R ¡ NTál < 5 ·, 25 1 , CHR$ ( i 411ll &li'R lNTéil ( 5, ~ l 1 , CHRt& < de 1 
.~0 PA!NT@(5,221,C~R$(1501:PRI~Tál<11~211lltCHR$(1J~I~~RiNT.(l2,211l),"Fa"~: 

"3111: ?RINTQl(·l1!, 21 .. " !Gijwl Idb" . . ·' . .. 
32~ PRl"J"í@( 12 1 .2:5 i, "t='p 11 

33e PRrNT@(l~,4C),''F~·· 
31~C ~~!~T5(!l,b7, 1 ''Fw 

35..!1 Pf~Il\JTój<2 1 3>, "f"'•'' 

:!.~~, Pt1I :·r:··.~ < 4·, :1 > , "¡¡," 

37~ PRINT@C9~3G>,''~··· 

~G~ ~O~ L7~3 T(· 3 • 
390 PRINT@ILT,321,CHRSI149l 

4l~ ~R!~Ta<2,32),CHR·~{lj6) 
~-2;~ -~-~!.~7~<9,3:), :~,.~¡(138> 

~3C PR!N~~C5,3:~,··~~~·· 

.. . -,· 

:,.:.;: ..,:1:·-~7:-( :., !9~, "~ ' .. :\ :--.: .T .... ,_.'._A 

., . 

·: 

.. ; - . S E N C" · 

;'R~-,~·;-._1):. 1_3,:;;;, ":"':~1·:::: ··':'1-,:)GRA:vl('\ :::S ·;·-: AUXIi.IAR ZN· -;¡¡_ Cf\L..:I.:n .. O ~E r:"I'-iRI~·S · . .;.:1·::·-. 
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03TEiCIOH DE GRAFICAS })E RESPUESTA A L". F.RECUBKIA, 
' 'l . 

PARA RE!lESí DE 4 TERfliMLES 

La gráfica de respuesta a ik frecuenci,a pueda ser el resulta­
" do del proceso cíe análisis)ide un ci.rcuito ya ex,istente o pue-, 
" de ser el "dato" que sirvai¡de punto de partida para el diseño ,, ,, 

de un ·cuadripolo. .; 
~ . 

Para conocer la respuesta,~ la frecuencia de una: red se debe 
excitar a §sta con una se~~l. De entre las muchas se~ales 
que p~eden usarse como excitacíón en esta caso sólo menciona­
remos a tres: · 

l. La 
2 . La 
3 . La 

señal senoidal.teóricamente pura. 
señal impulso. 
señal ruido blanca. 

Se atostumbra usar la onda senoidal porque se supone o se con 
sidera que mantiene su frecuencii en un valor Qnico y constan 

' . --
te mientras no accionemos los controles del generador de señ! 
1 es y aún en el caso, de mover éstos, sólo genera una frecuen-, 

cia a la vez. 

La· función impulso b'(t) es útil porque teóricamente contiene 
tocta·s 1 as frecuencfas con 1 a misma amplitud, ya que si:' 

f(t) - J (t) 
'-: F (w) = -g;' f ( t) = 1 

ue esta forma, la función de transferencia: 

H (w) = R(v), = R(~) = R(w) =fr(t) 
F'(w) 1 

y r(t) es lo que obtenemos en un osciloscopio, a la sali'da 
del circuito, cuando a su entrada aplicamos un impulso. 
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El prob).~¡na está en que no es posible. generar un s6lo impulso 
de dur~c\6n cero·. . .. 

>'¡ ; ; 

Afortunadamente estamos acostumbrados a que en la ingenierfa 
no existe nada absolutamente exacto (ya. que la exactitud abs~ 
luta es :nuyca'ra},.- por lo que en vez cie generar un .s6lo impul 
so , · p ~o d u e {r cm os· un tren de p u 1 sos 1 o más angostos pos i b 1 e y 
tan separado~ entre sí que el e.fecto causado por. uno de estos 
pulsos ·en el filtro (o sea r(t)) se desvanezca antes de que 11~ 

gue el siguiente pulso. Todo el problema, se concreta en cal­
cular la tran~formada de la sefial obtenida a la salida del fil 
tro·,· (ll·ue• generalmente aparece en un osciloscop.1o) y eso será 

·la funci6n de transferencia. 

La ventaja de esta tlcnica es que se puede realizar en frac-­
ciones de segundo y no da. tiempo a que se presenten efectos P! 
rásitos como las reverberaciones y el cal entar.liento excesivos 
ae los componentes. 

La desventaja es que un pulso alt6 y delgado puede resultar 
perjudicial para algunos semiconductores o simplemente puede 
llevar ·a· la red en prueba a regiones de trabajo alineales lo 
cu~l ~erjudica la exactitud de los resultados. 

La seRal de ruido blanco se usa como excitaci6n debido a que 
teóricam~~t~ coritiene-todas las frecuencias con una amplitud 
constante.· Sin· embargo; el ruido producido en los generadores· 
de ruido (random noise generator) está_ limitado en frecuencia 
por el alcance de frecuencia de los amplificadores y modula­
dores contenidos dentro de los mismos generadores de ruido. 

Es por· eso que ·para esia prueba se debe uno asegurar que el. 
ruido ~sado tubra todo el rango de frecuenciis· de.interé~ c6n 
una amplitud aproximada constante. 
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' ~~ .' 
Otra desventaja del. ruido como seRal de prueba~es~que las 

. l . 

gráfi·cas no salen como lineas lisas sino que resultan muy--
"arru:gadas" por ·lo que no se pueden usar• para mediciones muy . . -· .... -~ preci:sas. 
El campo de aplicacidn de las prue~as con ~uido blanco es ge 
n era h1 en te 1 a a e ú s t i e a o ·e u a 1 q u i e·r o t r.o e a so donde s e re q u i e 
ran mediciones rápidas·y no demasiado exactas. 

Mencionaremos ahora los procedimientos de laboratorio mas u-
;·~·. ! . ~ 

suales para obtener .curvas de respuesta • 1~ Jrec~encia, 
~!,' . .. ,. 

·" 
. . . ., , 

TECNICA DE LOS DOS VOlTMETROS PARA OBTENER GRAFICAS DE RESPUES 
TA A LA ~RECUENCIA .. 

l.-Conéctese el siguient~ arregdo: 
1 

Gen e r a.do r Red a 
de 

Señales probar 

y 

Vóltme 
tro yb 

. 
·' .. 

,· 
:·: ·' 

~ ,,f 
.. . . 

'(!' V~ltmetr 

Oscilas 
copio 

.... J • 

2.-Se Selecciona una banda de frecuencias que d~~preferencia 
•• 

cubra un número entero de octavas o 
con~~ción indispen~able. 

décadas; aunque 'esto no es 

3 . ·- S e a j u s t a e 1 v o 1 t a j e de 1 a 
las dos senoides vistas en el 

sei'lal generada 
osciloscopio se 

·. t . 

a '.un . va 1 o r t a 1 · q u e 
' ~ 

aprecien sin dis-
torsión. Si las ondas se muestran achatadas en'las crestas, es 
indicio de que estamos llevando al dispositivo a regiones de-­
trabajo al ineales (o sea que. se est4Íl produciendo. armónicas)..,-, . 

y las lecturas de los vóltmetros serán err~·nea,s .• · Una deforma 
ción de las ondas en la parte media, a veces puede corregirse 
ajustando la amplitud de la excitación, pero generalmente no 
ocurre asf y entonces el dispositivo se con~fdera no lineal y 

·. .. ~ 
•· . 



·•'t .. 

la pru~ba no es válida. 
4.-E1Ab6rese y llánese una tabl~· tQ~~ la siguiente: 

. rrec v entr • v sa1 ra¿e . gananc1a 

' . 

La ganancia se calcula con la f6rmula usual: 
V sal Ganancia (dB) a 20 Logia -n-~~­
V .entr. 

5.-Para 
sellales 

medir la fase se presentan 
(los voltajes de.entrada y 

en el oscil~scopio las dos 
salida 'del circuito) como-

se aprecia a continuacf6n: 

6 cuadros n cuadros 

Con los valores leidos en la pantalla se resuelve la siguiente 
proporci6n (regÚ de 3): 

360° 
11 t 

6 cuadros n cuadros 

{30 a 360° X n cuadros 
6 cuadros 

,. 

6.-Se const~u~en las gráficas correspondientes. a los valores· 
anotados en la tabla: 

.· 1 

Ganan da·>· 

•'• .. ; .. 
f 

! • 

f 
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La escala horizontal es logarftmica y está g~aduada en octavas, 
esto ·es: 

f (Hz) 
1 1 200 400 ~o o 1600 poo .:¡p 1 l. 1 1 

k'- Klog 200 ~ 1 . , 1 ;Y 

1 

'1 
,..,_ Kl og 400 > 

1--K lag 800 ' 

El factor (K) depende del tama~o de la gráfica que se desea. 
. " . . .. ! ·: ~- ,·, . . . 

La escala-vertical es lin'eal y está en dB. 
8.-Se. interpreta la gr~fica según las normas. acostumbradas. . . . . 

HCNI.CA DEL GENERADOR DE BARRIDO Y EL OSCILOSCOPIO PARA OBTE 

NER CURVAS DE RESPUESTA A LA FRECUENCIA. 

1.-Armese el siguiente arreglo: 

Frecuendme 
tro 

Gen, de Red ya 
Oscilosco 

. banni pi o 
do. en-prueba . ' . 

En este caso, no se obtendrá una curva de ganancia en dB con 
tra frecuencia, sino de voltaje de salida contra frecuencia. 
2.-0p~rense los control'e~- del generador para que actQe como-­
generador de barrido de modo que automáticamente tome todos-­
los valores de frecuencia que nos interese explorar. 

· 3. -Ajústese el osciloscopio para trabajar con barrí do 'x' ex ter 
no ; este ser á alimentad o e o n un a seña 1 pro ven i ente d e'l gen era 
dar· -y tiene u.n v.Qltaje .instantaneo proporcional al valor de 
la frecuencia producida. Esta señal es generalmente un diente 

.de ·si~rra¡ De este modo, el osciloicopio hará un barrido en -
sincronla con el barrido de frecu~ncia del generador de se~a 

les y en su pantalla aparecerá una gráfica semejante a la si­
guiente: 



,, 

·~.~La se~al aparecida en el oscilostopio debe ser una &enolde 
pur~ de amplitud cambiante. Si la onda resulta achatada, .será 
indicio de que estamos operando al dispositivo en prueba en-­
regiones alineales; deberá entonces reducirse el voltaje de-­
la se~al de entrada hasta que la sal ida ,sea senoidal. 
La envolvente superior·de la-figura aparecida en la pantalla­
del osciloscopio es la curva de respuesta a la frecuencia---­
que en el ·eje vertical l.leva la variable V sal. 
Si durante el desarrollo del experimento se mantuvo constante 
el voltaje de entrada, entonces e$ta curva equivale a la de-

V sal contra la frecuencia. 
·v entr 

TECNICA DEL GENERADOR DE RUIDO Y EL ANALIZADOR DE ESPECTRO 
PAR~_OBTENER CURVAS DE RESPUESTA A LA FRECUENCIA. 

1.-Armese el siguiente arreglo: 

·¡Ge~.deo-•+-J ____ .,¡..Red eñ .. of-· -----ff~gscilos.J 
_ Ru1da. }'prueba . [ copio. . 

En este caso, el generador de ruido ~roduce automática y si-­
mul taneamente todas las ·:frecuencias·. 
2,-AjQstese el analizador de espectros para explorar el rango 

. de interés . 
.. l.-En la pantalla del analizador de es·pectros aparecerS una-­
fi~ura como la que sigue: 



V s a 1 

f 

Si pasamos una linea continua aproximadamente por el centro de 
las ''arrugas''., esta ser~ la curva de voltaje de salida contra 

.frecuencia del circuito probado. 

TECNICA DE.LA RESPUESTA AL IMPULSO PARA OBTENER LA RESPUESTA 
A LA FRECUENCIA. 
1.-Alámbrese el sigui_ente circuito de pruebas: 

Gen de Red en Oscilas 

o/u1 sos 
& ... -X ..,... 

prueba y copio 

2.-AjQstese la anchura y la separación de los pulsos hasta lo 
grar: a) La mínima anchura de pulsos posible. 

b) La m&xima amplitud de la respuesta del circuito 
(Vista en il osciloscopio). 

e) Que la respuesta a un pulso desaparezca antes de-­
que se infcie el siguiente pulso. - ,_ 

3.-Cópiese en un pa~el la'gráfica o~tenida en el osciloscopio 
4.-Protidase a cal~~lar=la -transformada de Fourie~ de tal--­
gráfi~a i esa será ·la funci6n de transferencia. 

METODO DEL ANALIZADPR DE ESPECTROS PARA OBTENER LA RESPUESTA 
A LA FRECUENCIA DE UN CUADRJPOLO. 
1 .. - Conécten~e los instrumentos como se muestra en seguida: 

·- .--
Frecuen Gen. de Red y" 

o en ., 
S 

címetro barrido prueba e 
i 
l 

Pantalla yb o 
S --" ... e 

~ 
Analiz. de esp. 



2.-AjQstese el rango de barrido del analizador a la banda de~ 

frecuencias que se desea explorar. En el osciloscopio se de·~ 
· ben ver dos senoides puras de frecuencia variable. Si las o ... 
da~ están achatadas, la amplitud de la se~al de entrada es 
excesiva. 

· 3.-La salida de la red a probar, alimentada al display del -­
analizador de espectros nos dará directamente la gráfica de-­
voltaje de salida contra frecuencia. 

4.-Si el voltaje de entrada a la red en prueba es constante a 
lo l.argo de toda la banda de frecuencias, la gr~fica obtenida 

·equivale a la de V sal/ v ent. contra frecuencia. 

METODO DEL MEDIDOR DE GANANCIA Y FASE PARA OBTENER CURVAS DE 
RESPUESTA A LA FRECUENCIA. 
l.-Conéctense los aparat~s como se ilustra en ·la sig. fig: 

X 

Frecuencí 
metro 

Generador 
~~ de 

Barrido 

y 
a y 

copio 

Red en 

Prueba 

ed1dor e 
Ganancia b 

y fase 

L----L--------------------~Oú , 

2.-El generador de barrido debe producir la gama d.e frecuen-­
cias que deseamos explorar. 

1.-En el osciloscopio, debemos comprobar que las se~ales de-­
entrada y salida de la red a probar son senoidales· sin defor­

maciones apreciables; en caso contrario, se ajusta el voltaje 
de la seRal de. excitación hasta eliminar la distoi·sión. 
4.-Se ajustan los controles de amplitud y frecuencia del medi 
dor de ganancia y fase a los rangos usados en la prueba ·y en­
los displays alfanuméricos de su pantalla se podrl l·eer la ga 

. nancia en JB y la fase en grados directamente. Esta técnica-­
debe dar resultados similares a los obtenidos con la técnica-



de los dos v6ltmetros .. la diferencia entre las dos gráficas• 
es que con el medidor de ganancia y fase la escala hortionial 
es lineal y con el método de los dos v6ltmetros, se us6 una es 
cala horizontal logaritmica én octavas. 
5.-La,graficadora X-Y se debe encender solo. después de haber­
ajustado:· 
a) Los controles de escalas X e Y al máximo. 
b) Los vernieres al mfnimo. 
e) Los controles de cero al centro. 
todo esto es para prevenir choques de la regla contra los to­
pes extremos de su recorrido. 
6.-De~pués de encender la graficadora se reajustan las escalas 
X e Y y la posici6n del cero hasta que la gráfic~ tenga las-­
proporciones (largo y ancho) deseadas. 
7.-Se debe ajustar también la velocidad del ba.rrido de fre--­
cuencia a un valor lo bastante bajo (generalmente unos 5 seg-

. por: barrido) para que el graficador tenga tiempo de moverse -
con comodidad. Recuérdese que el graficador es un ap~rato me­
vid~. a motor, con mecanismos de engranes y bandas, de gran--­
inercia y no ·puede dar mAs de un recorrido en tres segundo~-­
con razonable precisi6n 
8.-Si ·el generador de barrido tiene control de arranque y--­

parada, se .puede subir y bajar la pluma del t~azador sin nin­
gQn problema en el momento adecuado; pero si el generador de­
~~rrido carece de este control, entonces habrá que esperar -­
cuidadosamente el momento en que la pluma esté al inicio de-­
la gráfica (extremo izquierdo ) para bajarla y luego subirla­
cuando la pluma llegue a su extremo derecho. Si no se sube la 
pluma, esta regresa por otro camino diferente al 4e ida, pin­
t~nd~ una raya· ''loe~'' y echando a perder la gráfica. 

METODO DEL GENERADQR Df BARRIDO Y LOS CONVERTIDORES PARA OBTE 
N~R UNA.CURVA DE RESPUESTA A LA FRECUENCIA. 

l.~Se conectan. los aparatos como se .ilustra en la siguiente--
fi gúra·: ·. · 

·· 2.-·se ajusta el gener·ador de barrido para cubrir el rango de­
frecuencias deseado y a una velocidad de barrido baja (El ba­
r~ido completo debe durar a~rox unos 5 seg). 
3.-El voltaje del generador se gradaa de· forma que no haya---



metro 

Red en 
prueba 

X Graficador 
X-Y 

distorsión en las señales vistas en la pantalla del oscilosco 
pi o. 
4.-El convertidor frecuencia-Voltaje tiene un selector que--­
nos permite escoger hasta tres dfgitos de su display para con 
ve.rtirlos a voltaje de. directa por lo que se debe cuidar de-­
que todas las lecturas del mencionado ~isplay estén contenidas 
en. e~o~ tres dfgitos, de lo contrario, la conversión será 
erronea. 

5.-El convertidor frecuencia- voltaje. tiene otro control para 
aju~tar el tiempo que tarda en hacer una conversión, que pue­
de ser _desde 0.1 seg hasta 10 seg. Por este motivo, hay que-­
aj~star el conve~tid~r a la máxima velocidad (mlnimo tiempo)­
ya que de lo contrario, la gráfica·saldr~ muy escalonada 
6.-La salida de la red en prueba está conectada a un v6ltme-­
tro que tiene incorporado en su circuito un rectificaqor de~­
precisión para co~vertir la señal de alterna en VCD.que nos­
es entregada para que ali~entemos el ·eje vertical de la ~rafi 
cadbra, ya que e~ta no pue~e recibir voltajes de alterna de~-

.~ . 
mas de tres Hz, porque su sistema de movimiento mecánico no-~ 

los obedeéerla. 
7.-Se ajustan los controles de la graficadora para que la cur 
va salga del· iamaño deseado, con lo que obtendremos la gráfi­
ca,.de v.o.l taje ·de -sal.ida contra frecuencia, que se c.onvierte-­

automáticamente en Vsa1/Ventr contra frecuencia si el voltaje 

de entrada .es constante. 
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6.2 FILTROS ACTIVOS 
¡;¿ 

En esta sección se presenta el dise~o y re~lización de varios 
filtros, bajo distintas aproximaciones, destinados a ser lle~ 
vados a la práctica en el tiempo destinado para laboratorio. 

6.2.1. FILTRO PASO ALTAS. 

Se pretende diseñar y realizar un filtro paso-altas bajo una 
aproximación Chebyshei con las siguientes caracterfsticas:. 

f r·e e u e n e i a de corte (fp) 500 Hz 
frecuencia de supresi6r.~ ( f S) . 250 Hz 
p~rdi da en decibeles 30 db 
rizo 3 db 

L1 plantilla de dise~o para estos requerimientos es la siguie! 

Gdb 

Pdb 

' 

fs fp fa 

' l Rdb 

Hz 

. fs=250 Hz 

fp=50b Hz 
Pdb=30db 
Rdb= 1 db 

Figura 6.2.1 PJantilla de dise~o para el filtro paso altas 
Chebyshev 

En este caso, como el rizo es de 3 db, la frecuencia de corte 
(fp) y la frecuencia de fin de rizo (fa) son las mismas, ·eS 

decir que fp = fa 

El primer paso para el diseño, es transformir la plantilla an -. 
terior a una plantilla de un filtro paso-bajas normaliza·do a 

wp = 1 rad/seg ·donde wp = 2nf P 



Gdb 

~lp=l rad/seg 

30 db ws=2 rad/seg 

wp ws w 

FigurJ 6.2.2. Plantilla de diseno par~ el filtro paso baj~s 

normalizado. 

·/\ :ontinuación se obtiene el orden del filtro paso bajas 
normalizado. 

h 1 / 10 Pdb_ 1
1) ang cos <r 

n = + 1 w 
ang cos h ( 2.¡ 

wp 

Co-no el rizo es de 3 db, entonces E= l. 
El resultado de la ecuación 6.2.1 es n=4 

6 o 2. 1 

Co~ociendo el órden del filtro, y con ayuda de las tablas de 
' 

los coeficientes de los factores ~e filtros Chebyshev con ri 
zo de 3db, se obtiene la función de transferencia para el 
filtro paso-bajas normalizado: 

(0.950309) 2 \0.442696) 2 

6.2.2. 

H l ; ) = 
s 2 + (o. 179248) (O. 950309 )s+( O. 950309 )2 s2+( o. 928942) {o .442696 )~+(O. 442696) 2 

El sigui f'n te paso consiste en transformar y des norma 1 izar 1 a­
función de transferencia anterior a la funci6n de transferen­
cia del filtro paso-alta~ mediante la siguiente transformación: 

w 
G(s) = H (_Q_) 

S 

donde w = 2n500 rad/seg 
~ 

6.2.3. 



De· donde obtenemos:· 

2 
G{s) = · S 

. s2+592.5696s+l0928739.17 s2+6592.238s+50360327.97 
6.2.4 

que es la función de transfer~ncia del filtro paso altas con 

las especificaciones requeridas en el planteamiento del pro­
blema. 
La realización ffsica de la función de transferencia selle­

vará a cabo con dos etapas de segundo orden conectadas en 
cascada, empleando la configuración realimentación múltiple 

en cada una de ellas. Dicha configuración se mu~stra en la -

figura 6.2.3. 

4 

Cll C3 
o 
+ + 
V1 v2 

1 R2 l Rs - + 

Figul'a 6.2.3. Configuración realimentación múltiple para una 
etapa de 2° orden de un filtro paso-altas. 

La fllnción de transferencia para la configuración de· la figu. 

ra 6 , 2 , 3 e S 1 a siguiente: 

e 1 s 2 
c4. 

H(S)'-.2~~1--~c----+1~~,--------~,~--­
s + -(-L- +- +-) S + Rs ~3c4 c4 c3 RiRsc3c4 

donde 

6.2.5 

6.2.6 



6 • 2. 7 

Ct 
fR2 el . 

=viS \¡c3c4 
6. 2. 8 . 

El procedimiento para asignar los valores adecuados a cada el~ 
mento es el siguiente: 

Se elige e = e = e 1 3 

entonces se calcula 
R = 1 

5 aw
0

c 

Ct 
R2 = w

0
c(2H

0
+ 

c4 = 
el 
H;;" 

1 ) 

Para la la. etapa, se tiene que si H
0 

= 1 

el = c3 = c4 = o. 1 uf wo = G. 09288 X 

Rs = 50.627 kfl Ct = 0.17925 

Rz = 1B0.737 n 

De igual forma, para la 2 a . etapa, Si Ho = 1 

el = c3 = c4 = 0.01uf. wo = ~. 03603 

R5 = 45.508 kn Ct = 0.92894 

R2 = 4.363 kfl 

6 .L 9 

6.2.10 

6.2.11 

6.2.12 . 

1o 7J 1/2 
rad/seg 

X ·1 o7
] 

l/2 rad/seg 
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6.2.2 FILTRO PASO BANDA 

Ahora se mostrará el diseño y realización de un filtro paso-ban 
da con aproximación Butterworth que cumpla ~on los requerimien.­
tos mostrales en la plantilla de diseño de la figura 6.2.4 

Gdb 

1 

1 

1 

: 

Pdb 

1 

fsl fpl fo fp2 fs2 

Pdb= 30 db 

fpl= 450 Hz 

fpz= 550 Hz 
fs 2c 750 Hz 

Hz 

Figura 6.2.4 Plantilla de diieño del filtro paso-banda Butterworth 

-· 
A partir de los datos de la plantilla de ·diseño se pueden obte--
ner los parámetros restantes del filtro 

fo Jfpl fp2 ' 49·7.493 Hz 6.2.13 = = 

f2 
fs = o = 330 Hz 6.2.14 1 -r; 

2 

Q = 
fo 

fp2-fpl 
= 4.97493 6.2.15 

Partiendo de estos valores, se encuentra la plantilla de diseño 
del filtro psao-bajas correspondiente, normalizado· a w = 1 rad/~~g, 

p .. 
como se muestra en la figura 6.2.5, mediante la transformación: 

w. =· Q (~ - wo) 
wo w 6.2.16 



;.· 

' . 
. 'j 

Gdb 

. 

-V! S -wp O wp ws 

30db 

/, 
w 

wp=l rad/seg 

ws=4.2 rad/seg 

Figura 6.2.5 Plantilla de diseño del filtro paso-bajas normali 
zado asociado al filtro paso-banda que se deiea -
diseñar · 

Se calcula ahora el orden del 1iltro·paso-bajas normalizado M! 
diante la ecuación 6.2.17 

n = 1 
1 log(lOO.lPdb_l) 
2 log 

+ 1 = 3 6.2.17 

Con 1.yuda de las tablas de coeficientes pijra los factores de -
los 1'iltros Butterworth paso-bajas normjlizados, se obtiene la 
función de transferencia que satisface la plantilla de diseño­
de lt figura 6.2.16 

H {S ) 1 
- s+l 

1 6.2.18 

De e! ta función de transferencia, se puede observar que los P.Q.: 
los el e 1 a misma es tan localizados en: 

S ·¡ = -1 6.2.19 

13 1 
52 = - 2 + j T 6.2.20 

·s = 1 j J3 6.2.21 
3 - 2 T 



iO 

Me~iante 1a transformación dada por la ecuación 6.2.22 se ma-­
pean los polos del filtro paso-bajas normalizado a los polos -
del f.il tro paso-banda requerido. 

·' 

wo + 
S = 2Q (P 6.2.22 

donde P es la singularidad que se va a mapear 

Cabe aclarar que esta transformación lleva a cabo también la -
desnormalización del filtro. 

los polos del filtro paso~banda desnormalizados son: 

sl = -314.1593 + j . 311 o. o 1 3 52 . 6.2.23 

s2 = -314.1593 j 3110.01352 6.2.24 

S . = -170.71729 +j 3405.82573 6.2.25 3 

s4 = -170.71729 -j 3405,82573 6.2.26 

SS = -143.44198 +j 2 861 .. 68448 6.2.27 

s6 = -143.44198 -j 2861.68448 6.2.28. 

Como se ve, el orden del filtro es 6, es decir, que se duplicó 
'·el orden del filtro paso-bajas. A partir de .los polos, se dlc.!!, 

1 a 1 a ·función transferencia del filtro paso-banda desnormali Z! 
do 

H(s)= 
341.435 H s o 2 . 

) +·341.435 S+ 1.16288 X 

286.884 H S o 
s2 

+ 286.884 S + 8.20984 X 106 

s2+628.32 S + 9.77091 

6.2.29 
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Para llevar a cabo la realización de este filtro, se usarán 3 
etapas cuadráticas, cada una con la configuración fuente de­
voltaje controlada por voltaje. Dicha configuración se mues-­
tra en la figura 6.2.6 

R2 

~,....R...:;.l_,__-'C,_.l 1 1---r---.---i 

Vl 

1 
+ 

V2 

1 
Figura 6.2.7 Configuración fuente de voltaje controlada por -

voltaje para una etapa de 2do. orden de un fil-­
t;-o paso-banda. 

La función de transferencia de esta etapa se muestra a conti-, 
nuación 

+-1-+ 1 
R1c2 RjC] 

Los parámetros de la red son: 

k 

e 

k 
S 

R¡C2 

+ 1 + 
RzC2 

..1_ ( 1 
Cl 

+ (1 - k) 

6.2.31 

6. 2. 32 

6.2.30 



> 

' .,_ 

,l 

,; 

•' 

'• 

a = + 1 + 1 R[ ] RJ R2 

·El procedimiento pa.ra la asignación de los valores de los el_!!.·, 
mentos para cada etapa, es la siguiente: 

Se elige c1 f c2 = e convenientemente --·. 

"Posteriormente se calcula 

.f2 ,, 
k = 5 ~ T ' 6. 2. 34 

R = 
{i 

= Rl = R2 " R3 woc 
6.2.35 

Entonces Ho queda definida por 
' 

' Ho = _5_ Q 
~ 1 

.[2 
6.2.36 

A partir de :1 as ecuaciones anteriores se pueden asignar los &i 

guientes valores a los elementos de cada etapa: 

w
0 

= G .6288 x lo 7J 112 , Q = 9.98757 

. e 1 = c2 . = 0.01 uf 

·R R2 R3 41.471 kf! " = = = 1 

k = 4.8584 

.. a 
2,. Etapa wo = ~.77091 .~.-~~~ 112 • Q = 4."'7493 

c
1 

= c 2 = 0.01 uf 
· .... 

1 ' 

' 

" ' 
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k= 4.71573 

3~ Etapa Q = 9.98761 

el = c2 = 0.01 uf 

R = R2 =· R = 49.357 kn 1 3 

k = 4.8584 

Ho = 34.31139 

Finalmente cabe mencionar que para realizar el bloque. amplifi­
cador k de cada etapa, se puede ut~lizar una configu~ación no­
inversora con un amplificador operaci.onal como se muestra en 
la figura 6.2.8. 

+ 
Ei 

l-

1-. 
' ........._ 

1 

1 

1 

V 

/ 
/ 

/ + 
/ 

/ E o 
/k 

1 
-

Fi•¡ura 6.2.8 Circuito para realizar el amplificador k. 

Co11 la configuración mostrada, se tiene que 

k ' 1 + 6.2.37 



' . ... 
,:,,, 

de donde 6.2.38 
}! ., 

Algunos posibles valores para R1 y R2 se muestran a continuación 

a 3~ . 1- y. Etapas 

Rl = 4.7 kn R2 = 18.134 kfl 

2~ Etapa· 

Rl = 2.7 kfl R2 = 10.032 kfl 

6.2.J FILTRO PASO-BAJAS 

Diseiiar un filtro paso-bajas· con la aproximación elíptica .con -
las ~;iguientes especificaciones. 

f = 1000 Hz p 

fs = 1500 Hz 

Pdb= 50 db 

Rizo =· 1 db 

: ' . 

La plantilla de diseño correspondiente es ·la siguiente 

Gdb 
fp=lOOO Hz 

fs=l500 Hz 

Pdb 
Pdb= SO.db 

1 
fp fs Hz 

Figura 6.2.9 Plantilla de diseño para el filtro paso-bajas 



Nor~a1izando la plantilla de diseño a wp = 1 rad/seg. se obti~ 
. nen.las siguientes especificaciones para la nueva plantilla de 

·diseño. 

wp = 1 rad/seg 

w
5 

= 1.5 rad/seg. 

Utilizando las tablas de polos y coeficientes de factores cua­
dráiicos de filtros elípticos, se encuentra que para obtener­
las características deseadas el orden adecuado del filtro es 5, 
y la función de transferencia del filtro normaliZado a w = 1 p 
rad/sEg. es 

H(s) " 
s 2+2.425515 

s2+0.457749s+O.Sl7069 s2+0.l3308ls+0.994957 

Al desnormalizar la función de transferencia para 
wp = 2ul000 rad/seg 

mediante la transformación 

0.337846 
s+0.337846 

6.2.40 

se obtiene la función de transferencia del filtro deseado: 

G(s) s2+95755494.09 
= ~ 2+2876.1218s+20413065.92 

s2+214669620. l 
s2+836.172584s+39279327.95 

2122.749 
s+2122.749 

6.2.39 

6.2.41 

Para la realización ffsica de esta función de transferencia que 
contiene dos etapas cuadráticas con dos ceros de transmisión·ca 
da una, además de una etapa d~ le~ orden, se utilizará un~ con:. 
figuración de fuente de voltaje controlada por voltaje para ca­
da eta~-a de 22 orden, y una configuración RC pasiva para la eta 
ta de 1 er orden. 
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La configuración para las etapas de 22 orden es la si g u i'e;.t.e. 

m 
l+m 

a 
R3 

a m 
C¡ Cz 

t + 
1 l1l 

V¡ R¡ R2 
Vz 

a(m+l) 
y 

1 CI l ·m 

'l .. - - - -

Figura 6.~.10 Configuración fuente de voltaje controlada por­
voltaje para realizar una etapa pasobajas con un 
cero de transmisión. 

La función de transferencia del circuito anterior es la siguiel 
te 

k 2 -1 
(m+l )c+l (s + a2 ) 

2 Í(m+l J (e + B)l . 1 

s +La [(m+l )c+lJ. J s .+ a2 [ (m+'l )c+l] 

Los parámetros de diseño son: 

a = 1 ro;-

' 6 • 2 .• 41 

6.2.42 

6.2.43 

·r 



' 

b a l.Jb: m (-º- 1 k = 2 + m+l - - a ) a o o 
6.2.44 

H = 
a o 

k o bo 
6.2.45' 

y = aC 6.2.46 

A ~ontinuación se presenta un m~todo para llevar a cabo la asi~ 
nación de valores para los elementos de cada etapa. 

Se puede vir en la figura 6.2.10, que los elementos del circui­
to es tan normalizados a R1 = 1 por lo tanto se propone un fac-­
tor .je des normalización k.l' de tal forma que 

de d•)nde 

R¡ = 1 
kl 

R2 = m 
k¡ 

R3 
m = k(l+m) 

C¡ = a k¡ 

c2 = 'ª- k¡ 
m 

= a(m+l) 
e 3 m k¡ 

bo/a -1 
e = --:-.:o:..r--4 m + 1 

De l.1s ecuaciones 6.2,47, 6.2.50y 6.2.42 se tiene 

Si SI! elige m= 1 

6.2.47 

6.2.48 

6.2.49 

6.2.50 

6.2.51 

6.2.52 

6.2.53 

6.2.54 



. .___ 

:¡e, 

resul.ta que: 

el = e2 6.2.55 

e3 = 2e 1 6.2.56 

Rl = R2 6.2.H 

R3 = 1 
2 Rl . 6.2.58 

bo/ao - 1 
e4 = 2 el 6.2.59 

Se muestra a continuación un juego de valores posibles para -
los elementos de las dos etapas de 22 orden que conforman el 

filtro. 

1~ Etapa bo -. 95755494.09 

a o· = 20413065.92 

al = 2876.1218 

el = e2 = 0.01 uf k = 3.15608 

e3 = 0.02 uf H = o 0.67281 

Rl = R2 = 10.219 k(l 

R3 = 5.109 kn 

e4 = 0.01845 uf 

2~ Etapa. 
b = 214669620.1 

o 

a o = 39279327.95 

al = 836.172584 



el -. e· 2 = 0.01 uf k = 4.07665 

c3 = ,O. 02 uf H = o 0.74593 

Rl = R2 = 6.825 k!'l 

R3 = 3.412 l<fl 

c4 = 0.022326 uf 

Para realizar la etapa de ler. o~den, se puede .utilizar el cir­
cuito de la figura 6.2.11 y se recomienda:conectarse al final­
de las dos etapas anteriores para que no produzca caida de ten­
s 16 n. 

R 

+ + 
Ei E o 

e 

Figura 6.2.11 Circuito para realizar la etapa de ler. orden 
del filtro pasobajas elfptico. 

La función de transferencia del circuito anterior es 

1 
Re 

1 S+­Re 

6.2.60. 

Por lo tanto, un juego de valores adecuado para esta etapa es: 

e = 0.01 uf 

R = 47.108 kn 



Loi bloques amplificadores k se realizan de igual forma que se 
mostró en la figura 6.2.8 y los valores de resistencias se ca! 
culan ~on la ecuación 6.2.38. De esta forma, se obtienen valo­
res tentativos para los bloques~: 

la. Etapa k = 3.15608 

Rl = 5.6 kn 

·R = 12.074 kn 2 

2a. Etapa k = 4.0766. 

Rl = 4.7 kíl 

R2 = 14.46 kn 

6,2,1 F1LTRO SUPRESOR DE BANDA. 

Diseñar un filtro supresor de banda elfptico cuyas caracterfstl 
~as s~ muestran a continuación 

Gdb 
f = 300 Hz 

51 

f 
52 

" 400 Hz 

··------- Rdb --------
fp2 = 500 Hz 

Pdb= 20 db 
Pdb 

Rdb= 1 db 

' 
1 1 

fpl f S l fo fs2 fp2 Hz 

Figu!·a 6.2.12 Plantilla de disefjo para el filtro supresor de­
banda elíptico 



De los datos anteriores se puede encontrar que: 

f 
P¡ " 240 Hz 

fo = 346.41 Hz 

Q = 1 . 332 

Mediante la transformación marcada por la ecuación 6.2.61 se -
obtiene la plantilla. de diseño del filtro pasobajas normaliza­
do, asociado al filtro supresor de banda. 

w. = 1 . 6.2.61 

Gdb 
wo = o 

20db 
w =-w = 1 rad/seg 

pl p2 

1 
w =-w = 2.6 rad/seg 

51 52 
w w w w w ·~¡ 

P2 o Pl S¡ 

Figura 6.2.13 Plantilla de diseño para el filtro paso-bajas -
r normalizado asociado al filtro supresor de ban­

da. 

A partir de un programa de computadora digital cuyo listado se 
presenta en la sección 6.3, se cálcula el orden y los coeficien 
tes de los factores de la función de transferencia del filtro­
paso-bajas normaliiado a wp = 1 rad/seg. 

El resuttado que muestra dicho programa indica que el orden --
' adecua,du para el filtro es n=2 y la función de transferencia -

normalizado del mismo es 



H(s) = 
H

0 
(s 2 + 12.94B6) 

s 2 t 1.04567 S+ 1.1427 
6.2.62' 

donde 
H

0 
= 0.078652 

Por lo tanto los ceros de transmi~ión se encuentran loc~liza~ 
dos en: 

52 = + j 3.5984 6.2.63 

y los polos estan localizados en 
. + ' 

sp = - 0.52284 - j 0.93239 

Mediante la transformación 

~i '(P:I'-
4 Q~ 

. w 
S = -º. 

Q 

: ,· .,, .:· 

6. 2. 65. 

donde Pi son las singularidades de·la función de.transf•ren-~ 
eh del filtro paso-bajas normalizado, se obtiene que·. los ce-

1 ' •• 

ros de la función de transferencia del filtro supresor-de ban 
da deseado es tan localizados en: 

. 

S ' + j 1961.3 = -zl 
'6'.2;66 

sz + j 2415.4 = -
2 

6.2.67 

De igual maneral, los polos se encuentran en: . 

S' = -484.69 t j 2914.8 
pl 

6.2.68 

S ' -263.02 + j 1 581 . 6 = -
p2 

6.2.69 

• Con estos datos se obtiene la función de transfer·encia del • 
f i 1 t ro bus e a do. 



~/ 

G'!il 
~ s 2+t2415.4l 2 

sz+526.04 ~+(1603.3) 2 
6.2.-]Q-" 

Como se puede ve~. el orden del filtro supresor de banda es 
4~ ei decir, el doble del orden del filtro pasobajas norma-· 
lizado. 

~~ observa que ambas etapas son de la forma 

H[s} 
s2•b 

= ~0!...--
'2 s +a 1a+a

0 

6.2.71 

s~n e~9argo, en la la. e~apa: b
0 

> a
0 

~ient~as que en la 2a, etapa: a
0 

> b
0 

Esta diferencia ocasiona que la~ configuraciones utililadas 
para r'ealizar c~da etapa no sean iguales, es decir, para la 
1~. etapa se us~r~ la configuración fuente de voltaje con--· 
trolada por voltaje qe un filtro pasobajas con un tero de -
transmis16n, mientras que para la 2a. etapa se usar~ la co~ 
figuración f~ente de voltaje·~ontrolada por voltaje de un-
• ,r 1 

filtro paso-altas con un cero de transmisión. 

~continuación se agalizara ·la. configuración empleada para -
ad~ etap,~ •. 

ia. Etapa. 

6.2.72. 



a 

C¡ 

+ 
1 

V¡ R¡ 

1 

a 
m 

m 

y 

m 
l+m 

'I 1 
Figura 6.2.14 Configuraci6n para realizar la la. etapa del -

filtro supresor de. banda elfptlco. 

Como se recordará, ·esta configuraci6n fue an·allzada en la -
secci6n 6.'2.3. 
Usando las ecuaciones 6.2.54~ .... ,6.2.59 
se obtienen los valores de los elementos para esta etapa 

. el = c2 = 0.033 uf 

CJ = 0.066 uf c4 = 0.0209 uf 

Rl = R2 = 12. 54 5 kn 

RJ = 6.272 kn 

k = 2.38765 

Ho = l .. 05202 

2a. Etapa 

= s 2+(1961.3) 2 = 
s2+969.38s+(2954.B) 2 6.2.73 
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En la figura 6.2.15 se presenta la configuración fuente de vo·¡.-.--,-­
taje controlada por voltaje que servirá para realizar la 2a. 
etapa del filtro supresor de banda. 

m 

~ 
Ra 

a 
m 

c2 C¡ 

+ t 
m 

V¡ v2 
R¡ R2 

-· ·1-:l:I y 

l 1 R'+ 

- -=-· -
Figura 6.2.15 Configuración para realizar la 2a. etapa del fil 

tro supresor de banda elfptico. 

La función de transferencia de la configuración mostrada en la 
figura 6.2.15 es: 

k(s2+ _1 ) 
a2 

6.2.74 

• 
Los p1rámetros de diseño estan dados por: 

a =f. 5.2.75. 

R = m+1 
a

0
/b

0
-1 6.2.76 

m ao 
k = 2 + m+ 1 ( ~ - 1 -

6.2.77 



·a 

H = 
.o k 6.2.78 

y = 1 
R 6.2.79 

Siguiendo un proceso similar al tratado en la sec¿i6n 6.2.3 
se tiene que 

Rl = 1 
k2 6. 2. 80 

R2 = m 
k2 6.2.81 

R3 = m 
k2(1+m) 6.2.82 

. R4 = 
a

0
/b

0
-1 

k2 (m+l) 6.2.83 

el = a k 1 6.2.84 

cz = ! k 6.2.85 m 1 

c3 = a (m+ 1) 
kl 6.2.86 m 

Entonces: 

Rl = 1 6.2.87 
.Jb; e, 

Si escojemos m=l 

·e 
1 = c.2 6.2.88 

i· 

c3 = 2c 1 6.2.8.9 

Rl = R2 6.2.90 

R3 
1 = 2 Rl 6.2.91 



6.2.92 

Con estas ecuaciones se puede encontrar el siguiente juego d~­

valores .Para la 2a. etapa del filtro. 

Cl 

c3 

Rl 

R3 

R,¡ 

k 

= c2 = 0.01 uf 

= 0.02 uf 

= R = 50.986 kíl 2 

= 2 5', 49 3 kíl 

= 32.368 kíl 

= H = 2.38772 o 

\ 

Los bloques amplificadores k se realizan como en los casos an­
teriores con el circuito de la figura 6.2.8. 
Para la la. etapa, k = 2.38765. De la ecuación 6.2.38: 
R1 = 10 kn R2 = 13.876 kn 

Para la 2a. etapa k = 2.38772 

R = 1 o kn 1 R2 = 13.877 kn 

6.2.5 FILTRO PASA-TODO 

Se desea diseñar un filtro pasa-todo de 2do. orden con una 
apt·oximaci6n elfptica cuyo tiempo de retardo sea de 1 m seg. . . . 

De lar tablas de polos y coeficientes de factores de filtros­
. Vessel se obtiene la función de transferencia para un filtro 
Bessel paso bajos de 2do. orden no~malizado a un tiempo de re 
tardo de 1 seg : 
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H(s) 3 = 
s 2+3s+s 

6.2.93 

Por lo tanto, tomando en cuenta la ecuación 3.1.25, se obtiene 
la función de transferencia de un filtro pasa-todo a partir· 
del filtro paso;bajas normalizado de la ecuación 6.2.93: 

G(s) = s 2-3s+3 
s 2+3s+3 

6.2.94 

Sin embargo, esta función de transferencia no tiene un retardo 
normalizado de 1 seg,' ~ues de la ecuación 3.1.26b .se observa -
que la fase de un .filtro pasa-tod9 de 2do. orden es el doble -
de la fase de un filtro paso bajas del mismo orden y con los ~ 

mismos polos. Entonces, el retardo de la eculción 6.2.94 es de~ 

2 segundos. 

Por lo anterior la desnormalización de la ecuación 6.2.94 esta 
dada por la ecuación 6.2.95 

H(s) = G (j s) 6.2.95 

dond<! t = 1 m seg 

Fina1mente, el filtr6 pasa-todo con retardo de 1 m seg esta -
.dado por: 

H{s) 
= (~X 1 0- 3 S) 2-3 ( }x 1 0- 3 S)+ 3 

(~xl0- 3 s) 2 +3(}xl0- 3 s)+3 

o bien 

H (S ) = s 2-6xl0 3s+l2xl06 

s 2+6xl0 3s+l2xl0 5 
6.2.96 

La realización de este filtro se lleva a cabo con el circuito 

. :' 



( 
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\_ 
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de la figura 6.2.16 

e 

R1 e 
o--...---,....:..:..!....<r\/1¡--L-__;~ 1---"'------1 

+ 

l l -. --
Figura 6.2.15 Filtro pasa-todo de 2do. orden con configuración 

realimentación múltiple 

La función de transferencia del circuito anterior.es: 

H ( s ) = G s2-as+b 6.2.97 
s2+as+b 

donde 
a = 2 

cR 2 6.2.98 

1 b = 2 6.2.99 R1R2c 

G = 1 6. 2. 1 00 
1' ( 1 1 

' ' '3 R + ¡rl· ' ' 3 4 ' ' 

' '.• 
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De esta última ecuación, se observa que· G < 1,, 

Se recomienda que 

R2 = 
R3R4 

R3+R4 
6.2.101 

entonces 

Rl 
,. a 

abe 
6.2. 10~ 

R2 = 2 
a e 

6.2.103 

R3 ·= 
2(a 2+b) 

abe 
6. 2. 1 04 

R4 = a(a 2+b) 

a3e 
6.2.105 

G . = b 

a 2+b 
6.2.106 

Un juego de posibles valo_res para _los elementos podrfa ser: 

e = o. 1 uf 
R = 1 2.5 kn 

Rz= 3.333 kfl 

R = 3 13.33~ kfl 

R = 4 4.444 kfl. 

G = o. 2 5 

REFEREN<;:IA. 
3) 

SALVA A. "PROGRAMAS INTERACTIVOS PARA EL DIESÑO DE FILTROS 
ACTIVOS"; MEMORIA DE LA IX CONFERENCIA INTERNACIONAL DE IN­
VESTIGACION Y DESARROLLO EN INGENIERIA ELECTRICA Y ELECTRq_ 
NICA, (MEXICON 83); CUERNAVACA MORELOS, MEXICO, !98). 
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un ohm y el valor dE la frecuencia de corte como un radian por 

segundo. Esta normalizaci6n de impedancia y frecuencia puede -

quitarse f~cilmente ~ara dir los niveles de opertci6n requerí--

dos de acuerdo con ei_ siguiertte procedimient,o. La impedancia -

de los tres elemento1 diferentes que aparecen en un circuito 

son R, para la resistencia, jwL para la inductancia y j~c para 

la capacitancia; se notará que si la frecuencia se multiplica -

por una constante, la resistencia permanece inalterable pero pa 

_ra mantener invariable a la impedancia, de la inductancia y de 

la capacitancia es necesario dividir a 1 y e entre la misma 

constante. Esto proporciona la simple regla para quitar la nor 

malizaci6n en frecuencia. Por ejemplo, para elevar la frecuen­

cia w = 1 radian/ seg. a_ w = wc (donde wc = frecuencia de corte) 

habrá que dividir todos los valores de L y e de la red entre el 

valor de wc. 

Por otro lado para elevar el nivel de impedancia por un 

factor H, se debe multiplicar la impedancia de cada tipo de ele 

mento por este factor, esto es multiplicar a todos los valores 

de R y L que aparezcan en la red por H y dividir todos los val_Q. 

res de e entre H. 

En resumen estas dos reglas pueden combinarse en una so-

la operaci6n y resultará que para elevar las frecuencias w ~ 1 

a wc (frecuencia de corte) y el nivel de impedancia a un fac--

tor H; se debe multiplicar todas las resistencias por H, todas 

las inductancias por H/wc y todas las capacitancias por 1/Hwc o 

sea: 



DESCRIPCION DE UN FILTRO PASA BANDA 

En esta .sección se presentarán una serie de conceptos b! 

sicos para obtener una red pasabanda empleando conceptos moder-
' 

nos de teoría de síntesis de redes; as{ mismo los valores de 

los elementos que forman las redes se calcularán de fórmulas es 

pec{ficasl o se leerán de valores tabulados en forma normaliz~ 

da contenidos en tablas proporcionadas para tal efecto2 Es-

te 6ltimo hecho es muy importante ya que se eliminan cálculos -

laboriosos y permiten al ingeniero realizar un diseño de cual--

quier tipo de filtro de una manera directa y sin p'rdida de 

tiempo. El tiempo ahorrado se puede emplear en seleccionar el 

tipo de materiales adecuados a emplearse, la construcción en si 
1 

y las pruebas necesarias que hay que llevar a cabo a dicho dis-

positivo. 

1. Definición de Normalización 

~l iniciarse el cálcula de cualquier tipo de filtro de 

.ondas electromagn~ticas es conveniente trabajar 90n cantidades 

que no contengan potencias de 10 y valores de 2n ; por esta ra­

zón se trabaja con valores normalizadoi, haciendo que los valo­

res de los elementos est~n normalizados con respecto a la re~i~ 

tencia de carga y a la frecuencia expresada en radianes. En 

otras palabras el valor de la resistencia de carga s~ considera 



R = R 1 H ( 1 ) -:1 
' 

L 
HL' (2) = wc 

e e' (3) = Hwc 

En donde las letras acentuadas representan-los valores 

normalizados y las.no acentuadas los requeridos. 

Al realizar el disefio de cualquier tipo de filtro es muy 

común partir de un prototipo pasa bajo1 , cuyos valores de los -

elementos están normalizados. En función de los valores del 

prototipo las fÓrmulas para quitnr la normalización son: 

R = (E_g_)R' Rb G = ( g¡;)G' • ( 1 a) 

(-Ro ) 
w 1 ' . Go '' 1 

L = (-· -)L' = ((ji) (i!LL)L' ifQT W¡ o W¡ 
(2a) 

(Ro·' ) (.!!LL)c• (.Q_Q_) 1 

e = = (i!LL)C' 
Ro W¡ Go 1 w 1 . 

(3a) 

En donde w1
1 = R 1 = 1 y las letras acentuadas repre­

o 

sentan los valores normalizados y las no acentuadas los requeri 

dos. 

2. Características Butterworth y Tchebyscheff 

La característica de un filtro pasa bajo ideal se ilus-­

tra en la figura (1); en cuya respuesta no presenta atenuación 

a frecuencias que van desde· cero a w = 1; pero presenta una 

atenuación infinita a partir de la frecuencia de corte. 

1 Ve;¡_ pá11.11.a/.o 3. 
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Lj 
La respuesta obtenida por filtros reales; no es la misma 

que la respuesta de un filtro ideal, pero se puede aproximar de 

diferentes maneras; 

a). La figura, (2) muestra la aproximación del tipo "Butterworth" 

en donde se aprecia que la respuesta es excesivamente plana 

en la región del pasabanda cercana a cero; pero en la re~~~ 

gi6n cercana a la frecuencia de corte, la aproximación es ~ 

muy pobre tanto para la banda de paso corno para la banda 

suprimida. En esta aproximación se obtiene alta atenuación 

a altas frecuencias. 

b). En la figuri (3) se ve la aproximación Tchebyscheff en la ~ 

cual se observa que es igualmente aceptable ~ trav's de to~ 

da la región pasabanda; pero tambi'n la aproxirna~ión es po-

bre en la región de. rechazo cercana a la frecúencia de cor-

te. 

En el diseño de filtros el,ctricos para altas frecuen--~ 

cias, estas dos aproximaciones son generalmente las más emplea-

das. 

En la aproximación Tchebyscheff la pendiente de atenua--

ción es más pronunciada que la rnaxirnarnente plana;· esto es, tie-

ne un corte más agudo, lo cual nos permite emplear un menor nd-

mero de circuitos reson·antes para lograr la atenuación requerí-

da .. 
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Fig. (4) Pérdida de inserción de la banda suprimida 

en filtros Butterworth 

n es igual al número de elementos reactivos y w' y w{ se defi 

nen en el párrafo siguiente. 

4 El Prototipo Pasabajo 

Las.fórmulas de disefio para la mayoría de los filtros 

pasabarida con resohadores a~oplados en serie o paralelo ba ba--

san en el ''Prototipo pasabajo''; el cual es un filtro pasabajo-

que proporciona la respuesta en frecuencia deseada; ya sea en -

1 
íl.e/.e11.encia (6) 

(_ 

( 
' 

( 



.o 
"O 

1 
-:J 

o 

la aproximaci6n m~ximamente plana (Butterworth) o en la de igual 

rizo (Tchebyscheff). 

' En la figura (5) se muestra el prototipo pasabajo, aSl -

como sus respuestas maxirnamente plana y de igual rizo, 

1 

~=9n 
r-----r-~tf\-...------ - --

. :.;: e'= g 
n n 

'----~---A----- - ------~ 
___ ....._ __ _. 

a) 
J 

.L,=9n -----.---....... --
1 

' Rn+l 
Cn=9 g n = n+l .._ _____ .....~ ____ ¡_--- __ _. ___ _, 

LAr 

b) 

a) Prototipo pasa- bajo 

l __ 
w' a 

Respuesto maximamE'nte 

plana 

y ,b) Su dual 

Respuesta dE' igual 
rizo 

Fig. (5) Filtro prototipd pasa bajo con res1~~stss 

maximamente plana y de igual rizo 



En el prototipo pasabajo se consideran las siguientes condiciQ 

1 nes: 

a) El lado del pasabanda ocurre a 
1 

w' = 1 o sea f ='1/2rr 
1 1 

b) ' igual la resistencia del generador Rl si e 1 
go sera a g = o 1 1 

y se dei'i.ne corno la conductancia del generador Gl si g1 = o 
1 1 

e) gn+1 ' igual la resistencia de sera a carga R +1 si = e gn n n 
1 1 

se define corno la conductancia de carga G +1 si gn = L 
n n 

d) El primer elemento g es un capacjtor en paralelo; as{ los 
1 

L 

y 

elementos impares ~ , g, g , ... etc, son capacitancias en 
3 S 

1 

1 

paralelo; y sus valores estarin expresados en farads, rnien--

tras que los elementos pares como son g, g , g , ..••• , etc, 
2 4 6 

son inductancias en serie y sus valores expresados en henrys 

El Último elemento gn' es un capacitar en paralelo si n 

(el número de elementos reactivos) es impar o una inductancia 

en serie si el valor n es par. 

Las ecuaciones generales para la respuesta de un filtro 

prototipo pasa bajo con aproximaci6n Euterworth y Techebyscheff 

son las siguientes: 

Respuesta maximarnente plana (Buterworth) 1 

g
0 

= R
0
:1 para cualquier valor de n 

1Re/.e¡¡_encia (7) 



= 2 sen 2,ooooo,n· (8) 

1 ' 
gn + 1 = 1•L 1 A = 10 log 10 (1 + w 2 n)db 

. J ( 9) 

Respuesta Tchebyscheff 1 

g
0 

= R
0 

= 1 para cualquier valor de n 

("10) 

= 4ak - 1 ak = gk bk _ 1 gk _ 1 para k 2, 3, o o o o n ( 11 ) 

= LAr S Lge (Coth 17037) en donde LAr se expresa en db e 1 2; 

y = sen h( 2 ~ ) ( 1 3) 

ak =sen [(2\~ 1)rr) para k= 1, 2,00000, n ( 1 4) 

bk = y 2 + sen 2 l~rr) para k = 1 , 2, o o o o , n ( 1 S) 

gn + 1 = 1 para n impar 

gn + 1 - coth 2 cf-l para n par 

L1 A = 10 log 10 [1 + (10LAr/ 10 -1) cos 2 (ncos-
1
w

1

))db 

cuando w < 1 

( LAr/10 _¡ 1 l 
L1 A = 10 log 10 l1+(10 -1) cosh 2 (ncosh w) Jdb 

cuando w' > 1 

1 . 1 . J<e 0 eJtertc-<.a ( 8) lj i 9) 



Observando las f6rmulas s~ ve que la resistencia de·car-

ga de la derecha R + 1 tiene un valor de 1 ohm para todos los 
n 

casos considerados, excepto para el caso de respuesta Tchebys--

cheff en donde n tiene un valor par. El conjunto de valores de 

los elementos g 1 , g 2 , ••••• g
0 

son sim~tricos. 

Tambi~n se encuentra expresada la respuesta Tchebyscheff 

de la manera_siguiente: 1 

L'A(w') 1 o l~g 10 {1 
· [ _1 w' 1 = + Ecos 2 neos CwrJ)}db 

1 

(16) 

Para w' < w' 
1 

í - 1 ' ) 
L'A(w') = 1 o log

1 0 
{ l + Ecos~lncosh c:1) }Jdb 

l 
( 1 7) 

Para w' > w¡ 

en donue E = t [antilog (LArJ) _ 1 } 
10 

( 1 8) 

Ver figura No. (5) en la cual se ilustran los parámetros referi 

dos en estas ecuaciones. 

Para determinar el número "n" de elementos reactivos que 

nos proporcione la respuesta de igual rizo deseada en el proto­

tipo pasa bajp; se calcula con la f6rmula siguiente, o se en---

cuentra en forma gráfica de acuerdo con las curvas proporciona-

das en el ap~ndice A. 

1 
Re.f.eJtencia ( 9) 



n > 
- 1 cosh 

- 1 cosh 

1 

. l LAa ) l antl og 10 L--,-a--

(1.9) 

~os valores de los elementos reactivos en forma normali~ 

zada para el filtro prototipo pasa bajo con una respuesta 

Butterworth y Tchebyscheff se encuentran tabulados en el apéndi 

ce B. · 

5· Transformación de un filtro pasabajo a un filtro pasabanda 

Un filtro pasabajo de ancho de banda (W 0 ) puede ser con-

vertido a un filtro pasabanda de ancho de banda w = w2 - w1 e 
donde w2 es la frecuencia de corte superior y W¡ es la frecuen-

cia de corte inferior, mediante la siguiente regla: 1 

Por cada inductancia de la red de L henrys, agréguese 

una capacitancia en serie cuyo valor es 1/w8L farads, (En don-

de w
0
es el valor de la frecuencia central de operación) la cual 

resonari con la bobina L a una frecuencia w0 ; y por cada capaci 

tor que aparezca en la red de C farads, agréguese ·una inductan 

cia en paralelo con un valor de 1/w~C henrys, la cual también -

resonari con el capacitar C a una frecuencia w¿• 

cias se mantienen invariables. 

Las resisten -. 

La figura (6) ilustra la transformación del filtro. 

Cuando un filtro pasabajo es transformado a un pasabanda. 

las relaciones de ancho de banda en puntos de igual at·enuación 

permanecen constantes. 

1 
Kl;,/.l!Aenc ia 1 O 

.. 

(Ver figura 7). Esto es si llamamos Y 
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1 
w~c 

R 

9¡ 

1/(~L) 

1 
%C 

R 

R 

Fig. .6 Transformaci6n de un filtro prototipo 

pasa bajo a un filtro pasa banda. 
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FILTRO PASA·BANDA RESPUESTA DEL FILTRO 

REQUERIDO PROTOTIPO.· 

Fig. .7 
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a la relaciÓn de ancho 

y ; f40 
f1 

/// /-"1 
de banda, 

; lli 
B1 

tenemos que: 

En la figura (7) se muestra un filtro pasabanda con las 

características de atenuació~ deseadas; y un filtro pasabajo el 

cual cumple o llena estos requerimientos. 

Las curvas de pfirdida de inserción.de la figura (8) mue~ 

tra la relación entre las respuestas del prototipo y del ~asa~-

banda. 

La respuesta del filtro pasabanda se obtiene a partir de 

la respuesta del filtro prototipo pasab~jo ·transformando la es-

cala de frecuencia, de tal manera que w~del filtro pasabanda 

corresponda a w' ; O del filtro pasabajo y los puntos cuyas 

frecuencias son w1 y w2 del pasa banda correspondan al punto w¡­

del prototipo. w0 está relacionada a w
1 

y w2 por· w~ ; W¡W2 • --

Así si los puntcis pfirdida de 
. , 

de 3db úl¡ y (¡)2 son con inserclon 

puntos 40 dbs de pfirdida de 
. , 

ten y (¡)3 y (¡)4 son con. inserclon, se 

drá que 2 Wo = W¡Wz = uJjúJ4. 

1 1 ' 
En las ecuaciones de diseño f¡ , debe tomarse corno ~W¡ 

(En donde wl ; 1) si se desea que la pfirdida de inserción del 

pasabanda estfi a 3 db en el caso de una respuesta maximamente -

plana, o se hace igual al nivel del rizo para el caso de la res 

puesta Tchebyscheff. 

Para el caso d~ filtros acoplados en paralelo se hace la 

siguiente aproximac~Ón entre las escalas de frecuencia del fil-

tro prototipo y del filtro resonador acoplado en paralelo ... 

1 
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Fig. (8) Relaci6n entre las respuestas Butterworth 

y Tchebyscheff del filtro prototipo pasa-

bajo y el filtro pasabanda. 

3UJo 
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w - Wo 
' 1 wl = 2w 1 .( ) o sea 

w2:-W1 

f - fo 1 

w' = 2w 1 ( ) 
f¿ - f¡ 

6 Dualidad de Redes 

Cualquier red en escalera puede transformarse fácilmente 

en su dual y la respuesta de ambas es la misma; esto se logra -

mediante la regla siguiente: 1 

La impedancia de un brazo en serie se reemplaza por la 

admitancia de un brazo en paralelo y vic3versa o sea de acuerdo 

a esto todos los capacitares de C farads son reemplazados por 

su elemento dual el cual es una inductancia de C henrys, y to--

das lás inductancias de L henrys se reemplazan por un capaci--

tor de L farads, y todas las resistencias de R ohms vienen ---

siendo conductancias de R mhos: si el elemento original es. un 

brazo en serie, entonces el elemento dual viene siendo un brazo 

en paralelo; mientras que si el elemento original es un brazo -

en paralelo; su elemento dual es un brazo en serié. 

Por ejemplo el dual de la red en (a) de la figura (9) se 

muestra en ( b). 

4 

2 

(o) 
< ' 
1 · · 7 v' /~e ;;!:J!.. l'1J.!.Jl e ¿a 

10 

1 
r,~ 

1 2 

~.---J-3---$--' 1 11 o r:;· 

( b) 
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7 INVERSORES DE IMPEDANCIA Y DE ADMITANCIA 

Al derivar las ecuaciones de diseño para ciertos tipos de 

filtros pasabanda·es conveniente convertir el prototipo de la­

fi.gura 5 el cual emplea inductanci.a·s y capacitancias a formas -

equivalentes las cuales se componen Únicamente de capacitancias 

o inductancias. Esta transformación puede llevarse a cabo me--

diante inversores ideales. Estos invers6res se les conoce como 

inversores de impedancia e inversores de admitancia cuya defini 

ción esquem,tica se ilustra en ~as figuras 10 y 11. 

DESVIACION DE FASE 

t 90° 

INVERSOR DE 
IMPEDANCIAS 

Figura (10) Definición de un inversor de impedancias 



,· 1':, 

Un inversor de impedancias ideal opera igual que una lí-­

nea de transmisi6n de un cuarto de longitud de onda cuyu impe~­

dancia característica es K a todas las frecuencias. Si a1 in--

versar de impedancias está terminado con una impedancia Zb en -

un. ext1·0~~. (Ver figura 10) la impedancia Za vista desde el --- · 

otro extremo es 

Za = z b 

+ '1 

D VlACION DE FASE 
:!'90° 

Jk ,kt1 

,., 

"""---..... -~--... " - V' 
INVERSOR DE 

ADMITANCIA S 

1 

yb 

1 

Figura (11) Definici6n de un inversor de admitancias 

( 1 o) 
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Un inve~sor de admitancia id~ai opera igual que una linea 

da trarismisi6n de un cuarto de longitud de onda cuya admitancia 

característica es J a todas las frecuencias. Si una admitancia 

Yb se conecta a un extremo de este inversor; la admitancia Ya 

que se ve en el otro extremo es 

y 
a 

(11) 

Debido a la acción de inversión indicada en las ecuaciones 10 y 

11, una inductancia en serie conectada a un inversor se ver~ 

desde el otro extremo del inversor como una capacitancia en 

paralelo y una capacitancia en paralelo conectada a un inversor 

se ver6 desde el otro .lado del inversor como una ind~ctancia en 

serie. 

Empleando las propiedades de estos inversores se puede lo 

grar que un circuito prototipo pasabajo como el de la figura 5 

se transforme en.una red que contenga elementos Únicamente en 

serie o Únicamente en paralelo; la cual tendrá idéntica carac-­

ter{stica de transmision q~e la del prototipo. 

La figura (12) ilustra el empleo de los inversores para 

lograr un prototipo c9n elementos en serie o paralelo. 

Uno de los procedimientos que se puede emplear para deri­

var el valor de la impedancia o admitancia caracter!stica del -

inversor (K k 1 kt1 y Jk 1 k+1) puede ser la siguiente; 



'' 1 -~ . '~ .. 

la2 Lan , , , .... r-.,__,,~___, 

Ko1 K12 

a) 
Lal< La(k+l) 

k:ian-1 

' 

Cal J 12 Ca2 J23 ·=:=can J,r.., <:> > Ge 

. 
bl 

J 01: 
Gi\ Ca 1 Cal< Ca<k•ll 

. 9p g, .Jk,k+l 
gk g k+ 1 

·Can Gl3 
Jn,n.1: g· · .. · g 

. n n-t1 
k:1 a n-1 

Figura (12) Prototipos modificados al incluir invenso--

res .de impedanqia o admitancia 

a) Prototipo modificado mediante el empleo 

de inversores de impedancia 

b) Prototipo modificado mediante el empleo 

de inversores de admitancia 
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La figura (13a) ilustr~ una secci6n de un circuito proto~ 

tipo pasabajo en el cual existe un circuito abierto después del 
.¡~ +~ ii 
:··:cap~ci toT Ck+ 1 • La figura ( 13b) muestra su circuito duaL En 

la figura (13c) se muestra un circuito prototipo que emplea 

inversores de impedancia y cuyos inductores aparecen todos en -

serie. Los puntos de circuito a!Jierto y en corte se han co'nsi-

d~ra~o ~nicamente pars simplificar las ecuaciones. 

----

-- - _. ____ _...._ ____ ~::--....__ - - -
'corto circuito b) 

Lok•l 

--. 

- _....;.... __ --! 
~-~----

\orto circuito e) 

Fig. (13) Arreglo del prototipo y su dual para derivar 

las ecuaciones de Kk,k+ 1 y Jk,k+ 1 

a) Prototipo 

b) Dual 

.e) Prototipo modificado mediante el empleo de 

inversores de i111pedunciu 



Un circuito determinado cuando se ve a 

ll' F 
~ ;. 

,. ;; 1' 
traves. de un inver 

sor de impedancias es como si se estuviera viendo al dual del 

circuito considerado, así la impedancia que se ve desde el in--
" 

ductor La 1 en la figura (12a) es la misma que la que se ve des­

de .la inductancia L~ de la-figura (5b) a excepci6n de un cambio 

en el nivel de impedancias. La impedancia que se ve desde el 

inductor La 2 de la figura (12a) es idéntica a la que se ve des­

de la. inductancia L '2 de la figura ( 5a) e·xcepto por un cambio -

en el nivel de impedancias. 

De acuerdo con el circuito de la figura (13a), la impedaQ_ 

cia Zk vista desde el elemento Lk·tiene un valor de¡' 

zk =. jwLk· + 
j wCk + 1 

( 1 2) 
1 

considerando ahora el circuito de la figura (13c) en funci6n 

del inversor; esta impedancia tiene un valor de 

K\, k+1 Z\ = jwLak- + -----­
JW1ak+1 

( 1 3) 
1 

Zk y z'k son id6nticas excepto por un cambio en el nivel 

de impedancias, el cual es Lak/Lk 

Igualando las ecuaciones (12) y (13) se tiene que 

Z' k 
1 

(14) 

·igualando los segundos terminas de (13) y (14) se tiene 



L .k L k a · a +1 
1ék+1 

.t .. ·t,;'J 
) ,::! 1 ·~ 

Como puede observarse en la figura (13a) Lk = 

por lo que la ecuaci6n ·(15) ~e puede expresar como 

L L ak, a(k+1) 

. gk g~+l 

. . , 
al mover la poslClon de los puntos en qfre aparecen el corto 

( 1 S) 

e 1 6J 

circuito y el circuito abierto se pueden calctilar todos los in-

versares que aparecen en el circuito, excepto aqu~llos situados 

en los extremos de la red. Esto quiere decir que la ecuaci6n -

(16) se aplica a los inversores k= 1, 2, ), .. , .. , n-1. 

Para deducir las ecuaciones de los inversores situados al 

final de la red, consid~rese la figura (14). En a) se ilustran 

los dos dltimos el~mentos de un oircuito prototipo y en b) la -

misma secci6n del prototipo transformada mediante inversores de 

impedancia. 

Como puede observarse en la figura (14a) la,impedancia 

vista de g es . n 

Z = J'wL + 
n n Gri + 1 

La impedancia Z1 en la figura (14b) tiene un valor de 
n 

Z' = jwL + n an 

(17) 

( 1 8) 
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-,-

-

Fig. 

---
a) Zn Zn+l 

-- Lan 
Kn1n+l Re 

--
b) 

14 

z~ z~., 

Sección del prototipo empleada para derivar 
las ecupciones de Kn,n+1 y K0 , 1 
a) Ultimo elemento reactivo y carga. 
b) Transformación de la sección final del 

prototipo empleando inversores de impe 
dancia. 



Dado que Zn es igual a Z'n de~tro de un factor de nivel -

do impedancias Lan/Ln. 

L .. 
Z' = an Z = 

n r;- n 
jwL + 

an G 
( 1 9) 

n + 1 

igualando los segundtis terminos,de las ecuaqiones (18) y (19) -

' 
se tiene 

K .. = 
n, n+ 1 

( 2 o) 

Substituyendo~el valor de gn· y gn~J en la ecuación (20) 

resulta 

(21) 

K = 
o' 1 

(22) 

La deducción de las ecuaciones para los parámetros JK,k+l 

de la figura ( 12b) se o bti.enen de una manera semejante emplean-

do las admitaricias en lugar de las impedancias. 

8 Redes de inversiÓn de impedancia de banda ancha 

En la figura (J5) se ilustran seis redes que tienen la·-

propiedad de inversión de impedancia similar a la de un trans--



'\ 

formador de un cuarto de longitud .de onda sobre un amplio ancho 

de. banda. 

La impedancia característica K y la des~iaci6n de fase R,. 

de cada una de las redes puede deducirse d·e varias maneras; 

por ejemplo en la figura (15a.) las impedancias de entrada a cir 
' 

cuito abierto y acorto circuito de la mitad de la. red son: 

Zoc = ___]_ 
wc y Zsc = .:1:_ 

wc 

Empleando la reliiei6n K =v ZscZoc se tiene que k = 1/Wc· 

0 2 -1 (-Zsc )1/L = " = tang ± Zoc ± 90° 

(23) 

( 24) 

(25) 

Para la red de la figura (15n) ol signo negativo de~ es 

correcto pero en est,.aplicaci6n el signo no es importante. 

Corno puede observarse en es·te caso, 13 es independient!'l 

de. la frecuencia y por lo tanto la propiedad de inversi6n de im 

pedancia del circuito de la figura (15a) se mantiene a todas 

las frecuencias mientras que la impedancia característica tiene 

la misma variaci6n con.la.frecuencia como lo hace el tipo de--· 

reactancia que se.encuentra en la red. La red de in ver sió'n de .. 
i~pedancias rn&s apropiada. para un filtro determinado, es aque--. 

lla cuyos elementos ·negativos pueden absorverse dentro de los 

circuitos resonantes; de tal manera que todos los v~lores de --

los elemento& del filtro sean positivos. 



j'I-
Se pued~n emplear redes que proporcionen inversi6n de im-

pedancia sobre anchos de banda muy amplios en lí.neas de· t::r·ansm;!,_ 
... . i' . '• 
si6n de modo TEM y en guías de onda. 

En las figuras (15 e) y f) se muestran los casos en que 

' se emplea una reactancia inductiva en paralelo y una reactancia 

capacitiva en serie. 

e -e -e 

:r~ o--1~~ 
~I Te o T 

K= 1/wC. 
a) 

lo 

X. 

K=l/wC. 
. b) 

K: 1 Z0 tan(~¡2)1 

"' -1 'f' "-tan ( 2X/l} 
o 

K 1 l 0 XIZ =----=-
0 1- (K/Z) 2 

·O 

f'l 

o 

-L 

L 

K= wL. 
e) 

-L -L 

K= wL. 
d) 

F r/J~ 1 
B 

1 

1 

. _, 
~=-tan ( 2B/Y0 ) 

8/Y =. K/Zo 
0 (K/ Znf-1 

f) 

Fig. (15) Redes de inversi6n de impedancia de 

banda ancha 
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Las f6rmulas que aparecen. en la figura se derivan partieQ 

do de las impedancias en corto circuito y en circuito abierto -

de la mitad de la estructura: 

K = Z ' 
t'l 

+c;;;;­-v =xc-e 
- Z tang 1. 

e 2 
- 1 

tang 

tang e!) tang [ t + tang- l 

Si se considera S = -9cf es necesario que a w0 

1 ( ZwuL) y K = Zotang.'E.
2 ~ - - tang- 26 . 

(26) 

(27) 

(28) 

En (26) el numerador y denominador son pW¡Jorcionales a·~, 

y esto origina que la variaci6n de frecuencia de S = -90° sea -

lo suficientemente pequeña ·para considerarse despreciable. Tal!)_ 

bién K es proporcional a ~· 

Para diseño se requiere a X ~ wL en función de K, y esto -

·se obtiene empleando la identidad trigonométrica 

De donde 

X 
Zo 

X 
Zo 

= 

K 
Zo 

- t K 
= 2 tang ( 2 tang rc;-) 

, -c!5-v Zo 

(29) 



9 Derivación de las ecuaciones de diseño 

En la figura (16 b) se muestra un filtro pasaba~da el 

cual puede ser derivado de un filtro prototipo pasabajo como se 

vió anteriormente. 

Los parámetros del prototipo g
0

, g 1 ••••• , gn+ 1 fueron de­

finidos'en el capítulo anterior párrafo 3. 

Este filtro tiene resonadores en serie'y en paralelo; los 

cuales se caracterizan por .su frecuencia de resonancia W 0 y un 

parámetro en función de la pendiente. Para resonadores en par~ 

lelo se aplica el ''parámetro pendiente de susceptancia'' bk y es 

simplemente la susceptancia· de la capacitancia del resonador en 

?aralelo a la frecuencia de resonancia. Para los resonadores -

en serie se aplica el ''parámetro pendiente de reactancia'' xk y 

es simplemente la reactancia de la inductancia del resonador en 

serie a la frecuencia de.resonancia. 

Este par&metro de pendiente tiene una definiciÓn más 

general la cual se aplica para todas las formas de resonadores 

y se expresa de este modo; 

Parámetro pendiente de susceptancia 

= Wo ·-z-
dBk (w) 

dui 1 w = Wo mhos UD). 

El parámetro xk tiene una definición análoga en una base 

dual. 

\ 



R,: 
9.= 

RA 

___ kh __ 

a) 
n impar n par. 

L---~--------~-----------~--~ 

K01 

!90° 

b) 
n impar n par. 

w 
1 

f2-f¡ 
Lk Lk = w1gk 

w= 
WoW1gk W UJ0 1o 

para para 
k impar k par. 

e k - W] 9k e- w 
fo : J W Wo k- ll.l.w'9 fl f2 . 1 k 

f1 y t2 corrE>spondE'n:a w; dE' lo rE>spu<:>5to prototipo. 

' 1 .· ' 
\ ¡V) 

---~rn 
K12 K23 KOJl+l 

!90° ~9d' !9d' Re 
----

e) 
~r~nsforsaci6n de un filtro pasa~banda a pa~tir-

de un prototipo pasa-bajo empleando inversores 

de impedancia de un cuarto ~e longitud de onda 



Cualquier filtro de la forma de la figura (16 b) el cual 

emplea una configuración de resonadores en serie y paralelo, -­

puede convertirse a la forma de la fig-ura ( 16 e) el cual emplea 

solamente resonadores en serie. Las cajas marcadas como 

son los inversores de impedancia. 

Si los inversores de impedancia del circuito de la figura 

(16 e) fueran ideales; la.respuesta de este circuito sería idén 

tica a la del filtro equivalente de la forma de la figura 16 b) 

Como se vió en el párrafo 7 una .línea de un cuarto de log 

gitud de onda es .por supuesto un inversor de impedancia de ban-

da angosta y se ha empleado frecuentemente en el diseño de fil-

tras; sin embargo muchos otros tipos de circuitos tienen propie 

dades de inversión, y muchos de ellos tienen una operación de 

inversión con un ancho de banda mucho más amplio que el que 

proporcioná una sección de línea de un cuarto de longitud de --

onda (Como·los descritoa en el párrafo 8). 

Las ecuaciones que s.e .. describirá_n están basadas en el 

circuito dual de la figura (J6 e), o sea que en ests nuevo cir-

cuita los resonadores se encuentran todos en paralelo. Un cir-

cuita de este tipo en la forma generalizada se muestra en la 

figura (17). 

Las cajas marcadas con Bk (w) r~presentan resonadores 

los cuales pueden ser de cualquier forma siempre que estén res2 

riando a wo y exhiban una característica de susceptancia igual a 

fl 



Gs 

Fig. (17) Circuito de un filtro pasa banda generalizado 
. ' 

empleando inversores de admitanéia 

la de un resonador en paralelo en la vecindad de Wo (estos res2 

nadares pueden estar formados por elementos concentrados, ele~­

mentos distribuÍdos o una combinación de ellos). La forma re--

querida de la característica de susceptancia se muestra en la 

figura (18). 

Si los resonadores en paralelo están formados por una -

bobina (1) y una capacitancia (C) en paralelo como los de la 

figura (19), el·parámetro pendierite de susceptancia para el re-

sonador k es simplemente bk = w0 C. 

Si los resonadores son de alguna otra forma, el paráme­

tro pendiente puede calcularse por la ecuación ge. eral dad' en 

(30). Para resonadores en paralelo: .. 



' '' 

// 
;' 

wL 
B (w)l----·------~~-.::,.._--------

/./1 w---

/ 
1 

/ 

Fig. (18) Susceptancia del resonador k 

1 "Paramétro pendiente de sus 

<;eptancia". 

Para resonadores en serie: 

= "Parámetro pendiente de 

reactancia". 

Fig. (19) Filtro pasabanda empleando circuitos 

resonantes en paralelo e inversores 

de admitancias 
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La definici6n del ·inversqr de admitanci~s J es conve .--

niente para el an,lisis de resonadores dispuestos en paralelo 

ya que aste an,lisis ser' matemiticam~nte el mismo que para --

resonadores que se encuentran en serie excepto que las admitan 

cia~. serin empleadas en lugar de las impedancias. 

El valor de los inversores de admitancia J estin deter -

minados por las siguientes expresiones: 

K=l a n-1 

en donde w = ancho de banda = 

w ---.­
W¡ 

.mhos 

y Wo = /w¡W2 

. (31) 

( 32) 

(34) 

GA y G8 son las conductancias de entrada y salida r~spectiva -

mente como se aprecia en el circuito de la figura (17). 

En las ecuaciones de diserio las conductancias de carga 

(de entrada y salid~GA y GB junto con los parámetros pendien-



1 

tes b
1

, b 2 , ••.. bn pueden especificarse arbitrariamente. 

Si los parimetros de inversi6n de admitancia Jk, k+ 1 se 

determinan como se indica en las ecuaciones (31), (32) y (33), 

la respuesta de transmisi6n seri idéntica a la de un filtro 

equivalente de la forma de la figura (16 b) (suponiendo que los 

inversores son ideales). 

Los inversores J empleados en la derivaci6n de las ecu~ 
• 

cienes del filtro de linea en ''peine'' son d~ la forma mostrada 

en la figura ( 20) • 

T 
e V 

J = 1 Ycote 1 

·~ 
Fig. (20) Inversor 0.8 a(c~;,itancia formado. por secciones 

de linea en corto, de longitud eléctrica e . 



Este tipo de transformador de admitancias opera como 

inversor a todas las frecuencias, pero dista mucho de ser ún in 

versar ideal dado que su par&metro de inversi6n J varía con la 

frecuencia. Como se notar& este .inversor incluye líneas en pa-

ralelo que tienen adrnitancia característica negativa, Este ti­

po de admitancias.negativas no causar& dificultades dado que 

~llas estarin en paralelo con otras lineas que tienen una admi­

tancia característica positiva y la admi~ancia característica -

total de las lÍneas en paralelo será positiva, 

10 Equivalencias de redes 

En las figuras (21)·, (22) y (23) se muestra.la equiva--

lencia entre circuitos de .línea acoplados en parale1o y circui­

tos de lín.ea formada por dos conductores paralelos. (línea abier 

ta) . 

a a En las figuras antes citadas, y oo y y oe son las admi-

tancias de modo impar y par respectivamente para la linea tipo 

cinta a; yboo y yboe son las admitancias de modo impar y par -­

respectivamente para la lÍnea tipo cinta b; ca y cb son las --­

tiapacitancias por unidad de longitud ~ntre la lÍnea tipo cinta 

y tierra, Cab es la capacitancia po~ unidad de longitud entre -

las lÍnRas tipo cinta a y b. v es la velocidad de propagación. 

El circuito de la figUra (23) es de la mism~ forma que 

el de la figura (22) pero en aquel se ha determinado un valor -

terminal muy especial Ya· 



(a) 

T 
e 

Fig. (21) a) Circriito de linea tipo cinta acoplada 

en paralelo 

b) Su equivalente el~ctrico en linea 

abierta 



1 o.:{ a 
a a · 

Voo-Voe_. b 
2 -vea 

(a) 

(b) 

a) 

Fig. (22) a) Lineas en strip line corto-·circuitadas 

y acopladas en paralelo (est~s lineas 

pueden ser de igual o de diferente an-

cho) • 

. b) Circuito equivalente en lÍnea abierta 



a (J~t' + 1 ) y 00 = YA . A 

a 
2yA 

a y o e = - y 00 

b 
( 1 Gt ) a y o e = Ys - YA - - y o e 

YA 
1 1 b a +y oe-y oe 

b b a a y 00 = y oe+y oo-y ce N = relaci6n de vueltas = 2YA 
a a 

y oo-y oc 

Fig. (23) Propiedades especiales de los circuitos 

de la figura (22) 



DESCRIPCrON DE LA LINEA DE TRANSMISION 

EN FORMA DE CINTA (STRIP-LINE) 

El empleo de líneas de transmisión en forma-de cinta ha tenido 

un gran auge en los últimos años, deoido a que, permite realizar 

circuitos en miniatura en las bandas de VHF; UHF y microondas; em-

pleándose para aplicaciones de bajas y medias potencias. Tales lí--

neas de transmisión, se utilizan en circuitos-del estado sólido de 

bajo costo con muy buenas características eléctricas y una alta con 

fiabilidad. 

La línea de transmisión en forma de cinta (Strip-line) consis-

te de un conductor delgado rectangular colocado en el centro de dos 

planos de tierra altamente conductores y rodeado por un material 

dieléctrico como se muestra en la fig. 

Conductor 
e en t rol 

24 

Diel~ctri co. 

Planos dE' 

tierra 

Vig. 24 Línea de transmisión del tipo cinta típica. 



El modo de propagación fundamental es una onda elettro~~gn&ti­

ca traniversal (TEM); Componentes tales como diodos semicortductores 

y ferritas pueden ser introducidas dentro de la línea y formar de -

esta manera multiplicadores de frecuencia o amplificadores con dio-

dos tunel. Tales líneas pueden utilizarse para construir filtros, -

acopladores direccionales, circuladores, etc. 

11 .. EVOLUCION DE LA LINEA DE TRANSMISION EN FOR~1A DE CINTA. 

C~~o punto de partida consideremos la línea abierta formada 

por dos alambres paralelos, como se ilustra en la figura :25a. En -

esta línea· los dos alambres conducen corrientes de igual magnitud -

péro de s~ntido opuesto y el campo electromagn&tico generado forma 
\ 

una o~da electromagnética transversal (TEM), por lo tanto, nq exis-

ten componentes de campo longitudinal, es decir no hay componentes-

de campo en la dirección de propagación. Si consideramos una placa 

de metal delgada perfectamente conductora de longitud infinita co­

locada perpendicularmente,y en el punto medio de la línea que une -

los centros de los conductores, como se observa en la fig. 25b, la 

forma. del campo no se alterari si uno de los conductores es retira-

do¡ debido a que se produce una imagen virtual del alambre que per-

manece, en la placa de metal; manteni&ndose la misma confi~uración­

del campo el&ctrico. Este concepto bisico determina la microcinta,­

la cual es una de las formas mis simples de la línea en forma de -

cintó!. 

La microcin·ta esti formada por un conductor rectangular y un -

material diel&ctrico que sirve como so-porte al: conductor, más una 

--placa metilica que se le denomina plano de tierra (ver fig. 26). 

Una desventaja de la microcinta es la p&rdida de radiofrecuen 
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cia debido al empleo de un solo plano de tierra, pero esta dificul­

tad ¡se puede ¡::orregir agregando un segundo plano de tien:'¿':i,,obte- -

~iéddose como resultado la lfnea de transmisión de la forma,de la -

fig. 27. 

E,n las lineas de transmisión con dieléctrico de aire el sopor-

te para el conductor central es difícil de realizar. Debido a este-

inconveniente se emplean la línea en forma de cinta mostrada en la 

fig. 28. En este tipo de linea el conducttir central puede ir impr~ 

so de una manera sencilla o doble como se muestra en la fig. 28 a) 

y b) respectivamente. 

Campo 
€'léctrico 

a) 

b) 

Fig. 25.- Evolución de la línea de transmisión del tipo cinta 

a} Línea de transmisión formada por dos conductores parale--

los. 

b} Distribución del campo eléctlico cuando se inserta una pla 

ca metilica altamente conductora. 
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Conductor d~ cobr~ 

d" lil"rra . 

Fig. 26 Micro ~inta. 

-,.--.,......., -<--- Planos de- tiH.~a. 
' 

'.,.' 
a) 

.. ' 

·- ~ ': 

b) 

e) . . 
Línea tipo cinta blindada. 

' a.}~-~- hínea tipo cinta C0P. dieléctrico. como soporte Jel c.:Jnduc-

b·l ~. 
''·el.·· 

i 

tór t::entral. 
J'fi 

Linea .. tipo :inta con di~!&ctrlco de a1re. 
" Línea tipo cinta con ··t.:n conductor central dé secci6n 
l'' 
circular. 
~ ... ~ 

H .. 
' . 
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planos 
dE' 

liE'rra. 

e) 

Fi g. 28 Línea tipo e in ta con conductor e en tral impreso en el 
'• .. 

dieléctrico. 

a).- Conductor central impreso en una sola car~ del dieléctrico~ 

b) .- Conductor central impreso en ambas hoja del dieléctri~o. 

e).- Línea tipo cinta acoplada. 

12. CONSTRUCCION 

La línea de transmisión en forma de cinta que ·se construye· em-. 

plea dos hojas de material dieléctrico que tiene gener.a,lnic:mte' un e!. 

pesar de 1 /16" ó 1/8" recubierto con cobre en ambÚ caras (l 6 2 O!l 

zas por pie cuadrado}. El conductor >=entral se realiza empleand9 
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técnicas de circuito impreso sobre una de las caras recubiertas de 

cobre del material dieléctrico. Las dos hojas se unen una co~tra · 

otra para formar la estructura de un "sandwich"; y se sujet!ill entre 

dos placas de metal que las· presione, con el objeto de obteper muy 

buena rigidez mecánica, lo cual también proporcionar& un buen con~ .,. 

tacto eléctrico. 

Debido al espesor del conductor central existir& un espacio li 
~ 

bre de 0.0015" a 0.003" entre los dieléctricos de las dos hoj¡¡s. E!!_ 
.. 

te espac~o es importante solamente cuando existe la pqsibili~ad que 

la potencia pico se rompa o arquee. 

Cuando se emplean estructuras como la que se ilustra en 1~ -

fig; 28b.; el espesor adicional debido al doble ·circuito impt:eso 

produce un valor reducido de relación de ondas estacionarias (VSWR). 

Las líneas de transmisión con un solo circuito impreso son am-
' 

pliamente utilizadas. 

La importancia de este tipo de construcción es bisica para mu­

chos dispositivos importantes, tales como acopladores direccionales, 

~iltros acoplados· en paralelo, etc. 

13. MODOS DE TRANS~HSION. 

La distribución del campo electromagnético en una línea de 

transmisión del tipo de cinta, se ilustra en la fig. 29, en ~a · 

cual, se puede observar que el plano neutral no es atrave~ado poi'­

líneas de campo eléctrico y la mayor parte de éste, esti concentra-
' 

do en la región de la cinta. 
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. l.~~ t ll":. 
· · . .f.Fi ·· 
·, .·.' .. . 

PLANO 

Fig, 29 

,tine¡¡s 
. equ1potenc1~ 

a 2 les. 

campo 

f'l;ctríco 

b 

' ·.'.' .· 

Distribución de el campo eléctrico en una línea 

de transmisión en forma de cinta. 

Como no existe diferencia de potencial entre las placas exte·­

.riores, ninguna energía se propaga en la dimensión lateral. 

A primera vista en el estudio de una linea tipo cinta s~ puede 

pensar que la capacitancia de la línea, la cual determina su imper 

dancia característica puede determinarse rapidamente partiendo de -
·-

la fórmula de capacitancia entre placas paralelas. Para cintas an-

chas de baja impedancia, este concepto es cierto; pero para cintas 

que tienen una impedancia característica del orden de 50 ohms, la • 

capacitancia debido a los efectos de ·orilla o bord~ en los lados -

del. conductor central es una apreciable porción de la capacitancia­

total ·y produce un efecto digno de consideración como se muestra en 

la.fig. 30. 

.,. 
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· PUNTO DE INTERACCION QE (: 
l 
L05 CAMP05 DE BORDE 

0.2 0.4 

REL.l.CION t 1 b . . ~ . 

l' 

., 

·. 

0.6 0,8 

Gráfica de capacit~ncia p,ra una línea de transmi-
:·.·-·, .,_ 

sión en forma de.cin:ta con un espesor aproximado-
• ¡¡ '-·~l. 

a cero. 

Cuando el ancho de la cinta se ~educe para lograr mayor impe-­

danti~1 el efecto de la interacción entre los campos dispersp' .en·· 
' -~-

" . 
los dos lados del conductor centr.al viene siendo mayor. Este efecto 

. . . 
el tual viene siendo apreciable para todas las cintas angostas deb• 

• i~ :.·~ . 
1 

:tom'arse en cuenta en el análisis de líneas de transmisión de 'alta • 
' ,; ,: ·: 

. · impedancia. 
·-;· 

Si el anch.o de la cinta aumenta,. los campos ·de orilla d:j.~minu:• 
.. ; 

yen; llegando a ser una pequeña porción del campo total y su efecto 
¡¡ . 
!' 

·sobre la impedancia es por lo tanto reducido. 
'-.·. 

.) : 

.. El· mecanismo de acoplamiento .. entre secciones de línea en ·formá . . . ( 

de éin~a· como en el caso de· la fl.g.'28c 
. ,• .. ~-. 

puede explic~r~e por la - ,,, 
.. 

. distribución del campo eléctrico para los modos fundamental~l¡ TEM .• 
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los'. ct¡ales se muestran en la fig. 31 

--~ . 
Fig. 31 

1 -
dE' simPirla 
modo par. 

conductor B. 

l..,_ E'je de simE' tda 

dE>l modo impar. 

\'' ,, 

_,. 

Distribución del campo eléctrico del modo para e 

impar en una Hnea del tipo cinta acopladii;-

El modo par resulta cuando las corrientes en los dos conducto-

res son iguales y en la misma dirección. -El modo impar resulta cua!!. 

:do las corrientes en los conductores son iguales p~ro de direccio--

- . nes opuestas. Es el modo .impar el que acopla· los dos conductores, -

Si se sobreponen los campos producidos por los dos modos puede ver­

se que el campo resultante tiende a aumentarse en un conductor y .a 

oponerse en el otro. Bajo estas condiciones la mayor parte de la 

energía estará concentrada en uno de los conductores. Y, un ca~po_, de 
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acoplamiento ~xistirá entre ambos c,oi_ldl\ctores. El mecaJJismo de aco­

plamiento pue~e también explicarse en términos de la capaci~ancia -

entre las dos lineas y este es un punto de vista muy empl~a4o cuan· 

do .l•s lineas acopladas se usan conio elementos de un filtro electro 
' -

mag~6ttc~. En estos casos, la longitud eléctrica de la linea debe -
. ' 

ser de 1/4 (e~ donde 1 es la longitud de onda en el diel6ctrJco) P! 

ra que exista un máximo acoplamiento. 

14. IMPEDANCIA DE LA LINEA. 
· .. " ' 

· La línea en forma de cinta al igual que la línea coaxi~l opera 

en el modo TEM y una de las características más importantes'de cuai 
. ~ 

quier medio de transmisión operando en este modo es la imped~~cia.-
!.; 

caracteristica z., la cual puede ser calculada mediante la sfguien­

te rel~ción: 
:t 

C35 ) 

en donde L es la inductancia por unidad de longitud, C es lR capac! 

tan~i~ por unidad de longitud y z. es la impedancia caracter~stica. 
' ; . 

La velocidad de propagación v.del modo principal en dicho medio de 

transmisión es; 

V = l 

ILC 

combinando las ecuaciones (. 3 5) y ( 36) se tiene 

Zo = 1 

cv 

(3(>') 

( 37) 

Eq cualquier líqea de dos conductores la velocidad de propagación -
.• ¡ 

es ¡a velocidad de la luz e cuando el dieléctrico entre los conduc-



toies es el aire. Cuando el medio entre los conductores tiene una -
'- . ' 

diel6ctrica E y una permeabilidad magn6tica ~;·se tiene 
· ~. 9rif~~}.<\. 

V : 1 

,ljJE 

Por lo que Zo puede expresarse como 

,ljJE _ E 1 r;;­
Zo=-C--C~t 

( .38) . 

~~ es la impedancia característica del medio en el cual viaja la 

onda. 
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15. CAPACITANCIA E INDUCTANCIA DE LA LINEA. 

Como puede observarse de la ecuaci6n ( 38) para un medio.déter 

minad~ de transmisi6n, el finico parámetro requerido par, d~terminar · 

la z. ~~ la línea es la capacitancia C por unidad de longit~~· 

brl cálculo aproximado basado en la f6rmula de ~apacitaricia en­

tre pl~cas paralelas, nos proporciona algfin conocimiento de 1• ope• 

raci6n de esta línea. 

La capacitancia entre placas paralelas expresada en ~~ far~ds 

por u~idad de longitud para el caso de tres planos paralelos est~ -

dada por 1 

a/b 
Cpp = 0.8976 l-t/b g .( 39) 

en donde a es el ancho de la clnta o sea el conductor central, b es· 
. ' 

la separaci6n de las placas, 1 es el espesor del conductor central, 

g es la constante dieléctrica y Cpp es la capacitancia entre pl~cas · 

paralelas, 

E+ empleo de la f6rmula de la capacitancia entre placas paral~ 

las para calcular la impedancia característica es aceptable para v~ 

lores de impedancia menores de 25 ohms. La t•pacitancia debido al -

campó disperso en los bordes Cf viene siendo apreciable para impe-• 

dancias mayores que este valor y debe tormarse· Sn cuenta en los 

cilcul<;>s (sumarse). 

L~ impedancia característica tomando en cuenta la·capacitanc~a 

debida al campo disperso en los boides será entonces 2
; 

- ,liJ { 1-t/b } z. -c,c l o.s976(a75)+(1-t75)cf 

1 Referencia 2. 
2 Referencia 2. 

e 40) 
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Considerahdo a Cf corno una tonstante (esto se puede l1acei ya que cf· · 
! 

. 1' •~o ' 
· pue4~t!fg'~t·errninarse experirnen'talrnente) la 

; . •:i· '· • 

cul,ar .la :impedancia característica de la 

fórmula anteiior.;r~:a:ra cal­
·;;_:···t.·. 

.¡t• 

línea tiene una exac.ti tud-

muy aceptada para usos de in:genierí~, en el rango de 25 a 100 :cihms. 
• . 1 

En este punto la interacción entre los campos de orilla son muy im­

portan'tes, y estA en función de las relaciones a/b y t/b. 

En las f:igs. 32 y 41 .se muestran gráficas para d·eterminar el .. e 

valor de Zo y la capacitancia de orilla C'f/E en función de la cons 

tante dieléctri~a del material dieléctrico, y las relaciones a/b. y 

. t/b. 

Debido a que la línea puede ser representada por redes ~e ele­

mentos constantes, es posibl~ en muchos casos emplear un análisis -

de baja frecuencia para diseñar circuitos pasivos de microondas ta­

les como filtros: En la fig. :33 se muestran algunas relaciones 

equivalentes de impedancia. 

En estos diagramas las figuras (a) y (b) son vistas del extre­

mo de la línea y la figura (e) y (d) son vistas de planta de la .lí-

nea. 

La impedancia característica de la línea es una función de las 

dimensiones de la misma y un parlrnetro do, el cual está en función 

del espesor del conductor central t. El valor de do puede .determi-­

narse de gráficas proporcionadas en la referencia (3). En la figura 

33.(b) la capacitancia en paralelo se observa que e~ equi~alente a 

una línea de corta longitud S. La capacitancia total de esta,línea 

puede considerars~ que es la suma de capacitancia entre el conduc-­

tor central y los planos de tierra y la capacitancia debida a los • 

campos dispersos en los bordes de la cinta . 



Por otro lado una capacitancia en paralelo también puede·obte- · 

nerse ror medio de un poste metfilico cuando un extremo form~ u~ pe­

quefio ~u~co con el conductor central y el otro extremo está en cor­

to con los pl~nos de tierra. Generalmente se emplean pequefios torni 

llos como poste metálico. 
IP)·. 

Una capacitancia en ser~e se forma cuando se sobreponen longi­

tudes de cintas (o conductor. central) que esten separadas por una -

pequefia sección de dieléctrico. Esta técnica es muy empleada cuando 

se requiere grandes capacitancias. Cuando se requieren pequefiqs va­

lores de capacitancia en serie se obtienen fácÍlmente cortando una 

pequefia sección del conductor central. 

Una inductancia en serie se logra cuando se varia el ancho del 

conductor central como en la figura 3 3 (e) . 

Una sección de lfne~ en circuito abierto (Stub) es equivalente 

a un circvito en paralelo con un resonador en serie (como se ilus~-, - ~ 

: i 
traen la' figura 33 ·d). 

''1' 

Este circuito es muy usual particularmente para acoplamiento -

de impedapcia y para filtros pasa bajos. 

Para permitir un entonamiento con un capacitar variable, se em 

plean stubs en circuito abierto con una carga capacitiva. El tir-­

cuito p~ede hacerse el c~al aparezca primeramente capacitivo o in~­

ductivo dependiendo de que el stub sea menor o mayor que A/4. 
' 

El análisis matemático de la lfne• de transmisión en forma de 

cinta (~trip-line) es bastante complicado y pretender desarrollar!~· 

estaría fuera del propósito de este trabajo. Solamente mencionaré -

que exis~en dos métodos generales de análisis .para· este tipo de es­

tructuras que son; el primero la solución del valor de frontera de 

•. '-· 
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las ecuaciones de Laplace y el segundo una solución por· ni·ét!odo de 

..... 

1 referencia {4). 
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Fig. 33 Relaciones equivalentes de impedancias. 



Una combinación de un filtro pasabanda en forma de Strip-line : .r~v .. , ~ . 
,•:1·¡. 

con un diodo tunel proporciona un amplificador de muy ·ba}ci nivel -

de ruido, en la banda de UHF y microondas; el cual puede emplearse 

en cualquier equipo receptor que opere en estas frecuencias, tales 

como receptores para televisión, aerocomunicación, radiotelescopios, 

etc. 

El objetivo de este trabajo es el de familiarizarse con las -

tecnologías modernas, que se emplean para la construcción de estruc 

turas que nos permitan recibir y acoplar elementos acti~os para op~ 

rar en altas frecuencias (microondas). 

No se pretende realizar un estudio teórico matemático en deta-

lle, sino que por el contrario únicamente se han empleado las fórmu 

las necesarias para describir los diferentes conceptos que iiltervie 

nen y para realizar el diseño de la estructura. 

En el presente trabajo se estudian las· características de fil-

tros pasabanda empleando como elementos del circuito a secciones de 

líneas de transmisión en forma de cinta (Strip-line) con frecuencia 

de operación en el rango d~ UHF. 

16. Filtros acoplados directamente y en paralelo. 

Los tipos de filtros pasabanda con resonadores multiacoplados 

en srrip-line más comunmente empleados, son aquellos formados por -

secciones de líneas· de J /4 de longitud de onda o menores. 

Los arreglos eléctricos ma§ frecuentes son el ~coplamiento se-

ríe y paralelo como se muestra en la figura 34. 
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a) 

1 

b) 
[ 1 

\ 

e ) 

Fig. 34 Filtros en línea eri forma de"cinta (Strip-line) aco­

plados directamente y en paraelo: 

a) y b) acoplamiento·en paralelo e) acoplamiento en serie. 

El acoplamiento en paralelo oftece tina serie de ventajas ~obre 

aquellos acoplados en serie; a saber: 

a) La longitud física del filtro se reduce aproximadamente a -

la mitad. 

b) Se obtiene una respuesta de la frecuencia contra pérdida de 

inserción simétrica. (La primer respuesta espuria está loca-

lizada a tres veces la frecuencia central de operaci6n). 

e) Se permite una mayor separación entre los elementos de li~­

nea adyacentes (Lo cual es de gran impor~_ancia, ya que faci 

lita las tolerancias en la separación .de las líneas para un 
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ancho de banda determinado). 
' d)· Una mayor separación permite una gran cap~c~dad detpotencia 

-.' 
' ' 

en el filtro. 

17. Características de un Filtro Pasabanda de Línea en "peine" en 

o 

a 

· Strip-line. 

S :e e, li 

' 

2 

• 
'=.. 

5 :e rs:I: 
c3 ~C'>. ~ ~ n-1 

1 ~"PUNTOS /v 1 
NO O AL E S 

e~ ::e 

e 3 N-1 . N N+ 1 

--
PUNTO NOOA LO "J PUNTO NOOAL Ntl 

Fig. 35 Filtro pasa-banda tipo "peine" empleando 

Línea en forma de cinta. 

. • 



La figura· 35 muestra un filtro pasabanda en forma de "peine"­

en Strip-line. En esta clasp de filtros los resonadores está~ form~ -· / 

dos por elementos de linea de transmisión; los cuales est~n corto-­

circuitados en un extremo y tienen· un capacitar c;:sk en el ~q·o ex-­

tremo de·cada resonador y tierra. 

ne· atU~~do con la figura 35, los elementos de linea del ·J al 

n y.sus capacidades asociadas forman los resoriadores; mi~ntra~ que 

los elemento~ de linea O y n + 1 constituyen transformadore~·de im­

pedancia en cada extremo del filtro. 

·E~ acbplamiento entre los resonadores de este tipo de filtros, 

se logra por medio de campos dispersos en los bordes de las líneas. 

Este atoplamiento es predominantemente magnético. 

El ¿apacitor Csk en el extremo de cada linea resonan~~'~ermite 

que !la longitud de est~s lineas sea menor que \./4 en resonancia. ~ · 

(donde A. 

dia banda). 

es la longitud de onda en el medio de propagacióq a me-

' 
Sin carga reactiva en los extremos de cada elemento de linea,-

los efectos de acoplamiento eléctrico y magnético se cancelan uno -

con otro y la co~figuración no tiene el efecto deseado. 

Al diseñar este tipo de filtro; se recomienda hacer el valor -

de Csk sufi¿ientemente grande para que los elementos de líneas re-­

sonantes tengan ·una longitud de \o/8 o menor. La separación entre -

cada resonador adyacente debe de ser la adecuada para pe~mitir un -

buen acoplamiento' 

Una de las caracteristicas de este tipo de filtro es que en su 

respu~sta eti frecuencia aparece un segundo pasab~tida, el cual ocu-­

rre cuando la longitud de los elementos.de liriea resan~ntes están-



cerca de la media longitud de onda por la que si las líneas resanan 

tes.~i~rten.una longitud de 1 0 /8 en el primer pasabanda; e¡Lsegufido­

pasabanda estará localizado aproximadamente a 4 veces la frecuencia 

central del primer pasabanda. Por lo que si se hace que la longitud 

de las líneas resonantes sean menores de lo/8 en.el primer pasaban-

da, el iegundo resultará bastante alejado del primer pasabanda~ 

Otra propiedad,de este tipo de .filtro es que teóricamente la­

atenuación que imprime a las frecuencias p*ra las cuales los. elemen 

tos de linea resonante tienen una longitud de lo/4 es infinit•. De-

bido a esta propiedad la atenuación arriba del primer pasaband~ se­

rá muy elevada. 

Por las propiedades antes mencionadas este tipo de filtro tie-

nen las siguientes ventajas: 

a) Resulta en su aspecto físico muy compacto y de dimensiones muy 

reducidas. 

b) La atenuación de la seftal en la región de rechazo es muy eleva~ 

da y la banda eliminada arriba del primer pasabanda resulta muy 

amplia. 

e) P~ede diseftarse este tipo de filtro para que la pendiente de 

atenuación en el lado s~perior sea excesivamente pronunciada. 

d) Se logra un buen acoplamiento m•gnético entre .elementos resanan 

tes cuando la separación entre éllos es óptima. 

e) Este 'tipo de filtro puede construirse sin la necesida~ de sopoL 

tes dieléctricos, por lo que las pérdidas debido a estos mate--

riales se eliminan. 

El procedimiento empleado para deducir las fórmulas que permi-

tan determinar las dimensiones de los resonadores está basado en 



aproximaciones; no obstante se obtiene buena exactitud para filtros­

de ~educido ancho de banda, y aan se han obtenido buenos resultados 

en filtros con anchos de banda hasta del 15 % de f 0 , 
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CALCULO DE UN FILTRO PASABANDA 
Et-!PLEANDO ELEMENTOS DE LINEA 

EN FORMA DE CINTA 
' ' 

El procedimiento del disefto se basa en el uso de los valores -

~e los elementos del filtro prototipo pasabajo los cuales dan al 

filtro pasabanda su característica.deseada. 

Un prototipo pasabajo con n elementos reactivos proporcionará 

un filtro pasabanda con n resonadores. 

Las figuras 8(b) y (d) iltistran las respuestas de un filtro 

pasabanda las cuales corresponden a·las respuestas de los prototi-

pos pasabaj9s de (a) y (e) respectivamente. La respuesta del' filtro 

. pasabanda tendrá el mismo tipo. de características que el prototipo, 

pero el ancho de banda del filtro pasabanda puede d~terminarse arbi 

trariamente. 

La característica de atenuación del prototipo pasabajo la cual 

está en función.de w' puede mapearse a la característica de atenua-

ci6n del filtro pasabanda (centrada a w.) como una función de la va 

riable w (la cual es la frecuencia en radianes del filtro pasaban-

da). 

La característica de atenuación del filtro pasabanda puede pr~ 

decirse dado'que la atenuación es la misma tanto para el filtro pa­

sabajo como para el pasabanda a frecuencias w' y w respectivamente; 

las cuales estan relacionadas por el mapeo conforma!. 

El m apeo mostrado en la fig. 36 es más exacto para filtras 

que tengan un ancho de banda bastante angosto. Un mapeo mis exacto 

tendría en cuenta el hecho de que la atenua~ión del filtro en forma 

de "peine" tiene un valor infinito (teóricamente) cuando las longi-
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Ul.l 
1 

w' 

UJ UJ UJ 
;¡ 1 o 

r: -1 w 1 
]. L'A(W 1 )=10log 10 {l+E:cos 2 Lncos C¡;¡rl jdb 

. 1 

para w' < w' 
1 

· ·{ 21:. -1 w•] 
L' A(w' )=10log 1+e:cosh ¡::cosh .(w¡) }db 

para 

donde• 

w 1 > w 1 
1 

L 
e: = {[ antilog( ~~l}-1} . 

w __ ...,_._ 

en donde 

. y 

> cosh-1 Jan'tilog 10 ~LAa/10)-1 
n en donde 2w' w'= ~ a W 

Fig. 

. 1 1 . h- ~ cos 1 
Wl 

,.,, 
3b Ecuaciones y parámetro~ para la respuesta 

Tchebyscheff. 
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tudes de la líneas resonantes son de:'.)'l/4 de longitud de onda c~;p. 

Aunque el mapeo presentado en +@ fig. 36 está simplVfcado ·en 

algunos aspectos; éste representa ré_:~¡ultados ·prácticos bastante 

acep_tables. Para filtros experiment,~es de 10% d'e ancho de banda· es 

te tipo de mapeo predice la atenu.ac~~n con bastante exactitud en el 
:.J ' 
.¡ 

lado inferior del pasabanda no asi 1n el lado superior del mismo p~ 
:. 

sabanda. 

18. Definición de los Parámetros de las líneas resonantes. 

las ecuaciones de diseño expresadas en este trabajo·contierien 

capacitancias por unidad de longitud para todas las líneas que for?~ 

man el filtro; de cuyos valores se podrán determinar las dimensio-­

nes físicas de las mismas. Cuando se trabaja con strip-line, uno de 

los problemas más comunes es el de acoplar conductores centrales 

que tienen un espesor apreciable. La sección transversal de una es­

tructura de este- tipo se muestra. en la fig. 37, en la cual existen 

dos planos de tierra paralelos separados por una distancia b y dos 

barras rectangulares erttre.~llos colocadas al centro y paralelas a 

los planos de tierra. La propagación TEM a través d~ dicha estructu· 

ra p~ede describirse en términos de dos modos ortogonales; general­

mente denominados como el modo par y el modo impar. En el modo par 

los dos conductores centrales estin al mismo potencial, mientras. -

que en el modo impar los dos conductores centrales están a potenci! 

les opuestos con respecto a los planos de tierra. 

Estos dos modos TEM tienen impedimcias caracter.fsticas diferen 

tes las cuales están íntimamente relacionadas a las capacitanciás -

estáticas de las barras a tierra. Las capacitancias son designadas 

convencionalmente como capacitancias entre barras;·y los planos de -

tierra y capacitancias de orilla entre los extremos y esquinas de -



1 

·{t'--.:,·, 

las barras y los planos de tierra. Estas capacitancias se ilustran 

en la fig. 37 

Fig. 37 

1 
b 

1 

Barras rectangulares acopladas entre' pl~cas . 
par1:Lle las. 

L~ impedancia' características Zo de una línea de transmis~ón -. 

unifor~e sin pérdidas operando en el modo TEM está relacionada a su 
,: ·:,' 

capacitancia en paralelo por la ex~resi6n 
.•.. ·: 

z.IE; = ele ohms ( 41 ). 

En.dond,~ /Er ' = constante dieléctrica relativa del medio en el cual 

viaja la onda 

D = impedancia.del espacio libre la cual ~s 376.7 ohms. 

C/~ = relación de la capacitancia estática por unidad de -

longitud entre conductores a la permitivida4 (en las 

. mismas unidades) del medio dieléctrico (esta relación 

es independiente de la constante dieléctrica) 

Las impedancias de modo par e impar d~ líneas TEM acopladas se 

encue~~ran sustituyendo las capacitancias de modo par e impar de 

las' líneas en la ecuación ( 41) 1 ·". 

La fig. 38 muestra, un diagrama.esquemático generalizfdo de 

lí~ea·de transmisión en forma de cinta acoplada y blindada .. (Los 

1 referencias 12 y 13. 
! 
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círculos representan los conductofes acoplados). La capacitancia a 

ti erra );pai~ unJ so lo coriduc: tot-;"'cuando Janioos r:corú:fuc ter es .~eiltán al 
.• :.:r; _.·: ~ _rg·rx;q 

mis~o potencial (modo par) es Coe; la capacitancia de modo par. La 

cap.aéhtanci•a •':a· tierra cuando e.l:'o~rdá"S' c'conductdreS' ie~s~t::l:Jf Cci{r¡fa!dos 

u <opue!üamente ó:con. respecto•;a•rr.tile·rta> e:s'''Goo';rúl aLc:a:pá'c''f,tan'c:iá';ra,e·-111níoao 

impar. 

( 1 ~\. ) La estructura de la figóc J,Z{:,.fs.tá,:;formada por superficies pla-
·' t ... J 

nas y paralelas; lo cual la hace. práctica para conside.rar ·~a cap11ci 
.i.Bu~; X~.:; n.e. o_r¡,•_.;m .i.;·•t:·: .. ,_•:~;.~,r .:-,:~.t·:r.J:.:.-~:l.')iL ,-,·.'.'!,.·. ~:a·~l~) -·~ -(::-;1. -:;nno.t) ~i:J-

tancia total que está formada qe capacitancias entre' superficies -
~~}..;¿:_:. , .. '"····. 

planas y paralelas, más las capaci tan,ci.as de· orilla apropiadas (las 
. ;f:f:'id(l -;;-; "(}\2_. ~.":'....• . .l ~--~' . \.;.l:)f,q-2-::j ~))¡ l; . .,.,. .:. ,; 

capacitancias de orilla toman en cuenta la disto!si6n ~~ las líneas 
et [1J~Ü~n:.:í 'Jt~!.{ i~·~..:.r: . . .".;....:·df:·~r:.!!:q.e:) l:.'l ~j.!J .• :. ~· ~-:\._,..,,\ 

del campo debido a la proximida~ de los lados de la línea en forma 
·' ., .. ,'·. :-.nt. ~ ,:. •:., ,'.,¡·t·o,,,\-.·.•·¡·(·.-.· ·.•·.•, ,",: · .. ".•'.Í. 

•- ;,':'~: ;;.;&;¡,i,)}"'J,',.';.t'/' ........... ~ r -

de cinta). 
¡(~"~:;-:· r:~)'t S]i?.:":";) o:-11 ::1- .)::::-,~~:!! f-¿:b (~~::t~-,;~;;;i: . ~~:; 

En la fig. 37 se ven las capacitancia~ reJaci6nadas con la -
(~;:;i·:i·;.;·:.::~·.; ...... i_;. .·.· <· ~.:1 ·:.1b 3·L-~-'?! ~ ... :-¡""::·, 

geometría de la estructura~ de. la cual se deduce que la. capaciiart-
!;:-; ~r~br,~rrc:)s ?1S.'J' :-- · ·. · . :-~~·1~kt ~1 "'ti.~q (,; .... _. ~~ ~: . .;.· '; __ :. ;:.¡;;..! 

cia total de mddo par Coe/E desde uni barra~ tierta es: 1 

- .'.) ~ . ..:1\1:~····:. ::;, . ::.:·· .. l.·. ·. ·. :, r .. );· .. t.:,_·~· :::.:; .. ct;f;;.:.~,- '..:~: ... : ¡)~:~(";_._.--e~ i·:·.!T-' i'th1·jnt,~· .. :.::;r.·f, 

. C~e = 2(~ +C'~e+c~f) ,. ·•.<·. ,.;· fié• EC0nl:J:(;4;2i) 

y Ü capatitiüicia total 'de 'niodó~1'ií'n!úirl Coó/E..,dés'de uha batí-a" á tierra 

. ' 

~referencia 11. 



= 2 (~ + C•ro + C'·f) : 
E E E 

.· .. ¡-

Eq las d~~ ecuaciones anieriores Cp es la capacitancia entre -
. '·Í 

placa, ~~ralelas desde,la parte superior o inferior de una barra al 
' . .. . 

pl~no.d~ tie~ra más pr6ximo, C'fe es la· capacitancia a tierra desde· 

una esquina y la mitad de la pared vertical asociada en la región -
. \ fr 

de aio~lamiento de una barra para excitación de modo par, C'fo es -

la caP,acitancia a 
t~r! • .. 

tierra desde una ~squ~na y la mitad de 1~ pared -
', ,· 

vertfd~l asociada ., . en la región de acoplamiento de una barra para 

excit9pi6n de modo impar y C'f •s la capacitancia a tierra desde 
' 

una esq~ina y la mitad de la pared vertical asoci~da en la r~gi6n " 
:~ \ : . .. ' 

'donde 90 existe acoplamiento de una barra para cualquier ti~o de 

excita¡:i6n. 

'·' ·De acuerdo con la fig. 3.8 ·y las definiciones de las 
L:; 

cias 4g modo par e impar se ob~~r~a que la·capaci~ancia 
¡•,. 

una b~rra hasta otra inmedi¡¡.ta está dada por 
n~ 
'' 

AC = e: 
le~ _ Coe1 2 E _E 

capacitan­
llC E desde 

C44) 

Coo Coe 
substi~~yendo -E- y 7 por sus respectivos valores expresados en·-

A.C ('42) y:( 43) se tiene a expresada, en términos de las capacitan~ 
i· E 

cías de 
¡ 

orilla o sea; 

t.C = C'fo - é'fe 
E E E e 45 > 

Ei} la fig. 
. ; \ ~ 

39 se muest~art·gtáficas pa~a·loi valores de las ca 

p~ci tarif:fas - w : 
del esP,!'!sor 

de orilla de modo par y las capacitancías A~, en función 

de las barr~s, la sepa~aci6n· eritre plarids de tierra y~-
. ~~. 

el esP,~<:ia4o entre las barras. 
~· ( : . . . . ( ., .... ' : . . . . .. 



·La fiz. ·40 muestrij una.gráfica con los valores de .. la~capaci-. 1 

j ~~rl4~ . 
·.;·:· .. :· · · . ~C'fo 

tanci'á de orilla de modo 1mpar --
. . . ,<~--~- . 

también en función d.~;1.;.espesor . e: . 
' ~' ' 

de i~s barras, la separación entre ell~s y la s~pa~ación 1 dci:'los pla 

nos de tierra. 

En la fig. 41 se muestran los valbres para,la capacitancia de 
C'f oriUa T correspondientes a :¡.os lados ·sin acoplar de. ias barras, 

en función del espesor de las mismas y la separación de los planos 

de tierra. 

La capacitancia de placas paralelas ~ está dada por la sigui~n · 

te expr€1sión: 

a 
9?. = 2 b 
e: 1 _! 

b 

( 46 ) 

en d6nde a y t son el ancho y el espesor de las barras r~spectiv~-- 1 

mente. Con las gráficas y ecuac~ones an~eriores es posible relacio- 1 

nar las dimensiones físicas de la configuración en cuestión a las. -

capacitancias e impedancias de modo par e impar. ··'. 

19. Empleo de las Gráficas. 

Cuando se requiere diseñar ¡rneas acopladas en paralelo; prim~ 

ramente ·se determinan los valores· de las impedancias d'e modo par e 

·impar, Zoe y Zoo o las capadtan·cias de modo par e impar Cae y Coa;· 

las cuales se requieren en las ecuaciones de diseño .• Enseguida se -. 

desea determinar las.dimensiones de las líneas,_para 19 cual se si-

gue el procedimíento que a continuación se describe: 

Empleando ( 41 ) y- ( 44) se,: :t.~ene que. 

Ac _,. 
e: 

. 1 . ' 1 
...!l._(---) 
Z r:= ·Zoo, ,. Zoe • e:r . 

( 4 7 ) 

• .J : 

Se seleccionan los valores de b y ~ y se emplean junto con el 
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Figura 39 

·e · · d ·11 d d 1· d e' fe · · apac~tanc~a e or~ a e roo o par norma ~za a· --e:- y capac~tancJ.a 
Ae · 1 entre barras E para b·arras rectangulares acopladas 

1 Grific• to~ada de la referencia 9. 
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Figura 40. 

. ':iff~: 
Capacitancia de orilla de modo impar normalizada para barras rectangul~f{é$':: 

1 l ~fica ~omada de la referencia 9 .. 

1 
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f.O 

0.8 
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valor de 

0.1 0.2 O.l 0.4 o.~ 

1 
·b" 

o.s 

Figura 41 

0.1 0.8 0.9 

Capacitancia de orilla normalizada para una 

barra rectangular aislada 1 

nc 
E 

que se calcula de (47 ) para determinar la 

: t• 1.0 

directamente de la srifica de la fig. 

relación-,~ 

39. En seguida se determina 

Cae empleando 
C'f 

E 

C'fe --y en 
E E 

Zoe en (41 

función de 

) y lue~o se encuentran los valores de 

t 
b por medio"de las gráficas de 1 as figurlls 

39 y 41 Las cantidades asf obtenidas .se sustituyen en la siguien-

te ecuación la. cual dari la relación a 
o· 

1 Gráfica tomada de la referencia 9. 



Coe 

F=te 1 c~)(~. _ C'fe _ C'f 
e: -e:-) ( 48) 

e 48) resulta al sustituir e 46) en e42 ) • 

De esta manera se determinan las deis dimensiones necesarias pa 
~ 

ra 1 a:s barras de las líneas que son S 
by 

a 
¡;-· 

20. Corrección en las dimensiones'de las .barras. 

Si el ancho a de las barras es pequefto; existirl. una interac­

ción de los campos de orilla de lQs dos lados de la barra y el va-- · 

lor de la capacitancia total entre las placas paralelas y la capaci­

tancia d~ orilla (las cuales estln basadas en anchos infinitos de 

las barras) no tendrá una gran precisión. Para una sola barra centra 

da entre planos paralelos, el error 1 eri la capacitancia total debido 

a la interacción de lo~ campos de orilla es aproxi~adamente de 1.l4' 

para a/b-t = 0.35 en donde a es el ancho de la barra, t es su espe-­

sor y b la separación entre planos de tierra. 

Debido a esta r~lación serl necesario 4ue 1 ~{, 6 ,> 0.35 para 1~ 

grar obtener un error en la capacitancia total del orden arriba ci-

tado (1.241). Debido a las restricciones anteriores; es posible ha-

cer correcciones aproximadaS basadas en un incremento a la. capacita~ . 

cia de placas paralelas para compen~ar la pérdida de capacitancia de 

orilla debido a la interacción de los campos de bordes. 

Si se encuentra inicialmente uri valor de a1/b menor qu~ -

0.35(1-t/b); se emplearl'un nuevo .valor a 2/b en donde 
. t 

~ 0 .. 07(.1-0)+a1/h. 

b l ~ 20 ( 49) 

Previendo que 

adb 
0.1 < 1-t/b < 0.35 

1 referencia 14. 
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Las ecuaciones de diseño del filtro· de l'i.nea en "peine" se de-

rivan ~mpleando la representáci6n.apr_oximada eil línea abiena que -

apare,ce en la fig. 42 . 

.Como se observa. los puntos nodales· de la figura 42 sprrespog_· 

den los puntos nodales de la figura 35. El circuito entre los_ : a --
nodos o y 1 de la figura 42 fue derivado con la ayuda de las equi 

valencia·s de la fig. . 22 que corresponden ·a las líneas tipo cinta 

acopladas en paralelo entre los puntos nodales O y 1 de la j:igura 

35 ·• El circuito entre los puntos nodales 1 y z·, 2 y 3. , n-1 y·· 

n, se deri v.a con la ayuda dé las equivalencias de la fig. 21 (a) 

y (b) que corresponden a los pares de secciones acopladas en paral~ 

lo formadas por las líneas del tipo cinta conectadas a los puntos -

nodales 1 y 2 y 2 y 3, etc, 

Como se notaiá las admitancias de las líneas en la fig. 22 

están ~xpresadas en tlrminos de las capacidades de las line~s por - • 

unida4 de longitud, ck y ck·k~l multiplicadas por la veloci4ád de 

propa~aci6n (lo cual da los valores de las admitanci~s). Esta repr~ 

sent.ación del filtro de línea en "peine" es aproximada y se, despre~ 

cian los efectos de capacitancias de orilla que se pr~ducen en las 

barras más alejadas • 

' 
. Cón el prop6sito de darle al circuito de la fig. 42 una for-

ma tal que los datos de las ecuaciones 30 a la 34 pueden apli-

carse fácilmente; las éecciones ep serie entre los puhios nodales -

l y 2, 2 y 3, etc., de la fig. 42 se inc~rporan dentro de lo; in-
~ . 

versores J (de la forma de la fig. 20) dando por resultado el cir 

cuito de la fig. 43. Eri vista_de que cada uno de los inversores -

Jk'k+l consisten de una configuraCión'·¡¡ la cual está formada por 

. ' . 



' 

una secci6n en serie de admitancia característica Y y dos secciones 

en paralelo de admitancia característica -Y, es necesario incremen-
, ~ .•• ,"¡,,·.~ 

~~ ' . : . 

tar 1',~'?.\ladmitancias características de las secciones ·en p'a'r~,lelo en 

cada 'lado' para compensar las admitancias negativas incluidas' en los 

inversores. 

·Debido a esta raz6n las secciones. en .p'arafelo de la número· 2 a 

la n-1 :de la figura .43 ' tienen ahora las admitancias 

·en lugar de vck. 

La porci5n del circuito de la fig· . 42· entre 1 os puntos no da-. · 

. les O y 1 se ha convertido a la forma mostrada-en la fig. 43 me-

diante el empleo de la red equivalente de la fig. 23. 

e 

2 3 

Y=vCo1 

... 

Pig. 42 Circuito equivalente aproximado del filtro de 

línea en peine de la fig. 35 
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GTI=~/N2 

y 
akl=za 

= V r;; 
n-1 [k 

¡:;, 

Jk, k+l lk=l 
2 

e• 
2 

+ ck-l,k + 

.. 

e• 
3 

Fig.. 43 Circuito equivalente del filtro de linea en·peine 
empleando inversores de admitancias. 

Cuando se aplican las ecuaciones generales (de la 30 a la 

34) en el circuito de la fig. 43 para derivar las ecuaciones de 

diseño para los filtros de línea en "peine", los parámetros de in-, 

versión de. adm.itancia Jk k+l. se calculan a media banda. Las funcio-
. , 

nes del resonador Bk(w) son 

( 50) 

en donde 6 0 es la longitud eléctrica de las líneas resonantes a me-

dia banda y la Yak se indica en la fig. 43. Los parimetros pen- -

diente de los resonadores.se determinan por megio de la ecuación 

30, la admitancia terminal GTl de la fig. 43 está determinada -
J201 de tal manera que GTl = -y¡:- en donde el valor reql}erido para J 01 



es como se indica en la ecuación 31 

21 P.rocedimiento de Diseño. 
~~; ;: .. ' . 
. , 

.'E'i1 la fig. 44 se muestra la sección transversal de un arre-

glo ·de líneas acopladas en paralelo tal, como se emplean en el fil- .· · 

· tro de· línea en "peine". En la estructura mostrada, todas las ba· 

rras tienen la misma relación t/b y las otras dimensiones se obtie, 

nen por medio del procedimiento descrito en el párrafo 19 para lí­

neas acopladas en paralelo formadas por barras rectangulares. 

Fig. 44 Definicio.nes de las capacitancias de línea 

y sus dimensiones. 

En la estructura de la fig. 44, las propiedades eléctricas -
-

están determinadas en función de las capacitancias Ck por unidad de· 

longitud de cada barra con respecto a tierra y las capacitancias mu 

·tuas ck,k+l por unidad de longitud entre barras adyacentes K y k+1. 

Esta consideración no es muy exacta debido a que existe una canti--

dad'significante de capacitancia de orilla entre un elemento de lí-

nea dado y el elemento de líne~ que se encuentra inmediatamente de~ 

pués del más pr6ximo; sin embargo para arreglos tales como el de la 

fig. 44 ' los resultados prácticos obtenidos son de una exactitud 

satisfacto~ia. Basándose en los conceptos expuestos. hasta aquí; se 



resumir& en pasos el procedimiento que se debe emplear para di~efiar· 

un filtro pasabanda de línea en "peine", empleando elementos de lí­

nea tipo cinta.· 

1.-. S~leccionar el tipo de función de respuesta (miximam~nte plana 

·o de igual rizo). 

2.- Calcular el número de resonadores que proporcionen la respues- · 

ta deseada. 

3.- Calcular los valores de los elementos de filtro prototipo pasa 

llajo gl, gz······· gn. 

4.- Calcular las capacitancias propias y mutuas en forma normali~~ 
. ck,k+1 da e y - por unidad de longitud para todas las líneas k/ e: . e: 

de la estructura mediante el siguiente procedimiento: 

Elegir las admitancias características normalizadas 1 Yak/ YA-

de tal manera que proporcionen buenos Q a los reson~dores 
S 

~uando estin sin carga. Entonces calcular 

bk 
YA 

k=1 a n 

( 51 ) 

en donde 9 0 es la longitud eléctrica de los elementos resonan­

tes a la frecuencia Wo a media banda. 

Calcular 

1 Ver paso 6. 

w =wr 
1 

k=1 a n-1 

( 52 ) 

( 53 ) 



GTn 
.YA = 

i :, ·. . . 
las c~p,a;cJ.tancJ.as normalizadas por unidad de longitud 

nea y tierra estan dadas por: 

Ck 
e: 

Cn -e: 

k=Z a 

_Co = 376. 7YAel- JGTl) . 
e: le:r YA 

- 1 GTl 
+ ---YA 

JJ2 Co 
YA tang 6o) + z-

= 376.7YAeYak 
fE:¡ YA 

n-1 

Jk- 1 ,k tang 6o- Jk,k+ 1 t n e) 
YA YA a g o 

1 + Grn _ Jn-1,n Cn+1 
. YA YA tang 6o) + -e:-

Cn+1 
e: 

e 54) 

( 55 ) 

e 56 ) • 

( . 57 ) 

e 5s) 

( 59 ) 

En donde e: es la constante dielfictrica absoluta del medio de 

propagación y e:r es la constante dieléctrica relativa. 

Las capacitancias mutuas normalizadas por unidad de longitud en 

tre líneas adyacentes son: 

ck,k+1 
e: 

Co1 · 376. 7YA Co 
-- = --e: rc:; e: 

= 

k=1 a n-1 

Cn n+1-' = e: 

lh,k+1 tang 6o) 
YA 

Cn+1 ---e: 

Las capacitancias C~ están dadas por 

... Yak Cot6o 
= YA(yA ) Wo 

k=1 a n 

e· 6o) 

e 61 ) 

( 62) 

e 63) · 



5.- Ahora se determinan las dimensiones de la sección transversal de 

las barras y la separación entre éllas de la maneta: siguiente: 

a) Primero se seleccionan o se deteT.minan los'·valores para t ·y b y -

dado que 

Ct.C)k·,-k+l = ck,k+l' ·· 
e: e: ( 64) 

Por ~edio de la gráfica de la fi¡. 4.4 se determina el valor de Sk, 

k+l/b. 

De esta manera se obtienen las separaciones Sk k+l de todas las ba-
' 

rras. 

b) Empleando ahora la gráfica de la fig. 39 se determinan las capa-

citancias de orilla normalizadas 
(C' fe )k k+l 

e: en función de la se-

par ación entre barras Sk,k+l y.la relación t/b. 

e) El valor normalizado para el ancho de la barra k se obtiene de 

las siguientes ecuaciones: 

ak = le,- !) ficck) 
b 2 bt:e: 

(C'feh-1 k 
e: 

(C 'fe)~ k+] e . 65) 

En el caso de las-barras de los extremos de la configuración 

(la barra "0" en la fig. . 44 ) ; C' fe para el lado de la barra que no . e: . 
tiene acoplamiento debe reemplazarse por C'f/e:, cuyo valor se deter-

. 
mina m~diante la gráfica· de la figuia 41, por lo que el ancho de la 

barr(l "0" será: 

a o = 1,, _!_) fief..2.) -
b" 2~ b L: e: 

·. 

C'f ---e: 

. 

(C' fe) J ol 
e: .. (. 66) 

Si~< 0.35 e1 -~)para· cualquiera de·las 'barias,- esta dimensión­

debe corregirse empleando la f6rmüla sigUiente:····· 

a'k = 0.07(1-t/b) + ak/b 
~ 1.20 ( 67) 



previendo que 0.1 < a~k/(1-t/b} < 0;35 

En la.~cuación 67 ak es el ancho de la barra no corregi,4~~· y a··' k e 
·: ~í~1 

el aného de la barra corregido. '· .· 

Esta corrección se hace debido a la interación de los campos de 

borde de los lados opuestos de la barra que ocurriría si la barra 

fuera muy angosta. 

6.- Para aplicar las ecuaciones del punio S debe ~sp¿cificarse pri~é -
ramente los parámetros siguientes: 

a) La admitancia de la línea terminalYA 

b) La longitud eléctrica a·media banda (So) de las líneas reso~ 

nantes. 

e) El ancho de banda fracciona! W 

d) L d . t. . ¡· d d 1 ¡-~ Yak . a a m1 anc1a norma 1za a e ·as 1neas YA . 

Como se ha visto, es conveniente hacer a So = i radianes ~ me­

nor. La selección de las admitancias de las líneas resonantes Yak, •·. 

determinan el nivel de admitancias dentro del.filtro y esto es impar 

tante ya que influirá e·n los valonas de los Qs ·que tendrán los reso­

nadores. 

Se recomienda tomar el valor de Yak para la ecuación ( 51 ) de 

aproximadamente 0.0143 mhos (o sea alrededor de 70 ohms). 

La admi~ancia Yak se interpreta físicamente como la admitancia 

de la línea k con las líneas adyacentes k-1 y k+1 a tierra. 

22.~ Cálculo Numérico. 

Para efectuar el cálculo numérico del filtro pasabanda de línea 

en "peine" es necesario primeramente determinar las especificaciones 

que se requieren; las cuales serán: 



El primer pasabanda debe estar localizado a una frecuencia central -

L (wo) de 408 MHZ. un ancho d,e banda w = o. 0392 con un nivel de rizo 

en el pas?banda qe 0.1 db. 

En ~ste disefto So= f radianes·a~í que las lineas reson~~tes 

serán de 8Ao de longitud a. la frecuencia'a media banda, Yak= 0.677 y YA · ·· .. . 1 . '' . 
YA= 0.020 mhos; lo cual hace que Yak·= 0.0135 mhos o Yak= 74 ohms, 

\ 

y a una frecuencia de 419 MHZ se deben tener 10 db de atenuaci6n o -· 

sea: 

w = 0.0392 

fo = 408 MHZ 

f 1 " 400 MHZ 

f 2 = 416 MHZ 

f = 419 MHZ 

= f2-fl = 416-400 16 
f o 40 8 = 4 08 = 0.0392 

w'a = 2 1 (f-fo) 
Wl f -f 

2 1 

419-408 22 
= 2(416-400)= IT .~ 1 •375 

w'a = 1.375 

'i:.. 

La respuesta que se requiere será una aproximaci6n Tchebysch~ff 

de acuerdo con los datos que se proponen. 

El número qe'resonadores está dado por: 

- 1 
antilog (L~0a) -1 

n > cosh 
= w'a 

- 1 cwrJ cosh 

e: = antilog (LAr) -l 
10 = antilog o. 01 -1 

e: = 0.023 



t5 2:.... 

. r-r a_n_t_i_l_o g--~~-)---1 -

cosh- 1~ O. 023 .. 
- 1 cosh 1.375 

n ~ 

. - 1 
cosh 19.75 

n ~ -1 
cosh 1.375 

Pero cosh- 1 u = Ln(u+~) 

' -
"' 

cosh- 1 19.75 = Ln(19.75+/391.30-l)=Ln(19.75 + 19.74) 

= Ln 39.49 

= 2.3026 X Log 39.49 ~ 3.6761 

cosh- 1 1.375 = Ln(1.375 + 1(1.375)2-1) = Ln 2.318 

= 2.3026 x Log·2.318 = 0.8406 

> n = 
- 1 . 

cosh 19.75 
cosh- 1 1.375 

3.6761 = = 4.37 
0.8406 

o sea qu~ el filtro debe'tener S resonadores. 

'· 

Para calcular 'los valores de los_elementos Jeactivos del filtro­

prototipo se e~plearán ·las fórmulas de las ecu~ciones e .10) a la 

( . 1 S) 

( LAr . 0.1 
e= Lg coth17 . 37 )= Lg(coth 17 •37 ) = Lg(coth 0.00579) 

1 
e= Lg(tanghO.OOS 79 J = Lg 173 = 2.3026x2.238 = 5.1532 

y = Senh( 2~ ) = ·senh5 · ~ ~ 32 = SenhO. 51532 = o. 5370 

de ( 15) se tiene que 

= 0.2883 + 0.3455 = 0.6338 



de e· 14) 

a 1 = Sen 18° = 0.3090 

g = 
Za. __ 

1 ~ y 
.:;2 x;<-· 0::.,¡·~3;.;:¡0.¡;.9 .::.0 = 

·O .5370 1 • 1 S O 

b~ = (0.537) 2 + Sen272P = 0.288.3 + (0.9511) 2 

b:z = 0.2883 + 0.9045 = 1.1928 

a2 = Sen 54° = 0.8090 

a, ·= Sen 90o = 1 

de ( 11) se tiene .que 

4x0.3090x0.8090 
o ... 633.8x1. j 468 

0.99992 
= 0.72684 = 1.·375 

g3 = 4a2a, _ 4x0 :8090x1 
b2g2 - ~ .19Z8x·1 .3712 

3.2360 
g, = 1.6355 = 1.978 

Como ·el filtro es simétrico; los valores de g~ y g 5 serán las ~ 

slgu~entes: 

;g.~ = g 2 = 1 • 37'5 

g,5 = g 1 = L 1 S O · 

Los valores de g para ·propósitos de diseño se emp'learán los que 

s:e proporcionan en forma .tabulada (:v.er apéndice B) nu obstante· que -

l·a diferencia con los valores calculados es muy pequeña como se :ve - . 
. . . 

. ' 

.a cof\tinuación: 



Valor de g calculado Valor de g tomando de tablas 
del apéndice B 

.. 

gl 1.1SO 1.1468 .. 
~ '~ :, 

g2 1 • 37 S 1.3712 . '· 
&s 1 • 97 B 1 .97SO 

&. 1 • 3 7 S 1 .3712 

&s 1 • 1 so 1. 1468 
-

Se procede ahora a calcular las capacitancias propias y mutuas 

por unidad de longitud de cada barra con respecto a tierra; o sea 
ck ck k+l . 
-E- Y 'e respect1vamente. 

Para este cálculo se empiearán las fórmulas de las ecuaciones -

51 a la 63 • 

. de 51 se tiene: 

• 

h = 0.8726 
YA 

de ( 52 ) 

bn 
• • • :::::. YA 

Gr1 o.0392x0.8726 0.03420 
1.1468 = 0.0297 YA = 1x1.1468x1 = 

de. ( 53) 

JI 2 0.0392 
~= 

(O. B 7 26 r = o· O 27 2.4 
1.1468x.3712 • 

.... 
(O ;8726) 2 

O ' O 3 9 2 1 1 • 3 71 2x 1 . 9 7 S O = O ' O 2 O 7 7 

0.8726 



•. 

J (0.87262 2 
__!.L.i, = 0.0392 = 0.02077 YA 1.9750x1.3712 

J (0.8726) 2 
--'!...z.í = 0.0392 = 0.02724 YA 1.3712x1.1468 

de ( 54) 

Grs 0.0392x0.8726_ 
YA = 1.1468xlx1 = o .·0297 

Empleanao el aire como medio de propagación, el cual tiene·una 

constante diel~ctrica relativa er • 1 se tiene; 
' 

de { 55 ) 

Co 
- = e 

376. 7~0. 020 -~ -10 ;0297] 

Co = 7.5340(1-0.1723) = 6.2358 
e 

de ( 56) 

e . 
~ = 7.5340(0.677-1+0.0297-0.02724)+6.2358 = 3.8206 

de (.57) para k=2 

f.t= 
e 7.5340(0.677-0.Q2724-0.02071)·_= 4.7388 

para k=3 

~· = 7.5340{0.677-0.02077-0.02077) = 4.7875 

para k=4 

~ = fL = 4.7388 e e 
de ( ~9 ) 

~ 6 = 7 .5340(1-10.0297). = •6.2358 ... 

de ( 58 ) 

~ = 7.5340(0.677~1+0.0297"0.02724)+6.2358 "3.8209 



Para las capacitancias mutuas normaliz~das por unidad de longi• 

· tud entre lineas adyacentes tenemos; de ( 60 ) 

eo 1 = 7.5340- 6.23.58 = 1.2982 
e: 

de ( 61 ) para k=1 

Para k=2 

Para k=3 

Para k=4 

~ = 7.5340x0.02724 • 0.20SÜ e: 

~ = 7.5340 X 0.02077 = 0.15648· 
E 

~ = 7.5340 X 0.02077 = 0.15648. e: 

~ = 7.5340 X 0.0724 • 0.20522 e: 

de ( 62 ) 

~ = 7.5340- 6.2358 = 1.2982 e: 

Para calcular las capacitancias e~ se emplea la ecuaci6n ( 63 ) 

Para k:=1 
. 1 

e~ • 0.020(0.677) 6 . 283X 408x 106 = 5.25 X 10-
12

fd 

Los materiales que se 

un espesor de 0.065" o sea 

emplearon para el conductor central tienen " . . . . 

1. 5875 mm, lo cual viene a ser el valor de 

t. Se seleccion6 una relaci6n·de 1 =. 0 .. 10 por: lo tanto b=15.'875 mm, 

Empleando las gráficas de la figura 39 'se obtienen los valores 

para la separación o espaciados. que deb.en exis.tir _entre barras; deb,i­

do a que 



ci6n: 

(llC)k k+1 
e: 

e ;: / 
= k 1 k+1 

501 - 0.180 !)"-

e: de donde resulta 

So 1 = 0.180 X. b 0.180 x 15.875.= 2,8575 mm 

5b2 = 0.7040 

5 12 = 0.7040 X 15.875 = 11.1760 mm 

Sbs = 0.7950 

5 23 = 0.79.50 x 15.875 = 12.6206 mm 

s.~ = 12.6206 mm. 

s~ s = 11.1.760 mm. 

SsG = 2.8575 mm. 

El ancho de las barras se obtienen mediante la siguie11te ecua-~ . 

ak 1 t ~ Ck .,.- = -(1 --) -(-) -
o 2 b 2 e: 

(C'·fe)k-1 ,k 
e: 

_ (C'feh,k+1l 
e: j C6.8 ) 

C'fe 
Para determinar los valores ---- se hace uso de las gráficas de e: 

la Figura 39. En este casoi 

(C'fe)o il = o. 185 (C'fe), 1 4_ 0.500 e: e: 

(C'fe)1,2 = 0.480 · ~C•fe)4 1 s = 0.480 e:. e: 

(C'fe)2 1 s = 0.500 (C'fe)s 1 G. = o. 185 
e: e: 

Sustituyendo estos valores en· ( 68 ) se tiene · 

ce 1 
fe)o ¡1 

e: 



a.45G(3.82086) 

,·,,> 

o. 480] 
a¡ = - o. 185 = 0.5604 b 

. ·~a 
·~·~fi:l = 0.5604 X 15.875 = 8.8963 . ~- ~·' ;·r . 

,f 

de·la misma manera se obtieneri ·los valores para las demls barras 

hasta la barra n-1 

~ = 0.45G(4.7388J .- 0.480 - o.soo)J = o.45x1.3894 = 0.6252 

a 2 = 0.6252 x 15.875 = 9.9250 mm 

= o.45G(4.787S)-o.soo-o.sooJ = 0.45x1.39375 = 0.627.1 

a 3 = 0.6271 x 15.875 = 9.9552 mm 

a~ = 9.9250 mm 

as = 8.8963 mm 

e• f ·· 
Para el caso de las barras de los· extremos el valor de -~ c;ln. e: . . 

. e'f el lado sin acoplamiento debe reemplazarse por - 8 - el cual se. ;Obtic- · 

ne de la gráfica de la figura 41 . Tomando en cuenta, esta considera 

ci6n la ecuaci6n e 68) resulta para 'la barrá "0" 

~··= lc1 -~)·[ ~ _ e•f _· (e'fe)o 11] 
o 2 o ~ e: . e: E: 

~ = ~(1-0.1)G(6.2358) _ 0.5800 _ 0.185~ 

~ = 0.450(2.3529) = 1.0588 

a.= 1.0588 x 15.875 = 16.8084 

Para la barra nOmero seis se tiene 

~ = ÍC1-0.10)~l~s) _(e'f~)s .. ""s e e;~ 

~ = 0.45~(6.2358).- 0.1850.; o.s8oo] 



lo 

t;e 

~ 6! = 1.0588 

a& = ao = 16.8084 mm 

Como se indic6; se tom(S ai aire como medio de 
•" 
' 

que la ~ongitud de onda 1l la frecuencia central .. ,, 

medio ser~: ... \' 

' . e 
1\ = f = ::;.3:;;:x.;;1 ~o ,...8

,..,.. = 3 o o = 
408x106 408 0.7352 m 

'- = 73.52 cms. 

propagac~§¡!, por - .··. 

de operac~ÓJl ·en es 
.. •. !:1{~. \:·· 

La longitu4 de los elementos de línea resultarán de ~ = ? 3 ~~~ ~9.19cms · 

En es~e momento la única dimensión que. falta por determinar .es 

el ancho de la línea para una impedancia Zo de en·trada y sali4~· 

En estt? caso se escogi6 una impedancia Zo = 50 ohrits par4·.~a en­

trada y salida. Esta dimensión se determina mediante las gráficas de 
\ ' • t ·~ '•" ., 

1 a figura l32 ) la cu.al relaciona a le:r Z o con ~-

Para.7ste caso particular se tiene que la relación~= 1.154 
l ' : 

,. :. 

a • 1.154 x 15.875 ·= 18.3192 

a = 18.3192 mm. 

··'· 



: ... 

23. DISE~O DE UN FILTRO PASABANDA EN GUIA DE ONDA CON 

~t~~fr,~OPLAMIENTO INDUCTIVO EN PARALELO ,, ¡,·¡1~'~i¡: .• 
1 ¡ • 

i 

El.filtro mostrado en la fig~ra ( 47 ) es un filtro con 

acoplamiento inductivo en paralelo, En este·caso, los inver~-

sores son del tipo mostrados en la figura ( 48 ), y la es---

tructura opera corno un filtro con res0nadores serie mostrados 

en la figura ( 49 ) • 

. 19"1 . ' 
' ' i 

Fig, ( 4 7) ·Filtro con Acoplarni ento lnducti vo en Paralelo 

Zo X• POSITIVE 

</> • NEGATIVE 

Fig. ( 48) Inversores de Impedancia 



> ·:: 

.---- - x, ("') 1- ~ x2 (w) 1- Xn (01) h-

' ICor ' Krz Kz3 Kn,n+• 

L..- ··.,. 

Fig. (49), Filtro Rasabanda usando inversores de impedancia 

¡--·· 



,. 

/ .. -
La transformación de pasa bajas a pasa banda se logra 

med~ante las siguientes ecuaciones 

donde 

w' = 
7T .w 1 

Ag = o 

2 
WA 

A -- A 
g 1 &2 = 

A 
&o 

' .} . . 

( 69) 

w 2 - w 1 

(---) 
Wo 

( 70) . 

(71) 

Ag
0

, Ag¡, Ag, y Ag soq las longitudes de onda de la guía a las 

frecuencias wu, w,, w, y w respectivamente y se defineri:en la 

figura ( 8.d ), w' y wl s' definen en la figura ( 8 e). Ao 

es la longitud de onda de una onda plana a la frecuencia w0 .--

En particular, para una gama dada de. longitudes de onda de la 

guía, el tipo de filtro en guía de onda tendrá un ancho de ban 

da angosto debido a un cambio más rápido en la longitud de on-

da de la guía para los modos de propagación no TEM. 

Suponiendo que la guía de pnda propaga el modo TE 10 y que 

todos los modos de alto orden no se propagan, las ecuaciones -

para diseño son: 

( 72) 



,. 
, 

'· 

k. 
~ 

j ' 1 rrwA 1 J 1 + 
= 2w' . z. g. g. + 1 j = 1 a n-1 ... J . J 

(7.3) 

.·. 

kn 1 J+ w· 
n + e,- >. 

Zu 
= . 2 

. gn gn + 1 w 
1 

(74) 

donde g
0 
. ' gn+1 se. definen .en la figura 5 

•¡. 

w A es el ancho de. banda. normalizado. Los pa:r:ámetros K. .+ 1 J 1 J 
son inversores de impedancia y_Z

0 
es la impedancia de la guía. 

En las·figuras ( 52 se presentan datos. de 
.1 

acoplamie.nto para discontinuidades de con iris y postes induc-

tivos. Las reactancias graficadas relacionan al circuito equi 

. valente ·de· la figura' ( · 5.3' : .. )·. ·Para iris muy delgados esto es 

X
0 

% O, en donde se cotisidera una simple descontinuidad induc­

tiva concentrada y en paralelo, pueden emplearse las siguien--

tes relaciones. 

K. . 
J.J + 1 

x. 
j + 1 z 

J • = o (75) 
zo K. 

j 1). 1 - ( ] l + 
zo 

y 

1 ltang-
1 zx. 1 . zx. . 1 

J 
0. J - 1 J - 1 J 1 J + (76) =·¡¡- I + tang 

J z . zo o 
radianes 

Para el caso. de-postes inductivos (o un iris gureso), X . a 

no es despreciable y debe de tomarse en cuenta en el :proceso ~ 

de diseño. 



,, 

1.2 

•:o 
·,.:·, ..... 

.. · 0.8 

xb ~· · 
Zo o. . 

0.6 

0.4 

.0.2 

1.2 

1.0 

0.8 
z0 a 

x; rgo 0.6 

0.4 

0.2 

' ·: ,,~ 

1\. 
1\.\ 
.r\. 

" 1'. 

o 
0.5 

1\.' 
¡y 
1'.. 
1' 

. 

1 1 1 1 T T · f 1 1 1 

~:~ 
X0 "' O FOR A THIN IRIS. 

1 1 . 1 ., 
..!...u 

fM tw ·~o 1 :2· 
1.0 

T--o--T·· 0.8 
0.!5. 

1/ 
. 

...,;::; ~ 

0.1 0.2 

a -- ¡-•0.5 

10:: ~,...o.8 
1.0 

~ LX ---1.....-r- 1.2 

t---. [5 ~ ~ i.3 

...... -.<: ~ ~ 
....... ~ ~~ ..... 

..;:::: 

0.6 0.7 

th 
·~ ~ 

~ 
V~ 

d 
a 

(a) 

~ ~ 

.!. 
a 

( b) 

0.3 

. 

0.8 

~ 
V' . 

.. 

. 

1 V V 
/ / ¡¡,, 

1/ V V¡ V\ 
...._, 

1V r; /, v¡ 

"" VY / [1/ 
[/') t} V'; V 

V) ~ V 

~ 

0.4 

0.9 1.0 

Fig, (50) Rea6tancia en paralelo de ventas inductivas 
sirn,tricas en guias rectangulares 
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Fig. (51) Par,metros de postes inductivos centrados en 

guias rectangulares 
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fig. (52) Definición de dimensiones de la figura (51) 
.' 

iXa JXa 

r~----l~ 
1 1 
1 jXb 1 

1 1 

T T 

Fig. (53) Circuito equivalente para las discontinuidanes 

inductivas en paralelo de las figuras (50), 

(51) y (52). 

NOTA: X = O para la figura (50) a 
'( 
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DISEÑO DE UN FILTRO PASA BANDA EN GUIA DE ONDA 

Pura efectuar el cálculo num6rico de un filtro paoo ban-

da, primero se determinarán las características que se desean 

obtener; las cuales son; 

frecuencia central ( f ) 9 GHz .o 1 

respuesta Tchebycheff con un nivel de rizo de o. 1 dB 

frecuencia inferior del pasa banda ( f 1 ) ~.99 GHz 

frecuencia superior del pasa banda (f2) 9.01 ·GHz 

frecuencia inferior del pasa banda con 

atenuación de 30 dB (fa) 8.5 GHz 

frecuencia superior del pasa banda ·con 

atenuaciÓn de 30 dB (fb) 9.5 GHz 

con un guía de onda cuyas dimensiones son 

ancho (lado "a") 2.33 cm 

altura (lado ''b'') 1. 09 cm 

haciendo uso de la ecuación 

·A = 
g 

1 - 2~ 

se obtienen los siguientes valores 



:, -! 

A = 4.780 cm g¡ 

A 
g" = 4.759 cm 

: J • A g, = 4.769 cm 

A = ga 5.405 cm 

A = 4.294 cm gb 

A u = 3.33 cm 

Para obtener el ancho de banda n6rrnalizado de la gula de 

onda de la ecuación anterior obtenernos 

= 
4.780- 4.759 

4. 77 

= _9::.....:...:. 0'-'1--n--_.:8::...:•:..:::9..::._9 = 
.9 

2.22 X 10 
- j 

de lo anterior se 'observa que WA es aproximadamente el doble -

de W. 

El nfirnero de resonadores para una respuesta Tchebycheff 

se obtiene por medio de la ecuación 

- 1 cos h. 
. l (LAa) ant1 og

10 
10 

E 

- 1 

cos h 
w 

(-'i-) w, 

para Lar de 0.1 db, se tiene que 

E = antilog (Lar) - 1 
l u 1 o 

antilog o . 1 1 = E = -
l u 1 o 

- 1 

0.023 

...... """ 



w' 
w, 

w' 
w, 

.,._' 
f - f

0 = 2 e b ) 
f 2 f i 

2 e 
9.5 - 9 ) = = 9. o 1 - 8.99 

~1 30 -1 lOglQ 
cos h 0.023 n > 

cos h - l 
50 

o sea 

n = 2 

de la tabla eB.3a en el apéndice) 

tes valores para n = 2 

go = 1 

g, = 0.8430 

g, = .0.6220 

.g, = 1. 3554 

50 

- 1 

= 1 . 31 

se obtienen los siguien-

para obtener los inversores de impedancia tenemos de acuerdo a 

las ecuaciones (72) (73) y e74). 

k - 3 
1T e4.55 X 10 ) =O 09"Q 
I 0.8430 ·' 

u 1 -z-
" 



de 

( 

con 

k!l 
-z-

u 

(75) 

X .. 
J ' J 

zo 

xo 1 

z; 

X 1 2 

z 
u 

XOl 
-z-

' 

a 
'Yo 

=jI 

+ 1 
= 

1 

X < • 
= 

= 
1 

A 
_&_Q_ 

a 

A 
__&.¡¡_ 

a 

z 

-

= 

2.33 
3.33 

u 

lT 4.55 X 10_, 
= = 0.0098 2 

)o.843ó x o.6220. 

wA lT t 4.55 X 
1 o~-, 

) = 0.0920 = 2 wl¡g;i: 0.6220 X 1.3554 

K. 
j + 1 ] z 

z u 

K. . 
( J 'z J + 1 ) < 

,u 

o. 0920 = 0.0928 = 
1 - (0.0920)' 

0.0098 
= 0.0098 < 

(0.0098) 

X A 
;¿ ~ ....&.J¡_ = 0.1900 --z:- a 

0.0202 

= 0.699 o. 7 

De la gráfico 30a con I = 0.7, para Xu, Y X,, 

. .-:\ 



se obtienen los siguientes valores 

0.25 

de. donde 

d, = 0.25 x 2.33 = 0.582 cm = d 3 

De una manera análoga 

X 
con ' L z 

u 

~ = 0.0625 
a 

de donde 

A go 
a se tiene que 

d 2 = 0.0625 x 2.33 = 0.141 cm 

·La distaricia eléctrica entre los centros de los diafr~--

gmas en cada resonador j es 

1 2X. 
1 ! j ) 

2X. 
j + 1 ) } TI {tan - ' ( 1 - - 1 

( ) ' e. = - 2 + tan ra-
J z Zo 

V 

dianes 

' - ' (2 x 0.0928) +tan· (2 x 0.0098)} 

= 3.0399 



El espaciado entre los iris es / ··' 

1 1 = 1 2. = 3.0399x4.77 
= zn 2.3077 cm 



24 Entonamiento ' ~ / . . 

Una vez que se construye un dispositivo de esta naturale-

za se tiene el problema ·de ajustar el circuito para que su op~ 

ración se encuentre en la frecuencia deseada; y una vez que se 

ajusta, todavía existe la duda si los circuitos resonantes es-

tán trabajando a la frecuencia adecuada, o que si.el P-ntona~--

miento es correcto. Para realizar este ajuste se siguió un 

procedimiento de circuito abierto y corto circuito dlternadOs; 

el cual se describe a continuación1 • 

Para ilustrar el procedimiento de entonamiento se hará -

referencia a la figura (45) la cual muestra un filtro pasaban 

da con cuatro puntos de entonamiento. 

Este procedimiento es aplicable a todos los filtros de -

circúitos rescnantes acoplados; y bien pueden ser filtros d• 

configuración~s de K constante parg bajas frecuencias, filtros 

de circuitos acoplados para frecuencias medias, filtros en 

1 
Rete~encia 15. 
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Fig. 45 Filtro pasa banda con cuatro puntos de entona-

miento 

guía de onda acoplados por medio de cuartos de longitud de on-

da para frecuencia de microondas, o cualquier otro tipo seme--

jante. 

1.- Conectar el generador. al primer resonador del filtro y la 

carga al Último resonador de la misma forma que trabajará 

el filtro en la práctica. 

2.- Acoplar un ftetector no resonatite
1

, ya sea al.campo eléctri 

co (voltaje) o al campo magnético (corriente) del primer 

resonador de la cadena del filtro. 

3 2 . d .- Desentonar completamente todos los resana ores. 

4.- Colocar la· frecuencia del generador a la frecuencia de op.§_ 

raciÓn del filtro (a media banda). 



• 

5.- Entonar el resonador 1 para una indicaci6n de salida MAXI­

MA del detector. Al lograr este máximo se asegura el aju~ 

te de entonamiento para que no t~nga ningdn movimiento y 

pueda desentonarse; 

6.• Entonar el resonador 2 para una i~dicaci6n de salida MINi-

MA del detector. Asegurar el ajuste de entonamiento. 

7.- Entonar el resonador 3 para una máxima salida del detector 

Asegurar el ajuste de entonamiento. 

8.- Entonar el resonador 4 para una mínima salida del detector 

Asegurar el ajuste de entonamiento. 

Con el paso anterior el filtro de la figura ( 45 )queda-

totalmente ajustado. 

En el caso de ser impráctico desentonar completamente to­

dos los resonadores, puede emplearse un s6lo dispositivo para 

corto-circuitar el resonador que inmediatamente le sigue a 

aquel que se está entonando; on vista do que esto cancelará 

los efectos de todos los resonadores siguientes. Es muy impor 

tante asegurarse que éste corto circuito sea completamente ~--

efectivo a la frecuencia de operaci6n. 

1un detecto~ no ~e~onanie (o gene~ado~) he dice que e~tá ~ien 
acoplado cuando. é~te di~minuye fa Q del J?.e~onadon ~in canga ·­
en una cantidad meno~ def 5$. 

2un ~e~~nadon e~tá ~uticlentemente de~entonado cuando ~u tne-­
cuencla de ~e~onancia e~ta alejada cuando meno~ 10 ancho~ de 
~anda de ea tnecuencia ceninae def pa~a~anda de openaci6n . 



25 Medic~ones de pérdida de inserción 

' ; 

' -

Para medir la pérdida de inserción de una red de cuatro 

terminales está el método de substitución. 

El equipo requerido para realizar la mediciÓn de pérdida 

de inserciÓn es; un generador con el rango en el cual opera el 

dispositivo, un atenuador de precisión con o db de pérdida de 

inserción, un sistema detector, un amplificador de corriente -

directa, un microamper!metro y la red a la cual se requiere 

determinar su respuesta. 

En este método se conectan en serie todos los disppsiti--

vos siguiendo este orden; generador de señales, filtro, atenu~ 

dor, detector, amp~ificador de Cd y microamperímetro. 

Procedimiento.- Una vez conectados los dispositivos en serie 

siguiendo el orden antes expuesto y que se ilustre en la figy. 

ra (46 a) , se coloca el generador para que opera a una fre--

cuencia a media banda de la frecuincia de operación del filtro 

o sea f ; y se ajusta la sensibilidad del amplificador de CD -
. .O 

para obtener una lectura de referencia del nivel de potencia -

la cual se lee en el microamperÍmetro, esta lectura inicial se 

anota y enseguida se quita del circuito la red bajo prueba (en 

este caso el filtro) y se conectan los demis disp~sitivos de 

la misma forma que antes, observando que en el microamperíme--

tro habri un valor muy elevado del nivel de potencia, ensegui-

da .mediante el atenuador calibrado se restaura el valor origi-

nal del nivel de potencia y se determina el valor de decibeles 
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( 46 ) Tres variaciones del método de subsistitu-

ci6n para medir la pérdida de inserci6n de 

una red, 

a) La substituci6n de R.f. 

b) La substituci6n de F.i. 

e) La substituci6n de audio. 



que se necesitron para restaurar el valor del nivel de poten--

cia a su punto original; siendo este número de decibeles la -

pérdida de inserción que presenta la red bajo prueba a la se--

ñal que va del generador hacia la·carga con una frecuencia f , 
o 

Este procedimiento se repite para cada valor de. frecuen--

cia de tal manera que se barra un amplio rango hacia la parte 

superior e inferior de la frecuencia a media banda (hasta 3wo 

en la parte superior y la misma relación en la parte inferior~ 

determin&ndose de esta manera la pérdida de insetción que im--

prima la red para cada frecuencia. 



APENDICE A 

En este apéndice se ilustran las caracterís­

ticas de Atenuación para los filtros Butterworth· 

y Tchebyscheff. El nivel del rizo en el caso Tche 

byscheff es de 0.01,. 0.10, 0.20, 0.50, 1.00,.2.00 

y 3.00 db. 

. .. 



1~1-l 

Fig. A.l Características de atenuación para filtros 

Butterworth 1 

1 Gráfica tomada de la referencia 9. 
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Fig.-A.2 Características de filtros Tchebyscheff con un 

nivel de rizo en el pasa banda de 0.01 db 1 

1 Gráfica tomada de la referencia 9. 
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Fig. A.3 Características de filtros Tchebyscheff. con un 

nivel de rizo en el pasa banda de 0.10 db 1 

1 Grlfica tomada de la referencia 9. 
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Fig. A.4 Caracteristicas de filtros Tchebyscheff con un 

nivel de·rizo en el pasa banda de 0.20 db 1 

1 Gráfica tomada de la referencia 9. 
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Fig. A.S Características de filtros Tchebyscheff con un 

nivel de rizo en el,pasabanda de 0.50 1 

1 Grlfica to~ada de la referencia 9. 

-. 

.. .. 



Fig. A.6 Caracterfsticés "de filtros Tchebyscheff con un 

nivel de rizo en el pasa banda de 1 .oo db 1 

1 Gráfica toma·da de la referencia 9. 

• 
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1 Gráfica tomada de la referencia 9. 



,. 

O ·· ~··· ··•· -·· "' ,,¡: .... •... .... ... .._ 1 !•U ............ ·~·· ·•:· ,,,. •..•• ~ , , !·~ ... • •.• , .. - •. 

0.01 o.oz ~.03 0.05. 0.07 0.10 0.20 0.30 0.50 0.70 1.0 2.0 3.0 5.0 7.0 10.0 

1~1-· 

Fig. A.S Características de filtros Tchebyscheff con un 

nivel de rizo en el pasa b~nda de 3.00 db 1 

1 Grlfica ~omad~ de la referencia 9. 
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APENDICE B 

En este apéndice se presenta una serie de ~ablas 

con los valores normalizados ·de los elementos reac-

tivos para el prototipo pasabajo con respuestas 

Butterworth y Tchebyscheff. 

1 



//·1 

n 
1¡ '2 'l ., . 's .5 '7 •a ., '¡o '11 

1 2.000 1.000 
2 1.414 1.414 1.000 

. 

3 1.000 2.000 1.000 l. 000. 

' o. 7654 1.848 1.84& o. 7654 1.000 ·-·· 

5 l.6180 1.618 2.000 1.618 0.6180 1.000 ·-

6 o. 5176 1.414 l. 932 l. 932 1.414 o. 5176 1.000 
7 0.4450 1.247 1.802 2.000 1.802 1.247 0.4450 l. 000 • 
8 '0.3902 1.111 1.663 1.962 1.962 1.663 1.111 0.3902 1.000 
9 o. 3473 1.000 1.532 1.879 2.000 1.879 1.532 1.000 0,3473 1.000 

10 0.3129 0.9080 1.414 l. 782 1.975 l. 975 l. 782 1.414 0.9080 0.3129 1.000 

TABLA B.1 

Valores de los elementos para filtros con respuesta Butterworth, -

con &o= 1, w¡ = 1 y n de 1 a 10,-lasrespuestas·son de la-forma de.· 

la figura 3.8(aJ con LAr = 3db 1 

n 1¡ •z 'l ., •s '5 '1 •a 
11 0.2846 0.8308 l. 3097 1.6825 1.9189 2.0000 l. 9189 1.6825 
12 0.2610 o. 7653 1.2175 l. 5867 l. 8477 l. 9828 1.9828 1.8477 

. 13 0.2410 o. 7092 1.1361 1.4970 l. 7709 1, 9418 2.0000 1.9418 
14 0.2239 0.6605 l. 0640 1.4142 1-.6934 1,8877 l. 9874 l. 9874 
15 0.2090 0.6180 1.0000 l. 3382 1.6180 1, 8270 l. 9563 2.0000 

., 1¡ o 1¡¡ 'u· 'll •u 1¡ S 'u 
11 1.3097 0.&308 0.2846 l. 0000 
12 l. 5867 1.2175 0.7653' 0.2610 1. oooo· 

. 13 l. 7709 1.4970 1.1361 o. 7092 0.2410 l. 0000 
·14 1.8877 1.6934 l. 4142 l. 0640 0.6605 0.2239 1.0000 
lS 1.9563 1.8270 1.6180 l. 3382 l. 0000 0.6180 0.2090 l. 0000 

TABLA B.2 

Valores de los elementos para filtros con respuesta Butterwort~, con 

go = 1, w¡ = 1 y n de 11 a 15, lis respuestas son de la forma de la 

figura 3.8(a) con LAr = 3db 1 

. 
1 Tabla tomada de la referencia 9. 



· .. 

• n 1¡ '2 .] ., •s '• '7 •o ., •lo ~~~ 

rizo de 0.01 db •r 
' 

1 0.0960 1.000~ 
2 0.4488 o. ·1077 1.1007 
3 0.6291 o. 9702 0,(>291 l. 0000 
4 0.7128 l. 2003 1.3212 o. 6476 1.1007 
S o. 7563 1.3049 1.5773 l. 3049 0.7563 1.0000 
6 o. 7813 l. 3600 1.6896 1.5350 1.4970 o. 7098 1.1007 
7 o. 7969 1.3924 l. 7481 1.'6331 1.7-IUI 1.3924 o. 7969 l.OOGO 
8 0.8072 1.4130 l. 7824 1.6833 1.8529 1.6193 l. 5554 o. 7333 1.1007 
9 0.8144 l. 4270 1.8043 l. 7125 l. 9057 l. 7125 1.8043 l. 4270 0.8144 1.0000 

10 0.8196 l. 4369 l. 8192 l. 7311 l. 9362 l. 7590 l. 9055 1.6527 1.5817 o. 7J46 1.1007 

rizo de o. 1 o db ... 

1 Ó.3052 1.0000 
2 0.8·130 0.6220 l. 3554 
3 1.0315 1.1474 1.0315 1.0000 
4 l. 1088 l. 3061 l. 7703 0.8180 l. 3554 
S 1.1468 1.3712 l. 9750 l. 3712 1.1468 l. 0000 
6 1.1681 l. 4039 2. 0562 l. 5170 l. 9029 0.8618 l. 3554 
7 1.1811 l. 4228 2.0966· l. 5733 2.0966 l. 422R 1.1811 1.0000 
8 1.1897 l. 43-16 2.1199 1.6010 2.1699 l. 5640 1.9444 0.8778 l. 3554 
9 1.1956 l. 4425 2.1345 1.6167 2.2053. l. 6167 2.1345 l. 4425 1.1956 l. 0000 

10 1.1999 l. 4481 2.1444 1.626S 2.2253 1.6418 2.2046 l. 5821 l. 9628 0.8853 l. 3554 

rizo de 0.20 db 
1 0.43'-2 l. 0000 
2 1.0378 0.67-15 l. 5386 
3 1.2275 1.1525 1.2275 1.0000 
~ l. 3028 1.28-14 l. 9761 0.8468 l. 5386 
S l. 3394 l. 3370 2.1660 l. 3370 l. 3394 l. 0000 . 

6 1.3598 l. 3632 2.2394 l. 4555 2. 0974 0.8838 l. 5386 
7 1.3722 1.3701 2.2756 l.S001 2.2756 1.3781 1.3722 l. 0000 
8 1.3804 l. 3875 2. 2963 l. 5217 2.3413 l. 4925 2.1349 o. 6972 1.5386 
9 l. 3360 1.3938 2.3093 1.5340 2.3728 l. 5340 2.3093 1.3938 l. 3860 l. 0000 

10 1.3901 ¡1.3983 2.3181 l. 5417 2.3904 l. 5536 2. 3720 1.5066 2.1514 o. 9034 l. 5386 

rizo de 0.50 db 
1 0.6966 l. 0000 
2 l. 4029 o. 7071 l. 9841 
3 l. S963 1.0967 l. S963 l. 0000 
4 1.6703 1.1926 2. 3661 0.8419 l. 98·11 
S l. 70S8 l. 2296 2.5408 1:2296 l. 7058 l. 0000 
6 l. 72S4 1.2479 2.6064 l. 3137 2. 4758 0.86% 1.9841 
7 l. 7372 l. 2583 2.6381 l. 3444 2.6381 1.2583 l. 7372 l. 0000 
8 l. 7451 1.2647 2.6564 1.3590 2.6964 1.3389 2.5093 o. 8796 l. 9841 
9 l. 7504 1.2690 2.6678 1.3673 2.7239 l. 36 7 3 2.6678 l. 2690 l. 7 S04 1.0000 

10. l. 7S43 l. 2721 2.67S4 l. 3725 2. 7392 1.3806 2.7231 l. 3485 2.S239 o. 8842 1.9841 

TABLA B.3a 

Valores de los elementos para filtros con respuesta Tchebyscheff, -

congo= 1, w[ = 1 y respuestas de la forma de la figura 3.8(c) pa-_ 

ra varios niveles (en db) de rizo en el pasabanda 

Casos de n = 1 a 10 1 

1 Tabla tomada de la referencia 9. 

··, 



n 1¡ -- '2 ., 1¡ •s .6 '1 'a ., 'lO 'u 
rizo de 1 . 00- db 

1 1.0177 l. 0000 
2 1.8219 O. 6B50 2.6599 ' 3 2.0236 0.9941 2.0236 1.0000 
4 2.0991 l. 0644 2. 6311 o. 7692 2. 6599 
S 2.1349 l. 0911 3.0009 1 ;0911 2.13-19 l. 0000 
6 2 .1546 1.1041 3.0634 1.1518 2. 9367 0.8101 2.6599 
1 2.1664 1.1116 3.0934 1.1736 3.0934 1.1116 2.1664 l. 0000 
8. 2.1744 1.1!61 3.1107 1.1839 3.1-188 1.1696 2.9ó85 0.8175 2.6599 • 
9 2.1797 1.1192 3.1215 1.1897 3.1747 1.1897 3·.1215 1.!192 2.1797 "l. 0000 

10 2.1336 1.1213 3.1286 1.1933 3.1890 1.1990 3.1738 1.1763 2.9624 0.8210 2.6599 

rizo de 2.00 db 
1 1.5296 1. oooo· 
2 2. 4861 0.6075 4. 0957 ' 3 2.7107 0.8327 2.7107 l. 0000 
4 2.7925 O. 8R06 3.6063 o. 6819 4.0957 ... 
S 2.8310 0.8985 3.7827 0.8985 2.8310 l. 0000 
6- 2.8S21 0.9071 3.8467 o. 9393 3. 7151 0.6964 4.0957 
7 2.8655 0.9!19 3.87RO 0.9535 3.8780 o. 9119 2.8655 1.0000 
8 2.87 33 0.9:51 3.8948 o. 9605 3.9335 0.9510 3.7477 0.7016 4.0957 
9 2.87 90 0.9171 3. 9056 0.9643 3. 9598 0.9643 3.9056 0.9171 2.8790 1.0000 

10 2.8831 0.9166 3.9126 0.9667 3.9743 0.9704 l. 9589 0.9554 3.7619 o. 7040 4. 0957 

rizo de 3..00 db ·-
- 1 l. 9953 l. 0000 

2 3.1013 o. 5339 5.6095 
3 3.3487 o. 7111 3.3487 1.0000 
.4 3.4389 0.7-183 -4.3471" o. 5920 5.8095 
S 3.4817 0.7618 4. 5381 o. 7618 3. 4817 l. 0000 
6 3. S045 0.7685 4.6061 o. 7929 4.4641 0.6033 5.8095 
1 3.5:82 o. 7723 4.6386 8.8039 4.63R6 0.7723 3. 51112 l. 0000 
6 3. 5277 o. 7745 4. 657 5 0.8089- 4.6990 0.8018 4.4990 0.6073 5.6095" 
9 3.5340 o. 7160 4.6692 o. 8118 4.7272 o. 8118 4. 6692 o. 7760 J. 5340 l. 0000 

10 3. 5384 o. 7771 4.6768 0.8136 4. 7425 o. 6164 4. 7260 0.8051 4.5142 -0.6091 5.8095 -

TABLA B.3b 

Valores de los elementos para filtros con respuesta Tchebyscheff, -

con &o= 1, w; = 1 y respri~stas de la forma de la figura 3,8[c) pa­

ra varios niveles(en db) de rizo en el pasa banda. 

Casos de n = 1 a 10 1 

-
1 Tabla tomada de la referencia 9. 
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n '1 •z '3 •• •s '6 1¡ •a '9 110 •u 'n '13 'u 1¡ S 116 

rizo de 0.01 db 
11 O.G234 l. 44·12 1.829H 1.7437 l. 9554 l. 7856 l. 9554 l. 7 437 l. 8298 1.4H2 0.8234 1.0000 
12 0.826·1 l,ol.\97 1.8377 ¡, 7527 1.%84 1.8022 l. 9037 1.7883 l. 9293 l. óó95 l. 5957 o. 7508 l. 1007 

' ~ 13 0.8287 l. 45·10 l. 8·137 1.759·1 1.9777 1.813-~ 2.0014 l.Bi34 l. 9777 1.759·1 l. 8437 l. 45·10 0.8287 1.0000 
14 0.8305 1.4573 l. 8·183 1.7644 l. 9045 1.8214 2,0132 1.6290 2.0048 l. 8029 l. 9422 1.6792 l. 5041 o. 7545 1.1007 
15 0.8320 1.41;00 1.6520 l. 7684 l. 9897 1.8272 2.0216 l. 839·1 2. 0216 l. 8272 l. 9897 l. 7684 1.8520 1.4600 0.8320 1.0000 

rizo de o. 1 o db • 
11 1.2031 1.4523 2.151 S 1.6332 2.2378 1.6559 2.2378 l. 6332 2.1515 l. ·1523 l. 2031 1.0000 
12 1.2055 l. 4554 2.1566 1.6379 2.2-~12 1.6646 2.2562 1.6572 2.2200 1.5912 1.9726 0.8894 l. 3554 
13 1.2074 l. 4578 2.1605 1.6414 2.2521 1.6701 2.2675 1.6704 2.2521 l.fi.\14 2.1605 l. 4578 1.2074 1.0000 
14 1.2089 1.4596 2.1636 1.64<11 2.2564 1.6745 2.2751 1.6786 2.2696 1.6648 2.2283 1.5963 l. 978·1 0.8919 1.3554 
15 . 1.2101 l. 4612 2.1660 1.6461 2.2598 l.G776 2. 2804 1.6839 2.280·1 1.6776 2.2598 1.6461 2.1660 1.4612 1.2101 ;.oooo 

rizo de 0.20 db --
11 l. 3931 1.4015 2.3243 1.5469 2.4014 1.5646 2.4014 1.5469 2.3213 1.4015 l. 3931 1.0000 
12 1.3954 l. 40•10 2.3289 l. 5505 2.4088 1.5713 2.4176 1.5656 2.3856 1:5136 2.1601 o. 9069 l. 5386 
13 1.3972 1.4059 2.3323 l. 5532 2.4140 l. 57 58 2.4276 l. 57 58 2.41·10 l. 5532 2.3323 l. 4059 1.3972 1.0000 
14 1.3986 1.4073 2. 3350 l. 5553 2.4178 l. 5790 2.4342 l. 5821 2.4294 1.5114 2.3929 1.5116 2.1653 o. 9089 l. 5386 
15 1.3997 1.4085 2.3311 1.5569 2.4207 1.5813 2. 4388 l. 5862 2.4388 l. 5813 2.4207 1.5569 2.3371 l. 4005 1.3997 1.0000 

.rizo de 0.50 db 
11 l. 7572 l. 2743 2.680? l. 3759 !?.74S8 1.3879 2.J.I88 l. 3759 2.6809 1.2H3 l. 7512 1.0000 
12 l. 7594 l. 2760 2.6R·Iq 1.37fi.l 2. 7551 1.3925 2.7628 1.3886 2.7J.I9 l. 3532 2.5317 0.8867 l. 9841 
13 l. 7610 1.2772 2.6878 l. 3802 2. 7596 1.3955 2.7714 1.395.) 2.7596 l. 3802 2Jo878 l. 2772 1.7610 1.0000 
14 l. 7624 l. 2783 2.6902 1.3816 2.7629 l. 3976 2.7771 1.3997 2.7730 1.3925 2.7412 1.3558 2.5362 0.8882 1.9841 
15 1.7635 l. 2791 2.6920 1.3826 2. 7651 1.3991 2. 7811 l. 402·1 2. 7811 l. 3991 2.7654 l. 3826 2.6920 1.2791 l. 7635 1.0000 

rizo de 1. 00 db ., 
11 2.1865 1.1229 3.1338 1.1957 3.1980 l. 2041 3.1980 1.195w.l33fi 1.1229 2.1865 l. 0000 
12 2.1887 u::.¡¡ 3.1375 1.1974 3.2039 l. 2073 3.2112 1.20~5 3.184? 1.17% 2.9098 0.8228 2.6599 
13 2.1904 I.l~50 3 .1403 1.1987 3.2\!81 l. 2094 3.2192 1.209·113.2001 l. 1987 3. ).\03 1.1250 2.190·1 l. 000~ 
14 . 2.1917 I.l~57 J .1-125 I.l996 3. 2112 1.2108 3.22-15 1.2123 3. 2207 l. 2013 3.1908 1.1815 2.99-14 0.8239 2.6599 
15 2.1928 1.1~63 3.1442 1.2004 3.2135 1.2119 3.2282 1.21·12 3.7282 1.2119 3.2135 1.2004 3,1442 1.1263 2.1928 1.0000 

rizo de 2.00 db 
11 2.8863 0.9191 3.9181 0.9682 3.9834 o. 9737 3.9834 O.%R~ 3.9181 0.'9195 2. 8!1(o3 1.0000 
12 2.8886 0.9203 3.9219 o. 9693 3. 9894 o. 9758 3.9967 O, 9740 3.9701 0.9575 3.7695 o. 7052 4.0957 
13 2.890·1 o. 9269 3. 9247 0.9701 3.9936 0.9771 4.00·18 o.m1 3. 9936 o. 9701 3.92·17 0.9209 2.0904 1.0000 
14 2.8919 o. 921·! 3. 9269 o. 9707 3. 9967 0,9781 4.0101 o. 9791 4. 0062 0.9758 3. 9761 o. 9587 3.173~ o. 7060 4.0957 
15 2.8930 o. 9218 3.9287 o. 9712 3. 9990 0.9788 4.0139 0.9003 4.0139 D. 9708 3.9990 o. 9712 3. 9287 0.9218 2.&930 1.0000 

rizo de 3.00 db 
11 3. 5420 o. 7776 4.6825 ' 0.8147 4. 7523 0.8189 4.7523 0.8147 4.6825 o. 7778 3. 5420 l. 0000 
12 3.54.15 o. 7784 4.6865 0.8155 4. 7587 0.0204 4.766-l 0.8191 4.7381 0.8(.67 4. 522·1 0.6101 5.8095 
!3 3. 5465 o. 7709 4.6096 0.8162 4.7631 0.0214 ·1. 7751 0.8214 4.7631 0.8162 4.6896 D. 7789 3. 5·\65 1.0000 
14 3.5480 o. 7192 4.6919 0.8166 4. 766·1 0.8222 4. 7800 0.8229 4.7166 O.R204 4.7444 0.8076 4. 5272 0.61Q7 5.8095 
15 3.5493 o. 7795 4.693e 0.8170 4.7689 0.8227 4. 7847 0.8238 4:7847 ¡o.8227 4. 7689 0.8170 4.6938 o. 7795 3.5493 1.0000 

TABLA B.4 

Valores de los elementos para filtros con respuesia Tchebyscheff, -

congo= 1, w~ = 1 y respuesta de la forma de la figura 3.8(c) para 

varios niveles (en db) de rizo en el pasa banda. 

Casos den= 11 a 15 1 

'Tabla tomada de la referencia 9. 
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.. 

Summary of the History of 
Circuit Theory* 

V. BELEVITCHt. FELLOW, !RE 

Summary-After a brid 5uney of tho statt~ ot circuit theory be­
Jort World War 1, the n.rious direttions of its deve\opment in the 
lut 50 ycan ue discusscd, mainly in rclation with applicatiÓns to 
commwlication en,ineerin¡:. The ea.rly perlad of netwo'rk design 
(19liH9lS) wu followed by \he beg:innin& of syn.thesis (1926-IQJS). 
The nnllltpl were the d.:vclopment of feedback ampliñer theory 
,and i.Diettio11 loss filler theory. Tbo numcrous now dircctions uf re­
k'trcb llUted du.rin¡ and alter the second wu are briefty mentioned. 
FinAlly reetnt procress is reported in formal realitability theory t.nd 
ln topolo(iul synthnis. A lut 1ection deals with nonlincar and 
linear nriable drcuitt. 

INlROOlTTillN 

j\LTliOUGII c'ircuit thcory is more tl~an 100 ycars 
r'\. old (Ohm's law, 1827; Kirchotl's laws •. 18-!5), it 

S«IIIS that 110 systcmatic account of its historic.1l 
developmrnt has t'\"cr bo..·cu writtcn. Thc prcscnt css,1y 
attcmpts to cov....r thc h1st 50 ycars, thc .firticth anni­
\'crs.arr of the !RE b ... ·ing takt·n asan cxn1SC to cxdudc 
the more distaut past. This limit;Jtion i!> abo justificd b~· 
th~ dcwlopnwnt of drn1it thcorr itsclf. which :>hiftcd 
from a steadr to an ;Kcclcratcd pro~rcss a few re;¡rs 
bcfore World \\';~r 1, simJJlt;uu:oll!ól)• with thc cxpansion 
of conuuuniCation tt·rhnologr folloWiug thc inwntitlll oi 
thc \'Muum tubc (do..• Fon·st's audinn, I'HJ()). This 
growth of circuit thl'orr is dircclly tcstilit~tl b}' the 
number of artid~s publi:>hcd pcr ycar, which rcm<.1inct..l 

• RKti\·td bv the !RE, l\l.ty 22, 1961. 
f Comit.! J'Etude u,·s Cakul.-.teun• El«troni<"¡uts, llru~<SCls, 

Bt!iium, 

bclow unity ti\1 1910 and increased from 5 to 25 in the 
pcrirffi.JIJ2Q-1Y40; aftcr a dror dtiring \Vorld War 11, 
the incn!nse continued, anda figure of 100 was excecdt.-d 
in 1()54. 

\\'e start with a hricf survc}' oí the state of thc thcorr 
just !Jcforc \\'or[J \\'ar 1 and discuss iu scp:lr<ltc scc~ious 
the various dircctions of its dcvclop111ent up to the 
prescut days, nminly in relation· with ;;pplkations to 
communicatiou en¡::inccring. Due to spacc rcstrictions, 
biblio¡::raphic rdcrcnces :"lre omittcd altol(cthcr: al lcast 
200 importan! COIII.ributious out of a total of somc 2000 
would dcscrvc mc11tion. Importan! authors and dates 
are simply quotcd iu the main tcxt; the datCs general\ y 
rcfcr to publit-atinns in rcg:ulnr scicutilic .journals, for 
it v.:as matcrially impossiblc to scarch through patents, 
thc:>cs and rcports. . 

Ctk(;liiT ANAL\'SIS Ht~FURI~ 1914 

Lon1: befar~: 1914 circuit thcory had cmcrg:cd, from 
gcucral clcctromag:uctic th~.:ory. as :u1 iutlcpcndent 
disciplint: with ~rig:iualronecpts aui..l mcthotls. Thc con­
Cl·ption of a drcuit as a srstcm of idcalizcd lumpcd ele· 
IIWIHS is airead}' lirllll)' cstab\ishcd·-·dr:awill¡.:S of 
Lcytlcn iars and rhcostats ha ve ¡.:r;¡dually disappcarcd 
in Í;1vof of lhc now familiar gmphic<~l symbo\s, This 
assumcs, at ·Jcast implkitly, that ;1 rcsistor.- i~ cpn· 
sidcrt:d as a 2-tl . .'nninal bú.uk box dcliucd by thc ·rcla­
dun V= J<i, f<llhcr thau as a phy~icaf de vice mac.Jc OÍ 
metal or carbon. Thit; nbstract poiut of vicw bccomcs 

431 
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more prmniucnt in thc modcrn devclopmcnt&, whcrc thc 
laws dcf111in¡: thc cil·mcnts, and the intcrt'Oitlwctiou 
cmu;troaints (l.::irdmfT't~ laws). are cxplicitl)' takcn Ol!:ó 

postul<th.-s. \Vith this :IJlJlroach, nrlwork lhrory1 only 
studics thc propl.'r1Íl'S of systcms of dcmcnts and be. 
conu:s a purcly math'-·m;ltiral dim·iplinc dcaling with 
ah!.tract structun .. -s Kl'llcratcd by various scts o( postu­
l;atcs. Anothcr conscqocurc o( this poiut oí view is th;at 
i.hc physiral dcvit-cs thentselves are no longcr studi<.-d 
by nctwork thl-ory b~u by what is somctimes calk-d 
dnJiu throry; complk:att:d phrsical dcvi~cs are then 
nat ur011ly dl·sc;-rilx.-d by thcir ~uira/t"nl ciTcuils. 

Convcutional network dcmCnts are linear and timc­
indcpcndcnt; mon.-ovcr, the stort.-d electric and ln;t¡,:nctic 
ener~ics, aud the dissiJXtl~ power, are positive dcfinite 
quadratic (ot"ms, and the constraints are instantaneously 
workless. This reduces the problcm of network analysis 
lo thc ci:Isskal thc:orr o( snmll vibr:ttions in dissipativc 
mt.-ch:wical systcms. The use of complex variables to 
combine thc amplitud6 and phascs of harmonic sh~ady 
statcs, and thc scpamtion o( transicnts into normal 
modes, all familiar ·in analytical dynamics, wcrc 
natur.ally takcn over by circuit anat}·sts. In particular, 
Stt.·inmt!tz (1894) vulgarizcd the use of complex quan­
titics in electric."ll engineering. Some spccifically elcctric 
prOJK"rties were, ho"·ever, <liso establisht.-d: we mcntion 
liirchofl's topoiO):ical rules (1847) and their extcnsion 
by Feussncr (1902-1904), the so-callcd Thévcnin's 
thcorem (Helmholtz, 1853), the star-delta tran~forma­
tion (Kennclly, 1899) and the concept of du011ity (Russcl, 
1904). 

The impcdann~ ('Oncept was ftucntl}' used by Hea\'i­
sidc, with fJ treall:d both as a diffcrenti:~.l o¡wr:ttor :md 
as an algebraic vari:lblc. ne use of complcx \'alues for· 
pis physically justified by lampbell in 1911. :\lthough 
thc relation betwccn lll·aviside's operation;d c<~kulus 
and intcs;ration in thc complex plane WOlS onlr clarificd 
ahcr 1916, thc mathematical tools allowin}l: to derive 
tr;msicnt IM.·hil\·inr rrom harmmlic n·sponsc Wl'rc :wail­
able, sine-e all is nt."'i."ttcd Cor lumpcd circuita is lll•:wi­
sidc's formul:l haSI..>d on a parti:1l fraction t.•xpansion. 
h took. howcvcr, 20 more rears to intrcxhu:c the 
tcrminolo¡;r o( poles :md zcros into conuuon cngineerin~ 
practicc. 

Ahhough nc:twork analysis is, in prindplc, alrca<k 
scparatcd (rom linc thcor~·. both br:mchcs rcutain i~1 
closc coutact in their liltcr cvolution, so thOlt a few 
»:ords abont lhc bttcr ;ue not out of place. Classk;¡J 
line thcorr has lx'Cu workt.-d out in detail br lleavisidc, 
aud such conce¡)tS :ts matching, rclk-ction, ,itcrativc 

. i ~r l't.'!-lrklion ol tbe .tenn ~tiWclri (a• n~ tn rlwúl) tu 
5UWIIIUll$ .. bn-t- rrf<--n-tltY tJ nlade toan idc•o~lu._,¡ m.otk.J. rno¡furna!> 
With the IKI! Slaml.mi"(•IKE Sl;md;ml~ 1111 tirrui111: IJ..·Ii1oi1i<m11 .,f 
To:rm5 r,.,. l.inr"' 1'••~~¡, . ._. w:._ ... ;pnx~ .. t Tim.• low:oria111 x..,,,.-.,,.¡,.., 
1960. (60 IRE .J:S:!),l'anc. IKt:, ,.u): 41, p. 160'J; S.•ptcmiJCt, I'Jt.olJ¡. 
Uoth ln"nn> :a~ 111 fan ,.,-nu11)'11KMI5 m cnanmun llt..lt.t' .. \nothc-r di ... 
1iur1Mm h.a• "'Jnl\·linlo ... IK"O·n na.-ule •·bM·h rt'll<·n.·a.,. llthiwl fur ~~,-,. 
lt'm11 with Irte lrroniu;~lll '"' lt'flllinal-¡~;¡jr" (Cunpht'll ;u1d F1.,.!t-r 
l9lU); in lhi.. t~nninuli..:y, 0111 •·purl lJL'tVmct a ,Vruit •·bcn lt'l'mi: 
naliurni li-R! f.(ll."l"if.._'llóil atl purb. 

Ílllll<'ilanrc, cte. bc~an to he tr:lnsf,•rn>tl frou1 con· 
tiuuuus to disnctC structurt.-s, probablr thnm!:,h the 
inh-nm·diar)' oí artifn·ial lincs, :~. ¡¡;uhk\·t to wbi,·h 
Kl·mu·lly dt.-vo~t.-d ,"\ book in 1917. Althou~h thc ¡.(t'nl."ral 
ruun·pt of t¡uadripolc, ur 2 port, as a ltl.tl·k hox char­
arll•rin·d by its voltn~o.> cqu;ttiun!!-, drk~ not t·x¡\lidtly 
:1p¡war hdorc 1921 (Urcisi~). attcnuators and artiririal 
lincs calihratcd in .. C'qnivall'llt ll·n~úh of st;uubrd line• 
Wl'rl' u~-rl carlicr for tck·phone tr:~nsmi$.-.inn llll'.l:<ure­
nu-nts (the dccil>cl was onl); intn:'Kim·l-d in 191-1). 
Finally, llcavisidc·s invcnlion of inducti'l•l·lo:uling suc­
, . ._·.-sfnlly applil·d by l~upin lcd Camplh.·ll, thnlll¡:h the 
tlwury of itcrativc structur,•s (1903), lo th"' Íll\"CIIIiou of 
the clcctric fillt.•r to be discusscd in the ncxt sc.'<"tion. 

NETWORK DE:iiGN, ~92o-.t925 

The progress in circuit theory durin¡:: this ¡x•riod ia 
coum·ctcd with thc dcvclopmcnt of long dis.tancc tdl'ph­
ouy i1.1 more th;u\ onc rcspcct. First, thc thl'orr of 
)o;.¡dcd lilll'S is clor.cly rclah.-d with the inwution o( the 
clcctric filtt·r, which found :.11\ immediate applil".ltion in 
l:~trrier tclephm1y (first rcaliztion in 1918, Pittsburgh­
B:.Jtimore). Sccondly, thc dl>sign of bidiri."Ctional itni!Jli· 
Jier~ (two-wire repeatcrs) immedi."ltely rais..·tl scn:ml 
problems of network synthcsis (hybr·id coils. balancing 
nc-tworks, filters, equalizers), not to mcntion thc ques­
tion o( O\'cr·all stability. Although satisfartorr C"nginecr­
ing solutions u·cre rapidlr Cound to all thcse problems, 
thcir theorctical foundation was iltsuthciently systcm­
ottic -thc art of desi¡;n, with its cut and try procc<Íurcs 
had not Yl'l maturer.l into modcrn srnthcsis. 

The elcctric lilter was ill\:cntl-d during \\'orld \\'ar l, 
independcntly by C:unpbcll and Wagner: Thc lirst 
filtcrs wcre itcrativc l:ulr.lcr stuctures, _ nlthough bu ice 
scctions (in panicular all-pass st-ctions) :ue discussed 
by Campbcll (I'Jl0-1922). :\fter Zobers ÍI-1\'Cntiou ol 
m-derivation (1923-1921), the Catalogue of clcmcntary 
scctions was suf1icicntly extended to cover most prac· 
tical rcquircrtH'Hts. In thc fipirit o( -line thcory, a filler 
was dcsÍJ.;::ncd as;¡ ('asc;ulc ronncction o( scctions u·ith 
111atchcd ima~c-impcdancc:>, but thc diflercnc-c bct\H'cn 
ima~c attenu:ttiou :tnd inSt."rtion loss u·:1s thoroughly 
cstinmted by Zohel. 

To lobel are also duc thc unr.lcrstanding of tht! ideal 
transmi!>.'iion c-onditinns (frcc¡ucncr iudc¡K:ndcnt :1ttcnu· 
;.¡fiun ;llld linear phasc), thc dcsigu of coustant im~· 
illlCl' CC]U;¡Iizcrs {1928J induding a 111cthod of nppro...,;i­
matinn te prc:;rrihcd frct¡ucncr ch;.¡ractt:riMics, thc 
diSl·nvcry o( bandwi<Jth conservatiou in thc IOW·JMSS 

/band-pass transfornMtion, and thc first Corrt.-ction (or 

mutu;.d brid¡.:-inu cffccts in a p&lrallcl connection of two 
f1hNs (x-dcrivation). 

Simuhan<..'Ou!.lr with thc dcvclop111cnt oC filu.·r thl-ory, 
lhl· J.:CIIl'r;.al cum·l'Jll of a quarlripolc, with its ímJM.-<Iancc. 
mlmitt;ll\cc :uul d1;1in (1\ B(.'l)) matrict.-s wa!o introduct.-d 
in Gl-rlllanr .11111 Fr<HWt.', ;md the rules for com1mtin¡:, 
tlu: malrin'S o( st·rics, parallcl nnd tand"m comlJiua­
liuus of r¡uadripolrs wcrc discovcrcd. One distingui:>hl-d 
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bctween 2-termiual pair 'nctworks ;.wd 3-tcrmin:d nl"t· 
works (gwuncll·d (Juadripolcs), ami thc combinatiun 
rules were corrcctly restricted to ca!'óCS whcrc no "lou¡.:i­
tudinal voh:•¡.:c" appcars. llcrt: a¡,:aiu, thc scp<tTatiou uf 
a general disturhancc into a transversal aud ;1 lon¡.:itu­
dinal wave (usin;;: l..fJth conductors as "j;!O drcuit" aud 

· the earth as "rcturn") was familiar in liuc thcory, ami 
• dfcCtively uscd in long distancc tdcphony (phantom 

drcuits) sincc 1903. A similar scpnration into thrL·c 
modcs (synunctrical componcnts) for thrcc-phasc powcr 
drcuitt: WiiS introduced by Fortcscuc in ·1918. 

The conct•pt of n-tcrmin;d-¡mir nctwork, or 11-port, 
docs not M:Cnl to havc appc:m:d durin.:: this pcriod. lt 
occurs, howcvcr, implidtlr in a 1920 paper by lampbdl 
and Foster, v:hich is probably thc first publication on 
nctwork synthcsis in the true scnse-the cm•rgy rda­
tions in matchcd noudissipativc 4 ports are Uisr.::usscd, 
thc biconjugacy o{ thc networks is preved, and a com­
plete t:numeration of atl rcalizations is g:ivcn: morcovcr, 
thc circuits (which includc the familiar hybrid coiJ) are 
explicitly treatcd as composcd of ideal transformers, a 
uew network elemcnt whosc thcory is ~stablished:· 

A<"oustical telcphonc repeatcrs (telcphonc+micro· 
phonc) werc uscd befare thc invcntion of the vacuum 
tu be, and difficulties duc to singing wcrc cxpericnccd. 1 t 
is not easy to trace thc cvolution during thc first war, 
and the post war publications alrc<.~dy show a wc!l­
established technique. This is testified by thc Campbcii­
FO$tCr p.'lpt:r o{ 1920, br thc dcsil{n formulaN for 
balaucing networks (Hoyt, 1923-1924), aud by the rer.::­
ognition of the (act that singíng is essentiallr Iimitcd by 
iinc irregularitics (Crisson, 1925). 

THE 8EGISSJXG OF S\'rHHESIS, 1926-1935 

Although Foster's proof of his react<llicc thcorcm 
(1924) is already a transition {rom the mcthods of 
analytical dynamics to thosc of modcrn nctwork srn­
thcsis, the ñrst paper dcaling cxplicitly with thc rt•;diw­
tiou of il orw-port who11c im¡w·tlancc i11 il pn•,.nilll'd (une· 
tiou of !requcncr is Caucr's 1926 coutributiou, basl·cl on 
continuous fr;.¡ction cxpansions (also stuclicd by Fq•, 
1926). \rith Cauer's and Foster's thcorcms, thc 5\·u­
tht-sis problcm for onc ports coutainin¡.:- two kinds of ~lc­
mcnts only was soln-d. Thc analogous prohlcm for gt·n· 
eral onc ports was soh·cd by Brunc (1931) nnd Jcd to thc 
conccpt of positi\'c real functi01i. Pomcy (1928) provcd 
that the r~;¡( p;¡rt of thc impcdaucc matrix of ;¡ 
general pa::sivc 2-port was positive detiuite al real frc· 
'¡ucncies. }he rl'maining: devdopmcnts o{ this pcriorl 
dca! maínly with nor1dissipativc n·ports: ;lhhou¡.:-h 
Ccwcrtz (1QJ,1) found a syuthcsis method for g:encr;d 2· 
porta (cont~1ining al! threc kinds of clcmeutsf, thc gen· 
eral problt•tJI for n-ports was only solvcd aftt•r \Vorld 
War 11 ;¡nd will ~· disfusscct iu auothcr scctiou. Thc 
conrcntration orL LC twtwork:~ is dosel>· couucctcd with 
fdtcr thc~)rr and itA cn¡.:inc~·riu¡.:" intcrcst. Anolht·r asrx-r.::t 
of IICI\\'ork 'Ynlhl·sis. tht• approximatiou prohlem, made 
ill110 its appc.uanre duriug this pcriod; the ma,¡imally 

llat ;~pproximation w;Ls uscd by llutlt:rworth {1930) in 
tire dt::;iJ.(n o{ multistage amplificrs; simullaneouslr and 
inde¡wndcr1tly, Caul·r rcalizcd thc optirnal r.::harar.::tl·r of 
the Clwbyshcv apprmdmation anU solvctl the approxi­
mation prOblcm for an importan!' class of ¡'ma~e-para~ 
mell'r filters. Fiuallr. it shoultl be rcumrkcd thnt the 
carwuical structurcs oi.Jtaincd ns solutions of the various 
srnthcsis problcm$ madc a free USl' of ideal rrnnsform­
crs; ~he much mort• dilli.eult prob!cm of synthcsis with· 
out tr~dsfornll'rs was not of paramount intcrclll for 
comrnunic:llion app!ications aud h:ts oulr bcen trcatcd 
rcccnt!y. 

Thc simplcst nctwork after thc onc port is thc srm­
mctric 2-port, whirb involvcs two frN¡ucncy functions 
only. Gcornctrically srmmetric 2-ports were trc<~tcd by 
Bartlctt (192i) and Brunc (1932), whcreas Caucr (IQ27) 
nnd Jaumarm (1932) found <.t numbcr of canonical cir­
cui!s for all symmctric 2-ports. Dissymctric, and, in par­
lindar, nntin1ctric 2-ports. were studicd by Cnuer, who 
a\so extended _Fostcr's the'orcm tó LC u-ports (1931) 
;¡ud showed {1932-193-1) that atl equiv;.dcnt LC net­
works could be dcrived from cach othcr by the linear 
transformations considcrcd by Howitt (1931). Certain 
classcs of symrnetric ll·ports wcre studicd by. Baerwald 
(1931-1932). 

Cam:r's tirs( book on filter dcsigu (1931) contains 
tablcs and curves for [he Chcbyshcv appro11:imntion toa 
const<Jllt attcuuation iu the stop-band o{ an image 
potramctcr 10w-pas5 fi!tcr, as wcl! as frequency trans­
formations for othcr filler classcs. Thc solution of the · 
approximation problcm involved rational functions 
whosc extrema\ propcrtics were establishcd by Zolo­
tarcff iu 18i7 and which reduce to ordinary Chebyshev 
polynomials whcn clliptic hmctions are rcplaced by trig­
onomctric functions. Caucr's prescntation of !iis d~­
si~ll data was bascd on canonic structurcs, pra~tically 
les:~ convcnicnt than laddcr structurcs, and was not ac· 
ccptcd in cnl{inecring cirr.::les befare it wns rcalizcd that 
tht• ¡¡tatl'111\'11t aud thc lioiLrtion uf tlll' :1p¡u·uxi111atinn 
pwJ¡\cm wcrc of intcrcst in thcmsclvc:s, for IIICJ!ót of 
Caucr's rclóu!ts r.::mild easily be transft•rrt:d to the 
laddcr structurc. Thc srstcuiatic thcory of ima¡.:e para m­
eter filtcrs was furthcr dcvclopcd by l3odc (1934) and 
l'iloty {1937-1938). thU!.; placing Zobcl's carlier results 
in a dcarcr pcrspcctivc. The particular problems raiscd 
by crystal fi!t~.:rs wcrc studicd by W. P. i\lasou (1934-
i9J7). 

FEEUII,\l:K t\~H'LIFI~RS, 1932-1945 

Thc construction of nscillators was onc of thc first ap· 
plicatíons of Vilt'uum tuhes, and thc :tmplif1r.::ation in­
ncase -dueto a po:;itive fccd!Mr.::k l.H:Iow thc thrcshold o{ 
oscillaiÍt•n ís meutinncd in severa! carly publications on 
radio-cu¡.:im·cring. Thc clcnu.·ntary, but crron~.;tms, 

phrskal rcasouin~ baltcd on thc rmu1d ami ruuud r.::irr.::u­
latiou o{ thc si¡.:ual ir~ thc fcr.::clback loop yicldcd thc 
~t·ornt•trk seri¡,•s ~(1 +¡.¡fl+~~Jl'+ · ·) {ur thc ciTe(~tivc 
;nnplitiration. This J.:<! Ve thc imprc9siou that instability 
must occur for all !¡.Lff! > 1, for lhc series thcn divcrKcs. 
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Stahlt• ht:haviur with ;a nclo(<.~tivc k-cdb;u:k excccding 
6 tJIJ w;as thus apparcntlv forbiddcn, and such low 
valucs ha ve littlc llrartical·i;atcrcst. Jt was soon rcCOK· 
nizt.--d that thc tht."()f}' hase<l on thc ~comctric series w;¡s 
contradirh.-d hy expcricurc, :md the cXprcssion p./(1-141) 
was Ust·d l'\'to'll (or jp,B[ > 1 without thcoreticoll justifJca­
tion unlil N):quist (1932) prov(.:d his famous stahility 
rri_terion and slmw(.>d thc error in thc oldcr ·thcory-thc 
physical reasonin¡.: basc..-d on the loop circulation is only 
crn-rcct whcn tram;ients are takcn into account the 
lcrms in tht· ¡.;t•tlllwtrk M.·~ics thcn ht.-c:otuiulo( CHHvol~tion 
products; the stcaúy-st;~tc formula is ohtaincd as the 
limit afh:r infinit~ time; the transient series is convcrg­
eut, but not ;dways uniformly, so that the limit opera­
tion and the summation cannot be interchanged. The 
case of conditional stahilit}', prcdicted by Nyquist's 
theory, u·as cxpcrimentnlly conf¡rmcd (Peterson, d al. 
1934) and the advantages of ne_gative feedbaCk were 
srstematicallr discusscd by Hlack (1934). 

The domestication of negative feedback made it pos­
siblt to design the wide-band highl}•linear amplifiers re­
quircd for multichannel carrier telephony. Although 
various designs for interstage nétworks \\_'ere proposcd, 
for instance bf \\'heeler and Percival, the limitations 
due to parasitic capacities, and the way o( overcoming 
them by an optimum over-all design, w~re only clarified 
br Bode in 1940, with the help of the integral relations 
lx:tween ólttenuation and phase. 

The fact that the real and imaginary par~s of physical 
n~twork functions could not be specified independentlv 
from each orher was first stated in conn«tion with th~ 
ideal filler paradox. Küpfmüller's treatmcnt (1926) of 
the transient response to a unit·step led to the well­
l.:nown sine-integral embodying a response preceding the 
stimulus. Restrictions imposed by causality to physical 
respon~ functions are mentioned by\'. \V, Lee (1932) 
in connection with a method of synthe&is for arbitran· 
tran~f~r fum·tiOIII> has1.-d on Fouf'icr transfurms, ;, 
method p;ltt'nted by Lee and Wiener (1938). Physical 
approximations to the ideal filler response, both in 
amplitud~ and phase, are discussed b\' llode and Diet­
.tald ( 1935). Explicit integral relations- between real aud 
imaginar}' parts of various network functions were 
studicd indcpendently by Cauer (1932-1940), Barnrd 
(1935) and Lcroy (1935-1937), but similnr relations 
were known earlier in the thcor)' o( optical dispt-rsion 
(Kramers-Kronig, 1926). · 

llode extendl-d the rclations to the case where either 
component is specified in a partial frequcncy range, :md 
wor~ed out thcir conS~.·quences for input, oulput and 
interstage lll'tworks with pr!$Cribcd parasitic ca¡}i1cities. 
He also computed the: maximmn obt¡¡in<~ble owr-all 
fet"dback in tcrms of band width and asymptotic loop 
transmission. The stability criterion for multi-loop 
ampliliers was obtained by Uewellrn. and thc effect of 
fel·dbado: uu Ínl¡wdanres was di!'-C'ul>l>Cd b}' Blackm:m 
(1943). Bode introdured the cotwcpts of return rcfercuce 
and sensitivity in his classic<ll book (194S). 

INsli:WTIIlN L.oss FJLTHM.s ANO lü:LATlm P11.1lULEJU 

The limitations o{ imag~-paranu~tcr tht'Or}'. first ap­
lk'art·d in rouucnion with th~ d~·si¡.::n uf filtcr groups, a 
prohlcm frcqucutly cnconutl·n-d i1i r;lrril·r telephutt}'. 
Zohd's pro(.'Cdurc of x*dcrivation, ;tln·;uly mentionl-d, 
was first rc¡ilac~d b}• a more s}·stcmati,· mcthod uf im­
¡~t·dancc rorn.'t·tiou (Bode, 1930). ¡\n ima¡.::l.."-par:uuctt't" 
tlwory of constant imp~.·dan~ filler pairs was dewloPt"d 
by Brandt (1934-1936), C;,ucr (I'J~H-1937) and Pilol}' 
(1'137-IQJIJ), ;uuJ it waa n•t'o¡.:nill'tl thal thi~ abo 
yiddcd il solu~ion to the. equiv;lll"nt problcm of opcn­
circuit filtcr dcsign. 

t\ complctely ucw appro•tch to the whole problem is 
cont<lint.'tl in Norton's paper (1937) on const:mt im­
pcdancc lilter pairs, where 1he ml!-Jhod _of design start­
iut:: from a presc.:ribed inscrtion loss is established. The 
gt•ncral. syuthesis problem íor a reactance 2-port with 
prcscribcd iust•rtion loss was solved inde[)(.'fldenth· bv 
Cocci (1938--1940), Darlington {1939). 

1
C.auer (I-9Ji.-

1941) and Pilotr (1939-1941). These cOntributions 
establish the canon k rcalization of a reactance 2-port as 
a ladder structure wirh mutual inductancn restrictcd 
to adjaccnt or ucarlr adjacenr arms nnd, as a ron~­
qucuce, the po~ibilitr oí realizing an arbitrary passive 
one port br a network cont;tining one resistance onlv. 
-The approximation problem for inst"rtion loss filters w;s 
rcdun·d 10 the similar problem Cor imJ.i::C·pdrouneter 
fihcrs. Finally, Darliugton also de,·ised a m~thod for 
precompcusating the dissipative distortion. 

.-\s alrcadr meutioned, the prewar C\'Oiution o{ net­
work theorr ·was closely rel;tted with the de ... ·elopment 
of wire communir:ttion, and the perf«tio11 reached br 
filter and feedback ¡¡mplifier theory around 1940 made 
possible the design to strict tolerances which is requin.-d 
in long distanc~ teiC'phone equipment. On the contrary, 
thc easier n¡¡rrow-band prohlems of radio-enginecring 
Wt•rc ln·:~h·d br dcmcut<~rr l'ircuit :malysis, ami it is 
only with the udvcnt of video and pulse techniques that 
thc thC'orr of widc-band multi·stage amplitiers (witt'wut 
over-all feedb:tck) underwent a srst~matic de\'elop­
ment, mainly during World War 11. Another direction 
o( war-time C'Volution was the extension of filter t1.'Ch· 
niques to higher frcquencies, lc;lding to transmission fine 
filters and 111icrowave n~tworks. Both directions have 
influenced classical filter thcoq• and, as a consequcnce, 
common mathcmatical methods are now used in an ~x­
tended field. 

In mirrowa\'e applications, the classi~al descriptiou o( 
nctwork performance in terms oí \'ohages, currents, im­
pedancc and admittauce matrices, was uaturallr rc­
placcd br a dcSl:ription bascd on trausmitted and rc­
ttcctcd wav..: amplitudes, lcading t•» the concept of 
&eattering matrix p.1ontgomcry, Dickc and Purcell, 
I'J48) t;lkl"u uvc..•r from general phrsics. This concept is 
also of intl.."rcst in thc ficld of lumpcd nctworks, wher~ it 
\\':J.S iulrodur~.'tl indcpeudently and simultaneously by 
Delcvitch. Thc scattering formalism allowcd an easicr 

434 

,, 



"" -- "-... 

8S2 l'R()Cl!.!!.Dl_NGS VI·' 1'//1!. J}(E M ay 

prcsentation of inscrtion loss filter thcory, nnd has been 
of gr~at help in othcr _applirations to be discusscd la ter. 

Thc war-time progn:ss in amplificr dcsi~n is dc­
scril..ocd in thc book of Vallcy and Wallmann (1943). but 
simil;,r work has bc.-en done independently in Gcrmany, 
namcly by Caucr (posthumous publicatious). Most in­
put. and Íllter-~tagc circuits are actu;llly bddcr filtcrs, 
terminated or opcn-circuitcd, so that filtcr ;md amplificr 
¡1roblems are closc!y rclatcd. Explicit formulas for thc 
tlcmcnt values of various important classcs of laddcr 
fihers lmve beco invcstigatcd by many workcrs, but it 
\l'as rcccntly rcalizcd that most results had bccn an­
ticipated by Takahasi (papcr in Japancsc, 1951; Eng­
lish adaptation, 1960). The dcsign of input and output 
circuits is also rclatcd with thc broad-band IH<ltching 
problcm, which consists iu constructiug a 2-pon which 
transforms a given frequcncy-dependcut output load 
(for instance a resist:mce shunted by a parasitic: capaci­
tance) i~to apure input resistan ce. A rigorously constant 
resistance can be obtained b:,.- a lossy 2-port, but it is 
practically important to know the approximation to 
matching in a given frequency range ot,nainable from a 
IOS51ess 2-port, and to sec how the tranSmission loss 
varies with the degrec of impedance equalization for 
IOS5Y 2-ports. The bro.•d-band matching problcm with 
lossless 2-ports was solved by Fa1lo (1950) {or important 
cl~s of load impedances. The relations for lossy 2-
ports v•ere obtained br Carlin and La Rosa (1952-1955) 
with the help of the scauering formalism. · 

Distributed amplihers, which oVercame the .limita­
tions imposcd by parasitic capacities to stagger-tuned 
circuits, had been invented by Percival in 1937, but 
were only practically cxploited afuir 1948; the problem 
o( their optimum dcsign is still unsolved, although some 
progress has b~·en recently achieved. 

The scattering formalism preved useful in the design 
(,f various classl:S o( n~ports of intcrest in telcphonc ap• 
plications. Bt'le\·irch (19.50:...1955) discusscd matched n· 
ports with ·equa! losses bctween any couple of ports, and 
biconjuga'te n·ports for n > 4. Oosoer (1958) and Oswald 
(1958) established dcsign methods for a class of filter 4~ 
ports (inHnted br Darlington in 1938)· used in sub­
merged rcptaters. 

The methods of bcst approximation used in filtcr and 
amplifier dt>si~n were applied to other problems, namcly 

· to the dcsign of various clnsses of delay nctworks. The 
maximally tl;n npproximation (or the group dclny was 
obtainfi:l by Thomson (19-19), aud thc C"hcbyshcv np· 
prciximation by eJbric-ht and Piloty {1960). The C'"he· 
byshev approximation to a ronstant phasc di/Tercuce 
bctween two ;lll-pass 2-ports (of iutercst for polyphasc 
modulation) was obtaim·d imkpt•ndcutly by Darlin.::­
ton, Or\·hard and Saril~a (1950), :uu..l a mathcmatirally 
e<¡uival('nt problcm on tht• phnsc nnglc of an impccl;ml·~ 
(of intcrt.•st in f\·,•Jback ampliiÍl'r dcsign) was solwd by 
Baun¡ann {1950). For probh.·m:~ haviu~ no cxact ana-
1}-tic solution, D,u\ington (ltJ52) dcscrihcd a proccdurc 
bascd on a Sc.•rics expansion in Chchyshcv pol)'nomial!!, 

whNc<ls thc potCntinl analogy and the related clcctro­
lytic tank tcchnique w~re prar:tically applied at lcast 
siucc 1945 (Hanscn and Lundstrom). 

NEW TRENOS IN PosT-\VAR EVOLUTION 

Thc field of applicntion of circuit thcoq-' extended in 
so many new dircctions durin¡; and after World W:1r I I 
thnt only thc majar tcndeneies can be outlincd. Severa! 
ncw devclopmcnts lie on· the borderlinc bctwcen circuit 
thco'ry and o~her disciplines (information thcory and 
noisy systems, elcctronic computen, automatic con­
trol), and will not be discussed. The prescnt scction at­
tempts a bricf classification of the new ideas, concepts 
and methods, in relation with thcir engincering applica­
tions; the ucxt two sections rcview in detail thc postwar 
dcvdopml'nts of nctwork thcory slrido swsu. Nonlincar 
and linear variable circuits are treated separatcly in the 
last section. 

Pulse tcchniques, alrcady mentioned, raised various 
synthesis problcms in the time domnin. Although every 
problem stated in the time donmin is, in principie, 
equivalcut toa probl<!m in the complcx frequency do­
main. thc approximation requirements are often diffi­
cu\t to translate from one domain into the othcr, and the 
convergen ce properties in thc two dom.ains may be quite 
diffcrcnt. \'arious mathematical methods, such as 
L1guerre functions (Lee, 1932)( time series expansions 
(Lewis. 1952), cornplex intcgriltion (Guillcmin and. 
Cerillo, 1952), ha ve been used, but there secms to have 
becn little fundamental prog:rcss; for instance, the prob­
lcm of the steepest monotonic response in presence of a 
givcn parasitic capacity is nOt complctely solved, al~ 
though important contributions havc b_een published, 
namei}' by Zcmanian ( 1954) and Papoulis (1958). 

l\licrowave circuits huve also bee"n prcviously mcn~ 
tioned. The realization of a mirrowave gyrator (Hagan, 
1952), based on the Faraday cffect in ferrites, justified 
the interest of thc ideal gyrator concept (Tel\egen, 
1948) and promoted thcoretical research on nonrc­
ciprocal networks initiatcd by Tellcgen (1948-1949). 
Theoretical work on the synthesis of passive n·ports 
(both reciproca! or not) is discusscd in the next scction. 
lts practica! importancc is dueto the fact that, without 
the limitations of reciprocity, bctter perfQrmanccs can 
be obtaincd (Í11terstagc nctworks; Tellegcn, 1951) or 
othcrwise impossiblc bchavior can be achieved (desig'n 
of circulnturs: Carlin, 1955). 

Pro~ress has bccn slower in the thcory o! active net­
works t",ccausc it w:~s more difflcult to represcnt thc real 
phrSical dcviccs by simple ideal elcmcnts; nccdlcss to 
s.1y, even grcatcr difti.cultics aw.1it thc circuit theorists 
of thc future, with the advcut of integratcd micro­
clectronic deviccs. Cla!-isical amplilicr theory dcl\lt in 
fact with passivc ru~tW(Jtks scparatcd by ideal unilateral 
butlcr .sta~es, ami amplific;s with l.ugc nc~ativc feed­
back wcre uscd to rc:~lizc thc active trausfcr function 
-1/,B·involvin~ only thc transfcr ratio {J of the passivc 
Í<'cdhack network. With lile advcnt of the transistor 
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(BardL"t'n amlllmttain, 1948), practica! des_i¡.:n prohlt>ms 
bt."<":une m·urh mure dillicult duc to the.intenmlfeL-dh:¡c:k 
of the devine. The huulamcntal limit:ttions ol :1ctive 
non-unil:atcr;al dcvircs, at a tixcd fre<¡ucru·y, werc pro. 
¡.:rcssivdr unch·r!>IOI:KI; for instance, the rouditions fnr 
intrinsic 5tahilit~· \\'t're L"Staldisha:d by Llcwcll}'n (1951), 

puwcr iuvariauts Wt•rc fouud hr S. J. :\lason (J 1J54), 
;md noisc invariants l?r llaus ami Adlcr (1956-1959). 
The analysis o( t'omrlcx fl'f."dh.1ck structurcs was dari­
f&cd by thc use ofthc flow-J,:raph "notation (S. J. :\lasou, 
1953). Alter tlu: iutrodurtion o( ):rrators, it ap¡:.ean.·d 

. more convcnit•Jit to n•¡Jrcscnt ;u·tivc devit.'l."S by an equiv~ 
alent cir<""uit containin~ I<:)Talors aiUI (positive ami ncg:a­

. tive) re:<>istors, St• that nc¡.:;llive resista;\ce Temainl-d the 
onlr new elcmcnt in the thcorr of at.·tive uetwurkl'. !\1-
thou¡.:h v;~rious ucg:1tivc resistanre efk-cts (are dis­
t·har¡.:~·. dyn.11run, t•to·.) hacl hccn knowu fnr man)' yc:1rs, 
¡•mnical ami t.•t·onomie dt.·vi~·es simulatin¡;:: line:1r ne~;¡. 
tive resistors lx."f':unc available only ·with solid-swte 
componcnt:<> {ne¡.:ative impeda11CC converter: Linvill. 
1953; tunnel diode: Esaki, 1958), and this f<Jvored thc 
adoptio.n of ncx:uive resistance as thc ba.sic element in 
theorctical work. Rt.·c-ent results in the theOTctical fidd 
are sunun¡¡rizcd at the end of the next section. 

Rcturnin~. now to ·the synthesis OC pasSive reciproca! 
networks, wc bTielly comment. on the prQKressive sepa­
ration betwccu formal realizabilitr theory (where ideal 
trnnsfonncrs are frecly accepted) and topological syn­
thesis (where even mutual inductances are exdudcd). 
The recent intercst in topologiral methods originatí.'d 
from severa) distinct fields. First, mutual inductanccs, 
arid even.self-inductances, OJ.re difficult to realize :at "·ery 
lo\\: frcquencies: this stimu!OJ.ted research on RC cir· 
cuits, mainly for sc.:rvomcchanism applic<1tions, OJ.Ithough 
similar problems arase earlier in the deSign of RC­
Oscilhnors (ínvcnted by van dcr Poi and van der ~lark 
in 1934). Sccondly, even at higher frequencies, it may be 
economical to replace inductances by capOJ.citances com­
bined with positive and neKative resistances: this pos­
sibilitr was known theoreticOJ.IIy before 1930, but be­
carne only practirOJ.I with the availability of solid-state 
de,·ices. Topological problems also arose in the dcsi¡.:-n of 
contact networks, antl sorne re<""ent developments in the 
theory of s\\'itching are related \\"Íth various fundOJ.· 
mental problems of conventional network theory. Fi­

. nally, the treatment of network problems on electronic 
computers asked for a more complete and detailed 
algebraization of all topologicOJ.I notions and raiscd 
various enumerOJ.tion problcms. Topological analysis 

· was recently discussed b)' many workers, such as 
Bryant, OlmdOJ., Percival, Seshu and Watanabe; for 
combinatoria! and enumeration problems, we rcfer to 
the book of Riordan (1958). · • 

fORNAL REALIZADILITY. 

The synthesis o( passive reciprocal n-ports has bcen 
achievcd b)' three methods. · The ·6rst one extended 
Gewertz's procedure for 2-ports and eonaisted in the suc-

ct"ssive cxtraction of rcduccd imp'"'ll:wcc matricn; the 
pnlt:~·ss is hcavy and l:aborious, and only of histo;iral 
iutt-rcst; it.l•n:ablcd, howcvcr, Oono (1946) and ll01yard 
(1 1)..JQ) iudt·¡x:udcntly to prove that ~111)' positiw rl.'al 
im¡wdam·t· or admittance nmtrix is realizable. thus 
shnwin~ that HLC l'lc,:ml"nts ami thc ideal transfonuc~ 
coustitutc a rompll'l~ J')"Sil'lll o( J>assivc n't·iprocal ele­
llh.'nls. :'\hcr a discussion of thc 2-port c-ase br Lcroy 
ami IJt:lcvih·h (1949}, it app(';¡.rcd that thc lirst method 
was actually OJo disguiS(.'d ext('nsion o{ Darlington's 
prnt·~ss for onc ports, i.e., .. the rcaliz.ation of ;~.n n-port ils 
a r('activc 2n-port doscd on n r('sistors. The S«ond 
nu.·thod ('Onsists in a direct applic;ltion of this idea; it 
was uSt.-d by Bayard (1950) OJ.nd .with the sc.J.ttering 
formalism b}' Bdcvitch (1951). Thc third method ex­
tcnds Brtult''s process for one porta ;~.nd arriYM to a 
Mrut•turt.• t·ont;aiuin~ thc minimum numbcr o! rt!'acth·e 
clcmenls; syuthcsis by this m~·thod \\"as achien:·d in­
d~·¡JCudcntly b)' Oono (1948), ~lac ~tillan (1948-1952} 
;Jild Tdlegen (1953) and contributed toa satis!actory 
ddinition of th.e degree of :i rational matrix. In an im­
portan! paper Ú954), Oono and Yasuura rediscuss the 
synthesis h)' thc sccond method, using the scattering 
matrix both for reciproca! and nonreciprocal n-ports OJ.nd 
salve complctely the equivalcncc problem. 

In conn<.'CtiOn with the design of narrow-band unsym­
mctrical bOJ.nd·póiSS filters, Baum (1957-58) intrOO.uced 
a ne"· fictitious passive .element, the imaginary re­
sistOJ.nce (or frequency-independent re.actance), and 
showcd its fnterest in various srnthesis problems. Using 
this conccpt, Bclevitch obtained a simple d~ri\-ation ~f 
Brune's for one-ports · (1959) and.extended Tellegcn's 
process·to nonrcciprocal n·ports (1960). 

Extcnsions to active uetworks Wf"re delayed due lo 
difficultics arising with certain pathological n-ports ad­
mitting none of thc conventional matrix descriptions 
(Tcllegen, 1954; Carlin, 1955). These diffic~lties were 
circumscribed by Oono (1960), and br Carlin and Youla 
(1960}. The latter showed thOJ.t ariy active n·port is 
realizable as·., passive nondissipOJ.tive 3n-port closed on 
n positive and n negative resislors. In a companion 
paper, \'oulOJ. OJ.nd Smilen (1960) establish the &;ain· 
bandwidth limitations due to parasitic capacitances in 
negative-rcsistance amplifiers and derive design for· 
mulas for optimum amplifiers. 

ToroLOGICAL Sv!<OTHESJS 

Logically, but not historically, the first problem aris­
ing in this field is the one of discriminating betwcen 
Constraints which are realizable without itleal trans­
formers OJ.nd geucral workless reciproca! constraints. In 
synthesis.problems, constraints generally appear undcr 
thc form o{ prcscribcd incidence relations between loops 
and bmnchcs, and the problem is to determine the nc«S-­
san· :md sullieicnt conditious undcr ·which a prescribed 
incÍdence matrix corresponds to á graph. A ne<:essary 
conditiou is wcll known (the matrix must be totally 
unimodular, i.t:., ha ve all its minors of all orders equal 
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toO or ± 1), but is cc:rtainly not sufficient, a cla~ical 
counter-cxólniPIC bcing thc dual oí thc constraiuts in a 
nonplanar graph (Foster, 1952). Sufficicnt C'onditions 
were found by Tuttc (19S8-IIJ59), Various al¡.:orithms 
have reréntly bccn devised whicl~ <"ithcr prove a givcn 
macrix: toLe unrcollizable, or lcad toa uniquC rcalizatinn, 
within trivial isomorphisms. Thc ñn;t such al¡.:orithm is 
duc to Gould (1958) and was applit.-d to thc srnthcsis of 
contact networks. 

ThC ncxt ptoblcm is thc synthesis of .rcsistance n· 
ports, and of rcsistance networks having n+l tcrminals 
(groundcd n-ports). lt was known for sorne tinte that 
dominancy (auy diagonal clcmcnt not smallcr than 
the sum of thc moduli of all clemcnts in the samc row) 
was aufficic:nt, but not necessary, for the admittance 
matrix o{ an n-port. Necessary and sufficicnt condi­
tions {or a 3-port with pn:scribcd impcdaucc or ad­
mittancc: matrix wcre obtaincd by Tcllt:l:l'en (1952) by 
expressing that the network cannot )'icld curfc:nt nor 
voltage gain under any set of opcn- or short-circuit con­
ditions. A nontri\·ial extension of Telle~cn's approach 
led Cederbaum (1958) to the condition.o{ paramountcy 
(any principal minar not smaller than the mod.ulus of 
every minar based on the same rows), which is weaker 

·than dominancy. Paramountcr is necessáry for admit­
tance and impedance matrices, but its sufficiency is not 
established for impedance matrices with n > 3. For 
(n+ 1)-tc:rminal networks, the srnthesis is equiva.lent to 
toa coniruence transformation into a positivc diagon:ll 
nmtrix br mealis o( a realizable constraint matrix. An 
alg01"ithm rit"lding a unique (exccpt for trh·i:tl vari<mts) 
transformation, if possiblc at all, has b'--cn found br 
Cederbaum, but this algorithm accepts totally uni­
modular trausformation matrices, which are uot ncccs­
sarily·realizable. Related synthesis proccdures werc de­
scribed by Guillcmin (1960) and Biorci (1961). 

For two-elemcnt kind one ports, thc canonical struc­
tures of Foster and Cauer contain no _transformers. lt 
has long bcen thought that the transformcrs appcaring 
ln Brune's proeess ;\re unavoidahlc in thc sy¡Hhcsis of 
general three-element kind one ports; a canonical reali· 
tation withoul mutual inductancc wa~. howcver, puh­
lished by Bou and Ouffin (1949). In spitc o{ \'arious 
small improvements (Pantc\1, 1954; Reza, i954), thc 
method is quite w.tsteful in clemcuts; no f_urthcr ~en· 
eral improvemcnt has been obt<tint'<l, hut proccdurcs 
dueto :\liyata (1952) and Guillcmin ( 1955) so•m·tinlt.-s 
yield more cconomical rcaliz:ttions. 

The synthcsis of RC 2·ports w;1s first treatcd by Cuil­
lcmin (19-!9), who showcd that the class of grouudcd 
RC 2·ports w;~s pr:u:tir.llly not n;¡rrowcr th:m thc cl:ass 
of gcn~ral rc:ciproc.·,¡( 2-ports, in thc scnsc that thc mo­
dulus o{ thc input-output volta~c ratio uf :111y 2-port of 
the &.-c-ond class can be arbitrarily appruximatcd within 
the first cbss. cxl·,·pt for a constaut 111uhiplicr. Cuil­
lcmin's S\·nth~·sis w;¡s in tcrms of p;¡ralll"l 1;\(ltlcrs; 
Orchard (1951) cst;•blislu.-d a syuth\·sil4 by RC laLtin·s 
and discu~ thc t•xtr;u.·tion or lcrmin;d rcsi.o;taurcs in 

.order to rcalizc prescribcd inscrtion loss fuoctions. The 
approximatiou wohlem was treatcd by Ozaki and Fuji­
s.awa (1953). ~lisccllaneous synthcsis procedurcs wt•re 
diSI.:u!'Sl'd by ;1 ·~umhcr of authors, lmt lhc most general 
and romplt·tc rcsults are du~ to Fialkow and Gcrst in 
a half-dolcn 1;apcrs published bt·tween 1951 and 1955. 
Thl'"SC authors found the nc"CcS!>ary and sullicicnt condi­
tions for V<1ltage rmios of"Rrounded and nongroundcd 
RC and RLC 2·ports, as well as for various restrictcd 
structures (laddl•r, )olttice); thcy indicatcd canonic rcali­
zati~ñs and di~cussed the valuc of the constant multi· 
plier which f1xes the maximum available voltage gain. 
Articlcs b)' Ccdcrhaum (1956) and Kuh and Paigc 
(1959) brin¡.:: certain· additional prccisions. 

The synthcsis of RC grom~dcd 2-ports with prcscribcd 
ad111ittance or impcda¡ice ma.triccs is still an unsolved 
problcm. A.-series-parallel synthcsis procedure was dc­
scribed by Ozaki (1953), and sullicicnt cOnditions undcr 
which it succeeds are known, but ·have·not been proved 
necessary. Thc problem proi;-rcsscd through contribu­
tionsof Lucal (1955),"Siepian and \Veinbcrg (1958) and 
Adams (1958)"; but Darlington's conjecture (1955), 
stating that any R~ grounded 2-port admits an equiv­
alent serics-parallel rcalization, is still unproved. 

The problem of la-dder synthcsis of two-element kind 
2-ports arose c:arlier in filter thcory, and the important 
method of zcro-shifting in cascade synthesis was intro­
duced by Badcr (1942). ~ecess.·uy and ~ufficient condi­
tions for ladder realizability, in .thc case ofa prescrihed 
impedance matrix, or prescribed inscrtion losS, are un­
known in general, but havc· bccn established (or im- . 
portant classe:s of networks (Fujisawa, 1955; Watanabe, 
1958) and applied to filter design (:\1cinguct, 1958). 

Active grounded RC networks ha ve recently been dis­
cussed by Kinariwala (1959-1960) and Sandberg {1960). 

NONLINEAR AND LINEAR VARI.-\ULE CIRCUITS 

In contrast with the maturity o( linear network 
thcory, it is often considcred that the thcory o( non­
linear and o( linear v"ariable" net\i:orks is still in its in­
fnncy: it is not yet complctcly scparated from non linear 
mcchanics and has not reached thc stagc o( synthcsis. 
Thc prcsent brief rcview limitcd to purclr clectrical 
problcms is intended to show, however, that there has 
bcen some systematic progress aud that thc theory in its 
prcscnt state is no longer a collcctiou Of od.d rcsults." 

First, it is im¡>Ortant" to separa te the problems raiscd 
by the unavoidable nonlinearities appcaíing in nomi­
nally linear S}'Stems, and thc intcntional nonlinc:ar 
cfTccts allowing pcrformances unobtaiuablc with linear 
sysiCII\:t. The calculation of noulincar distortion is rcla­
tivcly ele111cntary in thc case of sli~htly nonlinear 
characterisrics (vacuum tuhc amplifacr:~, c.arbon micro­
(lhunc, etc). A more difficult problcm arOSl' iil conncction 
with the cross-moc.lulation "duc to hystcrcsis in loadiug 
t·uils (IO:alb otncl Bcnnctt, 1935). The co•!lputation o( the 
modulatiou products gencratcd by two harmonic signals 
turncd out to be nmthcma"tically cquivalcnt-to thc simi· 
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lar prnhlt·m in a u id,·al rc1·tificr, ami the amplitudes wcre 
ohtainc-d as l•y¡~t:r¡:t·lul•ctrit' (u•a~tion!l. Furtht·r ¡1n~rcss 
is rcportcd in latcr puhlications hy Bcnnctt ;nnl othcrs, 
a111l thc rcsults provcd u:;;dul in a numbcr of prnhlcms. 
involvin~ !>harp·mmlinc;•ritics, such ;15 ovcrload t•ffc<"IS 

in rcctilil·r 11\lltlublors ami fct•dlmrk amplificrs. 
Thc typically uscful pfi¡pcrlil-s of nOn linear, or Jiuear 

variable S)'Stcms are relatl-d with frcqucury convcrsion 
in a widc scnsc, includiu¡.: harmonic or suhharmonic 
gcncration, and cvcn simple osdllation, for an oscillator 
tr<msform~> d~ powcr into powcr at its own frcqm·nq·. 
Thc thl:Or)' of thc triodc os¡·illator was dcvclnpt•d hy 
Applcton and v;uf dcr Poi (1920-1926). antlcxplaiul·d 

. su ch. effcc:ts as srm:hroni1.atiou, amplitudc hystcrcsis, 
etc. Subharmonic ¡.:clll'raliolls in thc triodc oScillator 
were annlrzclliJy \l:uHiclstam and Papalcxi {PJJI) .. -\J. 
thoul!:h van dcr l'ol had shown the coutinuity hctwecn 
quasi·harmonic and relaxalion oscillations, thcsc ex­
treme types of bchavior artual\y occur in different 
technical npplic:nious :111d continued to be trcatcd in 
St'P<Iratcd rontexts. Startin~ from relaxntion oscillators 
and multivibrators {Abraham and l3lock, 1919) a par­
ticular branch of electronic rircuit technologr dcvclopcd 
in the direction !of such applications· as time bases, 
countcrs, logical circuits, wave form generatorS, etc. On 
the other hnnd, ihe main concern in the dcsit:n of har­
monic oscillatorS was frequcncy stability; thc.way it is 
affected by nonlinearitics wns deduced from · the prin­
cipie of harmonic balance (Groszkowski, 1933) a.nd the 
analysis of linear effects lcd to the development o{ the 
numerotis oscillntor circuits bearing the namcs of thcir 
inventors .. -\11 the above problcms are, howev~r. treated 
by elemeuf:ary circuit analysis and are more related with 
device technology than with circuit theory. 

Frequencr conversion by amplitude modulation 
raised Onlr elementary problems as long as tubes were 
uscd. \\'ith the iutr<Xluction of rectifier modulators, 
such as the Cowan and riug modulators, in the carlr 
thirties, more difficult problems appeared, due to the 
interaction of all products whose amplitudes thus 
finally depend on the lond impedances at all fret.¡uences. 
In carrier systems, modulators normally opcr:ite be­
tween highlr"selt."Ctive filters, anda corresponding small 
signa! theorr for rcctiticr modulators betwcen selective 
terminations was devclopcd aher 1939 b}• s·uch workers 
as Caruthers, Krusc, Stieltjes, Tucker- and ·Belevitch. 

.The conception of a linear variable network as a linear 
network with an infinite _number of ports (trcating the' 
impcdance prcscntcd to cach modulation product as a 

.scparate termination) did not yicld tractable solutions 
in the casc·of nonselective terminations,·and the case of 
RC Joads (llelevitch, 1950) was treated b)' a direct 
nleth~. The ~cncr<~l problem became recently of majo; 
importance for the optimum dcsign of filters for pulse· 
time modubh.-d systems; alter contributions by Catter· 
mole (1958) and Desoer (1958), an analysis lending toa 
finite set of linear equations was obtained by Fettweis 
(1959). Another application of rectifier modulators was 

trcatcd by Millcr (1959)- who sho\n•d that lk·tt~·r fre­
t¡uenq· diviclcrs could be ll('si~nt'tl by !\t•p:u;lling thc. 
various ucmliu('ar cffc<'l!l whid1 Ol.'<'ur !\Ímu\tan~·ously in 
thc tul1c 11f ordi~1~ry oscillators-in the dn·uits o{ :\filler, 
thc !llhc Íll :t linear ampliticr and the 1\l'CI.'Ss..tr)' non­
lim•ar eiTerts nrc produced by rcctificr"c.:ircuits scparall'-tl 
by sclectivc filters. ' 

llannunic· general ion by rcctificr. circ-uits docs not 
sccm to have bcen lrcatcd until quite rc~·\·ntly-·Page 
(1'1$6) puhlishcd a thcorcm on tht' masimum hann01Íic 
cflit·it·m·y, anc.l lh·lc\•Ít('h and ~cirynd.: (tt>57) de­
snibcd optimal circuits. Onth!! contrary, h.umonic ¡lro­
duction h}' non-liu'car rcact;lnce is not subjt'ct to the 
samc rcstric.:ticins, 'amt ma~netic harmonic ¡;cnerators 
(Pctcrson, l\lanle}' aud Wrathall, 19.1i) ;\re widcly 
uscd. Thc thcory of frequ('ner convcrsiou in ma~nctic 
modubtors is more reccnt-power rebtions in non­
linear reactanccs ,Vcre disems~-d 'bv :\larilc\' ;md Rowe 
(1956), Pagc (1957), Duii1kcr (195.7) and 11.1any others. 
The pcissibilit)· o[ amplific:~tion and the relatcd ncga­
tivt: r('sist:~ncc cffects (lf;¡rtlcy) wcre known howcvcr, 
aromid 1920 and applicd quite earlr to ·Írt'qm·ucy di­
vidcrs (transformation o{ a 60 cps supply into a 20 cps 
telcphonc ringin¡: currcnt) and to magnetic amplificrs. 
The reccnt re vi val of interest in pa~ametric amplification 
is dueto the availability of solid-state nonlinear capaci· 
tanccs. On the othef hand, resonant circuits with non­
linear inductances, · and the ¡)henomenon of ferro­
resanan ce wcre also discusscd befare \\'orld War 1, and 
ll'd to Duffing's equation {1918). Kew intercst in" rc­
lated phenomena was raised ·by the in\'ention of the 
parametron (Coto, 1955) •. 

The aualysis o{ 'complicated nonlinear oscitlator cir­
cuits by thc classical methods of nonlinear mcchanics is 
practically impossible and various approximate engi~ 
ncering methods have becn devcloped, the first one 
bcing the so-called equivalent liJ,eariz;Hion of Krylov 
and Bogoliubov (1937). DuriLlg the Secm1d \\'orld War, 
a methotliJasell on the describing function has been in­
trocluccd separatt:ly in "the U .S.A., the ü.S.S.R. and in 
France. In this method, one derives, from 'the instan­
taneous response of the non linear clement toa harmonic 
excitation or to a combination of such cxcitations, an 
:i.mplitude response or a set of amplitude responses, 
which are functions of· the incident amplitudes; the 
linear part of thc circuit is characterized by its transfer 
function or matrix. \Vith the additional hypothcsis that 
the linear circuits are highly selective, a finite set of 
algcbraic equations is. obtained for the" steady-11tate 
amplitudes, and it is no longcr necessary to consider ex· 
plicitly nny differential equations. This also holds true . 
for the Stability analysis of the steadY-states, which is 
pcrformed by linear perturbation mcthods, thususing 
only the standard criteria o1 linear network theor)' 
(llurwitz, ;o.;yqui1t). This "filter method" (~s it_is calle<! 
in Russia) allowed a much Simplcr derivation of thc 
classical results of van der Poi and others, and is now 
bcing successfully applied to neW problemS. 
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A ste.1o-by-step 
active-filter design 

A new approach to active-ti/ter design 
uses as its basis a rudimentary knowledge of conventional, 

relatively simple passive filters, thus providing the 
nonspecialist with a valuab/e design too/ 

This article presents, in a simp/ified manner, a desiQn 
method tor active filters in tended for those who are not 
filler specialists. By fol/owing the described five-step . 
approach, a. circuit designar who has sorne know/edge 
of passive filters will (without having to learn a who/e 
new techno/ogy) be able to design active filters justas. 
easily as he now hand/es conventíonal passive filters. 
Starting with the filler specification, it is shown se­
quentially how to realiza a ·network that meets · the 

prescribed requirements. Configl..!rations and elemei1t 
values are given for the low·pass (LP); bandpass (BP), 
high-pass (HP), a/1-pass (AP), and band-elimination 

(BE),' second-order active filter building block$. 

Passive-filter design vs. active-filter design 
Analogics bl!twc~;:n thc procedun:s usc:d in thc design of 

passivc and C1Ctive filters an: givcn in this section. In 
conv~.:mional p~ssivc-filt~.:r design, thc circuit designcr 
usual\y follows thcsc steps': 

1. Thc spccificd high-pass, (~:;comt:trically) symti1ctrical 
bandpass, or (gcomctri.cally} symmetrical band-dimina­
tion n:quif-cmcnts are conv~:rted into cquivalent rt:quire­
mcnts in thc normaliz.cd low-pass case. 

2. A low-pass prototype cunfiguration and its de­
mt.ml valucs are obtained hy consulting thc many ex­
cdlent tab!cs; catalogs, etc., that are available. 1 

3. By suitahlt: tr<.¡nsformalions on thc L and C elcrnents 
(for cxamplc, LP-w-UP transfornunion and dcnormali7a­
ticm of thc clcmcnt valucs), thc fin<.1l passive configuration 

FIGURE l. A normalized LP filter characteristic. 
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for thc HP, BP, orBE filler is obtained. 
4. Thc complete passiv~ circuit is put togcthcr. 
5. High-precision filter performance is obtained by 

. rcsonating thc appropriatc L and C elcments. 
Active filler design calls for essentially the samc five­

step approach: 
l. As in passive-11\ter dcsign, the equivalent normalizcd . 

low-pas.!. rcquircments are first oblained. 
2. An appropriatc set of normaliz.ed transfer Potes 

and zeros for thc low-pass.case can also readily l?e ob­
taincd from·the many.available sources (e.g., Rcf. 2). 

3. By suitable frequcncy arid denOrmalizing trans­
formations on the peles and z~ros, the complete transfer 
function that meets the filLer requirements is obtained. 

4. The transfcr function is ~aCtorcd into a pro<;iuct of 
second-ordcr functions, and cach of these functions is 
rcalized by a standard bl:Jilding ~lock .. ln this a:rticle, a 
building block consists of RC and operational ampliflcrs. 

5. The building blocks may be tuned separately and 
thcn cascaded dircctly to form the ~nal active filter. 

This flvc-step active filler design can be divided intQ 
two phases: obtaining the transfcr function from thc 
requircmcnts and implemcnting this transfer function. 

Phase 1-0btaining the transler lunction 
Thc first threc steps just outlincd form the basis of the 

techniq.uc used to obtain the transfcr function. 
Stcp l is assumed to be a familiar procedure and no 

discussion is neccssary herc. For· convenicnce, ~he 

FIGURE 2. A bandpass filter characteristic. 
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characteristics-of a normalized LP and the equivalent BP 
and BE chamcteristics are shown, respectively, in figs. 
!, 2, and 3. (fhe figures illustrate degree-3 Cauer filters.) 

In Step 2', the degree (or arder) and the type of filler 
(e.g., Butterworth, Chebyshev, Cauer) to be uscd in the 
active·fiher dcsign are obtained exactly as in thc design of 
~ts passive counterpart. Once these are decidéd upon, the 
act~ve design requires the computation of the transfer 
poles and zeros instead of obtaining the element values 
for a given configuration in the passive design. Tabula­
iicins of these poles and zeros are also available.• 
'· Éxample J. Transfer function of an LP filler. Through­
o~t this a nicle, filler designations-for example, e 03 25 
~~á re thc same as those given in · Ref. ·l. The transfer 
function T(p) of a normalized low-pass Cauer filler wilh 
d~Étree 3, 25 pcrcent reflection cocfficicnt (this corre­
sponds to a 0.29-dB in-band dpple), and a stopband cdgc 

. frequency O, equal to 2 [that .is, e ~ sin-• (1/0,) = JO'] 
is givcn in Ref. 2 (page 51) as follows: 

where 

T(p) = K N(p) 
. D(p) 

K= 1/4.791 901 5 

N(p) = pi+ (2.270 066 959 6)' 

D(p) = (p + 0.831 246 722 6) 

. (p + 0.311 280 648 9 + jl.09J 993 610 1) 

. (p + 0.311 280 648 9 - jl.093 993 610 !) 

The normalized filter characteristic is as shown in 
fig. 1, with Am;, = n.57 dB andA~ .. = 0.29 dB. Thc 
normalized poles and zeros are shown in Fig. 4. 
, .. siep 3 in the active design requires the transformation 
of ihe normalized LP poles and zeros into the actual 
Patés and zeros. In practice, each pair of the normalized 
CQffipiCx polt:s or zeros should be transformed separately, 
as"should the single real pele. The product of all the re­
S~IÚñg paJes and zcros for~s the final transfcr function. 
A' procedure based on the rcactance transformation is 
given hclow for thc transformat'ions from noi'malizt.:d LP 
io BP and from normalized LP to BE. This easily pro-
8farnrnable procedure computes the transformed poles 
arld zeros dircctly in a few algebraic steps and witho4t 
the need for finding the roots of a polynomial. 
,· Let the normalized LP complex root (that is, a normal­
iz~d LP pole or zero) be given by · 

Po= -ao ± jwo 

fiGURE 3. A band-elimination filter characteristic. 

loss 

Amin 

frequency 

· With reference to Figs. 2 and 3, 

w, ~ h/. = 2r('V/,f,) 

BW = f,- ¡, 
x = BWjf, 

s =. complex frequency in the actual transfer function 
. . ·.,1 ' • 

Then the .LP-to-BP root transformatiop is as follows: · 

(p + u o - jwoXP + u o +iwo) 

LP to BP (s - s,Xs - s, •)(s - s2)(s - s,•) 
-~ : 

K1s~ 
' 

whére .the asterisk (*)denotes the complcx conjuga te and 
thc transformed roots s~o s1•, s2, s2* are &iveri by 

s, =.- '/,(• + v)w, + j'/,(w + u)w, (1) 

s, = - 'h(• .- v)w, + j'h(w - u)w, (2) 

K' = 4r 2(f, - J,)' (3) : 

and u = Uo·X w = wo·x . (4) . 

u = n (4 - u• + w') 

~(4 - u• + w')' . ]'" + . + a2w2 

. 2 - . . 
(5) 

V = uwfu (6) 

The LP~to-BE root transformation iS as follows: 

(p + uo- jwo)(p +'uo + jwo) 

· · LPtoDE (s- s,)(s- s,•)(s- s,)(s -· s,•) 
----+ . 

(s' + w,~)' 
where '" s1, u, and v are as given in Eqs: (1 ), (2), (5), 
and (6), respectively, and 

UoX WoX 
(7) .. • = "'= ------

FIGURE 4. A normalized LP pole-zero pattern. 
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E~ample 2. Transfcr function of a BP filler. We wish 
to obliiin thr: actuar tril.nsfcr function of a bandpass 
filler with a resonant (cenlt:r) frcquency at 2600 Hz, a 
bandwidth of 20 Hz, and a prototypt.! transfcr characler­
istic that is L·qui\';,slt:nt to the LP.Caucr filkr (C 03 25 30). 
Thc normi11izcd LP polcs and zcros wcre alrcady given 
in Examplc·~.]JThc corrcspondíng LP-to-BP. lrdnsforma­
,;ons (Eqs. (1) lo (6)] u re 

p' + (2.270 066 959 6)' 

_ [s' + 2.715 75J 38 (101)](s' + 2.622 544 43 (10')] 

(J25.663 706)'s' 

(p + 0.83J 246 722 6) 

s' + J04.457 544s + 2.668 74J 03 (IG') 

J25.663 706s 

ab '- cdfe 

wherc 

a = p + 0.311 280 648 9 + ji.093 993 6JO J 
b = p + 0.3JJ2806489- ji.0939936JOJ 
e = s' + 39.28J 268 6s + 2.69J 294 09 (1 01) 

d = s' + 38.952 09J 3s + 2.646 376 96 (lO') 
e = (J25.663 706)'s' 

The actual BP transfcr. functíon ís then given by 

T(s) = J25.663 706 
4.79J 90J 5 

•• S 

s' + J04.457 54~s + 1.668 74J 03 (JO') 

s' + 2.7J5 75J 38 (JO') 

s' + 39.28J 268 6s + 2.69J 294 09 (JO') 

s' + 2.622 544 43 (JO') 

s' + 38.952 09J 3s + 2.646 376 96 (10') 

.Phase 2-Realization of !he active filler 
Thc fort:Soing discu~sion centc:rs on how to obtain a 

transfa function that meet~ the desired filler requíre­
mcnts. \Ve now show how this transfer functiol) can be 
ímplemcnted to realize the actual active filter. On the 
basis of sensitivity studies, economic necessity, and 
practica! consídcrations (for example, ease of tuning, 
1roubleshooling), il is concluded that hybrid intcgrated 
active filters s~ould be implcmented in a cascaded man­
nc:r, with each section capable of realizing a general 
second-order (biquadratíc) transfer function or, equiv­
alently, a pair of poles and zeros. Furthermore, astan­
dard configuration should be used in each section. 

Stcp 4 of the active-filter design -requires an. imple­
mentatíon of the second-order building blocks. Among 
the variety of techniqucs and configurations available, 
onc will be discusst:d in sorne detail. Let the general 
biquadratic transft:r function ("biquad") be given by 

V""' (s) = ms' + es + d 
V;, s% +as+ b 

(8) 

In Ref. 3, a single configuration, together with its element 
values cxpiessed in terms of the biquad coefficients (m, 
e, d, a, and b), is given for the realization of (8). This 
method-referred to as the operational amplifier biquad 
realization-uses resistors, capacitors, and operational 
amplifiers as its network elements. It is particularly suited 
for realizing high-precísíon active filters in a standard 
form. The various second-order cases (LP, BP, HP, AP, 

Tow-A ~tep-by-stcp aetive-filtcr desiSn 105 

+ 

1 
R¡ :-­,e, 

.k¡ 
R2 = --. -

v'b e2 

e, 

v, 

+ 
V;n V""¡ 

1 Voul d r -= .,. V¡n s2 +as+ b -=-
FIGURE 5. Biquad realization of an LP building block. 

FIGURE 6. Bíquad realization of a BP. building block. 

1 
R3;;:--

v, 

R¡ = ....!.._ .e, 

k¡ 
R2=--y'be, 

k1 ,{be, 

e, 

~------------0+ 

Vout es -=-
V;n s2+as+b 

FIGURE 7. Biquad realization of an HP building block. 

R3;;: __ !_ 
k1y'b e, 

k¡ 
R2=-­y'be, 

e, 

R¡o 
Rg=-

+o-~-------JV~~m~-~~ 

Vout ms2 
- = - -;;---:­
V¡n · s2 + as +b • 



)' í 
) 

1 
R¡::::­

aC¡ 

V out • s2- a5 + b 

V¡n s 2 +.as+ b 

v, 
.,. 

FIGURE 8. Biquad realization of a.n AP building block. 

-~ FIGURE 9: Biquad realization of a BE building block. 

Vout ms2+d 
-. =-
V¡n s2+as+b 

Cond1tion Switch 
Position 

mb;:,d 1 to 2 
mb< d lto 3 

k2 mil - ~ 
Rs=- -- v'bR¡o 

k¡ jmb-dl 

and BE) are but special forms of (8). Their biquad 
rcalizations can easily be obtained from the standard 
configuration given in .Ref. 3. They ·are, respectively, 
shown he~e in Figs. 5 through 9. Values of C11 C2, R,o, 
k,, and k'! can ·be convcniently chosen; e.g., el = e, = 

0.011'F, R, = 10 kll, and k, = k2 = l. 
Step 5 of the active-filter design involves tuning of the 

building blocks. After the transfer·function is obtained 
and factored into biquadratic factors, and each factor is 
implemented by a biquad building block, the building 
blocks can then be cascaded to form the final active 
filteL However, in applications in which high-pre­
cision performance is dcsired, adjustmcnts on the .filler 
scctions must be made befare cascading. The biquad 
rcalization is extremely easy to tune. The poles and zeros 
can be tuned independently. To demonstrate this,.let us 
write ~he voltages at the. output of the operational 
amplifiers in each of Figs. 5 through 9 as follows: 

v, S 
(~) ···- - -

,~ ; .. R.c, 1 R, 
s' + -- s + 

R~RaC,C, R, R 1C1 

v. 
(10) 

V; .. R,R,c,c, 1 R, 
·s' + -- s + 

R:R3C1C2 R1C1 R, 
v, R, 

' V; .. R, R2RcC1C2 

(11) 

Furthcrmorc, in Figs. 7 to 9, for cases whcn mh 2 d, 

and for cas~s Whcn mb < d, 

v.,.,~ 

V;, 

R, 
R, 

( _ R,R,) s+ 1 R,R, R,R,C,C, 
R, 
R, (13) 

Ahcrnativcly, for those cases where amplíficr A4 is 
presented, the output voltages can also be written as 

106 

v, 
V;., 

-k, 
(ma - c)s 

s' +as+ b 
(14) 

v. v, k, Vb (ma- e) 
(15) --=-· 

V;., V;., k, s' +as+ b 

V~ut ms 2 +es+ d 
(16) 

V;,. s' +as+ b 

Comparing Eqs. (9) through (13) with thc biquadratic 
transfer ftinction, 

ms 2 +es+ d 

s' +as+ b 

~m 

Tuning can be achieved as follows: 
Resonant frequ'ency wo by R~ 
Selectivity factor Q by R, 
"Notch" frequency wN by Ro 
"Notch attenuation factor" QN by R, 
Overall gain by R, 

(17) 

The first t wo tuning steps are manito red at V a and the 
remaining steps at V.,ut· Thesc tuning sieps, when carried 
out in the above se(¡uence, are mutually indcpendcllt. 
One or more of the Steps can, of course, be omítted. 
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1. Maximum voltage Jevels al amplifier outputs 

Maximum Frequency at 
Output Maximum 

Amplifi,~r Leve!, dB Leve!, Hz 

v.¡v;"' o ' 2589.083 
V,(or V,)JV,, 6.22(10-•) 2589.079 

YoudV;., 11.8 2589.904 

Exnmplc 3. Rcalization of a BE building block. Let us 
rcalize cinc of the sections fr~m Examplc 2. Spccifically, 
lctlhc biquadratic transfc:r funclion bt: 

V," (s) = s' + 2.622 544 43 (1 0°) 

V,, s' + 38.952 091 3s. + 2.646 376 96 (lO') 

Tht: realizalion is in lhc form givc:n in Fig. 91 wilh point 1 
connected to point 2. lf the typical values el = c2 = 
0.01 ~F. R10 = 10 kll, and k, = k, = 1 are u sed, thcn 

e, = u.o1 ~F e, = o.o1 ~F 

R, = 2.567 Mf! R, = 6.147 kll R, = 6.147 kf! 
R, = 2.567 M!! R, = JO kll ·Ro = 2.659 kn 

' R, = 10 krl R., = 10 kll 

Thc maximum voltagc lcvds at the oulput of the·ampli­
ficrs art: listcd in Table l. 

Thc values of R~, R~. and R 4 can be lowcrcd by in­
cn;a:)ing e,. Sincc output kvcls at V;¡, v., an"d v~ <ifC 

proponional to k:!, the maximum oulput lcvels at thc 
· amplifh:rs can be madc idcntical if k-: is chosen to be 
3.8~0 451 38. Thc final values are 

e, = o.oJ ~F 
·.k, = 1 

e,= o.o1 ~F 

k, = 3.H90 451 38 

R, := 855.8 kf! R, = 6.147 k!! 

R, = 220.0 kf! R: = 38.9 k!l 

R, = 10 kn R., = JO kf! 

R, = 2.049 kn 

R, = 10.34 k!! 

The· maximum outpul lcvels of the amplifiers are now all 
thc sarnc and ~:qual to 11.8 dB. lmprovemcnt in the dy­
nami~.: r:..tngL' of tht·liltt·r st:ction i~ l;btaincd. 

Example 4. A switchablc BP building block. A sing!t:­
sc:cLion BP filt'cr is spccifit:d to have a constan! 3-dB 
bandwidth of 212.058 radians, a midband gain or'50, 
and a resanan! frcqÚl!ncy that can be s~itched bet~ccn 
thc two frcqucncics 2025 Hz and 2225 Hz. The1 corre-

----

sponding transfcr functions are as follows: 

V •• , . 50 (212.058)s 
V,. (s) = s' + 212.Cl58s + [21o-(2025)]' ((, = 2025) 

v •• , . 50 (212.058)s 
Vto (s) = s' + 212.058s + [2'11'(2225)]' ((, = 2225

)' 

The realization is in the form given in Fig. 6. Let us 
choose, for the 2025-Hz case, the typical valucs for e, 
and k,, and also Jet e, = 0.03 ¡;.F. The elemcnt values are 

e, "" o.o3 ¡;.F e, = o.o1 ¡;.F k, = 1 
1 

R, = -157.2 k\! R, = 7.86 k\! 

R, = 2.62 kll R, = 3.144 kll 

For thc 2225-Hz case, we furiher.lct 

. k, = 2225/2025 = 1.098 765 43 

Then the clcment valucs are 

e, = o.o3 ~F e, = o.o1 ~F k, = 1.098 765 43 

R, = 157:2 kll R, = 7.86 kíl 

R, = 2.17 kll R, = 3.144 kíl 

If wc conlpare the two foregoing sets of elemcnt values, 
we scc that thc switch~ble BP filter is realizable with one 
st:t of clcment valuts, except for RJ, which requires two 
val u es corrcsponding to the ·t~o rcsonant frcquCncics. 

Rcalization of a firsl-order building block. When the 
filtcr tra!lsfcr funclion contáins also a real polC 1 then . 
this first-ordcr pole Can be implefl!ented as shown in: 
Fig. JO. Specifically, Jet Ihc lransfer function be 

V • ., (s) = __!!.__ 
V,, s + a 

If idi.!al operalional amplificrs are. assumed, 

V"", (s) = ---::1-'f..,..R_,e::---:-
v... S+ R + R,. 1 

RR,, C 
'R ande values can he obtained from (18) and (19). 
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FIGURE 10. lmplementation of first-order pole. (Dotted 
section shows realization of a real pote.) 
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Integrated-Circuit lmplemcntntion !lf Direct-Coupled 
Gyrator 

.Abstract-Tbis correspondence describes an lntegro.ted gyrator 
circuit thnt uses bipolar traosistors, with a simulated inductance of 
0.18 H a.nd maximum Q factor of about 380'at 1kHz. 

An ideal gyrntor may be rcprcscntcd by thc parallcl conncc4 

tion of two oppositcJy dircctcd trnnsconductil.ncc nmplificrs1 onc 
with 180 degrccs phnsc shift nnd thc othcr with O phnsc ahift. 
Using such n mode:l, Chut\ nnd NewcomiJt hnvo dcscribcd· nn 
integratcd-circt,til rcnliz:tt~on of thc dircct-couplcd gyra.tor using 
bipolar trnnsistors, with a gyrution conductn·nce o( 0.3 mmho 
a.od a mnximum·Q factor of about 18 at lOO Hz or 35 nt 5 kRz. 
In this corrcspondcnce we shnll describe nn int.cgro..t.cd gyrntor cir­
cuit thst aJso uses bipobr trnnsistors, with n. mnximum Q factor 
that is an arder of magnitudc largcr th:m thn.t rcportcd· by Cima 
n.nd Ncwcomb.'The Q factors rcportcd hcrc are thu!J comp~rnblc 
to thosc rcportcd by Shcahan nnd Orchnrd2 who use a combina4 

tion oí discreta bipoln.r and MOS fieh.J-effcct transistors¡ thcir 
circuit is, howevcr, more difficult to fabricn.te in integratcd form. 

Thc gyrntor circuit is shown in diagrnmntic form in Fig. l(n). 
Tho amplificr trnnsmitting from lcft to right consista of an 
emitter followcr Ql_ followcd by a common emitter amplifier 
Q.. The signal developed at the collector oí transistor Q:~ is 
applied to a modified Darlington composite pair consisting oí 
a lateral p 4 n-p transisto1; Q:J and n-p-n transistor Q, and opcrated 
in the common ba.se modc. The output signa) developed at the 
emitter of transistor Q. is thus ISO dcgrccs out of phnse with 
respect to the input signa!, and the transconductance of the 
amp1ificr is approximately equal lo 1/Ra. The direct current 
for the modificd Darlington · compositc pair Q.-Q. is providcd 
by transistor Q, operated in its common base mode. 

The nmplificr trnnsmitting from right to Jeft consista of an 
ordinn.ry Dnrlington composite pair (Q, and. Q1) opcrntcd as a.n 
emitter follower. The bignal dcveloped nt thc emitter oC transistor 
Qr is 3pplicd through r'esistor R~ to common base transistor 
Q ... Thu.!:l, thc nmpHfier has O phasc shift a.nd a tí-nnsconduct­
ance approximatcly equnl to 1/ R~. The modified Darlingt.on nr­
rangemcnt Of Q, and Q.o, opcrating in the common base modc, 
acts as a. sourcc of direct cUrrcnt for trnnsistor Q •. Thus, by 
ndjusting ·n~ nnd/or R., it is possiblc to vary thc gyrn.tion con­
ductnncc of thc: circuit. 

The vnrious Zcncr diodCs (DI to D.), are cmpJoyed for thc 
purpose of mnintaining the base tenninnls oí the flS)()cinted 
transistors in the output circuits oí thc two amplifier pnths at 
constant de voltngcs and thcrcby ensuring thcir opcration in· 
thc common base mode. · 

The gyrntor shown in Fig. l{a) WM implernented with n 
hybrid monolithic silicon intcgru.tcd circuit composcd of 3 
monolithic silicon chips interconncctcd as sllOwn in Fig. l(b). 
The largcst chip is a \Vcslinghousc 11insta-circuit brcadboard," 
\VS177T, consisling of somc 57 individual componcnts. Thcsc are 
8 p-n-p cpitaxin.l transiStors, 5 Zencr diodcs, nnd 44 rcsistors 
rnnging in vnluc from 20 ohms lo 20 kn, nll of which are con­
tnincd on a 0.086 X 0.12·1-inch die mountcd on n standard '1'05 
hender. 

Tbc two smnllcr rcctnnv;ulnr chips nrc Wcst.inghousc J7'wll 
chip::t cont.ninini 5 cpilaxial n-p-n plannr silicon trnnsistom 
and 1 lntcrnl p-n-p transistor on a 10 n-cm p-lypc substrntc. 
1'hcso transistors nrc douhlc difTusccl into n 0.35 n-cm, 10-12 p. 

thick, n-typc cpitn.xial ltlycr ovcr an n• cpituxial lnycr, 2--3 JJ., 

grown from a high rcsistivity ·p-type substrnle. Stnntl.n.rd proccs.<J-

Manusc:ripl reer.ivod Oc!.obcr 28, lOCA: revil'lod Novcmber 20, 1008. 
1 H. 'J', Chun. n.nd H. W. Nu1vcomb, "lntc~rnLcd úitol!t-couplcd ¡yrdor," 

Rlutron. IA"tt~ra, Tlln.y 1007. 
1 U. }o', 1-ihmlnm nnd 11. J. Orclmrd, "Tnt.el(tAlnblo t;tyrnlor u11in~ M.O.S. ruul 

bi)loltu U"nnni~:~loota," Jll.cclrcm. J .. dtcrt, 'Oclobor lUOO. 

(a) 

(h) 

•• " 

-· " 

Fill". l. (o.) Uro1'uulcd l{ymtnr nr.l•mnalir. rlial{tam. R1 • li k U; Rr • 1.1 k O: Rr '"' 
1 kCl¡ Ut·~ H k U; U1 ·., 1 k U: U1 .., H k U; U, "' l.& k_~1; U, "': 8 k U. /)¡,o,_ Dr, 
n, ... &.8-vult Zl·IICf J.iw.h:n. (lo) Gruuwld."yrat.ur l>lumn chiJ.IS. 

ing condilion1i givc n p-:lypc junetiou of lliJOuL 3 f' dcplh. Tl1c 
r.mitlcr i.s c.lifTLJ$Cd tu proviclc ti. typical base width of 1.0-1.4 p. 

Thc lnternl p-n-p i~ conncctCd wi!h 011<: of thc n-p-n "trnns!ston 
in n modifictl I>urlinglon confi¡.;uralion to givc 1\ rc;tsonnbly good 
p-n-p unit. 

Thc l:tlerul p-n-p lrnnsislora lmvc h,. 11pproximnlcly cQunl 
to unity, whiJ¡~ lhc n-p-n "trnusi!ilorn hav~ an h,. ol 7G-100 
(VC'M ==· 5 voll~. fu = 5 m A). Tbc JJarlingLon pair J;i,·cs a p-n-p 

Rcprintcd from/b'/:'/:' J. So/id-Sta te Circuits, vol. SC·4, pp. 16•1-166, Junc 1 969. 
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wilh nn cquivnlcnt h,. thnl is closcly cqunl to the h,. of. thc 
n-p-n Lrnn:-;islor, ns· sho,~n by 

h,. = h, ••.•.• (l + hra •.•.• ) 

~ hFBa.p!a• 

By mcnsurcm~nt, it w:•s found thnt thc gyrntor has a meno 
gyrulion cunclucl.nncc CfJUHI Lo 0.8 mmho. Fig. 2(a) shows thc 
Q fnr.tor o{ thc gyrntor Jllotlcd n~ninst frc¡¡ucncy for diffcrcnt 
vnlucs oí tcrminnting: cnpncitn.ncc Ct. Thc incrcasc in the 
maximum Q factor abovc 2 kHz is duc to thc dclay around 
t.he gyrator loop. 

A 5 pcrccnt change in supply voltages was found to have littlc 
cffcct on thc opCrntion of thc circuit. Fig. 2(b) Shows tha.t a.t 
low frcqucncics no tempcraturc changc from -25 to 7ooc pro­
duces n r.hange in thc Q fnctor thnt is lcss thnn 0.5 pcrccnt. At 
highcr frcquencies, howevcr, the tempCra.turo chang~s havo a 

more prcmounccd cO'cct.. 
\York i~ in prog:rc:-:s on ·thc monolithic impll'lliC'nlntion o( l.hc 

gyrator circuit dc~riLed in ]i'jg, 1 on a 5U X 59 mil cldjl. 
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EXAf·1EN . PE EVA~UAC lO N . 

' 

TEDRIA Y DISEÑJ DE FILfRlS ANALOGICOS Y DIGITALES 

. AGOSTO 1985, 

NJTA IMPJRTANTE: FAVOR DE INDICAR LA RESPUESTA CORREGTA -­

ENCERRANDO EN UN ci~CULO LA.LETRA CORRES-

PONDIENTE' SOLO UNA ALTERNAT !VA ES G) RRE~ 

TA, SI NO ESTÁ SEGURO, NO.CONTESTE. 

· · ·. t
0
-t"T -jnuJo 't. 

l.- LA ECUACIÓN f(no.V = +[ f(t)e . . ~t 
. . to 

ES. LA DEFINICIÓN DE: 

a. La Serie Trigonométrica de Fourier 
' 

b; La Serie Exponencial de Fo u r i e r 

e. La Transforma.da de Fourier 

d. La Transforma.da. Invers¡¡ de Fourier 
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2 .. - SI LA SEÑAL f( t) SE RETRASA t 0 SEGUNDOS [ f(t- t 
0

) J, EN­

. TONCES, 

~· 'f(W) cambia a F(W-~) 

b. El espectro / F(w)j no se a.l teN 

e. F(W) se comprime 

d. Se aplica el teorema de. la convolución. 

3.- lA FUNCIÓN SISTEMA H(S) ES 

a. ·El coeficiente de . .j¡¡s tr¡¡ns for!llad¡¡s de_ 1 a 

sal ida;. 

b. Es 1 a transforrnada de 1a sal ida 

.e . Es. h e o n v o 1 u e i ó n ct e 1 o, .. e.n trae( a y J ¡¡ s a.l i d a 

d. Es la transformada de la respuesta a impulso 

4 .. - los FILTROS IDEALES NO SON REALIZABLES PORQUE: 

a. Son inestables y osc.ilan facilmente 

b. No existen CO!llponentes id.eales para construirlos 

e~. No son causales 

e(, Presentan distoT~i6n de a~p1i~ud y fase 
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5 .. - LA APROXIMACIÓN- Bu.r.n:_R\'IORT!-1- LOGRA 

a. Máxima _planicidi\d 

b • e arac ter_ís ti ca de fase_ H nei\1 

c. Máxima pendiente de rechi\z~ 

d. Mfnima distorsi6n. 

6 .• - LA FUNC 1 ÓN DE TRANSFERENC 1 A PE UNA RED 1..1 NEAL NO SE Al~ TERA 

SI SE MULTIPLICAN POR UNA MISMA CONSTANTE. 

a . Todas: _la, S capt~citancias 

b. Todas_ las resistenci¡¡s 
- -

e • Tod-11 s las i nduc ta_n-c.i-as 

d_. Todas las i m pe da nc. i él s 

7.- LA Ir1PEDANCI A DE ENTRADA DE MODO _p·.JfERENC.I AL DE UNA AMP 0 P ES 

a.¡'3R 
-- E~ 

b. r'ii 

e . 2rtr 

d • r'lt + 2f.R - EE 
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s.~ LA siNToNJA PE uN .fTLTR.o ACTIVO coNsisTE. EN EL AJu.sTE PE 

a. Los componentes, para alcanzar. las 

especificiciones. 

b. La ganancia, por las c.on(licio.nes de re.i\li­

mentaci ón. 

c. La sensibiliclad, par¡¡, limitar .e1 ruido 

d. La polarización y offs .. et de los Amp Op, 

9~~ . EL FACTOR PE CALIDAD Q SE PEFI~E EN FUNCiÓN DEL ANCHO DE 

'BANDA tH Y LA FRECUENCIA PE RESONANCIA fq J DE LA SI~­

GUIENTE FORMA: 

a. Q =/H/fo 

b . Q = fo/A f 

e; Q " fo A f 

d . Q = .fofó. f 

10,- PARA REALIZAR UN FILTRO DE 5e. ORDEN SE CONECTAN EN CASCADA 

LAS. SIGUIENTES ETAPAS, 

a. -m-
b. --GJ---{D--
e . 

Q. 

' " 
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11.- EL ORPEN PE UN FILTRO DETERMINA 

a. La aproximación a usar 
/ 

b. La confi gurac'i ón e 1 e e tr ón te a 

e. La pendiente de .. 1 a característica 

d • E 1 factor de calidad Q 

12.- EL CIRCUITO DE LA FIGURA E~ UN FILTRO 

e, 
a. Pasabajas 

b. Pasaaltas 

e . Pasa banda 
• 

d. De rechazo de bangí\ 

13.- EN UN FILTRO. PASABAJA.S, SI SE CA.MBIAN LOS CAPACITORES­

POR 1 NPUCTORES Y ÉSTOS POR AQUÉLLOS SE OBT 1 ENE UN. FILTRO 

a. Pasaba'jas 

b. Pas.í\a 1 tas 

e . Pa.sabanda 

d .. De. rechazo de ba.nda. 
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14.' . los ~L~MENTOS QU~. FORM.AN. UN F l L TRO PE ALTA FRÉCUENCI A SON 

a . N o l i ne.a l es 

b. De altCJ preci.si6n 

e. Concentrados 

d • Di s t r i'b u i dos · 

15.- Los FILTROS EL'ÍPTI cos TIENEN LA PRO PI EDAD DE 

a. Aproximarse a la pendiente ideal 

b. Ser fáciles de d.iseña.r 

e . Te o e r pe n d i e n te de f o r f11 a. e lípt i e a 

d .. Tener fase 1 ineal m~xima 

16,·· EL SISTEMA DISCRETO EN QUE. LA ENTRADA X(N) Y LA SALIDA 

Y(N) ESTÁN RELACIONADAS POR. 

Y (N) ~ 2X(N) + 3 

ES UN SISTEMA 

a. lineal e. invariante 

b .. 1 ineal y variante 

e .~ol i nea 1 e invariante 

d. no 1 i nea.l y vHi ante 

. . 
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17.- PARA QUE UN SISTEMA DISCRETO SEA CAUSAL ES. CQNDI~IÓN 

NECESARIA Y SUFICI.ENTE QUE LA RESPUESTA A IMPULSO, 

a. sea abs.o.l utamente sumaple 

b. sea ig.ua 1 a cero paN n <. ó 

e . sea acotada 

d. tienda a cero par¡¡ n ...;...¡p CQ 

18.- UN MfTODO PARA ENCONTRAR LA TRANSFORMADA Z .INVERSA ES 

a. por propiedades de simetrí<~ 

b. el método de los resi~uos 

c. por la convolución ci r·cular 

d. por expansión en fracci.ones parc.iales 

19.- UNO DE LOS SIGUIENTES NJ ES UN MÉTODO PARA. DISEÑAR FIL,-­

TROS FIR. 

a. i nte.gra 1 de contorno 

b. por ventanas 

c. por mue~treo en frecuenci~ 

d . di se ñ o "eq u ir i p 1 e" 
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20.~ .· LA TR.ANS.fORMACI9N PE., FH-TROS A.NAL9GicQS A PIGITAÚs SE 

HACE 

a,. por a,.proximaci6n ele componentes 

b. por medi.o de. la tN.nform.a,da, .d.fscr.eta o.e Fou.rier 

e. por muestreo de _la res·puesta a irnpul so ana,l ó-­

gico. 

d. esto no es posible. 

. .• 
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