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Capitulo 1

Introduccion

El control automatico es una disciplina que continuamente adquiere mayor importancia
en diversas aplicaciones industriales y que ha desempenado un papel vital en el avance de la
ingenierfa. Generalmente, el diseio de un controlador se comienza realizando estudio del sistema
que se pretende controlar, de forma convencional esto se realiza a partir de un modelo matematico
del mismo del cual es posible obtener informacién adicional que en muchos casos simplifica el
diseno de dicho controlador. La deduccién del modelo matemético radica en el conocimiento del
sistema que se desea controlar, es un hecho que entre mas informacién se tenga sobre el sistema
en cuestién, mas exacto y detallado sera el modelo y, por lo tanto, se espera que el controlador
disenado presente un desempeno superior en comparaciéon a un diseno basado en un modelo
simplificado.

Con el avance de la tecnologia surgen sistemas de los cuales no es posible obtener un
modelo matematico preciso, por razones tales como su complejidad, dindmicas que no puede ser
modeladas, o bien por las perturbaciones desconocidas que actian sobre el sistema. Por estas y
otras razones el diseno de controladores para sistemas inciertos representa un reto importante
para los ingenieros de control.

1.1. Planteamiento del Problema

Se considera un sistema dindmico formado por un doble integrador

l.’l = X2

. (1.1)

To = A(t) + u,
donde x; y x2 € R son los estados del sistema, u € R es la sefial de control y A(t) representa
incertidumbres y/o perturbaciones externas. Se asume que A(t) es una funcion Lipschitz y que
su derivada respecto al tiempo es acotada. También se supone que esta cota es conocida.

Mediante un controlador dindmico continuo por retroalimentacién de estados se requiere
que los estados x1 y xo converjan a cero en tiempo finito y permanezcan ahi para todo tiempo
futuro a pesar de la perturbacion A(t).



1.2. Estado del Arte

Existen varias tendencias para controlar sistemas con alto grado de incertidumbre. Dos
que gozan gran popularidad actualmente son la teoria de Ho, y control por modos deslizantes.
La teoria de Hq es una técnica bien estudiada que permite solucionar problemas de forma muy
general. Sin embargo se requiere que las incertidumbre pertenezcan al espacio Lo (desvanecientes
con el tiempo) y no se logra su compensacion exacta. Esto es una condicion poco factible en
situaciones reales, pues se supone que la perturbacion no tendra efecto alguno conforme el tiempo
transcurra.

Otra de las técnicas mas eficaces para controlar sistemas con alto grado de incertidumbre
es el control basado en modos deslizantes (SMC, por sus siglas en inglés) (Utkin et al., 2009;
Edwards y Spurgeon, 1998), la técnica desde sus inicios, y hasta la redaccion de esta tesis ha
logrado avances significativos, los cuales se mencionan a continuacién de forma breve.

1.2.1. Primera generacién: Modos deslizantes convencionales

De forma general, el diseno de controladores por modos deslizantes convencionales se basa
en la eleccién adecuada de una variable de interés o, la cual se desea hacer converger a cero
y lograr que se mantenga en dicho valor a pesar de las perturbaciones y/o incertidumbres del
sistema. Para realizar esta tarea es necesario efectuar una accion discontinua de alta frecuencia
(tedricamente infinita), cabe mencionar que esta variable de interés debe de tener grado relativo
uno respecto a la sefial de control. Este enfoque tiene la propiedad de lograr la convergencia
en tiempo finito de la variable interés o a la superficie de deslizamiento (la cual también forma
parte del disenio con base en el objetivo de control) a pesar de la existencia de perturbaciones
acopladas a la senal de control, sin embargo la accién de control resultante es también una senal
discontinua con un efecto de alta frecuencia denominado chattering, el cual no es deseable en la
mayoria de las aplicaciones reales.

Existen alternativas para utilizar modos deslizantes con el fin de lograr la convergencia
a cero de o aunque esta no tenga grado relativo uno, sin embargo, mediante este enfoque la
convergencia a cero de o se logra de manera asintética.

1.2.2. Segunda generaciéon: Modos deslizantes de segundo orden

Con el fin de eliminar la limitante del grado relativo uno respecto de la variable de interés
o respecto a la senal de control, surgieron los algoritmos de modos deslizantes de segundo orden.
Estos aseguran la convergencia a cero en tiempo finito de ¢ y su derivada ¢.

Esta clase de algoritmos, a diferencia de los controladores por modos deslizantes conven-
cionales, presenta precisiéon cuadratica en o respecto al paso de muestreo 7. Cabe mencionar
que los controladores por modos deslizantes de segundo orden tienen la ventaja que en sistemas
con grado relativo dos respecto a ¢ no es necesario disenar superficie de deslizamiento, esto no
ocurre en sistemas con grado relativo mayor, y de igual forma que los controladores por modos
deslizantes convencionales, son capaces de compensar perturbaciones acotadas.

Sin embargo, aunque en menor medida que los controladores por modos deslizantes conven-
cionales, la accién de control sigue siendo discontinua ocasionando el efecto nocivo de chattering
(Boiko et al., 2004).

Otro problema que continua sin solucién empleando este tipo de controladores es la com-
pensacién exacta de una perturbaciéon en sistemas SISO con grado relativo arbitrario.



1.2.3. Tercera generacion: Super-Twisting

Este controlador utiliza un modo deslizante de segundo orden; sin embargo, el controlador
estd disenado para ser usado en sistemas con grado relativo uno respecto a o. Esto permite la
convergencia en tiempo finito de la variable de interés mediante una senal de control continua.
Si se desea emplear este algoritmo en sistemas con grado relativo mayor a uno, es necesario
disenar una superficie de deslizamiento con lo cual la convergencia de o se llevara a cabo de
manera asintética. El controlador Super-Twisting es capaz de compensar perturbaciones cuyas
derivadas estén acotadas, sin embargo estas perturbaciones no pueden crecer més rapido que
una funcién lineal del tiempo.

Es importante mencionar que la estructura del Super-Twisting es empleada para la cons-
truccion de derivadores para funciones cuyas derivadas sean Lipschitz, donde, a diferencia de
derivadores basados en filtros pasa altas o derivadores de alta ganancia, el derivador basado en
Super-Twisting proporciona una senal exacta, debido a la convergencia en tiempo finito.

1.2.4. Cuarta generaciéon: Algoritmos de orden superior

La limitante del grado relativo para lograr la convergencia en tiempo finito de las variables
de interés, motivo el estudio y desarrollo de una nueva clase de algoritmos. De esta forma surgen
los controladores por modos deslizantes de orden superior, (HOSMC por sus siglas en inglés)
que se emplean en sistemas con grado relativo r respecto a la variable de interés o para lograr
la convergencia de la misma y de sus r — 1 derivadas en tiempo finito.

La propiedad que permite su aplicaciéon en sistemas con grado relativo arbitrario radica
en el hecho de que estos controladores son construidos de forma recursiva aprovechando su
homogeneidad.

Esta clase de controladores requieren la informacion de o y sus r — 1 derivadas. Esto
generalmente es solucionado con el uso de derivadores por modos deslizantes de orden arbitrario,
los cuales proporcionan las derivadas necesarias de una senial de interés en tiempo finito, esto
evita el disefio de superficie de deslizamiento ya que el orden del controlador se puede extender
hasta el grado relativo necesario.

A pesar de las multiples ventajas de los HOSMC, la senal de control es discontinua.

1.2.5. Quinta generaciéon: Algoritmos continuos de orden superior

Esta familia de controladores corresponden a los denominados controladores continuos por
modos deslizantes de orden superior (CHOSMC, por sus siglas en inglés) (Fridman et al., 2015;
Basin y Rodriguez” Ramirez, 2014; Kamal et al., 2014; Zamora et al., 2013). Estos algoritmos
basados en el Super-Twisting tienen la caracteristica de lograr la convergencia en tiempo finito
de o aun cuando esta posea grado relativo arbitrario respecto a la senal de control y son capaces
de compensar perturbaciones tipo Lipschitz empleando una senal de control continua.

Para sistemas con grado relativo dos, los CHOSMC tienen pesos de homogeneidad tres
y dos para o y & respectivamente, lo que garantiza una precisiéon cibica y cuadratica de las
variables de interés con respecto al paso de muestreo 7. Esta clase de controladores requieren la
informaciéon de o y .

En la siguiente tabla se muestra una comparacion de las cinco generaciones de controlado-
res por modos deslizantes



1.3.

Generacion | Grado relativo informacién Perturbacién Control
1 1 o Acotada Discontinuo
2 2 o, 0 Acotada Discontinuo
3 1 o Lipschitz Continuo
4 r 0,6, ..., 00D Acotada Discontinuo
) r 06,..., 00D Lipschitz Continuo
Objetivos

Para el problema planteado y dadas las caracteristicas de las distintas generaciones de

controladores por modos deslizantes en esta tesis se realizara lo siguiente

1.4.

Se construirad una funciéon de Lyapunov suave empleando la metodologia propuesta en
Sénchez y Moreno (2014), para analizar condiciones que garanticen la convergencia del
sistema considerado al aplicarsele el algoritmo Twisting

u = —kysign(x1) — kosign(zsa).

Se demostrard que las condiciones determinadas coinciden con las que se encuentran dis-
ponibles en literatura existente, lo cual valida el método propuesto para la construccion
de funciones de Lyapunov.

Mediante el controlador continuo por modos deslizantes de quinta generacién

u = —ky|a|3sign(w1) — kolzo|2sign(za) + 1

7 = —kssign(x1) — kgsign(zs),

se resolverd el problema planteado, y se demostrardn condiciones que garantizan su es-
tabilidad mediante una funciéon de Lyapunov suave, la cual serd construida empleando la
misma metodologia para la construccion de la funciéon de Lyapunov suave propuesta en el
caso del algoritmo Twisting.

Con el fin de facilitar y extender la aplicaciéon del algoritmo propuesto, se analizard y
determinaran condiciones de estabilidad para realizar control a través de retroalimentacion
de salida empleando el observador de estados

: . 2 . .

1 = —l|#1 — x1|3sign(d — x1) + T

:1;?2 = —l2|£1 — x1|%sign(£1 — $1) +e€
€ = —lIgsign(&1 — x1).

Contribuciones

Funcién de Lyapunov suave para el Algoritmo Twisting.

Propuesta de un método para determinar la cota maxima de la perturbacién admisible en
una clase de sistemas homogéneos perturbados dada su funcion de Lyapunov para el caso
nominal.



= Analisis del controlador de quinta generacion y un método para ajustar sus ganancias con
el conocimiento de la cota de la derivada de la perturbacién en el sistema.

= Propuesta de un método simple para verificar y garantizar la estabilidad de la conexion
de observadores y controladores por modos deslizantes.

1.5. Preliminares

1.5.1. Notacion

Debido a que términos como |z|7sign(x) se utilizaran constantemente a lo largo de esta
tesis, se define una forma compacta para escribirlos

|- [sign() = [, 0<~eR.
Notese que en el caso de que el exponente v sea un niimero entero impar
[$J2q+l :$2q+1’ q= 1525"'7

y como caso particular
0 .
[-]” = sign(:).
En los Capitulos 2 y 3 con frecuencia se utilizardn sistemas de desigualdades lineales los

cuales son expresados mediante
AN > [0],

donde A € R?*P )\ € RP. La notacién se emplea para indicar que cada uno de los p elementos
del vector resultante es positivo.

1.5.2. Homogeneidad ponderada

Definicion 1.1. (Bacciotti y Rosier, 2006) Para un conjunto de coordenadas (x1,...,z,) € R",
y sear = (ry,...,r,) un conjunto de n nimeros reales positivos.

» La familia de dilataciones de un parametro (d7).-¢ (asociado con r) se define por
op(z) == (eMxy, ..., eMay),
los niimeros r; son los pesos de las coordenadas.
» Una funciéon V : R" — R se dice ¢" homogénea de grado m (m € R) si

V(8" (2)) = €™V (z), VzeR"Ve> 0.

= Un campo vectorial f = X7, fi£ se dice 6" homogéneo de grado v si el componente f;
es 0" homogéneo de grado v + r; para cada ¢; esto es

fi(e™xy, ... e™ay) =" Tifi(x), VYreR™ Ve >0,Vie[l,n].



1.5.3. Formas Clasicas

Definicion 1.2. Una forma cldsica es un polinomio de grado m tal que la suma de los exponentes
de cada monomio corresponde al grado del polinomio.

Ejemplos de forma clésicas son los polinomios

H(z) = 2 — w125 + 3,

M(z) = 25 + 2223 — x3x3 + 3.

1.5.4. Formas Generalizadas

Definicion 1.3. (Sanchez y Moreno, 2014) f : R™ — R es una forma generalizada, si esta es
homogénea y todos sus términos son solo sumas, productos y sumas de productos de términos
como [ -|7y [-]7, y€R.

Ejemplos de formas generalizadas son

3
F(z) = |12 = 1[wa]® + 22,
5 5
G(z) = |z1]2 + [21]2[22]* — [21*[2 ) — [ar2]".
Es importante observar que a diferencia de las formas clasicas, las formas generalizadas pueden

tener monomios con exponentes racionales.
Las formas generalizadas tienen dos propiedades importantes:

= El producto de dos formas generalizadas es una forma generalizada.

= La derivada parcial de una forma generalizada es una forma generalizada.

1.5.5. Teorema de Pélya y construccién de sistemas de desigualdades lineales

Teorema 1.1. (Polya, 1928) Sea F': R” — R una forma clasicay P = {(z1,...,2,)|2 = 0}. Si
F' es homogénea y positiva en P, entonces existe una p suficientemente grande tal que todos los
coeficientes de

F(z)=(z1 +22+... 4+ 2,)'F(2),
son positivos. O

El Teorema de Pélya es una herramienta que permite determinar condiciones necesarias y
suficientes para garantizar la positividad definida de una forma clésica F'(z) mediante la solucién
de un conjunto de desigualdades lineales.

La aplicacién de este Teorema serd mostrado mediante un ejemplo.

Ejemplo 1.1. Se desean determinar condiciones con las cuales la forma F(z) es definida positiva
F(2) =23 —bzz2 +23, 0<beR.

Aplicando el Teorema de Pdélya con p =1

F(z)=(z1+ zg)(zi’ - bzlzg + zg’) = z% + z:fzz — bzfz% +(1— b)zlzg + zé.



Debido a que la forma resultante contiene un coeficiente negativo no se pueden determinar
condiciones que asequren la positividad de F(z), por tal motivo se aplicard el Teorema nueva-
mente con p = 2

F(2) = (214 22)%(23 —bz122 + 23) = 27 + 22820 + (1 = b) 2325 + (1 — 2b) 2225 4 (2 — b) 2125 + 25.

En este caso es posible apreciar que seleccionando un valor adecuado de b, todos los coefi-
cientes de la forma resultante F(z) serdn positivos. Para esto se deben satisfacer las desigual-
dades

1—-56>0, 1-2b>0, 2—b>0,

de las cuales se puede concluir que una condicion necesaria y suficiente para asequrar la positi-
vidad de F(z) es b < 3.
Si el Teorema de Pdlya se aplica con p = 3 se pueden concluir las siguientes condiciones

3—b>0, 2—3b>0, 1—-56>0, 3—3b>0,

2
3
es un resultado que extiende la condicion determinada con p = 2, por lo tanto, al incrementar

por lo tanto se determina que la positividad de la forma F(z) puede ser asequrada con b < %, este

el valor de p se pueden determinar condiciones mds exactas. Esto es til en el caso de analizar
formas cldsicas que contengan un mayor nimero de monomios.

Ordenamiento

Dado que los coeficientes de la forma resultante F' son combinaciones lineales de los coefi-
cientes de la forma F', las desigualdades que se obtienen al aplicar el Teorema de Pélya a una
forma clésica pueden ser expresadas mediante un sistema de desigualdades lineales

AN > [0], (1.2)

donde A es un vector formado por los coeficientes de la forma F' evaluada.

La construccién de la matriz A se realiza considerando que el nimero de monomios en
una forma clasica de grado m y n variables corresponde a la combinacion de exponentes en las
variables tales que la suma de los mismos corresponda al grado de la forma en cuestién es decir

N (m+n—1)!

) 1.3
" m!(n —1)! (13)
Existen N]"* vectores il =12, ..., N tales que la suma de cada uno de sus compo-
nentes corresponde a m
gV = [ EJ] qgj] q,[f]], Zqij =m. (1.4)
i=1

Al existir V)" monomios también existe el mismo nimero de coeficientes para dicha forma
y por lo tanto, el conjunto de todos los vectores ¢/l corresponde a todas las combinaciones
posibles que pueden tomar los exponentes de las n variables en la forma F.

Al aplicar el Teorema de Poélya con una p determinada se obtiene una forma clasica resul-
tante de grado p+m, por lo tanto esta forma resultante contiene N5 ™™ monomios y coeficientes



de tal manera que los exponentes de esta forma resultante pueden ser ordenados en NE'™

elementos sl*l, k= 1,2,..., NET™ tales que la suma de cada uno de sus componentes es p + m.
R (1.5)
i=1

La funcién que expresa los coeficientes de la forma resultante estd dada por

J
{q[?]‘q[]]gs[k]} 31 no Qn

a (s[k:]> - ¥ ( — qgj]>! .p.!. (s[k] []>!,\j, (1.6)

Por tal motivo los coeficientes de la forma resultante pueden ser representados mediante
N;LnerXNm'

una matriz A € R » multiplicada al vector de coeficientes A. La matriz A se construye
mediante
p!
(sllgflﬁ)'(sﬁfqzl)' 51 Sn 2 Qn
0 otro caso

Ejemplo 1.2. Con el fin de mostrar este ordenamiento, mediante el Teorema de Pdlya nueva-
mente se determinardn condiciones necesarias y suficientes para garantizar la positividad definida
de la forma cldsica F(2) = 2} — bz123 + 23 utilizando p = 2.

El vector de coeficientes X de la forma F(z) es

A=[1 0 —b 1], (1.8)

y los vectores que contienen los exponentes de las formas F y F se definen mediante

st =15 0]
=3 0] sB=[4 1]
=12 1] sBl =13 2] (1.9)
Bl=[n 20 sM=[2 3 '
=10 3] SPT=[1 4]
slfl =0 5]
Empleando la ecuacion (1.7) se construye la matriz A
A= (1.10)

O~ N R OO
=N = O O O

SO O OO = N =
O O NN = O

De esta manera los coeficientes de la forma resultante F estdn asociados a la erpresion



1
2
1—b
A= o (1.11)
2-b
1

De este resultado se obtienen las desigualdades que deben satisfacerse para garantizar la
positividad de la forma F(z).
1-6>0, 1—-2b>0, 2—-b>0,

las cuales coinciden con las obtenidas en el Ejemplo 1.1.

1.5.6. Solucién de sistemas de desigualdades lineales y conos poliédricos

Definicién 1.4. Un cono poliédrico C es el conjunto de todas las soluciones a un sistema de
desigualdades lineales y homogéneas Az > 0:

C={reR?: Az>0}, (1.12)
donde A € Rm*4,

Un cono poliédrico puede ser descrito en términos de la interseccién de todos los hemi-
espacios dados por los hiperplanos, o en términos de sus aristas. Esta idea es expresada en el
Teorema de Minkowski-Weyl.

El programa de computo skeleton (Zolotykh, 2012) emplea el método de la doble descrip-
cion para obtener el conjunto de todos los rayos extremos (aristas) de un cono poliédrico, lo
cual permite obtener (al menos tedricamente) todos los conjuntos que satisfacen el sistema de
desigualdades mediante cualquier combinacion convexa de estos rayos extremos. Para su ejecu-
cion basta con que el usuario ingrese la matriz A asociada al sistema de desigualdades que se
pretende analizar.

1.5.7. Nociones de estabilidad
Se considera el siguiente sistema no lineal
= f(z,d), (1.13)

donde x € R™ es el estado, d € R™ es una entrada externa que se asume acotada d € Ly, ¥
f:R™™ — R™ es una funcion localmente Lipschitz, f(0,0) = 0.

Definiciéon 1.5. (Bernuau et al., 2013) El sistema (1.13) se dice entrada a estado prdacticamente
estable (ISpS, por sus siglas en inglés), si existen funciones § € KL, v € K y ¢ = 0 tales que para
toda xg € R™ y cualquier entrada d € Lo, la solucion z(t) existe y satisface

la(t, 20, d)| < Bllwoll, 1) +7 (ldljo) + ¢ ¥t =0.
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La funcién v se denomina ganancia asintética no lineal. El sistema es llamado entrada estado
estable (ISS, por sus siglas en inglés) si ¢ = 0.

Definicién 1.6. (Bernuau et al., 2013) El sistema (1.13) se dice entrada integral a estado
estable (iISS, por sus siglas en inglés) si existen funciones o € Koo, v € Ky 8 € KL tales que
para cualquier g € R" y d € L4, se cumple

o (|t 2o, d)) < B (| £) + jo Y (ld(s)) ds Ve > 0.

1.6. Organizacién de la tesis

El Capitulo 2 presenta los modos deslizantes de segundo orden asi como el Algoritmo
Twisting v sus condiciones de convergencia y un andlisis mediante una funcién de Lyapunov
suave y homogénea que permite validar el método de construcciéon empleado. En el Capitulo 3 se
presenta el Algoritmo Twisting Continuo, el cual es uno de los algoritmos por modos deslizantes
de quinta generacion. El andlisis de convergencia se realiza mediante una funcion de Lyapunov
homogénea y suave. En el Capitulo 4 se muestra el anélisis del controlador Twisting continuo
mediante retroalimentacién de salida empleando un observador robusto ante perturbaciones
Lipschitz, asfi mismo se presentan condiciones que garantizan la estabilidad de la conexién del
sistema controlador-observador. Finalmente en el Capitulo 5 se exponen las conclusiones y el
trabajo futuro.



Capitulo 2

Analisis de Algoritmo Twisting con
funciones de Lyapunov suaves y
homogéneas

Tal como se mencioné brevemente en la introduccién, los controladores por modos desli-
zantes de primer orden requieren que la sefial de control aparezca explicitamente en la primera
derivada de la variable de deslizamiento o es decir, se requiere grado relativo uno respecto a
la senal de control. Mediante la elecciéon de una superficie de deslizamiento adecuada es po-
sible extender esta restriccién a sistemas con grados relativos mayores a uno. Supoéngase que
se requiere mantener la variable de deslizamiento s en cero, sin embargo el control aparece de
forma explicita en §; para solucionar esto la variable de deslizamiento puede ser elegida como
o = s+s, por lo tanto 0 = 5+ § de esta forma es posible aplicar control por modos deslizantes de
primer orden, esto asegurard la convergencia en tiempo finito de o, sin embargo solo se lograra
convergencia asintotica de la variable de interés s.

2.1. Modos deslizantes de segundo orden
Se considera una ecuacion diferencial con lado derecho discontinuo

T = f(x). (2.1)

De la cual se escoge una funcion de salida suave o = o(x) tal que o(x) y 6(x) son funciones
continuas de z (en el sentido de Filippov).

Definicion 2.1. Se llama Modo deslizante de segundo orden a la dindmica asociada al compor-
tamiento

o(x) =o(x) =0. (2.2)

Para ejemplificar la utilidad y funcionamiento de los modos deslizantes de segundo orden
se considera el siguiente sistema

T =a(t,z)+b(t,x)u, o=oc(tx). (2.3)

11
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El objetivo es lograr que o = o(t,x) converja a cero en tiempo finito, y mantener dicha
variable en el valor deseado por medio de una acciéon de control discontinuo.
Se supone que o tiene grado relativo dos respecto a la senal de control u por lo tanto

G = h(t,z) + g(t, z)u, (2.4)

donde las funciones h(t,z) = Glu=0 v 9(t,z) = %5’ # 0 son funciones suaves desconocidas.
Ademas de estas funciones se supone

0< K < g(t.2) < Ku,  |h(t,2)] < i, (2.5)

para K,,, Ky, p>0, estas desigualdades se satisfacen al menos localmente en sistemas de la
forma (2.3) con grado relativo dos bien definido.
Si se cumplen estas condiciones, entonces se satisface la siguiente inclusién diferencial

5 € [~ ] + [Kom, K] w. (2.6)

La mayoria de los controladores por modos deslizantes de segundo orden se consideran
controladores para la inclusion (2.6), estos algoritmos deben de asegurar la convergencia de o y
¢ en tiempo finito.

Es importante notar que (2.6), no tiene relacion directa con (2.3) por lo que un controlador
por modos deslizantes de segundo orden garantiza su robustez siempre y cuando se satisfagan
las desigualdades expuestas. De ah{ que el problema es disenar

u = 1(o,0), (2.7)

que satisfaga la inclusion diferencial (2.6).

2.2. Algoritmo Twisting

Historicamente, el Algoritmo Twisting fue el primer controlador por modos deslizantes de
segundo orden propuesto en la literatura (Emel’Yanov et al., 1986), el cual esta descrito mediante

u = —k‘l[UJO — kQ[dJO, (2.8)
las constantes k1 y k3 son ganancias del controlador que deben ser ajustadas para satisfacer las
restricciones planteadas.

Teorema 2.1. (Shtessel et al., 2014) Sean ki y ko tales que satisfacen

(kl + kQ)Km —u > (kl — kQ)K]w + n

(2.9)
(/61 — kz)Km > .

El controlador en la ecuacion (2.8) garantiza la aparicion de un modo deslizante de segundo
orden o = ¢ = 0 atrayendo las trayectorias de la variable de deslizamiento en tiempo finito. O

La prueba de este Teorema puede ser verificada en Shtessel et al. (2014), la cual se realiza
mediante argumentos geométricos. Sin embargo las condiciones de convergencia del Algoritmo
Twisting también pueden ser obtenidas empleando funciones de Lyapunov.
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Considerando x; = o y w2 = &, v al sustituir (2.8) en (1.1) se obtiene el siguiente sistema

:i’lzl‘z

y = —ki[21]° — kafw2]” + A(#). (2.10)

El sistema (2.10) sera empleando en la construcciéon de una funcion de Lyapunov suave y
homogénea, de las cuales se obtendran condiciones para asegurar convergencia en tiempo finito
de los estados x.

2.3. Sistema Nominal

Para efectos de anélisis se supondra que el sistema (2.10) estd ausente de perturbaciones,
es decir A(t) = 0, por lo tanto el sistema que seré analizado es

iy = —ky|x1]° — kofz2]°. (2.11)

2.3.1. Funcién de Lyapunov suave y homogénea

Con la finalidad de determinar condiciones que garanticen que los estados de (2.11) con-
verjan a cero se efectuard el analisis de este sistema mediante una funcién de Lyapunov suave y
homogénea, para lo cual se empleara la metodologia expuesta en Sdnchez y Moreno (2014).

Primero se verifica el grado de homogeneidad y pesos del campo vectorial de (2.11)

filemay,) = €2z = € Vg

fQ(GT”;Cn) = —kjl[srlxlj() o kg[&‘meJO — gr2tv (_kl[xljo . kQ[IL’QJO) ' (2.12)

De lo cual se determina que el campo vectorial asociado a (2.11) tiene grado de homogeneidad
v = —1, asi como los pesos r = [2 1] para las variables x1 y z2 respectivamente.

Con esta informacion, y dado que el campo vectorial de (2.11) esta formado por formas
generalizadas, aprovechando las propiedades de las mismas se propone una funcién candidata
de Lyapunov como una forma generalizada con la siguiente estructura

V(.%') = Oél|$1|% + ag[xljpl [$2Jp2 + @3[.%'1Jp3[$2Jp4 + Oz4|$2|%, (2.13)

donde m corresponde al grado de homogeneidad de la funcién candidata. Es importante senialar
que la funcién candidata se propone de tal forma que esta contenga condiciones necesarias para la
positividad definida, es decir términos con una sola variable con un signo positivo bien definido.

Los términos cruzados se agregan con el fin de obtener condiciones necesarias para asegurar
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la negatividad definida en la derivada de esta funcién candidata.

V(z)= ?m[wﬂ%[m] + 52042[3?1Jp1|902|prl (—Fafz1]° - k2[$2]°2 +prag| [P a2
1 ;
+ paasz P lea| T (<ki[e1]” = kof22]°) + paagle ] aof !
B
+ gadxzj%” (=kaf1]0 = kaf2]°) . (2.14)

Las constantes p; deben ser seleccionadas de tal forma que en la derivada de la funcién
candidata existan monomios de una sola variable con un signo negativo bien definido. Mediante
la observacion de los monomios denominados A y B en (2.14) es claro que se deben de seleccionar
as = —ag y p2 = p3 = 1 para lograr esta condicidn.

Es importante senalar que (2.13) debe de cumplir las siguientes condiciones

» Para garantizar la diferenciabilidad de V(x)

m > maxr;.

» Para asegurar que V (z) sea una funcion homogénea se debe satisfacer

rip1 +rep2 =m (2.15)
T1p3 + T2pg = M. '

De esta forma seleccionando m = 4 y empleando las condiciones antes planteadas se expresa
la funcién candidata de Lyapunov como

3
V(x) = ai|z1)? + aofz1]220 — azz[ze)? + aulza|?, (2.16)
asi como la derivada de (2.16) a lo largo de las trayectorias de (2.11)

V(J:) = —apy (k:l + kz[xljo[xgjo) |x1|% +2 (al + as (k:1 [21]°[22]° + kzg)) 122

3 1
+ §a2|x1|5|x2|2 — (o3 + daug (k11 w2 + ko)) |2a). (2.17)

Es evidente que la positividad de la funcién candidata (2.16) y la negatividad definida
(2.17) es asegurada mediante una eleccién adecuada de los coeficientes «; y las ganancias ky y
ka.

2.3.2. Positividad Definida

Se emplearéd el Teorema de Poélya para verificar la positividad de esta funcién candidata
de Lyapunov, por tal motivo (2.16) se representara mediante un conjunto de formas cléasicas
empleando el cambio de variable

21| = 27, |z2| = 22. (2.18)
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Al aplicar este cambio de variable en (2.16) se obtiene

V(2) = an 2] + aszizefzr|°[2a)® — azzizd[x1| fze]® + auz). (2.19)

Esta forma clasica quedard completamente determinada al evaluarla en los distintos cua-
drantes (x1,x2)

» Cuadrantes (x1 > 0, 22 > 0) y (21 <0, 22 < 0)

Vi(2) = aq2f + aszizg — a32?25 4+ ayzs. (2.20)

» Cuadrante (x1 >0, 22 < 0) y (21 <0, 29 > 0)

Va(2) = a12] — asziz + azzizs 4+ ayzs. (2.21)

Los conjuntos de formas clésicas resultantes revelan que la funcién candidata es una funcién
simétrica respecto al origen, por lo que con el fin de determinar condiciones suficientes de
positividad, el Teorema de Pélya debe ser aplicado inicamente en dos cuadrantes no simétricos.
Esto permite construir el siguiente sistema de desigualdades lineales

AvaZ[Avl]”[OL a=[ar as ag ai], (2.22)
A’L}Z

donde cada A,; corresponde al sistema de desigualdades formado por las formas resultantes
Vi(2).

Un conjunto de o que satisface (2.22) y por lo tanto garantiza la positividad definida de
la funcién candidata de Lyapunov es

a1 =3.1, o =1.769555, a3 = 23115914, o4 =4.116138. (2.23)

2.3.3. Negatividad Definida

El Teorema de Polya analiza la positividad definida de una forma clasica por lo cual se
define W(z) = —V(z). Para el analisis de la positividad de esta forma generalizada nuevamente
se efectiia el cambio de variable (2.18)

W(Z) = Oég(kl + kz[xljo[l‘gjo)z? - 2(041 + Oég(kl [xljo[xgjo + ]{52))2%22

3
— 50&22123 + (043 + 40&4(]431 [xljo[.l‘gjo + kg))zg (2.24)

Los conjuntos de formas clésicas que representan a (2.17) son
» Cuadrantes (z1 >0, 22 > 0) y (z1 <0, z2 <0)

3
W(z) = ao(ky + kg)zf’ —2(aq +as(k + kg))Z%Zz — §a2zlz§ + (g — ay (k1 + k2))z§’. (2.25)
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» Cuadrantes (z; >0, 22 <0) y (x1 <0, z2 > 0)

3
W(Z) = ag(kl — kg)zi’ + 2(a1 — Oég(kl — ]{72))2%22 — 50&22123 + (062 + a4(k:1 — k’g))zg. (2.26)

Es importante notar que las constantes «; son lineales en los coeficientes de la funcién
W (x) y afines en las ganancias k; por lo que se puede hacer uso de dos opciones para obtener
soluciones que satisfagan las condiciones impuestas.

Linealidad en los coeficientes «

Aprovechando la propiedad de linealidad de los coeficientes «; el conjunto de formas resul-
tantes W;(z), puede ser expresado por medio de

AwB(k)a > [0], (2.27a)
0 ki + kjg[ﬂfljo[l‘gjo 0 0
B(k) = (2) g 2k [xlgo[xzjo) 8 (2.27)
0 0 1 4(k1[21]°22]° + k2)

El producto de la matriz B(k) y el vector de coeficientes o de la funcion candidata da
como resultado el vector de coeficientes de la forma W (z).

Por lo tanto, para garantizar la positividad definida de V' (z) y la negatividad definida de
V(z) se deben de satisfacer en conjunto los sistemas de desigualdades (2.22) y (2.27a), es decir

Avl
Ay _ Ao
{AwB(k)}a_ A1 By (k) o > [0]. (2.28)
AuwzBa(k)

Este enfoque tiene la limitante de exigir el conocimiento previo de las ganancias k; para
las cuales se satisface la funcién candidata.

Afinidad en &

Otro enfoque de determinar las condiciones requeridas consiste en expresar el conjunto de
formas W; como

AwC(a*)K:[i:;g;gj:ﬂl(>[0], K=[k k 1], (2.292)
OJ(Q) . ag[xljo[ngo 0
Cla) = QS[CE% 2] o 2%“ : (2.20D)

AN —4ouy o3
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Figura 2.1: Representacion grafica de la funcion de Lyapunov V(z) para el algoritmo Twisting
empleando los coeficientes (2.23).

donde a corresponde a un vector que satisface el sistema de desigualdades (2.22). Notese que el
producto C'(a)) K expresa todos los coeficientes de la derivada de funcién candidata de Lyapunov
(2.17).

Una solucién a este sistema de desigualdades empleando los coeficientes o obtenidos en
(2.23) es

k1 = 5.3648, ko = 5.3063. (2.30)

Ilustracién visual de los resultados

Con la finalidad de validar de forma grafica los resultados obtenidos en las Figuras 2.1 y
2.2 se muestran las representaciones graficas de la Funcion de Lyapunov V(x) y de W(z). La
funcion V(z) es una funcién homogénea continua y suave, lo cual puede ser visualizado, por
otra parte W (z) es una funcion homogénea discontinua positiva definida.

2.4. Sistema perturbado

Al tomar en cuenta el efecto de la perturbacién se debe considerar que los controladores
por modos deslizantes de segunda generacién pueden compensar perturbaciones acotadas, por
esta razon se debe considerar

IA(t)| < peR. (2.31)

El analisis del sistema perturbado se lleva a cabo con el fin de determinar el valor méaximo
de u que el sistema puede admitir empleando los resultados previos. Por lo tanto el sistema a
analizar en este caso es
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Figura 2.2: Representacion grafica del negativo de la derivada de la funcion de Lyapunov W(x)
para el algoritmo Twisting utilizando los coeficientes (2.23) y las ganancias (2.30).

Z'Clzxg

ig = —kl [$1J0 — ,ICQ[J}QJO + u. (2.32)

Para analizar al sistema (2.32) se utiliza la funcion de Lyapunov para el caso nominal

3
2

Vp(z) = a1|:c1|2 + aglz1|229 — aga:l[:cQJQ + a4|x2|2. (2.33)

La derivada de esta funcion a lo largo de las trayectorias de (2.32) es

V(@) = —az(ky + kafa1*T22]® — plz|2)|z1 |2 + 2(r + a(kifa1*[22]® + k2 — pl22]%))z 12

3 1
+ 50&2|SE1|2 |x2|2 - (043 + 404(/61 [xljo[xgjo + kQ - ,LL[:L'QJO))|£L'2|3. (2.34)

Es importante notar que la diferencia entre las funciones (2.34) y (2.17) son los coeficientes
donde aparece el termino p. Si se consideran los coeficientes o y las ganancias k previamente
determinadas, el objetivo es obtener el valor maximo u que puede ser admitido tal que (2.34)
siga conservando su negatividad definida.

Debido a que p es afin en los coeficientes de la derivada de la funcién de Lyapunov, se
puede utilizar la misma estrategia para determinar los valores de k en el caso nominal, para ello,
(2.34) se representa mediante un conjunto de formas clasicas empleando (2.18).

Wp(z) =aa (k1 + ka[a1|%[22]” — pl21]°) 2] — 2(an + as(ka[21]22]" + ko — pfw2]")) 27 22] 21 ]

— gzlzg + (a3 + 4oy (kp [21][22]° + ko — p[x2]?)) 2. (2.35)
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» Cuadrante (z; > 0, z2 > 0)

3
Wpi(2) = ag(k1+ko— )27 —2(a1 +az(ky + ko —p) 2z — 521Z% + (a3 +4ay(ky +ke—p))zs,

» Cuadrante (z1 > 0, 2 < 0)

3
Wpa(z) = aa(ky +k2—,u)zi)’+2(oq +as(—k —i—k‘g—i—u)z%zg—521234—(@34—4@4(—/@1+k2—|—,u))z§’,

» Cuadrante (x1 <0, 22 > 0)

3
W3 (2) = ap(k1—ko —i—,u)zi’—i—2(a1 +az(—k —i—k:g—i—u)z%zg—52123+(a3+4a4(—k1+k2—u))z§’,

» Cuadrante (z; <0, z2 <0)

) 3
Wpa(z) = aa(ky +k2+u)zf—2(a1 +as(ki+ ko —i—u)z%zg — §z1z% + (s +4ay (ke —i—k‘z—l—,u))zg.

Entonces el Teorema de Polya se debe aplicar a las cuatro formas Wp;(z) y con ello se
define el sistema de desigualdades

Awl
% 7% Aw2 ® T

AwD(a* k*)P = 4 D(a*, k)P >[0], P=|p 1], (2.36a)

w3

Aw4

—OéQ[CL‘lJO Oég(k‘l + kQ[SEljo[CL‘QJO)
D= —20436[.%2J0 2001 + 2053(]€13[21J0[:E2J0 + ]{2) (2.36b)
502

—4ouy [IEQJO a3 + 4(14(]{71 [:L'ljo[l‘QJO + k‘Q)

ax y k= son constantes que satisfacen el sistema de desigualdades (2.29a). De esta forma utili-
zando (2.23) y (2.30) se puede determinar que el valor de p méaximo que satisface el sistema de
desigualdades (2.36a)

w=0.0584. (2.37)

Observacion. Las ganancias obtenidas (2.30) en conjunto con (2.37) satisfacen las condiciones
establecidas por el Teorema 2.1 para el caso K, = Ky = 1, es decir

ko > 7] (2.38)
k‘l — k‘g > . (239)

De esta forma, los resultados obtenidos comprueban que el método propuesto asegura la obten-
cién de condiciones adecuadas.
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2.5. Aplicaciéon del Algoritmo Twisting

Empleando la funcién de Lyapunov determinada en este Capitulo se determinaron ganan-
cias que aseguran la convergencia de los estados del sistema (2.10), las cuales son capaces de
compensar una perturbacion A(t) la cual estd acotada por un valor p.

Sin embargo si esta cota es distinta a la determinada, las ganancias obtenidas no seran
adecuadas para logar el objetivo planteado.

Para solucionar este inconveniente se considera que la perturbacién del sistema que se
pretende controlar A(t) es acotada por un ntmero real § que se asume conocido. De esta cota
se propone lo siguiente

§ = Ju, (2.40)

donde 0 < J € R es un factor de escalamiento.

Aprovechando el Teorema 2.1, considerando las condiciones establecidas por el problema,
es decir Ky = K,;, = 1, asi como las ganancias obtenidas (2.30), se expresan las condiciones que
aseguran la convergencia en tiempo finito a cero de los estados x cuando existe una perturbacién
con una cota arbitraria ¢

Jk‘g >0 (2.41)
Jk‘l — J/{TQ > 0. (2.42)

Es decir, las ganancias (2.30) deben ser multiplicadas por el factor de escalamiento .J, el cual
se determina con el conocimiento de la cota de la perturbacién del sistema que pretende ser
controlado.

Ejemplo 2.1. Se considera el sistema (1.1) y para efectos de simulacion se asume la perturba-
cion A(t) = 4 4 0.6sin(2t) 4+ 0.4sin(+/10t) para aplicar el controlador Twisting se determina

A <5

Usando el conjunto de ganancias (2.30) se ha determinado la cota mdxima admisible p por
lo cual se puede determinar el factor de escalamiento J

J = Z — 85.61, (2.43)

por lo tanto, las ganancias que deben ser utilizadas en el controlador Twisting son
k1 = 459.3151, ko = 454.3065. (2.44)

En las Figuras 2.4 y 2.3 se muestra la accion de control y la convergencia de los estados
x1 Y xo respectivamente. Es importante notar que estas ganancias fueron determinadas em-
pleando la funcion de Lyapunov (2.16), al utilizar otra funcion candidata, o bien, otro método
para determinar las ganancias es posible obtener determinar ganancias menores que aseguren la
convergencia de los estados en tiempo finito.

Pese a los beneficios que ofrece el algoritmo Twisting, al igual que los algoritmos por modos
deslizantes de primer orden, producen una sefial de control discontinua de alta frecuencia que
puede danar los actuadores, lo cual lo hace impractico en la mayoria de las aplicaciones reales.
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Figura 2.3: Convergencia a cero en tiempo finito de los estados x; y x2 empleando el controlador
Twisting.
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Figura 2.4: Accion discontinua del controlador Twisting.
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Capitulo 3

Algoritmo Twisting Continuo

Para alcanzar el objetivo planteado se propone emplear el siguiente controlador por modos
deslizantes de quinta generacion

U = —k‘l[ZL‘ljé — k’Q[fEQJ% +n

i = ksl " — afaal", 3

donde las constantes k; son ganancias para el controlador y 7 es una variable interna del contro-
lador. Se debe notar que la segunda ecuacién del algoritmo propuesto tiene la misma estructura
que el controlador Twisting, es por esta razon que este controlador recibi6 el nombre de Algoritmo
Twisting Continuo (CTA, por sus siglas en Inglés).

Al sustituir (3.1) en (1.1) y definiendo el estado virtual x3 = 1 + A(t) se obtiene

.fl = T2
do = —ki[1]5 — ka[z2]? + 3 (3-2)
i’g = —kg[xljo — k4[a;2J0 + A(t)

Las ganancias del controlador (3.1) deben ser seleccionadas de manera adecuada con el fin
que los estados del sistema (3.2) converjan a cero en tiempo finito. Es importante percatarse
que, de lograrse la convergencia, la variable n compensa exactamente a la perturbacion A(t).

Una de las formas de determinar las ganancias con las cuales el CTA asegurara la conver-
gencia de los estados es mediante una funcién de Lyapunov.

3.1. Sistema Nominal

Se comenzard, por analizar a (3.2) asumiendo que A(t) = 0

561 = T2
Ty = —k‘l[zljé — ]{32[1‘2]% + I3 (3-3)
ig = —]433[:L‘1J0 - k4[£L‘2J0.

23
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3.1.1. Funcién de Lyapunov para sistema nominal

Con el fin de determinar las ganancias que se requieren para asegurar la convergencia de
los estados de (3.3) se construira una funcion de Lyapunov suave y homogénea. Por tal motivo
nuevamente ser utilizada la metodologia expuesta en Sanchez y Moreno (2014) la cual aprovecha
el hecho que las funciones del campo vectorial de (3.3) son formas generalizadas.

Primero se deben de determinar los pesos de homogeneidad del campo vectorial de (3.3)
para ello se realiza el siguiente anélisis

fl(ET'”wn) =¢exy = €U+Tll’2
fole ) = —kale" @ |§ = kale"aald + ey = =4 (<hafon |F = ofealt £ 2s)  (3.4)

fg(z’:‘r"l’n) = —k3[€T1x1JO — k4[8r2(L‘QJ0 = gVt"s (—kg[xljo — k4[$1J0) .

De esta forma se verifica que (3.3) tiene grado de homogeneidad v = —1 asi como los pesos
r = [3 2 1] para los estados 1, x2 y x3 respectivamente.

Empleando las propiedades de este tipo de funciones, se propone la estructura de la funcién
candidata de Lyapunov como una forma generalizada

V() = on|z1|5 + o[z [P w22 + as|za| 2 + sz ] [x3]Pt + as[xa] 23] + aglzs|™, (3.5)

donde m corresponde al grado de la funcién candidata, es importante senalar que la funcién
candidata se propone de tal forma que contenga monomios con signos positivos bien definidos

Los términos cruzados se agregan para obtener condiciones necesarias para la negatividad
definida de la derivada de la funcién candidata es decir, monomios de una sola variable con signo
negativo bien definido.

3p1+1

. m m=3 —
V(z) = Joal] 5 [wo] — aspikalen| 5 |wa| 7 —azpafa1 |z

2p1—1

+ agpr|m [ ag] 2
. ~

v~

A

SoR

1 m—1 m m=1 1N m—2
Ctgkl[leS[a}QJ 2 —§a3k2|x2| 2 +?a3[$2J 2 [$3J

m
+ agpr [ [P o] 2 | — B}
C
— aupy (k3[z1]° + kalza]) [21]7% 2372~ + cups|a [~ oo [23]”
1
— aspe (k3[21]" + ka22]®) [w2]75 |s]?e ™" — aspski 1|3 |w2]> as|P

2p5=1 _ e , -
— @5/)5]{32[1'2] 5 [:L’ngG + El5p5|$2|p" 1|:L‘3|p6+i —mOzG[ngJm 1 (k’g[l’ljo + ]434[1‘2J0) .

D

(3.6)

De la inspecciéon de (3.6) se aprecia que estos monomios pueden ser obtenidos de los términos
senalados como A, B, C, D y en conjunto con una seleccion adecuada de p;. Estas constantes
deben ser seleccionadas de manera adecuada tal que se satisfagan las siguientes condiciones

= Para garantizar que la funcién candidata sea diferenciable

m > maxr; (3.7)
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= la homogeneidad de la funcién candidata se logra mediante

r1p1 +1r2p2 =M
T1p3 T T3p4 =M (3.8)

T2p5 + T3p6 = M.

Al fijar el grado de la funcion candidata m = 5 se deduce que p; = pa2 = 1. De esta forma en
los términos A y B se obtienen monomios necesarios para las variables x1 y xo respectivamente.

El término D en la expresion de la derivada muestra que la tinica posibilidad de obtener un
monomio con una sola variable en x3 es seleccionando ps = 1, por lo tanto pg = 3. Con esto es
posible percatarse que el coeficiente as debe ser negativo para satisfacer la condicién necesaria
planteada.

Para evitar monomios con productos de tres variables, se selecciona p3 = 1. Lo cual permite
visualizar la funcién candidata de Lyapunov como

5 5
V(z) = aq|z1|3 + aoxixe + as|zs|?2 + ()44:61[$3J2 — 0453623:% + 046|£L’3|5. (3.9)
Al igual que su derivada

V(z) = —51|$1|% — 52331[@]% + 53[9€1J%x2 - 54[951J%[$2J% — Bs|a|? + Bexiz3
+ Brlwa) 225 + Bswalws|? + Bolz1]5 [ws]® + Bro[wal? [xa]® — Bulwal?, (3.10a)

5 5
B1 = agky, o= ks, 3= 3% Ba = 5037431,
5 5

Ps = gosky — s, Br=goas, fo=oask, Pio=asks,

Be = az — 2aufx3|® (ks[21]° + ka[z2]?) |
ﬁg = Q4 + 3&5[$3J0 (/6‘3[1‘1]0 + ]4}4[1‘2J0) ,
511 = a5 + 5(16[173]0 (k‘g[l‘ljo + k4[l‘2J0) .

Es posible apreciar que tanto la positividad definida de V(z), asi como la negatividad
definida de V' (z) serd determinada por los «; coeficientes, asi como por las k; ganancias.

(3.10Db)

3.1.2. Positividad Definida de V(x)

Se utilizara el Teorema de Poélya para determinar condiciones necesarias para garantizar
la positividad de V(x). Sin embargo, este teorema solo puede ser aplicado a formas clésicas,
por lo cual se requiere definir un método para representar una forma generalizada en la forma
requerida.

Una forma generalizada puede ser transformada a un conjunto de formas clasicas mediante
el cambio de variable

|.%'Z'|Ti = Z;. (3.11)

Aplicando este cambio a la funcién candidata de Lyapunov (3.9)

Viz) = alz? + agzle[xljo[xQJO + agzg + a4zi’zg[xljo[x3J0 — CY5Z§Z§[$2JO[$3JO + aﬁzg. (3.12)
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Se debe notar que este cambio de variable producira 2" formas clésicas las cuales dependen
del octante donde se evalué la forma generalizada.

Octante (1 >0, x2>0, x3>0)y (1 <0, x2<0, x3<0)

Vi(z) = alz? + angzg + ozgzg + oz4zi)’z§ - a5z§z§ + Oé@Zg,

Octantes (x1 >0, x2>0, x3<0)y(r1<0, x22<0, x3>0)

Va(2) = a12] — aozizs + azzs — auzi 25 + aszazs + agzs,

Octante (x; >0, z2 <0, z3>0)y(x;1<0, x2>0, x3>0)

Va(2) = a12) — aozizs 4+ a3z + a2 22 + aszazs + agzs,

Octante (x1 >0, x2 <0, x3<0)y(r;1<0, x2>0, x3>0)

Va(2) = a12] + aozizs + azzy — a2 22 — aszizs + agzh.

Se puede apreciar que existe simetria respecto al origen, por lo que solo serd necesario
aplicar el Teorema de Pélya en cuatro octantes no simeétricos, de esta manera la positividad
de la funcion candidata V(x) puede ser garantizada al obtener un conjunto de coeficientes que
satisfagan cuatro sistemas de desigualdades lineales

Avl
Ay, T

Aya = ) a > [0], az[m oy a3 Qg Qs aG] . (3.13)
V3

Ay,

Cada A,; corresponde a un sistema de desigualdades lineales asociados a las formas resul-
tantes V;(z) producido al aplicar el Teorema de Pélya en cada uno de los octantes requeridos.

3.1.3. Negatividad Definida de V(z)

El Teorema de Polya se utiliza para evaluar la positividad de una forma por tal motivo
se define W(x) = —V(z), no se debe perder de vista que la forma generalizada W (z) debe ser
transformada a un conjunto de formas clasicas mediante (3.11).

W (z) = Bi21 + Bzt zafar *[w2]” — Bsz?z5 a1 |*[a2)® + Baz123[a1 | [22)°
+ Bs25 — Bozrzalz1| 3| — Br2szsaa| as]” — Bszizi o] [s)°

— Bgzlzg[xljo[xgjo — 510Z2Z§[$2J0[$3J0 + 6112’3. (3.14)

La evaluacion de esta funcion en los distintos octantes produce el siguiente conjunto de
formas clésicas



Octantes (z; >

Octantes (z; >

» Octantes (z1 >

» Octante (z1 > 0,

0, 22>0, 23>0)y(r1<0, z22<0, z3<0)

Wi(z) = 121 + Bazize — Bazi23 + Baz125 + Bszy — Bezi 23

3 2.9 3 3 4
— Brayzs — Byaszy — Bozizy — Prozezs + P12,

0, 22>0, 23<0)y(r1<0, z22<0, z3>0)

Wa(z) = Biz] + Bozize — B32i2s + Buz125 + Bszy + Bei 23

2.9 4
+ Brzszs + Bszazs + Boz12s + Brozezs + B1123,

0, x2 <0, 3:3>0)y(x1<0, xo > 0, $3<0)

4 2.9 4
W3(2) = Biz] — Bazize + B32iz3 — Baz12s + B2y — P2 23

+ Brzszs + Bezazi — Boz12s + Brozazs + 1123,

29 <0, x3<0)y(r1<0, z2>0, z3>0)

Wi(2) = Bi2i — Bozizo + Bazizd — Baz12s + B2y + Bezizs

2.2 4
— Brz3zs — Bszazs + Boz12s — Brozazs + Br125.
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W (x) es simétrica respecto al origen por lo que solo debe ser evaluada en cuatro octantes

no simeétricos.

Es importante notar que los §; coeficientes son lineales en los coeficientes «; de la funcién

candidata y afines en las ganancias k;, por lo cual tal y como en el Capitulo anterior se tomaré
ventaja de la afinidad.

Afinidad de k;

El conjunto de formas resultantes W; puede ser representada mediante

A Ca®)K

_AwlCl(oz*)
_ jzzgzgz*i K>[0], K=[k k ks ky 1],
Aw4C4(O£*)
[0y 0 0 0 0 |
0 Q9 0 0 0
0 0 0 0 2oy
Saz3 0 0 0 0
0 3o 0 0 —a
= 0 0 —2&4[361]0[333]0 —2044[.7}2J0[:E3J0 a9
0 0 0 0 %ag
0 0 3as[z1]°[z3]°  3as[z2][23]° a4
as 0 0 0 0
0 as 0 0 0
0 0 5046[1‘1J0[$3J0 50&6[3}2J0[$3J0 (075

(3.15a)

(3.15b)
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o™ es un vector de coeficientes para la funcién candidata que satisface el sistema de de-
sigualdades (3.13). C'(«) es una matriz que expresa la relacion de las constantes «; y k; en los
coeficientes f5; de W(x).

La aplicacién de este enfoque de soluciéon consiste en dos pasos. Primero se debe de obtener
un conjunto a que garantice la positividad definida de V(x), y posteriormente emplear esta
informaciéon para obtener las ganancias que aseguran la negatividad definida de W (z).

3.1.4. Determinacién de resultados

Empleando este enfoque de solucién se obtienen los siguientes coeficientes que satisfacen
el sistema de desigualdades (3.13),

a1 =1, az=0.36913, a3 =0.782483,

(3.16)
ay = —0.907063, a5 = 0.904313, g = 8.187983.

Estos valores son aprovechados para obtener un conjunto de ganancias que satisfacen el
sistema de desigualdades (3.15a). Un conjunto soluciéon posible es

k1 = 0.982223 kg =1.320462 k3 = 0.013756 k4 = 0.0071928. (3.17)

Tlustracién visual de los resultados

V(z) y W(z) = —V(x) son funciones homogéneas, debido a esto, si su positividad se
asegura en una vecindad del origen entonces, esta serd garantizada de forma global.

Una manera visual de comprobar esta positividad es graficar estas funciones en una esfera
unitaria, por tal motivo se realiza el siguiente cambio de variables para representar a V(z) y
W (x) en coordenadas esféricas

x1 = osin(6) cos(¢)
x9 = psin(f) sin(¢) (3.18)
x3 = pcos(h).

Utilizando los resultados (3.16), (3.17), fijando p =1 y al variar 0 < ¢ < 2r y 0 < 0 < m,
se obtienen las representaciones de V(x) y W (z) las cuales pueden ser apreciadas en las Figuras
3.1 a 3.4. El valor minimo de la representacion de V(x) es 0.06155, y 0.0718 para el caso de

Es importante notar que la representacion de V(x) es una funciéon suave y positiva para
todo valor sobre la esfera con radio unitario. Por otra parte W (z) contiene discontinuidades, sin
embargo es positiva en toda la esfera, con esto se concluye que la funcion (3.9) con los coeficientes
(3.16) es una funcion de Lyapunov para el sistema nominal empleando las ganancias (3.17).
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3.2. Sistema perturbado

Debido a que la perturbacion A(t) es Lipschitz su derivada existe casi en todas partes y
ademas se asume que
|A(t)] < pe € R. (3.19)

De esta forma el sistema que se analizara en esta ocasion es
T =T

E2 = —kile1]s — kafwa]? + 23 (3.20)
i3 = —ka[z1]" — ka[z2]” + pe.

3.2.1. Funcién de Lyapunov para el sistema perturbado

Es posible emplear la funciéon de Lyapunov obtenida en el caso nominal y emplearla en el
sistema perturbado

5 5
Vp(z) = aq|z1]3 + aexi22 + aglzs]2 + 044951[363]2 — a5x2x§ + a6|:1:3|5.
La derivada a lo largo de (3.20) es

Vo(@) = —B1|e1|5 — Baza[wa] + Bl |5 aa — Bal 1[5 [w2] 2 — Bslwal? + Bozrs
+ 57[@]%333 + Bsxa[ws|* + 59[56‘1]%[333]3 + 510[962]%[1‘3]3 — Bur)ws)?
+ Brofan]|x3] — Buafza||zsl* + Brafaa)’, (3.21a)

Br2 = 20upte, P13 = 3aspte, P4 = Sagpie. (3.21b)

El objetivo ahora es dado algin conjunto a y K que satisfacen los sistemas de desigualdades
(3.13) y (3.15a) y que aseguran la negatividad definida de V(x), determinar el valor maximo
que p. puede alcanzar de tal forma que V,(z) sea negativa definida.

3.2.2. Determinaciéon de cota maxima de la perturbacién admisible

El Teorema de Pélya serd empleado en la determinaciéon de p. de forma similar al enfoque
empleado para determinar las ganancias k; dados los coeficientes «; por tal motivo esta forma
generalizada debe ser representada por un conjunto de formas clésicas, para lo cual se emplea
(3.11) y se define W(z) = —V,(z)

Wp(z) = 51211 + ﬂQZ?ZﬂJHJO[xQJO - [33%%95%[%1]0[3?2J0 + 542123[371]0[952]0
+ Bs2y — Bozi zs[w1 | ws]” — Brzizs[aa)’[as]|” — Bszi23[wa] [as]”
— Boz125[21| [23]° — Brozezi[xa]’[x3]° + B1123

— 5122’?23 [l’ljo + Blgzgzg [l’QJO — 514Z§[$3J0. (3.22)

El conjunto de formas cléasicas que representa a Wy(x) es
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Octantes (x1 >0, x2>0, x3>0)y(r1<0, z22<0, z3<0)

4 3 2 9 3 4 3 3
Wp(z) = Biz] + Bazize — Psxixs + Baz125 + P2y — Bezizz — Przyzs

4 4
— Be2a23 — Boz17s — Brozazs + 175 — Prazizs + Piazazs — Brazs,

Octantes (x1 >0, x2>0, x3<0)y(r1<0, x22<0, x3>0)

Wy(z) = Bi2t + Boziza — Bsxias + Baz1z + Bszy + Bezizs + Braszs

+ Byzaza + Poz123 + Brozazs + Pr125 — Piazizs — Pi3zszs — Prazs,

Octantes (x; >0, x2<0, 23>0)y(r1<0, z2>0, z3<0)

4 3 2 9 3 4 3 3
Wy(2) = Br2] — Bezize + Bsxiwy — Baz12y + B2y — Bezi 23 + Brzyzs

2 2 4 2 4
+ Bezazs — Boz12s + Prozazs + 125 — Praziza + Piazazs + Brazs,

Octantes (x1 >0, x2 <0, x3<0)y(r1<0, xz2>0, x3>0)

4 2.2 4
Wy(2) = Biz] — Baziza + B32i23 — Baz12s + Bs2s + Pezizs — Brzazs

— Be2a23 + Boz17s — Brozazs + 175 — Prazizs — Piazzazs + Brazs.

La inspeccién de estas formas clasicas demuestran que Wj(z) es simétrica respecto al
origen, por lo que solo se debe de efectuar un anélisis sobre los primeros cuatro octantes.

Al analizar los 8; coeficientes de (3.21a) es posible apreciar que pu. es afin en estos, por lo
cual se puede aprovechar esta propiedad y utilizar el mismo procedimiento que se utilizé para
determinar las k; ganancias dado un conjunto a.

Empleando los resultados (3.16) y (3.17) se obtiene el valor maximo de p. que satisface el
sistema de desigualdades

AwD(a* k)P, P=p 1|, (3.23a)
[ 0 a2k1 |
0 Ozzk?g
0 %al
0 %Oégkil
0 %Oé3k2 — Q9
D(a, k‘) = 2044[;53]0 a9 — 2a4(k3 [.CClJO[.%'gJO + k’4[$2j0[x3J0) (3.23b)
0 %Ozg
—3045[$3J0 oy + 30[5(/€3 [xljo[ngo + k4[$2j0[$3jo)
0 Ot5]€1
0 045/'6'2
_—5&6[333J0 a5 + 5a6(k3 [xljo[ngo + k4[$2j0[x3J0)_

El producto de D(a, k) y P proporciona el vector de coeficientes f3; de la derivada de la
funcién de Lyapunov a lo largo de las trayectorias del sistema perturbado.

Al sustituir los resultados obtenidos y evaluar la forma resultante en el segundo octante se
aprecia que esta contiene todos sus coeficientes positivos por lo que el sistema de desigualdades
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a satisfacer es
A1 D1(a™, k™)
AwsDs(a* k*) | P> [0]. (3.24)
Aw4D4(a*7 k*)

Con esto se concluye que la cota de la derivada de la perturbacién maxima admisible dadas
las ganancias (3.17) es u. = 0.0024.
Esta informacion permite proponer el siguiente resultado.

Proposicion 3.1. Con las ganancias mostradas en (3.17) dada una perturbaciéon Lipschitz tal
que |A(t)] < pe = 0.0024 los estados 1, z2 y x3 en (3.2) convergen a cero en tiempo finito. La
variable 1 en (3.1) converge también en tiempo finito a —A(#).

Observacion. Las ganancias presentadas estan sobreestimadas, mediante simulaciones se puede
comprobar que estas ganancias pueden ser reducidas y se sigue logrando la convergencia de los
estados a pesar de la perturbacién con la cota establecida. Sin embargo la intencién de este
trabajo es probar la convergencia de los estados de (3.20) por medio de la funciéon de Lyapunov
(3.9). Usando otra funcion candidata, o bien, otro método para determinar «; y k; es posible
demostrar la convergencia en tiempo finito empleando ganancias menores.

3.3. CTA para cota arbitraria de perturbacion

Empleando la funcion de Lyapunov (3.9) se determinaron ganancias que aseguran la con-
vergencia de los estados del sistema (3.2) y que son capaces de permitir una cierta cota de la
derivada de la perturbacion p.. Sin embargo al presentarse una cota diferente a la determinada,
las ganancias obtenidas pueden no ser adecuadas para logar el objetivo planteado.

La solucién inmediata seria repetir el procedimiento anterior y obtener una funcién de
Lyapunov que permita determinar las ganancias adecuadas para una perturbacién con una cota
superior distinta, sin embargo esto no es una buena solucién ya que dicho analisis no es simple.

Por otra parte se puede tomar ventaja de la propiedad de homogeneidad del sistema ana-
lizado asi como de la funcién de Lyapunov y aprovechar los resultados obtenidos previamente,
por lo cual se propone analizar un nuevo sistema homogéneo que se deduce a partir de un nuevo
cambio de variable

X1 = Lxy, X9 = Lxy, Z3= Lxs, (325)

0 < L € R es un factor de escalamiento que permitird ajustar las ganancias obtenidas previa-
mente.
Al evaluar la derivada de los nuevos estados T se obtiene

T =1y
Ty = _kpl[jljé - ka[jZJ% + 23 (3.26)
Ty = —kpa[T1]° — kpa[ 72| + Ap(2),
en donde
kpt = Liky, kyy = L2ky, hkps = Lks, kyy = Lky, (3.27)

A, (t) = LA(t). (3.28)
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Es importante notar que (3.26) tiene la misma estructura que (3.2), y al igual que en el
caso anterior, posee grado de homogeneidad v = —1, y pesos de homogeneidad r = [3 2 1]
para los estados 1, T2 y T3 respectivamente.

3.3.1. Escalamiento de las ganancias

De acuerdo a la ecuacion (3.27), las ganancias de (3.26) pueden ser ajustadas con el cono-
cimiento de las k; ganancias para (3.2) y del factor de escalamiento L. Para ello nuevamente se
asume que la perturbacién A,(t) es Lipschitz y ademas

|A,| <deR. (3.29)
Empleando las ecuaciones (3.19) y (3.28) se puede deducir que
Lyte = 6. (3.30)

Por lo tanto, el factor de escalamiento L puede ser determinado con el conocimiento de .
y de la cota de la derivada de la perturbacién del sistema a controlar .

Ejemplo 3.1. Se considera el sistema (1.1) y para efectos de simulacion se asume la perturba-
cion

Ap(t) = 35 + 0.6sin(2t) + 0.4 sin(+/10¢).

Por lo tanto
Ap(t) = 1.2cos(2t) + 0.4v10cos(V10t) = |A,(t)] < 2.5 =34.

Utilizando el conjunto de ganancias (3.17) se ha determinado . = 0.0024 de esta manera
se determina el factor de escalamiento L

L= 101 (3.31)

He
Aplicando la ecuacion (3.27) se obtienen los valores de las ganancias necesarias para el
CTA que asequran la convergencia de los estados

kpr = 99.7877,  kpo = 42.2548,  kp3 = 14.0863, kp4 = 7.3655. (3.32)

La respuesta de los estados puede ser visualizada en la Figura 3.5. La senal de control
continua se muestra en la Figura 3.6. Finalmente el estado n y su convergencia a —A(t) se
visualiza en lo Figura 3.7.

Es importante notar que tanto los estados x y 1 convergen a su objetivo en el mismo tiempo.

3.3.2. Escalamiento de la funcién de Lyapunov

La convergencia de los estados Z en (3.26) puede ser demostrada mediante la funcion de
Lyapunov previamente determinada y aplicando el cambio de variable (3.25), esto se debe a que
la funcién de Lyapunov determinada es homogénea.
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Figura 3.5: Convergencia de los estados x empleando el Algoritmo Twisting Continuo.
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Figura 3.7: Compensacion de la perturbacion A(t) mediante 7.
_ _ 3 _ _ 5 _ = 12 _ _ 5
V(Z) = op1|Z1]3 + o212 + ap3|T3|2 + 0paZ1|Z3|" — apsZaZs + oye| T3], (3.33a)
donde
aq a2 a3 Qy Qs 873
Oépl = E, OépQ = ﬁ’ Oépg = E, O[p4 = ﬁ’ Oép5 = F, OépG = ﬁ (333b)

Debido al escalamiento realizado es claro que la derivada de (3.33a) a lo largo de las
trayectorias de (3.26) es una funcion negativa definida.
De nuevo se emplea la representacién grafica para demostrar la positividad de la funcién de
Lyapunov V(z) y de W(z) = =V (Z) derivada.

Las representaciones de estas funciones homogéneas sobre la esfera unitaria se muestran
en las Figuras 3.8 y 3.9, respectivamente.

Se debe notar que tanto V(z) y W(z) = —V(z) son funciones positivas definidas lo cual
asegura la convergencia de los estados Z a cero en tiempo finito.

3.4. Precision del CTA

De acuerdo a los pesos de homogeneidad del CTA, se espera que los estados x1, xo y 3
presenten precision respecto al tiempo de muestreo 7 ctibica, cuadratica y lineal respectivamente
(Levant, 2005), es decir, se espera que la precision alcanzada por cada uno de los estados se
encuentre determinada por

21| S &7°, |wa| < &7, |ws| < &7 (3.34)
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Figura 3.10: Precision de las variables de estado x1, 2 v 23 con 7 = 0.001 seg.

donde &; corresponde a los coeficientes de precision. Para verificar este hecho se realizan simu-
laciones empleando el método de integracion de Euler con paso de muestreo 7 = 1073; esta
simulacién se muestra en la Figura 3.10. De su inspeccién se aprecia que

lz1] S8 x 1077, |ag| <1.1x1073, |23 <03 x10L. (3.35)
Empleando la ecuacion (3.34) se concluye que los coeficientes de precision son
&1 =800, & =110, &= 30. (3.36)

Estas constantes también pueden ser obtenidas al examinar los resultados de simulacién con
7 =10"*y 107°. En las Figuras 3.11 y 3.12 se muestran los resultados de simulacién cuando el
método de Euler se fija en 7 = 107* y 7 = 107> respectivamente.
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Figura 3.11: Precisiéon de las variables de estado =1, 2 v 3 con 7 = 0.0001 seg.
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Capitulo 4

Algoritmo Twisting Continuo mediante
retroalimentacion de salida

Se ha demostrado que el CTA es un controlador por modos deslizantes de quinta generacion
que asegura la convergencia en tiempo finito de los estados del sistema (1.1) aun en presencia
de perturbaciones Lipschitz. Sin embargo como la mayoria de controladores para sistemas de
segundo orden requiere la informacién de ambos estados, lo cual puede dificultar su aplicaciéon.

En este capitulo se asumiré que solo se dispone del estado x; para ser medido, por lo cual
se analizaré el siguiente sistema.

T1 = To
To=A(t) +u (4.1)
Yy =1x1.

El objetivo es utilizar la informacién de la salida y y con ella obtener un estimado de xo
con el fin de emplearlo en el CTA. Para ello se analizaran dos enfoques diferentes.

4.1. Control mediante retroalimentacién de salida usando deri-
vadores de orden superior por modos deslizantes

Los controladores por modos deslizantes de orden superior (HOSMC) tienen como objetivo
lograr la convergencia en tiempo finito de una variable de interés o, la cual se asume derivable y
tiene grado relativo r respecto a la sefial de control. Para su ejecucién estos algoritmos requieren
la informacion de las r — 1 derivadas de la variable o, lo cual se logra empleando derivadores
por modos deslizantes de orden arbitrario (Levant, 2003) cuya estructura esta dada por

Zo = Vg = _)\T[ZO — f(l‘f)J$ + z1

- r=1
Z1=v1 = —Mo1fz1 —vo| T+ 22
(4.2)
. 1
Zr—1 = Upr—1 = _)\1[27”71 - /UT‘72J2 + 2z
2= _)\O[Zr - 1)7,,1J07

41
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u | Sistemaa a
controlar

{666..007)
HOSMC |€ Derivador

Figura 4.1: Esquema de control por retroalimentacion de salida empleando HOSMC y derivadores
por modos deslizantes de orden superior.

donde f(t) es la senal que se desea derivar y las constantes )\; son ganancias del derivador
que deben ser elegidas de manera adecuada para lograr la convergencia en tiempo finito de los
estados z, a las r-ésimas derivadas. El ajuste de las constantes \; se realiza con el conocimiento
de la constante de Lipschitz de la r-ésima derivada de f(t).

Es importante notar que las ecuaciones del campo vectorial de (4.2) son continuas con
excepcion de la r-ésima ecuacion, esto implica que la r-ésima derivada se obtiene mediante la
integracion de una funcion discontinua, por lo que esta derivada se podria nombrar en términos
cualitativos como ruidosa, por lo tanto emplear esta derivada afectaria el desempenio del contro-
lador que sea utilizado. Razoén por la cual, en la practica si se requiere estimar las r —1 derivadas
de f(t), generalmente se implementa (4.2) para obtener r derivadas, de esta forma para ajustar
el derivador (4.2) se requiere la constante de Lipschitz de la 7 + 1 ésima derivada. El enfoque de
este esquema de control por retroalimentacién de salida se muestra en la Figura 4.1.

Sin embargo, esta estrategia de control mediante retroalimentacién de salida no es aplicable
en el CTA debido a que la tercera derivada de x1 no es Lipschitz, por lo cual no es posible ajustar
(4.2) para asi obtener una buena aproximacion de xa.

4.2. Control mediante retroalimentacién de salida usando obser-
vador de estados por modos deslizantes

Tal y como se presenta en Moreno (2012) una opcién para realizar control por retroali-
mentacién de salida para controladores basados en modos deslizantes es obtener los estimados
de los estados requeridos mediante un observador para el sistema controlado y posteriormente
utilizar esta informacién en el controlador que seré empleado.

La idea de este enfoque es aprovechada, por lo cual se propone utilizar un observador de
estados para el sistema (4.1). Este observador debe ser capaz de proporcionar en tiempo finito
el estimado de x9 pese a la perturbacion A(t). En Chalanga et al. (2014) se analiza esta idea
para realizar el objetivo de control.
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El observador de estados que sera utilizado se propone como

Wi

&1 = —l[21 —y|3 + 2o

To = —12[:%1 — yJ +e+u (43)

€ = —lg[i'l - yJ .

S wim

Las constantes [; corresponden a las ganancias del observador y deben ser seleccionadas de
manera adecuada para lograr la convergencia de los estados estimados. € es un estado interno
del observador.

Al definir los errores de estimacion

€1 Z.fl — I, €9 2.%2—562, €3 = G—A(t), (4.4)
es posible expresar la dinamica del error en lazo cerrado mediante
. 2
e = —l1[€1J3 + €2
. 1
ey = —lpfe1]s +es (4.5)

é5 = —ls[e1|® — A(2).

El sistema (4.5) posee un campo vectorial con grado de homogeneidad v = —1 y pesos
r= [3 2 1] para las variables e, es y e3 respectivamente.

Cuando los errores de estimacion convergen a cero, la variable e converge a A(t), lo cual
permite observar esta perturbacion.

En (Ortiz-Ricardez et al., 2015) se han analizado, a través de una funcién de Lyapunov
suave y homogénea, las condiciones de convergencia de un derivador de segundo orden. Este
andlisis se realiza a través de la dinamica de los errores de derivacién, la cual coincide con la
dinamica de error (4.5) por tal motivo se emplea dicha funcién de Lyapunov

5 5
V(e) = yile1|3 — yae1ea + v3lez|2 — yaeaed + vsles)’. (4.6)
Dado que A(t) es Lipschitz se asume entonces
IA®)] < po- (4.7)

Por lo tanto la derivada de (4.6) a lo largo de las trayectorias de (4.5) considerando la
restriccion (4.7)

V(e) = —iler]s + Aofer]*[ea]? — Aglea|5[ea]? — Alea]?

3 1
— Meres + As[ez]Zes + Ageales]? + Arfer|3 el — Asles|, (4.8a)
donde
Al = -7l — ¥l Ay = — l A2 = —~al
1 3711 Y2t2, 2 371 + vyal1, 3 2732
5
M=72, A5 =573 e = 3v4(13[e1]°Tes]” + poles]®), (4.8b)

M =qala,  As = (4 + 5yslsfen] Tes| + 5yspoles]?).
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Es claro que para garantizar la positividad definida de (4.6) y la negatividad definida de
su derivada, los coeficientes A y las ganancias [ deben ser fijados de forma adecuada.

Teorema 4.1. (Ortiz-Ricardez et al., 2015) Considere |A(t)| < o = 0.0021. La funcién homo-
génea (4.6) es una funcion de Lyapunov para (4.5) con los coeficientes

vp =102.01, 75 = 13.9955, ~3 = 3.9831,

4 = 2.0066, 5 = 13.3625, (4.9)

y las ganancias
[y = 9.343561, I = 6.858970, I3 = 0.021809. (4.10)
O

Las condiciones del Teorema anterior aseguran la convergencia de los errores de estima-
cién para una perturbacién cuya derivada tenga una cota definida, si esta cota es mayor a lo
establecido, las ganancias pueden no ser adecuadas para lograr el objetivo de observacién. Para
solucionar este inconveniente se analiza un nuevo sistema homogéneo auxiliar deducido mediante
el cambio de variable

e1 = Hey, ey =Hey, é3= Hes, (411)

donde 0 < H € R es un factor de escalamiento que permitird ajustar las ganancias obtenidas
previamente.
La dinamica de los estados € es

_ 2 _
er = —lp1[€1J3 + €2
e = _lp2[éljé + é3 (4.12)
by = —Llerl’ — Ay(o),

donde
A (t) = HA(t), |Ay(t)]<deR (4.13)

Teorema 4.2. (Ortiz-Ricardez et al., 2015) Considerando los resultados del Teorema 4.1, el
origen de (4.12) es estable en tiempo finito con

Iy = H3ly, lyp=H3ly, lys=Hlis, (4.14)
donde H = 0/p10; po = 0.0021. Mas aun, la funcién
V(€) = p1ler]s — ypa€1é2 + 1pslea]? — ypaéach + vpsles|’ (4.15)

es una funciéon de Lyapunov para (4.12) con los coeficientes escalados

_n _ _ 8 _ M4 _ (4.16)
Tpl —?7 'Yp2—ﬁ7 ’Yp3—?7 ’Yp4—ﬁ> Vps—ﬁ- .

3 2
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Figura 4.3: Estados del sistema y sus estimados correspondientes.

Ejemplo 4.1. Considere el sistema (4.1) con Ap(t) = 35+ 0.6sin(2t) + 0.4sin(+/10t) por lo
tanto |Ap(t)| < 2.5 = 4. El sistema estd libre de accion de control w = 0. Con los resultados
obtenidos se calcula el factor de escalamiento H

el 1191, (4.17)

Ho

empleando (4.14) se obtiene
Iy = 99.0413, Ly = T70.6670, I3 = 25.9750.

Los errores de estimacion se muestran en la Figura 4.2, en la Figura 4.3 se muestran los estados
reales y estimados. La convergencia del estado € se muestra en la Figura 4.4.
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Figura 4.4: Convergencia de la variable € a A(t).

4.3. Conexiéon observador-controlador

Al combinar la estructura del controlador (3.1) y el observador (4.3), se puede definir una
version del CTA mediante retroalimentacién de salida

u=—kiy|5 — ka[da]2 +1
1= —ks[y]” — ka[d2]°
i = —h[z1 — yJ% + 2o (4.18)

. 1 1 1
By = —la[Z1 — y]3 + € = k1y]3 — ka[22]2 +1n
€ = —lg[ii'l - yJO.

Al sustituir (4.18) en (4.1), nuevamente definiendo el estado virtual xz3 = n + A(t) v
empleando (4.4) se expresa la dinadmica del sistema controlador-observador.

T1 = To

d9 = —ki[a1]3 — ka[zo + e2]? + a3

ig = —ks[x1|® — ka2 + e2]” + A(Y)

é1 = —ll[eljg + es (4:19)
€y = —lg[eljé + e3

é5 = —ls[e1|” — A(2).
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4.3.1. Sistema nominal

Al igual que en el Capitulo 3 primero se considera el caso cuando (4.19) no contiene

perturbaciones
:I'Jl = T2
Ty = —kl[xljé — kQ[xQ + GQJ% + 3
T3 = —kg[xljo — k4[$2 + BQJO
. 2 (4.20)
e = —11[61J§ + e9
. 1
ey = —l2[61J3 + e3
é3 = —l3[€1J0.
Estabilidad sistema conectado
Es posible apreciar que el sistema conectado (4.20) puede ser visualizado como
. T
Y i=f(ze), z=[z1 32 3] 4.21)
= . T
E: é=gle), e=ler er e3] (4.22)

es decir la conexién en cascada de dos sistemas. Esta propiedad serad aprovechada para determinar
condiciones que determinen la estabilidad del sistema (4.20).

Lema 4.1. (Khalil, 2002) Se asume que el origen de (4.21) con e = 0 es global y asintoticamente
estable. Si (4.21), con e como entrada es entrada-estado estable (ISS por sus siglas en inglés) y
el origen de (4.22) es global y asintéticamente estable, entonces el origen del sistema en cascada
(4.21) y (4.22) es global, y asintoticamente estable. O

De acuerdo al Lema 4.1, una condicién para garantizar la estabilidad de (4.20) radica en
que el subsistema X sea ISS, esta condicién puede verificarse utilizando la funcién de Lyapunov
del sistema conectado con el controlador determinada en el Capitulo 3.

En Bernuau et al. (2013) se presenta un método que permite verificar de forma simple las
propiedades ISS e iISS de sistemas homogéneos, de la forma

€= h(&,d), (4.23)
donde £ e R", de R™ y de L.
La verificacién de dichas propiedades se realiza a través del denominado campo vectorial

extendido auziliar

e, d) = [ne&d)T oL]", (4.24)

0,, € R™ es el vector nulo de dimensiéon m.

Teorema 4.3. (Bernuau et al., 2013). Sea el campo vectorial h homogéneo con pesos r =
[7“1, . ,rn] >0,7 = [fl, . ,fm] = 0 con grado de homogeneidad v = — minr. Se asume que el
origen del sistema (4.23) es global y asint6ticamente estable para d = 0, entonces el sistema es

= [SS si min7 > 0;
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m iISSsiminF=0y v <0.

Al analizar los pesos de homogeneidad del campo vectorial extendido del subsistema >

eMmy = "t (x9)
—k [srlxljé — ko[e™xo + &jezjé + Mgy =2t (—kl [xljé — ko[zo + QQJ% + x3> (4.25)
— ksl 1[0 — ka[emws + e7ea]® = & (—kg[z1 |0 — Kafa + e2]°) |
0 = £+(0),
se aprecia que el campo vectorial extendido tiene grado de homogeneidad v = —1 y los pesos

r= [3 2 1] para x1, T2 y x3 respectivamente, ademas 7 = [2] para eg. De acuerdo al Teorema
4.3 el subsistema X es ISS con ey como entrada.

Por otra parte si las ganancias de (4.5) se disenan adecuadamente los estados e convergen
a cero. Y por lo tanto de acuerdo al Lema 4.1 los estados de (4.20) convergeréan a cero.

4.3.2. Sistema perturbado

Ahora se debe analizar el efecto de la perturbacion A(t) en el sistema (4.19) para ello se
considera la cota de la derivada de la perturbacién

i‘l = T2
To = —kl[xljé — kz[xg + QQJ% + T3
T3 = —kg[xljo — k‘4[$2 + 62]0 + u
5 (4.26)
1 = —l1[61J§ + e
ég = —lg[eljé + e3
é3 = —lz[e1]” — p,

donde p es la cota de la derivada de la perturbacion A(t). Es importante observar que el sistema
(4.26) se puede visualizar como

) T
z=(z,p), z=|r1 22 23 e e e3] . (4.27)

Este sistema debe ser analizado con el fin de determinar condiciones para las cuales se
mantenga la convergencia de z a pesar de la perturbacion A(t). Para ello nuevamente se opta
por emplear el Teorema 4.3.

La verificacién de los pesos de homogeneidad del campo vectorial extendido ¢ se lleva a
cabo mediante
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r1+v (.’EQ)

eMPxy =¢
—ky [grlxljé — ko[e™xo + a’zegjé + Mgy =gh2t? (—kl[xlﬁ — ko[zo + eQJ% + mg)
— k,‘g[ETlleO — k‘4[5r21’2 + EFQQJO + Eflu = g3t (—k‘g[xljo — k‘4[$2 + 62J0 + ,u)

-1 [ET4€1J§ + ey = ghatv (—ll [€1J% + 62) (428)

ol

—%ﬂf%ﬂ%+6“%::5ﬁw(_bkd +€Q

— l3[€T4€1J0 — Sfﬂ = ETG—H] (—lg[eljo — /L)
0= 677-&-1)(0)7

De este anélisis se aprecia que los pesos de homogeneidad son

r=1[3 213 2 1], 7=]0]. (4.29)

Dado que el grado de homogeneidad del campo vectorial ¢ es v = —1 entonces se concluye
que (4.26) es iISS respecto a la derivada de la perturbacion A(t), esto implica que los estados
x y e seguirdan convergiendo al origen aun con perturbaciones con una cota u suficientemente
pequena, por lo tanto, al ajustar el controlador y el observador de tal forma que se asegure la
convergencia de los estados x y e respectivamente en presencia de la perturbacion A(t) garantiza
la convergencia de los estados del sistema (4.19).

Teorema 4.4. Los estados de (4.19) convergen a cero si los conjuntos de ganancias k y [ son
elegidos de tal forma que se logre la convergencia de los estados de los sistemas (3.2) y (4.5). O

La idea principal del Teorema 4.4 es que tanto el controlador y el observador pueden ser
ajustados de forma independiente, v si ambos son capaces de realizar sus objetivos, entonces se
garantiza que la conexién de ambos seguird logrando el objetivo planteado.

Ejemplo 4.2. Nuevamente se considera la perturbacion A(t) = 35+ 0.6 sin(2¢) + 0.4 sin(+/10¢)
por lo tanto |A(t)| < 2.5, con esta informacion se determina que los factores de escalamiento L
y H son 1042 y 1191 respectivamente. De esta manera las ganancias que requiere el controlador
son

k1 =99.7877, ko = 42.2548,

(4.30)
ks = 14.0863, k4 = 7.3655.

Por otra parte las ganancias que aseguran la convergencia de los errores de estimacion son

l1 =99.0413 o = 770.6670 I3 = 25.9750. (4.31)

En la Figura 4.5 se puede apreciar la convergencia de los estados empleando CTA con
retroalimentacion de salida. Los errores de estimacion se muestran en la Figura 4.6 y finalmente
en la Figura 4.7 se muestra la senal de control continua.
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Capitulo 5

Conclusiones

Se construy6 una funciéon de Lyapunov suave y homogénea para el algoritmo Twisting
utilizando el Teorema de Pélya. Ademas se propuso un método con el cual es posible determinar
la cota maxima de la perturbacién admisible.

En esta tesis se presentd el Algoritmo Twisting Continuo, el cual es un controlador por
modos deslizantes de quinta generaciéon basado en el controlador Super-Twisting. Se realizo
el analisis de las condiciones que aseguran la convergencia de los estados en el sistema en el
que es aplicado mediante una funcién de Lyapunov suave y homogénea, la cual fue construida
empleando el Teorema de Pélya. Esta funcion de Lyapunov permite el andlisis del sistema
perturbado y nuevamente empleando el Teorema de Pélya se realizé un anélisis de la cota
méxima admisible.

Con la finalidad de realizar control mediante retroalimentacién de salida, se propuso un
observador de estados robusto ante perturbaciones Lipschitz, de igual forma se presenté un
anélisis de las condiciones de convergencia de los errores de estimacion mediante una funcién de
Lyapunov suave y homogénea.

Posteriormente se analizé la conexién del sistema controlador-observador y se demostré que
el controlador y el observador pueden ser ajustados de manera independiente y, si ambos son
capaces de realizar su objetivo, entonces la conexién de ambos seguird cumpliendo el objetivo
planteado. Debido a que la prueba de la conexién del observador-controlador se realiza mediante
los pesos de sistemas homogéneos, el observador propuesto, asi como el método de anélisis puede
ser empleado en diversos controladores homogéneos basados en modos deslizantes.

5.1. Trabajo futuro

Con el uso del Teorema de Poélya fue posible construir la funcién de Lyapunov con la
que se deducen las ganancias que aseguran la convergencia del sistema controlado. Esta técnica
consiste en obtener conjuntos adecuados que satisfacen sistemas de desigualdades lineales, una
tarea pendiente es desarrollar un método que permita obtener nuevos conjuntos de ganancias
que satisfagan los sistemas de desigualdades obtenidos.

Con el fin de determinar nuevas ganancias para este controlador también se pueden emplear
métodos distintos para la construcciéon de funciones de Lyapunov suaves y no suaves.

En esta tesis se abordo el caso cuando el coeficiente de control es idéntico a uno, si este
coeficiente se tratase de una constante distinta no existe mayor inconveniente puesto que las
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ganancias obtenidas se escalan de forma inversamente proporcional a dicho coeficiente. Por lo
cual una direccion natural a trabajar es el caso de coeficiente de control incierto. Por otra parte
se realizo el anélisis del controlador suponiendo que la perturbaciéon solo es dependiente del
tiempo, por lo que es necesario realizar dicho anélisis asumiendo que dicha perturbaciéon puede
ser funcion del estado.

Con el fin de extender la cantidad de sistemas a los cuales el algoritmo puede ser aplicado,
es posible extender el CTA para ser empleado en sistemas de mayor orden, esto requiere un
andlisis similar al presentado en esta tesis para definir condiciones que aseguren la convergencia
de los estados involucrados.

El CTA por retroalimentaciéon de salida presentado consiste en obtener mediante un ob-
servador de estados robusto la informacién de uno de los estados que no puede ser medido
directamente, de esta manera el andlisis de estabilidad se lleva a cabo mediante la conexién en
cascada de dos sistemas. Un enfoque adicional que debe ser considerado es el anélisis de una
version del CTA mediante retroalimentacion de salida la cual incluye un observador de estados
no robusto, es decir el lazo cerrado del sistema debe analizarse como la interconexién entre el
observador y el controlador.

El ajuste de las ganancias del algoritmo presentado exige el conocimiento de la cota de la
derivada de la perturbacién que acttua sobre el sistema a controlar, sin embargo en la mayoria
de las aplicaciones esta cota es desconocida. Para solucionar esto, es posible desarrollar una
version del CTA con ganancias adaptables. Esta misma estrategia puede ser aplicada para los
controladores por modos deslizantes de quinta generacion basados en retroalimentacion de salida.

Finalmente se debe estudiar el caso de la aplicacién del CTA a sistemas multivariables.
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