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Resumen

La imagenologia por métodos fotoacusticos ha motivado el reciente desarrollo de sen-
sores fotoacusticos de amplio ancho de banda. Estos sensores generan sefiales cuya adqui-
sicién por métodos tradiciones es compleja. Por lo que en el presente trabajo se estudia
dicho problema y se presenta un estudio preliminar, a través de simulaciones numéricas,
sobre la utilizacion de una arquitectura de submuestreo, conocida como “demodulador
aleatorio”, como un método eficiente para la adquisicion de sefales fotoacusticas.

Dicha arquitectura estd basada en la reciente teoria del “muestreo escaso” o también
conocido como “muestreo comprimido”, donde se puede reducir el numero de muestras
para adquirir una sefal al tomar ventaja de su estructura dispersa en algin dominio. De-
bido a la falta de estudios sobre dominios de representacion adecuados para las sefiales
fotoacusticas, presentamos resultados de utilizar frames de Gabor y matrices generadas a
partir de conjuntos de sefiales de entrenamiento como métodos de representacion dispersa.

Las simulaciones brindan evidencia de que la arquitectura funciona de forma adecuada
y sefiales experimentales se pueden reconstruir con un error RMSE de aproximadamente
1 % a partir de aproximadamente 40 % menos muestras de las sugeridas por el teorema
de Shannon-Nyquist. El trabajo concluye con un modelo que explica los resultados de
la simulacién y relaciona la cantidad de muestras que se deben tomar en funcion de la

dispersion que induce la base utilizada para la representacion dispersa de la sefal.
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Capitulo 1

Introduccion

El interés del presente trabajo se centra en sefiales fotoacusticas. Esta clase de sefales
tienen como fin ultimo la formacion de imagenes. Su relevancia es que la imagenologia
por métodos fotoacusticos constituye una herramienta de potencial prometedor para la de-
teccion temprana de cdncer de mama. Ademads, ofrece ser una alternativa inocua respecto
a los métodos basados en radiacion ionizante [1/]. Una senal fotoacustica se caracteriza por
ser una perturbacion finita, cuya anchura depende del tiempo de duracién del estimulo y de
las propiedades termoeldsticas del medio donde se generan. En la Figura|l.1ase presenta
como ejemplo, una sefial fotoacustica adquirida con un sensor reportado en [2]]. Una forma
idealizada de representar la perturbacion es asumiendo que ésta tiene una distribucién de
tipo Boltzman, asi que la sefal fotoactstica se puede representar como una derivada de
una funcién de Gauss, que se muestra en la Figura[1.1b| [3]. Asi, en las aplicaciones de
interés, estas perturbaciones poseen un ancho de banda del orden de los 50 [MHz], y de
20 a 30 [MHz] en el menor de los casos [[1]].

Para la adquisicion de la sefial fotoactstica se debe de estudiar la teoria del mues-
treo, que se encarga de todos los conceptos relacionados con la conversion de una sefial
en tiempo-continuo o analdgica a una secuencia discreta de numeros. Uno de sus resulta-
dos es el teorema de Shannon-Nyquist, un enunciado matematico donde se describen las
condiciones necesarias para garantizar la reconstruccion de una sefial continua a partir de
tomar muestras uniformes (equiespaciadas en tiempo) de ella [4]. En concreto, el teorema
expone que la sefial debe estar limitada en banda, y que la frecuencia de muestreo minima

debe ser por lo menos el doble de la maxima frecuencia contenida en la sefial (conocida
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Figura 1.1: Sefales fotoacusticas.

como tasa o frecuencia de Nyquist).

Los dispositivos de conversion analdgico-digital (CAD) se encargan de realizar la tarea
de adquirir muestras uniformes de una sefal eléctrica. Cada dispositivo tiene una frecuen-
cia de muestreo y resolucion de bits diferente, por lo tanto, si se quiere utilizar la teoria
de Shannon, la eleccidn del convertidor esta intimamente relacionada con la frecuencia

maxima de la sefal a muestrear.

En general, el desempefio de un CAD se degrada y su costo se incrementa en fun-
cién de la frecuencia de muestreo [SH7]], de forma que usualmente se prefiere procesar las
sefnales de gran ancho de banda en el dominio anal6gico. Como intentos para mitigar ésto
se han desarrollado métodos de muestreo no uniforme, dado que la tasa de Shannon s6lo
es para muestreo uniforme [8-13]]. Pese a estas investigaciones, la tecnologia CAD no ha
experimentado cambios significativos y sigue adherida al paradigma de Shannon, es de-
cir, cualquier dispositivo CAD entrega muestras equiespaciadas de su entrada [6]. Como
consecuencia, se ha vuelto un tema central de investigacioén el sub-muestreo de sefiales,
donde utilizando tecnologia CAD del estado del arte, se puedan adquirir sefiales sin tener

que muestrear a la tasa de Nyquist [[7].

En el afio 2006, Candes publica en [[14] lo que se establece como un nuevo paradigma
de muestreo conocido como muestreo comprimido (MC). En el MC, el nimero de mues-
tras para adquirir una sefial se ve significativamente reducido. Al igual que la teoria de

Shannon, el MC se basa en el hecho de que una sefial posee estructura, que en este caso
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Figura 1.2: Representacion de la sefial fotoactistica en el dominio de la frecuencia y en el dominio tiempo-
frecuencia.

se conoce como dispersion, lo cual significa que la sefal se puede transformar tal que se
pueda representar partir de pocos coeficientes diferentes de cero. Entonces, si se quiere
utilizar la teoria del MC, surge la necesidad de encontrar una matriz (también conocida
como diccionario) que promueva la dispersion [[14-17].

La sefial fotoacustica es dispersa en tiempo al ser un pulso de corta duracidn, sin em-
bargo, no es demasiado dispersa para las ventanas de tiempo utilizadas en una adquisicion.
Ademads, la sefial ocupa una gran region del espectro, como se muestra en las Figuras
y La hipdtesis es que la senal fotoacustica es dispersa en un diccionario tiempo-

frecuencia, como se muestra en las Figuras y

Dado que un diccionario tiempo-frecuencia induce redundancia, la cantidad de coe-
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ficientes se incrementa y el costo computacional también. La metodologia conocida co-
mo “aprendizaje de diccionario” permite actualizar una matriz, de manera que represente
de forma dispersa a un conjunto de senales de entrenamiento. El algoritmo “K-SVD” es
una herramienta popular para el aprendizaje de diccionario y la hipdtesis es que es una
alternativa viable para encontrar una matriz de representacion dispersa para las sefiales
fotoacusticas.

Las ideas de muestreo y reconstruccion desarrolladas por el muestreo comprimido
se plasman en una arquitectura de muestreo conocida como demodulador aleatorio (DA)
[18-22]]. El DA utiliza componentes genéricos en la electrénica, como un mezclador, un
integrador, un generador de nimeros pseudoaleatorio y un CAD de baja frecuencia. El
trabajo mas influyente se reporta en 2012 por Tropp et al. [21]], en el cual se presentan
garantias tedricas que implican que el DA se adhiere al paradigma del MC. En 2011,
Becker en su tesis doctoral propone una arquitectura multicanal que denomina “RMPI”,
utilizada para la adquisicién de pulsos de radar. Presenta ideas innovadoras como una
calibracion del sistema haciendo una analogia en el dominio de la frecuencia a la respuesta
impulso, asi como un algoritmo de reconstruccion llamado “NESTA”, para el caso de
uso de diccionarios redundantes [22]. La hipdtesis es que la sefal de radar y la sefial
fotoacustica comparten el mismo modelo de sefial, lo que permite utilizar la arquitectura
multicanal para la adquisicion de sefiales fotoacusticas. No hay trabajos que reporten el
desempefio del DA con éste fin, por lo que se vuelve la principal contribucién de este

trabajo de tesis.

1.1. Descripcion del problema

Teorema 1. (Teorema de Shannon-Nyquist [4]]): Si una funcion x(t) estd limitada en ban-
da a B [Hz], ésta puede ser completamente determinada a partir de muestrear de manera
uniforme la sefial cada T = % segundos, a partir de la formula de interpolacion:

» sin(ma)

x(t) = Z x[nlsinc(t/Ts —n), sinc(a) (1.1)

neL

e’

El teorema expone las condiciones para realizar el muestreo de una sefial, con la férmu-

la (1.1]) completando la metodologia para recuperar la sefial analdgica x(t), a partir de sus
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muestras x[n].

La adquisicion de muestras se realiza por medio de un convertidor analogico-digital
(CAD), cuya funcion es digitalizar sefiales analdgicas. Posterior al proceso de toma de
muestras, el CAD realiza la tarea de cuantizacion, discretizando la amplitud de cada mues-
tra, asigndndole un nimero binario de B digitos. El proceso de cuantizacién es andlogo
al de redondeo de niimeros, en el cual la amplitud de una muestra se aproxima al nivel
discreto mds cercano de los 27 posibles niveles que se pueden representar con B digitos
binarios. Las muestras z[n] sufren una distorsién por la cuantizacién y la reconstruccién
(I.1)) se ve deteriorada [23]].

En la Figura [1.3| se muestra el estado del arte de la tecnologia CAD [3]. En general,
la figura muestra que el desempeiio de la tecnologia CAD se ve degradado en funcién la
frecuencia de muestreo, donde el desempefio se cuantifica como el nimero de bits a la
salida del dispositivo. En la figura también se resalta el segmento cuyo proposito es la
adquisicion de datos. Los CAD disenados para adquisicion de datos dificilmente operan a
frecuencias mayores de 10 [MHz] y, en general, los CAD pipeline operan a mayores fre-
cuencias, pero con menos resolucion y mayor consumo de potencia. Por lo tanto, los CAD
pipeline quedan descartados para la adquisicion de datos, donde las muestras requieren ser

lo mas precisas posible [24]].

1.2. Objetivo

El objetivo general de este trabajo es realizar un estudio preliminar a través de simula-
ciones numéricas, sobre la eficacia del demodulador aleatorio y el muestreo comprimido
como estrategia de sub-muestreo para sefales fotoacusticas. Se busca cuantificar la fre-
cuencia de muestreo minima y los errores de reconstruccion que caracterizan la operacion
de la arquitectura. La hipétesis es que el nimero de muestras a utilizar es menor al reque-
rido por el paradigma de Shannon.

Como objetivo particulare se busca encontrar un diccionario de representacion disper-
sa para sefales fotoacusticas. Esto se realiza comparando entre dos estrategias de disefo,
una con un diccionario fijo y la otra con un diccionario aprendido a través de sefiales de
ejemplo. El mejor diccionario es aquel que logre representar la informacién en una me-

nor cantidad de coeficientes. En la seccion de resultados se presenta que los diccionarios
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24 1 Medicion Industrial

22

Adquisicion de datos

Video,
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Figura 1.3: Estado del arte de la tecnologia CAD [5].

redundantes se desempefian mejor, sin embargo, los que no tienen redundancia también
son adecuados. Por tultimo, se espera encontrar un modelo que relacione la dispersion que
induce el diccionario de representacion y el nimero de muestras que requiere el demodu-

lador aleatorio.

1.3. Estructura de la tesis

El resto del documento queda estructurado en tres partes principales: Conceptos tedri-
cos en los capitulos 2 al 4, resultados en el capitulo 5 y conclusiones en el capitulo 6. A

continuacion se describen con mas detalle el contenido de cada uno de los capitulos.

= El capitulo 2 hace una revision de los métodos cldsicos de submuestreo y se analiza
porque no son una alternativa viable para la adquisicion de los pulsos fotoacusticos.
Ademads, presenta la teoria del muestreo comprimido de forma breve, enunciando

los resultados mas importantes y de interés para este trabajo.

= El capitulo 3 discute el uso de diccionarios como medio de representacion dispersa

para sefiales fotoacusticas. Se presenta de forma breve la teoria que lleva a la for-
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macioén de los frames de Gabor como diccionario de representacion dispersa. Poste-
riormente, se discute la metodologia de entrenamiento de diccionario y se introduce
el algoritmo de K-SVD.

= E] capitulo 4 estd dedicado al demodulador aleatorio, donde se presenta su motiva-

cion, diseno y modelado.

= E] capitulo 5 muestra los resultados de las simulaciones. El capitulo esta dividido en
tres secciones:
e Presentacion del conjunto de datos para realizar las pruebas;

e Resultados de la representacion dispersa de sefiales fotoacusticas mediante los

diccionarios estudiados en el capitulo 3;
e Resultados de la simulacién de la arquitectura operando sobre sefiales foto-

acusticas.

= El capitulo 6 presenta las conclusiones, resumiendo los resultados obtenidos, y con-

cluye haciendo un estimado de perspectivas futuras.
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Capitulo 2

Submuestreo

2.1. Meétodos Clasicos de Submuestreo

En esta seccion se describen brevemente algunas técnicas cldsicas de submuestreo.
Debe notarse que ninguna de las técnicas rebasa la barrera impuesta por Nyquist. En reali-
dad, toman en cuenta informacion sobre la estructura de las sefiales y toman ventaja de
ello en el disefio de algoritmos de reconstruccion, tal que permiten reconstruir la sefial con

un CAD que adquiere una cantidad reducida de muestras.

2.1.1. Demodulacion

La demodulacion es la técnica mas comin de evitar muestreo a la tasa de Nyquist.

Existen dos variantes, dependiendo de si se conoce o no la regién del espectro a sensar.

Soporte frecuencial fijo

Suponga una sefial 2(¢) de N bandas, cada una no mayor a B [Hz], con soporte fre-
cuencial fijo bandas centradas alrededor de las componentes frecuenciales f; < f,,q.. Con
la técnica de demodulacién se busca muestrear a una tasa f; = B en vez de f; = 2ymax
como lo sugiere el paradigma de Shannon.

La técnica de demodulacion consiste en multiplicar la sefial z(¢) por una correspon-
diente sefal de frecuencia unica f;, dependiendo la banada de interés, provocando un co-

rrimiento desde las altas frecuencias al origen. Utilizando un filtro pasabajas se mantiene

9
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Figura 2.1: Diagrama a bloques de un demodulador 1/Q.

solo la version en banda base que posteriormente es muestreada de manera uniforme con
un CAD de baja frecuencia. Para adquirir todo el espectro de la sefial x(¢), este proceso se
lleva a cabo de forma individual para cada una de las bandas.

A continuacion se presenta el demodulador I/Q. Considere la modulacion a frecuencia
fi y con un desfase de 90° de dos sefiales /(t) y (t), limitadas en banda a B/2 [Hz]. La

sefial resultante se le conoce como sefial en cuadratura y estd representada por [25]]:
ri(t) = I(t) cos(2m fit) + Q(t) sin(27 fit). (2.1)

El demodulador 1/Q revierte la accién que construyé a r;(t), por lo que se recuperan los
mensajes [ (t) y Q(t). La arquitectura consta de dos canales, cada una se encarga de mul-
tiplicar la sefial 7;(t) por cos(27 f;t) y sin(27 f;t), respectivamente, tal que el espectro de
cada sefial sufre un corrimiento a banda base. Los artefactos en frecuencias que son multi-
plo de f; se remueven con un filtro cuya frecuencia de corte es B/2. La Figura[2.1|muestra
un diagrama a bloques de la arquitectura.

Una vez que se han recuperado [(t) y Q(t) mediante hardware, con un par de dis-
positivos CAD se realiza el muestreo a una tasa de B [Hz]. Tanto la reconstruccién de
las sefiales 7;(t) y la sefial multi-banda x(¢), se reduce a modular la informacién en sus
frecuencias portadoras f;(t) de acuerdo a (2.1).

Lo anterior muestra que la técnica de demodulacién puede dividir el muestreo de una
senal z(t), de N bandas, en el muestreo de N senales de baja frecuencia. Ademas, si cada
una de las bandas tiene un ancho de banda no mayor a B/2 [Hz], entonces es psible utilizar
CAD auna tasa de B [Hz], en lugar de 2 f,,,... [Hz].
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El artitulo de revision [[7] reporta las siguientes aplicaciones de la sefial en cuadratura:

» Amplitud modulada (AM): la informacién de interés es la amplitud de I(t), mientras

Q(t) = 0.

» Modulacion en Fase/Frecuencia (PM/FM, por sus siglas en inglés): se realiza de

manera que se satisface la ecuacion (2.1) y el mensaje analégico es
g(t) = arctan(I(t)/Q(t)).

» Modulacion por desplazamiento de fase o frecuencia (PSK/FSK, por sus siglas en

inglés): 1(t) y Q(t) transportan simbolos.

Soporte frecuencial no-fijo

Existen aplicaciones donde no se conoce que region del espectro ocupa la sefial, por lo
tanto, se requiere procesar todo el ancho de banda. Para esta situacion se puede utilizar el
mismo principio de demodulacion.

La senal de entrada z(t) se divide en canales, cada uno de ellos procesa una region
del espectro después de haber convertido la sefial a banda base utilizando el principio
de demodulacion. Por ejemplo, una arquitectura en canales divide un ancho de banda de
50 [MHz] en 50 canales de sélo 1 [MHz]. La ventaja de esto es que cada canal requiere
utilizar un CAD de 2 [MHz] cuyo desempefo es mejor de acuerdo a la Figura y
con la implicacién de que cada canal sélo necesita procesar 2 [MHz] de ruido. Esto es
una ventaja importante, dado que la potencia del ruido es proporcional al ancho de banda
[22]. La principal desventaja es el consumo de potencia, ya que utilizar 50 CAD de 2
[MHz] consumiria alrededor de 3.4 [W], mientras que un CAD de 100 [MHz] consume
en promedio 200 [mW].

2.1.2. Muestreo pasabanda

El “aliasing” es un fendmeno que se presenta cuando una sefial limitada en banda
se muestrea a una tasa menor que la impuesta por el teorema de Nyquist. Se manifiesta
en forma de un solapamiento espectral, quitando la posibilidad de recuperar la sefial a

partir de las muestras. El muestreo pasabanda permite que dada una seleccién adecuada
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F
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fl B .fu
Figura 2.2: Sefial pasabanda.

de la frecuencia de muestreo se pueda tomar ventaja del fendmeno de aliasing, tal que sea
posible recuperar una sefial pasabanda a una tasa menor que su frecuencia de Nyquist.
Considere una sefial pasabanda como la que se muestra en la Figura [2.2] tal que su
ancho de banda es menor a B = f,, — f;. El teorema cldsico de muestreo pasabanda, para
muestreo uniforme, dice que una sefal puede ser reconstruida si la tasa de muestreo es por

lo menos [26]]:

, 21,
gimim = 2. 2.2)
m
donde m es un entero dado como:
Ju
= |=]. 2.3
m L iz (2.3)

El articulo donde se presenta el teorema se comenta que ésta tasa minima es irreal, en el
sentido de que cualquier defecto de ingenieria en la adquisicion causaria aliasing, 1o que
impone una necesidad de muestrear a una tasa mayor. Ademds, comenta que los articulos
[27530] malinterpretan este resultado, ya que suponen que no habra aliasing siempre y

cuando f; > 4B. De forma que el mismo articulo [20] presenta las tasas de muestreo

vélidas: 5 5
2ocpc 2 4
m m—1
donde m es un entero dado por:
1<m< & ) (2.5)
- —|B

La Figura [2.3] muestra grificamente los valores permitidos de muestreo dados por las
ecuaciones (2.4) y (2.3) [26]. Las dreas en blanco son las zonas permitidas para reali-

zar el muestreo sin que ocurra aliasing, mientras que el area sombreada representa tasas
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Figura 2.3: Tasas de muestreo vélidas para muestreo pasabanda [26]).

de muestreo que resultan en aliasing.

Ademéds de que el método no es valido para sefiales multibanda, el articulo de Mishali
et al. [7] comenta que para valores fijos de By f,, la region correspondiente al maximo
K < f./B es la mas sensible a pequeiias variaciones de f,, f; y B. Entonces, la adquisi-
cién a una tasa f; = 2B s6lo se puede llevar a cabo si f,, es un miltiplo de By para lidiar
con imperfecciones se requiere de un incremento significativo en la tasa de muestreo. La
ventaja principal del muestreo pasabanda es que el CAD trabaja directamente con la sefial

sin una etapa de preprocesamiento analdégico como en el caso del demodulador 1/Q.

2.1.3. Muestreo periéodico no-uniforme

Dado que el teorema de Shannon-Nyquist estd desarrollado en un contexto de mues-
tras uniformes, se han realizado estudios para el caso del muestreo no-uniforme. Mishali
en su articulo de revision [7] hace mencion sobre el teorema de Landau. A grandes ras-
gos, dice que para adquirir una sefial multibanda x(t) de /N bandas, con anchos de banda
individuales no mayores a B [Hz], se necesita una tasa de muestreo no menor a la suma

de los anchos de banda, i.e., N B [Hz].

De forma que el muestreo periddico no-uniforme (PNS, por sus siglas en inglés) per-
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mite alcanzar la tasa minima de muestreo N B [Hz], sin necesidad de algin preprocesa-
miento analdgico sofisticado. La idea principal del PNS es encontrar m secuencias sub-
muestreadas [7]]:

yiln| =xz(nTs+ ¢;), 1<i<m, (2.6)

de forma que las secuencias tienen corrimientos temporales entre ellas tal que la tasa de
muestreo total m /T es menor que la tasa de Nyquist.

Mishali concluye poniendo el siguiente ejemplo: suponga una senal real x(t) pasaban-
dacon B = f, — f;. Se muestrea con una arquitectura PNS de dos canales con parametros:
Ts =1/B, ¢1 =0, ¢3 = ¢. La reconstruccion de x(t) se lleva a cabo mediante la férmula

de interpolacion:
2(t) = yi[nlgi(t — nT.) + ya[n]ga(t — nTy). (2.7)
neZ
Lon filtros g;(t) y go(t) deben tener respuesta en frecuencia:

1
T 1—exp—j2nB(f)oB’ f € (fus fu); 2.8)

GZ(f) = _Gl(f)7 f € (flafu) (29)

La extensién a una sefial de N bandas, con anchos de banda individuales B, se realiza uti-
lizando el mismo procedimiento, con la excepcion de que se deben utilizar /N corrimientos
¢,conl <[ < N.

2.1.4. CAD intercalado

Un CAD intercalado relaja la adquisicion de una sefial en M canales en paralelo con un
banco de elementos de retardo. Cada una de las ramas introduce un retardo de ¢; segundos
y muestrea subsecuentemente la sefial (¢t — ¢;) auna tasa f, = f,,,/M, donde f,,, es la
frecuencia de Nyquist. Se ejemplifica el proceso en la Figura [2.4] [31]].

Si ¢ = 1/ fnyq. entonces si se intercalan las M muestras adquiridas por la arquitectura
se produce una secuencia que coincide con las muestras a tasa de Nyquist x(n7},,, ).

La arquitectura de PNS es equivalente al CAD intercalado pero con la ventaja de tener

m < M ramas. Tanto el CAD intercalado como el PNS sufren la misma desventaja del
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Figura 2.4: Proceso de adquisicién con CAD intercalado [31].

muestreo pasabanda, donde la arquitectura trabaja directamente con una sefial de gran
ancho de banda y por lo tanto el ancho de banda analégico de la arquitectura debe ser mas

grande que la mayor frecuencia contenida en la sefial.

2.2. Muestreo comprimido

Algunas de las técnicas cldsicas podrian ser utiles para el submuestreo de la sefial
fotoacustica, teniendo que lidiar con las desventajas de cada método. En esta seccidn se
presenta una breve revision de la teoria del muestreo comprimido (MC), un paradigma no-
vedoso de muestreo desarrollado a partir de los trabajos reportados en [14-17]. La teoria
del MC asegura que es posible reconstruir sefiales a partir de muchas menos mediciones
que las utilizadas por los métodos tradicionales, como el de Shannon-Nyquist. De forma
que se desea investigar si también se puede utilizar para la adquisicion de sefiales foto-
acusticas.

El nombre de “muestreo comprimido” viene de la idea de adquirir de forma inme-
diata la version comprimida de una sefal, cosa que se contrapone al proceso clasico de
adquisicién donde se adquieren todos los datos para posteriormente desechar la mayor
cantidad de ellos con un algoritmo de compresion. El objetivo central de estas estrategias
es desarrollar protocolos eficaces de sensado, que capturen la informacion de una sefal y
la condensen en unas pocas mediciones. Al igual que los otros métodos de submuestreo, el
MC se cimienta en la estructura de las sefiales. Por lo tanto, la hip6tesis subyacente es que
las sefiales se pueden representar a partir de pocos datos en algin dominio. Para esto es
necesario que la sefial se pueda transformar a una base apropiada, de forma que se pueda

representar con una cantidad reducida de coeficientes.
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Figura 2.5: Modelo matricial del proceso de muestreo [32].

2.2.1. El problema del muestreo

Como un primer paso para estudiar la teoria del MC es necesario generalizar el con-
cepto de muestreo. En vez de entenderlo como evaluar la sefial en distintos instantes de
tiempo, cada muestra o medida, y[k|, se interpreta como el producto interno de la sefial
x(t) por una funcién de sensado ¢;. De forma que el proceso de adquisicion de M mues-

tras de una sefnal se modela como:
ylk] = (2(t), (1)), k=1,..,M. (2.10)

Si se sustituye z(t) por su representacion discreta de acuerdo a la ecuacion (1.1)), 1a adqui-

sicién queda dada por:

o0

ylkl = > znl(on(t), sine(t/T, — n)). (2.11)

n=—oo

Esta reformulacion del problema permite trabajar con la secuencia z[n| en lugar de x(¢).
El proceso de muestreo se modela con una matriz de sensado ® € RM*¥ que actiia sobre

el vector de muestras a tasa de Nyquist z € R" tal que:
y = dx. (2.12)

La Figura (2.5) representa graficamente el proceso para obtener un vector de muestras

y € RM, donde se puede pensar que versiones discretizadas de ¢y, (¢) son las filas de ®.
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La eleccion de ¢ (t) permite elegir en qué dominio se va a recolectar informacién
de la sefal. Por ejemplo, si ¢ (t) son sinusoidales a diferentes frecuencias, entonces se
estdn adquiriendo coeficientes de Fourier (e.g. resonancia magnética) o si son deltas de
Dirac, se obtienen muestras temporales de z(¢). Ademads, el problema que se pretende
estudiar es cuando el ndmero de funciones de sensado disponible, M, es mucho menor
que la dimension, N, del vector de muestras. Este problema se puede presentar debido
a que la cantidad de sensores es limitada, la adquisicién es costosa y lenta, o el costo

computacional de las N mediciones es intratable.

Por lo tanto, el reto es obtener una reconstruccion certera de x a partir de las medicio-
nes y. En primera instancia el panorama luce desalentador, dado que si M < N se tendria
que resolver un sistema de ecuaciones indeterminado, lo que implica que existe una can-
tidad infinita de vectores z tal que y = ®z. Romberg comenta que una metodologia para
resolver el problema es utilizando el estimador de minimos cuadrados [33]]. El estimador
encuentra el vector que mejor explica las mediciones en un sentido euclidiano. La forma

cerrada del estimador estada dada como:
&= o*(Pd*) 1y (2.13)

La eleccion de las funciones ¢(t) debe ser de tal forma que permitan minimizar la cantidad
de mediciones necesarias para obtener una reconstruccion adecuada. Una estrategia es
empatar las funciones a la estructura de la sefial y adquirir las mediciones en el mismo
dominio en el que se realiza la compresion. Esta estrategia no es viable dado que el sistema
siempre estd leyendo los mismos M coeficientes en el dominio de la transformacion, sin
embargo, las posiciones de los coeficientes cambian de sefal a sefal. De forma que el
sistema debe ser “adaptable” en el sentido de ser adecuado para la estructura de cada

sefial.

El resultado central del MC es que la estrategia ideal es la opuesta y se deben de
disenar las ¢y (t) tal que no tengan relacion con la estructura de la sefial. Por lo tanto, se
sugiere que las funciones de sensado tengan la forma de ruido aleatorio. En los articulos
[15-17, 134]] se demuestra que a partir de M de éstas mediciones “aleatorias” se puede
reconstruir una sefial tan bien como si se hubieran observado los M/log N coeficientes

mas importantes del dominio de la compresion [33]].
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Figura 2.6: Modelo matricial del proceso de compresion [32].

2.2.2. Dispersion

La férmula de reconstruccién (2.13)) no toma en cuenta informacién adicional sobre la
estructura de la sefial. A continuacion se describe como la teoria del MC toma en cuenta
esta informacion para disefiar un algoritmo de reconstruccion.

El principio detras de la compresion de sefiales o aproximacion dispersa, es que trans-
formando la sefial a una base apropiada, la mayoria de los coeficientes seran muy pequefios
o nulos y en sélo unos pocos se concentra casi la totalidad de la informacién. El proceso
se representa graficamente en la Figura [2.6]

Lo anterior se expresa matematicamente como un vector z € R que se expande en
una base (e.g. Fourier, Wavelet) U = [1)11)5...1)y] de acuerdo a la siguiente ecuacion:

N
z = aljly;, (2.14)

Jj=1

tal que el vector de coeficientes « sea disperso.
Para poder expresar la dispersion del vector «, en términos mateméticos, es necesario

introducir la p-norma de un vector.

Definicion 1. La norma {,, (o simplemente p-norma) de un vector o € R o CV se define

conmo:

lall, = { > alil] . 1< p<oo; (2.15)

llallo := card(l : aff] #0), p=0. (2.16)
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La dispersion se modela matemdaticamente con la norma ¢, que se encarga de conta-

bilizar los coeficientes distintos de cero.

Definicion 2. Un vector o € RY o CV se dice que es S-disperso si posee a lo mds S

coeficientes distintos de cero, esto es:
lallo < 8. (2.17)

El MC en vez de trabajar con el problema dado por la ecuacién (2.12)), introduce la
dispersion al problema y lo modifica de la siguiente manera:

y=>qr — y=>Vq
y = Aa. (2.18)

El capitulo [3] se dedica por completo a estudiar la representacién dispersa de la sefal

fotoacustica.

2.2.3. Reconstruccion

La representacion mediante la ecuacion (2.18)) permite plantear un algoritmo de op-
timizacién minimizando la norma ¢, y resolviendo para «. Una vez conociendo «, la
solucién x es directa de acuerdo a la ecuacién (2.14)). Por lo tanto, « se define como la
solucion al problema:

min ||&lp talque A& =y. (2.19)

Es decir se busca el vector mas disperso que explica las mediciones. Desafortunadamente,
la minimizacién de la norma ¢;, en general es un problema NP-dificil [35]. Un método
popular y bien entendido es el de “basis pursuit” o “minimizacion ¢;”, que consiste en la

relajacion convexa del problema, de forma que se representa como:
min ||&]; talque A4 =y. (2.20)

La norma /; es una funcién convexa mas cercana a ¢, [35]], de forma que este problema de
optimizacion se puede resolver con métodos eficientes de optimizacidn convexa.

Un aspecto crucial que deben de tener los algoritmos es estabilidad. Esto quiere decir
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que el error de reconstruccion se mantiene bajo control cuando los vectores o no son exac-
tamente dispersos, o las mediciones y tienen algtin nivel de ruido que las vuelve inexactas.

Entonces, el algoritmo para que sea robusto se debe expresar como:

min ||&];  talque  [|[Ad —yl2 <e. (2.21)

2.2.4. Interpretacion geométrica

En esta seccidn se presentan interpretaciones geométricas de dos aspectos importantes
del MC que se consideran de relevancia para entender por qué funciona la teoria del MC
y para desarrollo e implementacion de futuros algoritmos. La primer interpretacion se ha-
ce sobre la matriz A, que se plasma en una condicién suficiente para su disefio llamada

2420

“propiedad de restriccion de isometria” (RIP, por sus siglas en inglés). La segunda inter-
pretacion se realiza sobre la geometria de la normas /¢, y se muestra como es que la norma
¢4 se puede decir que es la funcién convexa mas cercana a la norma ¢, dejando ver que el

problema (2.20)) también es capaz de recuperar vectores dispersos.

Propiedad de restriccion de isometria

A continuacion se presenta una propiedad que se demuestra suficiente a la hora de

estudiar las matrices de sensado @ y de representacion W.

Definicion 3. Se dice que una matriz A satisface la propiedad de restriccion de isometria

(RIP, por sus siglas en inglés) si cumple que [36]:

Ay — Aasl3

1—-6<
= o — el

S ]- + 67 ||051H07 ||OCQ||0 S Sa (222)

para cualesquiera vectores S-dispersos o, Qs.

Cuando se satisface esta propiedad, la matriz A, que representa un mapeo de RY —
RM con M < N, aproximadamente preserva la distancia euclidiana entre cualesquiera
dos vectores S-dispersos al ser mapeados por A. Lo importante de la RIP, es que aunque
el problema originalmente esta en un espacio vectorial de gran dimension, se puede pasar
a trabajar a uno de dimensién menor sin perder la informacién. Este proceso se muestra
graficamente en la Figura
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Figura 2.7: Representacion grafica de la RIP [32]].

La unicidad de las observaciones es importante, ya que muestra que el vector & que se
obtiene de resolver los problemas o (2.20), es el vector mas disperso que mape6 a
y. Esto se puede ver de la siguiente forma: suponga que la ecuacion (2.22)) se satisface
para vectores 2S-dispersos y se hacen observaciones de un vector S-disperso o como
y = Aa. No existe otro vector o/ que lleve a las mismas mediciones, dado que la diferencia
h = o — « serfa un vector 2S-disperso con Ah = 0, cosa que no puede ocurrir debido a
que la RIP dice que todos los vectores 2S-dispersos no estan en el espacio nulo de A.

En Ia seccion [2.2.1] se mencioné que las funciones de sensado deben parecer ruido
aleatorio. Uno de los resultados fundamentales del MC dice que matrices de este tipo

satisfacen la RIP.

Teorema 2. (Matrices de sensado [37)]): Sea ® una matriz de tamaiio M x N con elemen-
tos independientes e idénticamente distribuidos de acuerdo a una distribucion de Gauss
de media cero, o a una distribucion signada de Bernoulli {—1,+1}. Para cualquier dis-

persion S, con una probabilidad de 1 — 0 la matriz A satisface la RIP siempre y cuando:

M > CSlog (g) , (2.23)

para alguna constante C' independiente de N.

El Teorema [2] dice que cualquier matriz de sensado aleatoria con elementos indepen-
dientes e idénticamente distribuidos (i.i.d), de una distribucién de Gauss o de Bernoulli, es
casi seguro que serd compatible con cualquier base de representacion ¥. Ademds, da una

cota inferior para el nimero de muestras que se deben de adquirir.
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Figura 2.8: Esferas unitarias en el plano R? para las normas £y, conp =1,2,00, %
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Figura 2.9: Geometria de la reconstruccion £, para ag, con p = 1,2, 00, %

Normas /,,

Las normas ¢, tienen distitnas propiedades dependiendo de los valores de p. Como una
forma de ilustrar ésto, en la Figura [2.8] se muestra la esfera unitaria, i.e., z : |z, = 1 de
cada una de estas normas en el plano R?.

Se puede tener una interpretacion geométrica del por qué ¢ es un sustituto efectivo pa-
ra (. En la Figura[2.9se muestra la reconstruccion de un vector & resolviendo el problema
de optimizacion a distintos valores de p. La linea K muestra todo el conjunto de vectores
& que comparten las mismas mediciones. De forma que los problemas de optimizacion
y recuperan la solucién més dispersa.

Para visualizar como es que esto se lleva a cabo, imagine una esfera £, de radio pe-
quefio que se empieza a expandir gradualmente hasta que se intersecta con K. El primer
punto de interseccién es por definicidn el vector que tiene minima norma £,. Asi que p
debe de ser menor o igual a uno. En general, la solucion siempre quedard en alguno de los
ejes, por lo tanto es dispersa (Problemas [2.19]y [2.20). Comparando con lo que ocurre con
la norma /5 (Problema y en general, para p > 1, se puede decir que el primer punto
de interseccion con K no es disperso, efecto que se vuelve muy importante a mayores

dimensiones.



Capitulo 3
Diccionarios

La dispersion es una caracteristica esencial para el funcionamiento del MC. En este
capitulo se estudian dos metodologias para la eleccion de una base que induzca dispersion,
la primera consiste en elegir una base redundante fija y la segunda intenta aprender el

diccionario que mejor se adapte a un conjunto de senales dadas.

3.1. Representacion Dispersa de Senales

La representacion dispersa es un area de estudio con implicaciones mas alld del MC,

entre las aplicaciones que se benefician de la representacion dispersa de sefiales estan [38]]:
= Compresion
= Regularizacion en problemas inversos
= Extraccidn de caracteristicas

» Filtrado de Ruido

Aunque en este trabajo el principal objetivo de su estudio es encontrar una base adecuada
para la sefial fotoacustica. Formalmente, cuando se habla de la representacion dispersa
de una sefial z € R, quiere decir que se puede representar como una combinacién lineal
dispersa de los K vectores columna o “dtomos” de una matriz o “diccionario” D € RV*X,
La representacion de x puede ser exacta x = Dz, o bien, puede ser la aproximacién

r ~ Dz talque ||z — Dz||, <e.

23
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Para ambos casos el objetivo es encontrar la representacion con el menor nimero de

coeficientes distintos de cero, que es la solucion a los problemas:

min [|z]|g, talque 1z =Dz, (3.1)

min ||z|lp, talque |z —Dz|2 <e. (3.2)

El desempefio de un diccionario contempla que tan conciso puede un vector 2z almacenar
la informacién de una sefial x en el caso de la representacidn exacta, o que tan pequeio es
el error de reconstruccidn para ese vector z, en el caso de la representacion aproximada.
En general, encontrar un diccionario D que lleve a una representacion dispersa no es
tarea sencilla. Existen dos maneras de elegir el diccionario, ya sea a partir de una matriz
de transformacion preestablecida o proponer un diccionario que adapte su contenido hasta
representar de forma dispersa un conjunto de sefiales dadas. Elegir una matriz de trans-
formacion fija es mas simple, ya que sus propiedades son conocidas y en muchos casos
hay algoritmos rapidos para su implementacion; sin embargo, no hay garantias en que sea
la mejor. El éxito de cualquiera de estos diccionarios depende de que tan dispersa puedan
representar a la sefial de interés. La estrategia de adaptar diccionarios para representar un
conjunto de forma dispersa es la siguiente: dado un conjunto de sefiales de entrenamiento
{z;}L |, se busca el diccionario D que lleva a la mejor representacién posible para cada

miembro de este conjunto de entrenamiento bajo alguna condicidn sobre la dispersion.

3.2. Diccionario de Gabor

La sefial fotoacustica tiene una representacion poco dispersa en el dominio de la fre-
cuencia, de forma que una base de Fourier es una mala eleccion. Sin embargo, al ser de
corta duracion, la sefial debe ser dispersa en algin diccionario tiempo-frecuencia. A con-
tinuacidn se presenta una introduccion a la teoria del analisis de Gabor como estrategia de
construccion de un diccionario tiempo-frecuencia.

El andlisis de Gabor estudia el fendmeno de representar una sefial como una combina-
cion lineal de ventanas trasladadas y moduladas. Esto se puede ver como una funcién que
es mapeada del dominio del tiempo al plano tiempo-frecuencia. A estas transformaciones

se les conoce como transformadas de Gabor.
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3.2.1. Transformada discreta de Fourier de tiempo-corto

Un operador de traslacién 7 aplicado a una sefial x € R" se representa por:
(Trx)[n] = x[n — kl, 1<n,k<N. (3.3)

Un operador de modulacién M,,, aplicado a una sefial z € R” se representa por:
(Mpz)[n] = x[n]e2™mm/N, 1<n,m<N. (3.4)

La funcién del operador de traslacion es hacer corrimientos de £ muestras a la sefial x. El
operador de modulacion se encarga de modular la senal = a una frecuencia discreta m/N.

Se puede definir un operador de corrimiento tiempo-frecuencia concatenando los ope-
radores de traslacion y modulacién, de forma que aplicado a una sefial g se representa

como:
(MuTig)ln] = gln — K™, 1< m,k,n < N. (3-5)

Si la sefial g es una ventana, entonces una coleccion de ventanas con corrimientos tiempo-
frecuencia {M,,Trg : 1 < m,k < N} se le llama una base localizada de Fourier.

La transformada discreta de Fourier de tiempo-corto (STFT, por sus siglas en inglés)
V, : RN — CM*¥, es una forma de representacion de sefiales en un plano tiempo-

frecuencia a partir de la base local de Fourier. La STFT opera de la siguiente manera:

Voo = (2, My Trg), 1<m,k<N; (3.6)
N-1

c(m, k) = z[n]gln — k]e>imn/N, 1 <m,k<N. (3.7)
n=0

En la matriz c, el indice m se refiere a la frecuencia sobre la cual se posiciona la ventana
g. Por otro lado, k se refiere al tiempo sobre el cual se centra la ventana para realizar el

analisis.

3.2.2. Transformada discreta de Gabor

La STFT, ecuacion li tiene redundancia N, ya que representa una sefal x € RN

como una matriz ¢ € CN*V_ Una versién submuestreada de la Transformada de Fourier



26 Capitulo 3. Diccionarios

de Tiempo-Corto se le conoce como transformada de Gabor. Por lo tanto, la transformada
de Gabor representa a una sefial € R en términos de un conjunto submuestreado de
ventanas trasladas y moduladas.

A una coleccién submuestreada de ventanas trasladas y moduladas ¢ € RY se le

conoce como un sistema de Gabor o de Weyl-Heisenberg y se define como:
(M Thag : 1 <m < M,1 <k <K}, (3.8)

donde N = Mb = Ka.

En este contexto, a representa un desplazamiento en el tiempo, mientras que b un
desplazamiento en frecuencia; N y K representan el nimero de desplazamientos en tiem-
po y en frecuencia, respectivamente. De forma que la transformada discreta de Gabor,
G : RY — CM*K ge encarga de representar a una sefial en términos de los elementos de
un sistema de Gabor.

La transformada de Gabor aplicada a una sefial x € R" opera de la siguiente manera:

(2, My Trag), l<m<M1<k<K,; (3.9)

—_

Gu
c(m, k) = z[n]g[n — ka]e?mmbn/M 1<m<M1<k<K. (3.10)

n=

La transformada discreta de Gabor mapea una sefial + € RY a una matriz ¢ €¢ RM*EK

de coeficientes de Gabor. La redundancia de la transformacioén se define como la relacion

%. Para los valores de a = b = 1 la transformada de Gabor es equivalente a la STFT.

3.2.3. Frames de Gabor

En dlgebra lineal, un frame de un espacio vectorial de dimension finita V' es una co-
leccion de elementos {v; : i € 1 < i < N} deV, que generan a V' y que son linealmente
dependientes. Un frame, a diferencia de una base, no tiene unicidad de coeficientes a la
hora de hacer la expansion de un elemento de v € V' como combinacidn lineal de los
elementos v;. Se puede decir que un frame es una base sobre completa o redundante, dado

que se podrian remover elementos y el espacio generado seguiria siendo el mismo.

Definicion 4. Cualquier espacio vectorial de dimension finita con producto interno es un
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espacio discreto de Hilbert, H. Una coleccion de elementos {v; : 1 < i < N} C H se le
llama un frame de H si existen cotas A > 0y B > 0, tal que para todo v € H se cumple
que:

N
Alol* <Y (v, 0> < B, (3.11)

=1

La ecuacion garantiza que cualquier v € ‘H se puede escribir como una combinacion
lineal de los elementos del frame. Si un sistema de Gabor satisface la condicién del frame
(3.11)), entonces se le conoce como un frame de Gabor. Ademas, si se tiene que A = B, a
este sistema se le llama frame angosto de Gabor.

Si N vectores forman un frame para un espacio de Hilbert de dimension K, tal que

N

N > K, entonces la redundancia del frame se define como la relacién e

Un frame de andlisis S : H — H opera sobre una sefial = de la siguiente manera:

N
Sz = Z(w, Vi) V;; (3.12)
i=1
permite representar la sefial como combinacion lineal de los elementos del frame. El frame
se puede representar en forma matricial, fijando cada v; como un vector columna de la
matriz.
La caja de herramientas conocida como LTFAT [39] es una libraria para MATLAB que

contiene métodos para la facil manipulacion de los frames.

3.3. Aprendizaje de diccionario

El aprendizaje de diccionario consiste en encontrar al diccionario que mejor represente
un conjunto de sefiales de prueba X = {z; € RY : i € 1 < i < L}. Es de esperarse
que mientras mas sefiales se utilicen para el entrenamiento, sea mas probable que ese
diccionario pueda representar de forma dispersa otra sefial de la misma clase.

Los elementos de este conjunto de entrenamiento se organizan como vectores columna
de una matriz de entrenamiento X € RY*Z. A su vez, el cédigo disperso de cada uno de
los elementos del conjunto se organiza como vectores columna de otra matriz Z € RE*F,

tal como se ilustra en la Figura[3.1]
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Senales Entrenamiento Diccionario Codigo Disperso

NxL

KxL

Figura 3.1: Modelo matricial del aprendizaje de diccionario.

El problema de aprendizaje de diccionario se puede modelar como un problema de
optimizacién con respecto al diccionario D y el cédigo disperso Z. El algoritmo de opti-
mizacion debe elegir entre el compromiso de minimizar alguna condicién de dispersion y
mantener pequefio el error de representacion.

Si se desea encontrar el diccionario que lleva al menor error de representacion, siem-
pre y cuando los elementos de Z son S-dispersos, el problema se plantea de la siguiente
manera [38]:

17131151 |IX —DZ||3 talque Vi, |zllo <S. (3.13)

Si se desea encontrar el diccionario que induce la mayor dispersion, siempre y cuando el
error de representacion este acotado por e, el problema se plantea de la siguiente manera
[38]:
, ) . 2
%}?anzno talque |X —DZ|2 <e. (3.14)
(2

3.3.1. Algoritmo K-SVD

A continuacion se presentan de forma resumida las ideas detrds del algoritmo de K-
SVD, que es un algoritmo para el aprendizaje de diccionario. Existen otros algoritmos que
realizan la tarea, pero el de K-SVD es de los que permiten una convergencia en menor
tiempo. Si el lector requiere profundizar en los detalles del algoritmo se le invita a leer la
publicacién [40].

El algoritmo trabaja con la representacién (3.13)) y resuelve el problema en dos etapas.
La primer etapa consiste en fijar el diccionario D tal que se optimiza la matriz de coefi-

cientes Z en el sentido ¢;. La segunda etapa consiste en actualizar cada uno de los T, a



3.3. Aprendizaje de diccionario 29

Algoritmo 1: Algoritmo de K-SVD [40]
Tarea: Resolver el problema de optimizacion:

%u’gHX—DZH% talque Vi, |zilo < S

Inicializacién: Diccionario inicial D(®) € RV*E  con dtomos normalizados. J = 1.
Repetir hasta que se cumpla la regla de paro:

¢ Representacion dispersa: Resolver el siguiente problema para cada z;.

Vi e Zy, min ||.’131 — ’Dzzﬂg tal que HZZ”O <S5
2

e Actualizacion de diccionario: Actualizar cada columna k € Z g de D/—1) mediante:

- Almacenar los indices de las sefiales que usan este 4tomo:
w = {i : 2[i] # 0}
- Calcular el error de representacién Ej;:
Bp=X-) Wz
Ji#k

- Restringir Ej, escogiendo solo las columnas indexadas por wg, obteniendo EfF.

- Descomposicién SVD: Eff = UAVT.

- El k-ésimo 4tomo se actualiza por la primer columna de U'. xg se actualiza por la primer
columna de V multiplicada por A(1,1).

e Incrementar J: J = J+1.

la vez, manteniendo fijos los demds. De este modo se encuentra un 4tomo y en paralelo el
algoritmo actualiza sus coeficientes de tal manera que se minimiza el error de representa-
cion, lo que acelera la convergencia a un minimo. Esta es la razon principal por la que se
decidi6 utilizar el algoritmo de K-SVD para el aprendizaje de diccionario, dado que hay

otros métodos que fijan Z mientras actualizan D.

El algoritmo comienza encontrando una matriz Z inicial. El error de representacion
total, || X —DZ||3, se puede reescribir como una suma de los L errores de representacion de
cada sefal. Por lo tanto, la optimizacion se puede separar en L problemas independientes
de la forma:

Hﬁn |z; — Dzl;  talque  ||zillo < S (3.15)
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El problema de encontrar el vector z; que sea S-disperso se puede resolver por medio del
algoritmo de “basis pursuit” que se introdujo en la seccion 2.2.3]
Posteriormente, el algoritmo procede a actualizar el diccionario. Para ello el producto

DZ se debe descomponer en la suma de A matrices, como se muestra a continuacion:

IX —DZ|; =|IX - Z%ZTII%

ZWT — Urzpl3;
J#k

= || B — k|2, (3.16)

En este caso el término FEj, representa el error correspondiente debido a £ — 1 dtomos. El
término 2% corresponde a la k-ésima fila de Z y su producto con @k representa al error del
k-ésimo atomo. Si el ultimo término es libre de cambiar, entonces actualizarlo de forma
que aproxime a Ej minimizar4 el error.

La estrategia para ello es encontrar cuales sefiales del conjunto de entrenamiento utili-

zan este dtomo y sus indices se almacenan en un conjunto wy:
wy={i €1<i<L:25(i)#0}. (3.17)

Se define una matriz §2; de tamafno L X |wg|, con unos en las (wy(7), 7)-ésimas posiciones
y ceros en las demds localidades. El producto 2% = 2k}, almacena sélo las posiciones
distintas de cero de 2%, dando como resultado un vector de longitud |wy|. De igual forma,
el producto E}! = F.€, crea una matriz de tamafio N X |wg|, correspondiente al error
proporcionado por las sefiales de entrenamiento que utilizan el &tomo .

De forma que la ecuacién (3.16) se puede reescribir como:
1B — drzpll3 = 1 EE — dzg3: (3.18)

Una descomposicion de valores singulares (SVD, por sus siglas en inglés) descompone el
término EF en su forma UAVT. El 4tomo actualizado iy, se define como la primer colum-
nade U, y el vector de coeficientes 2% se define como la primer columna de V multiplicada

por A(1,1). El SVD permite que las columnas de D permanezcan normalizadas.



Capitulo 4
Demodulador aleatorio

Este capitulo presenta el demodulador aleatorio (DA) y sus principios bésicos de ope-
racion. El DA es una arquitectura de sub-muestreo utilizada para adquirir sefiales dispersas
y limitadas en banda.

Su principal ventaja es que evita el muestreo a alta frecuencia, con el costo de que ya
no es posible reconstruir la sefial analdgica a partir de la férmula de interpolacién (L.I).
La informacién para reconstruir la sefial analdgica se encuentra codificada dentro de las
muestras de una forma diferente, por lo que el algoritmo de reconstruccion debe cambiar.
El algoritmo de reconstruccién toma ventaja de la dispersion de la sefial. Por lo tanto, el

MC juega un papel fundamental para la decodificacion de las muestras.

4.1. Introduccion

4.1.1. Motivacion

Se desea adquirir una sefial con muy grande ancho de banda utilizando un CAD a
baja frecuencia, tal que f; << f,,,. El muestreo a baja frecuencia causa el fenémeno de
aliasing. Que quiere decir, que dos sefiales con frecuencia f;,, y fin + fs/2 producen el
mismo conjunto de muestras.

El problema se transforma en que dadas dos senales distintas z(t) y z’(¢), con fre-
cuencias fi, y fin + fs/2, den conjuntos de muestras diferentes después de haber sufrido

aliasing, esto es, x(nTs) # 2'(nTs). La estrategia es modificar las sefiales antes de la ad-

31
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quisicion. Sumarle a las sefiales una sefial conocida no es una estrategia viable debido a la
linealidad del proceso de muestreo. Es mejor multiplicar las sefial con una sefial conocida
¢(t). A la sefal ¢(t) se le conoce como secuencia de fragmentacién. Desafortunadamente,
no es posible sélo con la multiplicacion, puesto que se requiere que las muestras contengan
informacién entre (n — 1)7y y nTs.

Considere que las muestras correspondientes a z(¢) y 2/(¢) quedan dadas por y[n] =

y(x(t)) y ¥'[n] = y(2'(t)) respectivamente, de acuerdo al siguiente modelo:

yln] = /( et .1

n—1)Ts

donde h(t) se conoce como la respuesta impulso del integrador.

Suponga el caso de un integrador ideal, con A(t) = 1. Entonces, la diferencia entre las

muestras
ol =yl = [ (alt) — ') el 42)
(n—1)Ts
= ((z —2),0), (4.3)

se puede visualizar como un operador lineal ((z — '), ¢). De manera que y[n| = 3/[n], si ¢
estd en el espacio nulo de este operador. Por definicion, x # 2/, de manera que el operador
((x — a'),¢) # 0y existe un complemento al espacio nulo. Si se escoge una funcién
aleatoria c(t), es casi seguro que no se encontrard en el espacio nulo de este operador y

por lo tanto y[n| # v/'[n] [22].

4.1.2. Estado del arte

El DA se conceptualiz6 en 2005 [41] y los trabajos preliminares [[18H20]]. Se asumen
sefiales sinusoidales a la entrada con tonos dentro de la red creada por la DFT. En los
trabajos se consideran algunas no-idealidades como jitter en el mezclador y un polo en el
integrador.

El trabajo de [42]] consta de un disefio multi-canal con aplicacién en sensado espectral
para radios cognitivos. Utilizan el algoritmo de “Orthogonal matching pursuit” y demues-

tran la viabilidad del método con simulaciones en MATLAB, reconstruyendo tonos dentro
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de la red con frecuencia variable.

El articulo [21] llamado “Beyond Nyquist” es un trabajo principalmente tedrico y bas-
tante influyente. Su principal resultado es la demostracién de que el DA sigue una curva
de transicion de fase consistente con los resultados de Donoho y Tanner para matrices de
sensado de Bernoulli. A continuacién se enuncian dos teoremas tomados de ese articulo

que son de relevancia para este trabajo:

Teorema 3. (Reconstruccion sin ruido de seiiales aleatorias dentro de la red, [21|]): Su-
ponga una sefial x[n], que se define como las muestras a frecuencia de Nyquist de una
sefial analdgica x(t), con K tonos dentro de la red, y que son elegidas de forma aleatoria.
Esto implica que & = DFT(z[n]) tiene a lo mds 2K coeficientes distintos de cero. Supon-
ga que las componentes de T distintas de cero tienen amplitudes arbitrarias. Entonces,
para un DA de un canal con una secuencia binaria pseudo-aleatoria de elementos i.i.d de

Bernoulli y frecuencia de muestreo
fs > C(K log B + log® B), (4.4)

tal que f,|B, se tiene que, excepto con una probabilidad O(B™'), el algoritmo de “basis
pursuit”, @, recupera la sefial x[n] de forma exacta a partir de las muestras adquiri-
das por el DA, y = ®x. Donde C' es una constante independiente de By K, y ® es una

matriz que modela al DA.

Teorema 4. (Reconstruccion con ruido de sefiales arbitrarias, [21]): Dada una SBPA fija

y un DA de un canal, con frecuencia de muestreo
fs > CKlog®(B), (4.5)

tal que f,|B. Entonces, excepto con una probabilidad O(B™'), se puede estimar la sefial
x[n] a partir de las muestras y = ®x + ), con el algoritmo de “basis pursuit denoising”

de pardmetro € = ||n||2 con un resultado que satisface:

. , 1
I — 2l SCmaX{e,\/—FIIX—XKHl} (4.6)

donde X es la mejor aproximacion K-dispersa a X.
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Se puede interpretar el Teorema |3, como que la mayoria de las SBPA sirven para
adquirir la mayoria de sefiales, siempre y cuando f, sea lo suficientemente grande. De
forma que mientras se seleccione la SBPA de forma aleatoria, la reconstruccion es casi

seguro que ocurra.

El Teorema [ dice que x no tiene que ser exactamente /-disperso para poder ser
recuperado. De hecho, una adecuada reconstruccion ocurrird siempre y cuando la DFT

sea comprimible o aproximadamente dispersa.

Los trabajos mas recientes que estudian la arquitectura reportan aplicaciones en la
adquisicion de senales de radar [22]], no idealidades [43, 44] y algunas modificaciones

menores [45]].

4.2. Consideraciones de diseno

4.2.1. Modelo de la senal

La idea de un modelo de sefial es representar sefiales que comparten ciertos parame-
tros, a través de un mismo modelo matematico. El DA no es una arquitectura adecuada
para el sub-muestreo de cualquier sefial, por lo que se enfoca su estudio a un modelo

especifico adaptado a las sefiales fotoacusticas.

El DA opera en un intervalo de tiempo [0, T'], de forma que la sefial se debe de poder
caracterizar por completo en ese rango de tiempo. Esto solo es posible si z(t) es periddica
con periodo 7' o se atentia fuera de una ventana de duracién 7'. Como segunda caracteristi-
ca, se asume que las sefiales son limitadas en banda en el rango [k f,.4/2, k fnye/2], con
k > 1. Debido al principio de incertidumbre una sefial no puede tener soporte compac-
to en tiempo y frecuencia, de forma que se considera la extension periddica de la sefial

fotoacustica con periodo 7.

Suponga la version muestreada de x(t), dada como z[n| = x(nTky,,,) con Tyy, = =
ﬁ. El hecho de que xz(t) sea de soporte compacto implica que la sefial se puede adquirir
completamente con N = T'/T}, . muestras. Ademds, el hecho de que se considere a x(t)

una sefial periédica implica que su espectro es discreto y coincide con la DFT de z[n]. De
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Integrador E Muestreo y retencién Cuantizacion E
2(t)-c(t) ! K |
! |
x(t) —»@—» E E > Y [ﬂ]
C(t)[ : |
Generador de ADC
numeros i<— Semilla

pseudoaleatorios

Figura 4.1: Diagrama a bloques del demodulador aleatorio.

forma que z(t) se puede expresar como

N
() = % S d{kJeT, @.7)
k=1

De aqui en adelante se considera la operacién del DA solamente con sefiales que cumplan

con ser:
s Limitadas en banda
n Periddicas

= Dispersas en algtn diccionario

4.2.2. Arquitectura

En la seccién {.1.1] se presentd una estrategia que permite hacer sub-muestreo de
senales evitando aliasing. La metodologia consiste en multiplicar la sefial por una se-
cuencia aleatoria, integrar la sefial mezclada para obtener informacion entre muestras y
muestrear a baja frecuencia. De forma que la arquitectura necesita realizar tres operacio-
nes bésicas: mezclado de senales, integracion y muestreo. Todos estas ideas se plasman en

la arquitectura que se muestra a nivel de bloques en la Figura[4.1] [18-22].

Secuencia de fragmentacion

La secuencia de fragmentacién es parte del algoritmo de reconstruccion, por lo que

la senal c(t) debe ser conocida e implementable. Para este trabajo se elige ¢ como una
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secuencia de bits pseudo-aleatoria que conmuta entre valores +1 y —1. Esta secuencia
cambia a una tasa multiplo de 7,,,, ya que la resolucion de la sefial después de la recons-
truccion es proporcional a la tasa de c. La implementacion consiste en generar una sefial
continua a partir de la SBPA. Los registros de desplazamiento con realimentacién lineal

son una tecnologia conocida y bien estudiada para generar SBPA [46].

Mezclador

Un mezclador es un dispositivo cuya salida es igual al producto de dos o mas senales de
entrada. Los mezcladores toman ventaja de las no-linealidades de los diodos y los transis-
tores para multiplicar las sefiales. Sin embargo, también generan armonicos en multiplos
de las frecuencias de las sefiales de entrada, por lo que la salida presenta distorsiones que
se deben de corregir a la hora del disefio.

Posiblemente, lo mas recomendable es utilizar un circuito de amplificadores operacio-
nales. Dado que la naturaleza de c(t) permite que el proceso de mezclado solo cambie o

mantenga la polaridad de z(t).

Integrador

La siguiente etapa del dispositivo es la integracion. Es ampliamente conocido que los
capacitores pueden realizar esta funcion. Un capacitor tiene un tiempo de carga y descarga.
Si estos tiempos son muy cortos, entonces la integracion es algo similar a una muestra
puntual y se pierde informacion necesaria entre muestras.

Visto en el dominio de la frecuencia, un integrador ideal tiene una funcién de transfe-

rencia dada por:

1
H(s) = -. (4.8)
s
Un capacitor es un filtro de un polo con funcion de transferencia:
H(s) = — 9
s) = . .
s+a

En el caso ideal se atentian todas las altas frecuencias. En el caso del capacitor, esta funciéon
tiene un polo a una frecuencia de a [Hz]. Esto quiere decir, que todas las frecuencias antes

del polo tienen una respuesta plana. En el caso extremo, una respuesta completamente
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plana significa que h(t) = 0(t), lo que es equivalente a un muestreo puntual. Por lo tanto,

la localizacién del polo es un factor determinante para el desempefio del sistema.

4.3. Modelado del sistema

El DA es un sistema que mapea una sefial continua a una secuencia de muestras. En
un caso ideal, el sistema es lineal y de dimension finita, de forma que su comportamiento

se puede modelar en forma matricial. Existen dos motivos para modelar el sistema:
= Generar mediciones realistas para realizar experimentos.
= Construir una matriz de sensado ® para los algoritmos de reconstruccion.

En esta seccion se construye un modelo matricial que describe el funcionamiento del DA
para sefales dentro del modelo. Ademads, se discuten algunas restricciones que impone

este modelo sobre los parametros del operacion del DA.

4.3.1. Modelos analiticos

El Teorema 2] (seccién2.2.4) dice que cualquier matriz aleatoria con elementos i.i.d. de
una distribucién signada de Bernoulli, es una buena matriz de sensado capaz de satisfacer
la RIP con cualquier base ortogonal. Los diccionarios de Gabor y los aprendidos no son
bases ortogonales al ser redundantes; esto implica que la teoria del MC no se puede aplicar
de manera directa. En la seccién [4.5] se discute trabajo reciente que ayuda a adaptar los
resultados del MC a diccionarios redundantes.

Las matrices aleatorias son buenas matrices de sensado aun con diccionarios redun-
dantes. De forma que el objetivo del DA, es tener un desempefio lo mas parecido posible
a una matriz aleatoria de Bernoulli.

El modelo a la salida del integrador esta dado por:

(1))

y(t) = h(t) * (z(t)e
/ z(T)c(T)h(t — T)dT. (4.10)
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El sistema es causal, es decir, h(t) = 0 parat < 0. De forma que la integral de convolucién
puede ser calculada de [0, co|. La respuesta impulso h(t) del integrador se discuti6 en la
seccién Su modelo es:

m Caso ideal

1 t>0 1
h(t) = u(t) = { - , H(s)=L(h) = -, “4.11)
0 otro caso S
= Integrador de un polo
e~ t>0 1
h(t) = - , H(s) = L(h) = ) 4.12
(®) {0 otro caso (5) () s+a ( )

La arquitectura es lineal e invariante en el tiempo (LIT) hasta la etapa de integracién. El
proceso de muestreo periddico hace que se pierda la invarianza en el tiempo. Sin embargo,
restringido a un periodo de muestreo, el sistema es LIT. De forma que la m-ésima muestra

queda dada por:
mTs

ym] = /( (1) e(t)h(mT, — t)dt. @.13)

m—1)T
El efecto de una SBPA que oscila a tasa AT es cambiar o mantener la polaridad en inter-
valos de duraciéon AT de una sefal analdgica x(t). Si se utiliza la representacion discreta
c[n] de la secuencia, entonces, el n-ésimo elemento de ¢ corresponde a la polaridad de =(t)
en intervalo [RAT, (n + 1)AT]. Con esta informacién se descompone la ecuacion (4.13))

como la suma de integrales:

mNs—1 (n+1)AT
yml= > cn] / z(t)h(mT, — t)dt, (4.14)
n=(m—1)N, nAT

donde N es la cantidad de pulsos de ¢(t) o muestras de c[n] correspondientes a un inter-

valo de duracién 7. Esto lleva a la primer consideracion sobre los parametros de disefio.

» T,|T. De esta forma toda la informacién correspondiente en el intervalo [0, 7] se
almacena en las M muestras adquiridas; de lo contrario, la Gltima muestra requiere

informacién mas alla de 7.
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» AT|T;. Asi se garantiza que N es un entero y todas las muestras adquieren la misma

cantidad de informacion de x(t).

Con el fin de construir un modelo matricial se debe resolver la integral. En el caso del

integrador ideal existen dos estrategias:

= ]a representacion exacta
zn| = / x(t)dt; (4.15)

= ]a aproximacion en cuadratura de la integral

(n+1)AT
x[n] = / x(t)dt = z(nAT). (4.16)
nAT

Sea cual sea la resolucidn, la ecuacién (4.14) se simplifica al modelo:

mNg—1

yml = > cnlan], (4.17)

n=(m—1)Ng

que en forma matricial se expresa como
y = dx. (4.18)

Las resoluciones y asumen h(t) = 1, algo imposible de obtener en la practi-
ca. Se puede construir un modelo mas general que contempla otros valores para h(t). Este
modelo se construye contemplando el modelo de sefial estudiado en la seccion 4.2.1] El
modelo de sefal contempla que x(t) se puede aproximar a partir de N de sus mues-

tras, lo que implica que x(t) se puede representar de forma exacta mediante su DFT.

Sustituyendo el modelo de sefal en la expresion (4.14), se reduce a la forma

ylm] = &[klon[k], (4.19)
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donde

m

Ns—1 (n+1)AT
Omlk] = > dn] / 2T B (T, — t)dt. (4.20)
(m—1)N, n

1
N a7
En calculo de ¢,,, s6lo requiere realizar integrales definidas de exponenciales. Si el integra-
dor es ideal, entonces h = 1. Si los polos y ceros son conocidos, i se expresa en términos
de exponenciales, de forma que la integral es muy similar.

Se puede construir una matriz ® px colocando cada ggm como una de sus filas, por lo

tanto, el modelo se puede expresar en forma matricial como

Esta matriz opera en el dominio de la DFT. Una matriz que opere en el dominio del tiempo

se puede construir a partir de ® ppp como
O = OpprF, (4.22)

donde F es la matriz de la DFT.

4.3.2. Modelo matricial numérico

La tnica no idealidad considerada en los modelos de la seccion es el polo en
la integracion. En esta seccidn se construye lo equivalente a una respuesta impulso para
obtener una matriz de representacion ¢ mas realista del sistema.

Suponga el DA como una caja negra. El sistema opera sobre la entrada x(¢) proporcio-
nando a su salida las muestras y[n]. Dado que z(t) se puede caracterizar a partir de N de
sus muestras, entonces la entrada se considera de dimension finita V. El sistema se asume

lineal, por lo tanto se puede visualizar como una transformacion lineal

T:RY - RM, (4.23)

El objetivo es construir la matriz & € RM*¥V

que representa al operador 7T, tal que
T(x) = ®z. La teoria del édlgebra lineal dice que dicha matriz ¢ se puede construir a

partir de conocer la respuesta del sistema a un conjunto de N vectores linealmente inde-
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pendientes. Tradicionalmente se realiza esta tarea alimentando al sistema con funciones
impulso para obtener la llamada respuesta impulso. En el caso del DA una funcién im-
pulso no esta limitada en banda por lo que es una sefial fuera del modelo. Si se utiliza la

expansion (4.7)y las propiedades de las transformaciones lineales, se tiene que

(

T(z) =

<
=] =

N
Z 3 [k?] eiZﬂ'k:t/T)
k=

1

2|

WE
=

[k']T (eiQﬂ'kt/T)

e
Il
—

I
=] -
WE

#[k] (T (cos(2rkt/T)) + iT (sin(2rkt/T))) (4.24)

i

1

Esto construye una matriz ¢z que opera en el dominio de la frecuencia. Asi que para
obtener su representacion en el dominio del tiempo, ¢, la matriz @1 se debe de in-
vertir de acuerdo a la transformacion (4.22)). De esta manera se puede construir la matriz
numéricamente al conocer la respuesta del sistema a funciones seno y coseno dentro de la
red. Aunque cada funcion base requiere de dos mediciones, la naturaleza real de z(¢) hace
simétrico el espectro, de forma que se puede calcular la matriz a partir de N mediciones.
Como una manera de validar que el modelo es adecuado, se deben de verificar las

siguientes dos condiciones:

» dada una senal fotoacustica conocida x, las muestras y = 7 () son consistentes con

las mediciones ®z;

= ]a reconstruccién & aproxima bien a una sefial fotoacustica conocida x a partir de

las muestras y = T (z).

4.4. Numero de canales
Suponga un sistema que se representa con la matriz

-1 -1 11 00 0 O
D = . (4.25)
0 000 -11 -1 -1
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El sistema representado por ® adquiere dos muestras en un intervalo de operaciéon 1" =
2T;; recordando que ' = NAT y Ty, = N,AT. Cada fila de ® corresponde a una muestra,
de forma que para obtener mas muestras se debe incrementar el nimero de filas. Para ello

se sugiere utilizar alguna de las siguientes dos estrategias:

= muestrear con mayor frecuencia, lo que implica reducir 7;

= utilizar arquitecturas de DA que operen en paralelo.

Suponga que se decide la primer estrategia, y se reduce 7's a la mitad. Esto implica que se

toman el doble de muestras, tal que la matriz queda representada por

-1 -1 0 0 0o 0 O
0 011 0o 0 O
O = (4.26)
0o 000 -11 0 0
0o 000 OO0 -1 -1

En general, esta no es una buena estrategia. Reducir los tiempos de muestreo implica
que las matrices tienden a una matriz identidad, sin embargo, el objetivo del sistema es

aproximar a una matriz aleatoria de Bernoulli.

La segunda solucién considera canales adicionales. Esto implica utilizar K arquitec-
turas de DA en paralelo, como se muestra en la Figura[4.2] Considere el sistema dado por
y suponga que se le anexan dos arquitecturas en paralelo. De manera que la matriz

@ del nuevo sistema es de la forma

-1 -1 1 1 0 O 0
1 1 -1 1 0 0 0
o -1 1 1 -1 0 O 0 4.27)
0 0 -1 1 -1 -1
o o o 1 1 -1 -1
o 0o o 1 -1 1 1

Los canales adicionales ofrecen mas muestras, dadas como
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mezclador
/ ADC —-yj[ﬂ]
SBPA
mezclador
/ ADC |[—— J_,[n]
sefal de
entrada
e SBPA
x(t)
. .
- -
L ] L]
SBPA

/ ADC _.yk[?z]

mezclador

Figura 4.2: Arquitecturas de DA operando en paralelo.

T
M=K—
T

N

= K—. 4.2
N (4.28)

El efecto de agregar canales es que, a largos periodos de tiempo, la matriz del sistema
cambia de una identidad a una de bloques de Bernoulli. Si la cantidad de muestras por
unidad de tiempo que se debe de adquirir es fija, aumentar el niimero de canales permite
reducir la frecuencia en cada CAD, de forma que la matriz es exactamente Bernoulli. Para
fines practicos el ndmero de canales debe estar limitado, de forma que nunca se puede

representar el sistema exactamente como una matriz de Bernoulli.

4.5. Reconstruccion

En esta seccion se explica como decodificar las muestras adquiridas por el DA utili-
zando los conceptos de la seccién[2.2.3]

El objetivo es encontrar la mejor solucién z a partir de las muestras y = Px + z.
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Una estrategia es representar la sefial x mediante una base de dispersion W, de forma
que se puedan utilizar las férmulas de reconstruccién y (2.21)). La teoria del MC
y sus formulas de reconstruccion estan desarrolladas para diccionarios ortogonales; sin
embargo, la sefal fotoacustica sélo es dispersa en diccionarios redundantes.

El articulo [47] presenta una adaptacion a las férmulas de reconstruccion del MC de
forma que se pueda trabajar con diccionarios redundantes. Se presenta una férmula de
sintesis y analisis para los problemas de minimizacion ¢;. Sea W el mapeo que sintetiza la

sefal x = Wa. Sea U* el mapeo de andlisis, tal que V*zx = «.

» [a férmula de sintesis realiza una reconstruccion resolviendo:

min [|a|; talque  [[PVa —y| <e. (4.29)

m [a formula de analisis realiza una reconstruccion resolviendo:

min [ V7| talque ||z — vy, <. (4.30)

En general, los dos programas no son equivalentes. Dado que si z = Va, no es necesaria-
mente cierto que U*x = . Parte de este trabajo utiliza frames de Gabor (seccion [3.2.3),
en este contexto W seria el frame y V* el frame dual.

No existe mucha investigacion sobre el uso de la formulacion de andlisis. Resultados en
(22, 48H50]] reportan que el problema de analisis reconstruye sefiales con mejor efectividad
que sintesis en casos de diccionarios redundantes. En [47] se muestra que el problema de
andlisis tiene propiedades tedricas muy similares al problema de sintesis, en particular las
propiedades de la RIP para matrices aleatorias.

Para resolver el problema de sintesis, en este trabajo se hace uso de el software “¢y M agic”
[S1], aunque existe una gran variedad de algoritmos reportados [52]. El problema de anali-

sis solo se encontr implementado en dos algoritmos:
= NESTA [53];
= C-SALSA [54].

Para este trabajo se utiliza el algoritmo NESTA, reportado en la tesis de Becker para

reconstruir pulsos de radar con el DA [22].



Capitulo 5
Simulaciones y resultados

En este capitulo se reportan los experimentos y simulaciones realizados durante este

proyecto. El capitulo se divide en tres partes:
= Descripcion del conjunto de datos
= Representacion dispersa de las sefales fotoacusticas
= Desempeiio de la arquitectura

La primera parte muestra los conjuntos de datos a utilizar para la realizacion de experi-
mentos. La segunda parte se centra en las metodologias descritas en el capitulo [3]y se re-
porta el desempefio de diversos diccionarios para la representacion dispersa de las sefiales
fotoacusticas. La ultima seccion se centra en DA presentado en el capitulo 4, se presen-
tan detalles sobre su simulacién y se muestran resultados del desempeio sobre diversas
sefiales fotoacusticas.
El desempefio de las reconstrucciones se cuantifica con una variacion del error cuadrati-
co medio (RMSE, por sus siglas en inglés), que se define como:
RMSE(z) = lz = oflo. (5.1)
[[zo]l2
donde z es la reconstruccion y xz es la sefial original o que se intenta aproximar. La razén
de utilizar esta métrica es la consistencia con la literatura existente y el beneficio de que

su valor se mantiene tanto en el dominio del tiempo como el de la frecuencia.

45
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5.1. Conjunto de datos

El conjunto de datos a utilizar consta de sefiales experimentales y sintéticas. Las
sefnales experimentales son producidas por un sensor fotoacustico, mientras que las sintéti-
cas se crean a partir de un modelo que emula la respuesta de un sensor ideal. Las sefiales
ideales no se encuentran en la practica, sin embargo, son Uutiles para cuantificar limites de
operacion en la arquitectura, que se debe desempeinar de forma adecuada ante cualquier
sefal fotoacustica. Ademds, con las sefiales sintéticas se tiene control de pardmetros, al-
go dificil de tener con las sefiales experimentales, donde apenas se estdn realizando los

primeros estudios sobre las propiedades de la sefial producida por los sensores [2]].

Las senales experimentales se obtuvieron de un sensor fotoacustico de respuesta rapida
reportado en [2]. Se adquirieron 140 senales divididas en dos grupos acorde a la ventana de
tiempo que se utilizé en la adquisicidn, de forma que varia el nimero de muestras. Todas
las sefiales se adquirieron con un osciloscopio Tektronix modelo MSO 3014, de frecuencia
de muestreo de 2.5 GS/s (25 veces superior a la tasa de Nyquist). La adquisicion captura
ruido fuera de la banda de respuesta del sensor, por lo tanto, el conjunto de datos se filtr6 en
MATLAB con un filtro pasobajas de orden 20 y frecuencia de corte de 50 MHz. Todas las
sefnales adquiridas son distintas y el tiempo de arribo para cada sefial nunca es el mismo,
efecto inherente a trabajar con altas frecuencias provocando asincronias en el trigger de
adquisicion.

Para realizar pruebas se seleccionaron cinco senales de forma aleatoria de cada conjun-
to. El resto se utiliza para entrenar los diccionarios (seccion[5.2). A cada seiial se le asocia
un c6digo que comienza por la letra E (de experimental), seguido del nimero de muestras
y el nimero de sefal precedido de un guién. De forma que la sefal con el cédigo “E512-3”
corresponde al tercer elemento del conjunto seleccionado de sefiales experimentales con
512 muestras, esto con el fin de reportar resultados en las secciones posteriores y facilite la

asociacién con su sefial correspondiente. La Figura [5.1| muestra las sefiales seleccionadas.

Las sefiales sintéticas se crearon a partir del modelo de derivada de una funcién de

d 1 —12 —t —¢2
J— 620-72 = —eﬁ 5.2
dt (0 2m ) o3/ 2 (5-2)

Se consider6 como afecta a las sefiales reales de tiempo de arribo, de forma que cada

Gauss:

pulso sintético aparece en distinto tiempo. El modelo depende de un parametro o, que se
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Seniales experimentales con 512 muestras Sefiales experimentales con 256 muestras
0.04 \ \ \ \ 0.04 \ - - \ \
———— Seifial "E512-1" ———— Seiial "E256-1"
ek e
0.03 —eed | 0.031 —|
0.02+ 0.02¢
2. 2.
© ©
2 001} 2 0.01F
Q. Qo
£ (S
< <
0 0
-0.01r -0.01¢
-0.02 ‘ : ‘ : -0.02 ‘ ' ' ‘ :
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0 0.02 0.04 006 0.08 0.1
Tiempo [us] Tiempo [us]
(a) Conjunto E512 (b) Conjunto E256

Figura 5.1: Sefiales reales seleccionadas. Conjuntos: E512 y E256.

calcul6 utilizando la transformada de Fourier del modelo, verificando a cual valor de o la
funcién estd limitada en banda a 50 MHz. De acuerdo a la figura[5.2]este valor corresponde
ac=1x10"8

Al igual que el conjunto experimental, se generaron 140 sefiales sintéticas, andlogas
en pardmetros a las experimentales, de forma que también se clasifican en dos grupos.
Para realizar pruebas se seleccionaron cinco sefiales de forma aleatoria de cada conjunto.
El resto de sefales se utiliza para entrenar los diccionarios. A cada sefial se le asigna un
codigo, que comienza por la letra S (de sintéticas), seguido del nimero de muestras y el
nimero de sefial precedido de un guién. La Figura[5.3] muestra las sefiales seleccionadas.

Fue necesario trabajar con versiones decimadas de las sefiales, ya que el algoritmo de
aprendizaje de diccionario requiere mas elementos de entrenamiento que la dimensién de
las sefiales (seccién [3.3)). Las sefales se decimaron tal que la frecuencia de muestreo se
redujo a aproximadamente tres veces la frecuencia de Nyquist, lo que genera versiones de
64 muestras de las sefiales que originalmente tenian 512. Se mantuvieron como sefiales
de prueba las mismas cinco sefiales seleccionadas anteriormente en el conjunto a alta
resolucién. Las Figura[5.4] muestra las sefiales decimadas.

En la Tabla [5.1] se muestra una lista resumida de las caracteristicas de las sefales
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utilizadas para los experimentos.

x10° x 10

Sigma
Magnitud

0
Frecuencia [MHZz]

Figura 5.2: Espectro en magnitud del modelo ideal.

Sefiales sintéticas con 512 muestras Sefales sintéticas con 256 muestras

=+ Sefial "§512-1"
———— Sefial "S512-2"
——+—— Sefial "$512-3"
———+—— Sefial "$512-4"
———— Seiial "§512-5"

= Sefal "$256-1"
———+—— Sefial "S256-2"
———— Seiial "§256-3"
—— Sefial "§256-4"
———— Seiial "$256-5"

0.5 0.5-

Amplitud [V]
o

Amplitud [V]
o

0 005 01 015 02 025 0 002 004 006 008 0.1
Tiempo [us] Tiempo [us]
(a) Conjunto S512 (b) Conjunto S256

Figura 5.3: Sefiales sintéticas seleccionadas. Conjuntos: S512 y S256.
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Senales experimentales con 64 muestras Seniales sintéticas con 64 muestras
004 ‘ ‘ ‘ —-—‘ Senal "E64-1" 1 ‘ I I ——‘ Seial "S64-1"
e o
0.03l || —
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(a) Conjunto E64 (b) Conjunto S64

Figura 5.4: Senales seleccionadas decimadas a 64 muestras. Conjuntos: E64 y S64.

Namero | Duracion [s] | Muestras Ty [s] BW [MHZz] o
Sefal 70 2.048 x 1077 512 4 x 10710 50 -
enaes expe- 70 | 1.024x 107 | 256 4% 10-10 50 -
rimentales
70 2.048 x 1077 64 3.2 x 107 50 -
Sefal 70 2.048 x 107 512 4 x 10710 50 1x10°8
enates 70 | 1.024 x 107 | 256 4% 10-10 50 1x10-8
sinteticas
70 2.048 x 10~ 7 64 3.2 x 1079 50 1x 1078

Tabla 5.1: Caracteristicas de las sefales para realizar los experimentos.

5.2. Representacion dispersa de senales fotoacusticas

En esta seccion se presentan resultados de experimentos que permiten verificar la via-

bilidad de los métodos presentados en el capitulo[3]

5.2.1. Dispersion con diccionario de Gabor

Se utiliz6 un Frame de Gabor para hacer la descomposicion de las sefnales de los con-

juntos E512, E256, 5512y S256. Es importante verificar si la redundancia del frame juega
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un papel importante en la dispersion. La redundancia se puede aplicar a la variable tem-
poral, frecuencial o ambas, de forma que se realizaron experimentos con un frame con
maxima redundancia o resolucion fija en alguno de los pardmetros, mientras el otro se
prueba con diferentes niveles de dispersion. Los resultados del experimento se muestran
en la Figura[5.5] donde cada punto representa el valor promedio y las barras de error la
desviacion estdndar.

Dado que la sefial de entrada a la arquitectura proviene de un amplificador es indispen-
sable que el diccionario se desempeiie de forma adecuada en presencia de una entrada con
ruido, de forma que se le agreg6 ruido gaussiano aditivo a las sefiales sintéticas. Para esto
se toma ventaja de las propiedades de filtrado de ruido que poseen las bases redundantes.
Dado que descartar los coeficientes de menor amplitud ayuda a disminuir los efectos del
ruido, nunca se obtiene una representacion exacta, de forma que se debe cuantificar el
error de representacion o reconstruccién. Las Figuras[5.6]y[5.7/muestran el desempeiio del

frame de Gabor ante las sefiales sintéticas con ruido afiadido.
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Figura 5.5: Compresién con un diccionario de Gabor para distintos valores de redundancia, se reporta el
porcentaje minimo de coeficientes distintos de cero tal que el error de representacion es no mayor a 1 % en
el sentido RMSE.
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Figura 5.6: Caso de estudio: conjunto S512 con ruido. Se muestra la robustés del frame de Gabor para
representar sefiales con distintos niveles de ruido. Se reporta el minimo error de representacion alcanzado y
el nimero de coeficientes diferentes de cero.
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Figura 5.7: Caso de estudio: conjunto S256 con ruido. Se muestra la robustés del frame de Gabor para
representar sefiales con distintos niveles de ruido. Se reporta el minimo error de representacion alcanzado y
el nimero de coeficientes diferentes de cero.
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5.2.2. Dispersion con diccionario aprendido

A continuacién se muestran los resultados de haber aprendido un diccionario a partir
de un conjunto de sefiales de entrenamiento. El aprendizaje se realizé con el algoritmo de
K-SVD (seccion [3.3.1). Se utilizaron los conjuntos E64, y S64 para realizar pruebas, y las
sefiales restantes para el entrenamiento. Un pardmetro importante para el algoritmo es la
semilla o diccionario inicial, por lo que se realizan pruebas con tres distintos tipos de se-
milla: Un diccionario de Fourier, Las mismas senales de entrenamiento como diccionario
y uno aleatorio.

Los experimentos se realizan para las sefiales de 64 muestras, debido a que el conjunto
de entrenamiento debe tener mas elementos que la dimension de la sefiales y el conjunto
total de senales adquiridas fue de 70, menos las 5 que se excluyeron para las pruebas. De
forma que estas pruebas no contemplan diccionarios redundantes.

El resultado de representar las sefiales de los conjuntos E64 y S64 con los diccionarios

bajo distintas semillas se muestra en la Figura[5.8]
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Figura 5.8: Dispersion de las sefiales de los conjuntos E64 y S64 con un diccionario de Fourier y diver-
sos diccionarios aprendidos a partir de diferentes semillas. Se reporta el minimo niimero de coeficientes
diferentes de cero tal que el error de representacién es menor al 1 % en el sentido RMSE.

El diccionario aprendido debe ser robusto al ruido por los mismos motivos que el
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diccionario de Gabor. La Figuras [5.9 muestran el resultado de representar las sefiales del
conjunto S64 con distintos niveles de ruido anadido, bajo los diferentes diccionarios apren-
didos.
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Figura 5.9: Caso de estudio: conjunto S64 con ruido. Se muestra la robustés de distintos diccionarios para
representar sefiales con diversos niveles de ruido. Se reporta el minimo error de representacioén alcanzado y
el nimero de coeficientes diferentes de cero.
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5.3. Simulacion de la arquitectura

Se simuld la arquitectura sobre los conjuntos de sefiales E512, E256, S512, S256, E64
y 8§64 utilizando Simulink con el solver ode3. Se adicionaron los efectos del ruido de un
amplificador antes de la entrada y un polo en el integrador a 100 [Hz]. La reconstruccion
se realizd con el algoritmo de NESTA y el diccionario se eligio de los resultados de la
seccion anterior. El solver no pudo realizar la simulacién sobre los conjuntos $32 y E32
por los tiempos de simulacion. Los resultados se presentan en la Figura[5.11

Se obtuvo un modelo que explica los resultados y relaciona la minima cantidad de

muestras que se deben adquirir en funcidn de la dispersion con que se puede representar
la sefal a adquirir:

M
. 3.137¢ 7051675 1 (.179, (5.3)

donde: M es la cantidad de muestras a adquirir, N es el la dimensién de la sefial a re-
construir, /& es el nlimero de dtomos que posee el diccionario de representacidn, S es el
numero de coeficientes distintos de cero en el diccionario de representacion. El modelo

ajusta los resultados experimentales de acuerdo a la Figura [5.10]
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Figura 5.10: Resultados de la simulacién. Se muestra la relacién entre la dispersion de la sefial en algin

diccionario y la minima cantidad de muestras de muestras a adquirir tal que el error RMSE de reconstruccion
es no mayor al 1 %.
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Reconstruccién del conjunto E64 Reconstruccion del conjunto S64

c 40 c 40
e * 5canales e * 5canales
8 O 4 canales 8 O 4 canales
g { 3canales g {  3canales
2 30f 2 30}
Q Q
(8] (5]
o o
2 b 2
w 207 w 201
%) 0
= =
4 X
S 10 S 10
@ @
o ¢ ) %
© @ * ©
% 0 ® @ % 0 ¢ 8 x 0 8
[ [
[0 [0
o o
o (o)
& -10 : : ' & -10 : : :
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80
Muestras adquiridas Muestras adquiridas
(c) Adquisicién del conjunto E64 (d) Adquisicién del conjunto S64

Figura 5.11: Resultados de la simulacién. Se muestra el error de reconstruccion para diferentes tasas de
submuestreo sobre las sefiales experimentales y sintéticas con resoluciones de: 512, 256 y 64 muestras.
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

6.1. Conclusiones

El muestreo comprimido provee de una metodologia efectiva a la hora de adquirir
sefales fotoacusticas para formacion de imagenes. El ahorro alcanzado en mediciones es
lo suficientemente significativo como para disminuir los costos de disefio y la complejidad
de la instrumentacion electronica de un tomégrafo.

El diccionario de Gabor, que por definicion es redundante, se encuentra adecuado para
la representacion dispersa de sefiales fotoacusticas. Los resultados muestran, para el caso
sin ruido, que un diccionario con maxima resolucién frecuencial promueve mas la disper-
sidn, sin que la redundancia temporal afecte demasiado. A su vez, el diccionario de Gabor
es robusto, de forma que su desempefio se degrada gradualmente a mayores niveles de
ruido, pero siempre tiende al mismo comportamiento. La metodologia de aprendizaje de
diccionario a partir del algoritmo de K-SVD también es capaz de mejorar la dispersion
inducida por un diccionario de Fourier. Al comparar el desempefio entre diversos diccio-
narios entrenados a partir de diversas semillas de iniciales no se encuentran diferencias
significativas. El costo de utilizar sefiales de entrenamiento para mejorar el desempefio de
los diccionarios, es que el nimero de sefiales debe ser igual o mayor al nimero de d&tomos
y la dimension de las sefiales, de lo contrario siempre se obtiene la solucion trivial.

A partir de proponer la extension periodica de la sefial fotoacustica, se puede represen-
tar a partir de un conjunto finito de sus muestras a tasa de Nyquist. Esto permite un modelo

discreto de la sefal, paso fundamental para utilizar la teoria del muestreo comprimido. A
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su vez, se puede hallar un modelo numérico mas realista que los modelos analiticos me-
diante un simil a la respuesta impulso del sistema en el dominio de la frecuencia. Este
modelo es necesario para el algoritmo de reconstruccion, ademdas de que para fines de
simulacién permite generar mediciones realistas.

La simulaciones del sistema realizadas en Simulink, junto con la teoria del muestreo
comprimido, brindan evidencia de que el demodulador aleatorio cumple con su objetivo
y permite la adquisicion eficiente de sefiales fotoactsticas. Dichas simulaciones muestran
que se pueden obtener reconstrucciones de las sefiales sintéticas y experimentales con un
error RMSE de aproximadamente 1 % a partir de aproximadamente 70 % y 40 % menos
muestras de lo que exige la tasa de Shannon-Nyquist, respectivamente. Las simulaciones
muestran un decaimiento exponencial en el nimero de muestras a adquirir con respecto
a la dispersion que induce el diccionario utilizado en la reconstrucciéon. Ademads, el in-
cremento de canales de la arquitectura en paralelo disminuye ain mas la carga sobre los
convertidores analdgico digital, permitiendo que la arquitectura aproxime el comporta-

miento tedrico de una matriz aleatoria de Bernoulli.

6.2. Trabajo a futuro

El trabajo a futuro inmediato es simular la arquitectura contemplando un mayor nime-
ro de no-idealidades, en algun software de simulaciéon con modelos mas reales que Si-
mulink. Posteriormente, se debe hacer una implementacion e integracidon en el sistema
objetivo, que es un tomdgrafo fotoacustico.

Respecto al procesamiento de sefiales, la teoria del muestreo comprimido y el demo-
dulador aleatorio, se deben estudiar matrices de representacion alternativas a los frames
de Gabor que permitan la dispersion de sefiales fotoactsticas. S6lo se encontraron dos al-
goritmos para resolver el problema de andlisis y que tienen muchas restricciones (NESTA
requiere que el diccionario sea un frame), de forma que el desarrollo de algoritmos es un
problema abierto. La arquitectura tiene como objetivo aproximar su comportamiento al de
una matriz aleatoria, de forma que hay posibilidades de realizar cambios con este fin. A

su vez, se puede buscar su adaptacion a sefnales que no estén limitadas al modelo dado en

la seccion 4211
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