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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

Un sistema eléctrico de potencia (SEP) es aquel encargado de la generacién, acondicio-
namiento, transmision y distribucién de energia eléctrica. Un ejemplo ilustrativo se puede
encontrar en la Figura 1.1, donde se encuentran las etapas anteriormente mencionadas. Los
sistemas eléctricos de potencia han recibido bastante atencion en las tltimas décadas, a tal
nivel que se ha desarrollado la teoria suficiente para un buen y confiable suministro de energia
[1]. En este sentido, las aplicaciones de sistemas de potencia se han expandido rapidamente
desde su desarrollo. Hoy dia, las aplicaciones siguen incrementandose estableciendo reque-
rimientos adicionales para el suministro de potencia, sistemas de distribucion y sistemas
relacionados con el mismo ([3], [4], [5], [6]). En los tltimos anos, en los sistemas de dis-
tribucién de potencia! se han presenciado cambios drasticos formando un sistema bastante
complejo, tanto en la estructura como en la operacién. Se pueden citar como ejemplos las
constantes re-estructuraciones en las lineas de distribucién en presencias de nuevos consu-
midores, baja tolerancia a interrupcion del servicio, asi como presencia de dispositivos de
electrénica de potencia que funjen como cargas a ser alimentadas [7]. Ademds, no sélo se
debe mejorar la eficiencia de los sistemas de distribucién de potencia, sino también se deben
actualizar los materiales, equipo y sistemas de control para éstos. Estos cambios son motivo
para que exista un re-estudio de los sistemas eléctricos de potencia que a largo plazo pueda
fungir como un enfoque alternativo para tratar los retos y problemas que estos sistemas
presentan.

Por otro lado, el estudio de circuitos eléctricos es de vital importancia dado que en las tlti-
mas décadas han impulsado el desarrollo tecnolégico con miltiples beneficios, no solo en los
sistemas eléctricos de potencia, si no también en aplicaciones computacionales ([8]), ([9]),
vehiculares [10], en telecomunicaciones [11], robética ([12], [13]), entre muchos otros campos
mas. Es evidente con esto que el futuro de la sociedad seguira una fuerte dependencia de los

INétese la diferencia entre transmisién y distribucién: transmisién es el suministro de energfa desde el
punto de generacién hasta las subestaciones y distribucién es el suministro desde las subestaciones hasta los
puntos de carga.
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Figura 1.1: Ejemplo Iustrativo de la Estructura Fisica de un Sistema Eléctrico de Potencia

sistemas eléctricos, por lo que el campo de investigacion en éste sentido sigue siendo de gran
importancia y con bastantes problemas abiertos a resolver.

En esta tesis, como preliminar del re-estudio mencionado y acercamiento a un sistema eléctri-
co de potencia, se busca analizar las propiedades de los circuitos eléctricos y siendo especifi-
cos, el estudio de consenso y estabilidad?, uno de los muchos problemas abordados en
las redes eléctricas. Siendo especificos, por consenso se entendera como lograr que todas las
variables del sistema tengan en estado estacionario el mismo valor. Principalmente, para lo-
grar el alcance de estas propiedades, se realiza un estudio topoldgico de un sistema eléctrico,
donde se pretende conocer hasta dénde la estructura misma del circuito permite obtener es-
tabilidad y consenso de las variables del mismo. Por otro lado, ademés de que la estabilidad
es una propiedad inherente en multiples tipos de sistemas, la propiedad de consenso es im-
portante también dado que, particularmente en los SEP, se desea el consenso por ejemplo, en
las amplitudes de las tensiones de las cargas incluso habiendo perturbaciones en el sistema;
también se busca que la frecuencia sea la misma para todos los consumidores, entre otros.
Es por eso que ambas propiedades son analizadas en este trabajo.

2El concepto de estabilidad a tratar serd en el sentido de Lyapunov. Es necesario hacer énfasis en este
punto dado que existen distintos conceptos de estabilidad en el campo de los circuitos eléctricos.



1.2. Antecedentes

Los circuitos eléctricos han sido un tema de vasto estudio en los ultimos anos y existen
en la actualidad bastante literatura ([2], [14], [31], [1]), suficiente para analizar y disefar este
tipo de sistemas con propiedades deseadas, desde circuitos de pequena a grande escala. Un
caso de interés en las redes eléctricas es aquel en el que por medio de interconexién de la
red con elementos externos, se modifican las propiedades del sistema, buscando que tengan
caracteristicas deseadas. Como ejemplo ilustrativo se puede citar el colapso de tension: en
caso de que la tensién en las cargas® no sea suficiente y la fuente no sea capaz de sumi-
nistrar més energia, se recurren a métodos de compensacion a través de elementos pasivos
(dispositivos que no suministran energia al sistema, como capacitores e inductores), o por
medio de elementos activos (elementos que aportan energia al sistema). Tales métodos estan
reportados a profundidad en la literatura [1], [23], [25]. Sin embargo, la intencién de esta
tesis es mostrar un enfoque distinto en el que, por medio de las propiedades de interconexion
se pueda entender el tipo de sistema a tratar y las caracteristicas del mismo. Un enfoque que
ha demostrado ser bastante 1til para el modelo, anélisis y control de los circuitos eléctricos
son los Sistemas Hamiltonianos Controlados Por Puerto [30]. A continuacién se mencionan
algunos trabajos que han abordado de manera profunda este tema.

En [15] se realiza un estudio profundo sobre modelado de sistemas fisicos como sistemas Ha-
miltonianos, utilizando la teoria de grafos. Las restricciones de interconexion se establecen
mediante estructuras de Dirac para posteriormente incluir elementos disipadores y almace-
nadores de energia y desarrollar el modelo de manera natural, donde la topologia de conexién
entre elementos esta representada por una matriz de incidencia. Después de establecer un
modelo general, el estudio se particulariza para sistemas eléctricos y mecanicos, donde pro-
piedades especificas son establecidas para cada uno. En [16] se establecen, para una clase
de circuitos eléctricos, nuevas propiedades de pasividad en las cuales es posible derivar con
respecto al tiempo las variables de puerto, haciendolo atractivo para aplicaciones en control
mediante un moldeo de la potencia (power shaping), permitiendo trabajar con sistemas con
disipacion penetrante, los cuales estan restringidos para métodos de control mediante moldeo
de energia (energy shaping). En [17], se prueba una equivalencia entre sistemas Hamiltonia-
nos controlados por puerto y las ecuaciones de Brayton-Moser [14] aplicados a una clase
no lineal de circuitos eléctricos RLC, donde se destacan importantes ventajas trasladables
desde un enfoque a otro, otorgando facilidades para modelado, andlisis y diseno de contro-
ladores. Uno de ellos es modelar a un sistema Hamiltoniano en el espacio de corrientes y
voltajes, inspirados en los modelos de Brayton Moser que se requiere solo el conocimiento
de corrientes y voltajes, a comparacion de los Sistemas Hamiltonianos convencionales donde
las variables de puerto son las cargas eléctricas y flujos magnéticos. Por otro lado, en [28§]
se obtienen condiciones suficientes para la sincronizacién global asintética de circuitos no
lineales idénticos acoplados por medio de redes eléctricas lineales invariantes en el tiempo
(LTT) con elementos en paralelo. Cabe mencionar que los circuitos eléctricos no lineales con-

3Entiéndase por carga como aquel elemento que va a ser alimentado con sus respectivos requerimientos
de potencia.



siderados en tal trabajo estan constituidos por elementos pasivos LTI y fuentes de corriente
no lineales dependientes de voltaje. La sincronizacion se obtiene garantizando la estabilidad
de un sistema equivalente diferencial transformado en otras coordenadas y es aplicable a
sistemas con topologias arbitrarias bajo las restricciones de que las redes eléctricas tengan
impedancia eléctrica idéntica por unidad de medida.

Asi pues, en esta tesis se modela a un sistema eléctrico desde la perspectiva de Sistemas
Hamiltonianos con un interés especial en el andlisis topoldgico. De esta manera, se abordan
especialmente las topologias basicas mas utilizadas, las cuales que quedaran capturadas en
el modelo dindmico mediante la matriz bdsica de incidencia. Asi mismo, se busca proponer
una metodologia para analizar propiedades fundamentales como lo es el consenso en algunas
de sus variables.

1.3. Objetivo de la tesis

Dadas las secciones anteriores, un panorama general ha sido brindado al lector, y con él,
se establece el siguiente objetivo.
Considere un circuito eléctrico, compuesto por elementos pasivos (resistores, ca-
pacitores e inductores con la posibilidad de ser no lineales) y fuentes de tensién’.
El objetivo es evaluar e identificar estructuras de conexién de elementos del cir-
cuito eléctrico que permitan obtener propiedades de consenso y estabilidad de
sus variables en corriente directa y alterna.

1.4. Contribuciones

A pesar de que la tesis estd enfocada en circuitos eléctricos, este trabajo brinda una
metodologia clara, limpia y sisteméatica para el modelado y analisis de las propiedades de la
estructura y variables del sistema. Es importante destacar que los modelos empleados en este
trabajo tienen un alto grado de generalidad con respecto a la conexién entre los elementos
del circuito, lo que los hace aplicables a multiples topologias y toman particularidad para
satisfacer propiedades cominmente solicitadas en circuitos eléctricos.

1.5. Organizacién de la Tesis

Dada esta introduccién al lector, la tesis se organiza de la siguiente manera:

En el capitulo 2 se brinda una introduccién completa a la teoria de grafos a utilizar para ob-
tener las restricciones de continuidad y compatibilidad, mismas que caracterizan la topologia
del circuito y son equivalentes a las leyes de Kirchhoff. Se citan las leyes constitutivas de los

4Para fines de andlisis, s6lo se consideraran fuentes de tensién ideales, es decir, que mantienen su valor
de tensién ante cualquier carga y son capaces de suministrar cualquier cantidad de corriente necesaria. Esto
se supone porque el fenémeno de colapso de tensién no serd analizado en esta tesis.

4



elementos involucrados en el sistema para brindar como resultado un modelo con bastante
generalidad del sistema eléctrico.

Por otro lado, en el capitulo 3 se presentan los resultados de estabilidad y consenso con-
siderando dos tipos de entrada distintas: entradas variantes (en corriente alterna, AC) e
invariantes (en corriente directa, DC) en el tiempo. En cada caso se obtienen distintas res-
tricciones para satisfacer las propiedades, pero se sigue una metodologia sistemética para la
obtencion de los resultados.

Finalmente en el capitulo 4 se presentan los casos de estudio en los que se evalian numérica-
mente los resultados obtenidos para las topologias basicas en un circuito eléctrico, que son la
topologia radial, anillo y malla, para concluir en con el capitulo 5 con conclusiones y trabajo
futuro, ademés de un pequeno apéndice en el capitulo 6.



Capitulo 2

Modelado de Circuitos Eléctricos

2.1.

Notacion

Las siguientes notaciones seran de importancia en este trabajo de tesis. Considere

2.2.

1, es una matriz identidad de orden a.

0, es un vector columna lleno de ceros de dimensioén a x 1.
Oaxp €s una matriz llena de ceros de dimension a x b.

1, es un vector columna lleno de unos de dimensién a.

Para la entrada (a,b) de la matriz A € R®*? q se refiere a la fila de A y b se refiere a
la columna de A.

Cada vector X € R” considerado en esta tesis tendra denotados a sus elementos X;, 1 =
1,...,x.

Denote a las variables (-)* como variables en estado estacionario.

Preeliminares

Para comenzar esta seccion se dara una introduccion detallada para la comprension del
modelado de un circuito eléctrico mediante teoria de grafos y se mencionaran los elementos
basicos con los que estara conformado el sistema. En conjunto, se podra representar al circuito
como un Modelo Hamiltoniano Controlado por Puerto.

2.2.1. Teoria de Grafos

Un circuito eléctrico tiene asociado un grafo lineal G, que es un conjunto de lineas co-
nectadas y se define como un conjunto finito de nodos V(G) y bordes £(G). De esta manera



il

Figura 2.1: Grafo G,

existe entonces un mapeo de £(G) a V(G) tal que a cada borde € € £(G) le corresponde una
pareja ordenada de nodos (v, w) € V(G) x V(G) con v # w! ([21], [20]). Se dice por lo tanto
que € une a v con w tal mapeo se define como Vg (e) = vw. Por otro lado, el grafo asociado
tiene en total n nodos, que son los puntos de interconexion de los componentes del sistema y
b bordes, que son los elementos que conforman al mismo. Como ejemplo se muestra la Figura
2.1, llamese grafo G;. Entonces los conjuntos de nodos y bordes, respectivamente son

Vi(G1) ={a, b, ¢, d}
£(G) = {1, 2, 3, 4}

los mapeos respectivos a cada borde son
\I/gl(l) = ab, \I’gl (2) == bC, \1191(3) = Cd, ‘;[lgl (4) =da

y por ultimo, n = 4 porque hay 4 nodos en el grafo y b = 4 porque existen 4 bordes en el
mismo.

Asi como muchos otros sistemas, los grafos de circuitos eléctricos son conectados, en el sen-
tido de que desde cualquier nodo se puede trazar una trayectoria sobre los bordes para llegar
a algin otro nodo del grafo. Tal trayectoria en general no es unica. El grafo G; de la Figura
2.1 es un grafo conectado, por ejemplo, se puede llegar desde el nodo a al nodo ¢ trazando
una trayectoria sobre los bordes 1 y 2 o sobre los bordes 4 y 3.

IExisten definiciones en las que no forzosamente ambos nodos son distintos. En esta tesis se consideran
nodos distintos porque en un circuito eléctrico no tiene sentido conectar un componente de dos terminales
al mismo nodo, que seria equivalente a conectar el elemento a un corto circuito.

7



b (a) b (£)

Figura 2.2: a. Ilustracion de las Variables de un Elemento de un Puerto y b. El equivalente
del elemento en un grafo.

Por otro lado, para un grafo de un circuito eléctrico se definen 2 tipos de variables asociadas a
los bordes: la primer variable es la de intensidad, que se refiere al flujo (para circuitos eléctri-
cos, esta variable es la corriente eléctrica) y la segunda variable es la variable de extensién,
que le da el sentido a la variable de flujo (que para sistemas eléctricos es la tensién, diferencia
de potencial o voltaje). Tales variables se llamaran, respectivamente, variable de flujo f € R
y variable de esfuerzo e € R. Un diagrama que ejemplifica lo mencionado se muestra en la
Figura 2.2, que muestra el elemento involucrado con sus variables y su equivalente en un
grafo.

Es importante mencionar que si ambas terminales tienen el mismo potencial, no existira va-
riable de flujo através del elemento. Pero en caso de que exista, la convencién de la direccion
de la variable de flujo sera de la terminal de mayor a menor potencial. Con esta convencion,
cada elemento del sistema tendra una direccion asociada, por lo tanto, los bordes del grafo
asociado también lo tendran. Por lo anterior, el grafo anterior es un grafo dirigido.

Con la intencién de establecer de una forma adecuada las restricciones de interconexiéon de
un grafo, es decir, la caracterizacion de su estructura, es necesario mencionar y comprender
las siguientes definiciones:

1. Grado de un nodo. Es el numero de bordes conectados a un nodo.

2. Loopset. Es un conjunto de bordes y nodos tal que cada nodo tiene grado dos. Es
importante notar que en un circuito eléctrico, cada nodo tendra minimo grado relativo
2. Esto se debe a que si algiin nodo tiene grado relativo uno, significa que el elemento
tiene una terminal desconectada y no tendria funcién en el sistema. Como ejemplo,



para la Figura 2.3 un loopset seria el conjunto de nodos y bordes, respectivamente
Loopset; = {c, d, e, f, 7, 3, 4, 5}. Cada nodo tiene grado 2 con respecto al loopset
mencionado.

3. Loop. Es una trayectoria cerrada definido por un loopset, asignandole una direccion
deseada. En la Figura 2.3, el loop, esta trazado de color rojo para el Loopset;.

4. Cutset. Es un conjunto de bordes de un grafo conectado tal que si se eliminan esos
bordes separa al grafo en dos grafos conectados. Si cualquiera de esos bordes se elimina,
el grafo sigue siendo conectado. Si los bordes en un cutset son todos incidentes en un
nodo, el nodo es llamado nodo cutset y su respectivo cutset es llamado de nodo. En la
Figura 2.4 un cutset para ese grafo puede ser Cutset; = {6, 2} y un cutset de nodo es
Cutsety = {5, 4}.

5. Ambito. Es una trayectoria cerrada que interseca todos los bordes de un cutset. Para
cada cutset se pueden definir dos ambitos. Si el cutset es un cutset de nodo, el ambito
correspondiente es un ambito de nodo. En el ejemplo de la Figura 2.4, para el Cutset;
los &mbitos correspondientes se marcan en color rojo y azul (Ambitos Iy II)yun
ambito de nodo se marca de color verde.

6. Arbol. Se define para un grafo y es un subgrafo? que contiene todos los nodos del
grafo y tantos bordes como sean posibles de manera que no se formen lazos cerrados.
El arbol contiene n — 1 bordes. El complemento del arbol es llamado Coarbol y son
aquellos bordes que forman lazos cerrados con el drbol; en cantidad existen b — (n — 1)
bordes en un coarbol. Los bordes del arbol se denominan ramas y los bordes del
coarbol se nombran cuerdas. Es importante tener presente en general es posible definir
mas de un arbol para algin grafo dado. Como ejemplo para la Figura 2.3, se puede
definir el drboly = {a, b, ¢, d, e, f, 1, 2, 3, 4, T} y su complemento correspondiente
codrboly = {5, 6}.

7. Cutset Basico. Se define para un arbol particular como un cutset que consiste en
una rama y todas o algunas cuerdas del coarbol. Dado que existe un cutset basico, es
posible asignarle un ambito bdsico. Este se asigna tal que la rama involucrada tenga
direccion al exterior del ambito bésico. Cabe mencionar que un cutset basico puede o
no ser un cutset de nodo. Como ejemplo se puede citar el caso de la Figura 2.4, donde
con respecto al arbol; el Cutset; es un cutset basico formado por la rama 2 y la cuerda
6. El 4mbito bésico es el Ambito I , dado que el sentido de la rama 2 sale del ambito I.

8. Loopset Basico. Se define para un arbol en particular como un loopset que consiste
en una cuerda y algunas o todas las ramas del arbol. Un loop bésico es una trayectoria
correspondiente a un loopset basico. Ejemplificando este concepto se puede recurrir a
Figura 2.3, donde el Loopset; con respecto al drbol; es un loopset basico porque incluye
los nodos ¢, d, e, f, incluye la cuerda 5 y las ramas 7, 3 y 4.

2Un subgrafo es un subconjunto de bordes y nodos de un grafo mutuamente incidentes como en el grafo
original



Figura 2.3: Ejemplo para conceptos Grado de un Nodo, Loopset y Loop.

Estos conceptos seran de utilidad para introducir un nuevo conjunto de restricciones que
determinan la interaccion de los componentes del sistema. Ademas, las relaciones de inter-
conexion evidentemente restringirdn las variables del sistema de manera que sean indepen-
dientes de las propiedades dindmicas que se mencionaran posteriormente. Estas restricciones
tienen por nombre restricciones de continuidad de flujo y restricciones de compatibilidad de
esfuerzo. Las mencionadas anteriormente son equivalentes a las leyes de corriente y esfuerzo
de Kirchhoff [2] y a su vez, a las estructuras de Dirac [15]. A continuacién se detallan sus
respectivas reglas de interconexion generalizadas en forma algebraica.

Restricciéon de Continuidad de Flujo.

Para asegurar la continuidad del flujo en un grafo mediante una expresion algebraica se
utilizan las matrices de cutsets. Como convencion, el flujo de una variable es positivo si la
direccién del borde asociado sale del ambito, es decir, tiene direccion hacia el exterior del
mismo. Para construir la matriz de cutset completa Cj es necesario seguir los siguientes
pasos:

1. Asocie cada columna de Cj con cada flujo de borde especifico. Si el grafo tiene b bordes,
la matriz Cy tiene b columnas.

2. Asocie cada fila a un cutset especifico. Si el grafo tiene r cutsets, Cj tiene r filas.

3. Si un borde esta incluido en el cutset, inserte +1 en la entrada de la matriz apropiada
si el flujo del borde estd orientado fuera del ambito 6 —1 si estd orientado dentro del
ambito. Si no es ninguno de estos casos, ponga cero en la entrada apropiada.
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Ambito 11

Ambito de Nodo

Figura 2.4: Ejemplo para conceptos Cutset y Ambito.

Si se siguen estos pasos, las restricciones de continuidad de flujo se pueden representar como
Cofe =0, (2.1)

donde f. € R’ es el vector de flujos de borde y Cy € R™? es la matriz de cutset completa.
Como ejemplo, se muestra la Figura 2.5, donde se muestran y enumeran los cutsets posi-
bles del grafo y para éste, siguiendo los pasos mencionados, las restricciones de continuidad

resultan

1 1 -1 0 0
2 1 -1 0 1 F 0

3 0 1 -1 ! 0

4 0 —1 1 ?2 |0 (2.2)
5 1 -1 1 0 3 0

6 | 1 0 —1|] | 0 |

En la ecuacién (2.2), los numeros a la izquierda de la matriz Cy denotan el cutset que
corresponde a la fila que se encuentra enseguida del nimero. La matriz C, especifica de
manera muy detallada cada restriccién de flujo en el sistema y por lo tanto tiene mucha
informacion redundante, dicho de otro modo, esta sobredeterminada. Se puede apreciar por
ejemplo que los tres primeros renglones de Cj son combinacién lineal de los siguientes 3
renglones. Si se considera la matriz completa de cutsets de nodo®, Cny € R™? se elimina

3El método de construccién de esta matriz es el mismo que para la matriz de cutsets completa, a diferencia
que se consideran sélo los cutsets de nodo

11



Figura 2.5: Grafo Con Todos Sus Posibles Cutsets

bastante informacién redundante. En el ejemplo anterior, la matriz C,,o resultaria en

Co=1-1 0 1 (2.3)

Sin embargo, en la matriz completa de cutsets de nodo atn se tiene informaciéon redundante.
Para ello se recurre al siguente teorema.

Teorema [1, [21]]. El rango de la matriz completa de cutsets de nodo de un grafo co-
nectado de n nodos es (n — 1).

Prueba. Considere un cutset de nodo conectado a un grafo con mas de un nodo. Este cutset
es claramente independiente. Ahora considere un cutset cuyo ambito encierra al primer cut-
set mas un nodo adicional, este cutset va a incluir al menos un flujo de borde nuevo y por
lo tanto es independiente del primer cutset. Continue de esa manera cada vez anadiendo un
cutset que incluya al cutset anterior y un nuevo nodo. Esto se podra hacer hasta que (n —1)
cutsets independientes de hayan formado y sélo quede un nodo. Si se incluye el 1iltimo nodo
no se van a anadir nuevos bordes porque el grafo es conectado y los bordes que incidan en
el dltimo nodo ya estardan incluidos en alguno de los (n — 1) cutsets. Por lo tanto existen
(n — 1) cutsets que especifican completamente las restricciones de flujo. OJ

La matriz de cutset de nodo reducida C, € R™1*¥ ge obtiene eliminando alguna fila de
Cho y tal matriz tiene rango (n — 1) con (n — 1) filas, de manera que especifica completa e
independientemente las restricciones de flujo del grafo, no contiene informaciéon redundan-
te y no contiene filas o columnas linealmente independientes. Una manera sistematica de
construir la matriz de cutset de nodo reducida es mediante los cutsets basicos de un arbol,
recordando que el arbol tiene (n — 1) bordes. Si con el mismo procedimiento tomando en
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cuenta los cutsets basicos se construye la matriz Cj, se tiene

Cofe = On-1) (2.4)

Si para el grafo de la Figura 2.5 se toma como drboly = {1, 2, 3, «, v} con cutsets bésicos
cutset; = {a, B} cuyo dmbito basico es el 1, cutsety = {3, v} con dmbito basico 4, entonces
la ecuacién (2.4) resulta

1 -1 0
bee = |: 0 —1 1 :| :O(n—l) (25)

Por otro lado, si el vector de flujos de borde se ordena tal que los flujos de rama vayan
primero y el orden de las columnas de Cj, corresponde con las ramas en el vector de flujos
de borde, la ecuacién (2.4) se puede reescribir como

Cofe = [Iin-1y H] { ;Z ] = On—1) (2.6)

donde H € R*=Dx(0=n+1) g0 denomina submatriz de incidencia y f, € R®=1, f, € RO-n+D
son los vectores de flujo de ramas y cuerdas, respectivamente, que se obtienen reordenando
apropiadamente el vector de flujos de borde. Como la matriz C, tienen embebida la matriz
identidad I(,_1), es evidente entonces que la matriz Cj tiene rango (n —1) y existirdn (n — 1)
restricciones de continuidad. Para el ejemplo, la matriz C}, resultaria

(10| -1
a-[1 01 .
donde claramente se aprecia que la matriz I es de dimensién 2 y la matriz H = [-1 —1]".

El vector f. quedaria ordenado como f. = [f1 f3 fg}T porque los flujos f; y f3 corresponden
a los flujos del arbol, mientras que fy corresponde a los flujos del coarbol. Si se realiza el
producto Cyf. con las ecuaciones (2.5) y (2.7) (con sus respectivos vectores de flujos con el
orden apropiado) serd evidente que se obtienen las mismas restricciones, mostrando con ello
que unicamente se cambia el orden de las columnas y por tanto, el orden de los elementos
del vector de flujos también.

Restricciones de Compatibilidad.

Empleando las matrices de loopsets es posible determinar especificamente para un grafo las
reglas de interconexién que aseguran la compatibilidad de esfuerzos. Si se desea construir la
matriz completa de loopsets se debe seguir lo siguiente:

1. La ij-ésima entrada de By es +1 si el borde j esta contenido en el i-ésimo loop y ambos
tienen la misma orientacion.

2. La ij-ésima entrada de By es —1 si el borde j esté contenido en el i-ésimo loop y tienen
orientaciones opuestas.

3. Si el borde j no esta contenido en el loop 7 entonces la ij-ésima entrada de By es cero.
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De esta manera es posible construir las restricciones de esfuerzos formada por todos los
loopsets en un grafo
Boee = Ol (28)

donde [ es el nimero de loopsets, By € R™*? es la matriz completa de loopsets y e, € R? es
el vector de esfuerzos de borde.

Para el ejemplo de la Figura 2.5, existe un solo loopset y suponiendo que su loop asociado
es en sentido horario, siguiendo las instrucciones anteriores la ecuacion Bye, = 0; resulta

Boe. =[1 1 1] (2.9)

De manera analoga a la matriz completa de cutsets, dado que la matriz completa de loop-
sets especifica todas las posibles restricciones de compatibilidad de esfuerzos que se pueden
formular en el grafo, contiene informacién redundante. se construye entonces la matriz me-
diante los loopsets bésicos para un grafo asociado, donde cada loopset esta asociado a cada
cuerda del codrbol correspondiente. De esta manera existirdin b — (n — 1) restricciones de
compatibilidad con informacién linealmente independiente dado que cada loopset basico in-
volucra una nueva variable de esfuerzo, que es la variable de cada cuerda, por lo tanto son
independientes. Mds aun, cualquier otra restriccion de esfuerzo se puede conocer como una
combinacion lineal de las restricciones de loopset basico. De manera que se cumple que

Bbee = 0(b—n+1) (210)

donde B, € RO="+Dx? o5 1a matriz reducida de loopsets bdsicos. Para el caso de la Figura 2.5
By = B, porque existe un sélo loopset, el cual es un loopset basico tomando como referencia
el drbol,.

Si el vector de esfuerzos se ordena de manera que los esfuerzos de las ramas vayan primero
y las columnas de B, tienen el mismo orden, la ecuacién (2.10) se puede reescribir como

e

Bye, = [F [(b—n—i-l)} [ e

] =00 (2.11)
donde la matriz F' € R—+Dx("=1) g6 denomina matriz de submatriz de adyacencia y los
vectores e;, e. son los vectores de esfuerzo de ramas y cuerdas, respectivamente. Para el
ejemplo, la matriz B, = [1 1 | 1] parecerfa permanecer igual dado que esté llena inicamen-
te de unos positivos, pero el vector de esfuerzos queda organizado de la siguiente manera:
e. = [e1 es ey]. Para este caso la matriz I es de dimensién 1y F =[1 1].

Relacion Entre las Matrices de Cutset y Loopset.
A continuacion se establece una propiedad que se cumple para las matrices completas de
cutset y loopset.

Teorema |2, [21]] Considere un grafo lineal conectado de n nodos y b bordes. Si Cj y
By son respectivamente las matrices completas de cutset y loopset, con sus columnas en
orden entonces las matrices satisfacen la relaciéon

CoBy = 0y (2.12)
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Prueba. Considere en primera instancia la matriz completa de cutsets de nodo C,y Recor-
dando que C,y € R y By € R el producto resulta C,0Bl = M € R™! donde cada
elemento m,; de la matriz M esta dado como

b
mg; = Zcikbjk (2-13)
k=1

donde c¢;, y bji, son respectivamente los ik-ésimo y jk-ésimo elementos respectivamente de
Cho y By. La j-ésima fila de By y la i-ésima fila de C),y sélo tiene elementos distintos de cero
en dadas posiciones si el j-ésimo loopset contiene bordes que son incidentes en el i-ésimo
nodo. Por definicién de loopset en cada nodo deben de incidir 2 bordes (grado 2). Analice
el caso de un nodo en el que inciden 2 bordes f y h como se muestra en la Figura 2.6. El
producto interno para este caso resulta

mij = Cifbjf + Cihbjh

Por construccién de la matriz de cutsets y dado que se trata de la matriz de cutsets de nodo,
los elementos ¢;¢ y ¢;;, tendran valor de —1 porque la direccién estd entrando al dmbito de
nodo, el elemento b;; = 1 porque el borde f tiene el mismo sentido que el loop pero bj, = —1
porque esta en sentido opuesto al loop. Sustituyendo estos valores

(D)) +(-1)(-1)==-141=0

que muestra que la contribucién total es cero, sin importar las orientaciones y /o convenciones
consideradas. [

Con el teorema anterior el mismo resultado se puede obtener para las matrices C, v By,
dado que a diferencia de estas matrices con las completas, solo se descartan algunos ren-
glones para obtener la informacién suficiente y sus dimensiones son compatibles. Se cumple
entonces que

CyBy = Om—1)x(b-nt1)

De manera explicita este producto resulta

FT
Cy,BI' = [I(,_1y H =FT' + H=00_1)xb-n
bBy = [Ln-1) H] { T } (n-1)x (b-n-+1)
por lo tanto F7 = —H — F = —H". Entonces las matrices de cutsets y loopsets basicos se
pueden escribir respectivamente como
Co=[Ipn-1y H|, By=[-H" Ip-ni1] (2.14)

y las restricciones de continuidad y compatibilidad, respectivamente son

fi=—Hf., e.=H"e (2.15)
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j-¢simo loop

Figura 2.6: Bordes f y h incidiendo en el i-ésimo nodo.

2.2.2. Elementos Basicos del Sistema

Regresando al contexto de los sistemas eléctricos, los elementos basicos que manipulan
la energia se pueden clasificar de la siguiente manera:

» Fuentes de Energia: Existen dos tipos de fuentes de energia: Fuentes de esfuerzo (o
voltaje) y fuentes de flujo (o de corriente). Como se mencioné en la formulacién del
problema, en este trabajo se trabajara inicamente con fuentes de esfuerzo.

» Almacenadores de Energia: Se dividen en almacenadores de esfuerzo y almacena-
dores de flujo. Posteriormente se mencionaran los elementos equivalentes a estos tipos
de elementos.

» Disipadores de Energia: Aparentemente existe una unica forma de disipador y
serd denominado como disipador de energia generalizado.

Cada uno de estos componentes puede ser analizado como un elemento ideal* de un puerto
(dos terminales) que procesa la energia. Tal procesamiento de la energia se puede describir
mediante dos variables cuyo producto es la potencia instantanea transmitida por un puerto.
Habiendo definido las variables de puerto, se puede caracterizar la potencia instantdinea
asociada al puerto (o par de terminales) en cuestién mediante el producto de la variable de
esfuerzo e por la variable de flujo f. Ademads, la energia transferida sobre una terminal en el
intervalo de 0 a t; es

Bh) :/Otl of dt

Para continuar con la caracterizacion de un sistema eléctrico, es necesario introducir el con-
cepto de sistema con memoria. Un sistema con memoria es aquel que almacena informacién
de su historia pasada y su respuesta depende de los valores de entrada presentes y pasados.

4Un elemento ideal para este contexto es aquel que representa un sélo fenémeno fisico.
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En un contexto energético, el almacenamiento de informacion es sinénimo de almacenamien-
to de energia y la manera méas simple de concebir el almacenamiento de energia es mediante
integracion con respecto al tiempo. Asi,

t
Energia almacenada = / ef dt (2.16)
0

Existen dos formas de almacenamiento de energia. El primero se refiere al almacenamiento
de esfuerzo; el elemento que almacena esfuerzo en un circuito eléctrico es el inductor. La
acumulacion de esfuerzo e, se interpreta como el flujo magnético y esta definida como

t deg,
ea:/o er, dtoeL:E (2.17)

donde ey, es el esfuerzo del inductor.
La energia almacenada para el inductor serd definida como

HL(ea) :/0 eLfL dt (218)

donde fr, es el flujo del inductor. Sustituyendo la ecuacién (2.17) en (2.18), la energia alma-
cenada H; de un inductor asociada a la acumulacién de esfuerzo e, es

b de, ca
HL<ea> = / fL dt dt = / fL dea (219)
0 0

donde f;, puede ser una funcién lineal o no lineal de e,, es decir, f;, = ¥ (e, ). Particularmente,
si el inductor es lineal, su relacion constitutiva estd dada por

fo=1L""e, (2.20)

donde L € R es la inductancia constante del elemento. Sustituyendo (2.20) en la energia
almacenada del inductor

Ca 1 1
Hi(e,) = / L teqde, = =L 'e2|5 = =L~ te?
0 2 2
Sea o no lineal el inductor, el flujo del inductor f; puede obtenerse de la funcién Hp(e,)
derivando con respecto de su argumento, de modo que las ecuaciones que representan la
dindamica del inductor se pueden resumir como

dHL (Ga)
de,

La segunda forma de almacenamiento de energia se refiere a la acumulacién de flujo definida
como f, (y se interpreta como la carga eléctrica); el elemento que almacena flujo en sistemas
eléctricos el es capacitor. El flujo acumulado se define como

[ fa _
fa= /O fedto-- = fe (2.22)

éa = €r, fL = (221)
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donde f¢ es el flujo del capacitor.
La energia almacenada para el capacitor se define como

He(fa) :/0 ecfo dt (2.23)

donde ec es el esfuerzo del capacitor. Sustituyendo la ecuacién (2.22) en (2.23), la energia
almacenada en un capacitor asociada al flujo almacenado f, es

¢ fa
Hc(fa):/o ec%dt:/o €Cdfa (224)

donde analogamente al inductor, el esfuerzo del capacitor es una funcién del flujo almacenado,
es decir, ec = ¥o(f.). En un caso en el que el capacitor sea lineal, se tiene la relacién
constitutiva

ec =C1f, (2.25)

donde C' € R es el valor de la capacitancia constante. Sustituyendo la ecuacion (2.25) en la
energia almacenada del capacitor

fa
Ho(h) = [ € hudo= 507 21 = 50712 (2.26)

con esto, las ecuaciones que describen el comportamiento de un capacitor (sea lineal o no
lineal) son

fo=Jo, ec= —dHC(l}ifa>

Con respecto a los elementos disipadores de energia (resistores), de manera general la relacion
entre sus variables de puerto se puede representar como

er = Or([r)

Con la finalidad de facilitar el procedimiento de modelado y analisis se consideran resistores
lineales, es decir

(2.27)

ER = RfR (228)

donde R es un valor positivo.

2.3. Propiedades Topolégicas Generales

Observando la ecuacién (2.14), se puede apreciar que la matriz H establece una relacién
entre variables de puerto del arbol y coarbol. Haciendo un breve anélisis de la ecuacion de
restricciones de flujo f; = —H f., la matriz H representa un mapeo lineal de las variables
de coéarbol a las variables del arbol, por lo que los renglones de la matriz se asocian con
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elementos del arbol y las columnas con elementos del coarbol. Incluso estableciendo algunas
condiciones sobre esta matriz, es posible reconstruir a partir de ésta el grafo en cuestion y
por lo tanto, reconstruir el circuito. A continuacién se presentan las primeras proposiciones
de la tesis que tienen como objetivo identificar, a partir de la matriz H, las conexiones en
serie y paralelo de un circuito.

Considere de inicio a la submatriz de incidencia H. Dada la relacion que tiene con respecto
a variables de arbol y coarbol, esta matriz se puede subdividir de la siguiente manera

Ha1b1 Ha1b2 Halby
Huyp, Hap, ... Hap,
H=| =" % e (2.29)
Haoo Haypy - Hap, (n—1)x (b—n-+1)
donde a;, i = 1,...,2 son los diferentes tipos de elementos que hay en el drbol® y b;, j =
1,...,y son los elementos de distinta naturaleza presentes en el coarbol®. La cantidad de los

elementos a; se denotard por n,,, asi como la cantidad de los elementos de b; se denota por
ny, - Por lo tanto las dimensiones de cada subdivision seran H,,;, € R ™ Un ejemplo arbi-
trario seria una subdivision H,,p,, donde a; denota a los capacitores del arbol y by representa
a los inductores del coarbol. Si en el sistema existen 3 capacitores y 4 inductores entonces
Ng, = 3, Ny, = 4 y la subdivisién tiene dimensiones H,,;, € R*** y contiene informacién que
relaciona las variables de puerto de ambos elementos. Para las siguientes proposiciones se
considerara el caso en el que los elementos en cuestién que estan en serie o en paralelo son
1quales en cantidad, es decir, los elementos en cuestion del arbol seran de la misma cantidad
que los elementos del coarbol involucrados.

Proposicion 1.
Considere la submatriz de incidencia H de la ecuacién (2.29). Tome en cuenta que los elemen-

tos del conjunto a;, (para alguna k € i = 1,...,z) son iguales en cantidad que los elementos
by, (para alguna m € j = 1,...,y), es decir, n,, = ny,,. Si cada elemento del conjunto ay
esta en serie con cada elemento del conjunto b, entonces se cumple que
Hakbm - _[nak’ Hakbj = O(nak anj)a j 7& m
Prueba. Considere las ecuaciones de restricciones de flujo f; = —H f. y defina a los vectores
[ Jar ] [ S ]
fa2 fbg
=, |eR"M f=| |eRtmD
ft fak f fbm
L faz . L fby .

5Considere por ejemplo que en el arbol hay resistores y fuentes de voltaje. Entonces z = 2 (que es la
cardinalidad de elementos), a; representa a los resistores y as representa a las fuentes de voltaje.

6Para este caso se puede considerar el mismo ejemplo usando para los elementos de un &rbol. y es la
cardinalidad de elementos en el codarbol
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donde f,, € R™i, i =1,....xy f,, € R™, j=1,...,y. Para el flujo f,, la ecuacién de
restriccion de flujo esta dada por

fak - _Hakb1fb1 - Hakafb2 - Hakbmfbm - Hakbyfby

Si cada uno de los elementos del conjunto a; esté en serie con cada elemento del conjunto
by, entonces los flujos de ambos elementos son iguales. Esto quiere decir que f,, = f5,, ¥
Na, = M,,. La manera en que esta restricciéon se puede satisfacer es que Hy,p,, = —Inak y

Hakbj == Onakxnbj7 J 7& m. [
La segunda proposicién es analoga a la anterior, para elementos conectados en paralelo.

Proposicién 2.

Considere la submatriz de incidencia H de la ecuacién (2.29). Tome en cuenta que los elemen-
tos del conjunto ay (para alguna k € i = 1,...,z) son iguales en cantidad que los elementos
by, (para alguna m € j = 1,...,y), es decir, n,, = ny,,. Si cada elemento del conjunto ay
esta en paralelo con cada elemento del conjunto b, entonces se cumple que

Hakbm = Inak, Haibm = O(naanbm)’ i 7é k

Prueba. Considere las ecuaciones de restricciones de esfuerzo e, = H' e, y defina a los vectores

eal ebl
€as €by
e = . c R(n_l), e, = . c R(b—n—i—l)
€ay Ebry,
L eaz | L eby .
donde e, € R"™, 1 =1,..., 2y e, € R™i, j=1,...,y. Para el esfuerzo ¢, la ecuacién de

restriccion de esfuerzo esta dada por

_ T T T T
ebm - H 1bm6a1 + H Qbm6a2 + U + H kbmeak + e + Hazbmeax

a a a

Si cada uno de los elementos del conjunto a; esta en paralelo con cada elemento del conjunto
b,, entonces los esfuerzos de ambos elementos son iguales. Esto quiere decir que e,, = ey,
Y Na, = M, La manera en que esta restriccion se puede satistacer es que Hyyp,, = In,, ¥
Haibm = Onaixnbm7 1 7£ k D

Estas proposiciones establecen condiciones sobre la matriz H para conexiones de elemen-
tos entre arbol y coarbol. Es importante mencionar la imposibilidad de los siguentes casos:

= Dos elementos del coarbol en serie. No es posible porque se viola la definicion de
arbol, el cual debe de contener todos los nodos del grafo y habiendo dos elementos en
el coarbol en serie, un nodo estaria ausente del arbol.
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= Dos elementos del arbol en paralelo. De igual manera se quebranta la definicién
de arbol, porque no puede contener lazos cerrados que es lo que sucederia con dos
ramas en paralelo.

Otros casos particulares seran analizados posteriormente en caso de ser necesarios.

2.4. Modelo Hamiltoniano Controlado Por Puerto

Hasta el momento se han definido las restricciones de interconexién de los elementos y
las relaciones constitutivas de los elementos basicos de un circuito eléctrico. A continuacién
se muestra el procedimiento para la obtencion de un modelo que represente a un sistema
eléctrico con bastante generalidad. Para ésto, es necesario definir qué elementos estaran con-
tenidos en el drbol y qué elementos en el co-arbol. Por convencién’ para circuitos eléctricos,
se tomaran en el arbol

» Fuentes de tensién (cuyas variables de puerto son) eq, fi € R™.
= Capacitores ec, fo € R"2.
= Resistores eg,, fr, € R™.
Por otro lado, en el coarbol se consideraran
= Resistores eg,, fr, € R™.
= Inductores ey, fr, € R".

Se cumple entonces que ny +ng +n3 =n—1y ny+mn5 =b— (n—1). Con esta seleccion, la
submatriz de incidencia se subdivide (andlogamente a la divisién de la ecuacién (2.29)) de
la siguiente manera

HlL HlR
H = HRL HRR (230)
Her, Her

donde, siguiendo la misma notacién que en la ecuacién (2.29), los primeros subindices de
cada subdivisién se refiere a los elementos del arbol y los segundos a los del coarbol. Con
ésto, las restricciones de continuidad resultan en

fi=—Hipfr — Hirfr.

fr, = —HgrrfL — Hrr/r. (2.31)
Jfe =—Hcrfr — Her/fr,

"Esta convencién se toma con la finalidad de proporcionar un sentido fisico al modelo, dado que en otras
elecciones distintas (no en todas) se pueden llegar a encontrar casos en los que las variables no se asocian
de manera fisica con la realidad, por ejemplo se pueden mencionar la corriente eléctrica almacenada de un
inductor o voltaje almacenado de un capacitor. Para mas detalles, consultar [21].
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por otro lado las restricciones de compatibilidad son
e = Hie1 + Hirer, + Hiec (2.32)
Se define ademas la funcion de almacenamiento total como

HT(faa ea) = HC(fa) + HL(ea) (233)

donde f, € R™ es la carga eléctrica (o corriente almacenada) de los capacitores, e, €
R™ es el flujo magnético (o voltaje almacenado) de los inductores, Ho : R™ — R es la
funcién de almacenamiento de energia de los capacitores y Hy, : R™ — R es la funcién de
almacenamiento de energia de inductores. Bajo estas definiciones, las relaciones constitutivas
de los capacitores e inductores son, respectivamente

fa = fo 602%?’%);

Para los resistores se tienen las relaciones constitutivas lineales

. OHr(fa,€a
ba=cpn, fL= % (2.34)

€R, = Rtth7 €RrR. = RCch (235)

donde R; = diag{ry}, i=1,...,n3, r; >0y R. = diag{re}, i =1,...,n4, re > 0 son
matrices diagonales positivas.

Es momento de juntar relaciones constitutivas con las restricciones de compatibilidad y
continuidad para llegar al modelo completo.

De la primer parte de las ecuaciones (2.34) se tiene

fa:fC

Reemplazando en ésta la ultima ecuacién de (2.31) resulta

fo=fc=—Herfr — Horfr. (2.36)

de las relaciones constitutivas de los resistores del codrbol (2.35) se sabe que fr, = R_'eg..
Haciendo uso de ésto en la tltima ecuacién resulta

fo=—Hcpfr — HorR, 'en,
Reemplazando en esta tltima la segunda ecuacién de (2.32) se tiene
fo=—Herfr — HorR;' (Hizer + Hiper, + Hgec)
se sabe de las ecuaciones (2.35) que eg, = R;fg,. Sustituyendo ésto en la ultima ecuacién
fo=—Hepfr — HorR;* (Higer + HipRifr, + Hirec)
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y empleando la ecuacién fg, de (2.31) resulta en
fo=—HopfL — HorR; ' [Higer + HigRy (—~Hpy fr, — Hrrfr.) + Higec! (2.37)

Si se observa en esta ecuacion, la variable fr, volvid a aparecer, misma variable que aparece
desde un inicio en la ecuacion (2.36). Entonces se iguala fg, con el término entre corchetes

de (2.37), es decir
fr. = R, [H{gper — HppRiHrr fr — HypReHrrfr. + Hépec]
El objetivo es entonces despejar la variable fr. . Multiplicando toda la ecuacion por R, resulta
Refr. = [Higer — HyrRiHpr f1 — HipReHrrfr, + Higec)
ordenando las variables de fg, del lado izquierdo de la ecuacion
Refr. + HppRiHprfr = [Higer — HppRiHpy fr + Hlgec)
factorizando y despejando la variable se tiene
fr. = [Re+ HhpRHrr) ' [Higer — HipRiHpyp fr + Hepec] (2.38)
sustituyendo entonces este resultado en la ecuacion (2.36) se tiene
fo=—Horfr + Her [R.+ H}{WRRtHRR]il [Higer — HipRiHpr fr + HEpec)
ordenando las variables se tiene como primer ecuacion del modelo
fo= {_HCL + Hep [Re 4+ HfypRiHrr) - HERRtHRL} fr (2.39)
—Hep [Re+ Hop R Hpr) ™ HEpec — Hop [Re + HgRiHpr) ' Hizer
Por otra parte, de las ecuaciones (2.34) se tiene
€q = €y,
sustituyendo en esta ecuacién la primera de las ecuaciones de (2.32) resulta
éo =er = Hl e, + Hhper, + Hpec

de las relaciones constitutivas para resistores (2.35) se sabe que eg, = R;fg,. Sustituyéndolo
en la ultima ecuacion

y sustituyendo la segunda de las ecuaciones de (2.31) en esta 1ltima ecuacién resulta
. _ T T T
éo = Hiper + Hyp Ry (—Hprfr — Hrrfr.) + Hopec
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= Hie1 — Hy RiHprfr, — Hyp RiHrrfr, + HEpeco

en esta ecuacién se presenta el mismo caso que en la ecuacién (2.36). Sustituyendo en ésta
la ecuacién (2.38) se tiene

. T T

€q = H1L61 - HRLRtHRLfL

“1
—H} ReHpr [Re + HppRiHpr]  [H{ger — HypReHpr fr + Higeo] + HE e

ordenando por ultimo las variables se tiene la segunda ecuacién del modelo

. -1
éo = { ~HE, RiHpy + Hy ReHpr [Re + HppRoHrr) ™ HhpRiHn |

+{HE, — B BiHpn [Re + HppRoHpr) ™ HE g} eot{ HIy = HE RiHpn [Re + HhpRoHpr) ™ Hip per
(2.40)

Cabe mencionar que de esta ultima ecuacion el término que multiplica a f; es posible sim-

plificarlo®. Es decir

—HE, (R + HppR; ' Hby) ™ Hpy, =
— HY RiHpy, — Hb; RiHpg (Re + HypRiHpr) ™' HhgRiHpy (2.41)
Por otro lado, si se definen a los vectores
x:[f“] xr € R™*"s; VHT(x):[%]:{eC] V. Hr(x) € R y=e¢
Ca ) ) T Té)(gjea) fL ) 4T ) 1

el modelo se puede representar de manera natural como un sistema hamiltoniano controlado
por puerto de la siguiente manera

& =[J — R|V,Hp(x) + Gu (2.42)
donde la matriz
_ 0 Ji| T. (n2+ns)x (n2+ns)
J_[—J1T O}_ J JeR
es llamada matriz de interconexion la cual es antisimétrica y sus elementos son

Jy = —Hep, + Heg [Re + HhgRiHgp] ™' HhgRiHpy

se tiene también la matriz de disipacion R que es una matriz simétrica positiva semidefinida
y estd dada por

| R0 (na-+n5)x (na+ns)
we [T 0] nes

Rl - HCR [RC + H}"Z{RRtHRR} ! HgR
Ry = HE, (R;' + HpeR, ' HEy) ™ Hpy

8Ver apéndice A
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y la matriz G es llamada matriz de entradas la cual es una matriz rectangular, dada como

G=|
g2 |’
—1
91 =—Hcg [Re+ HppRiHpr|  Hig

-1
9o = H{; — H};, RyHpg [R. + HpypRiHrr]  Hig

Este es un modelo con bastante generalidad el cual tiene la capacidad de representar cual-
quier circuito eléctrico (sujeto a la eleccién del arbol y en consecuencia, del coarbol) que
involucre los tipos de elementos seleccionados. El modelo se hace particular al momento de
definir las subdivisiones de la submatriz de incidencia.

Asi mismo se evaliian en el siguiente capitulo las propiedades de estabilidad y consenso, las
cuales estableceran restricciones en el circuito y por lo tanto, limitaciones en la conexion de
elementos para satisfacer dichas caracteristicas.
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Capitulo 3

Propiedades de Circuitos Eléctricos

3.1. Analisis en Corriente Directa

En el presente capitulo se identificardan condiciones estructurales considerando una en-
trada no variante en el tiempo, es decir, una entrada constante para obtener propiedades
de estabilidad. Tales condiciones se veran mateméaticamente reflejadas en la submatriz de
incidencia.

3.1.1. Propiedades de Estabilidad

Para el circuito eléctrico
t=[J— R|V,.Hr(z)+ Gu

es de interés conocer como se comportan sus variables en un estado de equilibrio. Se busca
un punto z* de (2.42) tal que si el estado empieza en z* permanezca en x* para todo tiempo
futuro. Para el sistema (2.42) el equilibrio es solucién de

0(n2+n5) = [J — R] VIHT(LE*) + Gu* (3.1)

donde
= |:f(;,k:| VxHT(fL'*): |:e*C:| U*:GT
e | fi |
son los vectores de estado, gradiente de la funcién de almacenamiento total y entrada, res-
pectivamente, en el estado de equilibrio. Es de interes averiguar si el equilibrio z* es estable
en el sentido de Lyapunov, por lo que se retoma la funcién incremental® [22] en la que se
define la funcién positiva definida Hy(z) como

Ho(z) = Hr(x) — 27V Hr(z*) — (Hr(z*) — 27V, Hr(z")) (3.2)

1Se denomina funcién incremental porque existe una desviacién de su minimo y tal desviacién es el valor
del equilibrio del sistema, es decir, x*.
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En la siguiente proposicién se demuestra que la funcion Hy(z) es una funcién positiva defi-
nida.

Proposicién 3.
La funcion
Ho(z) = Hr(z) — 2"V, Hr(2*) — (Hr(z*) — 2"V, Hr ("))

es una funcién positiva definida si es una funcién estrictamente convexa?.

Prueba. Para demostrar que Ho(x) es positiva definida, se tiene que demostrar que z* es
un minimo de la funcién mencionada. Para ello se recurre al criterio de la segunda derivada.
Derivando la funcién Hy(z) con respecto al estado x, es decir, obteniendo el gradiente de
Hy(z) resulta

si en esta funcién gradiente se sustituye el equilibrio se obtiene

Cumpliendose esta primer condicion, para una funciéon convexa entonces x* deberia ser un
minimo de la funcién Hy(x). Derivando por segunda vez con respecto a z, es decir, obteniendo
el hessiano de Hy(z) se obtiene

V2Hy(z) = VZHy(z) > 0.

Por propiedades de las funciones estrictamente convexas, si la funcién Hy(z) es estrictamente
convexa entonces la matriz hessiana es positiva definida. Aludiendo al criterio de la segunda
derivada se demuestra que z* es un minimo de H,(x) y por lo tanto, la funcién Hy(x) es
positiva definida. [J

Habiendo demostrado la positividad de la funcién Hy(x), lo que procede es realizar un
analisis de estabilidad en el sentido de Lyapunov de los equilibrios, es decir, de la ecuacién
(3.1). Usando entonces como funcién candidata de Lyapunov Hy(z), se encuentra la deriva-
da temporal de Hy(z) a lo largo de las trayectorias del sistema, que por regla de la cadena
resulta

Hy(x) = V HE(2)i — iV Hy(2*),

dado que la funcién Hy(x) es una funcién escalar, su derivada con respecto al tiempo tam-
bién es escalar, por lo que se puede asegurar que &'V, Hr(z*) = V,H%(z*)2. Entonces el
resultado se puede factorizar como

Hy(z) = [V, Hr(z) — V,Hy(z")]" &
sustituyendo en esta ultima la ecuacién (2.42), se tiene

Ho(z) = [V Hp(x) — Vo Hr(x))" [J — R Vo Hp(z) + Gu

2Para maés informacién de funciones convexas, ver Apéndice B.
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= V. HY(2)JV Hp(z) — V,H}(2)RV  Hyp(x) + V. HE:(2)Gu
—V H(2*) IV o Hy(3) + V, HE(2*)RY  Hy () — V HE-(2%)Gu

se sabe que V,HE(z)JV Hr(x) = =V, H*(x)J'V,Hr(x) = 0, es decir, una forma cuadrati-
ca con una matriz antisimétrica es igual a cero, resultando entonces

Ho(z) = =V, HEX(2)RV, Hr(z) + V, HE(2)Gu

—V HE(2*) IV Hp(x) + V, HE(2*)RV  Hyp () — Vo HE (2%)Gu

que hasta el momento puede factorizarse como
Ho(z) = — [VoHp(z) — Vo Hp(z*)]" RV Hy(x) — Vo HE(2*)JV Hy(z)

+ [V Hyp(z) — Vo Hr(29)]" Gu (3.3)

para continuar con el desarrollo, considere la ecuacién de equilibrio (3.1). Multiplicando esta
ecuacién por el término V,HZ¥ (x) resulta

VoHE(2) IV Hyp(z*) — Vo HE (2) RV  Hyp(2%) + V,HT (2)Gu* = 0 (3.4)
por otro lado, multiplicando la ecuacién (3.1) por el término V,H%(z*) se tiene
Vo HE(2*) IV Hy(2*) — V HE(2*)RV  Hy(2*) + V HE(29)Gu* = 0

dado que V,HX(2*)JV Hr(z*) = —V HL(2*)JT'V Hr(z*) = 0 entonces el resultado final
de esta ecuacion es

— V. HE(2*)RV  Hp(2%) + V, HE (2*)Gu* = 0 (3.5)
sumando las ecuaciones (3.4) y (3.5) a la ecuacién (3.3) se tiene
Hy(z) = — [V Hp(z) — VoHy(2*)]" R(2)V,Hy — Vo HE(2*)JV  Hy ()
+ [VoHp(x) — Vo Hyp (29" Gu — Vo HE (2" )RV  Hy(2*) + V,HE (%) Gu*
V.H} (2)JV Hy(z*) — V H} (2)RV Hr(2z*) + V,Hj (z)Gu*
por ultimo, se puede factorizar esta ecuacién como
Ho(z) = — [VoHp(z) — Vo Hp(z*)]" R[NV Hy(x) — VHy(z")]

+ [VoHr(z) — Vo Hp(z9))" g (u — u*) — Vo HE(2*) JV Hy(x) + Vo HE(2) IV, Hy(2*)

Transponiendo el dltimo término resulta —V,HE (x*)JTV Hr(z*). Realizando con esto una
nueva factorizacion se tiene

Hy(z) = — [V Hp(2) — Vo Hr(2*)]" R[VoHyr(z) — Vo Hp(z*)]

+ [V Hr(2) — Vo Hr(2)]" g (u — u*) + V. HE(2*) [-J — J¥| V. Hr(x)
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y como se sabe que —J7 = J, si se sustituye en el dltimo término de esta ecuacién, se elimina
y el resultante total es

Hy(z) = — [V Hp(z) — Vo Hyp(z9)])" RV Hy(x) — Vo Hy(x*)]

+ [V Hr(z) — Vo Hyp ()] g (w — u*).

Dado que la entrada no varia en el tiempo entonces u = u*. Con esta sustitucién, se tiene
entonces

Ho(z) = — [V Hp(z) — Vo Hp(z*)]" RV Hy(x) — VaHyp(2*)] <0

esta ultima es una forma cuadrética negativa semidefinida, por lo que hasta el momento el
minimo de la funcién Hy(z), es decir, 2* es estable. De manera explicita la ecuacién anterior
se puede expresar como

: * -1 *
Ho(z) = — (ec — e)" Her [Re + HipRiHrr] Hlp(ec —ef)

#\T' — — -1 *

—(fo = f1)" Hpy (R + HrrR7 Hpg)  Hpr (fo— f7) <0 (3.6)
es evidente con esto que la estabilidad depende de matrices especificas. Dado que el pro-
ducto de matrices (que resultan en una matriz cuadrada) [R.+ HfpReH RR}_I € Rmaxm
y (Rt_1 + HRRRc_ngR)_l € R"™*"s gon positivas definidas®, se recurre al principio de in-
variancia de LaSalle, que consiste en determinar el maximo conjunto invariante en el que

Hy = 0. Ese maximo conjunto invariante esta dado por los argumentos de las formas cuadrati-
cas de la ecuacién (3.6). El maximo conjunto invariante e se puede expresar como

e = {fu, €alHlR (0 = €5) = 0nyy Hrp (fr— 1) = On, (3.7)

se observa que si se desea que () = (-)* se requiere que el kernel o espacio nulo de las
matrices Hl.p v Hgy tenga como tnico elemento el cero, es decir

dim {ker {Hl.p}} =0, dim{ker {Hp,}} =0 (3.8)

si los rangos de las matrices Hl.5 y Hgz, son completos, las tinicas soluciones a los sistemas
de ecuaciones de (3.7) seran las soluciones triviales, es decir

(eC - e*C) = Oy, (fL - fz> = Oy,

3La suma de una matriz diagonal positiva (con cada una de sus entradas diferentes entre si pero positivas)
mas una matriz positiva semidafinida da como resultado una matriz positiva definida. Es posible probar esto
por lo siguiente: La matriz positiva semidefinida tiene valores propios positivos y/o cero. La matriz diagonal
tiene como valores propios cada una de sus entradas de la diagonal y debido a esto es positiva definida. Por
lo tanto los valores propios de la suma no podrén ser cero y la matriz resultante es positiva definida. Més
aun, como todos los valores propios son positivos y distintos de cero, la suma de ambas matrices es de rango
completo y su inversa existe.
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lo que implica que ec = ey fr = f] y con esto, estabilidad asintética local al minimo z*.
Si la funcién Hy(z) es radialmente no acotada, se tendréd estabilidad asintdtica global.

Las condiciones establecidas sobre las submatrices HgR y Hpgy, son restricciones sobre la
interconexién del sistema si se desea estabilidad asintética. Existen muchas posibilidades
para estas matrices para satisfacer tal condicién. Como condiciones suficientes que satisfagan
lo anterior se proponen las siguientes elecciones que haran mas particular al sistema a tratar:

= Si cada resistor del arbol estd en serie con cada inductor del coarbol, de acuerdo a la
Proposicion 1 se cumple que n3 = ns (se restringe a que el nimero de inductores sea
igual al nimero de resistores en el arbol) y las siguientes matrices quedan especificadas

como
Hpr = Iy, Hrr = Onyxny

esta caracterizacién safistace una de las condiciones de (3.8), es decir, ker {Hgr} = O.

= Si cada capacitor del arbol esta en paralelo con cada resistor del coarbol, de acuerdo
a la Proposicién 2 se cumple que ny = ny (se restringe a que el nimero de capacitores
sea igual al nimero de resistores en el codrbol) y las siguientes matrices estdn dadas
por
HC’R = Ing; HIR - On1><n4a HRR = 0n3><n4

con estas caracterizaciones se cumple la otra condicién de (3.8) que es ker { HL, = O}.

Por el momento, las condiciones para estabilidad y las elecciones anteriores caracterizan a la
submatriz de indicencia de la siguiente manera

HlL 01’1,1)<7’L4
H = -[ng 0n3><n4
HCL [nz

en la siguiente seccién se analizan los equilibrios del sistema para obtener condiciones con
respecto al consenso de sus variables.

3.1.2. Propiedades de Consenso

Dadas las propiedades de estabilidad y sus restricciones, las ecuaciones de equilibrio del
modelo estan dadas por

0 R HCLfL (39)
0=Hfpel — Rth + Hi e} (3.10)

para analizar estas ecuaciones de equilibrio se procede a conocer de manera explicita cada
una de las variables en cuestién. De la ecuacién (3.10), despejando el término R, f7 se tiene

Rif} = H.pef + Hipel

y de esto se obtiene
[t =R, (Hpete + Hiper) (3.11)
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sustituyendo (3.11) en (3.9) resulta
0=—R.'e. — Hey [R; ' (HE el + Hipel)]

=R 'e}, — HorR7'HY el — Hop RV HY e
= — (R,'+ Ho R 'Hlp) el — Hop Ry HY €}

y despejando por ultimo la variable ex resulta
et = — (R + Hop Ry 'HE,) ™ Hop Ry ' HT, ¢ (3.12)
que es la primer variable descrita de forma explicita. Sustituyendo (3.12) en (3.11) se tiene
i =—R7'HE, (B + HooRy'HE,) ™ Hep Ry Hipe; + Ry H €

_ [Rt_l (HlTL — HE, (R + Hop Ry ' HE,) ™ HCLRt‘lHITLﬂ e (3.13)

que es la segunda variable representada de forma explicita.

Como se observa en las ecuaciones (3.12) y (3.13), los valores en estado estacionario de
las variables dependen fuertemente de los valores de los resistores asi como de las subma-
trices Hop, v Hyp. Para evaluar bajo qué condiciones se puede lograr consenso con estas
igualdades se vuelve un proceso realmente complicado, principalmente por la inversa involu-
crada (Rc_l + Hop RV HE L)_l ademas de los productos y adiciones que le suceden. Por tal
motivo, para proceder con el andlisis, se considera el caso en que las resistencias del arbol
son cero, es decir Ry = 0,,,xn,. Ol se toma esta consideracion, las ecuaciones de equilibrio se
reducen a

Ons = Hepeo + Hipey (3.14)

0n, = —R.'et — Hop fr (3.15)

Analizando la ecuacién (3.14), si se quisiera conocer una expresion explicita de ec se tendria
que encontrar una pseudo inversa de la matriz Hop, o por otro lado, garantizar que H¢ep, sea
cuadrada y de rango completo. Para no restringir de tal matera a esa matriz, la ecuacién
(3.14) no tendra modificaciones y permanecerd tal como es, al igual que la ecuacién (3.15).
Sin embargo, para no tratar con el problema general de identificar estructuras para las sub-
matrices Hop v Hyp que satisfagan consenso en las variables, se caracterizaran y evaluaran
las propiedades de las topologias basicas utilizadas en sistemas eléctricos de potencia: la
topologia radial, anillo y malla.

Consenso en Topologia Radial.
Una red radial en un sistema eléctrico de potencia tiene como caracteristica la existencia de
una trayectoria desde la fuente hasta el consumidor y ademas existe una sola fuente. Una
ilustracién en diagrama unifilar como ejemplo se puede mostrar en la Figura 3.1. Es la topo-
logia mas sencilla de las tres que se presentaran. En la literatura ([1], [24]) existen muchas
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Figura 3.1: Estructura de una Topologia Radial en Diagrama Unifilar

definiciones, sin embargo, la més frecuente y la considerada en este trabajo estd dada en [23]
(que es como la mostrada en la Figura 3.1).

Para comenzar con la especificacion de la red es importante tener en cuenta que las carac-
teristicas que van a distinguir a una topologia de otra es la manera en la que se conectan las
fuentes con las lineas de alimentacion y a su vez la conexién entre las lineas y las cargas. Para
asociar esta distincién al modelo del circuito eléctrico se harén las siguientes consideraciones:

» [Los resistores del arbol en serie con los inductores del coarbol seran vistos como lineas
de alimentacion en la topologia.

= Los resistores del coarbol en paralelo con los capacitores seran vistos como cargas del
sistema.

Tomando en cuenta estos puntos, de acuerdo a la definiciéon de esta topologia, una red radial
para el modelo del sistema es como la mostrada en la Figura 3.2. Particularmente, para una
red radial por cada linea de alimentacién hay una carga y como cada carga tiene un capacitor
y un resistor de coarbol entonces no = n3 = ny = ns. Esto se puede apreciar en el ejemplo
de la Figura 3.2, donde el nimero de capacitores es igual al nimero de inductores, resistores
del arbol y coarbol. El total de cada uno es ny = nz = ny = nz = 3.

En relacién a las topologias, las matrices que atin no han sido definidas Hop, y Hy seran de
utilidad por las siguientes razones:

» La submartiz H;; relaciona las variables de las fuentes de tensién con los inductores
del codrbol (que son considerados parte de las lineas de alimentacién) por lo que esta
matriz es la que relacionara las fuentes de tension con las lineas de alimentacién.

» La submatriz H¢y, relaciona las variables de los capacitores del arbol con los inductores
del coarbol, entonces esta matriz relacionard a las lineas de alimentacion con las
cargas.

Es entonces notable que estas dos matrices seran las que caractericen la topologia y una vez
fijas, se analizaran los equilibrios para identificar propiedades de consenso en sus variables.
Para la red radial, las submatrices tienen las siguientes formas:
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Figura 3.2: Estructura de una Topologia Radial Con Ambitos Trazados

1. Existe una sola fuente de alimentacién, entonces n; = 1. El ntmero de lineas de
alimentacion no estd limitado y sabiendo que el nimero de inductores es igual al niimero
de resistores en el arbol (n3 = ns) las dimensiones de la matriz son Hy; € R"5. Por
otro lado, eligiendo el ambito basico para el cutset bésico de la fuente de tensién, cada
inductor forma parte del cutset de la fuente, como se muestra en el ejemplo de la
Figura 3.2. Para este ejemplo en particular, siguiendo las convenciones senaladas en el
capitulo 2, la matriz toma la forma

Hip=1[111]
de manera general, para ns lineas de alimentacién la matriz es de la forma

Hy, = [1]] (3.16)

2. Como se muestra en la Figura 3.2, cada carga estd alimentada por una sola linea
por lo que cada capacitor incluye en su cutset basico un sélo inductor. Como el flujo
de cada inductor entra a cada ambito del capacitor, se pondra un -1 en la ubicacion
correspondiente de la matriz Heop. Para el ejemplo (considerando que para la submatriz
H¢p las variables de arbol se ordenan en numeracién de izquierda a derecha y las
variables de codrbol se ordenan en numeracién de arriba a abajo) la matriz toma la

forma
-1 0 0

Hep = 0 -1 0
0 0 -1

y de manera general para n, cargas la matriz es de la forma

HCL = _ITLQ

Hasta el momento se tiene caracterizada la topologia radial. A continuacién se evalian las
propiedades de consenso de cada una. Para esto, considere la primer ecuacién de equilibrio

T T
Ons = Hopeo + Hypel
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sabiendo que Heop, = —1,,, y Hyp = [155] entonces

* *
Ons = —¢c + 171561

de esta ecuacién se obtiene
* *
€c = 1n5€1

debido a que existe una sola fuente de tensién, esta ecuacién significa que cada tensién del
capacitor llegard en estado estacionario al valor de tension de la fuente lo que significa un
consenso en las tensiones de capacitor en el sentido de

eq, =€], i=1,...,n9 (3.17)
Por otro lado, considerando la segunda ecuacién de equilibrio (3.15)

0n, = —R. '€t — Horfs
sustituyendo Heop, = —1,,, y ef = 1,,,€] resulta

On, = —R. 155 + [}

despejando por ultimo f; se tiene
fz = Rc_l].%e){

lo que esta ecuacion menciona es que en estado estacionario, la corriente de cada inductor
es inversamente proporcional al valor de cada resistor del codrbol, de manera que si R, =
Teln,, e > 0, es decir, todos los valores de los resistores de coarbol son iguales, existira un
consenso en las corrientes de inductor en el sentido de

fri=rltel, i=1,...,n; (3.18)

ademas, dado que los resistores del coarbol estan en paralelo con los capacitores, entonces

lo que significa un consenso en las tensiones de resistor de coarbol en el sentido de
ep, =€, i =1,...,n3
y dada la relacién constitutiva de éstos, resulta
¢p, = Refp, = fh, = R.ep, = R ' 1n,€]

que es la misma condicién para las corrientes de inductores. Entonces si R, = r.1,,, r. > 0
entonces las corrientes de resistor de coarbol alcanzan consenso en el sentido de

*  __ —1 %
Jr,=re e, i=1,...,n
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Figura 3.3: Estructura de una Topologia Anillo en Diagrama Unifilar con a. Dos fuentes de
alimentacion. b. Una fuente de alimentacion.

Figura 3.4: Estructura de una Topologia Anillo con a. Dos fuentes de alimentacion. b. Una
fuente de alimentacion.

Consenso En Topologia Anillo.

En esta topologia, a diferencia de la radial, la carga tendréa dos trayectorias de alimentacién.
Estos circuitos utilizan una o dos fuentes de tensién y con respecto a su uso es 1util para
cargas que no permiten interrupcién de energia (por la doble alimentacién), como las insta-
laciones industriales [23]. La Figura 3.3 se muestra en diagrama unifilar las dos posibilidades
de topologia anillo, donde la Figura 3.3a tiene dos fuentes de alimentacion y la Figura 3.3b
contempla una sola fuente. En ambos casos es evidente que todas las cargas tienen dos tra-
yectorias de alimentacion.

Asociando esta topologia con el sistema eléctrico, el circuito resulta como en la Figura 3.4.
Sin importar el nimero de fuentes de tensién, dado que las cargas son conectadas consecu-
tivamente, se puede apreciar facilmente (con énfasis en la Figura 3.3) que existe una linea
adicional al nimero de cargas. Por ejemplo, en la Figura 3.3a existen 3 cargas y 4 lineas y
en la Figura 3.3b existen 5 cargas y 6 lineas. Entonces cuantificando a las cargas median-
te la cantidad de capacitores no, existiran ns = ny + 1 lineas de alimentacion. Teniendo las
representaciones de la Figura 3.4, es posible caracterizar la topologia en los siguientes puntos:

1. Existen para esta topologia dos tipos de inductores. Los que conectan alguna fuente con
carga y los que conectan garga con carga. Existen en total r r-inductores que conectan
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fuente con carga y existirdan p p-inductores que conectan carga con carga, de manera
que r + p = ns. Como una topologia anillo tiene maximo 2 fuentes, entonces r < 2.
Suponiendo el caso en que existen 2 fuentes (r = 2), las variables de inductor entonces
estaran ordenadas como

fL'r'fl eL’,»,l
Jr €L
fr= ol en= " (3.19)
fL'r‘+1: eLr+1:
fLrH? 6LT+P

Para el ejemplo de la Figura 3.4a r = 2 y p = 3. Este orden afecta por supuesto el
orden de las columnas de Hy;, y Hep, es decir, primero van las columnas relacionadas
con los r-inductores y luego las columnas relacionadas con los p-inductores.

. En la topologia anillo es posible tener 1 o 2 fuentes de tensién. Entonces n; =1, 2y
las dimensiones de la matriz H;; para ambos casos, respectivamente son H;; € R'*"s
y Hyp € R2x7s
Para el caso en que n; = 1, en la Figura 3.4b se aprecia el ambito basico del cutset
basico de la fuente de alimentacién. Los inductores Ly, Ly son los que conectan carga
con fuente, por lo que el cutset de la fuente incluye ambos inductores. Ademas, el flujo
del primer inductor sale del &mbito (que significa una entrada en la matriz igual a 1) y
el flujo del segundo entra al mismo (que implica una entrada en la matriz igual a -1).
Por esta razon, la matriz Hy; tendra la estructura
Hyp=[1 —-10,]
para el caso del ejemplo, esta matriz es Hyj, = [1 -1 03T]
Para el caso n; = 2, los ambitos basicos correspondientes a cada cutset bésico de
cada fuente estan senalados en la Figura 3.4a. En el cutset de la fuente 1 se involucra
unicamente la primer inductancia con flujo saliendo del ambito, entonces en la entrada
correspondiente existird un 1. Por otro lado, en el cutset de la segunda fuente se
involucra al segundo inductor por lo que en la entrada correspondiente habra un —1.
Entonces la matriz H;; tendra la forma

1 0 0F
e[y 4 4]
0 —10, 2xns
particularmente para el ejemplo de la Figura 3.4 la matriz H,, es

1 0 oFf
HIL_{O -1 ng:|2><5

. Dado el orden de las columnas de Hq, por los dos tipos de inductores ya mencionados,
la matriz Hqp, se puede dividir como

Hep = [A | N]
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donde A € R™*" y N € R™*P, Es importante mencionar que la estructura de esta
matriz es independiente de la existencia de una o dos fuentes. Mas adelante sera evi-
dente este motivo.

Por otro lado, si se observan ambos diagramas de la Figura 3.4, los capacitores estan
ordenados de manera consecutiva. Por esta razon, el primer y tltimo capacitor son los
que interactian con los r-inductores. Observe los ambitos basicos de los capacitores 1y
4 (primero y ultimo) de la Figura 3.4. En el ambito del capacitor 1 el flujo del inductor
1 entra, entonces en la entrada correspondiente habra un -1. En el &mbito basico del
ultimo capacitor (para el ejemplo, capacitor 4) el flujo del inductor 2 sale, por lo que
en la entrada correspondiente habrd un 1. Con estas observaciones se puede deducir
que la matriz A (que relaciona capacitores con r-inductores) es de la forma

-1 0
0 O
A= : :
0 O
0 1
L d no Xr

Para ambos diagramas de la Figura 3.4 es posible notar que la matriz H¢op, es

ng Xr

lo que ilustra la independencia de esta estructura de la cantidad de fuentes que existan
en la topologia.

Con respecto a la matriz N, se sabe que relaciona las variables de capacitor con las de
los p-inductores. Dado que los p-inductores conectan consecutivamente a cada carga
siempre existira un p-inductor menos que el nimero de cargas, en cualquiera de los dos
casos (1 o 2 fuentes de tensién), como se puede apreciar en la Figura 3.3. Entonces es
posible afirmar que p = ny — 1. Regresando a la caracterizacion, refiriéndose al primer y
ultimo capacitor (Cy y Cy), se puede observar en la Figura 3.4 que éstos sélo comparten
cutset basico con un sélo p-inductor (L3 y Ls). Para el ambito de C el flujo de L
esta saliendo por lo que en la entrada 1,1 de /N habra un 1. Para el ambito del iltimo
capacitor C,, (para el ejemplo serfa C}) el flujo del inductor Ls entra al d&mbito, por
lo que en la entrada de la matriz ns, p seria un —1. Para los capacitores subsecuentes
es evidente que cada uno incluye en su ambito basico a dos p-inductores, como es el
caso en de los capacitores Cy y C3 en la Figura 3.4. Entonces es de esperarse que en
las entradas correspondientes existan un —1 y 1. Por ejemplo, para el capacitor Cs,
en su cutset basico estan involucrados los inductores L3 y L4 que son p-inductores.
Entonces en la entrada 2,1 habra un —1 porque el flujo de L3 entra al ambito bésico
y en la entrada 2,2 habra un 1 porque el flujo de L4 sale. De la misma manera para el
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ambito de Cj seria (3,2) = —1 y (3,3) = 1. Para el ejemplo de la Figura 3.4 la matriz
N resulta como

1 0 0
-1 1 0
N= 0 -1 1
0 0 -1

De manera general, la regla para llenar la matriz N seria de la siguiente manera:
Para la matriz N de la forma

N1y Nip
N = : .. :
Npsi oo Nagp
Cada elemento de N se asigna como
1 para i = j;
N;; = —1lparai=j+1 (3.20)

0 para cualquier otro caso
observando esta estructura se puede afirmar que
T Ar T
1,,N=0,
o dicho de otra manera, la sumatoria de cada columna de N es cero.

Las matrices Hi;, v Her han sido ya definidas.
Es momento de analizar las ecuaciones de equilibrio para evaluar propiedades de consenso.
Considere la primer ecuaciéon de equilibrio

Op, = HEpel + Hi el (3.21)

Cabe mencionar que

Primero se analizara el caso ny = 1. La primer ecuacion del conjunto de equilibrios, dada
la estructura de A y Hyy, (la primer columna de A tiene un —1 en su primer entrada, y la
primer entrada de Hyy, es 1) es

0=—eq, +e€] —eq =€) (3.22)

la segunda ecuacién resulta también de la estructura de A y Hip (la dltima entrada de la
segunda columna de A es 1 y la segunda entrada de Hiy es —1)

0=ep, —€] —eg, =e€] (3.23)
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las p ecuaciones siguientes dependen de la estructura de N. Recordando la propiedad de esta
matriz que consiste en 1£2N = Og, transponiendo esta ecuacién se tiene N71,, = 0p. Si se
multiplica N7 por ec en vez de 1,,, se obtendrd una cadena de igualdades, llamado asi por
la siguente causa
T * * * .
Nieg=0—=ep, =€, ,i=1,...,(ng—1)

de manera ilustrativa se puede citar el caso de la Figura 3.4, donde para tal N dada, esta
cadena de igualdades resulta como ep, = eg,, en, = eg,, e, = eg,. La matriz Hy no
influye en las tltimas p ecuaciones de (3.21) porque las dltimas p entradas de esta matriz
son cero. Estas ecuaciones igualan todas las tensiones de los capacitores y por las ecuaciones
(3.22) y (3.23), todos los capacitores tendrin consenso en sus tensiones, es decir

* * .
ec, =€, t=1,...,n9

Para el caso n; = 2, considerando la primer ecuacién de (3.21) y tomando en cuenta la
estructura de A y Hyy, se tiene

* * * k
T . .
donde e} = [e}; e},] . La segunda ecuacién de (3.21) estd dada por
% * * %
0=eq, — €1 = €o, = €19

las p ecuaciones restantes son las mismas para el caso de ny = 1, dado que la matriz Hqp,
no depende del nimero de fuentes. Entonces, sabiendo que las ltimas p ecuaciones igualan
las tensiones de todos los capacitores, eso significa también que ef, = ep, = €]} = €y,
confirmando con ésto que para el caso n; = 2 se alcanza consenso en las tensiones de
los capacitores si y solo si las tensiones de ambas fuentes son iguales, es decir,
* %

€11 = €12

Por otro lado, los resistores del coarbol estan en paralelo con los capacitores, por lo que
existe consenso en las tensiones de los resistores de coarbol en el sentido de

® ko
€, =€, 1=1,...,n4
y mediante la relacion constitutiva de los resistores se tiene
x * * -1 _*x —1 *
er, = Refp, — fr, = R, ep, = R, 1,,€]

de la misma manera que en el caso de topologia radial, si R, = r.[,,, entonces existe consenso
en corrientes de resistor de coarbol en el sentido de

* =1 % -
Jr,=7Tc €, i=1,...,m4
Con respecto a las segundas ecuaciones de equilibrio
_ -1 _x *
Ony, = —R.ec — Hewfr
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Figura 3.5: Estructura de una Topologia Malla en Diagrama Unifilar.

Analizando la estructura de H¢p, la sumatoria de cada uno de los elementos de sus renglones
siempre sera cero

1 0] 1 0.. 0 0
0 0] -11..0 0
Hep=1| + | &+ & . 1
0 0] 0 0 ... -1 1
0 1] 00 ... 0 -1

por esta razon, al ser multiplicada por el vector f} existird una resta entre algtn flujo y otro.
Si se deseara consenso en las corrientes de inductor, sera imposible dado que si todos los
flujos fueran iguales la ecuacién de equilibrios resultaria

R 'et, =0— R '1,,e; #0

esta ecuacién es distinta de cero, a menos que ej = 0,,, caso que no es el considerado. En-
tonces el consenso en corrientes de inductor es imposible.

Consenso En Topologia Malla.

Esta es la red mas complicada porque es una especie de combinacién entre la red radial
y anillo. La red se puede definir como una red radial con lazos cerrados entre las cargas
como en la forma de topologia anillo como se muestra en la Figura 3.5. Cada carga tiene un
minimo de dos trayectorias a la fuente. En algunas referencias se pueden encontrar mas de
dos fuentes en el sistema, pero tomando [23] como base, se considerard sélo una fuente. Un
ejemplo de su representacion equivalente al modelo utilizado en esta tesis se muestra en la
Figura 3.6.

La caracterizacion de las matrices Hop y Hyp estda dada por los siguientes puntos:
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Figura 3.6: Estructura de una Topologia Malla.
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1. De la misma manera que en una topologia radial, existe una sola fuente de tensién,
por lo que n; = 1. Las dimensiones de la matriz H,; entonces serdn H;; € R'*" Es
necesario notar que en esta topologia existen también r-inductores y p-inductores. Por
tal motivo, considere la misma organizacion de los vectores de corrientes y tensiones
de los inductores como se muestra en las ecuaciones (3.19). Recuerde que con esta
organizacién, en las matrices Hop y Hyz primero van las columnas relacionadas con
los r-inductores y después las relacionadas con los p-inductores. Observando el d&mbito
bésico para la fuente de tension en la Figura 3.6, involucra en su ambito a todos los
r-inductores y el flujo de cada uno sale del ambito, lo que corresponde a un 1 en cada
entrada correspondiente de cada r-inductor. Como no estan los p-inductores en su
ambito basico, en las entradas correspondientes a estos inductores habra un 0. Por lo
tanto la estructura de esta matriz sera

Hu = 17 0]
para el ejemplo de la Figura 3.6 esta matriz es

Hip=[1110 0

2. Para definir a la matriz Ho, se definird a cada una de sus submatrices, empezando por
A. Esta matriz relaciona las variables de capacitor con las de r-inductores. Observe que
dada la similitud de esta topologia con la radial, existen igual cantidad de r-inductores
que de cargas (en el caso de la topologia radial sélo existen r-inductores), lo que significa
que r = ngy. Por ésto las dimensiones de la matriz son A € R"*"2, Con referencia a la
Figura 3.6, cada capacitor involucra a un r-inductor en su ambito basico y el flujo de
este entra al ambito, por lo que en cada entrada correspondiente al capacitor e inductor
en cuestién habra un —1. De manera general entonces la estructura de A para esta
topologia sera

A= [_In?.]
para el ejemplo de la Figura 3.6 » = ny = 3, entonces la matriz resulta
-1 0 0
A= 0 -1 0
0o 0 -1

Por otro lado, para caracterizar la matriz N, es posible notar que la conexién de las
cargas mediante los p-inductores es de la misma forma que en el anillo y recordando que
N relaciona las variables de los capacitores con los p-inductores, entonces se cumplen las
mismas propiedades que en la topologia anillo. Siguiendo las mismas instrucciones para
la rad anillo y analizando los ambitos bésicos de cada capacitor, de manera particular
para el ejemplo de la Figura 3.6 la matriz N esta dada por

1 0
N=|-1 1
0 -1
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y de manera general, la matriz N es

1 para 1 = j;
N;j = —lparai=7+1
0 para cualquier otro caso

ademads, sabiendo que para la red malla r = ny y p = ny—1 (debido a la interconexion de
cargas como en el caso de topologia anillo), entonces ny = r+p = ng+ny—1 = 2ny— 1.

Habiendo caracterizado matricialmente a la topologia malla, es momento de analizar los
equilibrios para evaluar las propiedades de consenso.
Primero, considere las ecuaciones

On, = Hepet + Hipe)
tomando las primeras r ecuaciones se tiene
0, = ATel +[1,] e
dado que A = —1,,, se tiene
0, = —el +[1,]e] = el =[1,] €]

por lo que desde estas ecuaciones se deduce un consenso en las tensiones de capacitor
dado que
* *
ec = [1,] €]

las ultimas p restantes estan dadas por
0, =NTel +[0,]er = NTef,

Como fué explicado en la topologia anillo, esta ecuacion homogénea determina una cadena
de igualdades debido a la forma de N

* _ * . _
€c, = €0y, 1=1,...,n9—1

ademas, los resistores de coarbol estan en paralelo con los capacitores, entonces existe con-
senso en las tensiones de resistor de coarbol en el sentido de

* * .
er, =€, t=1,...,n9
y para los flujos de resistor de coarbol, dada su relacién constitutiva se tiene
* * * _ p—1_x _ p-1 *
ep, = Refp. — fr. = R, ep. = R 1,,€]

nuevamente, si todas las resistencias de codrbol son iguales (R, = r.I,,, r. > 0) se tiene un
consenso en las corrientes de resistores de coarbol en el sentido de

*  __ —1 %
Jr,=re e, i=1,...,m
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Figura 3.7: Ejemplos de Tipos de Senales

tomando las ecuaciones de equilibrio restantes
On, = —R:'ee — Hoofi = —R; '1n,e; — [A | NI ff

esta ecuacion establece un conjunto de combinaciones lineales entre las corrientes de inductor.
Sin embargo, es suficiente con analizar la primer ecuacion de este conjunto para notar que,
como en la topologia anillo, el consenso en corrientes de inductor es imposible. La primer
ecuacion resulta

~1
0= —7”01 61( - le + fLr+1

claramente se observa que si existiera consenso en las corrientes de inductor, el resultado en
esta ecuacion serfa 0 = —r. e} lo cual es falso si e] # 0. Es por este motivo que para esta
topologia el consenso en corrientes de inductor es imposible.

En esta seccion fue brindada una metodologia completa para el analisis y evaluacién de
propiedades de estabilidad y consenso de las variables del sistema. Es evidente que la co-
nexion entre los elementos del sistema es factor de suma importancia para determinar tales
propiedades. Como ilustracion de la metodologia, en la siguiente seccién se trata el andlisis
en estado sinusoidal con un modelo més general que el tratado hasta el momento.

3.2. Analisis en Corriente Alterna

Esta seccion se dedicard al anélisis de redes con fuentes de voltaje variantes en el tiempo.
Para ser rigurosos, la terminologia voltaje de corriente alterna (ca) o corriente de ca no es
suficiente para describir el tipo de senal a ser analizada. El término alterna indica solamente
que la forma de onda varia entre dos niveles que se definen dentro de una secuencia de
tiempo establecida [31], como lo pueden ser una senal senoidal, cuadrada o triangular, como
se muestra en la Figura 3.7. La principal razén por la que en esta tesis se enfocara en
una senal senoidal es que es el tipo de senal eléctrica utilizada en los sistemas eléctricos de
potencia. El usar senales senoidales tiene la ventaja que tal senal es la unica forma de onda
alterna cuyo aspecto no se ve afectado por las caracteristicas de respuesta de los elementos
resistivos, inductivos y capacitivos lineales. En otras palabras si la corriente (o voltaje) en un
resistor, bobina o capacitor lineal es de naturaleza senoidal, la corriente resultante (o voltaje)
de cada uno también tendra caracteristicas senoidales. Si una onda cuadrada o triangular se
aplicaran, éste no seria el caso, asi como aplicacion de alguna onda senoidal en un dispositivo
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f(t) = Ay sin (wt + 0)
V |

(L

A sind

Figura 3.8: Onda Senoidal.

no lineal.
La forma en que se denotara una onda senoidal es

f(t) = Ay sin (wt + 0)

donde A,, € R es el valor pico de la forma de onda, w € R es la frecuencia angular medida
en [%ﬂ, t € R es el tiempo medido en [s] y € es el 4ngulo en grados o radianes que la forma
de onda ha sido desplazada, como se muestra en la Figura 3.8. Ademas, w = 27 f, donde f
es la frecuencia de la senal senoidal.

Por otro lado, se considerarda que en caso de existir mas de una fuente, todas tendran la
misma frecuencia, dado que de ese modo todos los voltajes y corrientes en cualquier elemento
del sistema tendran la misma frecuencia. Esto ayuda a que se puedan aplicar metodologias
de estudio como el andlisis fasorial.

Dicho lo anterior, en esta tesis se considerara que las n, fuentes son senales senoidales, por

lo que la representacion de sus voltajes ey sera
e1 = Ay, sin (wt + 0)

donde
Ay =diag{ami}t, ami 0, am ER i=1,... 14

w=wl,, w.>0,teR, sin(wt+0)=sin(wt+0,)1,,, 0,
0. €(0,2m], i=1,...,m

3.2.1. Modelo Dinamico

Para el caso en corriente alterna, se realiza un modelo mas particular, con el afin de
incorporar elementos que en el caso de corriente directa no era posible y poder ilustrar
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mejor las propiedades de consenso, como se mostrara mas adelante. Para el modelo entonces
se consideran en el arbol capacitores, resistores y fuentes y en el co-arbol se contemplan
tnicamente inductores*. Dada la seleccién anterior, las corrientes y voltajes de arbol y co-
arbol se denotan por

J1 €1
fi=| fr |see=|er |ife=]/fr]sec=]es]
fe ec

donde ey, fi € R™ son las tensiones y corrientes eléctricas de las fuentes, fc,ec € R™ son
las variables de capacitores, fr,er € R™ son las variables de resistores y fr,e;, € R™ las de
inductor. Con estas condiciones, se cumple que ny +ns +ng=n—1yng=b—n+ 1.

Con respecto a la estructura de la matriz H, el agrupamiento mencionado anteriormente
resulta en la siguiente estructura

H=| Hg (3.24)

donde por supuesto Hyj, € R™*™ Hp, € R™*™ v Hop € R™*™ Dado esto, las restriccio-
nes de continuidad resultan en

fi=—-HufL (3.25)
Jr=—Hro[L (3.26)
Je=—HiLf1L (3.27)
las restricciones de compatibilidad son
e = Hie1 + Hier + Hpeo (3.28)

Una vez definidas las restricciones, es necesario mencionar las relaciones constitutivas de
los elementos involucrados. Tomando en cuenta que existen ny capacitores y ny inductores,
entonces existen f, € R"? variables de cargas eléctricas de capacitores y e, € R™ variables
de flujos magnéticos de inductores. Habiendo mencionado el motivo por el que se utilizaran
elementos lineales en la tesis, para el inductor se considera como energfa almacenada total®

1
HL(ea) = 565[/716(1
donde Hy(e,) € Ry L =diag{L;}, L; >0, L; € R, i = 1,...,n4 es la matriz de inductan-

cias. Las relaciones constitutivas para el inductor son

dH
éa =€r, fL = deL = L_lea

4Las elecciones que se realizan de arbol y codrbol restringen el tipo de circuito resultante. En el caso de
corriente directa se consideran también resistores en el codrbol, motivo que generaliza mas al modelo. Esa
es la causa por la que en esta seccién al considerar en el coarbol sélo inductores, se vuelve un modelo mas
particular.

5Ver en el capitulo 2 las relaciones constitutivas para elementos almacenadores y disipadores lineales.
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por otro lado, para el capacitor la energia total almacenada es

1 _
Helfa) = 547C7
y las relaciones constitutivas para el inductor son
; dHc (f a)

= fo, ecc = ——2 =C7f,.
fa=fc, ec 7. f
Finalmente, para los resistores la relacion constitutiva es
erp = leR (329)

donde R = diag {r;}, r; >0, r, e R, i=1,... n3.
Para iniciar a constituir el modelo completo, considere la relacién constitutiva del capacitor

fo=fc
sustituyendo (3.27) en esta ultima ecuacién se tiene
fo=—Herfr (3.30)

que es la primer ecuacién del modelo. Considere por otro lado la relacién constitutiva de
inductor
€q = €,
sustituyendo (3.28) en esta ultima ecuacién resulta
b= Hl ey + Hier+ HE ec
sustituyendo (3.29) en (3.28) se tiene
¢o = Hiper + Hp Ry fr + He pec

y sustituyendo (3.26) en esta ultima ecuacién da como resultado

éo = Hl ey — Hy  RiHppfr + H: ec (3.31)

que es la segunda ecuacién del modelo. Definiendo z = [fI el] y a la energfa total como

Hr(z) = Heo(fa) + Hi(ea), las ecuaciones (3.30) y (3.31) pueden ser representadas nueva-
mente mediante un modelo Hamiltoniano controlado por puerto

& =[J — R|V,Hp(z) + Gu (3.32)

si se definen los vectores
0
V.Hr(z) = [?i ], G = [Hﬂ ], U =e

y definiendo también las matrices

[0 -Hwl a4 o, O 0 o
J‘[H& 0 ]_ J’R_{o H}’;LRlHRL}_R z0

se puede apreciar que dada la particularidad del modelo, éste es menos complejo que el
presentado en analisis de corriente directa. En la siguiente subseccién se mencionan las
propiedades de estabilidad para este modelo.
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3.2.2. Propiedades de Estabilidad

A diferencia del capitulo anterior, en este caso, el problema de estabilidad no es el regula-
cién de un punto de equilibrio, sino de seguimiento de trayectorias. El propédsito es encontrar
condiciones para que los estados del sistema tengan como respuesta una trayectoria deseada.
Si se desea que el estado del sistema siga tal trayectoria, se realiza un analisis en coordena-
das del error y se transforma el problema de sequimiento en un problema de requlacion que
puede resolverse siguiendo los lineamientos dados para corriente directa, como en el caso de
corriente directa. Por este motivo, el tipo de estabilidad a considerar sera estabilidad en el
sentido de Lyapunov del equilibrio del modelo en coordenadas del error, lo que significara que
si los equilibrios de tal modelo son asintéticamente estables, el estado del sistema serguira a
la trayectoria deseada de manera asintética.

Para iniciar el analisis, es necesario definir el concepto de trayectorias admisibles que es el
conjunto de trayectorias que un sistema dindmico puede reproducir. La trayectoria desdeada
esta en términos de las admisibles y estan dadas por

" =[J — R|VHr(z") + Gu” (3.33)
donde
IL
Esta estructura indica que existe un comportamiento deseado x* y es producido por u*. Dado
que se desea que la trayectoria del estado del sistema llegue a la deseada, se define la variable

de error & = x — z*. Para conocer como se comporta esta variable de error en el tiempo se
deriva con respecto al mismo, resultando

v =) et =[] =

T=i—i"=[J— RV Hr(z) + Gu— [J — R V- Hp(z*) — Gu*

=[J — R]| (V. Hr(z) — V. Hyr(x")) + G (u — u")
y definiendo

VfHT<j§) = |: j?i :| - VCCHT(I) - v:r:*HT(x*)a u=u—u"

el modelo de la dinamica del error resulta
i =[] - R|V:Hp(%) + Ga

que es también un modelo Hamiltoniano controlado por puerto. Los equilibrios a analizar en
esta ecuacion son

Onyin, = [J — R ViHr(7) + G

que de manera explicita estan definidos por las ecuaciones

On, = —Howfr (3.34)
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On, = HEréo — Hep RiHpp fr + Hipi. (3.35)
Considere como funcién candidata de Lyapunov
Hr (%) = Ho(fa) + Hi(éa) = f1C fu+ &l L7'8,
que es una funcién cuadratica en las variables del estado z. Realizando la derivada de esta
funcién con respecto al tiempo a lo largo de las trayectorias del sistema resulta
Hy (%) = V3 Hi ()2

= V:HL (%) {[J — R V:Hp(Z) + Gu}

= Vi H7(2)JV:Hr (%) — VaHr (2)RVzHp (%) + Ve Hy (2)Ga
por la propiedad de J = —JT, el término V;H%(7)JV;Hr(T) se desvanece, con lo que se

tiene

Hyp(%) = —V3HE(Z)RV : Hp (%) + YV HE (2) G

Por otro lado, hay que observar que la entrada para el modelo (3.32) es la misma que para
el modelo de la dindmica de la trayectoria deseada (3.33). Es por esto que u = u* y por lo
tanto u = 0,,. La derivada de la funcién candidata de Lyapunov es entonces

Hp(#) = —=VzHi (%) RV Hp(F) < 0

que es una forma cuadratica positiva semidefinida porque la matriz R no es positiva definida.
De manera mas detallada, este producto resulta de la siguiente manera

Hy (&) = —f{ Hip RaHppfr < 0.

Ante este resultado, de manera andloga a la secciéon anterior, se recurre al principio de
invariancia de LaSalle, el cual consiste en encontrar el maximo conjunto invariante en que
Hr(z) = 0. Dado que R; es positiva definida, el argumento de esta forma cuadratica es

Hpgy fr. El conjunto maximo invariante esta dado por
€= {fm eo | Hrofr = Ong}

Como primer condicién para satisfacer el principio de invariancia y satisfacer que f;, = 0 se
requiere que

ker {Hrp} = O

de esta manera, la tnica soluciéon para el conjunto de ecuaciones lineales Hpyfr, = Oy,
serd fr, = 0,, lo que implica f; = f} vy se satisface también que Hp(Z) = 0. Tomando todas
estas consideraciones y analizando las ecuaciones de equilibrio (3.35) se tiene

On, = HEpéc — Hip RiHpr fr + Hiy

donde bajo las condiciones anteriormente establecidas se cumple con fL =04, v U = 0p,.
Entonces
0,, = H: éc
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con el objetivo de que éc = 0,, sea parte del maximo conjunto invariante la segunda condi-
cién es

ker{Hcp} =0
bajo estas dos condiciones, se cumple que éc = 0, v fr= Ons lo que implica que ec = ef y
fr = fi,es decir que el estado seguird la trayectoria deseada. Una vez mas, las elecciones para
Hep v Hgy, estan sujetas a las condiciones anteriormente mencionadas y a pesar de eso existen
multiples soluciones. La estructura a elegir serd mencionada en la siguiente subseccion.

3.2.3. Propiedades de Consenso

Habiendo establecido las propiedades de estabilidad, es posible saber que si la trayectoria
deseada es de tipo senoidal, los estados del sistema seran senoidales también. Por lo tanto
el sentido del consenso serd referido a la amplitud pico y fase de las variables. Ademas,
las variables de interés son las tensiones de los capacitores y los flujos de inductores (las
demaés variables del sistema se pueden representar mediante una combinacion lineal de las
variables ya mencionadas y tales combinaciones lineales estdan dadas por las restricciones
de continuidad y compatibilidad), mas no lo son las cargas eléctricas de capacitor y flujos
magnéticos de inductor. Esta razén motiva a realizar una transformacion del sistema de la
siguiente manera. Considere las relaciones constitutivas para el capacitor lineal

ec=C""f,— f.=Cec

donde C' = diag{c;}, ¢; >0, ¢; € R, i =1,...,n9 es la matriz de capacitancias. Si se deriva
esta funcién con respecto al tiempo se tiene

fo=Céc (3.36)
por otro lado, de las relaciones constitutivas del inductor se tiene
fL = Lilea — €q = LfL

donde L = diag{l;}, l; > 0, I; € R, i = 1,...,ny4. Derivando la ecuacién anterior con
respecto al tiempo se tiene

éo = Lfy (3.37)

las ecuaciones (3.36) y (3.37) se pueden representar matricialmente como
fa . C 0n2 XNy eC
éa 0n4><n2 L fL

i = PV, Hrp(z)

donde P = diag {C, L}. Renombrando al vector V,Hr(x) = z es posible reescribir al modelo
como

es decir

Pz =[] —R|z+ Gu
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y esta ecuacién puede escribirse como®

=P Y{[J - R]z + Gu}

donde ahora los estados estdn dados por z € R"21"_ Esta representacion serd 1til para hacer
un analisis fasorial, dado que se desea conocer la amplitud y fase de cada variable. Recuerde
que el fasor asociado a una funcién senoidal e, (t) = E, sin(wt + 6,,)

e, = B, 20,

que es la notacién de fasor que se utilizara de aqui en adelante con la medicién en grados
del angulo. Asi mismo es importante recordar la notacion fasorial para la derivada de una
funcién senoidal. Considere la misma funcién e, (t) = E, sin(wt+#6,), si se deriva con respecto
al tiempo se tiene

%em(t) = wk, cos(wt + 0,)

Pero cos(wt + 6,,) = sin(wt + 6, + 90°). Por lo tanto la representacién fasorial de la derivada
con respecto al tiempo de e, (t) es

w/90°¢, = wE,/ (6, + 90°)

puesto que en coordenadas cartesianas de nimeros complejos la derivada equivale a multi-
plicar por el factor jw, tomando a j como la variable imaginaria.
Para el modelo, cada estado de z tendra un fasor asociado. Defina el fasor asociado a los
estados como

€c

7= = (3.38)

fr
donde é¢, fr, son vectores de dimensiones ny y ny4, respectivamente donde cada uno de sus
elementos son

éci = Eciéeci, 1= 1, ...y, Ny fLi = FLZ-ZQLN 1= 1, Ny

de manera respectiva, cumpliéndose que E¢,, F, € R, (los reales positivos) y 0¢,, 07, €
0, 27|[rad]. Por otro lado el fasor asociado a las entradas es

U=¢

que es un vector de dimension n; y cada uno de sus elementos es ey, = F4, 2601, i =1,...,nq,
Ey, € Ry, 0y, € [0,27][rad]. Dado que las variables del sistema serdn ondas senoidales el
modelo se puede representar en términos de estos dos fasores de la siguiente manera

jw.Z = P~ {[J — R|Z + GU}

6Esta representacién es equivalente a 2 = Az + Bu donde A= P~'[J - R]y B=P~'G.
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ésta es claramente una ecuacién algebraica, por lo que es posible conocer Z de manera
explicita. De la tltima ecuacién se tiene

Jjw.PZ =[J — R]Z+ GU
factorizando

(jweP —[J —R])Z=GU
donde la matriz (jw.P — [J — R]) es de la forma

w[2 3]

donde
A= jwC e Cm* ™2

B = Hgp, € R

C = —HZ, e Rmxm

D = (jwcL + HgLRlHRL) € Craxm
la inversa de la matriz M en términos del complemento de Schur de D en M es

(A—BD ¢! —(A—BD™'C) ' BD™ 4 B

—D'C(A-BD'C)"" D'+ D'C(A-BD'C)'BD'| | Ci Dy
donde para la existencia de esta inversa de M es necesario que la matriz D sea de rango
completo. Observando la estructura de D, el término jw.L es una matriz diagonal, por lo

que es una matriz de rango completo y el segundo término Hj; Ry Hp;, es de rango completo
si se satisface la condicién de estabilidad: ker { Hrz} = @. El término D! existe y es posible

Z = (jw.P —[J —R])"'GU

Mt =

los elementos de M1 son

-1
A = (jwcC + Hey (jwoL + Hpy Ry Hpy) ™ HCLT)

B, = — (jwc(]—i- Her (ijL + HELRlﬂRL)’l HC’LT) Hep (jwcL + HL, Ry Has ) 1

: -1 : , -1
Cy = (jeel + Hhy B Hpe) ™ HE (juoeC + Ho (jurel + Hiy RiHpy) ™ Hepr )

Dy = (jweL + Hh RyHpp) ™' — (jwel + Hb RyHpr) ™

- -1 -
HE, (jueC + Hoy (juel + Hiy RiHps) ™ HEL)  Hoy, (juL + i, Ry Hyr) ™

De manera explicita la expresién total es

—1
— (jWCC+HCL (jwcL+H£LR1HRL HCLT> HC’L JWCL+HRLR1HRL) HlTLU
7 = (jCL)cL + HELRIHRL) ILU (]WCL + HRLRlHRL) -1
HEy, (jwcc + Hey, (jwel + Hi RiHpr) ™ HCL) Hey, (jweL + Hb, RyHp) ™ HLU
(3.39)
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En este nivel es notable que aunque se defina la topologia, no es posible declarar un resultado
de consenso inmediato debido a los fasores resultantes no sélo dependen de la estructura del
sistema, sino también de la frecuencia, capacitancias, inductancias, resistencias y la entrada,
donde las magnitudes definiran el rango en el que es posible lograr consenso en las variables,
como se mostrard en el siguiente capitulo.
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Capitulo 4

Casos de Estudio

En este capitulo se presentan evaluaciones numéricas de los resultados obtenidos en el
analisis de corriente directa y alterna, evaluando y analizando cada uno de los escenarios.
En todos los casos, el tiempo de simulacién fue de 0,1[s] dado que las respuestas transitorias
de los circuitos eléctricos son muy rapidas y con tal tiempo de evaluacion es suficiente para
apreciar el transitorio y el estado estable. Es importante recordar que como los resistores
de coarbol estan en paralelo con los capacitores, el consenso en tensiones de capacitor lo
serd también para los resistores.

4.1. Analisis en DC

4.1.1. Topologia Radial

La red radial a considerar en esta evaluacion es la presentada en la Figura 3.2. Es impor-
tante mencionar que para el resultado de consenso se considerd R; = 0, xn,-
Para iniciar, se considerara el caso en que los resistores de codarbol son de la misma magnitud.
En este caso, los parametros considerados son e; = 5[V], C' = diag(100, 200, 250)[uF), L =
diag(10,50,40)[mH], R. = (7)I3[Q], R; = 03x3 y bajo las condiciones iniciales

3 0,5
€cy = 1 [V], fLo = 0,3 [A]
4 0,2

De inicio, las tensiones de capacitor alcanzan consenso en el sentido de
* * _ * _
eo = €, = €1ln, = (5)15[V]

Bajo este resultado, las corrientes de inductor (que en estado estacionario son las mismas
que circulan por los resistores) alcanzan consenso, en el sentido de

i = T = R = (1) (5)15) = 215 = (0.7143)15(4
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Figura 4.1: Voltajes de Capacitor y Corrientes de Inductor Para Una Red Radial
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Figura 4.2: Voltajes de Capacitor y Corrientes de Inductor Para Una Red Radial

Estos valores numéricos se hacen evidentes en la Figura 4.1, donde se aprecia que el transitorio
es muy rapido, alcanzando el estado estable en menos de 30[ms]. Bajo estas condiciones se
alcanza consenso en todas las variables de las formas anteriormente mencionadas. Lo entarior
es de cierto modo intuitivo dado que por ser una configuracién radial, las variables de cada
linea no dependen de alguna otra y sélo dependen de la entrada del sistema. Por otro lado,
considerando los resistores de codrbol con distinto valor, es decir R. = diag(8,7,10) el
consenso en las tensiones de capacitor es el mismo que el mostrado anteriormente, pero el
consenso en corrientes de inductor ya no es posible, como se muestra en la Figura 4.2. Para
este segundo caso las condiciones iniciales son

2
0
3

GCO =
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0,4
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Figura 4.3: Voltajes de Capacitor y Corrientes de Inductor Para Una Red Anillo

4.1.2. Topologia Anillo

La evaluacion para la topologia anillo es efectuada basandose en la Figura 3.4. Conside-
rando una fuente de tension, los parametros considerados son C' = diag(100, 200, 250, 400)[uF], L =
diag(10, 50,40, 60,20)[mH]|, R.= diag(8,7,10,5)[Q], Ry = 0545, e; = 5[V] y las condiciones
iniciales

0,5
_13 0,3
€Co = 5 [V]a fLo = _072 [A]
" Y

Con estos parametros, las tensiones de capacitor alcanzan consenso en el sentido de que los
voltajes de capacitor se hacen todos igual al valor de la fuente

Matematicamente, en el capitulo 3 se demostrd que el consenso en corrientes de inductor es
imposible. Fisicamente hablando, es evidente que en cada resistor habra una caida de poten-
cial y dado que hay conexiones entre las cargas, la corriente por cada inductor serd distinta
por cada caida de potencial, por lo que no es posible el consenso en corrientes de inductor y
por lo mismo, las corrientes por cada resistor de coarbol en estado estacionario seran distin-
tas. En la Figura 4.3 se muestran las simulaciones en las cuales se ilustran los resultados y
el razonamiento anteriormente mencionado. Para el caso de 2 fuentes de tension, se toman
los mismos parametros, con las condiciones iniciales

0
; i
€Co = 0 [V], fro = 0,6 [A]
9 —0,1
—0,4
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Figura 4.4: Voltajes de Capacitor y Corrientes de Inductor Para Una Red Anillo Con 2
Fuentes de Tension.

y los resultados de simulacién se muestran en la Figura 4.4 donde al igual que en el caso
anterior, se logra consenso unicamente en las tensiones de capacitor.

4.1.3. Topologia Malla

5[V], R. = diag(8,10,7)[Q], L = diag(10,50,40,70,30)[mH], C = diag(100,200, 250)[uF], R, =

05«5 v con condiciones iniciales

La red malla a considerar es la mostrada en la Figura 3.6, cuyos parametros son e; =

0,1
2 0,5
eco = | —2 [V]v fro =1 —03 [A]
3 —0,5
0,3

Los capacitores alcanzan consenso en sus tensiones en el sentido de
k *
ee =ejly3 = (5)13

que es el valor de la fuente. Como ya fue demostrado, las corrientes de inductor no pueden
llegar a un consenso. Esta red tiene una similitud con la red anillo y es la conexion entre
sus cargas. Citando la explicacién brindada en la subseccién anterior, es entendible que no
exista consenso en estas variables, como se muestra en la Figura 4.5.

4.2. Analisis en AC

4.2.1. Caracterizacion de la Topologia

Dado que el contenido a desarrollar por cada topologia en AC es bastante amplio, se
llevara a cabo sélo para la topologia radial, ilustrando el procedimiento para otras redes.
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Figura 4.5: Voltajes de Capacitor y Corrientes de Inductor Para Una Red Malla

Figura 4.6: Estructura Radial Para Analisis en AC
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La red radial a considerar en esta subseccion se muestra en la Figura 4.6. En primera instan-
cia, esta red estd dentro de las condiciones establecidas de arbol y coarbol (iinicamente hay
inductores en el codrbol). Si se observa, tanto en la parte de la linea de alimentacién como en
la parte de carga se incluyen los tres tipos de elementos: capacitores, inductores y resistores.
Esto es con el objetivo de analizar las propiedades de consenso mediante la variacion de las
magnitudes de estos elementos, sabiendo que los valores finales dependeran de éstas. Por
otro lado, para caracterizar cada submatriz, se consideran los siguientes puntos:

1. Como fue mencionado en analisis de DC, en la red radial existe una sola fuente de
tension, entonces n;y = 1. Ademads, hay dos tipos de elementos: los elementos que
fungen como lineas y los elementos que fungen como cargas. Para ello los elementos de
linea se denotaran con subindice [ y los de carga con c¢. Considerando esto, las variables
del sistema se dividen de la siguiente manera

f1 €1
le eRl
L €L
ft: ch , € = €R. 7fc:|:§l:|aec:|:el:|
fo eq, Le Le
fe. ec,

donde e, f; € R™ son las tensiones y corrientes de las fuentes de tensién, ec,, fo, €
R™! son las variables de capacitores de linea, ec,, fc, € R™? son las variables de
capacitores de carga, de modo que ng; + nge = n9; eg,, fr, € R"* son las variables de
resistores de linea, er_, fr, € R™2 son las variables de resistores de carga, de manera
que 131 +ns2 = ng; er,, fr, € R™ son las variables de inductor de linea, ey, fr, € R™?2
son las variables de inductor de carga, tomando en cuenta que ng; +ngo = ny. Ademas,
cada submatriz se subdivide de la siguiente manera

HRL _ HRlLl HRch
Hg.1, Hg,L,

Heyr, Hepr

H — 14 1Lec
cr [ He,, He.r,

2. Para iniciar la caracterizacién de las matrices, observe el ambito basico de la fuente
senalado de color rosa en la Figura 4.6. En tal ambito sélo estan involucrados los
inductores de linea, cuyos flujos salen del ambito y en las entradas correspondientes a
estos inductores habra un 1, obviamente como no estan los inductores de carga en este
ambito, habra ceros en tales entradas. De manera general para ny; inductores de linea
la estructura de las sumbatrices H,y, y Hiy, es

Hyp, = [1T ]7 Hyp, = [OT

n41 77,42]

para el ejemplo de la Figura 4.6, ny; = 3, nge = 3 tales matrices son

HlLl = [13T} ) Hch = [Og}
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3. Observando los elementos que estdn en serie de la red en la Figura 4.6 cuyos ambitos
estan marcados de color rojo, azul y verde, invocando la Proposicién 1 se establecen
las siguientes afirmaciones:

= Los resistores e inductores de linea estan en serie, lo que significa que existen en
igual cantidad y se cumple que ng; = ny4;, entonces

HRZLZ - _In317 HRch = On31><TL42

= Los capacitores e inductores de linea estan en serie, siendo éstos igual en cantidad
sucede que ny; = ngy y se cumple que

HCZLZ = _-[71217 HCLLC = 071«21><7142

= Los resistores e inductores de carga estan en serie, como son iguales en cantidad
se tiene que n3y = ngs y las matrices resultan

HRcLz = 0n32><n41’ HRch = _In32

4. Cada capacitor de carga involucra en su ambito basico tanto a un inductor de carga
como de linea, por lo que se puede afirmar que son iguales en cantidad también y
Noo = Ny = Nyo. Ademas, el flujo del inductor de linea entra al &mbito por lo que en la
entrada correspondiente al capacitor e inductor en cuestién habrd un —1 (referido a la
matriz He,r,) v el flujo del inductor de carga sale del ambito, entonces en la entrada
correspondiente habra un 1 (con referencia a la matriz He, ). Por lo tanto de manera
general estas submatrices tendran la forma

HCcLl = _In41’ HCch - ]n42

Bajo las consideraciones anteriores, las siguientes matrices se subdividen como C' = diag {C;, C.},
C, = diag{Cy}, i =1,...,n9, C. = diag{Cy}, i = 1,...,n9; L = diag{L;, L.}, L =
diag{Ly}, i = 1,....,n9, L. = diag{L}, i = 1,...,n49; R = diag{R;,R.}, R =
diag{ Ry}, i = 1,...,n31, R. = diag{R}, i = 1,...,n3. Por otro lado, el vector de
fasores de los estados del sistema es

_ -1 _
_ <jwcC’ + Hoy (jweL + HE RyHpr) ™ HCLT> Hey (jweL + Hy RyHpy) ™ HLU
T

7 = (jwcL"i_H]gLRlHRL)_l HlTLU— (jwch—i‘Hg;LRlHRL)_ .
HE, (jwcC + Hey, (jweL + HE, RyHpy) ™" HgL) Her, (jweL + HE, RyHpy) ™ HLU

donde después de resolver los productos matriciales, el nimero complejo se podra trans-
formar a su forma polar que representa al fasor de cada variable. Dada la complejidad
algebraica para obtener tal magnitud y fase, se utilizé el software Maple 14 para conocer
ambas incognitas para cada fasor de variable de estado, de modo que, sustituyendo las ma-
trices Hyip, Hep, Hgr en la ecuacién (3.39), la amplitud y fase de cada variable de estado
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(correspondiente a cada linea) corresponden a lo siguiente:
considerando como entrada €, = E;Z0g, Para los esfuerzos de capacitor de linea éc, =
E¢, /0. donde las variables son

l

(4.1)

1 —2w2C.L, + w*C2R2 + wiC2L?
Ec, = E1\/

ay
con
a; = 1—2W°C L+ 2w*C2 L L.+ 2w C.L2C, +2 W C.R.2C, + 2 w?C*R.R, — 2 w*C,C.2 R, L,
—2 w4C'IZCCRc2Ll + W6CZ2CC2R12LC2 — 2w4Cl2CCRZ2LC + ClQCCQLCQLﬁWS
—2C2C.L.L*WS —20,C.2L2 LW —2C%C. L2 LIS + WwC2C2RA2R.2 + WSC2C.2R.AL,?
+w4Cl2Ll2 + W4CCZLC2 + w4012LC2 + W2CCZRC2 + wgleRCZ -+ WZOZ2R12 +4 CZCCLCLZW4
—2w*C. L, — 2w?C) L,

—ClRlCC2L02w5 -+ 20)3CZCCR[LC — W3OZRZOC2RC2 — W ClRl — W OZRC)

QECl = 0E1 +tan_1 ( s

donde
a9 = —C’lC’CQLC2Llw6+2 C’ZC’CLCLlw4—w4C’lC’C2R62Ll—|—w4C’CQL02—I—w4C’CLCQC’l—wZC’lLl—wQC’lLC

—2w?C.L. + w*C.2R.2 + W*C.R2C, + 1

Para los esfuerzos de capacitor de carga éc, = Ec,Z0g,, se tiene

20712 2L2 2
Eo, = El\/w ¢ (wb i) (4.2)
1

donde
by = 1+0*C2LA+ W CAL2+ W CP L+ W2 CLAR 2+ W2 CPR2+ WA C2R2+ C2CA L2 L 2W®
—20C2C.L. L% —20,C.2L2 L1 —2C2C. L2 LIS + G2 C2R2R.2 + WSC?C2R.AL,?
—2 w4ClCczR02Ll—2 w4CIQCCRC2Ll+MGCIQCCQRlzLCQ—Q M4CIQCCR12LC—2 wQClLH—Zl CZCCLCLZQJ4
—20w*CyL, — 2w?C. L, + 2w*C2 L L. + 2w*C.L2C, + 2W*C.R.2C, + 2W*C*R.R,

—w*L2C,C.R, — R.w?C,L; — w2CyC.R R + w*L.CiR; + Rc)

QEC = 9}51 + tan~! (
c bQ
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para
by = —L.2C,C.Liw°—w3 L, R.2C,Co4w3C) L. L+w? L2 Ci+w3C. L2+ Row C)Rj—w Lo+w C.R.2 4w C,R,>

Mientras que las corrientes de inductor de linea f, = F| LZAHFLZ son

(4.3)

C1

wW2CF (W*C2L2 + w?C2R2 — 2w?C2L2 + 1)
FLl — El

con
g =1-202C L +2w*C2L L.+ 2w*C.L2C,+ 2w C.R2C, + 2 W*C2R.R, + C2C.A L2 L2W®
—20C2C.L.L%WS —20,C.2L2 L —2C%C. L2 LIS + WwC2C2RA2R.2 + WSC2C2R.AL,?
—2 W4CZCC2R02Ll —2 w4CIQCCR02Ll +w6012002R12LC2 —2 w4ClQCCR12LC+w4Cl2LZ2 +w4CCQLC2
+w*C2L2 + WPC2R.2 + W2CPR2 + WAICPRA +40C,CL L Liw* — 2WC.L, — 2w?C) L.

c
QFLZ = 0E1 + tan‘l (—2)

C3

donde
Cy = —CZCCQLCQLICU6 — w4ClCczR02Ll + 2 C[CCLCLZLU4 + w4CCQL02 —+ w4CcLCQC’l — (UZClLl

—2w?C.L. + w*C.2R.% + WC.R2C, — W*C L, + 1
C3 = OCQLCQCZRZ(U5 + W3CCQRCQCZRZ -2 wgchchLc +wCiR, +wCiR,

Finalmente, para las corrientes de inductor de carga ch = F1.Z0F,_resulta

w2C?

Fr.=FE 7
1

(4.4)

en el que
d; = 1+C*C2L2LA—2C2C. L. L2w -2 C,C2 LA Liw®—2 C2C. L2 Liwb+w*C2C.2Rj2 R,
+WC2C2RAL2 — 20 C)C2R2L, — 2W*C2CLR2L, + WS C2CARA L2 — 2w C2CLR) L.
+w4012L12 + w4CCQLC2 -+ w4leL02 + wQCCQRCQ + W2Cl2RCQ + w2012R12 -+ 20040[2[/[[/0
+2 w4CchzCl +2 w2CCR02Cl +2 WQCZQRCRl —2 WQCZLC -2 CUQCZLl —2 WQCCLC +4 CZCCLCLZQJ4

Lec 1

—w3ClCCR1LC — w3ClCcRcLl +w ClRC +w ClRl +w CCRC
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Recuerde que estas variables corresponden a cada linea. Es evidente entonces que tanto
amplitudes como fases dependen de los elementos del sistema, la frecuencia y la entrada del
sistema. Seria una herramienta muy util poder identificar qué tipo de funcion es cada una de
ellas para saber de qué manera influye cada parametro en la amplitud. En cambio, lo que se
realizara en este trabajo es tener como grados de libertad las magnitudes de las capacitancias
ante valores especificos de inductancia, resistencia y los parametros de la entrada, que son
la amplitud de la tension, su frecuencia y fase. Esto significa que cada variable va a ser
dependiente de capacitancias de linea y carga C;, C., lo que permitirda obtener una grafica
en tercera dimensién y evaluar hasta qué grado es posible modificar las magnitudes de las
capacitancias para modificar la amplitud de la variable en cuestiéon. La interseccion de las
imagenes de cada funcién sera sobre la que se pueda realizar un consenso de las
variables, por lo que si alguna funcién tiene una imagen pequena con respecto a las demas,
el consenso sélo sera posible en esa pequena iméagen.

La red particular que se evaluaré es la de la Figura 4.6. Los pardmetros a considerar son

e; = 10sin(wt), w =2nf, f =60[Hz|; L, = diag {260, 370,300} [mH]

L. = diag {160,100, 130} [mH], R, = diag {20,30,25} [Q], R, = {18,27,22} [Q)]

Para todos los casos las condiciones iniciales son

3 4 0,5 0,1
€Cyy = 1 [V]v €y = | O [V]a szo =103 [A]a cho =104
2 6 0,2 0,6

A continuacién se presentan una serie de graficas en las que se muestra la variacién de la
amplitud y fase de cada variable teniendo como variables independientes a las capacitancias
del circuito (capacitancia de linea y de carga, refiriéndose a cada linea de la red radial). En
cada grafica se fijard alguna de ellas y resultard una grafica que mostrara cual es la segunda
capacitancia necesaria para lograr el valor de amplitud o fase deseado, segtin sea el caso.

4.2.2. Capacitores de Linea.

Amplitudes de Tensién de los Capacitores de Linea.

Para cada linea, se realizé una grafica de la tension ec, en funcién de las capacitancias C) y
C., como se muestra en las Figuras 4.7, 4.8 y 4.9 donde para la grafica en tercera dimension,
el eje z es la tension en [V] del capacitor y las capacitancias tienen unidades de [F|. Esta
grafica muestra todas las posibles combinaciones de las capacitancias de linea y carga para
modificar la amplitud de la tension. En las tres gréaficas se puede apreciar que mientras
mas grande es la capacitancia de linea (7, la tension decrece. Dentro de los dominios de
las capacitancias, se elige alcanzar un consenso en 9[V] de amplitud. Entonces para cada
grafica se elige alguna capacitancia de linea que estd dentro de tal seleccion, que resulta en
las capacitancias

C, = diag {50, 30, 60} [1uF]
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Figura 4.7: Grafica de Amplitud de Tension de Capacitor de Linea 1

lo que resulta en la segunda grafica en segunda dimension de cada una de las Figuras ya
mencionadas. Para concluir, se busca algin punto de la gréfica (pueden existir en ocasiones
2 puntos que lo logren) para obtener el consenso seleccionando las capacitancias de carga. En
tales Figuras se muestra el punto de seleccion, donde el primer ntimero indica la capacitancia
y el segundo indica la tension. De esta manera los capacitores de carga son

C. = diag {70,4186; 61,368; 95,944} [1F]

De esta manera, se logra consenso en las amplitudes de las tensiones, mostrado en la Figura
4.10. Este mismo procedimiento es empleado en el consenso de las demads variables.

Fases de los Capacitores de Linea.
Realizando el mismo procedimiento anterior, ahora se muestran en las Figuras 4.11, 4.12 y
4.13 las gréficas tridimensionales de cada fase en [rad] en el eje z respecto a la variacién
de capacitancias. En los posibles rangos de cada grafica, se decide un consenso en fases de
0,5[rad]. Entonces se eligen las capacitancias de linea como

C, = diag {100, 300, 500} [1F]

entonces se obtienen las graficas bidimensionales, donde se muestran los puntos para lograr
el consenso y seleccionar las capacitancias de carga como

C. = diag {129,5978; 100,2163; 106,6075} [11F]

el consenso en las fases de cada tension de capacitor se muestran en la Figura 4.14.

4.2.3. Capacitores de Carga

Amplitudes de Tension de los Capacitores de Carga. Las Figuras 4.15, 4.16 y 4.17
muestran las amplitudes de tension de capacitor para las cuales se elige alcanzar un consenso
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Figura 4.8: Grafica de Amplitud de Tension de Capacitor de Linea 2
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Figura 4.9: Grafica de Amplitud de Tensién de Capacitor de Linea 3
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Figura 4.10: Consenso en las Amplitudes de Tension de Capacitor de Linea
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Figura 4.11: Gréfica de la Fase de Capacitor de Linea 1
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Figura 4.12: Gréfica de la Fase de Capacitor de Linea 2
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Figura 4.13: Grafica de la Fase de Capacitor de Linea 3
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Tensiones de Capacitor de Linea con Consenso en Fases
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Figura 4.14: Consenso en las Fases de Tension de Capacitor de Linea

en amplitud de 5[V]. Las capacitancias de linea elegidas resultan
C) = diag {70,50, 100} [ F

De las graficas en dos dimensiones, se aprecia que los capacitores de carga con los que se
puede alcanzar tal consenso son

C, = diag {159,296; 34,978; 124,654} [ F]

el consenso en las amplitudes es evidente como se muestra en la Figura 4.18.

Fases de los Capacitores de Carga. Para lograr consenso en las fases de los capa-
citores de carga, se decidié un consenso en 1[rad], basado en los posibles rangos mostrados
en las Figuras 4.19, 4.20 y 4.21. Los capacitores de linea elegidos son

C, = diag {300,200, 100}

a partir de las graficas en dos dimensiones resultantes de la eleccion de estos capacitores, se
determina que las capacitancias de carga que resultan como

C, = diag {86,6465; 105,355; 105,466} [1F]

mediante esta eleccién se obtiene consenso en las fases de tension de capacitor de carga como
se muestra en la Figura 4.22.

4.2.4. Inductores de Linea.

Amplitudes de Corrientea de los Inductores de Linea. Al igual que en el caso de
los capacitores, con los inductores se realizara el mismo procedimiento. Entonces se realizan
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Figura 4.15: Gréfica de Amplitud de Tensién de Capacitor de Carga 1
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Figura 4.16: Grafica de Amplitud de Tensién de Capacitor de Carga 2
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Figura 4.17: Grafica de Amplitud de Tensién de Capacitor de Carga 3
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Figura 4.18: Consenso en las Amplitudes de Tensién de Capacitor de Carga
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Figura 4.19: Gréfica de Fase de la Tension de Capacitor de Carga 1
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Figura 4.20: Grafica de Fase de la Tensién de Capacitor de Carga 2
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Figura 4.21: Grafica de Fase de la Tension de Capacitor de Carga 3

Tensiones de Capacitor de Carga con Consenso en Fases
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Figura 4.22: Consenso en las Fases de Tension de Capacitor de Carga
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Figura 4.23: Gréafica de Amplitud de Corriente de Inductor de Linea 1

las graficas para cada corriente de inductor de linea, como se muestra en las Figuras 4.23,
4.24 vy 4.25. Dados los rangos para la amplitud mostrados en las graficas, se buscard un
consenso en 100[mA]. Entonces la eleccién de las capacitancias de linea es

C, = diag {100, 70, 200} [ F]

posteriormente resultan las graficas bidimensionales que brindan los capacitores de carga
requeridos para el consenso, que resulta en la matriz

C. = diag {57,066; 73,532; 64,135} [ F]
con los cuales se alcanza el consenso en aplitudes, mostrado en la Figura 4.26.

Fases de Corrientes de los Inductores de Linea.
De acuerdo a las gréficas de las Figuras 4.27, 4.28 y 4.29, el consenso en fases serd en —1[rad),
que esta dentro de los rangos de fases. Las capacitancias de linea seleccionadas son

C, = {200,50,100} [1F)

con las gréficas resultantes de dos dimensiones mostradas en las mismas Figuras, las capaci-
tancias de carga seleccionadas para lograr el consenso son

C, = diag {102,129; 138,578; 118,735} [uF]

y con ello el consenso es posible, representado en la Figura
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Figura 4.30: Consenso en las Fases de Corriente de Inductor de Linea

4.2.5. Inductores de Carga.

Amplitudes de Corriente de Inductores de Carga. De las misma manera que se ha
realizado con las variables anteriores, se obtienen las graficas de amplitud de corriente con
respecto a capacitancias de linea y carga, mostradas en las Figuras 4.31, 4.32 y 4.33. Para
que el valor de consenso en amplitud esté dentro de los rangos de las graficas se decide el
valor de amplitud en 50[mA], para los cuales se eligiron las capacitancias de linea como

Cy = diag {400,300, 200} [11F]

y con éstas se obtienen las graficas en dos dimensiones. Por tltimo, seleccionando las capa-
citancias de carga de las graficas anteriormente mencionadas, se tienen

C, = diag {154,815, 142,298, 161,344} [uF]

la evidencia del consenso en amplitudes a 50[mA] es presentada en la Figura 4.34.

Fases de Corrientes de Inductor de Carga. Para el consenso en las fases de co-
rriente se tomaron en cuenta las Figuras 4.35, 4.36 y 4.37. El consenso se basa en el rango de

las fases y se pretenderd alcanzar consenso en —0,5[rad]. Las capacitancias de linea elegidas
son

C, = diag {70,150, 300} [F]

que resultan en las gréaficas bidimensionales de las mismas Figuras. Apartir de éstas se
obtienen las capacitancias de carga las cuales son

C, = diag {131,101, , 245,683, 127,51}
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y el consenso de fase en corrientes de inductor de carga se muestra en la Figura 4.38
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Capitulo 5

Conclusiones y Trabajo Futuro

En este trabajo se presenté la caracterizacion de un sistema eléctrico de potencia, consi-
derando parametros concentrados como modelo del mismo e idealizando algunos elementos
para fines de anadlisis, en los que propiedades fundamentales del mismo son evaluadas, como
la estabilidad del equilibrio del mismo sistema y mas aun, propiedades de consenso en las
cargas, equivalente a consenso en los capacitores que funjen como compensadores de tensién.
El resultado se llevé a cabo tomando como enfoque la teoria de grafos y sistemas Hamil-
tonianos controlados por puerto, con la finalidad de obtener propiedades visibles sobre las
caracteristicas del modelo que denotan el tipo de sistema con el que se trabaja, que en el
caso de esta tesis son las topologias bésicas de una red de potencia: topologias malla, anillo
y radial. Se realizaron evaluaciones numéricas con la finalidad de probar la veracidad del
resultado, y comprobando de la misma manera que los demas estados del sistema, aunque
no existe consenso en sus magnitudes (e incluso, no es de interés en este estudio, refiriéndo-
nos a las corrientes de inductor) se mantienen acotadas dada la propiedad de estabilidad
demostrada en el capitulo III.

El resultado es importante en el sentido de indentificacion de estructuras en los que de
manera natural el circuito en cuestiéon exhibe propiedades anteriormente mencionadas, y el
cual no ha sido reportado en algin trabajo relacionado con el enfoque, a pesar de su am-
plia variedad en la literatura. Como aspectos a considerar en trabajo futuro, es considerar
una clase de circuitos eléctricos como modelado de manera mas general, como circuitos no
lineales, donde se incluyan requerimientos de potencia y modelos de fuentes, como lo son las
maquinas sincronas e inversores. Es casi predecible que, si los elementos involucrados son
elementos pasivos, la interconexion del sistema completo mostrara de la misma manera, una
estructura Hamiltoniana que de manera intrinseca, tienen minimo propiedades de estabilidad.

Por otra parte, existe una bastante amplia variedad de modelos de lineas de transmision,
donde los factores como la distancia varian la representacién, como pueden ser los modelos
my T, para modelos de lineas de larga distancia, asi como representacion de pérdidas de las
mismas, que conllevan un anélisis mas detallado. Sin embargo, para lineas cortas (presen-
tes en microrredes), un modelo de inductancia simple (despreciando la pérdida resistiva) es
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suficiente para representar de manera precisa a una linea de transmision, que es el caso en
el que esta tesis valida sus resultados. Como problemas abiertos hay una vasta variedad de
problemas, como en este caso ya se menciond, tanto de modelado como de analisis y control.

Esta tesis es una parte del objetivo general a largo plazo, donde se busca consolidar este

enfoque como una alternativa de calidad para la operacion, andlisis y control de rades de
potencia.
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Capitulo 6

Apéndice

6.1. Apéndice A

A continuacién se muestra cémo es posible llegar a la igualdad

—HE, (R + HppR; ' Hby) ™ Hpy, =

—HE, RiHpy, — Hy RyHpp (Re + Hh R Hrr)

Para iniciar, se parte de la siguiente igualdad

HgpRiHpy

(Ri' + HppR; ' HEg) (R + HppR ' HER) ™ =1

realizando el producto

_ _ _ —1 _ _ _ —1
RV (R;' + HprR.'Hpg)  + HrrR'Hpp (R + HrrR,'Hfyp) =1

se premultiplica toda la ecuacién por R;

R, [Rt_l (Ri* + HrpR, 'Hhy) ™' + HrgR, ' HE, (R + HRRRC_IHII%R)il} _ R,

(R;*+ HrrR.'Hpyp)  + RiHrrR.'Hpp (R + HreR;'Hpp) = Ry

se premultiplica toda la ecuacién por Hkp
Hiy | (R + HpnB i)™ + RiHpn R, Hiy (R + HypR; Hi) ™' = Hig B

_ _ -1 _ _ _ —1
Hip (R + HrpR;'Hpp)  + HigReHrpR;'Hip (R + HrpR;'Hfg) = HipRy

se multiplica el primer término de la ecuacién por R R, !

R.R;'HLpy (R + HppR: ' Hhg) ™ +HEy Ry Hpp R, Hhy (R + HrpR ' HER) ™ = HERR,
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y con ésto, se factoriza el término (Rc + H gRRtH RR) del lado izquierdo de la ecuacién
(Re+ HEnRiHgr) R HEy (R + HppR, ' Hp) ™ = HERR,

se multiplica la ecuacién de ambos lados por (Rc + H};RRtH RR)_I

-1

_ _ _ —1
RO HE, (R + HapR HER) ™ = (Re+ HigRoHpn) ™ HE R,

se premultiplica la ecuacién completa por —R;Hrpr

-1

_ _ _ —1
—RHprR,'Hpp (R + HrrR,'Hfp) = —RiHpr (Re + HypRiHrr)  HipR:

se suma en ambos lados de la ecuacién la matriz R,
R, — RiHppR, 'Hhy (R + HppR ' Hyg) ™' = Ry — RyHpg (Ro + HhpRiHpr)  HogR,

. . . -1
sonsiderando que la inversa de la suma de dos matrices se puede expresar como (A + B)™ " =

A"l — A7'B(A+ B)™', entonces el lado izquierdo de la ecuacién se puede escribir como
(R + HRRRC_IH}{R)_I definiendo como A = R;'y B = Hpr R HE . Entonces la ecuacién
completa se puede reescribir como

(R '+ HRRRc_lHIY%WR)il = Ry — RiHrp (R, + HgRRtHRR)il Hpp R

por tltimo, premultiplicando la ecuacién completa por —Hf; y postmultiplicando la ecuacién
por Hpy, resulta

_ _ -1 —1
~Hy (R + HunR; Hhy) ™ Hiy = —Hiy, [Re = RiHpg (Re+ HigReHgr) ™ HppRo| Has
y desarrollando el producto del lado derecho de la igualdad se tiene
_ _ -1 —1
—H}y (R7'+ HppR;'Hp)  Hpr = —Hp RiHp—Hpy RiHpg (Re + HigRiHpr)  HppRiHpr

lo que demuestra que la simplificacion es vélida.

6.2. Apéndice B

6.2.1. Conjuntos Convexos

Considere dos vectores u,v € R". La linea através de u y v esta dada paramétricamente
como

fAO) =u+Av—u)=(1-=Nu+ v
donde A € R. Note que f(0) =uy f(1) =v. Sea

[u,v] = {f(N)|A € [0,1]} = {(1 — Nu+ M|A € [0,1]} (6.1)
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S1 S2

Figura 6.1: Subconjuntos Sy, Sy € R?.

que denota el segmento de linea entre u y v.

Definicién. Un subconjunto S C R"” es llamado convexo si
[u,v] C S
para todo u,v € S, u # v. [29]

Ejemplo.

Dos subconjuntos S, 5> € R? son dibujados en la Figura 6.1. Sy es convexo dado que cual-
quier segmento de linea entre u y v estara siempre dentro de S;. S7 es no convexa dado que
el segmento de linea presentado en la Figura 6.1 ya no pertenece a tal conjunto.

6.2.2. Funciones Convexas

Se llama funcion convexa a la funcién f si estd definida somre un conjunto convexo Sy
para cualesquiera dos puntos z,y € S, x # y y para cada A € [0, 1] se cumple que

fOz + (1= Ny) < Af(x) + (1 =N f(y) (6.2)
ademas, una funcién estrictamente convexa se define como
SOz 4+ (1= Ay) <Af(z) + (1= A)f(y) (6.3)

Una funcién doblemente diferenciable es convexa en un intervalo si y sélo si su segunda
derivada es no negativa en ese intervalo. Si la segunda derivada es positiva, entonces es

estrictamente convexa. Como ejemplo se puede citar a una pardbola f(z) = z? sobre el
4*f(x)

dx?

dominio de los ntimeros reales, cuya segunda derivada es
es una funcion estrictamente convexa.

= 2, por lo que la pardbola
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