
FACUL TAO DE INGENIERIA U.N.A.M. 
DIVISION DE EDUCACION CONTINUA 

A LOS ASISTENTES A LOS CURSOS DE LA DIVISION DE EDUCACION CONTINUA 

LM a.uJ:oJÚda.dUJ de. ta. Fa.c.u.Ua.d de. I nge.rúvúa., pOit c.ondu.c-to det J e6 e de ta. V.í.v.Wióh 
de. Edu.c.a.c..i.ón Cotttinu.a., otottga.n u.na. c.ol1.6ta.nua. de. M.Wte.nc..í.a. a. qu..í.enu c.wnpta.n c.on 
toó ttequ..í.ódoó_ UJta.bte.c..í.doó pa.tta. c.a.da. c.u.Jtóo. 

Et c.ontJtot de. M.Wte.nc..í.a. óe Ue.va.ttá a. c.a.bo a. ttta.vú. de. ta. peMona. qu.e. te e.l1tlte.gó' -· 
tM notlU. LM .í.nM.Wte.nc..í.M Hltán c.ompu.ta.dM pott w a.u.toJÚda.dUJ de. ta. V.í.v.W.í.óit',''-
c.on et 6.í.n de entJtega.Jtte c.ol1.6ta.nc..í.a. ~óta.mente a. toó a.twnnoó qu.e. te.nga.n u.n m.trúmo 
det 80% de M.í.óte.nc..í.M. · 

Ped.í.moó a. toó M.í.óte.ntu ttec.ogett óu. c.ol1.6ta.nua. et dút de. ta. c.ta.u.óu.tta.. Eóta.ó H 
ttetendltán pOit et pvU.odo de u.n a.ño, pMa.do u te. tiempo ta. VECFI no óe ha.J¡ilttUJ­
po11.6a.bte de UJte doc.u.mento. 

Se tte.c.om.í.enda. a. toó M-LitentUJ pa.Jttic..í.pa.tt a.c.tiva.mente con óu.ó .í.deM y expeJÚenU,cu.'~. :· ·' . · 
pu.UJ toó c.u.Jtóoó qu.e o6ttec.e ta. V.í.v.W.í.ón UJ.tán pta.nea.doó pa.tta. qu.e toó ptto6uottu ---· ·. ·: 
expongan u.na. tú..W, petto óOblle todo, pa.tta. qu.e c.oottd.í.nen w op.í.rúonUJ de todoó toó ., 
.í.nteJtUJa.doó, c.o11.6Wu.yendo vettda.dettoó ó em.í.na.lt.í.oó. · 

Eó mu.y .í.mpoltta.nte qu.e todoó toó M.í.ótentu Uenen y el1tltegu.en óu. hoja. de .Í.11.6c.JÚp­
c..i.ón a.t .í.rúc..í.o det c.u.Jtóo, .í.n601lma.c..í.on qu.e óettv.í.ltá pa.tta. .i.ntegJta.Jt u.n d.í.Jte.c-toJÚo de 
M.W.tentu, qu.e óe el1tltega.Jtá opolttu.na.mente. 

Con et objeto de mejolta.Jt toó óeltV.Í.C..Í.Oó qu.e ta. V.í.v.W.í.ón de. Edu.c.a.c..í.ón Cól'ttinu.a. o61te.c.e, 
a.t Mna.t det c.u.Jtóo debeltán el1tltega.tt ta. eva.tu.a.c..í.ón a. ttta.vú de u.n c.u.UJtiona.Jt.í.o d.we.­
ña.do pa.tta. em.í.t.í.Jt j u..í.c..i.oó a.nó /Úmoó . 

-' Se ttec.om.í.e.nda. Uena.tt d.í.c.ha. eva.tu.a.uón c.on6ottme tOó pllo6UJOJtUJ .í.mpa.Jtt.m.óu.ó c.!,~Uu; 
a. e6ec.to de no Ue.na.tt en ta. clU..úna. óUJ.Í.ón w e.va.tu.a.c..í.onUJ y c.on -ú..;:o óean meló. · 
6 eha.c..í.entu ó u.ó a.pl!.ec..í.a.c..í.o nUJ • 

GRACIAS 

Palacio de Mineria Calle de Tacuba 5 Primer piso Delf9. Cuauhtémoc 06000 México, D.F. APDO. Postal M-2285 
Teléfonos: 5t2-ll955 512·5121 521-7335 521·1987 Fax 510·0573 521·4020 AL 26 



PllliiC/(J DE 
MINER/11 

1 
·~ • • .... /. . . >·< .... 1'~·-=- .J .'....,.14 
1 ./\ ' ' 1• . . .... 1 ' ~. 
1 Jj ..... · ... \ { ___j _ _j 1 Q... ] • 
~ ~~-~j~~~-~ :~ ' 
~ - -._,__.,.. "'8 í.. ~ 

i, 1 1 1 ~~¡··•¡l:tltfíllh.l:¡,lJ"-">> -®-2 ~ .... ·~ 
~~ & • , • JL=-w--·~c--~. ., S · -·¡l 
..... . ~ ~. 1"· ·' 

1-17" - ,.. . '""··"" "" .. "1' /~ . . ··~:)o . .i . 
~ 1 \ : ... ',' ... 1 i '· : 
1 S • \. ./ • '•, .-· J111 \. ./ 

J LA ! ' .. :'\/ ·~ • '•, ·. . / 1 . ( ..... /,¡ 
' • •.. PAT ,_;)~~I.NCIPAL ·•• 

•
A./\. /\·. 

" : ', )1 ... ·., ~ 1 \ 

1 O .,; \.·~· i . / ··.. . ,¡ ,1 \ •, '- / ' ·.. l' \ 
• E r, ~" ... / .. ..... ···: .. ·l..;;_, r:=l B . r --r· ;;;¡ ·......,._, 
• EXP.OSICION 0 _:j f, 0 . ~ ·C.l¡ G) 

1 
. ..,. __ ""J. ........ ~ ~ .. 

PI.ANTII BIIJII 

1· 

-

MlZZIININHl 

~ ·. ' 

D.JVJS/ON DE EDUCACJON CON¡TINUA 
FACULTAD DE INGENJERIA U.N.A.M. 

. CURSOS ABIERTOS 



* LAB. DE: COMPUTO e- 11 '-"""-r!-_..., _ _ 
' 

* \ ' 
. \ // 
. ·, 

. \ :~ 
' ' ' ' 

' ' ' 

;(~ 
1 ' 

1 .. 

SALON DE ACTOS 

* 

C-1 

.' 
.' 

' ' . ,' 
' .. ,. 
,' '. 
' ' ' . ' 

,' ' 
' \ 

ler. P/SfJ 

* . 
C-4 

1 

GUIA DE LOCALIZACION 
1 

1- ACCESO 

2- BIBLIOTECA HISTORICA 

3 -LIBRERIA U N A M 

4-CENTRO DE INFORMACION Y DOCU­

MENTACION niNG. BRUNO 
MASCANZON 1" 

5- PROGRAMA DE APOYO A LA 

TITULACION 

* AULAS 

6 -OFICINAS GENERALES 

. 1 

7 -ENTREGA DE MATERIAL.Y CONTROL 
·.DE ASISTENCIA. . 1 

8 -SALA DE DESCANSO 

~SANITARIOS 



F E C H A 

Viernes 24 

Sábado 25 

Lunes 27 

Martes 28, 
Miércoles 29 
y Jueves 30 

DIVISION DE EDUCACION CONTINUA 
CURSOS ABIERTOS 

XX CURSO INTERNACIONAL DE INGENIERIA SISIIICA 
IIIIODULO 11: ANAUSIS ESTATICO Y DINAMICO DE ESTRUCTURAS SUJETAS A SISIIIIO 

Del 24 al 30 de junio de 1994. 

HORARIO 

17;00 a 21;00 hrs. 

9;00 a 13;00 hrs. 

17;00 a 21;00 hrs. 

17;00 a 21;00 hrs. 

TE M A 

1 ntroducción 
Análisis sísmico de sistemas de un grado 
de libertad 

Análisis sísmico de sistemas discretos de 
varios grados de libertad 

Análisis sísmico 
Consideraciones Generales 

Análisis Dinámico 
Análisis simplificados. Método Estático, 
Coeficientes Sísmicos. 

PROFESOR 

Dr. Octavio A. Rascón Chávez 

M .l. José Luis Trigos Suáres 

' 
1 

M.l. José L. Trigos Suárez 
' 
i 

,' ' 
' 

M. 1 . · Ramón Cervantes' ' 



EV ALUACION DEL PERSONAL DOCENTE 

CURSO: Módulo 11: Análisis Estático y Dinámico de Estructuras Sujetas a Sismo 
FECHA· ·Del 24 al 30 de junio de 1994 . 

CONFERENCISTA -DOMINIO USO DE AYUDAS COMUNICACION PUNTUALIDAD 
DEL TEMA AUDIOVISUALES CON EL ASISTENTE 

nr ~ 11 ....... , 
MI lnd• 1 ,;t e: .< 

M 1 lh~An l""o 

-

. 
. 

EVALUACION DE LA ENSEÑANZA 

ORGANIZACION Y DESARROLO DEL CURSO 

GRADO DE PROFUNDIDAD LOGRADO EN El CURSO 

ACTUALIZACION DEL CURSO 

APLICACION PRACTICA DEL CURSO 

EVALUACION DEL CURSO 

CONCEPTO CALIF. 

CUMPLIMIENTO DE LOS OBJETIVOS DEL CURSO 

CONTINUIDAD EN LOS TEMAS 

CALIDAD DEL MATERIAL DIDACTICO UTILIZADO 

CJ 
ESCALA DE EVALUACION: 1 A 10 

·-



.•'-

'•'. 

'' 

1.- ¡LE AGRADO.SU ESTANCIA EN LA DIVISION DE EDUCACION CONTINUA! .. ,, 

SI INDICA QUE "NO" DIGA PORQUE. 

2.- MEDIO A-TRAVES DEL CUAL SE ENTERO DEL CURSO: 

PERIODICO FOLLETO GACETA 
EXCELSIOR ANUAL UNAM 

PERIODICO FOLLETO REVISTAS 
El UNIVERSAL DEL CURSO TECNICAS 

3.· ¡QUE CAMBIOS SUGERIRlA Al CURSO PARA MEJORARLO! . 

4.· ¡RECOMENDARlA El CURSO A OTRA(S) PERSONA($)1 

[~JI NO 

OTRO 
MEDIO 

11 

S.- ¡QUE CURSOS LE SERVIRlA QUE PROGRAMARA LA DIVISION DE EOUCACION CONTINUA. 

6.- OTRAS SUGERENCIAS: 



::~l~~fl'~~~~f('{:;~f~:··¡,~~~~\"i:'t?:tm!~;~,,:;!~::l;·:::~?:i¡'\\;";:;'~F;~·;;.:;_;':, ,, '.1 .. 

.r-

.. ·· ... 

FACUL TAO DE INGENIERIA U.N.A.M. 
DIVISION DE EDUCACION CONTINUA 

XX <l.RSO 1 NTERNACICNA.L. DE 1 t-CEN 1 ERI A S 1 S'vll CA 
'. 

MDJL.D 11 "AN6.LISIS ESTATIU> Y DIN"MIU> DE ESTRU::11.RAS SUJETAS 
A SIS'vO'' 

ANo\LISIS SIS'vllffi DE 8)1FICIOS Cil'J ~EN EL 
~DE <rnSTIUX:Ic;J\IES PARA EL DISTRilO FEDERAL (F<DFB7) 

II'C. R.6M]Il CERVANTES BEL "ffiAN. 

9 9 4. 

Primer uis. 1 ~leo. Cuuu!Hi:lllo:: 06tYJO MEhi<o, D.F. 1\PDO. Postal M·22B5 

: ·.~·: 
~ .. , ·: 



,,. ' - - ' .. - ... ~ - . 
.. ·. . •.:- ... :·- ---

CURSO INTERNACIONAL DE INGENIERIA SISMICA 
DIVISION DE EDUCACION CONTINUA 

' FATULTAD DE INGENIERIA 
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO 

JUNIO.DE 1992 

ANALif!lS SISMICO DE EDIFICIOS CON FUNDAMENTO" EN EL REGLAMENTO DE 
CONSTRUCCIONES PARA EL DISTRITO FEDERAL (RCDF87) 

Ramón Cervantes Beltrán* 

' ; . 

. * Profesor, Facultad de ingeniería,· UNAM 



ARALISIS SISMICO DE EDIFICIOS CON PUNDAME~ EN EL REGLAME~ DE 
CONSTRUCCIONES PARA EL DISTRITO FEDERAL (RCDF87) 

; . ' ~-

l. INTRODUCION 1 

2. MODELACION ESTRUCTURAL DE LAS EDIFICACIONES 3 

3. PARAMETROS QUE DEFINEN LA MAGNITUD DE LAS FUERZAS 
SISMICAS 13 

4. FUERZAS SISMICAS 38 

5. FUERZAS SISMICAS EN ELEMENTOS ESTRUCTURALES RESISTENTES 
DE LAS EDIFICCIONES 58 

6. EJEMPI,OS DESARROLLADOS PASO A PASO 66 

FIGURAS 

... , 



. •., 

l. INTRODUCCION 

Uno de los temas del Curso Internacional de Ingeniería Sísmica que 
cada año organiza la División de Educación Continua de la Facultad 
de Ingeniería, UNAM, es la cuantificación de las fuerzas que un 
sismo de diseii.o le ocasiona a un edificio, de acuerdo con los 
métodos que recomienda algún código que refleje las experiencias 
del comportamiento de tales edificacions ante la ocurrencia-, 
sistemática de dichos fenómenos naturales· de magnitudes 
significativas, como es el Reglamento de Construcciones para el 
Distrito Federal vigente (RCDF87). 

El hablar de edificios implica una geometría muy especial (trabes, 
columnas, muros, losas, etc.) construída con determinados 
materiales (concreto, acero, mamposteria, etc.) que durante su vida 
útil va a estar sometida a una serie de solicitaciones que tiene 
que resistir, entre las que se cuenta las debidas a los sismos. 
Duran~e el desarrollo de la tecnología que conduce a construír 
edificaciones seguras y económicas, el inge~iero ha desarrollado 
una serie de métodos que involucran los conceptos seii.alados 
(geometría, material y cargas), que en conjunto conducen al 
concepto de estructura; y ,desde luego, que el concepto de cargas, 
a medida que se define con mayor precisión se tiene que relacionar 
cada vez mas con los otros dos (geometría y material). 

El tratar de cuantificar a uno (fuerzas) de los tres conceptos que 
definen a las estructuras (geometría, material y fuerzas) 
independientemente de los modelos estructurales del cual forman 
parte, es prácticamente imposible sin involucrar hipótesis 
simplificadoras que necesariamente deben conducir a resultados 
conservadores. 

1 
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Los métodos basados en hipotesis simplificadoras y modelos 
estructurales simplificados se utilizaron con mucha frecuencia 
cuando la herramienta para operarlos consistía únicamente, en 
calculadora, papel y lápiz. Todavía existen algunos métodos y 
modelos que aún se utilizan tanto con las herramientas originales 
como con las computadoras. Es necesario aclarar que la programación 
de estos métodos es menos integral que los que se desarrollaron 
para ser utilizados con una computadora. 

En este tema se presentan los conceptos que permiten aplicar los 
métodos que el RCDF87 recomienda para la cuantificación de las 
fuerzas que un sismo de diseño le ocasiona a un edificio, a fin de 
determinar los elementos mecánicos y cinemáticos que dicho sismo de 
diseño provoca y poder así determinar los estados limites de falla 
y de servicio que el.mismo RCDF87 establece para lograr un diseño 
racional de dichas edificaciones. 
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2. MODELACION ESTRUCTURAL DE LAS EDIFICACIONES 

De acuerdo con el análisis estructural, que es la teoría que 
involucra a los conceptos de geometría, material y cargas con las 
leyes de la mecánica newtoniana, se pueden construír modelos que 
son extraordinariamente simples o bién extraordinariamente 
refinados, según la herramienta de trabajo (calculadora, 
computadora, etc) de que se disponga para su manejo. Desde luego-: 
que los modelos refinados (grandes geometrías, fuerzas dinámicas, 
no linealidad geométrica, no linealidad del material, etc.) 
implican, necesariamente, el uso de la computadora. 

Art 189 del RCDF87 establece que: Las fuerzas internas (elementos 
mecánicos) y las deformaciones (elementos cinemáticos) producidas 
por. las acciones se determinarán mediante un análisis estructural 
realizado con un método reconocido que tome en cuenta las 
propiedades de los materiales ante el tipo de cargas que se 
consideren". 

Las normas técnicas complementarias ( NTC) · para diseño y 
construcción de estructuras de concreto y de estructuras metálicas 
del RCDF87, establecen que dichas estructuras se pueden analizar 
con métodos que supongan un comportamiento elástico, lineal. 

Con base en lo anterior el RCDF87 permite utilizar el modelo mas 
simple del análisis estructural: Material elástico lineal (material 
de Hooke), desplazamientos pequeños (tensor de deformaciones 
infinitesimales), que es un modelo matemático lineal basado en la 
teoría de la elasticidad lineal y la teoría de la mecánica de 
materiales. 
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2.1 Representación esquemática 

A fin de tener una referencia de los elementos que definen a un 
edificio, en la Fig 2.1 se representa, de manera esquemática, a los 
siguientes elementos. 

2.1.1 Elementos de la superestructura 

De acuerdo con la Fig 2. 1 los elementos que conforman a la 
superestructura son aquéllos que sobresalen del suelo en el que se 
apoya el edificio, y son: 

a) Trabes (elementos barra tridimensionales contenidos en planos 
horizontales denominadas losas). 

b) Columnas (elementos barras tridimensionales contenidos en 
planos verticales). 

e) muros (elementos sólidos tr .idimensionales contenidos en uno 
solo o en varios planos verticales). 

d) Losas (Elementos tridimensionales contenidos en planos 
horizontales, idealizados ya como diafragmas flexibles o bien 
como diafragmas rígidos). 

Los elementos de la superestructura se construyen con materiales 
especificados y controlados por el ingeniero. 

2.1.2 Elementos del suelo 

El soporte de la estructura lo constituye el suelo, material de dos 
fase (fase sólida, denominada esqueleto, y fase fluída, 
generalmente agua y gas) construído de manera natural, por lo que 
el ingeniero ha desarrollado la tecnología apropiada para su 
modelación. 

2.1.3 Elementos de la cimentación 

·Los elementos de la cimentación se construyen con materiales 
especificados y controlados por el ingeniero y pueden ser los 
siguientes. 

a) Contratrabes (elementos barra tridimensionales contenidos en 
planos horizontales denominadas losas de cimentación, trabes 
de liga, etc.). 

b) Zapatas aisladas o corridas (losas y contratrabes). 
e) Muros verticales contenidos en planos verticales. 
d) Losas y cascarones (elementos tridimensionales contenidos en 

una superficie). 
e) Pilas y pilotes. 

2.2 Elementos estructurales 

Con base en los elementos estructurales de las edificaciones 
indicados de manera esquemática en la sección 2.1, en esta sección 
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se resumen los conceptos formales de tales elementos estructurales 
en relación con su participación en la construción de las 
ecuaciones de equilibrio de la edificación • 

El método mas versatil y poderoso para formular, resolver y manejar 
las ecuaciones de equilibrio de las estructuras, es el método de 
las rigideces o de los desplazamientos (para los.elementos barras, 
asociados a las estructuras esqueletales o marcos) y el método del 
elemento finito en su formulación de los desplazamientos (para los 
elementos sólidos bidimensionales, placas planas y cascarones de 
las estructuras denominadas continuas). La versatilidad y poderío 
de los métodos anteriores están asociados a su adecuación al uso de 
las computadoras. 

Las ecuaciones de equilibrio de los elementos estructurales se 
establecen en términos de los puntos nodales que se requieren para 
definir su geometría. A los puntos nodales de cada elemento finito 
le corresponden diferentes grados de libertad (número de 
componentes de desplazamiento lineales y agulares). 

Para el caso de fuerzas estáticas, las ecuaciones de quilibrio de 
cada elemento estructural se puede escribir, de manera general, de 
la siguiente manera: 

l• = l 0 + kü 
( 2. 1) 

= ¡o + l" 

donde los vectores y la matriz de la ecuación anterior están 
asociados a los elementos mecánicos y cinemáticos de los puntos 
nodales del elemento estructural, y los nombres mas comunes que 
reciben son los siguientes. 

!• = Vector de fuerzas equilibrantes 

¡o = Vector de fuerzas de empotramiento 

¡u = kÜ = Vector de fuerzas de desP.lazamiento ( 2. 2) 
< 

]( = Matriz de rigideces 
' a = Vector de desplazamientos 

En las Ec 2.1 y 2.2 la magnitud y el número de los componentes de 
los vectores y de la matriz dependen del número de puntos nodales 
y de sus correspondientes grados de libertad que definen al 
elemento estructural. 
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2.2.1 Elementos barra 

Son elementos tridimensionales para representar a trabes, columnas, 
contratrabes, pilas y pilotes (Fig 2.2). Geométricamente bastan dos 
puntos nodales que definen un eje (casi siempre recto) y sus 
secciones transversales (casi siempre constantes y, por tanto, con 
una basta). Sus ecuaciones de equilibrio se obtienen con base en la 
teoría de la mecánica de materiales y para su integración no se 
requiere del método del elemento finito (MEF), para las barras de 
eje recto y sección constante. A cada punto nodal se le consideran 
seis grados de libertad, tres lineales y tres angulares. Se 
presentan caso particulares como son las barras planas con tres 
grados de libertad por nudo (dos lineales y un angular), las barras 
de retícula de entrepiso con tres grados de libertad por nudo (uno 
lineal y dos angulares), las barras de armaduras (barras axiales o 
bárras doblemente articuladas) con tres (tridimensionales) y dos 
(bidimensionales) grados de libertal por nudo (que son 
desplazamientos lineales, ya que los angulares son linealmente 
dependientes por corresponder a articulaciones). En general, los 
vectores tienen seis componentes. 

2.2.2 Elementos sólidos bidimensionales (muros planos) 

Son elementos tridimensionales que únicamente pueden soportar 
cargas y desplazamientos contenidos en su superficie media (plana). 
Geométricamente se pueden definir mediante un triángulo (tres o mas 
puntos nodales) o un cuadrilátero (con cuatro o mas puntos 
nodales) , según se indica en la Fig 2. 2. A cada punto nodal 
normalmente se le asignan dos componentes de desplazamiento lineal. 
Las ecuaciones de equilibrio se establecen mediante alguna de las 
teorías de la mecánica del medio continuo (como la teoría de la 
elasticidad lineal) y para su solución se utiliza el MEF. 

2.2.3 Elementos placas planas (losas) 

Son elementos tridimensionales que generalmente se utiizan para 
soportar cargas transversales a su superficie media (plana). 
Geométricamente se pueden definir mediante un triángulo (tres o mas 
puntos nodales) o un cuadrilátero (con cuatro' o mas puntos 
nodales), según se incllca en la Fig 2. 2. A cada punto nodal 
normalmente se le asignan tres componentes de desplazamiento (uno 
lineal y angulares). Las ecuaciones de equilibrio se establecen 
mediante alguna de las teorías de la mecánica del medio continuo 
(como la teoría de la elasticidad lineal) y para su solución se 
utiliza el MEF. 

2.2.4 Elementos cascarones (muros tridimensionales) 

Son elementos tridimensionales que generalmente se utiizan para 
soportar tanto cargas transversales a su superficie media (losa) 
como cargas contenidas en su superficie (membrana). Geométricamente 
se pueden definir mediante un triángulo (tres o mas puntos nodales) 
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o un cuadrilátero (con cuatro o mas puntos nodales), según se 
indica en la Fig 2.2. Además de los tres componentes de 
desplazamiento correspondientes a los elementos losas se le 
adicionan los tres desplazamientos del elemento membrana(dos 
lineales contenidos en su superficie y uno angular normal a su 
superficie). Las ecuaciones de equilibrio se establecen mediante 
alguna de las teorías de la mecánica del medio continuo (como la 
teoría de la elasticidad lineal) y para su solución se utiliza el 
MEF. 

2.2.5 Diafragmas flexibles 

Los diafragmas son elementos planos (en los edificios) que unen a 
varios elementos estructurales que los obliga a desplazarse en 
conjuto, como si fuera una membrana. Desde luego que existen 
desplazamientos relativos entre los elementos unidos por el 
diafragma. A cada punto nodal de los elementos estructurales 
contenido en el diafragma le coresponden dos desplazamientos 
lineales y un angular, que desde luego son independientes para cada 
punto nodal (Fig 2.2). Los diafragmas flexibles se modelan mediante 
el elemento finito cascarón del inciso 2.2.4. 

2.2.6 Diafragmas rígidos 

Cuando los desplazamientos relativos entre los e~ementos unidos por 
el diafragma (descrito en el inciso 2.2.5) son pequeños y se pueden 
considerar nulos, se dice que el diafragma es rígido y, por tanto, 
los desplazamientos de los puntos nodales contenidos en el 
diafragma son linealmente dependientes de los tres desplazamientos 
del diafragma (dos lineales y un angular) . Desde luego que el 
número de desplazamientos independientes del diafragma rígido 
(únicamente tres, Fig 2.2)) resulta ser mucho menor que el 
correspondiente a los del diafragma flexible (seiss por el número 
de puntos nodales contenidos en dicho diafragma). 

2.3 Modelos estructurales 

Con el ensamble de los elementos estructurales descritos en el 
inciso 2.2 se puede construír una gran variedad de modelos 
estructurales que se pueden utilizar en el análisis estructural de 
los edificios. Independientemente de los elementos estructurales 
que participan en su ensamble, las ecuaciones de equilibrio de los 
modelos estructurales sometidos a cargas estáticas resultan ser. 

Rü = F ( 2. 3) 

Los vectores y la matriz de los modelos estructurales dados por la 
Ec 2.3 se denominan. 

El número de componentes de los vectores de la estructura (Ec 2.4) 
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ü = Vector de desplazamientos de 
la estructura (desconocido) 

ff = Vector de fuerzas de la (2.4). 
estructura (conocido) 

R = Matriz de rigideces de la 
estructura (conocida) 

es igual al número de componentes de desplazamiento (lineales y 
angulares) desconocidos, linealmente independientes, de los puntos 
nodales de la estructura (grados de libertad de la estructura). Los 
modelos estructurales mas comunes se describen a continuación. 

2.3.1 Marcos tridimensionales 
,. 

Es un mod~lo estructural formado esclusivamente con los elementos 
barras barra descritos en el inciso 2. 2. l. Necesariamente debe 
contener barras tridimensionales, pero también pueden existir 
combinaciones de barras planas, barras de retícula de entrepiso y 
barras axiales. 

2.3.2 Muros tridimensionales 

Este modelo se construye con el ensamble de elementos 
bidimensionales (inciso 2.2.2), elementos placas planas 
2. 2. 3) y elementos cascarones (inciso 2. 2. 4), según el 
carga que actúa en sus respectivas regiones. 

2.3.3 Muromarcos tridimensionales 

sólidos 
(inciso 

tipo de. 

El modelo de muromarcos tridimensionales es una combinación de los 
modelos marcos tridimensionales y muros tridimensionales. 

2.3.4 Marcos planos 

Este modelo es un caso particular de los marcos tridimensionales y 
se obtiene mediante el ensamble de barras planas, por lo que su 
geometría y cargas están contenidas en un plano. 

2.3.5 Muros planos 

Este modelo es un caso particular de los muros tridimensionales y 
se obtiene mediante el ensamble de elementos sólidos 
bidimensionales, por lo que su geometría y cargas están contenidas 
en un plano. 

2.3.6 Muromarcos planos 

El modelo df-! nntromdn-:o~ p.l.anos (:!S una comhifiac.ión de lo:; rnod{!lo~t 
marcos planos y muros planos. 
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2.3.7 Rigideces de entrepiso (resortes) 

Este modelo estructural únicamente sirve para simplificar el 
análisis de marcos planos ante fuerzas horizontales. Con algunas. 
hipótesis simpificadoras se hace extensivo a muros planos y a 
muromarcos planos. 

Como se muestra en la Fig 2.3, la estructura plana original (marco, 
muro o muromarco) se reemplaza por una estructura a base de 
resortes. La constante del resorte, denominada rigidez de 
entrepiso, se cuantifica de acuerdo con la siguiente expresión. 

= Rigidez de entrepiso (2.5) 

Los elementos de la Ec 2.5 se muestran en la Fig 2.8 y se definen 
como. 

.1uJ = Desplazamiento relativo del i-ésimo entrepiso 

= uJ-uJ_ 1 

UJ = Desplazamiento horizontal del i-ésimo nivel (2.6) 

U1-1 = Desplazamiento horizontal del (i-1)-ésimo nivel 

vj = Fuerza cortante del i-ésimo entrepiso 

Desde luego que en la Ec 2.5 no se conocen los desplazamientos 
horizontales de los niveles y para cuantificar los valores de las 
rigideces de entrepiso se hacen hipótesis respecto a los 
desplazamientos angulares y fuerzas cortantes en los entrepisos y 
niveles adyacentes (como es el caso de las fórmulas de Wilbur). 

Por supuesto que las rigideces de entrepiso se pueden cuantificar 
mediante el uso de la computadora al estimar las fuerzas 
horizontales que actúan en las estructuras planas, pero resulta 
mucho menos eficiente que utilizar los métodos de análisis que 
existen y que fueron diseñados para ser manejados por una 
computadora. 
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2. 4 Modelos estructurales para el análisis de edificios ante 
fuerzas sísmicas 

Un concepto básico para cuantificar las fuerzas sísmicas en las 
edificaciones es el modelo estructural utilizado. En este inciso se 
describen, de manera esquemática, los modelos estructurales que se 
utilizan en el análisis sísmico de las edificaciones. 

2.4.1 Marcos y muromarcos tridimensionales unidos con diafragmas 
flexibles 

El modelo estructural del edificio se forma con 
estructurales correspondientes a marcos y 
tridimensionales (incisos 2.3.1 y 2.3.3) unidos 
diafragma flexible (inciso 2.6), según se muestra en 

los modelos 
muromarcos 

mediante un 
la Fig 2.4. 

El número de ecuaciones de equilibrio está asociado a los 
componentes de desplazamiento (lineales y angulares) linealmente 
independientes de los puntos nodales del edificio, que aún para 
edificios relativamente pequeños resulta ser un número grande 
comparado comparado con otros modelos. Este modelo puede provocar 
problemas de aproximación debido a que la modelación de la rigidez 
en el plano del diafragma resulta ser muy grande. 

Desde luego que este modelo estructural únicamente se puede manejar 
con una computadora y se construye al utilizar los programas de 
propósitos generales basados en el MEF (NISA, SAP90, etc.). 

2.4.2 Marcos y muromarcos tridimensionales unidos con diafragmas 
rígidos 

Algunos programas de propósitos generales basados en el MEF (SAP90) 
contemplan la posibilidad de hacer que puntos nodales contenidos en 
un diafragma sean linealmente dependientes respecto a un punto 
(centro de masas) . Esto obliga a que cada diafragma tenga tres 
grados de libertad, lo que reduce significativamente el número de 
ecuaciones que genera el modelo del inciso anterior (inciso 2.4.1) 
y elimina los problemas de ·aproximación debido a las rigideces 
grandes en el plano del diafragma. 

2. 4. 3 Subestructuras formadas con marcos y muromarcos 
tridimensionales unidos con diafragmas rígidos(ETABS) 

Existen programas de computadora de propósitos especiales (La sigla 
ETABS se refiere a: Extended Three dimensional Analysis of Building 
System) en los que se toma en cuenta las particularidades de los 
elementos que conforman a un edificio (muros, trabes, columnas, 
juntas, diafragma rígido). 

La construcción de este modelo se basa en considerar a los marcos 
Y muromarcos tridimensionales como una subestructura, según se 
observa en la Fig 2. 5. De las ecuaciones de equilibrio de los 
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marcos y muromarcos tridimensionales se condensan las ecuaciones de 
los grados de libertad que no están asociados a los tres 
desplazamientos del diafragma rígido, mediante un triangulación 
parcial. El número de ecuaciones de equilibrio de este modelo es 
igual a tres veces el número de diafragmas rígidos, que es mucho 
menor que el modelo descrito en el inciso 2.4.1 y también menor que 
el del inciso 2.4.2 en caso de existir muros en el edificio. 

·Al considerar varias subestructuras unidas con el diafragma rígido, 
existen elementos que forman parte de dos o mas subestructuras que, 
desde luego, se proporcionan desplazamientos independientes, a 
menos que se establezca un criterio que reduzca este problema 
característico de este modelo. Otra forma de evitar este problema 
es considear una sola subestructura que resulta del tamaño del 
edificio. 

2. 4. 4 Subestructuras formadas con marcos y muromarcos planos unidos 
con diafragmas rígidos (TABS) 

Este modelo corresponde a la versión original,del modelo anterior 
(inciso 2. 4. 3) en donde se utilizan como subestructuras a las 
estructuras planas (marcos, muros y muromarcos), somo se muestra en 
la Fig 2.6. La sigla TABS se refiere a: Three dimensional Analysis 
of Building System. 

En este modelo siembre existe la incompatibilidad de los 
desplazamientos en los elementos comunes de las estructuras planas, 
a menos que se establezca un criterio que reduzca este problema. 

2. 4. 5 Subestructuras formadas con rigideces de entrepiso (resortes) 
unidas con diafragmas rígidos 

Este modelo es una simplificación del modelo anterior (inciso 
2.4.4) en donde las subestructuras resultan ser las rigideces de 
entrepiso asociadas a cada muro o muromarco, según se indica en la 
Fig 2.7. 

Las rigideces de entrepiso se consideran que están orientadas en 
dos direcciones ortogonales que forman dos modelos estructurales 
(unidireccionales) independientes, según se muestra en la Fig 2.9. 
Los grados de libertad de cada modelo estructural independiente 
estan formados por los desplazamientos horizontales de cada. 
diafragma en la dirección que le corresponde al modelo (el número 
de ecuaciones es igual al número de diafragmas rígidos). 

Una vez calculadas las fuerzas sísmicas asociadas a cada modelo 
unidireccional independiente, se procede a unir cada diafragma 
rígido aislado con las rigideces de entrepiso que les subyace y se 
le aplica la fuerza cortante de dicho entrepiso. La fuerza cortante 
es la que se distribuye entre las rigideces de entrepiso que 
subyacen al diafragma, al considerar el equilibrio de cada 
diafragma independiente de los demás. 
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Con la fuerza cortante que a cada rigidez de entrepiso le 
corresponde, se cuantifican las fuerzas sismicas de cada nivel, que 
son las que se aplican a las estructuras planas correspondientes a 
las rigideces de entrepiso (marcos, muros o muromarcos). 

2.4.6 Método simplificado del RCDFB7 

En este método, las Normas Técnicas Complementarias (NTC) para 
diseño y construcción de estructuras de mampostería establece que, . 
es admisible considerar que la fuerza cortante que toma cada muro 
es proporcional a su área transversal e ignorar los efectos de 
torsión. Las fuerzas sísmicas con las que se obtienen las fuerzas 
cortantes se cuantifican de manera independiente del modelo 
estructural del edificio. 
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3. PARAMETROS QUE DEFINEN LA MAGNITUD DE LAS FUERZAS SISMICAS 

A continuación se resumen los parámetros que el Reglamento de 
Construcciones para el Distrito Federal (RCDF87) considera para 
cuantificar la magnitud de las fuerzas que un sismo de diseño 
ocasiona a una estructura. 

3.1 Uso de las edificaciones 

De acuerdo con el RCDF87 se tiene que: 

Art 174. Para los efectos de este Título 
estructural de las construcciones) las 
clasifican en los siguientes grupos: 

(VI, Seguridad 
construcciones se 

I. GRUPO A. Construcciones cuya falla estructur.al podría causar: 

La pérdida de un número elevado de vidas, o 

Pérdidas económicas o culturales excepcionalmente altas, o 

Que constituyen un peligro significativo por contener 
sustancias tóxicas o explosivas, 

Así como construcciones cuyo funcionamiento es esencial a raíz 
de una emergencia urbana como: 

Hospitales y escuelas, 
Estadios, 
Templos, 
Salas de espectáculos y hoteles que tengan salas . de 
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reunión que pueden alojar mas ~e 200 personas; 
Gasolinerías, 
Depósitos de sustancias inflamables o tóxicas, 
Terminales de transporte, 
Estaciones de bomberos, 
Subastaciones eléctricas y centrales telefónicas y de 
telecomunicaciones, 
Archivos y registros públicos de especial importancia a 
juicio del DDF, 
Museos, 
Monumentos y 
Locales que alojen equipo especialmente costoso 

II. GRUPO B. Construcciones comunes destinadas a: 

Vivienda, 
Oficinas y locales comerciales, 
Hoteles y 
Construcciones comerciales e industriales no incluidas en 
el grupo A, las que se subdividen en: 

a) SUBGRUPO Bl. 

b) SUBGRUPO B2. 

3.2 Coeficiente sísmico 

Construcciones de más de 30 m de 
altura o con más de 6,000 rn2 de área 
total construida, ubicadas en las 
zonas I y II según se define en el 
artículo 175, y 
Construcciones de más de 15 m de 
altura o 3, 000 m a de área total 
construida, en zona III, y 

Las demás de este grupo. 

De acuerdo con el RCDF87 se tiene: 

Art 206. El coeficiente sísmico, e, es el cociente de la fuerza 
cortante horizontal que debe considerarse que actúa en la 
base de la construcción por efecto del sismo (Va) entre 
el peso de ésta sobre dicho nivel (Wo). 

Con este fin se tomará como base de la estructura el 
nivel a partir del cual sus desplazamientos con respecto 
al terreno circundante comienzan a ser significativos. 
Para calcular el peso total se tendrán en cuenta las 
cargas muertas y vivas que correspondan según los 
capítulos IV Y V de este Título (VI). 

El coeficiente sísmico para las construcciones 
clasificadas corno grupo B en el artículo 174 se tornarán 
los siguientes valores: 
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Zona No. Coeficiente sísmico (e) 

I 0.16 

II 0.32 

III 0.40 

A menos que se emplee el método simplificado de análisis 
en cuyo caso se aplicarán los coeficientes que fijen las 
NTC, y a excepción de las zonas especiales en las que 
dichas NTC especifiquen otros valores de c. 

Para las estructuras del Grupo A se incrementará el 
coeficiente sísmico en 50 por ciento. 

De acuerdo con lo anterior se puede escribir 

e = = Coeficiente sismico 

donde:. 

= Fuerza cortante en la base 
(3.1) 

= = Peso de la construcción 

FJ = Fuerza sismica en el i-ésimo nivel 

WJ = Peso de la construcción en el i-ésimo nivel 

3.3 Zonificación sísmica 

De acuerdo con el RCDF87 se tiene 

Art 175. Para fines de estas disposiciones, el DF se considera 
dividido en las zonas I, II y III, dependiendo del tipo 
de suelo. 

Las características de cada zona y los procedimientos 
para definir la zona que corresponde a cada predio se 
fijan en el capitulo VII (Diseño de cimentaciones) de 
este Título (VI. Seguridad estructural de las 
construcciones). 

Art 219. Para fines de este Titulo (VI) el DF se divide en tres 
zonas con las siguientes características generales: 
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Zona I. LOMAS, formadas por rocas o suelos 
generalmente firmes que fueron depositados 
fuera del ambiente lacustre, pero en los que 
pueden existir, superficialmente o 
incrustados, depósitos arenosos en estado 
suelto o cohesivos relativamente blandos. En 
esta zona, es frecuente la presencia de 
oquedades en rocas y de cavernas y túneles 
excavados en suelos para explotar minas de 
arena. 

Zona II. TRANSICION, en la que los depósitos profundos 
se encuentran a 20 m de profundidad o menos, y 
que está constituída predominantemente por 
estratos arenosos y limoarenosos intercalados 
con capas de arcilla lacustre; el espesor de 
éstas es variable entre decenas de centímetros 
y pocos metros, y 

Zona III. LACUSTRE, integrada por potentes depósitos de 
arcilla altamente compresible, separados por 
capas arenosas con contenido diverso de limo o 
arcilla. Estas capas arenosas son de 
consistencia firme a muy dura y de espesores 
variables de centímetros a varios metros. 

Los depósitos lacustras suelen estar cubiertos 
superficialmente por suelos aluviales y 
rellenos artificiales; el espesor de este 
conjunto puede ser superior a 50 m. 

La zona a que corresponda un predio se determinará a partir de las 
investigaciones que se realicen en el subsuelo del predio objeto de 
estudio, tal y como lo establecen las NTC. En caso de 
construcciones ligeras o medianas, cuyas características se 
definirán en dichas normas (NTC para cimentaciones) podrá 
determinarse la zona mediante el mapa incluído en las mismas (ver 
fig 1 NTC para cimentaciones), si el predio está dentro de la 
porción zonificada; los predios ubicados a menos de 200 m de las 
fronteras entre dos de las zonas antes descritas se supondrán 
ubicados en la más desfavorable. 

Art 220. La investigación del subsuelo del sitio 
exploración de campo y pruebas de laboratorio 
suficiente para definir de manera confiable: 

mediante 
debe ser 

Los parámetros de diseño de la cimentación. 
La variación de los mismos en la planta del predio. 
Los procedimientos de construcción. 
Además deberá ser tal que permita definir: 
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I. En la zona I a que se refiere el artículo 219 
del RCDF, si existen en ubicaciones de interés 
materiales sueltos superficiales, grietas, 
oquedades naturales o galerías de minas, y en 
caso afirmativo su apropiado tratamiento, y. 

II. En las zonas II y III del artículo mencionado 
en la fracción anterior, la existencia de 
restos arqueológicos, cimentaciones antiguas, 
grietas, variaciones fuertes de estratigrafía, 
historia de carga del predio o cualquier otro 
factor que pueda originar asentamientos 
diferenciales de importancia, de modo que todo 
ello pueda tornarse en cuenta en el diseño. 

Las NTC para cimentaciones en su capítulo 2 (Investigaciones del 
subsuelo) establecen en la tabla I los requisitos mínimos para la 
investigación del subsuelo para las construcciones ligeras o 
medianas de poca extensión y con excavaciones someras, y para las 
construcciones pesadas, extensas o con excavaciones profundas. 

Las NTC para sismo en su capítulo 3 (Espectros para diseño sísmico) 
establecen que el coeficiente, e, que se obtien~.del Art 206 del 
RCDF87 sálvo en la parte sombreada de la zona II (ver fig. 3.1 de 
dichas NTC) torna los ssiguientes valores: 

e = 0.4 para las estructuras del grupo B, y 

e = 0.6 para las estructuras del grupo A. 

3.4 Condiciones de regularidad 

De acuerdo con las NTC para el diseño por sismo, en su capítulo 6, 
para que una estructura pueda considerarse regular debe satisfacer 
los siguientes requisitos: 

1. Su planta es sensiblemente simétrica con respecto a dos ejes 
ortogonales por lo que toca a masas, así corno a muros y otros 
elementos resistentes. 

2. La relación de su altura a la dimensión menor de su base no 
pasa de 2.5. 

3. La relación de largo a ancho de la base no excede de 2.5. 

4. En la planta no tiene entrantes ni salientes cuya dimensión 
exceda de 20 por ciento de la dimensión de la planta medida 
paralelamente a la dirección que se considera de la antrante 
o la saliente. 

5. En cada nivel tiene un sistema de techo o piso rígido y 
resistente • 
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6. No tiene aberturas en sus sistemas de techo o piso cuya 
dimensión exceda de 20 por ciento de la dimensión en planta 
medida paralelame~te a la dimensión que se considere de la 
abertura, las areas huecas no ocasionan asimetrías 
significativas ni difieren de posición de un piso a otro y el 
área total de aberturas no excede en ningún nivel de 20 por 
ciento del área de la planta. · 

7. El peso de cada nivel, que incluye la carga viva que debe 
considerarse para diseño sísmico, no es mayor que el del piso 
inmediato inferior ni, excepción hecha del último nivel de la 
construcción, es menor que 70 por ciento de dicho peso. 

8. Ningún piso tiene un área, delimitada por los paños exteriores 
de sus elementos resistentes verticales, mayor que la del piso 
inmediato inferior ni menor que 70 por ciento de ésta. Se 
exime de este último requisito únicamente al último piso de la 
construcción. 

9. Todas las columnas están restringidas en todos los pisos en 
dos direcciones ortogonales por diafracmas ortogonales y por 
trabes o losas planas. 

10. La rigidez al corte de ningún entrepiso excede en más de 100 
por ciento a la del entrepiso inmediatamente inferior. 

11. En ningún entrepiso la excentricidad torsional calculada 
estáticamente, e,, excede del 10 por ciento de la dimensión en 
planta de ese entrepiso medida paralelamente a la 
excentricidad mencionada. 

NOTA: En el capítulo 4 (Reducción de fuerzas sísmicas) de las 
NTC para diseño por sismo (inciso 4.4.2 de estas notas) 
se especifica que: " En el diseño sísmico de las 
estructuras que no satisfacen las condiciones de 
regularidad que fija la sección 6 de estas normas, se 
multiplicará por 0.8 el valor de Q'." 

3.5 Factor de comportamiento sísmico 

De acuerdo con el RCDF87 se tiene que 

Art 207. Cuando se aplique el método estático o un método dinámico 
para análisis sísmico, podrán reducirse con fines de 
diseño las fuerzas sísmicas calculadas, empleando para 
ello los criterios que las NTC, en función de las 
características estructurales y del terreno. Los 
desplazamientos calculados de acuerdo con estos métodos, 
empleando las fuerzas sísmicas reducidas, deben 
multiplicarse por el factor de comportamiento sísmico que 
marquen dichas Normas. 
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Los coeficientes que especifique las NTC para la 
aplicación del método simplificado de análisis tomarán en 
cuenta todas las reducciones que procedan por los 
conceptos mencionados. Por ello las fuerzas sísmicas 
calculadas por este método no deben sufrir reducciones 
adicionales. 

De acuerdo con las NTC para 
valores de los factores 
especifican a continuación: 

sismo del RCDF87 en su capítulo 5, los 
del comportamiento sísmico, Q, se 

I. Se usará Q=4 cuando se cumplan los requisitos siguientes: 

l. La resistencia en todos los entrepisos es suministrada 
exclusivamente 

Por marcos no contraventeados de acero o concreto 
reforzado, o bien 
Por marcos contraventeados o con muros de concreto 
reforzado en los que en cada entrepiso los marcos 
son capaces de resistir, sin contar muros ni 
contravientos, cuando menos 50 por ciento de la 
fuerza sísmica actuante. 

2. Si hay muros ligados a la estructura en la forma 
espoecificada en el caso I del artículo 204 del RCDF87, 
éstos se deben tener en cuenta en el análisis, pero su 
contribución a la capacidad ante fuerzas laterales sólo 
se tomará en cuenta si estos muros son de piezas macizas, 
y los marcos, sean o no contraventeados, y los muros de 
concreto reforzado son capaces de resistir al menos 80 
por ciento de las fuerzas laterales totales sin la 
contribución de los muros de mampostería. 

3. El mínimo cociente de la capacidad resistente de un 
entrepiso entre la acción de diseño no difiere en más de 
35 por ciento del promedio de dichos cocientes para todos 
los entrepisos. Para verificar el cumplimiento de este 
requisito, se calculará la capacidad resistente de cada 
entrepiso teniendo en cuenta todos los elementos que 
puedan contribuir a la resistencia, en particular los 
muros que se hallen en el caso I a que se refiere el 
artículo 204 del Reglamento. 

4. Los marcos y muros de concreto reforzado cumplen con los 
requisitos que fijan las normas técnicas complementarias 
correspondientes para marcos y muros dúctiles. 

5. Los marcos rígidos de acero satisfacen los requisitos 
para marcos dúctiles que fijan las normas técnicas 
complementarias correspondientes. 
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II • Se adoptará Q=3 cuando se satisfacen las condiciones 2,4 y 5 
del caso I y en cualquier entrepiso dejan de satisfacerse las 
condiciones 1 ó 3 especificadas para el caso I pero la 
resistencia en todos los entrepisos es suministrada: 

Por columnas de acero o de concreto reforzado con losas 
planas, 
Por marcos rígidos de acero, 
Por marcos de concreto reforzado, 
Por muros de concreto reforzado, 
Por combinaciones de muros de concreto reforzado y por 
marcos o por diafragmas de madera contrachapada. 

Las estructuras con losas planas deberán cumplir los 
requisitos que sobre el particular marcan las normas técnicas 
complementarias para estructuras de concreto. 

III. Se usará Q=2 cuando la resistencia a fuerzas laterales es 
suministrada 

Por losas planas con columnas de acero o de concreto 
reforzado, 
Por marcos de acero o de concreto reforzado, 
contraventeados o no, 
Por muros o columnas de concreto reforzado, 

que no cumplen en algún entrepiso lo especificado par· los 
casos I y II de esta sección, o 

Por muros de mampostería de piezas macizas confinados por 
castillos, dalas, columnas o trabes de concreto reforzado 
o de acero que satisfacen los requisitos de las normas 
técnicas complementarias respectivas, o diafragmas 
construidos con duelas inclinadas o por sistemas de muros 
formados por duelas de madera horizontales o verticales 
combinados con elementos diagonales de madera maciza. 

También se usará Q=2 cuando la resistencia es suministrada por 
elementos de concreto prefabricado o presforzado, con la 
excepciones que sobre el particular marcan las normas técnicas 
complementarias para estructuras de concreto. 

IV. Se usará Q=l.5 cuando la resistencia a fuerzas laterales es 
suministrada en todos los entrepisos 

Por muros de mampostería de piezas huecas, confinados o 
con refuerzo interior, que satisfacen los requisitos de 
las normas técnicas complementarias respectivas, o 
Por combinaciones de dichos muros con elementos como los 
descritos para los casos II y III, o por marcos y 
armaduras de madera. 
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V. se usará Q=1 en estructuras cuya resistencia, a fuerzas 
laterales es suministrada al menos parcialmente por elementos 
o materiales de los arriba especificados, a menos que se haga 
un estudio que demuestre, a satisfacción del Departamento del 
Distrito Federal, que se puede emplear un valor más alto que 
el que aquí se especifica. 

En todos los casos se usará para toda la estructura en la dirección 
de análisis el valor mínimo de Q que corresponde a los diversos 
entrepisos de la estructura en dicha dirección. 

El factor Q puede diferir en las dos direcciones ortogonales en que 
se analiza la estructura, según sean las propiedades de ésta en 
dichas direcciones. 

3.5.1 Condiciones para marcos dúctiles de concreto 

Con base en los puntos !.4 y II del inciso 1.5, se reproduce el 
Capítulo 5, Marcos dúctiles, de las NTC para diseño y construción 
de estructuras de concreto del RCDF87. 

3.5.1.1 Requisitos generales 

Los requisitos de este capítulo se aplican a marcos colados en el 
lugar, diseñados por sismo con un factor de comportamiento sísmico, 
Q=4. También se aplican a los marcos de estructuras coladas en el 
lugar diseñadas con Q=4, formadas por marcos y muros de concreto 
reforzado que cumplan con el inciso 4.5.2 (de las NTC para diseño 
y construcion de estructuras de concreto del RCDF87), que debe 
incluir el inciso b) de esa sección, o marcos y contravientos que 
cumplan con el inciso 4.6 (de las NTC para diseño y construcion de 
estructuras de concreto del RCDF87), en las que la fuerza cortante 
resistida por los marcos sea, al menos, el 50 porciento de la total 
y, asimismo, a los marcos de estructuras coladas en el lugar, 
diseñadas con Q=3 y formadas por marcos y muros o contravientos que 
cumplan con el inciso 4.5.2 (de las NTC para diseño y construcion 
de estructuras de concreto del RCDF87), que debe incluir el inciso 
b) de esa sección, o marcos y contravientos que cumplan con el 
inciso 4.5.2 (de las NTC para diseño y construcion de estructuras 
de concreto del RCDF87), que debe incluir el inciso b) de esa 
sección, o el inciso 4.6 (de las NTC para diseño y construcion de 
estructuras de concreto del RCDF87), en las que la fuerza cortante 
resistida por los marcos sea menor que el', 50 porciento de la 
total. En todos los casos anteriores, los requisitos se aplican 
también a los elementos estructurales de la cimentación. 

Sea que la estructura esté formada sólo de marcos o de marcos y 
muros o contravientos, ningún marco se debe diseñar para resistir 
una fuerza cortante horizontal menor que el 25 porciento de la que 
le correspondería si trabajara aislado del resto de la estructura. 
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La resistencia especificada del concreto, f'c, no debe ser menor de 
200 kg/cm2 • 

Las barras de refuerzo deben ser corrugadas de grado no mayor que 
el 42 y deben cumplir con los requisitos de las normas NOM-B6. 
Además, las barras longitudinales de vigas y columns deben tener 
fluencia definida, bajo un esfuerzo que no exceda al esfuerzo de 
fluencia especificadoen mas de 1300 kg/cm2

, y su resistencia real 
debe ser, al menos, igual a 1.25 veces su esfuerzo real de 
fluencia. 

Se deben aplicar las disposiciones de estas normas (NTC para diseño 
y construcion de estructuras de concreto del . RCDF87) que no se 
modifiquen en este capítulo. 

3.5.1.2 Miembros a flexión 

Los requisitos de este inciso se aplican a miembros principales que 
trabajan esencialmente a flexión. Se incluyen vigas y aquellas 
columns con cargas axiales pequeñas, tales que. 

(3.2) 

3.5.1.2.1 Requisitos geométricos 

a) El claro. libre no debe ser menor que cuatro veces el peralte 
efectivo. 

b) En sistemas de viga y losa monolítica, la relación entre la 
separación de apoyos que eviten el pandeo lateral y el ancho 
de la viga no debe exceder de 30. 

e) La relación entre el peralte y ancho no debe ser mayor que 3. 

d) El ancho de la ·viga no debe ser menor de 25 cm, ni debe 
exceder al ancho de las columnas a las que llega. 

e) El eje de la viga no debe separarse horizontalmente del eje de 
la columna mad de un décimo de la dimensión transversal de la 
columna normal a la viga. 

3.5.1.2.2 Refuerzo longitudinal 

En toda sección se debe disponer de refuerzo ·tanto en el lecho 
inferior como en el superior. En cada lecho el área de refuerzo no 
debe ser menor que. 

0.7~~ (3.3) 
y 
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y debe constar, al menos, por dos barras corridas de 12.7 mm de 
diámetro (No 4). El área de acero a tensión no debe exceder del 75 
por ciento de la correspondiente a la falla balanceada de la 
sección. 

El momento resistente positivo en la un1on con un nudo no debe ser 
menor que la mitad del momento resistente negativo que ~e 
suministre en esa secc1on. En ninguna sección a lo largo del 
miembro el momento resistente negativo, ni el resistente positivo, 
deben ser menores que la cuarta parte del máximo momento resistente 
que se tenga en los extremos. 

En las barras para flexión se permiten traslapes solo si en la 
longitud del traslape se suministra refuerzo transversal de 
confinamiento (refuerzo helicoidal o estribos cerrados); el paso o 
la separación de este refuerzo no debe ser mayor que 0.25 d, ni que 
10 cm. Las uniones por traslapes no se permiten en los casos 
siguientes: 

a) Dentro de los nudos 
b) En una distancia de dos veces el peralte del miembro, medida 

desde el paño del nudo, y 
e) En aquellas zonas donde el análisis indique que se forman 

articulaciones plásticas. 

Con el refuerzo longitudinal pueden formarse paquetes de dos barras 
cada uno. 

S"e permiten uniones soldadas o con dispositivos mecánicos, que 
cumplan con los requisitos del inciso 3. 9 (NTC para diseño y 
construcion de estructuras de concreto del RCDF87), a condición de 
que en toda sección de unión, cuando mucho, se unan barras 
alternadas y que las uniones de barras adyacentes no disten entre 
sí menos de 60 cm en la dirección longitudinal del miembro. 

3.5.1.2~3 Refuerzo transversal para confinamie~o 

Se deb"en sumministrar estribos cerrados de, al menos, 7. 9 mm de 
diámatro (No 2.5) que cumplan con los requisitos de los párrafos 
que siguen, en las zonas siguientes: 

a) En cada extremo del miembro sobre una distancia de dos 
peraltes medida a partir del paño del nudo, y 

b) En la porción del celemen1.o r¡uce se halle a una distancia igual 
a dos peral tes ( /.h) dP. toda sección donde se suponga, o el 
análisis lo indiqu", que se va a formar una articulación 
plástica (si la articulación se forma en una sección 
intermedia, los dos peraltes se deben tomar a cada lado de la 
sección). 

23 



El primer estribo se debe colocar a no mas de 5 cm de la cara del 
miembro de apoyo. La separación de los estribos no debe exceder los 
valores siguientes: 

a) 0.25 d 
b) Ocho veces el diámetro de la barra longitudinal mas delgada 
e) 24 veces el diámetro de la barra del estribo 
d) 30 cm 

Los estribos a que se refiere esta sección deben ser cerrados, de 
una pieza, y deben rematar en una esquina con dobleces de 135 
grados, seguidos de tramos rectos de no menos de 10 diámetros de 
largo. En cada esquina del estribo debe quedar, al menos, una barra 
longitudinal. Los radios de doblez deben cumplir con los requisitos 
del inciso 3. 8 (NTC para diseño y construcion de estructuras de 
concreto del RCDF87). La localización del reamte del estribo debe 
alternarse uno a otro. 

En las zonas definidas en el primer párrafo de esta sección, las 
barras longitudinales de la periferia deben tener soporte lateral 
que cumpla con el inciso 3. 3 (NTC para diseño y construcion de 
estructuras de concreto del RCDF87). 

Fuera de las zonas definidas en el primer párrafo de esta secc1on, 
la separación de los estribos no debe ser mayor que 0.5d a todo lo 
largo. En toda la viga la separación de estribos no debe ser mayor 
que la requerida por fuerza cortante. 

3.5.1.2.4 Requisitos para fuerza cortante 

Los elementos que trabajan principalmente a flexión se deben 
dimensionar de manera que no se presente falla por cortante antes 
que puedan formarse las articulaciones plásticas en sus extremos. 
Para ello, la fuerza cortante de diseño se obtiene del equilibrio 
del miembro entre caras de apoyo; se debe suponer que en los 
extremos actúan momentos del mismo sentido valuadados con las 
propiedades del elemento en esas secciones, sin factores de 
reducción, y con el esfuerzo en el acero de tensión, al menos, 
igual a l. 25 f . A lo largo del miembro deben actuar las cargas 
correspondientés multiplicadas por el factor de carga. · 

Como opción, pueden dimensionarse con base en la fuerza cortante de 
diseño obtenida del análisis, si el factor de resistencia FR, se le 
asigna un valor de 0.6, en lugar de 0.8. 

El refuerzo para fuerza cortante debe estar formado por estribos 
verticales cerrados de una piezat de diámetro no menor de 7.9 mm 
(No 2.5), rematados como se indica en el inciso 3.5.1.2.3. 
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3.5.1.3 Miembros a flexocompresión 

Los requisitos de esta sección se aplican a miembros en los que la 
carga axial de diseño sea tal que. 

(3.4) 

3.5.1.3.1 Requisitos geométricos 

a) La dimensión transversal mínima no debe ser menor que 30 cm. 
b) El área Au' debe cumplir con la condición. 

o. 5fé 
(3.5) 

e) La relación entre la menor dimensión transversal y la 
dimensión transversal perpendicular no debe s~r menor que 0.4. 

d) La relación entre la altura libre y la 'menor dimensión 
transversal no debe exceder de 15. 

3.5.1.3.2 Resistencia mínima a flexión 

Las resistencias a flexión de las columnas en un nudo deben 
satisfacer la siguiente condición. 

EM. ;;, 1.5 EM~ 

donde. 

Suma de los momentos resistentes de 
disei'lo de las columnas que llegan a 
ese nudo, referidas al centro del nudo 

Suma de los momentos resistentes 
de disei'lo de las vigas que llegan al 
nudo, referidas al centro de éste 

Las sumas anteriores deben realizarse de modo que los momentos de 
las columnas se opongan a los de las vigas. La condición debe 
cumplirse para los dos sentidos en que puede actuar el sismo. 

Al calcular la carga axial de diseño para la cual se valúe el 
momento resistente, M , de una columna, la fracción de dicha carga 
debida al sismo se debe tomar igual al doble de la calculada, 
cuando esto conduzca a un momento resistente menor. En tal caso, la 
columna se debe dimensionar al tomar en cuenta el incremento de 
carga mencionda. El factor de resistencia por flexocompresión se 
debe tomar igual a 0.8. 
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Como opción, las columnas pueden dimensionarse con los momentos y 
fuerzas axiales de diseño obtenidos del análisis, si el factor de 
resistencia por flexocompresión se le asigna el valor de 0.6. 

··3.5.1.3.3 Refuerzo longitudinal 

La cuantía del refuerzo longitudinal, p, debe satisfacer la 
siguiente condición. 

0.01 s; p s; 0.04 (3.7) 

Solo se deben formar paquetes de dos barras. 

El traslapa de barras longitudinales solo se permite en la mitad 
del elemento; estos traslapes deben cumplir con los requisitos del 
inciso 3.9 (NTC para diseño y construcion de estructuras de 
concreto del RCDF87) . Las uniones soldadas o con dispositivos 
mecánicos que cumplan con los requisitos del inciso 3.9 (NTC para 
diseño y construcion de estructuras de concreto del RCDF87), . pueden 
usarse en cualquier localización con tal de que en una misma 
sección cuando mas se unan barras alternadas y que las uniones.de 
barras adyacentes no disten entre si menos de 60 cm en la dirección 
longitudinal del miembro. 

El refuerzo longitudinal debe cumplir con las disposiciones del 
inciso 3 (NTC para diseño y construcion de estructuras de concreto 
del RCDF87) que no se modifican en este inciso. 

3.5.1.3.4 Refuerzo transversal 

Debe cumplirse con los requisitos del inciso 3.3 (NTC para diseño 
y construcion de estructuras de concreto del RCDF87) y los del 
inciso siguiente (inciso 3.5.1.3.5), y con los requisitos mínimos 
que aquí se establecen. No debe ser de grado mayor que el 42. 

Se debe suministrar el 
especifica enseguida en 
longitud no menor que. 

refuerzo transversal 
ambos extremos de la 

a) La mayor dimensión transversal de ésta 
b) Un sexto de su altura libre 
e) 60 cm 

mínimo 
columna, 

que 
en 

se 
una 

En la parte inferior de columnas de planta baja este refuerzo debe 
llegar hasta media altura de la columna, y debe continuarse dentro 
de la cimentación, al menos, una distancia igual a la longitud de 
desarrollo en compresión de la barra mas gruesa (en los nudos se 
debe cumplir con los requisitos del inciso 3.5.1.4 que se indican 
posteriormente. · 
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a) En columnas· de núcleo circular, 
refuerzo helicoidal o de estribos 
con la siguiente relación • 

la cuantía volumétrica de 
circulares, P

5
, debe cumplir 

Ps ;¡, ( Ag 0.45 Ac -1 ~ r· fy 
(3.8) 

f• 

Ps ;¡, 0.12 / 
y 

b) En columnas de núcleo rectangular, la suma de las áreas de 
estribos y grapas, .Ash' en cada di7~cción de la sección de la 
columna debe cumpl1r con la relac1on. 

Asb ;¡, 0.3(~ r· - 1 f: shc 

f• 
Asb ;¡, 0.12 / shc 

y 

donde: 

Ac = Area tranvsversal del nucleo, hasta la 
orilla exterior del refuerzo transversal 

A e = Area tranvsversal de la columna 

fy - Esfuerzo de fluencia del refuerzo transversal 

he = Dimensión del núcleo, normal al refuerzo de 
área A8h 

S Sep;;raci6n del refuerzo transversal 

(3.9) 

Este refuerzo transversal debe estar formado ,por estribos de una 
pieza, sencillos o sobrepuestos, de diámetro no menor que 9.5 mm 
(No 3) y rematados como se indica en el inciso 3.5.1.2.3. Puede 
complementarse con grapas del mismo diámetro que los estribos, 
espaciados igual que éstos a lo largo del miembro. Cada extremo de 
una grapa debe abrazar a una barra longitudinal de la periferia con 
doblez de 135 grados, seguido de un tramo recto de, al menos, 10 
diámetros de la grapa. 

La separación del refuerzo transversal no debe exceder de la cuarta 
parte de la menor dimensión transversal del elemento, ni de 10 cm. 
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La distancia centro a centro, transversal al eje del miembro, enre 
ramas de estribos sobrepuestos no debe ser mayor de 45 cm, y entre 
grapas y ramas de estribos sobrepuestos no debe ser mayor de 25 cm. 
Si el refuerzo consta de estribos sencillos, la mayor dimensión de 
éstos no debe exceder de 45 cm. 

En el resto de la columna el refuerzo transversal debe cumplir con 
los requisitos del inciso 3 ( NTC para disel'io y construcion de 
estructuras de concreto del RCDF87). 

3.5.1.3.5 Requisitos para fuerza cortante 

Los elementos a flexocompresión se deben dimensionar de manera que 
no fallen por fuerza cortante antes que . se . formen las 
articulaciones plásticas en las vigas. Para ello la fuerza cortante 
de diseño se debe obtener del equilibrio del elemento en su altura 
libre al suponer en cada extremo un momento igual a la mitad de 
1.5EM (definida en la sección 3.5.1.3.2. En el extremo inferior de 
columfias de planta baja se debe usar el momento resistente de 
diseño de la columna obtenido con la carga axial de diseño que 
conduzca al mayor momento resistente. En el extremo superior de 
columnas del último entrepiso se debe usar 1.5EMg. 

Cuando las columnas se dimensionen por flexocompresión con el 
procedimiento optativo incluido en el inciso 3.5.1.3.2, el 
dimensionamiento por fuerza cortante se debe realizar a partir de 
la fuerza de diseño obtenida del análisis, y utilizar un factor de 
resistencia igual a 0.5. 

En elementos a flexocompresión en que la fuerza axial de diseño, 
incluyendo los efectos del sismo, sea menor que A f' J20, al 
calcular el refuerzo para fuerza cortante, si la fuerza &ortante de 
diseño causada por el sismo es igual o mayor que la mitad de la 
fuerza cortante de disel'io calculada según los párrafos.anteriores, 
se puede despreciar la contribución del concreto Yc· 

El. refuerzo para fuerza cortante debe estar formaddo por estribos 
cerados, de una pieza, rematados como se indica en el inciso 
3.5.1.2.3, o por hélices continuas, ambos de diámetros·no menor que 
9.5 mm (No 3) y de grado no mayor que el 42. 

3.5.1.4 Uniones viga-columna 

3.5.1.4.1 Requisitos generales 

Las fuerzas que intervienen en el dimensionamiento por fuerza 
cortante de la unión se deben determinar al suponer que el esfuerzo 
de tensión en las barras longitudinales de las vigas que llegan a 
la unión es l. 25 f . 

y 

El refuerzo longitudinal de las vigas que llegan a la unión debe 
pasar dentro del núcleo de la columna. 
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En los planos estructurales deben incluírse dibujos, acotados y a 
escala, del refuerzo en las uniones viga-columna. 

Una unión viga-columna o nudo se define corno aquella parte de la 
columna comprendida en el peralte de las vigas que llegan a ella. 

3.5.1.4.2 Refuerzo transversal 

En un nudo debe suministrarse el refuerzo transversal mínimo 
especificado en el inciso 3.5.1.3.4. Si el nudo está confinado por 
cuatro trabes que llegan a él y el ancho de cada una es, al menos, ·-. 
igual a 0.75 veces el ancho respectivo de la columna, puede usarse 
la mitad del refuerzo transversal mínimo. 

3.5.1.4.3 Resistencia a fuerza cortante 

Se debe admitir revisar la resistencia del nudo a fuerza cortante 
en cada dirección principal de la sección en forma independiente. 
La fuerza cortante se debe calcular en un plano horizontal a media 
altura del nudo. 

En nudos confinados corno se dice en el inciso 3. 5 .l. 4. 2, la 
resistencia de diseño a fuerza cortante se debe tornar igual a 

(3.11) 

En otros nudos se debe tornar igual a. 

4. 5FR'{f: b,jl (3.12) 

es el ancho efectivo del nudo 
es la dimensión transversal de la columna ~n la dirección de 
la fuerza. 

El ancho b debe tomar igual al promedio del ancho de la o las 
vigas consideradas y la dimensión transversal de la columna normal 
a la fuerza, pero no mayor que el ancho de la o las vigas mas h. 

3.5.1.4.4 Anclaje del refuerzo 

Toda barra de refuerzo longitudinal de vigas que termine en un nudo 
debe prolongarse hasta la cara lejana del núcleo de la columna y 
rematarse con un doblez a 90 grados, seguido de un tramo recto no 
menor de 12 diámetros. La sección crítica para revisar el anclaje 
de estas barras debe ser el plano externo del núcleo de la columna. 
La revisión se debe efectuar de acuerdo con la sección 3.1.lc (NTC 
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para diseño y construcion de estructuras de concreto del RCDF87), 
donde es suficiente usar una longitud de desarrollo del 90 por 
ciento de la allí determinada. 

Los diámetros de las barras de vigas y columnas que pasen rectos a 
través de un nudo deben seleccionarse de modo que cumplan las 
relaciones siguientes: 

h(columna! /d¡,(barras de viga) 0!: 20 

h(viga)/d¡,(barras de columna) 0!: 20 
(3.13) 

donde h(columna) es la dimensión transversal de la columna en la 
dirección de las barras de viga consideradas. 

Si en la columna superior del nudo se cumple que: 

0!: o .3 (3.14) 

se puede tomar la relación siguiente: 

h(viga! /d¡,(barras de columna) 0!: 15 (3.15) 

La relación dada por la Ec 3.15 también es suficiente cuando en la 
estructura los muros de concreto reforzado resisten más del 50 por 
ciento de la fuerza lateral total. 

3.5.1.5 Sistemas losa plana-columnas para resistir sismo 

Si la altura de la estructura no excede de 20 m y, además, existen 
al menos tres crujías en cada dirección o jay trabes de borde, para 
el diseño por sismo se puede usar Q=3; también puede aplicarse este 
valor cuando_el sistema se combine con muros de concreto reforzado 
que. cumplan con 4.5.2, incluyendo el inciso b de esa sección (NTC 
para diseño y construcion de estructuras de concreto del RCDF87), 
y que resistan no menos del 75 por ciento de la fuerza lateral. 
Cuando no se satisfagan las condiciones anteriores, se debe usar 
Q=2. Con relación a .los valores de Q, debe cumplirse, además, con 
los correspondientes incisos anteriores (que es el Cap 5 de las NTC 
para diseño y construcion de estructuras de concreto del RCDF87). 
En todos los casos se deben respetar las disposiciones siguientes: 

I Las columnas deben cumplir con los requisitos de 3.5.1.3 para 
columnas de marcos dúctiles, excepto en lo referente al 
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dimensionamiento por flexocompresión, el cual sólo se debe 
realizar mediante el procedimiento optativo que se establece 
en el inciso 3.5.1.3.2. 

II Las uniones losa-columna deben cumplir con los requisitos de 
3.5.1.4 para uniones viga-columna, con las salvedades que 
siguen: 

No es necesaria la revisión de la resistencia del nudo a fuerza 
cortante, sino basta cumplir con el refuerzo transversal prescrito 
en 3.5.i.4.2 para nudos confinados. 

Los requisitos de anclaje de 3.5.1.4.4 se deben aplicar al refuerzo 
de la losa que pase por el núcleo de una columna. Los diámetros de 
las barras de la losa y columnas que pasen rectas a través de un 
nudo deben seleccionarse de modo que se cumplan las relaciones 
siguientes: 

h(colwnna)/db(barras de losa) l!: 20 
(3.16) 

h(losa)/db(barras de colwnnal l!: 15 

donde h(columna) es la dimensión transversal de la columna en la 
dirección de las barras de losa consideradas. 

3.5.2 Condiciones para estructuras dúctiles de acero 

Con base en los puntos I.4 y II del 
Capítulo 11, Estructuras dúctiles, 
construción de estructuras metálicas 

inciso 3.5, 
de las NTC 

del RCDF87. 

se reproduce el 
para diseño y 

3.5.2.1 Alcance 

En este capítulo se indican los requisitos que deben cumplirse para 
que puedan adoptarse valores del factor de comportamiento sísmico 
Q iguales a 4.0 o 3.0. 

3.5.2.2 Marcos dúctiles 

3.5.2.2.1 Requisitos generales 

Se indican aquí los requisitos que debe satisfacer un marco rígido 
de acero estructural para ser considerado un marco dúctil. Estos 
requisitos se aplican a marcos rígidos diseñados con un factor de 
comportamiento sísmico Q igual a 4.0 o a 3.0, que formen parte de 
sistemas estructurales que cumplan las condiciones enunciadas en el 
capítulo 5, partes I y II, de las NTC para diseño por sismo, 
necesarias para utilizar ese valor del factor de comportamiento 
sísmico. 
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Tanto en los casos en que la estructura está formada sólo por 
marcos como por aquellos en que está compuesta por marcos y muros 
o contravientos, cada uno de los marcos se debe diseñar para 
resistir, como- inínimo, fuerúls- horizontales -Tguales al- -25- -por 
ciento de las que le corresponderían si trabajase aislado del resto 
de la estructura. 

La gráfica esfuerzo de tensión-deformación del acero empleado debe 
tener una zona de cedencia, de deformación creciente bajo esfuerzo 
prácticamente constante, correspondiente a un alargamiento máximo 
no menor de uno por ciento, seguida de un endurecimiento por 
deformación. El alargamiento correspondiente a la ruptura no debe 
ser menor de 20 por ciento. 

3.5.2.2.2 Miembros en flexión 

Los requisitos de esta sección se aplican a miembros principales 
que trabajan esencialmente en flexión. Se incluyen vigas y columnas 
con cargas axiales pequeñas, tales que Pu no exceda de PY/10. 

3.5.2.2.2.1 Requisitos geométricos 

Todas las vigas deben ser de sección transversal I o rectangular 
hueca, excepto en los casos cubiertos en el inciso 3.5.2.2.5. 

El claro libre de las vigas no debe ser menor que cinco veces el 
peralte de su sección transversal, ni el ancho de sus patines mayor 
que el ancho del patín o el peralte del alma de la columna con la 
que se conecten. 

El eje de las vigas no debe separarse horizontalmente del eje de 
las columnas más de un décimo de la dimensión transversal de la 
columna normal a la viga. 

Las secciones transvers;Ües de las vigas deben ser tipo 1, de 
manera que han de satisfacer los requisitos geométricos que se 
indican en los incisos 2.3.1 y 2.3.2 (NTC para diseño y construción 
de estructuras metálicas del RCDF87). Sin embargo, se permite que 

la relación ancho/grueso del alma llegue hasta 5300/~ si en las 

zonas de formación de articulaciones plásticas se toman las medidas 
necesarias (refuerzo del alma mediante atiesadores transversales o 
placas adosadas a ella, soldadas adecuadamente) para impedir que el 
pandeo local se presente antes de la formación del mecanismo de 
colapso. -

Además, las secciones transversales deben tenes dos ejes de 
simetría, una vertical, en el plano en que actúan las cargas 
gravitacionales, y otro horizontal. Cuando se utilicen cubreplacas 
en los patines para aumentar la resistencia del perfil, deben 
conservarse los dos ejes de simetría. 
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Si las vigas están formadas por placas soldadas, la soldadura entre 
almas y patines debe ser continua en toda la longitud de la viga, 
y en las zonas de formación de articulaciones plásticas debe ser 
capaz de desarrollar la resistencia total en cortante de las almas. 

Cuando se empleen vigas de resistencia variable, ya sea por adición 
de cubreplacas en algunas zonas o porque su peralte varíe á lo 
largo del claro, el momento resistente nunca debe ser menor, en 
ninguna sección, que la cuarta parte del momento resistente máximo, 
que se tendrá en los extremos. 

En estructuras soldadas deben evitarse los agujeros, siempre que 
sea posible, en ls zonas de formación de articulaciones plásticas. 
En estructuras atornilladas o remachadas, los agujeros que sean 
necesarios en la parte del perfil que trabaje en tensión se deben 
punzar a un diámetro menor y se agrandan después, hasta darles el 
diámetro completo, con un taladro o un escarificador. este mismo 
procedimiento se debe seguir en estructuras soldadas, si se 
requieren agujeros para montaje o con algún otro objeto. Para los 
fines de los dos párrafos anteriores, las zonas de formación de 
articulaciones plásticas se consideran de longitud igual a un 
peralte, en los extremos de las vigas, y a dos peraltes, medido s 
uno a cada lado de la sección en la que aparece, en teoría, la 
articulación plástica, en zonas intermedias. 

En aceros cuyo esfuerzo mínimo especificado de ruptura en tensión, 
F, es menor 1.5 veces el esfuerzo de fluencia mínimo garantizado, 
Fu, no se debe permitir la formación de articulaciones plásticas en 
zbnas en que se haya reducido el área de los patines, ya sea por 
agujeros para tornillos o por cualquier otra causa. 

No se deben hacer empalmes de ningún tipo, en las vigas propiamente 
dicha o en sus cubreplacas, en zonas de formación de articulaciones 
plásticas. 

3.5.2.2.2.2 Requisitos para fuerza cortante 

Los elementos que trabajan. principalmente en flexión se deben 
dimensionar de manera que no se presenten fallas por cortante antes 
de que se formen las articulaciones plásticas asociadas con el 
mecanismo de colapso. Para ello, la fuerza cortante de diseño se 
obtiene del equilibrio del miembro entre·. las secciones en que se 
forman las articulaciones plásticas, en los que se supone que 
actúan momentos del mismo sentido y de magnitudes iguales a los 
momentos plásticos resistentes del elemento en esas secciones, sin 
factores de redución, y evaluados al tomar el esfuerzo de fluencia 
del material igual a 1.25 F. Al plantear la ecuación de equilibrio 
para calcular la fuerza dortante se deben tener en cuenta las 
cargas transversales que obran sobre el miembro, multiplicadas por 
el factor de carga. 
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Como una opc~on se permite hacer el dimensionamiento al tomar como 
base las fuerzas cortantes de diseño obtenidas en el análisis, pero 
utilizar un factor_· de resistencia FR igual_~_ 0.7, en~_ugax: _de], ___ _ 
valor de-·o. 9 especificaao en el artículo 3. 3. 3 (NTC para diseño y 
construción de estructuras metálicas del RCDF87). 

Las articulaciones plásticas se forman, en la mayoría de los casos, 
en los extremos de los elementos que trabajan en flexión. Sin 
embargo, hay ocasiones frecuentes en las vigas de los niveles 
superiores de los edificios, en que una de ellas se forma en la 
zona central del miembro. Cuando esto suceda, la fuerza cortante 
debe evaluarse al tener en cuenta la posición real de la 
articulación plástica. 

3.5.2.2.2.3 Contraventeo lateral 

Deben soportarse lateralmente todas las secciones transversales de 
las vigas en las que puedan formarse articulaciones plássticas 
asociadas con el mecanismo de colapso. Además, la distancia entre 
cada una de estas secciones y lá siguiente sección soportada 
lateralmente no debe ser mayor que la dada a continuación. 

= 1250 Iy 

.¡r; (3.17) 

Este requisito se aplica a un solo lado de la articulación 
plástica cuando ésta se forma en un extremo de la viga, y en ambos 
lados cuando aparece en una secc~on intermedia. La expresión 
anterior es válida para vigas de sección transversal I o H, 
flexionadas alrededor de su eje de mayor momento de inercia. 

En zonas que se conservan en el intervalo elástico al formarse el 
mecanismo de colapso, la separación entre puntos no soportados 
lateralmente puede ser mayor que la indicada en el párrafo 
anterior, pero no debe esceder el valor de L , calculado de 
acuerdo con el inciso 3.3.2.2 (NTC para diseño"y construción de 
estructuras metálicas del RCDF87). 

Los elementos de contraventeo deben proporcionar soporte lateral, 
directo o indirecto, a los dos patines de las vigas. Cuando el 
sistema de piso proporcione soporte lateral al patín superior, el 
desplazamiento lateral del patín inferior puede evitarse por medio 
de atiesadores verticales de rigidez adecuada, soldados a los dos 
patines y al alma de la viga. 

3.5.2.2.3 Miembros en flexocompresión 

Los requisitos de esta sección se aplican a miembros que trbajan en 
flexocompresión, en los que la carga axial de diseño, P , es mayor 
que P)lO. La mayoría de estos miembros son columnas,- pero pueden 
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ser de algún otro tipo; por ejemplo, vigas que forman parte de 
crujías contraventeadas de marcos rígidos han de diseñarse, -en 
general, como elementos flexocomprimidos. 

3.5.2.2.3.1 Requisitos geométricos 

Si la Sección transversal es rectangular hueca, la relación de la 
mayor a la menor de sus dimensiones exteriores no debe exceder de 
2 y la dimensión menor debe ser mayor o igual a 20 cm. 

Si la sección transversal es H, el ancho de los patines no debe ser 
mayor que el peralte total, la relación peralte-ancho del patín no 
debe exceder de 1.5, y el ancho de los patines debe ser mayor o 
igual a 20 cm. 

La relación de esbeltez máxima de las columnas no debe exceder de 
60. 

3.5.2.2.3.2 Resistencia mínima en flexión 

La resistencia en flexión de las columnas que concurren a un nudo 
deben satisfacer la condición dada por la Ec 5.8.5 del inciso 5.8.5 
(NTC para diseño y construción de estructuras metálicas del 
RCDF87), con las excepciones que se indican en este inciso. 

Como una opción, se permite hacer el dimensionamiento al tomar como 
base los elementos mecánicos de diseño obtenidos en el análisis, y 
reducir el factor de resistencia FR utilizado en flexocompresión de 
0.9 a 0.7. 

3.5.2.2.3.3 Requisitos para fuerza cortante 

Los elementos flexocomprimidos se deben dimensionar de manera que 
no fallen prematuramente por fuerza cortante. Para ello, la fuerza 
cortante de diseño se otiene del equilibrio del miembro, al 
considerar su longitud igual a la altura libre y suponer que en sus 
extremos obran momentos del mismo sentido y de magnitud igual a los 
momentos máximos resistentes de las columnas en el plano de 
estudio, que valen Z.(F -f ). El significado de las literales que 

t. ,,_ .. • f . 1 5 8 5 aparecen en esta expres~on se expl~ca con re erenc~a a a Ec . . 
del inciso 5. 8. 5 ( NTC para diseño y construción de estructuras 
metálicas del RCDF87). 

Cuando las columnas se dimensionen por flexocompresión con el 
procedimiento optativo del inciso 3. 5. 2. 2. 3. 2, la revisión por 
fuerza cortante se debe realizar con la fuerza de diseño obtenida 
en_el análisis y utilizar un factor de resistencia de 0.7. 

3.5.2.2.4 Uniones viga-columna 

Las uniones viga-columna deben satisfacer las recomendaciones de la 
sección 5.8 "Conexiones rígidas entre vigas y columnas" (NTC para 
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diseño y construción de estructuras metálicas del RCDF87), con las 
modificaciones pertinentes cuando las columnas sean de sección 
transversal rect~ngular hue~_a._ 

3.5.2.2.4.1 Contraventeo 

Si en alguna junta de un marco dúctil no llegan vigas al alma de la 
columna, por ningún lado de ésta, o si el peralte de la viga o 
vigas que llegan por alma es apreciablemente menor que el de las 
que se apoyan en los patines de la columna, éstos deben ser 
soportados lateralmente al nivel de los patines inferiores de las 
vigas. 

3.5.2.2.4.2 Vigas de alma abierta (armaduras) 

En esta sección se indican los requisitos especiales que deben 
satisfacerse cuando se desea emplear vigas de alma abierta 
(armaduras) en marcos dúctiles. Deben cumplirse, además, todas las 
condiciones aplicables de este capítulo. 

Las armaduras pueden utilizarse como miembros horizontales en 
marcos dúctiles, s1 se diseñan de manera que la suma de las 
resistencias en flexión ante fuerzas sísmicas de las dos armaduras 
que concurran en cada nudo intermedio sea igual o mayor 1.25 veces 
la suma de las resistencias en flexión ante fuerzas sísmicas de ls 
columns que llegan al nudo. En nudos extremos, el requisito 
anterior debe ser satisfecho por la única armadura que forma parte 
de ellos. 

Además, deben cumplirse las condiciones siguientes: 

a) Los elementos de las armaduras que trabajan en compresión o en 
flexocompresión, sean cuerdas, diagonales o montantes, se 
deben diseñar con un factor de resistencia, F", igual a 0.7. 
Al determinar cuales elementos trabajan en compresión o en 
flexocompresión deben tomarse en cuenta los dos sentidos en 
que actúa el sismo de diseño. 

b) Las conexiones entre las cuerdas de las armaduras y las 
columnas deben ser capaces de desarrollar la resistencia 
correspondiente al flujo plástico de las cuerdas. 

e) En edificios de más de un piso, el esfuerzo en las columnas 
producido por las fuerzas axiales de diseño no deben ser 
mayores de 0.30 F,, y la relación de esheltez máxima de ls 
columnas no debe exceder de 60. 

3.6 Espectros para diseño sísmico 

De acuerdo con las NTC para diseño por sismo, cuando se aplique el 
análisis dinámico modal que especifica la sección 9 de sus normas, 
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se adoptan las siguientes hipótesis para el análisis de la 
estructura: 

La ordenada del espectro de aceleraciones para diseño sísmico, a, 
expresada como fracción de la aceleración de la gravedad, está dada 
por las siguientes expresiones: 

a = ~(1 + 32:.)c 
Ta 

V T < T8 

a = e V T
8 

,; T ,; Tb (3.18) 

a = (~fe V T > Tb 

T es el período natural de interés; T, T, y T
1 

están expresados 
en segundos; e es el coeficiente sísmico, y :!:: un exponente que 
depende de la zona en que se halla la estructura, y se expecifica 
en la tabla 3.1 de las NTC para diseño por sismo, reproducida a 
continuación. 

El coeficiente sísmico e se obtiene del Art 206 del RCDF87, salvo 
que la parte sombreada de la zona II de la fig 3.1 de las NTC para 
diseño por sismo ( NTC-sismo) se debe tomar e = O. 4 para las 
estructuras del grupo B, y e = 0.6 para las del A. 

Tabla 3.1 Valores de e, T., Th, y r 

Zona e T.(s) Tb(s) r 

I 0.16 0.2 0.6 1/2 

rr· 0.32 0.3 1.5 2/3 

III' 0.40 0.6 3.9 1 

Notas: Coeficiente sísmico para construcciones del Grupo B 
* No sombreada (Fig 3.1, NTC-sismo) 
+ y· parte sombreada de zona II (Fig 3.1, NTC-sismo) 
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4. FUERZAS SISMICAS 

En este capítulo se describen los métodos que considera el RCDF87 
para cuantificar las fuerzas que se .deben considerar en el diseño 
de una edificación para soportar los efectos de un sismo. 

4.1 Anális dinámico 

De acuerdo con las NTC para diseño por sismo, toda estructura puede 
analizarse mediante un método dinámico. Se aceptan como métodos de 
análisis dinámico: · 

a) El modal (modal espectral) 

b) El paso a paso de respuestas a sismos específicos 

A fin de explicar los métodos para analizar las estructuras ante 
cargas dinámicas, se presentan los siguientes desarrollos: 

4.1.1 Ecuaciones de equilibro dinámico de las edificaciones 

Las ecuaciones de equilibrio dinámico de los modelos estructurales 
lineales pa·ra edificaciones se pueden expresar como: 

M: d
2 

ü(tl + c_E_ü(t) + Ka(t) = F(t) 
dt 2 dt 

(4.1) 
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Con las siguientes condiciones iniciales 

d 
dt iJ( t) le- o = V o 

= vecto:r de velocidades conocido (4.2) 
iJ(tllc•o = i1o 

= vecto:r de desplazamientos conocido 

donde, para la edificación. en particular, se definen los siguientes 
conceptos. 

M = Mat:riz de masas 

e Mat:r iz de amo:r tiguamientos 

R = Mat:riz de :rigideces 

iJ ( t) = vecto:r de desplazamientos 

%tu<tl 

(4.3) 
= vecto:r de velocidades 

~iJ(t) = 
dt 2 

vecto:r de acele:raciones 

F( tl = vecto:r de ca:rgas 

En el caso de fuerzas sísmicas, el vector de cargas se puede 
expresar en términos del vector de aceleraciones del terreno 

( acelerograma) , üg( t) , de acuerdo con la expresión siguiente: 

(4.4) 

donde 

F = (1 1 ... 1] 
( 4. 5) 

= vecto:r con componentes unitarias 
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4.1.2 Métodos directos de integración paso a paso 

Los métodos que actualmente se utilizan para integrar paso a paso 
las ecuaciones de quilibrio dinámico de las edificaciones se 
agrupan en: 

a) métodos directos 

b) métodos de superposición modal 

El método directo que mas se utiliza es el denominado método de 
Newmark. Este método se basa en la aproximación lineal de la 
aceleración en el tamaño del paso de integración, según se muestra 
en la Fig 4.1. 

De acuerdo con la hipótesis de la aceleración lineal, los elementos 
de las ecuaciones de equilibrio dinámico (Ec 4.1) al final del paso 
de integración se pueden escribir como. 

d2 
= dt• Üc•At 

d' . 1 d 2 d 2 
= dtiJ. + -4t(--Ü.,4 • + --Ü.) 

• 2 dt 2 • • dt" • 

La aproximación de Newmark consiste en: 

donde: 

= ddta" + (1 - yl .1t d" a<+ y4t d",a<•.li< 
dt" dt 

d2 
= a+ y.1t--ilc .lit 

dt 2 + 

j}) (.1t)2~i]t + 
dt 2 
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1 
1 

a d (1 d2 
= -Üe + -y) At-Üe 

dt dt2 
(4.8) 

d (.! P> (Atl'~ü E = ae + At dtae + 
2 dt 2 t 

El parámetro ft está relacionado con la estabilidad del método (para 
ft = 1/4, el método es incondicionalmente estable) y el parámetro. 
se relaciona con la estabilidad y convergencia del método debido al 
amortiguamiento matemático que puede inducirse {para = 1/2, no se 
presenta el amortiguamiento matemático).Para el caso en que = 1/6 
y = 1/2, las Ec 4.7 se reducen a las correspondientes Ec 4.6. 

Al valuar·las ecuaciones de equilibrio dinámico {Ec 4.1). al final 
del paso de integración {en t = t + t) y al sus ti tuír en la 
ecuación resultante a las Ec 4.7 se obtiene la siguiente ecuación. 

M--Üe b.t + a+ yAt--Üe b.t + E+ - d
2 

.. ~ d
2 

) ~ 
dt 2 ' dt 2 • 

La Ec 4.9 puede escribirse como: 

donde: 

-. d" 
K --Üe•&t = p 

dt 2 

K' = M+ yAte+ P<At) 2K 

P = i'e•dt - ca - RE 

{ 4. 9) 

(4.10) 

(4.11) 

La Ec 4.10 permite cuantificar la aceleración al final del paso es 
un sistema de ecuaciones algebraicas lineales, simétricas, de 
coeficientes constantes si el paso de integración se conserva 
constante durante el proceso de integración. 

En la dinámicaestructural se acostumbra cuantificar a la matriz de 
amortiguamientos de la estructura de acuerdo con el criterio.de 
Rayleigh, expresado mediante la siguiente ecuación. 

e = a.M +¡.¡K (4.12) 
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Al sustituír la Ec 4.12 en las Ec 4.11 se obtiene. 

R• = (1 + a.y4 t}M + (y¡¡A t + p <A tl •)i 

P = ¡c•Ac - a.Ma - K'(¡¡a + .6) 
(4.13) 

El algoritmo del método de integración paso a paso de Newmark, 
resumido por las Ec 4.10 y 4.13, necesariamente se debe llevar a 
cabo en una computadora debido al número de operaciones que 
involucra. 

4.1.3 Método directo paso a paso de superposición modal 

· Otra forma de integrar paso a paso las ecuaciones de equilibrio 
dinámico de las estructuras (Ec 4.1) es mediante la solución del 
problema de eigenvalores, según se indica a continuación. 

4.1.3.1 Solución del· problema de valores característicos 
(eigenvalores) de las ecuaciones de equilibrio dinámico 

Este caso corresponde a un :problema de vibraciones libres no 
amortiguadas, cuyas ecuaciones resultan ser. 

M~O(t) + Ko(tl = o 
dt 2 

(4.14) 

En las vibraciones libres el movimiento es armónico, es decir. 

d·, a<t> = -~~> 2 0(tl 
dt 

y las ecuaciones de vibrac,ión libre resultan ser 

(4.15) 

(4.16) 

que es el clásico problema de eigenvalores comunmente expresado 
como: 

(4.17) 
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Varios son los métodos que existen para resolver el problema de 
eigenvalores. Los utilizados con las computadoras, entre otros, se 
pueden nombrar a 

El de Jacobi 

El de la iteración del subespacio 

Cuando se emplean calculadoras de escritorio para los modelos 
extructurales mas simples (rigideces de entrepiso y masas con 
movimientos unidireccionales) se utilizan los métodos de: 

Stodolla-Vianelo-Newmark 

Holzer 

4.1.3.2 Desacoplamiento de las ecuaciones de equilibrio dinámico 

La transformación que permite desacoplar las ecuaciones de 
equilibrio dinámico se puede expresar como. 

a = Ry (4.18) 

donde 

y = vector del nuevo sistema coordenado 

R = [i'' .f2 .f3 ... i' n¡ 
(4.19) 

= Matriz modal 

¡n = n-és~mo eigenvector 

De acuerdo con la transformación de coordenadas anterior (Ec 4.18) 
las expresiones de los vectores de velocidad y de acelar·ación 
resultan ser: 

:tü(t) = R :t9< tl 
(4.20) 

d2,a(tl = R~y(tl 
dt dt 2 

De acuerdo con las Ec 4.18 y 4. 20 las ecuaciones de equilibrio 
dinámico (Ec 4.1) en el sistema de referencia transformado se 
expresan como: 
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¡;m ..E:_ y< tl + (;R_!!_ y< tl + iRc:tycl:Y < tl = P< tl 
dt 2 dt 

(4.21) 

Al premultiplicar la Ec 4.21 por la transpuesta de la matriz modal 
se obtiene la siguiente expresión. 

Al definir los siguientes conceptos 

M' = iFM§ = Matriz de masas transformada 

e' = R ri:R =Matriz de amortiguamientos transformada 

K' = RrKR =Matriz de rigideces transformada 

i'' ( tl = R r¡.( tl = vector de cargas transformado 

(4.22) 

(4.23) 

De acuerdo con las propiedades de ortogonalidad de los 
eigenvectores respecto a las matrices de masas y de rigideces, la 
matriz de masas transformada y la matriz de rigideces transformada 
resultan ser matrices diagonales. Si la matriz de amortiguamientos 
se selecciona de tal manera que también la matriz · de 
amortiguamientos transformada sea una matriz diagonal, las 
ecuaciones de equilibrio dinámico transformadas (Ec 4.22) se pueden 
escribir como. ·' · 

(4.24) 

que resulta ser un sistema de ecuaciones diferenciales desacoplado, 
cuya ecuación i-ésima se puede escribir como: 

(4.25) 

44 



1 

i· 

1 

1 

1 

La Ec 4.25 representa la ecuac1on de equilibrio dinámico de un 
sistema de un grado de libertad. Por lo anterior se puede decir que 
un sistema de N grados de libertad se transforma en N sitemas de un 
grado de libertad. Los coeficientes de las ecuaciones de un grado 
de libertad resultan ser: 

en donde: 

mk = masa asociada al grado 
. de libertad k-ésimo 

r) = componente k-ésimo del 
. i-ésimo eigenvector(modol 

<.>1 = frecuencia natural de 
. vibración del i-ésimo modo 

' 1 = fracción del amortiguamiento 
critico del i-ésimo modo 

N 

~mp-j 
N 

= coeficiente de 

~m~rf)' 
participación del i -ésimo modo 

45 

(4.26) 

(4.27) 

(4.28) 

(4.29) 

(4.30) 



•,'· 

4.1.3.3 Integración paso a paso de las ecuaciones de movimiento 
desacopladas 

Como las ecuaciones de movimiento 
corresponden a las de un grado de 
integración son los tradicionales. 

desacopladas 
libertad, los 

(Ec 4. 25) 
métodos de 

Exacto, para el caso de aproximar la función f.'(t) en tramos 
seccionalmente continuos con una variación lineal (que es lo 
usual). 

Aproximado, mediante un método numérico como el método de 
Newmark-Wilson. 

El paso de integración se define en el inciso 4.1.2 

4.1.3.4 Cuantificación de la respuesta de la estructura 

De acuerdo con el inciso anterior para el tiempo de integración 
considerado se cuantifican, para cada paso de integración, los 
siguientes vectores. 

y( t) = vector de desplazamientos transformado 

d dty( t) = vector de velocidades transformado (4.31) 

::"y(t) = vector de aceleraciones transformado 

Al sus ti tuír las Ec 4. 31 en las Ec 4.18 y 4. 20 se obtiene la 
respuesta de la estructura representada por los vectores de 
desplazamiento relativo, de velocidad relativa, y de aceleración 
relativa, es decir. 

4.1.3.4 

Ü( t) = R.Y< tl 

: Ü(t) = R :t.Y< tl t . (4.32) 

::. Ü( t) = R ::.9< tl 

Obtención de los elementos mecan1cos y cinemáticos de 
la estructura debidos al sismo 

Conocida la historia del vector de desplaz~mientos de la estructura 
(según se indica en el inciso anterior) se puede determinar la 
historia de los elementos mecánicos y cinemáticos en los puntos que 
se requieran de la estructura. 
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4.1.4 Método de la respuesta espectral 

Este método corresponde al denominado análisis en las NTC para 
diseño por sismo. Su secuencia se resume a continuación. 

'4.1.4.1 Solución del problema de valores característicos 
(eigenvalores) de las ecuaciones de equilibrio dinámico 

El procedimiento es el mismo que el descrito en el inciso 4.1.3.1 
del.método directo de superposición modal. 

4.1.4.2 Desacoplamiento de las ecuaciones de equilibrio dinámico 

El procedimiento es el mismo que el descrito en el inciso 4.1.3.2 
del método directo de superposición modal. 

4.1.4.3 Obtención de la respuesta espectral de cada una de las 
ecuaciones de equilibrio desacopladas 

De acuerdo con el RCDF87 se calcula mediante la siguiente 
expresión. 

donde: 

4.1.4.4 

' ' 

y~ = 
Al 

el-
(1)~ 

y~ = respuesta espectral de 
desplazamientos transformados 
del modo i -ésimo 

6l1 = Frecuencia natural de 
vibración del modo i-ésimo 

(4.33) 

A1 = Ordenadadelespectrode (4. 34) 
aceleraciones de disefio 
asociada al periodo riatural 
de vibración T1 = 211 

(1)1 
c1 = Coeficiente de participación 

del modo i -ésimo 

Cuantificación de los vectores de respuesta máximos de 
la estructura para cada modo 

De acuerdo con la Ec 4.32a, el vector de desplazamientos máximo de 
la estructura, correspondiente al modo i-ésimo, resulta ser. 

a - :oj j 
imilx - .L Y IMx (4.35) 
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donde: 

'fJ • Eigenvector asociado al modo i-ésimo (4.36) 

De acuerdo con la Ec 4. 36, a cada modo de la estructura le 
corresponde un vector de desplazamientos máximo. Con base en la 
formulación de las ecuaciones de equilibrio de las estructuras, a 
cada vector de desplazamientos le corresponden un conjunto de 
elementos mecánicos y cinemáticos (fuerzas normales, fuerzas 
cortantes, momentos flexionantes, momentos de volteo, 
desplazamientos relativos, etc.) 

4.1.4.5 Obtención de la respuesta total de la estructura 

Una vez .conocidos los elementos mecánicos y cinemáticos (fuerzas 
normales, fuerzas cortantes, momentos flexionantes, momentos de 
volteo, desplazamientos relativos, etc.) asociadas a cada modo, 
representado por S;, para obtener la respuesta de la estructura, 
representada por S, se procede como se indica a continuación. 

4.1.4.5.1 Método de la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados 
(SRSS) 

s = ~t,st (4.37) 

4.1.4.5.2 Método de la combinación cuadrática completa (CQC) 

S = (4.38) 

donde: 

= (4.39) 

Valor del amortiguamiento crítico del modo i-ésimo (que se 
supone consante para todos los modos) 

frecuencia natural de vibración del modo i-ésimo 
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4.2 Análisis estático 

Las NTC para Diseño por Bismo del RCDF87 proponen un método 
relativamente simple para cuantificar las fuerzas horizontales que 
un sismo de diseño ocasiona a una edificación cuya altura no exceda 
de 60 m. 

4.2.1 Distribución de las aceleraciones horizontales 

De acuerdo con el inciso 8.1 de las NTC para Diseño por Sismo del 
RCDF87, la hipótesis sobre la distribución de aceleraciones en las 
masas de las edificaciones se muestra en la Fig 4.2. Para la masa 
del nivel i-ésimo, la fuerza que la distribución de aceleraciones 
le ocasiona a la masa se puede escribir como. 

(4.40) 

donde se definen los componentes respectivos. 

FJ = Fuerza horizontal del nivel i-ésimo 

mJ = masa del nivel i-ésimo 
(4.41) 

wj = = mlg = peso del nivel i-ésimo 

üj = aceleración del nivel i-ésimo 

De acuerdo con la Fig 4.2, la expresión de la aceleración de la 
masa i-ésima resulta ser. 

(4.42) 

Al sustituír la Ec 4.42 en la Ec 4.40 se obtiene. 

(4.43) 
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4.2.2 Fuerzas sísmicas horizontales 

De acuerdo con la definición de fuerza cortante basal, se puede 
expresar la sigufente ecuación • 

(4.44) 

Al considerar la definición de coeficiente sísmico, e, se puede 
escribir la siguiente expresión. 

ii, N 

Vo gh, ~ W1h1 

e = = 1 (.4.45) 
Wo N 

~wj 
1 

Con base en la Ec 4.45 se obtiene la expresión siguiente. 

N 

ii, ~wj 
= e 1 (4.46) 

gh, N 

~W1h1 
1 

Al sustituír la Ec 4.46 en la Ec 4.43, la expresión de la fuerza 
sísmica estática se puede expresar como. 

= (4.47) 

4.2.3 Estimación del período fundamental de la estructura 
\ 

Las NTC para diseño por sismo del RCDF87 recomienda una expresión 
para estimar el período de vibración del primer modo, T

1
, de 

acuerdo con la modelación estructural a base de rigideces de 
entrepiso , según se indica a continuación. 
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a) Los datos de partida se muestran en la Fig 4.Z y son. 

b) 

e) 

d) 

k 1 = Rigideces del entrepiso i -ésimo 

W1 = Pesos del nivel i-ésimo 
(4.48) 

Cuantificación de las fuerzas sísmicas, F., de cada nivel de 
' acuerdo con la Ec 4.47. 

Cuantificación de ls fuerzas cortantes, V;, de cada entrepiso. 

Obtención de los desplazamientos, 
cortantes de entrepiso. 

(4.49) 

u., asociados a las fuerzas 
' 

(4.50) 

e) Otención de los desplazamientos, x,, que provocan las fuerzas 
sísmicas, con base en la Ec 4.50. 

f) 

g) 

h) 

X 1 = 0 
(4.51) 

'lli=2 ... N 

Obtención de las aceleraciones armon~cas correspondientes a 
los desplazamientos del inciso anterior (inciso e), asociados 
a la frecuencia natural de vibración, 

1
• 

(4.52) 

obtención de las fuerzas dinámicas asociadas a las 
aceleraciones armónicas del inciso anterior (inciso f). 

Cuantificación de los trabajos 
4. 4 7) y F (E e. 4. 53) debido 
4.51). ar 
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que realizan las fuerzas F.(Ec . ' a los desplazam~entos x. (Ec 
' 



~ .. l 

i) 

N 

Wn = kF1x 1 
1 

(4.54) 
11)2 N 

w,ar 1k 2 = - W1x1 
g •1 . 

Obtención de la frecuencia natural de vibración T
1

; al igualar 
los trabajos dados por las Ec 4.54. 

N 

kF1x 1 
11)2 = g 

1 N 

].;, W1x1 
1 .. 

(4.55) 
N 

2n 
].;, W1xJ 

T1 = = 2n 1 

11)1 N 

g].;, F1x 1 
•1 

4.2.4 Reducción de las fuerzas cortantes estáticas 

Las NTC para diseño por sísmo del RCDF87 establecen que las fuerzas 
sísmicas descritas en el inciso 4.2.2, obtenidas con la Ec 4.55, 
pueden adoptarse valores los menores que se indica a continuación. 

a) 

b) 

El período fundamental de vibración se obtiene con la Ec 4.55. 

Si T
1 
~ Tb el valor del coeficiente sísmico, e, en la Ec 4.47 

se sustituye por el valor de la ordenada del espectro de 
aceleraciones, a, dado por la Ec 3.38, y resulta ser. 

(4.56) 

e) Si T 1 • > Tb las fuerzas sísmicas se cuantifican con las 
expres1ones siguientes. 
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Fi = aw1(k,h1 + k2hf) Va:.: e (4.57) 
4 

donde: 

N 

~wi 
k, = q[l - r(l - q)] 1 

N 

~ Wihi 
1 

N 

kwi (4.58) 

k. = l. 5rq(l - q) 
N 

kw1hf 
1 

q = (~:r 

·4.3 Método simplificado 

Las NTC para diseño por sismo establece el cumplimiento simultáneo 
de las siguientes condiciones para que sea aplicable el denominado 
método simplificado de análisis. 

4.3.1 Consideraciones generales 

I. En cada planta, al menos el 75 por ciento de las cargas 
veticales están soportadas por muros ligados entre sí mediante 
losas monolíticas u otros sistemas de piso suficientemente 
resistentes y rígidos al corte. Dichos muros tendrán 
distribución sensiblemente simétrica con respecto a dos ejes 
ortogonales y deben satisfacer las condiciones que establecen 
las NTC correspondientes. Es admisible cierta asimetría en la 
distribución de los muros cuando existan en todos los pisos 
dos muros de cargas perimetrales paralelos, cada uno con 
longitud al menos igual a la mitad de la dimensión mayor en 
planta del edificio. Los muros a que se refiere este párrafo 
pueden ser de mamposteria, concreto reforzado o madera; en 
este último caso deben estar arriostrados con diagonales. 

II. La relación entre longitud y ancho de la planta del edificio 
no excede de 2.0 a menos que, para fines de análisis sísmico, 
se pueda suponer dividida dicha planta en tramos 
independientes cuya relación longitud a anchura satisfaga esta 
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restricción y cada tramo resista según el criterio que se 
indica en la tabla 7.1 de las NTC para diseño por sismo. 

III. La relación entre la altura y la relación mínima de la base 
del edificio no excede a l. 5 y la altura del edificio no es 
mayor de 13 m. 

4.3.2 Consideraciones específicas 

Para aplicar este método se hace caso omiso de los desplazamientos 
horizontales, torsiones y momentos de volteo. 

Se debe verificar únicamente que en cada piso la suma de las 
resistencias al corte de los muros de carga, proyectados en la 
dirección en que se considera la aceleración , sea cuando menos 
igual a la fuerza cortante total que obre en dicho piso, calculada 
según se especifica en el inciso 4.2.2. 

Los coeficientes sísmicos que se deben emplear se indican en la 
tabla 7.1 de las NTC para diseño por sismo, correspondientes a las 
construcciones del grupo B. Para las construcciones del grupo A 
dichos coeficientes se deven multiplicar por 1.5. 

* 

Tabla 7.1 Coeficientes sísmicos reducidos para el método 
simplificado, correspondiente a estructuras del 
grupo B (NTC para diseño por sismo RCDF87). 

MUROS DE PIEZAS MACISAS O MUROS DE PIEZAS HUECAS O 
DIAFRAGMAS DE MADERA DIAFRAGMAS DE DUELAS DE 
CONTRACHAPEADA MADERA* . 

ZONA 
ALTURA DE LA CONSTRUCCION ALTURA DE LA CONSTRUCCION 

(m) (M) 

H<4 4:5HS7 7<H:5 13 4<H 4SHS7 7<H:5 13 · 

l 0.07 0.08 0.08 0.10 0.11 0.11 

IIyiii 0.13 0.16 0.19 0.15 0.19 0.23 

Diafragmas de duelas de madera inclinadas o sistemas de muros 
formados por duelas de madera verticales u horizontales 
arriostradas con elementos de madera maciza. 
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4.3.3 Consideraciones de las NTC para diseño y construcción de 
estructuras de mampostería 

En el inciso 4. l. 3 de las NTC para diseño y construcción 
estructuras de mamposteria se establece lo siguiente • 

de 

El análisis para la determinación de los efectos de las cargas 
laterales debidas a sismo se hace con base en las rigideces 
relativas de los distintos muros. Estas de determinan tornando en 
cuenta las deformaciones de cortante y de flexión. Para estas 
últimas se considera la sección transversal agrietada del muro 
cuando la relación de carga vertical a momento flexionante es tal 
que se presentan tensiones verticales. Se debe tornar en cuenta la 
restricción que impone a la rotación de los muros la rigidez de los 
sistemas de piso y techo y la de los dinteles. 

Es admisible considerar que la fuerza cortante que torna cada muro 
es proporcional a su área transveral, ignorar los efectos de 
torsión y de momento de volteo. 

La contribución a la resistencia a fuerzas cortantes de los muros. 
cuya relación de altura de entrepiso, H, a longitud, L, es mayor 
que l. 33 se debe reducir al rnul tiplicar la resistencia por el 
coeficiente (l. 33 L/H)'. 

4.4 Reducción de fuerzas sísmicas 

Las NTC para diseño por sísmo del RCDF87 establecen que las fuerzas 
sisrnicas descritas en los incisos 4.1 y 4.2 se pueden reducir al 
dividirlas entre el factor reductivo Q'. 

4.4.1 Estructuras regulares 

Para las estructuras que satisfacen las condiciones de regularidad 
indicadas en el inciso 4.2.4, Q' se obtiene con las siguientes 
expresiones. 

Q' ; Q si T se desconoce 

Q' ; Q V T ~Ta (4.59) 

Q' ; 1 + :: (Q - 1) V T <Ta 
a 

donde: 

a) T es igual al período fundamental de vibración (inciso 4.2.3) 
cuando se emplee el método estático (inciso 4.2.2) e igual al 
período de natural de vibración del modo que se considere 
cuando se emplee el método de análisis modal (inciso 4.1.4). 
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b) T es un período caracerístico del espectro de diseño 
utilizado (inciso 4.2.6). 

e) Los desplazamientos de diseño sísmico se obtienen al 
multiplicar por el·factor de comportamiento sísmico, Q, a los 
desplazamientos obtenidos con las fuerzas sísmicas reducidas. 

d) cuando se adopten dispositivos especiales capaces de disipar 
energía por amortiguamiento o comportamiento inelástico, se 
pueden emplear criterios de diseño sísmico que difieran de los 
aquí especificados, pero congruentes con ellos, con la 
aceptación del DDF. 

4.4.2 Estructuras irregulares 

Para las estructuras que no satisfacen las condiciones de 
regularidad indicadas en el inciso 4.2.4, Q' se obtiene con las. 
expresiones del inciso anterior (Ec 4.59) multiplicado por 0.8. 

4.5 Efectos de torsión 

Las NTC para diseño por sismo del RCDF87 establecen que para fines 
de diseño, el momento torsionante se debe tomar por lo menos igual 
a la fuerza cortante de'entrepiso multiplicada por la excentricidad 
que para cada marco o muro resulte mas desfavorable de ls 
siguientes 

(4.60) 

donde: 

e, - Excentricidad torsional de rigideces calculada del 
entrepiso, igual a la distancia entre el centro de 
torsión del nivel correspondiente y la fuerza cortante 
en dicho nivel. 

b = Dimensión de la planta que se considera, medida en la 
dirección de e . 

' 
La excentridicidad de diseño, e,,, en cada sentido no se debe tomar 
menor que la mitad del máximo valor de la excentricidad calculada, 
e~, para los entrepisos que se hallen abajo del que se considera, 
n~ se debe tomar el momento torsionante de ese entrepiso menor que 
la mitad del máximo calculado para los entrepisos que están arriba 
del considerado. 
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4.6 Efectos de segundo orden 

Las NTC para diseño por sismo del RCDF87 establecen que se deben 
tomar en cuenta explici tamente en el análisis los efectos de 
segundo orden, esto es, los momentos y cortantes adicionales 
provocados por las cargas verticales al obrar en la estructura 
desplazada lateralmente, en toda estructura en que la diferencia en 
desplazamientos laterales entre dos niveles consecutivos, 
u.,dividida entre la diferencia de altura correspondientes, h., es 

tal que: ' 

b.u1 v 
11'; > o.osw 

donde 

V = Fuerza cortante en el entrepiso considerado 

W = Peso de la <::onstru<::ci6n encima del entrepiso 

El peso de la construccion incluye cargas muertas y vivas. 

4.7 Efectos bidireccionales 

(4.62) 

Las NTC para diseño por sismo del RCDF87 establecen que los efectos 
de ambos componentes horizontales del movimiento del terreno se 
deben combinar al tomar en cada dirección en que se analice la 
estructura, el 100 % de los efectos del componente que obra en esa 
dirección y el 30 % de los efectos del que obra perpendicularmente 
a ella, con los signos· que para cada concepto resulten mas 
desfavorables. 
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5. FUERZAS SISMICAS EN LOS ELEMENTOS ESTRUCTURALES RESISTENTES DE 
LAS EDIFICACIONES 

El concepto de fuerzas sísmicas en elementos estructurales 
resistentes de una edificación es la manera de especificar la 
magnitud de las fuerzas sísmicas que actúan en cada uno de los 
elementos estructurales resistentes en los métodos que utilizan 
simplificaciones estructurales para cuantificar las fuerzas 
sísmicas. 

5. 1 En los modelos est.ructurales donde se utilizan las ecuaciones 
de equilibrio dinámico de las edificaciones 

En los modelos estructurales que formulan las ecuaciones de 
equilibrio a través del concepto de subestructuras unidas a un 
diafragma (nivel), rígido o no, la información que se maneja de 
manera sistemática es el equilibrio de.cada uno de los elementos 
estructurales que la forman. Entonces, el concepto de fuerzas 
sismicas en los .elementos estructurales es transparente ya que se 
cuenta con la información integral de cada uno de los P.lementoR 
estructurales de la edificación, al establecer las ecuaciones de 
equilibrio. 

5.2 En los modelos estructurales donde se utiliza el concepto de 
rigidez de.entrepiso 

El modelo donde se emplea el concepto de rigidez de entrepiso es el 
modelo mas simple donde se utiliza el concepto de diafragma rigido. 
Es un modelo en extinción ya que los modelos a que hace referencia 
el inciso 5 .. 1 son mas generales. Se presenta porque el RCDF87 hace 
referencia a algunos conceptos que utiliza. · Se basa en las 
siguientes hipótesis: 
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a) Se considera el equilibrio en un solo diafragma (nivel) rigido 
en donde la carga que actúa es la fuerza cortante en el 
entrepiso correspondiente, localizada en su centro de masas. 

b) Las fuerzas que resisten a la fuerza cortante las proporcionan 
las rigideces de entrepiso (resortes) del entrepiso 
correspondiente que definen el centro de torsión (o de 
rigideces). 

e) Las rigideces de entrepiso las forman los marcos (o 
· muromarcos) planos, sensiblemente paralelos en dos direcciones 
ortogonales. 

d) En los desarrollos que siguen se considera que el edificio 
tiene una distribución de rigideces regular en elevación. Es 
decir, que las columnas de un diafragma (nivel) únicamente 
están unidas con niveles consecutivos. 

En la Fig 5.1 se muestra la idealización del modelo estructural 
descrito en los incisos anteriores. 

5.2.1 Centro de rigideces (de torsión) del entrepiso 

Debido a que los elementos resistentes de un entrepiso se 
representan mediante las rigideces del mismo, se define como centro 
de rigidez (o de torsión) al punto en donde al actuar las fuerzas 
cortantes únicamente provocan desplazamientos lineales. 

5.2.1.1 Fuerzas cortantes directas en los resortes paralelos al 
eje y de· referencia 

Con base en la Fig 5.2, la fuerza que soporta cada resorte (rigidez 
de entrepiso) paralelo al eje y resulta ser 

( 5. 1) 

De acuerdo con la condición de equilibrio de fuerzas paralelas al 
eje y se puede escribir como. 

( 5. 2) 

Con base en las Ec 5.1 y 5.2 se obtienen las siguientes 
expresiones. 
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V = vr 
(5.3) NX. #kjy 

vJ!, = 
(5.4) 

5.2.1.2 Fuerzas cortantes directas en los resortes paralelos al 
eje x de referencia 

Al seguir un razonamiento similar al inciso 5.2.1.1 y utilizar la 
Fig 5.3 se obtienen las siguientes ecuaciones. 

(5.5) 

(5.6) 

u = 
(5.7) 

(5.8) 

5.2.1.3 Coordenadas del centro de torsión 

Se denomina centro de torsión (CT) o 
punto localizado sobre el diafragma 
fuerza cortante correspondiente 
desplazamientos lineales. 
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Al aplicar la definición de CT a la fuerza cortante paralela _al eje 
y, al establecer el equilibrio de momentos resulta. 

( 5. 9) 

De acuerdo con la Ec 5.9 se obtiene la expr~sión de la abscisa del 
centro de torsión. 

(5.10) 

Al aplicar la definición de CT a la fuerza cortante paralela al eje 
x, se obtiene la siguiente expresión de la ordenada del centro de 
torsión. 

y, (5.11) 

5.2.2 Excentricidades 

Las fuerzas sísmicas asociadas a los diafragmas rígidos actúan en 
el punto denominado centro de masas (CM) u no en el centro de 
torsión, que pueden ser diferentes. A las distancias paralelas a la 
dirección de las fuerzas cortantes se les denominan 
excentricidades. 
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5.2.2.1 Excentricidades calculadas 

Las excentricidades correspondientes a las dos fuerzas cortantes 
ortogonales se pueden escribir como; 

esx = lx., - xel 

donde 

esx = Excentricidad de la fuerza Cortante Vy 

x,. = Abscisa del centro .de masas 
.. 

xe = Abscisa del centro de torsión 

e BY = IY,. - Yel 

donde 

e BY = Excen~ricidad de la fuerza Cortante Vx 

Y m = Ordenada del centro de masas 

Y e = Ordenada del centro de torsión 

5.2.2.2 Excentricidades de diseño 

(5.12) 

(5.13) 

Las NTC para diseño por sismo del RCDF87 establecen que a cada 
excentricidad calculada se le debe asociar dos excentricidades de 
diseño, según se indica a continuación. 

a) Excentricidades asociadas a la fuerza cortante V • 
y 

(5.14) 

donde: 

es la dimensión 
dirección de e" 

de la planta que se considera medida en 
(perpendicular a la fuerza cortante V ) • 

. . . y 
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b) Excentricidades asociadas a la fuerza cortante v •. 

(5.15) 
ec~y = 

donde: 

es la dimensión de la planta que se considera medida en la 
dirección de esy (perpendicular a la fuerza cortante VJ. 

5.2.3 Fuerzas cortantes debidas a la torsión 

De acuerdo con el inciso 5. 2. 2 para efectos de diseño se deben 
considerar los efectos de un momento torsionante, M, cuantificado 
con las siguientes expesiones. ' 

(5.16) 

Con base en la Fig 5.4 se puede afirmar que el momento torsionante 
se equilibra con las fuerzas cortantes que provoca en todos los 
resortes. El movimiento de cuerpo rígido que el par torsionante le 
provoca al diafragma rígido es el giro, 

Los desplazamientos lineales en los resortes paralelos a cada uno 
de los ejes de referencia, al considerar que el desplazamiento 
angular es pequeño, de tal manera que el seno y la tangente del 
mismo se pueda aproximar por el valor del ángulo, resultan ser. 

donde: 

UJ = 6yJ 

v.l = axj 

Y; = Y.1 - Ye 
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Las fuerzas cortantes debidas al par torsionante resultan ser. 

(5.19) 

Al establecer el equilibrio de pares respecto al centro de torsión 
se obtiene que. 

Nr NZ 

M = k vfxyl + ~ vlrcJ 
•l 

(5.20) 

= e[~ k1,.y; + ~ kj0 ;] 

De las Ec 5.20 se obtiene el valor del desplazamiento angular de 
cuerpo rígido. 

e = M 

(5.21) 

Al sustituír la Ec 5.21 en las Ec 5.19 se obtienen las expresiones 
de las fuerzas cortantes que el momento torsionante ocasiona a los 
resortes (rigideces de entrepiso). 

(5.22) 

t 
V¡y = 

(5.23) 
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5.2.4 Fuerzas cortantes de diseño en los resortes (rigideces de 
entrepiso) 

Con base en los desarrollos de los incisos anteriores, la fuerza 
cortante que cada resorte (rigidez de entrepiso) soporta es la suma 
de la fuerza cortante directa mas la fuerza cortante debida a la 
torsión, como se expresa a continuación. 

(5.24) 

Para cuantificar la Ec 5. 24a se hace uso de ls Ec 5. 8 y 5. 22, 
mientras que para la Ec 5.24b se utilizan las Ec 5.4 y 5.23. 

5.3 En el método simplificado 

En este método se hace caso omiso del efecto de torsión, por lo 
que únicamente se consideran las fuerzas cortantes directas. 

Las NTC para diseño y construcción de estructuras de mampostería 
establece que es admisible considerar que la fuerza cortante que 
toma cada muro es proporcional a su área transversal 
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6. EJEMPLOS DESARROLLADOS PASO A PASO 

En este capítulo se presentan los ejemplos que permiten aplicar los 
conceptos descritos en este curso. Los ejemplos, por tratar de 
aplicar paso a paso los aspectos operativos de los métodos, 
corresponden únicamente a métodos que se pueden desarrrollar sin un 
número exagerado de operaciones, de tal manera que se pueden llevar 
a cabo con calculadora, lápiz y papel. 

6.1 Edificación utilizada 

En la Fig 6.1 se muestra la planta y elevación de un edificio de 
interés social que sirve de base para llevar a cabo los ejemplos de 
aplicación. Las particularidades del edificio se indican a 
continuación. 

6.1.1 Uso de las edificaciones 

Con base en el inciso 3.1 , el uso de la edificación es vivienda, 
por lo que le corresponde el Grupo B. 

Por tratarse de una edificación de 667 m2 < 6000 m2 
, con una altura 

de 12.5 m< 30 m, se ubica en el subgrupo B2. 

6.1.2 Zonificación sísmica. 

La edificación se localiza en la zona I. 
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6.1.3 Coeficiente sísmico 

De acuerdo con el inciso 3. 2, y los datos especificados en los 
incisos 6.1.1 y 6.1.2, el coeficiente sismico que le corresponde a 
la edificación es e = 0.16. 

6.1.4 Condiciones de regularidad 

Con base en los datos de la edificación (Fi~ 6 •. 1) se obtienen los 
siguientes parámetros en relación con el 1nc1so 3. 4, a fin de 
definir el coeficiente de reducción de las fuerzas sísmicas, Q'. 

a) Planta sensiblemente simétrica respecto a dos ejes ortogonales 
(respecto a masas y elementos resistentes). 

b) Altura/dimensión menor en planta = 12.5/8.4 = 1.49 < 2.5. 

e) Largo/ancho = 15.9/8.4 = 1.9 < 2.5. 

d) De acuerdo con la tabla 6.1 la relación entre los pesos de los 
niveles superior a inferior es igual a uno, con excepción del 
quinto nivel (último) que es igual a 0.88. 

e) Todos los pisos tienen la misma área, igual a 133.56.~2 • 

f) En relación con los conceptos de rigidez al corte y 
excentricidades se discuten en los incisos correspondientes. 

6.1.5 Factor de comportamiento sísmico 

La resistencia a las fuerzas laterales se suministra por: 

a) muros de mampostería de piezas huecas. 
b) confinadas en toda la altura. 
e) de 15 cm de espesor. 
d) resistencia al esfuerzo cortante de 2.5 kg/cm2 • 

Con base en el inciso 3.5, el factor de comportamiento asociado a 
las dos direcciones ortogonales resultan ser. 

Qx = l. 5 

Qy = l. 5 

6.1.6 Espectro de diseño 

Con base en el inciso 3.6 y la tabla 3.1 de la .NTC para diseño por 
sismo, los parámetros del espectro de respuesta de diseño en la 
zona I junto con el coeficiente sísmico especificado en el inciso 
6.1.3, resultan ser. 
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T, = 0. 2 S 

Tb = 0. 6 S 

r = 1/2 

6.2 Análisis estático 

De acuerdo con el inciso · 4. 2. 2 las fuerzas horizontales que un 
sísmo de diseño ocasiona a una edificación están dadas por la Ec 
4.39, reproducida a continuación. 

(4.39) 

En este método no es necesario hacer uso de un modelo estructural 
para el edificio, excepto si se desea estimar el período 
fundamental del mismo. 

6.2.1 Fuerzas cortantes 

Con base en los datos de la geometría y pesos del edificio, así 
como los datos especificados en el inciso 6.1, los elementos de la 
Ec 4.39 se resumen en la tabla 6.1. 

Tabla 6.1 Fuerzas sísmicas ·(método estáticoi 

Nivel w, h, W1h) F, v, 
(t) (m) (tm (t) (t) 

5 91.2 12.5 1140.0 24.73 24.73 

4 104.0 10.9 1040.0 22.57 47.30 

3 104.0 7.5 780.0 16.92 . 64.22 

2 104.0 5.0 520.0 11.28 75.50 

1 104.0 2.5 260.0 5.64 81.14 

r 507.2 3740.0 

De acuerdo con los valores de las columnas 2 y 4 de la tabla 6.1 se 
puede cuantificar el siguiente coeficiente. 
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= o. 16. 507 . 2 
3740. o = 0.0217 

6.2.2 Estimación del periodo fundamental de vibración 

(6.1) 

De acuerdo con el inciso 4.2.3 la estimación del período 
fundamental se obtiene mediante la Ec 4.47b, reproducida a 
continuación. 

N 

T1 = 2n 
~W1x1 

1 (4.47b) 
N 

g~F1x1 
•1 

Los valores especificados en las tablas 6.1, 6.5 y 6.6 sirven de 
.base para la cuantificación de la Ec 4.47b. 

6. 2:2.1 En la dirección del eje x 

Las operaciones numéricas para determinar los elementos de la Ec 
4.47b se resumen en la tabla 6.2. 

Tabla 6.2 Estimación del período fundamental, T1,, en la 
dirección del eje x .'A, 

Nivel k¡, ut X¡ F1X\ w~~2 
(t/cm) (mf (m) (tm ( t ) 

5 203.65 0.00121 0.00531 0.13132 0.00257 

4 372.46 0.00127 0.00410 0.09254 0.00175 

3 528.42 0.00122 0.00283 0.04788 0.00083 

2 749.62 0.00101 0.00161 0.01816 0.00027 

1 1363.69 0.00060 0.00060 0.00338 0.00004 

.. I: ·. 0.29328 0.00546 
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Al sustituír los valores de las columnas 5 y 6 de la tabla 6.2 en 
la Ec 4.47b resulta. 

= 6.281 0.00546 
V 9. 81*0. 29328 

= 0.2736 S (6.2) 

6.2.2.2 En la direccion del eje y 

Las operaciones numéricas para determinar los elementos de la Ec 
4.47b se resumen en la tabla 6.3. 

Tabla 6.3 Estimación del periodo fundamental, Tly' en la 
dirección del eje y ' 

. Nivel kly u,f XI F 1x) W X 2 

(t/cm) (m (m) (tm (tm~) 
5 65.93 0.0037 0.0159 0.3932 0.0231 

4 121.28 0.0039 0.0122 0.2754 0.0155 

3 173.85 .0.0037 0.0083 0.1404 0.0072 

2 253.15 0.0030 0.0046 0.0519 0.0022 

1 515.28 0.0016 0.0016 0.0091 0.0003 

r 0.8699 0.0483 

Al .sustituír los valores de las columnas 5 y 6 de la tabla 6.3 en 
la Ec 4.47b resulta. 

6.28/ 0.04SJ = 0.4724 S 
V9.81•0.8699 

(6.3) 

6.2.3 Factores reductivos de las fuerzas sísmicas 

De acuerdo con el inciso 4.3 los factores reductivos de las fuerzas 
sísmicas res.ul tan ser. 

6.2.3.1 Factor reductivo. para fuerzas paralelas al eje x 

Al comparar el período fündamental T
1
x con el·valor de T, resulta. 
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T1x = 0 o 27 36 > Ta =0 o 2 

donde: (6.4) 

6.2.3.2 Factor reductivo para fuerzas paralelas al eje y 

Al comparar el período fundamental T
1
Y con el valor de T. resulta. 

T1y = Oo4724 > Ta = Oo2 

donde: (6.5) 

6.2.4 Fuerzas sismicas reducidas 

Al dividir las fuerzas sísmicas estáticas de la tabla 6.1 entre los 
correspondientes factores reductivos dados por las Ec 6.4 y 6.5 se 
obtienen las fuerzas sísmicas reducidas de la tabla 6.4. 

Tabla 6.4 Fuerzas sismicas estáticas sin reducir y reducidas 

Nivel 

5 

4 

3 

2 

1 

6.2.5 

F, 
(t) 

v, 
(t) rt:1 ~t1 rr~ ~r~ 

24.73 24o73 16.48 16.48 16.48 16.~8 

22.57 47.30 15.05 31.53 15.05 31.53 

16o92 64.22 11.28 42.81 11.28 42.81 

11.28 75.50 7.52 50.33 7.52 50.33 

5.64 81.14 3.76 54.09 3.76 54.09 

Reducción de las fuerzas cortantes con base en el período 
fundamental de vibración 

De acuerdo con el inciso 4.2.4 existe la posibilidad de reducir las 
fuerzas sísmicas de la tabla 6. 4, con base en el valor de los 
períodos fundamentales de vibración. 
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6.2.5.1 En la direccion del eje x 

Al ubicar el período fundamental en el espectro de diseño sismico 
se tiene que. 

T• = O . 2 < T1x = O . 27 36 < Tb = O . 6 ( 6 o 6) 

De acuerdo con la Ec 6.6 se concluye que no deben reducirse las 
fuerzas ost~ticas en la clirección del eje x de la tabla 6.4. 

·6.2,5.2 En la direccion del eje y 

Al ubicar el período fundamental en el espectro de diseño sismico 
se tiene que. 

T0 = 0.2 < T1 y = 0.4724 <.Tb = 0.6 (6.7) 

De acuerdo con la Ec 6.7 se concluye que no deben reducirse las 
fuerzas estáticas en la dirección del eje y de la tabla 6.4. 

6.3 Método dinámico (análisis modal espectral) 

Este método se describe en el inciso 4.1.4 y su aplicación implica 
un modelo estructural para el edificio. 

6.3.1 Modelo estructural del edificio 

En este ejemplo se· utiliza el modelo estructural descrito en el 
inciso 2. 4. 5, construido a base de subestructuras formadas con 
rigideces de entrepiso (resortes) unidas con diafragmas rígidos. 
Este modelo no es el recomendable, pero se utiliza porque permite 
ejemplificar algunos conceptos del RCDF87 y. el número de 
operaciones que se tienen que realizar resultan ser mucho menor que 
el de los modelos donde se utiliza una computdora. 

El modelo estructural del edificio se construye mediante 
subestructuras planas formados por muros planos, construídos con 
mampostería. La definición de los muros planos se hace en las dos 
direcciones ortogonales en que están orientados los ejes de la 
planta del edificio. Los 9 ejes letra (muros 1-x, 2-x, 3-x, 4-x, 5-
x, 6-x, 7-x, 8-x y 9-x) y los 3 ejes número (muros 1-y, 2-y y 3-y). 

En las Fig 6.2 y 6.3 se muestran las idealizaciones de los muros 
planos mediante rigideces de entrepiso, y en la Fig 6.4 se 
representan los dos modelos estructurales. del .ei::!ificio asociados a 
las· dos direcciones ortogonales. Cada estru.C:tura ·unidimensional 
tiene 5 grados de· libe.rtad. 
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Las rigideces de entrepiso de los muros planos se determinaron con 
el método del elemento finito, al considerar que actúa un sistema 
de fuerzas horizontales igual al que proporciona el método estático 
(inciso 6.2). Los valores que resultan se muestran en las Fig 6.2 
y 6.3, así como en las tablas 6.5 y 6.6. 

6.3.2 Solución del problema de valores característicos 

Las formas modales (eigenvectores) y las correspondientes 
frecuencias naturales de vibración (eigenvalores), según el inciso 
4.1.3.1, se pueden obtener con métodos que utilicen calculadoras o 
computadoras. En este ejemplo el problema de valores 
característicos se resolvió al utilizar el método matricial de 
Jacobi. Las matrices de rigideces y de masas para cada modelo 
unidimensional se construyen como se indica en las Ec 6.8 y 6.9. 

Tabla 6.5 Rigideces de entrepiso de los muros paralelos al eje 
x (t/cm) 

Entrepis 1-x 2-x 3-x 4-x 5-x 

1 310.45 127.57 97.53 97.53 97.53 

2 .194.45 60.92 47.74 47.74 47.74 

3 144.19 41.07 31.58 31.58 31.58 

4 104.88 28.21 21.25 21.25 21.25 

5 59.04 15. 06. 11.09 11.09 u.o9 

Tabla 6.5 Rigideces de entrepiso 
x (t/cm) (continúa) 

de los muros paralelos al eje 

Entrepis 6-x 7-x 8-x 9-x :¡; 

1 97.53 97.53 127.57 310.45 1363.69 

2 47.74 47.74 60.92 194.45 749.62 

3 31.58 31.58 41.07 144.19 528.42 

4 21.25 21.25 28.21 104.88 372.46 

5 11.09 11.09 15.06 59.04 203.65 

73 



·' . 

Tabla 6;6 Rigideces de 
y (t/cm) 

entrepiso de los muros paralelos al eje 

Nivel 1-y 2-y 3-y r 
1 249.88 114.32 151.08 515.28 

2 125.33 53.84 73.98 253.15 

3 8"/.23 35.96 50.66 173.85 

4. 63.14 25.12 33.02 121.28 

' 5 33.86 13.04 19.03 65.93 

6.3.2.1 Matriz de rigideces de los modelos unidimensionales 

Al establecer las ecuaciones de equilibrio de los modelos 
estructurales mostrados en las Fig 6. 4 se obtiene _la siguiente 
matriz de rigideces. 

kl + k, -k, o o o 
-kl K, + k, -k, o o 

i o -k, k, + k. -k. o (6.8) 

o o -k. ~. + k, -k, 

o o o -ks ks 

6.3.2.2 Matriz de masas de los modelos unidimensionales 

Al establecer las ecuaciones de equilibrio de los modelos 
estructurales mostrados en las Fig 6.4 se obtiene la siguiente 
matriz de masas (concentradas). 

wl o o o o 
o w, o o o 

i1 = 1 o o w, o o (6.9) 
g o o o w. o 

o o o o w, 
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6.3.2.3 Eigenvalores y eigenvectores 

Al susti tuír los valores de la tabla 6. 1, 6. 5 y 6. 6 en las 
ecuaciones 6.8 y 6.9, para cada uno de los modelos estructurales 
asociados a las dos direcciones ortogonales, y resolver los 
correspondiente problemas de valores característicos, se obtienen 
los eigenvectores (formas modales) mostradas en la Fig 6.5. 

Los valores de los períodos, frecuencias naturales de vibración y 
valores característicos correspondientes a los eigenvectores de la 
Fig 6.5 se se presentan en la tabla 6.7 

Tabla 

Mo 
do 

1 

2 

3 

4 

5 

6.3.3 

6.7 Periodos y frecuencias naturales de vibración de los 
modelos estructurales del edificio 

Modelo estructural, eje y Modelo estructural, eje x 
2 2 ,'¡',) 

( rad~s) (rad~s) 2 T,~ (rad}s¡ (rad}s) 2 (s (s 

.4719 13 o 31 177.28 .2735 22.97 527 o 77 

.2006 31.32 981.06 .1158 54.26 2944.03 

o 1302 48.26 2328.83 .0752 83.55 6981.10 

.0945 66.49 4420.75 .0548 114.66 13146.15 

.0676 92.95 8639.06 .0401 156.69 24551.10 

Respuesta espectral de desplazamientos de cada modo para 
el modelo estructural paralelo a eje y 

Con base en los incisos 4.1.4.3 y 4.1.4.4 la respuesta espectral 
desplazamientos de cada modo se obtiene con las Ec 4.25 y 4.27, y 
de acuerdo con el inciso 4.1.3.3 el coeficiente de participación se 
obtiene con la Ec 4.22e, que se reproducen a continuación. 

(4.22e) 
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(4.25) 

(4.27) 

6.3.3.1 Primer modo 

Las operaciones de las Ec 4.25 y 4.27 se presentan en la tabla 6.8. 
La columna 2 de dicha tabla se obtiene de la columna 2 de la tabla 
6.1. 

Tabla 6.8 Respuesta espectral de desplazamientos: Primer modo 

Nivel 
ts~cm 

r 1 ~r 1 m.,(r1)2 uk!Mx 1 
k"-ésimo 

k 
ts '!cm ts2'!cm cm 

1 0.106 1.0000 0.1060 0.1060 o. 1127 

2 0.106 2.9613 o. 3139 0.9295 0.3337 

3 0.106 5.4973 0.5827 3.2034 0.6195 

4 0.106 8.2805 0.8777 7.2681 0.9332 

5 0.093 11.0399 l. 0267 11.3348 l. 2442 

¿ 2.9070 22.8418 

Con base en las columnas 4 y 5 se obtiene el valor del coeficiente 
de participación del modo 1, que resulta ser. 

2 o 9070 
2208418 

= o 01273 (6.10) 

La ordenada del espectro de aceleraciones de d·iseño del primer modo 
de vibración, de acuerdo con el incisos 3.6 y 6.1.6, es. 

T 0 = 002 < T1 = Oo4719 < Tb =Oo6 
(6.11) 

A1 = ag =cg =O o16 *981 = 156 o 96 cm/ s 2 
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La respuesta espectral de las ecuaciones de equilibrio desacopladas 
para el primer modo, de acuerdo con la Ec 4.25 resulta ser. 

= e A,. = ,-2 
(1)1 

0.1273156.96 
177.28 

= 0.1127 cm (6.12) 

La sexta columna de la tabla 6.8 es la expresión de la Ec 4.27. 

6.3:3.2 Segundo modo 

Las operaciones de las Ec 4.25 y 4.27 se presentan en la tabla 6.9. 
La columna 2 de dicha tabla se obtiene de la columna 2 de la tabla 
6.1. 

Tabla 6.9 Respuesta espectral de desplazamientos: Segundo modo 

Nivel 
ts~cm 

r2 ~r2 ~~~¡.(r 2)2 2 
k ukmix 

k;,.ésimo ts /cm ts2/cm cm 

1 0.106 1.0000 0.1060 0.1060 0.0208 

2 0.106 2.6245 0.2782 o. 7301 0.0546 

3 0.106 3.4198 0.3625 l. 2397 0.0711 

4 0.106 l. 6282 0.1724 0.2803 0.0339 

5 0.093 -4.2387 -0.3942 1.6709 -0.0882 

E 0.5249 4.0270 

Con base en las columnas 4 y 5 se obtiene el valor del coeficiente 
de participación del modo 2, que resulta ser. 

e = 2 
0.5249 
4. 0270 

= 0.1303 (6.13) 

La ordenada del espectro de aceleraciones de diseño del segundo 
modo de vibración, de acuerdo con el incisos 3.6 y 6.1.6, es. 

T0 = 0.2 < T, = 0.2006 < Tb =0.6 
(6.14) 

A, a.g =cg =O .16 •981 = 156.96 cm/ s• 
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La respuesta espectral de las ecuaciones de equilibrio desacopladas 
para el segundo modo; ·d·e acuerdo con la Ec 4.25 resulta ser. ~ 

= e A, ,-
""~ 

= o 1303 156.96 
. 981.06 = 0.0208 cm (6.15) 

La sexta columna de la tabla 6.9 es la expresión de la Ec 4.27. 

6.3.3.3 Tercer modo 

Las operaciones de las Ec 4. 25 y 4. 27 se presentan en la tabla 
6.10. La columna 2 de dicha tabla se obtiene de .la columna 2 de la 
tabla 6.1. 

Tabla 6.10 Respuesta espectral de desplazamientos: Tercer 
modo 

Nivel 
ts'ftcm 

rl ~r3 m..<r3)2 ukmáx 3 
k-ésimo 

k 
ts /'cm ts2"/'cm cm 

1 0.106 1.0000 0.1060 0.1060 0.0074 

2 0.106 2.0606 0.2184 0.4501 0.0152 

3 0.106 0.6797 0.0720 0.0490 0.0050 

4 0.106 -2.6831 -0.2844 0.7631 -0.0197 

5 0.093 1.1754 0.1073 0.1285 0.0086 

r 0.2213 1.4967 

Con base en las columnas 4 y 5 se obtiene el valor del coeficiente 
de participación del modo 3, que resulta ser. 

o .2213 
1.4967 

= 0.1479 ( 6.16) 

La ordenada del espectro de aceleraciones de diseño del tercer modo 
de vibración, de acuerdo con el incisos 3.6 y 6.1.6, es. 
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T3 = O. 1302 < T8 =O. 2 

A¡ = ag =g(1 + 3 T3 l .E 
Ta 4 

= 981(1 + 3 °· 1302 ) 0
·
16 = 115.88 cm/s 2 

0.2 4 

(6.17) 

La respuesta espectral de las ecuaciones de equilibrio desacopladas 
para el tercer modo, de acuerdo con la Ec 4.25 resulta ser. 

y~ = 0.2213 115.88 
2328.83 

= o. 0110 cm (6.18) 

La sexta columna de la tabla 6.10 es la expresión de la Ec 4.27. 

6.3.3.4 Cuarto modo 

Las operaciones de las Ec 4.25 y 4.27 se presentan en la tabla 
6.11. La columna 2 de dicha tabla se obtiene de la columna 2 de la 
tabla 6.1. 

Tabla 6.11 Respuesta espectral de desplazamientos: cuarto 
modo 

Nivel r4 ~r4 m¡.(r 4)2 4 
k-ésimo ts'f¡cm 

k 
ts /cm ts2"fcm 

ukmix 
cm 

1 0.106 1.0000 0.1060 0.1060 0.0039 

2 0.106 1.1851 0.1256 0.1489 .0.0046 

3 0.106 -1.7383 -0.1843 0.3203 -0.0068 

4 0.106 0.7849 0.0832 0.0653 0.0031 

5 0.093 -0.1501 -0.0140 0.0021 -0.0006 

¿ 0.1165 0.6426 

Con base en las columnas 4 y 5 se obtiene el valor del coeficiente 
de participación del modo 4, que resulta ser. 
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0.116S a 0.1813 
0.6426 ··,·· 

(6.19) 

La ordenada del espectro de aceleraci.ones de di'st;ifio del cU4rto DIOdo 
de vibración, de acuerdo con el incirios 3 ~ 6: y 6 .1. 6, es. · · 

r. = o.o94S < r. •0 .• 2'~ 

. T. .·· ·. ···'··. 
= ag =g(1 + 3....!) E.·· r. 4 

.•.. · 

= 981(1 + 3 o.o945 l~· 16 .. 94-~ 'de/11~ ·.·· 
0.2 . . .•... . ', ,. 

(6~20) 

La respuesta espectral de las ~ciones de ~i.lib¡i.o ~~~ladas 
para el cuarto modo, de acuerdo conl4 Ec 4.25' resu1ta .er. · 

La sexta columna de la tabla 6.11 es la exp:r:esi6n de;la Ec 4.27 • 

.. 6. 3. 3. S Quinto modo 

Las operaciones de las .Ec 4.2S y 4 •. 27 se pretlentan en la .tabla . 
6.12. La columna 2 de dicha tabla se obtiene de la col~ 2 de la 
tabla 6.1. · 

.. 

Tabla 6.12 Respuesta espectral.''4e desplaza~~~ientoe: QUinto 
DIOdo .,. 

Nivel 
ts'tfcm 

r' . 5 ·.m¡.(r '>2 u...' k-ésimo k 
tr:f/cm · ts2'/'c. CID 

1 0.106 1.0000 0.1060 0.1060 0.0038 

2 0.106 -O."S787 -0.0613 0.0355 -0.0022 

3 0.106 0.1678 0.0178 0.0030 0.0006 

4 0.106 -0.0282 -0.0030 0.0001 -0.0001 

S 0.093 0.0025 -0.0002 o.oooo o.oooo 
l: 0.0597 0.1446 
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Con base en las columnas 4 y 5 se obtiene el valor del coeficiente 
de participación del modo 5, que resulta ser. 

Cs = 0.0577 
0.1446 

= 0.4129 (6.22). 

La ordenada del espectro de aceleraciones de diseño del quinto modo 
de vibración, de acuerdo con el incisos 3.6 y 6.L6, es. 

Ts = 0.0676 < TB =0.2 

A, =g(1 + TJ l e = ag 3-- (6.23) TB 4 

= 981 (1 + 3 o. 0676 ) o. 16 = 79.03 cm/s2 

0.2 4 

La respuesta espectral de las ecuaciones de equilibrio desacopladas 
para el quinto modo, de acuerdo con la Ec 4.25 resulta ser. 

y~ = 0.4129 79 · 03 
8639.06 

= o. 003777 cm (6.24) 

La sexta columna de la tabla 6.12 es la expresión de la Ec 4.27. 

6.3.4. Respuesta espectral de fuerzas cortantes de cada modo 
para el modelo estructural paralelo al eje y 

Con base en la respuesta espectral de desplazamientos de cada modo 
(cuantificados en la columna 6 de las tablas 6.8 a 6.12, que se 
repiten en la columna 2 de las tablas 6.13 a 6.17) se pueden 
cuantificar las fuerzas cortantes correspondientes, al utilizar los 
conceptos relacionados con la definición de rigidez de entrepiso 
(Ec 2.5 y 2.6), reproducidos en la forma en que se utilizan. 

( 2. 5) 

~u. = u u A }< - Jc•l (2.6) 

Los valores de las rigideces de entrepiso para el modelo 
estructural paralelo al eje y se muestran en la columna 2 de la 
tabla 6.2 o bien en la columna 12 de la tabla 6.5, y se repiten 
sistemáticamente en la columna 3 de las tablas 6.13 a 6.17. 
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En la rev1s1on del cumplimiento de las condiciones de regularidad 
del edificio respecto a la rigidez al corte (inciso 3. 4), la 
relación d.e rigideces entre el primer y segundo entrepisos es igual 
a 2.035. Aunque excede del 100 por ciento (103.5), se considera que 
la rigidez del primer entrepiso está sobrevaluada por la condición 
de frontera de empotramiento. Por tanto, el edificio es regular y 
los factores reductivos Q' no sufren reducciones adicionales. 

6.3.4.i Primer modo 

Las operaciones de las Ec 2.6 y 2.5 se presentan en las columnas 4 
y 5 de la tabla 6.13. 

Tabla 6.13 Respuesta espectral de cortantes: Primer modo 

Nivel/ ulonix 1 

t~ 
u 1 v'"t, 1 

v~ ... 1 lonix 
Entrepis cm cm 

1 0.1127 515.28 0.1127 58.12 38.75 

2 0.3337 253.15 0.2210 55.95 37.30 

3 0.6195 173.85 0.2858 49.68 33.12 

4 0.9332 121.28 0.3137 38.05 25.37 

5 l. 2442 65.93 o. 3110 20.50 13.67 

La sexta columna representa los valores de la fuerza cortante 
reducida al dividir los valores de la quinta columna entre el 
factor reductivo Q' 1y, que resulta ser. 

T1y = 0.4719 > Ta = 0.2 
(6.25) 

Qíy = Qy = 1. 500 

6.3.4.2 Segundo modo 

Las operaciones de las Ec 2.6 y 2.5 se presentan.en las columnas 4 
y 5 de la tabla 6.14. 
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Tabla 6.14 Respuesta espectral de cortantes: Segundo modo 

Nivel/ 2 

t~m 
u 2 V 2 vio!fr2 ukmix """" ~ Entrepis cm cm 

1 0.0208 515.28 0.0208 10.72 7.15 

2 0.0546 253.15 0.0338 8.56 5. 71 

3 0.0711 173.85 0.0165 2.87 1.91 

4 0.0339 121.28 -0.0372 -4.51 -3.01 

5 -0.0882 65.93 -0.1221 -8.05 -5.37 

La sexta columna representa los valores de la fuerza cortante 
reducida al dividir los valores de la quinta columna entre el 
factor reductivo Q' 2Y, que resulta ser. 

r,Y = o. 2006 > r. = o. 2 
(6.26) 

Qiy = Qy = l. 500 

6.3.4.3 Tercer modo 

Las operaciones de las Ec 2.6 y 2.5 se presentan en las columnas 4 
y 5 de la tabla 6.15. 

Tabla 6.15 Respuesta espectral de cortantes: Tercer modo 

Nivel/ ukmix J k ukmix J 
v't', 

J 
v~xr3 

Entrepis cm t/~m CJI! 

1 0.0074 515.28 0.0074 3.81 2.87 

2 0.0152 253.15 0.0078 l. 97 1.49 

3 0.0050 173.85 -0.0102 -l. 77 -l. 33 

4 -0.0197 121.28 -0.0247 -3.00 -2.26 

5 0.0086 65.93 0.0283 l. 87 1.41 
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La sexta columna representa los valores de la fuerza cortante 
reducida al dividir los valores de la quinta columna entre el 
factor reductivo Q' Jy' que resulta ser. · 

T1y = 0.1302 < Ta = 0.2 

T1Y -
(6.27) 

Qjy = 1 + y<Oy 1) = 1.326 
a 

6.3.4.4 Cuarto modo 

Las operaciones de las Ec 2.6 y 2.5 se presentan en las columnas 4 
y 5 de la tabla 6.16. 

Tabla 6.16 Respuesta espectral de cortantes: Cuarto modo 

Nivel/ 4 k u 4 v't', 4 
v~xr4 ukmix 

t/~m kmix 
Entrepis cm cm 

1 0.0039 515.28 0.0039 2.00 1.62 

2 0.0046 253.15 0.0007 0.18 0.15 

3 -0.0068 173.85 -0.0114 -1.98 -1.60 

4 0.0031 121.28 0.0099 1.20 0.97 

5 .,-0.0006 65.93 -0.0037 -0.24 -0.19 

La sexta columna representa los valores de la fuerza cortante 
reducida al dividir los valores de· la quinta columna entre el 
factor reductivo Q' 4;, que resulta ser. 

T4 y = 0.0945 < T8 = 0.2 

T 
= 1 + 'Y (Q - 1) T y = l. 236 

a 

6.3.4.5 Quinto modo 

(6.28) 

Las operaciones de las Ec 2.6 y 2.5 se presentan en las columnas 4 
y 5 de la tabla 6~17. 
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Tabla 6.17 Respuesta espectral de cortantes: Quinto modo 

Nivel/ ukmix 
5 k u 5 V "f•s v'"txr5 t/~ kmix 

Entrepis cm cm 

1 0.0038 515.28 0.0038 1.94 1.66 

2 -0.0022 253.15 -0.0060 -1.52 -1.3 

3 0.0006 173.85 0.0028 0.49 0.42 

4 -0.0001 121.28 -0.0007 -0.08 -0.07 

5 0.0000 65.93 0.0001 0.01 0.01 

La sexta columna representa los valores de la fuerza cortante 
reducida al dividir los valores de la quinta columna entre el 
factor reductivo Q' Sy' que resulta ser. 

6.3.5 

T5y = 0.0676 < Ta = 0.2 

~y (Qy- 1) 
• 

(6.29) 
QSy = 1 + = 1.169 

Respuesta total para el modelo estructural paralelo al 
eje y 

Conocidos los elementos cinemáticos (inciso 6.3.3) y los elementos 
mecánicos (inciso 6. 2. 4) del modelo estructural en estudio para 
cada modo de vibración, se procede a determinar la respuesta total 
de dicho modelo estructural. 

Las NTC para diseño por sismo del RCDF87 establecen que debe 
incluírse el efecto de todos los modos naturales de vibración con 
período mayor o igual a 0 .. 4 s, pero en ningún caso se pueden 
considerar menos que los tres primeros modos de traslación en cada 
dirección de análisis. 

Las NTC para diseño por sismo del RCDF87 recomienda utilizar el 
método de la raíz cuadrada de la suma de los cuadrados (SRSS), para 
calcular la respuesta total, siempre que los períodos de los modos 
naturales en cuestión difieran al menos .10% entre si, que es el 
caso. el método SRSS se indica mediante la Ec 4. 29, que se 
reproduce a continuación. 
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S= W1 (4. 29) 

6.3.5.1 Respuesta total de desplazamientos 

En la tabla 6.18 se resumen las operaciones indicadas por la Ec 
4. 29 para los ·vectores de desplazamientos máximos de cada ·modo 
mostrados en la columna 6 de las tablas 6.8 a 6.12. En la columna 
2 se muestra la combinación de un solo modo (el primero), en la 
columna 3 la combinación de los dos primeros, y asi sucecivamente. 

El primer elemento de cada casillero representa el componente de 
desplazamiento total mientras que el segundo elemento representa el 
cociente de ese desplazamiento entre el desplazamiento total 
obtenido con la combinación de todos los modos del modelo 
estructural, dados por la columna 6. 

Tabla 6.18 Respuesta total de desplazamientos (cm) 

Nivel 1 modo 2 modos 3 modos 4 modos 5 modos 

1 o .1127 0.1146 0.1148 0.1149 0.1150 
0.98 0.99 1.00 1.00 1.00 

2 0.3337 0.3381 0.3385 0.3385 0.3385 
0.97 1.00 1.00 1.00 1.00 

3 0.6195 0.6236 0.6236 0.6236 0.6236 
0.99 1.00 1.00 1.00 1.00 

4 0.9332 0.9338 0.9349 0.9340 0.9340 
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 

5 1.2442 1.2473 1.2474 1.2474 1.2474 
1.00 ].00 l. 00 l. 00 l. 00 

6.3.5.2 Respuesta total de fuerzas cortantes 

En la tabla 6.19 se resumen las operaciones indicadas por la Ec 
4.29 para los vectores de fuerzas cortantes máximos de cada modo 
mostrados en la columna 6 de las tablas 6.13 a 6.17. El 
ordenamiento de esta tabla es enteramente similar al de la tabla 
6.18. 
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Tabla 6.19 Respuesta total de fuerzas cortantes v1 
(t) Escala 

. 

Entrepi 1 modo 2 modos 3 modos 4 modos 5 modos 

1 37.75 38.42 38.53 38.56 38.60 43.28 
0.98 0.99 1.00 1.00 1.00 

2 37.30 37.73 37.76 37.76 37.79 42.37 
0.99 1.00 1.00 1.00 1.00 

3 33.12 33.18 33.20 33.24 33.24 37.27 
0.99 1.00 1.00 1.00 1.00 

4 25.37 25.55 25.65 25.67 25.67 28.78 
1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 

5 13.67 14.69 14.75 14.76 14.56 16.55 
0.93 0.99 1.00 1.00 1.00 

6.3.5.3 Revisión por cortante basal 

Las NTC para diseño por sismo del RCDF87 establecen que si con el 
método de análisis dinámico que se haya aplicado se encuentra que, 
en la dirección que se considera, la fuerza cortante basal 
calculada, V,, debe ser tal que debe cumplir con la siguiente 
condición. 

w: 
o.6a2 

Q• 
= (0.8) (0.16) 507 · 2 

1.5 
= 43.28 t (6.30) 

En caso de no cumplirse la condición anterior, Las fuerzas de 
diseño y los desplazamientos laterales correspondientes se deben 
incrementar en la proporción para que el cortante basal calculado, 
V0 , cumpla con la igualdad. 

De acuerdo con la tabla 6.19, el cortante basal que proporciona el 
método dinámico es, V0 = 38.60 t, por lo que las fuerzas cortantes 
que proporciona el método dinámico (columna 6 de la tabla 6.19) se 
deben multiplicar por el coeficiente, 43.28/38.6 = 1.12. El 
escalamiento se indica en la columna 7 de la tabla 6.19. 
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6.3.6 Comparación de las fuerzas cortantes obtenidas con los 
métodos estático y dinámico 

A fin de tener una idea comparativa de los valores de las fuerzas 
cortantes que cada método·proporciona seconstruye la tabla 6.20 
donde se establecen tales comparaciones. 

Tabla 6.20 Comparación de fuerzas cortantes sísmicas 

Entrepiso ~t'J ~tf v .. t/Vdln 

1 54.09 43~28 1.25 

2 50.33 42.37 1.19 

3 42.81 37.27 1.29 

4 31.53 28.78 1.10 

5 16.48 16.55 1.00 

6.4 Fuerzas sísmicas en los elementos estructurales de la 
edificación 

6.4.1 Resumen de las ecuaciones utilizadas· 

En el inciso 5.2 se.presenta e]l procedimiento para cuantificar las 
fuerzas sismicas para el modelo estructural que utiliza el concepto 
de rigideces de entrepiso. Las ecuaciones que se utilizan se; 
reproducen a continuación. : · 

6.4.1.1 Coordenadas del centro de torsión 

XC = 

·· .. 

NX 

· r k 1y 

.M 
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.. '.J. 
".' .". '· 

l. 
i • 

'" 
ky1k1x 

Y e = 1 

'" kk1x 
1 

6.4.1.2 Fuerzas cortantes directas 

d 
Vjy = 

V d = 1x 

6.4.1.3 Excentricidades calculadas 

esx = lx,. - xel 

donde 

esx = Excentricidad de la fuerza Cortante VY 

x,. = Abscisa del centro de masas 

X e = Abscisa del centro de torsión 
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~-;'·· 
_ .. :-· .: 

esr = IYm - Yel 

donde 

esy = Excentiicidad de la fueiza Coitante Vx (5.13) 

Y m = Oidenada del centio de masas 

Y e = Oidenada del centio de toisión 

6.4.1.4 Excentricidades de diseño 

(5.14) 
edx = 

es la dimensión de la planta que se considera medida en la 
dirección de e,, (perpendicular a la fuerza cortante VY). 

(5.15) 

es la dimensión de la planta que se considera medida en la 
dirección de e (perpendicular a la fuerza cortante V). sy _ x 

6.4.1.5 Fuerzas cortantes debidas a la torsión 

(5.16) 

(5.22) 
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6.4.1.6 

---- -------

(5.23) 

Fuerzas cortantes de diseño en los resortes ( rigide¡ces de 
entrepiso) 

(5.24) 

Las fuerzas cortantes que se utilizan son las obtenidas .con eil 
método estático, ya que con el método dinámico se obtuvieron para 
el modelo estructural paralelo a la dirección del eje y. 

6.4.2 Diafragma del nivel 1 

En la Fig 6.6 se muestra la geometría del diafragma del nivel 1 así 
como la distribución de las rigideces de entrepiso que llegan a 
dicho nivel y la posición del centro de masas. Con base ·en dicha 
figura y las ecuaciones resumidas del capítulo 5 se construyen las 
tabla 6.21 y 6.22 

Con base en las columnas 3 y 4 de la tabla 6.21 y la Ec 5.11 se 
obtiene el siguiente valor de la ordenada del centro de torsión. 

1084134 
136369 

= 7.95 m (6.31) 

Con los elementos de In columna 3 de la tabla 6.21, la fuerza 
cortante correspondiente y la Ec 5.8 se obtienen los elementos de 
la columna 5 de dicha tabla. 

Los elementos de la columna 6 de la tabla 6;21 se obtiene mediante 
la Ec 6.31 y la columna 2 de dicha tabla. 
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Tabla 6.21 Fuerzas sísmicas en las rigideces del Entrepiso 
1, paralelas al eje x 

Eje (~) kr . y,k~x 
i-x (t m) (t 

1-x o.oo 31045.00 o.oo 
2-x 2.85 12757.00 36357.00 

3-x 4.20 9753.00 40963.00 

4-x 6.60 9753.00 64370.00 

5-x 7.95 9753.00 77536.00 

6-x 9.30 9753.00 90703.00 

7-x 11.70 9753.00 114110.00 

8-x 13.05 12757.00 166479.00 

9-x 15.90 31045.00 493616.00 

I: 136369.00 1084134.00 

Tabla 6.21 Fuerzas sísmicas en las rigideces del Entrepiso 
1, paralelas al eje x (cont) 

Eje 
el -

Ylklx YI k,_ i-x vllx Y1 
" 

(t) (m) (t) (tm) 

1-x 12.31 -7.95 -246808.0 1962121.0 

2-x 5.06 -5.10 -65061.0 331810.0 

3-x 3.87 -3.75 -36574.0 137152.0 

4-x 3.87 -1.35 -13167.0 17775.0 

5-x 3.87 0.00 0.0 0.0 

6-x 3.87 1.35 13167.0 17775.0 

7-x 3.87 3.75 36574.0 137152. o 
8-x 5.06 5.10 65061.0 331810.0 

9-x 12.31 7.95 246808.0 1962121. o 
I: 54.09 4897715.0 
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A fin de cuantificar la abscisa del centro de t.orsión y las demás 
elementos de las restantes ecuaciones· del capítuJ.:o 5 se con.~truye 
la tabla 6.22, con base. en la Fig 6.6 · · · 

Con base en las columnas 3 y4 de la tabla 6.22 y la Ec 5.10 se 
obtiene el siguiente valor de la abscisa del centro de torsión. 

174921 
51528 

= 3. 40 m (6.32) 

Con los elementos de la columna 3 de la tabla 6. 22, la fuerza 
cortante correspondiente y la Ec 5.4 se obtienen los elementos de 
la columna 5 de dicha tabla. 

Los elementOs de la columna 6 de la tabla 6.22 se obtiene mediante 
la Ec 6.32 y la columna 2 de dicha tabla. 

Tabla 6.22 Fuerzas sísmicas en las rigideces del 
Entrepiso 1, paralelas al eje y 

Eje X k xc:iy j-y (~) (tl~l 
1-y o.oo 24988.0 0.0 

2-y 4.20 11432.0 48014.0 

3-y 8.40 15108.0 126907.0 

I: 51528.0 174921.0 

Tabla 6.22 Fuerzas sísmicas en las rigideces del Entrepiso 
1, paralelas al eje y (cont) 

Eje 
j-y 

d 
v,.1Y 

-
xJ x 1 kJy xj kJY 

(t) (m) (t) (tm) 

1-y 26.23 -3.40 -84459.0 288861. o 
2-y 12.00 0.80 9146.0 7316.0 

3-y 15.86 5.00 75540.0 377700.0 

I: 54.09. 673877.0 
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De acuerdo con las coordenadas del dentro de masas especificado en 
la Fig 6.6 y las Ec 6.31 y 6.32 se obtienen los siguientes valores 
de· las. ·excentricidades calculadas,· de acuerdo con las Ec 5.12. y 
5.13. 

e 1p. = lxa - X1 el = 14.20 - 3. 401 = O. 80 m 

e1.,. = IYa- Y>tl = 17.95 - 7.951 = O. 00 m 
(6.33) 

Con base en las Ec 6. 33, 5.14 y 5. 15 se obtienen las 
excentricidades de diseño correspondientes. 

e1~ = 1.5e1 sx • O.lbx = 1.5(0.8) • 0.1(8.4) = 2.04 m 
(6.34) 

e>c!K = o. 8 - o. 1 ( 8 . 4) = -o . 04 m 

e 1dy = 1. 5e1.,. • o .lby = 1. 5 (O. O) • O .1 (15. 9 l = l. 59 m 
,. (6.35) 

o. o - 0.1(15.9) = -1.59 m 

Con base en las Ec 6. 34, 6. 35 y 5.16 se obtiene el momento 
torsionante que se las fuerzas sísmicas le ocasionan al diafragma 
rígido del nivel 1. 

(6.36) 
= 2.20 tm 

M,.r;x - e 1dyV1., = l. 59 (54. 09) = 86.00 tm 
(6.37) 

= e1dyV>x = 1.59(54.09) = 86.00 tm 

De acuerdo con las Ec 5 .. 22, 5.23 y la columna 8 de las tablas 6.21 
y 6.22 se obtienen los siguientes coeficientes. 
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Las NTC para.diseño por sismo, en su inciso 8;6, establece que de 
los dos momentos torsionantes de diseño en cada dirección (Ec 6:36 
y 6. 3 7) se debe tomar para cada marco o muro el que resulte mas 
desfavorable. Para cuantificar las fuerzas cortantes debidas a la 
torsión se utilizan las· Ec 5. 22 y 5. 23, que de acuerdo con las 
columnas 8 de las tablas 6.21 y 6.22 y las Ec 6.36. y 6.37 
resultan ser. 

k1xY1 = 
NY NX M,_ey 

~ k1xY1 + # kjyX] 

o. 000019 804k1xY.i 

kixYi 
-,NY::::-~~--=:......:;NX::;---M,_ tx = 
~ k1xY1 + # kjyX] 

= o. 0000154354k1xYJ 

tx 
Vljy = 

.,. 

'110. 34 k -
4897715 + 67 3877 .ixYJ 

(6.38) 

(6.39) 

86 .oo k -
4897715 + 673877 lxYl 

(6.40) 

(6.41) 

En la Fig 6.7 se presentan las fuerzas cortahtes, cuando el sismo 
de diseño actúa en uno de sus sentidos, dadas por las Ec 6. 38 a 
6.41 al utilizar los valores de la columna 7 de las tablas 6.21 y 
6. 22. Tales valores se presentan en las columnas 9 a .12 de las 
tablas 6.21 y 6.22, en donde se incluyen los dos sentidos en que 
puede actuar el sismo de diseño. 
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Las columnas 13 de las tablas 6;21 y 6.22 se cuantifican de acuerdo 
con las Ec 5.24, de tal manera que .se obtenga la fuerza cortante 
mayor. 

Tabla 6.21 Fuerzas sísmicas en las rigideces del Entrepiso· 
1, paralelas al eje x (corit) 

Bje 
vfix V¡9'x 

tx tx Vux 1-x - Vux - vl1x 

(t) (t) (t) (t) (t) 

1-x -4.89 4.89 3.81 -3.81 . 17.20 

2-x -1.29 1.29 1.00 -1.00 6.35 

3-x -0.72 0.72 0.56 -0.56 4.59 

4-x -0.26 0.26 0.20 -0;20 4.13 

5-x 0.00 o.oo 0.00 o.oo 3.87 

6.,-x 0.26 -0.26 -0.20 0.20 4.13 

7-x o. 72 -0.72 -0.56 0.56 4.59 

8-x 1.29 :-l. 29 -1.00 1.00 6.35 

9-x . 4. 89 -4.89 -3.81 3.81 17.20 

r . 
. 

Tabla 6.22 Fuerzas sísmicas en las .. rigideces del Entrepiso 
1, paralelas al eje y (cont) 

Eje 
j-y 

ey 
v11y - v,tj'y tx V¡jy - tx V¡jy vlJY 

(t) (t) (t) (t) (t) 

1-y -1.67 1.67 1.30 -1.30 27.90 

2-y 0.18 -0.18 . -0.14 0.14 12.18 . . 

3-y l. 50 -1.50 . -1.17 1.17 17.36 

r 
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VIBRACION DE SISTEMAS DISCRETOS DE VARIOS 

GRADOS DE LIBERTAD 

11 en _L'. Jo e~ e ?e ... •<.JC-G 

Ejemplos de sistemas de n GL 

Caracteristicas: 

! concentradas 
- masas 1 .d 

r g1 as 
C~",.r!<;. '*""'-"..,"' + ......... 

- columnas solo se deforman 
lateralmente 

1. 
' 

- con una coordenada por ma­
sa queda definida la config~ 
raci&n del sistema 

1 . r=====::::j equivale a: 

) W1, ~-ttz }\.11t1-l """'"" 

i tl-...,.-~T) .!:¡ ~~~~· ... ....,:.--'~'??:;:::>-:_r--~"7)---;-/~-TC>"-'-:oO _-·-. -~~~ 
Además, la consideramos elástica,lineal 

Supongamos: 

aislemos una masa: 

1 P. u-) 
-. 

w., . H.-tz lNt~ 

~~--~C>~~é)CT~é)~--¿ 

y_. . 
-~masas concentradas 

1 P ( t) fue_ rzas concentradas exte-
.. 3 ri9res 

=~fuerzas resistencia el!sti­
ca a la deformaci&n 



:~ .. . ·' 

,, 
[¡ 

Las ecuaciones condensadas d~ movifui~nto ser~n: 

FI3 + Fr3 = P3(t) 

!..---' 
l.__--- Fuerzas asociadas al desplazamiento, 

NO al movimiento 

la determinación de estas.fúérzas.es un.problema. 

estático. 

Coeficientes de influencia 

1. De flexibilidad 

· .. f o o 

~] 
= despl. de la coord. i debido a.una carga unitaria en 

coord. j (desplazamiento y fuerza: e.n = dirección) 

· ... :···.--:~·- r' superposición 

....... :.-
xl = f11 Ql + f12 Q2 + f 13 Q3 

x2 = f21 Ql + f22 Q2 + f23 Q 3 inv. (1) 

x3 = f31 Ql + f32 Q2 + f33 Q3 

2. De rigidez: 

K. o 

~] 

·.--

= fuerza en coordenada i por un desplazami~nto unitario 
en coordenada·j. 

2, 



Por superposición 

Q1 = Kll xl + K12 x2 + K13 x3 

Q2 = K21 xl + K22 x2 + K23 x3 

Q3 = K31 xl + K32 x2 + K33 x3 

Desde luego K .. = K .. (y f .. = f .. ) (Maxwell-Mohr) 
1) )1 1) )1 

La ecuación 2 tambiin p~ede escribirse: 

.3. 

L 
ti =l 

K .. X. 
1 J J 

o bien, en notación matricial 

Ql 

Q2 = 

Q3 

Ponemos: 

- 1 
Claro que [Kf 

Kll K12 K13 xl 

K21 K22 K23 x2 

K31 K32 K33 x3 

matriz de ri-
gideces 

fo] = [K] fx} 

= [r] = [fij1 
Sustituyendo (2) o {3) en ecuaciones de movimiento: 

.. 
mlxl + Kllxl + K12x2 + K13 x3 = P

1
(t) 

•• 
m2X2 + KÚX1 + K22x2 + K23 x3 = p 2( t) 

•• 
.m3X3 + K31x1 t Ka2X2 + K33 x3 = P3 (t) 

). 
' 

•. 

( 2) 



,_ 

i 
\1 

o. b'ien: · 

.. 
K13 

·X. P
1
(t) mi o o x1 K11 K12 1 

o m· 
2 o x 2 + K21 K22 K23 x2 ;:;: 

P
2
(t) 

.. 
xs P

3
(t) o o mj x3 K31 K32 K33 

o también: 

[M~ fx1 + [K] fxi. = · fP<t>f (vibraci6n 
forzada) 

=,jo[ (v-ibraci6n 
l:ibre )~ 

1~- VIBRACION LIBRE 

5~pongamos la soluci6n 

(d 
1 ·' ~ n (A sen pt + B sen pt) = y (t) 

( 1.1) 

constante 
con t 

escalar ~- define: 
·va~iaci6n arm6nica 

- amplitud 

O!;':.e" e"'" s : 

t} ~ {r} (A sen pt + B cos pt) = r Y(t) 

' • 7 [r} (Ap B pt) ( 1. 2) -'X' ~ cos pt - p sen 
l J 

{xj {r} (..:Ap 2 
pt .B 

2 pt) p2 Sr} Y(t) .. sen - p cos = -

Su .. ~ituyendo 1.2 en 1.1 y di~idie~do entre Y(t) nos queda: 

o sea: 

= ( 1 . 3) 

4. 



= 
2 

p 

= 2 
p 

[K] {r} 2 = p 

pre x-[KJ- 1 
· 

1 
"2 p 

En las dos formas llegamos a un problema de VAC 

Problema de valores característicos: 

5. 

- Dada una matriz. cuadrada de orden (nxn) [1], que representa 

u~a transformaci6n lineal de vectores ~-dimensionales, debe 

encontrarse un vector_ {u\ que transformado por [1} resulte 

en otro vector ) lur en la misma "direcci6n". O sea, [L} solo 

cambia la magnitud de ~uJ sin cambiar la direcci6n. 

El vector es un vector característico (o eigenvec-tor) de [LJ. 
~(es~alar) represebta la relaci6n entre las ''longitudes" an-

tes y despu~s de la transformaci6n y para llegar a ·los VEC de-

be tomar ·valores de un conjunto de valores·· característicos 

(VAC) (o eigenvalores}. 

El problema de encontrar frecuencias y modos naturales puede 

considerarse un problema de VAC.-- (STD) 

Tenemos 

2 
- p = ( 1. 3) 



· ...... . 
·· ... 

6. 

Si en el sistema de ecuaciones 

= 

(A] es no singular, la soluci6n 6nica es la trivial 

jx} = /oJ) de donde; nos interesa el caso en que [AJ es 

singular. En este caso la adjunta* ['íí:] existe y puede pre X 

·por ella, ·con el resultado 

jA\ lxr = ~o 1 
porque (_A] [A] = /A/ [rJ ·f[AJ (nxn) 

Puesto que JA \ = O, ¡x ~ no necesariamente es nulo, pero si 

¡ ' . . 
se asigna un valor dado a uho de sui elementos los.dem~s qu~ 

.dan determinados en forma 6nica. 

También notamos que si ~xJ es soluci6n de [AJ {x} = {o] 
y (7( es una ·constante, entonces P!ixJ es también soluci6n. 

Por lo tarito, hay un número infinito de soluciones. Todos es-

tqs se considerar~n juntc(s y hablaremos de una "soluci6n" co-

mo un conjunto de relaciones entre los elementos de 

Volvemos a [CKJ - ~ 2 [MJl $r) 

~-
= fo} ( 1. 3) 

Al desarrollar !El = O lleg~~os a una ecuaci6n de grado n 

2 
en p , cuyas raíces son los VAC. 

- Como [K] y 

*Transpuesta 

**[A] es POS. 

[M] son simétricO.s:y positivas definidas*, 

de la matriz de cofa~tores. 

DEF . ' f'1 [Áj~ ·_fq' 7 > .. ~- para todo 5q•7 no nulo 
o 81 lqJ } l. J 

,, 
., .. 



,, .• 
.. ' 

puede demostrarse que las raices d~ la ecuaci6n caracteristica 

. 1, 2 2 
.son reales y positivas. Las laamamos Ti , p 2 

2 
, ••• ' p • n 

Las n frecuencias naturales son 

los términos positivos de las raices y la más baja es llama-

da frecuencia fundamental. 

- Para la gran mayoria de los casos de interés las frecuencias 

son diferentes entre • 51. 

-Para cada frecuencia p. existe una VEC asociado: 
1 

i=1, ... ,n 

o sea para cada pi existe"una soluci6ri Ir? no trivial 

- Normalizaci6n (solo conveniencia, ¡in.significado fisico) 

Varias formas: 

(modos normales) 

----~--...;. 

7. 

- Los modos y frecuencias naturales del sistema son propiedades 

caracteristicas derivadqs de las propiedades de inercia y ri-

gidez expresadcts por los elementos de [M] y [K]. 

- Llamaremos matriz modal [RJ .. a la qúe tiene los VEC, '' vecto-

res modales, como columnas. 



! 
p . 

ORTOGONALIDAD DE MODOS· DE HBRACION 

Se dice que dos.vectores ja!· y .~b~ ·son ortogonales con res 

pecto a la matriz simétrica [J] s·i 

H 1 [J] {bl. = {bl 1 [J] {a3 = o 

8. 

Demostremos que dos vectores· modales. fr$ i y tr} j, asociados a 

frecuencias diferentes <ri ~ fj) son ortogonales con respecto a 

las matri~es:de inerci~ y el~sti~a~ 

-·Cada uno de e~tos vectores satisfa~e la ecuaci6n 1.3 

p
2 

[MJ ~rJ = [KJH [M] {r3 = ~2[KJ [rJ 

es decir: 

2 
[M] frt i -= (K} {rL [M] ?rJ i !_2[K] /rJ . pi = 

Pi ~ 

. ¡ [M] fr} j = [1!] {rs j [M] ~r$j = ~j 2 [KJ {rJj 

~rf ~ .· 
1 ., i y j por y ~rJ i respectivamente ' 

2 ( ·) 1 
. 1 . 

H j [MJfri i 
1 1 

pi : r j j &J {r3 i = $r} j [K] irL = ~r? j [K] fri i 
Pi

2 
(a) 

2 .• J t 

[M] {r]j .={rJ

1

r[KJ [~ j. frl ~ [~J frJ j 
1 

{r} ~[K] {rJ j pj ·'r · ... 
p. 2 l ~ l 

. ] 

pero ··amo [HJ y [KJ son simétricas: 

,. 
{ ~ 1 [K] r I . = (( [KJ [r? j r 1 j ·¡r i • r . 

1 l. 

. ; ri ~ [M] {rsi · = fr): [M]fr\. 
1 ] . l. ' ' ] 

. . ' restando.miembro a miembro en ecuaciones (a).: 



,_ 
' ( 2 p. -

]. 

2 2 . y como p. i p. 
]. ' J . 

-·· .. 
. ' 

9· 

-- -~-- -~~- . ~---~-----

~~ ------------
Tenemos ecuaciones de ortogon~lidad:. 

f 

~rl~ _ crlJtrL = o 

{ r~ ~ . [K] J;) j = O 
si i i j 

· La ec 

y la matriz modal [RJ 

Hagamos: 

'y sustituyendo en (a): 

p:r:>emul tiplicaiido por [ R'J' : 

. 0 diagon~les __.j. ·. 

-1---\ 
-_ {~~. c~_~_j. 

---- ·-·-
1 

\ M, K ; 

·'· .- . l ·• •• 

. . 

. ' 

=(o? . . r J . -::.~ .. 

. ~~J. 
,--· -4' d 

1 ¡ 

.L __ ,-_i 

-:N 

{a) 

i '/ j 



i· 
' \ 

Llamemos 

[R] ' [M_] (R] 

[RJ' CK] [R] 

= 

= 

1~ ec (b) (p. 14) puede ponerse: 

que 

de 

2 
p1 

LM~ Fl 
_equivale a: 

*' .. * ro11 Y1, +" k11 

** ... * ro22 y2. + k22 

* .. 
ro 

nn Yn, . +. "k 
nn 

1->S que 

* k11 
= ~ ' .... • . ' 

ro n 

Yl. = 

y2 = 

= 

2 
pn 

o· 

o• 

o 

... 
k nn 

=-r. 
m 

nn 
o-· o-

= 

k. 
Recordar que para ---~ t=w-~ 

.. 
mx + kx = o 

•• 2 
'o 

2 k 
X + p X = y p = m 

o sea, con la transformaci6n 
• 

~X~ = [RJ ) y j 
aplicada a la ecuación 

·~· ·] ,., ·! Lk:J {x}' fa? ' M -;X 1 + = L -/ J 1 J 

. ~ : 

10. 



· hemos descompuesto un sistema de nGL en n .sistemas de 1GL in-

dependientes. 

Consideremos el ppoducto 

[M*]-
1 f~<*J= ([R] 1 [M][RJt 1 

= [R]-1 [MT1 
' 

[~ 

= [Rr 1 [Mr1 [Kj 

[RJ [KJ [RJ 

-1 1 

[RJ ~ [K] [RJ 

= [fJ 

11. 

";·~¡.,[ -~~ contiene las frecuencias naturales en la diagonal principal 

El problema de encontrar frecuencias y modos naturales equl 

vale al de encontrar la matriz [R] que diagonaiice [M] y [K] 
de acuerdo con 

[RJ 1 [MJ [R] = E_M*] 

[RJ 1 [KJ [R] = LK~ 

Las frecuencias naturales . se obt.endrán de 

tM~-1 [K*] = [_K*] [MtY -1 = '(l';I 
~ 

Veámoslo en otra forma 

'(M) fx} + [K] 1x1 = {P( t >J 
Sustituyendo {x~ = [RJ fyJ 

[MJ [R) {YJ + [K] [R] {Y1 = . {PCtl$ 



1! 
t ., 

premultiplicando por H; 
. H ~ [M] [R] {5ij ' [K] [R,] {yf ~r]; {P<t] + 5rj; -

• J . 1 J 
~--+·-- -(al (b) escalar 

En los productos (a) y (b) solo queda (por ortogonalidad): 

. ~rJ ~· [MJ {rl j y, +. frJJ:. [KJ?rfJ·· Y•J·· 
'J '--··-y ·--~--- ..... ... 

M~ 
J 

K*. = p. M*. J J J 

y para el modo j' tenemos: 

* •. 
M. y. + 

J J' 

f<· 
M. y J. 

J 
= *' p. (t) 

J 

o bien 

+ = * p. ( t) 
J 

análoga a la ecuación de movimiento para 1 GL: 

m i + .k X = P(t) 

En ( ~. 5) tenemos: 

ecuaciones independientes para nGL 

1 ecuación independiente para cada modo 

Para vibración libre (lGL) 

.. 2 
X + p X = 0 

z 
p -

k 
m 

( 1. 5) 

12. 
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. •. 

·la solución es: 

x .= A cos pt + B sen pt 

y para el modo j tendremos (P • ( t) · = O) 
J 

cos p.t + B, sen P.t 
J J J 

Si en (e) hacemos 

xl 
]t=O 

llegamos a 

x(t) = X
0 

cos pt t 

y en ( d): 

y. = y . cos p.t + 
J O) J 

-.. 
= X o 

• . x 
o 
.p 

sen pt 

(e) 

(d) 

Cualquier configuración del sistema puede expresarse como una 

, ). 

s~ma de formas modales multiplicadis por ciertos coeficientes. 

Esquemáticam~nte: 

{x} 
estática 

o 
dinámica 

= 

+ + 

+ + 

+ ... 

~r? 3 Y 3 + • • · · 

(Y = Y(t)) 



N ,¡ 

i 

1'+. 

En nu~stra expresión 

= 1.'+ 

puede no ser función de t, por ejemplo: . 

(e~:) 

donde v~ctor de constantes { cJ es el 

[R.] nos da la configuración <1J que prex 

~· / 1' 

De la e e . (e ) : 

= [R] -1 

En 1.4 también podríamos hacer 

hi 
¡ ) 

= 

pero sigamos otro camino, 
1 

.., por $r). [K] 
1 í ) 

{x} 
. . 1 

premultiplicando.por {rl. 
) 

( ? 1 

+ -{ rf j f" J LM ~r) 2 

' 1 [M] r ' y .. + ¿ rf . 1tJn 1 ) n 

y2 +··. 1 

Por ortogonalidad todos estos produ6tos son nulos excepto el 

término 
' -, t. . r,.... 

' ) 

' -¡ ~ ·, 
1 H., .. r ( . 
L .,. ¡ ) J. 

Y . 
) 



, 5. 

------ --- -- --

de donde tenemos 

de donde: 

'• 

(coeficiente de participación) 

Ejemplo (vigas rígidas) 

IM;>= l. o 

»'z = /,S 1---60 T/cm 

[:' o :}•o •••' • 

] -120 T/cm [M] = 1.5 
1">1,;. 2.D 

1 
T/cm 

o 1.0 cm 
¡ ---180 

~)-/ '//·. -. 
Matriz de rigideces 

¡{.-='¡ 
60 __,_ 

K31 = o ~ K32 = •60 
:r3 

= 

K21 = -120 X-=/ z = 180 K23 = '-60 

)o! =1 • 'L '--K 
= 300 = 120 K13· = o 

. 11 
/ 

tg ... 

[K] = 

t~'" 
. -120 o 5 -2 ¡j'l 

1 
120 180 . -60 = 60 -2 ·3 -J (T/cm) 

o - 60 60 o -1 



o 

2 2 
= 60 ( 5 - 60 p ) -2 o 

60 

- 2 (3-1.5 p2) Ci'\ 
60 CY 

o :~·~\(1-.!._ p 2 ) e::.; 60 

(5-2d )• -2 0' 

- 2 (3-1.5 d) - 1 

o -1 . (1-d)l 

/E) = O = 60 (d 
3 

- 5. 5 d 
2 + 7. 5 d - 2) = O 

d1 = 0.35 

d2 = 1. 6.1 

d3 = 3.511 

f2 60 d: 1'1 
2 

21. o 1'1 = = 

f2 
2 

96.5 1'3 = 

1'3 
2 

212.11 1'3 = 

-1.11711 

1 . .?,.1'1 'f 

= 

= 

= 

11.58 

9.82 frecuencias 
naturales 

111.56 

:;:r--· 
---!._ __ j_ -~~ ~ 

-l.o-4-4 ¡-=~ 
¡ . ....-

13 = 11!.56 

16. 



-------- -·- ------- ------------------- - -

[R] = 1.000 1.00'() 1.001 

\ 2.135 0.899 . -'1.04~ 
1 

1 L3.285 -1.474 o o 411_¡ 

' - *- [R]' r·M ·¡,:R. i M = = 19.629 0.038 0.007 
~ ¡ ' ·: ... - ~· ...; 

0.037 5; 3 86 -0.014 

0.006 -0;014 3 o 804 

Ej : 

.1'L6296 = {r)~ = "" 2 = 4 r {1 m. 
L .~ 1 

rK*J = [R]' Li<J [R] = 60 6.899 0.042 o o o 34 

0.042 8.651 -0.040 

o o o 34 -0.040 13.473 

Comprobación con 1'- *] LK . = \>2 M*J = 

= (412. 209 o o 
1 tt 2 M*J l o 519.749. o = .\ 

o o 807.970 

1K*J = 413.940 o··· O·.' 

0 ... 519.060 O•·' 

o ... O·., 808.380 



~ 

- .. 

y01 

y·02 

Y03 

Modo 

r¡j P· 

--~--
x3o 

x2o 

x10 

·-
= {r] 1 [M] fxo! = 

* M . 
1 

= frJ 2 [M] feo} 
M2 

= {r) 3 [M] ?xo} 
·M .. 

3 

0.930 cm 

0.051 cm 

0.026 cm 

= 

= 3 cm 

= 2 cm {xo 1 
= 1 cm 

2.0 +. 6~405 + 9.855 
= 

1'9'. 6 29' 

2.0 + 2.697 - 4. 422. 
. -

5.386 

2. o - 3.132 + 1.233 

3.804 

son amplitudes de los 
- modos· 

= 

18. 

= ~~} 

o. 9 30 3 cm 

o.o5H 

0.0266 

p2 =. 9.82 



1 

:Para obtener los desplazamientos de las masas debemos multipli­

car por las corifiguraciones modales:· 

jrll ¡1.0 J ·xi1 = y 1 (t) = 2.135 0.93 cos 4.58 t 
3.285 

(. 1·. o ~ 
x.2 ·- {rl2 y 2{ t) .= 0.899 0.051 cos 9. 82 t 

·. l. -1.474 

rJ 3 
y 3{t) + 1'. 00 f xi3 = 1.044 . 0.0266 cos 14.56 t 

.. 0.411 

y sumar. O sea los desplaia~ientos_ x{(t} d~~las ~asas s~~&n 

{x(t)J = [RJ {y(t)J 

x
1
{t) = r11 Y1 {t) + r12 

x
2
(t) = r21 Y

1
(t) + r 22 

x
3 
(t) . - r31 Y

1
(t) + r32 ______ , 

r:·.tro ejemplo 

~-~a 1GL teníamos 

,. 

'·-::l e e: 

. . . 

. ~k. ¡-:::-'¡ 
o o 

. ~) )'¡ 

2 
X + p X : 

P{t) 
-- = m 

= O la solución • 

X = 
p 

o 
K 

y 3 (t) 

y 2 (t) 

Y
2
(t) 

p 
o 
m 

+ r13 Y
3
(t) 

+ r23 y 3 (t) 

+ r33 y 3(t) 

p(t.) 

. 1~-- ~-?.'-
L-----~- ......... -~ 
o t-

• 
cos pt) 



Tenemos ahora el problema de encontrar la respuesta de 

--- ______ ___.__ 

Para el modo ji:· 

* P. 
-(1 y. = ~ -

J 
,, 

K. 
J 

... 
Cálculo de P. 

J 

* = {r} ~ p. 
J 

:nodo 

~ 
* 1 p1 = P1r11 + 

* 2 p2 = P1r12 + 

* 3, p3 = P1r13 + 
1 

.'.hora bien, 

... 
p. 

p¿+) 

1 

... . 
p j (t) 

* = ~ cuya solución es: 
M. 

J 

cos Pj t) 

{P(t)~ 

P2r21 + 

p 2r 22 + 

P2 r23 + 

= 

M. 
J 

* 
= P~o * (1- cos pjt) 

p. M. 
J J 

= ¡r? ~ 

p3 r 31 = 

P3 r32 = 

p3 

* P. 
) 

r ·= 
33 

t60 { 120 
60 

360+256.2+197.1 = 

360+107.88-88.4 = 

360-125.28+24~66 

= 2 fi 
.b. M. 
f ) ' ) 

813.3 

379.48 

=259.98 

20. 



'•' 

Y1(st) = 813.30 
1. 9.7 3 = 21 X 19.629 

Y2(st) = ·379.ll8 = o .. 730 
965 X 5.386 

Y3(stl = 259.38 o. 3 21 = 212.llx3.80ll 

de ·donde 

Y. = 
J 

* P. 
p~ ;~ (1.- cos Pjt~J·~tenemo~: 

J J 

' 
Y1 (t) = Y1 (st) (1 ~ cos pit) 

y, finalmente: 

21. 

cm 

cm 

cm 

\. 



EXCITACION SISMICA 

A. Sistemas ·1GL 

.. 
m x +kx+P(t) {a) 

Para P(t) cualquiera y para Cl # O la solución de (a) es: 

l
t • X o 

'x(t) = xocos pt +· r· sen pt· + 

Para excitación sismica: 

, ~K .H1 

1 
-· P(.r). sen. p(t-'O)d' mp ' o 

J.~~~7 
m(~ + Ü) + k x = O 

o sea, 

m-·~·+ k x =- mH {b) 
y<-.-,-. ;·: / -··. / . 

De la comparación de (a) y (b}, la solución completa de ~sta 

es: 

X ( t) = X o cos pt + 

B. Sistemas de nGL: 

" 

sen pt -
/ 

l / Ü(Z,) 
P). 

p. ( t) 
n 

= 

sen p(t-l) dZ 

-m Ü 
1 .. = -m u 2 

.. 
m 

n 

Ü= 

22. 



····· 

Es decir, tenemos: 

· sust. 

·pre x 
. ' ' 1rJ . 

l J 

por ortogonalidad:· 

~r} ~ [MJ{r} 
•• jr} ~ y. + 

J 

y queda: 

* .. * 

[KJ 

* 

..__ .,.. 

?"' 
d 

[rL yj 

* 

.. 
u 

= =u~ 
) 

M. y. + Kj yj = p o = u. = * m. •• u 
J ) ) ) J 

la solución (CI = o) de esta ecuación es: 

* Para P. : ) 

jtp~ 
yj(t) = .1 

(~) sen f j (t-6 )d¡; 
t * jMj 

) 
# 

* Para UJ: 

¡~· y j (t) 
1 <O sen f.Ct-?.)dZ = ¡ 

f.M. 
. ) . ) 

) ) • 

23. 

........ 
' 



que puede escribirse: 

m. * ·¡t: 
_..._]"':!:*- /) jj(~) 
f.M. 

J J 

sen 

+ y . CO S J.,~ t + 
O) T J' 

• y . 
~ . r ji sen f.t· 

.. J 

término4 a 
para 
CI~ '1· O 

Una vez obtenidos los elementos de jY} solo. fal.ta premul,­

tiplii::ar por [R] para obtener· fx} · · · 

GENERALIZACI~N DE LAS CONDICIONES DE ORTOGONALIDAD 

Tenemos la ecuaci6n: 

~uc ~onvenimos en escribir en la forma: 

2 
(K-pM)x=O 

como cos vectores modales la satisfacen: 

Kr.=J.~ J ;J M rj 

y prc~ultiplicando por: 
1 -1 ~ 

r i' MM· tenemos: 

1 

r. 
l. 

2 
K r. = p. 

J J -

(a) 

24. 
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que puede escribirse 

... _; 

·y así podría seguirse para llegar a: 

-1 i 
M' (M K) r. = O 

. . J 

(b) 

en forma· análoga podemos obtener 

' (MF)Q r. M r. = o 
l. J 

(e) 

o 

' -1 p 
r. (K M ) K r. = o 

l. J 

En (b): 

~= - 2 M (M-1K) -2 = M (M-1K)-1 (M.:.1K)-1 

(en (e), -l=2) M -1 M 
-1 

M M F M F M con = K K = 

Q =-i M(M- 1K)- 1 
M 

-1 
M M F M = K = 

P.::. o M {M- 1K{ = M 

,Q-:::.1 M (M-1K)1 = M 
-1 M . K = K 

R_==Z M (M-1K)2 M 
-1 -1 

K 
-1 

= M K M = K M K 

Cl=-~ M (M-1K)3 M 
. -1 -'1 

.K M- 11(= K -1 -1 
= M K M M .K M K 



.. 
' 

26. 

VIBRACION LIBRE·Y FORZADA DE SISTEMAS DE N GL CON AMORTIGUAMIENTO 

Las ecuaciones de e·quilibrio ·dinámico son: 

Ya tenemos: 

y aliara 

~ra} 

donde 

[e j 

= [M] {x] 

={KJ {x} 

hacemos 

= [c] fxj 

= [ciJ· 

y cij = fue~za de amortiguamiento en la coordenada i debido a 

una velocidad unitaria en·la coordenada j. 

1:. ~---- --1 

·~-. ,;T~--

¡ .. -~~ 
1 re2.,..... ': 

. 1 [ ' t . . .... ::-;-

- e. k = ckj . J 

indica 
acoplamiento 

e .. = e .. 
~J J~ 

' 
La ecuación de movimiento es 
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Hagamos: ixJ =[RHy)premultiplicando por {r] ; 
- -, ' ' . . 

~r1jQ1][RJ{Y}+?r]; LcJ[RJiys+~rj; [KJfR]~Y] = '{r]; {i><t>J 
, : 

Para desacoplar estas ecuac1ones debemos tener 

~rJ~ [MJ {rt = o i-1- j. cierto por 

~r]; [K] {r}i = o ortogonalidad 

?rJ; [cj irJ i = o 1 .¡_ j ¿pero ésta? (a) 

1° admitamos que se cumple: 

Ya definimos 

M>'! 
J. 

y ahora 

==C>'! = 2B.t.M~ 
J J J J 

1 

y nuestra ecuación para el modo j queda: 

M*.y.+26.f.M~y.+f~M~y. = P>'! 
J J . J J J J . J J J J 

.o bien: 

y .+26 ·f .y .+f~y o 

J J J J J J 

P>'! 

=Mi 
J 



Corno las soluciones para un sistem& de 1GL (cuya ec. es 
" ; P(~)· . . . . 
x+2Bpx+p 2 x = ·----)Jya las conocemos, solo.nos falta saber 

m 

c6rno debe ser [e] . para que se cumpla 

~ ;. j 

además, claro, de 

~r)~ [M] {rJ j, = o 

l y i -¡. j 
1 

1rJi [K] {rjj = o 

La ec. (a) se satisface S~ 

i) [e] es proporciona la [M] o a [K] 

ii) [e] es una combinacion lineal de [M] y [K] , o 

sea: 

esto es muy restringido. 

iii) En forma más general; 

= 

pues ya sabemos que todas las posibles formas • 

[-M¡ IJC1Kl 1 son satisfactorias y.(J8.1) es 
~ '-' - -

una c. L de matrices de este tipo. 

28. 

(a) 

(38.1) 
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l 
\ 

\ 
1 

•• 

1 : 

1 ¡· 

1 
' ' 1 

\ 

1 

\ 

1 
1 -

1 
' 1 
1 

' 

La selección adecuada de dará. a [e] las ~ropiedades de-

seádas, o sea, podremos dar valores específicos a los ·elem~ntos 

de ["e]· ¿Cuáles .le damos? 

Asignamos un cierto valor de e a cada modo. 

c1; = >r} ~ [e] Srl. 
. ]" ) . J 1 )] 

~---~ 

= 28-f.M'~ = l:{rf fe¡] 5r1. = 
J J J .1 J . l 5] 

1- \ 

------De 38.1 y A 

Por o_tra parte, para· vibración libre·: 

(K-t~M)r. = O 
J J 

Kr. = .P~Mr. ++J. r. = FMr. 
J J J t] ] ] 

premultiplicando por r!M: 
J 

es decir 

1 1 . 

.o2r .Mr. 
-¡ .; J J 

J 

1 

= r·.MFMr . 
J. J 

1 -1 -1 r.M(M K) r. 
J . ] 

.-·· 
.. - ,-----. 

y así podríamos llegar a que, para cualquier 1: 

EC•~ 
l Jl 

(3~.2) 

(38.3) 

o 

29. 



1 -1 . 1 = r.M(M K) r. 
J J 

De 39.1:. 

e'\ = Cf~) 1Mila1 J . J J 

eh = c1,2 )1M"~ . ·.al. 
J J. 

y sumando sobre 1: 

pero ya teníamo~ que 

de donde: 

1 

28.;.,.M~ 
JT Ji J 

e -j -

= eh 
a· 1· 

----v--'"' 
por 38.3 

' .. 

)O. 

39.1 



Por ejemplo para nuestra ~str.uctura de 3GL asignemos: 

61 = 0.10, . -.' (l2 = o. os, (l· 
3 = o. 02 

(l1 = o .10 = 1 
[al <t~> :.1+ao <f>p o+a1 <fl) ~] 

~ 

1!2 o.os 1 ra:,.¡ <ti) -.l+ao ~ti) 0+~1 <h) ·~ = = 2f;- , .. 
.. 

. (l3 = 0.02 = 1 la -l Cf~ > -
1

+a 0 <}p 0 ~a.~ <t~ >j ,2f; 

o, en forma matricial: 

~ 0.10¡ 1 
. 0.05 = 2 

0.02 

1 ¡.-{., 3 
· T1 

,A.; 3 
1rr2 . 

1/f~ 

al resolver para a1 resulta 

En p. tenemos que para · CI = O y ll = O, para excitad6n 

sísmiciá · · 

= -: ~m ~tjJi ~ ( '1) sen P j (t·-~da • 
. j J . . . . . . . . ... 

· '· ~oeficie¡,:te· c;Ie: participaci6n., M~ . 
•., J' 

.. 

)1, 



11' ;~ 

e = _l · Wi 
J J 

= 
( ?':"? 
1r r • . -m' ' : \ 

/rj-: [Ml 
l J -

' ·. <'rJ. 
! J 

m 
r m.r .. 

i=1 l. l.J 
= 

y podemos poner: 

en la que c. 
J 

Yj (t) - C.z.(t) 
J J 

está definida arriba y 

z. (t) = .:. A>.
1 ft0ü(-.;)se..vi>. (t-~)d~ 

J t j "t J ... 

(y semejante si e 1 O) 

Además, tenemos 

o sea 

x1 

l:'2 
. 
x. 

l. 

X 
n 

r11 

r21 

= 

y.(t) = C.z.(t} 
J J J 

r12 ..... r1j · · · · · r 1n 

r22 ....... r2j · · · · · r 2n 

• . 

_rn2 ..... r . 
nJ · · · · .. r nn 

Yt 

y2 

32. • 
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tt 

X. = 
l 

n 
E r .. y. = 

j=1 l] ] 

n 
E r .. C.z.(t) 

j = 1 l] ] ] .-_ 

De aquí (sin sumar para todos los modos) 

IX .. , 
lJ max = r .. c.¡z.(t)i 

lJ J J max 

De esta ec. pasamos 

1 X., ' l max 
ABS 

a: 

= 

= r .. e. 
S 

a = pS 
V 

l] ] tj 

n n S 
¡: r .. c.sd 

, a 
= l:r .. c.f'; 

j=1 l] ] . 1 l] ] . ] = ] 

=/E( 1 X .. 1 • ) 2 . 
l]_max 

·-· 

33. 
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METODOS DE STODOLA-VIANELLO-NEWMARK Y DE HOLZER PARA EL CALCULO 

DE FRECUENCIAS Y CONFIGURACIONES MODALES 

ENRIQUE DEL VALLE C* 

Para calcular las frecuencias y configuraciones moda­

les de estructuras idealizadas como una serie de masas unidas 

por resortes, sin amortiguamiento, en vibraci6n libre, se puede 

suponer que cada masa se mueve en movimiento armónico simple d~ 

finido por X=Xo cos wt o X=Xo sen wt donde x
0 

define la ampli­

tud y w la frecuencia circular del movimiento. 

wt 

La 
.... ' 2 o•- X=-w X o 

sometida cada 

rán Fi ·- rnX = 

• • 2 
acelerac;ón estará dada entonces por X=-w x

0 
cos 

sen wt=-w X y las fuerzas de ,inercia a que estará 

masa, de 
2 

-mw X. 

acuerdo con la segunda ley de Newton, se 

Por otro lado, la fuerza res·t:jt:utivn que aparece en ca­

da resorte estará dada por Fe=RAX, donde Res la r.iqidez de erJ­

trepiso, que podemos definir corno la fuerza cortante que es ne­

cesario aplicar para producir un desplazamiento unitario entre 

dos niveles consecutivos: R = V/óX, para óX=1. 

Vemos entonces, 

cada masa dependerán de X 

que las 
2 

y de w 

fuerzas a que se verá sujeta 

únicamente. 

Por otro lado, sabemos que para conocer un modo de vi 

brar necesitamos conocer tanto la frecuencia w (o peri6do T) crJ 

mo la configuraci6n modal relativa, y q11e si la estruct11ra est~ 

vibrando en un modo dado, la frecuencia del movimiento de <:arln 

masa será la misma. 

Tomando en cuenta lo anterior, se pueden emplear dos 

métodos numéricos para el Cálculo de las frecuencias y configu­

raciones modales. 

*Profesor Titular, Divisi6n de Estudios de Posgrado, Fac. de Ingeniería UNAM. 



siste en: 

2. 

El m~tod6 propue,to por Stodola-~ianello-Newmark, con 

1. Suponer una configuración deformada de la estructu 

ra: 

X. 1supuesta 

2. Valuar las fuerzas de inercia asociadas a esa 

figuración ~i= -mw
2
xi, dej~ndo w2 

como factor 

mún cuyo valor no conocemos. 

con-

co-

3. Valuar la fuerza cortante en la estructura, como 

la suma acumulativa de las 

arriba abajo del edificio: 

fuerzas de inercia de 
i 

V.~ 
1

E Fi (función de w2 ) 
1 =n 

4. Calcular los incrementos de deformaci6n correspon­

·,dientes a las fuerzas cortantes. 

A • Vi 
uX1 = Ri 

2 
(función de w ) . 

5. Obtener la configuración calculada de la estructu-

ra como la suma acumulativa de los incrementos de 

deformación, de abajo hacia arriba. 

X = 
n 
l: 

i cale i=1 
fixi coef. 

2 
w 

Esto nos dará un coeficiente multiplicado por 2 
w 

para cada masa. 

6. Si la estructura está vibrando en un modo la confi-

gu~ación calc~~ada será .proporcional 

y el factor de proporcionalidad será 

para cada masa podremos calcular. 

2 X 
w supuesta 

Coef. de X cale. 

a la 
2 

w 

supuesta, 

Est_0 es., 

En general, 2 los valores de w calculados para cada 

masa, no serán iguales en e·l primer ciclo, pero el 



'· 
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método es de rápida convergencia si se usa como 

nueva configu~aci6n supuesta la obtenida al final 

de cada ciclo, de preferencia normalizándola, es­

to es, haciendo que la deformación de una de las 

masas, por ejemplo la primera, tenga siempre el 

mismo valor, con objeto de observar como se modifi­

ca la configuración relatiya después de cada ciclo. 

Los valores de w2 obte~idos en cada ciclo nos dan 

tambi6n un intervalo de valores que se va cerrat1do 

hasta que se obtiene finalmente los mismos valores 

para todas las masas. 

El método descrito anteriormente converge siempre ha­

cia el modo más bajo que esté presente en la configuración su­

puesta, y dado que al suponer una configuración ésta estará fo! 

mada por una cqmbinaci6n lineal de todos los modos posibles, el 

modo más bajo·será el primero o fundamental. Más adelante se 

indica como hacer para calcular modos superiores. 

Ejemplo. Calcular· la frecuencia y configuraci6n mo-

dal del primer modo de vibrar de la estructura representada por 

el modelo matemático siguiente. 

i<= 100 

1 

! 
~R_~z.:x}~Y'-"' 'e"IS.C R:loo ('r<;c. 

~\,'J\.-~~~~~ 
1 o o . 'c5---b-' . ~ l~ 
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Para realizar los pasos antes indicados 

usar una tabulación cómo la siguiente: 

conviene 

ler. Ciclo. 

Nivel 

4 

3 

2 

1 

L_ 

2 
ton seg 

cm 
m 

2 

2 

2 

2 

ton 
cm 
R 

50 

100 

150 

2UU 

cm* 
Xsup 

4 

3 

2 

1 

. 2 
F1=m\P X 

Bw 
2 

6w
2 

4w 2 

2 2w . 

V Xcalc 

0.52w2 
Bw 

2 ~.16w2 

0.36w2 
2 

p.l4w2 14w 

O. 22w 2 

18w 2 
p.12w2 

O.lw 
2 

20w2 . p.lw2 

o 

** 
2 

w 

7.692 

8.333 

9.091 

f'-0.0 

= 

= 

= 

= 

4 
0.52 

3 --
0.36 

2 --
0.22 

2.:_ 
0.1 

4. 

5.2 

3.6 

2.2 

1 

NÓtese que los valores R' V y AX están defas;1dos, pues corrcS!H>JJclen 

al entrepiso·. 

* Para iniciar el cálculo puede usarse cualquier valor de X. En 

general, el método convergirá más rápido entre más acertada sea 

la configuración supuesta, pero si se supo~e por ejemplo una con­

figuración que se parezca a un _segundo, tercero o cuarto modo, de 

c~alquier manera, al término de·algunos ciclos más, !_legaremos al 

primer modo. 

** Nótese que en este caso, 

tre 

1 

7.692 seg 2 10 
1 

Y segz-

2 
el valor de w estará comprendido en-

**'!' En un segundo ciclo, usaremos como nueva c_onfigur.:tci_ón ::;upues 

ta la obtenida al final del primer ciclo normalizada de tal modo 
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que la deformación del primer nivel, sea unitaria, esto es, ·divi 

diendo la configuración calculada entre 0.1w
2 

en cada nivel. 

2o. Ciclo 

-
Ni-
vel m R xsup Fi V óX 

4 2 5.2 10.4w< 
2 2 

50 10.4w O. 208w 

3 2 3.6 7.2w2 
2 . 2 

100 17.6w 0.176w 

2 2 2.2 
2 

4.4w 
22w

2 2 
150 0.147w 

1 2 1.0 2. 
2 

w 
200 24w

2 2 
0.120w 

o 

Obsérvese que el intervalo de 

X 
2 

Xsup w 

0.651w¿ 7.988 5.425 

0.443w 
2 

8.126 3.692 

0.267w 
2 

8.240 2.225 

0.120w
2 

8.333 1.0 

~ 

o 

--

2 
variación de w se rcdu-

jo a 7.988 y 8.333 y que las variaciones en ln cot1figur~ci611 Jno­

dal fueron mucho menores que las que tuvo el primer ciclo. 

Tomando como base de partida nuevamente la configuro­

ci6n calculada, en un tercer ciclo se tiene: 

-

Nivel m R XSUP F V t:.X - X 
2 

w xi 

4 2 5.425 10.8Sw2 0.6739w2 8.050 5. 461 ! 
10.85w2 0.2170w2 so ' 

3.692 7.384w 
2 

0.4569w 
2 

8.081 3.703 3 2 
2 2 

lOO 18.234w 0.182Jw 

2 
0.2746w 

2 
H. 103 2 2 2.225 4.45w 

2 2 
: ~ . : ~ : ~ ~~ 

150 22.684w 0.151/.w 

2 
0.1234w 

2 
1 2 1.0 2.0 w 

2 
8.104 l. 00 

200 24.684w 0.1234w2 

o o 

y finalmente, en un cuarto ciclo, la aproximaci6n se considera su-

ficiente: 



,. 
" 
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'· 
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Nivel X p· V llX 
2 m R Xcalc w Xi 

4 

3 

2 

1 

o 

sup 

5.461 10.922w 
2 2 2 

2 
0.6775w 8.061 5.468 

50 10.922w 
2 

0.2184w 

2 3.703 7.406w 
2 

0.459lw 
2 

8.066 
2 2 3.705 

100 18.328w 0.1833w 

2.225 4.45w 
2 

0.2758w 
2 

8.067 2 
2 2 

2.226 
150 22.778w 0.1519w 

2 1.00 2.00w 
2 

0.1239w 
2 

2 2 
8.071 1.00 

200 24. 778w 0.1239w 

¡: 12.389 l:= 1.5363w 
2 

8.064* 

1 

2 *El valor final de w lo obtenemos·con más precisión dividiendo 1~ 

suma de X entre la suma de coeficientes 
sup 

de X 
1 ca e 

Esto 

preciSo que promediar 
. 2 

los valores de w de cada nivel. 

w=,/8. 064 = 2. 8397; 
2 11 

T= 
w 

6.2832 
= 

2.8397 
= 2.213 seg. 

Cálculo de modos superiores empleando este método 

es más 

1 

Como se indicó antes, el método converge al modo más ba­

jo presente en la: configuraci6n supuesta, y al suponer· una combina­

ción cualquiera ésta,· estará constituida por una combinación lineal de lÜs distin 

tos modos de vibrar: 

X 
sup son- las configuraciones 

modales y C. son coefiCientes de-partiCipación. 
l . 

Si queremos calcular el segundo modo de vibrar empleando 

este método, tendremos que quitar a la configuración supuesta lu 

participación del primer rnodo:c 1 xil'· para lo cual necesita~os co¡·¡o 

la calculamos como se indici6 antes y C lo pode-
1 

mos calcular recurriendo a la propiedad de ortogonalidad rte los mo-

dos de vibraci6n que indica qui 

X. son configuraciones modales. lm 

llm.X. X. =0 si 
1 1D 1m 

ntm, donde X. y 
1 n 



1. 

Si multiplicamos la expresión anterior de X por m.x.
1 sup ~ 1 

y sumamos para todas las masas, considerando que los coeficientes 

de participación son constantes y pueden salir de la sumatoria, 

tendremos: 

") 

= c
1
E m. x·" 
. 1 il 

donde los términos que multiplican a c
2

, c
3

, etc. son nulos por la 

propiedad de ortogonalidad de los modos, quedando entonces 

Esta expre~ión es válida para cualquier modo n. 

Por tanto, si queremos calcular el segundo modo de vi­

brar, supondremos una configuración que se parezca n este modo, 

es decir, que tenqa ·un punto de deflexi6n nula, calcularemos el 

valor de c
1 

con la expresión anterior y restaremos a· la corlfigu­

ración supuesta para el segundo modo la participación del primer 

modo c
1 

x
11

, lo que da por resultado una nueva configuración su­

puesta para el segundo modo en la que el modo más bajo presente 

es el segundo y por lo tanto, al aplicar el método habrá conver­

gencia hacia este modo. A la operación antes descrita se le lla-

ma ''limpia'' de modos. 

Si quisiéramos calcular el tercer modo de vibrar,. ten-

driamos que conocer de antemano las configuraciones cnrrcct::¡s ele 

primero y segundo modo, y suponer una configutaci6n que se p~re~ 

ca al tercer modo, (que"tenga dos puntos de deflexión nula); cal 

cularíamos dos coeficientes de participación c
1 

y c
2

, corr.espon­

dientes a los modos primero y segundo, en la configuraci6rt supue~ 

ta y la limpiaríamos para que el modo más bajo presente en ella 

sea el tercero y el método converja a este modo. 

Esto es: 



! ,. 

= 
E mxil 

E 2 
mXil 

X . . l.3sup 

8. 

Emx.
2
x.

3 .. _ 1. . 1. sup 
2 

Emxi 2 

+ e x. 
4 14 + ... 

De manera semejante se ~rocede para cal¿ular otros mo­

dos superiores. 

En la práctica, y debido a errores numéricos o de apr~ 

ximación que van acarréandosenobasta con una sola limpia. Para 

lograr convergencia adecuada da buen resultado limpiar la confi­

guración calculada al cabo de cada ciclo, antes de calcular los 
2 

valores de w·. Esa misma configuraci6n limpiada, normalizada,_ 

nos sirve como nueva configuración para un nuevo ciclo. Es con-

venicnte llevar cuando menos tres cifras significativas en los 

cálculos. 

Para fij~r ideas, calcularemos tres ciclos del segundo 

modo de vibrar de la estructura para la cual calculamos 

riorrnente el primer modo. 

ante-

Ni-

ii2 
Fi2 • 

X Cale. vol m R xi1 mX211 mX2 il X • mXi1xi2sup -e Xil 
.xi2w2 

V AX i2sup 1 

4 2 5.468 10.936 59.798 -1.0 -10.936 -0.054 -1".054 -2.10 .... -O.Ol34v2 

50 -2.10ew2 -0.0422w2' 

3 2 3.705 7.41 27.454 o o -0.036 -0,036 -o.onwl o.ooaaw2 

100 -2.1aov2 -0.0219w2 

2 2 2.226 4.452 9.910 2.0. 9.910 -0.022 1.978 J.9sw2 O.OJ06w2 
150 1. 776w2 0.011Bv2 

1 2 1.00 2.0 2.0 1.0 2.0 -0.010 0,990 1,9BOw2 0.0188w2 • 
200 3.756w2 O.OHlawl -- ---

o ' 99.162 I • 0.974 

1 

*La confi~ración supuesta puede ser cualquiera, pero deSde luego en conveniente 
que se parezca a un segundo modo, ·esto es, que tenga un cambio de sign9 en la 
con f~guración .modal. 
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mxil Xcolc. c
1
xi

1 
x wL X ** mx.2 w¿ V /IX 

P<calc 2ca1c i2sup 1 sup 
--i 

2 2 2 2 2 
•. 4 -0.3653w +0.00696w -0.02644w 39.86 -1.3042 -2.6084w 

2 
-0.0314w 

-2.6084w2 -0.05217w 

3 0.0652w 
2 

0.00472w 
2 

0.01352w 
2 

-2.66 0.6669 
2 

1.3338w 
2 

0.02077w 
-1.2746w 2 -0.01275w2 

2 2 2 
l. 6495 

2 
0.0335w2 2 O .1362w 0.00284w 0.03344w 59.15 3.2990w 

2 o. 0135oJ 2.0244w 

. 2 
0.00127\.Z O. 02007w

2 2 2 
1 .0376w 49.33 0.990 1.9800w 

2 2 
0.02002w 

4.0044w 0.02002w 

2 
¿ -o .1263w _j 

Ni-
vel 

4 

3 

2 

1 

2 
-0.1263w 
99.162 

; -0.0012736w
2 

** Normalizando con respecto a 0.99 en el primer nivel, para comparar la evolu­
ción de la configuración. 

- w2*** - - 2 
mx.

1
x 

1 -c1xil x2 cal X. 2 mX. w V /',X 
1 ca 1. sup 12sup 

-o. 3 4 3 39w' +0.000012.} 
2 

41.551 -l. 5520 -3 .104w2 -0.031388w 2 2 
-3.104w -0.06208w 

2 2 2 
1.0274 

2 
O .15391w +0.000008w 0.020778w 32.10 2.0548w · 

2 
0.01049w

2 
-1.0492w 

2 2 
0.033525w2 49.20 l. 6577 3. 3154,.2 O .14923w +0.000005w 2 2 

2.2662w O. 0151lw 

o. 04004w2 +0. 000002w2 
2 

49.45 0.99 
. 2 

0.020022w 1.98w 
2 2 

4.2462w 0.02123w 

2 
E ;-Q.0002lw E ; 2.1231 

E ¡¡5.2271 

2 
-0.0002lw 

el ; 99.162 
-0.0000021177w

2 

2 *** NÓtese que el intervalo de w queda comprendido entre 32.1 y 49.4'J y qu" el 

ajuste en la curva ocurre casi entre las dos Últimas masas. Obsérvese que la 

corrección al limpiar _es muy pequeña. 



-, 

Ni- X 
cale 

vel 

4 -0.03623w 
2 

3 0.02585w 
2 

2 o·.03634w 2 

1 0.02123w 
2 

o o 

mxi 1 Xcalc -c1xi1 X 
cale 

-0.39621w 
2 

+0.000023 -0.036207w 
2 

O. 19155w 
2 

+0.000015 
·. 2 

0.025865w 

O. 161 79w 2 +0.000009 0.036349w 2 

0.04246w 
2 

+0.000004 0.021234w 
2 

I -0. 00041w 
2 

l:=0.047241w 
2 

¿ - _,¿ 0.119655w 
2 -0.00041w 

. (vals. abs) 
= -0.0000041w2 e = 

i 99. 162 

1 o. 
**** •2 Xfsup w 

42,86 -1 • 705 

39.72 1 • 206 

45.61 1. 695 

46.62 0.99 

prom. 
43.70 
44.94 

43.68 

****El intervalo de variación de w
2 

se ha reducido a 39.72- 46.62 (dif. = 

6. 9) 

e los 

para 

y los ajustes en la curva son cienores; En uno o dos ci-
~ ~ 2. ~ 

mas se llegar1a al valor correcto de w y X.. Notese que 
1 

estimar un valor de w
2 

procediendo como se indicó anterior 

mente podemos hacer las sumas de x y de los coeficientes de 
sup 

~c~lc tomand~ vai6res absolutos o tomando en cuenta el signo e~ 

rrespondiente. La variación que se obtiene en este caso es de 
. 2 

3% aprox. Si sacamos el promed;o de w se obtiene un valor ca-

si iqual al obtenido con las su~a~ de val~res -absolutos, que es 

más correcto. 

Si no hubifiramos hecho la limpia en ninguno de los ciclos, al 

cabo de 8 habríamos llegado a la configuración del primer modo 

(en vez de 4 ciclos que se necesitaron cuando ~a configuración 

supuesta se parecía a la del primer modo) 



Apl icac iÓ1~ 

-- "-- "---------- ------"" ________ _ 
del Métorlo cte Stodola-Vianello-Newmark para 

Estructuras de Flexión 

1 1 • 

Como se ver& m&s adelante, cua~do las trabes de los marcos son 

muy flexibles en comparación con las columnas, o cuando las 

fuerzas laterales son resistidas por muros que trabajan esen­

cialmente a flexión, la rigidez de entrepiso no es independien­

te de la distribución de fuerzas a que esté sometida la estruc­

tura y por tanto no puede suponer~e constante para el cálculo de 

los distintos modos de vibrar. En general, la pseudorigidez 

equivalente que se obtendría para un segundo modo sera mayor que 

la correspondiente al primer modo, pues los efectos de flexión 

de conjunto se reducen considerablemente al no tener todas las 

fuerzas actuando en el mismo sentido. Lo mismo podría decirse 

para modos superiores (ref. 1). 

En esos casos, las propiedad.es el&stico geom~tricas de la estruc 

tura no quedarán definidas por rigideces de entrepiso sino por 

la .variaci6n de los productos .EI y GA con los cuales se podrán 

calcular las deformaciones.debidas a flexión y a fuerza cortante 

res='ectivamente. 

Para calcular las deformaciones por flexi6ri es conveniente el em 

pleo de los teoremas de la viga conjugada, que es, para el caso 

de un voladizo, otro voladizo empotrado en el extremo opuesto 

cargado con el diagrama de momentos entre EI, ~en el cual los 

momentos flexionantes corresponden a las deformaciones de la Viga 

real. 

Las deformaciones por cortante, que en el caso de -estructuras a 

base de muros pueden ser importantes en comparación con las de 

.flexión, sobre todo en los niveles 

te la expresión 6X 
V. 

1 

; 

Vihi 

A.""G' donde 
1 

inferiores, 

liX 
V. 

1 

es el 

se calculan mediar1 

incremento de de-

formación por cortante entre dos niveles consecutivos, V., 
1 

y 

A 
i 

son, res·pectivarnente la fuerza cortante, la altura y el &re a 
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efectiva de cortante entre esos mismos ni~el~s y G es el módulo 

de el~sticidad al cortante del ~aterial de la estructura. 

Para calcular los modos de vibración, se supone una configura-
2 

ción modal, se calculan las 

ciadas a la configuración y 

fuerzas de inercia F. 
]. 

l~s fuerzas cortantes 

= m.w X. aso­
l. ]. 

correspondie~ 

tes y a parti~ de ellas se valGin los incrementos de momento de 

cada entrepiso y los momento~ de volteo acumulados de arriba ha 

cia abajo, los cuales se dividen entre EI (habrá dos valores de 

M/EI en un mismo nivel en los casos en que haya cambio de sec-

ción de los muros). La integración numérica del diagrama de 

M/EI nos permitirá transformar ese diagrama en una serie de ca~ 

gas concentradas equivalentes a él aplicadas en los distintos 

niveles con los cuales es muy fácil calcular los cortantes equ~ 

valentes correspondientes a cada entrepiso y los incrementos de 

momento flexionante en la viga conjugada que serán iguales a 

los incrementos de deformación por flexi6n. entre dos niveles con 

secutivos (es el equivalente de ai = V/R del caso visto anterior 

mente). A estos incrementos de deformaciÓn· por flexión se suma­

rán los corz::e_~pondien.tes a ·la deforma·ción por cortante y cOn esa 

suma se podrá calcular la nueva configuración, que será como an-
2 

tes función de w y de donde podremos despejar este valor y en 

caso de que no sea iqual para todas las masas volver a hacer 

otro ciclo tomando como configuración de partida la encontrada 

anteriormente normalizándola con respecto a una de las masas pa­

ra poder comparar la evolución de las configuraciones de cada ci 

ele. 

Para fijar ideas, a continuación se presenta un ejemplo de.anál!_ 

sis de una estructura en que las fuerzas laterales son resisti­

das por muros, cuyos valores de I y A son 16s indicados en la fi 

gura siguiente:· 



Ni- T-seg 
2 

vel cm 
m 

1 

3 o. 1 o 

2 o .15 

1 0.15 

~,,< 
\1 

i' ====¡==-::; ('f'l ~o. 1 T s~¡'J"'"' 
"3.n l .r¡L To<..4..-.~,Á=I,'Z •• ,"~ 
.,.,. ==t===F=== '"' "' u. 1 " 

f o h.4 ""'le• P.,.:!.Z~z , L.. 

t ==1==1===- r<'l ~ .o. 1 S 1 E=200 

1 '. 

2 2 6 2 
000 kg/cm =2 000 000 Ton/m =2x10 Ton/m 

,'rz_ Io-v-;;,...,'t/\.:i.'-•~ 6 2 
j G=0.4 E=0.8x10 Ton/m 

f7T7i-777T 

-
1/m 

4 2 2· 2 
m Ton-m m Ton m X cm mX w Ton AM=Vh Ton-m M 
I 

sup sup -
El A GA h V M El 

5.0 
2 

6 6 
0.50w 

2 2 
o o 

,:;.4 12.Bx10 1. 2 0.96x10 3 0.5w 1. 5w 

• 2 -·~ ... 2 -6 
6 6 

2.5 0.3Bw 
2 2 

1. 5w 0.1172x10 w 
ó.4 12,8x10 1. 2 0.96x10 3 0.88w 2.64w 

2 

1 0.15w 
2 

4.14w 
2 -6 2 

0.3234x10 w . 

~.5 17.0x10 
6 

1. 6 1.20x10 
6 

4 1.03w 
2 

4.12w 
2 -6 2 0.2435x10 w 

1 

8.26w2 -6 2 
0.4859x10 w 

.Ejemplo de c§lculo de las concentraciones equivalentes al diagra-

ma de M/El 

Para el nivel 3 

p 
eq 

3 
6 

-6 2 
= 0.()586x10 w 

(Ver aclaración al pie de la tabla de la página siguiente) 



!H-
vel 

3 .. 

2 

• 
1 

1 

o 

14 . 
. .. 

m 
m*** 

m 
Peq* Veq+.* 11M= veq h= !IX. flXv flXtot 

xm 
.,. cal 

- . 
-6 2 -6 2 . O.OSB6x10 w 

-6 2 -() 2 -6 2 -6 2 23.0052x10 w . 
2.2369x10 w 6.7107x10 w 1.SG25x10 w . 8.2732x10 w 

-6 2 
0.1172x10 w 

. 

-6 2 
-6 2 

14.732x10 w 
0.2789x10 w 

-6 2 -6 2 -6 2 -6 2 
-6' 2 

1.8408x10 w S.5224x10 w 2.75x10 w 8. 2724x1 O w 
0.3B20x10 w 

-6 6.4596x10 w 
2 

-6 2 
0.6486x10 w 

-6 2 
0.8102x10 w -6 2 

3,240Bx10 w 
. -6 2 

3.218Bx10 w 
-6 

6.4596x10 w 
2 

-6 
O.B102x10 w 

2 o 

* Pa~a obtener cargas concentradas equivalentes al diagrama de 

M/EI se puede usar la f6rmcila siguiente: 

p 
a 

h 
6 

h 
(2a+b); Pb = 

6 
(2b+a) 

donde h es la distancia entre dos puntos A y B con ordenadas de 

M/EI iguales a a y b respectivamente. La variación de M/EI entre 

A y B es lineal, por lo que esta expresión se obtiene consideran­

do dos triángulos con alturas a y b respectivamente y base h. Pa 

y Pb son las concentraciones correspondientes en los puntos A y B. 

(Re f. 2) • 

** Recu~rdese que el empotramiento de la viga conj~9ada es el ex­

tr'errio superior, por lo que empieza de abajo hacia arriba el cálc11 

lo. 

1 
1 
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***Obsérvese que en el .Primer entrepiso 1a deformación por cor­

tante es prácticamente igual a la de flexión por lo que despre-

ciarla conduciría a errores muy grandes. Al ir aumentando la 

a.l tnra de l;¡ estructura la deformación por cortante vil rcduciP-n­

do su impor.tanciil en comparación con la de flexión y pucd1: 1 Jr·-

gar a ser despreciable. En este caso la deformación por cortante 

en el tercer entrepiso es 23% de la debida a flexión. 

**** Debe tenerse cuidado con las unidades al valuar 
2 

w pues es 

fácil equivocarse, obsªrvese que X está en _cm y X cale resul-
sup 

ta en metros. 

Método de Holzer 

Como se indicó anteriormente, para conocer completamente un mo­

do de vibrar necesitarnos conocer tanto la configuración modal e~ 

mo la frecuencia del modo. Hemos visto que en el método Stodola-

Vianello-Newmark se supo~e una 

de ella se calcula el valor de 

configuración relativa y a partir 
2 

w . Holzer procede exactamente 

ulrevés, esto es, supofle la frecuencia y a partir de ella se calcu 

la la configuración relativa de abajo hacia arriba de la estruc-

tura. Dado que la configuraci6n es relativa se puede suponer 

tamb~én la deformación de la primera masa (por consiguiente el 

incremento de deformación entre la base y la primera masa). El 

método .tiene las siguientes etapas: 

Los datos son las masas y las rigideces de entrepiso, igual que 

antes. 

1 • Suponer un valor de 
2 

w . 

2 . Obtener los valores de 
2 

mw para cada masa. 
sur 

3. Suponer l.a defor.mación del primer nivc]: x
1

; convi.eJJr: ~iUfHJ-

ner un valor unitario. 

jo a suponer /',X •• 
l 

Esto equivale tarnbi€n, como ya sc rli 



; 
·, 

4. Calcular la fuerza cortante en la base de la estructura, 

(Primer entrepiso) que ·serl por ~efinici6n de rigidez de 

5. 

.entrepiso; 

si liX1 1 , V 
1 

Calcular la fuerza de i~ercia asciciada a la masa del pri­

mer nivel: 

2 
m w X 

1 sup 1 

16. 

6. Por definición de fuerza cortante, corno la suma acumulativa 

de las fuerzas arriba de ·un cierto nivel, podremos calcular 

la cortante del segundo entrepiso restando a la cortante en 

la base la fuerza.de inercia del primer nivel, esto es: 

- F 
1 

7. ~onocida la fuerza cortante en.~l entrepiso 2 podemos cale~ 

lar el incremento de defOrmación en ese entrepiso dividien-

8. 

do la cortante entre la rigidez de entrepiso 

Sumando x
2 

a la deformaci6n del primer nivel obtendremos 

la d~formaci6n del segundo nivel y podemos 

tepetir los pasos 5 a 8 para todas las masas hasta llegar 

al extremo superior de la estr~ctura. 

Si la frecuencia supuesta corresponde a un rno~o de viprar, obte~ 

dremds que la fu~rza de inercia del Gltimo nivel es igual a la 

fuerza cortante del entrepiso correspondiente (por equilibrio .d~ 

námico). Si la frecuencia.supuesta no .es la correspondiente a 

un modo de vibrar, se obtendrá una diferencia entre el valor de 

la ~u~rza de-inercia y el de la·f~erza cortante en el extremo de 

la estructura. 

si hacernos otro 

En este caso el método no es convergente, pAro 
2 

ciclo con otro valor de w rel~tivamente cercano 

5, 
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al anterior, encontraremos otra diferencia y podremos trazar 

una grSfica que nos relacione las. frecuencias supuestas (absci 

sas)~ con las diferencias entre fuerza de "inercia y fuerza cor­

tante en el extremo superior de la estructura (ordenadas). Una 

vez que tenemos dos puntos de esa gráfica podremos buscar un 
2 

valor de w supuesto en la intersecci6n .con el· eje de las abs-

cisas de la línea que une los puntos antes obtenidos, o su pr~ 

longación si ambas diferencias tienen el mismo signo. Con es-
2 

te tercer valor supuesto para w seguramente obtendremos otra 

diferencia, menor que 1aS anteriores, que nos definirá un ter-

cer punto en la gráfica. Podremos entonces trazar 

entre los tres puntos y definir así un nuevo valor 

una curva 
2 

de w que 

s~guramente estará muy p~5ximo a la· frecuencia correcta de uno .. . 
de los modos de vibrar de la estructu~a. 

Cuando y~ se est& cerca del vale~ correct6, se puede mejorar el 

valor 

te: 

-2 
w 

2 
supuesto de w empleando el cociente de Crandall siguien-

donde W2es el valor que debemos suponer en el ciclo siguiente. 

El método presentado sirve para calcular cualquier modo natural 

de vibración teniendo como datos las masas y las rigideces de e~ 

trepiso de la estructura. El modo de que se trate se obtendrá. 

de la inspecci6n de la configuraci6n modal, tornando en cuenta 

que en el primero todas las deformaciones tienen el mismo signo, 

en el segundo hay un cambio ~e si~no, en el tercero dos cambios 

de signo y así sucesivamente. 

Si se conoce la frecuencia del primer modo de vibrar (por haberlo 

calculado empleando el método Stodola-Vianello-Newmark, por ejem­

plo), se puede estimar gruesamente el valor de las frecuencias de 

d . 1 • d 1 .1 . - 2 • 2 2 . 5 2 los mo os super1ores emp -ean o a re ac1on w
2 

= 9w ; w = 2 w
1 . 1 3 

etc. 
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{Esta aproximaci6n pu~de ser demasiado burda dependiendo de los 

valores relativos de las masas y ri~~~eces en cada caso partic~ 

lar, pero sirve como or_ientac.ióJ;I·). . .,, 

Ejemplo: 

Calculemos el segundo modo de vibrar de la estructura que se 

us6 en· el mªtodo de StodbYa-Vianello-Newmark, suponiendo 

- 9 2 
w1 9 X 8 72 

1 
seg 

2 

Usaremos la tabulación siguiente: 

¡--
Ni-

2 
vel m R mw /JJ{ X* F sup 

4 2 144 -2.751 -396. 1 
50 -2.707 

3 2 144 -0.044 - 6.3 
100 1-1.417 

2 2 144 1.373 -197.7 
150 0.373 

1 2 144 ~~ 144 
200 [!.:_o~¡ 

2 
72 w = 

sup 

V 

Dif = 260.7 
-135.4 

-141.7 

56 

200 

*Obsérvese qúe aunque la diferencia encontrada e~·· fuérte, la configuración se 

parece a un· segundo modo, pu€~ tiene un cambio- de signo. 



Usando un nuevo valor de 
2 2 

w de 50.1/seg , tendremos 
sup 

Ni- ! l 2 1 

vel m¡ R rn"lsup fiX X F V 

4 2 100 -2.334 -233.4 Di f. 66,7 
50 -3.334 -166.7 

3 2 100 1 . 00 100 
100 -0.667 -66,7 

2 
1 

2 100 1 . 66 7 166.7 
1 5o 0,667 100 

' ! 
1 1 2 100 '1 . 00 1 . o 100 ' ¡ 200 200 

J 

2 
Trazando la ·gráfica w -diferencias encontramos: 

sup 

1 

1 

;f"·7 
-t----·--',di-i-+-l-44 !';O 

1 

1:}1,-0.J 

¡i 
1 

1 ¡ 
1 

i 

72-

F._1 l. 

19. 

que el valor de 
2 

w que hace cero las diferencias es aproximadamc~ 

te 44 (podria obtenerse por tri&nqulos semejant~s, pero sabemos 

que a6n cuando se hiciera así el valor no nos llevará exactamnn­

te a cero diferencia pues la variaci6n no es lineal como c~taJnos 

suponiendo, excepto en intervalos muy cerrados). 
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Suponiendo entonCes 
2 

w = 44 . 

Ni- m R mw2 (1X X F V FX vt1x 
vel 

Dif.=3.57 

4 2 88 -1.844 -162.27 299.23 
.50 -3.174 -158.7 503.71 

3 2 88 1.33 117 155.61 

100 -0.417 - 41.7 17. 39 

2 2 88 1. 747 153.7 268.51 

150 0.747 112 83.66 

1 2 88 1.0 88 88 

200 1.0 200 200 

. 

I:8 11 .·35 1 o 
1 

804.76 

1 

-2 
44 

804.76 
43.64 1/seg 

2 
w = = 

811.35 

Usando 
2 

43.64 1/seg 2 w = 
sup 

1 Ni- m R mw2 f1x X 
1 

F V 
vel 

4 . 2 87.28 -1.809 -157.89 Dif. = 0.05 
. 50 -3. 159 -157.94 . 

3 2 87.28 1. 350 117. 83 
100 -0.401 - 40·. 11 

2 2 87.28 1 . 751 152.83 
150 0.751 112.72 

1 2 87.28 1.0 87.28 
200 1.0 200 

o 



Como puede verse, la diferencia al fin~l de este Gltimo ciclo 

es despreciable, por lo que: 

43.64 1/seg 2
, w2 ~ 6,606 1/seg. 0,951 seg 

y la configuración modal es la indicada, 

21 o 

Suponiendo otro valor mayor que w2 podría calcularse el tercero 

y cuarto modos. Puede también verificarse que la frecuencia 

del primer modo obtenido don el m€todo Stodola-Vianello-Newmark 

es correcta: 

Comentarios adicionales 

En los .métodos presentados para las estructuras a base de mar­

cos rígidos se tiene como datos las masas y las rigideces de en 

trepiso. Las masas son relativamente fáciles de calcular y de-

penden exclusivamente del peso de los materiales con que est€ 

hecha la estructura y de la carga.viv~ que se considere para f~ 

nes de anSlisis sísmico. Las rigideces serlin función de las pr~ 

piedades elástico-geométricas de los materiales empleados, que 

nb es sencillo definir y de la estructuración, sobre todo de la 

relación que guarden las rigideces relativas de las barras que 

forman la estructura, trabes y columnas. 

Dado el modelo matemático de un edific~o como una serie de masas 

unidas por resortes, definirnos como sistema estrechamente acopl~ 

do a aquel en que la rigidez de entrepiso es independiente de la 

distribuci6n de cargas laterales a que se v~a sometido el modelo, 

esto es, la .rididez de entrepiso es invariable independienteme~ 

te de la elástica que adquiera la estructura al ser sometida a 

cargas laterales. Aquí se entiende por rigidez de entrepiso, co 

mo se indicó anteriormente, la fuerza necesaria para producir el 

despla~amiento unitario de un nivel con respecto al otro, esto 

es 

R ~ 
V 

/:;X 
para 11x~ 1 , R~V 



En la figura 2 se muestra el modelo matemático de un edificio 

de 4 niveles sometido a d~~tintos sistemas .de fuerzas. De 

acuerdo con lo antes dicho, la rigidez debe ser independiente 

de las fue~z~s aplicadas (este tipo de estructuras se conoce 
. . . 

también como estructura ''d~ cdrtant.e'') 

'•·' 

,.... ') 

r!9 L 
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Para que esto se cumpla, la rigidez de entrepiso debe ser fun­

ción única y exclusivamenté.de las columnas de cada entrepiso, 

para lo cual, los giros de los nudos deber ser nulos, lo que se 

logra si las.trabes son infinitamente rígidas en comparación 

con.las columnas, en cuyo casO fa elástica de cada una de laS 

columnas es la mostrada en la figura 3, y los elementos mecáni-

cos que aparecen son 

secci6n consta~te. 

se muestran, 

F 
12Eil'lX 

h3 

6Eil'lX 
M=-:¡;z-. 

para barras de 

Fig. 3 

En la práctica¡ es dificil que la rigid•z rélativa de las trabes 

(K=I/t) sea muy grande en comparación con la de las columnas, lo 

que hará que los giros de los nudos no sean cero, relajándose el 

sistema y redu6i~ndose la ri~idez d~l marco p~ra un mi.smo ta~afio 

de columnas. Debido a esto, el. caso' de, trabes infinitamente rí-

gidas en comparaci6n con .las· column~s -recibe a veces el nombre 
' . 

de cota suPerior de rigidez. 

Al ser significativos los __ ,gi._ros .de los. nudos, la rigidez de en­

trepiso ya no se;á i~dé~eri~i~nie del sisiema de fuerzas horizon 
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tales aplicadas. En el límite inferior, llegaremos al caso del 

voladizo mostrado en la figura 4, para el cual no tiene sentido 

hablar de riaidez de entrePiso, pues será diferente para cada 

una de las posibles config~raciones de ~uerzasaplicadas. 

te caso lo a·efinirernos como sistema remotam~nte acoplado. 

A es 

fle-¡.; i.b 

¡{ \~ J' ' -7r 

-

_._ 

1 T""j~ ... te '\7" 
1 

-7( 
- -

r~-'· -~ 

··t· '.. . . -. . 

Fi·:¡. 4 

Nótese que en ambos casos se trata de estructuras aparentemente 

iguales, co~stituídas por marcos rígidos formados por trabes y 

columnas unidos en los nudos, sin embargo, como puede apreciar­

se en las figuras 1.y 3, las deformaciones de la estructura 

cuando todas las fuerzas se apl_ican en el mismo sentido son muy 

diferentes.en uno y otro caso. En la fiqura 2, la tangente en 

el extremo superior -es vertical, mientris que en la figura 4, 

la tangente en el extremo superior tiene la inclinación máxima. 

La figura 5 ilustra la forma en que variarían los momentos fle­

xionantes en las columnas del marco en los casos extremos y en 

uno intermedio. NÓtese que la aplicación de métodos aproxima-

dos para la obtención de momentos en trabes y columnas sin veri 

ficar cual es la situación del marco, puede conducir a errores 

.muy importantes de subestimación de momentos en las columnas y 

de desplazamientos horizontales de la estructura. 

' '· 
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voladizo 
(trabes muy flexi­
bles comparadas con 
las columnas) • 

Momentos flexionantes en columnas. Fig. 5 

ya que los métodos aproximados en general suponen la formación 

24. 

de articulaciones (puntos de momento nulo) en cada entrepiso, y 

la situación puede ser ~al que los puntos de inflexión del dia­

grama de momentos deSaparezcan en uno, vari.os o todos ·los niveles. 

Cualquier edific·io de l.a P,rác~ica es'-t;:ará, ·en una posición interme 

dia Con respecto a los casos descritos. 

Pa~a conocei cual es l~ sit.u~ci6n en cada casó- part~cular, John 

A. Blume (referencia 1 ). sugiere el empleo de un indic'e de rota-

ción 

p ; 

nodal, que de.fin~ como: 

!:( I/!1.) trabes 

¿ (I/!1.) cols 

y se puede valuar en cualquier entrepiso. (Blume lo hace para el 

entrepiso medio). Aquí E(I/iltrabes es .la suma de rigideces rel~ 

tivas d•: las trabes de un cierto nivel y !: (I/~lcols es la suma de rigid~ 

ces relativás de las columnas en que se apoyan las trabes antes 

mencionadas. 



25. 

Blume encontró que si p>0.10 hay puntos de momento nulo en las 

columnas de todos J.os e~trepisos mientras que, para valores de 

p menores de 0.01 la estructura se asemeja más a un voladizo. 

Para valores de 0 entre 0.01 y 0.10 la situación es intermedia 

y habrá entrepisos en que no haya puntos de momento nulo, por 

lo que los métodos aproximados de análisis pueden conducir a 

fuertes errores del lado de la inseguridad por lo que respecta 

a los valores de los momentos flexionantes para los que debe di 

señarse así corno respecto a los desplazamientos laterales de la 

estructura; la rigidez de entrepiso pierde significado y con­

viene emplear m~todos matriciales péra analizar!~. 

Si la estructura tiene variaciones importantes con la altura, 

convendrá v~luar p en distintos niveles. 

Efectos de deformación axial de las columnas 

Hasta aquí se ha considerado que las deformaciones axial~s de 

la-s columnas, en el caso de marcos rigidos, son despreciables y 

no contribuyen a la deformación horizontal. Esto es válido só-

lo si la relación entre .altura y ancho de la estructura es pequ! 

ña, tal vez menor que 3. Al aumentar el valor de esa relación, 

el efecto de momento de volteo en el edificio adquiere mayor im­

portancia y·se pueden cometer errores importanzes al despreciar 

lo~ acortamientos y alargamientos d~ las coiumnas debido a fuer-

za axial. 

Cuando las trabes se vue~ven muy flexibles en comparación con las 

columnas, cada una de las columnas. trabajar& co~o voladizo y la 

fuerza .axial en ellas será pequefia. 

En el caso. de marcos contravent~ados, la crujía o cru·Jla:: coul'.ra 

venteadas tendrán comportamiento similar al de un muro y deher&r1 

por tanto considerarse corno estructuras de flexión, calculan9o 

sus periodos como se indicó 

Newmark. 

en el mltodo Stodola-Vianello-



Cuando se tienen·marcos y muros trabajando simultáneamente la 

situaci6n se complica pues la interacción entre ambos sistemas 

estructurales hace que varíe la fuerza qu~ toman uno y otro en. 

cada entrepiso; los muros suelen tomar la mayor proporción de 

la cortante total en los entrepisos inferiores mientras que la 

situaci6n se invierte en los niveles superiores. Ver referen-

cia 1. Esto hace difícil la aplicación de métodos numéricos 

para calcular los modos de vibración d~ e~~e'·tipo de estructu­

ras, siendo mis con~eniente. el emple6 ~e-.~~todo~ matriciales 

para este fin. 

REFERENCIA 1 
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Blume, John., "Dynamic Characteristics of Multistory Building~'', 

Procedings ASCE, Structural Division, February 1968. 
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Godden,·William G., ''Numerical Analysis of Beam and Column 

Structures'', ·Prentice Hall. 



•!1 

FACUL TAO DE INGENIEAIA U.N.A.M. 
DIVISION DE EDUCACION CONTINUA 

XX G..RSO I~ICN\1. DE lto:NIERIA SIS\IICA 

MDJl.D 11 
ANALI S 1 S ESTA TI CD Y DI NA\11 CD. DE ES'TIU:Tl.RAS SUJETAS A S 1 !M) 

CARIICTERI STICAS DE t.a; ~ 

IN:J. OCTAVIO RASCD>l. 

1 9 9 4. 

Palacio de Mine: in Calle <le T acubn 5 Prime' piso Dcleg. Cuauh!émoc 06000 Mé<ico, D.F. APDO Postal M-22HS 
Toléfoncs: 51?-H955 512-5121 521-7335 521-1987 rax 510-0573 521-4020AL26 

.. 
' 



V ... --

' 
. . ~ ·-~ 

1 - .. - '" ... --·· .......... __ .. ".--:....- ... ~.:._ ... ___ ..._ _________ _ --·--------- --~ 
t -- . -. -' "· ... 
) '. 

• -;¡;-; 

• 

-111111\11\J ~i~~~ÓnA circumpoCÍfico f:}:)\\('/'1 ~i~~~n8 alpino 1 1 ~~~A de C baja_ sismicidod 

Fig. 3.3 Las tres morrozonas sísmicas del mundo -
o 
Ut 

.< 



--... ··-·--····---. ~----------------------~----.... -.... --

:~'··.-· ·., '; 
"\_"-'· 

• 

' . 1 . . \ . -/J14 
·--- Cur110 o : "M =a e . 

· 1 · N ( -il'!!::e1
2 

. 

lOO ....._--+~-'--""~-1 --Curvo_ b ·: ).M =J2TTTu e v dm 

E(>.<Ml) ' 1 . 
. Numero medio anual 

· de temblores 

• 

. 1 

Valores de los pororl""'tros 
a =t0x108 
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(j = 1.89 
jJ. = -0.68 TOTALES.TOOO,EL MUNDO 

0.01 L---....1.---.....L...--......L..----1.-----1---.__-_,. 
5.5 6.0 ~.5 7.0 7.5 . 8.0 8.5 9.0 

M 

Superficiales 0.67 
Intermedios 0.25 
Profundos · 0.08 
Totales 1.00 

Fig. 3.2 Números medios anuales de temb!ores con 
magnitud mayor que M 
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APPENDIX 2: 

THE MODIFIED MERCALLI 

INTENSITY SCALE 

. ,_.:;. ~ · .. 

Mcrcalli's (1902) improved intensity scaie served as a basis for the scale 
advanced by Wood and Neumann {1931), lmown as the modilied Mercalli 
scalc and commonly abbreviated MM. Tho modified version is described below 
with sorne improvements by Richtcr (195R;. Thc following remarks are taken 
almost verbatim from Elementar;: Seismolnu, Charles F. Richter (W. H. Free­
man and Company, San Francisco. copyright© 1958). 

To rliminatc many verbal repetitions it; thc original scale, the following 
con\ention has becn adopted. Each eftect ts named at that leve! of intensity at 
whici, it first appears fregucntly and chat.':teristically. Each rffcct may be 
found less strongly, or in fewer instances, at the ncxt lower grade of intensity; 
more !:lrongly or more oftcn at thc nexl llig:a·r gnu.k. A fcw effects are named 
at twu successive levels to indicate a morr gradual increase. 

Ma.<omy A, B. C. D.To avoid ambiguity cf languagc, thc quality of masonry, 
brick or othcrwise, is specilied by the following lcttering (which has no connec­
tion with the conventional Class A, B, C conmuction). 

Masonry A. Good workmanship, mortar. and design; reinforced, especially 
latcrally, and bound together by using stccl, concrete, etc.; designed to resist 
lateral forces. 

Masonry B. Good workmanship and monar: reinforced, but not designed 
in dctail to resist lateral forces. 

Masonry C. Ordinary workmanship and monar; no extreme weaknesses like 
failing to tie in at corners, but neither reinforced nor designed against horizontal 
forces. 

Masonry D. Weak materials. su eh as adobe; poor monar; low standards of 
workmanship; weak horizontally. 

Modified Mercal!i /ntcnsiry Sea/e of 1931 (Abridg<'d tJ•,d Rewrimn by C. F. 
Riduer.) 

J. !'l:ot felt. Marginal and long-pcriod of Jargc canhqu :·kes. 

5{15 

'• •, 
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686 THE MODIFIED MERCALLI INTENSITY SCALE App. 2 

2. Felt by persons at rest, on upper floors, or favorahly placed. 

3. Felt indoors. Hanging objecis swing. Vibration like passing of light 
trúcks. Duration estimated. May not be recognizcd as an earthquake .. 

4.. Hanging objects swing. Vibration like passing of heavy trucks; or sensa­
!ion of a jolt like a heavy ball striking thc walls. Standing motor cars 
rock. Windows, dishes, doors rattle. Glasses clink. Crockcry clashes. 
In the upper range of 4, wooden walls and frames crack. 

S. Felt outdoors; direction estimated. Sleepers wakened. Liquids disturbed, 
~me spitled. Small unstable objects displaced or upset. Doors swing, 
d;:,se, opc:n. Shutters, pictures move. Pendulum clocks stop, start, change 
rate. 

6. felt by al!. Many frightened and run outdoors. Persons walk unsteadily. 
Windows, dishes, glassware broken. Knickknacks, books, and so o·n, 

.c.ff shelves. Pictures off walls. Furniture moved or overturned. Weak 
plaster and masonry D cracked. Small bells ring (church, school). Trees, 
l•ushes Shaken visibly, or heard to rustle. 

7. J)ifticult to stand. Noticed by drivers of motor cars. Hanging objects 
'!Uiver. Furniture broken. Damage to masonry D including cracks ... 
Weak chimneys broken at roof line. Fall of plaster, loose bricks, slones. 
a..:es, cornices, unbraced parapets, and architectural ornaments. Sorne 
cracks in masonry C. Waves on ponds; water turb!d with mud. Small 
slides and caving in along sand or grave! banks. Large bells ring. Con­
crete irrigation ditches damaged. 

8. Steéring of motor cars affccted. Damage to masonry C; partial collapse. 
Some damage to masonry B; none lo masonry A. Fall of stucco and 
sorne masonry walls. Twisting. fall of chimneys. factory stacks, monu­
ments, towers, elevated tanks. Frame houses moved on foundations if 
110t bolted down; loose panel walls thrown out. Dec3yed pi!ing broken 
off. Branches hroken from trees. Changes in flow or temperature of 
springs and "~lis. Cracks in wet ground and on stee¡> slopes. 

9. General panic. Masonry D destroyed; masonry C heavily damagcd, 
somctimes with complete collapse; masonry B soriously damaged. 
General damage to foundations. Frame structurcs. if not bolted, shifted 
off foundations. Frames racked. Conspicuous ·cra:ks in ground. In 
alluviated areas sand and mud ejccted, carthquJke fou::!3ins, s:.nd craters. 

}0. Most masonry and frnmc structures dcstroyed with their foundations. 
Sorne wcll-built woodcn stn.iCtUíCS and bridgcs dcsiro: .:d. Scrious da m¡¡~~ 
to dams, dikes, embankments. Large landslidcs. Water .thrown on banks 
of canals. rivcrs. lakes. etc. Sand and mud shifted horiwntally on bcachcs 
~~nd flat !and. Rai!s bent sl!ght!y. 

· 11: .·Rails bcnt greatly. Underground p:;:.:lines complete!y out ·of servicc. 

1 
1 

( 
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App. 2 o THE MODIFIED MERCALLI lNTENSITY SCALE 687 

f i2. Damage ncarly total. Larg¿ rock masscs displaced. Lincs of sight and 
levcl distortcd. Objects thrown into thc air. 

Other commonly used intcnsity scales incl~de those of Rossi-Forel (Rossi, 
1883; Forel 1884), Cancani (1904); Sieberg, (1923), and Medvedev (1953). 
The lntter is known as the Soviet scalc and roughly coincides with the MM 
intensity scale. Also roughly equivalen! is the MSK scaJ.:: (Medvedev and 
Sponheuer, 1969). The other scales are falling slowly into disuse. The same is 
true ·or the Japanese, Chilean, and other systems of intensity- grading that ha ve 
enjo)'"d sorne degree of wpularity at national or regional J.;,vels. 

A now classical piece of work on carthquake intensity and its relation with 
magnitude is found in a paper by Gutenberg and Richter (1942 and 1956). 
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Fig 6. Ac~l~raciones calculadas en direcciones NJOE y S60E a parti~ de 
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NOTA IMPORTANTE : 

Los fro'"llercs entre los zonas 1 :¡ lV ind;ccdos en este 
. plano solo tienen vaior indico ti ve. 
La zona en lo que se laco:izo un predio dado, se reí 

determinado a partir de las investigaciones que se 
-eolicen en el subsuelo. 

tQS2S21 Zona l 

f:::;:;:::::\1 Zona II 

VIII/A Zona m 
[ 1 Zona ISL 

Fig 1. Zonificocicn de! Distri~o Federal. en cua.1to a tipos de subsuelo 

67 
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GRADOS DE LIBERTAD = NUMERO DE COORDENADAS GENERALIZADAS (DESPLlr-
.. - ... ·~· ·¡-,;.; .: 

ZAMIENTOS O .GIROS) QUE SE REQUIEREN. PARA DEFINIR LA PO~"iCI,ON DEL 

SISTE~ffi EN CUALQUIER INSTANTE. 

EJEMPLOS 

UN GRADO DE 
LIBERTAD 
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LIBERTAD 
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EN GE~1ERJ\L, l'ARl\ CUALQUI-ER 

N 

--------

.• ~~~.- . ' ! 
TIPO· DE. ·FUNCION 

~{.:-' 

r 
7.(x,t) - l: z.(t)tjJ.·(x) 

l 1 i=l 

L 

~'~I~NTE ELEMENTOS FINITOS 

3 

----- --------1 

.- ... 

ljJ_ (X) : 

'• .. :... 

L 

,~·r,.~,~ 
.. _ ~ ( x,t) = ZA(t ly(x) 



1 
1 . 

'. 

1 

1 
l. 
1 

1 . 

t .. 1 

.. 
'; ... · . 

RfSI'UlS /A VINAIIICA Df SISTEMAS f!LA'rriCO~ 

CON AMORTIGUAMIEAfTO VISCOSO 

LINEALE~· VE;UN GRAV01Vi;L1fERTAV 

p ( t) 

< > K,C 

- Xo(t) 

t = TIEMPO 

~, = MASA 

1< = RIGIDEZ 

C = .M10l~TT 1~UA"''IEN'l'O 

f(t) = FUEl\7.A EXTERNA 

X ( t) = DESPL.'\ZMIIENTO DEL SUELO 
o 

< .. ··"' .. t/~. --~~~ .. ll .. 

~· . ., ... 
:'!\(-

.'• '· 
••• "1 

.M: 
P(t) 

Fricción nula 
'·. 

-,. 

EL l\'1011'l'TG!J.1\~1IENTO VISCOSO ES TAT .• QUE PRODUCE UNA T<'UERZA DE RES'l'AU-

R.I\CION PROPORCIONI\L A LA VELOCIDAD RELATIVA DE LA M..ASA RESPECTO AL 

SUELO. 

EL 1\MO!'TlCUNH EN'1'0 SE DEBF: PRINCIPAL'1ENTE A LA FRICCION IN'T'E!l.NA 

E'JTRE U•:.; r.HANO!-; O PIIRTICULA.3 DEL r>'I.ATERIAL DP. LA ES'l'RUC'ru!{¡\, \' "' 

!·'RTCCIC>'1 P.~! ' . .f .. c; !UNTAS Y CONEXIONES DE LA ><.IS,1A. ES EL ELE~1EN'l'<' 

. DEL SISTF:'t'\ ()U;'; DISC.lPA ENERGIA. 

"LA RAPIDE~ DE CAMBIO DEL .~10"'1ENTUM. DE CUALQUIER HASA, m, ES IGUAL 

A LA FU PRZA QUE 1\CTUA SOBRE ELLA" 

4 

,, 
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l;·.:.j-__ 
·. l_L';, 

:F'" 

. ~ . 

¡ : 
•' 

. .__/. 

.-

. -1 . 
. :ex -~~\.-

''!:, 
·:;1,.: {/{:: 

,, 
.. · ...... 

. ·-;~; 

,~,._. 

(t) = <l (mdxl ·d ( l 
P (ft . rlt - dt mx 

,\ • • . ¡. ;. 

.. ~: ': 

p(t) = FUERZA ACTUANTE 

x = DESPLAZAr-liENTO 

t = TIEI1PO 

. •· 
SI m ES CONSTANTE: p(t) = mx 

.·: 
.. '·' 

PRINCIPIO. VE V' ALAIA ltRT ·. 

:~~ .-. ' ."_: .. 
SI LA 2a. LEY DE NEWTON LA ESCRIBIMOS .COMO '\V<: 

·;, ••• j 

p(t) - mx = O 

AL SEGUNDO TERIHNO DB LA ECUACION SE LE CONOCE COMO FUERZA VE INERCIA; 

EL CONCEPTO DE QUE llN/1 MASA DESARR0LLA UNA FUERZA DE INEJ<CII\ T'RC\PC\R-

CIONAL /\ SU ACELERACION Y OUE SE OPONE A ELLA SE CONOCE CO~O PRIN­

CIPIO DE D' ALAf'IIBERT, Y PERMITE QUE LAS 'ECUACIONES DE MOVHHENTO SE 

EXPRESEN COMO ECUACIONES DE EOUILIF'Ri'b 1J1'NAMIC6'.''" '' - ~ ,•' -.· . 

ECUACION DE EQUILIBRIO 

X o 
-+' -K 

Xo(t) 

1 
1 

~ 
1 p ( t) 

EQUILIBP.IO: 

p ( t) 

fe + f a 

r 

+ 

fe 

fa 
---+--.. 
fi 

DIAGRAMA DE CUERPO LIB!U: 

fi = p(t) ( 1) 

' 

p ( t) 

f' = K(x -· X ) .- k y e o 
"--../ · P.l\'>,..\ UN SISTE~lA ELASTICO: 

PARA AMORTIGUAMIENTO VISCOSO: f
3 

= c(x 

Pnl) l='T. 'DDTT\1,-.TnT...,. ,......,.... -, .,. ........................ ..... 

x ) = Cy o . 
. . 

-- ' -

( 2) 

~ 



,._. ' .' .· 

1 

···', -· 

·· ... 

~~¡ . 
. ~ -.· .. 

,, 

·- ., __ 

~- -~· 
.•. :.·f.. 

SÜS'l' !TU YENDO LAS ECS. 2 EN LA EC. 1 SE OBTIENE: ' .. ,, . 

m(y + x ) + cy + ky = p(t) 
o ' 

•. _,...t.-
• 

DE DONDE 

1 ¡.,"y' + 
.. 

cy + Ky = p(t) - ~x0 

DIVIDIENDO ENTRE M AJ'1BOS MIEMBROS DE¡,r+-A EC. 3: , 

e K p(t) .. 
>t:'· y + y + M y = - X o .'·1 ~~ 

.. : ¡ ~ 

SI 
e K 2 

= 2h, y = w • DONDE w -- FRECUENCIA CIRCULAR 
M M 

RAD/SEG:. 

1 ~· + 2 h _y_+_w_
2
_v __ =_P_~_t_> ___ x_0___, 

.·· 
f - . 

• ~ . _;¡_ 

(3) 

.. 

NATURAL, EN 

(4) 

CUANDO SE TIENEN EXCITACIONES EN EL SISTEMA SE TRATA DE UN PROBLEMA 

DE VIBRACIONES FORZADAS; EN CASO CONTRARIO EL PROBLEMA ES DE VIBRA­

CIONES LIBRES. 

EN ESTE CASO LA ECUACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO RESULTA SER 

y+ 2hy+ 
2 

{¡) y =: () 

CUYA SOLUCION ES 

-ht y(t) =e (C 1 sen w't + c 2 cos w't) ( 5). 

/, 2 2 1 
DONDE '''' = <u - h = FRECUENCIA CIRCULAR NATURAL AMORTIGUADA 

Y c 1 Y c 2 SON CONSTANTES QUE DEPENDEN DE Lli.S CONDICIONES .INICIALES 

. ¡, 
L~.:{;.:--

}f~;. 
6 

. ' 

. ' 

/ 
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(E>-l t=Ol DE DESPL11.7.ri.MlENTO Y VELOCID/\D. 'quE 
~. . . ~-.,.t, 

TENG.l\ LA ~lASA DEL SIS-
• ·, .¡..• ,. t ·. 

.:f;~:,.: :~ :' :.TEMA. 
.. 

'· 
'ESTAS RESULTAN SER 

!· ', ... , 
el 

y( O) + h:f: (o) ¡v lc2 y(O). = =· · .. w' (6) 

. 
LA EC (5) SE PUEDE ESCP.I·BIR TAMBIE"lCOMO: 

. ~ !:il-~!:~1 •• ~-- •• { 

= Ae-ht cos (w't - 9) ( 7) 

e .. , 
. • ··\ .•·DONDE 

-1 y .. e = tan 
1 \j . . 

- = I'.NGULO e - DE FASE· 
:- ·. -: ·' 

:-~· 2 

. ·-~ ' ,., 
LA G~AFICA DE LA EC (7) ES 

·'.• 

T' --

-
-----

T'c :7 = PERIODO NATURAL M\ORTIGUADO, SEG 

f' = 
1 = FR.ECUENCIA N.I\TUSAL AMORTIGUADA, cps 

VEMlOS EL CASO ESPECIAL DE LA EC. ( 5) EN ()UE h-><,;. EN TAL CASO, 

' = /2 z' 
- h ··0, co~ •.;'t->1 Y sen •u't·--,'t, CON LO CUJIL !.A EC. (!'i) SE 

REDUCE A 

y (t) + y(O) 

-wt r' 
=e LY(O)t + (1 +"ot)y(Ol] 

7 

•:· 
'¡ 

.; 



~· 
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,, 

'· 

1./\ r.ll/\FTC/\ DI' f·:S'r/1 RC'lJ¡\(' 101'¡ ES 
·: ' 

y 

T 
Y(Ol 

:~ ~:- -~¡l.t 
.· i,~i·· 

··•·· 
-~.=. 

_J._ +-----..:.:::....::.;__----,-~:::::::::·.:_· - t 

H 

:i 

··•. 

... ,, . ··;; 

Y OBVIAMENTE NO REPRESENTA UN MOI!IMIENTO·OSCILATORIO, POR LO CUAL 
,;·· 

SI h = "' SE DICE QUE SE TI~E AI10P.TIGUAMIENTO CRITICO. ·;EN TAL CASO: 

DE DONDE 

h cr 

e cr 
= w = .2M- =if M .. _.. -·~ 

. · .. :;., 

( 8) 

•'· 

A LA P.ELACION e = C/Ccr SE LE LLAMJI. :o'RACCION DEL hl10RTIGUAMIENTO 

C!<ITICO. 

DESPEJANDO ,". >{ DE LA EC .. ( SJ) 

SE OBTIENE: 

h ·-

7\DEM/\S: 

w 

e 
e 

e¡· 

2 

i( 

Y SUSTITUYENDOL7\ EN LA EC. h '= C/ (2M) 
' 

( 9) 

C.GS VM,C!FES USUALES EN FSTRUCTURl\S OUE ASm1E ¡; VARIAN ENTRE 2 Y 5%. 

Se: Es~·~:~ INTERVALO. ,,, ' Y "' SON CAST Tr.UALES; VEAMOS, POR EJE11PLO, 

EL CASO EN QiiE c. = 0.1 

8 

1 

/ 
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\' \;, 
,.-,. •· 

¡. 

. ._• 

: ::::·-~ \~- :. . ;~ 
.1 • '• 

ie 

w' = "' /1 - 0.01 1 = 0.995,,, 

OTRA FOID~A DE MEDIR EL GRADO DE AHORTIGUAMIENTO QUE TIENE UNi\ ES­

TRUCTURA ES MEDIANTE EL DECRENENTO LOGARITMICO, EL CUAL SE Dl'r.INF 

COMO EL LOGARITMO DEL COCIENTE DE DOS A~PLITUDES CONSECUTIVAS 

L=ln y(t) 
y(t + T') 

-ht e ln{ = -h(t+T') 
e 

. ht 
e -- ln [ -ht e 

+hT' 
= ln e 

e -hT' 

= hT' 

-ht Ae cos(w't-9) = ln 
Ae-h (t+T') cos [w' (t+T') -9) 

cos(w't 9) - ) 
cos(w't ou'T'-9) + 

cos(w't - 9) } 
cos(w't 9 - + 2-¡;) 

2n 
= r,wT' = r.w 

wh-¡;2' 

L 
¡L = 

L 
2 "'· 1 1 2 ( 

Vl-1: 1 

S T ; ES PE(1UE'10, 

9 

(\o) 

(lli 

.,. 
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VETERMl.'JACTON EXPERIMENTAL VE r, EN ESTRUCTURAS REALES (1 EN MODELOS 

• 
SI SE REALIZA UN EXPERIMENTO EN EL CUAL SE SACA A LA ESTRUCTURA DE 

SU POSICION SE SACA A LA ESTRUCTURA DE SU POSICION DE EQUII.TllHIO 

ES'Í'ATICO Y SE DEJA VIBRJ\NDO LII3RE'•ENTE 1 EL REGISTRO DE LAS 1\CEI.ERA-

.... ClONES QUE SE REGISTREN EN LA I\1JI.SA TENDRA LA 11IS.'1A FO'U1A QUE LA GRA-

FICA DE LA EC. 7, 

Acelerómetro ~~Amplificador H Registrador J 

y ( t) 

ij (t+ T') 
1 

-·- --- --t~--
1 

ij (t) ------
1 

SI DE DICHO REGISTRO SE ~IDEN j(t + T')y i(t) SE PUEDE OBTENER L Y, 

DE LA EC. (ll), DESPEJAR A t 

r = 
. r. 

., 2~ 

10 
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1 1 

E,JEMPLO 

CALCULAR EL PERIODO NA'l'URAL DE VIBRACION .DE LA ESTRUCTURA MOSTRADA 

EN LA SIGUIEN'l'E FIGURA: •• ;·. .. 
Xest 

p H p = carga estática 

T p 
K = x--.. X = desplazc:m.Len l. O 

est est producido poi: p 

h 

l ~le 
I = mómento de inercia de las coluDnas e '· 

7 I = moment:;o a e inercia del sistema 

L L 
p piso , L 1 

MEDIANTE EL ANALISIS ESTATICO DEL MARCO SE ENCUENTRA QUE 

PhJ 
X est = -6E:1-

c 

Periodo natural = 

::; i I > .·· J 
P e 

( T 
p 

3 + 
2 

6 + 

l e L 
1 h 

=> K 

Ic L 
6 + 

6EI I h = ---=·E-.-· 
;;--- i + Ic L 

2 I h 
p 

211 
T = w 

= 2n = 2n~ 
/[' 

11 

E::'l'J'IiC'l'UP./1 IJJ; Cllfl.'J'/dJ'I'8: 
CuM!I)!J L/•.S PEl-'OP.i1N~F•rJJ:::; 

OCURREN PRINCIP/.J .. ME~:-;·¡:; 
DEBIDO A LA FUERZ/, COR­
TANTE DE ENTREPISO. 

de 



. 1 

A UNA ES1'RllCTURJ\ DE UN PISO SE LE APLICA UNA CARGA· HpR,IZONTAL DE 
. ' ' ·~ . 

20 TON·EN SU "11\SI\, OBSERVANDOSE UN DESPLAZA"'IENTci ESTATICO DE 0.'2 CH. 
!.r-

AL SOI:1'iiY SlifiiTIV~EN'T'E T./\ PUER7.ll :'E REGIS'T'R/1 UN PERIODO DJ·: nSCli.JIC.ln!-: 

DE 0. 2 SEG, Y ClUE LA A•1PLITUD EN BL SEGUNDO CICLO ES DE O. 14 CM. 

K 

l. 

2. 

3 

P=20ton. 
(aplicado 

estáticamente) 

CALCULAR W, w~f~L y r 

PE = --.-,,, 
(f M . 

. •;¡·: OB'I'JEN!: 

') 

r·: = ':P' ,_ ¡;q,' ·• ··? = (0 .. ?.j 
2 

X 101) X 

2·;· 2 1 n · !'.AD f ' ;¡\ = ~r ,. .... ~;- = :iEG ,, ? 

L l u. .. 
Ln 1 3 () . 357 = " ¡¡: í ,¡- .. .; = 

L (' 357 e • 
0.0568 ... = = o r, . 

~ ' .. 

= 

-

y ( t) 

y 

., 

2.0 
K= 0.2 -

lOO TON 
CM 

981/4or'· = 
0.04 X 100 X 981 

4 9. 87 

J., J: 5 T' ·- o2 -- c~s 

" 5 68 " 

12 
e= r,Ccr = OIKN'= 0.1132/100 X 99.4/981 1 

t 



f., 

E.J EM 1' 1.0 

CALC\ILAP-: LA RESPUESTA DE UN SISTE~1A DE UN GRADO DE LIBERTJ\P Sli.JETO 

A LA SIGUIENTE EXCITACION, CON C = 0: 

p (t) 

~ ~--------------

X = 
p 

o . 1 -- ( 
k 

- COStut); 

t 

mx + kx = p o 

Sl EN t = 0, x = 0 Y x 

y e, 

o : 

() 

~otzr\Zisi ¡ ' 
-;~~~~~~~~.~------.. t 

T 2'1' 
)C. = (1 - COS1,1t) 

p 
B = FACTOR DE M1PLIFICACION DINM11CA = 

( ko) 

BMAX = 2, EN t = T/2, 3T/2 ..• 

AHORA, SI L/1 1''\CTTJ\CJON ES DE flURJ\CION t 
(1 

p ( t) 

i 
Po ¡'----------, 

1 1 
1 1 

1 1 
' 

o lt,. 
. 1 

o!:-1 __ .....,.. t' . 

.. t 

13 

S 1 t < t 

X ( t) 

E\ t = 

x(t ) 
o 

x(t ) 
o· 

t) 

SCI}I¡)t 

(1 - COS<ut) ""¡! 

o ( 

' 
) t>t 

u 

1 • 



,~ ...... · 

. r'.:.l . 

·;:· 

.·' 

i 

SI t>t , 
o 

, CON t ' = t - t o 

EN t' = O ( t = t ),SE DEBtN CU~PL!R LAS CONDICIONES INICIALLS AN­
o 

TERIOR!:S, LO CUAL CONDUCE A 

y 

POR LO QUI' 
Po 

( 1 C0Stüt0 ) COS:üt' + 
Po 

scnwt senwt' :X = k 
- T o 

Po /e, 2 2 ·sen (<.>t' = k - coswt 0) + sen wt 0 -

o 
' Po lz e 1 

--·-···-, 
X = k e os to) scn(wt' - 9) 

,__ ____ ·'./-- .. ---·-·---.! 

B= Fi\CTOR 111'. MlPL l F fC/\C 1 ON 

CUN\lli; 

· Bmüx ~ 

. ,. 
-o " -·r-: 

"[¿~' 
o 0.5 

BMAX 

R 
., 

, ))¡\'( = 

..... l. __ .. ........ l ........ 
l. O lb 

Ei. :·.t\X L'-10 
OCURRE •;¡;<;-

EL MAXP10 OCllliiii. :lli!d\t\TE 

--···--~ PUES m: L·\ ' 
1 EXC:IT!\C ~Ci'~ ¡ 

:: t 
~; I t !'>· 1: S ~iU '! PE.Qlll.'. -~(1 . 0 

1, · ' scn'T ... 

-·-·--··- -·-··-------

u, LXC: 1 T AC 1 ON 

9 ) 

' ' 
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1 
rr · 

Zp n t Zp "' t Po t I y = o o = o o o = --xMAX k- ··-r· m k --z-- JllW mw -
m 

EN DONDE i = p t = /\REA BAJO LA EXCITACTON 
o o 

·:··· 

-~ ... 
·r-

EJ ENPLO: EXC ITACION DADA POR UN IMPULSO.-SEA UN IMPULSO i\I'L ICÚlO 

DURANTE IJN INTERVALO DE TIHIPO lit MUY PEQUE-ÑO, TAL QUE llt/T « 1: 

p { t) 

M 

Impulso=! =fi(t)dt 
o 

~~~==·~----------~-t 
t' 

POR El. PRINCIPIO IMPULSO - MOMENTO SE TIENE QUE 

llt 
I = J p(t)dt = mx 

·o 
~ x = I/m 

Hi DO.\IlF x ES L\ VELOCT!1/\D QUE 1:1. nii'ULSO l.F Hll'RTME A U ~1,\S•\ !lE\. 

SI SlT~IA. DESI'li!'.S lll: ,\ t EL SJSTnMA Q\JI:Ill\ V 1 BI(,\NilO L IHRDIENTT' l>.lN 

VELOC i iJ,\il IN!CT!\L X ( ()) 
[ 

~¡¡ IH EN llO EL TTHIP(1 I'N LA ESCALA !lE = -
' m 

t' , Y Ul\ IH:SPLAcA~IIENTO IN I C. TAL Qlll' I'UEDF CONS l IWRJ\1\Sf' NULO, iiEB i i.lO 

.\ QIIC l'\ [\. CORTO JNTI:I<VALO DE T!Uil'tl :H LA ~lAS.<\ ADQIITERE UN !lES-

I'LA:M.;J L.'!TO llL ~1:\l;N lT\JD IJESPRr:C JABLE. EN T;\L c:,\.';1> L,\ RESI'IIf:STA l<ESUi.·: 

x(t') =~o¿ sen..:t' = -1-~cnu:t' 
(.._: T!l w 

Sl El. SISTE~IA TIENE AW)RTIGUMIIENTO, 

1 -;;wt' x(t') "--- l' · senw't' 
. nllU 

., ,-
.) 
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SOLUCION AL PROBLfMA VE VIBRAciONES. FORiAVAS 

F'lJP.Tl7./\ I':X'l'EHN/\ 

VEAMOS PRIMERO EL CASO EN. QUE EXISTE p(t) Y QUE x
0

(t) -o'; 

'SIENDO p(t) ARBITRARIA 
1 • . r.---

\ 
p (t} 

,: 
.J'>A. 
''·',; 

t 

' ' 

t 

PUESTO QUE d'¡'«T, LA FUERZA APLICADA EN t= 'r' PRODUCIRA UN. INCREI1.ENTO 

INSTAN'l'ANEn r'N Ll\ VELOCIDAD DE LA MASA IGUAL 1\ 

¡.¡ 

y 

Y, UN INCRF/1E'lTO INSTANTANEO NULO EN EL DESPLAZAMIENTO, ES DECIR, y= O. 

·. T0~1AtWO ES'T'OS INCRE~lENTOS COIIO CONDICIONES INICIALES EN t= b', LA. EC .. 5 

DA C0"10 RESULTADO 

y(t) = p(T)dr 
.Mw' 

-h(t-r) 
sen '"'(t-r) e 

~ 

PUEST0 QUE EL SIS'J'n\1\ ES LINEAL ES POSIBLE SUPERPONER LOS EFECTOS 

e ; OCASIONADOS !'OH LOS P1PULSnS APLICADnS EN CADA. T QUE HAYAN OCUT~P ~.DO 

' 
ANTES DEL INSTANTE t DP. E-ITERES; ES DECIR, 

16 ., 
' ,, 

~-. 

. ~ .. . ' ' 
' -·~· 

' •/ 
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~
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t 1 -h(t-T) • . 
t) = ¡;¡-.;;.-_~ p(T)e senw''(t-T)dT ( 12) 

LA FUNCION 1 e-h (t-T) senw 1 (t-T) ,QUE ÉS 'LA RESPUESTA A UN UU'{IL~Xl lNS·:'·\1'"'., .. 
Mw' 

NEO UNITARIO DE FUERZA, SE LE CONOCE COMO f-U//CT0/1 VE TRAIJSFERENCIA llfL 

SISTEMA. 

Y(t) 

p (?;') 

'·····. 

T
,_ 21T 
-(j)T 

LA SOLUCION DADA EN LA EC (12) -SE DENOMINA INTEGRAL DE DUHA.MEL., ES'l'A 

CONSTITUYE LA SOLUCION PARTICULAR DE L_l\ ECUACION DIFERENCIAL DE EQUI-

LIBRIO; LA SOLUCION GENERAL ES: 

y ( t) = Ae-ht cos(w't-9) 1 
+ Mw' 

t -h(t-T) 
p(T)e senw' (t-T)dT 

EN DONDE A y 9 DEPENDEN DE LAS CONDICIONES INICIALES DE DESPLAZAMIENTO 

Y VELOCIDAD, y(O) Y y(O), RESPECTIVAMENTE. EN GENERAL LA PARTE DE 

LA RESPUSSTA DADA POR LA SOLUCION PARTICULAR ES LA MAS -IMPORTANTE, 

YA QUE LA 0'1'~~ PARTE SE AMORTIGUA RAPIDAMENTE. 

PAR!-1 P.SCfiTBIR LA SOLUCTON PI'\RTICULAR DF:: LA ECUT,CION DIFERENCIAL DE 

E()UILI3RIO PARA EL CASn DE VIBRACION FORZAD.l\ POH '10VIMIENTO DE T..A 

BASE DE LA ESTRUCTURA, 8.1\ST.'\ CA.'1BIAR p ( T) />1 DE LA EC. ( 12) POR -x 
o 

YA QUE EN DICHA ECUACION APARECE EN EL MIE~mRO DERECHO p (t) /M. CUi\NDO 

LA EXCITI'CION ES P (t) Y l\Pl\RECE -X
0 

CW:UJDO V. EXCI':'ACION ES POC\ 

!10'!I11IENTO DEL SUELO. EN ESTE CASO 

17 
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! 

-: 

LA SOLUCION PARTICULAR ES, ENTONCES' 

y ( t) = ::.l ~;; (T)e-h(t-T) senw' (t'-T)dT 
w' ·· o 

EJEMPLO 

·'f ,_. ... _ 
( 14) 

CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE UN GRADO DE LIBF.R'l'/\D cmJ AMOR-

TIGUAMIENTO NULO, CUANDO LA EXCITACION ES LA SIGUIENTE: 

~ = o· . 
r·---

X ( t) = a o a, SI o.-t .. t . o 
l.-·-

ti) t xo (t) o, SI t<O ' = o t>t o 
.. 

' CONSIDERESE QUE y(O)=O Y y(O)=O. PUESTO QUE LAS CONDICIONES INICIALES 

SON NULAS SE TIEnE QUE /\=0 (\l'l'ILIZANDO LA EC (13) Y LA SOLUCION PAR-

TICULAR QUE SICLJI':, EC (A)): 

-1 
y ( t) ~ 

t 

_._., 

-a 
a senio(t-T)clr = 

t 
/ sen '" ( t- ,. ) d T 
o 

(1- coswt) SI O<t<t - - o 
(A) 

u;-,"-;;_ FINES DE D: SE'iO ESTRUCTURAL ES I::PORTAN':"E CONOCER LA RESPUESTA 

:·.X'( H1A; Es•¡·¡, C'CliHTl.E CUANDO e os tut = -1, O SEA, CUANDO 

11 

(J) -- -z-~:--·. 

1' 

18 
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;,.; 

-~---·--- ---·' - --------------

- . r 

·i 

·'----· 

·_,. 

Y VALE 

MAX ( [y(tÜl = 2a = a T2 S~ 2· --2 , 
111 2n 

o 

PARA t>t , O SEA, PARA T/2>t ES NECESARIO OBTENER LA RESPUESTA EN VI-o ' o ' 

BRACION LIBRE CON LAS CONDICIONES INICIALES DE VELOCIDAD Y DESPLAZA-

MIENTO CORRESPONDIENTES A t=t : 
o 

y (t
0

) = --~ (1 -- cos<ut
0

) 

'" 

'' 

-a y(t ) = senwt 
o w o 

APLICANDO Ll'.S ECS. ( 5) · Y ( 6) OBTENEMOS: 

y (t) -a. [se.nwt~ senwt' (1 coswt ·) coswt'] = 2 - - o 

= 

v(t) -

DONDE t' ::::: 

w 

-a lsen
2

wt
0 

+ (1 coswt
0

)
2 

2 -
¡,¡ 

') 
-" .:1 t 

2 
sen:ll 0 ,,, T 

t -t o v ro 

sen ( ,,,t' - ¡:1) 

1 
1-coswt 

= tan- ( 0 

senC!lt
0 

sen (wt' -

EL VA.LOl'\ HAXU!O DE LA RESPUESTA EN ESTE INTERVALO ES 

117\X { [y ( t ) J } 2a 
= 2 ,,, 

wt
0 sen--

2 
SI t>t o 

19 
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CONSIDEREMOS AHORA EL CASO EN QUE LA ESTRUCTURA ES EXCITADA .P.OR Li\ 

.FUERZA ARJIIONICA . . 

p(t} = p 0 sennt 

DE DURACION INDEFINIDA. 

LA SOLUCION DE ESTE PROBLE~1A SE PUEDE ENCONTRAR SUSTITUYENDO A 

p (t). = p sen.l~t EN LA INTEGRAL DE DUHA~lEL Y OBTENIENDO SU SOLUCION. . o 

SIN EJV!Bl\RGO, EL RRS\JLTADO LO OBTENDRE~!OS DE LA CONSIDERACION DE QUE 

0 '\RA QUE ES .~HPlBRO DERECHO DE LA ECllACION DIFERENCIAL DE EQUILIBRIO 

APAREZCA UN TERMINO ARMONICO ES NECESARIO QUE EN EL IZQUIERDO SE 

TENGAN C0'1BINI\CIONES DE TEIU'I.INOS TA.MBIEN AR"\ONICOS. CONSIDEREMOS, 

POR LO TANTO, LA SOLUCION 

y(t) = A sennt + B cos!lt ( 14') 

Y DETE'''~T'if:'IOS LOS VALORES l)llE DE!.lf::N TENER A Y 13 Pi\'11\ SATISFACER L/\ 

.~ ECUAC[ON DI~··r;;:F.NCU\L DE F.0UILIB1{T0, -r:ARJ\ LO CUAT~ HJ\Y QUE SUSTITUln 

1\ vi~\ , 'y ( t) Y y ( t) F:N LA ECUACION Dlr.'ERENC 1/'.L. HACIENDO Es·ro Y FAC-

'(-Al/ 2h'lB 
. 2 

- +,,, A) sennt + 

') 

+w 2B) 
n 

2hArl 
• o 

(-[)(]" + cos:ílt = sen~~t + o X cosrlt 
M 

?.~.'U\ 0lJE ES'!'~. ::c;UALDT,D SE CUH?LA SE ".EOL'IE'1E ()UE 

· 2 ~ Po 
-A~ ~2h0B + .,~A = 

M 
? 2 -se· + 2hnA + ,,, s = o 

20 
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RESOfNH:NOO ESTE SI S1'EI~I\ _DE ECUACIONES. _SE OBTIENE: 

A = 

B = 

SUSTITUYENDO A y 

y(t) = 2 (w 

O, TAMBIF.N 

= 

o ·o 
M 

B 

Po 
~ 

2 2 
(n -w ) 

EN LA EC. 

. ~~~- ·. 

( 14') : 

{ ((l2-w2), 
.:..¡¡2)2 ·4h2n 2 + 

Po 
fl -y ( t) sen(ílt 

/(w2' ~~2) 2 7 2' 
+ 4h-n -

.,-, 

-·· 
'• .·.·· , 
\, ··~.:.. . . . ' 

.. -· ~· 

sennt -

f$.) 

2hfl 

'r."'T I)O;:n_¡.: ~ AN<~ '1'1\N (-R) TAN-l ;> h.\l 
ANGULO u,. = = = 

cosSlt} 

-~--i A 
DE F1\SE ,,, - ~.~ 

(15) 

( 16) 

( 17\ 

:1 
DIVIDIENDO NlH1EP.AD0R Y DENOMINADOR DE LAS ECS (16! '! (17) ENT'<:-: '" 

SE QB'PIENE: 
.-------------------------

D ··o 
1< 

y ( t) - ~r-===-r~~====¡-

1 ,"1¿ 2 ("', 2 
sen(ilt - f$) 

1 ( 1 -;,,-2 ) + ( 2 ¡; ~) 

1 
' ' 

/ 

= 
-1 

"'.Z\N 

L--,...----

?. '- ~: 
. t.) 

112 
l-2-

'" 

21 
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SOLUC.fON GENERAL P/\RJ\ EL CI\SO [.=· O 
'¡" .-.. :r; .: ,-

p ' 
+ ___2_ .. sen :::t 

M 
sen tJt + c2 cos wt ·., 

SI EL SISTEMA PARTE DEL REPOSO, LAS CONDICIONES ·INICIALES SON 

y (0) 

y (O) 

._·, \ ~) ) 

i' ( ,_ \ ,_, 

y'. t) 

= o y y (O t = o. EN ESTE CASO: 

o ci ( wO 1 + e (wO) = = sen cos 
2 

= e 
1

,,¡ + 
p ~\ 
o' 

M 

e 
l 

-

-P 
o 

= 
¡.¡ 

p 
() . ·. ~ i '¡ 

-· :,¡ 
,,¡ 

·.' /~1) :_. 
·---·---

-

.... / _.) 

( r./o,¡) 
o -. ,,, -í) 

•:;t 

,) .... 

y (t) t 

1 = o 

~-¡ sen wt 

id t -

.. 

+ 

r' • p 

p 
o 

M 

·O 
+ --·· 

M 

sen (r.O) = .0 ---;:-,; - ~ 2 -
ul H 

ci:~dUll) -- 0 
•) ., 

id. -~-~ ... 

(20' ) 
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SI SE 1' P•:NE I':XCITACION 1\RMONIC/1 EN LA BASE DR LA ES'l'RUCTUP-/1. 

X ( t) 
o. 

2 = asem:t, O SEA, x =-an senilt, BAS'l'l\ CA.'1BIAR A p /~1 r:N LA o o . 2 
EC, (16) POR -an ; HACIENDO ESTO SE OBTIENE 

·Y (t) r====(~ll=/w==)
2

=-=======1a sen(nt-~) 
1 ¡¡2 2 
In -l + 

2 
"' 

FACTOR DE M'PLil"ICI\CION DIN.I\MICA DE DÉS'PL.= Bd = MAX[y~t)J 
·' 

"'=O J ...... 
3 

2 y=o.2 

o 0.5 1.5 2 

(:~o) 

FIG; l. CUR'/l\S DE AfllPLE'ICl\CION DINA.MICA PARA EL CASO DE FUERZl1 
EXTERNA { 

--------------

1 
B = 

1 ( 21) 
d 

,~1 ¡¡2 2 1 
1 - 2) + (2¡;~)2 

l 
w 

"' 

.n. 
w 

LOS l'l\CTOl<ES DE A'1PLIPICACION DINl\MICA DE VELOCIDAD Y .'\CELERACTO~i ;:;¡~ 

SE PUEDEN ODT!''·iC:R DCP T'.'I\NDO RESPCC'~O A t LA EC. ( 16) O LA (71¡) , :-; l'r;' 1!'1 

SEA EL C.'.SO. LOS RESULTI\DOS sn~J, RF:SPECTTI/N1EN'I'E, 

= '1AX [Y (~)J ( 2 2) 
aw 

23 
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CON UNA. MAQUINA VÍBRATORIA PORTATIL OUE PRODUCE l<UERZAS AR1'10NICAS 

SE PR0!10 UNA f:STRUCTURA, AJUSTANDO LA 111\()UIN/\ EN LAS· F·RF.CUENCI AS 

RI\D ·· RAD 
0 1 = 16 SEG v 11 2 = 25" SEG' CON UNA "'UERZA '~AXU1A DE 500 LB EN U\D.~. 

CASO. LAS NWLITUDES' Y ANGULOS ., DE FASE DE .LA RESPUESTA QUE SE MI,DIE-

· ' RON l<UERON: 

., .. . ,. 
·'. 7.2 -3 

~1 15° (cos~ 1 0.966 sen~1 0.259) p1 = X 10 in, = = = 

14.5 -3. 
~2 55°(cos~ 0.574; sen0' 2 0.819) p2 = X 10 l.n, = = = 2 

' •1•1 l '. ! • ·:-'!:'·. EVALUAR LAS PP.OP !EDADES DINAJVIICI\S DEL SISTE~11\. 
' : ,., 

•••• 1 •t: 

HACIENDO:· 
:,¡t 

l·" ,¡ 
·' 

J. 

~~·· '"t'i· ·11' ''i-'1' 

,, 
! . 
j) •• 

i . 

o 

p. = 
l. 

k -

1 " 2 r 1 2 2 l J./2 
1 - B 1 + \2r;8/(1-B )j 

'----- / _____ ):J 

p ('•)''0' o .... i 

. ' 
cos~. l. 

(2 3) 

SUSTITUYENDO LOS '1.1\.LORES EXPERIMENTALES DE LAS DOS PP.UEBAS: 

·i 
k - ( l G) 

,, 
m -· 

? 
k - ( 2 5) -m = 

_500 (0.9fí6)l 

3 > k 100 000 ~b 
7. 2 X 10 > -~ = 1n 

2 
5O O ( O . 57 4 ) i '"---. = 12 8 . 5 1)) S EG 
14.5 X fO-~j m .n. . in 

w JT' ~ 21 <J !'J'D 
111 • - SEG 

24 
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USANDO LAS ECS. ( 17) y (23) SE OBTIENE: 

e~~ 

p sen,0 .· 500 .(0.259) 
= o l. DE DONDE r, ~ 2Bi kpi 2~ 100 000(7.2 . 27. 9 

RESONANCIA 

CUANDO LA EXCITACION TIENE FRECUENCIA IGUAL A LA N.li.TURAL DEL SIS-

TEMA, SE DICE QUE SE PRESENTA EL CASO DE RESONANCIA. DE IA EC. (20) 

ES EVIDEN'I'f: QLIF. SI ~=rl/w=1. SE TIENE. 

y ( t) 1 
= - a sen(Qt-0) 
~J 

Bd 

1 
O(Bd) res = ~ EN CASO DE MOVIMIENTO DEL S.UELO y DE FUERZA EXTERNA 

SIN EMBARGO, AUNQUE ESTA RESPUESTA ES CASI IGUAL A LA MAXIMA, ESTA 

OCURRE CUANDO 
.----. 

' 2 íi = ,,,.· 1-2 r; • 

RRE, F!:SPECTIVA~1FNTE, CUANDO 

"' ST 

DIFIEREN EN Ml\S DE 2'b. 

EN EL CASO DE y(t) y-y (t),EL MAXH10 OCU-

;_< 20%, LOS VALORES N: ESTl\S ;: ~!'' 

EL MAXHJO VALOR DE Bd (PARA Q 

o 

SI SE TIENE FUERZl\ EXTERNA O :-10\iHliENTO DEL SUELO, R.ESPECTIVF.é•lE:,TE. 

SE OGSSRVi\ EN ESTt\S ECUACIO:·;Fs QUE SI ~=0, (B. i -- ·•· 
a MAX 

25 
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SI SF. ANAL IZA LJ\ SOLUCION GENERAL DE .LA EG:p_I\CION DIF:JiiRENCIAL DE 
• •, < • 

MOVIMIENTO PIIFUI. FL CASO DE CONDICIONES INICIALES NULAS Y 8=1 SE TIENF 

QUE: 

y(t) 

y(O) 

ht 'Po 
·- e- (A sen w' t + B e os w' t) 

- B - p /(2~k) = 0 o . 

-y COScDt 
2~ 

DE DONDE, HACTENDO y(O)=O Y y(O)=O, SE OBTIENEN: 

Po 
A= y 

·POR LO QUE 

"' 2~! 

o 

1 

1 ? 1 
2/1-~ 

1 
')";" 
·~ t. 

1 
Y ( t) = 

2¡; 
•o [e-ht ~ 
k <¡' 2' senw' t + cosco' t) - coswt] 

1-~ 

• 
Pl\Rl1 MlORT IGUNHENTOS PEQUEflOS: 

-ht 
;··. (e -l!cosc,,t 

Si"!;;>O Yj3=1 

51 ~=O, !\r'LIC/\NDO 'LJI. REGLA DE L' HOSPITAL 1 SF OBTIENE: 

1 i (sen•ot - wt cos~t) 

26 

O SE/\, EL M/,XI~l(! DE Ll1 qr:SPUESTA TIENDE A HlJ'PlJ'I'O GRADU.Il,L'1ENTE. 
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CARACTERISTICAS VIIJAMICAS VE LOS REGISTRADORES VE SISMOS. 

t 

SI lA ACELF.RACION DE LA BASE DE UN INSTRm1ENTO ES ARHONICA, DADA POR LA 

ECUACION 

x
0

(t} = a sennt 

EL FACTOR DE AI1PLIFICACION RESULTA SER 

1 
2 
w 

PUESTO QUE LA FIG I CORRESPONDE A Bd, Y EN ELLA SE OBSERV1\ QUE l'AR!\ 

= 0.7 SE TIENE Bi ~ 1 PARA O::_¡~¡,,,::_ 0.6, SE CONCLUYE QUE FI. DF.SPfJ\· 

ZAI~IE'l'i'0 DI: L/\ .'\1\SI\ DE UN SISTSrV\ ES l'HOPORCTON.l\I.. A LA ACEi.E 1 ~1\CJilN u:·: 

SU BASr:;, SI ESTE Tir.NF. AI'-OR'l'IGUA."'IENTO DEL 70% Y ST Ll\S EXC1TN:T0!:r:~:. 

QUE SE 'J.'Ri\"'1\N DE REGISTRAR TIENEN FRECUENCIAS IN!"ERIORES 1\L 6 1F> 111' 

LA l"RECUENCIA Ni\TURAL DEL SISTEMA. SI ESTO SE CU~1PLE, EL APARATO 

RESULTA SER UN ACELERO'mTRO • 

. EN INr:ENIETIIA SIS!1ICA LA ~1AXÜ11'. FRECUENCIA DE INTERES ES DEL ORDEN DE 

, __ . 10 Ct'-S (T = 0.1 SEG) 
1 

POR LO QUE LOS ACELE?.0~1E~ROS TIENEN FRP.CíJENCill. 

NATURAL DE 16 1\ 20 CPS. 27 
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POR OTRI\ PARTE SI LA F.XCITACION DEL SUELO ES x = a senllt, O SET·., . o _.o:c.__ ___ _ 

x =-a n2
sennt, ENTONCES EL FACTOR DE A.~PLIFICACION RESULTA SER ¡.;¡, 

SEflALADO EN LA ECUACION (20), ES DECIR, 

B' 
d 

= (ll/u!)
2 

:1(1- uv •.. /¡ + 

1'. 

5 
(2r:n/w)-

EN LA (;RAFICI\ COl; RESPONDIENTE SE OBSERV.n. QUE SI r.=O. 5 Y Q.>u• EL TWS-· 

'PL.1\7.N•U ENTO DE Ll\ MASA ES PROPORCION/IL AL DEL SUELO: SI ES'l'O S J: 

.,. . 

. ,-·, 

..... ', .:,cm1PLE, EL APARA"'O, CONSTITUYF UN DF..•<r>V '7,0~-1ETRO, CONOCIDO TAM.T3IEN 
·~1·!. 

¡.' 

; . ¡ .. · 

. ·' 
CO.~IO SIC:M(l'1ETRI). 

B' 
d 

(l./Ltl 

[lrAf'JTE V113l~ACIONl:S "ORZADAS ATCMmHCIIS 

B' . d 

;9,·- ¡3, = 2 5 
o o 

1 
1 ; 

Po = Desplazamiento estátio;r; 

= Po/k 

1 1 NOTA: • =Resultados de las pruet•;•. 
1 1 
1 1 
1 1. -H ~' Am>li;'t' E.,O,imoo>ol 

2 3. 



'\__/ SI SE TH~1·r~n'11 N/1 lid I·:XI'I·:rUMEN'I'/\U1EN'PE MEDIANTE UNA SERIE DF: PRUEBAS 

DE VTTIR/\CTml F\1~7./\D/\ CON .PUER7.AS 1\RMONICAS, Y ADEMI\S SE i:JETF.RMINJ\ 

p , EN'T'ONC f·:S o . 

. 
r, (24) 

OTR.O HETODO PARA DETERMINAR ~ CON BASE EN LA CURVA EXPERI.>IENTAL DE 

Bd SE CONOCE CON EL NO)VIBRE DE "I·~ETODÓ DEL .1\.NCHO DE BANDA DE LA MITAD 

DE POTENCIA". ESTE SE BASA EN DETF.RMINA'R LAS .)"P.ECUENCIAS QUE CORRES-

PONDEN AL VALO.r: rms DE LA A!lPLITUD EN RESONANCIA, EL CUAL VALE 

(Bd)l,iAX//2; SEAN f'
2 

Y 1'
1 

ESTAS PRECUENCIAS; DE LA ECUJ\CION DE Bd 

.,, 

rms = ~. = !<1\IZ CUADRADA DEL VALOR ~1EDIO CUADRA'riCO 

(~u~ •) 
SE OBTIENE: 

1 

V2 
= P ¡/(l-s2l2 + (2~el i o . 

ELE'! ANDO AL CUADRADO Ai'lBOS MIE~lBROS: 

1 1 
.8 ¡; 2 = (~_ 6 2) 2 

'l 
+ (2¡;S)

2 

? 2 1 2 1 

DE DONDE .. - = 1 - ?r + 2Z:> 1 +( ,, - '· 

DE AQUI, DESPRECIANDO EL TER.llo\INO ~ 2 DEL RADICAL, SE OBTIENE 

., 
2 ~" - 1 2r: 2;: • 1 ¡;2 1 61 ¡; -

02 • 1 2¡; 2 2 \..'2 + 2r. 82 - 1 + ¡; - [ 

82 61 
. 

21, -

29 



DE DONDE 

EJE~1PLO 

. 6 2 
5.67xl0pulg.-. 

.íl.res 

~ 

( 2 5) 

01 
::J 

.,.a. 
'o 5.67K 10-2 

-2 
-+-~=~ ff pulg.:4,01xl0pulg. "" <X 

~ 

~ 
~ 

~ 
~ a. 
en w 
0::: 

4 

2 

1 
1 
1 
1 
1 

·1 
1 1 
1 1 

-:lln~ 
1 1 
1 1 
1 1 

¡. 

. ·:-. 

QL-------~----~-L4.------L--------L--------

15 .n1 = 19.55) 
20 

\_nz=20.42 

DE LA EC (?. 5) . .Ail = Q< - 1\ = 
n? n 1 

-·-·······---- - - -- - -----

• ,;2- ill ~~ '.,l 
res res ~ ~ ') 

-----;j ____ _ -··-·-··-2---·· .. 
0.2 

-
+ 

25 

RAD 
0.87 SEG 

'\ 0.87 = 
lll 39.97 = 

rod n,--seg 

2.18'1; 

'·li::T!)l)() :\l'"f:"TCI). ;. !lE NL':'·I~17\RK PAPI\ RF.SOL\11·:~ f:J. Pf.~0BLEMA DE VfBRI\ClONl·;:> 

FL '·\FTODO QUE A CONTHlUACION SE DESCP.I!3E ES ADAPTABLE A SISTEMAS NO 

LI~EALSS Con '-'/\P..! OS GPJI.DOS DE LIB!':RTAD. 

' . 

2. 

PROCEDDHENTO: 

SP.l\N vi, yi ·y.~\' CONOCID0S EN EL INSTI'.:i'T'E ti' " 

SUPOhJ·~N10S EL 'JALO!: DE y i+l 

• CALCULEMOS yi+l yi + (yi ~-Yo 1 lr.t/2 
o+ 

30 

t:+l~t. +/:t. 
1 .. J. 

( 2 (,) 
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·' 

3. 

4. CALCULE~lOS UNA NUEVA A?ROXH1AC:ION PARA y i+l A PI\RTIP- m: LA 

5. 

·~ 
ECUACION D.IFERENCIAL -DE EQUILIBRIO:' , 

(29) 

REPITA'10S L.'I.S E'J'AP.l\S 2 A 4 El"PEZANDO CON EL NUEVO VALOR v 'i+1 

HAS'l'A QUE EN DOS CICLOS CONSECUTIVOS SE .TRNGAN VALORES DE y. ¡ 
~+. 

CASI IGUALES. 

SE ?J::COniENDAN VALOnES DE S DE 1/6 A 1/4 Y Ú~O.lT PARA ASEGURA~ 

CONVERGEN.CIA \f ESTABILIDAD. 

31 



' ' 

lb 
K= 36pulg. 

' .• 1 

CALCULAR LA RESPUF.STI\ DF. Ll'. ESTRUCTURA .II.PLICANDO E,L METODO i) DJ: 
~- ) . ' . 

· , NEl'IMARK 

w : = 3 
AAD 
SF.G 

h = e,, = 0.2 X 3 = 0.6 T 

' T0'11\. REI10S 8 =O . 2 Y ót = O • 2 ( ~ o. 1 T) 

1 

(27) ,. (2S): 

• 
yi+1 ~ yl + 0.1 (y. 

l 
¡. \1 ) 

' .i. +l. 

.r:: 

.'~ ~r 
2 .09 SEG = = 3 

SUSTITUYENDO EN LAS ECS ( 2fi), 

~~ ~~1 SABS'~S QUE SE TIENE y=O, y=O Y y=O 

El~ t=G 

= o . 1 

y = o 
1. 

-- 5 . r: 

32 
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--~-------,­
/ . ..: ~ 

fl· . '~ ... 

•···. 

g 
u 
u 
;1 

o 
_1 
u 
u 
o¡: 
N 

{ y i.+l 
~ f) + () . 1 (O + 5> .. ~ o.r; yi.+l 

.. () + o + o + O.OOH X 5 -- o. l::t 

yi+l =-1.2 X 0.5 - 9 X 0)04 (~30 X o. 2) = 5.04 

yi+1 ~ o+ 0.1 (0 + 5.04) = 9-504 & O+ O+ O+ 0.008 xS.04 -

= O.Ó4032 

Yi+ 1 =-1.2 X 0.504 - 9 X 0.4032 - (-6) 2 = 5.033 IN/SEG 

"'STOS CALCULOS SE PUBDEN ORC';ANnAR "EDIANTP UNJI TABLA COMO LA SIGUIENTE: ~- - -- - . - .. 

t 

SEG 

o 

0.2 

0.4 

1).4+ 

0.6 

X y y 
o 

IN/SEr; 2 2 ING/SEG ING/SEC'; 

o o o 

-6 5.0000 0.5000 

5.040 o. 5040. 

5.033 0.5033 

5.034 0.5034 

- -12 8.0000 1.8078 

7.442 1.7510 

7.S34 1.7602 

7.533 1.7601 

o -4.467 l. 7(,01 

o -6.000 0.7134 

-5.464 0.7670 

1 -5.55() 0.7584 

. 

t = 0.2 + ~t = 0.4 SEG: x = -3o x-o.4 = -12 o 

V. = 5.034, YJ.- = 0.5034, y. = 0.04027 
"1 J. 

33 

y 

IN 

o 

0.04000 

0.04032 

0.04026 

0.04027 

0.26536 

0.26079 

1 0.261 ~3 
1 

0.26162 

0.26162 

0.51204 

O.'i163.l 

0.51564 
1 

. 

. 

. 



o 
..J 
u 
(3 

:01 

F. N 

EN 

yi+1 

yi+1 

t = 

t -

';' 

v ·· R.OnO S~ ORTTRNI~: 
i + l 

= 0.5034 + 0.1 (5.034 + S.OOO) ~ 1.8068 

= 0.04027 + 0.2 X 0.5034 + 0.012 X 5.034 + 0.008 X 8 7 0.26536 

= -1.2 x 1,8068 - 9 x 0.26536 - (-12) = 7.442 TN/SEG
2 

0.4+ SOL() CM'l3lA y Yo :4·+ = vo.~- + X = 7.533 - 1?. ... -4.467 
o 

o. 6. V. 
1 

~-~.467) yi = 1.760.1: y = 0.26162 
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ESPECH'OS 0[ RESPUESTA ESTRUCTURAL , 

RECOHDm10S ()UE LA SOLUCION DEL PROBLE"''A .DE VIJ311ACIONES FOH?:/\D/\S CON 

F.XCI'rACION STSMICI\ P.S 

.,, 
'•' 

DE L.l\ OBSERVACION DE ESTA F.CUACION SE CONCLUYE QUE EL DESPLAZAMIENTO 

~ELATIVO, Y(t), ES l"UNCION DEL TIEMPO, t. E~ A'IORTir;UAMIEN'I'O, r., y 
._:" 

LA "'RF.CUENCII\ CIRCULAR Nl\TU'qAL, w (O 'DEL PERIOJ)O NATURAL) ' 
~ . ' -

y(t) = f(t,,.•,r.) 

FIJP,MOS UN VALOI'{ DE r., POR EJEMPLO t;=O, Y. I,UEGO ASIGNEMOS VALORES A 

,,, , POR KTE'WLO O. 1, O. 2. O. 3, ETC, HASTA CUBIUR UN INTERVAI,O DF. TN'l'E·­

RES, Y PI\RI\ CADA CI\SO cr,LCULEMO.S LA FUNCION RESULTANTE DE APLIC/\R LA 

F.C\11\CION 1\N'l'ERTOR. CON ESTA OB'J:'ENF.~\OS 

y 1 ( t) ~ f 1 ( t' o. 1' O) = f 1 ( t) 
,1 

y 2 ( t) = f2(t' o. 2' Q) = f2(t) 

V 
3 

( t) = f3(t, o.). 0) = f 3 ( t) 

SEA:-< D1 = '1AX / y l ( t) 1 = D(w
1

,r.) 

D2 = MAX:y
2

(t)[ = D(w
2

,c) 

~ = >-11\X 1 y 
3 

( t ) J = D(w
3

,r.) u3 

• 
• 
• 
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.. 

, Desplazamiento relativo, 
'( ( t ), pulg. 

-1 

-2 

-~ 

o 5 

' . 

.... 

MÓx 1 x(t )1 =3.28 puiQ . ., 8.35 cm. 

10 15 20 25 

Tiempo, t, ••11· 

Respuesta de un sistema amortiguado simple, 

con T1 = I.Oseg y~ =O.IO,alsismode 

El Centro, Cal., 1940, componente N -S 

36 
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·.·, 

·-

' ' 

·'. 

EN TAL CASO, l.l\ C:R/\ElC/1 
o 

o .1 .3 

'S = o 

' 
1 

1 

.4 

-. ·¡ 
,). 

w 

ES EL ESPECTRO DE RESf'UESTA VE VESPLAZAitiEIJTOS PI\~~ =O. SI ESTE PR.0CE:':o DE 

REPITE FIJANDO OTROS VALORES DE -z;, POR. EJE~PLO, ~=0,02, 0.05, 0.1, 

0.2, ETC, SE OBTENDRAN LOS ESP~CTROS DE DESPLAZA'!IENTOS COP.~ESPONDIENTF.S. 

DE MANERA ANALOGA SE PUEDEN OBTENER LOS ESPECTqos PAP~:t\ OTROS TIPOS DE 

RESPUESTA, TALES C0'10 VELOCIDAD RELATIVA, ACELERACION ABSOLUTA, ETC, ()UE SON, 

RSSPECTlV l\.'1Slii'~E 

. 
V= MAXIy(L) t. ' 

'., ¡¡, 

•• 
¡\ -· "11\X 1 X (t) 1' r. , (Al 

ESTliDI STICA";EN'I'E SE HA ENCONTRADO 0UE 

• 
S = t11D = " (30) 

V 

2 • • 
SA = (l~ i) = 1\ 111V 

' ( 31) 

PSUIDCF.SPECTROS, 

loq •= loo V + log T 

IV·: T.A r.:c. ( ·~~ l 1 : ~ nq r\ loe¡ '!' + lcJ¡ 

E'''i'AS ECU.i'\ClONl'S COT<PJ·>:P'.lNDEN 1\ LINEl\S REC1'1\~; F'l PAPEL J.()r:r.'''' ·:··,, t('r,; 

Ll\ PRI'IER/1. CO~I PENDIENTE -1 Y LA SEGUNDA CON PENDIENTE +l, S 1 :i'-' i':':.-", 

w COMO VARIABLE INDEPENDIENTE; SI SE USA T, LA PRIMERA TENDRL\ PEND; t:::-:-

TE+ 1, Y LA SEGUNDA, -1. 
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r . 

V 

D 

E.1'EMPI.O 

V 

A 

··./1/.TERNATiVAMEiv íE, EN 
T ERMINOS DEL PE.RJOfX), 
T, ¡ 

w 

A D 

T 

CALCULAR F.L ESPECTRO CORRESPONDIE!~TE A LA EXCI'l'ACION (CONSIDERESF. . e• O) 

o 

_i_- L-0 -----!----- t to 

EN UN EcTE~1PI.O ANTERIOR SE OBTUVO 

--a y(t) - -
2
- ;1 ~ cos~tl, SI O<t~t 

j¡) - n 

il ~ '·\AX : Y ( t} i 2a 
= :;2 

. T 
; '1<-?<t , - .. - o 

(0<T<2t ) 
- - o 

[l , l--· 2a 1'~!\·:.::! y ( t·.) 2 sen ST T)'.1 t 
,,, 

-, 
S .-.¡[) 

_a 
1 ~ = sen 

V •>! ' 

Lil'·1 S 
L.í.', 

{at
0 

= 
(ll·-~0 

V .. , ... o 

:llt 
o : 

~-2-

·-L 
~,..: o sen-2 -

cot
0 -:z-

S = e~\.! 
' 7:... 

at ,_ o 

{¡)t 

:=?1 O¡ 
.~a. 1 sen---2-: 

CI\SO PA'>.TICULAR' . SI t = 1 SEG y a 
o 

2 
= 100 IN/SEG 

sv 
2 X 100 100 

T o .., SEr. = = SI < T < 2~ -- 1 ~ 

T 
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Periodo natural T, en seg 

Espectro no amortiguado corresponctiente a un pulso rectangular 
de aceleraciones. Según N. Newmark y E. Rosenblueth, ref 1 
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Componente N-S 
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'•- . 

.. _,._ 

,_.,_ .. : .. 

~- · .. 
.·. t; =o. 10 . 

~ .. ~~ .. ;-~-.' 
' ·"· l, 

0~~~--~~-L---L--~~~--~~--~~~ 
o 1.0 2.0 3.0 4.0 

Periodo natural T
1 

, en seg 

Espectro de desplazo m ientos. Sismo de Tokochi- Oki, Japón 
(1968). Según H. Tsuchida, E. Kuri:ita y K. Sudo, ret'4 
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lOO 

.., 50 
Cl .., 
u 
o ., 
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Mdx {lxo (tll} 
3.0 

.t 

Componente N-S 

~~=0.10 

Componente N-S 

Mox{lxo (t)l} = 207.67 cm/seg 2 

3.0 4.0 

natural T1, en seg 

Espectros de veloctdodes y de aceleraciones .. Sismo de Tok(Jchi­
Oki, Japón (1968). Según H .Tsuch ido, E. K urato y K. Sudo, ref.4 
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Acelerogramos origina les del sismo registrado el 
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DISTRIBUCION DE FUERZAS CORTANTES DIRECTAS Y.POR TORSlON 

centro de 
gravedad ----r--'---r--..... 

(C. G) 

centro de 
regideces---7'"---....._,<.----~---­
(C. R.) 

~ ... 
~1 
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-r-.r-T'-r-7-r-:Y-r,-.,...-,-,_,..--,.,-.r-r-r-'l-r,.--,'""'-,--,~+~---·--·-·--···--·----l>•"· 

X 

C.G. l + 
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Xn-1 

SE K¡ = 8 Keq 
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n 
K = E. .K. 

eq . t = t· 1 
1 1 'h 

= EF¡ X¡ = EK· SX· 1 1 = SK-X·= .J 1 

K 8 
eq 

POSICION DEL CENTRO DE RIGIDECES 
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'VEAI'IOS COMO SE DTSTRll\UYF.N LAS FUERZAS CORTAN'"ES EN LOS l".A'<COS 
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.SISTfMAS NO LlNEALES VE UN GRAVO ti{ Lit;Ef!TAV -.; .. ,. 

. . ECUACION DF. ."'10VI~1.IENTO ~ 

Mx + O(y,y) = P(~) 

SI Q(y, y) = KY + CY 

y = x-x = DESPLAZN.UENTO '<El.Nnvo o 

SE .. :TIENE EL SISTEMA ELASTICO LINE.I\L 

1·10DELOS PARTICULl\RF.S 

1. RJGIDO-PLJ\STICO 

0 =-01 + Cy, SI y<O 

Q = o 2 + Cy, SI v<O 

Q • 

·r-. 

EN DONDE C =CONSTANTE. SE HA EMPLEADO COHO 

W")DELO EN EL ANJI.LISIS DE TALUDES Y CORTINAS. DE PRESA$ DE TIERRA 

v ENROCAIIIENTO 

2. ELASTO-DLASTICO 

1 
1 
1 
1 

---'------JL.--··'-·---·_.1.-· ... y 
ye yu 

Q = Ql (y) + Cy 

SE mtPLEl\ C0'10 ~WDELO EN EL ANALISIS DE ESTRUCTURJI.S DUCTILES. 

"'.1\CTOR DE DUCTI LID.Z\D · = :t = y /y 
·u e 

Yu = DESPL'\ZA'1IENTO !1AXI!·10 QUE PUEDE SOPORTAR SL SIST!::~·~l' SI.'l 

FI\LLl\R 
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1 . 

4. 

: .. 

·~· 

!~ 1 :~'.1'1·:~\/\ 1\ 1 J, 1 N 1·:/\ l. 

Q 

- --- - --- - .. y 

CON ENDU.RECHUENT') 

SE USA COWl >10DELO PARA ANALISIS 

DE PUENTES COLGANTES 

TIPO Ml\SING 

Q 

r 
--~y 

CON ABLANDAMIENTO 

SE USA C0~10 MODELO DE SISTEMAS 

QUE SE DEGRADAN POR AGRIETA­

MIENTO (~1UROS DE MAMPOSTEP.I/1, 

POR EJEI4). 

a¡ (INCLUYE A LOS ANTERIORES COHO CASOS ESPECTI\U·:S} 

---~---· ___ ---· -----------.-
1 y 

/- 1 Esqueleto_ de la 
curva 

~ = ~UERZA EN '-' = v o o 

Q - Q 
-~~0 .. 

2 

y~ = DESPLAZA'HF:NTO EN EL CUAL El, PROCESO SE INVIRTIO (y CI\MfliO 

DE SIG:JC') POR ULTHIJI. VE?. 

CASO p,-,RTICL'LAR DEL ES(lUP.LETO 

.__ 
" l 1_ 

r¡ r 
-1-. 'l (-.~- _) 0 J l "1 

{'-10DELO f{Ar1BER - Cl''c;nr_l[l) 

----------------

lJO~''c:": ·-: l, 0 1 , ., v r SON CONSTI\NTES POSI'T'IVAS 
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1,•, 

EJEt·1PLO: CASO BILINEAL 

. i. 

Q 

y 

EJEI-1PLO CASO ELASTOPLASTICO 

.\~ETOVO S DE Nr:~:.·.;.u~K 

PARA EL ANALISIS DE SI.STEI·lAS NO LINEALES SE PUEDE USAR EL .'11:'''000 r: 

DE NE\•I.'~.AR!< DESC~ITO ANTST\IOR.~ENTE. 
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' ,. 

~}''1' 

'• 

·¡ ., 

1 _) 

! ' 

EJEMPLO 

tons . 

Qtons 

// 
<~ ·---K~ 18 ton/cm 

30 

....,o_,_'--...,...=---------+ Y 
0.9375cms 

5 ----------~----------=-of-------
0

-_
5 
_______ __. t segs. 

ECUACIO~i DF. EQUILIB!UO DINl\JIUCO , llY + Q(Yi = P (t) 

y P(t) -_Q(Y) 
= 

.. 
= P(t) - Q(y) 

2 
(I) 

PA'<A Ll\ APLICACION DEL ~IETODO DE NEN.~lAR!< 58 TIENEN .LAS SIGlllDITE::; 

EXPRI:SIONES: 

ti+l = .. + At -i 

yi+l = Y. + (Y i + y i+1) llt/2 
l. 

., 
(H) 7. 

yi+1 = Y. + Y. At + ('0. 5 - ~~. ) " . (flt)" + ¡; y. 1 
l. l. l. !.+ 

CONSIDERANDO At = 0.10 SEG. Y 8 = 1/6 SE PUBDE ESCRIBIR; 
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V V + 1 ·(v,•."+ V ) "1"+1 ~- l. •• 20 "]. i+l 
(<T l ) 

yi+l 
. 1 -- .· . . . ·~ . 

=Y. +Y. (O;iOl + G"""O ·(·.2Y.¡ + ~1."+!) 
l l. ouu ·}· 1: 

( III) 

EL PROCEDIMIENTO DE CALCULO ES COMO SIGUE: 

' SE ASUJII!E yi+l 

SE CJI.LCULA yi+i CON LA ECUACION (U) 

SE CALCULA y .. CON LA ECUACION (III) 
i+l 

SE CALCULA UN MEJOR VALOR DE Yi+l CON LA ECUACION (I)_ 
; 

·ETC. _:~. 

Qol-- --_:...e· 
1 
. 1 

1 1 
1 
j 

1 1 

:+-----'-----L ______ .---'-1 ,_. 
O¡ yo y y má){ 

1. CO~lP0RT.ZV~ U::--J'PQ EL.I\STICO () = 32 Y 'l'ONS 

2. C.lVIBIO DE RIGIDEZ o == 30 + 18 (Y-Y ) 'r'n:·J o 

3. DESCARGA 

EST.'\ ULTI'~'\ EXPRESION M.'\"JTIENE SU VALIDEZ HASTA ()UE, (YMAX-Y) <2Y 
- o 

! '': 



... .,. 
" ' 

Y = O. 9 3 7 S CI1S 
o 

t'ARJ\ = o, 
p 'iO 25 t y = = T = 
~1 

PARA t = 0.10, V. = yi = o - ]_ ,·: 

1er. CICLO 

; 

• 
j: 

' ~· 1• 

. y 
' 

yi 

= 

= 

. Q··:i= 30 o 
• ·,,O! :~ ••. " 

' .. 
TON 

OJ-.;Y•=· o .. ~.:-""" "\ ' 

25 

.-,.·. 
Ji .. 

SEA yi+1 = 20 COMO PRIMER TANTEO. EN TAL CASO 
.l. 

' 

o + 1 (2.0+ 25) 2.25 .. '• 
yi+1 = 20 = 

. yi+1 
1 = 0 + 0.10 X 0 + 

600 
(2 X 25 + 20) = 

2o. CICLO 

3er. CICLO 

Q = 

y 
i+1 

y 
i+1 

3~ X o .1167 

so - 3.733 = ?. 
-

".r• 

= 23.134/2 = 

= 3.7330 

= 23.134 

16.567 

yi+1 = 73.134/600 = 0.1219 

Q = 32 X 0.1219 = 3.9000 

... u::, 

yi+1 = (50 - 3.9)/2 = 23.050 

60 
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4o. CTCLO 

V . i+l = ?.3.052 
. . ' .... 

..... !· t 

~· i+l • 23.052/2 = 2.4026·· ~ 

.. :·.•, 
yi+1 = 73.052/600 - 0.12175 

0 = 32 X 0.12175 = 3.8960 

y = (50 3.8960)/2 = 23.052 ... ETC. 

; 1 

.. , . 

··-· 
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LOS CALCULOS BASICOS SE 1\UESTI<AN EN LA 'I'I\.BLA SIGU TEN TE: 

1 ~- -? Y~-----v -·······l--··-~·--· 
t 1 1) 

SE<~ S 'l'ONS i Cr\ SEG . 01 sr-;~i C''::; '!'il:ó•' 

~--- :~~------------++''~~~~-?-. =-5-.:..-·_o-_o-.:..o-_-_:-_-.:..o-.:..-· _o~o----+~=o=·~n~o_-_-_ -_-::~r~---·.. ; -. 
i 20.000 2.2500 0.1167 1 3. /jj() 

.. , 
0.0 50.()0 

1 0.10 50.00 
¡ 23.134 2.4070 0.1.?.19 1 3.91111':• 
: 23.050 2.4025 0.12175 J.l%'1 ¡ 
1 23.052 2.40?.6 •).12175 3.8960 

i 

i 
1 

f-----+'-----+------+-----+-------

1 

50.00 ! 20.000 4.5552 ll.4722 15.110 
~ 

' 
0.20 

1 

17.445 4.427fl 0.46793 l"-.'170 

1 

17.513 4.4310 0.46804 14.977 

¡

1

_c 

0

_ .. 

0 

.

0 

___ J __ 11_0~~- 5

0 0

1

0

1 __ .. _ 4

5 

_ _:_. a

8

• __ 

0

3_

6

o __ 7
0 

__ s __ -+-_o __ ._4_6 ?._ o·-4---+---·-~ ~~. ~-~-7-
, 1 . 1 0.98610 30.87~·1 

1 <J • 56 o s . 7 ~140 1 o . 9 R 54 o ·w . H n ;>o 

1 
_____ +--¡__ ¡c--__ 9_._5_6_9_+-_s_. 7 s •t8 o. 9 fl5 ''2 .. --L-:~_:_~~' o·; 

1

1.

1 50 ·()~--~~ ~: ~hi ~: ~~i~ L i~H ' ~L ~~~ 
4.0150 6.4n40 1.60:250 , 4l.'J7'J 1 

r-----+-----4,-. ------+-----+-----·-----1-------- 1 

0.50- i 50.'JO ! 0.00 fí.6650 2.<623 i 53.84G f 

1 -1.9230 i 
1 -1.9000 6.5¡;975 2.2591 53.7:i') 
1 -1.8944 1; 

-1.894fí l G.57(10 1 2.2"·91? S.~.7R·• 
~------ . --.-.----- --·--- --------~- ---- .. ---------- ·¡ 

s.or, -24.39M>Lr .. ·;7'1~ : ?.··."·''1:' i 
--~-· ··--+-- -------------~-----------------·· .. ·-·--·-------· ·--------' 

-30.000 1 3.S'>03 1 2.7R4R : 
- 7 'l . 12 fí l J . ~~ " .1 fl ¡: 1 . 7 8 6 :' r; : 
- .-:> 'l . 1 3 f) 1 . n '.1 l ,, ; ., . 7 8 n :: .¡ 
-2'1.138 i 1.R9J17 ' 2.7862~ 

'----·-···---· -------t·- ···----·-· -----~-----~-------- ..... . . ---------
-3?.000 O.R3GS7 ¡ 3.rJ751_;~~ r.7.S7·: 

0.30 

o. 40 

0.50+ 

().60 () J o ·:. :-, 1 

G : . :.: -¡ ·¡ 
( ., "') .. , . 
-' · .••. 1 

. ' ¡---------f--·--· ·-· 

' 5. nn ·~. 70 
-31.289 
-31.320 0.H7(1~7 3.02626 () ·¡ . :, . : ~-

-31.299 ! 
___ :._ _____ ::.~~..:.~-~~- J . -~~-~~:· 7 . --l .. '.:.~ < 641_ .. f 

-3l.G2rJ ! -0.00313 1 3.03d'>0 , 
~--------+--

67.600 

tL 7278 

-11.409 ¡ ~ ; 
- 3 1 • 4 2 rJ 1 - 0 • O O O 3 5 2 J . O 3 R 5 3 j G ¡· . '' L : 

L_ __ _,_ ____ J.._-.31. 4093 l -fl. 000205 _:1_· 03BS_~ ___ j ___ ñ7_:~'_: ___ j 

En t=0.5 + SEG, ;:,y =-45/2·= -22.5 .". -22.5- 1.9946- -24. :'!•''· 
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¡ 
' 
•1 . .:: 

; -~- ·,,¡(·· 

: r·~ ·....._ 

., 

'•·. 

·1 • .. : 
·~: 'i. ,·, 

.. - !'' 

1 

1· 

1 

1 

, .. 

1 

l ... 

.. 

·1 

~-,-· . 

CON'l'lNU/\ClON DEL CUADHO ANTE~UOR 

1 ..• • 
t p y y y Q 

·--···•" 

o. 80 5.0 -28.000 -2.14.49 2. 959611 65.293 
-30.146' 

: ... i 
-30.000 -2.'21708 2.957874 65.237 ! 
-30 .11fl ... 

-30.117 -<. ??P7 2.nc,777 f r: • .., "'1. ' 1 ... • . ' . ' 1 
' 1 

-·5 .07'712 
; : ::::::-~-~~-: ;·:·:· ·! 

0.90 5.0 -27.00 1 

-24.236 1 

-25.00 -4.97712 
1 

-24.290 .. 
-24.294 -4.94182 2.59476 53.617 
-24,308 -4.94242 2.59474 53.617 

l. 00 5.0 -14.00 -6.85782 l. 99614 34.461 
-14.7305 
-14.7200 -6.89382 1.99494 34.423 
-14.7120 -6.89342 1.CJ94'l5 34.423 

1 -------·-·-·- ··------------- ·-·- -----

EN ES'T'OS CALCULOS SE INTRODUJO t = 0.50 Y 0.50+ PORQUE PARA ES'T'E 

INS'l'.l\"l'l'E. SF. PRODUCE UN CMmiO BR.USCO EN LA CARGA P (t) DE 50. Oll 1'0NS 

1\ S. ()fl TO"JS, CON LO CUAL SE J>r>ODUCE llN Cl\'1BIO BRUSCO EN LA 1\CEJ,I::RJI.-

CI0"l DEL SIS'rE~A Y P. N ESTE TNS'T'AN'T'E NO Em PRODUCEN CMIJ3 IO~; EN v 

Y \' EL TTI'~lPO t = O. 7273 .SEG. SE IN'T'RODU,TO POR LA NECESIDAD Df: 

CALCUL.I\R LOS VALORES DE. Y Y DE o, PUES. A PARTIR DE DICHO INSTANTE 

SE' INICIA LA DESCARG.'A DF:L S ISTEt.1)\. ESTA CONDICION SE ENCONTRO SOBRE 

L.A an.SE DE AP110XI~I.II.R Y A CERO, OBTENIENDOSE v~1_liX: 3 • 03853 cr~s ·¡ 

~~~X = 67.818 TON. 

E'J EL CUADHO SIGUIENTE SE PRESENTA UN RES!Jr~EN DE LOS Y<ESULTI\DOS. 
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·-- ·----· ·-. ·-----.~------ --··---···¡ ---------
y (supue~~a) 1 

Cm Seq 1 Ton 

t 

Seg. 

p 

Cm. 

y -~--T 
Y(calculado) 

-2 
Cm Seg 

y 
-1 

Cm Sec:¡ 

~ .) T A S 

o _--0-------r- --~-~ -- -_T! - ~o-: ~: 
Ton ¡ 

------¡---------+------

0.10 23.~~~0 50.00 

o.rio 
0.12175 

0.00 

1.896 
0.20 17.S1lO 

0.30 9.SG90 
1 

5o.no 0.46804 14.977 

50.0() 1 1).98543 30.863 

0.40 4.0150 50.00 1.60250 41.970 

0.50 -1.8946 50.00 2.25912 53.789 

0.50+ 5.00 2.25912 53.789 

0 .. ~0 . -2~.llRn S.90 2 78614 63.277 

0.70 -31.3010 5.00 3.02641 67.600 

0.7278 ·-ll.1'l')j 0:,0() 3,03853 67.818 

0.800 1 -30.1170 5.1)0 2.95777 65.234 

0.90 -21.3080 5.0~ ~.59474 53.617 

~~~-~--~ -14_. 7:~:~'-__ _,__ __ s_:~~~-~~949'1 34.423 

{

v m~x. = 

O. m2x = 

1 
25.00 

23.0520 

.1 i. 5110 
' 
'9.5690 

4.0150 

-l. 8946 

-24.3945 

-29.1381) 

-31.3010 

-ll.4093 

-,30.1170 

-24.3080 

-14. 712n 

3.93353 cms 

87.818 tons 

0.00 

2.40260 

4.43075 

5. 78430 t Ci'-':3:J 

6 . .4640' . 

6.5700 + 
6.5700 CAMBIO 

3.89347 1 

q. 87147 1 

-0.000205-:-- Q'T:!\x, 
¡ 

-2.22127 ! 
1 
! 

. -4.94242 ¡ 
-6.89342 ¡ 

DE RIGID::z 

DE CARGI'. 

Y.máx. 

~-------------



.. ,' 

( ( 

X ------- ------------- -------.--'-----,-¡---

X móx-: 3.03853 

0.728 seg 

2.0r--

p ( t ) M 
~ :XX )()(X X XX H lr !1. 

X 

1.0 ------ ----- -------f·-----+-,--------j¡-

' 

! 

o o _j 
,-.? ._, . ..__ 

---- -- __ _j 
0.4 Seg Q6 

( 

1 

1 



CRITERIOS PARA TRAZAR ESPECTROS VE VISE."íO ELASTOPLASTICOS A PARTIR VEL ELASIIC! 

1. CRITERIO Df: IGUAL DESPLAZAMIENTO ~IAXl~!O DEL SISTH1A ELASTICO 

Y f:L ELASTOPLASTICO DE IGUAL PERIODO: 

Qef~---- ------., 
/' 1 

/ 1 
/ 

/ 
/ y~1AX 

]) 
p Yy 1 Yy 

-Ymóx =f"Yy 

K y 
y 

= n 
e 

Jle = 
~ 

KyHAX = = 
\1 \l 

= ~Y y = ~nP 

CRITERIO DE IGUAL ENERGI/\ ABSORVIDI\ POR LA l'STRliCTUJU\: 

K,. , . 
. L'' l' ·-,--

1 ! 1 2 - ,. =-v + 
2 ·e 2' y 

Ye 2 

"' (·-·-) = ,. . 
\' 

KYe 

V \' . \.' ') 
•. 1 

\' 

::..~ -
V 

)' 
? 

,. 
·e - , 2~.-r ,. 
·v 

Q 

Kv 1 ,. . \' . ' p 

= \1 - ·::¡ 

\' ) 
'y 
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·......__ .. 

= 
Y e 

Y y 
12~-

' 
YeJMAX D" 

D e 
'' V = = = y ~lA X p ¡z~-:--,- 12 -_---,-

POR LO TANTO 

y 

\. _ _/ 
. ~·. 

··....__..,.. ' 



l J 

'' ·• 

. •' ,J . 
. Jolf': 

. 1¡1; ,q· . -~·:· 

t·· :-'.¡ 
·. il~. 

f\ 

'1 1 ' 
r 

¡ 
'o. 

1 
;' 

1· 

~ 

•. : . J 

·. . ~ 
1 

·: 

--~-

·' · .. 

·.' 

¡., 

-;:;¡. 

,.•: 

'---·' 

o 
E ..... 
~ 
E o 
o E o .... 
.... " 
+' "" w E 

"" ..... o 
"' o o .... 
+'' +' 

. !1) w 
ro "" ..... ..... 
" " 
o o 
+' ,., 

" " " "' ... ~ ·rl 

@ ~ 
N N 

"' "' '•1 ~-1 

1.5 

1.0 

P-~ p.. w U) 

" Q) 

"" "" 
11 

05 
o 

" 

~ = Factor de ductilidad ·--¡----- ----- ... 

b) 1 o~ de amortiguamiento, J.l = 4 

Perlodo natural. scg 

Comparación de la respuesta móximo de un sistema elas­
toplOstieo·y uno elOstieo. Sismo de El Centro, Cal. 
( 1940). Segun Blume, ·Newmark y Corning. 
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-,-----·· - . 

'' 

> 

~ 
:o .... 
() 
o 
~ ., 
> 

Espectro de respuesta 
amortiguamiento nulo 
Centro, Cal. {1940). 

' . , 4 5 

Perlodo natural, seg 

de un sistema elastoplóstico ·con 
{porte elOstico). Si~mo de El 
Segün Blume, Newmark y Carning. 
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Q) 10 
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,N 

'.tr(,.'" 
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1··-· 

".¡ 
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~---·,.h"· -~-u: ... 
.: .~ .. ' . . 

3 

Perlado natural, seg 

Espectro de respuesta de un sistema elastopl6stico con 
1 O% de amortiguamiento {.porte el6stico). Sismo de El 
Centro, Cal. (1940). Según Blume, Newmark y Corning. 
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.·, 

. . ' 

METODO 6 DE NEW~1J\RK 

¡ ... 

STSTE~IJ\S ELJ\ST!COS l. lNEALES DE VAIUOS GnATlOS llE l.IBERTAD 

PARA CALCULAR LA RESPUESTA DE UN SISTEMA DE N GRADOS DE LIBI:I<T<Iil Y 

cmtPORTA/IIIENTO ELASTICO LINEAL SE EMPLEAN LAS ~1ISMAS EClJACIONb Qi!l. 

PARA UN S ISTEHA DE UN GRADO DE Ll BERTAD . 

(111 

. . . . . ') 

xj(ti+l) = ·xj(t 1 ) + xj(ti).llt + [(1/2-s)xj(ti) +_sxj(t 1+ 11](6t)" 

. EN DONDE j = 1 , 2, •.. , N. 

E.\ ESTE Ci\SO SE RECOMIENDA TMIBTEN liN VALOR llE il Cm1PRENDIDO f'NTIU' i /i 

Y 1/ti, Y QUl' llt- 0.1 TN' EN DONDE TN ES EL PERIODO NATURA!, 111' Vll:i 

Clll'J ~11\S PEQUI'':W. 
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·" •' 

'~ 

.... ,· .. 

EJEMPLO 

SEA UN SISTE~IA DE DOS GRADOS DE LIBERTAD CON AMORTIGUAMIENTO NULO, 

CUYAS MATRICES DE MASAS Y RIGIDECES SON: 

USANDO EL t·IETODO B DE NEWMARK CON H=O o 2 seg Y B= 1 /6 CALCULE LA 

RESPUESTA DINAMICA ANTE UNA EXCITACION DADA POR LOS DESPLAZAMIENTOS 

DEL SUELO: 

X = 1 o 2 t SI o < t < 2 scg (x EN CENTTMETROS) 
o - o 

X = 4o8-1.2 t SI 2 < t < 4 seg o - -

X o = o SI t < o o t > 4 seg 

PUESTO QUE ESTA EXCITACION IMPLICA QUE X o (t) = o PARA TODO t , SE 

TIENE QUE LA ECUACION ~\ATRICIAL DE EQUILIBRIO RESULTA SER 

~IY + KY = MY + º = o 
POR l. e) QUF. 

mi 
,. 
. i + ') 

'·i = ll -+ y1 = Qi /mi 

m., 
" 

Yz + Qz = o + )') Q2/m2 

EN DONDE \' = X X y Yz = x2 - X , ' 1 1 o o 

CON lit ~ O. 2 seg Y 6= 1/6, LAS ECUACIONES DEL METODO B DE NEW~1ARK 

QUEDAN F.N LA FORMA 

X j (ti+ 1 ) = X.(t.) + Üo1rx.(t.) + X.(t. 
1
)l J l .. J l J. ¡+ • 

= xJ.(t
1
.) + 0.1 xJ.(t,,) + Oo04[x.(t.)/3 + x.(t. 

1
)/61 J J J ¡+ •o 
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'1 '. 

¡ .. 

... .... ' 

EN t = o, yi = x. = o' y. 
1 1 

= x. 
1 

= 

' .! 

o' y. = x. = o. 
1 l 

EN t = 0.2, x· = 1 • 2 X 0.2 = 0.24 cm· SUPONGAMOS X 1 = y, = 1 . :~ 5 . . . o 
y x2 = Yz = 1. 50 cm/seg; 

PRU1ER CICLO 

... 

PARA LA MASA 1 : x, = o + o. 1 (O + 1 . 3 S) = 0.13S crn/seg 

x, = o + o + 0.04(0 + 1.35/6) = 0.009 Cl:l 

Y¡ = 0.009 0.24 = o. 2 31 cm 

PARA LA ~lASA 2: xz = o + o. 1 (o + 1. S!l) = O. 1 S 

x2 = o + () + 0.04(0 + 1. Sll/6) - o. 01 

Y2 = 0.01 0.24 = - 0.23 cm 

1l r_ l r-":'] 1 

1 o. 231 1 

= 
SI l-0.2301 1-1.381 

1 
1 : j ~ ..J L 

POR LO ~~u~ Y¡ = x, = 2.5,1/2 = 1. 2 7 # 1 . 5 S 

v, = xz = 
• L 

1.381/1 = 1 . ,',81 t 1. so 

SEGUNDO CICLO 

x, = o. 1 X 1 . 2 7 = o. 1 2 7 x2 .. o. 1 X 1 . 381 = o. 1 38 

,. = 0.04 . 1 X 1.27/6 = o.ooss xz = 0.04 X 1 .381/6 = o. oon 

\' = o.ooss - 0.24 = -0.2315 . 1 Y2 = 0.0092 - 0.2~ .. --0.:::308 
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··~ 

·-

1 

Q - ~u :] l"·"'~] = l' '"] -0.2308 -1.386 

DE DONDE x, = y1 = 2.546/2 = 1 . 27 3 "' 1 . 2 7 

x2 = y2 e 1. 386/1 = 1. 386 ,!, 1 . 381 

EN t = 0.2 + 0.2 = 0.4 seg SE TIENEN x
0 

:e 1.2 x 0.4 • 0.48, 

x1 (ti) = . 
x1 (ti) = .. 
x, (ti) = 

PRIMER CICLO 

0.0085 

o. 1 2 7 

1 . 2 7 3 

x
2 
(ti) e Q. 0092 

x 2 (ti) = o.138 

x 2 Cti) = 1.386 

.. 

.• . 

SUPONIENDO x 1 (ti+l) = 2.3 Y x 2 (ti+l) = 2.1 SE OBTIENEN: 

x, = o. 1 2 7 + 0.1(1.273 .+ 2. 3) = 0.484 

x1 = 0.0085 + 0.2 X o. 12 7 + o. 04 (1. 273/3 + 2.3/6) = 0.0662 

Y¡ = 0.0662 - 0.48 = -0.4138 

X ' = 0.13il ¡. 0.1(1.38(¡ + 2. 1) = 0.486 

xz 0.0092 + (\ . 2 X o. 138 + 0.04(1.386/3 + 2. 1 /6) = 0.0693 

V 0.0693 0.48 = -0.4107 . 2 

Q = 1 

¡ 1 

l 
i-0.4138l ~- 4. 5481 1 l 

' 
1 1 = 

') .' i-.41()7 ¡ 1-2.463¡ 
- '-- - '--

PE l :t):-!DL x
1 

~ :· 1 - 4.548/2 = 2.274 -f 2.3 

x2 = r 2 = 2.468 -f 2.1 

EHTTEP./\. i.OS RFSLJLT/\DOS DEL PROBLEMA SE PRESI'NT/\N l'N LA '1'1\EI./\ 1. 
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,_._:1. 

:.: 

.. . .. 
.¡.~': 

•. _., 

fii· ·' ' ' ' ''..¡· 
/ ¡ " 

Tomado d~l libro de N. NeWmark·.'y··E.Rosenblueth D • 
• . -~- ' ' ' ,¡ f 

l. 3 '") 

1.1 ro 

1 . ~ ,:·,_ -~. ···~/ 
... .·:' . -.-,.;-,~...i,__--·----. 

T."B~ .l.~. l. Ejr:n¡d•• '!. i 

J~. -.,--_::¡-X ~ - ~~~ · 9~ J. ~ ~~ ~ -~o .!.i! 
· cnt/~~"!"+-~·~'"2-~~·~·~•e-+-~t~o~n~fcc"'~¡r,!'~'~~J'~·"·'"~'!'~''~f-~c~"'~'~·~·c0"'"~--4~·~'"~ 

o o o o o o o ')0 

Q I]'J O.OO'f.; rO,ZliO (,H\l 1.,00 0.•~0 0.0100 -O.L\O!J O.é4 

UBI> 1;110 O.llt Ó:oo'fi ·O.llO~ Q.~4 
r=::=..t-~-"'-+-"-'-·t---- r--

1.2'1 o.•l7 o.oo~~ -'l.Zl•5 i.Ja6 _ l.la6 o.tl& o.<:>OH -o:z1o1:1 o,•., 
- -1-----~....;..-4----+----- --·----~ ·-+---+-·--! 

+l.lOO 0.•84 •O.O"iliZ ·O.CI]8 2.4.,,~ Z.IOO 0.45;; +O.O"'U -0.4107 0.4R 

2.214 O.o48 1 0.0~00 -0.4140 2.455 0.0718 ·0.4082 0.48 

z.:u• o."'l' o.ot>·>o -o.<••o z.•~~ r z .• ,") o.~u-1--_o_o_,_,_'+·-o_._•~o-'_'+-"~· .. '-'~ 
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PROBLEMA DE VIBRACIONES DE TORSION 

ACOPLADA CON ~'RASLACION 

1 b r-· 
1 

1 z 
1 
1 

: . ---- ~-:·-Je-J· 1 , ~--le Je 5 

(
- --------.--¡r.-e --- ---- z 
. . T . 

- ----Y. ------
C.T "> C.G. 

1 

·-·----t 
1 
1 
1 

1 

1 
1 
1 
1 
1 

IMz 
1 K(z-e e) 1 

: z ~~------------------1 1 
K = rigidez en trasJ.aci6n . 1 1 

1 1 

'-··---...1 
e = cb 

S 

= Mz + ~(z-e e) = O 
S 

Je + Le - Ke z = o 
S 

Ei< DONDE L 

Lt = rigidez en tor.si6n 

(1) 

( 2) 

PUESTO QUE LAS VIBRACIONES SON ARMONICAS: 

0 = -,,;2 o y z = -w 2 z 

Sustituyendo en e e ( 1) : 

-c¡J 2 Mz + Kz - K e e = o 
S 

(K - w2 H) z - K e e = o 
S 

( 1 ' ) 

7'l 



,, 
·1 

. :;-

' Sustituyendo (3) en (2): ' '-.__../ 

1 

1 

1 
1 
1 

1 

1 

1 

1 

l-·.,. • . ' 
~- ,- . 

·1 

¡.· 

1 

1 

.. Jl,'.' 

. :-,, 

(L'l'- Jw 2 ) - Ke z =O \: S 

Det 

K2 2 o 
es = 

KLT - KJ -:u>- l1.l.~1I.,¡,., + MJu14 - K2e2 = o 
" S 

K,T + ML'l KL," K2e2 
w4 w2 + ' S o - - = MJ MJ MJ 

DIVIENDO POR (K/M) 2
: 

KJ + MLT 
(MJ) (K/N) 

MJ(K/MJ 2 

SI .\ ~ -· Ul'< / (K/M) y CONSIDERANDO e 

LT/J LT/J 2 
,\ 1¡ ( 1 e - .\ ... + K/M )+ K7M -

J /(-;:;b2) 

SI (LT/J)/(K/M) = n y 

A,, - \ ~ (1 + '1 ) + n- 2 /' 2 e J = o 

2 + 1 ± ¡(,~ + 1)2 2 
ll e .. !- 1 ., ...• 

2 -:2 ' " 4 
J 

¿ ., 
* = .\1 (K/M) " A . .., (K/M) 

"' 1 
y w2 = 

L 

·r' 

( 2 ' ) 

K2e~ 
---'--,:-- = o 
MJ(K/M)

2 

= eb: 
S 

= o 

'7 8 



·---. - . . .. ~--

:~ -·.\ . 

J 
SUSTITUYENDO A "'~' EN (1') O EN (2'): 

': .•. f;. ~ 

¿ . 
1 

~1 = = 1 
() 

1 

SUSTITUYENDO A 

z 

1 
2 

~2 = = 1 
0 2 

~ 

1 

Á2 - 1 
cb 

2 
w2: 

1 

¡,2 - 2 
cb 

; 

1 

o: z = 2 -n 1 - l. n 
e' .cb , .. . 

:t ' .... ,_'-. 
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Efectos sísmicos . en estr'ucturas .:en forma 
de péndulo Ínfertido., 

., 

Octa<•io RASCON CH, ' 

INTRODUCCION 

En Ll pr<idk<l se prescntilll estrud\Lras consti­
tuida~ por tJO<l ~Pia l·olumna la cu;~\ :-:osticne unn 
cubierta que pta:de ser un:1 lo.s:1 o 1111 cascarón. Su 
comportamiento dinámko dch;: cstudiar~e cons1~ 
der:1ndo c-1 rh~~to qu.: la ine1Tia rotacional de la 
cubierta induce en el movimi~nto t0tal de la c~­
t rtll' (\1 ril . 

t\ principios de este año se presentó en Califor­
nia. EllA. un trabajo 1 en el nml se trató este pro­
blema desde un punto de vist<J cncrgdico. Se c~l­
·culó sólo el rcríodo fundamental y con base en 
él. la rcspucst<l de la estructura él un determinado 
temblor. Los periodos calculados para cuatro es­
tructuras de es~c tipo yu. construidas fueron me­
nare~ q11e los medidos in. situ. La discrepancia fue: 
atrihuid<J a efecto~ de rotacióll y tr<~slación de la 
ba~e-. . .. 
, El ohieto ,h~ c~te trabajo es introducir tm nnAli­
Sis mod:1l. el runl nos propC'rrionara los efectos del 
C\coplamil'llll' que existe cntiT lns nwdos de vibra­
ción. T;~t¡¡hi~.~n !'C' t0m<Hán l"ll ntcnt,, en forma 
aprn\·i::Jad;t h's efectos de rotadón y traslación 
de b b:lSC. 

CALC:liLO DE f'RECllENCIAS Y 
CONFI(~URACIONES MOJ)AI.ES 

IW VIBRACION 

1 . .t,"¡ :.-! ) /1 +:, ") 

P¡¡r,~ ~-1 ~-;,='o cn lJill' cltTnlrn d1.• Hl"<tVcdad dl' la 
Cllhien;l se ctKtu·nlr<t 1\'(;J\i:ad() en];¡ prolongación 
dL·l rj~.· ~.k !<1 rnlnmna. el mo\"illlit'ntt' de l~l estruc­
tura pndri1 ··~t \!lklfse l'll d<'!-1 din:t.:rionC'~ perpctl­
dintL·ll-c:-. c:1~rl' _ .... ¡_ En t.:1l e<l.';l' el rroblema podrá 
discrcfi:a;-~·l' CC'mn de do=' mmlos de vihra(ión aro­
pladn:-: en e<1cln dlrc~.._·ción. 

Par;t d l:1ku]p de In~ frecul'111.."ias de ,-ibración 
$\_~ idl_',11i.:tl:-t'l b c~trultt¡r;t ~·0nw de lntllrnrt<Hnicnt.~ 
lilll',d. ,·nn~:ituid~t p0r una l!JhiL'rt;¡ infinitamente 
rí~lid,t ,k n:.1~a ~imt~tricam<.~ntt' di~trihuid.:t y snpor­
t;td;t pt'l" Ul\,1 sob l"t"\ltunn<t. Ct'llll"l primer l<t!'O se 
t.:\ll~:-:ith·:-.lr~·~ ;J] SuL·ln :nfinit;ll:t.:nrl' ri~¡id0 ( fiH. 1). 

E, r,,, 
\V:· pe•:(¡ de J;¡ C:lhicrt.1 ,;,·:ls l.! rane trihut:l·· 

ria dr h cf1Ju:nn:1 
/ ::: nu1:1wn1n de inercia de :a ma!-ia d(' la ru­

hicn;¡ rcspn·to al eje .~ 

• A.·i .1. nt.- t.lt• lnvrstiB<ldor, lnsti:nlo eh· lnaeni,•ri;l, 
UNAM. 

" 

L _ _.,.-··E,'Ic 

j_ 
x' 

z 
Flc;. 1, Ptndu/,) in~>ertid,, 

E- móthdo lk elastkídad dd mmCria\ de- la 
columna 

/,. = momento lk incrl"ia de la ~ccción trllns\·cr­
sal de In ..::olumna con n:!'pccto ;.d t:jc : 

C.G. ·::.·:('entro de ~ra\redad de la l'ubicrta 
[ ::..-.: di~t<llKin dp C.G . .:1! suelo, 

P<1r<1 In <.:nlumn;¡ mostrada en la~ f¡}lS. 2a ,- 2/·. 

L 

k:·:: n:¡idc: por t~n~lcKiOn ( f_u,'r:;¡ ht~rt:ontal 
<lphl;td.t l"ll C_(,_ tw\·~-~~;lna p.tr.l ,¡tJ•' ~·~¡,· 
se dcspl<h"l' la wtidad) 

k,=:. ri~Jide: por rot<tciún (p~lr ¡¡plir<Hlo en C.C. 
lll~ccs.lrio para producir un wrn 111111<t!"lt¡ 

o b oltura de C.G. 
H ·::=rotación 1:11 C.G. debida a la fucr:a k 
S= desrlazamiento lateral de C.G. d"bido al 

momento k,. 

1 

k 

/ 
,1 ~~ 

L 

z 
·' 3f."íc 

~::--,-
1. 

1: le 
kr: ----

1 
-
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1 

1· 
1 

···- - ... ~-~~----·--· .. , 

. ' 

·, 

DC'~predando las t\("[tu·m;u:iolll'S por fnrt<llltc, 
lns rxpiesionc.•!-1 pnril k. k .. c-1 y~ puec.h:n C"ncontrar­
Ne por esttltica y ,·;.drn 

k :.: 3101,./ L": 

k,= U,.//.; 

H = 1.5/L 

8 = l./2 

( 1 a) 

1 Üa) 

( 1 b) 

(2b) 

Par<~ un<~ fuer:a de magnitud ak. el desplaza­
miento será a y el giro o:l:l. Para un par de magni­
tud pk, el giro sera (3 y el desplazamiento (38. Al 
aplicarse ambo~ simultáneamente. el desplazamien­
to total de C.G. será X1 y el giro r1 ( fig. 3). 

-j­
i 

1 
L 

i 
r 

x 1 =a+¡38 

€ 1 =a8+¡3 

Por tanto lo:-. ,·,dore~ de x1 y ~'1 quedan dados 

( 3 ¡ 

( 4) 

Re."OI\'iendo •.:! sistema de l'Ctlilt'iones .l y 4 para 
11 v fl, y uti!i:;u¡do las C(s 1 by 2b se obtie-ne 

n = (.Y 1 -Á'~yF 1 ). ,.;: 

a= {rl- k·rxt)/~< 

(5a) 

(5b) 

y" C';'2P./,.; (6a) 

, e·: 1 ·-· kL'/4EI, = 0.25 ( 6b) 

Para l<~~ O!'('i\aciones del p(·ndulo mostrado en 
ia fin l. 1.."1 d1<1:-:¡rnmn de cuerpo libre de la cubierta 
t,:::-!~1 indicado cu ia fi~ 4. Las ecuaciones de movi­
miento. dcsprcri<111do cf~ctos graviracionales. serán 

mx\ ·-+ ka:.-:. O 

¡;:1 + k,f3 ~. il 

( 71 

(K) 

. . 
~ . 
.J. ,l X 1 

.· ... ., .. .. 
posición de 
.equilibrio-, 

o: ·eXtt~_Oc~PJÓtÓJ'lit!nfo 
~! :~jet!cintro de g~a 

vaCiad 'de la cubier 
to. -• 

E 1 ' rólociOn. dt>l e en· 
trC? de grovf!rlod 
de, la .culJicrta 

m X1 + k ex : O 

FlG. 4. Diagrama de cut'rpo libre 

Sustituyendo a (5a) y (5b) en ( 7) y (8) se 
ohtiene 

1;·1 + (k,r 1 - kk,yx1 ) /K= O ( 1 o) 

Las ces. 9 y 1 O se pueden expresar matricial­
mente en la forma 

[m 0][;']+1·[ k -ykk,J[xllj=0( 11 ) 
Ü 1 ¡1 K -ykk, k, F1 . 

Utilizando las ecs 1 a. 2a y 6a se encuentra que 

ykk, = Lk/2 ( 12) 

Puesto que el movimiento es armónico se tiene 
que 

y ( 13) 

en donde m es la frecuencia circular natural de ,.¡. 
bración. 

Sustituyendo las ecs. 12 y 13 en ( 11) se obtiene 

j"' 
0

] -[~·,] 1 [ k _L2k] [·'l] .. L .... -1 • .; ll 

1 
' . Lk k. 1 o 1¡ 2 . 1 I'J 

( 14) 
Factorizando r.n la ec. 14 

~- [ k Lk -~k t ... '[ 111 o J [ 
-- T k, J o 1 

( 15) 

La ec 15 representa un. sistema de ecuacinne." 
homogeneas. el cual. para tener solución ·difer~ntl· 
de !~1 tri\'ial. necesita que su determinante sea nuln. 
Por tanto 

i -· 

' 

· .... -o O 1 1 r1) 

k ' .......:: .. --/uJ';! 1 

K 
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1 
1 

', 

"" ,·, 

., '! 
' 

'· 

'----. 

1 .1 

! 
' 1 '-..-· 

1 

1 
1 . 

1 

1 

! 
1 

Dcs<uTollando el dl'tcrminantc ... e IICna a 

111/• .. 1 . 
1 

. -(k/ 1 mi,;,) .u:.: + 
K 

1 + - .. ( 4H, ·-· L' k') =e O 
4K-

( 17) 

Dividiend0 ambos miembros entre m] y consid~­
rando que L 'k' == 3kk, se obtiene 

k/+ mk, . k k, 
... ------- ,,, 1- ----·=o ( 18) 

lll/tr< 4.mj,.,.::: 

t::¡ue r!' una ecunción de seHtmdo ~r"do en ..• ::. ruyas 
solu('iones son. . 

k/+ mk, 
2m/¡.; 

(k/ +-mk, );· 
4m' ]' •' 

·k·-f:. 
4m/ •' 

( 19) 

Dividiendo numerador y denomin~dor de ( 19) 
entre m] 

kj;n + k,/f 
2, 

+ k,l])'- (k/m) (k,·]) 

(20) 
Llamando a 

k :m = ¡•:: = ~.:uadradc' dl· lt~ fre~ucncia t:ircular na­
tural por trasbl·ión 

k. 1 ::-:: tF = l'uadr~hio lh· la frt:cuclll·ia nn·ular na­
tural pc1r nll;h..·ión 

1.:: 

\ \¡•' .¡ '!')' \ 21) 

Di·•idicndo ambo:-: miembro~ dt• ( 21 ) entre p:! y 
h¿u.:iendn .. :·. p:: = .\ y ~~~· · p:: = ,'{ se llega a 

.\ 1 ,cc2(J;._, \ii'j-·_-,'jo=:•) (22) 

E~ imcre:-ante nowr quC' _<;.j /=O ( llli:ISa cnnccn­
trad.l) ck ],1 ce ! 7 . ..:.e tlhticne ,,,:! ·:::::: k m =·:: 1,:!_ 

L1:-: ~·~.~¡¡(í~lur<h"ioJh· . ..:. :n~_,tble!' pucd\.'n obtrncr~e­
lk ~-u.t!~p;i~.'r;t .:\.: :.~~ do~ c ... ·u;.Kione.-; ;tk¡chraica~ 
~.-~.,nJ~.·nid.L~ ... ·n !.1 l:ltt~Ki0n m.:nril"i.:1l .:Lld<~-~·n ú" \5. 
1.;1 piitnl·r:J de \·1b: ... ·~ 

k 
(--

' 

l J.. 
- ;·- l l.'· 

'-~ 

() \2l) 

dond.:- el indicc n. indit";¡ el n¡"uncro del modo y ,h· 
l:1 cual se ohtienc-

l.kf(k ' = ---- - -- nlr···: ) 
1~ K '· 

1 2~) 

l7 

dividiendo numerador y denominador de t 24) •.:·-~­
trc m y considerando que K = 0.25. k! m = p:: y 
que ,\,, = ,,,~¡'p-.:. se llega a 

x,,,;,,,, = 2L/(4-.\,) 125) 

Si se desean tomar en cuenta las deformaciones 
por cortante basta con modificar las ri~idcces me­
diante un análisis de estática y partir de nuevo d-.: 
la ce 17 sin ronsidernr que L::.k::. :.::..: 3kk,. Si cxisrc 
excentricidad en olgunn dirección su dc-cto podrá 
romarsc en cuenta introd\ll.:icndo un ~rado d12 libcr-
lé"\d adicipnal.. · · 

En las figs S y 6 se rncuentran representados los 
result~dos de las ecs 22 y 25. 
>-1 

''~ A 
0.5~ 
0o~--~~~2L-~b~~4~~5~~6--_c7 

8 f' 

'>-• 
35 

-30 

15 

10 

5 4 .. ·. 

o 

\x!Ll/E t 
.1 

3 1 
1 

21 

'i ! 
o:--------

¡ 4 

' - 1 ¡ 

-<' i 
j 

. :~ ; 
1 

- l 1 

1 

3 

i 

--·-¡ +·--· 1 

1 

1 

,. 

! 
----·----·· --~--... 

4 5 " i 8 f' 

,o , ~) 20 
·~- --·------~- -~----

). 
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·' 

'J.j.• 

-·¡ 

2. Sm·J,, ¡lc.\'iMc 

/\1 o~dlar llllil t·st nKturtl 'dml'lltad;,. !en sudo 
hlando. e·' i.,tt• i nt n;¡n· iún dimlminl sm·lo-cst rm:t H­

fil que l'll lo1 lllil}'tll'iil dl· los cw.;ns no dchli' d<·~Pr<'- · 
.. diii'Sl" ~"lf (¡1k11Jar )¡¡s fl'lT\I~IlCias y los modos tk 
\\·ihración. En lo que si~uc se propm\~ la nd;:lpt;-t.ción 
.de- ml mt-todo num(·rk:o parn tomar en cuenta di­
cho efecto. 

Las rcstrkcinncs dt.'l sudo ser3n idrnlizaci;:1s ntc-
diante resorte:-; Jt· t.:o111p0rtamirnro linctll: uno pnr:1 
despla::amiemos lineales horizont<1lcs y otro pa­
ra deformnciones angulares de t.:abeceo de la ci­
mentación e' ,'!. 

En la fig. 7 se hace referencia a los parámetros 
.que a continuación se mencionan 

1 ' ' • 

''K = rigidez del resorte ¡correspoñdiento a la 
1,) ~·· ····, • tr3slación de la base 2 = ~CTA1 •• ~ _ 

~=~- 1 e~ = coeficiente de cortante elástico uñiforme 

3, 
A ··¡ 

\\' R 
.-~ cf 

t,: 

/,, 

W' 
(• 

·'' F ·' 
J 

.\' 

M 
,. 

-

-

-

-

·-

.... 

del suelo. · ' 
área de contacto de la cimentación. 
rigidez del resorte correspondic~te a rota­
ción de la base ' = Crh-'-'-- W''l 
cocfil..·icnte de compresión elá~tic(t no uni­
forme de 1 sudo. 
momenro de infn·ia de área de la hase de 
la cintcnt~lt'ión c0n ref'pecto al ~.~¡e :' 

peso rntal de la cstrunura 
alrurn del- ccntr~ Oe ~¡r<n·edad de la r;.­
tructura sobre el ni,·cl de desplante 

llh•l:: X 

.des~\aza'micnto t:,tca/ tOtal en C.G. 
,,¡·;,,. 

desplazamiento anf¡.uhu tota~ en C.G. 

PosiciÓn 

de equilibrio 

L' L 

/.' 
X u .. :: tfnslt~dún de la ba~t~ 

, ... ·: rot;tt'iún de la h<lSC 

x, · .. : tt·;t {Ui 
,. 1 ::.: jJ + 1rH 

X:::-::: [.',., 

" F¡ k 
¡1 = M¡k, 

J. f.. 8, H, k. k,. x,, ,., y \V ya dt•finidn~ .. lllt\'· 
riormcntc. 

El problema scrf1 resuelto utilizando un proce­
dimiento iter<Hivo y la t;tbulación propuesta por 
.N.. M. Newmark 1; se dcspreci;¡rán la variación 
de .la rigidez de la c·olumna debida a la fuerza 
normal W y los momentos en la misma, causados 
pór la excentricidad del peso debida a deforma­
ciones de la columna. 

Sean· 

F .. - fuer.::Ll horizontal en la base de la cimen­
tación :::= F 

M.. momenro flexionantc en la base de la d­
mentación =M·+ FL' 

x.. -· F,¡ K 
r.. M,./R 

A Lontinuaci,)n ~'-' de.snihc el pron·dimicnto '' 
se-~1uir: 

/. Suponrr \'idorc.s para x y ,. 

" ~ah:ui<11.·. ¡; y . /\1 .. usando l.1s t·sprt•sioncs 
}· ~ '"'"- x y , :: ¡,,·,. Eu ('S la ctapil el \·;dor 

• " 1) • 

de w 11 aún nn S\' l·nnoce; por ttmto se lli'V<lra 
comó fat:tor colllún en el rc.slo dd cákulo 

F 
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t ~ .... tt 
J. ( :.1k11\ill' \01 fllt'r:':d \' 1·\ IIIOIIH~IIIO l'l\ \a lJil."'l' 11H~­

dii111ll' le~S fúrnl\1\a,o.; 
!',. :: F y M,.= M+ FL' 

-1. Ennmtr;1r los v;don:s de lo~ de!iplazamientos 
x.. Ji .. ¡K y... M .. /R 

.l. C;dcúhlr los vnlon·~ de los pnr.imctros n :::.:: F/k 
'L/3 -'·Mí k, . 

6. Efectuar los productos fJ8 y rrH 

7. Cakular x1 =e"+ {38 y ,., = f3 + ~!·l 
8. Efectuar el producto X2 = L' '" 
9. Calcular los desplazamientos lineales y angula­

res totales de C.G. mediante las expresiones 
x' = Xo + .l:1 + .-.:':! Y F-

1 = eo_+··,l 

JO. Encontrar el valor de ... ;, mediante .Jos cocien-
tes x/x' y r/r' . 

11. Si los valores de"'~ calculados en el paso an­
terior son aproximcidamente i¡:¡uales. e1 prOceso 
habrá concluido. En caso contrario repítase la 
secuela utilizando como valores de partida para 
x y r los _encontrados en etapa 9 o valores 
cuyo cociente sea igual al de x' entre r.'. El 
proceso deberá continuarse haSta lograr la 
aproximación deseada. 

EJEMPLO DE APLICACION 

Con moth·o de ilustrar los conceptos enunciados 
,1ntcriormcnt..:- !iiC cakularán las frecuencias v mo~ 
dos de Yihración de un casc<uón va construido en 
California. EUA ( f¡~ 8). Los datos necesarios 
han sido cxtrilido.s de la rd l. Se computarán tam­
bién las respuestas sísmicas suponiendo que esa es­
tructura fuera a construirse en la zona hlanda de 
la ciudad de México. Se utiliztlrán por tanto lo!'> 
parametros elasticos de las arcillas del Valle de 
Mexico y los espectros de di.~eño propuestos en el 
reHlnmento de· construcción rara €"1 Distrito Fede­
ral · .. 

Los datos ncce~arios de la estrtJctura son 

4!() Clll l. 
L' 
\• 

-- "'1~0 cm 
2·19 ('lll 

"!V -. 
\ \-" ,-_, 
J,, ·­
/. 

20. -l:iO k~ ( "' · 2tl.~ 1 k;1_ sc~'¡cm ¡ 
4 3. 600 kB 
1.77') >. llY'cnr' 
l.Oú5 ·-: 1 O'\:n1 1 ,. ·- 1.2()6 "-, JO·' k~/rm 
7.41 >~ 10" k~1·cm rod 
1.3.'\6 :V, 10'; kg .scg:: t.:nl 

0.00318 rad/cm 

k. 
1 

· ·· 2~1.'\ lrn 'rad 

La~ expresiones para Cr y Cv son las siguien­
te~ :: 

/-"' 1 e :e: F,-----, 
t -- 1":! ·.J-.:.\ 

Eu ces 2b 

· E' 1 J'., ___ _ 

- 1 - ,.• .\iA 

E' ,. módulc1 de ela.sticid;1d del suelo 
-- relación de Poisson d~,.·J suelo 

(2ól 

7') 

;\ 
!',. F, 

;"al"l'il dt.• l"t.HHcll"IO J(• Ja liii\Cillóil.IUII 

fartnn·~ de forma de la cimcnl:t~·iñn 

Para <1 caso de In zona blanda del Valle de 
México un valor rcprcscn.Wtivo de H' es 50 k~/cni:! 
y ,. _:_ 0.5 H. Para una cimentación cuadrada los 
valores de F, y F, "'n 0.704 y 2.11 respertivil­
mente. 

Sustituyendo viilorcs en ces 26 se obtiene 

e, =o. 12-3 kg /cm" 
e~= 0.369 kg/cm" 

CAso ('SuELo RÍGIDO 

a) Cálculo de frecuencias y modos de vibración 

Para el cálculo de las frecuencias de vibración 
usaremos la fórmula dada en ec 22. Los valores de 
los parámetros a .sustituir son 

p' = k/ m = 608 ( rad 1 se~)' 
ll' == k,jJ == 535 (rad/scg) 2 

,, ' (J' 1 p' = 0.882 

í."On los ·Cuales 

Por tanto 

,,, = V0.194·x 60S·= \ 1300= 17.32rad.se~ 

'"' = \/i.-034--x '"6(í8 = \ 14260 = 65.30 rad~>q; 

Los períodos naturales son 

T, = 2~/··•• = 0.362 seg (Ti obtenido de un regi,­
tro de vibwciones libres de la estructura y 
reportado en ref 1 = 0.483 seg) 

T, = z~¡,,, = 0.096 se9 

Comparando lo~ valores calculado y medido de 
T 1 se puede ver la importancia de la intrr:-t~.:ción rl •. 
nitmica suelo-estnh.:tur;1. 

Las relaciones modllic~ :->C obtienen de las Cl"S. ~5 
y sus valores :-;un 

2 X 119 
- -.,- 0.494 

b) Respuesta ."i."mica 

2.3.!' rm 'rad 

Para el cálculo de la respuesta sísmica de: siste­
m~s ·de: \"arios grados de libertad es necesario 
calcular. los coeficientes de participación de ·cmb 
modo de vibración. Se puede demostrar 7 que"' para 

. este caso es aplicable la siguiente ecuación 

C,. = -3-~MI 
X'MX ,, ,, 

(27) 
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""J$< 
1 / 

' . 

"' lL. CORTE A-A 

~ 915 

" 
Acotaciones en centímetros 

PLANTA 

~- -- ----- --- 915 --- ------ ---l ~ 

346 

1 

_¡ ___ _ 
61 --r 

=-=--r~~ 15 

152 

---- ---- - - -- -- _ __j_ 

B B 
ELEVACION 

- ---382--,---
1 

! -¡ 

r- 56 =:j_l_ 
••••• 
• • 
• • 56 

: ... : .. J~ 
CORTE B-B 

F1o. 8. Cnscnr_o,, utiliwdo para ~..·¡~·mph ( Dt-spul's dl· R. Ml·Lcañ) 

en la rual 

i es un ve e ror que represent<:t los desplaza .. 
micntos estáticos de cada grado de liber­
tad de la estructura inducidos por un 
desplazamiento estático unitario de la base. 

~" ~s t:l vector modal para el ené~.imo "modo 
( n) 

-- - [ 238 l 
X,- 1 _¡· -- - [' -275 J X,- 1 

x~· = [-21s l 
lj 

20 

' 
' 

M es la matriz de inercia y Sustituyendo valores en ec 27 y efectuando los 
productos matriciales en ella indicados se obtiene g: es el vector trasp~esto de )(" 

Para nueStro caso·se tendrÁ 
4,960 e, = 2566 x 10., = o.oo193 

-5.720 
e,= 2.959 x lO"= -O.ooJ93 
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El valor nbsoluto de la respuesta máxima en 
cada uno de los modos será'. 

[ V. = fuerza cortante j = jC,j í 'o" O J 
M. = momento flexionan te J X 

X [ :: J S,, (28) 

donde 

S,,~~ = ordenada del espectro de nceleraciones 
afectada por el coefki..:nte sismico e == = 0.15. 

El e:-;pectro que será utilizndo eti el propuesto 
en el reglamento de construcciones del Oistrlto 
Federal' ( fig. 9). Los valores de las ordenadas 
espectrales correspondientes a T 1 y T, son 100 
cm/seg• y 80.6 cm/seg'. respectivamente. 

Sustituyendo valores en ec 28 se llega' a 

[ 
957 kg J 

268,000 kg cm 
(29) 

[ 
893 kg J 

216,000 kg cm 
(30) 

El criterio propuesto en ref. 8 será utilizado 
para el cálculo de la respuesta total (considerando 
los efectos combinados de los dos modos). Por lo 
anterior la respuesta total de la estructura valdrá 

'' --.---. M = "'M•· 2,-+-M~ V= V v, + V~ : V" • 

(3la, 3th) 

En ecs 31a y 31b 

V o= fuerza cortante totél en la columna 

1.0 

o.~ 

· Q =aceleraciÓn de 
lo gravedad 

S a 
T'' 

So 2.5 
-q=r 

S 
-

0
°•0.5(1+TI 

$ 1 

00~----~----~----~--~--~--~ .. 2 3 4 T l Stty) 

f1u;. Q. Bsi'I."Ctro dl' 11Cd'-•rac:iwl4'~· 
(Despul?s dt· E. Rosl·nhlueth y L. F..steva) 

M = momento flexionan te total en C. G. 
Sustituyendo los valores dados en ecs 29 y 30 

en (31 ) se obtiene 

V= 1.310 kg M= 344,000 kg cm 

El momento en la base de la columna yaldrá 

M,= 344,000 + 1.310 X 419 = 893,000 kg cm 

Los resultados de este caso se resumen en la 
fig. lOa. 

CASO 2. SUELO FLEXIBLE 

a) Cálculo de [rec11encias y modos de vibració1. 

·Para considerar lab restriccion~s del suelo em~ 
plearemos el método propue~to anteriormente rro­
rediendo en formo tllbulnr. Sustituyendo \'.dl'fl~~ 
en ecuaciones para K y R. se obtienen 1 .88 X 1 ll' 
kg/cm y 6.35 X 10" kg cm/rad respectivamente. 

PRIMER MODO 
Parámetros V uloces ( ler. ciclo) 

x. , (supuestos) 

F :=: m w~x. M = J ~~·~': 

F,=F. M .. =M+FL' 

Xu =F./K. f'o = Mo/R 

a = F/k. {3 = M/k, 

f38, ,o 

x, = " + (J 8, ,, = {3 + "(1 

x=:400cm 

F = 8320 

F, = 8320 

x .. = 0.4420 

a= 0.6570 

{3 S = 0.3892 

x, = 1.0462 

x, = 4.0650 

x' = X,. + X 1 +X'.!, r' = ,.,. + r 1 x' :...:: ,,S'i32 

w~ == xjx', ~~~; = ,.¡,.• 72.0 

. ---- ------

e = 1 rad 

M= 1,386.000 

M .. = 5,376.000 

'" = 0.00847 

{3 = 0.00187 

" o = 0.00235 

,, = 0.00422 

, ___ 
,• ~' 0.01269 

78.7 

x'f .. ' = 43R. x:· = [43R 1j 

Factor común 

w'.! 
1 

(!)i 

.,, 
1 ... 
1 

... 
1 ... 
l 

~··~ 
(JI~ 

' 
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1 '? 
PRIMHR MODO 

Pi!rdmetru~> Factor comtin 

X,' 138 

F. M 9130 1,386,000 m·, 

Fu.Mu 9130 5,766,000 (r)~ 

Xu.l'1¡ 0.1R60 0.00910 . (1)' . ' 
a,{J 0.7210 0.00187 w¡ 

{JB. afJ ·0.3892 0.002585 (J)~ • 
.x,, ~1 1.1102 0.001155 (d~ .t~ 

'· 
Xz, e1 1.365 w' 

' 
x'r! . 5.961 0.013565 (1.)~ 

... -~?-• • 73.5 75.8 
. ----------------------

Suponiendo que la aproximación. es suficiente 
resulta 

x'/e':: 110. X';:: [140,11. "'~ · 71 (radfseg)' 

T, = 0.731 seg. 

El procedimiento para el cómputo de los para~ 
metros del segundo modo es el mismo, sólo que 
la configui'ación supuesto deberá "limpiarse", an­
tes de proseguir el cálculo, de las componentes del 
primer modo que pudiera contener. Se demues­

tra 1 que si X~ es el vector de la configuración 

supuesta, el vector libre de componentes del pri­
mer modo queda dado por 

(32) 

Suponiendo para el primer ciclo 

y sustituyendo vnlorc~ en la ec.:u<1t:ibn m¿Hrid¡¡l .12 
se obtiene 

que nos da los valores de partid• para el primer 
ciclo de cálculo. 

SEGUNDO MODO 

PlltÍIIIIC'tru.~ v.,/orc.,: ( /er. ciclo) f;¡dur comtin 
- ---·--·-- --- - ·······- -- ----------

X, f. -151 

F. M -'3143 1,386.000 '" 
F ... Mu -3143 --123,000 

Xn, l"n -0.1672 --0.0001940 

a,(3 -0.2481 0.0018700 w 

(38,al/ 0.3892 -0.0008890 

x,, f:t 0.1411 0.0009810 

X:,'-: --0.0930 

x', l'.' -0.1191 0.0007870 

w~ 1267 1270 

x_j•'== =151, X;== [~151 1]. T, = 0.176seg. 

En este caso se supuso un valor cercano al real 
y por tanto sólo se. necesitó un ciclo para que se 
obtuviera )a aproxirn<1ción deseada. Si rl valor su­
puesto no hubiese sido ese sino otro ruillqui<-ra 
seHttramente no hubiera sido suficiente un ciclo 
de ddculo. En los ciclos subsi~¡uicntcs Sl'. proC'l'· 

dería en igual forma qlu~· antes: suponer inicial­
mente la configuración obtenida en el ciclo ante­
rior: limpiarla de las componentes del primer mo· 
do; etc. 

b) Respuesia sísmica 

Los valores de los coeficientes de partícipélción 
y de las ordenadas espectrales para este caso son: 

e, = o.001689. e,= -o.oo1689 

S.,, = 127.4 cm/seg'. S.,, = X6.6 cm/scg' 

Las respuestas máximas para cada modo valen 

í v, J _ [ 1.970 kn ·l 
l. M, -- _291\.200 kg cml 

l V,--~- [ 1ól k:¡ -, 
M, -- .2<n.ooo k~ ,.,, 1 

Las rcspue~tas minimas tot;des se•;.tn (fiH IOb) 

V = 2.030 kg 

M = 361.000 kg cm 

M,, = 1.209.000 kg cm 
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,,,:¡ 
:. J: .. · 

'l'n' 

· .. ''•'it, 
~- :•f<, . ' 

~-. ,, ¡ 

'~ 1 

1. 

.J: 

! 
1. 

. ' ( 

. .·.· 

" ···.y.~· 
! ·.' 1 .::: 

·v, 

··: 

'·' 

·' 

'---· 

" ' 

_,. :_') ... 
M= 344 ton cm 361 ton cm o 

, .. 
1 

.Mb = 69~ ton cm - 1 
,, 1 209 ton cm 

-~ " 1 

608 
.':111 

ton cm 

(o) (b) (e) 

'· 
PIG. 10. Respuestas' .sismicas 

··.CAso 3. 8ASI! RÍGIDA Y MASA CONCENTRADA 

Para comparación de resultados.se verá cuál es 
el valor de la respuesta máxima en el caso de des­
preciar la inercia rotacional y la interacción suelo­
estructura. 

Para este caso p' = 608 (rad/seg)'. T = 0.325 
!•·. s_eg. O.! SS.= 92.6 cm/seg'. V= mS., = 1,930 kg y 

'M• = 808.000 kg cm (lig !Oc) . 

CONCLUSIONES 

En la siguiente tabla se resumen los .resultados 
.de los tres casos. indicados como porcentajes del 
·segundo caso. 

Concepto Cnso 1 Casol CtuoJ 
V 64.4''( 100~~ 95.0<:;. 
M 95.2'.'r IOOjc o (' 

'" M,, 73.8~'-;- lOO~:;. 66.7~(. 

Los resultados de la tabla anterior dan una 
idea clara de la importancia que tiene el considerar 
la inercia rotacional de la cubierta y la interacción 
suelo-estructura. La importancia del primer con­
cepto aumentará conforme mayor sea el momento 
de inercia de masa de la l..'ubierta con respecto al 
eje:. El último concC'.pto es tanto más importante 
cuanto más blando sea el suelo de cimentación. 
En particular puede observarse que en el tipo de 
solución 3 no se obtiene momento flexionantc a la 
altura de C.G. Esto puede traer consigo serios 
el-rores en la cuantb del acero de reFuerzo nece~ 
sario en la unión colu¡pna-cubierta que es donde 
más ductilidad necesita desarrollarse. 
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Estudio estadístico de los 
para estimar la respuesta 

de sistemas 
con dos grados de 

criterios 
sísmicé. 
lineales--
libertad 

RESUMEN 

El objeto de este trabajo es verificar el grado de 
aproximación de dos métodos que con frecuencia se 
utilizan para <'stimar la respuesta sísmica máxima de 
sistemas lineales con varios grados de libertad. Para 
ello se aplica el método de Monte Cario en el estudio 
_de tres tipos de e si ructuras con dos grados de 1 iber­
. tad: torsión y traslación, cabecP.o y traslación, y tras­
lación en dos pisos. Cnmo ex,;itaciones se utilizan 
sismos simulados y r.~;,lt·s: s<' comparan las respuestas 
estimadas con las "xactas, SP. hacP.n recomendaciones 
acerca del empleo. de dichos m\~ todos, y se obtienen 
las distribuciones de probabilidades de los cocientes 
de las respuestas exactas entre las estimadas. 

: . . . ' . 

ABSTRACT 

Octavio A. Rascón 
Augusto G. Villarreal* 

The purpose of this work is to verify tlw d<>gree of 
approximation uf two methods used freque11tly for 
estimating the maximum seismic res>Jonse of l1near 
systems with various degrees of freedom. To do this, 
thr.: Monte Cario m•,thod is used in the study of three 
types of structures with two degreus ol freedo"rrt 
torsion and translation, rocking and translation, anrl 
translation in a two story building: Simulated and r<'al 
P.arthquakes are uSt'd as ground excitations; estim;~t 
responses are cornpared with the exact ones, rccr 
mendations for the use of such methods are giv· _,· 
and the probability distributions of the ratios ol 
exact to estimated responses are obtained. 

1. INTRODUCCION 

En este trabajo se <·lttaliza el comportami,nto d111it 
lllicn dt! algunos 1ipos de estructuras dP. CO!Tlflt"•r tn. 

rni•mto lin,•al du dos grados de libertad c11andu ::o: l"s 
::ujeta a soli.:itacion~es sísmicas. El objeto'" verilio:;¡¡ 
!.:1 gríldo df! nprc1XIInación d!! dos mAtodos prop1J1<í():: 
por Rosenblur>til (rds 1 y 2) pura estimar la rt:s¡"'''"t" 
rmíxima total, mr!rliante su comparaci-ón con la!; r•:·: 
puestas máximas t:xuctils obtenidas e"" ul tnl~todo ,¡,, 
análisis modal, al superponer en el tiempo los t~il:ctu> 
del sismo ·en los dos modos naturales de vibración de 
la estructura. 

~1 método 1 consiste en estimar la respuesta máxima 
total, O, extrayendo la raíz cuadrada de la surna d0 
!os cuadrados de la respuesta en cada modo natura' 
vibración, 0;, es decir 
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1011_<111 11 t1S ni total tln UfddD:. do l1ht~rlild dd SÍSlnllla. 

. método 2 consis1U en uplicar la 16rtnula 
"-· 

0= 
n 
I: Ol+ ( 1.2) 

siendo 

. ·, ·-:; 

:·:i. 
-:dOnde 

W¡ 

i::: • 

' . 
'~-

wí=w;~ 

~Í = ~~ + 2/(w,S) 

S 

.,_ 

; (1.3) 

-~-

._-1· 

respuesta máxima en el i-ésimo 
modo de vibración, tomada-con el 
mismo signo que el de la corres­
pondiente función de transferen­
cia cuando esta alcanza su valor 
máximo absoluto 

i-ésima frecuencia circular natural 
de v ibracion del sistema sin amor­
tiguilm iento 

i-ésima frecuencia circular natural 
de vibración del sistema: amorti-
guado ., 

fracción del amortiguamiento 
crítico en el i-ésimo modo natural 

fracción del amortiguamiento 
crítico equivalente 

duración del sismo con el que se 
excita al sistema 

El interés primordial al realizar esta verificación radi­
ca en que el método 1. actualmente en uso en varios 
reglamentos de constr11cción (refs 3 y 4), podría lle­
g.:lr a sustituirse por cl1nt'~todo 2. 

Se nc.n propuesto <'~ros procedimi<!!llos para estimar 
O (reí 51 ;_¡ur, son tunci-.1n no 1 <nual de los resultados 
del método 1; sin ernUorgo, no Sf! discuten en nsh! 
lrabaio porque han sido "studiados con base en es 
tructuras sin amortiguamiento, lus CIJales, como se 
verá, conducen a conclusiones difl-.'nmtes de las que 
corresponden a estructuras ilrnortiguadas. 

Para reali7ar estadísticamente este estudio, se emplea­
ron técnicas de reducción de variancia del método de 
Monte: Cmlo. 

·:n cuanto al anál,;rs, este se limita a tres casos, los 
'--'C:ual~s se detallan ell el Apéndice: 

1. Torsión en estructuras de un piso. considerando 
que las respuestas dinámicas son la fuerza cortante y 
el momento torsionante. 

:-'.· l:at>t~(;no (!lt-w;lltit":ltlltt:; do lm-pi~;o, (.:cltt~;idurtuuiu 
co111o ruspUI~SI<tS lü luurt•t cortarlte y td uHJ.f••=llljJ de 
cabeceo., · · 

"· 
3. ;rraslación. en estructuras de dos pisos, tomando en 
cuenta las fuerzas cortantes en los entrnpi5os uno y 
dos. ,¡ . ti .,.. ' .f'::: . 11 ~~J.ll . 

!.1 ' 

2. CALCUto DE LAS RESPUESTAS MAXIMAS 

Las respuestas elásticas ·máximas de los diversos tipos 
de estructuras se calcularon utilizando: 

· -¡¡¡ Método 1 (ec 1.1, criterio del Reglamento de Cons­
trucciones del Departamento del Distrito Federal, ref 
3) 

b) Método 2 (ec 1.2 y nuevo criterio de Rosenblueth, 
ref 2) 

e) Análisis modal (respuesta exacta). 

Los resultados del análisis modal sirvieron como base 
de compara~ión del grado de aproximación de las esti­
maciones logradas con los otros dos criterios. 

Corno '·excitaciones s(smicas se empl"aro11 cuatro sis­
mos simiJiados de acuerdo con ei método indicado en 
la ref 61(figs 1 a 4). y uno real (fig 5). registrndo en la 
zona blanda de la ciuda~ de M~xit:o (r'ef 7). 

El análisis de los tres casos se r0alizó · emplr,nndo el 
método de Monte Cario, que consiste en estudiar el 
comportamiento· de un modelo matemático deter­
minado, mediante la simulación de los datos de entra­
da (generalmente en computadora digital) y del 
estudio estadr'stico de los resultados. Cada vez que se 
introduce un conjunto de datos y se obtiene la rPS­
puesta del modelo, se dice que se efectéra un experi­
mento conceptual del problema; la colección de resul­
tados constituye la muestra que sirve de base para 
inferir cuál es el grada de aprnx irn;,ción cu11 que 
dicho modtdo matemático r opn:.:se1 tlíl ul fenótlli.:~nn 

p:•ra el cual se formuló. 

Cunformu ¡:¡unwrLta {~1 nl~Hnero dt} ¡•ilrfum~tros que 
intervienen t!n ul rnodt•ln rnatt!mf.lt_ico. Sf' irh:rCn1·.•nta 
la cantidad de (~Xpl!l imnntos IH~L'L!S:H·ill pa1.1 dliuc1d.u 
cujles influyen en el problnrna, As rleci1. para vt!JillcW 
si rn los rr's"ltados que s" obtienen al vnriar los valo­
res de los parámetros existen diic:r¿ncias estad1"sticas 
significativas; sin embargo, eso representa un costo de 
computación que en ocasiones hace prohibitivo tal 
tipo de estuclios, a menos que se ernplee alguna técni­
ca de reducción de variancia (refs 11 y 12), lo que 
permite un ahorro considerGble e11 el número de expc<­
rimentos necesario pora obtener conclusiones adecua­
das. 

Lo técnica de reducción de variancio que se emplea err 
f~StP..trabaio es muy co1nún y consi~;W rJn: 
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Fig 5. Sismo ~t!al ~ginrado t!n lJJ Alameda Central, MP:<ico, D. F .. el/O de didt'mbre dt! 1961 

al . Asignar diversos valores a cada parámetro que 
interviene en el problema, de. manera que se cubran 
los intervalos de interés de cada uno. 

,'J) Calcular la resruesta máxima exacta y las estima­
das con los métodos 1 v 2 para cada combinación de 
va! ores d::· !os diferentes parárn,_:tros. 

e) Obwner las rt~spu.:s:<JS normali;adas dividiendo los 
v.-JIOrí's ~~-..:actos ~~ntrr: los f:stimarlos; esto se hace parn 
cada l·ombinélciór 1 dE! valorr:Js dt'! los pélrc1metros, cor 1 
lo cw1! se eliminu la dispE:~rsión en los r\:sultados oca­
sionada por la magnitud y variación con el tiempo de 
los datos de entrada (se reduce la variancia). 

d) Estudiar si existen diferencias estadlsticas signifi­
cativas entre los resultados obtenidos al variar los 

ti ores asignados a uno de los parámetros. Si las hay, 
·'---oe intiere que los resultiluos logrados con cada valor 

de dicho parámetro corresponden a poblaciones esta· 
dísticas diferentes; en caso contrario, la població11 
estadlstica es la misma y, por consiguiente. las mues-
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tras respectivas pueden agruparse en un~ sola de 
mayor tamaño, a partir de la cual es factib In obtrner 
conclusiones más generales y confiables <Jcerr:il rlP.I 
modelo en estudio, ya que la variancia del IAOin"cl"·' 
de la estimación se reduce en proporción a 1/ll (rel 
11). Estu (·tapa se repite sucesivamente para carl.t 11no 
de los parámetros restnnres, con lo que sn realiza, ue 
hecho, un análisis dr~ v;Hinncia. 

2.1 Resultados del problema de torsión (caso 1) 

Para diseño sísmico de edificios, loó el8rTI''"tu:: r ,.,,_ 

nicos que usualmente interesa conocer son ia" '->''' ·"''' 
y momentos que obran sobre cadil eler:r,·l·'to, ·,;r,,: 
tural. Para simplificar, con objeto de aisl:rr los ,,rr,;;,,-,, 
de la fuerza cortante y del mornento torsionante, ren 
este prObiPmn de torsión se considerará unc.1 estrw· 
tura ( fig 6) ,_:on masa u ni formemen te rl istr ihuida. con 
un sOlo mui·O en dirección Z que resista lü iuHrLD 
cortante directa, y dos idénticos un dirección Y (p,.". 
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1'16 6. Ertructura tipo cotufd~radll en el probl•mo de toni6n 

pendicular ill movimiento), de manera que cada uno 
.. de estos últimos resista una fuerza cortante igual a 
,·M/d, donde M es el momento torsionante dinámico y 
-: di!Js la, separación do los dos muros. En este caso, la 
.estructüra presenta excentricidad solo en dirección 
··Perpendicular a la de excitación, Z. 

·Los parámetros que se escogieron para estudiar· el 
·problema de torsión fueron ( fig 6): 

A,= b/d 

b dimensión en la dirección Y 

e · ~ e,/b 

r, periodo fundamental de vibración = w, /2rr = 
= -,.., /(2rrK/m) 

t · fracción de amortiguamiento respecto al critico 
en ambos modos de vibración 

cociente de la frecuencia angular entre la l1neal 
= (L/J)/(K/m) 

. Los valores que se asignaron a A, by e son los consig­
nados en la tabla 1; los de 1 son O, 0.05 y 0.10; los de 
1), 0.5, 0.9, 1.0. 1.1. 1.5, 2.0, 2.5. 3 y 4, y los de r,. 
0.1, 0.3. 0.5. 0.7. 1.0. 1.5. 2, 3 y 4 seg. Los casos de 
n = 1. 0.9 y 1.1 se estudiaron con especial cuidado 
debido a que para valores de T1 = 1 y cercanos, sucede 
que las dos frecuencias naturales de vibración resultan 
más próximas entre si (ec Á.3) y. en consecuencia, el 
término €~ 2 de las ecs A.B y A.9 del Apéndice puede 
asumir valores pequeños (ec 1.3), en cuyo caso se 
:)ueden presentar diferencias considerables entre los 
res::ltados de ambos métodos, puesto que el término 
de 1.1 doble su·ma. de la ec 1.2 asume valores tanto · 
::1¿lyr .~ri~S cuanto menores son los de d 1 : 

i'.'Ca c.;,da uno de los casos de la tabla 1 se obtuvi~ron 
las fueuas cortantes y los momentos torsionantes 
n1j,in1os correspondientes a todas las combinaciones 
de;-. r, y 11 • 

En las figuras que aparecen más adelar.lle no se hace 
:d_istinción de los resultados obtenidos con cada sismo" 

··-· 
lli 1:0/l Cólll;¡ C()llllllllílCibll dP A, b y e, va qlll~ l.¡:; 

IIHJf!Slril:; r1!spnctivas sn llW!/claron al 110 ''.hahms~~ 
encontrado diferencias estadisticas signiticativas o 
un 95 por ciento de nivel de confianza en los mism 
a pesar. de la marcada diferencia entre los valores\,.­
dichps "patámetros y de las características de los sis, 
mos, tales corno duración y frecuencia dominante . 

2. 1.1 Momento ·torslonante 

En las figs 7 a 9 se presentan los resulliluos con us 
pendientes a los casos en los que T 1 = 2.0 seg y ¡- = 
=O, O. 05y 0.1 O, respectivamente. En el eje de las CJbsct· 
sas se local izan los valores de '1· y '"' el de las orde­
nadas los cocientes de los mome11t<1s tmsion~ntes 
exactos, M, entre los estimados. tVt y M, con los méto· 
dos 1 y 2, respectivamente (Apéndice). 

En la fig 7, en la que el amortiguamiento es nulo, se 
aprecia mayor dispersión en los resultados de ambos 
métodos que corresponden a r¡ = 0.9, 1.0 y Í. 1 que 
para los demás valores de 1J. En cambio, en las figs 8 y 
9, que corresponden a 1 = 0.05 y 1 = 0.10, respecti­
vamente, se observa que la dispersión de los resul· 
tados del método 2 es prácticamente la misma para 
todos los valores de T1 (el coeficiente de variación es 
cercano a 0.21, cosa que no sucede con los resultados 
del método 1, para los cuales se tiene mayor disp¡:¿ 
sión cuando T1 = 0.9, 1.0 y 1.1. Estas observacir '"Ni:' 
llevan a la conclusión de que para el método 1 r. . 
pueden mezclar las muestras correspondientes a todos 
los valores de 1), ya que los resultados dependen de 
este parámetro, mientras que paru el mútodo 2 po­
ddan mezclarse las que no se retierer1 i1 amortiyu~ 
miento nulo si se verificara que los v;~\on•s medios 
correspondientes a cada 1J son estadístic;lllh'llt!' iqua· 
les. · 

Para lograr dicha verificación, se invcsti¡¡ó prim,,.,, si 
los resultados del método 2 son indepPIIdienté::; del 
periodo fundamental, T,. Con este fin se trazó '"' 
juego de figuras del mismo tipo que las figs 10 a 12. 
que corresponden a 1J = 1.0 con !; = O, 0.05 y O. í ll, 
respectivamente. En la fig 1 O, que corresponde a ¡- ~ 
=O, se observa que los resultados si dependen de T1 • ya 
que los valores medios son sensiblemente más grandes 
para periodos mayores de 1.0 seg que para los meno­
res. Por lo contrario, en las figs 11 y 12 se nota que 
los valores medios son prácticamente independientes 
de T, en el intervalo de periodos estudiado, por lo 
que las muestras de cada periodo pueden "H"'flilrse '"' 
una sola (esta conclusión también es vÁlida par" los 
resultados del método 1). 

Para verificar estadisticamente la condu::~<'JII ;¡r¡¡,, 

so reali1ó una prueba de hipótesis acerr:;, do si l:o 
dienlu de la recta que SP. ajusta a los datos ; 'U• "'' 
considerarse nula, habiéndose aceptado c:on !JS por 
ciento den ivel de confianza. 
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En 1~ lig 1:J s" pr:lsmnan "J:! el oj" de las ordenadas los 
promedios, (M /M) y (M/M), de los resultados obte­
nidos respectivamente con los métodos 1 y 2, consi­
derando (lue estos son independienws de T, ; en el eje 
df' las abscisas se localizan los valores de.,: Se observa 
(llle, para.,= 0.9. 1.0 y 1.1. el método 2<sobrestima 
ligeramente la. rosrueslil media (en 1 O por ciento), 
tendiendo a subestimarla en 5 por ciento conforme 
los valoresde 11 se alejan de 1 .0, cuando t = O.OS y 
0.10 

Con objeto de verificar si con el método 2 los resul­
tados son independientes de 1), se realizaron pruebas 
de hipótesis de igualdad de medias, siendo aceptables 
con 95 por ciento de nivel de confianLa. Por lo con­
trario, los resultados del rnótodo 1 no fueron indep!!n-

. ::dientes de 11. lo cual es obvio, puesto que con t = 
= 0.1 O se tiene que el promedio de M/M es ().31 para 
TI= 1 (el mínimo valor fue 0.04 y el máximo 0.68). y 
0.99 para 11 = 4 (el mínimo fue 0.66 y el máximo 
1.28). 

En la fig 13 se observa también que los promedios 
Obtenidos con el método 1 se acercan a los exactos 
conforme 11 aumenta, presentándose mnyores errores 
para valores de 11 muy cercanos a _1.0, para el cual las 
frecuencias naturales de la estructura resultan más 

1.0 

0.5 

88-10 

próximas entre si (ec A.3). lo que tra" cotno ,-ons(:­
cuencia que en rnuchas ocasiones las re;puesws mfl~·. 
mas en ambos modos de vibración ocurran simt 
neame~te y con signo contrario, por lo que la resp 
ta combinada máxima· es la suma algebraica de aml'r;:(s 
respuestas. que da resultados menores que los de. ·la"" 
A.11. 

1 ~· 
Otra c~nclusión inmediata que si! obtiene di! la liq 1-~ 
L)S que los resultados del método 2 son próctic<Hnonlt: 
independientes de 1 cuando t ';;. 0.05 y que el mi: tu· 
do 1 pierde aproximación conforme aumenta ¡-, y ,1 
se aproxima a 1 

De lo anterior se concluye también que en estructuras 
amortiguadas, que son las de interP.s práctico, el méto 
do 2 proporciona, en promedio, mejores resultados 
que el método 1, aunque el 2 subestime más y co11 
mayor frecuencia la respuesta máxima. En estructuras 
no amortiguadas, que únicamente son de i11te1~ 
académico, el método 1 proporciona mejores resulta­
dos. 

Otro punto importante de discusión es el del cociente 
de la excentricidad dinámicá exacta, ed. entre la está­
tica, e,. En las figs 14 a 16 se tiene 11 en el eje de las 
abscisas, y ed/e, en·el_eje-de-_las ordenadas .. 

'~/ 

--~--

Método -~0.10 -·0.05 -~ 0.0 
o o o 

2 • • • 

0~~--~~--~----~--~~----~--~~----~----._ .. 2 3 4 

Fig 13. Variación con r¡ dt" los promt•dios d1• lo.t ml!nwntn.~ ronio1ta11tt>s rstimados 
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''~~ ---~J~observa-<.Hr~la ~fig -1 -1~,-q<JI,~corres¡>onde~a arnor~tiyua~--f:ll-las-1 igs_l!:>_y_lü,_p<H:<U__:;;:,_Q.Ob_v~Q. 1 ()._r<'SP-"' :'. ''---~-
·"l.iento nulo, que para r¡ = 0.9, 1.0 y 1.1 hay una mente, casi no hay diferencias entre los res11itados d~ 

rcada diferencia entre los resultados obtenidos los dos casos, aunque persiste la dependenc;,J respecto 
'-. ¡.¡ara el caso 1 con los casos 11 y 111 (la de· estos úl t imo's a r¡. Comparando estas tres ú !timas figuras se nota 

entre sí no es tan importante). Así, cuando r¡ = 1.0, también que ed/e,.disminuye conforme el amortigua· 
>··: .-;'en el caso 1 el promediodeed/e, fue38.5y ladesvia- mientoaumenta. /).sí, para~= 0.05elpromediofue 

' . ción· estándar 16.6; en el caso 11 estos parámetros 4.6 y la desviación 'fst~ndar 1.3, mientras que para¡· o•· 

~ •. 

.. ··· 
,,. 

. ' 

.'• .. 

. i 

.estad(sticos val iero11 5.4 y 0.6, respectivamente: Para = 0.·1 O, los valores. correspondientns fueron 2. 7 v O ·¡ 
valoi'eS de r¡ separados de 1.0 no 0.5 unidades o más . De las figs 15 y 16 se concluye qu" la dispc1:;ic:<Óil dnl hay· diferencias menos apreciables entre los resulta- R<'>glamento de Construcciones dt~l DeJ.l<~rl<liiWIIIO ""1 
dos·~ _los tres casos. Además, ed/e, disminuye rápi· Distrito Federal.de que se tome e,1Je, ,_, l.b suiJ<,·.Ii 

· damente conforme TI se aleja de 1 .0. ma el valor promedio para todos los valores cJ,., ,1 , :.:~( f:·~L . mayores: de o.5 y menores de 4.o (aqui se omitió"' 
. .,.t. ·término ± 0.05b que se agrega a '1.5 en In disposición 

";:¡¡; •• ,.. del Reglamento, porque dicho término t1ené como 
'· ; ·. .,,.. finalidad prevenir'excentricidades accidentales ocasio-
,Yi·: nadas por- variaciones imprevisibles de masas y rigide-
,:''i'eO ces y posibles exci,t¡¡ciones torsionales) . 
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cit'tltes df' la •'.-.:c·rntricidad dindmica ~xartiJ e11tre lu ~-.,~dtica, . 
porul= . . 

Con objeto de estimar probabilidades de eventos rela· 
cionados con los momentos torsionantes, se trazaron 
en papel de probabilidades los datos de frP-cucencias 
acumuladas correspondientes a diferentes casos. Las 
distribuciones de probabilidades empleadas tueron la 
logarítmico normal, la extrema tipo 11 y la normal, de 
las cual~s. por apreciación visual, se consideró que 
esta última daba en:general mejores resultados (ligs 
17 a 19). ·. •'-· .· · 

Para verificnr que las pobla,:iones bajo estudio ti<;nen 
distribuciones normales, se rcali;ilron prtJebas de 
hipótesis estad(sticas con un 95 por ciento de niwl dü 
confianza. ; 

Los resultados fueron: 
. ,.. ,, 

Método 1 

(Con resultados de r¡ = 1.5. 2 O, 2.5, 3.0 y 4.0 'TIUl­

clados; fig 17) 

~ =0: se rechaza la hipótesis ·nulo de que la distri· 
bución es normJI con media 1 . 16 y desviación están­
dor 0.12 (esta hipótesis se rech<lza tarnbién con un ml 
por ciento de nivel de confianza) 

1 = 0.05 y 1 = 0.10: sr. aceptan las hipólesis nula:: du 
que las distribuciones son normales con nHHlins o.gfl y 
0.85, y desviaciones P.StiÍt1da1 0.15 y 0.17. resp<:Ctl·,a· 
mente. 

Método 2 

(Con r¡)suiÍados de ry = 1.h. 2.0, 2.5, ;,.O y ·1.0 ,,1(:/ 

cloclos; fig 18) 

¡- =O. 0.05 y 0.10: se aceptan las hipótesis de •w;, '.;" 
distribuciones son normales con médins 1.15. 1.0l· y 
1.DO, y desviaciones <'Stándar 0.15, O.l~i y 0.15. 
respectivammte. ParJ 1 = 0.05, la hipótesis Sl~ ac"f'!J 

· con 99 por ciento de nivel rle confianza; las otras cun 
95 por cien tu. 
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Fig 1 J. Coc.-liintes tk la eXcentricidad dlnámlCG •xacta ~,,,.~ la ~stddca, para f = O. OS 

Fig 1 fl, Corlrntt'$ dr la l'.Ycrrrtriddad dindmicu l'.l::tu·ta ~ntrl' la rwJtica, panJ ~- _, O. f O 

·Además. para 1 = 0.10 se estudió el caso en que se 
mezclaron los resullados de ~ = 1 y~= 1.1 {fíg 19), 
nt1!C!niéndose una dístrrbucíón normal con medía 0.88 
y d<•svíacíón es!imdar 0.17. También se mezclaron los 
msultados de los valores de~ de 1 a 4. para los cuales 
;e ·oiJtuvo una distribución de igual tipo con medía 
o_nc, y ,iCSI tación estándar 0.16. Ambas hipótesis 
'-_;-_lr,y) ateptabJes, pero con 97.5 por ciento de nivel 
. ::-~ í"--."1t1ann:~. 

í.> todos los casos descritos en que se acepta la hípó­
:e,'s nula. se, observa que la desviación estándar es 
:,-;u y ,:;,n<>iante, ya que varia de 0.15 a O. 17, mientras 
qu:' la medía va de 0.86 a 1.15. 

2.1.2 Fuerza cortante 

Los resultados obtenidos con los métodos 1 y 2. 
correspondientes a~ = 1.0 y 1 = O, se muestran en la 
fíg 20. En <>1 eje de las abscisas se tienen los períodos 

('· 

fundamentales. T,. y en el de las ordenadas las i.Jer· 
zas cortantes normalizadas. V/IÍ y V/V. obten•aas a: 
dividir las fuerzas cortantes. V, calculadas med:¡n;~ 
análisis modal entre las estimadas con los métodos 1 y 
2, \Í y i7. respectivamente. 

De la fíg 20 y otras similares se concluyó que !as 
fuerzas cortantes normalizadas obtenidas con ambos 
métodos son independientes del período funda:•tr•:; . 
tal. T,. ,:on 95 por ciento de nivel de co11 k;:o:·., 
Además. para valores de ~ menores de O.~.J y tndl. :o, ·s 
de 1.1. los rf>S<Jitndos fueron ind<-:pendtuntcs cJ,• lus 
pa~ámt:tro~; A, b y e, CO!l crrort~~; d~!: !:) ror cir•r:l!J 

Estaindepundencia I<Hrlbién :;e obtuvo pt-ua f!l rnétl!d() 
2. ínclustv'' r.IJ;mrfn '1 = O.LJ. 1 O y 1.1, ''"" "'' 
máximos,;,, 40 por cít:llt<J r:r; ddccto y /U por u· 
en exceso pnr;, 1 =Ü, trmdiemJo a reducir,;<: conlut 

. aument;J <>1 arnortíguarníento; asi. paril 1 = 0.0!,, "" 
obtllvíeron errores máximos d<: .t. 20 ror cíerrtt'J. y 
para 1 = 0.10 de± 10 ror círmto. 
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Para el método 1, con r¡ = 1.0, los errores máximos 
fueron: 41 por ciento en defecto paro 1;: '~o::r:;ctu 

ración del caso 1 y 32 por ciento en d<'f<)cto "" los 
casos 11 y lil. \.ns errorus med1os rnspú-:ti\ .. t.'S ltli'!t'il 
l() y 15 por ci<'lliL'. amiJos en d,,¡,,,:lD. P.11 1 r: 1 1, 
lu c~tructuración del caso 1 tuvo errutt~~ n:,J\it11•-':; '-h' 
± 5 por ciento, y las tipo 11 y 111,38 p0r cit~niLl en 
dPfecto y 11 pOI c<ento en excPso. 

Respecto al amortiguamiento, St~ co:1clu'/~'¡ ~¡JI' ! ::: 

fuerzas cortantes normalizadas son prfl,·t¡r;;Jnl•.:t !l{; 

independientes de este; así, para ry ~~ 1, los rJrornr:dtos 
globales de los métodos 1 y 2 fueron 1 .2.'3 '{ 1 .11, 
respectivamente, para 1 =O; para 1 = O.OS de 1.30 ! 
1 .02, y para 1 = O. 1 O de 1 .30 y 1.0. 

Como puede apreciarse mediante los promedios · .. :ta 
dos en el párrafo antnrior, los resultocJos qu<' s•·· 
obtienen con el método 2 son mejorc's fiU'~ los r!c! 1 
cuando r¡ = 1 .0. Una conclusión sernA¡antP. se r:l•tuvo 
cuando r¡ = 0.9 y 1.1, aunque las diferrJnc,as "" ,,,du­

. jcron en un 10 por ciento. Para valores de ry fu<'·' cl•:i 
intervalo 0.9 ..;; r¡ ..;; 1 .. 1, los rnsuitados d~ aml.~os 
métodos fueron prácticamente igu;;lc::. 
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2.2 Resultados del problema de cabeceo (caso 2) 

Los parámetros que se escogieron para estudiar el pro­
blema de cabeceo fueron: 

m masa total 

L distancia d•'l SII2IO al centro de gravedad . d 
peno o 

T1 puiodo fundamental 

1 fcácción de amortiguamiento respecto al crítico 
en ambos modos de vibración 

~, cociente de la frecuencia angular entre la lineal 

Lw :aior,,s • ;'·''' ''' asignaron.a T, fueron 0.3, 0.7, 1.0, 
i .b. 2.0. J.O v 4.0 seg; a 1, O, 0.05 y 0.10, y a~', 0.2. 
O. e•. : .D, i .!i. :'.0. 2.5, 3.0 y 4.0. En cuanto a m y L, 
;./i·.·~mlt~nte -;L' usaron 2.0 ton sr~g 2 /m y 4 m, respr;c;. 
1 •\ ;,mP.nk. va quP por los resultados (fuerzas y 
tth.11llt~ntns 11Urnl¿1lin:~dos) qu{~ se otHuvieron con estas 
\'.)i'll,in<~ciollt'S :\r~ juz.gó innecesario el uso dP otros 
\.'~lc)r,··=~: Por 1<1 n_11srna razón~ emplearon únicamente 
tft·~ dr' lps sisnl(lS del problema rle torsión. 

Ért ~··:>i~: pruhlunlél, igual qur~ en ni de torsión, no hubo 
...!ifnrcncicr!; aprc~ciables Pntn! los resultados obtenidos 
con lus lrl~s SISfllt)S que se-emplearon como excitación, 
por lo i:ual'sc agruparon los resuliados en una sola 
muestra. Además, tanto las fuerzas cortantes como 

los momentos de cabec<m máximoo normali7..,_.,s 
fueron estadísticamente independientes del r~<riodo 
fundamental, T,, con nivel de confiarva d8 95 por 
ciento. 

Otra conclusión interesante es que los resultados 
obtenidos con los métodos 1 y 2 (Apéndice) son prác· 
ticamente iguales, con diferencias máximas ent1e elios 
de 5 por ciento. Esto se debe a que los valort.>s de ej 2 

(ec 1 .3) son grandes porque las frecuencias de vibru· 
ciÓn no resultari con valores muy cerGHlOS <~ntre sí, 
aun Cuando se usaron Tic: muy pequr:ñas, de manern 
que el radical de la ec A. 17 fuera también pequtJño v. 
por tanto, que las diferencias entre las dos frecuencia:: 
fundamentales fueran mínimas. Esto l1<rc:r: q1H: los 
términos que contienen a f~ 2 en lao. ecs A.:>•l y/\.!'' 
resulten muy pequeños y que estas ecuacin!l~s ·seil:l 
casi iguales a las ecs A.22 y A.23. n.'SiJ<II:IivillrH'IIIti. 

/\provechando las conclusiom!s an teriun~s. St: ¡¡e• Jfll:; 

laron las muestras correspondientt,g a todos tos ¡wr in· 
dos fundamentales, y para cada amortiguamim!lo se 
elaboraron dos gráficas: una de fuerzas conantes y 
otra de momentos de cabeceo normalizados, emplean­
do únicamente los resultados del método 2. En,. 
el ej<> de las abscisas rep'.!:sentó .2 r¡,. y el de las, 
nadas a los cocientes .VIVo M/M, donde V y, M o, . 
tan la fuerza cortante y el momento de cabeceo exik 
.tos, y V v M los mismos eleménios mecánicos est irnd· 
dos con el rriéiodo 2, 
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fueron, además de las mencionadas, las siguientes: ---qué-con-r-= o:o5-y-0;10-(fig-22)c-En-estos-dos-últi-----
. m os casos no se aprecia diferencia significativa en los 

- Lósresultados son estadisticamente independientes promedios de las respuestas ni en las dispersionr..s. 
de 11 con 95 por ciento de nivel de confianza, cuando Asi, los errores máxim'os que-so tuvieron para 1 " 
t;;. 0.05 0.05 alcanzaron 31 por Ciento en defecto Y 19 il')' 

- La respuesta normalizada se subestimá con mayor 
frecuencia qué ·lo que se sobrestima. en proporción de 
2 a 1 

ciento en exceso; en cuanto a ·t ~-~. 0.10 fw;¡un, •us­
pectivamente, 27 y 21 por cien_io 

-·El error máximo en defecto fue 29 por ciento, y en 
_exceso, 22 por ciento 

-Dado que existe gran incertidumbre en oúos facto­
r_es del diseño sísmico. tales corno magnitud del sismo 
de diseño (o en las amplitudes del espectro de dise­
ño), contenido de 'frecuencias, duración y variación 
l<'lllPOral del rnismo, se puede concluir que las estima­
ciones obtenidas con los dos métodos so11, en prome­
dio, satisfactorias en P.ste tipo de estructuras. 

'"' El_ promedio global de los resultados con t;;. .05 es 
1.Ó5, y el coeficiente de variación, 10 por ciento · 
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2.3 Resultados del problema de traslación (caso 3) 

•_P,a.ra f!Studiar este problema se escogieron como pará­
metros• 

(k,/m2 )/(k 1 /m 1 ) 

periodo fundamental 

fracción de amortiguamiento respecto al crí­
tico en ambos modos de vibración 
relación de masas 

Los 'Jalares que se asignaron a 11 1 fueron O. 1, 0.2, 0.~. 
LO, 1 .5 y 3; a T1 , 0.3, 1 .O y 4.0 seg; a l. O, 0.05 y 
0.10: v" m2 /m,, 0.5 1-.0 y 2.0 

L•;s :•::s<J!tcU'JS s" analizaron mediante gráficas con 11: 
D T, .en el "1" rl•> las abscisas, y cocientes do las fuerzas 
corta(d'..:S ex:-~cws entre las estimadas fm el eje de las 
ord>~''''das (fuerzas cortan les normalizadas), Debido a 

·que ios resultados no difirieron mucho de los de cabe­
ceo, se ·empleó ún¡camente un sismo como excitación. 
Las mnclusiones a que se llegó son: 

- Las estimaciones que se obtienen con los métodos 
1 v 2 son prácticamente iguales, debido a que los 
valores de las frecuencias de vibración no resultan 
muy cercanas entre sí en cada caso, lo cual hace que 
las d 2 (ec 1 .3) resulten grandes y, por tanto, que el 

;· \· término de las ecs A.36 y A.37 que las incluye sea 
muy pequeño, en cuyo caso las ecs A.34 y A.35 son 

.casi iguales a las ecs A.36 y A.37, respectivamente. 
Esto se obseNó aun cuando se esiudiaron casos adi-

:1· ;i_._ ._.,_, sion¡¡les·de m,/m, ,v 'lo .. para los cuales el radicalde 
·, .;··· ·· .. ·la .~>c--·A.:29 fue m1n1mo. con lo. cual hubo las dlfe-. ¡:·~; . :. ' '. 1 ' 

. t ,l ' ~ •• ' 

. *~ 
:}·~:· 
~'ii·· ; ' 

'. 
;l~'; 

rencias mínimas posibles entre las dos frecuencias 
funda mentales y, por tanto, los valores más pequeños 
de < ¡ 2 . Esto oc litre cuando" 

< 1 

Dichos casos adicionales fueron: m 2 /m 1 = 0.2 e~ 
1/t = 0555; m2 /m 1 = 0.5 con 11t = 0.222, y m1 !m, 
= 0.8 con r¡ 1 = 0.062. En estos, la diferencia máxima 
que se obtuvo entre los resultados de los dos métodos 
fue de '13 por ciento, siendo mejores los del método 
2 

La~ estimaciones normalizadas son 0St:ldlst~(_-~J 

mcntn indep<!ndientes del periodo fundamental, T,, 
mn nivel de confianza de 'l!j por ciento 

- En la fig 23 se observa que las estimaciones de V1 
y V2 tienen, en promedio, errores muy parecidos. por 
lo que en las conclusiones no es necesario hacer dis­
tinciones entre ellas 

- La respuesta se sobrestima solamente en 30 por 
ciento de los casos. El error máximo en exceso que se 
observó fue 46 por ciento, y en defecto 41 por cien­
to. El coeficiente de variación para t = O. 1 O alcanzó 
12 por ciento 

- En la fig 24 se observa que los promedios de 
estimaciones con t = 0.05 y 0.10 son mejores qur; ·-~ 
que corresponden a ~ = O, lo cual hace pensar que las 
conclusiones obtenidas en la ref 5 respecto a t = O no 
pueden generalizarse ·para t >O 
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·or n ¡;_¡l¡¡;ulas hll!run, par: 1 ! O, 1. 1 !>; ·p; u; 1 ~- (U l! ), /i u la~; sor1 c !:; L rtl (:: 1 ¡, .; 1111' :r 11 r ~ i 1 nJq H.'lidH :1 1 1 t:~;-~ ic: 1¡ 1 • ( , ·,: 1 

"-- _f)4, y 1!11 urillllo iJ ~ ~- 0.10, 1.01. /\(~eruÚ!i, sn o!,sc!r· 1111 nivd du conliall/il d1: !l!J por cir:nlu, corno fJW d·: 
va que respecto n ~- 0.0!) y 0.10, 1<1s rúsultúdosson apmci¡¡rsn nn I<.J !in /tl í!n la qul! apwec:Ú_n únie<lUI':rd•: 

muy similares, es dectr, so•• independienh!S de t si!' los resultados di'!! nu)todo 2. Para!'= o t!sta htpót":~i:> 
>0.05 no se aceptó · 
- Las medias de los resultados normalizadas son esta­
dísticamente independientes de la relación de masas, 
m2 /m 1 , con un nivel de confianza de 95 por ciento, 
pero los casos especiah's de m2 /m 1 y 1lt indicados 
anteriormente tuvieron mayor _dispersión 

- Por la misma razón indicada en el CJitimo pñr,;;fú 
de conclusiones del problema de cabeceo, los IOSttmJ 
ciones obtenidas con ambos métodos sorr en pro,·ne­
dio satisfactorias· en este tipo de estructuras 

" 
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Fig :.•.t. Variaciór1 ron f1t de los promedio.! de ltU fuerr:a.J corttmre.J e.Jtinwda~ con el mi todo 2. Problema dt• rraslilclt~" 
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3. CONCLUSIONES 

1 1 ""'"""" do las <:ondusionns oi>lllnidas de los trflS 
probl•mas estudiados lls: ·• 

En cabeceo y traslación: 

- En promedio las estimaciones normalizadas de las 
respuestas máximas logradas con los métodos 1 y 2 
son satisfactorias y prácticamente iguales: esto último 
debido a que d 1 >>O ~ . 
- La respuesta se subestimó con mayor frécuencia 
que lo que se sobrestimó, reduciéndose -el error al 
considerar amortiguamiento en la estructura. Además, 
los valores exactos divididos entre los estimados fue­
ron estadísticamente independientes de T1 y 17c o 17 1 , 

así como del tipo de respuesta que se trate (momento 
de cabeceo o fuerza cortante) 

En torsión: 

_ Las conclusiones sí difieren al tomar en cuenta el 
momento torsionante o la fuerza cortante. Además, 
debido a que en algunós casos E~ 2 es pequeña, los dos 
métodos dan resultados diff!rentes 

- Las estimacio'nes del momento to.rsionante al consi­
derar amortiguamiento estructural nulo dependen en 
qran medida de la relación de frecuencias, '1· Además, 
~tos difieren al usar el método 1 o el 2, siendo más 
aproximados los del 1 para valores de 17 comprendidos 
'en el intervalo o 0.5 .;; 17.;;; 1.5 o muy pareé idos fuera 
de él 

- Para los tres amortiguamientos estudiados, los re­
sultados del método 2 son estadi'sticamente'"indepen­
dientesde T/. no así los del 1; son mejores los del méto­
do 2 cuando 1 = 0.05 y 0.1 O 

- C11ando se tenga 0.5 .;; 17 .;; 2, se recomienda usar 
, -: '"•'todo 2; en los dernás casos es indistinto el em­
pleo de CIJálquiera de los dos métodos 

·- La relación de excentricidad dinámica a excentri­
•.:idad estática se subestima en las disposiciones del 
Reglamento de Construcciones del Distrito Federal, 
siendo esto más cuando el valor de 17 queda compren­
dido entre 0.8 y 2. En particular, para 0.9.;; 17.;; 1.1 
osta relación vale, en promedio, 4.6 para 1 = 0.05 y 
2.'1 para 1 = 0.10. De lo anterior se concluye que es 
ntx:esario realizar estudios exhaustivos sobre este 
aspex:to, considerando vibración torsional .en estruc­
turas de varios pisos y con comportamiento inelás­
tico 

- Lil; nistribuciones de probabilidades del.cociente 
del valor exacto sobre el estimado son normales con 
dc,;viación estándar cercana a 0.16 y media compren-
dida en el intervalo 1 ± 0.12 (fig 19) . 
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APENDICE 

A.l ANA LISIS DINAMICO DE UNA ESTRUCTUl 
SUJETA A TORSION 

La fig A.1 representa un edificio de un piso, de forma 
arbitraria, con la línea del centro de torsión (CT) al 
cent~o de gral/edad (CG) perpendicular a la dirección 
del sismo considerado. ., ... 
En dicha figura se tiene que 

·~: .. 
m ·masé total del sistema 

J momento polar de masa respecto al centro de 
gravedad 

L 1 rigidez torsional respecto al centro de torsión 

K rigidez lineal en la dirección del movimiento 

e, excentricidad estática 

b dimensión de la estructura en dirección Y 

e = e,lb 

Considerando que la rigidez torsional respecto al cen­
tro de gravedad es 

L = L1 +K e: 
y aplicando el principio de D'Aiambert para obtf 
las ecuaciones de equilibrio del sistema en vibracion-e-S 
libres, se llega al siguiente sistema de ecuaciones dife­
renciales lineales de segundo orden (ref 81 

mi+ K(z- e, el>)= O 

J.¡; + L el> - K e, z =O 
(A.l) 

Sustituyendo en la ec A.l a i = - w 2 z y ;.¡, =- w' ·~ 
(por ser vibracio11es libres). donde ..,es la frecuencia 
circular natural del sistema, y resolviendo <'1 sistema 
de ecuaciones algebraicas resultante, se obtiene la 
ecuación característica: 

X 4 
- ;>. 2 

( 1 + '1) + 17 -e' /j' = (A.L) 

donde X' =w'!(k!m).j' =J/(mb2
) Yl7 =(L/J)/(K/m). 

Las ra fces de la ec A.2 son 

n + 1 J (17- 1 )' e'' 
;>.' =--± +-

1•2 . 2 4 i' 

mientras que los vectores de las configuraciones 
modales son 
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Fig A. l. DúJgramJJ de cuerpo libre de umt eñructura sujeta a tonlón y trasl~dqn {vt.na superlo"r) 

zn 

J -- ; 11 = 1, 2 (AA) 

<Pn cb J ''---'" J 

En términos de las raíces A~ 2 de la ec A.3, se puede 
demostrar (re! 8) que los coelicientes de participaci6n 
·d~ los medos 1 y 2 (las proporciones en que contri­
ouyen los modos a la respuesta total del sistema) se 
encugntran ri;;rJos oor 

e' 
Cn-· ,

1
,.,;n.=1,2 

e' ,. ( 1 - '" ¡ 
(A.5) 

Ahora, si se suponen conocidas las aceleraciones 
espectrales de cada modo, a", i<~ iuerza cortante máxi­
ma vale 

vn =m an en ; n :_::..: l f 2 (A.6) 

y el momt:nt(: 1orslon::;1te máxirno respr.cto al (:entro 
de torsión ··;:-; 

(! ··· ;•,') J Vn 
11 

; n = 1, 2 
cbm 

(A.7) 

'-Dna vez conocidos los valores de V,, V,, M 1 y M,, la 
aplicación clü la ce 1.2 conduce a la estimación de la 
fuerza cortante v del momento torsionante máximos 
mediante el rnétodo 2; ellos son, respectivamente 

'1 

j
r----------~~~, 

17 = . v~ + v' + 2 _v_,_v_, 
- 2 1 +•' 

'2 

}
·--------~--~, 

M= . · M~ + M~ _ 2 ~ ~ .~' 
12 

(i\.8) 

tA.9l 

donde <?; se obtiene aplicando la ec 1.3. El signo 
negativo asociado al doble producto que aparece en la 
ec A.9 se debe a que las funciones de transferencia de 
los momentos en el primero y segundo mndos ti"n"n 
siqno contrario,' ya que el factor ( 1 -A') cr.rc a;""''Ge • n 
en la ec A.7 es positivo para el primer modo (n ~-· 1) y 
negativo p&a el segundo (n = 2), lo cu:1l se JenH ,,,,;u .r 
como sigue: 

De la ec A.3 

;,' = '1 + 1_ ~)' t e 
1 2 J~ f 

por lo que 

'1 + 1 
ll' ..; ---

' 2 

Análogamente 

'1-1 
-- =1 

2 

'~ = '1; 1 + j (7) ~ 1)
2 

+ ~ 
de ahr'que, si 11;;. 1. 
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,•" 

O, SI 1) <;; 1 

1)~1 1)-1 
X';>--+--=1) 

1 2 2 

1)11 1···1) 
:\' "-- + -- = 1 

' 2 2' 

Enconsecuencia. (1->.~);.0y(1-X~).;;O 

Además, según el. Reglamento del Distrito Federal 
(método 1) las respuestas dinámicas máximas del 
mismo sistema estarían dadas por (ec 1.1) 

V=J V~+ V~' (A.10) 

(A. 11) 

Finalmente, por el método exacto, las respuesws 
máximas totales. V y M, se obtienen localizando los 
máximos en el tiempo, t. de las sumas de. las respues­
tas (cortante o momento. según sea el caso) en los 
modos 1 y 2. es decir. . · 

V= Máx\ ¡m e, a, (t) +me2 a2 (tl) = 

= Mj, l j V, (t) t V2 (t) / 1 (A.12) 

(A.13) 

don eJe 

(1 --X~)J 
rn= ;n=1.2 

cbm 
(A.14) 

A.2 ANALISIS DINAMICO DE UNA ESTRUCTURA 
SUJETA A CABECEO 

l:s trt-!Cucnu-: que Pn la prüctica se presenten estruc­
tuJas constituidas por una hilera de columnas o una 
sol.i. columna que sostiene una losa o un cascarón 
(péndulos invertidos). tal como la que aparece en la 
fig A.2. La respuesta dinámica de una estructura de 
este tipo se debe obtener (ref q) considerando el efec­
to q'"J la itlfercia 10tacional de lo cubierta induce en el 
:novi:niento total del sistema. 
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En la fig A.2 se empleó la notación: 

W peso de la cubierta más la parte tributaria de 
·columna 

m W/g 

g aceleración de la gravedad 

·-· 

J< momento de inercia de la masa c1t~ l;1 CL<Ilit•rt" 
respecto al eje Z 

E módulo de elasticidad del material de la coll:nlll<l 

le momento de inercia de. la sección transversal de 
la columna respecto al eje Z 

CG centro de gravedad de la cubierta 

L distancia del suelo al centro de gravedad 

El diagrama de cuerpo libre de la estructura anterior 
aparece en la fig A.3. en la cual se tiene que (re! 9) 

K rigidez por traslación= 3Eie!L 3 

K, rigidez por rotación = Ele IL 

x desplazamiento del centro ·de gravedad de la 
cubierta 

<~ rotación del centro de gravedad de la cubie1ta 

a = (x-k, 'Y <J>)/k 

~ = (<J>-k-yx)/k 

'Y = L 2 f2 Ele 

k = 1- K L 3 /4Eie = 0.25 

Las ecuacrones diferenciales de movimiento corres­
pondientes al diagrama de cuerpo libre de la estt uc·· 
tura son 

m x + (Kx - K K, 'Y <1>)/k = O 

J, ,¡;+(K, <1>- K K, -yx)/k =O 
(A. 1 f>) 

Considerando que se satisfacen las relaciones x· =­
- w' x y ii =- w' 9. donde w es la frecuencia circul:u 
natural de vibración de la estructura, y resolviendo el 
sistema de ecuaciones A.15, se obtiene la ecuación 
característica 

K J, +m K, ; 
w 

mJek 

K K, 
+ -o 

4mJe k'-
(A.16) 

que es una ecuacron de segundo grado en w '. S 
efectúan algunas transformaciones algebraicas ' 
considera que 

. K/m =p' · cuadrado de la frecuenci.a circular niltll­
ral por traslaCión · 
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'le = u• /p' 

se llega a 

(A.17) 

Por otra parte, los vectores de las configuraCiones 
modales son 

= 

·;. ·.' 4>0 
4- ~ • 

2L 

; n = 1, 2 (A.18) 

Se··puede demostrar (rel 9) que los coeficientes de 
. participación correspondientes a los modos 1 y 2 se 
''lcuentran dados por la expresión 

'--··" 
'1,(A.19) 

Partiendo del hecho. de que se conocen las acelera­
. dones espectrales de cada modo, a., la fuerza cortan­

te máxima y el momento máximo de cabeceo 
ccirrespondien tes valen 

(A.20) 

= 

(A.21l 

Lds r espueSlilS dinA¡nicas de lc1 e:;tructuru dr. acuerdo 
ccon los criterios dP-1 Réylarnento de Construcciones 
def D. F. (mr\todo 1) y de Rosenblueth (método 2). 
~ nhtienen h;)Cit.:ndn u su dr~ las ecuaciones 

- 1 

V= J Vi +V~ (A.22) 

j
~---~, 

Ñf= ~+M~ (A.2:3) 

+ v2 ., 
2 (A .. ,, 

(A.:!51 

donde f~ 2 se calcula mediante la ec l.J. El f;ir¡rh> 
menos aparece en la ec A.25 debido a'""' :n frm<:ión 
de transferencia. del segundo modo es de Sr~no OP<Ji'S 
to a lá del primero, ya que se puede dernustr:H, a 
partir de la ec A.17, que A1 .;; 4 y A2 ;;. 4, por lo q~'' 

··el factor 4 · ~. que aparece en la ec A.21 tiene signo 
positivo en el mcido 1, y negativo en el 2. 

La respüesta dinámica exacta se obtiene utiliwndo las 
expresiones 

V= Máx 1 ¡e, f!,1X 1 a,(t) +C2 mx2 a2 (t) l\IAA5) 

M=Máx l!c,J,<I>, a,(t)+C2J,<t>1a2 1tl/ j (A.271 

A.3 ANALISIS DINAMICO DE UNA ESTRUCTURA 
SUJETA A TRASLACION 

' 
Consideremos.ahora el caso de una estructu~a de C<}l· 

tan te de dos pisos, en la cual no existe rotación en los 
planos horizontales en los niveles de los pisos (fig 
A4). ' 

La ecuación matricial de equilibrio de este sistema es 
(ref 1 O) 

=li.li 

donde m 1 y m 2 son las masas concen u adas er 1 in:~ 

niveles 1 y 2, y K, y K2 son las rigideces d0 !os 
entrepisos 1 y 2, respectivamente. 

Partiendo de es le sistema de ec1 t:·H-:iorws y h¡¡,;,.;:()rli h.! 

r¡, = (K2 /m 2 //(K,./m 1 ) y~= w'I(K,/rn, ), >u <Jiltir.· 
nen las rrn'ces · 
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Fig A. 4. F..Jtrul'tura de dos piso~ .111jrta a tra.rlació" (l'ista latual) 
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. --~----~ 

~2 --4'1, 

Además, los vectores de oonfiguraciones moda,.,-• 
. resultan ser 

zl,n 

= ; fl >O 1, ~> i •\.:liJ) 

1 +1Ktlm 1 )-w~ 
711 (K1 /m 1 )(m2/m 1) 

Además, se puede demostrar (ref 1 0) que los coel i­
cientes de participación de los modos 1 y 2 se encuen­
tran dados por 

z, n + (m,/m,) z, n • e= . . ·n=1 2 " r., + (m2 /m 1 ) ~ •• ' ' 
(A.31) 

Si se conocen las aceleraciones espectrales de mda 
modo, a •. la fuerza cortante máxima correspondiP~·~ 
al entrepiso 1 en cada modo vale · 

v, n =c • .a. (m, z, n + m, z, n) ; n = 1, 2 . . . (1,_.12) 

en tanto que la tuerza cortante máxima corr<'spnn­
diente al entrepiso 2 es 

(A.33) 

Ya conocidos los valores de V 1 n y V2 n , las res¡Jues-• . 
tas máximas dinámicas totales de la estructura esti· 
madas con los métodos 1 y 2 se calculan haciendo uso 
de las fórmulas 

1?1 = j v~.~ ' 
+ VL (A.34) 

v, = j V~ 1 + V~,' . . 

=} v• 
......,_ 

VI +V~ 2 + 2 vl,l v •.• 
1, 1 

1 + .;, 
1 i\ .liíl 

=)v: ' 
v, + ~. -2 

v •.• v, 2 

2,1 
1 + ·~. 

donde.;, se calcula mediante la ec 1.3 
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Tlil~lllii ~tlll ~-.--1;-¡:-. ((::;¡l¡¡i :~;1;¡·,-¡¡¡;'~><llna:;-¡lua.'u, IH~<~:;--•It ~-l:t~~-~~~~~~ --- _ -~~~ 
~~~iiiiiC.IIIId 1!11 1:111::.1¡{,¡¡ :;1: \IIJI!I)tlrl•llllt.'llt:r llll.'fll.llllt: L'J 
11 .,,! 1 odn llXiJt:l' , hacuH u lo w;n d1: 1; l!ll!t :uacinnn~; 

V1 = Máx 1! 
11 
~ C, a. (1) [m, z,,n ~~ m1 z1,n]} 1 

(A.38) 

(A.39) 
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VIGAS VE CORTANTE NO AMORTIGUADAS 

SON SISTI'MAS C:ONTTNlJOS CUYOS CAMBIOS DE PENDIENTE SON PROPOR, 

CIONALES AL CORTANTE QUE ACTlJA EN LA SECCION. 

SEAN m y p LA MASA Y FUERZA EXTTIRNA DISTRIBUIDAS POR UNIDAD DE 

LONGITUD, Y SEA k LA RIGIDEZ POR CORTANTE: 
X 

l. ; FAG 

F ; FACTOR DE FOR~~ 

1\ ; /\REA SECCION TRANSVERSAL 

S=kll ax 

(~ ; ~IODULO DE ELASTICIDAD DTNAMICO AL CORTANTE 

F J 
; ( mdX) 

2 ;) X 

7 
POR EQ!JILIBRIO: 

t! \ + pd \ - m d \ ; o 

) ., .. 
X :1-x 

rn --)- - k -, ; p(t) 
."i t .... ~~ \ " 

(1) 
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l. A EC 110M()(; ENEA QUEDA (CON p=O) 

~ ;¡2 
(2) 

a~x 2 . X o 2 = k 
atz - V 

:1 x2 
= ; V -

m 

ESCRIBIENDO x(t) = Zn(X)Sn(t), LA EC (2) QUEDA 

=) 

Z · B 
n n 

B n (t) 

Sn(t) 

8 .~ 

n 

sn =·B 

- v2 

J 

w fl n n 

sen w 
ll 

" z n o => r = 
n 

" = o z 
n 

n (t-tn)' 

.. " sn (t) 2 z 2 
n CONSTANTE 

Sn(t) 
= V z =-w = 

11 
n 

2 
w 

~ 
11 = o 2 L. 

n 
V 

w 
zn ~A 

·n 
(X - an) sen 

n V 

LAS CONSTNiiTES a Y w SE DETER~11NAN EN CADA PROBLH1A EN Fli0;CION 
n n 

llE LAS CONlllCJONES U!: FRONTERA. 

CON IJI l. 1 ON !lE ORTOGONALIDAD : 

L 
f 
! X (X) x. (X) = 0 

1 
SI n # J 

} ll . J 
o 

EJDIPLO 1 : CUERDA VIBRANTE DE LONGITUD L Y EXTREMOS F I.JOS: 

L 
EN EL EXTREr.¡O '\=0 SE TENDRA 

( ~) x(O,t) = o -) .wn a n = .in V 
j = 0,1,2, ... => ~ "11 

n 
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i 

1 

1 

1 

' ------------· ... ---------- .. -.~ 

... 

EN t:l. EXTREMO X = L SE TENDR/\ 

(4) x(L,t) = O 
w L 

=)~ = nn n; 1,2, ... 

PUESTO QUE EN LA EC ( 3) SE Tm1A j =O, Y A QUE _i = 1 , 2, . . . DAN L/\ M 1 S~1/\ 

SOLUCION, LO CUAL CONDUCE A an = O. 

DE LA EC (4): 

FRECUENCIA FUNDAMENTAL 

SI 

:Y 

n=1 
' 

¡ 

T = ZL 
1 V 

n = 1,2, ... 

w = n W1 n 

T = 
T1 

n n 

LAS CONFIGURACIONES MODALES QUEDAN: 

( - nnX nnv( ; x t,X) = A
0

sen-r-sen--L- t-tn) 

CONDICION DE ORTOGONALIDAD: 

L 
( i "X · . X 

Ai SC'n-1-. 1\j sen~x = O, SI i 1 J 

E.JHIPLO 2: VIGA DE CORTANTE APOYADA EN X = O Y LIBRE EN X = L. 

DE x(O,t) = O => a = O 
n o 

j •X 

L 

DE x' (L,t) = O (PUESTO QUE EN X= L SE DEBE CUMPLIR QUE LA FUERZA 

CORTANTE, S, SEA NULA), 

x'(~,t) 

'· . 



o 
' ' 

SI 

111 L 
x'(L,t) =O= cos ·'~"'" 

S 
V 11 (Zn-1) 111 r 2 11 

n= 1 , 
1fV ~ r· 1111 = cz 1 

wn = w1(2n-1) 

n 

41 
= 

V 

= 

• '1 

1 , 2 , •• •. 

T1 
ASI: T2 = 3 

. T 
T3 = -d- , ETC. 

DISTRIBUCION DE CORTANTES: 

\ 1 

\ 1.-z.--- )( 
\ 1 
. ' \ ' 

~· 
1 \ 

, 1 \ .-z___.- S 

i / \ 
1!/t: 

" ~-z-x 
>. S 

/ ~ 
/ 1 

1 1 
1 / 
1 / 
1 

xl . ' 
l TI/ 177 

1 er. W'DO (FUNDMlENTAL) 2o. ~101l0 
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VIBRACIONES FORZADAS EN VIGAS VE CORTANTE 

SEA x
0

(t) LA EXCITACION DEL TERRENO. 

SISTEMA ES 

L~RESP,YJ:?STA, x(t), llEL 

(3) 

DONDE 

t 

x(t)=-E 
n=1 

wn J sen v X 

L 

f wnV 
Jn sen ---x- dx 
o 

J:L n sen2 "'~ v dx 

,·o 

o 

= 4 
(2n-1)n· 

' ._,,._ .. 

TAREA: DE~IOSTRAR ECS ( 3) Y ( 4) Y ESTUD lAR SECC ION 3. 1 5. 

EJEHPLO: CALCULAR EL LIMITE SUPERIOR DEL CORTANTE EN UNI\ VlGI\ DE 

CORTANTE A CUYA BASE SE LE SOMETE 1\ UNA ACELERACION CONSTANTE, 

a. 

EL ESPECTRO DE ESTA EXCITACION ES V = a/w 

POR LO TANTO, S ~ k~;~ ( ; :n sen. :n X)] V L . n=1 n 

- l l 
kan V 1 

" ~ i 
00 w "'n 

xj 
4k 

00 cos ')"(Zn-1)X 
S n a .-L . . .. 

~1 ¿ -- - e os - = E . V . n , ; 
¡n=1 "'n V V " V n=1 (Zn-1)¡:; z:CZn-1) 
L ..1 

r l 00 ! 
S SaL m 1 (Zn- 1 )nX 

1 

< -z- ¡; '1 e os -
(2n-1)~ ! ZL 

" n=1 
L J -1 . "' 

Jt 
' 

con V 
k 
n: 



1; 

! 
1 1. 

. : .· 

1 ; 

1 
1 

1 

1 

i . 

1 
1 ' 

1 
1 

1 
¡ 

1 

1 

1

1 ; 

. 

.. 
' 

.. 
I'N \ O: •J 

2 1 S ~ (8aLm)/n l: -'----.. = áLni.· · 
n=l (Zn-1) 2 

1 
S"""- Í 

i 
1 

i . 
_L 

+aLm 
. 
'. 

·.:·: 

. .~ 
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VIBRACION DE VIGAS EN FLEXION 

AMORTIGUAMIENTO NULO 

)( 

t===mtt=~===f"-t¡z 
z ·J.dzJ. ·• 

-f---'"'- dz 

, .. ; 

V + pdz (V + av dz) - f 'dz = o · az I 
(1) 

EN DONDE fidz 7 (mdz.) (2) 

SUSTITUYENDO (2) EN (1) Y SI~PLIFICANDO: 

av = m a2x p . 
atz az 

(3) 

,,1 + Vdz Ul + -~1 Jz) o 311 = V - = az az 
(4) 

(DESPRECIANDO.LOS TERMINOS DE SEGUNDO.ORDEN DE LOS HOMENTOS 

DE p Y f I ). 

SUSTITUYENDO (4) EN (3) SE OBTIENE 

(4') 

TOHANDO EN CUENTA QUE E~ OBTIENE FINALMENTE 

2 . 2 
_a -·(EI L!.) 2 . . 2 az az 

(S) 
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h. 
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'"• 

'---·. 

1 

AMORTIGUAMIENTO VISCOSO 

FUERZA DE AMORTIGUAMIENTO POR 

VELOCIDAD TRANSVERSAL = 

ax 
- e at 

'-,; ax ·\· · 
e ( z}• at d_~ , ' 

(6) 

- FUERZA DE MIORTIGUAHIENTO POR DEFORMACION DE LA VIGA. 

ACEPTANDO LA HIPOTESIS DE NAVIER 

~<T'=C 3E. 
r-----~ d3t 

DE DEFORMACION PLAN!\ 

t- dZ + 

Hamort = Joyda 

ed= AMORTIGUAMIENTO 

PO~ DEFORMACION 

I:-JCORPORANDO EL MOl-lENTO DEBIDO AL AMORTIGUAMIENTO EN LA 

EC. (S) 

o " ) 
(El 

a~x --., ---z 
1: ~z 

+ cdr 
2 a x 

+ m-2 
(lt 

··.:_ 

((¡) 

S 1 J.,\ ¡;:;e ITAC ION ES POR ~10VTIHENTO DE LOS APOYOS, SI'. PUEDE 

íil:t!O~·;TRAH (CLOUGH Y PENZIEN, PAG 303) QUE: 

clz 32x a3x 
2 iJx -, (El 

iJz2 
+ Cdi ) + m iJ X + e iJt = Pefeet. a: a z 2 iJt at2 

¡:•; .. ' DO 'iD E 

, 2 '3 7 
;> X a- ax

5 - 3 ... ,, X xs 
= (E I S + Cdi 

S ) (7) 1\, [ce t -, --, - m-- - e 
az- a:.~ o z 2 at atz at 

xtiJt(z,t)=xs(z,t) +x"cz,t) 
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lli'SI'I.AZAMI ENTO PSEllflfli'STATICO OCASIONADO POR EL MOV. DE 

LOS i\I'OYOS DE MANERA ESTATICA 

x = DESPLAZAMIENTO DINAMICO 

11 SE TIENE UNA ROTACION Y UNA TIIAS­

~~=9L l LACION POR APOYO: 

x5 = desplazamiento 
pseudoestátlco 

INCORPORANDO (8) EN (7): 

4 

4 
x

5 
= E ¡l.ó. (t) 

. 1 1 1 1= 

DEBIDA A ó.=1 
1 

(8) 

a 2 ~L (z) . 

~'cfect =-l: {mfl.ó.(t) 
· J L 1 

+e fl.tl.(t) + 
. 1 1 

[l(z) 1

2 
(tl.(t)c

1 a z 1 ( l= 
( ') 1 

¡ l'l] ¡ 

EN LA ~!AYOIIli\ fl1' LOS CASOS EL M10RTIGUM1IIiNTO INFLUYE POCO EN LA l'lii'IIZA 

EFECTIVA Y LA EC.(9) SE SIMPLIFICA A 

1'c· Cect 
- -

. 
' 
'· 

l = 1 
m0. (:)ó. (t) 

1 J 

F\ f:'. C:\SO !lE 11:-i VOLADIZO: 

01 r zJ = 

y 

Pefect - - m(z) ó1 (t) 
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ANALISIS DE VIBRACIONES'LIBRES 

CONSIDEREMOS UNA VIGA DE SECCION CONSTANTE (El= CONSTANTE m=MA';A 

POR UNIDAD DE LONGITUD). 

-DE LA EC.(S): + m o 

o ( 1 o) 

RESOLVIENDO LA EC. (1 O) POR SEPARACIOIJ DE VARIABLES: 

x(z,t) = R(z) Y(t) 

IV - -~ + m 'rJ.!l _ e (z) Yet} + ;I e(z) Yet) = O ~ EIYTf} - O 

POR LO QUE 

_e!~~L~ = '!:..Ul 4 e(:) --¡;nT Y(~) = C = a e C = CONSTANTE) 

rOR LO T~Nl'O ORTENE~IDS DOS ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS: 

R ¡y ( z) - a 4 e ( z) = 0 

' Y e t) + "''·Y ( t) = O, DONDE 
o 4 
~ 

= 
a· I'I 

w -m 

4 2-
= w m 

a El o 

L.\ SOLllC 1 'J.~ DE LA SECU:;DA DE ESTAS ES: 

Y(t) = :u..<D. sen,,,t + Y(o) coswt ,,, e ~ 1 J 
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LA SOLUCION DE LA I'RII-1ERA ES: 

B(z) = A
1 

sen az + A
2 

cos az + A
3 

senhaz + A
4 

cosha: ( 1 2) 

EN DONDE LAS A. SE CALCULAN EN FUNCTON DE LAS CONDICIONES DI' FRON-
1 

TERA DE LA VIGA EN At~BOS EXTRB10S. 

EJEHPLO 

VIGA SH!PLH!ENTE APOYADA 

LAS CUATRO CONDICIONES DE FRONTERA SON: 

.. 
en :=0: 8(o)=O, H(o)= El A(o) = O 

en z=L: 8(L)=O, 1-l(L)= EI8"(L) = O 

SUSTITUYENJ:Vi 8(o)=O Y B"(o)=O EN LA EC. (12) Y SU SEGUNDA DERIVADA: 

fl(ol = A" + 1\¡ cn,;h o = o 

"} => Az = '\¡ = o 
" 

., 
fl(o) = :¡''(- A, + 1\ ,¡ cosh O) = 

" 

H.\CIF<DO LO msno CON 8 (!.) = O y 8"(L) = 0: 

8 eL:~ A¡ sen :tL + A- scnh aL = o 

o}-A3 
-' o 

" 
= 

7 
8 ( L) 3" ( -;\, sen aL + /\3 scnh aL) = 

. POR LO TANTO, ¡:¡(l.) A 1 sen aL = ll 

PUESTO QUE A 1=o ES LA SOLUCION TRIVIAL, SE DEBE TENER QUE A1 SEA 

ARBll'QARIA Y QUE 

sen ;1 l .. = O --~~> a L = n -rr ; n = O , 1 , 2 , . . . , ,, 

. PtlR l n 'L\.''iTll, :1 = nn /L. RECORil.'\.'WO QIIE 
.¡ ., 

:1 = "'-m/ET, SE TIENf. Qll!: 

1 ') <> 
ktl 
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' .. 

-· 

\.~ . 

··' 

2 4 -wn = (nn/L) El/m o 
2 2 nn ¡ -• 

wn = LZ El/m 

SON LAS FRECUENCIAS CIRCULARES NATURALES DE VIBRACION DE LA VTCA. 

LAS CONFIGURACIONES '10DALES SON 

3nz 
¡:--

w 1 . "'2 : w3 
.. .. 

2 
IJ.l j .. n w1 
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n 
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