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A.1 Esfuerzos en los contornos de los marcos de las puertas



Introduccion

La solucidn de problemas dentro del campo de la Elasticidad Lineal, consiste en resolver un
sistema de quince ecuaciones (seis relaciones esfuerzo-deformacion, seis relaciones
deformacion-desplazamiento, y tres ecuaciones de equilibrio) con quince incognitas (seis
componentes de esfuerzo, seis componentes de deformacién, y tres componentes de
desplazamiento), y con la condicion de que las componentes de esfuerzo y desplazamiento
deben de satisfacer las condiciones de frontera. O bien, resolver un sistema de tres
ecuaciones (tres ecuaciones de equilibrio en términos de desplazamientos) con tres
componentes de desplazamiento como incdgnitas y con la condiciébn de que los
desplazamientos deben satisfacer las condiciones de frontera [4]; entre otros. Cabe sefialar
que en la actualidad no existe un método directo para resolver un sistema de ecuaciones en
derivadas parciales como los presentados en el campo de la Elasticidad Lineal, por lo que
se recurre a métodos aproximados, como el Método de Elemento Finito, para resolver estos
sistemas de ecuaciones de valores a la frontera que se presentan en Ingenieria y en la
Fisica- matematica, [11].

En el Método del Elemento Finito se manejan aspectos como la minimizacién de funciones
de una o mas variables, el calculo de variaciones (el cual provee la conexion entre el
modelo matematico y la técnica de elemento finito) y finalmente la aproximacién de
Integrales, [14].

En este trabajo se presenta la fundamentacion teérica del modelo de Elemento Finito para
analizar el comportamiento mecénico de la estructura de un autobus de transporte urbano
de pasajeros, siguiendo los pasos de la Mecanica Computacional, [9]. Este, como muchos
problemas de la ingenieria, pueden ser modelados mediante ecuaciones diferenciales en
derivadas parciales. Cabe sefialar que con las presentaciones axiomaticas de la mecéanica
del medio continuo, los modelos concretos para casos especificos deben deducirse por el
usuario, es decir, en general no se dan los modelos sino que hay que elaborarlos y
comprobarlos.

En este trabajo de Tesis se desarrolla en forma explicita las ecuaciones que modelan el
comportamiento mecanico de la estructura de un autobls de transporte urbano, bajo
planteamientos teéricos como la minimizacién de una funcion, el calculo variacional, y la
aproximacion de una integral; descritos en la seccion 2.2. Usando herramientas del Calculo
Diferencial e Integral y a partir del principio de minima energia potencial, se comprueba
que la formulacion variacional del problema elastico lineal esta representado por el
principio del trabajo virtual, lo cual representa la contribucion mas interesante de este
trabajo ya que es un modelo basado en la teoria general (ver sec. 2.3). Puesto que en la
mayoria de la literatura dentro de los planteamientos de la formulacion variacional para
problemas mecénicos se da por conocida que la formulacién variacional fuerte esta
representada por la ecuacion de balance de momentum o ecuaciones de equilibrio para el
caso estatico, lo cual se tiene que comprobar siguiendo los planteamientos descritos en la
seccion 2.2, [14]. Ademas, se desarrolla la formulacién variacional tradicional, usando
herramientas del Analisis Tensorial y Analisis Funcional.



Finalmente se presenta su aplicacion en un caso particular, analizar el comportamiento
mecénico de la estructura de un autobus de transporte urbano, y su resolucion combinando
técnicas numéricas mediante un paquete comercial, Nissa/Display version 11, y técnicas
experimentales.

A través de este trabajo de tesis se satisfaceran los siguientes objetivos:

1) Plantear el modelo del problema de la elastoestatica
2) Solucionar el problema elastoestatico de la estructura de un autobds de transporte
urbano.

I.i. EI motivo de la Investigacion

Toda investigacion iniciada tiene un motivo; esto es, la existencia de un problema. La
funcion de toda investigacion es determinar si dicho problema tiene solucién, o bien no la
tiene. Por lo tanto, lo que motiva a la investigacion en este trabajo de tesis se sintetiza de la
siguiente manera:

“En la actualidad es posible hablar de Mecanica Computacional, la cual consiste en una
serie de etapas aplicadas en la resolucion de problemas fisicos 0 matematicos, lineales o no
lineales. Una de estas etapas es la técnica de interpolacién conocida como Método del
Elemento Finito”.

Para el analisis y modelacion de problemas en el campo de la Ingenieria Mecanica, existe
software ya disponible. Sin embargo, la utilizacion y el manejo de software no solo requiere
del dominio y la destreza del usuario si no también conocimientos formales en fisica y
matematicas que envuelven el problema por resolver. De hecho, la experiencia ha
demostrado que el uso eficiente de un programa de elemento finito requiere del
conocimiento de conceptos y técnicas matematicas empleadas por el método.

Recientemente, en un proyecto realizado por la UNAM vy Sistemas de Transporte
International de México, fue modelada la estructura de la carroceria de un camién de
transporte urbano; para el analisis se usaron técnicas experimentales y computacionales.
Una de dichas técnicas fue la modelacion de la estructura usando el Método del Elemento
Finito. Sin embargo, no fue realizada la justificacion tedrica del problema, puesto que se
utilizé un software comercial a partir del cual y con datos experimentales, se obtuvieron los
parametros requeridos para evaluar la estructura. Lo que motiva a la investigacion en este
trabajo de tesis, es desarrollar la fundamentacion teorica del modelo de la estructura del
camidn, el cual consiste en plantear el modelo elastoestatico. El objetivo es mostrar cada
uno de los pasos requeridos para modelar un problema fisico y resolverlo con la ayuda del
Método del Elemento Finito y, con ello, dejar de manifiesto que la fundamentacion tedrica
de un problema, es el camino correcto que debe seguir todo aquel que trabaje en el campo
de la Ingenieria, pues no hay que olvidar que la sociedad actual, es la sociedad del



conocimiento y, en consecuencia, los ingenieros deben ser formados como fisico-
matematicos aplicados informatizados.

I.ii. Algunas consideraciones sobre la Mecanica Computacional

En esta seccion se describira, en forma muy general, las etapas de la Mecénica
Computacional, esta con el proposito de presentar un panorama mas amplio entorno a la
modelacién y solucion de problemas usando el Método del Elemento Finito.

Tal y como se mencioné en la seccion anterior, la Mecanica Computacional consiste en una
serie de etapas las cuales se utilizan para modelar y solucionar problemas fisicos o
matematicos, problemas entre cuyas caracteristicas se encuentran las siguientes:

1) Problemas fisicos 0 matematicos descritos por ecuaciones de célculo, diferenciales,
integrales, inte-grodiferenciales y variacionales.

2) El dominio del problema puede tener cualquier forma geométrica y cualquier
namero de dimensiones.

3) Las cargas o condiciones de carga (influencias externas) pueden ser de cualquier
forma fisica. En general estas cargas son aplicadas en la frontera del sistema y/o al
interior.

4) El problema puede ser lineal o no lineal.

Las etapas de la Mecanica Computacional, de acuerdo con [11] son las siguientes:

1) Modelacion del problema fisico

2) Modelacion matematica del problema fisico

3) Modelacion matricial del problema de la etapa 2

4) Aplicacién del Método del Método de Elemento Finito al modelo matricial

5) Desarrollo del modelo numérico de la etapa 4

6) Programacion de los algoritmos del modelo de la etapa 4 y visualizacion de los
resultados

La primera fase consiste en aplicar los principios o axiomas de la teoria asociada con el
fendmeno a modelar y desarrollar un modelo en ecuaciones diferenciales. La teoria
matematica basica que se utiliza en esta fase, es la Mecénica de los Medios Continuos [1].

Una vez obtenido el modelo del problema fisico, esto es, la o las ecuaciones diferenciales y
sus respectivas condiciones iniciales y de frontera, se procede, en la fase 2, a obtener una
formulacion variacional del sistema de ecuaciones. Posteriormente, en la fase 3, se
desarrolla el modelo matricial; esto es, el modelo matricial del problema discreto.

La fase 4 consiste en aplicar el Método del Elemento Finito al modelo matricial discreto;
esto es, se construye la base del Elemento Finito que consiste en generar las funciones de



interpolacion locales, las funciones de transformacion, las funciones inversas y las
funciones de interpolacion globales.

Posteriormente, sobre la base del Elemento Finito, se aplican métodos numéricos para
solucionar las ecuaciones generadas en la fase 4. Finalmente se procede a la programacion
de los algoritmos del modelo numérico y se crean interfases entre el usuario y los
resultados (visualizacion).

1.iii. Algunos ejemplos de aplicacion del Método del Elemento Finito

En esta seccidon se describirdn algunas aplicaciones del Método del Elemento Finito a
problemas de la Ingenieria Mecénica.

En un trabajo desarrollado por [9], se model6 el problema de intrusidn salina; esto es, la
invasion de agua salada en mantos acuiferos en las zonas costeras. Se realizé el modelo
fisico y matematico del problema, que en este caso, fue un problema de frontera libre con
aplicaciones a fendmenos de intrusién salina. Fue desarrollado el modelo de Elemento
Finito y se programo en lenguaje C++. Las aplicaciones de este trabajo pueden ser en el
saneamiento de acuiferos y zonas de pozos contaminados.

En otro trabajo [10], se model6 el problema de la termoelasticidad lineal. El caso particular
analizado fue una placa plana y se extendi6 el modelo al anlisis de combustible de cohetes.
El software utilizado fue Modulef. En este trabajo se utilizd6 el Método de las
Subdiferenciales para generar el modelo variacional.

En un trabajo presentado por [12], se modeld una carcaza de transmision de velocidades. El
trabajo consistié en determinar la distribucidn de esfuerzos con el objetivo de obtener los
esfuerzos maximos a los cuales la carcaza presenta fisuras cuando se le aplica un par motriz
en la flecha principal.

I.iv. El problema de la Estructura del camién

En un proyecto desarrollado en la UNAM, se analizd6 y modeld la estructura de una
carroceria de un camion. La estructura presentaba fallas en el disefio y el objetivo del
analisis era, precisamente, determinar las causas de las fallas, para posteriormente proponer
soluciones especificas.

Con el objetivo de conocer el estado de esfuerzos y deformaciones se aplicaron técnicas
experimentales y numéricas. Las experimentales consistieron en aplicar las técnicas de
fotoelasticidad y extensometria eléctrica a la estructura de la carroceria con el objetivo,
primero, de conocer en campo completo las deformaciones de zonas particulares de la
estructura y, segundo, mediante la técnica de extensometria, conocer las deformaciones y
esfuerzos punto a punto.



Para poder corroborar los andlisis se construyd un modelo de la estructura de la carroceria
con ayuda del software Nisa/Display de Elemento Finito. Posteriormente se le dieron datos
significativos reales al modelo y se comprob6d que los resultados de los analisis
experimentales eran equivalentes a los computacionales.

Se procedid, con la ayuda del software, a localizar zonas de concentracion de esfuerzos
localizando dichas zonas con las regiones locales de las fallas. Con el modelo virtual de
elemento finito se procedio a evaluar diversas soluciones encontrando una funcional la cual
fue probada usando nuevamente técnicas experimentales.

En el desarrollo de este trabajo de tesis se proporcionara mas informacion del proyecto del
camion. Por otro lado, el objetivo de este trabajo de tesis es fundamentar tedricamente el
modelo de elemento finito de la estructura relacionada con la carroceria del camion; esto es,
desarrollar el problema usando la Mecanica Computacional descrita en la seccion 1. 3.

I.v. Resumen del capitulado

En esta seccidn se presenta un breve resumen del capitulado de este trabajo de tesis. Como
ya se mencion0 anteriormente, el objetivo principal de este trabajo, es plantear el modelo
computacional de la estructura o carroceria del camion. En particular, se modelara el
problema de la elastoestatica. Posteriormente, se mostrard la manera en que se usé el
software Nisa/Display para modelar la estructura.

Esta tesis se divide en 4 capitulos y un anexo. En el capitulo 1 se presenta la definicion del
problema, restricciones, el modelo fisico y el modelo de la eslatoestatica. En el capitulo 2
se desarrolla el modelo variacional. En el capitulo 3 se desarrolla el modelo de elemento
finito. En el capitulo 4 se explica el caso de estudio. Finalmente se presentan las
conclusiones derivadas de este trabajo, asi como un anexo donde se explican méas detalles
del proyecto del camion.



Resumen

En este trabajo se presenta la fundamentacion teorica del modelo de Elemento Finito para
analizar el comportamiento mecéanico de la estructura de un autobus de transporte urbano
de pasajeros, siguiendo los pasos de la Mecanica Computacional.

Se desarrolla en forma explicita las ecuaciones que modelan el comportamiento mecéanico
de la estructura de un autobdls de transporte urbano, bajo planteamientos tedricos como la
minimizacién de una funcion, el calculo variacional, y la aproximacion de una integral.
Usando herramientas del Calculo Diferencial e Integral y a partir del principio de minima
energia potencial, se comprueba que la formulacion variacional del problema elastico lineal
estd representado por el principio del trabajo virtual. Se aborda el planteamiento para
resolver el modelo estatico, dentro de los planteamientos teodricos de la Elastoestéatica,
usando un paquete comercial de Elemento Finito y la combinacion entre técnicas
experimentales. Se utilizaron los pasos generales del Método Cientifico para llegar a la
solucioén.

A través de este trabajo de tesis se satisfacen los siguientes objetivos:
3) Plantear el modelo del problema de la elastoestatica

4) Solucionar el problema elastoestéatico de la estructura de un autobus de transporte
urbano.



Capitulo |

1.1. Definicion del problema, restricciones e hipotesis.

En este capitulo se define el problema por solucionar en este trabajo de tesis, asi como sus
restricciones fundamentales e hipdtesis.

Considérese el siguiente problema:

“Dado Ms, (1)
encuéntrese:

k=1 (Ms) (2)
tal que,

s=3 3)

sea satisfecha.

Aqui, Ms es el modelo virtual relacionado con el cuerpo (carroceria del autobus, k es el
modelo de la Mecanica Computacional y S son los principios basicos de la Mecénica de los
Medios Continuos).

Las restricciones fundamentales que se consideran para el problema definido anteriormente
son las siguientes:

1) El modelo satisface las leyes de Newton
2) La solucién existe y es Unica
3) El analisis es estatico y no se consideran esfuerzos residuales

4) Las restricciones de la Teoria de la Elasticidad Lineal

Estas restricciones son importantes ya que se pueden utilizar para este caso, las ecuaciones
de la Teoria de la Elasticidad Lineal.

El problema formulado anteriormente y sus restricciones se sintetizan de la siguiente forma:

Conocida la estructura, las condiciones iniciales y las condiciones de frontera encuéntrese
u, E, y s de Q sujeto a F tal que:

1) divS+b=0 ()

con las condiciones:



2) u(t)=0enQ (5)

AN
3) u=uen 0Q,
tal que las restricciones anteriores sean satisfechas.

Aqui, u es el campo de desplazamientos, E el estado de las deformaciones, s el estado de
esfuerzos, Q la carroceria del autobus, F el estado de solicitaciones, div S + b =0 es la
ecuacion de la elastoestatica y 0 Q es la frontera de Q.

Considere las siguientes hipotesis:

a) Si se obtiene el modelo elastoestatico de una estructura mecanica, utilizando el Método
del Elemento Finito, es posible conocer el estado de esfuerzos y deformaciones de la
estructura.

b) La base para la solucion del modelo elastoestatico utilizando Método del Elemento
Finito, requiere del Principio del trabajo virtual.

1.2 Modelo Fisico

El planteamiento del modelo fisico de nuestro problema, se da de acuerdo al marco
conceptual y tedrico de la Mecénica del Medio Continuo, Gurtin[1]

Durante un movimiento la interaccion entre las partes de un cuerpo o entre cuerpos y su
entorno se describen por medio de fuerzas. Se describen tres tipos de fuerzas: a) fuerzas de
contacto b) fuerzas de superficie sobre la frontera del cuerpo por su entorno c) fuerzas
ejercidas sobre el interior de los puntos del cuerpo por su entorno.

Uno de los axiomas mds importantes en la teoria del continuo, es la hipotesis de Cauchy
concerniente a la forma de las fuerzas de contacto. Cauchy asume la existencia de una
densidad de fuerza de superficie s(n, X, t) definida para cada vector unitario n y cada (x, t)

en la trayectoria T del movimiento.

Entonces, partiendo del principio de balance la fuerza de contacto ejercida sobre una parte
P < B de un cuerpo por su entorno en el tiempo t esta definida como:

js(nx,x,t)dA = js(n)dA (6)

0P, 0P,

donde s(n, x, t) es la densidad de la fuerza de superficie definida para cada vector unitario
y cada (x, t) en la trayectoria T.

El entorno también puede ejercer fuerzas sobre puntos en el interior de P, ejemplos de este
tipo de fuerzas son las debidas a la gravedad. Tales fuerzas estan determinadas por un



campo vectorial b sobre t; b(x, t) es la fuerza ejercida, por unidad de volumen, por el
entorno sobre X, de manera que para cada cualquier parte P la integral:

jb(x,t)dv =_[de o

P t P t
es la fuerza ejercida por el entorno sobre P que no son debidas al contacto.
A s se le conoce como fuerza de superficie y b como la fuerza de cuerpo. Se define la
fuerza f(P, t) y el momento m(P, t), alrededor de O, sobre una parte P en el tiempo t, como

sigue:

f(P,t) = js(n)dA +J'de (8)

0Pt

m(P,t) = j rxs (n)dA + jrxbdv )
Pt

oPt

Aqui n es la norma a 0P, y r es un vector de posicion.

Los axiomas basicos que relacionan el movimiento con la fuerza son las leyes de balance
de momentum. Estas leyes aseguran que para cada parte P y tiempo t:

fF(P.t) = I(P.t) (10)
m(P.t) = a(P,t) (an

Las ecuaciones se pueden escribir como:

[ s(myda + [bdv = [vpdv (12)

oPt Pt oPt

jrxs(n)dA + jrxbdv = jrx v pdV (13)

oPt Pt oPt

Si introducimos la fuerza de cuerpo total b* =b - PV 1la cual incluye la fuerza de

cuerpo inercial y retomando las ecuaciones anteriores se tiene:

f*(P,t) =0, m*(P,t)=0 (14)

Ahora usando el teorema de Cauchy para sustituir s(n) por Tn se tiene:



_[TndA + jb*dv =0
Pt

oPt
[ XTndA  + [ rxb .dv =0 (15)
Pt

oPt

donde T es el tensor de Cauchy.

El tensor de esfuerzos de Cauchy mide la fuerza de contacto por unidad de area en la
configuracion deformada. En muchos problemas de interés, especialmente aquellos que
involucran so6lidos, no es conveniente trabajar con T dado que la configuracion deformada
no se conoce con anticipacion. Por esta razon se introduce un tensor de esfuerzos que mide
la fuerza por unidad de superficie en la configuracion de referencia.

Utilizando la identidad:

[TeomE)dAx = [T(F(p)G(PINPIIAD | con G = det (FFT  (16)

ot (p)

Entonces:

[TmdA = [det( F)T,F T (17)
oP

0Pt

de donde:

ijdA = I SndA (18)
oP

oPt

Al tensor S: B x R — Lin se le conoce como tensor de Piola-Kirchoff, ademas Sn es la
fuerza de superficie, medida por unidad de area en la configuracion de referencia.

El vector r definido en la configuracion de referencia se puede expresar como:
r=x+u-0 (19)

usando la siguiente identidad:

jv(x)dAx = J.v(f(p)) det F (p)dvp (20)

of (p) oP



Con esto la fuerza de cuerpo se puede escribir como:

Ib*dv = jbm(det F)dv = jbodv Q1)
Pt P P

donde by es la fuerza de cuerpo en la configuracion de referencia.

Se puede escribir la ecuacion anterior como:

_[SndA + Ibo =0 (22)
oP P

j(p+u)x5ndA+j(p+u)xb0=o,p=x—o (23)
oP P

Aplicando el teorema de la divergencia al primer término de la ecuacion, se obtiene:

J SndA = J divSdV (24)
oP P

con lo que la ecuacion se puede escribir como:
J'(dIVS + bO)dV =0 de donde se observa que div S + by =0 (25)
P

Esta tltima ecuacion es la que representa el modelo fisico para el caso estacionario, de este
trabajo de Tesis.

1. 3 Elastoestatica Lineal

Las leyes de balance de momentum son validas para cualquier material, sin importar su
conformacion. El comportamiento de un material especifico bajo las leyes anteriormente
descritas esta definido por la relacion constitutiva del material, la cual impone restricciones
al tipo de procesos que el cuerpo puede sobrellevar.

Las ecuaciones que rigen el comportamiento estatico de un cuerpo eléstico, dentro del
marco teorico de la teoria lineal, estd formado por la relacion deformacion-desplazamiento,
la relacion esfuerzo-deformacion y la ecuacion de equilibrio estético.

Por tanto decimos que un cuerpo es linealmente eldstico si para cada p en Q existe una

transformacion lineal C del espacio de todos los tensores en el espacio de todos los tensores
simétricos tal que:

S(p) = C[Vu(p)] (26)



donde C es el tensor de elasticidad, y si el cuerpo es homogéneo C es independiente de p.
El tensor C es de cuarto orden, si expresamos la ecuacion anterior en términos del gradiente
simétrico de desplazamientos tenemos:

S(p) =C[V u(p)] (27)

donde,
Vu=E=;(Vu+VuT) (28)
S (p) = C[E (p)] (29)

Para encontrar la terna [u, E, S] , se deben cumplir las siguientes ecuaciones de campo:

E(p) - ;(Vu(p>+vTu<p>) (30)
S (p) = C[E (p)] 31)
divS(p)+b(p)=0 (32)

Entonces el problema consiste en encontrar u tal que satisfaga lo siguiente:
ue C*(B,R) (33)
divS (p) +bo(p) =0 enQ (34)

con las condiciones de frontera:
Sn= Sen o0, (35)

u=u en o),

Si lo anterior se cumple, el proceso elastico [u,E,S], se dice que es una solucion del
problema.



Capitulo 2. Formulaciones Variacionales para Elemento
Finito

2.1.- Generalidades

En los métodos variacionales, se busca que la solucion de la ecuacion Au = f en Q,
proporcione un valor extremal a la funcional, I(u), que es una integral de u y sus derivadas
sobre el dominio del problema.

Entonces, si se conoce la funcional, I(u), los métodos variacionales se pueden establecer de
la siguiente forma:

I(u) = valor extremal (1)
B(u) =g 2)

En donde las ecuaciones (2) estabalecen las condiciones de frontera esenciales o
principales.

En los métodos variacionales se puede utilizar, en vez de la funcional, una ecuacioén
variacional. Se puede afirmar que si el operador (A) del sistema por resolver es lineal,
simétrico, positivo definido, el valor estacionario es un minimo absoluto[11].

2.2 Calculo Variacional

El célculo variacional es una herramienta fundamental para la formulacion del Método del
Elemento Finito [11].

Un problema en la teoria del calculo de variaciones, es la de encontrar una funcion u(x) que
minimice la integral:

L
1= j F (X, u(x),u"(x))dx 3)
x=0
Observe que F esta en funcidon de u(x) y u’(x). Los valores de u(x) enx =0y x =L, son los
siguientes:

u(0)=upyul)=uL 4)

Para encontrar u(x) se considera cada posible funcidén que satisface las condiciones (4). De
todas estas posibles funciones se necesita una que minimice la expresion (3). Este conjunto

de posibles funciones puede estar representado por G(X, €) = u(x)+ten(x).



La funcién u(x) es la funcion deseada que minimizara I y en(x) es llamada la variacion de

esta funcion. Las funciones U y u se muestran en la figura 1. La funcidon n(x) es una
funcién completamente arbitraria que depende de X, y que toma los siguientes valores:

=0y n@®=0 )

uL

Uo

v
I

0 L

Figura 1. Solucién u(x) y funcion de prueba l](x, €).

Para estar seguros de que U tendra los valores correctos en x = 0 y x = L, es decir, se
requiere que:

U(0,8)=u(0) y u(Lg)= u(l) (6)

La funcién deseada u(x) es la unica en el conjunto completo que se satisface para € = 0, es
decir:

U (%,0) = u(x) (7)
También es necesario considerar la derivada deu (x, €), esto es:

U(x, &) = u'(X)+en (X). )



Sustituyendo en la ecuacion (3) los valores de u(x), u’(x) por u x,8)y u ‘(x, €), se tiene lo
siguiente:

I6)= [F(xu(x &) (x )dx )

Esta integral estd en funcion de €, y se requiere que I(€) tenga un minimo cuando € = 0.

Para encontrar el minimo de la funcion I(g), se necesita derivar con respecto a €. Dado que
los limites de Integracion no estan en funcion de €, se puede usar la regla de Leibnitz, para
escribir lo siguiente:

dite) _ 0 -
= | ~ Fou02),u(x,2)dx (10)

x=0

La regla de la cadena puede ser utilizada para dar lo siguiente:

di(e) _ © OF ou  oF ou’

(1)

de 65 65 au oe
De la ecuacion (5) y (8) se tiene que:
ou ou’ dn(x)
— =1n(X X 12
i 17(X) y e =n(X) = i (12)
Por lo tanto la ecuacion (11) puede ser escrita como:
di(e) | OF dn(x

S [T 00+ 0 (13)

e 2, O¢ 8u dx

El segundo término de esta ecuacion puede ser integrado por partes para dar:

= an(x)] —jn( >[aF]x (14)

¥=0 au ou’ %20 ou’

di(e) _
de




De las ecuaciones (5) se observa que en ambos limites el término integrado se elimina. Asi
que reordenando las dos integrales se tiene que la ecuacion (14) se reduce a:

di(e) ¢
el R

oF doF

2o 5 J dx P J

dx (15)

Se observa que esta ecuacion debe ser igual a 0 cuando € = 0 asi que 1(0) tendra un valor
extremo:

oF doF

L
o = [ 00| o=
2o o dx ou

dl(¢)
de

dx =0 (16)

En realidad esto asegura que 1(0) sea un valor extremo. Este podria ser un maximo, un
minimo o un punto de inflexién. Asi que se debe considerar la segunda derivada de I(¢)
para elegir entre si es un maximo o un minimo.

De las ecuacion (4) se observa que 1 es igual a U cuando € = 0. Dado que n(x) es una
funcién arbitraria, el término que esta entre corchetes debe ser igual a 0, para que esta
integral sea igual a 0. Por lo tanto para que I tenga un minimo se debe cumplir que:

aF_d[aszo (17)
ou dx\ou

Esta ecuacion diferencial es llamada la ecuacion de Euler-Lagrange. Sus condiciones de
frontera estan dadas por las ecuaciones (4). La funcion solucion u(x) de esta ecuacion (17)
es la funcion que minimiza la Integral de la ecuacién (3).

2.3 Formulacién Variacional a partir del Principio de Minima Accion

A partir de los principios anteriores del Calculo Variacional(ver sec. 2.2), se puede
encontrar la formulacion variacional del problema, para analizar el comportamiento
mecanico de la estructura del autobus.

Tomando en cuenta la misma hipétesis del Calculo Variacional, esto es: La funcién
solucion de la ecuacion en la expresion de Euler-Lagrange, es la funcion solucion que
minimiza la Integral, y viceversa. La funcion solucion es Unica y satisface las condiciones
de frontera.

Para que esta hipdtesis se cumpla primero se deben obtener las expresiones que
corresponden a la Integral a minimizar y la expresion correspondiente de Euler-Lagrange,
para el caso de analizar el comportamiento mecénico de la estructura de un autobus, y
verificar si esta hipotesis se cumple.
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Entonces, partiendo del principio de minima accion para problemas estaticos, y de las
expresiones de energia requeridas para este principio se tiene que:

U= ;ia(u)g(u)dv —([udev - juTt*dA (18)

aQ,

donde:

U, es la energia potencial del sistema, la cual esta dada por la energia de deformacion
debido a fuerzas internas menos la energia debido a fuerzas de cuerpo y de superficie
respectivamente, o bien dicho de otra forma se valua el trabajo debido a fuerzas externas y

el trabajo acumulado debido a fuerzas internas(energia interna de deformacion).

b, denota la densidad de las fuerzas de cuerpo, t* denota las fuerzas de superficie dadas
sobre la frontera Neumann.

Por tanto la integral a ser minimizada siguiendo el procedimiento descrito anteriormente en
la seccion 2.2 estd definida como:

| = \J/'UdV (20)

Ahora, para encontrar u(x) se considera cada posible funcion que satisface las condiciones
u (0) =0y u(V) =u,. De todas estas posibles funciones se necesita una que minimice la
expresion anterior I. Este conjunto de posibles funciones puede estar representado por u(x,
v) = u(x)+0v, donde O es un pardmetro real y v = v(x) es una funcién de prueba que
satisface también las condiciones de frontera en 0, es decir se requiere que v (0) =0y v
(V) = 0 sobre esta frontera.

Entonces se define a la integral I en términos de la variacion para obtener:
Vv

1(0) = j U (u + &v)dv 21)
0

Para el caso estacionario se tiene que:
d
0=! (0)) o0 (22)

de donde se obtiene,

0= Vja(u) o £(V)dV —VjvT bdV —Vj{ Ith*dA}dV (23)

0| o,
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Aplicando la formula de Green a la variacion de la energia de deformacion, se obtiene:
Vv Vv Vv

j a(u)eg(v)dV = j oevvdV = j ondV — j v'divedV (24)
0 0 oQ 0

Notemos que el operador div para el tensor ¢ esta definido como el vector cuyas
componentes son:

0o N oo, N 0o
. 0X, 0X, 0X, , L )
dive = , y ademas n(x) representa la normal unitaria exterior
00, 00, 00 5
+ +
0X, 0X, 0X,
00, N 0o, N 00,
0X, 0X, 0X,

sobre la frontera 0Q.

Finalmente se obtiene,

\Y \Y

0= j V' (=dive —b)dV + j j v’ (on —t*)dAdV (25)
0 0 60,

la cual se debe satisfacer para cualquier funcion admisible v.

La formulacion variacional fuerte se satisface si en particular v se elimina, no solo en la
frontera 0C); sino también en la frontera 0Q;. Por lo tanto, la segunda integral de la
expresion anterior se elimina, y de un lema fundamental del Célculo de variaciones se llega
a que el integrando se iguala a cero también. De aqui que si v no es igual a cero sobre 00,
entonces el integrando de la integral de superficie debe ser igual a cero, lo cual resulta en la
segunda condicion de frontera, la llamada condicidon natural o condiciéon de frontera tipo
Neumann.

Finalmente se ha llegado a la expresion que corresponde a la formulacion fuerte para la
Teoria de la Elasticidad Lineal, y esta definida como:

0 =diva(u(x))+b(x) en Q (26)
u(Xx) =Uu,(x) sobre 0C), (27)
ou(x)n(x)=t*(x) sobre 0 (28)

Para pasar a la formulacién débil, o principio del trabajo virtual, se debe ir en sentido
contrario de como se llego a la expresion variacional fuerte. Pero también hay que estar
seguros de que se ha llegado a la ecuacion correcta. Es decir, a partir de la ecuacion
diferencial de la formulacion fuerte y sus condiciones de frontera (ec.26), llegar a la
Integral original (ec. 18).

12



El primer paso es construir una funcién de prueba v = v(x) que sea independiente del
tiempo, también requerimos que la funcidén de prueba satisfaga las condiciones de frontera
de nuestro problema es decir v = 0 sobre 0€2;. En vez de v utilizamos los desplazamientos
virtuales ou = Ov.

La funcién de prueba debe satisfacer las siguientes condiciones de frontera:
a)ou=0 Vxe 0Q,
b) AU satisface las condiciones de campo
¢) V" = ¢
d) AU es infinitesimal
e) AU es arbitraria

Ahora pues, la formulacion fuerte de la ecuacion diferencial, y la condicion de frontera
estatica son multiplicadas por esta funcién de prueba vectorial e integradas sobre todo el
volumen respectivamente sobre la frontera Neumann del cuerpo en consideracion:

0 =divo+b 0O=on-t (29)
Multiplicando la funcién de prueba ou, integrando sobre el volumen, respectivamente sobre
la frontera Neumann y sumando los términos anteriores obtenemos:

jaJ-divOdV+jaJ-bdv+j5u-(a-n—t*)dA=o (30)
Q Q o,

Para simplificar esta ecuacion se manipula el término Suedivo, el cual puede ser
transformado en div (U e o ) por la aplicacion de la regla del producto para la divergencia,
de donde se obtiene que:

div(dueo)=0duedivo+Voueo =duedivo +oVueo (31)

Aplicando el teorema de Gauss para la divergencia de un tensor de primer orden a la
integral de volumen se obtiene:

div(dueo)dV = |duecendA= |SuecendA (32)
J J J

o0 o0,

Cabe resaltar que fué posible sustituir la frontera 0Q en la ecuacion por la frontera 0Q;
dado que la funcién de prueba ou es cero en la frontera tipo Dirichlet. Usando las
ecuaciones anteriores, la formulacion débil se representa como:

[oudbdV + [oVueodV — [duecendA+ [due(cen—t)dA=0 (33)
Q Q

o0, o0,

13



Finalmente el término 6VU e o puede ser sustituido usando la definicion:
oVueo =0¢-0 (34)

Esto se puede comprobar por medio de la representacion de sus componentes:

—\U, .+ U Jo; =—=\dU, .0, + N 0 o, .o, )= .oy (35)
o+, oy = )61, -

i, i i, L1

Asi que la ecuacidon anterior queda de la siguiente forma, la cual corresponde a la
expresion para el Principio del Trabajo Virtual:

jag-adv jaJ bpdV+jaJ-tdA (36)
o0,
donde:
oW, = I oc e odV , Trabajo virtual de las fuerzas internas (37)
0
W, J-é'u bodV + Iéu e t'dA, trabajo virtual de las fuerzas externas (38)
a0,
W, =W, (39)

De donde se observa que se ha llegado a la misma expresion de la ecuacion (19). Por lo
tanto se concluye que la expresion variacional es equivalente a la ecuacion diferencial y sus
condiciones de frontera. Consecuentemente se ha satisfecho la hipdtesis planteada
anteriormente, y finalmente se ha llegado a la formulacion débil del problema.

En forma de componentes, el principio del trabajo virtual se expresa como:

Se,0,0V =[S, ob pdV + [alt,"dA (40)
J J J

aQy
Por tanto se puede afirmar que en las ecuaciones de la elasticidad lineal, la ecuacién

variacional estd dada por el principio del trabajo virtual; de donde se deja el camino
preparado para aplicar la técnica del Elemento Finito.
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2.3.1 Propiedades del principio del trabajo virtual

Dado que los esfuerzos c(g) son funciones de las deformaciones y viceversa, y a su vez,
dependen de los desplazamientos a través de las relaciones geométricas € = g(u), las
ecuaciones anteriores representan una ecuacion condicional para los desplazamientos
desconocidos u. Si se conoce la solucidén de estas ecuaciones, entonces esta también es la
solucién de la correspondiente formulacion fuerte, llamada la condicion de equilibrio. Dado
que las ecuaciones se deben satisfacer para funciones de prueba U, estas también deben
satisfacer la ecuacion diferencial y las condiciones de frontera.

Si, por otro lado, el principio del trabajo virtual no es resuelto exactamente por medio de
funciones de aproximaciéon (como es el caso del Método del Elemento Finito), las
soluciones de la formulacion débil y la formulacion fuerte por tanto no son idénticas. La
solucion aproximada para los desplazamientos, cuando se introduce esto en la formulacion
fuerte, da como resultado un error, el llamado residuo. Esto significa que la formulacién
fuerte y la formulacion débil son idénticas en el caso continuo pero no el caso discreto.
Dado que la forma integral de la ecuacién de equilibrio y la condicién de frontera tipo
Neumman no permite errores locales, esto forma la base para el desarrollo del Método del
Elemento Finito.

Como consecuencia de haber escogido los desplazamientos virtuales du como un tipo
especial de funcion de prueba, la cual satisface las condiciones de frontera geométricas, las
condiciones de frontera geométricas se satisfacen fuertemente en el principio del trabajo
virtual. Por otro lado, la condicién de equilibrio y las condiciones de frontera estaticas se
satisfacen débilmente, i.e. en el sentido integral, debido a la multiplicacién por una funcién
de prueba y la integracion sobre todo el volumen.

En base a esto, se puede resumir lo siguiente:

a) Las condiciones de frontera tipo Dirichlet son fuertemente satisfechas en el
principio del trabajo virtual.

b) Las condiciones de frontera Neumann y la ecuacion de equilibrio se deben satisfacer
débilmente, inicamente, en el principio del trabajo virtual.

¢) La ventaja de la forma integral sobre la forma diferencial reside en el hecho de que
la formulacién débil no permite errores locales los cuales pueden surgir durante las
aproximaciones, asi como también la ecuacion diferencial se satisface totalmente en
el sentido integral.

d) Debido a esta razon, la formulacion débil forma las bases para el desarrollo del
Método del Elemento Finito.
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2.4 Formulacion Variacional a partir de herramientas del Analisis
Tensorial y Analisis Funcional

El problema de encontrar el estado eléstico [u, E,S] correspondiente a un cuerpo eléstico

N
que ocupa una region Q del espacio, sujeto a un sistema de fuerzas estacionarias (S , by),
esto es, independiente del tiempo, estd definido por el problema asociado de elastoestatica
por medio del modelo fisico en ecuaciones diferenciales parciales conocido como
formulacion fuerte del problema.

2.4.1 Formulacion fuerte

Sea el operador div: L (V, V) = V, entonces de la ecuacion de equilibrio,

div S +b =0 en Q, con las condiciones de frontera (41)
Sn = Sen 6Q, (42)
u=1U enoQ, 43)

2.4.2 Formulacion débil

El conjunto de desplazamientos cinematicamente admisibles es el siguiente:

V={veH Q) : u=0sobre 6Q} (44)

Sea v-u: e>R una funcion de prueba, multiplicando el lado izquierdo por v-u de la
ecuacion anterior e integrando sobre todo el dominio Q se tiene:

[(divs +Db,)e(v-u)dQ =0 (45)
jdivs o(v—u)dQ+J'bo(v—u)dQ =0, {vu} eV (46)

Aplicamos la formula de Green siguiente, para obtener la formulacién variacional que
incluye las condiciones de frontera tipo Neumann:

[divs e (v-u)dQ+[Se(Vv-VuyQ = [ge(v-udoQ, (vuj eV @7

o0Q
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entonces,
j(divs +by)e(v—u)dQ =J'((v—u)odivS)dQ+_[((v—u)ob0)dQ, fv-wl eV (48)

j ((diVSe (V—W)—S o (W—VU)+(V—-U)b)dQ= j (divSe(v—u))dQ— j (Se(W—Vl)eh)dQ=0 (49)

de donde el problema puede plantearse como:

Encuentreu € V:

[Se(Vv-vuda=[bev-udQ+ [ge(v-u)doQ, {v-u} eV, lacual
Q Q

20,
corresponde a la expresion para el trabajo virtual. (50)
De donde la forma bilineal est4 dada por:

a(e,e):VxV->R (51)

y la forma lineal como :

g(¢): V>R (52)
quedando,

a(u,v-u)= [Se(Vv-Vu)do (53)
g(v-w) = [be(v-u)dQ+ [ ge(v-u)doQ (54)

por lo tanto el problema variacional asociado puede escribirse como:

Encuentre u € V:

a(u,v-u)=g(v-u) (55)
o sustituyendo w = v-w queda,

a(uuw)=g(w) VweV (56)

17



discretizando el problema:
Un = 04 W;
wj,j=1,....,mes unabase dey

a(up, Wh) = (gn, Wh), ¥V Wh € Vi ={vh € yp=0en 0Q,}, y, es una base de y

de donde el problema se puede ver de la siguiente forma:

encuentre o€ Rj,

ko=g (57)
kij = a(wj, wj)

g = (g, ) (58)

A k se le conoce como matriz de rigideces, a g se le conoce como vector de cargas y a o se
le conoce como vector solucion.
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Capitulo 3. Modelo de Elemento Finito

3.1 Generalidades

El método de Elemento Finito es un método aproximado para resolver ecuaciones
diferenciales de problemas de valores en la frontera o de valores en la frontera e iniciales,
que se presentan en ingenieria y en la fisica-matematica.

Este método posee dos caracteristicas principales que lo hacen superior a otros métodos.
Primero, un dominio geométricamente complejo puede representarse como una coleccion
de subdominios geométricamente simples, llamados elementos finitos. Segundo, sobre cada
elemento finito las funciones de aproximacion se construyen a partir de la idea basica de
que una funcién continua puede ser representada por una combinacion lineal de polinomios
algebraicos. Las funciones de aproximacion se construyen usando conceptos basicos de
interpolacion. Los coeficientes involucrados en la combinacidn lineal vienen a ser los
valores de la solucion en un numero finito de puntos, llamados nodos, sobre la frontera y el
interior del dominio.

En resumen, el Método del Elemento Finito emplea una discretizacion completa de las
variables espaciales en el medio, convirtiendo la solucion de un problema de valores a la
frontera, de una o mas ecuaciones diferenciales parciales, en otra mas simple: la solucion de
un conjunto de ecuaciones algebraicas.

3.2 Definiciones Basicas

En esta seccion se presentan los aspectos generales del Método de Elemento Finito como
una técnica de interpolacion para calcular numéricamente el campo de desplazamientos.

Consideremos el problema variacional lineal: encuentre u € V tal que a(u, v) =f(v), Vv €
V. Donde suponemos que el espacio V y la forma bilineal a, satisfacen las condiciones del
lema de Lax-Millgram. Entonces el método para aproximar la solucion de este problema,
consiste en definir espacios de dimension finita del espacio V. Especificamente subespacios
Vi, € V, entonces asociamos el problema discreto:

Encuentre u, € Vy tal que V v, € Vi, a(uy, vi) = f(vn) (1)

El problema variacional abstracto corresponde a uno eliptico de segundo orden con valores
a la frontera, planteado sobre un conjunto (2 de ¢ con frontera suficientemente suave 0Q.
Por tanto podemos concebir al Método de Elemento Finito en su forma més simple como el
proceso de construccion de subespacios Vj a los cuales llamaremos espacios de elemento
finito. Esta construccion se caracteriza por los siguientes aspectos:

1) Una triangulacion T del dominio €2, es decir se divide en un numero finito de

subconjuntos E € T, llamados elementos finitos.
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Definicion 4.2.1: Dado un problema en Ecuaciones Diferenciales Parciales, el dominio es

una region regular Q c € en la cual estd definida su solucion.

Definicion 4.2.2: Sea Q el dominio de un problema en Ecuaciones Diferenciales Parciales
y sea k € N la dimension del espacio euclidiano &. La discretizacion o malla de la region R
es una region regular R'c & constituida por un conjunto finito de subregiones regulares
llamadas elementos finitos, cuyas fronteras tienen una representacion analitica a trozos.
Cada trozo es un subconjunto suave llamado lado del elemento finito y los puntos donde los
trozos se encuentran se llaman nodos. Las caracteristicas generales de una discretizacion
son las siguientes:

aR' = >, E 2)
b) existe un escalar ¢ > 0, suficientemente pequefio tal que:
miax [(R/R")U(R"/R) <¢. 3)

¢) Cada elemento finito es una subregion regular de medida no cero y convexa.
d) Dos elementos finitos no se interceptan, excepto posiblemente en su frontera:

EiﬁEj:@,iij (4)

El conjunto de interseccion es de dimension k-1 y se conoce como interseccion de primer
orden.

Definicion 4.2.3: Sean R’y R” discretizaciones de una misma region R con el mismo tipo
de elementos finitos. Si todo elemento de R” es un subconjunto de uno y s6lo un elemento
finito de R” con la posible excepcion de puntos en la frontera de los elementos finitos, y
existe al menos un elemento finito de R” que es un subconjunto propio de un elemento de
R, entonces se dice que R” es una discretizaciéon mas fina que R’, de la region R.

Definicion 4.2.4: La construccion de una malla mas fina con base en una discretizacion
dada, se llama refinamiento de malla. La alteracién de un subconjunto propio de la malla
original se llama refinamiento local.

Definicion 4.2.5: El elemento finito de referencia es una técnica de generacion de mallas de
elementos finitos. Consiste en elegir una figura geométrica que se usard en la
discretizacion, estd se ubica en relacion a un sistema de coordenadas de manare que la
representacion analitica de sus fronteras sea lo mas sencillo posible. Mediante funciones de
deformacion convenientes de esta figura geométrica, llamada elemento finito de referencia,
se cubre la funcién a discretizar. Dependiendo del tipo de funcion de deformacion
usada(traslaciones, rotaciones, elongaciones, etc.), asi como de las diferentes geometrias de
referencia usadas, sera la naturaleza de la malla.
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2) Las funciones base del Elemento Finito son de tipo polinomial en cada E €7T. Este punto
es importante, ya que es la base para los resultados de convergencia via andlisis de error de
interpolacion.

Definicidon 4.2.6. Dado un problema en Ecuaciones Diferenciales Parciales y un conjunto
{gﬁ,} de funciones de interpolacion de la funcion solucion u: Q < € — R de la funcioén
solucién de la forma:

U (X) = 21 @i (%) (5)
tales que U, (X) =&,

definen un conjunto G={a,} de coeficientes llamados grados de libertad de primer

orden(son los valores de la funcidén U en puntos especificos de su dominio) que se vuelven
las incognitas del problema.

Definicion 4.2.7: Dada una discretizacion R” de una region regular R y Ex < R un elemento
finito, una funcion local de interpolacion @y es una funcidén que vale uno en el i-ésimo
nodo de Ei y cero en el resto.

Definicion 4.2.8: Dada una discretizaciéon R” de una region regular R y Ex < R’, una
funcion global de interpolacion ®; es una funcion que vale uno en el i-€simo nodo de R" y
cero en el resto. Sobre cada uno de los elementos finitos Ex que comparten el i-ésimo nodo,
es idéntica a la funcion local de interpolacion @y, que vale uno en ese nodo y cero en el
resto.

Para cada uno de los nodos en la discretizacion, derivar funciones de interpolacion que
generen el espacio de elementos finitos. Estas funciones se proponen como polinomios
cuyos coeficientes se calculan en términos de valores, desconocidos, en los nodos del
elemento. Estos valores se pueden calcular a partir de la formulacion variacional del
problema planteado.

a) En la eleccion de la base se utiliza el hecho de que los soportes de la funcion
base son pequenos, dando lugar a una matriz de tipo bandeada. Con lo
anterior y con una numeracion adecuada se obtienen los coeficientes del
sistema lineal resultante.

b) Calculo de las demas cantidades (esfuerzos, deformaciones, etc.).

3) Construccion de espacios de Elemento Finito
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Se construyen los elementos finitos de referencia(E,PE,zE ) relacionados con este

trabajo.

De donde E representa el espacio geométrico del Elemento Finito y estd definido como:

E = Shell
Las Funciones locales de Interpolacion se dan de la siguiente manera:

El polinomio base es,

PAK(EJ =0pt Xt 0y t+ 03Z t 04Xy T 0sXZ + OlgyZ + O7XyZ (6)
Z ={¢(PE,RJ:¢(p): p(ai),lsiSS} (7)
E

Siendo w; las funciones base del elemento finito:
{wi }i=1 CpE ®)
para ello se utiliza el siguiente algoritmo:
* se seleccionan las funciones de grado 1: {w; }i-1 C pg
I,sii=]
*q)j(Wi)ZSij— I1<8 (9)
0,sii#]

El segundo punto muestra la ortogonalidad de las funciones base o funciones de
interpolacion locales.

A
Dado E con las siguientes coordenadas:

Nodo | Coordenadas | Nodo | Coordenadas
a (1,0,0) as (0,0,0)
a (1,1,1) a6 (0,1,0)
a3 (1,1,1) ay (0,1,1)
a, (1,0,1) ag (0,0,1)

se obtienen los sistemas siguientes:
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‘D](Wl) = wl(al) = 0opt+ o= 1

CDz(W]) = W](az) = 0O + oy toptoy= 0

@3(W1) = wl(a3) =00t o toytoztoygtostogtoy= 0 (10)
Dy(wy) = wi(ag) = oo+ oux+oz+as=0

‘Ds(Wl) = Wl(as) = 0o~ 0

CD6(W1) = W](aﬁ) =apt op=0

@7(W1) = wl(a7) = gt oyt ozt og= 0

DOg(wy) = wi(ag) = oo+ a3 =0

q)](Wz) = Wl(a1) = oot o= 0

Dy(wy) = wi(ap)= ap+ o top tog=1

D3(wr) = wi(a3)= oo+ aytortoztoytast+ogto;=0 (11)
Dy(wr) = wi(as) = oo+ aytortoztoytast+osto;=0

@5(W2) = Wl(as) = Op = 0

Dg(wr) = wi(ag) = oo+ o, =0

Dy(wy) = wi(a7)= ap+ o toztog=0

Dg(wa) = wi(ag) = ap+to3=0

los cual conduce a un sistema matricial a resolver de la forma ko = b.
La resolucion de cada uno de los ocho sistemas se realizd mediante el paquete

Nisa/Display, en donde “alfa” representa el vector de soluciones y w; representa el vector
del lado derecho para cada uno de los ocho sistemas.
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Capitulo 4. Caso de Estudio

4.1 Anélisis del comportamiento mecanico de la estructura de un autobus
de transporte urbano

En este capitulo se da una explicacion del proyecto desarrollado en la UNAM donde se
analiz6 y modelo la estructura de la carroceria del camidn. Como se menciono en secciones
anteriores, la estructura presentaba fallas en el disefio y el objetivo del andlisis era
determinar las causas que provocaban las fallas, para posteriormente proponer soluciones
especificas.

Se utilizé el método Inverso para la solucidn del problema de fallas en la estructura de un
autobus, el método inverso consiste en proponer una solucion a nuestro problema. Esta
solucion se basa en la experiencia, en experimentos o en soluciones existentes a problemas
similares. Si esta solucion satisface las ecuaciones de campo y las condiciones de frontera
entonces esta es la solucion exacta, y, por el teorema de unicidad, la solucion es Unica.

Se determiné que las causas que ocasionan las fallas en la estructura del autobus se debian a
efectos de torsion, por lo que se considerd que la torsion del autobus es la Unica solicitacion
importante que afectaba a la estructura del autobus, asi que se procedié a dar valores
significativos en el Modelo virtual de Elemento Finito y corroborar que los resultados que
arrojara el paquete fueran equivalentes con los obtenidos mediante técnicas experimentales,
y asi finalmente conocer cuales eran las condiciones de frontera que producian estos
resultados.

La Metodologia para la solucion del problema fue la siguiente:

Se aplicaron técnicas experimentales y numéricas para la resolucion de este problema. Las
experimentales consistieron en aplicar las técnicas de fotoelasticidad y extensometria
eléctrica a la estructura de la carroceria con el objetivo, primero, de conocer en campo
completo las deformaciones de zonas particulares de la estructura y, segundo, mediante la
técnica de extensometria, conocer las deformaciones y esfuerzos punto a punto.

Para poder corroborar los analisis se construyd un modelo de la estructura de la carroceria
con ayuda del software Nisa/Display de elemento finito. Posteriormente se le dieron datos
significativos reales al modelo y se comprobd que los resultados de los analisis
experimentales eran equivalentes a los computacionales.

Se procedid, con la ayuda del software, a localizar zonas de concentracion de esfuerzos
localizando que dichas zonas coincidian con las regiones locales de las fallas. Con el
modelo virtual de elemento finito se procedio a evaluar diversas soluciones encontrando
una funcional la cual fue probada usando nuevamente técnicas experimentales.
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A continuacién se dan las condiciones y limitaciones consideradas para el analisis de la
estructura mediante el software de Elemento Finito Nisa-Display. Dichas caracteristicas
para el analisis son las siguientes:

El modelo de elemento finito consiste principalmente de elementos placa (shells)
cuadrangulares de 25X25 mm de tamafio en promedio. En total el modelo tiene 129,123
elementos y 131,418 nodos.

El modelo de elemento finito (figura 2) incluye la carroceria y bastidor con la excepcion de
los paneles laterales, las conchas exteriores trasera y delantera, los asientos y la estructura
de los pasamanos.

El modelo esta orientado con el eje x a lo largo del autobis con la direccion positiva
apuntando hacia atras, el eje y positivo apuntando hacia el lado derecho del autobus y el eje
z positivo apuntando hacia arriba.

Figura 2. Modelo de elemento finito.

a) Limitaciones del Anélisis:
Las limitaciones consideradas para el analisis fueron las siguientes:
1. Debido a la falta de planos detallados de la estructura, muchas de las partes fueron
medidas en el vehiculo fisico que se encuentra en las instalaciones de la UNAM,

por lo que el modelo de elemento finito fue construido con dicha informacién.

2. Los puntos de soldadura se tomaron del vehiculo fisico y se representaron con
elementos rigidos.

3. Los remaches del techo estan representados con elementos rigidos.
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4. El parabrisas y las ventanillas no se incluyeron en el modelo, su contribucién a la
rigidez estructural depende de la manera como se monta a la estructura y de las
propiedades de la goma.

5. No se modelaron los paneles laterales debido a que no se tiene informacion del
adhesivo con el que se pegan a la estructura lateral.

6. El soporte delantero se modelo con una sola goma y sus propiedades se
consideraron de uso automotriz (No se cont6 con las propiedades de la goma y del
resorte.

7. No se consideraron los esfuerzos residuales en la estructura debidos a efectos de
manufactura, soldadura, etc.

b) Cargas y condiciones de sujecion:

La seleccion del caso de carga para realizar el analisis por elementos finitos fue
determinado de acuerdo los resultados obtenidos en una serie de pruebas vehiculares
realizadas previamente en el autobis peso bruto (PV). El caso de carga mas critico resulto
ser cuando el autobus se tuerce debido al levantamiento de la rueda trasera derecha a una
altura de 30 cm. En el modelo de elemento finito, el desplazamiento vertical aplicado a la
estructura se dedujo a partir de las mediciones de deformacion unitaria en el poste derecho
1(ver figura2). El desplazamiento vertical aplicado fue de 15 mm.

Las condiciones de sujecion para el caso del levantamiento de la rueda trasera derecha
fueron las que se muestran en la tabla 1.

LEVANTAMIENTO RUEDA TRASERA DERECHA
RUEDA TRANSLSACIONE ROTACIONES
X Y Z X Y Z

Trasera derecha 0.0 0.0 15.0 [ NO | NO NO
Trasera izquierda 00 |[NO |00 |[NO |[NO |NO
Delantera derecha NO (0.0 0.0 NO | NO NO

Delantera izquierda |[NO |NO |0.0 |NO |NO |NO

LEVANTAMIENTO RUEDA TRASERA IZQUIERDA
RUEDA TRANSLACIONES | ROTACIONES
X Y Z X |y z
Trasera derecha 0.0 0.0 0.0 NO | NO | NO
Trasera izquierda 0.0 NO |15.0 NO | NO | NO
Delantera derecha NO |0.0 0.0 NO | NO | NO
Delantera izquierda | NO | NO 0.0 NO | NO | NO

Tabla 1. Condiciones de sujecion para el levantamiento de la rueda trasera derecha e
izquierda.
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c) Corridas realizadas

A continuacion se describen las corridas que se ejecutaron para realizar el analisis por
elementos finitos. Las corridas 1, 2, 3 y 4 tenian el objetivo de ver la redistribucion de
esfuerzos en los marcos de las puertas cuando ciertos elementos fallan:

Corrida 1: Torsion de la estructura del autobus cuando se levanta la rueda trasera derecha.

Corrida 2: Torsién de la estructura del autobls o cuando se levanta la rueda trasera
derecha y soporte delantero derecho suelto.

Corrida 3: Torsion de la estructura del autobus cuando se levanta la rueda trasera derecha,
soporte delantero derecho suelto y piso fracturado (pero no completamente roto) en la zona
de la puerta de ascenso.

Corrida 4: Torsion de la estructura del autobus cuando se levanta la rueda trasera derecha,
soporte derecho suelto, piso fracturado (pero no completamente roto) en la zona de la
puerta de ascenso, poste 1 derecho completamente roto.

Corrida 5. Torsion de la estructura del autobus cuando se levanta la rueda trasera
izquierda.

Poste 1

Poste 2

Soporte delantera
derecho

Figo en puerta de
A5CENS0

Figura 3. Localizacion de los puntos de interés.
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En la tabla 2 se muestran los resultados de esfuerzos Von Mises encontrados en los postes

1, 2, 3 (ver figura 3) que forman los marcos de las puertas para cada uno de las corridas.

Corrida Esfuerzo Poste 1 | Esfuerzo Poste 2 | Esfuerzo Poste 3
[Mpa] [Mpa] [Mpa]
1 150 139 118
2 76 97 83
3 63 94 81
4 0 117 84
5 155 133 105

Tabla 2. Resultados de esfuerzos VVon Mises.

En la tabla 3 se muestran los desplazamientos que sufre la estructura en las zonas de
costados derecho e izquierdo. Para ver mas detalles referirse a las figuras del anexo A.

0s

Desplazamientos

Desplazamientos en la
corrida con soportes
delanteros, (mm)

Desplazamientos en la corrida
sin soportes delanteros, (mm)

Desplazamientos
totales

32.006

36.10

Costado derecho

Desplazamiento en
X

2.12

3.22

Desplazamiento en
Y

22.58

25.44

Desplazamiento en
Z

23.32

26.09

Costado
izquierdo

Desplazamiento en
X

2.61

3.71

Desplazamiento en
Y

22.52

25.45

Desplazamiento en
yA

6.9

13.32

Tabla 3. Desplazamientos.
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En la tabla 4 se muestran los resultados de esfuerzos de Von Mises encontrados en las
siguientes zonas de interés: cargadores del bastidor (patas de gallo), soportes delanteros,
piso delantero, marco compartimiento motor, postes 1, 2, 3 derechos e izquierdos,
plataforma piso y estructura trasera. Para ver mas detalles referirse a las figuras del anexo
A.

Zonas de interés Esfuerzos en las corridas Esfuerzos en la corrida sin
con soportes delanteros, soportes delanteros, (Mpa)
(Mpa)
Cargador 3 poste 388 369
derecho
Soporte delantero 172
Piso delantero 73 133
Marco compart. 160 47
Motor
Poste 1 derecho 150 83
Poste 2 derecho 140 97
Poste 3 derecho 118 83
Poste 1 izquierdo 64 35
Poste 2 izquierdo 64 41
Poste 3 izquierdo 54 41
Plataforma piso 162 139
Estructura trasera 68 46

Tabla 4. Esfuerzos de Von Mises.

Como puede observarse en las figuras de contornos de esfuerzos presentadas en el apéndice
A, los puntos de maximo esfuerzo se presentan en todos los casos en las esquinas exteriores
de los postes (estas esquinas son las esquinas exteriores del poste si se ven en corte
trasversal).

Para la corrida 1, los valores de esfuerzos en los postes de los marcos de las puertas
decrecen en el siguiente orden 1, 2 y 3.

Para la corrida 2, los valores de esfuerzos en los postes de los marcos de las puertas
decrecen de la siguiente manera 2, 3 y al ultimo, el poste 1.

Para la corrida 3 se presenta la misma secuencia que la corrida 2.

Para la corrida 4 se presenta la misma secuencia que la corrida 2, con la salvedad que el
esfuerzo en el poste 1 es 0.0.

Para la corrida 5 los valores de esfuerzos tiene el mismo orden que la corrida 1, es mas, los
niveles de esfuerzos son muy parecidos.
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4.2 Modelo de Elemento Finito vs Mediciones Experimentales

En este punto se corroboraron los andlisis hechos a la estructura mediante el software de
Elemento Finito y las mediciones experimentales. Las condiciones para ambos andlisis
arrojaron resultados equivalentes.

A continuacion se da una explicacién de esto:

El desplazamiento vertical que se aplico a la estructura del autobds en el modelo de
elemento finito, se correlacion6 con las mediciones de deformacion unitaria que se
obtuvieron al levantar la rueda trasera derecha 30 cm. El desplazamiento vertical aplicado a
la estructura fue de 15 mm. Con ello, los valores de esfuerzo de Von Mises obtenidos del
modelo de elemento finito son similares a los obtenidos experimentalmente:

Posiadnce larcsda A

Esfuerzo calculado por el programa = 63.5 | Esfuerzo medido experimentalmente = 63.4
MPa Mpa

Variacion en % del esfuerzo en la roseta A: 0.2 %

Figura 4. Variacion de esfuerzos obtenidos con elemento finito y experimentalmente.
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Esfuerzo calculado = 71.2 MPa Esfuerzo Medido = 56.0 Mpa

Variacion en % del esfuerzo en la roseta B: 27.2 %

Figura 5. Variacion de esfuerzos obtenidos con elemento finito y experimentalmente.

Esfuerzo calculado = 63.5 MPa Esfuerzo Medido = 68.4 Mpa

Variacion en % del esfuerzo en la roseta C: -7.2 %

Figura 6. Variacion de esfuerzos obtenidos con elemento finito y experimentalmente.
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Esfuerzo calculado = 94.5 MPa

Esfuerzo Medido = 91.3 Mpa

Variacion en % del esfuerzo en la roseta D: 3.4 %

Figura 7. Variacion de esfuerzos obtenidos con elemento finito y experimentalmente.

o

i F 8 § 8 ¥ § 8 8 ¢

3%
B8
o]

Esfuerzo calculado = 45.7 MPa

Esfuerzo Medido = 41.9 Mpa

Variacion en % del esfuerzo en la roseta H: 9.0 %

Figura 8. Variacion de esfuerzos obtenidos con elemento finito y experimentalmente.
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Esfuerzo calculado = 45.7 MPa Esfuerzo Medido = 39.8 Mpa

Variacion en % del esfuerzo en la roseta I: 14.8 %

Figura 9. Variacion de esfuerzos obtenidos con elemento finito y experimentalmente.

En cada uno de los casos se considera que la variacion en porcentaje entre el esfuerzo
calculado mediante el paquete de Elemento Finito y el esfuerzo medido mediante técnicas
experimentales es aceptable para considerarlo como una solucion.

4.3 Resultados del analisis
Los resultados de las pruebas bajo diferentes condiciones de frontera son las siguientes:

1. Al someter al autobds a una torsion debida al levantamiento de la llanta trasera,
(izquierda o derecha), los puntos de méxima concentracion de esfuerzos en los
marcos de las puertas aparecen en la esquina exterior del poste 1, ligeramente por
debajo de la canal por donde se desliza la puerta delantera, el nivel de esfuerzo Von
Mises es del orden de los 150 Mpa.

2. Al liberar el soporte frontal derecho (ver Fig. 3), la maxima concentracion de
esfuerzos aparece en el poste 2, también en la esquina exterior justo por debajo de
la canal por donde desliza la puerta trasera, aunque en este caso el nivel de
esfuerzos es menor que en la corrida 1.
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3. Los resultados de ambas corridas muestran que los puntos con concentraciones de
esfuerzos altos coinciden con los puntos de falla que se tienen registrados. Parece
ser que las condiciones de las corridas 1 y 2 representan las condiciones extremas
donde se mueve la condicion real, es decir, la forma de modelar el soporte delantero
en la corrida 1 (s6lo se modelo la parte de la goma con propiedades supuestas y no
se modelo la parte del resorte) representa una condicién muy rigida, por otro lado, la
corrida 2 modelada sin el soporte delantero derecho representa una condicion muy
flexible.

4. Las corridas 3 y 4 solo confirman que en cualquier caso de carga los puntos de
concentracion de esfuerzos en los marcos de las puertas son los mismos.

5. Al correlacionar los resultados obtenidos entre el modelo del elemento finito y
valores obtenidos experimentalmente en puntos de los postes 1 y 2 del autobus, se
observa que la diferencia se encuentra entre un 10%, y un méaximo de 27% para el
punto con la roseta D.
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Conclusiones

Con el desarrollo de este trabajo de Tesis, se puede concluir lo siguiente:

1. Los objetivos de esta tesis se satisfacieron de manera eficiente al encontrar la
fundamentacion tedrica del problema planteado en este trabajo, aplicando los pasos
generales del método cientifico como herramienta principal.

2. La comprobacion de que la formulacion variacional es correcta quedé demostrada
utilizando un método basado en la teoria general de variaciones y la aproximacién de
una integral, el cual se considera correcto para los fines de este trabajo.

3. La solucion a problemas complejos como el presentado en este trabajo requiere de la
combinacion de técnicas experimentales, numéricas, y de la aplicacion eficiente del
método cientifico, ya que de no hacerlo, incluso, se corre el riesgo de no llegar a la
solucion.
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Apéndice A

A.1 Esfuerzos en los contornos de los marcos de las puertas

WON-MISES STRESS

P,

CORRIDA 1 Torsion levantando la rueda trasera derecha

WIEWY : 00188378
RANGE: 1501489

1301

139.4

1287

1180

107.3

96 .53

3.8

7508

64 36

5364

42.91

3218

21.47

1074

2E-02

EMRC-MIZA [ DISPLAY

MAYIEZ003 181513

Figura &1. Marcos de puertas (Corrida 1)

VORN-MISES STRESS

P2,

CORRIDA 1 Torsién levantando la rueda trasera derecha

WIEWS : 0.01 88378
RAMGE: 150.1489

1501

139.4

1287

1158.0

1073

96.53

5551

75.08

6436

Al
7 o -

Ny J

53.64

42.91

3219

21.47

Si!ﬁ.wﬂﬂ.n

Tl |

1074

2E-02

EMRC-MISA § DISPLAY

MAY /2003 18:17:28

Figura A2. Poste 1 (vista exterion

37



WON-MISES STRESS
MPA

WIEW : 0.0188378
RANGE: 1501483

CORRIDA 1 Torsion levantando la rueda trasera derecha

1501
1394
1287
1180
1073
9653
8581

7508
G436
5364
429

3219
2147
1074

2E-02

EMRC-MISA § DISPLAY
MAYIS2003 13196

Figura A3. Poste 1 {vista interior)

” WON-MISES STRESS
CORRIDA 1 Torsion levartando la rueda trasera derecha P,

WIEWY 00133375
RANMGE: 150.1489

1501
1394
1287
118.0
107.3
96.53
§3.61

75.08
5436
5364
42.91

3218
21.47
10.74

2E-02

EMRC-MISA [ DISPLAY
MANYIBIZ003 1820057

Figura A4. Poste 2 (vista exterior)
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WOMN-MSES STRESS

CORRIDA 1 Torsidn levantanco la rugda trasera derecha

WIEW : 0.0188378
RANGE: 1501489

1501
1394
12587
1180
1073
96.53
8581
75.08
E4.36
5364
42481
3218
2147
1074

2E-02

EMRC-RISA f DISPLAY
MAYIGE2003 182319

Figura AS. Poste 2 (vista interior)

WOMN-MISES STRESS
MPA

WIBW 0085376
RANGE: 1501485

CORRID& 1 Torsion levartando la rueda trasers derecha

15041
1394
1287
1180
1073
96.53
5.

75.08
6436
53.64
423

3219
247
10.74

ZE-02

EMRC-MISA § DISPLAY
MAYIE2003 18250

Figura A5. Poste 3 (vista exterior)
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. WON-MISES STRESS
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Figura AS. poste 1 (vista exterior)
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Figura A9. Poste 1 (vista interior)
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Figura A10. Poste 2 (vista exterior)
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Figura A1, Poste 2 (vista interior)
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