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Resumen

La caminata de robots humanoides produce fuerzas y momentos inerciales que
causan desbalanceos del robot y posibles caidas. Existen métodos de balanceo para
sistemas mecdnicos que minimizan estos efectos. Para utilizar dichos métodos se
requiere modelar dindmicamente el sistema mecédnico para asi poder calcular las
fuerzas y torques que compensen dicho desbalanceo.

En los mecanismos espaciales estos cdlculos resultan complejos de realizar en
tiempo real y a partir de ellos alimentar un sistema de control; por lo tanto se pro-
pone calcular previamente una serie de posturas que definan al movimiento segiin
la actividad a realizar para reducir tiempo de célculo y ayudar al algoritmo de con-
trol, ademads se planea utilizar trayectorias dindmicamente estables para garantizar
de esa forma el balance del robot.

Los anélisis presentados en este trabajo tienen por objetivo desarrollar un mo-
delo matemadtico a partir de un robot de 28 GDL, al cual se le obtiene su cinemadtica
mediante el método vectorial, la cual a su vez serd utilizada para el planteamiento
del Método NOC con el cual se obtendrd de manera simple un modelo matemdtico
equivalente a la formulacién de Euler-Lagrange, a partir de la ecuacién obtenida los
pares de torsién necesarios para llevar a cabo el movimiento disefiado serdn encon-
trados.



Capitulo 1

Introduccion

Un robot bipedo en su forma mds simple es un robot disefiado principalmente
para realizar el andlisis del caminar humano. La posibilidad de balancear el mismo
es tomada en cuenta mientras se disefia el robot asi como la mecénica del caminar
y los efectos inerciales inherentes al movimiento fueron estudiados para el robot.

Lalocomocién bipeda como recreacién mecénica del movimiento bipedo es uno
de los temas que ha cobrado mayor relevancia en recientes afios. Actualmente las
investigaciones en el drea se enfocan principalmente la estabilidad del caminar ba-
sado en el zero moment point (ZMP), enfoques mds recientes plantean tomar como
indicador del desbalance a la razén de cambio del momentum angular.

Debido a las limitantes de la estructura mecdnica, la planeacién del movimien-
to y los métodos de control, los robots generalmente presentan problemas como
movimientos no naturales, bajas velocidades y consumo de energia altos.

En general, un Sistema que emule lalocomocién bipeda consiste de varios miem-
bros los cuales se encuentran interconectados con juntas actuadas. En esencia un
robot bipedo no es mds que un manipulador robotico con una base mévil. El disefio
de los robots bipedos ha sido altamente influenciado por el mas sofisticado y versa-
til bipeo conocido por el hombre, el hombre mismo. Por lo tanto la mayoria de los
modelos desarrollados mantienen una fuerte similitud al cuerpo humano. A pesar
que los robots bipedos pueden tener una estructura muy simple (3 masas puntua-
les conectadas por eslabones sin masa referencias pdf) su complejidad se puede ver
incrementada dependiendo del nimero de grados de libertad, la existencia de es-
tructuras de pie, extremidades superiores etc (referencias pdf).

A pesar de los recientes avances hechos por los ingenieros de Honda, algunos
problemas fundamentales de modelado y control aiin no han sido solucionados,
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por ejemplo, la locomocién del robot de Honda P3 no es natural cuando su veloci-
dad se ve incrementada, para resolver dicho problema se han propuesto distintas
geometrias para modelar de mejor manera las reacciones del robot con el piso, ya
que estas son un punto clave a mejorar si se quiere incrementar la velocidad del
caminar debido a que las piernas del robot se encuentran practicamente rectas y
la gran fuerza generada por el impacto, lo cual provoca saltos en la velocidad del
centro de masa.

A pesar de los recientes avances en las estrategias de control estas no explican
por qué ciertas trayectorias funcionan ni tampoco nos dicen como seleccionar tra-
yectorias para que el robot sea estable.

La mayoria de las investigaciones se han enfocado en mejorar las técnicas de
control asi como la tecnologia del robot mismo, y se ha dejado de lado el estudio
analitico del modelo robdético, por lo que este trabajo se enfoca en el desarrollo de
un modelo dindmico el cual sea lo suficientemente simple para poder aplicar las
técnicas de control existentes y ademds sea posible aplicar criterios de estabilidad
que den luz a los problemas antes presentados.

Tomando en cuenta lo expuesto anteriormente lo que busca este trabajo es ge-
nerar un modelo cinemaético y dindmico, con el cual sea posible caracterizar el an-
dar de un robot humanoide, para obtener posicién, velocidad y aceleracién de ca-
da componente del modelo planteado, mediante trayectorias que simulan el movi-
miento de un humano, las cuales, a su vez, serdn utilizadas para obtener fuerzas y
momentos que caractericen el andar del robot y de ese modo poder obtener perfiles
de los pares de torsién que puedan ser aplicados al robot.



Capitulo 2

Metodologia

2.1. Objetivos.

Generar un modelo cinemadtico y dindmico, con el cual sea posible caracterizar
el andar de un robot humanoide, para obtener posicién, velocidad y aceleracion
de cada componente del modelo de estudio mediante trayectorias que simulan el
movimiento de un humano, las cuales a su vez serdn utilizadas para obtener fuerzas
y momentos que caractericen el andar y de ese modo poder obtener perfiles que
puedan ser aplicados al robot.

2.2. Definicion de modelo

Se propone un modelo que involucra 34 GDL, los cuales se encuentran distribui-
dos de la siguiente forma:

= Pierna: El modelo posee una junta universal(2 GDL) que une pierna y cadera,
una junta de revolucién(1 GDL) en la rodilla y 3 GDL en el tobillo provenientes
de una junta universal y una de revolucién, por lo general la junta que simu-
la el empeine no se toma en cuenta lo cual limita a los robot a marchar, por
ello en este modelo se tomara en cuenta, aunque serd bloqueada con el fin de
simplificar el célculo.

= Tronco: Este modelo toma en cuenta 2 GDL a lo largo del mismo.

= Brazos: Consiste de 2 GDL en el hombro(junta universal), y 1 GDL en el codo,
en esta primera etapa la junta de la mufieca no serd considerada debido a

11
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que la realizacién de cualquier accién puede ser simulada mediante fuerzasy
momentos.

= Debido a que el modelo se realiza con base flotante se agregar 6 GDL para
determinar posicién de la cadera y otros 6 GDL con el fin de caracterizar la
posicion del efector final, en este caso el pie.

Cadera: 6 DOF
Pie: 6 DOF

Fig. 2.2.1: GDL del Robot Humanoide.

2.3. Modelo Cinematico

El modelo cinematico del robot estudia el movimiento del mismo con respecto
a un sistema de referencia. Asf, la cinemadtica se interesa por la descripcién analitica
del movimiento espacial del robot como una funcién del tiempo, y en particular
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por las relaciones entre la posicién y orientacién del efector final del robot con los
valores de posicion que toman los componentes del mismo.

Existe una gran variedad de métodos para generar el modelo cinematico, pero el
método utilizado con mayor frecuencia es el propuesto por Denavit y Hartenberg(T],
que es comunmente conocido como el método de Transformaciones Homogéneas
pues este método utiliza una matriz de transformacién homogénea para descubrir
la relacién espacial entre dos elementos rigidos adyacentes, reduciéndose el pro-
blema a encontrar una matriz de transformacién homogénea 4 X 4 que relacione la
localizacion espacial del robot con respecto al sistema de coordenadas de su base.

Sin embargo en este trabajo se empleara el método vectorial para obtener el mo-
delo cinematico debido a que se busca plantear la ecuacién de Newton-Euler (N-E)
ademads de la ecuacién de Euler-Lagrange (E-L), por lo que al emplear el método
vectorial podemos utilizar las definiciones de la cinemadtica para plantear ambos
modelos.

2.4. Modelo Dinamico

El andar de un robot humanoide produce desbalanceo. La mayoria de los estu-
dios actuales del caminar de un robot solo involucran modelos definidos de la cin-
tura hacia abajo y algunos un poco mds completos involucran tronco, con lo cual
se obtiene un modelo incompleto, a pesar de que el movimiento de los brazos no
es considerado parte importante en el balanceo del caminar si resulta de gran rele-
vancia para otras actividades, esto lleva a considerar la inclusion de las extremida-
des superiores en el modelo, como consecuencia de ello la complejidad del modelo
dindmico se incrementa. Comtnmente se utiliza el método de Euler-LaGrange pa-
ra de este modo evitar las reacciones que se producen, y después poder aplicar las
ecuaciones obtenidas al control, este enfoque es utilizado en lo que se conoce co-
mo control en linea (tiempo real). Como se desea realizar los calculos fuera de linea
tenemos la libertad de utilizar el método de Newton-Euler que nos permita obtener
las reacciones para aplicar criterios de balanceo dindmico que permita mayor esta-
bilidad al robot, también se explorara la posibilidad de aplicar los métodos cldsicos
de balanceo de mecanismos para determinar si proveen mejoras significativas en el
movimiento.

2.5. Balanceo Dinamico.

El balanceo dindmico del caminar de un robot es bastante complejo, aunque
parece relativamente simple y suave cuando un humano lo hace en realidad es una
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caida controlada. En cualquier momento se debe pensar y determinar la direccién
en la que se estd cayendo y poner el pie en el lugar preciso para avanzar en la di-
reccién que se desea. La practica hace que esto parezca facil, pero es un problema
dificil de resolver.

Cuando un robot estd cayendo, significa que su centro de gravedad (C.G.) no
se encuentra alineado con los pies,generando un momento alrededor del mismo el
cual provoca el desbalance, si un robot se desbalancea unos cuantos centimetros
resulta imposible evitar la caida pues no se pueden mover las extremidades lo sufi-
cientemente rapido. Tomado esto en cuenta se han desarrollado distintos métodos
parabalancear los robots como lo son el zero moment point (ZMP) y el inverted pen-
dulum method (IPM) ademas existen métodos mas complejos como el propuesto
por Goswami [4]
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Marco Teorico.

3.1. Cinematica Vectorial.

La cinemadtica es una rama de la fisica que se encarga de estudiar el movimiento
de los cuerpos sin tomar en cuenta las causas que lo provocan, en esta seccién por
lo tanto se explicara como se realiza este estudio en mecanismos con la ayuda de
conceptos bdsicos de dlgebra vectorial.

En la cinemaética de cuerpos rigidos expresiones que definen la posicién, veloci-
dad y aceleracion son utilizadas, y la manera de definir las mismas es mediante una
cadena de vectores, debido a que los vectores pueden ser representados de manera
grifica y ademds de manera analitica (Fig. [7], resulta posible obtener dichas
expresiones por ambos métodos, en este proyecto y en general en el andlisis de me-
canismos se realizan diagramas gréaficos que representan los vectores que definen
los cuerpos del sistema para a partir de ellos plantear la ecuacién de posicién del
mecanismo, y mediante la derivacion de la misma se obtiene la ecuacién de veloci-
dad y la de aceleracién. Debido a lo antes mencionado resulta fundamental poder
derivar vectores por lo que se dard una breve explicacién a continuacion.

3.1.1. Derivacion de vectores.

Un vector R, asi como cualquier entidad matematica, puede ser derivada res-
pecto a cualquier variable, pero en el caso de la cinemaética solo es necesario poder
derivarlo con respecto del tiempo, por lo tanto, sabemos que un vector R solo puede
cambiar de magnitud y orientacién, esto significa que el punto inicial de R est4 fijo
al sistema de referencia(Cuerpo Rigido) en el que se definié.

15
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76 | d s oy
0y L Ry [ 04

Fig. 3.1.1: Ejemplo de diagrama vectorial.

Si definimos el vector como sigue:
R=ré (3.1.1)
Donde:

r — magnitud del vector(escalar)

€ — vector unitario

Debido a que & es un vector unitario sabemos que durante el movimiento su
magnitud permanece constante pero su orientacién es variable [2], la razén de cam-
bio de la orientacién se conoce como velocidad angular y esta denotada por w, la di-
reccion de este vector indica el eje de rotacién y su magnitud el valor de la velocidad

angular (Fig.[3.1.2).

O |

[ H

Fig. 3.1.2: Vector de velocidad angular.

En la ecuacién (3.1.1) el vector unitario no es fijo por lo que la razén de cambio
respecto al tiempo estd dada por la derivada del mismo, la cual se lleva a cabo con
ayuda de la regla de derivacién del producto y queda como sigue:

R=7é+ré (3.1.2)
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Donde:

i — velocidad lineal del vector(escalar)

€ — derivada del vector unitario

A continuacién se procede a determinar &, para ello suponga w como el cambio de
angulo instantdneo de un vector unitario (€). Bajo un incremento infinitesimal del
tiempo (At), el vector & rota un dngulo infinitesimal Af alrededor del eje definido
por w.

El desplazamiento de la punta del vector unitario queda definido por A&, debido
a que estamos tratando con magnitudes infinitesimales podemos decir que Aé es
perpendicular a & y tiene magnitud de A0 (Figura|3.1.3).

Fig. 3.1.3: Representacion del movimiento angular de un vector.

Por definicién la derivada de un vector unitario es como sigue [2]:

. de
e=—

dt

=0é, (3.1.3)

Debido a que & es perpendicular a & y ademads se encuentra definido en el plano
que tiene por normal a w (Figura[3.1.4) es posible definir a & como sigue:

é=wxé (3.1.4)

Donde w es el de vector velocidad angular de é. Utilizando (3.1.4) podemos re-
escribir (3.1.2) como sigue:

R=7é+ (wxré)

=7é+r(wxe) (3.1.5)
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A

L2 4

Fig. 3.1.4: Relacién entre & & y w.

La expresion (3.1.5) es de gran importancia debido a que es una forma simple de
expresar la derivada de un vector, ya que se puede observar a simple vista que el pri-
mer término de la ecuacion representa la velocidad lineal o el cambio de magnitud
del vector y el segundo representa la velocidad angular o el cambio de orientacién
del mismo.

Como en los andlisis cinemaéticos la aceleracion resulta de gran relevancia, ense-
guida se muestra una expresion general que la define, obtenida a partir de la deriva-
cién con respecto al tiempo la ecuacion (3.1.5).

R=7é+7ié+r(@xe)+r(wxe)
—ifé+r(wxe&)+axré+wx (ré+wxre)

=Fé+2wx (Fé)+ a x (ré)+ w x (w x ré) (3.1.6)
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3.2. Dinamica de cuerpos rigidos.

La dindmica es una rama de la mecdnica clésica la cual sirve para estudiar la
relacion que existe entre el movimiento de los cuerpos y las fuerzas y momentos
que lo generan, para ello se desarrollan modelos los cuales representan la dindmica
del sistema.

Por lo general es conveniente en los andlisis dindmicos crear un modelo sim-
plificado. Estos modelos algunas veces son considerados como una coleccién de
masas puntuales conectadas por barras sin masa, por lo tanto para que el modelo
sea dindmicamente equivalente al original se deben tener en cuenta las siguientes
consideraciones:

= Lamasa del modelo debe ser idéntica a la del cuerpo original.

= El centro de gravedad debe estar en la misma posicién que en el cuerpo origi-
nal.

= El momento de inercia debe ser igual al del cuerpo original.

Es importante tener en cuenta que practicamente todo problema de la dindmica
es un caso especial de los siguientes casos generales [6]:

» Dinamica Directa: Dadas fuerzas actuadas sobre un sistema de masas asi co-
mo las fuerzas de restriccién y la posicion, velocidad de cada una de las masas
del sistema para un tiempo dado, se busca encontrar el movimiento del siste-
ma (posicion, velocidad y aceleracién de cada masa en funcién del tiempo.)

= Dindmica Inversa: Dado el movimiento del sistema se requiere encontrar un
posible juego de fuerzas que produzcan el movimiento especificado; en gene-
ral algunas o todas las fuerzas puede ser funcién del tiempo.

Nota: A su vez consideraciones acerca del trabajo, energia, potencia, momentum
lineal y angular pueden ser de importancia.

Laimportancia del andlisis dindmico radica en que muchos sistemas fisicos pue-
den ser simulados como modelos de multicuerpos gracias a los avances en la compu-
tacion. Las ventajas de las computadoras permiten simular sistemas complejos al
derivar algoritmos para formular y resolver las ecuaciones de movimiento para di-
ferentes casos a analizar.

Las ecuaciones proporcionan informacién acerca del movimiento del sistema,
dicha informacién resulta de gran utilidad en el disefio debido a que permite imple-
mentar cambios en la geometria, sugerir materiales para un uso especifico, realizar
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pruebas de estabilidad para alcanzar una configuracién de equilibrio, validar resul-
tados obtenidos de metodologias para balanceo estédtico y dindmico de multicuer-
pos, experimentar el comportamiento de actuadores y como consecuencia probar
métodos de control.

3.2.1. Formulaciones Dinamicas.

Las 3 leyes de newton(incluyendo los conceptos cldsicos de masa, tiempo y fuer-
za asi como las reglas de geometria, dlgebra y cdlculo) junto con el concepto de
trabajo virtual pueden ser consideradas como las bases de la mecénica clésica, sin
embargo es importante mencionar que las leyes bésicas de la dindmica pueden ser
formuladas de maneras distintas a la propuesta por Newton a continuacién se men-
cionan las formulaciones que han obtenido mayor relevancia a lo largo de la historia
[6].

a) Principio de D'Alambert ¢) Principio de Hamilton

b) Ecuacién de Lagrange d) Ecuacion de Hamilton

Dada la gran variedad de opciones, elegir cuél de ellas utilizar resulta ser de gran
importancia. Para ayudar con dicha eleccién se debe tomar en cuenta lo que se quie-
re analizar ya que cada formulacién ofrece distintas ventajas, para estudiarlas de
manera sencilla podemos dividir las formulaciones en 2 tipos: las vectoriales y las
analiticas o energéticas.

Las formulaciones vectoriales estdn basadas directamente en las ecuaciones de
movimiento de Newton, se concentran en las fuerzas resultantes que actiian en un
cuerpo asi como en el movimiento que estas provocan. En cambio las formulacio-
nes analiticas estdn basadas en la energia total de un sistema, por ello también son
conocidas como formulaciones energéticas. En las formulaciones energéticas las
fuerzas y momentos de reaccion en las juntas no pueden ser obtenidos en prime-
ra instancia y/o requieren de planteamiento extras para su cédlculo; sin embargo los
métodos energéticos permiten obtener ecuaciones dindmicas de multicuerpos de
forma cerrada (expresiones en las cuales las incégnitas del sistema aparecen despe-
jadas del conjunto de ecuaciones) de una manera directa.

Las aproximaciones vectoriales tienen la ventaja de ser intuitivas, de emplear
notacién concisa y no requieren de un manejo matemadtico complejo, sin embar-
go la obtencién de una posible forma cerrada para las variables incégnitas, es una
tarea compleja comparada con los métodos energéticos, debido a las incégnitas de
fuerza y momentos de reaccién presentes en las ecuaciones. La relativa sencillez en
el establecimiento de las ecuaciones dindmicas, la posible obtencidn de las reaccio-
nes incognitas utiles en el disefio para determinar la resistencia requerida de los ele-
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mentos, asi como la obtencién de las fuerzas o los pares de torsién de los actuadores
hacen este método atractivo para el analista involucrado en el disefio mecanico de
un sistema de multicuerpos. En cambio las fuerzas de restriccién, cuya funcion es
mantener al sistema unido y no producen potencia asi que si al analista no le intere-
sa conocer dichas fuerzas los modelos energéticos prueban ser una mejor opcién
debido a que resulta sencillo su formulacién para n cantidad de cuerpos.

Newton-Euler.

Considerando un cuerpo rigido junto a un sistema inercial de referencia con otro
sistema de referencia fijado en el centro de gravedad del cuerpo. El movimiento del
cuerpo puede ser definido por las ecuaciones de Newton-Euler como sigue:

2F=mAg (3.2.1)
IMg =Iga+w x (Igw) (3.2.2)

Donde:

>F Suma de fuerzas externas alrededor del C.G.
m Masa del cuerpo.
Ag Aceleracion absoluta del C.G. medido en el sitema inercial.
Mg Suma de momentos y torques externos alrededor del C.G.
Ig Matriz de momentos de inercia respecto al C.G
a  Vector aceleracion angular del cuerpo.

o  Vector velocidad angular del cuerpo.

Nota: Un sistema de referencia inercial es un sistema de coordenadas que per-
manece en reposo o se traslada a velocidad constante con respecto a las estrellas.
Para la mayoria de los problemas de ingenierfa un sistema de referencia fijo a la tie-
rra es una aproximacion razonable a un sistema inercial.

Es importante tener en cuenta que estas ecuaciones no tienen en cuenta las fuer-
zas gravitacionales (Peso). Si las aceleraciones de los cuerpos son grandes compara-
das con la aceleracién de la gravedad, entonces las fuerzas gravitacionales pueden
ser ignoradas en el anélisis. Si los elementos del sistema son muy grandes o se mue-
ven muy lento con aceleracién muy pequefia, o ambas, los pesos deberian ser inclui-
dos en el andlisis. Los pesos pueden ser tratados como fuerzas externas actuando en
el centro de gravedad del cuerpo.
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Euler-Lagrange.

El modelo dindmico de un sistema puede derivarse de manera sistemaética por
medio del concepto de coordenadas generalizadas y de una funcién escalar llamada
Lagrangiano que se define como la diferencia entre la energia cinética y la potencial
del sistema.

Notese que la energia cinética depende tanto de la posicién y orientacién asi
como de la velocidad de los elementos del sistema, mientras la energia potencial
s6lo depende de la posicion y orientacion. Las ecuaciones de Euler-Lagrange para
un cuerpo de n grados de libertad se presenta a continuacion:

d (0L 0L d(II-A)
( )———— (3.2.3)

dr\oq) oq  oq
Donde:

Lagrangiano del sistema.

Energia cinética total dsel sitema.

Energia potencial total dsel sitema.

Energia suministrada al sistema.

Funcién de disipacién con todas las fuerzas disipativas del sistema.
Vector de coordenadas generalizadas.

o oa DH < NH o~

Derivada del vector de coordenadas generalizadas.

Si despreciamos los términos disipativos del sistema la ecuaciéon toma la siguiente
forma.

d (OL) 6L_F6r (3.2.4)
dt\oq) oq dq -
De igual manera la ecuaci6n(3.2.3) puede ser representada de manera matricial[8]
como sigue:

0+CO=1+6+y (3.2.5)

3.2.2. Complemento Ortogonal Natural (NOC).

El complemento ortogonal natural es una formulacién alternativa, debido a que
permite plantear el enfoque vectorial y analitico de la dindmica a partir de los dia-
gramas de cuerpo libre y de una matriz de transformacién T, lo cual resulta de gran
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utilidad pues con ella es posible plantear las ecuaciones de N-E y a su vez mediante
su premultiplicacién obtener ecuaciones equivalentes a E-L.

La aplicacién del complemento natural ortogonal(NOC) es relativamente senci-
llay directa, asumiendo que el manipulador a estudiar estd compuesto de n eslabo-
nes acoplados por medio de n — 1 juntas de revolucién o prismaticas, por lo general
se asume también que el primer eslab6n, lldmese la base, esté fijo a un sistema iner-
cial, pero en este caso dicha suposicién no serd tomada en cuenta ya que el primer
elemento o base del robot bipedo a analizar es flotante, por lo tanto no inercial, esto
conlleva modificaciones al método las cuales serdn presentadas posteriormente, de
igual manera se debe tener en cuenta que debido a la condicién flotante de la base
se debe agregar 6 GDL a los GDL del sistemal3].

EI NOC tiene por conceptos bésicos al twist (t) y al wrench (w), el primero es un
vector que tiene por componentes a la velocidad angular y lineal del C.G, mientras
que el wrench esta compuesto por los vectores de momentos y fuerzas aplicadas a
cada elemento del sistema.

w
t= v (3.2.6)
w= [ 'f' ] (3.2.7)
La raz6n de cambio de un twist es:
i=| @ (3.2.8)
Vv
La potencia es:
n=t'w (3.2.9)

Potencia desarrollada por w actuando en p cuando B se mueve con un twist t defi-
nido en el mismo punto.

Una vez planteadas las definiciones anteriores, lo que sigue es encontrar como
se relacionan con la ecuacién de Newton-Euler.

Partiendo de la forma matricial de la ecuacién (3.2.1):

Icw+wx(I.w)=n (3.2.10)
mv=_f (3.2.11)

O también:
.o+ Q(I.w)=n (3.2.12)

mv=f (3.2.13)
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Donde:
I. — Momento de Inercia.
n — Vector de momentos externos.

n — Vector de fuerzas externas.

Planteando las ecuaciones (3.2.12) y (3.2.13) en su forma desacoplada y expan-
diendo.

I.w N Qlw) | n

mv 0 a f

Lo |, Q 0| Lo |_ n

mv 0 0 mv |~ f

Ic 0 @ Q 0[]z O w | n
0 ml v 0 0 0 m;l v | f (3.2.14)

Reescribiendo la ecuaciéon(3.2.14) en su forma compacta utilizando las ecuaciones

(3.2.6), (3.2.7) y (3.2.8):

Mi+WMt=w (3.2.15)
Desarrollando (3.2.15) se tiene:
Mi = ~-WMt +w” +wC + wP + wC (3.2.16)
Donde:
t; ]
t
t=1] . Vector twist del sistema.
t; |
t ]
t>
=] . Raz6n de cambio del vector twist del sistema respecto del tiempo.
t, |
wit ]
Wy
wh= . Wrench suministrado por los actuadores.
Wy
wy
wy
wl = . Wrench suministrado por las fuerzas de campo.
wi |
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wP = . Wrench que surge a partir de las fuerzas disipativas (Fricciéon de Coulomb,etc.).

23 5.

w- = . Wrench que comprende a las reacciones entre elementos del sistema.

s .
SO

Ademas:
M=diagM;,My,...,M,)

Cada matriz M; de 3 x 3 es definida como:

| 1gi 0
Ml - 0 m,-I ]
Donde:
[ Lyx Ixy | P
Igi=| Lix Ty Iy
L sz Izy Izz
mq 0 0
0 msy 0
m;l =
0 my

De manera similar:

W=diag(W,,Wa,...,W,)

| Q; 0
we| 0
0 —W; Wy
Qi: Wz 0 —Wx
—wy Wy 0

La ecuacion es entonces la forma final de la ecuacién de Newton-Euler
en términos del twist y el wrench, como se explicé con anterioridad el NOC tiene
por ventaja la posibilidad de transformar la ecuacién de N-E en la ecuacién de E-L,
proceso que se muestra a continuacion.
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Definiendo de la siguiente manera a t:

t=TO (3.2.17)

Derivando la ecuacién (3.2.17) respecto del tiempo:

t=T0 +T6 (3.2.18)

Sustituyendo (3.2.17) y (3.2.18) en (3.2.16) se tiene lo siguiente:

M(TO +T6) = ~-WMTO + w” + w® + wP +w® (3.2.19)

Pre-multiplicando (3.2.19) por T”

T'M(TO +T0) = -T"WMTO + TT (W + w’ + w” + w)
T'MTO + T'MTO = -TTWMTO + T" (w” + wC + wP)
T'MTO = -T"MTO - T"WMTO + TT (W + wC + wP)
TI'MT = -TT MT +WMT)O + T (w” + wC +wP)
10 = -T"MT+WMT)0 + TT (W + w’ + wP)

10+CO=1+8+7 (3.2.20)
Donde:
I=T'MT
c=T'mt
T= TTwA
5 =TTwC®
Y= TTwP

Al analizar la ecuacién podemos notar que pre-multiplicar por T” [3] re-
sulta en la eliminacién de w® (wrench de reacciones), por lo cual nos queda una
ecuaci6n equivalente a la formulacion de Euler-Lagrange (3.2.5), la cual fue obteni-
da como se observa sin necesidad de manejos matematicos complejos.

Cabe mencionar que el método NOC esté diseiado para ser aplicado solamente
a sistemas mecdanicos con pares cinemadticos de 1 GDL por lo que cuando se desee
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modelar juntas de méas de 1 GDL es necesario separar dicha junta en dos o mds cuer-
pos para que cada cuerpo tenga sélo un movimiento posible, esto se logra creando
eslabones "fantasma"que tienen masa y longitud cero, de igual manera es posible
segmentar el cuerpo junta y de esa forma tener un cuerpo extra con masa y longitud
distinta a cero, ambos casos son aplicados en este modelo.

3.3. Trayectorias

Para poder simular el robot se necesita tener datos de entrada los cuales corres-
ponden a la posicién, velocidad y aceleracién de las juntas respecto al marco de
referencia inercial, cabe mencionar que es también posible definir datos dentro del
espacio de variables, para ello es necesario definir funciones de cada uno de los po-
sibles grados de libertad respecto del tiempo, existen distintos métodos analiticos
los cuales permiten generar dichas trayectorias, del mismo modo es posible obtener
dichos datos a partir de la experimentacién a continuacién se presentan los concep-
tos a utilizar.

3.3.1. Posicién de un Cuerpo Rigido

El movimiento de un cuerpo rigido en el espacio cartesiano puede ser represen-
tado por traslacion y rotacién del mismo. Mientras la traslacién es definida median-
te el uso de 3 coordenadas cartesianas, la rotacién necesita 3 coordenadas angulares.
Por lo tanto el movimiento de un cuerpo rigido queda completamente definido por
estas 6 coordenadas.

Descripcién de la posicién.

La posicién de cualquier punto P sobre un cuerpo rigido en movimiento respecto
a un sistema de referencia base puede describirse como sigue:

p=pii+pyi+pk

Donde i, j, k son los vectores unitarios a lo largo de X, Y, y Z del sistema de refe-
rencia base respectivamente.
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Descripcion de la orientaci6on

La orientacién de un cuerpo respecto a un sistema de referencia base puede des-
cribirse de diferentes maneras ([8]), a continuacién se presenta una de ellas, la re-
presentacion por medio de dngulos de Euler.

AngulosdeEuler Los 4dngulos de euler constituyen una representacién "minima"de
la orientacion, obtenida a partir de la composicion de las 3 rotaciones elementales
respecto a los ejes de los sistemas de referencia actuales. Existen la posibilidad de 12
conjuntos distintos de 4&ngulos de Euler respecto a la secuencia de posibles rotacio-
nes elementales (XYZ, XZY, XZX, XYX, YZX, YXZ, YXY, YZY, ZXY, ZYZ, ZXZ y ZYX).

Q=Q.Q,Q,
CHCOCY — SPpSy  —CPCOSY — SPCy  CPSO
=| S¢pCOCY +CpSy —SPpCOSY +CPpCy  SpSO
-SoCy S6S¢ co

La ecuacién anterior representa el caso ZYZ donde C y S representan al coseno'y
al seno respectivamente.

3.3.2. Cdlculo de la pose a partir de tres puntos no colineales.

La pose de un cuerpo rigido es un arreglo de nimeros que cuantifican el despla-
zamiento del cuerpo desde un configuracién inicial a una configuracién actual.

Una forma directa de calcular la matriz de rotacién Q consiste en seleccionar
un punto A en el cuerpo, el cual tiene vector de posicion a, y llevar registro de su
movimiento hasta llegar a la configuracién deseada, si se asume que el movimiento
se lleva acabo en dos fases una de traslacién pura y una rotacién como se mues-
tra en la figura(3.3.1), la matriz Q se puede definir mediante 3 puntos dentro del
cuerpo Py,P,,P; de tal manera que los vectores definidos a continuacién sean orto-
normales y formen un sistema de referencia derecho.

e1=AP1 e2=AP2 €3 =AP3

e-ej=0; i,j=1,2,3. ez =e] xep

Donde 6;; es la delta de Kronecker, definida como 1 si i = j y como 0 cuando
i # j, definiendo €] para la configuracién final, se tiene Q como sigue:
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Fig. 3.3.1: Posicién y orientacién de un cuerpo rigido

e-ef e e, e-e}
Q=| ex-e] ere, e e
e;-e] e3-e, e3-e

Noétese que todo e; y e; deben estar definidos en el mismo sistema de coordena-
das.

3.3.3. Calculo de velocidad angular a partir de datos de velocidad.

Para obtener los valores de velocidad angular a partir de datos de velocidad lineal
se necesitan 3 puntos definidos en el cuerpo a estudiar que sean no colineales.

Sean los 3 puntos no colineales P; y p; sus respectivos vectores de posicién. El
centroide C del juego de puntos con vector de posicién c el cual se define como
sigue:
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De igual manera:

La velocidad de los tres puntos dados se puede expresar como sigue:

p=¢c+Q[p;-¢ i=1,2,3.
p-¢=Q(p,-c i=1,23. (3.3.1)

Ahora podemos definir una matriz de 3 x 3 P como:

P=[p-c p,-¢c p3—c ]

Derivando ambos lados de la expresidn anterior se tiene:

P=[ f’l_é f’z—é I"s_é ]

Cabe mencionar que P y P no son invariantes bajo rotacién pura.

La ecuacién se puede reescribir como sigue:

P=0P (3.3.2)

Para la cual queremos encontrar Q o en su defecto para w, debido a que P es una
matriz singular no es posible simplemente invertirla para encontrar Q, de (3.3.1)
resulta aparente que:

P;-0Tw=0 i=1,23.

Para encontrar w se utiliza el siguiente teorema.
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vect(SA) = %[tr(A)l —Alvect(S) (3.3.3)

Donde S es anti-simétrica y A es una matriz arbitraria.

Aplicando el teorema (3.3.3)

Dw = vect(P) (3.3.4)
Donde:
1
D= 5 [tr(P)1 —P] (3.3.5)
Resolviendo para w
w=D"tvect(®P) (3.3.6)
Donde:
D! = al-pP? (3.3.7)
2
a=
tr(F)
4

B

T i P)[r (P2 — 12 (P)]

3.3.4. Calculo de aceleraciéon angular a partir de datos de acelera-
cion.

La aceleraciéon angular de un cuerpo rigido sometido a movimiento general es
determinada a partir de vectores de posicién, velocidad y aceleracién de 3 puntos
no colineares del cuerpo, el siguiente procedimiento es paralelo al presentado en
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la subseccién anterior. Recordado la notacién utilizada en secciones anteriores y
definiendo p; como la aceleracién de los puntos dados se puede escribir como sigue:

P, -e=Q+0)(p;,-0 =123 (3.3.8)

Donde c fue definido en la seccién anterior y € se define como sigue:

Ademds, la matriz P queda definida de la siguiente manera:

P=[p,—&p,—&ps—¢l
De tal manera la ecuacién (3.3.8) queda como sigue:
P=(Q+0QH)P (3.3.9)
De la cual se busca encontrar solucién para Q o correspondientemente @ para

esto se reescribe (3.3.9) como sigue:

QP

I
=

(3.3.10)

Donde la matriz W se define como:

w=P-Q?P

Replanteando la ecuacion (3.3.8) como sigue:

p—¢-Q*p;—0=ax(p;-0) i=123. (3.3.11)
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Aplicando producto punto de aceleracién angular:

p; —¢-Q%*p;—0]-@=0 i=1,23.

Concentrando las 3 ecuaciones en una sola se tiene:

®-0’PTo=0

Para poder resolver w se utiliza el teorema (3.3.3), quedando como sigue:

Do = vect(P - Q%P) (3.3.12)
Donde (3.3.5) define a D.
Por lo tanto:
@ =D lvectP - Q?P) (3.3.13)

Donde D! esta definida por la ecuacion (3.3.7)

3.3.5. Planeaciéon de movimiento.

El objetivo de la planeacién del movimiento de un robot es generar una funcién
que defina como se moverd el robot, dicha funcién depende de la tarea del robot,
por ejemplo mover un objeto de lugar a otro o soldar dos piezas a lo largo de una
curva, para el primer caso s6lo es necesario determinar dos puntos, uno inicial y
uno final, es decir el movimiento de un punto a otro, para el segundo caso es ne-
cesario definir una sucesion finita de puntos, es decir, un movimiento continuo. La
planeacion de las trayectorias puede llevarse acabo en el espacio de las articulacio-
nes o en el espacio cartesiano, por lo general, se busca disefar la trayectoria en el
espacio cartesiano ya que en este se puede especificar posicién, velocidad y acele-
racion del efector final, sin embargo, el control del robot se lleva acabo en el espacio
articular. En el caso de estudio presentado en este trabajo se disefia la trayectoria en
el espacio cartesiano pues permite proporcionar un movimiento natural al robot,
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lo cual nos permite saber la posicién exacta del efector final. Existen varios méto-
dos para obtener dicha trayectoria, en este caso se utiliza para la trayectoria de la
cadera el modelo de péndulo invertido (IPM) y para los pies se utilizan trayectorias
disefniadas a partir de cosenos.

3.3.6. Modelo de Péndulo Invertido

El modelo de péndulo invertido (IPM) asume que la masa del bipedo se encuen-
tra concentrada en la cadera, la base flotante (Fig.[3.3.2), como resultado el movi-
miento del bipedo puede ser aproximado considerando al mismo como péndulo
invertido, para el IPM la ecuacién de momentos alrededor del ZMP puede ser escri-
ta como:

Fig. 3.3.2: Modelo de Péndulo Invertido.

ay x (may) —ap x (mg) =0 (3.3.14)

Donde aj, = [xy,, y1, zn] T representa el vector del origen O alamasamyg=[0,0,g]"
La ecuacién|3.3.14|puede ser reescrita de la siguiente manera:

YnZ—zpyn+8gnyn =0
ZnX —xpZp—8nzn =0

Xpyn—Ynin =0
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El IPM asume que la trayectoria de la cadera es tal que mantiene su altura constate
(z, = cte) durante todo el movimiento completo del movimiento, de ahi que las
ecuaciones anteriores se simplifican quedando:

X’h - iJ(,'h =0
Zh
.. g
Vn=——yn=0
Zh
Con las correspondientes condiciones iniciales la solucion para el sistema obtiene
la siguiente forma:

X, (1) = x;,(0)Cosh(wt) — (0) Sinh(wt) (3.3.15)
V(D) = yp(0)Cosh(wi) + y"u(jo) Sinh(wi) (3.3.16)

Para obtener los valores iniciales de velocidad se tienen las siguientes expresiones:

+ewT
Xp(0) = l_e—_wwah(O)
) l_e—wT
yn(0) = Epp=" wyn(0)

Donde w = v/( %) y T esla mitad tiempo total que dura el ciclo.

3.3.7. Trayectorias del tobillo

Las trayectorias del tobillo son sintetizadas como funciones coseno.

s T
Xq(t) = —ECOS(? 1)

(0="La-cosZ

zq(t) = —(1- —

“ 2 T

Donde Isy hf son lalongitud de zancada y la altura médxima del pie respectivamen-

te. La siguiente tabla muestra los pardmetros utilizados en este caso de estudio.

T(s) | xp(0)[m] | zplm] | Ls[m] | hglm]
0.25 -0.15 0.74 0.3 0.1

Tab. 3.3.1: Pardmetros para la trayectoria.



Capitulo 4

Modelo Matematico

En la figura(Fig. [4.0.1) se muestra el modelo al que se le desea hacer un andli-
sis dindmico, para ello como se mencioné con anterioridad se dividi6 en 2 partes,
extremidades inferiores y superiores.

Fig. 4.0.1: Robot bipedo.

Para realizar el anélisis dindmico primero es necesario obtener la cinematica del
modelo a partir de la cual obtendremos posicién, velocidad y aceleracién, para ello

36
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se sigue un conjunto de reglas sencillas, las cuales serdn aplicadas en las subseccio-
nes siguientes.

4.1. Extremidades inferiores

= Se asignan variables y bases locales (Fig.[4.1.1).

Fig. 4.1.1: Bases Locales.

= Se determinan variables (Tabla/4.1.1).
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Posicion Velocidad | Aceleracién
¢c=0 ¢c=0 ¢c=0
6.=0 6.=0 6.=0
Ye=0 Yc=0 Pc=0
$pi=0 $pi =0 $pi=0
0pi =0 0pi =0 0pi =0
Ypi=0 Vpi=0 Vpi=0
21020 21020 21020

Posicién | Velocidad | Aceleracion yo1; = 0.1607
043; 043; 043; ya3i = 0.0500
O54; O54; O54; Zg5i = 0.4660
O76i O76i O76i zg7; = 0.3380
O9si Ogsi Ogsi z1110i = 0.0550
0109; 0109 0109 z1312; = 0.0300
O1211i 01211i 01211 X1412; = 0.1500

(a) Incégnitas (b) Datos de entrada.

Tab. 4.1.1: Variables de extremidades inferiores.

= Se determinan los GDL.
GDL=6(L-1)-5/1-4J,-3J5-2]>—]1
=6(8-1)—-5(7)
=7

Teniendo en cuenta que el sistema no estd fijo a la tierra debemos agregar 6
GDL por el elemento inicial y 6 GDL por el final, quedando la cuenta en 19

GDL.

= Se plantea la representacién vectorial del sistema (Figura/4.1.2).

4.1.1. Anadlisis de posicion

A partir de la Figura se plantean las ecuaciones que a continuacion se pre-

sentan.

Ecuaci6n de la posicién lineal.

Rc +Ry; +Ro1; + Raz; + Resi + Rgzi + Rit10i + Riarzi + Rgpi = Rpi (4.1.1)
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(a) Vectores de Posicion. (b) Vectores de C.G.

Fig. 4.1.2: Diagramas Vectoriales

Ecuacién de la posicién angular.

QcQy(0321)Q(054:)Q (076i)Q (098:1) Q. (0109:)Q (01211:)Q (01514)) = Q) (4.1.2)

Donde:
R¢ = xcig + yejo + zcko
Ry, = —z10Kj Kj = Q.kg kj =10,0,117
Ro1i = £)y21:1 11=QJ ji =11,0,01"
Rysi = +yu3il Js = Qi3 j3 = [1,0,01"
Resi = —265iKs K5 = Qs5:ks ks =10,0,1]"
Rg7i = —2g7iK7 K7 =Q;;k7 k;=10,0,1]"
Ri110i = —21110iK10 Kio = Qypikio kio =10,0,11"
Ria12i = —21312iKi2 + X1413: 113 Ki2 = Qqp;ki2 k12 =10,0,11"

I3 =Qy3;l13 i3 =11,0,01"
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. . T
Repi = xXgpilis I15 = Q5,115 i15 =1[1,0,0]
Rpi = Xpiio + Ypijo + zpiko

Ademas:

Q. =Q:()Q, Q. (y)
Qs; =Qy(0431)
Qs; = Q3;Q. (054:)
Q7; = Q5;Qy(076:)
Q10i = Q7:Q; (B98:)Q (B1091)
Qi2; = Q10:Q;(012111)
Q13; = Qu2i
Qu4; = Qu3i
Q15: = Q13:Qy (01514:)
Qi = Q:(¢pi)Qy (0 Q. (Wpi)

4.1.2. Analisis de velocidad

Recordando la definicién (3.1.5) podemos derivar (4.1.1)se obtiene la siguiente
expresion:

Ecuacién de la velocidad lineal
Ve + Vi, + Va1 + Vasi + Vesi + Vazi + Vii10i + Visi2i + Vopi = Vpi (4.1.3)

A diferencia de la ecuacién de velocidad lineal, para la velocidad angular no se deri-
va la ecuacién de posicion angular, aunque es posible hacerlo y encontrar la veloci-
dad angular de forma matricial, por simplicidad se plantea de vectorialmente, para
poder utilizar dichas definiciones de manera directa al método NOC.

Ecuaci6n de la velocidad angular
wg; = Wpi
we +032iT2 + 054714 + 76,6 + OggiJs + 010919 + 01211 K11 = 0151414 (4.1.4)
Donde:
Ve = Xcdo + Vejo + 2cko @c = Ko+ 01, + K] Ko =Q, (ko
Jo = Q. (#)Q, O
Kj = Q.(9)Q, (0)Q. (¥)ky
Vi, =w1 xRy, w1 =w,
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Vo1; = w1 X Roy;

Vi3; = wp; x Rap;

Ves5; = w3; x Rgs;

Vg7; = w4; x Rgy;

Vi110i = we; X Ry110i

Via12; = w7; X Ria1o;

Vepi = wgi X Repi

Vpi = xpiio + ymio + Zpiko

w2 = w1 + 03]

w3; = w1 + 05414

w4 = w3; +076iJ6

wg; = W4 +09g;Jg +0109i19

w7; = we; + 01211 K11

wg; = w7; +01514;]14

41

IZ = chz
j,=10,1,01"
I = Qs;i4
iy =11,0,07
J6 = Qs
js =10,1,017
Js = Q7ijg
jg =10,1,017

Iy = Q7;Qy (B9s)ig
i =[1,0,0"
Ki1 = Qyo;kn
ki1 =10,0,117
J14 = QcQu4ij1a
j1a=10,1,01"

Velocidades de C.G Porlo general los vectores de velocidad de gravedad (Fig.[4.1.2)
son de utilidad en el planteamiento de la dindmica mas no en la cinemadtica, por
simplicidad resulta conveniente definirlos dentro del anélisis cinemadtico.

Vi1 =Vei + Vg,
Vi =Vei + Vg, + V2
Visi =Vei + Vg + V2
Vi =Vei + Vg + V2
Visi =Vei + Vg, + V2

1i + Ve

1i + Vi + Vi

1i +Va3i +Vesi + Vgyr;

1i + Vazi + Vesi + Va7 + Vg

! !
Viei = Vi + Vg +Va1i +Vazi + Vsgi + Vazi + Vinioi + Vg,
!
Vi7i =Vei + Vg + Va1 +Vagi + Vsai + Vg7i + Vi110i + Via12 + Vepi

Donde:
! _ Rl
Vi1 = w1 xRy
V.. =ws xR
G2i — W2i G2i
V.. =ws3; xR
G3i — W3i G3i
V.. =w4; xR
Gai = W4i X Ry;

o . /
Visi = wsi X Rgs;

! / / T
RG1i = Qcrgy roy = (X610, Yoir za1i]
R, = 1‘, 1-, = 1R4 .

G2i = YGai G2i = 5 "43i
R...=Q:r - lR ,

G3i = 5i¥ i34 TGsi = o 165
R. .= > /o lR .

cai = Q7iTGa; YGai = o Ravi

R, =1[0,0,0]"
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1
/ / / / A .
Viei = Wsi X Rgg; Riei = Quoi¥ee; TGei = ERIHOI
V... =w7; xR R...=Q,r r —lR ;
G7i — W7i G7i G7i — W12i%G7i G7i~ 1412i
T
Vipi = Wpi x Repi Repi = Qpirapi rGp; = [0.053,0,0]

Los vectores rgyi,¥g3/;,... €stan definidos en las bases locales correspondientes a
cada cuerpo.

4.1.3. Analisis de aceleracion

Utilizando la ecuacion (3.1.6) se obtiene la segunda deriva de (4.1.1), de igual
manera derivando (4.1.4) se obtienen las siguientes expresiones:

Ecuacion de aceleracion lineal

Ac+AG, +Az1; +Ausi +Assi +Agzi +A1110i + Ara12i +Acpi = Api (4.1.5)

Ecuaci6n de aceleracién angular

ag; = wp; (4.1.6)
Q¢+ Q32+ &s54; + A76; + Qog; + X109, + X1211; = Apj (4.1.7)
Donde:
A =X+ e+ % a; = PKo + 0.3y + (PcKo) x (6.Jp)

+ WCKS + (Ko + 96](,)) X U/CK(I),
AG; = ac xRy +we x (e xRp;)

As1i = a1 xRoyj + w1 x (w1 x Rap;) a; =

Ag3i = a2i X Ry3i + 02 X (02 x Ry3;) @z = @) + &3z; asi = 032:J3 + w1 x O32]3

Agsi = @3; X Rgsi + w3; % (w3; x Res;) Qas3; = @o; + Asy; @ss; = O54i1s + i x 054,14

Ag7i = @4i x Rg7; + w4 % (w4; X Rg7;) @y = as; + az; azi = O76i)6 + w3i x 076
A1110i = @i x Ri110i + Wi % (We; X R11101)  @6i = @4 + Xgg; + &109; @gs; = OggiJs + wai x OogiJs

@109i = 0109119 + ws; x O109; 19

A1412; = @7; X Ryg12; + w7; x (W7; xRig12;)  @7; = @6 + @211 a1211; = 01211 K11 + wei x 01211 K11

Agpi = agi X Rgpi + wgi x (wg; X Rgpi) ag; = A7; + A1514; a1514i = 015141014 + 077 x 15147014

Api = Xpi + j}pi + Zpi QApi = (ﬁpiKO + 6!'112) + ((bpiKO) x (9p1]6)

‘priKg + (W piKo +9pi]6) x WpiKg
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4.1.4. Ecuaciones Dindmicas empleando NOC
Recordando la ecuacién (3.2.6) y aplicando la misma se tiene:

= Para el elemento 1:

o @ |Z] e _ $Ko + 0Ty + 1K
7 vg Ve + Vi, xclo + JeJo + 2cKo + (0gKo + gy + wy Kfj) x Rl
. KO . Il . [ KN
= +0 0 + 0
b iy |0 gty 7] i,
+ X 0 +7 0 +2 0
“| To Ye Jo ‘| Ko
t1 = oty +Octy + ety + Xty + Jety + 2ot (4.1.8)
= Para el elemento 2:
w2 | [ w2;
;= - U !
Vg V. +VG1 +Vyy +VG2i
¢cK9 + 9c16.+ VK] + 03] ]
gelo+ yeJo + 2cKo + (Ko + 0.y + 1 Kf) x (R, +Ro1; +RE, )
=¢ Ko +0 Jo ]
‘| Kox (R, +Ra1;i +R,)) “l J5 x R, +Ro1i +R;,.)
1"
+ ljlc [ 1! ! KO ! + x() 0 ]
KO X (RGl +Ro; + RGZi) Iy
. 0 . 0 ; 2
+ +2 +032;
Ye Jo c Ko 32i R’GZ
toi = Pelty +tar) + Oc(ty +tpy) + ety +tc1)
+Xoty + Yoty + Zot, +032:t1 4.1.9)
= Para el elemento 3:
o] @32 [ W+ W32; + W54
! Vgsi V. +V’Gl + Vo1 +Vys3; +V,G3i

— [ Ky
“| Kox (R;; +Ro1; +Ryz; +R5)
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Jo

+0
| Jh x (RGy +Ropi +Ryz; +RE,)

. K
e [ Kj x (R +R21(2 +Ry3; +R;,)
I
J2 x (Ra3; +Ri5,)
= ety +taz) +0c(tg + tgo) + ety +tco)

+ Xty + Yoty + 2ct, +932it21i +954it22i (4.1.10)

+

0
Ve
Is
I, xR/

G3i

+03; + 054

= Para el elemento 4:

w3;

th; =
4 Vsi

B [ W + W32 + W54 + W76;
!
Ve + Vi, + Va1 +Vaz; +Vesi + Vey;

. [ 4 ]
Ko x (R,Gli +Ry1; +Ry3; + Rgsi + R/G i)
IO X (I{GII Ilzll Il43l IRGSl I{G4l)

n

+0 .

+

. 0
+

Ve [ Kj x Ry, ; +R211 +Ry3; +Res; +Ry,;) Ve ]
+832i[ ]ZX(R431+R651+R P ]
I4

Jo
Iy x (Resi +RIG41) J6 x RG4z

= Pelty +taz) +0c(tg + tps) + e (ty + te3)
+Xcbye + Yoty + Zetz + O32it31; + Osa;t30; + O767t334 (4.1.11)

+076i

+ 954i [

= Para el elemento 5:

wWs5;

ts; =
o Vgsi

_ W, +W32; + W54 + W76; + W9g;
Ve +V,Gl +Va1; +Vu3; +Ves; +Vgy; +V,G51

Ko

+Ro1i +Ryz; +Res;i + Rezi + RGSz)
Jo

! !
Ji x (R;); +Ro1i + Ryz; + Res; +Rezi + Ri)
n

. K 0 ]
+ 0 +
Ve Kj x (R, ; +Ra1; + Ryz; + Res; + Rezi + Ri)) [ \

J2
[ J2 x (Ry3; + Res; + Rezi + Ry,

Iy ]
I x (Res; +Rg7i +Ri))

B (pc KO x (RGlz

+0,

+032;

+ 954i [
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Js

Jo x (Rgzi + R ) | 70980

+076i

[ Jg
G5i) Jo x Rigs;
= ety +tag) +0c(tg +tpg) + Pelty +tea) + Koty

+ ety + Zets +03ita1; + O5aitan; +O76tas; + Oogitas (4.1.12)

= Para el elemento 6:

ws;
Vei

B [ We+ W32; + Ws4; + W76; + Weg; + W109;
- ! !
V, +VGl +Vo1; +Vy3; +Vgs; +Vg7i +VG6i
— Ko
- c ! !
Ko x (Rg; + Ra1i + Ragi + Resi + Re7i + Rgg;)

tg; =

. Ji ]
+0 0
¢ [ Jo x (Ri;;; + Ro1i + Ryz; + Res; + Ry +R,G(ii)

Gli

“y o | v |

“| Kf x (R, +Ro1; +Rayz; + Res; + Razi + Ry) Ve

. ]2 . I4 ]
+03; +054i

32i [ J2 x (Ry3; + Res; +Rezi + Rizg,) | 1y x (Resi +Re7i + Rizg))

. ]5 A ]8 A [ 19
+ 076 +0gg; +0109:

761 J6 x (Rg7i +RIGGi) 98i Jg x R’GGi 109i Ig x R,G(ii

= (bc(t(p +1t5) + 0 (tg + tgs) + Yelty +1tcs) + Koty + Yoty + 2ct,
+032it51; +O54;t52; + O76;t53; +Ogg;tss + 010955 (4.1.13)
= Para el elemento 7:

w7
Vesi

_ [ We t+W32; + Ws4j + W76; + W9g; + W109; + W1211i
- ! !
Vei+ Vi, Vari +Vazi + Vesi +Vazi + Viii0i + Vi

Ko

—¢>c[ Ko x (R;;; + Ro1; + Ryz; + Res; + Rgzi + Rinio + R, ]

t7; =

+0,

Ty ]
Ji x (R;; +Ra1i + Rz + Res; + Rezi + Ripo +R;))

Gli
] X REE
Ky x (R, ; + Ra1i + Rusi + Resi + Rgzi + R0 + Ri7;) Ve

Gli
I
J2 x (Ry3; + Res; +Rgzi + Ri110i + R;;;) ]
Iy
I x (Rgs; +Rgzi +Ri110i + Ri;5;)
Jo

Jo x (Rg7; + Ry110; + R(;;;)
Jo

Jo x (Ri110 + Ry,

+032;

+ 054

Js
8 x (Ri110i +Ri;5;)

Ky
!
Kii xRe7;

+ 076

+998i [ ]

+0109; +01211; [
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tgi =

= ch(ttp +ta6) + éc(te +1tge) + Yty +tce) + Xcty + Yoty + Zet,
+032it61; + O54te2i + O76itesi + Oogitea + 0100ites + O1211ites (4.1.14)

= Para el elemento 8:

wg; | _ [ W, + W32 + Ws4; + W76; + Wog; + W109; T W1211; + W1514
Vepi Ve + Vi, + Va1, +Vaz; +Ves; + Vgzi + Vit10; + Viarz + Vepi
— [ Ko
- c
Ko x (Ry;;; + Ra1i + Rys; +Res; + Ra7i + Rit10 + Rigr2i + Ropi)
!
+0, To
Jo x (RG;; + Ra1i + Ragi +Res; + Rezi + Rit1o + Riarzi + Ropi)
n
wie| o “ tly
Kj x (R;;;; + Ro1; + Rz +Resi + Rgz; + Ri10 + Rig12i + Ropi) Ve
+932' 12
1
J2 x (Ry3; + Res; + Rgz; + Ri110 + Ria12i + Repi)
+0 L
54i
I x (Rgs; + Rg7; + Ri110 + R1a12i + Repi)
: J6
+976'
" J6x (Rg7; +Ri110 + Rua12i + Rgpi)
. ]8 - ]9
+09g; + 6109
" Jg x Ri110 +Rusr2i + Rgpi) " Jo x Ri110 + Ris12i + Rgpi)
; K ; J14
+01211; +01514
"| Ki1 x (Ria12i +Repi) "| Jia xRgpi

= (pelty +taz) +0c(tg +tg7) + ety +toy) + Foty + Yoty + Zet,

+032it71; + O54it72; + O76;t73; +O9g;t74 + 010975 + 01211 t76 + 015145 t77

(4.1.15)

Dadas las ecuaciones t; es posible acomodarlas de la siguiente manera:

t
to;
t3;
ty;

.¢'>Ct¢, +0cty + Yoty + Xty + Joty + et .
Pelty +ta) +0c(ty +1p1) + Pty +ter) + Xty + Jety + Zetz +O32it11;
ch(t<p +t40) +0.(ty + tBZ) + u./c(tl.// +tco) + Koty + Yoty + Zct
_ +032t21; + 054122 )
Pety +1taz) +0c(tg +tgs) + ety +tcs) + Xty + Yty + Zetz + 03231
. +054it32i + O76itssi .
Pty +tag) +0c(tg +tpa) +9c(ty +tca) + Xty + Yoty + Zetz +O32itan;
_ +054ita2; + 076143 + Oogitas )
(Z)C(tgb +1ta5) + 9c(t_9 +1tps) + .V./c(tu/ + tQS) + xctx"" Vety + Zctz + 032it51i
+054it52; + O76;ts3; + Oggits + O109its5
(Pc(t(p +ta6) + Qc(te +tge) + U/C(tu/ +tce) + Xcty + J’cty +2cty + 9321t711
+054t72i + O76te3i + Oogites + O109ites + 01211:te6
¢c(t¢ +ta7) + 9c(t9 +1tp7) + U/c(tu/ +tc7) + Xcty + Yoty + 2otz + 0321t711
+054it72i + O76it73i + Oogitza + O109it75 + 01211t76 + O1514it77

|
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ty ty ty LSV A%
tp+tay o+t ty+tcr e ty
tp+tax togttg tyt+ter t ot

= tp+tas to+tps tyt+tes tx ¢

tp+tas tog+tps tyttcs tx ¢

tp+tas tg+tps tyt+tes tx ¢

tp+tag tgt+tps ty+tceg t t)

| tp+taz to+tpr tyt+tcr ty
t=T0

t;
t;
t;
t;
t;
t;
t;

t
t)
t31
ty
t51

t7)

t
t32
ty
tso
te2
t72

oo oo

t5g
tsa
t74

47
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
tsg O
tzg 77
(4.1.16)

En la ecuacio6n (4.1.16) se puede apreciar el tensor de transformacién T el cual tiene

por elementos:

Jo x (Rz1; + Ras; +Resi + Rigy,)

ty = Ko
¢ Ko xRy
I/
ty = 0
0 Ko xRy;)
K”
ty = 0
W
Ko xR,
tan = 0
A7 Ko x (Ro1i +RL,))
oy = 0
BT 3) x Ro1i + R, )
to = 0
17| K x (Ror; +R,)
tar = 0
427 | Ko x (Ro1; +Rygi + R,
ta = 0
B27 1 3 x (Ro1; +Rag; +R,))
o = 0
7| KJ x (Rop; +Ryg; +Rp;5)
an = 0
7| Ko x (Ro1; +Rugi +Resi +R,)
0
tp3 =
0
tes =

Kg x (Ro1; +Ry3; +Res; + R’(;41')

9:321'
O54i
O76i
B9si
O109i
0211

| O1514i |
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tag =

tpy =

tcy =

tas =

tps =

tes =

tag =

tpe =

tee =

ta7 =

tp7 =

tcr =

ty

to) =

t =

t3) =

t3 =

t33 =

0

Ko x (R21; + Ra3; + Res; + Rg7; + R,GSi)
0

Jo x (Ra1; +Ras; + Resi + Rezi + Rig,)
0

K{ x (Rz1; +Rus; +Resi + Rezi + Rigg;)

0
Ko x (Rz1; + Ry3; + Res; + Rg7; + R

G61)

0
Ji x (Ra1; + Ry3; +Res; + Rezi + Rizg;) ]
0
Kj x (R21; +Rus; + Resi + Rezi + Rigg,)
0
Ko x (Rz1; + Ras; + Res; + Re7; + Rin10i +Ri;,)
0
Jo x (Rz1; +Rus; + Resi + Rezi + Rinnoi + R;;)
0
Kj % (R1; +Rus; + Resi + Rezi +Runno; + Ri;7;)
0
Ko x (Rz1; + Ra3; + Resi + Re7i + Ru110i + Ria12; + R/Gp,-)
0
Jo * (R21; +Rys; +Resi + Raz +Rinnoi + Ruarzi +RG )

0
K{ x (R21; +Ry3; + Resi + Rg7; + Ri110; + Rigrzi + R’Gpi)

0
Iy

a
Jo
0
Ko
2
]2 x RGZz

I ]
J2 x (Ryz; + Rig,)

Iy
Iy x RG31

Jo X(R431+R651+R P ]
Iy
I4 X (R65i +R,G4i)

Js
Jo x RG4l

48
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ty =

ty =

ty3 =

tyy =

t5) =

tso =

t53 =

tsy =

t55 =

tg1 =

te2 =

tg3 =

tgq =

tg5 =

te =

t; =

t7o =

t73 =

t7y =

t75 =

t76 =

I
J2 x (Ry3; + Resi +Rezi + Ri))

I
I x (Res; +Rgzi + Ry ;) ]
Js
Jo x (Ra7; + R5;)
Js

!/
Jo xRes;

I> ]
J2 x (Ry3; + Res; +Rezi + Ri110i + Rig;)

Iy
I x (Res; + Rgzi + Rigg;) ]
Js
Jo x (Rg7; + Rig))
Js
Jo x R,
Iy

!/
Io xR,

J>
J2 x (Ra3; + Resi + Rs7; + Rin10i + Re7i) ]
I
I x (Res; + Rgzi + Ri110i + Rezi)
Js ]

J6 x (Rg7; + Ri110i + Ra7i)

Js
Js x (R1110i + Ri71)

Io
Ig x (Ri110i + RG7i)

Ki;
Ki1 x Rgzi

J2
J2 x (Rq3; + Res; + Rg7i + Ri110i + Ri412i + Repi)
Iy
Iy x (Rgs; + Rg7; + Ri110i + R1412i + Rpi)
Jo

J6 x (Rg7; + Ri110i + R1412i + Repi)

Js
Jg x (R1110i + Ri412i + Repi)

Io ]
Io x (R1110i + R1412i + Ripi)

K

K11 x (Ri412i + Repi)

49
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= [ J1a ]
77 J14 x RGpi

Para obtener la formulacién de Newton-Euler en términos del Twist es necesario
obtener T, para ello se deriva el tensor t.

t1 = Pety + ety + Oty + Oty + ety + ety + oty + Xoty + Joty + Yoby + Zety + Zet,
toi = Pelty + tar) + Peliy + tar) + Oc(tg + tg1) + 0. (tg +tp1) + ety +ter) +Pelty +ic1)
+ Xty + gty + Yty + Yoty + Zetz + Zetz + O32t11; + 032111
t3i = Pelty + taz) + Peliy + ta2) + Oc(tg + tgo) + O, (tg + tpa) + ety +tea) + ety +ic2)
+ Koty + Koty + Joty + Yoty + Zet, + 20t + O32it017 + 032121, + O54it00; + O5a;t20;
t4i = Pty +ta3) + ety +tas) + Oc(tg + tpg) + O (i + tp3) + ety +tez) + ety +ica)
+Foty + Xty + Yoty + Yoty + Zoty + Zoty + O32:t31 + O32it31 + Osaita2 + O5ait30 + O76t33 + 07633
t5; = Pelty +tas) + Pty +tas) +Oc(tg +tpa) + 0ot +Epa) + ety +tca) + ety +ica)
+ Koty + Koty + Joty + Yoty + Zet, + 2ot + O3ita1 +O32:ta1 + 545t + O541ta0 + O76ita3 + O76ita3
+0ogitas + Oggitay
t6i = ety +tas) + gt + ta5) + O, (tg + tgs) + wg (tg + trs) + e (ty + tes) + wy by + ics)
+ Koty + Koty + Joty + Yoty + Zet, + 20t + O32it51 +O32:t51 + Os4;ts52 + O54;ts50 + O761ts3 + O76its3
+ Oggjtss +Oogitss + B109itss + 0100 b5
t7; = Wy (ty + tag) + W (tp + tas) + g (tg + tpe) + wg (tg + tpe) + Wy (ty + toe) + Wy (ty + tee)
+ Koty + Koty + Joty + Yoty + Zet, + 20t + O32ite1 +O32:t61 + Osa;te2 + Osaiter + O76ite3 + O76ites
+Oggites +Oogites + O109ites + 0100ites + O12117te6 + O1211it66
tsi = Pelty +taz) + Peliy +a7) + Oc(tg + tp) + 0. (tg +tp7) + Uty +tey) + 4.ty +cr)
+ Koty + Koty + Joty + Yoty + Zet, + 20t + O32it71 + O32:t71 + Os4;t70 + 054170 + O61t73 + O76it73

+0ggit7s +O9git7s + O109it75 + 0109it75 + O1211it76 + O1211it76 + O1514it77 + O1514it77

Donde:
= %
Ko x Rgy;
o
Jo x Rgyi
tu/ = 1 0'/
Ky xRy
ta = . 0 .,
Ko x (Rz1; + Rggp;)
T
]0 x (R21; + Rgpp)
O
KO x (Ro1; +RG2,')
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tA2 =

tBZ =

teo =

tA?; =

tBB =

tes =

tas =

tpy =

tos =

tas =

tBS =

tes =

tA6 =

tpe =

tos =

tar =

tB7 =

ter =

ty

0
Ko  (Rp1; +Raz; +Riz3;)
0
Jo x (Ro; +Raz; +Rizs;)
0
K{ x (Ra1; +Rys; + Riz))
0
Ko x (Rp1; +Raz; +Resi + Rozyy)
0
Jo x (Ra1; +Rag; + Resi +Regy;)
0
K{ x (Rp; +Rys; + Res; + Royy)

0

Ko x (Rp1; +Ra; + Resi + Rezi + Rigs;) ]
0

Jp x (Ra1; +Raz; + Res; + Raz; + Rgs;)
0

K{ x (Ro1; + Rys; + Res; + Raz; + Rgs))

0
Ko x (Ro1; + Rug; + Resi + Rezi + Rigy) ]
0
Jo % (Ro1; + Ryg; + Resi + Rgzi + Riggy)
0
K{ x (Ro1; +Rys; + Res; + Raz; + Re))
0
Ko x (Ro1; +Raa; + Resi +Razi + Ripnor + R7y)
0
Jo x (Ra1; +Rag; + Res; + Re7i + R + Rz,)
0
K{ x (Ro1; + Rys; + Res; + Rz + Ri110i + Re7;)
0
Ko x (Rz1; + Ras; + Res; + Rz + Rit10i + Riar2i + Repi)
0
Ig x (Ra1; + Rz + Resi + Re7; + Rin10; + Ruaroi + Rsz')

0
K{ x (R21; +Ry3i + Res; + Rg7; + Ri110i + Rua12i + Repi)

oo oo o9

51



CAPITULO 4. MODELO MATEMATICO

t =

t21 =

t22 =

t31 -

t32 =

t33 =

t41 =

t42 =

ty3 =

t44 =

t51 =

t52 =

t53 =

t54 =

t55 =

t61 -

ter =

t63 =

t64 =

t65 =

t66 =

0

J2 x Ry

0

Jo x (Rys; +Rigz))
0

L x R,

0
J2 % (Rys; +Resi + Reyy) ]
0
Iy x (Res; + Reay)
0
Je x RlG4i

0
J2 x (Raz; + Resi + Re7i + Rlcsi)

0
Is x (Res; +Re7i + Rggy) ]
0
J6 x (R87i +RIG5,')
0
Js x Rgs;

0
J2 x (Ruz; + Resi +Rezi + R’GGZ-)

0
I; % (Res; +Re7i + Reg)) ]
0
Jo x (Rg7i +R’GGi)
0
Jg x R/GBi

0
0
J2 x (Ry3i + Res; + Rg7; + Ri110i + Re7:)

0
I, x (Rgs; +Rgzi +Ru110i + Ro7i) ]
0

J6 x (Rg7; +Ri110i + Rg7i)

0
Js x Ri110i +Ra7i)

0
Iy x (Ri110i +Re7i)

0
Ki1 x Rgz;
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. 0
tn= J2 x (Raz; + Resi + Rgzi + Ri110i + Riarzi + Rgpi) ]
try = . :
Iy x (Rgs; + Rg7; + Ri110i + R1412; + Rgpi)
trs = o0 .
J6 x (Rg7; + Ri110i + R1412; + Ripi)
S N N
Js x (R1110i + R1412i + RGpi)
S R N
I x (R1110i + R1412i + RGpi)
o = O
K11 x (Ri412i + Rgpi)
o= %
J1a x Rapi

Por lo tanto la matriz T queda de la siguiente forma:

(=]

iy i b, it & 0 0
tp+tar to+tpr ty+tcr tx t tz g 0 0
t(p + tAz tg + th tV/ + tcz tx ty iz i21 tgz 0
t(p + tAg tg + th tU/ + tcg tx ty iz i31 t32 t33
tp+tag tot+ipy ty+ics G t T ty t tz iy

Retomando la ecuacién(3.2.16) se tiene:
Mi = -WMt+w” +w’ + wP + w®

Donde:

0

T34; —Tasi A
Wf:[ i 1 ] W5= 0

Tus; — Tse: ] A
Wg

Te7; —T7gi T7gi +Mp; + Rgpi x Fp;
w?:[ wi = P gpi X Ep

0 Fpi

tq; +ta5 tg+ips tw +ics ty t; 51 5 t53 t54 ts5
tpttas to+tps tyttce tx ty, t; te1 T2 t63 tea tes tos
| tp+taz tot+tpr ty+tcr e ty tp t71 tyz tyz tzy tys tze 77

53

N-N-E-N-E-E-N-)

(4.1.17)
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W
ot
i
G
wG — w% W? _ 0 g; _ 0 wg; _ 0
w, -mg —mag —-msg
Wy
G
w7
wy |
wé=| O G _ 0 wé=| ©
4 —myg 5 —msg 6 —mgg
WG = 0 G = 0
T g 87| —mag
wp
wb
'
w 0 0 0
WD: w;b wl:[o] WZ:[O] WgDzlo]
wg
wy
[ wy
0 0
welo| weo] wee[d]
0 0
welo] o]
wy
C
w,
wy
¢
wl=| %4 wC = [ —Mi2; + Ro1i % (—=F121) ]
Wg —Fi2;
o
W
w7
| wg
wS = Mi2; —Mps; + (Razi — Ri;,,) x (—Fazi) + (—Rp,,) x Fip;
Fi2; —Fas;
wS = Mys; —Maa; + (-Ri,;) x Faz; + (Resi — Ri5,) x (=Fa4))
Fa3; —Faq;
WwC = | Msai—Mus; + (—R,;) x Fa4i + (Rg7; — Ry, ) x (=Fy5:)
4 F34; —Fys;
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we = M45i_M56i+(_R/GI§l~) XFé5i+(_R/GSi) x (—Fs;) ]
451 — Fsp;
wG = Ms6; —Me7; + (—R;6;) x Fsei + (Ri110i — Rigg;) % (=Fe7:) ]
Fs6 — Fe7i
wé = Me7; —Mzg; + (—R;;) x Fe7i + (Ria12i — R(;;;) x (=Frg;) ]
Fe7; —Frsi
WS = Mqs + (—;{G].ai) x Frg;
78i
F12: = Qg;f12i fi2i = [flzxi,flzyi,flzzi]T
Mi2; = Q3;my4; mi; = [Mi24,0, Miazil
T12i = Q3it14 t12; = [0, t12yir0]T
F23; = Qs;f03; fo3; = [f23xi;f23yi;f23zi]T
Mas; = Q5;my3; my3; = [0, m23yirm23zi]T
Tasi = Q5;t23i to3i = [£2341,0,01”
F34; = Q7;f03; f34; = [f34xi,fs4yi,fs4zi]T
M3s; = Q7;msy; M34; = [M3axi, 0, Maazi]”
Ts4i = Q7,134 t34; = [0, t34yir0]T
Fu5; = Qq;fss; f45: = [ fasxi» fasyi» faszi) ’
Mys; = Qg;mys; mys; = [Masxi, 0, Maszi] "
T45; = Qoitys; ts5; = [0, t45yirO]T
Fs6; = Qq9;f56; f56; = [f56xi;f56yi;f56zi]T
Mse; = Qq0;ms6; ms; = [0, m56yirm56zi]T
Ts6i = Q1oitsei ts6i = [156x1,0,01”
Fe7i = Q12:f67; f57; = [f67xi»f67yi’f67zi]T
Meg7; = Qp2;mg7; me7; = [Me7xi, m67yir0]T
Te7i = Qqoite7i te7i = (0,0, fo7zi] "
Frgi = Qy5;f7s; f78; = [f78xi,f78yi,f78zi]T
Mzg; = Q15;my7s; myg; = [M7gxi, 0, Magzil |
T7gi = Q5;t7si t75; = [0, t78yir0]T
My =Qpm; my,; = [Mpxi, Mpyi, mpzi]T
Fpi =Qpifpi £0i = [foxir foyir fpzi) !
También:

M =diag(M;,M,M3,My, M5, Mg, M7, Mjs)
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Cada matriz M; de 3 x 3 se define como sigue:

M; =

Igi 0
0 m,-I

De manera similar:
W= diag(wl,WZ,W3,W4,W5rW6»W7,W8)

Cada matriz W; de 3 x 3 se define como sigue:

Q; 0
Wi = 0 0 ]
Ademas:
0 —w; Wy
Qi = Wz 0 —Wx
—wy Wy 0

Para obtener una formulacién equivalente a la de Euler-Lagrange la ecuacion (4.1.17)
se pre-multiplica por T”

T'Mi =T (-WMt+w?) + T W" + w” +w") (4.1.18)
Derivando la expresién (4.1.16) obtenemos lo siguiente:
t=T60 +TO (4.1.19)
Sustituyendo y en la ecuacion (4.1.18)
T'M(T0 +T0) = -TTWM(T) + TT (w” + w® +w® +wP)
T'MT = -T'MTO - T"WMTO + T (w” + wC + wP)
I§=—C9+T+6+y

Donde:
I=T'MT
Cc=T'MT +T'WMT
T=T'w"
5=T'wP
y =TTwC

Donde T son los pares de torsién actuados, y representa la fuerza de aplicada por la
gravedad y é son los efectos disipativos.
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4.2. Extremidades superiores

Siguiendo el procedimiento detallado en la seccién anterior:

= Se asignan variables y bases locales

Fig. 4.2.1: Bases Locales.

= Se determinan variables (Tabla[4.2.1)

= Se determinan los GDL:
GDL=6(L-1)-5]J1-4]J,-3]3-2]4—]Js

=6(6-1)-5(5)
=5

Al igual que en el modelo de las extremidades inferiores se deben agregar 6

GDL para el efector final mdas no para el inicial pues es el mismo, por lo tanto
GDL=11.

= Se plantea la ecuacion vectorial del sistema (4.2.2).
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Posicién | Velocidad | Aceleracion
! -/ s/
_ i _ 210 410 410
Posicién | Velocidad | Aceleracién Zéz Z'éz Zéz
! ! !/ / s/ =/
A 05 05, Z54 254 254
’ ’ / 7 7 =
G P
95,371' 9§7i 9§7i X761 X761 X76i
! -! o/
?981’ ?981‘ ?981‘ Z’109i Z,109i Z,109i
01110i 01110i 01110i Y1211i Y1211i Yio11i
(a) Datos de entrada. (b) Incégnitas.
Tab. 4.2.1: Variables de extremidades superiores.
! |
f

(b) Vectores de C.G.

(a) Vectores de Posicion.

Fig. 4.2.2: Diagramas vectoriales.

4.2.1. Andlisis de posicién

A partir de la Figura se plantean las ecuaciones que a continuacion se pre-

sentan.

Ecuacién de la posicién lineal.

+R/

! ! ! ! ! ! ! _ !
R +Rjg + Rz + Ry + Rgs; + Ry + R 1211 = Rp;

109i

Ecuacién de la posicién angular.

QcQ.(65,,)Qy (033)Q (076)Qy (055) Q107110 = Q)

(4.2.1)

(4.2.2)
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Donde:
Rei = xcip + ycjo + 2cko
Rig; = 210;Ko K{ = Q k] kj =10,0,1]7
Ry, = 25, K) K, = Q5K ,=10,0,1]7
Ry, = 25,,K] K, = Q;k, ,=10,0,1]7
Rgs; = —Xg5, 15 Is = Q} i} it =(1,0,07
Ry = —xg;, 17 I, =Q}i i, =1,0,0/"
Rig9i = 2109/ Ko K = Qj, kg s=10,0,117
Rio11; = Yo 1 =Q)in ji=10,1,07

R),; = xp;0 + V)0 + 2)ko
De igual manera:

Q. =Q;(¢)Qy(0)Q. ()
Q3 =Q.Q.(05;,)
Ql; = QIZiQy(QAIBi)

Qg,- = Qﬁl

Qs = Qs

Q7; = Qg;Qx (0g7,)

Qs/ai = Ql7iQ)’(9£;8i)

Qi1; = Qy;Qx(O11197)

Q) = Q.(,)Q,(0,)Q. W)

4.2.2. Analisis de velocidad

Ecuacion de la velocidad lineal

! ! ! ! ! ! ! ! _ !
Ve+Vig+ Vg + V5, + Vs +Vgr: +Vigg; + V1511, = V)

Ecuacién de la velocidad angular

59

(4.2.3)

(4.2.4)
(4.2.5)

I
wg; =,
R Y RN AT SN _
We+ Wy +Wy3; T Wag; + Wog; +W1y15; = W
Donde:
. . .. . H 2 ! H 1!
Vi = Xeilo + Yeijo + Zeiko w:=¢:Ko+ 00]0 + K
! !
Vipi = @1 xRy, w1 =W,
! _ ! ! I _ A/ ! ! T
Vi, = wy; xRy, w, =w.+0,K; K; =10,0,1]
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60

7 I A g ;7 T
Vi = w3 xRy, w3 = w) +0,3K; K3 =10,0,1]
!
Vs = wy x R651
7 r_ ' ;7 T
Vg7, = @); xRy w); = wh + 0, I I7 =11,0,0]
! o / I / ! _ T
Viogi = @s; X Rygg; wh; = @)+ 04Ty Jg=10,1,0]
/ _ ! 1o ! 1 T
Vi1 = @g; X Rypyy; wg; = wg; +0710,T1 I, =1[1,0,0]

ol s . ./ Y . ] “
Vi = X,do+ Ypidot 2k @, =¢",Ko +0'pido+ v piko

Velocidades de C.G

! - .

Vi1 = Vei
r_

Viai = Vei + Vig; + Vi
! — .

Vigsi = Vei +Vig; +Vay; + Vi,
d — 3 ! ! !

Viai = Vei + Vg + Vi + Vi, + Vis; + Vi,
. /

Visi = Vei + Vg +Vay; + Vi + Vs + Vg, + Vs,
r_

Viei = Vei + Vig; +Vag; + Vi + Vs, + Vg + Vg, + Vg

Donde:
AV XR I~ noo_ lR/
G2 =Wy R¢, = Qorey TGy = 5 132
1
"o " ’o "o !
Vs = w3 xR R¢; = Qures TGy = 2R54i
A xR, =Q..r r; 1R’
Gai = @4 X Rey; R(y; = Q4164 Gai = 5 7
"o '
Vcsz = “’51 x RGSz GSz Q91rG51 TGsi = §R109i
V. —w. xR Q _ lR/
Gei — Wg; X Rggi G61 11;1'66; YGei = 5 M211i

4.2.3. Analisis de aceleracion

Ecuacion de aceleracion lineal

! ! ! ! ! ! _ !
Ac+Ajg+Agy; + A5y, +Ags; +Agy; + A g + Ay = Ay

Ecuacion de aceleracién angular

Qg = Api

/ / / / / o
Qe+ Q)+ QY3+ Wog; + Rgg; + &g = &y

(4.2.6)

(4.2.7)
(4.2.8)



CAPITULO 4. MODELO MATEMATICO

Donde:

Al =a.xRjj+w. x (@ xR)p)
Az = a2 X R3pj + w2 x (w2 x Rsp;j) a=ac+az
Asyi = a3; X Rsgi + w3 % (W3 % Rsy;) Qa3 =0+ @y3
Agsi = @3 x Res; + w3 x (w3 % Res;)
Ag7i = a4 X Rg7; + w4 x (w4 x Rg7;) @y = @3; + A6
A19; = @s; x Rygg; + ws; x (ws; x Rygg;) Qas; = @y + Aog;
A1211; = @i X Rio11i + wei * (We; x Ri2117) @6 = @5 + @1110;

I _ ol -/ of
Api = xp,-lo + J/piIO + ZpiKo

4.2.4. Ecuaciones Dindmicas empleando NOC
Aplicando la ecuacién(3.2.6) a cada elemento se tiene:

= Para el elemento 1:

t. = @), — [ W ] _ $cKo +9016+1/7ch ]

. VlGli Vei Xeilo + Yeifo + Zeiko
_i | Ko [ To [ Ky 0
_¢4 o [T0 0 |tV 0 || &ro |T

= ety + Oty + ety + Xoby + Jety + 2ty

= Para el elemento 2:

61

L .
as = 01K + w; x 021K

P . ,
a4 3 = 943K3 + w3 x 943K3

®75; = émilé + Wy % 9761‘%
@gg; = Ogg;Jg + ws; x 998i1§
a1110i = 911101'1'10 + ws; % 911101'1’10
“;n‘ = QB;iKO +é;gi]6 + ((I’;;iKO) x (9;”‘]6)
+ 1'1};71'K6, + “VpiKO + 9;’1']6) X 1VpiKg

0
zclo
(4.2.9)

0 ] N
_)./cIO

t) = “,’éz _ [ w1 +/6é1i l” _ [ PcKo+0cJ, Jr,‘l’chlJr HéliHK,I
13 . . .
Voai Vei + Vi, + Vi, Vei + 01 X Ry, + @5, xRy,
. Ko . ¥,
=¢ [ +0
| Kox (Rjy; +R¢y) [ Jox (Ryg; +REy)
. K// . KI
+ 0 + +0),. L
Ve [ K x (R}, +RG)) Ve 2] K xR,
= ety +taz) + 0ty + tga) + Pty +tc)
+ Xty + Pty + 2ot + 05,8, (4.2.10)

= Para el elemento 3:

! H s 14 H 1 1 ! 2l !
t, = Wi =[ ¢CK0+Q€]0+}/’6K0Jlr921i1f}+943i]3
1 .
Visi Vei +Vig; +Vao; Vi
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= ()i)C [ / Ko / " +éc 1 / 16 / "
Ko x (Rjy; + Ryy; + Rg3) Jo < Ryg; +Ryp; +RG3)
+ 11./0 [ 1! ! KO ! n + 0 ]
Ky x (Ryg; +Rgy; +Rea) Ve
. K . 7,
O] ey e |0 3, i,
= wg(ty +taz) + wg(tg + tps) + Wy (ty +tez) + Xty + Jety + 2.t
+0, 1ty + 045t (4.2.11)
= Para el elemento 4:
o] |- S
Gai ci T V0; ¥ V32 ¥ V54; t Vesi + Vi
) Ko
= Ko x (Ro; +Ryy; + RSy + Ry, +RE,))
+ 90 ! ! ! I(’) ! ! " ]
Jo x Ry, + Ryp; + Ry + Reg; T Reyy)
1"
Vel Ky R, 4R .fg{’ 4R +R.) | T \(I) ]
0 10i 32§ 541 651 G4i ¢
+031; [ K, x (R! .+R’K%+R’ 4R,
32i 541 651 G4i
. ! . I
| g o e || 1,

= Wy (ty +tag) + g (tg +tpa) + Wy (ty +teg) + Xcty + Yoty + 2t

A !/ A/ ! A !
+0,,t3) + 03,3, + 07,133 (4.2.12)

= Para el elemento 5:

] -] YR
G5i ci t Vi ¥ V3 T Vg + Vs T Vg + Vs
= 4)6 K / / 3(0 / / "
0% (Ryg; +Ryy; + Ry, + Ry + Ry, + Rego)
!
+ éc / / / /IO / / "
Jo x (Ryg; +Ryp; + Rgy; + Ry + Ryg; + Rego)
+ ,lj/(»‘ 1! ! ! I/<6, ! ! n + 0 ]
Ky x (Ryg; + Rgy; + Ryy; + Reg; + Ryg; + Rigs) Ve
]
01| K xR, 4R .EIR’ +R,..+R)
1 321 541 65i 761 G5
0| (R; +R’]é +R.;; + R
3 X gy, + Reg; +Rag; T Res
+0! L +0; [ b
O Mg x Ry +Reg) | %% | Jgx Rigg
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= wg(ty +tas) + wg(tg +tps) + Wy (ty +tes) + Xty + Yoty + 2t

+021it) +0)3;t + Op ths + 004ty (4.2.13)

= Para el elemento 6:

w

!
,61'
VGGI'

_ [ Ko+ 0Ty + 1Ky + 05 K + 0,35 + O 1 + 04 Ty + 0]

21i 43i 87i 98i lllOiI,IO ]
Vei +Vig; + Vg + Vi + Vs + Vg + Vige; + Ve
Z,
+R!

651
!

IO/
+Rgs,;
1!
KO ,
+Rgs;

ro_
G =

~ 9 +R

!
+R 109i

!
+R 76

54i

Ko x (R! . +R,

"
10i T R34 +Ree)

+R/

!
+R 109i

!
+R 76

541

+wg [ / / / "
Jo x (Ryp; + Ry, +RGe)

|o
+R! V,

!
+R 109i

!
+R 761

541
KI
, 1

+Rys;
/

J3

!
+ R

tw
v [ " / / "
Ky x (Ryp; + Ry, +Rge)
+0 .
21 7 / /
"l Ky x (Ryy; + Ry

+R

/
+R 109

1
76i +RGe)
+0..

431 ! ! !
J3 x (Ryy; + Rys;
!
L

! ! "
I x (R)gg; + Rg)

!
TRy

+R)
e

! ! 1

Jg x (Rjgg; + R

A A
+0g7; +0109i

6)

!
l10

+0 .
1110i | 1 !
Ly xRge

= (1)¢(t¢ +tae) + wg(tg +tpg) + a)u,(tu, +1tcg) + Xcty + ycty + Zct,

A ! A/ ! A ! A/ ! A !
+0,1,t5) + 03,55 + Og7 sz + Ogg ts, + 011,155 (4.2.14)

De las ecuaciones t; encontradas con anterioridad podemos desarrollar como
sigue:

' ([)thp +0cty + oty + Xty + Joty + Zet,
Pelty +taz) +0:(tg +tp2) + }pc(tw +tc2) + oty + ety + 2ot +
! !
t . . Q?Iitu . . .
tll Pclty +taz) +0.(tg + tB.S) + WC(ty/ +tc3) + Xcty + Yoty + 2t +
2 /A /A
¢ . . 0311t + 043, ' . '
t= t’3l = | elty +tas) +0c(tg +1tpg) +17c(ty +tog) + Xcty + ety + 2ot +
4] 4l o A VA,
¢ . Oty T 055 + 076,85, . .
t/5l Pclty +1tas) +0.(tg +ts) + ety +1tcs) + oty + Yoty + 2t +
6i N/ ! a4 ! N/ ! N/ !
' ) 0ty + 943it4; +076, 145 + 99_3it44 ' '
Gty + t'AG) + Hc(t_(? +tpe) TYe (ty + 'tCG) + xct.x +Ycty + 2ctz+
! ! ! ! ! ! ! ! ! !
0311851 + 043,855 + 076,155+ 0gg;t5, + 01115, t55
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ty
ty+ta
ty+ta3
tp+tas
tp+tas
tp +tae

t=T6

tg +tpo
tg +tp3
tg +tps
tg +tps
tg +tps

ty ty t, t
ty+ttcx tx ty, g
ty+tcs tx ty, (g
tyt+tcy tx t, t
tyt+tcs tx t,
tyt+tce tx t, t

0 0
0 0
0O o
t,, O
t, t
?3 ;14
t53 t54

64

Zc
9:21i
O43i
076i
BOggi

011101
(4.2.15)

De la ecuacion [4.2.15|resulta el Tensor de transformacion T’ el cual tiene por ele-

mentos:

K
I 0
t(/) = 0
]/
r_|Jo
tg = 0
1!
ty, = Ky
0
0
t/Az = / "
Ko x (Ryp; +Rg,)
t, 0
B2 T x (Ryg; +Re,)
0
tlcz = 1" ! "
Ky x (Ryy; +Rg)
t 0
A Kox (R, +Ry,; +RE;)
t, 0
B3 Jo x R}y, + Ry, +RE,)
t 0
7Kg x (R, + Ry, +RE)
t 0
A4 — ! ! ! !
Ko x (Ryy; + Ry, + Ry, +Ry)
t, 0
B To % Ry, + RS, +Rig, + Regy)
0
!
fea = Kp x (Ry,,; + RS, + Ris; +RG;,)
t,.= 0
A5 T ! ! ! !
Ko x (Ryy; + Ry, + Ry, + R

!
+Ryy;

"
+R¢s5)
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0
th. =
B5 / / / / / / "
Jo x (Ryp; +Ryp; +Roy; + Rys; + Ryry + Rgo)
th.. = 0
c5 — 1" I / / 1 ’ "
Ky x (Rjp; +Ryy; +Rgy; + Rys; + Ry + R)
0
t;}e: ’ / li ’ / / "
Ko x (Ryp; + Rgy; + Roy; + Reg; + Ryoy + Ry, +RG56)
0
th, =
B6 / / / / / / / "
Jo x (Ryp; + Ryp; + Ry + Ry + Ryoy + Ryg; +RG6)
0
th, =
Cc6 1" / / / / / / "
Ky x (Ryg; + Rgy; + Ry, + Ry + Ryr + Ry, + Rg)
t = 0
X IO
=0 ]
Y Jo
, 0
t, = K,
!
6= o L,
Ki xRey;
K/
t’21: K/ X(R’ 1+RII ) ]
1 X Mgy, +Res;
!
tlzz— / I%//
J3 xRGs,;
, K]
G1=| K (R, +R,, +R,_ +R/,)
1% Rap; ¥Ry, + Rys; + Ry
]‘l
t/32: ]/ ><(Rl +§/ +R// )
3 % WRgy; + Ry + Ry,
!
t’33= I I?{II
6 X RGai
!
4= K xR, +R :(111' +R,. +R/ )]
1% gy T Ryy; +Reg; + Ry + Res;
t, = 5 ]
42 — ! ! ! ! "
J3 x (Rgy; + Rgs; + Ryz; +R(5;)
Il
ti;sz 7//
I xR,
t£14= / Ié//
Jg xRGs;
ty, = K ]
51 = / ! ’ 1 ’ / "
K} x (Ryy; + Rgy; + Rgg; + Ryg; + Ryg; + Reg;)
!
e AN +]1§/ +R/y, + R )]
3 % Ry, + Reg; + Rggy + Rygg; T Reei
Il
%= L x®,, +R) ]
7 % (Rygg; T R,
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t.
M [IBX(RIOQt +Rig;) ]

t, —[ I
55 — ! "
I RGSt

Para obt(?ner la formulaciéon de Newton-Euler en términos del Twist es necesario
obtener T, para ello se deriva el tensor t.

t1 = cpct(p + gbct(,, +0.tg+ 0,19 + Wety + wctw + Koty + oty + Vety + ycty + Zety + 2ot

= Pelty +taz) + pelly +taz) + Oc(tg +tga) + 0o (i + tp2) + oty +te) + Yoty +ic2)
+ Koty + ety + Vety + ycty + Zety + Zoty + 0215t + 0215t

= Pelty +tag) + Pl +tas) +Oc(tg + tgs) + ot +Ep3) + ety +tes) +c(ly +ics)
+Eoty + Xty + Yoty + Yoby + 2oty + 2otz + 021101 + 015101 +Ougiton +043t00

= (ﬁc(t<p +tag) + (f’c(hp +taq) +0.(tg +tpg) + O (tg +tpa) + ety +tcg) + e (ty +1ica)
+Eoty + Koty + Yoty + Yoby + 2oty + 2otz + 0215t + 0215131

t

ts

t

+043it32 + 04332 + 07633 + O76it33
= ety +tas) + pelty +tas) +Oc(tg +tps) + Oc(ig + tps) + Pelty +tes) + e lly +ics)

+ Koty + Koty + Joty + Yoty + Zoty + Zetz +021ita1 + 0215141 + Oazitas +Ou3itsn

ts

+0g7itas + Og7itaz + Oogitss + Oggitas
toi = Pelty +1ae) + Pelty +tag) + Oc(tg +tps) +Oc(tg + ips) + Pelty +tes) + ety +tcs)
+ Xty + Xty + Joty + Yoty + Zety + 2oty + 021t51 + 021,151 + O43its + 043,152

-
2

+0g7its3 + Og7ts3 + Oogitss + Oogitsa +O1110its5 + O1110it55

Donde:

i,=| °

(P_ K()XO

T

6~ ]6><0

o/ _ 0

t, = K/ %0

./ 0

t, = 0

of _ 0

t,= 0

of 0

t, = 0
U= 0

= o o/

A27 | Ko x (Ryg; +Rep)
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s/
LS5

-

N

=
11

-
3
=

|

0
Jj x (Ryg; +Rezz)
0
Kg x (Ryo; + RIGZ)
0
Ko x (Ri0; + Rsp; + Rggg)
0
J x Rio; +Ra; + Rezg)
0
K{ x (Rio; + Raz; + Rgg)
0
Ko x (R10; +Raz; + Rsa; + Res; + Rigy)
0
J x (Ryo; +Raz; + Roa; + Res; +Rgg)
0
K{ x (Rio; +Raz; +Rsa; + Resi + Rogy)
0
Ko x (Rig; +Raz; + Rsa; + Res; + Rez + Rigs)
0
J x (Ryg; + Raz; + Rsa; + Res; +Rezi + Rigs)
0
K{ x (Rig; +Rap; +Rsa; + Resi + Rezi + Ris)
0
Ko x (Ri0; + Rap; + Rsa; + Res; + Rezi + Rige; + Regg)
0
J % (Ryg; +Rap; + Rsa; +Resi + Raz; +Rygo; + Rige)
0
Kj x (Ri0; + Raz; + Rsa; + Res; + Rezi + Riggs + R’Ge)
0
K| x Rgz;‘

0
K] x (Riy; + Rs)) ]
0
o /!
IS xRgs;

0
, ./ o/ ./ o // ]
K} x (Rgy; + Rsy; + Rgs; + Rgyy)

0
J3 (Rg“ +R£35i +R,(’?4i) ]
0
o /I
Ié x Rga;
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./ 0
= K| x (Rjy; +Ryy; +Res; + Ry + Ress) ]
L I ]
J3 x (R54; + Rgs; + Rgy; + Res;)
i = 0
s I;XR,(I;Si
i 0
47| Ty xR,
=l o L, ]
K; x (R3; + Rsy; + Rgs; + Ryg; + Rygg; + Rge;)
=l oY ]
J3 x (R54; + Rgs; + Rez; + Reg;)

i’53 =y m 0 " ]
I5 x (Rypg; + Rge1)
i/54 - / o/ 0 LN/ ]
Jg x (Ryg9; + Rge;)
. 0
I x RIC/;GI'
0
Ji1 x R’C,;Gi

i56 =

Por lo tanto la matriz T queda de la siguiente forma:

i¢ tg iw ty ty t; O 0 o 0 o
t¢+tA2 tg+t32 tw+tcg ix ty fz tlll 0 0 0 0
T,_ t¢+tA3 tg+t33 tw+tcg ix ty fz t’21 t’22 0 0 0
- t¢+tA4 tg+t34 tw+tc4 ix ty fz tél t’32 tég 0 0
. . Vo . . . . o .7 g .
fprins foriss byrics & b LG H Gy G 0
tp+tas tg+tps ty+tes G ty tz 5 Gy to3 G5y U
Retomando la ecuacién de Newton-Euler(ecuacion|3.2.16):
Mi=-WMt+w? +w’ +wP +w® (4.2.16)
Donde:
wi
w,
"A / / / ! /
'A Wy ‘A —Thy; 'A Ty —Ths; ‘A Tys; —Tay;
w’ = ; w = w, = wi =
W4A 1 0 2 0 3 0
!
A
w,
’5A
Wg




CAPITULO 4. MODELO MATEMATICO 69

/ / / / /
/ T,,.—-T ' T, ..-T / T
w4A: 34i " T45i ] WsA: 451 561 W6A: ?)61
,G h
w
'
W,
!
G
/ W, ’ 0 / 0 / 0
wb= A wl= wy = wl =
W, —nmg —mpg —m3g
!
G
w
G
W
/ 0 ' 0 ' 0
wC = w0 = w =
—nug —msg —Meg
!
w?
U
w,
D
'D Wy D 0 D 0 'D 0
w” = W = w,’ = Wy =
W:;D 1 2 0 3 0
!
D
W’SD
We
, 0 ' 0 ' 0
wp = ] wo = ] wg = ]
0 0 0
!
C
"
wl
'C / /
wC=| s wC= M12z+R101X( )
C 1
Wy
c
W’SC
W
Y 1 " "
wC = M, — My, + (-Rg 2)3‘F121+(R321 R(,) x (=Fyy))
Floi —Fps;
! ! n n
we = Mys; — My, + (= RG31)XF231+((R541 R + R < (Fy, ) ]
F23i_F34i
! "
w;C: M, —Mg; + (- RG41)XF341+(R761 R(,) x (=Fy5)
F34i_F45i
! ! n n
wC = Mys; —Mgg; + (= RGSI)XF451+(R1091 Rs) < (“Fgg)) ]
45i_F56i
! "
wC = Mg, + (= RGGt)XFSBl ]
6
561
Ademas:
/
F121_Q2if,12i 121_ lexz’fIZyz’flzzz
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T

! ! ! !

Mjy; = Qymyy; myy; = [mIle’ Miayir 0]
r ' T

Typ = Qaityy; t: =[0,0,75,]

/ e / /
Fyg; = Quifs; f3i = 23xi’fZSyi’f2?:zi]

! i li T
My;; = Qymy3; my,; = [Myg,1,0, My, ]
Ty = Qiths; thy; = [0 Lysyir ]

T

/ / Y ! /

Fyy = Qi £1; = | Bacir Bayir aci]
M Q 0.m' / r

50; = Q7 my,; = 0, M3yyir M3yzi

/o ! / T
T34 = Qzitsy; t34; = [134410,0]

T
— ! . _ ! ! !
Fu5i = Qo Q057 )fssi f:l5i = f45xi’f45yi’f452i]
T

Mjs; = Qg; Q. (Og7,)mys; mys; = [my5,;,0,mys ;|

Ty5i = Qo; Qe Og7) s, tys; = [0 t45yt' ]

F Q f Y / / T
56i — "<11i 561 6i — f56xi’f56yi’ﬁ;'vﬁzi

/ / / r I 1
Mje; = Q1 Mse; Mg, = [0’ m56yi'm56zi]

/ / !

Tse; = Q11t561 thi = [146,1,0,0]

De igual manera:
= diag(M;,Mj, M}, M}, Mg, Mg)

Cada matriz M; de 3 x 3 se define como sigue:

M; = 0 my;l

Igi 0 ]
De manera similar:

W =diag(W},W,, W, W}, W, W)

Cada matriz W} de 3 x 3 se define como sigue:

W, =

1

Q; 0
0 0

Ademas:
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Para obtener una formulacién equivalente a la de Euler-Lagrange la ecuacién

(4.2.16)se pre-multiplica por T'T

TI'MY =TT —WMt+w) + T W +wP +wC) (4.2.17)

Derivando la expresién (4.2.15) obtenemos lo siguiente:

=760 +16 (4.2.18)

Sustituyendo (4.2.15) y (4.2.18) en la ecuacién (4.2.17).
TI'M {70 +T0) = -TTWM T )+ T WA+wC+wC+w?)
TI'MTE = -T'MT0 - TTWMTO +T" WA +wC +w?)
16'=-Co +7'+6'+y'
Donde:
I/ — TT’M/T/
¢ =1"'MT +TTWMT

! !

=TTwA
/ !

& =T"wC
/ !

Y =TTw?

Donde 7’ son los pares de torsién actuados, y’ representa la fuerza de aplicada
por la gravedad y 8’ son los efectos disipativos.



Capitulo 5

Analisis de Resultados

Utilizando los modelos presentados en la seccién anterior asi como las trayecto-
rias presentadas en el apartado "Planeacién de Movimiento"se resolvio la cinemati-
ca (Apéndice A, By C), a partir de la misma se resolvié la dindmica correspondiente
al modelo de las extremidades inferiores, a continuacién se presentan los pares de
torsién obtenidos. La gréfica (Fig. representa el par de torsion aplicado en

20| ]
0
!';]
T aag ]
—40} ]
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

t

Fig. 5.0.1: Torque en Cadera Izquierda.

0s3,;, el cual propicia el movimiento hacia el frente de la pierna izquierda, a su vez

72
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0 /-\ il
—20} 3
e
!‘;l
T _s0f |
—60} i
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Fig. 5.0.2: Par de torsién en cadera derecha.

(Fig. es su contraparte derecha, debido a que la pierna derecha es la que da
el primer paso se puede observar que los primeros 0.5 segundos son el tiempo total
que toma al pie el cambiar de su posicion inicial a la final por lo que partiendo la
gréafica en dos se puede ver que la primer mitad del ciclo tiene un méximo el cual
se da cuando se alcanza el &ngulo minimo(es minimo debido a la forma en que se
definié el angulo en el modelo) en el movimiento, a partir de ahi el pie comienza su
descenso por ende la magnitud del par de torsién desciende.

La segunda parte del perfil del par de torsién comienza con una pequeiia recta
que se puede considerar un incremento rapido en la magnitud para aportar con el
apoyo del robot, a partir de ese pico el incremento en la magnitud es gradual lo cual
indica que el movimiento de la pierna izquierda comenzé y el modelo responde a la
falta de apoyo con ese incremento, en cuanto al perfil del par aplicado en la pierna
izquierda se observa un comportamiento similar al de la derecha, la primera sec-
cién representa el par de torsién necesario para soportar el movimiento de la pierna
derecha y seguido se aprecia un incremento brusco en la magnitud del mismo, es
de esperarse que la curva generada en la segunda mitad del movimiento es idéntica
a la generada por la pierna derecha en la primer parte del ciclo, pero si se analiza
con detenimiento se observan ligeras discrepancias, esto se debe a que la posicién
inicial de la pierna izquierda es distinta a la derecha por lo tanto a pesar de que la
curva conserva cierta similitud existen discrepancias en magnitud.
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ol
h
T

10+

3dyi

h
T
|

; il
AR

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

Fig. 5.0.3: Par de torsién en rodilla izquierda.

t3dyd
=

il —\/

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

Fig. 5.0.4: Par de torsién en rodilla derecha.

La Fig[5.0.4/muestra el perfil del par de torsion aplicado a la rodilla derecha, en la
primer parte del ciclo se observan 3 puntos de interés, el primero a 0.1[s], el segun-
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do a 0.2[s] y el tercero a 0.4[s], el intervalo [0,0.1] resulta peculiar pues es cuando el
pie derecho sigue en contacto con el piso por lo que la primer seccién corresponde
al par de torsién necesario para mantener al robot de pie, en cuanto a la siguiente
intervalo de tiempo [0.1,0.25] la variacién en la magnitud del mismo es préctica-
mente nula debido a que corresponde a la primera mitad del paso y en esa parte
del movimiento los elementos debajo de la rodilla mantienen, el siguiente interva-
lo relevante comprende de [0.25,0.5] este intervalo corresponde a la segunda mitad
del paso por lo que el méximo local representa el comienzo del descenso del pie a
su posicion final, la segunda mitad del ciclo de la pierna derecha representa el par
de torsién necesario para mantener la configuracién de la misma mientras se lleva
acabo el movimiento del a pierna izquierda. A su vez la Fig[5.0.3| muestra el troque
aplicado en la rodilla izquierda, el intervalo [0.5,0.75] representa el par de torsion
necesario para llevar el pie de su posicién inicial a la posicién de mayor altura, de
0.75[s] en adelante la curva representa el par de torsién necesario para regresar la
rodilla a su posicidn inicial.

1
&
[#]]

T

I
i
=

T

t

Fig. 5.0.5: Par de torsion en tobillo izquierdo.

En la figura[5.0.5|se observa el comportamiento del par aplicado en el tobillo iz-
quierdo, como era de esperarse los primeros 0.5[s] son constantes pues correspon-
den a la fase de apoyo de la pierna, el tiempo restante corresponde al par necesario
para mantener el pie paralelo al piso mientras se encuentra flotando, el mismo com-
portamiento se observa en la ﬁguracon la diferencia del salto en 0.5[s] esto se
debe simplemente a que la diferencia entre el par aplicado un instante antes y uno
después es menor, pero las magnitudes son las mismas, es decir, la recta con pen-
diente cero tiene la misma magnitud en la pierna derecha e izquierda ademdas que
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dicha recta en el tobillo derecho comienza al final de la curva tipo senoidal mientras
que en el izquierdo termina en el comienzo de la misma.

0.0-_I T T T T ]

t45yd

4

Fig. 5.0.6: Par de torsién en tobillo derecho.

0.00]
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t78yi
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
t

Fig. 5.0.7: Par de torsién en los Dedos Izquierdos.

El comportamiento en la articulacién de los dedos resulta peculiar pues se puede
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observar que la parte del ciclo en la que la respectiva pierna se encuentra apoyada,
la magnitud del par es muy cercana a cero, esto se debe a la fuerza de reaccién del
suelo ya que al ser en este caso de 1[N] el par de torsién necesario para mantener
dicha junta bloqueada, es decir, con valor igual a cero es muy bajo, sin en cambio en
la parte de la curva que representa el movimiento de posicién del pie se observa un
ascenso y posteriormente un descenso en el troque, esto se debe a que a pesar de la
fuerza de reaccién ya no estd presente silo estd el peso del efector final.

0.00[ ' | ' ' ]
-0.05} ]

é -010} ]
-015} ]
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

t

Fig. 5.0.8: Par de torsién en los dedos derechos.

Por ultimo solo queda mencionar que debido a que las trayectorias propuestas
para este robot son planas los pares de torsién que en teoria permitirian el movi-
miento del robot en el plano frontal(T»3, Ts¢, T¢7) son cero.
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Conclusiones y Trabajo a Futuro

La formulacién del modelo mediante el método NOC permite la obtencién de
una ecuacién equivalente a la formulacién de Euler-Lagrange sin la necesidad de
derivar analiticamente las mismas lo cual resulta impractico para sistemas comple-
jos, ademas que ofrece la posibilidad de obtener una formulacién equivalente a la
de Newton-Euler lo cual puede ser beneficioso en las primeras etapas de disefio me-
cénico pues de esa manera se puede obtener las reacciones y momentos entre los
cuerpos del modelo.

El uso de este método permite la generacién de las ecuaciones dindmicas de ma-
nera sencillay rdpida, para el modelado de este robot se modifico la matriz de Trans-
formacién T, en la literatura dicho tensor se encuentra bien documentado para sis-
temas mecénicos con base fija pero para sistemas con base flotante la documenta-
cién existente es practicamente nula lo que llevo al tensor T presentado en capitulos
anteriores el cual al comparar con el propuesto por J. Angeles([3]) se observa que
las primeras 6 columnas del mismo no se presentan pues representan la velocidad
angular y lineal de la base flotante, vale la pena mencionar que existe un pequefio
apartado en [3] en el que se menciona como hacer la modificacién del método para
bases flotantes, pero en experiencia de este autor dicho planteamiento resulta no
ser efectivo pues la principal caracteristica del método es que pre-multiplicando el
wrench de fuerzas y momentos de restriccién se eliminan, lo cual no sucede con la
matriz planteada por Angeles.

Saha([9]) realiza un planteamiento similar con la diferencia que usa la forma des-
acoplada de la matriz propuesta por Angeles, ademas al plantear las ecuaciones di-
namicas genera dos ecuaciones matriciales una para la base flotante y otra para el
resto del robot utilizando la primera para obtener las aceleraciones de la base flo-
tante y la segunda para obtener los torques necesarios en el modelo, dicho proceso
resulta poco intuitivo pues resulta una mejor opcién obtener dichas aceleraciones

78
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a partir de las trayectorias definidas para la cinemadtica, en cambio el modelo pre-
sentado en este trabajo presenta una sola ecuacién matricial en la cual se puede
observar la relacién entre base flotante y el resto del mecanismo, por lo que asi co-
mo en la formulacién propuesta por Saha, los primeros 6 renglones de la ecuacion
representan la dindmica de la base flotante, a partir de la cual se obtienen las acele-
raciones de la misma, debido a que las aceleraciones se obtienen de la cinematica
resultan redundantes en el modelo.

En cuanto al trabajo futuro, resultaria conveniente encontrar una nueva matriz
T en la cual sea posible tomar en cuenta juntas de multiples grados de libertad pa-
ra evitar modificar la segmentacién del modelo asi como poder llevar a cabo un
mejor registro de los mismos, de igual manera para mejorar el modelo sera ne-
cesario profundizar en los modelos de balanceo dindmico como el propuesto por
Goswami([4]), con ello seria posible obtener un modelo dindmicamente estable el
cual ayudaria a generar trayectorias balanceadas para el robot y a partir de ellas ob-
tener perfiles de torque de balance. Debido a que las ecuaciones de Goswami estan
formuladas en forma vectorial, seria util buscar la forma de relacionarlas con los
conceptos de Twist y Wrench para facilitar su planteamiento.

De igual manera se propone alimentar al modelo con trayectorias obtenidas a
partir de pruebas biomecanicas realizadas a una persona, teniendo como hipétesis
que las acciones realizadas por el sujeto de estudio se encuentran balanceadas por
ende estarian balanceadas en el robot, la robética bipeda actualmente estudia la
carrera y el caminar evitando obstaculos principalmente, con este tipo de pruebas
se podria emular el movimiento de un humando realizando una tarea especifica con
lo cual el tiempo de desarrollo para la trayectorias necesarias seria menor.

Otro aspecto importante son los modelos de contacto del efector final con el
ambiente, para poder obtener perfiles de torque mas realistas es necesario mejorar
dicha entrada, Saha([9]) plantea modelos para un suelo firme y con polvo, ademas
propone varios puntos de apoyo en el pie, de igual manera seria posible encontrar
perfiles de fuerza mediante pruebas biomecanicas, por lo que se propone estudiar
ambas opciones.



Apéndice A

Graficas de Posicion
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Fig. A.0.1: Gréfica 03; vs t.
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Fig. A.0.2: Gréfica 07; vs t.
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Fig. A.0.3: Gréfica Ogg; Vs t.
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APENDICE A. GRAFICAS DE POSICION
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Fig. A.0.4: Gréfica 034 vs t.
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Fig. A.0.5: Gréafica 0764 Vs t.
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Fig. A.0.6: Gréafica Ogg Vs t.
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Apéndice B

Graficas de Velocidad
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Fig. C.0.1: Gréfica O30 Vs L.
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