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6 PROLOGO

e Objetivos especificos. Se derivan del objetivo general de la unidad. Deseri-
ben y delimitan la conducta especifica que debe adquirirse en relacidn con
un tema determinado; precisan las condiciongs, ¢l nivel y ¢l criterio de eje-

" cucién aceptable como debers manifestarse dicha conducta.

o Cuadro sindptico. Presenta la sintesis del contenido en forma esquemdtica,

¢ Ejemplos. Elementos que explican o ilustran las caractceristicas dc un con-
cepto o de un procedimiento; facilitan la comprensi6n y la generalizacién
dc! contenido.

e Ejercicios. Actividades de aprendizaje, cuyo propésito ¢s la aplicacion de
los elementos tedricos. Asimismo, permiten comprobar si se ha logrado la
conducta indicada en los objetivos especilicos,

Al final se encuentran:

¢ Examen de autoevaluacién. Tiene como finalidad que el lector, por si mis-
mo, pueda valorar objetivamente ¢n qué medida ha alcanzado un dominio
aceptable de los conocimicntos y habilidades considerados en los objetivos
de aprendizaje.

® Soluciones. (De los ejercicios y del examen de autoevaluacién.) Permiten
la verificacién de las respuestas.

"o Ribliograffa bdsica. Proporciona las fuentes de informacion a las que
se puede recurrir para aclarar alguna duda o bien profundizar ¢n ciertos
temas.

" o Indice analitico. Facilita la localizaci6n de los conceptos y términos 1écni-
cos definidos, y de los nombres propios citados,

Por altimo, es de justicia agradecer a todas las personas que de alguna ma-
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UNIDAD 1.

»

GEOMETRIA ANALITICA

Objetivo general

Al finalizar el estudio de esta unidad, ef alumno:

. Obtendrd los elementos necesarios para el manejo dJe represen

taciones geo-

méticas de un conjunto de puntos en el pluno cartesiano, asi como ¢l mane-

jo de lus ecuaciones que o definen.

Introduccion

En ¢l contenido de esta unidad cstan los elementos bdsicos de

la geometria

analitica plana. Se presentan desde el principio cartesiano y el sistqma de coor-
denadas rectangulares, husta los principales conceptos y caructeristicas de la it-

nea recta y las curvas conicas.

La geometria analitica plana constitiye una herrunneniu de suiha impornan-

cig y utilidad en la solucion de problemus de la ingenieriu.

11




MODULO 1. CONCEPTOS GENERALES

Objetivos especificos

Al terminar of estudio de este modulo, el alunmno:

o Trazard pumios en un sistema rectangular cartesiano a partir de sus coorde-
nadas. -

o Detenninard las coordenadas de un punto, cuundo se conoce la localizacion
de éste en el sistemna.

o Calculard la distancia entre dos puntos de coordenadas conocidas.

o Calcularg las coordenadas del punto que divide a un segmenito dado en una

razén duda.

Cuadro sinéptico

~
(Condici(‘m geométrica Representacién analitica

Un punto se define en ¢l sistema de xy, Px,y)
coordenadas rectangularcs por me-

dio de su localizacion con respeclo a

dicho sistema, la cual cstd dada por

una pareja ordenada de niimeros

reales.

_ | J

13 - -
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Cuadro sinéptico

'\

rCondici(’m geométrica Representacién analitica

Localizacién de un punto en el Y
sistema de coordenadas rectan- 4
- pulares mediante sus distancias a
los cjes
XyY.
X Py
+
Yy
- X
- O +

Distancia (d) entre dos puntos dados d=vV{x;—x )+ (yr: = n)p
Pilxry1) y Palxpya).

Un segmento es la porcidn de recta PP,
limitada por dos de sus puntos;
P| yP:.

' »
Coordenadas del punto P(r, ) que r=x,+r{x:—x;)
divide al segmento PiP; en una razén y=yi+tr{y:—yi)
dada r = PT—-—:—Z

15

1.1. Principio cartesiano

Un sistema coordenado rectangular en ¢l plano establece una co-
rrespondencia uno a uno entre cada punto del placo y una pareja
ordenada de ndmeros reales.

Este principio implica que a cada punto cn el plano le corrc]sp(mdc unay
s6lo una parcja ordenada de niimeros reales y, reciprocamente, a cada parcja
ordenada de ndme.os reales le corresponde uno y sélo un punlo{dcl plano.

1.2. Sistema de coordenadas
rectangulares en el plano

Un sistema de coordenadas rectangulares en el plano estd constituido por
dos rectas perpendiculares que se intersecan en un punto O al que sc le llama
origen . Se acostumbra representar una de las rectas en posicion horizontal y
se la denomina eje X o gje de lus ubscisas ; la otra recla, vertical, se denomi-
na¢je Y o eje de lus ordenudas, y smbas constituyen los dos ¢jes de coordena-
das rectangulares, los cuales dividen el plano en cuatro paries llamadas

cuadrantes (véase la higura 1.1},

ke S

Segundo Primer
cuadrante cuadrante
_.,. x
O
Tercer Cuarto
cuadrante cuadrante

Figura 1.1
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Al sistema anterior se le lama también sisterna carfesiano, en honor del {i- 1.3. Distancia entre dos p_untos
l6sofo francés René Descarles (1596-1650), ya que fue él quicn planted for- P Pa(x 2, y 2) (véase la figura 1.3). .
malmente la idea de resolver problemas gcométricos por medio del Algebra, a Sean dos puntos Pi(x 1,y 1) ¥ Ay
pariir de un sistema de coordenadas rectangulares. Y
La posicién de un punto P en el plano queda definida por una pareja orde- 1;
nada de nimeros reales (x, y) de los cuales el primero (x) representa la dis-
tancia del punto al eje coordenado Y, y el segundo (y) representa la distancia P2
del punto al eje X; esto lo expresamos como: y2 —
|
. | _
P(x, ¥) : _ S | p¥2- 91
p |
La distancia de un punto al eje Y se llama abscise del mismo; la distancia ¥1 e ——
de un punto al eje X es la ordenada, y ambas conslituyen las coordenadas del
punto. . -
Las abscisas son posilivas para los puntos situados a la derecha del origen 0 NS T -X
y negativas para los que estdn situados a la izquierda. X1 X2 - X1
Las ordenadas son positivas cuando los puntos estén slluados arriba del
origen y negativas cuando estdn situados abajo. ' Figural3
L.as abscisas y las ordenadas nulas corresponden a punlos contenidos en el .
ejc Yoencje X respectivamente. La distancia d entre los puntos Py y P2 esid dada por:
Para representar puntos de coordenadas conocidas, hay que trazar los cjes
coordenados y establecer una escala adecuada sobre cada uno de ellos. Am- .
bas escalas pueden ser iguales o distintas. : ‘ Va1 X )it bz -y 1)?
Ejemplo |
Localizar ¢n un sistema de coordenadas rectangulares los siguientes pun- Ejemplo 2 !
105;4' (2,1), B (=2,3), C (-3, —6), D (1, =3) ' Calcular 1a distancia entre los puntos Pi(4,- 1) y P(7,3).
Solucién ;/ - Solucién
4 Por la farmula (1) se sabe que:
4 d=vVi:—x ) T @z—y ) al sustituir se tiene:
1 | 4= VT=aF+ G- (<)) = VOF + (7 = VO+16 = V25
T Asi la distancia entre Py Pz s
B(-2, 3) . = 5 ynmidades
14 A1
— + =(f) - X Ejemplo 3
T - > Calcular el perimetro del pohgono cuyos vértices son los puntos
] D(7, -3) Pi(-3,-1), P1{0,3), Px(3.4) y P«(4,0).
Cl-3. b1 ’ " Solucién
I T Para determinar €l perimetro del poligono, se encuentran primero las
T ' - ' distancias entre los vériices y posteriormente  se efectina la suma de estas

distancias.



18  GEOMETRIA ANALITICA

PP=V0 -G -y =vE =5
FPy=Y(@ -0\ F (@ ~-3)2 =Vil =3.16
PP, = V(@ =37 + (1 - 4) = V10 = 3.16
PP=V(=3-4+(-T-1=V53=728

Por lo tanto el perimetro es:

P=F\F1+ PPy + PP, + PP,

P=5+316+316+ 728
Perimelro = 18.6 unidades

1.4. Divisién de un segmento en una razén dada

Sea un segmento FoP; limitado por los ' imi
puntos PiP; limitado los
Piulx 1.y 1) Y Po(x 2y 2) (véase la figura 1.4), porIos puntos

P2(x2, y2)

P1(a, y1)

Figura 1.4 4

Las coordenadas del o
6n dactar, (a quc. el punto P(x, y) que divide al segmento PiP; en una ra-

5

~-
Il
]

CONCEPTOS GENERALES 19

estén dadas por:

x=xi+ r{xz —x1)

y =y + r{yz — yi)

.

En particular las coordenadas del punto medio del segmento P,P; son:

Ejemplo 4

Sean Py(1,1) y P65,
coordenadas del punto P(x, y) que divide

6) los puntos extremos de un scgmenio. Determinar las

al segmento en la razén r = 2/3.

Solucion

Por las expresiones x=xi + r(zz = Xi); ¥ =N + r(y: — y1) se ticne:
2 2\, 13
x=1+(3)(6—1)—1+(3)(5)—1+3—-3
2 . 2 10 13
y=1+(3)(6—-1)=1+(§)(5)=1+?=—?;

1313

“P(33)

Ejemplo 5

Uno de los puntos extremos de un scgmento €3 Pi(7,8) y el pun

divide en la razbnr = 5

extremo.
Solucion
De las expresiones conocidas se obtiene:
X — X -y
x; = +tx Y yI:y ry +w

to que lo

Les P(15, 10). Determinar las coordenadas del otro

|



20  GEOMETRIA ANALITICA

Xy =

_ 1
l +7—47 yy1= 1
5 s

Ejercicios
- Distancia entre dos puntos

1. Demostrar que los puntos Py(3, 3), Py =3, —
son vértices de un tridngulo ::(quih)i'terzc(). PV '

2. Demostrar que los tres igui i
Puntos siguientes son col :
A(=3,-2),B(5,2),C0,4) Folnesles:

Division de un segmento en una razén dada

3. Uno de los extremos de un segmento rectiline

- a d i -
to (3, -2}. Si la abscisa del otro extremo es 6, h, S Eiud 5 cs pan

allar su ordenada.

*4. Los puntos medios de los lados de un (ri
n triingul ;
(2.5), 4,2y (1, 1) rerosen
Determinar las coordenadas de los tres vérlices.

MODULO 2. GRAFICA DE UNA ECUACION Y
LUGARES GEOMETRICOS

Objetivos especificos

Al terminar el estudio de este médulo, el alumno:
Dada la ecuacién de una curva, determinarg:

Simetria con los efes coordenadosy con el origen del sistema.
Intersecciones con los ejes coordenados.

Extension de la curva.

Ecuaciones de las asintotas de la curva.

Puntos de la curva,

Grdfica de la ecuacidn.

Cuadro sinéptico

“\

4 Concepto Condicién Representacion
geométrica analitica
—
& Simctria ¢ Simetria con el eje X, e y) =1
° Simetria coneleje Y. [,y =f{=xy)
® Simetria con respecto al fly) =fl=x, ).
origen
® Simeiria con respecto a Ffeeyy =finx)
larectay = x.
- /

21




Cuadro sindptico

Continuacién l

I(( Concepto

Condicién
geométrica

Representacion
analitica

~N

| ® Simetria
e Interseccioncs

e Extensidn

® Asintotas

e Obicncion de algu-
nos puntos que de-
finen la curva

‘

Sc oblienen interseccio-
nes con el eje X

Se obtienen tnterseccio-
nes coneleje Y.

Se consideran sélo valo-
res reales de x yy para
determinar puntos que
satisfagan la ecuacién.

° Al tomar un
punto de la cur-
va cada vez mis
alejado del on-
gen, la distancia
entre este punto
y la asintota es
cada vez menor y
tiende a cero.

Se dan valores a una de
las variables.y se calcu-
lan los valores corres-
pondicntes de la otra
variable.

¥ [-02]-033{-1 -2

-5|s| 2] 1 {03302

sf22l2s{3|s |7

® Trazado de la
grafica

Sc utiliza la informacién
de los puntos aniuvriores
para trazar la gralica.

y=0
x=0

Ecuacién dada f {x)

Px.y)

C i
Y =90

"(C.¥)

t

2.1. Grafica de una ecuacién
(primer problema fundamental
de 1a geometria analitica)

En la gcometria analitica plana se plantcan dos problemas fundamentalcs:

1. A partir de una ccuacién dada, determinar las caracteristicas de la curva
quc cs 1a grafica de la ecuacion. iy
Las coordenadas de todos los puntos que pericnecen a la curva satisia-
cen la ecuacion; y reciprocamente, cualgquier punto cuyas coordenadas

catisfacen la ecuacion, pertencee a la curva. A ésta se le llama lugar geo-
métrico de la ecuacidn.

2 Dada una curva que es la grafica de una ecuacibn, determinar dicha
ccuacion.

Para resolver el primer problema fundamental es necesario analizar las si-
guicnles caracteristicas del lugar geométrico.

2.1.1. Simetria

Si la ecuacién de una curva no se altera cuando se reemplaza x por -x, eslo
es, sif (5 y) =f(-x y), entonces 1a curva s simétrica con respecto al eje Y. Si
la ecuacion de una curva no se altera cuando se reemplaza y por —y,|_cslo es, st
f(x y) = f(x-y), entonces la curva cs simétrica respecto al eje X. Si al reem-

* . . 2
plazar x por —x yy por -y en uni ccuacion, s¢ tienc que f (g y) = £ (=x-y),
entonces la curva es simétrica con respecto al origen.

:

2.1.2. Intersecciones

El punto o los puntos donde una curva cruza al eje X pucden ser cncontra-
dos haciendo y = 0en la ecuacibny resolviendo para x. Estos puntos son lla-
mados puntos de interscecion. Las intersecciones con ¢l eje Y se obticnen de
manesa andloga; s¢ hacex = Ocnla ccuacién y se resuclve para y.

2.1.3. Extension
El lugar geomérico es cl conjunto de todos los puntos cuyas cqg_rdcnadas
(x, y) satisfacen la ecuacion dada. Por dcfinicion, (x, y) es una pareja ordena-

. da de nimeros reales. ~ _ _
Analizar la extensidn de una curva consiste precisamentc cn (Iictcrmmar

ara qué valores de cada una de las variables, la otra variable t;)lma valon;,s
reales, lo cual nos indica lus intervalos de valores de x y y para los cuales la

curva esta definida.

T E g ¥

e __

pm— b
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posli‘l?l g)xg::?:l(l)::: il;nnpé)élizmc;s dclg.rminar despejando cada variable (cuando es
a otra ¥ determinando los valor é i
: le es reales de la varia
no gzs;]lﬂada, qQue originan valores reales en la variable despejada ble
_ 0 €0 Una ecuacién aparecen potencias pares de una variable, el des-

2.14. Asfntoias

cadSan ‘;::azr?n 15123 lCur;a existe \una recta tal que, al tomar un punto de la curva
alejado del origen, la distancia entre este punto y la recta es ca-

i) '
Y £{x) M

donde f (x) y glx) son polinomios sin factores COmunes, ysix =¢ es una raiz

de la ecuaci6n glx) =0
= U, entonces la coordenada x de 13 i
tra é
P (x, y) se acerca al valor ¢, ¥ suceden dos cosas: pectoria del punto

1} y >, dado que la distancia OP +o,y

2 ‘x C 0, eslo e y Ia dlSIﬂIICIa |I0l lZOIllal J J €n I y
tre a curva Ia llll(.«a
UCHICle = lICIldC acero (Véa-fe ld hgura 2.])

Y

Plcy)

Figura 2.1

T ey 1T

Bt it pvasy -

B e e R Rt R

LR LT LT
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En otras palabras, la linca x = ¢ es una asintota de la curva dada por la
ecuacién (1), six = ¢ hace que el denominador g{x) sea nulo. Tales asintotas
son obtenidas o determinadas haciendo la ccuacién explicita para y en térmi-
nos de x; si el resultado es una fraccion, se iguala ¢l denominador de la frac-
cibn a cero y se determina la soluci6n numérica de x.

En forma similar, despejando x en funcién de y, ¢l denominador de la ex-
presion resultante muestra los valores de y que hacen al denominador nulo en
la expresidn

=) (2)
§(y)

Esos valores determinarén las asintotas horizontales de la curva. Una al-
ternativa para determinarlas es hacer que x + £ o (previendo que la exten-
sion de la curva permita esto) en la ecuacién (1) y encontrar los valores limite
paray. .

2.1.5. Obtencién de algunos puntos de la curva

Se pueden obtencr algunos puntos de la curva dando valores a una de las
variables y calculando los valores correspondientes de la otra; es decir, obte-
niendo parejas ordenadas de nimeros reales que satisfagan la ccuacion de la

curva.

2.1.6. Trazado de la grifica

Con la informacidén obtenida cn los apartados anteriores s¢ procede a (ra--

zar la grifica del lugar geométrico correspondicnte a la ecuacién dada.
Analizar las caracteristicas del lugar gecoméirico de una ecuacidn, como se
ha descrito en los apartados 2.1.1 al 2.1.5, se conoce como la discusion de la

ecuacion de una curva,

Ejemplo 1
Hacer la discusion de la siguiente ecuacion y trazar su gréfica.

Solucién
Se analizan los puntos anteriormente mencionados para ¢l caso de la ecua-
cion dada:

ol
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@ Simetria
Respecto al eje Y, se reemplaza x por -x:

=1
y -x—2
Como pucde observar, un cambio de signo en x altera la ecuacion, por lo
que la grafica no es simétrica respecto al gje Y.
Respecto al ¢je X se reemplaza y por —y:

Como se observa, un cambio de signo en y altera la ecuacién; por lo tanto
la grafica no cs simétrica respecto al eje X.
Respecto al origen, se reemplazax por-x y y por -y

_ =1
Tx+2

-y ==

—x—2 4

Al cambiar ¢l signo a ambas variables la ecuacion se altera, por lo que la
gréifica no ¢s simétrica respecto al origen,

& Intersecciones

. 1
Con el gje X: =0; ——==0
] y Vo2
Obviamente, no exisle ningan valor real que satisfaga esta iltima expre-
sién; por lo tanto no hay intersceci6n con ¢l eje X.

ConclepcY: x=0; y=%2

. . 1
por lo tanto, la curva interseca al ¢je Y en el punto (0, - E)

e Exicnsion

Dado que cualquier valor real de x determina un valor real de y, y todo va-
lor real de y estd definido por un valor real de x, a excepcién delos valores
x =2 y y=0 lacurva es abicrta y se extiende en ambos senfldos de los
ejes coordenados.

® Asintolas

Se tiene:
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b
Y x—-2

. Se iguala el denominador a cero y se obtiene la ecuacion de la asin

tical; esto es:

Para la segunda asintola, sc despeja x cn funcidén de y y se iguala 2

denominador de la expresién resultante,

x-2)y=1, x-12=

1
y

X,

_1
oy

por lo tanto, la ecuacion de la asintola horizontal es:

y=0
® Obtencion de algunos puntos
X y
-3 02
-1 -0.33
1 -1
15 -2
B 18 -5
22 3
25 2
."l_ 1
5 o 0.33
7 02

2

ola ver-

cero cl

e e



28

Ejemplo 2

Hacer la discusién de la ecuacion:
xy—4dy+x=0
Solicidn

® Sunclria

Respecto aleje Y
3
(-0)ty -4y —x=0
xty —4y —x=0

Como se obscrva, un cambio de signo en x aliera la ecuacién; por lo tanto
la grifica no es simétrica respecto al ¢je Y.

- otra, por lo que la curva es abiert

‘3
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Respecto al ¢je X
xH—y) = 4-y) +x=0 > —xy+dy+tx=0
Como se observa, un cambio de signo y aliera la ecuacion; por lo tanto la

grafica no es simélrica respecto aleje X.
Respecto al origen:

(~x) 1 (~y) = A=)+ (=x) =0 > —x1+dy—x=0
xy—4y +x=0
Como se obscrva, se obtuvo la ecuacion original; por lo tanto, la curva ¢s -
simétrica respecto al origen.
e Interseccioncs
Coneleje X :
y=0->xt(0)—-4@Q)+x=0 - x =10

Coneleje ¥
x=0-> Oy-H+{=0-—->y=0
Por lo que la curva interscea a los ejes coordenados en ¢l origen.

e Extcnsion

Ninguna de las variables toma vatores imaginarios para valores reales de la
a y se exticnde a ambos scatidos de los cjes

coordenados. La curva no esta definida parax = £ 2.
e Asintotas
Sec despeja y para obtencr las ceuaciones de las asintotas verticales:

i X X
y — - e ) =4y = —Xx; = = - =
xy—dy+x=0; yQ } x; ¥ vt Y= i1

_ X 2—-x=0;, x= 2
YER S5 @ 40 24x=0; x= -2

por 1o que la curva ticne dos asintolas verticales que son:

x=-2ya=2
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Se despeja x para oblener las ecuaciones de las asintotas horizontales;
resulta una ecuacion de segundo grado cn x que se resuclve aplicando la

formula:

yitx=—4y=0->x=
¥

Asi se obtiene:

oo SLEVIFIGYT
,_#-—-——-J—zy

por lo que la ecuacién de la asintota horizontal ¢s:

1+ VOA¥E=40) (=%
2

y=20
« Obtencién de algunos puntos
* -3 -1 1 1.5 1.8 2.2 25 3 5 7
¥ -02 [-033 |1 -2 -5 5 2 | 033 02
« Grifica Y
#-
-2 0 > + + ;
>
- .

Ejemplo 3

Hacer la discusion de la siguicnte ecuacion:
xty—xt-y=40
Solucién

o Simctria

Respecto al eje Y-

(—x)ty - (=x)i-y=0->xly-—xt-y=0
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El cambio de signo en x no altera la ecuacion; por lo 1anto la culrva es si-

métrica respecto aleje Y.
Respecto al cje X -

x2(—y)—x2=(-y) =0 > —xly—x?+y=0
El cambio de signo en y ultera la ecuacion; por lo tanto la curva
métrica con respecto al cje X,

Respecto al origen :

()2 (—) — ()= (=y) =0 > ~xIy—xi+y=0

]

no ¢s si-

Scgin lo anterior, no se obluvo la ccuacion origina, por tanto la curva no

¢s simétrica respecto al origen,
& {nterseccioncs
Concleje X :
y=0 = —x20 - x=0
Concleje Y:
y=0-=> —y=0-»y=0

Por lo que la curva interseca 4 los ejes coordenados cn ¢l origen.
e Extcasién
De la ecuaci6n original, se despejay en funcion dex :

.

‘V:xl—l

y no estd definida parax = £ 1

Q)
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Ahora, se despejax enfuncidndey:

Yy (2)

x=xoT

Como sc observa, x no esta definida paray = 1y0 <y <1,
De o anterior se deduce que, a excepcion de los valores anteriores, y es

real para cualquier valor x' y viceversa, por lo que la curva ¢s abierta y se ex-
tiende a ambos sentidos de los cjes coordignados.

e Asintolas

De la ecuacién (1), se iguala a cero el denominador y se obtienen las ecua-
ciones de las asintotas verticales:

x1=1=0; (x—1) (x+1)=0 . x= *1

De la ccuacion (2), se iguala a cero el denominador y se obtiene la ecua-
ci6n de la asintota horizontal;

y—]:O-by:l

e Obtencidn de algunos puntos

X 0 +05 *0.75 *15 x1.75 *2 *2.28
y o | 3| -3 18 15 1.33 125
e Grifica
Y
+
1
3 3 0 — VRN Y x
-1 1 »
[ 3
+

%
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Ejercicios

Grifica de una ecuacién y lugares geomeétricos
1. Para las siguicntes ecuaciones, hacer la discusion y trazar la gréfica.

a)x?+2x—y+3=0
b)ay— 2y ~x=0
cx2y+4y—-8=0
dxyr=9x=-y-1=0

33 .-



MODULO 3. LINEA RECTA

Objetivos especificos

Al terminar el estudiv de este médulo, el alumno:
» Cualculard la pendiente de una recta dada.
o Calcidard el dngulo de inclinacion de una recta duda.
o Detenninard la ecuacion de una recta, dados:
— un punto y su pendicnie
— su pendiente y su ordenada al origen
— dos de sus puntos .

o Calculard lu distancia de un punto a una recta, dadas las coordenadas del

punto y la ecuacion de la recia.
o Detenninarg si dos rectas son paralelas o perpendiculares.,
Dadas lus ecuaciones de dos rectas, calculurd ¢l ingulo entre ellas.

Cuadro sinoptico

/

Condicion geométrica Representacion unaliliczli w

Entre dos puntos cualesquicra Py y - Y=y

P 3 1a pendiente mr es constante. Xx1—a, | e

El 4ngulo de inclinacion de una recta R A

) Y 6 = angtan = o
es el dngulo & que forma la parte po- X1-x,
sitiva del ¢je X' y la recta, medido en

sentido contrario a las manecillas del

reloj.

tan @ =m
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Cuadro sindptico [ Continuacién |
. . . N
Condicién geométrica Representacién analitica
FORMAS DE LA ECUACION DE
LA RECTA
Punto - pendiente: y=yr1=mix—x,)
Pendiente — ordenada al origen: y=mx+b
Dos puntos: -
os.p 0s y~y==x2’__2'(x—xn)
X
Ecuacion general: Ax+By+C=0
‘Distancia entre un punto P y una d= Ax y+ By, +C
rectadx + By + C=0: - +VAIT B2
Condicion para que dos rectas sean _ _ 1
perpendiculares: (mi)(ma)=-1o0my=- my
Condici6n para gque dos rectas sean my=mz
_paralelas:
Angulo a formado por dos rectas = ang tag 2T
dadas con pendientes m ym a = anglan L4+mym;q
: J

3.1. Generalidades

Definicién: Se llama linca recta al lugar gecométrico de todos los
puntos del plano tales que, tomados dos puntos difercntes cuales-
quiera Py (x1.y1) Y P2 (x 2y 2) del lugar, el valor de la pendiedtc m
resulta siempre constante.

En donde:

2 ¥
m=y-—-y
Xp— X

B {R P 7

7 -

3.2. Angulo de inclinacién de una recta
El 4ngulo de inclinacién de una recta es el dngulo que forma la recta con
la parte positiva del eje coordenado X', y se mide desde el eje X alarectaen

el sentido contrario al de las manecillas del reloj (véuse la figura 3.1).
En esta figura, 6 representa al 4ngulo de inclinacién de la recta, el cual es-

14 dado por la expresion:

N

l_—Jﬂ)

# = angtan (x P
27 Al

Paix2, y2)

tan 6 = _Y2=-y1
X2~ X1
e oy
7 0
L
Figura 3.1
de donde:

De acuerdo a la definicion de linea recta dada anteriormente, tenemos
que la pendiente de la recta es igual a:

Yr—n
Xy — X

m =
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es decir:

= lan &

La pendiente de una recta es igual a la tangente dcl angulo de inclinacion.

Y:—
X — X

m=tanf =

Obsérvese que el angulo de inclinacién estd restringido para
0=60=s180°

Si el angulo esté entre 0 < 8 < 90° la pcndicnlc ¢s positiva y si esté entre
90° < 6 < 180° la pendiente es negaltiva.

Ejemplo 1
Calcular la pendiente y el dngulo de inclinacion de la recla que contienc a
los puntos (1,6), (5, -2) (véase la figura 3.2).

- ———— ——————
e

;L(

-
-

e P2(5, -2) Figura 3.2
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Solucion

godrTn_=-2-6_-8_ ,
" —x 5-1 7 4 7

0 = anglan(—2) = 116° 34

Ejemplo 2
Demostrar que fos puntos A(-3,4), B(3,2) y C(6, 1) son colineales

Solucion
Pendiente de AB = —i _1
erndien = 34 3 3
Pendiente de AT =+ -4 _ 1
endie 6+3 3

Come las pendicntes de AB y de AC son las mismas, los tres puntos estén
situados sobre la misma recta.

Analiticamenlte, una recla tiene una ecuacién lincal o de pl'imcr grado en
dos variables. Rcaiprocanmnu la representacién prilica del lugar geométri- .
co cuya ccuacidn sea de primer grado en dos variables es una lmca recta.

Un.i linca recta estd completamente definida si se conocen' dos de sus ca-
racteristicas; por ¢jemplo, dos puntos; un punto y su pendicnte, ctcétera.,

3.3. Ecuacién punto-pendiente

La ecuacion de la recta que contienc al punto Pi(x,, y1) y cuya pendiente es
m, es:

y=yi=mx - x)

Ejemplo 3

Determinar la ecuacion de la recta cuya pendiente ¢s -2/3 y que conticne
al P(5, 7) (véase la Ngura 3.3).

Solucién

y=n=mu-x)
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! Figura 3.4
|
i m=-1
Figura 3.3
' y =y =mx-x)
Al sustituir valores se tiene: E '
_ Se susliluye y se obtiene:
2 ' :
y=7=-3&-5) ' : y=(-1= —1(x—4)
3p—-7= —-2x+10 ' '1 y+1l=-x+4
3y -21= —2x+ 10 ; “xty—=3=0
3y+2x=31 | Ejemplo §
. . . Determi I: acion de L L2 = contiene : - .
Por dltimo, se ordena la ccuacion: : pcndf:::rlln::l;z:; a ecuacion de la recta que contienc al punto (2, --5/2) y tiene
2x+3y-31=0 Solucion
. »
Ejemplo 4 Y . | O —y) = mix -x)
Determinar la ecuacién de la recta que contiene al punto(4,-1} y tiene un : :
angulo de inclinaci6n de 135° (véase la figura 3.4). y - _§) =0( - 2)
2
Solucion :
. o : 5
La pendicnte de esta rectaes m = tan 135 _ oy r = ]
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- 3.4. Ecuacién pendiente-ordenada al origen

La ccuaci6n de la recta de pendiente m y que corla al eje coordenado Yen

cl punto (0, b), sicndo b la ordenada al origen, cs:

y=mx+b5b

Una recta paralela al ¢je Y no ticne ordenada al origen y su ecuacion serd

de Ja forma;

| X —'k =0 k = constante

Ejemplo 6

Dcterminar la pendiente m y la ordenada al origen (b) de la recta:

2y+3x=7

Solucion

Sc escribe la ecuacidnenlaforma y = mx + b:

3 7

= — + 7 = —= -

2y 3x Y X + 2
Luego:

3 .
m=~es la pendicnte.
7 .

b= 5 €s la ordenada al origen.

Ejemplo 7

Dcterminar la ecuacién de la recta de pendiente ~3 y cuya in*crscccién

coneleje Yes i .

Solucién
1

Interseccion con el eje Y = ordenada al origen = - .

F-%

»

P

y=mx+t+b;, y=-3x+

3.5. Ecuacion de la recta que contiene
dos puntos conocidos

;om=-=-3
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La ecwacion de la recta que contience los puntos Py(xy, y,), Pi(xy y2) estd da-

da por:

y—=n =ff—:{”: (x —x)

X1+ X2

Cuandox) = x, la recta es paralela al ¢je Y, y su ccuacidn estd dada por:

l X =-Jl.‘| R

Ejempto 8

Determinar la ecuacién de la recta que conticne los puntos (-2, -3) y

4,2).
Solucion

Se aplica la forma:

Yo =B

y se tienc quc:

G+ =T+

Se realizan operaciones:
5
G+3)=Z@+2)

6y +18=5x+10

5xr—6y—8=40
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Ejemplo 9

Determinar la ecuacién de la recta que conticne al punto (-3, 1) y es para-
lela a la recta determinada por los puntos (0, -2) y (5, 2) (véase la ligura 3.5).

Figura 3.5

- Solucidn

Como se conoce un punto de la recta pedida (L), solamente ¢s necesario
obtener su pendiente, la cual es la misma gue la de Ja recta paralela (L).
La pendiente de L es: .

yr—n
Xy =Xy

m =
Se sustituye:
m= =

Sc aplica la expresidn:

G-y =22 e-n
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y— 1:%(x+3)

Sy—5=4x+12

4y -5y +17=20

3.6. Ecuacion general de la recta

Sea una ecuacién lincal o de primer grado en x, y, de la forma:

Ax+By+C=0

Esta ecuacién representa una recta cuando 4 = 0 y/o B = 0. En la cual
la pendiente de la recta y su ordenada al origen estdan dadas respectivamente
por:

Sien Ja ecuacién general C = 0, entonces la recla conliene al origen.

Ejemplo 10

Hallar la pendiente i yla ordenada al origende larecta2y + 3x =7

Solucion

Se escribe la ecuacién en la forma:
Ax+By+C=0

y s€ obticne:

La pendicnte m es:

m = A4__3
8 2 pefR) [ Ik L REAACICN
+ GOCUNIRTICION

foah I NTER

ol
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y la ordenada al origen:

3.7. Distancia de un punto a una recta

La distancia 4 del punto Pi{x, yiy a la recta 4 x + By + C = 0 se obtiene
como:

_AX1+By|+C

== Ti+ B

en donde el signo del radical debe ser opuesto al signe de C.
En el caso de que el punto Py y el origen estén localizados a uno y otro la-
_do de la recta, ta distancia d se considera positiva; si se localizan en un mismo
lado, d se considera negativa (véase la hgura 3.6)

Figura 3.6

Si C = 0, entonces se puede escoger arbitrariamente el signo positivo o ¢l
negativo en el radical y no considerar interpretacion geométrica al signo de la
distancia.
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Ejemplo 11
¢) Calcular la distancia d del punto P(-2, --3) a la recta
Bx+15y—24=0
Solucién
La expresion que nos permile obtener d es:

goAxt Byt C
+ VAL + It
Se sustituyen los valores indicados:
A=8 B=1i5 C=-24
Plx, ) = P(—2,-3)

42BN+ IS(-3) 24 =85
CT e V@TF 5 17

L d= -5

=5

Como d ¢s negativa, el punto (-2, -3) y ¢l origen estan del mismo lado de
larecta. :
b) Caleular la distancia del punto P (-1, 7) alarecta 6x —~ 8x + 5 =0

Solucion

_6(=1) =8 +S _ =57

— =57
Ve + (-8 10

~ d=3.

Como d es positiva, el punto (-1, 7) y el origen estin en distintos lados de
la recta.
Ejemiplo 12

Determinar el valor de k para el cual la distancia ¢ del punto (2, 3) a I
recta

Bx+ 15y +k=0

es igual a 5 unidades
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Solucién

_ 8+ k|
d= VB + (15T *5

_16+45+k o
- %17 T
61+ k

T o*17 = %5

k= —(5)(17i - 61
Sk = —146

3.8. Rectas paralelas. Rectas perpendiculares

Sean dos rectas Ly y L cuyas pendientes son niy y mg respectivamente.

Las rectas L, y L2 son paralelas si y solo si sus pendientes son iguales;
o sea:

nmy, =nm

—

Las rectas L, y L2 son perpendiculares si y s6lo si sus pendientes son
reciprocas y de signo contrario; es decir:

- 1 .
m=~— obicn mm=-1
ni;

L

Ejefnplo 13

Demostrar, aplicando el concepio de pendiente, que los puntos A(8, 6),
B(4, 8) y C(2, 4) son los vértices de un tridngulo rectingulo. »

Solucidn

. 8-6 1
Pendiente de AB = A_8- "3

LiNEA RECTA 49

. 4-8
Pendiente de BC = 5T 4"

Como la pendiente de AB es ¢l reciproco con signo contrario de la pen-
diente de. BT, estos dos lados del tridngulo son perpendiculares.

Ejemplo 14

Determinar la ecuacion de la recta que contiene al punto (-2, 3) y es per-
pendicular alarecta2x -3y + 6 = 0.

Solucion

Si las rectas son perpendiculares, la pendicnte de una de ellas es el reci-

proco con signo contrario de la pendiente de la otra.
La pendiente de 2 x -3y + 6 = 0 quc estd escrita en la forma general

Ax + By + C=0es

[FCRT ]

m= -

=

. 3
fa pendiente de la recta pedidaes = — 5
Por otro lado, sea (x,y) otro punto cualquicra de la recta que pasa por

{-2,3) y ticne de pendiente — %

Entonces, se sustituye en la ecuacion de la forma:
y—y=mx—x)
y se licne:
3
y—3= (-—2-) (k+2); 2(0—-3)=-3(x+2)
2y —-6=—-3x—6 2y+3x=0

Al ordenar:

3x+2y=0

3.9, f\ngulo entre dos rectas

Scan las rectas L, y L, con pendicnles iy y mz respectivamente. Sea el 4n-
gulo a medido en el sentido contrario al movimiento de las manccillas del re-
loj, desde 1a recta L, hasta la reeta Ly (véase la figura 3.7).
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Y .
4
\ )
@
a o
02
01
~ 0 X
Lz
Figura 3.7
El dngulo a est4 dado por:
o m-m 0 luen m; —m
« = ang lan —— = _2—1
& 1+mm; . lana 1+ my

Ejemplo 15

Si el 4ngulo formado por las rectas Ly y L; es de 45°, y la pendiente m, de
Ly es 2/3, calcular la pendiente m; de L, (véase la figura 3.8)

’y

Lo

Figura 3.8
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Salucién

Se sustituye:

2
m; — —
tan 45° = 1=”2—
1+ (5) mp
. 2 2
1+§J’7!2='—‘3'+n12

2:1: —-m "'—Z—l
37T g

Ejemplo 16

Calcular los dngulos interiores del tridngulo cuyos vértices s
B(2, 5) y C(4, 2) (véase la ligura 3.9).

on ‘4,(_3’ —2)1
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Solucidn

NMap — Mica 5
tanAd = = - =T
1 + magmca 1(

A = ang tan %-2*

A =24"431

[CRTINY

Mpc — Mag

7
5 29
tan B = = = =L
1+ ngcm 3,7 11
‘ IR (D)

29
B = ang tan "

B =69°13.6'

4
tan ¢ = 1eA = msc 7 ~( 2) 29
+

1+ mcamipe 4 3 ?
1+ (3
C = angtan %9-
C =86°3%
Comprobacidn:
A+B+C=180r

24°43.1" + 69°13.6' + 86°33' = 180°

Py

LINEA RECTA

180° = 180°

Ejemplo 17
Obtener la representacion grifica de las siguientes rectas:
a)y3x=-2y+2=0

Y

Solucidn
2y =3x+2
y= %x +1
De donde

b)yx+y+1=0

Solucion

Ahora se utiliza la ecuacion general:

——d' m-'—l=—1
nm = % =] v
4
c ,__1__ I
b——B, b= 1 1

53
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c) y=2-4x . Ejercicios

Solucion Inclinacién y pendiente de una recia

Directamente de la ecuaci6n: 1. Calcular la pendiente m y cl dngulo de inclinaci6n & de las rectas que
conticnen a los siguicntes pares de puntos:
a) (-8,-4),(5,9)

m= -—4' bh=72 b) (—11, 4), (—-11, 10)

c) (8,6),(14,6)
Ecuacién.punlo-pendieme

2. Determinar la ccuacion de la recta que contiene al punto $(1/3,2/3) y
tiene una pendiente infinita.

3. Determinar la ecuacién de la recta que conticne al punto A(-6, -3} y liene
un dngulo de inclinacion de 45°,
Ecuacidn pendiente-ordenada al origen

A 4. Determinar las ccuaciones de las rectas que satisfacen las condiciones
siguienles:
a) Pasa por (0,-1),m =0
d) % —2y=1 b) Pasa por (0,3), m = -4/3
Ecuacién de la recta que contiene dos puntos conocidos
Solucion
5. Los vértices de un cuadrilatero son : A(0, 0), B(2, 4), C(6,7), D(8,0).
- Determinar las ecuaciones de las rectas que contienen a sus tados!
x—-6y=3 6. Determinar la ccuacion de ta recta que contiene al punto R(5,3) y es
6y=x—3 ’ ' perpendicular 4 la recta cuya ecuacién es Tx + 9y + 1 = 0.
© 1 Y _ Ecuacién general de la recta
YT 2 7. Delerminar la ecuacién de la mediatriz del segmento determinado por los
De dond puntos (7,4} y (-1,-2).
e donde
8. Determinar el valor de k de forma que la recta de —ky -7 = Otenga
1 1 pendicate 3.
m=—; b=—-=
6 2

Distancia de un punto a una recta

~ 9. Calcular la distancia del punto {4, -1) alarcctadr -4y + 12 = O¢
interpretar ¢l signo dc la distancia.

10. Calcular la distancia del punto (7, -4) alarccta2x + 3y + 8 = 0.
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Rectas paralelas y perpendiculares

11. Demostrar que los punlos Pi(9, 2), P11, 6), Py(3, 5), P.(1, 1) son
vérlices de un paralelogramo. -

Angulo entre dos rectas

12. Calcular el dngulo agudo del paralelogramo cuyos vértices son:
El primer paso en esle problema serf indicar la direcci6n positiva del
{mgul_o que se busca, o sea, el dngulo C; entonces el lado BC de
pendiente inicial m, y el lado CD de pendiente final m, forman ¢l
ingulo buscado.

MODULO 4. CIRCUNFERENCIA

'Objetivos especificos

Al terminar el estudio de este modulo, el alumno:
o Obtendrd la ecuacidn de una circunferencia, dados el centro y el radio.

o ldentificard la ccuacion general de {a circunferencia, obieniendo de éstu el ra-
dio, el centro y su grdfica.

Cuadro sinéptico

~
(Com]ici(’m geomdétrica Representacion analitica
. P(x.y)
Todos los puntos de una circunfe-
rencia equidistan de un punto fijo
C (centro).

57
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Cuadro sinéptico | Continuacién | La distancia constante r entre el centro C y cualquier punto de la circunfe-
rencia se llama radio de la circunferencia.
< R
Eondicién geométrica Representacion analitica
Centro en el origen (0, 0): xidyiord 4.2.Ecoacion de la cnrc.unfercncm
con centro en el origen
Centro en (h, k) x—h)t+(y~k)r=r2 Sca una circunflerencia con centro en ¢l origen y radio r. Lu ccuacién de

esta circunferencia es;

Ecuacién general: x1+yr+Dx+Ey+F=0 l:—
x? +y2 =r?

Circunferencia real: siD+E2—4F >0
Un punto: . siD+E1-4F =0 ‘ Y
[ )
Ningin lugar geoméltrico: : siD!+E21—4F<0
S
) r
4.1. Generalidades
Definicién: Una circunferencia es el lugar geométrico de todos los 01 C(.0) X
puntos del plano que equidistan de un punto hjo C llamado centro. :
Pix. y)
Figura 4.2
Ejemplo 1
. Decterminar la ecuacion de la circunferencia de radio 3 y con centro en el
origen.
: Solucién

La ccuacion ¢s de la forma:

Figura 4.1 . ) ’ xt+yr=r2
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Entonces:
xl+yl=9
Ejemplo 2
Determinar la ccuacion de la circunferencia con centro en el origen y que
conticne ¢l punto (4, 3).

Solucion ' :
Las coordenadas del punto deben satisfacer la ecuacién de la circunferen-
Ci1al
xl+yl=ri
Se sustituye:
@+ Q)r=ra
16+9=r2
De donde:
r2=25 r=5
xt+yt=125

4.3, Ecuacién de la circunferencia
con centro no coincidente con el origen

Sea una circunferencia con centro en el punto (h, k) y de radior, 1al que
h = 0yfo k = 0. La ccuacion de esta circunfercncia es:

(x-—h)1+(y—k)2=r1J

X

Figura 43
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Ejemplo 3

Determinar la ecuacion de la circunferencia para los siguicntes casos:
a) Centro cn ¢l punto (0, 3) y radio 1
b) Centro en el punto (-5, -3) y radio 4
¢) Centro en ¢ punto (4, 0) y radio 2
Solucion

Se sustituycn en cada caso los valores en la ecuacién de la circunlerencia
x-M2+y—-k)t=r?
y sc obtiene:
ayxt+(y-3)2=1
Byx+52+{+3)t=106
c)(x—4)2+y2=-4

Ejemplo 4

Determinar $a ccuacion de la circunferencia de centro (5, -2) y que contie-
ne el punto (-1, 5).

Sohicion

Se procede a encontrar ¢l radio de la circunferencia, que es ¢l dato
faltante.

El radio ¢s la distancia del centro a un puato cualquiera de la
circunferencia.

L r=VO +DTF (-1 =97 = VES
Asi, la ecuacian de la circun{erencia ¢s:
(k=52+(y+2)r =85

Ejemplo 5
Determinar la ecuacion de la circunferencia para la cual uno de sus dia-
metros es el segmento que unc los puntos (3, -1) y (-3, 7).

Solucion

E! centro de 1a aarcunferencia estd en el punto medio del segmento que
une los puntos dados; por lo tanto las coordenadas del centro son:
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. i
]
- -1+7 i ;
x:n=§"—3=1 Ya= =3 | E_‘empluﬁ ) .
2 2 : Dada la ecuacién general de la circunferencia ‘
El radio se obtiene como siguc: expresarla cn la forma ordinaria
ri=(x -+ (y—kL rr=5-1)1+(-1-3)3 rt=16+1i6 (x-mr+@y-kr=r?
r=V3L, r=4v2 y determinar las coordenadas del centro y el radio.
O también con el otro punto dado: .
. Solucién
r2=(=3-1)+(7T-3)% rit=1+16 Se¢ agrupan términos y se completan cuadrados:
r=4v2 o (2—2x+1)+(p2+ay+4) ~4-1-4=0
Con los elementos obtenidos, la ecuacién de la circunferencia es: : -+ @+2)2=9
G-+ -3r=3 : Por lo tanto, las coordenadas del centro son:
, c(1,-2)
4.4. Ecuacion general de la circunferencia i y €l radio cs: ;.31‘;"‘.'
Sea una ecuacibén de segundo grado enx, y, del tipo: " r=3
_ - ‘ Se comprucba, aplicando las expresiones que se derivan de la ecuacion ge- "
x+y?+Dx+Ey+F=0 : neral para la obtencion del centroy el radio. -~
‘ D _E -2 4\, .
_D BN o= 2y, -2
SeaN=Di1+E2—4F c(-5-5) C(-7—2) €2
« SiN > 0, la ecuaci6n representa una circunferencia cuyo centro es el punto : ;= %‘/H) @ Ta () = %m _ -]2-\@5 -
D E
(-2~ 2) '
- () 6=
. 2
y radio:
r= %WD“ITL-:—!:TF > r=3
= SiN = 0, la ecuacion representa un punto cuyas coordenadas son: ! x . Ejemplo 7
(._. D _ _E_) ; Dadas las siguicnles ccuacioncs gencrales de la ciccunferencia, d_ccir S|i re-
2 2 ; presentan o no una circunferencia, y obtener su centro y su radio, de ser
! posible,

e SiN < 0,la ¢cuacidn no representa ningiin lugar geométrico. Q)22+ 2yt—6x+1W0y+8=0
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b)16x2 + 16y2 — 64x + 8y + 177 =0

Solucion
a)2x1+2y2—6x+10y+8=0

- Se divid;: toda la ecuacidn entre 2:
X+y2+3x+5+4=90
Se puede obscrva.r que:
D=-3 E=5y F=4

Se analiza el 1érmino D 2 + E ? — 4 F para determinar a cudl de los tres ca-
sOs perlenece:

(-3)2+(5)1-4(4)=9+25-16=18>0

Por lo que la circunferencia es real con centro en el punto:

C(-2-5) c(-3-3) <(373)

\T272 272 272
y radio:
1
= — 2 1
r 2D + 4
1
==Vl
r 2\/_8_
2
2

b)16xt + 16y2 — 64x + 8y + 177 =0

Se divide toda la ecuacién entre 16;

y 17 _,

T4y -4
X y Jc+2 16

‘En esle caso:

-]

17
y F=7

- CIRCUNFFRENCIA 65

Sc analizaeltérmino D+ E2 — 4 F

64+ 1 —
117_7) t 177 _ 6441177 o o

1
16+4—4(6 =16+~ 3
Por lo tanto la ccuaci6n no representa ningin lugar gecométrico.

Ejemplo 8

Determinar la ecuacion de la circunferencia gue contiene los puntos (53),
6,2)y(3,-1)-

Solucidn

La ecuacién general de la circunferencia cs:
x4y +Dx+Ey+F=0
. Esta ecuaci6n contiene tres constantes indeterminadas, por lo que serdn
necesarias tres condiciones para determinartas, Como la circunferencia debe
contencr a los tres puntos dados, se pueden hallar los coeficientes sustituyen-
do las coordenadas de los puntos ¢n lugar dc las variables x y y, resolviendo a
continuacion las tres ecuaciones lincalesen D, E y F.
25+ 9+ 5D+3E+F=0
36+4+6D+2E+F=0
9+1+3D-E+F=10
Se simplifica:
SD+3E+F+34=0
6D+2E+F+40=0
3ID—-E+F+10=10
Se resuelve el sistema y se oblicne:
D=-8 E=-2y F=12
Por lo que la ccuaci6n general de la circunferencia es:
x1+y2—8x—2y+12=0
Ejemplo 9

Obtener la representaci6n grifica de las siguienics circunferencias;

am
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aA(x-3Nr+y2=16
byy=2v25—{(x+2)2 +1

)x2+y2-2x+4y-4=0

Solucién
a) Segdn l1a ecuacién de la .
circunferencia:
C(3,00) r=4

Por lo tamo su grifica ¢s
como se muesira a la derecha.

byy==z« -x+2)t+1
Noétese que la ecuacién dada

. puede escribirse en la siguiente
forma:

y-l=2v-(x+2)7%
(y-1)2=25-(x+2)°

(x+2)2+(y-1)2=25

Por 1o que s¢ deduce que su
centro estd en C(-2, 1) y su
radioesr= 35,

La grifica se mucstra a la
derecha.

uada en el ejemplo 6, sc llega a la
ecuacion: :

Ejtrcicios
Ecuacién de la circunferencia (centro, rado) '

1.

3.

Ecuacibn general de la circunferencia

4, Dadas las siguientes ccuaciones, decir sirepresentan ¢ no una ci

_Determinar la ecuacién de la circunferencia de centro (4, -1) y

c)x1+y2—21+4y-4=-0

Segin la transformacion cfec- l

(x—1)1+(y+2)2-9 & +

67

De 1a cual se obticne:
c{,-2) r=3

La grafica sc mucstra a Ja derecha.

Determinar la ecuacién de la circunferencia en cada caso:
a) Cenirocen (0,0) y radio 1

b) Centro en (3,-1) y radio 5

¢)Centro en (0, - 4) y radio 9

d) Centroen (1, 0) y radio 3

conticne el punto (-1, 3).

que

Determinar la ecuacién de la circunferencia para la cual uno de sus

dismetros s el scgmento que une los puntos (-3, 5) y @, -3).

cun-

ferencia, y obtener su centro y su radio, de ser posible. Aplicar las

f6rmulas y comprobar completando cuadrados.
ayxt+y:=0

byxt+y2-8x+10y-12=0
c)xt+y?-8rx-Ty=0
d)311+3y3—4x+2y+6=0

Determinar la ecuaci6n de la circunferencia que contiene los puntos:

4,5),3,-2)y(1,-4).

PR}
-

'!‘\1":

va



MODULO 5. PARABOLA

Objetivos especificos

Al teninagr el estudio de este médulo, el alumno:

o Obtendrd la ecuacion de una parébola a partir de datos tules como: vérice,
foco, directriz y valor del lado recto.

« Dada la ccuacion de una parébola, obtendrd su grdfica y sus elementos tales
como: vértice, foco, valor del lado recto y directnz.

Cuadro sindptico

Coundicién peométrica Representacion analitica

s 1'nlos los pun-
tos de una pari-
bola equidistan
de un punto {ijo
F(foco) y una —9
recta fija L (di-
rectriz).

L’ (efe focal)

i (directriz)

69

a
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Cuadro sindptico

rCOnlinuaci(’)n |

—
Condicién geométrica

Representacion

ﬁ N

analitica

sVértice enclori-* Eje  focal
.gen (0,0) en el eje
X

® Eje focal
enelejeY

eVértice en (h, k) * Eje focal
paralelo
aleje X

® Eje focal
paralelo al
ejeY

sLongitud del la-
do recto:

eEcuacién general

sRepresenta una
parabola cuyo
eje es paralelo o
coincidente con
eleje X:

y2 =4px

0K’ =4p@—h)

(c—h)?=4p -k

| 4p |

Ax + Cy*+Dx+Ey+F=0

S14A=0,C=0, D=0

Hp > 0 abre ha-
cia la derecha,

Op < 0 abre ha-
cia la izquier-
da.

Ap > 0 abre ha-
¢ia arriba,

Hp < 0 abre ha-
cia abajo.

Hp > ( abre ha-
cia la derecha.

Hp < 0 abre ha-
cia la izquicrda,
Hp > 0 abre ha-

cia arriba.

Hp < 0 abre ha-
cia abajo.

8
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Cuadro sindptico

| Continuacitn _I

(Condicion geométrica Representiacién analitica

N

eRepresenta una St4=20C=0E=0
parabola cuyo
eje es paralelo o
coincidente con

cleje Y’

eRepresenta SiA=0,C=20, D=0
dos rectas o o
ningin lugar . SiA=%0,C=0E=0

geométrico:

NG

5.1. Gcneraiidades

fija L Namada directriz,

- . l
De{imaén: Una pardbola es el lugar geométrico de todos los puntos
del ptano que equidistan de un punto fijo F lamado foco y una recta

El punto F no ¢sta contenido en L.

L * (eje focal)

L (directriz)
Figura 5.1

i mif
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" La recta L’ perpendicular a L y que conticne a F se llama ¢je focal de’la
parébola. - :

Si Q es la interseccion de L y L’ entonces el punto medio V' del segmento
QF esté en la parabola, ya que equidista de L y de F; a este punto ¥ s¢ le lla-
ma vértice de la parabola (véase la figura 5.1). '

5.2. Ecuacién de la paribola con vértice
en el origen y eje focal coincidente
con un eje coordenado
Sca p la distancia dirigida VF = OV
Sea una parabola cuyo vértice coincide con el origen y cuyo eje focal coin-
cide con el ejc coordenado X. La ecuacidn de esta pardbola es:

yr=4px 1

El foco tiene por coordenadas (p, 0) y la directriz L es una recta de
gcuacibén: ;

x=-p

p puede ser positiva o negativa, lo cual nos plantea dos casos:
si p es positiva, 1a pardbola sc abre hacia la derecha (véase la figura 5.2).
sip es negativa, la pardbola se abre hacia la izquicrda (véase la figura 5.3).

Y
p>0
Vi . f(D,O) | ;.
af——o =X
fo.

Figura 5.2
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Y _
} p<0
Fi{p, 0} v -X
- oo~
p
i I‘!'
i
L:x=-p - k
Figury 53 ;_

Consideremos ahora una pardbola con vértice en ¢l onigen y ¢je focal coin-
cidente con el gje Y, su ecuacion cs:

]
XX=4py

El foco ticne por coordenadas (0, p) y la ecuacion de la direetriz es:

y=-pr

$i p es positiva, la pardbola s¢ abre hacia arriba (véase 1a figura 5.4).

Si p es negativa, la pardbola se abre hacia abajo (wéase lu figura 5.5). -
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¢ F(0,p)

p=>0

<JO

Jo

Q

Figura 5.4

p<0

$F(0.p)

Figura 5.5

Ty
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5.3. Lado recto de una parabola

Sca la siguiente gréfica de una parabola;

X A/

Figura 5.6

En csta grifica se ha representado ¢l scgmento AB que ¢s una cuerda per-
pendicular al eje focal y que contienc el foco; a esta cuerda se le Bama lado
recto (L. R.) de la pardbola, :

La principal caracteristica dcl lado recto de una pardbola es que su longi-
tud es igual al valor absoluto de 4p, esto cs:

LR.=|4p|

Ejemplo I

Sca una pardbola cuyo vértice estd en el origen, su ¢je (ocal coincide con el

‘¢je Y, y contiene ¢l punto (4, -2).

a) Determinar la ecuaci6n de la pardbola, las coordenadas de su foco, la
ecuacion de su directriz y la longitud de su lado recto. -

b) Trazar la grafica correspondiente.
Sohicion
a) La ecuacion de la paribola ¢s de la forma:

xX=dpy
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Como la parébola conticne ¢l punto (4, -2), las coordenadas de este punto
deben satisfacer la ecuaciénx? =4py.
Por lo tanto se tiene:

16 8 . ..
6=4p(-2; T,=4p p=-35 - p=-2

yla ecua.cién buscada seré:
xt=-8y
El foco es ¢l punto (0, p), o (0, ~2). La ecuacién dc la directriz cs:
| y'=-‘p osea y=2
La longitud det lado recto es: -
LR.=8

. b) Con los datos obtenidos procedemos a trazar la grifica correspondicnte
(véase la figura 5.7). )

Figura 5.7

Ejemplo 2 .
" Determinar ¢l foco, la ecuacion de la-dircctriz y la longitud dcl 1o recto
de la pardbola3y* = Bx

Solucion

,_ Bx .
Se sabe que y? = 4 px, de donde se deduce que y? = 3+ por lo que:

PARABOIA 77

=3 =3
El foco ¢s ¢l punto de coordenadas:
p(g , 0)
La ecuwacidn de la dircciriz cs:
x= —% yaque x=-p

La longit 1d del lado recto se calcula asi-

1= 4]

LR. =

W 100

Ejemplo 3

Determinar la ccuacién de la parabola cuyo foco ¢s ¢l punto F (0, - g—) y

, . 4 .
dircctrizlarectay — 3= 0. Calcular ademss la longitud del lado recto.

Solucién

Sea P(x, y) un punto cualquiera de la pardbola; de la formula para calcular
la distancia entre dos puntos, sc tiene:

Distancia dcl foco al punto:

4=V -0)+ (- )t

Se sustituye:

d=\/(x—0)1+ (y+§)2

Como esta distancia debe ser igual a la comprendida entre el punto P(x, y)

. . . 4
yla directriz de ccuacion y ~ 3 entonces:
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4
Ox+y-<
- 4\ 2 3
— 2 - -
=0+ (Y+3) 0% + 12

(Véase el apartado 3.7)
De donde:

(x — 0y + (_)"l"‘:‘—‘)z =y-53'

Se eleva al cuadrado y se simplifica:

By , 16 16
2 2 =l = Y =
x+y+3+9 y 83-!-9
O sea:
8y , 8y
24—+ =
X 3 3 0
16y 16y
2 4 —I = 2= -
xt+ 3 0 X 3

La longitud dellado rectoes: | 4p | = l - 16 |

16
LR, =—
3

5.4. Ecuacion de la pardabola con vértice
no coincidente con el origen y eje focal
paralelo a un eje coordenado

Sea una parabola cuyo vértice tenga por coordenadas (h, k) y eje focal pa-
ralelo al cje X, talque i # 0 y/ok # 0.La ccuacion de esta pardbola es:

»
b

y—ki=4p(x—4h)

El foco tiene por coordenada (h + p, k) y la directriz L es una recta de fa
ccuacidn:
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x=h-p

Sipes positiva la pardbola se abre a la derecha; si
se zg;c a la izquicrda (véase la figura 5.8).
onsideremos ahora los casos de una pari ice i
ide ! ! a pardbola cuyo vértice ticne
COOI’dCllddd.S‘(h, k) y eje focal paralelo al eje Y, tal que h y:t 0 yJok # 0! ror
La ecuacidn de esta pardbola es: .

P cs negativa la palr.’:bola

(v = = 4p  — &)

p>0

Fih + p, k)
Vih, k)

0 \=x O/ -x

Lix=h-p 1 L:x=h-p

Figura 5.8

El foco ticne por coordenadas (i, & + p) y la directriz L ¢s una recl

ecuacion:
l y=k-—p

?;ll)p es positiva Ja paféb(')lzi s¢ abre hacia arriba; si p es negativa la parabola
s¢ abre hacia abajo (véase la figura 5.9). En cstos casos la longitud del tad
recto también esigual a |4p |. ?

ade
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Y Y
} p>0 $ p<0
Liy=k-p
r/’___‘V(n,;k)
Ly=k-p // 1F(h. k + p)
5 — X o) - X
Figura 5.9
Ejemplo 4

Determinar la ecuacién de la pardbola con vértice 143, 4) y foco F(3, 2).
Determinar también la ecuaci6n de su directriz y la longitud de su lado recto.

Solucion

Como ¢l vértice y ¢l foco de una parsbola estan sobre su ¢je, y como cada
uno de estos puntos, en este caso ticne la misma abscisa 3, se concluye que cl
eje de la parabola es paralelo al eje Y. Por lo tanto, la ecuacion de esta pard-
bola es de la forma:

(s = h)t = 4p & — &)
Se sustituyen los valores de V(3,4) y sc tiene:
] x-3p=4 -9
Al_mra bien:
lp | = |FV 1; F = foco, V = vértice »
lpl=14-2]=2

Como ¢l foco estd abajo del vértice, la pardbola se abre hacia abajo y p es
negativa:

p=-2
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Asi, la ecuacion de la pardbola es:
(F=3p=-80-4

La longitud de! lado recto ¢s 8. Como ¢l vértice V(3, 4), es ¢l punto medio
del segmento comprendido entre el foco y la directriz, las coordenadas del
punto 4 sobre la directriz (véase ta figura 5.10) ¢s (3, 6) y por lo tanto ba ccua
cién de la dircctrizesy = 6. , )

Yi

A(3, 6)

L:y=6

V(3, 4)

,/} F(@3.2)

/1 N

Figura 5.10

Ejemplo 5
Determinar la ecuacitn de la pardbola de vértice ¥ (3, 2) y foco F(5, 2).

Solucidn

_ Como f:] vértice ¢s V' (3, 2) y el foco F (5, 2), se ticne que p = 2 y la ecua-
cion adquiere la forma:

(v — k) = 4p(x — h)

(ST}

(— 22 =8(x—3)

Al desarrollar y simplificar:

v—dy -8 +28=10
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Ejemplo 6 . |
Hallar la ccuacién de la pardbola de vértice ¥(2, 3), de cje paralelo al eje
coordenado Y, y que contiene el punto A4(4, 5).

Solucién
La ecuacién que se ha de aplicar es:
(= hy=4p (k)
es decir:
@-2=4 (-3
Como ¢l punto 4(4, 5) pertencce a la curva, se ticne:
(@—2p=4p(5-3)

Al.desarrollar y simplificar:

Por lo tanto la ecuacién pedida es: _
(x—2)t=2(—3)
o bien:

TR -2+10=0

5.5. Ecuacién general de la pardbola
Sca una ecvacion de segundo grado eny, y, del tipo:

S
A+ Cpr+Dx+ Ey+F=0 .

Esta ccuacion representard una pardbola cuando cumpla con las siguien-
ics condiciones:
. Sid =0,C=0yD =0, laccuacibn representa una paribola cuyo ¢jc €s
paralelo o coincidente con ¢l cje X. .

L AN —20x~ 2y +97=0; x2=Sc—6p+= =0
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e SiAz=0,C=0yE 0, repacsenta una paribola cuyo eje es paralelo o
coincidente con el ¢je Y. '
En los casos anteriores, cuando D o E valen cero respectivamente, lu ecua-
cion de segundo grado deberd analizarse de la siguiente mancra:

SecaM=C+Ey+F=0

o SiAd=0,C#0yD =10 uando las raices de M son reales y (Iifércnlcs, la
ccuacion representa dos rectas no coincidentes paralelas al ejc X; si las
raices de Af son reales ¢ iguales, la ecuacion representa dos rectis coinci-
dentes paralclas al eje X si las raices de M son complejas, 1a ectacion no
corresponde a ningin lugar geométrico.

ScaM=A + Dx + F=0

o« Sid4=20,C=0yE =0, cuando lus raices de Af son reales y diferentes, la
ecuacidn representa dos rectas no coincidentes paralelas al eje Y si las rai-
ces de M son reales ¢ iguales, la cevacion representa dos reclas coinciden-
tes paralelas al cje ¥; si las rafces de M son complejas, la ccuhcion no
corresponde a ningin lugar gecométrico.

Ejemplo 7

Demostrar que la ecuacion 42 — 20x — 24y + 97 = 0 representa una pa-
rabola, Dcterminar lus coordenadas del vértice y del foco, 1a ecuacion de su
direetriz y la tungitud de su lado recto. '

L ]

Solucion

La ecuncidn general cs:

A+ O+ e+ Ey+ F=10
En ¢ste caso:
4~ 2W0x -2y +97=0
A=0,C=0E=0

Por lo tanto, Ia ccuacion representa una paribola cuyo eje es paralelo al
cje Y.

Se reduce L ccuacion:

97
4

8¢ completan cuadrados:
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ta lun

y s¢ obtienc:
. . 5 2 _
(‘z)”GO 3)

En esta ecuacién se observa que las coordenadas del vértice son:

Como 4p = 6,p = 3/2 y'la parébola se abre hacia la parte positiva del cje
Y, entonces el foco est4 sobre un eje paralelo al eje Y, por lo que sus coorde-

5,3
i3]

nadas son:

0 sl

N I
[ RR
i

F

La ecuacidn de la directriz es:

3
y=3-35
o sea:
3
y=5
La longitud del lado recto es:
=la(2) | = 5
q@|_k(2)| 6
LR.=6
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Ejemplo 8
Obtencr la representacion grafica de las siguicntes pardbolas:

1
a)y=;x3—x+l

Solucidn
Multipliquesc [a ecuacion por 4 ;
dy=x2=dx+4; la cual se puede escribir como: 4y = (v — 2)? o bien:

(v ~2)2 = dy; de lo cual s ubtiene: eje focal paralelo al eje Y, V2,0, F(2, 1)
y longitud ded lado recto = 4. Como p > 0, se abre hacia arriba.

Y
4

byy=-2x2+ & — 4.

Solicion

Factorizando -2 :

y=-2@t—4x+2)

completando un trinomio cuadrado perfecto dentro del paréntesis;
y=-2(x-4x+4-~2)
y=-2(—2)2+4
y—4 =-2(x—2)

obicn (= 2t = ~ 1y 4)

por lo que se obticne: cje focal paralelo al ¢je Y, V(2,4), F(2,3.875).
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Longitud det lado recto = 1/2. Comop < < 0, sc abre hacia abajo.

c)y=*V8x~8 -2

Soltcidén

La ecuacién dada se puede expresar como:

y+2= +V8x —§

(» + 2) = 8(r — 1); de donde se obticne: eje focal paralelo al eje X,

V(1,-2),F (3-2).

Longitud del lado recto =

derecha.

|4p | = 8. .Como p >0, se abre hacia la
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Ejercicios

Ecuacidn de la pardbola de véntice en el onigen y eje focal sobre un eje
coordenado

1. Determinar las coordenadas del foco, la longitud del lado recto y la
ecuaci6n de la directriz de las siguientes parabolas:

a)y! =6x
byxt=8p=10

2. Determinar la ecuacién de la pardbola con foco F(3, 0) y directriz
x+3=0

Ecuacién de la pardbola con vértice en (h, k) y eje focal paralelo a un efe
coordenado

3. Determinar la ccuacidn de la pardbola de vértice V (-2, 3) yfoco F (1, 3).

4. Determinar la ecuacién de la pardbola con foco en cf punto F(-2,-1)y
cuyo lado recto es el segmento entre los puntos A (<2, 2) y B (=2, -4).

Ecuacion general de la pardbola

3. Demostrar que la ecuacidny 2+ y — 3x + 1 = 0 represcata una pardbola.
Determinar las coordenadas del vértice y del foco y la ecuacién de la
directriz.




"MODULO 6. ELIPSE

Objetivos especificos

Alterminar ef estudio de este médulo, ¢l alumno:

o Obtendrd la eciacion de la elipse a pantir de datos tales como: focos, centro,
eje mayor, ¢je menor, ludo recio.

o Dada una ecuucion’identificard si se trata de una clipse y obtendrd caracte-
risticas tales como: focos, centro, eje mayor, eje menor, lado recto y lu grdfica
respectivg.

Cuadro sindptico
. ™

Condicidn geoméltrica Re presentacion analitica

e En una clipse, la
suma de las dis-
tancias de cuales-
quicra de sus
puntos a dos pun-
tos fjos Fiy F2
(focos) es cons-

Px. y)

L {(eje focal)

tante.
o Cenlro en ¢l ori- ® FEje focal en ¢l ‘
gen (0, 0) cje X =l;ax>h

. y

89
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Cuadro sindptico

I: Continuacién J

r/

Condicién geométrica

~

Representacién analitica

eCentroen (h, k)

o Longitud dellado .
reclor

e Longitud del ¢je '
mayor:

e Longitud del cje
mnenor:

| eDistancia enfre
los focos:

e Ecuacién general:
e Indicador:

" #Elipse cuyo cje es
paralelo al eje X
oalejc Y:

e Un punto:

e Ningin lugar geo-
métrico:

(-]

Ejc focalenel 2 .Lz

je Y +==1a>b
cjc b2 7 2
Eje focal pa- 1?2 (-k)?
ralelo o coin- 3 e =1; a>b
cidente al eje a
X
Eje focal pa-  (y - p) 2 — k2
ralelo o coin- 2t ;3 =1 a>b
cidente al ejc b a
Y
2p°
a
2a
2b

Ax +Cy +Dx+Ey+F=0
N=CDY+AE*-44CF

A=0, C=0, A,Cdcl mismosignoy N>0

h
»

N=0

N<(

N~

6.1. Generalidades

Definicién: Una elipse cs el lugar geométrico de todos los pu'nlos del
. I

plano tales que La suma de las distancias de cada uno de ellog a dos
puntos fijos Fy y 5, Hamados focos, cs constante,

Plx. y)

FiP+ PF;y=cte,

L{eje focal)

Figura 6.1

Larecta L que contienc los focos de la clipsc se ltama eje focat,

Los puntos ¥y y V2 en los cuales se interseea la clipse con su eje focal se
Haman véntices.

El punto C estd en ¢l ¢je focal y ¢s ¢l punto medio del segmento' F) Fy; este
punto cs cl cenrro de la elipse. N

La recta L' que contiene ¢l centro de la elipse y es perpendicular ai ejc fo-
cal, se Nlama eje transversal, '

A! segmento del eje focal comprendido entre los vértices ViyVase le la-
ma eje mayor y su longitud cs igual a 2 4, cn donde ¢ e llamada sdnu'cje ma-
yor,

Al scgmento del ¢je transversal comprendido entre los puntos By y B; (in-
tersecciones de la elipse con su ¢je transversal) se le Hama ¢je menor y su lon-
gitud es igual a2h, endonde b es Damada semicje menor. ‘

La distancia ¢ que hay cotre ¢l centro de la ehipse y cualquiera de sus dos
focos se llama distancia focal y ¢s igual

W~ ph

+ 0S5eaque: .

91

T
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6.2. Ecuacién de la elipse con centro
en el origen y cje focal coincidente
con un ¢je coordenado

Sea una elipse con centro cn ¢l origen y ¢je focal coincidente con ¢l ¢je
coordenado X. La ecuacién de esta elipse es: o

x?_ y?
a2+b1=1 a)b

Los focos ticnen por coordenadas Fi(—¢,0),F:(c.0) y los vérlices
V\(-a,0)yV2(a,0) (véaselafigura6.2).
- Y arb

el co.0) _Fae 0 X

Figura 6.2

Ahora consideremos una clipse con centro en ¢l origen y eje focal coinci-
dente con el eje Y. Su ccuacion es!

2 2
S a>b

Los focos ticnen por coordenadas Fi(0, —c), Fx(0, c) y los vértices i), —a)
y ¥2(0, a) (véase la figura 6.3). '

Y a»b
b
P——"1v2(0. 8) Fil0, -¢)
' F2{0.¢)
|
(
: »
- X »

1Fy

Vi{0, -a)
Figura 6.3

93
6.3. Lado recto de la elipse

Considérese la siguiente grifica de una elipsc.

Vi

M

Figura 6.4

Enla grafica se ha representado ¢l segmento M Afy, que s una cuerda per-
pendicular at ¢je focal y que contiene un foco de la elipse; a esta cuerda se le
llama lado recto de la clipse y su longitud es ignal a 2 02 /g o sea:

b2
a

LR =

Ejemplo 1

Dada la clipse %x 2 + 16y 2 = 576, calcular tas longitudes del semicje ma-
yor y scmueje menor, las coordenadas de los focos y La longitud del lado recto.

Solucion

Laccuacion 9x2 + 16y t = 576 también se pucde escribir como:

2%
o4

R
n

Por lo tantao:

8

Semieje mayor g
Semicje menord = 6

Comoc =vVa?—-D? =27 yclcje local estd en ¢l eje X, las coordenadas

de los locos son:
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F(=2VT7,0) y. F(2V7,0)

La longitud del lado recto es:

2b2 2(6* M
.R_=‘—= ==
L a 8 8 ?

LR. =9

Ejemplo 2

Determinar la ecvacion de la clipse con centro en ¢l origen, uno de sus fo-

cos el punto (0, 3) y semicje mayor igual a 5.

Solucion

Dalos:

Ahora bien:
. ' c=vVa*=>b7T b=VaT-¢l
Por lp tanto: )
b=v25-9=4 b=4
Como el ¢je focal se encuentra en ¢l gjc ¥, la ccuacién de la elipse es:

Xt ooy
16+25“1

6.4. Ecuacion de la elipse con centro
no coincidente con el origeny
-eje focal paralelo a un eje coordenado

Sea una elipse cuyo centro tiene por coordenadas (4, k) y cje focal parale-
lo al cje coordenado X, 1al que it = 0 y/0 k # 0. La ccuacion dg csta clipse

CSs:

(x—h)? (y-k)?
a? t b2 =1

a>bh

Los focos ticnen por coordenadas Fi(h - ¢, k), Fx(h + ¢, k) y los vértices

Vith —a k)yVa(h + a, k) (véase la ligura 6.5).

95
Y4
Vith=a. &) f] Chk) Vel + a. k)
\F1(h —c. k) | Falh + ¢, k)
O - X
Figura 6.5
Si consideramos que fa clipse tienc su centro con coordenadas (A, k) y' que

su eje focal es paralelo al ¢je coordenado Y, su ecuacién ¢s:

a>h

[ Tt

‘Los focos tienen por coordenadas Fifh, k —c), Fy(
R v K=c)y Frihk +¢ :
Vithok—ayyV,(h k + a) (véase la figura 6.6). )y

En estos casos Ja longitud del lado recto ¢s tambicn iguala2b?
Yy Va(h, k + a)

® Fiih k-c

Fa ( )
Faih k + ¢)

Ch, k)

¢F1
Vi{h, k - a)

0 X

los vérlices

la

Figura 6.6
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Ejemplo 3
Determinar la ecuacién de la eli
y semicje menor igual a 4.

psc con centro C(2, -3), un foco F(-1, -3)

Solucidn
b =4 c=2-(-1)=3
S§
c=VaT—B3% a=Vci+h?
0 5ca quc:

a=v9+16 =5

elo al eje X, por lo que la ccuacién de la elipsc es:

gx~252 -+ .:163 =

El eje focal es paral

Ejempto 4
Dada la ecuacion de la elipse:

G-, =22
45 20 .

I iej : r, las coorde-
Calcular las longitudes del semagje mayor y el semicje menor, ka

nadas del centro y de los focos y 1a longitud del lado recto.

Solucidn
De la ecuacion:
a=va5 =3V3
b=v20 =2V5

Las coordenadas del centro son:
c(1,2)

tra cl vator de ¢ para obtener las coordenadas de los focos:

»
»

Se encucn
c=vai—-bI=Va5-12 =vI5=5 =~ ¢=5

. j : n:
Como el cic mayor es paralelo al cje X, las coordenadas de los focos so

ELIPSE 97

Fi(6,2), Fi(-4,2)

Lado recto:

_2b2 _ 2(20) 8VS
LR =302 200 _BY
LR =8

3

6.5. Ecuacion general de la elipse

Sca una ecuacion de segundo grado en x, y, del tipo:

1 Ax+Cyr+Dr+Ey+F=0

ScaN=CDI+AE~44CF

e $S1A420,C204<CN>0yAyCiicnen el mismo signo, la ecuacién
representa una elipse con eje focal paralelo o coincidente con ef gje X,

e SiA4=20,C20,4>CN>0yAyC ticnen el mismo signo, la ecuacién
representa una elipse con gje focal paralelo o coincidente conel eje ¥,

« Si N =0, la ecuacién representa un puato Onico cominmente llamado
punto elipse.

e SiN <0, la ecuacitin no representa ningin lugar geométrico.

Ejemplo 5
Dada la ecuacidn general:
xt+dyr—-0ox+ 16y +21=0

a} Determinar si representa una elipse.

b} Deducir su ecuacion en la forma ordinaria.

¢) Obiener las coordenadas de su centro.,

d) Obtener la loagitud de los semicjes mayor y menor.,
e) Obtener las coordenadas de los focus.

£) Obtener la longitud del lado recto.

Sohcidn

a) De la ecuacion general se olttiene:
A=1,C=4,D=~6E=16yF =21

N=CD!+AE?—44CF=4(-6)2+ () (16)2 = * 1) 4(21)
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por lo cval la ccuacién est4 definida para valores reales dex yy, o sca que sf

representa una elipse.
byxt+dyt—6x+16y +21 =0
Se agrupan 1€rminos y s¢ completan cuadrados:
x2—6x+9+4(y?+4y+4)+21—9-16=q
(x—3)+4y+2)2=4
O bien:

De ia ecvaci6n anterior se deducen los incisos ¢) y d):

¢) Centro:
(3, -2)
) Semieje mayor: .
a=2
Semicje menor:
b=1

¢) Las coordenadas de ‘loé focos se obtienen por medio de la expresion:

F(h = ¢,k)

Se calcula ¢ valor de e:
c=Val=bi=vd-1=V3

F.(3-V3, =2) F:3+V3,-2)

[)Lado recto:

Py

2b1

a

]
—

. L.R.

[T

Ejercicios
Ecuacion_de la elipse con centro en el origen y cje
coordenado

focal sobre un cje

ELIPSE 99

1. En cada una de las clipses siguicntes, calcular [a longitud del %emicjc ma-
yor, la longitud dcl semicje menor, Jas coordenadas de los focos y la longi-

tud del lado recto.

xr o oyr
4ot 143 =1

T SN
b)8+]2 1

2. Determinar la ecuacién de cada una de lus siguientes elipses, de manera

que satisfagan las condiciones que se indican,

a) Focos (x4, 0), vértices (% 5,0)
b)L.R. = 5, vérlices (£ 10,0)

. Ecuacion de la elipse con centro en cualquier punto (h, k) y eje fo
lo a un ¢je coordenado

3. Determinar la ecuacidn de la etipse de centro C(4, -1), uno de los focos

F(1, =1) y que contiene el punlo A(8, 0).
4. Dada la ecvacién de la elipse:

G- 3
16 9

determinar las coordenadas del centro, el semicje mayor, ¢l semieje menor,

las coordenadas de los focos y 1 longitud ded ludo recto.

Ecitacion general de la elipse

5. Dada la ecuacidn:

4x2+9y2—4a8x + T2y + 144 =0

a) Decir si la ecuaci6én define una elipse.

b) Deducir su ecuacién en la forma ordinaria.

¢) Obtencr las coordenadas de su centro.

d) Obltener tas longitudes de los semicjes mayor y menor,
e) Obliencr las coordenadas de los focos.

J) Obtencr la longitud del lado recto,




MODULO 7. HIPERBOLA

Objetivos especificos
Al termninar el estudio de este modilo, el alitmno:

o Obtendrd lu ecuacion y la grifica de la hipérbola a partir de sus caracteristi-
cas, tales como: focos, ceiro, eje transverso, eje confiigado y lado recto.

o Dada tina ecuacién identificard si se trata de wna hipérbola y detenninard
sus caracterisiicas, tales como: focos, centro, ¢fe transverso, eje conjugado,
ludorecto y grifica.

Cuadro sindptico

/" Condicion geométrica Representacion analilica M

e En una hipér-
bola, la dilc-
rencia cn va-
lor absoluto
de las distan-
cias de cuales-
quicra de sus
puntos a dos
puntos fijos
FiyF (fo- -
Cos) cs cons-
tanie.

Plx. y)

s
L(eje focal)

Az

101



Conjugada

e Centro en el Ejc focal cn ¢l x2 y_l AyC, designo contrario.
origen (0, 0) cje X = 2 =1
a +
conjugada: ; e Dos rcctas que se intersecan en un A=0,C=0,N=0,
L2 punto:
X_z___z___lt i Ay C, designo
a b it
conlrario.
i 2 2
sf}focal en el Y S
) al b? . J

Eje focal en ¢l
ejeY

Eje focal gira-
do a 45 con
respecto a los
ejes coordena-
dos

xy=K K=cte.#20

tre los focos:

o Ecuacion ge-
neral:

e Indicador:

o Hipérbola con ¢je focal paralclo o coin-

Ax2+Cy2+Dx+Ey+F=O

N=CD*+AE*~44CF

cidente con el eje X o con el cje Y:

A=0, C=0,'N»0,

102 . 103
Cuadro sinoptico |_Continuacion | Cuadro sinéptico [ Continuacion |
. . . h - ‘ | ™
Condicién geométrica Representacién analitica . Condicién geométrica Representacién analflic:a
1
@ Centroenel Eje. focal en el x* 2 o ‘
origen (0, 0) cje X - 5=1 e Centroen cl * Eje focal en cl conjugada:
Eie focal | az bz origen (0, 0) cje Y
ejJ;,'YOLa en ¢ v:_xl_ l ﬁ“!i=1
a 2 b 2 ! a 2 b 2
e Centro en Eje focal para- x=h)Z -k 2 @ Longitud del 2p2
(h, k) lelo o coinci- PR =1 lado recto: “a
dente al cje X a
Eje focal para- -2 w-m? )
lelo o coinci-. L 7 & 2 = 1 e Longitud del 2a
dente aleje Y a b ¢je transverso:
Equildtera o Longitud del 2b
ejc conjugado:
e Centroenel Eje focal en el xt-yt=a? a=b
origen (0, 0) cie X ® Longitud en- 2¢; c=Var=-b1?
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7.1. Generalidades

Deftnicién: Una hipérbola es el lugar geométrico de todos los
puntos 1 lano tales que la diferencia en valor absoluto de las
distanuias de cada uno de ellos a dos puntos fijos F1 y F: lamados
Jocos, es igual a una constante.

|F—|P“PF1| = cte.

Figura 7.1

Larecta L que contiene los focos de la hipérbola se Hama ¢je focal.

Los puntos V1 y V2 en los cuales s¢ interseca la hipérbola con su eje focal,
sc Haman vértices.

El punto Cestd en el eje focal y cs ¢l punto medio del segmento FiFy; este

* punto ¢s ¢l centro de la hipérbola.

La recta L’ que comticne ¢ centro de la hipérbola y s perpendicular al
cjc focal se llama efe normnal., R

Al segmento del cje focal comprendido entre los vértices Iy y Va se le lla-
ma eje transverso y su longitud cs igual a 24, en donde a ¢s llamada semicje
transverso,

Las rectas.A 1 y A 2 son las asintotas de la hipérbola.

Al segmento del eje normal comprendido cntre los puntos By y B s, los
cuales se relucionan con las asintotas y los focos, como se muestra en la ligura

HirErpola 103

7.1, se le llama ¢je conjugado y su Jongitud es igual a 2b, en donde b es el semi-

¢je conjugado, ‘ ] .
La distancia que hay entre ¢l centro de la hipérbola y cualquicra de sus

dos focos s¢ llama distancia focal y cs igual a:

0 scar -

c=vVai+h? l

7.2. Ecuacién de la hipérbola con centro en el origen'y
eje focal coincidente con un eje coordenado
Sea una hipérbola con centro en ¢l vrigen y cje focal coincidente con ¢l eje
coordenado X: Su ccuacion ¢s: :

Los focos ticnen por coordenadas Fi(—c¢, 0), Fx(c, 0) y los vértices Vi(—a,
0) y Vg, 0) (véase la figurua 7.2).

4y
Fi(-c, 0)
Fz(c, 0)
Vi(-a, 0)
Vz(a, 0)
Fi Vi Va ‘F2 -
- o[ cE, o\
l
I
:
e
a
Figura 7.2

Si se tiene una hipérbola con centro en ¢l origen y cje focal coincidente
con el eje Y, su ccuacidn cs:
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Los focos tienen por coordenadas Fi(0, ¢}, F2(0,¢) y los vértices i, - a),
V{0, a) (véase la figura7.3).

4Y
F1(0, )
\’ FZ FZ(O, C)

O(c(. 0)
Vi(0, —a)
)
Fi
Figura 73
7.3. Lado recto de una hipérbola
Considéresc la siguientc grafica de una hipérbola.
M
Fi Vi _
M
:
Figura 7.4

El segmento Af My representado en la grifica corresponde a una cuerda
perpendicular al cje focal y que contienc a un foce de la hipérbola; a csla
cuerda se¢ Ic lama lado recto de la hipérbola y su longitud es iguat a 2 bYa

HIPERBOLA 167 .

2
LR =2b?
a

Ejemplo 1

Los vértices de una hipérbola son los puntos ¥ 1(0, 3) y V2(0, -3) y sus lo-
cos los puntos F (0, 5) y F 2(0, -5). Determinar la ccuacibn de la‘ hipérhola,
las longitudes de sus cjes transverso y conjugado, y la longitud de cada lado
recto.

Solucion

Como los vérlices y los focos estdn sobre el cje Y, ¢l eje focal cqincidc con
¢l ¢je Y. Ademis, el punto media del cje transverso estd evidentemente en ¢l
origen, La ccuacién de la hipérbola seré de la forma:

La distancia entre los vértices es: 2a¢ = 2(3) = 6 que cs la longitud del eje
Lransverso.
La distancia entre los focos es: 2c = 2(5) = 10

Por lo tanto:

Ahora se aplica la relacion:
cl=al+ph?
y se despeja be |
bil=c?—a?=25-9=106
b=Vi6 =4
La longitud del cje conjugado es:
2b=28
La ecuacion de la hipérbola es entonces:

z T
yi_xt_ g

9 16
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La longitud de cada lado recto cs:

2 2
2 _20)7 ., L B
a 3 3

Ejemplo 2

Determinar la ecuacitn de la hipérbola con centro cn ¢l origen, ¢je focal
eneleje Y yque conticne los puntos 4 (4,6) y B (1,-3).

Solucidén
Se sustituyenx y y por las coordenadas de los puntos dados ¢n la
ccuacidn

vl

-2 =1

b

o

y resubtan dos ccuaciones enag y b:

@2 (@2_, 2 1_,
al bt ’ al b
36 _16 _ )
a* b
9 _1_, )
at b

Para resolver ¢l sistema de ccuaciones formado por las expresiones (1) y,
(2), se multiplica la expresion (2) por — 4 y se efectia la suma.

% _16 _,

FEE TR

36 4

—Ee =4

az+b2

=12 _

h: ™ 3 'y
;]2_=b3 b'=4

Para obtener clvalor de a ? se sustituye b * = 4 en la expresion (2):

nekxsota 1090

9 _1_

at 4 !
9.2 .
a? 4 a7

Se sustituyen los valores de @ 2y b 2 ¢n la ecuacion original y se simplifica:

Sy _x?

_=l
36 4

7.4. Fcuacién de la hipérbola con centro no
coincidente en el origen y ¢je focal paralclo a un
eje coordenado

Sea una hipérbola cuyo centra ticne por coordenadas (r, k) y cje focal pa-
ralelo al ¢je coordenado X, tal que h = O yfok = 1. 5u ecuacién cs:

(.é — Iyt __A(y —k)?
Tar b

-

Sus focos ticnen por coordenadas F o (h — ¢, k), Fa (I + ¢, k) y sus vériices
son ¥V (h —a, kyyV:(h + a,k) (vase la figura 7.5).

V1(h -a, k)
Velh + &, k)

Fith-c, K\ vy Va2 fz(h 1+ ¢, k)
- C(h, K)

Figura 7.5 -
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Si el centro de la hipérbola es C (h, k) y su ¢je focal ¢s paralelo al cje Y, en-
tonces su ccuacidn es:

=k =mr_,

at b2

Los focos tienen por coordenadas:

Fr(nk =), F:(hk +c)

y los vértices:

Viihk—a), Va(hk+a)

F4
En estos casos la longitud del lado recto es también igual a -2%

Fi{h, k - c)
\‘"Y - Fzth,k + ¢)
|.F2
Vah, k + a)
Cth, k)
Vith, k - a)
L F1
- X
0 / \
A >
Figura 7.6 -

Ejemplo 3
Determinar la ecuacién de la hipérbola con centro en C(- 4, 1), un vértice
en (2, 1) y scmieje conjugado igual a 4.

wirErsorLa 111 7

Solucion

La distancia entre el centroy el vérlucc cs 6, Iucgo a=6
El semicje conjugado es 4; lucgo b =
Se sustituye ¢n:

=M -k
a? b
y se ticne:
) LUV L
36 16
Ejemplo 4

Dada la hipérbala 9 (c — 1) 2 — 16 (y + 2) 2 = 144, determinar su centro,
vériices, focos y trazar su gréfica.

Solucion

Se escribe la ecuacién en la forma:

@=1)2_ @+ _,

16 9
De donde el centro cs:
C(i,-2)
y los vértices son:
. Vi (-3,-2)
V(5 -2)
Se calculac;
=vVi6+9=v23=5

Por lo que los focos son:
Fl (—4’ _2) » FI (6» '2)

Lagrihcaes:




12 -
4y )
T ' Vi(-3, -2)
1 Va(5, -2)

N o

Figura 7.7

7.5. Asintotas de la hipérbola

En el apartado 2.1.4 se definié qué es una asintota. La hipérbola tiene dos
asintotas, como se muestra en la siguiente figura. '

Figura 7.8

meerpota 113

. PR 4 2 . .

Para una hipérbola de ecuacion i ‘s—, =1 sus asintotas tienen por

ccuaciones:
y= —X y = - Y
. . . Loyt . . ‘

Si una hipérbola tiene ccuacion P 1, las asintotas tienen por

tcuaciones:
I a y a

Ly=g y=—¥

Si la ecuacidn de una hipérbolaesti enlaforma Ax* + By + F =0, las
ccuaciones de las asintotas pueden obtencrse hacicndo F = 0y lactorizando
la expresion resultante; con cada uno de los factores igualado a cero abtene-
mos ta ccuacion de una asintota.

Ejemplo §
Determinar lus ecuaciones de las asintotas a la hipérbola de la ecuacion:
yr_xt_,
16 4
Solucion

Dado que el cje transverso coincide con ¢l ¢je ¥, las asintotas tendrén por
ecuaciones:

y=2x y=-2x

Ejem'plo 6

Determinar las ecuaciones de las asintotas a la hipérbola:

9xt—4y?—36=0
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Solucidn
Se hace F = O

Ox2-4y2=0
Se factoriza la expresion anterior:
(Bx+2y)(3x+2y)=0
De donde:
3x+2y=0 3x—-2y=0

Ejemplo 7

Determinar la ecuacién de la hipérbola que contiene el punto A4(6, 2), tie-
ne su centro en cl origen, su ¢je transverso estd sobre ¢l eje X' y una de sus
asintotas es larecta2x — Sy = 0.

Solucién
. De acuerdo con las ecuaciones de las asintotas, la otra asintota es la recta
. 2x+5y=0.

. Las ecuaciones de ambas asintotas pueden obtencrse haciendok =0 enla
- ecuacién (2x — 5y} (2x + Sy) = k. O sea:

4x2~25yt=k

Como la hipérbola buscada debe contener el punto A(6, 2), las coordena-

das dc este punto deben satisfacer la ecuaci6n de Ja hipérbola, Por la tanto:
Se sustituyenx = 6. y y = 2 en la ecuacién anterior y sc tienc que:

k=44
La ccuacidn dc la hipérbola que se busca es:
4x1—25y21=44

. Ejemplo 8

Determinar los puntos de interseccitn de la recta 2x = 9y + 32 = 0 con
las asintotas de la hipérbola: »
4x2-9yr=11
Solucién

Seiguala a cero:

HIPERBOLA

4xt1—-9y1=0

Se factoriza:

2x+3y2x—-3y=0
De donde:
2x+3y)=0 y (2x—-3y)=0
O también:
2 2
y=-—3%6 y=3¥

Al sustituir estos valores de y en la ecuacion de la recta se tiene:

oParay=%x
2
2x-—9(:3'x)+]2=0
2x—l§x+12=0
3
x 6;‘8) +12=0.
-12
x—__lz(3)-—3
x=3 y=2
oParay=—-§x

2x-—9(—§x) +12=0

21+-]?8x+12=0
_onrg _ 3
- 24 2

115
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Asi, los puntos son:

Pi(3,2) vy Pz(—%,l)

7.6. Hipérbola equilatera o rectangular

Un caso particular de la hipérbola se presenta cuando sus ¢jes conjugado y
transverso son de igual longitud. A una hipérbola con esta caracteristica se le
Nama equildtera o rectangular,

. . .ooxt y? .
Si la hipérbola es del 1ipo Prialr ety 1y es cquildtera, entonces @ = b,
. x? ¥y F4
por lo que su ecuacion se pucde expresar como s — 5 =1; 0 sca;

xt—yl=g1

que es la ecuacién de una hipérbola cquilitera con centro cn el origen y cje
focal coincidente con el eje coordenado X. .
Si la hipérbota ticne centro en el origen y su ¢je focal coincide con el ¢je Y,

sU ccudacion es;
y l—xl=yg ZJ

Cuando el centro tiene coordenadas (1, k) y el ¢je focal es paralelo ab eje X
o al ¢je Y, las ecuaciones respectivas son:

\

xK-hr—(y—kyrt=a?

y-Kkrt—(@x-hr=a? »

Una forma particularmente simple y atil de 1a ecuaci6n de la hipérbola

equilitera es:

-

vy =K K = constante, diferente de cero

mrErpora 117

En este caso la hipérbola equildtera ticne su centro ¢n el origen, pero sus
gjes estan girados 45° con respecto a los ejes coordenados, por lo que las
asintotas de 1a hipérbola resultan ser estos Gltimos (véase ta figura 7.9).

. Y
, V2
45° X
Vi 0O

xy =k k>0

/O
xy =k, k<0

Figura 7.9

Cuando una hipérbola equilitera de este tipo ticne su centro en un punto
de coordenadas (1, k), su ecuaciéon queda expresada como:

(x =) (y — k) = K | K = constante, dilerente de cero

Vo Va2
Cih, k)

C(h, k) "

X 5 X
x-h) y-k} =K K<0

0
(~h) (y-k) = K K>0

Figura 7.10
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Las asfntotas estdn dadas por las ccuaciones:

x=h=0{|y—-k=0

Ejemplo 9

Determinar la ecvacién de la hipérbola equildtera que contiene ¢l punto
B(-1,-5), tiene por asintotas los ejes coordenados y centro en ¢l origen.
Solucién

xy = k; al sustituir en esta ecuacién las coordenadas del punto

B(-1, =5)
- se tiene:
D5 =K
D5 =35

. elvalorde Kesigual a5
Y la ecuacion de la hipérbola equilitera seré:

xy=3

) Ejemplo 10
Obtener las ecuaciones de las asintotas de la hipé¢rbola de ecuacién:
xy—-4y=35
Solucién
Al factorizar se tiene: ¢
x-—Hy=5

dc donde las ecuaciones de las asinlotas son:

x—4=0;, y=0
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7.7. Hipérbolas conjugadas

i i S L 1 como s¢ muestra con linca

Sea la hipérbola de ecuacion i pis e 5
ruesa en la figura 7.11. . _
s Las asintotas de esta hipérbola son también asintotas de la hipérbola dibu-

jada con linea delgada y cuya ecuacion es:

*
[
<
n
b

N
o
~N

|

1!

-1

Figura 7.11

Ademis de tener las mismas asintotas, entre estas dos hipérbolas se licne
que el cje transverso de cada una es idéntico al eje conjugado de .Iq otra, En
este caso decimos que las hipérbolas son conjugadas o que cada hipérbola es

la conjuigada de la otra.

- 1 2 A 2 x?
i_:_-";—z= 1; suconjugadacs:‘;—l— E_lzl
X_z x? . ﬁ 5...2__1
az..;;:]; suconjugadaes.bz“az—

Ejemplo 11
* Escribir la ecuacién de la hipérbola conjugada de la hipérbola:

x?
- =1
9

4
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Determinar ademds las ecuaciones de las asintotas y las coordenzdas de
los focos de ambas hipérbolas.

Solicion:
" La ecuacién dce la hipérbola conjugada es:

y:_x?
1691
En las dos hipérbolas:
c=vo9+16=5

Las coordenadas de los focos de la hipérbala dada son:

(%5,0)

y los de la conjugada:

(0, =5)

Las ecuaciones de las asintotas son las mismas para las dos hip€rbolas:

y=*_x

W&

7.8. Ecuacién general de la hipérbola

Sea una ecuvacion de segundo grado enx, y, del tipo:

Axt+Cy? +Dx+Ey+F:0‘\

SeaN=CD!'+AE?-4ACF.
e SiAd=0 C=0, N=20, AyCson de signo contrario, la ccu;lc_it‘m repre-
senta una hipérbola con cje local paralelo o coincidente con ¢l ¢je X ocon

eleje Y. ) ) By
. SiA=0, C#0, N=0, 4yC son de signo contrario, la ccuacion repre-
senta dos reclas que s¢ intersecan. :
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e 3iAyCson dc signo contrario y N = 0, 12 2cuacion representa un par de
rzctas ue se Inlersecan en un punto.

Ejemplo 12 .
Dada la ecuacidn general:
Ox:— 16y — 1Sy — iy~ 199 =0
<) Determinar si representa una hipérbola.
&Y Obtener su ecuacion en la forma ordinana,
¢} Determinar las coordenadas de su centra de sus focos y sus vértices.

&) Caleular L1 Jongitud de su lado recto.
¢) Determinar lus ccuaciones de sus asintolas v su hipérbola canjugada.

Solucidn
G) De la ccuacton general tenemaos:
A=9 C=-16, D=-18, E=-64 F=-1%
N=CD+AE—34CF=3294 =10
La ecuacion representa uri hipérbola.
b) Sc completan cuadrados y se agrupan [¢rminos:
G- 2).'+.1) —~16(yi+4r+)=19-064+9
Gr=1)r=16(y+ =144

(=12 @+
16 9

acC (L,-2), Fi(-4,-2), F:(6,-2), VL (-3, -5, -2)
2 (
d) Lado recto = 2b2. LR. = %
a “

c'))?“f’2=%(.r:—1); y+2=——%(.r-—l)

(asintota) (asintota)
. ‘+2)r (x—1)?
Conjugada: & - =
onjugada 5 6 1
Ejemplo 13

Obtener la representacién grafica de las siguientes hipérbolas:

Qy==WaT=F  py= = V(M) -2)+9-1
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€)9x2—16y2—18x— 64y~ 19 =0

Solucion
. a) Se ¢levan al cuadrado am-
bos micmbros de la ecuacin:

y!-_-—_xl_.:j

Por lo quc la ccuacion sc
puede escribir como:

x2—-y1=4

Lo cual resulta ser una hi-
pérbola equildtera cuyos lados
miden 2, con centro en el ori-
gen y cje focal ¢l cejekX,

V1(2,0),V1(-2,0),F(+ V8,0)

. Fi(-Vv8,0)yLR. =4
Ecuaciones de as asintotas:

y= xx !

b) La ecuacién sc puede cs-
cribir como

y+1= £V(9/4)x-2)1+9

Se clevan al cuadrado ambos
miembros de la ccuacion:

G+ 1)2=(9/4)x=21+9

Se ‘multiplica toda la ecua-
cién por 4:

Ay+1)2=9(x—-2)2+36
porlo'quc

Ap+1)2-9(@x—-2)2=36

Se divide toda la ecuacion

entre 36

vy
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W 9@=-2)2_
3% %

por lo que

@+ -2
9 a

de donde sc obtienc:
Eje focal paralelo al eje YV
Vi(2,2),V2(2,-49),F1(2,-1 + V13),

“F1(2,-1 - V3), LR, =

W oo

Ecuaciones de las asinlotas:

=3 4 y=_3
y=5x 4,y——2x+2

¢) En el ejemplo 12, la hipérbola

Y
Yxt—-16y?—18x— 64y — 199 =0 ‘ |
se transformé en fa ecuacién:
(-1 (+D_, 1
16 9 ]
AL YL VAT
Con los datos anteriores se puede ANE BPah 7 R
obtener la gréfica de la derecha, Fi / Vi Vo

Ejercicios

Ecuacion de la hipérbola con centro en el origen y eje focal sobre un eje coor-
denado.

1.Dcterminar la ecuacién de la hipérbola de cjes coincidentes con los
ct_)ordcpados, de centro en el origen, si la longitud del lado recto es 18 y la
distancia entre los focos es 12,
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2. Determinar la ccuacién de la hipérbola de centro en el origen, ¢jes coin-
cidentes con los cjes coordenados y que contiene los puntos A(3, 1) y 8(9, 5).

Ecutacién de la hipérbola con centro en (1, k)
3.Dadala hipérbola(v - 2)2 -9 (y —2)* =9
a) Encontrar Jas coordenadas de su centro.

b) Encontrar las coordenadas de sus focos.

¢) Encontrar las coordenadas de sus vértices.
) Caleutar la Jongitud de su lado recto.

e) Travar su gréfica.

4. Determinar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos cuya diferen-
cia de distancias a los puntos fijos F 1 (-6, -4} y F 2 (2,-4) esigual 2 6,

Asintotas de la hipérbola
5. Determinar las coordenadas de los vértices y de los focos, las ecuaciones
de las asintotas, la fongitud del ado recto y la representacion grafica de la hi-
pérbola:
9x1—16y? = 144

6.Dada la hipérbola (x —2)2 -9 (- 2)*=9, obtener las ecuaciones de
sus asintotas. '

7.0btencr la ceuacién de la hipérbola que contienc ¢l punto A(4, 6) y cu-
yas asintotas son: ;

y= *V3x

Hipérbola equildtera o rectangular

8.Obtener la ceuacion de la hipérbola cquilitera que contiene ¢l punto
5(3, 1) y tienc por asintotas la rectax — 1 = 0y eleje de las X,

9.0btener las ecuaciones de las asintotas de la hipérbola de ccuacion
xy=1 o

Hipérbo!a;'c conjugadas

10. Determinar las coordenadas de los vértices y de los focos de la hipérbo-

ta conjugada a la hipérbola de ecuacién;

9x2—d4y?=136
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Ecunacion general de la hipérbola
11. Dada la ecuacién general de 1a hipérbola:

Sx2—3y?~54x-8y+113=0

Determinar:

a) Su ccuacién en la forma ordinaria.

b) Las coordenadas de su centro, vértices y focos.
¢) La longitud de su lado recto.

d) Las ccuaciones de sus asintolas.

€) La ecuacién de la hipérbola conjugada.



MODULO 8. SECCIONES PLANAS

Objctivos especificos

Al terminar el estudio de este médulo, el alumno:

» A partir de la ecuacién general de segundo grado, identificard

conica.

o Graficard el tipo de cénica a partir de la eciiacion duda.

Cuadro sindptico

el tipo de

Condicién geométrica

Representacidn analitic

no x perpendicular

\/

N

® Circunferencia: Pla- A

%

al eje del cono, !

127
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Cuadro sindptico

Condicién geométrica

-'x

LN
Representacion analiticn

e Pardbola: Plano =
paralclo a una posi-
cion de la genera-
triz.

® Elipse: Plano  for-
ma un angulo «
con la horizontal y
no paralelo a la ge-
neratriz,

e Hipérbola: Plano &
paralelo al eje del
cono.

Cuadro sindptico

129

Continuacidn J

( Condicién geométrica

)

Representacién analitica

o Ecuacién  general
de segundo grado:

, ® Indicador:
oSig=0
Circunferencia, un
punto o ningin lugar
geométrico,

Pardlbola, dos rectas

mélrico.

Elipse, un punto o
ningdn lugar gcomé-
trico.

* Hipcérbola, o dos rec-
las gue se inlersecan
¢noun punto.

e SiB =D

® Parbbola, dos rectlas

0 ningln lugar geo-

métrico.

Elipse, un punte o

ningin lugar geomé-

trico.

® Hipérbola o dos rec-
las que se¢ inlersecan
€n un punto.

o

A.t2+8xy+Cy2+Dx+E)'+F=0

0 ningdn lugar geo--

A #0, C= 0yde signos contra-

f=Bt-44C

A#0, C#0, A= Cydesignos
iguales,

rios.

<0

I=>0

J

8.1. Secciones planas de un cono circular recto

El nomb;c de secciones cbnicas, o de conicas simplemente, con que s¢ de-
signan la circunferencia, parabola, clipse ¢ hipérbola, tiene su origen en el he-
cho de que estas curvas sc obtiencn como secciones planas de un cono

circular recto cortado por un plano.
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Considérese un cono circular recto de vértice V, cortado por un plano &

que no pase por el vértice. Las secciones conicas se obtienen dependiendo de
la posicién que tome ¢l plano 7t al cortar ¢l cono.

Si el plano # es perpendicular al eje del cono, o sea, loma una posici6n ho--

rizontal, la seccién obienida serd la circunferencia, como se puede observar
en la figura 8.1.

Si el plano 7 forma un 4ngulo a con la horizontal, de tal manera que corle

la base del cono, o sea que ¢l plano sca paralelo a una posicion de la genera-
triz del cono, la seccién obtenida es la parfbola, como se muestra cn la figura
8.2,

Si el plano 7 forma un dngulo a con la horizontal de tal manera que ésle
no sea paralelo a una sola posicin de la generatriz del cono, la seccién que
se obtienc es la elipse, como se observa en la figura 8.3.

Figura 8.1

Fipura 82

Figura 8.3

131

St el plano 7 es perpendicular a la horizontal, o sea, es paralelo al cje del
1

gt;no, la seccién que se obtiene es la hipérbola, como se muesira

Figura 8.4

en la figura
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8.2. Ecuacidn general de segundo grado

A una ecuacién de la lorma:

Ax2+Bxy+C)'2+Dx+E)'+F=(L'

se le Nama ecuacion general .de segundo grado. Para el estudio de esta
ccuacién podemos considerar dos casos basicos:

1. No existe término enay, es decir, B = 0. Para esic caso la ccuacidn pue-
de representar una conica cuyos ejes son paralelos o coincidentes con los ¢jes
coordenados, de acuerdo con las siguientes condiciones:

o S8iA = C la ccuacién representa una circunferencia, un punto o ningin lu-

gar geométrico. :
¢« Sid =00 C=0, representa una paribola, dos rectas coincidentes, dos
rectas paralclas o ningin lugar geométrico.
» Sid=0, C#0, 42 Cyucnen ¢l mismo signo, representa vna clipse, un
' punto o ningiin lugar geométrico.
o SiA =0, C# 0y ticnen signo contrario, representa una hipérbola o dos
reclas que se intersecan. ’

2. Si cxiste el término xy, es decir, B # 0, la ecuacién puede representar

una cOnica cuyos ejes no son paralelos ni coincidentes con los ¢jes coordena-

dos, conforme a las siguientes condiciones:

Scal = B! - 44 C, llamado indicador o discraiinante.

+ Silf=0laecpacibén representa una pardbola, dos rectas paralclas, dos rec-
tas coincidentes o ningiin lugar geomélrico.

¢ S1f < (, representa una ehpse, un punto o ningin lugar geométrico.

« Si >0, representa una hipérbola o dos rectas que se intersecan en un
punto.

Fjemplo 1

Cada una de las siguientes ecuaciones representa una cénicy; determinar
de qué conica se Lrata.

Solucion : >

S aAxt+yr-2x—-6y—3=90
A=1C=1, -~ A=C .
La ecuacibén representa una circunferencia.
b)x2+9y?2—4x+36y—41=0
A=1 C=-9, - . A= C (consignos conirarios)
La ecuacién representa una hipérbola. -
cyt+4x T+ 9=0
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A=0 C=1
Por lo tanto, al ser cero el cochciente de x 2, 1a ccuacién representa una
parébola, ’
dyx2—23xy+3y—=VIx+y=0
A=1, B=-2v3, C=3
Se calcula I
I=12-(HMHB) =0
La ecuacion representa una parabola.
e)dx?—2xy+3yr=18
A=4 B=-2 (C=3
I=B2—44C, I=4-(9H)B)=-4<0
Por lo tanto la ecuacion representa una clipse,

Ejercicios

Forma de la ecuacion general de segundo grado
L. Dadas las siguicntes ecuaciones, decir qué cénica representan:

a}dx:+2p2=Tx+y—-5=0
b)3x2-y24+30x+78=0
cJr2—6x+5y~11=0

d)8x2—25ry + 18y — 104x + 52y + 162 = 0



EXAMEN DE AUTOEVALUACION

A. En cada inciso, escriba una V o una F dentro del paréntesis -segiin la
afirmacidn sca verdadera o falsa respectivamente.

a) Dos rectas son paralelas si sus pendicntes son iguales.

p——~

b) Una recta queda determinada completamente si se conoce cuando
menos una de sus condiciones.

c) Dada la ecuaci6n general de una circunferencia, su radio se puede ()
conocer mediante la expresion:

r-%mﬁ' |

d) La ccuacion de una pardbola pucde ser de la forma: ()
yi=4px
e)La ccuaci;‘jn general de una pardbola puede ser de la forma: {)
Ax2+Dx+Ey+F=0

/) Una elipse queda complelamente definida si sc conocen al mencs ()
dos de sus condiciones. '

' %) Hipérbola es ¢l lugar geométrico de los puntos cuya suma de dis- ()
ancias a dos puntos fijos ¢s constante. :

h) La ecuacion general de scgundo grado ¢s de 1a forma: ()

Ax?+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F=0

135
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B. Seleccione la respuesta correcta marcando una X en el parénlesis respectivo. ' 6. La ccuacién de una pardbola puede ser:
aAxi+yr+Dax+Ey+F=90 ()
1. E!l angulo entre dos rectas estd dado por la expresion: ’ by(x —h)=4dp(y -k ()
’ —-m ) v = h)? —ky1=r2
a)lana=—m—2—"‘“l—- () A=)+ {y—-kyr=r ()
S omama—my
b)'lana =1 ) 7. Para determinar todas las caracteristicas de una elipse al menos
1+mym; se deben conocer:
fmp-myt ) a) Las coordenadas de dos punl()s : ()
c) lana = Ny .
1+ vmym b) Las coordenadas de dos de sus puntos y de su centro. ()
) ¢) Las coordenadas de un punto y de uno de los focos. ()
2. La forma pendiente-ordenada al origen d¢ la recta es: '
a)y=mx+b () 8. La ccuacion general Ax?2+ Cy2 + Dy + Ey+ F=0 repre-
bly—yi=m{x—x) : . () senta una hipérbola o dos rectas que se intersecan si:
) + .Y =1 . () C a} A = Cticnen ¢l mismo signo. . - ()
b) A y Ctienen signos contraniosy -1 # 0,C = 0 ()
)A=0,C=0 _ ( ).
3. La ecuaci6n de la recta que contiene dos puntos conocidos es:
a)y=mx+b () Y, Las ccuaciones de las asintotas de una hipérbols con centro en
byy=yr=mx—x) ‘ () t clorigen y ¢je transverso el X, son:
: ' b
gy-yi=5"ta ) - ) ay= " ()
byy==x “x )
4. La ecuacién de la circunferencia de centro (1, k) y radio res: b
c)y=xbx ()
Q) 1=y +(pr-k)=rt O
PYyx—-h):+t@p—Kk)i=r? ' () _
(x—h)r  (y—k)? , () C. Resuelva los sigiiientes problemas.
c) Py + pr =

1. Si ¢l punto (9, 2) divide el segmento que determinan tos puntos Py (6, 8)
y P (x,y) enla relacion r = 377, determinar fus coordenadas de P o.
. 5. Dada la ecuacion general de la circunferencia:

Ax?+Cy?+Dx+Ey+F=0 2. Dada la ccuacionx 2y 2 + dx 2 — Gy 2 =0, trazar su grifica.

»
la coordenadas de su centro son: 3
;] _ D _E () \ 3. DLlcrmmdr la ceuacion de la recta que conticne el puntoA (2,3) y cuya.
) ( 2’ 2) ' abscisa al origen es ¢l doble de I 1 ordenada al onigen.
b) — E _ E : N o . ' ( ) )
Y ( 2 2) 4, Determinar la ccuacion de la circunferencia con centro en el ¢je X y que
SO IR A.f—[_.g et ( ) contiene los [')LII'Il()SA (_2! 3) yB (4' 5)
(-5"3) :
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5.

A ] Vo e )
Dada la ecuacién dc Ja pardbola y2— 4y — 6x + 13 = 0, determi-
nar: :
a) Las coordcnadas del vértice.
b) Las coordenadas del foco.
¢) La longitud de! lado recto.

. Determinar la ecuacién del lugar geométrico de los puntos P (x, ¥) cuya

suma dc distancias a los puntos fijos (2,-3) y (2, 7) es igual a 12..

.Dada la hipérbola9x2 — 16y — 18x — 64y — 199 = 0,

determinar:

a) Su centro.

b) Las coordenadas de sus vértices.
¢) Las coordenadas dc los focos.
d) Las cecvaciones de las asintotas.
¢) Su grifica.

. @) Determinar la ecuaci6n de la hipérbola con centro en (0, 0), un vérti-

ce en (3, 0) y ccuacién de una asintola 2x —3y = 0. _
b) Dclerminar ademds la ccuacion de la hipérbola conjugada’
delinciso ).

. Dadas las siguientes ccuaciones, decir qué conicas representan:

ayxl+2yt+4xr+4y+4=0
I3xi—4y?+3x+ 16y —18=10
c)7x2+Ty2=10x—10y—-12=0
d)3x2+ Rxy+12y:=27

- 10. Determinar la ecuacion de la circunferencia que contienc los puntos

A(2, 3) y B(-1, 1) y cuyo centro esté situado cn la recta
x—3y—-11=0.

SOLUCIONES

MODULO 1 (pags. 13 -20)

1. Todos sus Jados son de igual longilud = 6v2Z = 8.485

2. ComoAB + BC = AC = 6V5 = 13.416, los punios son colincalcs.
3. Dossoluciones: 2, -6

4 (-1L,9.(,6),3.2)

MODULO 2 (pégs. 21-33)
L a) xt+2x-y+3=0 = y-2=(x+1)?2
Interseccidon coneleje Yy =3

Interseccin con ¢l ¢je X: no cxiste.

x y
-4 n
-3 6
2 3
-1 2

0 3

1 6

2 n

139
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by xy-2y—-x=0 = y=xf_2
[nlcrsecci;_’:in coneleje Yy =0
Interseccion concleje X:x =0
Asintotas en’ x =17 -

Asinlotas en y =1

X Y
-4 23
O
-2 172
~1, 1/3
0 0
1 L
_2— Asint.
3 k]
4 2

c} x:yi+dy-8=0 = Y=1ir+a

Continua para toda x real.

Asintotacny =0

X Yy

-4 S

-3 813

22 o

-1 8/5

K 2 .
! RIS »
LR BN

e

RS B

d)..--t?f)'-_z._ Ox—yv—Il=Ghy(yt=9)—y-1=10

P+ 1
x(y!-Q):y-]—] = ':')T—"

Interseccidnconeleje ¥ y=-1
Interseccitn con ¢l cje X: x = —é

Asiniola eny = = 3

x Y

0.2 -2

(] -1
5.1l o
-£.25 1
-0.6 2
Asinl 3

MODULO 3 (pigs. 35-55)
1. a) m=1, =45

b) m=ow, =90

¢y m=0, 8=0

soLuctones 141

2 x~%=0
3 x-y+3=0
S a)y+1=0
by 4x+3y-9=0
5. 2x-y=0, 3x-4y+10=0, Tx+2y-56=0, y=0
5. 9x- Ty—24 =0 '
7. 4x +3y-15=0
4
3 kag

9. d=-28/5. Ladistarncia es 28/5. El signo nc
origen estan del mismo lado de a recla.

10
Vi3

Let
0%

10, d= -

gativo indica que el punto y ¢l

11.Para que los puntos dados sean los vértices de un paralelogramo nccesita |

cumplirse quc:
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my=m;y m;-m;.dondc m es la pendiente del scgmento Py P2;my ¢s
la del scgmento Py Pa,my esladel P, Py y mo esladel P, P..

12. C =40 36’

MODULO 4 (pfigs. 57 -67)

1. a) xt+y?al

by (x-3)24+(y+1)2=25
€) x24+(y+4)r«8l
cd) (x-1)2+y2=9

2. {(x-Mre(y+1)2=41

3. (x=-2)r4(y-1)r=41

4. a) ¢(0,0), r=0 Represcnta un punto.

) c(4,-5), r=v33 '

7 1
<) 6(4,-2-), r-—i\/m
d) Noesrcal
S, x+y2+T7x-5y-44=0

MODULO 5 (pfigs. 69— 87)
1. a) Foco ( % 0 ); L.R.=6; directriz: x + % =0

b) Foco (0, 2);
2. yi-12x=0
yi-6y-12x-15=0

LR.=8;, (directrizzy+2=0

4. Dos soluciones:
a) .yt+2y-6x-36=0
b) Yi+2y+6x-14=0

11y 1, :
ice (L -1 L diectriz: - 2
5. Vérlice (4 _2), foco (1-‘..: 2) directriz: 2x +1=0

MODULO 6 (pags. 89 - 98)

I. a) a=13b=12, F(x50). LR.-—1233§

b) am2V3 b=V F{0,22), ¢ =—? LR.-%

LYY

9 xtg-l
xr  y?

b ————— -

) 1otz ~!

(-4 (pa1)2
B8t ¢ -1

c(2,-3), a=4, b=3, F(22V7, -3), LR.=

N

a) Sfeslé definida.
P 4
E-6)2 (+d)? .

2 36 16

) c6,- 49)

d) a=6 b=4

€} F{612V5 -4)
16

H LR -3

MODULO 7 (pégs. 101 - 123)

1.

Dos soluciones:

o 2

9 27
2 2
b) %--;—7-1
xXt-3yl2ap
a) C2,2)
b) F,(2+Vi0,2), F(2-VID, 2)
&) Vi(52), Vi(~1,2)

2
LR ==
d) 3

soLUcloNEs 143 )
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144 SOLUCIONES

‘. . . ; 1
e) Griélica: _ : ' 6. y-2= :S(x—Z)
Y 7. 3x2-yzal2

Jr k ‘ RS

1 4 ' x-1

9. x=0; y=0
C ! 10. Vi(0,3), Va(0,-3), F\(0,VT3), F,(0-Vi3)
i L (y+1)2 (x-3)2
‘, gy S
5 , ' : —t ' ] i by CG-1), Vi +2), V23, 4), F,(3,-1+VIZ).F,(3 -1vI3)

8
LR =—
<) 3

1

4
>

d) 3x-2y-11=0, 3x+2y-11=0

o (x—43)2 _ (y +91)2 -1

g @D iu‘:l‘—‘)—' =1
9 MODULO 8 (psgs. 127 - 133)

Forma de 1 ecuacién general de scgundo grado

3
5. Vi(4,0), Vi(40), Fi(+50) F:(50 y= x7x

1. a)Elipse.
L.R. =% : . b) Hipérbola.
Y ¢) Pardbola.
1 d) Hipérbola,
[ EXAMEN DE AUTOEVALUACION (pigs. 135 -138)
N .
v I - X " 4) Verdadero ¢) Verdadero
. b} Falso [y Falso
1[ Ry €) Vcrﬁadcro £y Falso
{ dy Verdadero ) Verdadero
' 1. b
R SRR 8 2 a




146 SOLUCIONES ‘ ) ' ‘ SOLUCIONFS 147"
3 ¢ 8 b ' d) y+2=13_(t_1)
4. b 9. a _ ' ¢) Grifica:
5 a :
C
1. P,(13,-6) 1
2. Gréfica: |
Y '
1* -
}
I' .
| |
B
e — - X !
Or !
: 8 a)d4x?-9y1=136
b)Yy — dxi=236
9. a)Elipse
b)Hipérbola
. _ ¢) Circunferencia
dov+2y-8=0 d) Pardbola
4 3xi43pi— ldx=67=0 10 x14+y?=Tx+5y~14=0
5. ay V(32,2
b) F(3,2) |
coLR.=6 S
6. 36x24+11yr—144x—44y-208=10
7. a) €(1,-2)
b) Vi(=3-2,V1(5-2)
) Fi(-4,-2)F.(6,-2) -
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FACULTAD DE INGENIERIA U.N.A.M.
DIVISION DE EDUCACION CONTINUA

. CURSOS DE ACTUALIZACION Y REGULARIZACION EN
-MATEVATICAS ,
del 24 de octubre al 14 de diciem‘bre de 1994. ‘

CURSOS DE ALUNMNOS
ALGEBRA Y TRIGONONETRIA

28.- SUAREZ PEREZ Alma Aidé
Av. Olivar No. 20, Col. El Olivar, Naucalpan
Tel: 576 85 02

29.- ZARATE OROZCO Julio '
HDA. PENUELAS 45, Floresta Coyoacén, Tlalpan
C.P. 14310
Tel: - 678 10 05

30.- TELLEZ BALLESTEROS Susana Casy
Rinconada Sta. Teresa 100
Insurgentes Cuicuilco, Tlalpan
C.P. 14010
Tel: 606 29 34
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