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6 PRÓLOGO 

• Objetivos especíncos. Se derivan del objetivo general de la unidad. Descri­
ben y delimitan la conducta específica que debe adquirirse en relación con 
un tema determinado; precisan las condiciones, el nivel y el criterio de eje­

. cución aceptable como deberá manifestarse dicha conducta. 

• Cuadi-o sinóptico. ~resenla la síntesis del contenido en forma esquemática. 

• Ejtmplos. Elementos que explican o ilustran las características de un con­
cepto o de un procedimiento; facilitan la comprensión y la generalización 
del contenido. 

• Ejercicios. Actividades de aprendizaje, cuyo propósito es la aplicación de 
los elementos teóricos. Asimismo, permiten comprobar si se ha logrado la 
conducta indicada en los objetivos específicos. 

Al final se encuentran: 

• Examen de autoevaluación. Tiene como finalidad que el lector, por sí mis· 
mo, pueda valorar objetivamente en qué medida ha alcanzado un dominio 
aceptable de los conocimientos y habilidades considerados en los objetivos 
dt: aprendizaje. 

• Soluciones. (De ·Jos ejercicios y del examen de autoevaluación.) Permiten 
la verificación de las respuestas. 

· • Hibliografia básica. Proporciona las fuentes de información a las que 
se puede recurrir para aclarar alguna duda o bien profundizar en ciertos 
temas. 

• fndice analítico. Facilita la localización de los conceptos y términos técni­
cos definidos, y de los nombres propios citados. 

Por último, es de justicia agradecer a todas las personas que de alguna m a· 
nera colaboraron con los autores en la elaboración de este material, muy es­
pecialmente a las licenciadas Irma Hinojosa Félix y María Cuairán Ruidíaz 
quienes realizaron la estructuración didáctica. 

RODOLFO SOLÍS UlJALDO 
ARNULFO ANDRADE Ji1t'LGADO 

FELII'E ÜREGFL SÁNCilEZ 
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UNIDAD l. 
GEOMETRÍA ANALÍTICA 

Objetivo general 
Al finalizar el estudio dé esta unidad, el alumno: 

• Obtendrá los elemclltos m:cesan"oS para el manejo de It~prcsentaciones gco· 
Jm!tJi,·;¡s de wz conjwllo de puntos en el phmo cartcsia11o, w;i cOmo el mane­
jo de Jus ecuaciones que /u definen. 

Introducción 
En el COJilenido i/e es/a unidad están los elementos básicos de la geometría 

analitica plana. Se presentan desde el principio cartesiano y el sistema de coor­
denadas rectangulares, hasta los principales conceptos y caracterislicas de la /l-

llea recta y las wrvas c611icas. 1 

La gcomctda ana/ílica plana constituye una l!crramicntu Je suma importan­
citJ y utilidad en la solución de prvblcnuu de la ill~iCIIieríu . 

11 
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MÓDULO l. CONCEPTOS GENERALES 

Objetivos específicos 

Altenuinar el eswdio de este módrllo, el ulwmw: 

• Trazará pum os etJ w1 sistema rectangular cunesiano a partir de sus coorde­
nadas. 

• Detenuinará las coordenadas de un punto, cuando se conoce la localhaci6n 
de éste en el sistema. 

• Calculará la distancia emre dos puntos de coortlcnadas conocidas. 
• Calculará las coordenadas del punto que ¡/h•ith.· a 1111 seJ;mento dado en una 

razón Jada. 

Cuadro sinóptico 

Condidón ueométrica 

Un punto se define en el sistema de 
coordenadas rectangulares por me­
dio de su localización con respecto a 
dicho sistema, la cual está dada por 
una pareja ordenada de números 
reales. 

13 

Representación ana_lítica 

x,y; P(x,y) 
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Cuadro sinóptico 1 Continuación 

Condición geométrica 

Localización de un punto en el 
sistema de coordenadas rectan-

. guhtrcs mediante sus distancias a 
los ejes 
X y Y. 

Representación analítica 

y 

X P(x, y) 
+ 

--------~~-----lLv ____ x o + 

Distancia (d) entre dos puntos dados 
P,(x t. Y t) y P2(x ¡y 2). 

d = .¡(:< 2 x t)2 + (y2 Yt)2 

Un segmento es la porción de recta M 
limitada por dos de sus puntos; 
Pt yP,. 

Coordenadas del punto P(x,y) que 
divide al segmento "JS;P; en una razón 

7'J' 
dada r = ·-·-

17z 

,. 
X:::; X 1 + f (x:;:- X 1) 
y =y 1 + r {y 2 -Y t) 

15 

1.1. Princ.ipio cartesiano 

1 

Un sistema coordenado rectangular en el plano establece una co-
• 1 • 

rrespondcncm uno a uno cntrc cada punto del plar.o y una pareJa 
ordenada de números reales. 1 

l-
Este principio implica que a cada punto en el plano le corresponde una Y 

sólo una pareja orCcnada de nÚmt;ros reah.:s y, recíprocamente, 
1
a cada pareja 

ordenada de númc;os reales le corresponde uno y sólo un punto1dcl plano. 

1.2. Sistema de foordenadas 
rectangulares en el plano 

Un sistema de coordenadas rectangulares en el plano está constituido por 
dos rectas perpendiculares ·que se intcrsccan en un punto O al q

1

ue se le llama 
on'gcn . Se acostumbra representar una de las rectas r.:n posicióil horizontal y 
se la denomina eje X o eje de lus abscisas ; la otra recta, vcrt;c~l. se denomi­
na eje Y o eje de las 01·dcnudas, y amb~ts constituyen los dos ejes 

1

de coordena­
das rectangulares, los cuales dividen el pbno en cuatro pahcs llamadas 
cuadrames (véase la figura 1.1 ). 

Segundo 
cuadrante 

y 

Prin1er 
cuadrante 

----------~~----------~x o 

Tercer 
cuadrante 

Cuarto 
cuadrante 

Figura 1.1 
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Al sistema anterior se le llama también sistema cartesiano, en honor delli­
lósofo francés René Desearles (1596·1650), ya que fue él quien planleó for· 
malmente la idea de resolver problemas geométricos por medio del álgebra, a 
p<utir de un sistema de coordenadas rectangulares. 

La posición de un punto P en el plano queda definida por una pareja orde­
nada de números reales (x, y) de los cuales el primero (x) representa la dis­
Ianda del punJo al eje coordenado Y, y el segundo (y) rcprcscnla la disiancia 
del punto al eje X; esto lo expresamos Como: 

La diSiancia de un punJo al eje Y se llama abscisa del mismo; la diSiancia 
de un punto al eje X es la ordenada, y ambas constituyen las coordenadas del 
punJo. 

Las abscisas son positivas para los puntos situados a la derecha del origen 
y negativas para los que están situados a la izquierda. 

Las ordenadas son positivas cuando los puntos están situados arriba del 
origen y negativas cuando están situados abajo. 

Las abscisas y las ordenadas nulas_ corresponden a puntos contenidos en el 
eje Y o en eje X respectivamente. 

Para represenlar puntos de coordenadas conocidas, hay que trazar los ejes 
coordenados Y eslableccr una escala adecuada sobre cada uno de ellos. Am­
bas escalas pueden ser igual~s o distintas. 

Ejemplo 1 

Localizar en un sistema de coordenadas·rectangulares los siguientes pun-
tos: _ ' 

A (2, 1), B ( -2, 3), C ( -3, -6), D (1, -3) 

Solució11 
y 

8(-2, 3) r-
- --:1 A(2. 1) 

-+-+-<H->--t---l-+-H--1-+-+-t-t--t-.-..X 

+--"--- 0(7, -3) 

C(-3, --6) >----

1.3. Distancia entre dos puntos 
Sean dos punlos P1(x .,y 1) y P2(x z,y 2) (réase la figura 1.3). 

y 

P2 

Y2 ~-----:7f} 

p, ------- ~ Y2- Y1 
Y•l--~ 

X2- Xt 

Figura 13 

La distanciad entre los puntos P1 y Pz. está dada por: 

Ejemplo 2 
Calcular la disiancia enlre los puntosP,(4,-1) Y P2(7,3). 

Sol~tcióu 

Por la fórmula (1) se sabe que: 
d = .f(x 2 X ,)2 + (Y 2 y 1)2 ; al sustiluir se Iicnc: 

d = {(7 4)2 + (3 ( (1))2 ='1(3)2 + (4)' = v'9+I6 = .f25 
Así la distancia entre Pa y P2 es: 

d = 5 unidades 

Ejemplo3 
Calcular el perímetro del polígono cuyos vérlices son los puntos 
P 1(·3,·1), P2(0,3), P,(3,4) y P,(4,1). 

Solucíó11 

11· 

Para determinar el perímetro del polígono, se encuentran primero 1~ 
distancias entre los vérlices y posteriormente se efectúa la suma de est~ 
distancias. 
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rn =>'(o 

"'= >'(3 "'= >'(4 "'= >'( 3 

( 3))'+(3 ( 1))2 = -125 = 5 

0)2 + (4- 3)2 = >'10 = 3.16 

3)' + (1 4)' = >'10 = 3.16 

4)' + ( 1 1)' = v33 = 7.28 

Por lo tanto el perímetro es: 

P=r;Fi + 1'iJ') + p-;p; + ]7.. 

p = 5 + 3.16 + 3.16 + 7.28 
Perímelro = 18.6 unidades 

1.4. División de un segmento en una razón dada 

Sea un segmento~ limitado por los puntos M limitado por los puntos 
P,(x ,,y 1) y P,(x ~y z) (>'éase la figura 1.4). 

y 

aL_ __________________ __. X 

Fi~ura 1.4 

Las coord~nadas del punto P(x,y) que divide al segmento 7'J'i en una ra­
zón dada r, tal que: 

F,P 
r=--

PJ'i 

CONCEPTOS GENERALES 19 

,están dadas por: 

x =x1 + r(xz -x,) 
y = y1 + r(yz -y,) 

E t. 1 las coordenadas del punto medio del segmento M son: n par tcu ar 

x, ;x, 

-~ 
- 2 

Ejemplo 4 . 
S p (11) y P,(6 6) los puntos extremos de un segmento. Determ;ar las 

coor~acnnada; del punt~ P(x, y) que divide al segmento en la razón r = . 

Soludótt 
Por las exprcsionesx:::x¡ + r(xz- Xt); y= Yt + r(yz- Yt) se tiene: 

2 10 13 
X= 1 + ( ~) (6- 1) = 1 + ( J) (5) = 1 + 3 = 3 

y = 1 + d) (6 - 1) = i + d) (5) = 1 + 
1~ 

13 13) 
:. p (3·3 

13 
3 

Ejemplo S . 
Uno de ios puntos extremos de un segmento es P,(7, 8) y el pun¡o que lo 

. · . 6 _ .! P(15 10). Determinar las coordenadas del otro dtv1dc en la raz n r - 5 es ' 

extremo. 

So/uci6t1 

De las expresioneS conocidas se obtiene: 

X -X¡ xz=--+x, 
r 

y- y¡ 
y y,=---+y¡ 

r 
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' 15-7 :. x, = -1- + 7 = 47 y 

5 

Ejercicios 

· Distancia entre do~ puntos 

10-8 
y,=~-+8= 18 

1 
5 

l. Demost~ar que los puntos P 1(3, 3), P>( -3, - 3) y P,(- 3 v'3, 3 ,¡:¡) 
son vérttces de un triángulo equilátero. 

2. Demostrar que los tres puntos siguientes son colineales· 
A(-3, -2), 8(5, 2), C(9, 4) . 

División de un segmemo en una razón dada 

3. Uno de los_ extrem~>S de un segmento rectilíneo de longitud 5, es el pun­
to (3, -2). Stla absc1sa del otro extremo es 6, hallar su ordenada. 

· 4. Los puntos medios de los lados de un triángulo son· 
(2, 5), (4, 2) y (1, 1) . 
Determinar las coordenadas de los tres vértices. 

•. 

MÓDULO 2. GRÁFICA DE UNA ECUACIÓN Y 
LUGARES GEOMÉTRICOS 

Objetivos específicos 
Al tcmlinar el eswdio de este módulo, el alumno: 
Dada la ecuación de una curva, delenuúwrá: 

• Simetrla con/os ejes coordenados y con el on'gen del sistema. 
• Intersecciones con/os ejes coordenados. 
• Extensión de la curva. 
• Ecuacio11es de /as así1110tas de la curva. 
• Puntos de la curva. 
• Gráfica de la e~uación. 

Cuadro sinóptico 

Concepto Condición Representación 
geométrica analítica 

• Simetría • Simetría con el eje X . l(x,y) = f(x,-y) 
• Simetría con el eje Y . l(x,y) = 1(-x,y) 

• Simetría con respecto al l(x,y) = 1(-x, -y) 
origen 

• Simetría con respecto a f(r,y) = l(y,x) 
larectay =x. 
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( Concepto 

• Simetría 

• Interseccio.ncs 

• Extensión 

• Asíntotas 

• Obtención de algu­
nos puntos que de­
finen la curva 

Cuadro sinóptico 

Co~dición 
geométrica 

o Se obtienen interseccio­
nes con el eje X. 

o Se obtienen interseccio­
nes con el eje Y. 

o Se consideran sólo valo­
res reales de x y y para 
determinar puntos que 
satisfagan la ecuación. 

o Al tomar un 
punto de la cur­
va cada vez más 
alejado del ori­
gen, la distancia 
entre este pHnto 
y la asíntota es 
c_ada vez _menOr y 
hende a cero. 

o Se dan valores a una de 
las variables. y se calcu­
lan los valores corres­
pondientes de la otra 
variable. 

y -0.2 -0.33 -1 -2 -5 5 2 1 0.33 0.2 

"" -3 -1 

• Trazado de la 
gráfica 

1 1.5 LM 2.2 2.5 3 5 7 

o Se utiliza la inform:1ción 
de los puntos anll'l ¡,,res 
p11r.1 trazar la grálica. 

y 

t 

1 Continuación 

Representación 
analítica 

y=O 

x=O 

Ecuación dada/ (x) 

P ·(e, Y) P(x, y) 

X=C 

y 

- !J.x.l 
y- g (x) 

X 

2.1. Gráfica de una ecuación 
(primer problema fundamental 
de la geometría analítica) 
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En la geometría analítica plana se plantean dos problemas fundamentales: 

l. A partir de una ecuación dada, determinar las características dlla curva 

que es la gráfica de la ecuación. j 
Las coordenadas de todos los puntos que pertenecen a la curva satisfa­
cen la ecuación; y recíprocamente, cualquier punto cuyas coordenadas 
satlsfacen la ecuación, pertenece a la t.:tava. A ésta se le llama lugar geo-

métrico de la_ecuación. 1 

2. Dada una curva qUI; es la gráfica de una ecuación, determinar dicha 

ecuación. 1 

Para resolver el primer problema fundamental es necesario analizar las si­
guientes características del lugar geométrico. 

2.1.1. Simetría 
Si la ecuación de una curva no se altera cuando se reemplaza x ppr -x, esto 

es, sif (x, y) = f(-x, y), entonces la curva es simétrica con respecto ~1 eje Y. Si 
la ecuación Je una curva no se altera cuando se reemplaza y por -y,¡ esto es, si 
f (x, y) = f (x,-y), entonces la curva es simétrica respecto al eje X. Si al reem­
plazar x por -x y y por -y en una ,·cuación, se tiene que f (x, y)' d f (-x,-y), 
entonces la curva es simétrica con respecto al origen. 

2.1.2. Intersecciones 
El punto o los puntos donde una curva cruza al eje X pueden ser rncontra­

dos haciendo y =O en la ecuación y resolviendo parax. EsLos pun~os son lla­
mados puntos de intersección. Las inters¡.;cciones con el eje Y se obtienen de 
manera análoga; se haccx =O en la ecuación y se resuelve para y. 

El lugar geométrico es el conjunto de todos los puntos cuyas coo_rdenadas 
(x, y) satisfacen la ecuación dada. Por dc{inición,-(x, y) es una par~ja ordena-

da de números reales. 1 
Analizar la extensión de una curva consiste precisamente en determinar 

para qué valores de cada una de las variables, la otra variable torita valores 
reales, lo cual nos ir.dica los intervalos de valores de x y y para IÓs cuales la 

curva está definida. ' 

2.1.3. Extensión 

,, . 
. ~ ' 

\ 

¡ 

\ 
' 

! 
' 
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La extensión la podemos dclerminar des . . d d . 
posible) ~n función de la otra y determinando]~~ v~l~~.: ,:~~~;;e (l~u:."~.0 es 
no despejada, que originan valores reales en la variable des . ·. d anable 

Cuando en una ec '6 pcja a. 
pejarla puede involu:r:~• r:í~::euc::r~~!~n~i~~r p:re~ de una var~blc, el d_cs-

. de la curva podrá entonces estar restrin ida a raace_s pares. extensión 
negativos no tienen raíces pares reales. g por la condición de que números 

2.1.4. Asíntotas 

Si para una curva existe una recta tal 1 
cada vez más alejado del origen 1 d" t '!ue, a tomar un punto de la curva 

da~?~ menor .Y tiende a cero, di~h: r;~t::~~~:~ea:;~~o~~~~01! ~~;:~la es ca-
• a ecuac•ón de la curva es del tipo · 

_@ 
y- g (x) 

(1) 

donde f (X) y g(x) son polinomios sin factorescomunes y s' x - , 
de la ecuación g(x) _ 0 • 1 -e es una ratz 
p {x y) se acerca al v-a lo' entoncesdla codordcnadax de la trayectoria del punto 

' r e, Y su ce en os cosas: 

1) Y- .. , dado que la distancia OP - ... y 

2) (x-: c)
1
-o. est? es, la distancia horizontal P'Pentre la curva y 1 1' . 

verilea x =e t•ende a cero (~·éase la figura 2.1). a mea_. 

y 

P '(e, y) 

X=C 

_ f (x) 
y- g (x) 

Figura 2.1 

' ,. 

'· ' 

r 
; 
í 
t 
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En otras palabras, la línea x = e es una asíntota de la curva dada por la 
ecuación (1), six =e hace que el dcnomin;.~dur g(x) sea nulo. Tales asíntotas 
son obtenidas o determinadas haciendo la ecuación explícita para y en térmi­
nos de x; si el resultado es una fracción, se iguala el denominador de la frac­
ción a cero y se determina la solución numérica dcx. 

En forma similar, deSpejando x en función de y, el denominador de la ex­
presión resultante muestra los valores de y que hacen al denominador nulo en 
la expresión 

X =fi1J_ 
g (y) 

(2) 

Esos valores determinarán las asíntotas horizontales de la curva. Una al­
ternativa para determinarlas es hacer que x ..... ::!: oo (previendo que la exten­
sión de la curva permita esto) en la ecuación (1) y encontrar los valores límite 
para y. 

2.1.5. Obtención de algunos puntos de la curva 
Se pueden obtener algunos puntos de la curva dando valores a una de las 

variables y calculando los valores correspondientes de la otra; es decir, obte­
niendo parejas ordenadaS de números reales que satisfagan la ecuación de la 
curva. 

2.1.6. Trazado de la gráfica 
Con la información obtenida en los apartados anteriores se procede a tra- · 

zar la gráfica dellugár geométrico correspondiente a la ecuación dada. 
Analizar las características del lugar geométrico de una ecuación, como se 

ha descrito en los apartados 2.1.1 al 2.1.5, se conoce como la discusi611 de la 
ecuacióu de una curva. · 

Ejemplo 1 

Hacer la discusión de la siguiente ecuación y trazar su gráfica. 

Solución 

1 
y=-­

x-2 

Se analizan los puntos anteriormente mencionados para el caso de la ecua­
ción dada: 
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• Simetría 

Respecto al eje Y, se reemplaza x por -x: 

1 
y=-­

-x- 2 

Como puede observar, un cambio de signo en x altera la ecuación, por lo 
que la gráfica no es simétrica respecto al eje Y. 

Respecto al eje X se reemplaza y por -y: 

1 
-y= X- 2 

Como se observa, un cambio de signo en y altera la ecUación; por lo tanto 
la gráfica no es simétrica respecto al eje X. 

Respecto al origen, se reemplazax por -x y y por -y: 

1 
-y=--~ 

-x- 2 
-1 

,'.y=-­
x+2 

Al cambiar el signo a ambas variables la ecuación se altera, por lo que la 
gráfica no es simétrica respecto al origen. · 

• Intersecciones 

Con el eje X: 
1 --=O 

x-2 
Obviamente, no existe ningún valor real que satisfaga esta última expre­

sión; por lo tanto no hay intersección con el eje X. 

Con el eje Y: x =O; y= !
2 

por lo tanto, la curva interseca al eje Y en el punto (O, - ~) 

• Extensión 

Dado que cualquier valor rC:al dex determina un valor real de y, y todo va­
lor real de y está definido por un valor real de x, a excepción d<»Jos valores 
x = 2 y y =O, la curva es abierta y se extiende en ambos senPidos de los 
ejes coordenados. 

• Asíntotas 

Se tiene: 

• 
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1 
y=­

x-2 

Se iguala cl.denominador a cero y se obtiene la ecuación de la asíntota ver­
tical; esto es: 

x-2 O; x ~ 2 

Para la segunda asíntota, se dc$peja x en función de y y se iguala a cero el 
denominador de la ..:x:prcsión resultante. 

(x-2) y =1; 
1 

<- 2=-. . y. 
1 

x=--2 . . y 

por lo tanto, la ecuación de la asíntota horizontal es: 

· • 9btencíón de algunos puntos 

X y 
----

-3 -!l.l 

-1 -'J.)) 

-1 

1.5 -2 

1.8 -5 

2.2 5 

2.5 2 

5 0.33 

7 0.2 

' ' 
1 
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Ejemplo 2 

Hacer la discusión de la ecuación: 

x 1 y-4y+x=O 

Su/¡¡¡·i.~ll 

• ~unctría 

Respecto al eje Y: 
\ 

( -x) 1 y - 4y - x = O 

x>y- 4y -x; O 

. Como se obs~rva, ~n cambio de signo en x altera la ecuación; por lo tanto 
la gráfica no es s•métnca respecto al eje Y. 
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Respecto al eje X: 

X>( -y) - 4( -y) +X = 0 -+ -x 2y + 4y +X = 0 

Como se observa, un cambio de signo y altera la ecuación; por lo tanto la 
gráfica no es simétrica respecto al eje X. 

Respecto al origen: 

(-x)'(-y)-4(-y)+(-x)=O-+ -x'+4y-x=O 

x 2y-4y+x=0 

Como se observa, se obtuvo la ecuación original; por lo tanto, la curva es · 
simétrica respecto al origen. 

• Intersecciones 

Con el eje X: 

y = 0 -+ x 2 (0) - 4 (0) + X = 0 -+ X = 0 

Con el eje Y: 

. X = o -+ (O)'y - 4y + (O) = o -+ y = () 

Por lo que la curva interscca a los ejes coordenado~ en el origen. 

• Extensión 
Ninguna de las variables toma valores imaginarios para V<llorcs reales de la 

otra, por lo que la curva es abicrltl y se extiende a ambos sc.:ntidos de los ejes 
coordenados. La curva no está dc[inida parax = ± 2. 

• Asíntota.' 
Se despeja y para obtener las ecuaciones de las asíntotas verticales: 

X 

x 2y-4y+x=O; y(x'-4); -x; 
X y=---· 

x2- 4' Y;:r=Xz 

X y-------
- (2 -X ) (2 + X ) 

2- X= O; X= 2 
2+x=O;_x=-2 

por lo que la curva ticm; dos asíntotas vertic<~lcs que son: 

x=-2yx;2 
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Se despeja x para obtener l<.~s ecuaciones de las asíntotas horizontales; 
resulta una ecuación de segundo grado en x que se resuelve aplicando la 
fórmula: 

yx'+x-4y=O-x 
-t + v(t)'- 4(y) (~ 

2y 

Así se obtiene: 

X 
-l+vl+l6>'' 

2y 

por lo que la ecuación de la asíntota horizontal es: 

y=O 

Obtención de algunos puntos 

• Gráfica y 

X 
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Ejemplo3 

Hacer la discusió11 de la siguiente ecuación: 

x 2y-x 2 -y=O 

Solución 

• Simetría 

Respecto al eje Y: 

. ( -x) 2 y- ( -x) 2- y= O - x 'y- x 2- y= O 

El cambio de signo en X no altera la ccuacíón; por lo tanto la curva es si-
métrica respecto 1.1l eje Y. 1 

Respecto al eje X : 

X 2 (-y) -X 2- (-y) = 0 - -X 2 y- X 2 +y= 0 

El cambio de signo en y altera la ecuación; por lo tanto la curva no es si-
métrica con rcspc(.:to al eje X. 1 

Respecto al origen: 

(-x)2(-y)- (-x)'- (-y) =U- -x 2y-x 2 +y= O 

Según lo anterior, no se obtuvo la ecuación original, por tanto la curva no 
es simétrica respecto <tl origen. 

• Intersecciones 

Con el eje X: 

y = O - -x 2 O .. x = O 

Con el eje Y: 

.r =o - -y= o - y= o 

Por lo que la curva intcrscca a los ejes coordenados en el origen. 

• Extensión 

De la ecuación origin<•l, se despeja y en función dex: 

(1) 

y no ~stá definida parax = :!: 1 
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Ahora, se despcjax en función de y: 

(2) 

Como se observa, x no está definida para y = 1 y O < y < 1 . 
De lo anterior se deduce que, a excepción de los valores anteriores, y es 

real para cualquler valor x· y viccve::-,~_' -~ue la curva es abic~ta y se ex-
tiende a ambos sentidos de los ejes _ ... - . . 

• Asíntotas 

De la ecuación (1), se iguala a cero el denominador y se obliencn las ccua­
ciQnes de las asíntotas verticitles: 

x•-1=0; (x-1) (x+l)=O .. x= ± 1 

De la ecuación (2), se iguala a cero el denominador y se obtiene la ecua­
ción de la asíntota horizontal: · 

y-1=0-y=1 

e Obtención de algunos puntos 

X o ±0.5 ±0.75 ±1.5 ±1.75 ±2 ±2.2.~ 
-

y o --0.33 -1.3 1.8 J5 1.33 L25 

• Gráfica 
y 

' . 

.¡¡;;;; 
f 
1 
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Ejercicios 

Gráfica de una ecuació11 y lugares geométn"cos 
1. Para las siguientes ecuaciones, hacer la discusión y trazar la gráfica. 

a) x 2 + 2x -y + 3 = O 
b)xy- 2y -x =O 
c)x'y+4y-8=0 
d)xy>-9x-y-1=0 



• • 

MÓDULO 3. LÍNEA RECTA 

Objetivos específicos 

Altenninar d estudio de este módulo, el alumno: 
• Calculará la pendiente de una recta dada. 
• Calculará el Óll!,'lt/u de incliJJaciim de ww recta dada. 
• Detenninará la ecuación de una recta, dados: 

- un punto y su pendiente 
- su pemliente y su ordenada al vdgcn 
- dos de sus puntos 

• Calculará /u distancia de wz punto a una recta, tladas las coordenadas del 
punto y la ecuación de la recia. 1 

• Dctcmlinurá si dos rectas sD11 paralelas o perpendiculares. 
Dadas las ecuaciones de dos recias, calculará el ángulo entre ellas. 

· Cuadro sinóptico 1 

~---------------- ~---+-----~ 

Representación analític~ Condición geométrico• 

Entre dos puntos cualesquiera P 1 y 
P zla pendiente m es con~tantc. 

El ángulo de inclinación de una recta 
es el ángulo O que forma la parte po­
sitiva del eje X y la recta, medido en 
sentido contrario <t las manecillas del 
reloj. 

m = ~! = etc. 
xz -x 1 

1 

(} = ang tan = Y 2 
- y 1 o tan 8 = m 

x2 -x 1 

35 
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Cuadro sinóptico 1 Continuación 

Condición geométrica 

FORMAS DE LA ECUACIÓN DE 
LA RECTA 
Punto- pendiente: 

Pendiente- ordenada al origen: 

Dos puntos: 

Ecuación general: 

·Distancia entre un punto P 1 y una 
recta A X+ BY.+ e= o: 

Representación analítica 

y -y 1 = m (x - x 1) 

y=mx+b 

Ax+By+e=O 

-d=Ax, +By,+ e 
:!dA'+B' 

1 Condición para que dos rectas sean 
perpendiculares: (ml)(m2)=-1 o 1711=-~ 

m~-

Condición para ,que dos rectas sean 
. paralelas: 

Ángulo a formado por dos rectas 
dadas con pendientes m 1 y m 2 : 

3.1. Generalidades 

m 1 =mz 

mz-m 1 
a= ang tan 

l+mtmz 

Definición: Se llama línea recta al lugar geométrico de todos los 
punlos del plano Jales que, tomados dos puntos difercnles cuales­
quiera P 1 (x 1.Y 1) y P, (x ~y,) del lugar, el valor de la pendietlc m 
resulta siempre constante. 

En donde: 
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3.2. Ángulo de inclinación de una recta 
El ángulo de inclinación de una recta es ~l_ángulo que f<:rma la recta con 

la parte positiva del eje coordenado X, y se made desde el eje X a la recta en 
el sentido contrario al de las manecillas del reloj (véase la figura 3.1). 

En esta figura,() representa al ángulo de inclinación de la recta, el cual es­

tá dado por la expresión: 

y 

L 

de donde: 

( l'cl'!) O= ang tan ~· 
. Xz -X¡ 

1 
1 
1 p-yl 

O 1 tanO= ____ ...J X 2- X1 

P1 (Xl. Yl) 

Figura J.l 

}'2- y, 
tan O=--­

X2 -X¡ 

De acuerdo a la definición de línea recta dada anteriormente, tenemos 
que la pendiente de la recta es igual a: 

y,- y, 
111 =--­

x2 -X¡ 
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es decir: 

La pendiente de una recta es !gual a la tangente del ángulo de inclinación. 

Y>- y, 
m= tan O=--­

X2 -X¡ 

Obsérvese que el ángulo de inclinación está restringido para 

o , 11 , 180' 

Si el ángulo está entre O < 8 < 90o la pendiente es positiva y si está entre 
9Q0 < () < 180° la pendiente es negativa. 

Ejemplo 1 

Calcular la pendiente y el ángulo de inclirlación de la u•..::ta que contiene a 
Jos puntos (1,6), (5, -l) (véase la figura 3.2). . 

y 

: 

Fi~ura 3.2 

' l. 

LINEA RECTA ·39 

Solución 

v. - v. -2 -6 -8 
111=~=---~-= -2 

X2 -X¡ 5-1 4 

O ~ ang tan(- 2) ~ 116' 34' 

Ejemplo2 

Demostrar quelos puntos A(-3, 4), 8(3, 2) y C(6, 1) son colineales 

Solución 

2-4 1 
Pendiente de AB ~ -- ~ - -

3 + 3 3 

1 - 4 1 
Pendiente de Al: ~ 

6 
+ 

3 
~ - 3 

Como las pendicntc.s de AB y <k AL son las mismas, los tres puntos están 
situados sobre la mi.sma recta. 1 

Analíticamente, una recta tiene una ecuación lineal o de primer grado en 
dos v.iriables. Recíprocamente, la representación grúrica dcll~gar geométri- . 
co cuya ecuación sea de primer grado en dos variables es una línea recta. 

Uu.a línea recia está completamente dcrinida si se conocen1 dos de sus ca­
racterísticas; por ejemplo, dos puntos; un punto y su pendiente) etcétera. 

3.3. Ecuación punto-pendiente 
La ecuación de la recta que contiene <ti punto P 1(t:1,y1) y cuya pendiente es 

m, es: 

e-y¡ ~ m(x -X¡) 

Ejemplo3 

Determinar la ecuación de la recta cuya pendient_e es -2/3 y que contiene 
al P(5, 7) (véase la figura 3.3). 

Solución 

y- y 1 ~m(x -x1) 
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y 

Al sustituir valores se tiene: 

L 

Figura 3.3 

2 
y-7= -3(x-5) 

3 (y - 7) = - 2x + 10 

3y-21= -2x+IO 

3y + 2x = 31 

Por ~ltimo, se ordena la ecuación: 

2x + 3y- 31 =O 

Ejemplo 4 • • 
Determinar la ecuación de la recia que contiene al punto(4,~1) y tiene un 

ángulo de inclinación de 135" (véase la figura 3.4). 

Solución 

La pendiente de esta recta es m = tan 135" 

-
41 

y 

L 

Figura 3.4 

m= -1 

Se sustituye y se obtiene: 

y- ( -1) = -l(x- 4) 

y+ 1 = -x + 4 

.·.x+y-3=0 

Ejemplo S 

Determinar la ecuación de la recta que ccmticnc al punto (2, -5/2) y llene 
pendiente cero. 

SolucióiJ 

5 
.. y+-=0 

2 
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3.4. Ecuación pendiente-ordenada al origen 
La ecuación de la recta de pendiente m y que corta al eje coordenado Y en 

el punto (0, b ), siendo b la ordenada al origen, es: 

ly=mx+bl 

Una recta paralela al eje Y no tiene ordenada al origen y su ecuaciún será 
de la forma: 

x - k = O k = conslante 

Ejemplo 6 

Determinar la pendiente m y la ordenada al origen (b) de la recta: 

2y+3x=7 

Solución 

Se escribe la ecuación en la forma y = m x + b: 

Luego: 

Ejempló 7 

2y = -3x + 7; 3 7 y= --x+-
2 2 

m = - ~ es la pendiente. 

b ::;:: ~ es la ordenada al origen. 

. Determinar la ecu.ación de la recta de pendiente -3 y cuya in¿crsección 
1 . y 1 • con e CJC es ¡ . . 

Solución 

Intersección con el eje Y= ordenada al origen = -:} 
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y =mx + b; 
1 

Y =-3x+-· 4. 111 = -3 

3.5. Ecuación de la recta que contiene 
dos puntos conocidos 

La ecuación de la recta que contiene los puntos P 1(x1,y 1), P2(x¿,y2) está da­
da por: 

Cuando.r1 = x2, la recta es paralela al eje Y, y su ccuación está dada por: 

Ejemplo K 

Determinar la ecuación de la recta que conticm; los puntos (-2, -3) y 
(4, 2). 

Solución 

Se aplica la forma: 

Y se tiene que: 

Se realizan operaciones: 

2 + 3 ( ) (y + 3) = 4 + 2 X + 2 

(y + 3) = ~ (x + 2) 

6 y+ 18 = 5x +-10 

:. 5x-6y-8=0 
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Ejemplo9 

Determinar la ecuación de la recta que contiene al punto ( -3, 1) y cs. para­
Ida a la recta determinada por los puntos (0, -2) y (5, 2) (••éase la figura 3.5). 

y 

Figura 3.5 

Solución 

Como se conoce un punto de la recta pedida (L 1), solamente es necesario 
obtener su pendiente, la cual es la misma que la de la recta paralela (L 2). 

La pendiente de Lz es: 

So sustituyo: 

Se aplica la expresión: 

m= yz-y¡ 
x2 -x1 

2-(-2) -4 
IH::::;; ::::;; -

5-o 5 

-
4 

y- 1 =- (x + 3) 
5 

5y-5=4x+12 

.. 4x-5y+17=0 

3.6. Ecuación general de la recta 

LINEA RECTA 4S 

Sea una ecuación lineal o de primer grado en x, y, de la forma: 

FBy+C=O 1 

Esta ecuación representa una recta cuando A ::t O y lo B '#O. En la cu'al 
la pendiente de la recta y su ordenada al origen están dadas respectivamente 
por: 

Si en la ecuación general C = O, entonces la rc<.:ta contiene al origen. 

Ejemplo 10 

Hallar la pendiente 111 y la ordenada <J.I origen de la recta 2 y + 3x = 7 

Solución 

Se escribe la ecuación en la forma: 

Ax+By+C=O 

y se obtiene: 

3x + 2y- 7 =O 

La pendiente m es: 

A 3 
m=-8=-2 

; c.:.\:t.n:.: ;.:~ ¡ ;:lfJh 

·: ¡,,.:.r.;rw_;,.· 
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y la ordenada al origen: 

7 b=-
2 

7 
2 

3.7. Distancia de un punto a una recta 
La distanciad del punto P,(x,,y,) a la recta A x +By + e= O se obtiene 

como: 

d = A x, + By, + e 
:::!:: .JA2 + BZ 

en donde el signo del radical debe ser opuesto al signo de C. 
En el caso de que' el punto P 1 y el origen estén localizados a uno y otro Ja . 

. do de la recta, la distanciad se considera posiüva; si se localizan en un mismo 
l4do, d se considera negativa (>'éase la figura 3.6) 

y 

Fi~ura 3.6 

L 
• • 

Si C = O, entonces se puede escoger arbitrariamente el signo positivo o el 
negativo en el radical y no considerar interpretación geométrica al signo de la 
distancia. 

Ejemplo 11 

a) Calcular la distanciad del punto P( -2, -3) a la recta 

8x + 15 y - 24 = O 

So/ució11 

La expresión que nos permite obtener des: 

d = Ax, + By, + e 
±v'AZ+BZ 

Se sustituyen los valores indicados: 

A = 8; B = 15; C = -24 

P(x~,y1 ) = P(-2, -3) 
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d _ 8(-2l_:t:I5(-3)- 24 _ -=~ __ 
. - + Y\8)' + (15)' - 17 - 5 

:. d = -5 

Como des negativa, el punto (-2, -3) y el origen están tlcl mismo lado de 
la recta. 

ú) Calcular la distancia del punto P (-1, 7) a la recta 6x - Sx + 5 = O 

Solución 

d = 6( -l)~_.~Q) + 5 = -57 = 5.7 
-fl6)' + ( -8)2 -10 

:. d=5.7 

Como des positiva, el punto (-1, 7) y el origen están en distintos lailos de 
la recta. 

Ejemplo IZ 

Determinar el valur de k para el cual la distancia d dd punto (2, 3) a la 
recta 

Sx + 15y +k= O 

es igual a 5 unidades 
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Solución 

d - 8(2) + 15(3~ -
- ±v'(B)' + (15)z -

16 +.45 +k = ±5 = ±17 

61 +k =---= :t5 
±17 

.. k= -(5)(17)- 61 

:. k= -146 

±5 

3.8. Rectas paralelas. Rectas perpendiculares 
Sean dos rectas Lt y L2 cuyas pendlentcs son m 1 y m 2 respectivamente. 

-
Las rectas Lt y L2 son paralelas si y sólo si sus pendientes son iguales~ 

o sea: 

m1 = 1112 

Las rectas L, y L2 son perpendiculares si y sólo si sus pendientes son 
recíprocas y de signo contrario; es decir: 

Ejemplo 13 

1 
111¡=-- obicn 111tiJI2=-l 

1112 

Demostrar, aplicando el concepto de pendiente, que los puntos A(8, 6), 
B( 4, 8) y C(2, 4) son los vértices de un triángulo rectángulo. ~· 

Solución 

8-6 1 
Pendiente deA11 = -- = --

4-8 2 

4-8 
Pendiente de lR: = -- = 2 2-4 
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Como la pctldicnte de AB es el recíproco con signo contrario de la pen· 
diente de. m:', estos dos lados del triángulo son perpendiculares. 

Ejemplo 14 

Determinar la ecuación de la recta que contiene al punto (-2, 3) y es per­
pendicular a la recta 2 x- 3 y + 6 = O. 

Solucióu 

Si las rectas son perpcmlicularcs, la pendiente de una de ellas es el recí­
proco con signo contrario de la pendiente de la otra. 

La pendiente de 2 x- 3 y + 6 = O que está escrita en la forma general 
Ax +"By+ C =O es: 

A 2 
m== -n==J 

la pendiente de la recta pedida es == - 1 2 
Por otro lado, sea (x,y) otro punto cualquiera de la recta que pasa por 

( -2, 3) y tiene de pendiente - ~ 
Entonces, se sustituye en la ecuación de la forma: 

y- y1 = m(x - x,) 

y se licne: 

y - 3 = (- ~) (x + 2) ; 2 (y - 3 ) = -3 (x + 2) 

2y-6=-3x-6; 2y+3x=O 

Al ordenar: 

3x + 2y =O 

3.9. Ángulo entre dos rectas 

Sean las rectas L 1 y L2 con pendientes m, y mz respectivamente. Sea el án­
gulo a medido en el sentido contrario al movimiento de las manecillas del re­
loj, desde la recta L 1 hasta la recta Lz (véase la figura 3.7). 
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y 

El ángulo a está dado por: 

mz-mt ·a = ang tan .,..:c.:..:..._=c.. 
l+mtmz 

Ejemplo 15 

Figura 3.7 

oOicn 
tana = 

Si el ángulo formado por las rectas L, y L, es de 45", y la pendiente m 1 de 
L, es 213, calcular la pendiente m 2 de L 2 (véase la figura 3.8) 

y 

Figura 3.8 

• • 

Solucióll 

Se sustituye: 

Ejemplo 16 

2 
mz- 3 

tan 45" = 1 = ~--co--=---

1 + d) 1112 

2 2 
- mz - mz = - - - 1 
3 3 

=-

5 
3 

1112;::::- = 5 
1 
3 

.. mz = 5 

5 
3 
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Calcular los ángulos interiores del triángulo cuyos vértices son A(-3, -2), 
8(2, 5) y C(4, 2) (véase la figura 3.9). 

y 

A 
Figura 3.9 
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SolucióiJ 

5 + 2 7 
111AB;::;: -- =-

2 + 3 5 

2-5 3 
moc=--= --

4-? 2 

-2-2 4 
111CA = a-

-3-4 7 

7 4 

A 
niAB - lliCA __ 5~_,7_ 

tan = = 
1+111ABinCA 1 +1(~) 

A 
. 29 = angtan-

63 

A = 24" 43.1' 

5 7 

_1_1 
tan 8 = m se - lliAB = __ _,2o_-=.5_ 

1 + IIIBCIIIAB 1 + ( -~) ( 1) 

29 
B = angtan-

11 

B = 69"13.6' 

tan e= ll1CA - 1110C ;:::: 

1 + mcAmnc 

29 e= angtan-
2 

e= 86" 3.3' 

2 5 

Comprobación: 

A+ B +e= 180" 

29 
63 

29 
11 

29 
2 

24" 43.1' + 69" 13.6' + 86" 3.3' = 180" 

• • 
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180" = 180" 

Ejemplo 17 

Obtener la representación gráfica de las siguientes rectas: 
a) 3x- 2y + 2 =O 

Solución 

2y = 3x + 2 
3 

y=-x+ 1 
2 

De donde 

3 
m=2;b=l 

b) X+ y+ 1 = 0 

Solución 

Ahora se utiliza);¡ ecuación general: 

A 
m= -n; 

e 
b =- -· 

8' 

1 
/JI=--=-1 

1 

1 
b=--=-1 

1 

y 

y 
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c)y=2-4x 

Solución 

Directamente de la ecuación: 

m= -4; b = 2 

X 
d) 3- 2y = 1; 

Solución 

X- 6y = 3 

De donde 

1 tn =-
6 

6y =x- 3 

X 1 
y=---

6 2 

1 b = --
2 

y 

y 

1 m=-
0 6 

-..::~ª~b :rr:;::;:;=. X 
2 
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Ejercicios 

Inclinación y pe.ndiente de una recta 

1. Calcular la pendiente m y el ángulo de inclinación O de las rectas que 
contienen a lo~ siguientes pares de puntos: 
a) (-8, -4), (5, 9) 
b) (-11, 4), (-11, 10) 
e) (8, 6), {14, 6) 

Ecuación punto-pendieme 1 

2. Determinar la ecuación de la recta que contiene al punto S(l/3, 213) y 
tiene una pendiente infinita. 1 

3. Determinar la ecuación de la recta que contiene al puntoA(--6, -3) y tiene 
un ángulo de inclinación Jc 45°. 

Ecuación pendiente-ordenada al origen 

4. Determinar las ecuaciones de las rectas que satisfacen las condiciones 
siguientes: 
a) Pasa por (0, -1),m =O 
b) Pasa por (0, 3), m = -4/3 

Ecuación de la recta que cotlliene dos puntos conocidos 

5. Los vértices de un cuadrilátero son: A(O, 0), 8(2, 4), C(6, 7), D(8, 0). 
Determinar las ecuaciones de las rectas que contienen a sus lados~ 

6. Determinar la ccuaci{lll de la recta que contiene al punto R(5, 3) J es 
perpendicular a la recta cuya ecuación es 7 x + 9 y + 1 = O. 

Ecuación general de la recta 

7. Determinar la ecuación de la mcdiatriz del segmento determinado por los 
puntos (7, 4) y (-1, -2). 1 

8. Determinar el valor de k deforma que la recta 4x -ky -7 ~ O tenga 
pendiente 3. 

Distancia de w1 pu11to a u11a recta 

9. Calcular la distanciá del punto ( 4, -1) a la recta :k - 4y + 1 ~ = O e 
interpretar el signo de la distancia. 

10. Calcular la distancia del punto (7, -4) a la recta 2x + 3y + 8 = O. 
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Rectas paralelas y perpendiculares 

11. Demostrar que los puntos P,(9, 2), P,(ll, 6), P,(3, 5), P,(1, 1) son 
vértices de un paralelogramo. -

Ángulo entre dos rectas 

12. Calcular el ángulo agudo del paralelogramo cuyos vértices son: 
A (-2, 1), B (1, 5), C (10, 7) y D (1, 3). 
El primer paso en este problema será indicar la dirección positiva del 
ángulo que se busca, o sea, el ángulo C; entonces el lado BC de 
pendiente inicial m, y el lado CD de pendiente final m, forman el 
ángulo buscado. 

• • 

T 

MÓDULO 4. CIRCUNFERENCIA 

'Objetivos específicos 

Al tenninar el estudio de eSte módulo, el alumno: 

• Obtendrá la ecuación de wra circullfercncia, dados el cemru y el ratlio. 
• ldelllijiL:ará la ecuación gennal de la circunferellcia, obteniendo de 61u el ra· 

dio, el centro y su gráfica. 

Cuadro sinóptico 

Condición geométrica 

Todos los puntos de una circunfe­
rencia equidistan de un punto fijo 
e (centro) . 

57 

Kepresent;.u:iún analítica 
------j 

1 

i 
. J 
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Cuadro sinóptico Continuación 

Condición geométrica Representación analítica 

Centro en el origen (0, O): 

Centro en (h, k): (x- h) 2 +(Y- k) 2 = r' 

Ecuación ge11eral: x2+y2+Dx+Ey+F=O 

Circunferencla real: siD2+E2-4F>O 

Un punto: siD 2+E2-4F=O 

Ningún lugar geométrico: siD 1 +E2-4F<O 

4.1. Generalidades 

Defitlición: Una circunferencia es el lugar geométrico de todos los 
puntos del plano que equidistan de un punto fijo e llamado centro. 

e 

Figura 4.1, 

• • 
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La distancia constante r entre el centro C y cualquier punto de la ~circunfe­
rencia se llama radio de la circunferencia. 

4.2. Ecuación de la circunferencia 
con centro en el origen 

S . f . 1 . 1 ca una c1rcun ercncaa con centro en e ongcn y radio r. La ecuación de 
esta clrcunfercncia es: 

y 

Figura 4.2 

Ejemplo 1 

. Determinar la ecuación de la circunferencia de radio 3 y con centro en el 
ongcn. 

Solució11 

La ecuación es de la forma: 

xZ+y~.:::rz 
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Entonces: 

Ejemplo Z 

Determinar la ecuación de la circunferencia con centro en. el origen y que 
contiene el punto (4, 3). 

.\'oluci611 
Las coordenadas del punto deben salwa¡:er la ecuación de la circunferen­

Cia: 

Se sustituye: 

De donde: 

( 4) 2 + (3) 2 = r 2 

I6-l-9=r' 

r'=25 r=5 
:. x2 +y'= 25 

4.3. Ecuación de la circunferencia 
con centro no coincidente con el origen 

Sea una circunfcrem.:ia con centro en el punto (IJ, k) y de radio r, tal que 
h -;F. O y/o k ~O. La ecuación de esta circunferencia es: 

(x- 11) 2 + (y- k) 2 = r 2 

y 

r 

C(h, k) 

Figuro• .t.3 
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Ejemplo 3 

Determinar la ecuación 4e la circunferencia para los siguientes casos: 

a) Centro en el punto (0, 3) y radio 1 

b) Centro en el punto ( -5, -3) y radio 4 

e) Centro en el punto (4, O) y radio 2 

Solució11 

Se sustituyen en cada caso los valores en la ecuación de la circunferencia 

(x- 11) 2 + (y- k) 2 = r 2 

y se obtiene: 

b) (x + 5) 2 +(y+ 3) 2·= 16 

e) (x- 4) 2 +y 2 = 4 

Ejemplo 4 

Determinar la ecuación de la circunferencia de centro (5, -2) y que contie­
ne el punto (-1, 5). 

Solución 

Se procede a encontrar d radio de la circunfcrcnr.:ia, que es d dato 
fahante. 

El radio es la distancia del centro a un punto cualquiera de la 
circunferencia. 

Así, la ecuación de la circunferencia es: 

(t - 5) 2 + (y + 2) 2 ~ 85 

Ejemplo S 

Determinar la ecuación de la circunferencia para la cual uno de sus diá· 
metros es el segmento que une los puntos (5, -1) y (-3, 7). 

Solución 

El centro de b r:ir,:unfcrcncia esUt en el punto medio del segmento que 
une los puntos dados; por lo tanto las coordenadas del ccnlro son: 

~ .. 

:o 
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5-3 
Xm=--=1 

2 
-1 + 7 

y.=-2-=3 

e= (1,3) 

El radio se obtiene como sigue: 

r2 =(x-Ir) 2 +(y- k) 2; r2 =(5-1) 2 + (-1- 3) 2; r 2 = 16 + 16 

r = m; r = 4{2 

O también con el otro punto dado: 

r2 = (-3- 1) 2 + (7- 3)2; r2 = 16 + 16 

.r = 4{2 

Con los elementos obtenidos, la ecuación de la circunferencia es: 

(x - 1) 2 + (y - 3) 2 = 32 

4.4. Ecuación general de la circunferencia 
Sea una ecuación de segundo grado enx, y, del tipo: 

1 x 2+y2+Dx+Ey+F=O 

SeaN=D2+E2-4F 

• Si N > O, la ecuación representa una circunferencia cuyo centro es el punto 

y radio: 

• Si N = O, la ecuación representa un punto cuyas coordenadas son: 

• Si N < O, la ecuación no representa ningún lugar geométrico. 
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Ejemplo 6 

Dada la ecuación general de la circunferenCia 

x2+y2-2x+4y-4=0 

expresarla en la forma ordinaria 

(x-Ir) 2 +(y- k) 2 = r2 

y determinar las coordenadas del centro y el radio. 

Solución 

Se agrupan términos y se completan cuadrados: 

(x 2- 2x + 1) + (y 2 + 4y + 4)- 4- 1- 4 =O 

(x - 1) 2 + (y + 2) 2 = 9 

Por lo tanto, las coordenadas del centro son: 

C(1,- 2) 

y el radio es: 

r=3 

Se comprueba, aplicando las cxpresion_es que se derivan de la ecuación ge· 
neral para la obtención del centro y el rad1o. 

r = !,¡~(-'2~)'2 -,+--,('"4') 2,--.4-,(~-4") = !,¡ 4 + 16 + 16 
2 2 

= (~) 6=3 

r = 3 

Ejrmplo 7 

1 
-{36 = 
2 

Dadas las siguientes ecuaciones generales de la circunferencia, d_ecir s
1
Í re· 

presentan o no una circ~nfcrencia, y obtener su centro Y su rad10, de ser 
posible. 

a)2x2 + 2y2- 6x + 10y + 8 =O 

·.~ . 

Ull 
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b) 16x' + 16y'- 64x + 8y + 177 =O 

Solución 

a)2x 2 + 2y'- 6x +lO y+ 8 =O 

Se divide toda la ecuación entre 2: 

x' +y'+ 3x + Sy + 4 =O 

Se puede observar que: 

D=-3, E=5y F=4 

Se analiza el término D 2 + E' - 4 F para determinar a cuál de los tres ca­
sos pertenece: 

(-3) 2 + (5) 2- 4 (4) = 9 + 25- 16 = 18 >o 

Por lo que la circunferencia es real con centro en el punto: 

· y radio: 

1 
r = -v'Il! 

2 

3.f2 r=----:¡-

b) 16x2 + 16y2-64x+8y + 177= O 

Se divide toda la ecuación entre 16: 

'En este caso: 

y 177 
x 2 +y'-4x+ +-=O 

2 16 

1 E=­
. 2 

D =-4; 

y 

Se analiza el término D 2 + E' - 4 F: 

16+! -4(177) = 16+ !_ 177 = 64+ 1-177 = 28 <o 
4 16 4 4 4 

Por lo tanto la _ecuación no representa ningún lugar geométrico. 

Ejemplo K 

Determinar la ecuación de b circunferencia que contiene los puntos (5, 3), 
(6, 2) y (3, -1}.· 

Solución 

La ecuación general de la circunferencia c.:s: 

x2+y'+Dx+Ey+F=O 

1 
Esta ecuación contiene tres constantes indeterminadas, por lo que serán 

necesarias tres condiciones para determinarlas. Como la circunferencia debe 
contener a los lrcs p·untos dados, se pueden hallar Jos coeficientes sustituyen­
do las coordenadas de los puntos en lugar de las variables x y y, resolviendo a 
continuación las tres ecuaciones lineales en D, E y F. 

25+9+5D+3E+F=O 

36+4+6D+2E+F=O 

9+1+3D-E+F=O 

Se simplifica: 

5D+3E+F+34=0 

6D+2E+F+40=0 

3D-E+F+10=0 

Se resuelve el sistema y se obtiene: 

D=-8, E=-2 y F=12 

Por lo que la ecuación general de la circunferencia es: 

x2 +y'- 8x- 2y + 12 =O 

Ejemplo 9 

Obtener la representación gráfica Uc las siguientes circunferencias: 

.. 

~ ,,. : 

··.~ . 
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a)(x- 3) 2 +y 2- 16 

b)y-±v'25-(x+2)2 +1 

e) X 2 +y 2- 2 X+ 4 y- 4 • 0 

Soluci6n 

a) Según la ecuación de la 
circunferencia: 

C(3,0) r•4 

Por Jo tanto su gráfica es 
romo se muestra a la derecha. 

b) y-± "25 (X+ 2) 2 + 1 

Nótese que la ecuación dada 
puede escribirse en la siguiente 
forma: 

y-1•o~o-'25 (x+2)2 

(y:.. 1) 2 • 25 - (x + 2) 2 

(x + 2) 2 +(y- 1) 2. 25 

Por lo que se deduce que su 
centro está en C (-2, 1) y su 
mdioesr:::5. 

U. gráfica se muestra a la 
derecha. 

y 

y 

e) X 2 +y 2- 2 X+ 4 y- 4- 0 

Según la transformación efec­
tuada en el ejemplo 6, se llega a la 
ecuación: 

(x-1)'+(y+2) 2 ·9 

De la cual se obtiene: 

C(1, -2) r =3 

Ll gráfica se muestra a Ja derecha. 

Ejercicios 

Ecuaciótl de la circunferencia (centro, radio) 

67 

y 

l. Determinar la ecuación de la circunferencia en cada caso: 

a) Centro en (0, O) y radio 1 

b) Centro en (3,.-1) y radio 5 

e) Centro en (0,- 4) y radio 9 

áJ Centro en (1, O) y radio 3 

2. Determinar la ecuación de la circunferencia de centro (4, -1) yl que 
contiene el punto (-1, 3). 

3. Determinar la ecuación de la circunferencia para la cual uno de sus 
diámetros es el segmento que une los puntos (-3, 5) y (7, -3). 

Ecuación general de la circunferencia 

4. Dadas las siguientes ecuaciones, decir si_ representan o no una circun­
ferencia, y obtener su centro y su radio, de ser posible. Aplica'r las 
fórmulas y comprobar completando cuadrados. 

a)x 2 +y 2 ·0 

b)x'+y 2 -8x+ !Oy-12=0 

e) X 2 +y 2- 8 X- 7 y • 0 

á)3x' +3y'- 4x + 2y+ 6- O 

5. Determinar la ecuación de la circunferencia que contiene los puntos: 
. (4, 5), (3, -2) y (1, -4). 1 

1111 
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MÓDULO 5. PARÁBOLA 

Objetivos específicos 
Altennilwr el estudio de este módulo, el alumno: 

• Obtendrá la ecuación de una parábola a partir de datos tales como: ~·értice, 
foco, directdz y valor del lado recto. 

• Dada la ('Citacióll de U Ha parábola, obtendrá su gráfica y sus elementos tales 
como: vértice, foco, valor de/lado recto y direc~riz. 

Condición gcométric'a 

• r. .dos Jos pun­
tos de un;:~ pará­
bola equidistan 
de un punto fijo 
F(foco) y una 
recta fija L (di­
rectriz). 

Cuadro sinóptico 

Representación analítica 

L (directriz) 

69 
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Cuadro sinóptico Continuación 

Condición geométrica 

e Vértice en el orÍ- 0 Eje focal 
. gen (O, O) en el eje 

X 

o Eje focal 
en e/ eje Y 

e Vértice en (h, k) ? Eje focal 

eLongitud delia­
do recto: 

eEcuáción general 

•Representa una 
parábola cuyo 
eje es paralelo o 
coincidente coó 
el eje X: 

paralelo 
al eje X 

o Eje focal 
paralelo al 
eje Y 

Representación analítica 

/ =4px "P > O abre ha-
cia la derecha. 

"P < O abre ha-
coa la izquier-
da. 

2-=4py "P > O abre ha-
cia arriba. 

"P < O abre ha-
cia abajo. 

(y - k)2 = 4 p (x -Jo) Op > O abre ha-
cia la derecha. 

"P < O abre ha-
da la izquierda. 

(x- Jo¡2 = 4p (y- k) "p > O abre ha-
cia arriba. 

"P < O abre ha-
cia abajo. 

l4p 1 

Ax 2 +ey 2 +Dx+Ey+F=O 

SiA=O,e;<O,D;<O • • 

, 

¡· 
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Cuadro sinóptico Cont irl_uación 1 '-----;-------------' . 

Condición geométrica Representación analítica [ 

eRcprescnla una 
pJ.rábnla cuyo 
eje es paralelo o 
coincidente con 
el eje Y: 

•Representa 
dos re el as o 
ningún lugar 
geométrico: 

Si A ;< O, e = O, E "' O 1 

Si A = O, e ;< O, D ;< O 

o 
Si A "' O, e = O, E = O 

''-------------------------------------------------+-----_/ 

5.1. Generalidades 

De{mici6n: Una parábola es el lugar geométrico de todos los pun
1
tos 

del plano que equidistan de un punto fijo F llamado foco y una rCcta 
fija L llamada direclriz. 1 

El punto F no está contenido en L. 

. d 
¡------- P(x,y) 

1 
1 
1 
1 
1 

_ _,o+----.--'v+-_.i_•
1
----- L · (eje focal) 

p F(foco) 

L (directriz) 

Figura 5.1 

11 
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La recta L' perpendicular a L y que contiene a F se llama eje focal de h 
parábola. 

Si Q es la intersección de L y L' entonces el punto medio V del segmento 
QF está en la parábola, ya que equidista deL y de F; a este punto V se le lla­
ma vértice de la parábola (véase la figura 5.1). 

5.2. Ecuación de la parábola con vértice 
en el origen y eje focal coincidente 
con un eje coordenado 

Seap la distancia dirigida VF: W 
Sea una parábola cuyo vértice coincide con el origen y cuyo eje focal coin· 

cid e con el eje coordenado X. La ecuación de esta parábola es: 

El foco tiene por coordenadas (p, O) y la directriz L es una recta de 
ecuación: 

p puede ser positiva o negativa, lo cual nos plantea dos casos: 
si pes positiva, lá parábola se abre hacia la derecha (véase la ligur a 5.2). 
si pes negativa, la parábola se abre hacia la izquierda (1•éase la figura 5.3). 

y 
p>O 

L:x :-,_ 

Figura 5.2' 

• • 

73 

y 

p<O 

L: x: -p 

Figurd 53 

. Consideremos ahora una parábola con vénicc en el origen y eje rucal coin­
cidente con el eje Y; su ecuación es: 

El foco tiene por coordenadas (O,p) y la ecuación de la dircclriz es: 

Sip es positiva, la parábola se abre hacia arriba (1•éu.'iC la figura 5.4). 

Sip es negativa, la par{,bola se abre hacia ahajo (l'<'aie la figura 5.5). 

. , . 

•' .•. 

'" 
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y 

Figura 5.4 

y 

F(O, p) 

Figura 5.5 

p >o 

p<O 

• • 

5.3. Lado recto de una parábola 
Sea la siguicnle gráfica de una par;íbola: 

X 

V 
o 

L 

Figura 5.6 
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y 

En esta gráfica se ha rcprcscnlado el scgmcntnAB que es una (~Ucrda per­
pendicular al eje focal y que contiene el foco; a csta cuerda se le lldma lado 
recto (L. R.) de la parábola. · 1 

La principal característica del lado recto Jc una parábola es que su longi­
tud es igual al valor absoluto dl! 4p, esto es: 

[U~.= l4p 1 

Ejemplo 1 

Sea una parábola cuyo vértice está en el origen, su eje focal coincide con el 
·eje Y, y conlicnc el punlo (4, -2). J 

a) Determinar la ecuación de la padhola, las coordenadas de su foco, la 
ecuación de su directriz y la longitud de su lado recto. 

b) Trazar la gráfica correspondiente . 

Solución 

a) La ecuación de la parábola es de la forma: 

x' = 4py 
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Como la parábola contiene el punto ( 4, -2), las coordenadas de este punto 
deben satisfacer la ecuación x' = 4 p Y. 

Por lo canto se tiene: · 

16 = 4p (-2); 
16 
-2 = 4p; 

8 
p =- ¡; .. p = -2 

y la ecuación buscada será: 

x' =-S y 

El foco es el punto (0, p), o (0, -2). La ecuación de la directriz es: 

y =-p osea y=2 

La longitud del lado recto es: 

L. R.= 8 

b) Con Jos datos ohtcnidos procedemos a trazar la gráfica correspondiente 
(o•éase la figura 5.7). 

Ejemplo 2 

y 

------+-----L: y= 2 

--------
f(0,-2) 

Figura 5.7 

1 
1 
1 
1 
P(4,-2) 

.. Determinar el foco, 1~ ecuación de la· directriz y la longitud dcll""o recto 
c.!e la parábola 3 y' = 8x 

Solución 

, 8x 1 .. 
Se sabe que y! ;;: 4 p x, de donde se deduce que y· ;;; J• por o qm:. 

4p=ª p=?o 
' 3 3 

El foco es el punto de coordenadas: 

La ecuación de la directriz es: 

2 
x = - - ya que x = -p 

3 

La longit Jd del lado recto se calcula así: 

Ejemplo 3 

8 
L.R. = J 
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Determinar la ecuación de la parábola cuyo foco es el punto F (o.-~) y 

directriz la recta y -~=O. Calcular además la longitud del lado recto. 

Solución 

Sea P(x, y) un punto cualquiera de la parábola; de la fórmula para calcular 
la distancia entre Jos puntos, se tiene: 

Distancia del foco al punto: 

d = v(x, x,)z + ()-, )'o)' 

Se sustituye: 

Como esta distancia debe ser igual a la comprendida entre el punto P(x, y) 

Y la direclriz de ecuación y - ~.entonces: . 3 

... 

' 
1 

. 1 
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4 
Ox +y- 3 

=--___e: 
0' + 1' 

(Véase el apartado 3.7) 
De donde: 

V (x - 0)2 + ~ + ~) 2 

Se eleva al cuadrado y se simplifica: 

O sea: 

8 V 16 Y 16 x' +y' + "'"'- + - =y' - 8 + -
3 9 3 9 

• 

16 u x2 +-.L=O 
3 

x2 = 

La longitud del lado recto es: 1 4p 1 = 
1

- 136 1 

16 
.. L.R. = 3 

5.4. Ecuación de la parábola con vértice 
no coincidente con el origen y eje focal 
paralelo a un eje coordenado 

Sea una parábola cuyo vértice tenga por coordenadas (11, k) y eje focal pa­
ralelo al eje X tal que 11 ;< O y/o k ;< O. La ecuación de esta parábola es: 

' . 
1 (y- k)'= 4p (x- 11) ] 

El foco tiene por coordenada {Ir + p, k) y la directriz Les una recta de la 
ecuación: 
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Si pes positi~a la parábola se abre a la derecha; si pes negativa la pabbola 
se abre~ la •zqmerda (•·éase la figura 5.8). . · 1 

Constderemos aho!a los casos de una parábol<.t cuyo vértice tiene por 
coordenadas (11, k) y e¡e focal paralelo al eje Y, tal que 11 ;< 0 y/o k ;< o.l 

La ecuación de esta parábola es: 

l_ (x- 11)2 = 4p (y- k) 1 

y y 

p>O p<O 

L:x=h-p L:x=h-p 

Figura S.H 

El foco tiene por coordenadas (11, k 
ecuación: 

+ p) y la directriz L es una recta de 

1 

El'-' 
Si pes r<;>sitiva _la pa;ábola se abre hacia arriba; si pes negativa la par~bola 

se abre hac1a alXtJO (vease )¡¡ figura 5.9). En estos casos la longitud del Jhdo 
recto también es igual a l4p 1. 

. '· 
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y 
p >o 

F(h, k + p) 

V(h, k) 

L:y~k-p 

-=~----------•X o 

y 
p<O 

L:y~k-p 

-----o+-------• x 

Figura 5.9 

Ejemplo 4 

Determinar la ecuación de la parábola con vértice V(3, 4) y foco F(1, 2). 
Determinar rambién la ecuación de su directriz y la longitud de su lado recto. 

Sol1tción 
Como el vértice y el foco de una par.ábola están sobre su eje, y como cada 

uno de estos puntos, en este caso tiene la misma abScisa 3, se concluye que el 
eje de la parábola es paralelo al eje Y. Por lo tanto, la ecuación de esta p<ná­
bola es de la forma: 

(t - ")1 = 4p (y - k) 

Se sustituyen Jos valores de V{3, 4) y se tiene: 

(t - 3)1 = 4p (y - 4) 

Ahora bien: 

IP 1 = IFT7 1; F = foco, V= vértice 

IP 1 = 14-2 1 = 2 

Como el foco está abajo del vértice, la parábola se <.~hrc hacia abajo y p es 

negativa: 

p = -2 
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Así, la ecuación de la parábola es: 

(r-3)'=--S{y-4) 

La longitud del lado recto es 8. Como el v~rtice V(3, 4}, es el punto medio 
del segmento comprendido entre el foco y b dircrlri'l, las coordenadas del 
punto A sobre la directriz (•·éase la figura 5.10} es {1, 6) y por lo tanto la ecua­
ción de la directriz es y= 6. 

y 

' 
A(3, 6) --t-----<p:::..:::!__ ___ L: y = 6 

F(3, 2) 

Fi~ura 5.10 

Ejemplo S 

Determinar la ecuación de la parábola de vértice V (3, 2) y foco F(5, 2). 

So/ució11 

Como el vértice es V (3, 2) y el foco F (5, 2}, se tiene que p = 2 y la ecua­
ción adquiere la forma: 

Ó'- k)'= 4p(x- 11) 

o sea 

Ó' - 2)1 = H(x - 3) 

Al desarrollar y simplificar: 

y'-4y-Sy+2B~o 
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Ejemplo6 . 

Hallar la ecuación de la parábola de vérliee V(2, 3), de eje paralelo al eje 
coordenado Y, y que conJiene el puntoA{4, 5). 

Soluci6tJ 

La ecuación que se ha de aplicar es: 

(x- 11)' = 4p ()•- k) 

es decir: 

(x - 2)2 = 4p ()• - 3) 

Como el punloA{4, 5) pertenece a la curva, se tiene: 

(4- 2)' = 4p (5-3) 

Al·desarrollar y simplificar: 

4 = 8p 

1 p=-z 
Por lo tanto la ecuación pedida es: 

(r - 2)1 = 2 ()• - 3) 

o bien: 

· x' - 4r - 2y + 10 = O 

5.5. Ecuación general de la par:ibola 
Sea una ecuación de segundo grado en ..r, y, del tipo: 

{~x' + ey' + Dx + Ey + F = O 1 

Esta ecuación representará una parábola cuando cumpla con las siguicn4 

tes cundidoncs: 

• Si A =O, e·~ O y D ,.e O, la ecuación representa una parábola cuyo eje es 
paralelo o coincidente con el eje X. · · 
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• Si A "O, e= O y E" O, re¡ .. esenia una par;\ hola cuyo eje es ~ara lelo o 
coincidente con dyjc Y. · . 1 

En los casos anlt:norcs, cuando D o E valen cero rcspcctJVamcnte, Ja ecua­
ción dt: segundo grado deberá analizarse de la siguiente manera: 

Sea M = ey2 + E y + F = O 

• Si A = O, e ;J! o y D = (l \"liando las f:.JÍl'CS Jc Al son reales y difdrcntcs, la 
ecuación representa do!\ r~ctas no coincidentes paralelas <JI cjc1 X; si las 
raíces de Al son reales e igu~Jks, la ecuación representa dos rccths coinci­
dentes paralc.:las al eje X; si las raíces de M son complejas, la ecUación no 
corresponde a ningün Jugar geométrico. 

Sea M = Ar2 + Dx + F = O 

• Si A ;t; O, C = O y E = O, cuando las raíces de Al .son rc:.tlcs y diferentes, la 
ecuación n.:prcscnta dos rectas no coi,JCidcntcs p:traldas al eje Y; Si las raí­
ces de Al son reales e igu<Jics, la ccuaciéln representa dos rectas ctlincidcn­
tcs paralelas ul eje Y; si las raíces de Af !<!On complcjí.is, la ccu3ción no 
corrcsponJc a ningún lugar geométrico. 

Ejemplo 7 

Dcmoslr<.~r que b ecuación 4x!- 20x- 24y + 1)7 =O representa una pa­
rábola. Dctcrmin~1r las coordcn:..~das del vértice y del foco, la ecuaCiÓn de su 
directriz y la lungitud de su I:..~Jo recto. 

• 
So/uci611 

La ecuación general es: 

Ax' + C)'' + Dx + Ey + F = O 

En este caso: 

4x1 - 20x- 24y + 97 =O 

A " O, e = O, E " O 

Por lo tanto, IJ ccuaciún rcprcscnl<t una p~H<íhola cuyo eje es paralelo al 
eje Y. 

Se reduce b ecuación: 

97 
4.r2

- 20x- 24y + 97= O; x'- .'ir-6y + 4 =O 

. Se completan cuadrados: 
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( 
5 ) ' 97 C:-'. x-2 =6y--;¡+ 4' 

5 ) ' (x- 2 = 6y- 18 

y se obtiene: 

5)' (x - 2 = 6(y - 3) 

En esta ecuación se observa que las coordenadas del vértice son: 

(~, 3) 
e 4 = 6 = 312 y 'la parábola se abre hacia la parte positiva del eje 

Y, cn~~nocef el r~:O está sobre un eje paralelo al eje Y, por lo que sus coorJc­
nadas son: 

o sea: 

La ecuación de la directriz es: 

o sea: 

La longitud del lado recto es: 

(~,3+~) 

5 9) 
F ( 2· 2 

3 
y=2 

.. L.R. = 6 
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Ejemplo 8 

Ol?tcncr la representación gráfica de las siguientes parábolas: 
1 

a)y=:¡x'-x+l 

Solución 

Mulliplíquesc la ecuación por 4 · 

4 y = x 2 
- 4 x + 4; la cual se puede escribir como: 4y = (x - 2)2 o bien: 

(r- 2)' = 4y; de lo cual" ... htiene: eje focal paralelo al eje Y, V(2, 0), F(2, 1) 
y longitud del lado recto = 4. Como p > O, se abre hacia arriba. 

b)y=-2r1 +&-4 

Solución 

F<tctorizando -2: 

y 

• 

y = -2 (x' - 4 x + 2) 

comj>lctando un trinomio cuatlrado perfecto dentro del paréntesis: 

y= -2 (x1 - 4x + 4- 2) 

y = -2 (r - 2)1 + 4 

y - 4 = -2 (r - 2)1 

o hien (r - 2)1 = - Jú· - 4) 

por lo que se obtiene: eje focal paralelo al eje Y, V (2, 4), F (2, 3.875). 
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LongiiUd del lado recto = 11 2. Como p < O, se abre hacia abajo. 

y 

c)y= ±~-2 

Solución 

La ecuación dada se puede expresar como: 

y+ 2 = ±-'Bx 8 
Ó' + 2)' = 8(r- 1); de donde se obtiene: eje focal paralelo al eje X, 

V (1,- 2), F (3,- 2). 

Longitud del lado recio 
derecha. 

= l4p 1 = 8. Como p >O, se abre hacia la 

y 

• • 
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Ejercicios 

Ecuación · de la parábola de ••értice en el origen y eje focal sobre un eje 

1 

coordenado 

l. Determinar las coordenadas del foco, la longitud del lado recto y la 
ecuación de la direclriz de las siguientes parábolas: 1 

a)y2 =6x 

b)x>=By=O 

2. Determinar la ecuación de la parábola con foco F(3, O) y directriz 
x+3=0 1 

Ewación de la parábola con ••értice en (Ir, k) y eje focal paralelo a 11n eje 
coordenado 1 

3. Determinar la ecuación de la parábola de vértice V (-2, 3) y foco F (1, 3). 

4. Determinar la ecuación de la parábola con foco en el puntoiF (-2, -1) y 
cuyo lado recto es el segmc.nlo entre los puntosA (-2, 2) y B (..:2, -4). 

Ecuación general de la parábola 1 

5. Demostrar que la ccuacióny 2 +y- 3x + 1 ~O representa una parábola. 
Dercrminar las coordenadas del Yérticc y del foco y la ecu1aci6n de la 
directriz. 



. MÓDULO 6. ELIPSE 

Objetivos específicos 

Al ten11inar el estudio de este módulo, el alumno: 
• Obtendrá /t¡ ecuación de la elipse a panir de tlatos tales como: focos, centro, 

eje mayor, eje meno'4 lado recto. 
• Dada 11110 ecuación identificará si se trata de una dipse y obtendrá caracte­

rísticas tales como: focos, centro, eje mayor, eje menor, lado recto y la grdfica 
respecti~·a. 

Cuadro sinóptico 

Condicibn geom~lrica Represrnt~tción analílic;.J 

• En una elipse, la P(x, y) 82 - ----
suma de las dis- e--- ~---~ lancias de cuales- b 
quiera de sus L(eje focal) 
puntos a dos pun- v,~foco) (fo~V2 
los fijos F, y Fz 
(focos) es cons- ' 181 ' 
lanle. e a 

L' 

e Centro en el ori- • Eje focal en el x2 ~ 
gen (0, O) eje X -+ =J·a>b 

a 2 b 2 , 

89 
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Condición s•omélrica 

eCcnlro en (Ir, k) 

e Longitud del lado 
recto: , 

• Longitud del eje · 
mayor: 

e Longitud del eje 
menor: 

• Distancia enJrc 
los focos: 

• Ecuación general: 

• lndicaJor: 

· • Elipse cuyo eje es 
paralelo al eje X 
o al eje Y: 

e Un punto: 

• Ningún lugar geo­
métrico: 

Cuadro sinóptico j Continuación 

• Eje focal en el 
eje Y 

• Eje focal pa· 
ralclo o coin­
cidente al eje 
X 

• Eje focal pa­
ralelo o coin­
cidcnle al eje 
y 

Representación analítica 

a>b 

2 k) 2 (x-Ir) +(y- = 1; a>b 
bz az 

2a 

2b 

. 2 e; ,· 2 = a 2 - b 2; e = ..¡a 2 b l 

A ;o O, C ;o O, A, C del mismo signo y N>O 

• • 
N=O 

N<O 

6.1. Generalidades 

Definición: Una elipse es el lugar gcomélrico de todos los pu~tos Jd 
plano taks que la suma de las distancias de rada uno de elloS a dos 
puntos fijos F, y F2, llamados focos, es conslantc. [ 

v, 
C (foco)F2 

1 
1 
1 
t 
1 
1 

a, ' 
~------~--------1 e a 

L' 

Figura 6.1 

1 

f1P + P F2 = ele. 

b 

L(eje focal) 
v2 
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La rectaL que contiene los focos t.k: la elipse se llama eje focal. 
Los puntos V, y V2 en los cuales se intcrscca la elipse con su eje focal se 

llaman l'éllices. 1 ' 

El punto C está en el eje focal y es el punto medio Ud segmento F
1 
F

2
; esfc 

punto es el cemro de la elipse. 1 

La rectaL' que contiene el centro de la clip~c y es perpendicular al eje fo· 
cal, se llama eje trans\'ersa/. 1 

Al segínento del eje foc<tl comprendido entre los vértices V, y V2 se le lla­
ma eje mayor y su longitud es iguJI a 2 a, en donde a es IIJmada sJmieje ma-

yor. 1 

Al segmento del eje transversal comprendido entre los puntos 8
1 

y 8
1 

(in· 
tcrsccciones de la elipse con su eje transversal) se le llama eje me~w~ y su lon-
gitud es igual a 2h, en donde bes llamaJa semieje menor. 1 

La dist~mcia e que hay cntre el centro dr: la elipse y cualquiera tJc sus dos 
focos se llama distancia focal y es igual a: 

.,Ja 2 b! 

o sea que: 
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6.2. Ecuación de la elipse con centro 
en el origen y eje focal coincidente 
con un eje coordenado 

Sea una elipse con centro en el origen y eje focal coincidente con el eje 
coordenado X. La ecuación de esta elipse es: 

x' Y.: 1 o>b -+ = a 2 b 1 

Los focos tienen por coordenadas F, (-e, 0), F, (e, O) y los vértices 
V 1 (-a, O) y V, (a, O) (véase la figura 6.2). 

y 

C(O,O) 

o 

Figura 6.2 
• 

Ahora consideremos una elipse con centro en el origen y eje focal coinci· 
dente con el eje Y. Su ecuación es: 

-+L....=I a>b x'~' 
b z a 2 

Los focos tienen por coordenadas F1(0, -e), F:(O, e) y los vértices V,(O, -a) 
y V,(O, a) (t•éase la figura 6.3). 

a 

y 

b 

Vt(O. -a) 

Figura 6.3 

a>b 

F,(O, -e) 
f2(0. e) 

• 
X 

.. 

6.3. Lado recto de la elipse 
Considérese la siguiente gráfica de una elipse. 

v, e 

Mt 

Figura 6.4 

En la gráfic-a se ha rcprcscnlado el segmento¡\/ A/1, que es una cuerda per­
pendicular al eje focal y que contiene un foro Jc la elipse; a esta cuerda se le 
llama lado recto de la elipse y su longitud es igúal a 2 b' /a o sea: 

Ejemplo 1 

Dada la elipse 9 x 2 + 16 y' = 576, calcular las longitudes del semieje ma­
yor y semieje menor, las coordenadas de lus focos y la longitud del lado recto; 

So/ució11 

La ecuación 9 ~ 2 + 16 y 2 = 576 lamhién se puede escribir como: 

X.:! V 2 
-+L....=I 
64 36 

Por lo lanlo: 

Semieje mayor a = 8 

Semieje menor b = 6 

Como e = ~2 = 2 .f7 y el eje focal está en el eje X, las coordenadas 
de los focos son: 
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F1(-2 VI, O) y. F,(2 VI, O) 

La longilud del lado recio es: 

LR. = 9 

Ejemplo 2 

Determinar la ecuación de la elipse con centro en el origen, uno de sus fo­
cos el punJo (0, 3) y semieje mayor igual a 5. 

Solució11 

Da los: 

Ahora bien: 

a=5 c=3 

e = ,¡a ' - b 2 b = ,¡a' - ci 

Por lo Jan! o: 

b=v'25=9=4 b=4 

Como el eje focal se encuentra en el eje Y, la ecuación de la elipse"'" 

X 2 .!'_2 -+ -= 1 
16 25 

6.4. Ecuación de la elipse con centro 
no coincidente con el origen y 

:eje focal paralelo a un eje coordenado 
Sea una elipse cuyo centro Jiene por coordenadas(/¡, k) y eje focal paro le­

lo al eje coordenado X, !al que h >'O y! o k>' O. La ecuación dt esla elipse 
es: 

fr -IJ)'. ~E_ 
a2 + b2 -1 a>b 

Los focos tienen por cüordcnada.s F 1(1J -e, k), F~(h + e, k) y los vértices 
V 1 (Ir -a, k) y V, (h +a, k) (1•éase la figura 6.5). 
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y 

V2(h + a, k) 

--A0r------t--------__.x 

Figura 6.5 

S.i consideramos que la ~lipse tiene su ecntro con coordenadas (IJ, k) y" que 
su CJC focal es paralelo al qc coordenado r, su ecuación es: 

¡¡;-_,), 6'-kE J O 2 + al = 1 u >b 

·Los focos tienen por coordenadas F 1(/r, k- e), F2(1r, k + e) y •los vérJices 
V, (h, k- a) y V, (h, k+ a) (l'éase la figura 6.6). 1 

En estos casos la longitud del lado recio es tami>ién igual a 2 b 2, ¡a 
y 

V2(h, k + a) 

F1(h, k- e) 

F2(h, k + e) 

C(h, k) 

---rrr---------_,~v~,(~h~,k~-~a¡~------. O X 
Figur.a 6.6 
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Ejemplo 3 
Decerminar la ecuación de la elipse con cenlro C(2, -3), un foco F(-1, -3) 

y semieje ml!nor igual a 4. 
• 

Solución 

b = 4 e = 2- (-1) = 3 

si 

o sea que: 

a = v'lf.tib = 5 

El eje focal es paralelo al eje X, por lo que la ecuación de la elipse es: 

{x - 2} 2 (y + 3} 2 - 1 
25 + . 16 -

Ejemplo 4 

Dada la ecuación de la elipse: 

(x - 1 }_' (y - 2) 2 = 1 
45 + 20 . 

Calcular las longitudes del semieje mayor y el semieje menor, las coorde­
nadas del cenlro y de los focos y la longitud del lado recio. 

Solucióll 

De la ecuación: 

a=ffi=3v'3" 

b=.fi0=2v'3" 

Las coordenadas del centro son: 

C(1, 2) 

• • 
Se encuentra el valor de e para obtener las coordenadas de los focos: . 

e= .Ja 2- b 2 = .J45- 20 = {3 = 5 :. e = 5 

Como el eie mayor es paralelo al eje X, las coordenadas de los focos son: 

Lado r"ecto: 

F,(6,2), F,(-4, 2) 

8v') 
LR =---. . 3 

6.5. Ecuación general de la elipse 
Sea una ccuaci~)n de segundo grado cnx,y, del tipo: 

1 Ax'+Cy 2 +Dx+Ey+F=0 

Sea: N= C D' +A E'- 4A e F 
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• Si A ~ O, C ~ O, -:1 < C, N> O Y A y C tienen el mismo signo la ecuació 

Sr~JA1rcsc0nti.J una elipse con eje focal paraldo o coincidente con 'c1 CJ·e X 
0 

• 1 "" e ,e O A >e N> O yA ,.. . 1 · • • • . , Y'- t1cncn e m1smo signo la ecuació 
Se¡~':'nla una_ chpse con eje focal paralelo o coincidente wn 'e1 eje Y. n 

• 1 
1 

- o
1 
.• Ja ecuaCión representa un punto único comúnmente llamado 

puno e 1pse. 
• Si N <O, la ecuación no representa ningún Jugar geométrico. 

EjemploS 

Dada la ecuación general: 

x 2 + 4y 2 -6x+ 16y+ 21 =0 

a) Dch;r~linar si rcr:rcscnta una elipse. 
b) Ocduc1r su ccuac1ón en Ja forma ordinaria. 
e) Obtcner las coordenadas de su cenrro. 
d) Obtener la longitud de Jos semiejes mayor y menor. 
e) Obtener las coordenadas de los focus. 
f) Obtener la longitud del lado recio. 

Solución 

a) De la ecuación general se obtiene: 

A = 1, e= 4, D = -6, E= 16 yF = 21 

N=eD 2 +AE2-4ACF=4(-6)'+(1)(16)2- ''1)4(21) 
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N=64>0 

por lo cual la ecuación está definida para valores reales de x y y, o sea que sf 

representa una elipse. 

b)x1+4y1-6x+ 16y+21 =0 

Se agrupan términos y se completan cuad,rados: 

x 2- 6x + 9 + 4 (y 2 + 4y + 4) + 21- 9- 16 =O 

(x _ 3) 2 + 4(y + 2) 2 = 4 

O bien: 

(x - 3) 2 + ,Ú'..j'~ = 1 
4 1 

De la ecuación anterior se deducen Jos incisos e) Y d): 
e) Centro: 

C(3, -2) 

d) Semieje mayor: 

a=2 

Semieje menor: 

b=1 

e) Las coordenadas de .los focos se obtienen por medio de la expresión: 

F(IJ :!: e, k) 

Se calcula el valor de e: 

e= va 1 -b'=~ = V3 

F 1(3- V3, -2) F 2(J + V3, -2) 

f ) Lado recto: 

2b 2 2 --=- .. L.R.=1 
a 2 

Ejercicios . 
Ecuación_ de la elipse col! centro en el origen y eje focal sobre 111~ eje 

coordenado 
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l. En cada una de las elipses siguientes, calcular la longitud dd Lmicje ma­
yor, la longitud del semieje menor, las coordenadas de los foccis y la longi-
tud del lado recto. ' 

X ~ v 2 
'b)--+L-=1 

8 12 

2. Determinar la ecuación de cada una de las siguientes elipses, de manera 
que satisfagan las condiciones que se indican. 

a) Focos(:!: 4, 0), vértices(:!: 5, O) 
b)L.R. = 5,vérticcs(:!: 10,0) 

. Ecuación de la elipse con centro c11 cualquier punto (h, k) y eje focal parale-
lo a un eje ~oordenado . j 

3. Determinar la ecuación de la elipse de centro C(4, -1), uno de los focos 
F(1, -1) y que contiene el puntoA(8, O). 

4. Dada la ecuación de la elipse: 

Gr -11.: +fr._+ 3J...: = 1 
16 9 

determinar las coonlcnadas dd ccnlro, el semieje mayor, el semieje menor, 
las coordenadas de los focos y la longitud d.:.~llado recto. 

Ecuación·genera/ de la elip~e 

5. Dada la ecuación: 

4x 1 + 9y 1 - 48x + 72y + 144 =O 

a) Decir si la ecuación define una elipse. 
b) Deducir su ecuación en la forma ordinaria. 
e) Obtener las coordenadas de su centro. 
d) Oblcncr las longitudes de los semiejes mayor y menor. 
e) ObLcncrlas coordenadas de los focos. 
/) Obtener la longitud del lado recto. 



MÓDULO 7. HIPÉRBOLA 

Objetivos cspccílicos 
Altenninar el estudio de este módulo, el alumno: 

• Obtendrá la ecuación y la gráfica de la llipérbola a partir de sus caracterfsti­
cas, tales como: focos, e cm m, t~je traiiS\'t'rso, eje COJI)llgado y lado reciO. 

• Dada 11110 ecuación identificará si se trata de ww llliJérbolu y detenuinará 
sus características, tales como: focos, ce11tro, eje trai/S\'Crso, eje colljllgado, 
lado·rt•cw y gráfica. 

Condición gemnéll"ica 

• En una hipér­
bola, la di[c­
rencia en va­
lor absoluto 
de las distan­
cias de cuales­
quiera de sus 
puntos a Jos 
puntos fijos 
F1 y F, ([o­
l:üs) es cons­
tante. 

Cuadro sinóptico 

Representación am1lílica 

L' 

101 
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Cuadro sinóptico 1 ContinuacióñJ 

Condición geom~trira Representación analítica 

• Centro en el 
origen (0, O) 

• Centro en 
(h, k) 

·1 Equilátera 

• Cenlro en el 
origen (0, O) 

Conjugada 

• Centro e11 el 
origen (0, O) 

o Eje. focal en el 
eje X 

o Eje focal en el 
eje Y 

o Eje focal para­
lelo o coinci­
dente al eje X 

o Eje focal para­
lelo o coinci- . 
dente al eje Y 

o Eje focal en el 
eje X 

o Eje focal en el 
eje Y 

o Eje focal gira­
do a 45" con 
respecto a los 
ejes coordena­
dos 

o Eje focal en el 
eje X 

o Eje focal en el 
eje Y 

.{¡l-k)2 _f!..-/¡)2 = 1 
a 2 b 2 

xy =K; K= cte."' O 
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Cuadro sinóptico ~nlinuación 

Condición geométrica 

• Centro en el 
origen (0, O) 

• Longitud del 
lado recto: 

• Longitud del 
eje transverso: 

• Longitud del 
eje conjugado: 

• Longitud en· 
trc los focos: 

o Eje foéal en el 
eje Y 

Representación anaiUic~ 
1 

1 

conjugada: 

a 

2a 

2b 

• Ecuaci611 ge­
neral: 

Ax 2 +Cy 2 +Dx+Ey+F=O 

•Indicador: N= CD 2 +AE 2 - 4A CF 

• Hipérbola con eje focal paralelo o coin- A "' O, e"' o, IN .. o, 
cidente con el eje X o con el eje Y: 1 

• Dos rectas que se intersecan en un 
punto: 

A y C, de signo contrario. 

A "' o, e ,. o, IN = o, 
. 1 

A y C, de signo 
·' contrarr 
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7.1. Generalidades 

Definición: Una hipérbola ~s el lugar geométrico de todos los 
puntm d ·1 pb.no tales que la diferencia en valor absoluto de las 
distaJu ... laS de cada uno de ellos a dos puntos fijos·F1 y F2 llamados 
focos, es igual a una constante. 

IF77'- 1'""FZI =cte. 

b 

Bt 

e a 

At L' 

~'i~ura 7.1 

1 
1 

1 
1 

' P(x, y) 
1 

1 F2 L (eje focal) 

A2 

La rectaL que contiene los focos de la hipérbola se llama eje fue¡¡/; 
Los puntos V1 y V2 en los cuales se intcrscca la hipérbola con su eje focal, 

se llaman ¡•énices. 
El_punto C está en el eje focal y es el punto medio del segmento F,F,; este 

·punto es el centro de la hipérbola. 
La rectaL' que contiene el centro de la hipérbola y es perpendicular al 

eje focal se llama eje 110nual. ,.,. 
Al segmento del eje focal comprendido entre los vértices V, y V, se le lla­

ma eje lransvcrs<~ y su longitud es igual a 2JJ, en donde a es llamada semieje 
lransverso. 

Las rectas A 1 y A! son las asíntotas de la hipérbola. 
Al segmento del eje normal comprendido entre los puntos B 1 y B ~. los 

cuales se relacionan con las asíntotas y los focos, como se muestra en la figura 
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7 .1, se le llama eje conjugado y su longitud es igual a 2b, en donde b es el semi-
eje conjugado. . . 

La distancia que hay entre el centro de la lupérhola y cualqmera de sus 
dos focos se llama distancia focal y es igual a: 

o sea: 

7.2. Ecuación de la hipérbola con centro en el origen y 
eje focal coincidente con un eje coordenado 

Sea una hipérbola con centro en el origen y eje focal coincidente con el ,eje 
coordenado X: Su ecuación es: · 

Los focos tienen por coonkn:.tdas F¡(- e, 0}, F~(c, O) y lns vértices V¡(- a, 
O) y V,(a, O) (•·<'ase la figura 7.2). 

y 

O C(O, 0) 1 

a 

Figura 7.2 

X 

Ft(-c, O) 
F2(c, O) 
Vt(-a, O) 
V2(a, O) 

Si se tiene una hipérbola con centro en el origen y eje focal~ coincidente 
con el eje Y, su ecuación es: 
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Los focos tienen por coordenadas F,(O, e), F2(0, e) y los vértices V,(O,- a), 
V2(0, a) (••éase la figura 7.3). 

a 

--------~~----J---__.X 
O C(O, O) 

Vt (O, -a) 
--t-...._ 

7.3. Lado recto de una hipérbola 
Considérese la siguiente gráfica de una hipérbola. 

e 

Figura 7.3 

: 
Figura 7.4 

El segmento Al M1 representado en la gráfica corresponde a una cuerda 
perpendicular al eje focal y que contiene a un foco de la hipérbola; a esta 
cuerda se le llama lado recto de la hipérbola y su longitud es igual a 2 b'ia 

1 
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Ejemplo 1 

Los vértices de una hipérbola son los puntos V 1(0, 3) y V ,(O, -3) y sus fo­
cos los puntos F 1(0, 5) y F ,(O, -5). Determinar la ecuación de Ial hipérbola, 
las longitudes de sus ejes transverso y conjugado, y la longitud de cada lado 
recto. 

Solución 

Como los vértices y los focos están sobre el eje Y, el eje focal coincide con 
el eje Y. Además, el punto medio Jcl cj~.: transverso está cviJcntcrÍlcntc en el 
origen. La ecuación de la hipérbola será de la forma: 

.}_'! X!· 
---- = 1 

az b2 

La distancia entre los vértices es: 2tJ = 2(3) = 6 que es la longitud del eje 
transverso. 

La distancia entre los focos es: 2c = 2(5) = 10 

Por lo tanto: 

a = 3; e = 5 

Ahora se aplica la relación: 

y se despeja b: 

b' = e' -a ' = 25 - 9 = 16 

b=v'T6=4 

La longitud del eje conjugado es: 

2b = 8 

La ecuación de la hipérbola es entonces: 

y__:_xz=l 
9 16 
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La longitud de cada lado recio es: 

2b 2- ~:!L.' 
a - 3 L R = 32 

" . . 3 

Ejemplo 2 

Dct_ermin~u la ccu~ción de la hipérbola con centro en el origen, eje focal 
en deJe Y y que conllcne los pun10sA (4, 6) y B (l, -3). 

Solución 

Se sUstituyen x y y por las coordenadas de los puntos dados en la 
ecuación 

y resultan dos ecuaciones en a y b: 

.C!íL' - {~)_' = 1• 
u2 bl ' 

{-3)_' 1 - --= 1 
u2 b2 

(1) 

9 1 
;;¡-b,=1 

(2) 

Para rcs?l~cr el sistcm~ de ecuaciones formado por las cxpresiom:s {l) y, 
(2), se mulllphea la expreSión (2) por- 4 y se dcclúa la suma. 

36 16 ;;¡-¡;-;=1 

36 4 -- +- =-4 a z b 2 

-12 -- =-3 
h 2 

-12 -- = b' :. b! = 4 
-3 

Para obtener el vnlor de a 2 se sustituye b!:;;:: 4 en la expresión (2): 

9 1 ---= 1 
a z. · 4 

9 5 36 
-:;;::~ :. az·=­
a 2 4 5 
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Se sustituyen Jos valores Jc a 2 y b 2 en la ecuación original y s~ simplifica: 

5y_2 xz ----=1 
36 4 

7.4. Ecuación de la hipérbola con centró no 
coinddente en el origen y eje focal paralelo a un 
eje coordenado 

Sea una hipérbola cuyo cenlro licnc por coordenadas (ir, k) y eje [oca! pa­
ralelo al eje coordenado X, 1al que Ir >' O y/o k >' O. Su ecuación es: 

~( - i.1.,: - (y - ~).' 
a 2 b 2 

Sus [ocos licnen por coordenadas F 1 (Ir -e, k); F 2 (ir +e, k) y sus vérlices 
son V 1 (Ir -a, k) y V, (Ir +a, k) (1•éase la figura 7.5). 

y 

C(h, k) 

Figura 7.5 

v,(h -·a. k) 
V2(h + a. k) 
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Si el centro de la hipérbola es e (h, k) y su eje focal es paralelo al eje Y, en­
tonces su ecuación es: 

(y- k) 2 

u' 
(x-h)' _ 

b 2 - 1 

Los focos tienen por coordenadas: 

F 1 (h,k-c), F 2 (1t,k+c) 

y los vértices: 

V 1 (h,k-a), V 2 (h,k+a) 

En estos casos la longitud del lado recto es también igual a 
2 

b 
2 

a 

y 

V2(h, k + a) 

C(h, k) 

V,(h, k- a) 

Figura 7.6 

Ejcmplo3 

F1(h, k- e) 
F2(h, k + e) 

• • 

Determinar la ecuación de la hipérbola con centro en C(- 4, 1), un vértice 
en V(2, 1) y semieje conjugado igual a 4. 

1 ,. 

Solución 

La distancia entre el centro y el vértice es 6; luego a= 6 
El semieje conjugado es 4; luego b = 4 
Se sustituye en: 

y se tiene: 

(x + 4}...' __ Cr..::._!) _ _: = 
1 

36 16 

Ejemplo 4 
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Dada la hipérbola 9 (x- 1)'- 16 (y+ 2) 2 = 144, determinar su centro, 
vértices, focos ·y trazar su gráfica. 

Solución 

Se escribe la ecuación en la forma: 

De donde el centro es: 

y los vértices son: 

Se calcula e: 

~--= -(y + 2) 2 = 1 
16 9 

e (1,-2) 

V 1 (-3, -2) 

V 2 (5, --2) 

e= .¡¡6 + 9 = Vf3 = 5 

Por lo que los focos son: 

F 1 (-4, -2) , F ,(6, -2) 

La gráfica es: 
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y 

v, (-3, -2) 
V2(S, -2) 

-+~~~,_~0+4,-~;,~~-r-.x 
C(l, -2) 

v, 

Figura 7.7 

7.5. Asíntotas de la hipérbola 
En el apartado 2.1.4 se definió qué es una asíntota. La hipérbola tiene dos 

asíntotas, como se muestra en la siguiente figura. 

y 

Figura 7.8 
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xz_.r..:__ 
Para una hipérbola de ecuación a 

2 
b ~ - 1 sus asíntotas tienen por 

ecuaciones: 

.r__:· ~-Si una hipérbola tiene ecuación a 
2 

- b z - 1, las asíntotas tienen por 

ecuaciones: 

Si la ecuación de una hipérbola ~stá en la forma A x 2 + By l + F = O, las 
ecuaciones de las asínlotas pueden obtenerse haciendo F = O y faclorizando 
la expresión resultante; con ct.~da uno de los factores igualado a cero obtene­
mos la ecuación de una asíntota. 

Ejemplo 5 

Determinar his ecuaciones de las asíntotas a la hipérbola de la.ecuación: 

Sol11cióll 

X...: xz_ 
16- 4 - 1 

Dado que el eje transverso coincide con el eje .Y, las asíntolas tendrán por 
ecuaciones: 

a 
y= b X 

a=4 

y= 2x 

Ejemplo 6 

a y=- -r b-

b=2 

y= -2x 

Determinar las ecuaciones de las asíntotas a la hipérbola: 

9x'-4y'-36=0 
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So/ució11 

Se haceF = 0: 

9x 2 -4y 2 =0 

Se factoriza la expresión anteri~r; 

(3x + 2y) (3x + 2y) =O 

De donde: 

Ejemplo7 

Determinar la ecuación de la hipérbolá que contiene el puntoA(6, 2),tie­
ne su centro en el origen, su eje transverso está sobre el eje X y una de sus 
asfntotas es la recia 2.r - 5 y= O. 

So/ució11 

De acuerdo con las ecuaciones de las asíntotas, la otra asíntota es la recta 
2x+5y=O. 
. Las ecuaciones de ambas asíntotas pueden obtenerse haciendo k = O en la 

· ecuación (2.r - 5 y) (2.r + 5 y) =k. O sea: 

4x'-25y'=k 

Como la hipérbola buscada debe contener el punto A(6, 2), las coordena- · 
das de este punto deben satisfacer la ecuación de la hipérbola. Por lo tanto: 

Se sustituyenx = 6. y y= 2 en la ecuación anterior y se tiene que: 

k= 44 

La ecuación de la hipérbola que s.e busca es: 

4x 2 -25y'=44 

Ejemplo 8 

· Determinar los puntos de intersección de la recta 2.r- 9 y+ 12 =O con 
las asíntolas de la hipérbola: : 

4x'-9y'=ll 

So/ució11 

Se iguala a cero: 

Se factoriza: 

De donde: 

O también: 

4x'- 9 y 2 =O 

(2.r + 3 y) (2 X - 3 )') = 0 

(2x+3y)=O y (2x-3y)=0 

2 y=- -x; 
3 
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Al sustituir estos valores de y en la ecuación de la recta se tiene: 
2 

• Para y=- x 
3 

2 
• Para y=-- x 

3 

2 2x-9(-x)+l2=0 
3 

18 2.r- -x+ 12 =O 
3 

X ( 6 ~ 18 ) + 12 = 0 . 

-12 
X= -(3) = 3 

-12 

.· . .r=3; y=2 

2x- 9 (- ~ x) + 12 =O 

18 2x + -x + 12 =O 
3 

x--gQ)_=_;>. 
- 24 2 

3 · x- -- ·y=l .. - 2 1 
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Así, los puntos son: 

7.6. Hipérbola equilátera o rectangular 
Un caso particular de la hipérbola se presenta cuando sus ejes conjugado y 

transverso son de igual longitud. A una hipérbola con esta característica se le 
llama _equilátera o reclangular. 

Si la hipérbola es del tipo~:-~= 1 y es equilátera, entonces a = b, 

1 
• x2 yz 

por o que su ecuación se puede expresar como 1 - - 2 = 1; o se:.: 
a a 

1 x2-y2=a2l 

que es la ecuación Jc una hipérbola equilátera con cenlro en el origen y eje 
focal coincidente con el eje coordenado X. 

Si la hipérbola tiene centro en el origen y su eje focal t·oincidc con el eje Y, 
su ecuación es; · 

Cuando el centro tiene coordenadas (/1, k) y el eje [ocal es paralelo al eje X 
o al eje Y, las ecuaciones respectivas son: 

1 (x-h) 2 - (y-k) 2 =a' 

. 1 (y- k)'- (x- h) 2 =a 2 

Una [orma particularmente simple y útil de la ecuación de la hipérbola 
equilátera es: · 

t y = K K = constante, diferente de cero 

1 
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En este caso la hipérbola equilátera tiene su centro en el origen, pero sus 
ejes c.o;;tán girados 45° con respecto a los ejes coordenados, por lo que las 
asíntotas de la hipérbola resultan ser estos últimos (\·éuse la figura 7.9). 

y y 

xy .=k, k >O xy =k, k< O 

Figura 7.9 

Cuando una hipérbola equilátera de este tipo tiene su centro en un punto 
de coordenadas (Ir, k), su e<.:Ual"ión queda eXpresada como: 

[ (r- h) (r- k) =K 1 ,K = constante, di[crcnte de cero 

y 

~o~-1r------'..__ x 
(x-h) (y-k)= K; K> O 

y 

~o~----~--~~x 

()(- h) (y- k) = K; K<O 

~'ígm·a 7.10 

-¡ 
' 
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Las asíntotas están dadas por las ecuaciones: 

Ejemplo9 

Determinar la ecuación de la hipérbola equilátera que contiene el punto 
B( -1, -:5), tiene por aslntotas los ejes coordenados y centro en el origen. 

Solución 

xy =k; al sustituir en esta ecuación las coordenadas del punto 

· se tiene: 

{-1) (-5) =K 

(-1) (-5) = 5 

. . el valor de K es igual a 5 

Y la ecuación de la hipérbola equilátera será: 

xy = 5 

Ejemplo 10 

Obtener las ecuaciones de las asíntotas de la hiperbola de ecuación: 

xy-4y=5 

Solución 

Al factorizar se tiene: 

(x-4)y=5 

de donde las ecuaciones de las asíntotas son: 

x-4=0; y=O 

mrÉRBOIA 119 

1 

1.1. Hipérbolas conjugadas 1 

. x' .!'.!. 1 Sea la hipérbola de ecuac16n - - b 
2 

= 1 como se muestra con ínea 
a' 1 

gruesa en la figura 7.11. . • . . 
Las asíntotas de esta hipérbola son tamb1én asmtotas de la hipérbola dibu­

jada con línea delgada y cuya ecuación es: 

.!'.!..- x' = 1 
bZ az 

Figura 7.11 

Además de tener las mismas asíntotas, entre estas dos hipérbolas se tiene 
que el eje transverso de cada una es idéntico al eje conjugado de _1~ otra. En 
este caso decimos que las hipérbolas son co11jugadas o que cada h1pérbola es 
la conjugada de la otra. 

z Y.: r2 
:: - ~ = t; su conjugada es: b 2 - ~ 2 = 1 

z 2 • .Y.: ~-~ - ~ 
2 
= 1; su conjugada es. b 2 - a 2 - 1 

Ejemplo 11 

Escribir la ecuación de la hipérbola conjugada de la hipérbola: 

xz . .r.._:-
9 - 16- 1 
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Determinar además las ecuaciones de bs asíntotas y las coorden~Uas de 
los focos de ambas hipérbolas. 

Solución· 

La ecuación de la hipérbola conjugada es: 

En las dos hipérbolas: 

e = .¡g:¡:¡¡¡- = 5 

Las coordenadas de los focos de la hipérbola dada son: 

y los de la conjugada: 

Las ecuaciones de las asíntotas s.on las "mismas para las dos hipél-bobs: 

4 
>•= +-r - y• 

7.8. Ecuación general de la hipérbola 
Sea una ecuación de segundo grado en x, y, del tipo: 

1 Ax 2 +ey 2 +Dx+Ey+F=O 

Sea: N= eD'+A E 2 - 4A e F. 

: 

• Si A ~O, e~ O, N~ O, A y e son de signo (·ontrario, la ecuación rcprc· 
senta una hipérbola con eje focal paralelo o coincidente con el eje X o con 
el~~ . . .• 

• Si A ~ O, e ~ O, N= O, A y e son de Signo contrano, la ecuaoon repre-
senta dos n·l'las que se intersecan. 

• Si A y C son de signo contrario y N = O, l.::. ;:..:uaciún representa un par de 
:-tetas que se intcrsecan en un punto. 

E_¡.,.mplo 12 . 

Dada la ecuación general: 

9x'-16y'- ISx-(>ly- 199=0 

=.:-) Determinar si representa una hip~rh.._11J. 
¿-,) Obtener su ecuación en IJ forma or.._JinJ.r-iJ. 
'--) Determinar las coordenadas de su o .. ·ntr.._'\. J.: sus focos y sus vértices. 
~1 Calcular la longillld de su lado rt:clo. 
~) Determinar ltts ecuarioncs de sus asínt ... )LS y su hipérbola conjugada. 

SO:!li..·.ión 

a) De la ecuación gcncrallcncmos: 

A=?, e=-16, D=-IS, E=-6~. F=-1?9 

N = e D: +A E' - ~ .-l C F = S2 9~4 >' O 

:. La ecuación rcprcscnt:..~ ur.:.1 hipérbola. 

b) Se compldan cu<tdrados y se agrupan t~rminos: 

9~<'- 2x+ 1)- 16(y'+ ~~·+ ~) = 199-64 + 9 

9(x -1)'- IC.(y+ 2)'= 144 

G<-1)' (1·+21' . - - - = 1 
. . 16 9 

e) e (1, -2), F 1 (- 4, -2), F, (6, -2), v, (-3, -2), v, (5, -2) 
2 b! 9 

ti) Lado recto = -- · L R = -, .. . ') 

a -

e)y + 2 = ~ (x- 1); y+ 2 =- ¡ (<- 1} 

(asíntota) (asíntota) 
'v + 2'' (< - 1)' Conjugada: ~-~ - · = 1 

9 16 

Ejemplo 13 

Obtener la representación gráfica de bs sigui;.'ntcs hipérbolas: 

b) y = ± v' ( 9/ ~ ) (x - 2) ' + 9 - 1 
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c)9x2-16y2-18x-64y-199=0 

Solución 

. a) Se elevan al cuadra~o am­
bos miembros de la ecuac1ón: 

y1=x1-.4 

Por lo que la ecuación se 
puede escribir como: 

x1-y 1=4 

Lo cual resulta ser una hi­
pérbola equiláJera cuyos lad~s 
miden 2 con centro en el on­
gen y 'eje focal el eje X, 
V 1 (2, 0), V 2 (- 2, 0), F 1 ( + Vl!',O) 

. F 2 ( - Vl!', O) y L.R. = 4. 
Ecuaciones de las asíntotas: 

y:;;;; ±X 

b) La ecuación se puede es­
cribir como 

y+ 1 = ±Y( 9/4 )(x- 2) 2 + 9 

Se elevan al cuadrado ambos 
miembros de la ecuación: 

(y + 1) 2 = ( 914 )(x - 2) 2 + 9 

Se .'mulliplica toda la ecua­
ción por 4: 

4(y + 1) ' = 9 (x - 2) 2 + 36 

por lo que 

4(y + 1) 2 - 9(x - 2) 2 = 36 

Se divide toda la ecuación 
entre 36: 

y 

~l.: 9 (x - 2) 2 _ 
- - 1 

36 36 

por lo que 

,_( 4'--+'---'"1 )c_2 _ (x - 2) 2 = 
1 

9 4 

de donde se ohticnc: 
Eje focal paralelo al eje Y 
V 1 (2, 2), V 2 (2, -4), F 1 (2, -1 + ffi), 

8 
Fz(2,-l- VJ), L.R. = J 

Ecuaciones de las asíntotas: 

3 3 
y= 2x-4; y=- 2x+2 

e) En el ejemplo 12,1a hipérbola 

9x 2- 16y'- 18x- 64y- 199 =O 

se transformó en la ecuación: 

Ejercicios 

IIIPÉRüOI.A 123 

y 

Ecuación de la hipérbola con centro en el on"gen y eje focal sobre 1111 eje coor-
denado. 1 

l.Dcterminar la ecuación Je la hipérbola de ejes coincidentes cpn los 
coordenados, de centro en el origen, si la longitud del lado recto es 18 y la 
distancia entre los focos es 12. 
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2. Determinar la ecuación de la hipérbola de centro en el origen, cjcs coin­
cidenlcs con Jos ejes coordenados y que conlicnc Jos punlos A (3, 1) y 8(9, 5). 

Ecuación de la hipérbola co11 centro en (h. k) 

3. Dada la hipérbola (r- 2)' - 9 (y - 2) 2 = 9 

a) Encontrar las coordenadas de su centro. 
b) Enconlrar las coordenadas de sus focos. 
e) Enconlrar las coordenadas de sus vtrlices. 
d) Calcular la Jongilud de su lado recio. 
e) Trazar su gráfica. 

4. Determinar la ecuación del lugar geométrico de los puntos cuya Jifcrcn­
cia de dislancias a Jos puntos fijos F, (-ú, -4) y F 2 (2,-4) es igual a 6. 

A.'iÍIIlolas de la hipérbola 

5. Determinar las coordenadas de los vórtices y de los focos, las ecuaciones 
de las asíntotas, la longitud del lado recto y la representación gráfica de la hi-
pérbola: · 

9x 2 - 16y' = 144 

6.:0ada la hipérbola (x- 2) 2 - 9 (y - 2) 1 = 9, oblcner las ecuaciones de 
sus asíntotas. · 

7.0hlcncr la ecuación de la hipérbola que conliene el punloA(4, 6) y cu­
yas asíntot;~s son: 

y= :tv'3x 

Hipérbola equilátera o rec/Gilb11iar 

S.Obtencr la ecuación de la hipérbola cquil{ltcra que contiene el punto 
. S(3, 1} y 1icne por asínlolas la rcctax- 1 =O y el eje de las X. 

9. Obtener las ecuaciones de las asíntotas Jc la hipérbola de ecuación 
xy= l. ~~ 

Hipérbolas conjugadas 

10. Dclcrminar las coordenadas de Jos vérliccs y de los focos de la hipérbo­
la conjugada a la hipérbola de ecuación: 

9x 2 - 4y2 = 36 

Ecuación general de la hipérbola 

11. Dada la ecuación general de la hipérbola: 

9x 2 - 4y 2 - 54x- 8y+ 113 =o 

Determinar: 
a) Su ecuación en la forma ordinaria. 
b) Las co~rdcnadas de su centro, vértices y focos. 
e) La longllud de su lado reciO. 
d) Las ccu~tcioncs de sus asíntotas. 
e) La ecuación de la hipérbola conjugada. 

• 
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MÓDULO 8. SECCIONES PLANAS 

Objetivos específicos 

Altemrinar el estudio de este módulo, el alumno: 
• A partir de la ecuación general de segundo grado, identificará el tipo de 

cónica. 
• Graficará el tipo de cónica a partir de la ecuación dada. 

Condición geométrica 

• Circunferencia: Pla­
no x perpendicular 
al eje del cono. 

Cuadro sinóptico 

Represt:ntación analític~ 
1 

------

127 
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Condición geométrica 

• /'arábo/a: Plano re 
paralelo a una posiM 
ción de la genera· 
triz. 

• Elipse: Plano 7t for­
ma un ángulo a 
con la horizonlal y 
no paralelo a la gc­
ncrarriz. 

• Hipérbola: Plano re 
paralelo al eje del 
cono. 

', -----

Cuadro sinóptico ------¡ 
/ Continuación 

Representación analítit·~' 

• .. 

1 
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Cuadro sinóptico Continuación 

Condición geom~trica Representación· a na 1 ít ica 

• Ecuación general 
de segundo grado: 

Ax'+Bxy+ Cy' +Dx+ Ey+F=O 

e SiB =O 

• Si B "O 

o Indicador: 

o Cirrunfcrencia, un 
punto o ningún lugar 
geométrico. 

o Parábola, dos rectas 
o ningún lugar geo­
métrico. 

Elipse, un punto o 
ningún lugar geomé­
trico. 

o Hipérbola, o dos rec­
tas que se intcrsccan 
en un punto. 

• Parábola, dos rectas 
o ningún lugar gco· 
métrico. 

• Elipse, un punto o 
ningún lugar gcomé· 
trico. 

• Hipérbola o dos rcc-
tas que se intcrsccan 
en un punto. 

1=8'-4AC 

A=C 

A=O o C=O 

A<' O, C <'O, A" Cydc signos 
iguall'.s. 

A ~ O, C ;:t; O y de signos contra­
'rios. 

1=0 

/<0 

1>0 

8.1. Secciones planas de un cono circular recto 
El nomb,e de secciones c61ricas, o de cónicas simplemente, con que se de­

signan la cir'cunferencia, parábola, elipse e hipérbola, tiene su origen en el he­
cho de que estas curvas se obtienen como secciones planas de un cono 
circular recto cortado por un plano. 
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Considérese un cono circular recto de vértice V, cortado por un plano 1t 

que no pase por el vértice. Las secciones cónicas se obtienen dependiendo de 
la posición que tome el plano 1< al cortar el cono. 

Si el plano 1€ es perpendicular al eje del cono, o sea, toma una posición ho­
rizontal, la sección ohlenida será .la circunferencia, como se puede observar 
en la figura 8.1. 

Si el plano 1< forma un ángulo a con la horiwntal, de tal manera que corte 
la base del cono, o sea que el plano sea PllfaJClo a una po>ición de la genera­
triz del cono, la sección obtenida es la partbola, como se muestra en la figura 
8.2. 

Si el plano Ji: forma un ángulo a con la horizOntal de tal manera que éste 
no sea paralelo a una sola posición de la generatriz del cono, la sección que 
se obtiene es la elipse, como se observa en la figura 8.3. 

Figura 8.1 

FigUrd 8-2 
1-

131 

Figura K.J 

Si el plan~ :re es pcrpend.icular a la ~orizontal, o sea, es paralelp al eje del 
cono, la sección que se obt1ene es la h1pérbola, como se muestra en la figura 
8.4. 

Figura 8.4 
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8.2. Ecuación general de segundo grado 
A una ecuación de la forma: 

1 Ax 2 +Bxy+ey 2 +Dx+Ey+F=O 1 

se le llama ecuación general.de segundo grado. Para el estudio de csla 
ecuación podemos considerar dos casos básicos: 

l. No existe término cn.ty, es decir, B = O. Para este caso la ecuación pue­
de representar una cónica cuyos ejes son paralelos o coincidentes con los ejes 
coordenados, de acuerdo con las siguientes condiciones: 

• Si A = C la ecuación representa una circunferencia, un punto O ningún lu­
gar geométrico. 

• Si A = O o C;:: O, representa una parábola, dos rectas coincident~s. dos 
rectas paralelas o ningún lu~ar geométrico. 

• Si A ;t: O, e ;t: O, A ';1:: C y ticn~n el mismo signo, representa una elipse, un 
punto o ningún lugar geométrico. 

• Si A ;t: O, e ~ O y tienen signo contrarit>, representa una hipérbola o dos 
rectas que se intcrsecan. · 

2. Si existe el término _¡y, es decir, 8 ~O, la ecuación puede representar 
una cónica cuyos ejes no son paralelos ni coincidentes con los ejes coordena­
dos, conforme a las siguientes condiciones: -

Sea 1 = 8 2 - 4 A C, llamado indicador o discriminan/e. 
• Si 1 = O la eq.lación representa una parábola, .dos rectas paralelas, dos rec­

tas coincidentes o ningún lugar geométrico. 
• Si 1 < O, representa una elipse, un punto o ningún lugar geométrico. 
• Si 1 > O, representa una hipérbola o dos rectas que se intcrsccan en un 

punlo. 

Fjemplo 1 

Cada un·a de las siguientes ecuaciones representa una cónica; determinar 
de qué ·cónica se trata. 

So/ució1i 

a)x 2 +y'- 2x- 6y- 3 =O 
A = 1, e= 1, . :. A = e 
La ecuación represenla una circunferencia. 
b)x 2 + 9y'- 4x + 36y- 41 =O 
A = 1, e= -9, · :. A _,.e (con signo' conlrorios) 
La ecuación representa una hipérbola. 
c)y'+4x ·•+9=0 

i 
1 
1 

SECCIONES l'l.ANAS }33' 

A= O, C= 1 
Por lo tanto, al ser cero el codicicntc de x 2, la ecuación representa una 

parábola. · 
d)x'- 2/3 xy + 3y'- /3 x +y= O 
A = 1, n = -2/3. e= 3 
Se calcula/: 
/=12-(4)(1)(3)=0 
La ecuación represe ni a una parábola. 
e)4x 2 -2xy+3y'= 18 
A = 4, B = -2, e = 3 
1 = B'- 4A e; 1 = 4- (4) (4) (3) = -44 <O 
Por lo tanto la ecuación representa una elipse. 

Ejercicios 

Fonna de la ecuación general de segundo grado 

l. DaUas las siguientes ecuaciones, Uccir qué cónica representan: 

a)4x' + 2y 1 -1x+ y- 5 =0 
b)3x'-y'+30x+78=0 
c)x 1 -6x+5y-ll =0 
d)8x'-25xy+ l~y'-104x+52y+ 162=0 
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EXAMEN DE A UTOEVALUACIÓN 

A En ctUÚJ inciso, escriba una V o una F tkntro del paréntesis ·según la 
afirmación sea 11erdadera o falsa respccti1•amente. 

a) Doo rectas son paralelas si sus pendientes son iguales. ( ) 

b) Una recta queda determinada completamente si se conoce cuando ( )_ 
menos una de sus condiciones. . 1 

e) Dada la ecuación general de una circunferencia, su radio se puede ( ) 
ronocer mediante la expresión: 

r • .!.vnD~2 -+-.E.,-,2"'----.4 F 
2 

d) U. ecuación de una parábola puede ser de la forma: 

Y'•4px 

e) U. ecuación general de una parábola puede ser de la forma: 

/) Una elipse queda completamente definida si se conocen al mena; 
doi de sus condiciones. 1 

g) Hipérbola es el lugar 1,1eométrico de loo punta; cuya suma de dis­
tancias a das puntos fiJOS es constante. 

h) U. ecuación general de segundo grado es de la forma: 

A x>+Bxy+ Cy' +Dx +E y+ F ·O 

135 

( ) 

( ) 

( ) 

( ) 

( ) 
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B. Seleccione la respuesta coffec:ta marcando una X en el paréntc.Jis respectivo. 

J. El ángulo entre dos rectas está dado por la expresión: 

m 2-m 1 
a) lana-

m1mz-mz 
. 1111-nt) 

b) tana = ~1-+,..:-n_J -~ -m-'-, 

. (m , - m 1) 2 
e) tana = 1 + ,¡¡¡r;mz 

2. La forma pendiente-ordenada al origen dé la recta es: 

a)y=mx+b 
b) y -y 1 = m (x - x 1) 

e),X:+Y.=1 
a b 

3. La ecuación de la recta que contiene dos puntos conocidos es: 

a)y=mx+b 
b) y -y 1 = m (x - x 1) 

4. La ecuación de la circunferencia de centro (h, k) y radio res: 

a)(x'-la) + (y 2 -k) =r' 
b)(x- la)'+ (y·- k)'= r 2 

(x-la)' (y-k)' 
e) +--~~=r' o 2 b 2 

5. Dada la ecuación general de la circunferencia: 
Ax 2 +Cy 2 +Dx+Ey+F=O 

la coordenadas de su centro son: 

a) (- ~·- ~) 
( 

F E)· 
b) - 2•- 2 

· ·:·~: :n ..•. : ·~/n:i¿ ;. 
. e) (- 7 : -:;-) 

( 

( ) 

( ) 
( ) 

( ) 

( ) 
( ) 

( ) 

( ) 
( ) 

( ) 

( 

) 

1 

1 
.1 

! 
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6. La ecuación de una paráhoh.t puede ser: 

a)x' +y'+ Dx +E y+ F =O 

b) (x- IJ)' = 4p (y- k) 

e) (r- h)' +(y- k) 2 = r' 

7. Par<.~ determinar todas las características de una ~lipsc al menos 
se dchcn conocer: 

8. 

a) Las coordenadas Uc dos puntos. 

b) Las coordcn:td:ts de dos lk: sus puntos y de su centro. 

e) Las coordenadas tic un punto y Uc uno de los focos. 

La ecuación general .A x' + Cy' + D x + E y + F = O 
sen la una hipérbola o dos rectas que se intcrsccan si: 
a) A = C tit:ncn el mismo signo. 

b) A y C tienen signos contrarios y A :#. O, C -.t O 

e)A =ll,C;<O 

rcprc· 

tJ. Las ecuaciones (.le.; las asíntotas lk una hipérhola con centro en 
el origen y eje transverso d X, son: 

¡, 
a)y=±-·x 

a 
a 

b)y=±¡;x 

e)y=±bx 

C. Rcsuel1'a los sigúicntcs problemas. 

( ) 
( ) 

( ) 

( ) 

( ) 
( ) 

( ) 

( ) 
( ) 

( ) 

( ) 

( ) 

l. Si el punto (9, 2) Uividc el segmento que tlctcrminan los puntos P 1 (6, 8) 
y P 1 (x,y) en la relación r = 3/7, determinar las roordcnaJas de P 1. 

2. Dada la ccuaciónx 2 y 2 + 4 x 2 - 9 y 2 = O, trazar su gráfica. 

3. Determinar la ccua.ción de la recta que contiene el punto A (2, 3) y cuya. 
abscisa al origen es el doble de la ordenada al origen. 

4. Dctc'rminar la ecuación de la drcunfcrcncia con centro en el eje X y que 
contiene lns puntosA (-2, 3) y B (4, 5). 
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5. Dada la ecuación de la parábola y 2 - 4y- 6x + 13 =O, determi­

nar: 
a) Las coordenadas del vértice. 
b) Las coordenadas del foco. 
e) La longitud del lado recto. 

6. Determinar la ecuación del lugar geométrico de los puntos P (r,y) cuya 
suma de distancias a los puntos fijos (2, ~~)y (2, 7) es igual a 12 .. 

7. Dada la hipérbola 9x 2- 16y 2- l8x- 64y- 199 =O, 
determinar: 
a) Su centro. 
b) Las coordenadas de sus vértices. 
e) Las coordenadas de los focos. 
d) Las ecuaciones de las asíntotas. 
e) Su gráfica. 

8. a) Determinar la ecuación de la hipérbola con centro en (0, 0), un vérti­
ce en (3, O) y ecuación de una asíntota 2x - 3 y = O. 

b) Determinar además la ecuación de la hipérbola conjugada 
del inciso a). 

9. Dadas las siguicnlcs ecuaciones, decir qué cónicas representan: 
a)x 2 + 2y' + 4x + 4y + 4 =O 
b)Jx>-4y'+3x+ 16y-18=0 

c)1x' + 1y'- IOx- !O y- 12 =O 
d}3x 2 + 12xy+ 12y'=21 

10. Determinar la ecuación de la circunferencia que contiene los puntos 
A(2, 3) y 8(-1, 1) y cuyo centro está situado en la recta 
x-3y-ll=O. 

;. '. '. l•· 

. lJ 

·" 

SOLUCIONES 

MÓDULO 1 (págs. 13-20) 

l. Todos sus lados son de igual longitud 3 6-/2 = 8.485 

2. ComoAB + BC • AC = 6v3 = 13.416, los puntos son colincalcs. 

3. Dos soluciones: 2, - 6 

4. (-1, 4), (5, 6), (3, 2) 

MÓDULO 2 (págs. 21 -33) 

l. a) x ' + 2 x -y + 3 • O = y - 2 = (x + 1) ' 

Intersección con el eje Y: y - 3 

Intersección con el eje X· no existe. 

X y 

-4 11 

-3 6 

-2 3 

-t 2 

o 3 

1 6 

2 11 

139 

... 



140 SOLUCtONt~ 

X 
b) xy-2y-x:O "'y:x- 2 

lnlcrsecciórl con el eje Y: y:::; O 
- 1 _,. . 

Intersección con el cjeX:x: O 

Asíntotas .. en· x ~!t: 

Asínlotas en y ::= l 

X y 

-4 2/3 

-3 3/5 
-

-2 1/2 

-1 1/3 

o o 

t -t 
------

2 Asínt. 
----

3 3 

4 2 

e) x'y+4y-8:0 
8 

y=x2+4 

Conlinua para todax real. 

Asíntota en y: O 

X y 

-4 2!5 
------~-

-3 B/13 

-2 t 

-t B/5 

o 2 

t 8/5 

2 .. t 
"' 

- ·'' 
.. d) .. xy 2 -9.y-y-! :O;x(y 2 -9)-y-! :Q 

; -¡, ,-."L·-· c ... -,'.11.11-..<~ ,_¡·•. , + l 
. X (y 2 - 9) = )' + f '> X = ·X?-

)'·- 9 

• • 

SOLUCtON~:S 14f 

Intersección con el eje Y: y= -1 

Intersección con el eje X: x • -i 
Asfntola en y-.± 3 

X y 

0.2 -2 

ú -t 
-· 

--C.ll o 
-C.2S t 

-<!.6 2 

A:.!nl. 3 

.\IÓDULO 3 (págs. 35- 55) 

L 

2. 

3. 

' ~. 

5. 

5. 

-'· 
S. 

9 . 

a) m-1, 

b) 111 - oo, 

e) m -o. 
1 

x-:¡-O 

x-y+3~0 

a) y+ 1 • O 

!J-45" 

{)-!X)" 

8- o· 

b) 4x+3y-9-0 

2x-y=0, 3x-4y+ 10-0, 7x+2y-56=0, y=O 

9 X- 7 y-· 24 =Ü 

4x+3y-!5=0 

. 4 
k--

3 

d- -28/5. La distancia es 28/5. El signo negativo indica que el punto y el 
origen están del mism·o lado de la recta. · 

10 
10. d---~ 

v'I3 

1 !.Para <¡ue los puntos dados sean los v~rliccs de un paralelogramo necesita 
cumplirse que: · 

- 1 
1 
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142 _ .SOI.UCION~ 
·l. 

m a • m 2 y m 3 • m .. , Wldc m t es la pendiente del segmento~ ; m 2 es 
la del segmento P,P., m , es la del~ y m • es la del~ . 

12. e- 40' 36' 

MÓDULO 4 (págs. 57-67) 

l. a) .r2+y2-l 

b) (x - 3) ' + (y + 1)'- 25 

e) X 2 + (y+ 4) Z •. 81 

ti) (x-1)'+y'·9 

2. cx-4)'+(y+1l'-41 

3. (x-2)'+(y-1) 2 ·41 

4. a) e (0, 0), r • O Representa un punto. 

b) e(4,-5), r-& 
7 1 

e) e(4•2)• r•t'fi3 
ti) No es rca l. 

5. X 2 +y 2 + 7 X - 5 y - 44 • 0 

MÓDULO S (págs. 69- 87) 

3 
l. a) Foco ( 2• O); LR 6 d. . 3 o 

. . = ; lfCCtnz: X + Z • 

b) Foco (0, 2); L.R. = 8; directriz: y+ 2 • O 

2. y'-12x-O 

3. y 2 -6y -12x-15 -o 
4. Dos soluciones: 

a) :Y'+2y-6x-36-0 

b) ·y'+2y+6x-14-0 

5. Vérticc(~.-~).r~(l•,::·~): directriz:2x+1·0 ~-

MÓDULO 6 (págs. 89- 98) 

l. a) a- 13, 'b • 12, F (% 5,0), L. R.-~ 

b) a- 2-./3, b- 2vr; F (O,,. 2) e = -13 L.R • 
8-13 . • . 3, . 3 

X 2 l!_ 
2. a) 

25 
+ 

9 
- 1 

X' v2 
b) -+"---1 

100 25 

(x-4)' (y+ 1)' 
3' 18 + 9 - 1 

4. e (2, -3), a • 4, b- 3, F (2 "'ff, -3 ), L.R. = ~ 

5. a) Sl está definida. 

b) 
(x- 6) 2 (y+ 4)' 

36 + 16 M 1 

e) e(6,- 4) 

ti) a -6, b-4 

e) F (6,. 2-5;- 4) 

/) 
16 

LR ---. 3 

MÓDULO 7 (págs. 101- 123) 

l. Dos soluciones: 

a) ~ y_: 
9 - 27- 1 

b) 
.r_: x2 

----1 
9 27 

2. x 2 -3y'-6 

3. a) C(2, 2) 

b) F , (2 + Yilí, 2), F (2 - Yilí, 2) 

e) V, (5, 2), V z(-1, 2) 

ti) 
2 

LR.-3 

SOLUCIONES 14J 



144 SOLUCIONES 

e) Gráfica: 

y 

e 

1!.±_1E - (y + 4) l = 1 
4· 9 7 

3 
5. V 1 ( 4, 0), V, ( -4, 0), F ,( + 5, 0), F' ( -5, O) Y = ± 4 x 

9 
L. R.= 2 

y 

___,_..X 
o 

• .. 

.-t. ';· ~- .-' ·~-- .. . •, JI¿~:--

1 

1 
1 

6. y - 2 a x - (x - 2) 
3 

7. 3x 2-y2·12 

2 
8. y=--

x- 1 

9. X= 0; y= 0 

JO. V 1 (0, 3), V 2 (0, - 3), F 1 (0, v'IT ), F, (0,- {IJ) 

11. a) 
(y+ 1) 2 (x -3)' = 

1 
9 4 

SOLUCIONES 145 

b) C (3, -1), V 1 (J, + 2), V 2 (J. -4), F ¡(3, -1 + v'IT),F, (3, -1-v'IT) 

8 
e) LR. a 3 

dj 3x-2y-!! =0, 3x+2y-!! =0 

(x-3)' (y+ 1)2 
e) - - 1 

4. 9 

MÓDULO 8 (págs. 127- 133) 

Forma de la ecuación general de segundo grado 

l. a) El ipsc. 

b) Hipéibola. 

e) Parábola. 

dj Hi~rbola. 

EXAMEN llE AUTOEVALUACIÓN (págs. 135- 138) 
A 

a) Verdadero e) Verdadero 

. b) Falso f) f'also 

e) Verdadero g) Falso 

dJ Verdadero 11) Verdadero 

B 

J. b 6. b 

2. a . 7. b 

-, 
' 
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3. e 

4. b 

5. a 

e 
l. ?,(13,-6) 

2. Gráfica: 

3. X+ 2y- 8 = 0 

4. 3x' + 3y1- 14x- 67 =O 

5. a) V(3/2, 2) 

b) F(3, 2) 

e)L.R.=6 

8. b 

9. a 

y 

6. 36x1+11y>-144x-44y-208=0 

7. a) C(1, -2) 

b) V 1 (-3, -2), V, (5, -2) 

e) F 1 (- 4, -2), F 1 (6, -2) 

.1. 

1 
1 
1. 
1 

l 

• • 

d) 
3 

y + 2 = ±¡(t - 1) 

e) Gráfica: 

~ 

8. o)4x>-9y•=36 

b)9y>-4x 1 =36 

9. a) Elipse 

b) Hipérbola 

e) Circunferencia 

d) Parábola 

v, 

10. X'+)' 1- 7 X+ 5 )'- 14 = 0 

SOLUCIONF:'i 147 

y 

X 

é v2 



' 
. ~ • 

FACULTAD DE INGENIERIA U.N.A.M. 
DIVISION DE EDUCACION CONTINUA 

CURSOS DE ACTUALIZACION Y REGULARIZACION EN 

... ~:: 

lVATElV.A TICAS 

del 24 de octubre al 14 de diciembre de 1994. 

DIRECTORIO DE ALUl\INOS 

ALGKBRA Y TRIGOINTl»':ETRIA 

1.- ARIAS GUZl\IAN CARLOS 
C. Enrique Pordes Mangel # 4109 
Col. Asturias, ·C.P. 06090 
Tel: 530 73 35 

2.- BERNAL FLORES Jesús Cuauhtériloc 
l\lo.nte Alvan # 514 
Col. Narvarte 
Tel: 539 87 23 

3.- BETTO ZAlVORA lV:iguel 
Emiliano Zapata # 3 
San Jerónimo Aculco, l\lagdalena Contreras 
e. P. 1o4oo 
Tel: 595 65 74 

4.- CABALLERO CARDOSO Horacio Francisco 
Plaza lV.adrid # 16, Col. Roma .. 
e. P. o6700 
Tel: 514 42 94 

5.- CANO RAMIREZ SRmnP!. 
Telecomunicaciones de lY.éxico • 
. ~n¡ilista 
.. Lázaro Cardenas 567,. Col. Narvarte 

Tel: 629 13 31 

6.- CORTES CUEVAS Hector Ornar 
Elisa # 49, Col. Nativitas, Benito Juárez 
C.P. 03500 
Tel: 579 21 95 

7.- DURAN l\IORA Arturo 
Atizapán # 50, Col. Vergel de Coyoacán, Tlalpan 
e. P. 14340 
Tel: 677 36 96 
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DIVISION DE EDUCACION CONTINUA 
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del 24 de octubre· al 14 de diciembre de 1994. 

DIRECTORIO DE ALUIVNOS 

ALGEBRA Y TRIGOII!f<W..ETRIA 

8.- FIGUEROA CAIVPOS Silvia 
Preparatoria No. 8, UNAIV 
Profesor . 
Esq. Centenario y F. de P. !Viran da, Plateros 
Te!: 593 38 19 

9.- GARCIA RONQUILLO Rafael 
Calz. de Guadalupe L-17, lVzana. 234 
Ampl. San Lorenzo Tololingo, Naucalpan de Juárez 

10.- GONZALEZ ROBLES Yuri Adrian 
Cda. la. de Alberta Salinas 61, Col. Aviación Civil 
C.P. 15740 
Te!: 763 83 68 

11.- LO PEZ RIVAS Gustavo 
Trabajador Independiente .o. 

Dibujante 
Novedades 30, Col. Clavería, C. P. 02080 
Te!: 399 68 57 

12.- LOREDO GUALITO Cesar Alejandro 
Bosques de Bohemia Calle 16 # 14 
Bosques del Lago, Cuautitlán Izcalli, Edo. de !Véx. 
C.P. 54766 
Te!: 877 44 00 

13.- lV.ARTINEZ CARRANZA José Trinidad 
Calle 1 # 255, Col. Esperanza, Nezahualcoyotl 
C.P. 57800 
Te!: 731 53 67 

14.- lVARTINEZ FLORES Juan Pablo Bricio 
Retorno 105 # 86, Unidad lVodelo, Iztapalapa 
C.P. 09089 
Te!: 581 49 87 
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15.- l\IAR TINEZ VERA Jorge 
INDUSTRIAS UNIDAS S.A. 
Obrero 
Oriente 171 # 398, Col. Aragón 
Te!: 760 60 00 

16.:.. lV.ORENO ISLAS Juana Beatríz 
N ayarit 2 Bis, Depto. 4 
Col. Roma Sur, Cuauhtémos 
C.P. 06760 
Te!: 584 74 91 

17.- tY,UI\IOZ GUTIERREZ Dolores 

V 

18.- PASTRANA DE LOS ANGELES Saúl 
C. San Benjamín l\lzana. 526, Lt. 10 
Col. Santa Ursula Coapa, Coyoacán 
C.P. 04850 . 
Te!: 618 10 95 

19.- PIIIIA JAEN Israel 
Edificio 70 entrada A, Dpto. 102 
Unidad Lindavista Vallejo 
C.P. 07720 
Te!:. 368 93 83 

20.- PRINCE GASCA Joel 
Colegio Nacional de Pentathletas 
A uziliar de Instructor 
Isabel la Cat i olica 752, Col. Alamos 
Te!: 590 09 70 y 590 03 40 
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22.- QUINTANA CASTILLA Adriana Isela 
Av. del Rosal 290 Edif. 24- 401 
Molino de Rosas, Alvaro obregón 
C.P .. 01470 
Te!: 651 88 77 

23.- RANGEL RANGEL !Varia Isabel 
Unidad Sra. Cruz ·l'l.eyehualco 
Calle 53 # 151, Iztapalapa 
Te!: 693 53 10 

24.- RECILLA DEL RIO Guillermo 
Ese. Sec. No. 6, Diurna 
Profesor de Francés 
San Idelfonso No. 6, Col. Centro 
Te!: 681 07 07 

25.- RODRIGUEZ REYES Renata l. 

.. 

.•.. ,. Valle de Bavispe No. 26-4, Valle de Aragón Nezahualcoyotl 
C.P. 57100 
Te!: 712 23 70 

26.-RUIZ ORTIZ Ramiro 
la. Cda. Oriente 108, Lt. 30, Mz. 3 
Col. Ramos Millán, Iztacalco 
e. P. 08030 
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27.- SANCHEZ ESTRADA Juan José 
Oriente 20 # 333, Col. Reforma Nezahualcoyotl 
C.P. 57840 
Te!: 855 25 82 
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29.- ZARATE OROZCO Julio 
HDA. PEÑUELAS 45, Floresta Coyoacán, Tlalpan 
C.P. 14310 
Te!: - 678 10 05 

30.- TELLEZ BALLESTEROS Susana Casy 
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C.P. 14010 
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