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Este Cuaderno de Trabajo tiene como propdsitos fundamentales constituin un com-
plemento a La clase de Algebra Lineal para Los alumnos que cursan esia asignatu
na en fa Faculitad de Ingenieria y un material auxilion de La ensefanza para ef

progeson que La Lmparte.

Cada uno de Los capltulos consta de fas sigudientes pantes:

Un examen de diagnfstico con preguntas y efercicios que Lnvofucran anteceden -
tes indispensables para estudiar el capitulo respectivo.

Se presenta Luego, una Lista de Los objetivos de aprendizaje mds Lmportantes
que debe aleanzan el estudiante al finalizan el capiiulo y una intrhoduceidn
del mismo.

Despubs, uno o mds "bLoques de capitulo". .Cada "bLoque" consiste en £a expli-
cacibn de algdn tema {mportante del capitulo, con Lecturas, actividades comple
mentarnias y eferciclos propuestos que Lnduzean a £a comprensibn y andlisis de

ese tema. Conviene ackaran que en este Cuadenno no se presentan todos Los con
ceptos de cada capftulo, sin embarngo, se ha tratado que Los efencicios propues
tos 84 incluyan a Zodos. ‘

Postenionmente, una misceldnea de ejencicios de tode el capftulo, de un grado
de dificultad mayor a Los ejercicios de bLoque propuesitos.

Para finalizan se propone af estudiante un examen del capfltulo conrespondiente,
a modo de autoevaluacibn.

AL final del Cuaderno se presentan Las nespuesias de Los exdmenes de diagndsti
co, de Los efercicios de bloque, de Los eferncicios de misceldnea y de Los
exdmenes de capitulo.




Se sugiene usan el cuaderno de £a siguiente manera para cada uno de Los capitulos:

1) Resolver el examen de diagndstico. Si existen dudas de concepto, leer la

bibliografia que ah{ mismo se recomienda antes de seguir adelante.

2} Leer los productos de aprendizaje y tratar de alcanzarlos mediante el estudio

del capitulo.

3) Leer la introduccidn y estudiar los bloques del capitulo. Se sugiere reali
zar las diversas actividades que ahi se seflalan y resolver los ejercicios
propuestos. Si el estudiante no resuelve correctamente estos ejercicios,

seria adecuado que volviera a estudiar el tema.

4) Resolver la misceldnea de ejercicios, la cual se propone para cuando se

quiera profundizar en el uso y aplicacidn de los conceptos del capftulo.

5) Resolver el exgmen de capitulo, el cual tiene una cierta puntuacién y un
tiempo miximo de solucidn que permitirdn al estudiante darse cuenta de su
nivel de preparacidn en el tema. Se considera que una calificacidn de 80
o mayor significa un buen conocimiento del capitulo, si la calificacidn es
menor de 80 y mayor que 60 seria conveniente reforzar los conocimientos ‘
del tema, y para una calificacidn menor que 60 seria recomendable volver

a estudiar el capitulo.

La presente obra es La culminacibn del trabajo iniciado por Los profesores
ING. HECTOR FEDERICO GODINEZ CABRERA, ING. FRANCISCO JAVIER GONZALEZ TERAN,
M. 1. VICTOR PALENCIA GOMEZ, M. 1. FRANCISCO SANCHEZ ARREDONDO, ING. EDUARDO
SOLAR GONZALEZ, para La efaboracibn de un Cuaderno de Trabajo de La asignatu-
ra de Algebhra:

AL modificarnse Los programas de Las asignaturas surgil La que ahona se Llama
Algebra Lineal, pon Lo que fue necesario adaptar el material existente a Los
huevos temas.
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La efaboracifn de este Cuaderns de Trabasfo se debe a Los profesones:

ING. HECTOR FEDERICO GODINEZ CABRERA
ING. HECTOR CARLOS HERNANDEZ GARCTA
ING. ABEL HERRERA CAMACHO

DR. GUTLLERMO MONSTVAIS GALINDO

A todos Los profesones citados se agradece su colaboracibn y dedicacibn entu -
sdasta, asf come al profeson ING. CARLOS GABRTEL VENEGAS ESPINOZA por La solu
cibn de Los efencicios y a La Snita. ESTELA NORA RUEDAS BANUELOS por su dedd
cacibn al mecanogragion el manuscrnito.
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CAPITULO 1

Sistemas
de
Eeuaciones
Lineales




"Cudl es La diferencia entre La solucién
de un sistema de ecuaciones Lineales y La
so0Lucibn de un caso de Sherfock Holmes?"




Examen @t’ayno’d {tco

1.- Sea fa ecuacifn Lineal: 3x-4y+z=0. Escribe en el paréntesis siguien

te La Letra que corresponda a una solucibn de esta ecuacibn _ ()
a) x=1 b) x=0 e} x=1 d) x=3
y=0 y=1 y=1 y=-4
z=0 z=1 z=1 z=

2.- Resuelve por sustitucibn el sigudente sistema de ecuaciones y marca con
una "X" el panéntesis correspondiente al nesultado correcto.
2x+2y=10
x-2y=-1
( ) x=6 ( ) x=3 { - ) x=4
=-1 y=2 y=3/2

3.- Resuelve pon igualacifn el sigulente sistema de ecuaciones Lineales y
marea con una "X" el panéntesis cornespondiente al resulftado conrecto.

‘x-4y=3
3x+dy=1

{ ) x=2 { ) x=1 { ) x=-1
y=5/4 e y=-1/2 y=-1

4.- Completa cornectamente La siguiente expresdibn. S{ tengo once monedas
neportidas en valores de unc y cinco pesos, cuya suma da un total de 39 pe-
504, entonces el nimero de monedas de $ 1 es yde $ 5 es

5.- Un bote navegando a velocidad constante en favor de £a corrniente necenre

12 km en 3 honas y navegando en contra de La corriente recorre La misma dis-
" tancia en 6 honas. Cudl es La velocidad ded bote y cudl La de £a conrniente?




S4 tienes abguna duda en fa nesclucifn de estos problemas, te reco
- mendamos consultan Los £ibros siguientes:

- Afgebra Moderna y Trigonometria
Doleiani P., Mary; Benman L., Sim6n y Wooton, William.
Edit. Publicaciones Culturales S.A.
Pags. 97 a 102, 104, 105

- Algebra Superion
Spiegel,B. Muwway
Edit. Me. Graw-HillL, Serie Schaum,
Pags. 100 a 109




Produclos  de Udﬁwna’t}'a/'e

A continuacibn te presentamos Los obfetives mds impontantes que debes alean

zan al terminan este tema:

1.1 Modefar y nreccnocer problemas neales cuya sclucibn impliquen sistemas

de ecuaciones Lineales,

1.2 Clasifican un sistema de ecuaciones Lineales de acuende a su tipo de

solucibn,

1.3 Resolver Aatwa,s de ecuaciones Lineales pon el métode de eliminacién

de Gauss cuande el sistema Liene solucibn.

o e




Fnlroduccidn

Nuestro curso de Algebra Lineal Lo empezaremos con un breve estudio
de Lo sdstemas de ecuaciones Lineales. En este tema nos avocaremos a La ne
scfucibn de estos sistemas pon el método de ebiminacifn de Gauss 1, que pon
su sencillez de aplicacibn a sistemas con mds de dos ecuaciones y mds de dos
inebgnitas es ef mds usado.

EL dominio de este tema es Lindispensable para poden estudiar Loa
sdguientes temas del cunso de Algebra Lineal, y al mismo tiempo en algunos
de estos temas se desannollarndn otros métodos que ayudardn a completar el
estudio de Los sistemas de ecuaciones Lineales.

Existen diversos problemas §ladcos, econdmicos, geométricos, ete,,
que pueden expnume en téuminos de sistemas de ecuaciones Lineales, como
por ejemp!.c: ‘

EL equilibrio de s{istemas de fuerzas (dtiles en problemas de cons
trucedbn), andlisis de cireultos ebletrnicos, andbisis sdimples de trhdfico de
vehlfeulos en una ciudad 0 encontrarn el punto de interseccién entre dos nec-
{as que se contan.

Iniedianemos el tema en este cuadernc de trabajo planteando un 844
tema de ecuaciones Lineales a partin de un sencillo problema de aplicacibn y
helaciondndolo postenioamente, con su Lnterpretacibn geométrnica; mds adelan-
te, te propondnemos una serie de preblemas de diferente grado de dificultad,
asf come Lectunas adicionales que te ayudardn a complementar tu estudio &o-
bre £os sistemas de ecuaciones Lineales.

' En algunos textos a este método se Le Llama método de Gauss-Jorddn o mé
Zodo de reduccdbn.




Frslemas
de

Geuaciones Lrneales

Con el f4in de {lustran el concepto y apucaéldn de Los sistemas de
ecuaclones Lineales, consideremos el sdigudente efemplo:

Supongamos que una fdbrica compra X ndmero de tractones y Y ndmero de camio-
nes, por Los que pagl un total de 11 millones de pesos. Si el precic de Los
tractores es de tres milloned de pesos, ol de Los camiones es de dos millo--
nes, y el ndmeno total de objetos comprados fue de cinco, deseamos determi--
nan -cuantos camiones y cuantos thactores comprd.

AL igual que muchos otnos problemas, el primen paso para hesolver-
Lo consiste en escnibin el problema en Lenguaje matemdtico.
Seglin Los datos del problema, 4§bem04 que el nimero totak de obje-
tos comprados es 5 y es La suma de X mds ¥, Pon Lo tanto, esenibimos:
X+ a5 ) {(n
Ademds, como el precio pagado pon Los tractones fue de 3X y el pa
gado pon Los camiones fue de 2V, podemos escnibin:
3X + 2y = 11 (2)

EL problema se ha heducido a obtener Los valones de X y v
que satisfagan simultdneamente Las ecuaciones (1) y (2). Porn Lo tanto, el
segundo paso consiste en hallar La sclucibn del siguiente sistema de ecuacio
ned Lineales, el que constituye el modelo matemdtico del problema original.

X+Y=5 (3) I

X +2Y= 11

Como se meneiond anterionmente, el objetivo de este tema e84 el de
estudian un método general para resolver sistemas de ecuaciones Lineales co
mo el sistema (3), o aln sistemas con mayon ndmero de variables y ecuaciones.

Sin embargo, antes de aplicar el método a nuestro ejemplo, convie-
ne menclonan que en general La primera pante del problema que consdiste en
traducin el preblema del Lenguaje usual af Lenguaje matemdtico no se estudia
nd en este cu)LAo,.pULo en La medida que avances en fu cartrera tendrds La
oportunidad de in desarwollando esa capacidad.




Procedamos ahona a resolven el sistema (3] pon el método de elimi-
nacién de Gauss. s

Para ebiminan el ténmino 3X de La segunda ecuacibn, debemos suman
Le La primena ecuacifn multiplicada pon - 3.

La primena ecuacibn multiplicada por -3 es:
-3%-3y=-15
y al sumanla con fa segunda, Tenemos:

Pon Lo tanto, ef nuevo sistema equivalente es:

X+Y=5 (4}
-y = -4

De La segunda ecuacidn del sistema {4) se ve inmediatamente que
V=4, y al sustituin en La primena ecuaciln se obtiene:

X+4=5
de donde, X =T

Por Lo tanto, ka solucibn de Los sistemas (3) y (4) ea X=1y V=4
come puede verificanse explicitamente.

Aunque el problLema ya ha side nesuelto completamente, Ial vez &ea
de utilidad hacen alguncs comentarnios adicicnabes, En primen Lugan, notamos
que ur mésme modelo matembtico puede representan distintos problemas. Ponr
efemple, el sistema (3] que hemos resuelio puede representan uw conjunto de
dos nectas Ly y L, , de ecuaciones X +V =5 y 3IX + ZY = 1] nespectiva-
mente,  Su punto de interseccifn PlXo, Yol, es aguel cuyas coondenadas sa
tisgacen simultbineamente Las ecuaciomes de ambas nectas, es decin:

Xo + Yo = 5

3% + 2o = 11

y ya sabemos que Los valores de Xo y Yo son 1 y 4 respectivamente. Por Lo
tanto, el puntc de interseceidn es Poll,4)




Las gréificas de estas nectas son:

En donde observamos que efectivamente ef punto de interseccibn es
Po {1,4}). :

Puesto que en este ejemplo el punto de intmecu'dn es fnico, tene
mos un sdistema de dos ecuaciones Lineales con dos incbgnitas compatible de-
terminado,

Si el sistema fonmado pon Las ecuacioned de dos rectas resultara
incompatible, significania que Las rectas son dos paralelas no coincidenies;
por Lo tantc, no hay punto de interseccdibn .  En cambio, 84 el Aistema he--
sultarna compatible indeterminado significaria que Las dos rectas son cednei-
dentes; por Lo tanto, hay un nimero infinito de puntos de interseccibn.

Para amplion tu conocimiento sobxre este tema, e sugerimos Leer
Las pdginas 18 a 24 del Libro "Algebra Lineal” de Seymoun Lipschutz, edit.
Mc.Graw - HilE serie Schaun y Las pdginas 9 a 17 del Libro "Cunso de Algebra
Supenion” de A.G. Kuwwsch, edit. MIR.

A continuacibn aparecen algunos efercicios que, al resolverlos, 'zte
ayudarndn a mejoran tus conocimientos sobre sidtemas de ecuaciones Lineales.

1.- 0btén La solucibn general y dos pariiculares de La ecuacibn Lineal:
4x - 3y+2z-w=0

T

TR




2,- Obtén La solucibn, 8L existe, de Los sdiguientes sistemas de ecuaciones.

a) x;+xp-3x3=-1 b) 2x;-x2+3%X3+x,=5 c) 2x1-3x2+4x3-1‘0x..=0
2xy + X2 - 2x3 = 1 3xy + X2+ 5X3 =1 3y - X2+ 2x3-Txy = 0
Xy +X2+X3=3 2%y - X2 ~2x =2 4xy + X2 - 10x3 +6xy =0

Xy + 2%y - 3x3 =1 X1 - 2x2 +4x3-7x4 = 0

3.- Determina para que valonles) de "a", el sdistema de ecudaciones:
x-2ay=12
ax + lay = a-1

no tiene solucibn.

4.- Encuentra el valorn de "m" necesaric para que el sigulente sisiema homogé
neo tenga solucibn distinta de La trivial. Obién entonces, fa sofucibn ge
newal y una particular.
mr-58+22=0
n-4+32=0

3n-74-52=90

5.- Obtén el punto de interseccidn de La necta:

x=4-3%
L:(y=-1+22
z=1

con e plano 2x + 3y + z-1 = 0; para ello plantea, primeramente, el sistema
de ecuaciones y nesuélvelo pon el métode que consideres mds cenveniente.

10



é.- Una compaiila necibif de cuatho proveedones, Los siguientes presupuesios:

PROVEEDORES
ARTICULO

AlB|C|D

No. de compresones | 2 10 [ 1|1

No. de medidones 0|1 42|12

No. de vdlvulas 41410 4

No. de neguladones | 1} 2 12 )0

COSTO  TOTAL
(millones de pesos)

S4 Ros proveedores tienen Los mismos precios palw. cada anticulo,
icudntos millones de pesos cuesta cada uno de Los artlculos?

7.- Se desea analizar el flujo de tndnsito en calles de un 4680 sentide, en
La ciudad de México.

En varios Luganes se han colocado contadores, y el nimernc de canrnos
por hora promedic aparece en La sigulente gfui&x;ca, que muesina dicha red de
calles y el sentido de cada una de eflas con Las flechas nespectivas.

b 200
200
- gL ’ . 300
300 A B
y
Xy T X2
- X3 200
200 D} C
700
y 500

Las intensecciones de Las calles estdn senaladas por Los puntos
A,B,C y D. EL ndmere de carnos que £Legan a Las Lintersecciones es L{gual al
niimero- de canros que salen de eflas.

11

T T T D e T e T T T R ¥




S{ La calle que va de D a A estuviera en reparacibn, jeudl senfa
el minimo permisible de trndnsito de vehfculos, que cincularla pon DA, para
no cerrar Las calles de esta red, y s4in cambiarn el sentido de La cinculacibn?

Te sugernimos Leas otros ejemplos de problemas §Leicos cuyo modelo
es un sistema de ecuaciones, especialmente:

- EL problema del cincuito eféctrico en el Libro "Fundamentos de Algebra Li
neal y Aplicaciones" de Francis G. Flonrey,ediforial Prentice Hall Interna-
clonak, pags. 85y 86,

- EL problema del modelo econdmico cerrado de Leontief, mismo Libro, pags. !
85, 89 490, !

12



Meisceldnea

1.~ Dado el sigudente sistema de ecuaciones, elige ef valon de X de modo Zal
que el sistema sea compatible.

2%, -~ Xg + X3 + X =1
Xy +2x2 - X3 +4xy =2

Xy +Tx2 - 4x3 + 11xy = A

2.- Determina 84 el sistema:
3xy +4x2-5x3+Txy = 0
2xy - 3xp + 3x3 ~ 2%y = 0
4xy + 11x2 - 13x3 + 16x4 = 0
7xy - 2x2# X3+ 3x4 =0

tiene soluciones diferentes de La trivial, y en caso afirmativo obtén La s0
Lucibn genenal.

3.- Obtén para qué valores de K tiene sclucifn dnica el sistema
x + Ky= 3
Kx + 4y = 6

que satisface La desiguakdad x > 0

4.- Determina el punto de interseccibn de £as nectas:

x=3-%
Lyt x-3-= _*4 =_Ei7__ y Lyt =-34+2%
z=2+1

13




5.~ Un estudiante gasif cierta cantidad de dinero para comprar una carpetc,
una caja de plumas y un £ibro. S{ La carpeta y La caja hubieran costado 3 y
2 veces mds baratos, respectivamente, y el Libro el mismo precio, el costo
de esta compra hublera sido de 160 pesos.  Asimismo, 84 ef estudiante hubie
na comprado 4 carpetas y 3 cajas de plumas, el costo hubiera sido 720 pesos.
Determina el costo total de La compra de Los Trnes anticulos.

6.~ Resuelve el siguiente sistema de ecuaciones Lineales, suponiendo que
X, 4,2 Yy w son reales.

(T+&)x+ (T+20y+(T+30)z+{1+4i)w = 1+5¢

(3-Llx+{4-2y+(1+ijz+(4i)w=2-4

7.- En muchas ocasiones, el modelo de un problema es un sistema de ecuaciones
no Lineales, tal es el caso delf sigulente ejencicic. Escrnibe el sistema de
ecuaciones corfespondiente a este ejencicio y resuélvelo.

Cada uno de tres obrercs necesita un ciento tiempo para embobinas
un moton tipo senie HP 300, Si el segundo cbrero trabajara durante dos he
has embobinando un moton def tipo antes mencionado y después el primer obre-
ne continuanra este trabajo por una hora, acabarfan de embobinas todo el mo-
ton,

Porn otno Lade, ef tercer obreno necesita dos horas mds que el pri-
mero pana embobinan un mofon del Zipo anterior, Y Laberando funtos embobina
ndan un moton de este tipo en una hoia.

JEn cudntas horas embebina cada obrere un mofon del tipo serie
HP 3007,

14



Examen de %aﬁ//a/o

1.- Obtén La solucién general y dos soluciones particulares del sistema de
ecuaciones: -

"
—

X1—2X2"3X3+Xu;*3)(5 =

'3X)+6X2+3X3'4X|.’5X5 =5

20 P18,
2.- Dado el sistema de ecuacdones:
Xy +2x2+3x3=3
X1 + X2+ X3 = 3K
X1 +x2+Kxs=0
30 PTS.
determina, 84 existe, algliin valor de K para que:
al EL sdistema sea Lncompatible.
b) EL sistema sea compatible Lndeterminado.
¢) EL sistema sea compatible determinado,
3.- 0btén La sclucifn del siguiente sistema de ecuaciones:
2%y + 3x2 - x3 +5x,, =0
Xy - X2+ 23 - Txy =0
4)(.1"‘)(2'3)(3*6)(;.:0
Xy -2x2 +4x3-Txy =0
20 PTS.

15




4.- Una empresa tiene tres méquinas que son usadas para fabrican 4 productos
distintos.  EL nlmero de horas que requiere cada miquina en La produceibn de
una unidad de cada uno de £0s cuatro productos esid dada pon:

PRODUCTD
MAQUINA [T
7 T 17 [ 112
Z 7101711
T T 71310

30 P18,

Determina el ndmero de unidades que se deben producir para cada uno.
de Los cuatrno productos en un dia de trabajo de ocho horas continuas, 84 pohr
Lo menos debe producinse un producto de cada tipo.

Tiempo mdximo de sofucibn: ¢ hohas.

16.



CAPITULO 11

Matrices
Y

Determinantes




"Whitehead hizo notan entcnces que 44 bien 2o
da fa gisdica conocida hasta entcnces (1900) po
dia ser tratada porn Los métodos del dlgebra
ondinardia, era pesible que pudieran apanrecen
algin dia nuevos campos en La fisdica para Los
cuales el dlgebra no conmutativa seria La  dni
ca representacién natural. En aquel misme aio
comenz6 el camine hacia fa realizacibn de esta
confeturna”,

Sin Edmund Whittakenr.




Examen @iayno’d/ico

1,- Sean Los ndmeros complejos
2,=1444, 1p=-64, 1374, L.=3
Obtén el nesultado de Las séguientes operaciones:
al (23 + 22} (25)"

b) Tx {—%)

o I s - (TT)

2.- Caleula el valorn de Los sdgulentes deferminantes:

SR 71 3
S A bl 1y o 4
5 -7 2

84 tienes alguna duda en La resolucdn de estos efercicios, te necomenda
mes consulitan Los Libros sigulentes:

- Algebra
Lovagltia - Etmore - Comway
Edit. Harla
Pdginas 225 a 243 y 288 a 292

- Algebra Superion
Spiegel Murray
Edit. Mc. Graw-HilE, serie Schaum
Pdginas 172 a 181 y 252 a 259

19




Produclos de ﬂﬁwfna’i;tyé |

A continuacibn e presentamos Los objetivos mds impontantes que de

bes alcanzan al terminarn este tema:

11,1

11.2

Dada una expresidn matricial, caleulan, de sern posible, La matriiz re--
sultante empleando Las operaclones de adicibn, multiplicacibn por un
escalan y mubtiplicacibn de matiices.

Dada una matriz, Ldentificar el tipo de ésta.

Dada una matniz cuadrada, caleularn su determinante porn el método més
adecuado.

Dada una ecuacibn matriciak, resolverta cuande La Lncbgnita pueda des
pejarse.

Representarn mediante una ecuacién matricial un sistema de ecuaciones
Lineakes.

A partin de un sistema de ecuacicnes Lineales compatible no homogéneo

de {gual ndmehc de ecuaciones que de incbgnitas, resolverlo por La re
gla de Cramenr.
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Intreduccicn

En este tema se estudiandn Los conceptos de mathiz y de deteaminan
te. En La primera parte presentaremos el concepto de matrniz y en La segunda
el de determinante.

Una matniz es un arrneglo o tabla de wnimeros en fonma nectangular.

La nazbn por La que a estos arreglos se Les Llama matrnices es porque & par--
Zin de ellos se pueden orniginan o desarrollan divensos resultados. Las ma-
trices aparecienon en 1850 y su nombre se debe al matemdtico inglés JAMES -
JOSEPH SYLVESTER. Posternionmente WILLTAM ROWAN HAMILTON en 1853 y ARTHUR
CAYLEY en 1858 hicieron contribuciones {importantes; no pasé mucho tiempo pa
na que Los matemfticcs neconocienan que estos anteglos nectangulanes Aon me
dios convenientes para ampliar Las noclones comunes de wimeros.

Aunque £a Ldea de matriz precede a fa de determinante, como Lo hi
zo notan Cayley, histbrnicamente ef onden fue al nevés. Los determinantes
fuernon estudiados a mediados del siglo XVIIT y en este sentide se podila de
cin que el tema de Las matrices fue desarrollado antes de 1850, aiio en  que
apaneciencn fonmalmente; algunas de Las propiedades bdsicas de £as matrnices
“fuenon tambifn establecidas en el desarrollo de Los determinantes.

La tecnfa de Las matrices ha tenido una ghan evolucién extendi{éndo
se mds alld del dominio del dlgebra y de otnos campos de fLa matemdiica pura,
y han demostrado sen una herramienta muy podercsa en Las matemdticas aplica-
das, economla, {isica, etc.

Pon ejemplo en ef aio de 1925 el fisicc alemdn W. Helsenberg Las
introdufo en su fonmubacidr de £La mecfnica cudntica y desde entonces son

indispensables en esta rama de La fisica,

Sin embango, en este curso s6L0 veremos su aplicacibn en el Alge-
bra Lireak.
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Matrices

En forma general se puede definin una matriz ceme un arregle rectan
gular de elementos, donde cada uno de €stos puede ser un ndmerc neal, un nd-
mero complefe, un polinomio, una funcién, un aperadon, efec.

Pon ejemplo, una matrniz cuyos elementcs son ndmencs reales es:

-5 4

to 2 1

Y una mainiz cuyos elementos son funcicnes es
cos x  -senx

sen x cos X

Para cada matrniz particular La colecacidn de sus elementos es dnica,
de tal forma que 84 dos matrnices tienen Los mismos elementos, pero coleeados
en distintos Lugares, sexdn consideradas como dos matrices distintas.

AL confunto completo de elementos que forman una matriz se Le con-
sidera como un dnico obfeto o ente matemdtico, el cual puede manipularse de
acuerdo a cientas reglas. Algunas de Estas sendn estudiadas en este curso.

Por ejemplo, al definin Las operaciones de adicibn y multiplica-
ciln entre matnices se encuentra que estas nuevas operaciones itienen muchas
propledades semejantes a Las de adicdbn y multiplicacion usuales entre nime-
ros neales. Entne ellas podemos mencionar, La existencia de matrices andlo-
gas a lo&mimejwa ceno y uno. Estas matrices fueron Lntroducidas porn Cayley

y son: 0 0....0 0 0...0
0 0....0 01 0. 0
0 0 .0 0 1...0
0 0. o L
mxn 0 0 0. 1lnxn

Leamadas matriz cero y matrniz Ldentidad, /Lupe:c,tévamwte.
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EL miamo Cayley fue quien definid La multiplicacibn de matrnices.
Para esto tomé La exphesdiln matemdtica que representa a dos thansformaciones
ducesivas.  Para Llustrar esie, consideremos por brevedad un efemple con ma
thices de onden 2., Supongamos que Las varnlables X, YV scn transformadas en
Las vandables X' y V' y que La expresibn matemdtica que represenia erta trans
fenmaciin, es:

X!

ay X + apg Y

(n

V,' = a.21X + Az Y

44 ahona Las vardiables X' y V' son a su vez thansformadas en X" y Y" median-
te una segunda transformacién representada pon:

X" = bp X + by V'
(2}

yn = an' + bzz y!

entonces La e‘xpnuwn matemdtica que representa Las dos transfonmaciones su-
cesivas estd dada pon {sustituyendo en {2} Los valones de X' y V' dados en
{1

x"

(byan + bizaz )X + {bnayz + br2azz}y

{3)
y”

(ba1an + baaazy )X + (baya12 + bz2aza)y

Avieglando en forma de matrnices Los cceficdientes de £as transfonma
ciones (1}, {2) y (3) tendremos:

pana {1) an  ap
A=
azy Q22
para (2} 8 by br
bay bz
panra (3] ~lbuan+ bizan by a2+ brady
C=
bz an + baan bay ay2 + bz; azz

de aqui, éayzey deginis el producto de matrices como:
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by, by, an a2 byyany+ brpas by ayz+ birzaz:
BA = s =
by b2 az a2z ba1an + baran bsy 212+ bz a2

Es decin, el elemento cjy de £a matriz producto C es igual a:
es5 = biq dgy + by agy
0 sea, ef elemento cjy eb La suma de Los productos de Los elementos del

L-€s4mo nenglén de B con Los cornespondientes elementos de La §-€sima colum-
na de A.

Como hemos mencionado, muchas de Las propiedades de La adicibn y
multiplicacidn entre ndmeros también se mantienen en el caso de Las matrnices,
s4in embarngo existen algunas otras propiedades que ya no se mantienen.

Porn ejemplo, 44 efectuamos el producto AB obtenemos :

an ay by by an by + ay, by, ap b+ @by
AB = =
ay a bn bz azn byt anby an b+ apby

que el comparar con el producto BA=C, dado en La ecuacibn (4], vémaA que AB
es distinto de BA y, por Lo tanto, La multiplicacibn no es conmutativa.

Esta situacibn hace vern que es necesanio indicar con todo cuidado
el onden en que se efectda La multiplicacibn de dos matrices. AsL, en La

expresdibn:
BA = ¢C

a B se Le Llama prefactor y a A postgactor. También se acostumbra decin que
B premultiplica y que A postmubtiplica.

EL hecho de que La muliiplicacibn de matrnices no sea conmutativa
ha significade una ruptura tremenda con £a matemdtica tradicional y ha Zeni-
do una infinidad de aplicaciones en muchas namas de La ciencdia.

Otras diferencias entre el dlgebra de matrices y el dbgebra ording
nia son Las sdiguilentes.

a) EL producto de dos ndmeros diferentes de ceno siempre es diferente de ce
ro, mientras que ef producto de dos matrices digerentes de La matrniz cenro
puede sen Lgual a La matrniz cerc. Por efemplo,
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b) La ey de La cancelacifn en La muliiplicacibn vale para Los ndmeros, pero
no vale para Las matrices. Es decin, 44 a,b,c son nidmeros y c + 0, enton--

ces: :
ac = be dimplica a=b

mientras que 84 A,B,C son matrices

AC = BC no implica que A=B

¢} la ecuacibn algebraica x*=0 tiene una Gnica sofucibn x =0, mientras
que La ecuacidn matricial X2=0, donde 0 es La matrniz cero, tiene un nidmero
inginito de soluciones.

d) la ecuacibn algebraica x*=-1, no tiene sofucibn en el conjunto de £Los E
nimeros realed, mientras que La ecuacibn matnicial X*=-1, donde I es La ma
iz identidad, puede fenen sofucibn con elementos neales. Por efemplo,

e) En el confjunto de Los nimeros heales no se cumple La Lgualdad
a?+b*=(a+b)?
excepto i a=0 & b=0 6 a=b=0
Sin embargo, considerando ef confunto de Las matrices de onden

2x?, tal igualdad puede tener sentido para matrices diferentes de La matrniz
ceno, por ejemplo:

84 A= B =




entonces se cumple que A2 +B2=(A+B)%, En efecto, pues por un Lado tenemos
que - 2 2 -

A? + B2= + =

y por otro )
- 2 r
Y ) ) 2 0 4 0
(A,‘,B)Z = + = =
2 -1 4 -1 & -2 0 4
y porn Lo tantc

A2 +B% = (A+B)?

Podniamos preguntarncs ahora 44 existe una matniz diferente de La
matniz A, que funto con La matrniz B, satisfaga £a expresdidn anterdior.

Para contestan esta pregunta, consideramos La matrdiz
Xs= , donde X1, X2, X3, Xy € R

e investiguemos que valores deben toman Las vardiables X, Xz, X3 y X para
que se datisfaga La expresibn,

X?+B2 = (X+B)?

Sustituyendo Las matrices X y B en dicha expresién tenemos

- 2 |- 2
Xl X2 1 1 X1 X2 1 1

+ = +

X3 Xy 4 -1 X3 Xy 4 -1

efectuando operaciones ¢ intercambiando ambos miembros de La ecuacifn:

X2 42K, + KoKz + 4K + XK # 5 KyXa + Xy + XoXu + Xu

XaXy + 4X) + XuXs + 4, XsXo + X3 + 4%y + Xo - 2Xu + 5

X3+ XXy +5 X1 Xz + XX,
XXy + X X3 XaXp + X2 +5
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Como La matriz del miembro dzquierndo es igual a La matriz del
miembre denecho se deben cumplin £as sdiguientes cuatroe igualdades.

X4 2K, + XoXe + 4Ky + X3 45 = X2 4 XoXy 45

Xi Xz + Xy + XaXy + Xy Xy Xa + X2 X,

XSXI +4Xy + X X3 +4X, X3Xq + Xy X3

L]

X3Xp + Xy +4X, + Xo < 2Xy +5 = XgXp + XE + 5
simplificando LLegamos al sdguiente sistema de ecuaciones Lineales.

2X, +4Xg + X3 =0
X1"‘x;4 =0

(5)
4X, +4X, =0

4Xy + Xy - 2X, = 0

Para nesofver este sistema es convenlente thansfonman el sistema
en una ecuacifn matricial. Para esto, de La definicifn de igualdad de matri
ces se tiene que

-2X,+4X2+X3ﬂ 0
Xy + Xy 0
4%, +4X, ) 0
44Xz + Xy - 2X, 0

y aplicando ef concepto de mubtiplicacifn de matrices tenemos

2 4 1 0| x 0

1o 0 1l {x | {0 (6]
4 0 0 40| x 0 —

0 4 1 -2} | X 0

La conveniencia de usar matrices en fa solucidn del sistema de ecus
ciones Lineales (5], es que para nesolver fLa ecuacibn (6] 8680 necesitamos
tuabajarn con Los coeficientes del sistema. ‘




Las matnices que aparecen en La ecuacibn {6) no deben confundinse
con fas matrices X y B de nuestro problema original, y s6Lo deben consideran
se como una herramienta dtil para resofver nuesino problema inicial.  Este
ejemplo muestra claramente que un misme concepto matemdtico puede aparecer
en dos contextos diferentes.

Continuemos ahonra con nuestro problema., Para esto escalonemos La
matrniz de coegicientes:

2 4 1 0 10 0 1 T 0 0 1 T 0 0 1
10 0 2 4 1 0 6 4 1 -2 0 4 1 -2
~ N N
4 0 0 4 4 0 0 4 6 0 0 0 0 0 ¢ 0
0 4 1 - 0 4 1 - 0 4 1 -2 0 0 0 0

de acuendo a esto, podemos volver a plantear un sistema de ecuaciones,perc
ahona con La matrniz escalonada:

Xy + Xy “

100 Xy 0 0
0 4 1 -2] |Xf _ |0 o+ Xa- 2% |0
0 0 0 0| I|Xs 0 0 “lo
0 0 0 0] |X 0 0

L 0
de La definicidn de Lgualdad de matriices se tiene:

X1 "‘X'.. =0

4Xy + X3~ 2Xy = 0

que como sabemos del Zema I corresponde a un distema compatible indetermina-
do, y pon Lo tanto, existen una infinidad de matrices que, funto con La ma--
thiz B, satisfacen La expresdibn:

X2 +B?=(X+B)?

Para amplian tus conocimientos sobre el concepio de matrices, sus
operaciones y sus aplicaciones, te recomendamos que Leas "Algebra Lineal y
aplicaciones” de Francis Flioneg, editornial Prentice-Hall, pdginas 94 a 108
y el capitulo VIT del Libro "Matrices" de Frank Ayres de £a senie Schaum,
Ademds te sugernimos que nresuelvas Los siguientes ejercicdos.
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1.- Dadas Las matrnices

x 2 -1 1 3 3 2
A= (-2 1 y| B=|O c=[-z 1 3:| p=1-2 1 2
) 7 &

1z 2 2 5

Calcula Los valores de X,y,z para que se verifique La siguiente

Lgualdad:
A+BC=7
2.~ Sean Las matrnices
1 0142 0} 1 4 0 5 & 0 1
' 1
g__g_;g__g_,’r__g__ & 5 3 1 -3 ¢
A-00:0»1:0 B=1(3 2 2 1 4 2
= 1 1 .
0,041 0, 4 | 0 -1 0 0 6 0
1]
7 150 4i 1 1 0 -3 T 0 0
1] 1
(- ' ' -

con La particibn Lindicada en La matrniz A, obitén el producto AB Lndicando La
particién en La matriz B.

3.- Dadas Las matrnices

2 -3 -5 -1 3 5
A= i-] 4 5 y B=}1 -3 -5
1T -3 . -4 -1 3 5
obtén:
al AB
b} BA

4.- Demuestra que 54 A es una matniz cuadrada, £a matriz A+ A& es simétrica.
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5.- Demuestra que 84 A y B son dos matrices cuadnadas simétricas, La condi--
cibn necesaria y suficiente para que AB sea simétrica es que AB sea con
mutativo,

1 1-4 £ 1-£ 2
C= |1+4 3 L D= |-1-£4 3 4
2 -L 0 -2 £ 0

determing cual es hermitiana y cual antihermitiana.

7.- Demuestra que toda matriz cuadrada A cuyos elementos son nmimeros comple-~
fos se puedg descomponer en La suma de una matrhiz hermitiana B=—;—(A+A') y
otra antihermitiana =y (A-A%).

cos @ sen @
H = _
-sen ©  cos O

a) Comprueba que or

cos 20 sen 20
H =

-4en 20 cos 20

b} Comprueba que

- -

cos 30 sen 30
H? = .

-4en 30 cos 36

e) Sugiene una f6rmula para H MneN y demuestra su validez.
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9.- Lla mtriz

es una matriz nilpofente.
Obtén ef indice de La matniz nilpotente B.

10.- S&

obtén A empleando thansformaciones elfementales.

11.- Dadas Las matrices

Obtén fa matriz X que satisface £a ecuacifn matricial
BIXA - B} = CT + 2XA

12.- Determina 84 Las matrices

son ontogonales.
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13.- Determina 84 Las matrices

/'r15* (244) = (344) n’_ i n’_ i
-l v -
|- 344) n’; (2-4) /72' p ‘/_22_ y:

son unitarnias.

14.- 0btén La solucidn del sistema de ecuaciones Lineales cuya hepresentacibn
matricial estd dada pon: AX =B

2 0 1 -1 0
3 -1 3 -3 . -1
donde A = |, 1o 1 y b=1|,
4 2 -1 1 2

15.- Para ef circuwito eléctrnico de La figura

10 -5 0 L 30
-5 13 6 1z = 0
0 6 10 s Va

S{ se sabe que I, + I +135=0, obtén Los valores de 1,, 15, I;
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Delermenantes

Es grecuente descnibin algunas caracteristicas que distinguen a
una matriiz poh medio de algunos nimencs que se asocian a ésta. La regla
que asocda a cada matniz un ndmero concreto, define una funcidn de valores
numéricos de Las matrnices. Una de Las funciones con valones numéricos mds
impon,ta/n,te entrhe Las que se definen para Las matrices cuadradas es La fun--
cibn determinante, es decin, La funcién deteminante es una hegla que asig-
na a.cada mathiz cuadhada A un clento wimero,

A este ndmeno se Le LLama fambién determinante y e representa
pon det(A) 6 |A].

_ EL detewuminante de una matrhiz se puede /LQ)OH.MQW también median
Ze una tabla o arreglo nectangular de ndmeros,

Pon efemplo, el arneglo {2 -1 3

nepresenta el deternminante de 24 matriz: 2 -1 3

La notacibn de Las Lineas rectas vecticales para identificar el
determinante fue usada pon Los primercs que trataron el Tema, tales como Ja
cobd, Cauchy y Cayley.

Es conveniente tener presente que una matriz es un avreglo hectan
gular de nimerncs, mienthas que el determinante e un ndmero.

Pana comprender mefon el concepto de determinante consideramos el
cuadrade mostrade en La sigulente figuna.
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y Como Las cocrdenadas de sus vértices son
2 (0,01, (z,0), (2,2), (0,2}, nepresente--
mos Los segmentos que parten del o)z,égen y
Leegan a Los puntos (2,0) y {0,2)

como A= (2,00 y B -={0,2)

Escribamos estos segmentos en La foama:
z 0
0 2

es decin, en forma de un determinante, donde e primen renglbn e el segmen-
Lo A y el segmento B es ef segundo renglbn,

EL valon del determinante es cuatro.

Como se puede observar, este valon es {gual al drea de nuestro cua
drado. Podrlamos preguntarncs ahora &4 mediante detenminantes podemos caleu
Lan freas de nectdngulos cualesquiera. Para nesponder a esia pregunia consdd
denemos el rectdngulo indicado en fa figura:

A
Y
________ (a,b)
| Los segmentos comrespondientes son:
|
"o : A=(a,b), B=(ec,d)
1
'y i X nepresentando nuevamente estos segmentos
02 en forma de determinante;
)_y__ I a b
{c,d)

¢ d

de acuerdo al ejemplo anterion, el drea del rectdngulo serfa:
a

b
Area = = ad - be
¢ d
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Para verificar que efectivamente ad - be es el dnea del nectdngulo
sustituyames el valon de a,b,c y d en funci6n de x e y. De acuerde a La 44
guna anterdion se tendnd que:

A=-xcos01 y sen B, -y cos 0, x send
es decdn,
A=-xy (cos B, sen 0.+ cos 0, sen 0,)
As-xysen (0 + O2)= - xy
tomando el valon absofuto
Atea = -xy| =y
que cornnesponde al drea del rectfngulo indicado en La gigura:
A = (base) (altura)= xy

L

Podemo; concluin pues que el drea del cuadrado o del nectdngulo es
el valon absoluto def valor del determinante.

De {gual manena, asl como el valon absofuto de un determinante de
onden dos nepresenta geométricamente un drea, ef valor absofuto de un deter-
minante de orden trnes representa geométricamente un volfumen,

Veamos ahora fLa interpretacibn geométrica de algunas propiedades
de Los determinantes.

Consideremos el detenminante: .

a b
c d ‘ *
enfonces:
a b aa ab a b
u = =
¢ d c d ac  ad

geométiicamente quiere decin que 84 muliiplicamos Las componentes de uno de
Los segmentos pon una constante, estamos tambitn multiplicando ef &rea del
paralelogramo correspondiente por tal constante.
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Consideremos ahora La propiedad:

a) b] [} ay b1+a1 (<3
az by c2 = az bz+a, c2
as by Cs as bsta, C3

geométricamente quierne decin que el paralelepfpedo formado pon Los segmentos
CA=lay, by, &3], B=laz, b2, c2) y C=las, ba, c3) tiene el mismo volumen
que el formado pon Los segmentes. D= (ay, by+ay, ¢}, E=(az, br*az, ¢i)

y F= (aa, b3+a3, csl.

Para continuar el estudio sobre este fema te sugerimos que Leas
Las pdginas §7 a 97 del Libre "Calculus" de Tom M. Apostol, volumen 2, y que
trates de nesolven Los sdgudentes efercicios.

16.~ Sean Las matrices:

10 2 5 1 0
A= lo 3 4 B-12 o 3
12 1 6 0 ¢
calewla:
a) det (A) det (B) b) det (AB) c) det (BT AT)

17. - Caleuba el determinante de La mathiz
1 2. -1 3
2 2z -1 5
-3 -5 1 -8
-1 -1 2 -7

al Pon el métode de condensacibn pivotal.
b) Per el métode de La matriz trniangulan.
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18.- 84

10 2
A=lo -1 -2 y B=A- 2l
2 -2 0

donde T, es La matrniz identidad de onden 3 y X un escalar, caleuwla todos
£os valones de X que hacen que fa matrniz B sed singubar.

19.- Obtén La Lnversa de La matrniz:

1 0 4
F = 3 -2 1
0 6 1

porn el método de La adjunta.

20.- Demuestra que para una matriz cuadrada A no sdngular.
det (A1) = (det (A))7

21.- Pana el sdstema de ecuactiones Lineales

Xy - X+ X3 = 2
—2x; + 3xz - x3 = -1
2%y - 4%z + x3 = 0

obtér el valon de x, empleandc La regla de Cramen.




Mtsceldnea

T.- Obtén el nesultade de Las s{guientes operaciones:

110 7 4 5
oo 4 q |° " BT ) s
¢ 0 4 0 -1 0 ;
o 3 3 4k
2.- Dadas Las matrices:
]
3 -1 5 7 3 0 -1 : 7 0
]
As -1 40 1 613 4
2 9 -1 of B= |- P
- 5 -7 2,0 0
]
- ’
0 0 440 0

Obtén, pon particiones, ef productc AB nespetande £a particibn indicada para
B.

3.- Determina &4:

2 -7 -4
A= |-1 .3 4 es una matrniz Ldempofente.
1 -2 -3
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4.~ Para Las sdigudientes afirmaciones, escribe en el paréntesis cornespendien
te una V 84 La afirmacibn es verdadera y una F 84 es falsa.

Sean A,B y C matrices cuadradas def mismo caden.

() S& A es nilpotente de Lndice 2, entences, A=A2+A

() (AlB+C)) = A'B*+aA%c?

2
{ ) SiAes una matriz unitarnia, entonces, A=A*A

[ ) SiAes una matniz no nula y B una matriz ontegonal, entonces,
T -
BBTA = A 5

5.- la ecuacibn de una circungerencia que pasa pen tres puntos Pylxy,y,),

Palx2,y2) ¢ Pslxy, ys) puede eseribinse en Za forma: i‘
x? + 42 X y 1
LS S TR T )
Gy oxa oy 1
By x oy ]

a) Comprueba que Las coordenadas de cada uno de Los puntes Py, P, y P satis
facen esta ecuacidn.

b) Obtén La ecuacibn de La circunferencia que pasa pon Los puntos (0,0),
(3,6), (7,0).

6.~ Demuestra que el determinante de una matriz {dempotente es cero 6 uno,

7.- S& 1 2
A= , obtén una matrniz P no singulan
5
tal que ) 6 0
P AP=
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&.- Sea X z]
H=13 0 2
1 !

4x 4y 4z X Y F4 x-1  y-1 2z-1
a) A= |3/4 0 1/2{ b) B= {3x+3 3y 3z+Z2| ¢) C= |1 1 1
1o 1 6 6 6 3 0 2

9.- Si A es una matriiz no singular y K es una constante diferente de ceno,

demuestra que:

1

(K A)-1 =% A

10.- Obtén La matrniz X que satisface La sigulente ecuacibn
AlPX - xATc) = T

donde:

A - c-7 X, P-

11.- 0btén una matrniz X que satisfaga La ecuacibn matricial
D+ Ax = 3CT +BTX

donde: -
-9
p- 1|4 , - [—z 0 z]
5
0 7 2 130
A=l-1 5 g, B=|0 2 -3
31 12 1 <6 -15

40




12.- Demuestra que 84 AB = BA, entonces:

(AB)" = A"8" , NfneN
13.- Demuestra que el determinante de una matriz ontogonal es igual a * 1.

14.- Caleuba el deteniinante de £a siguiente matriz:

3 2 -1 3 2
-2 0 3 4 3
B= (1 -3 -2 1 0
2 4 1 0 1
11210

15.- AL nesolfven un sistema de tres ecuaciones Lineales con tres incognitas
X1, X2, X3, mediante £a negla de Cramer, se fiene que:

a 1 -1 2 1 a
5 2 4 1 2 5
i—? 2 3 3 2. -2 - 1
| = ———— Xg 2 —————=—— =
det (A) det (A)

0bztén :
a) EL valor de a
b} EL valor de X,

16.- 0btén La solucibn del sigulente Aute)nd de ecuaciones Lineales:

2x - 2y + 3z = 4
-x + 3y - 4z = -3
3x -5y +7z=17

por el método de eliminacifn de Gauss empleando £a notacibn matricial.
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Examen de %aﬁt'/u/o

1.- Dadas Las siguientes afirmaciones, escrnibe en el paréntesis correspon---
diente, una V 84 La aginmacibn es verdadera y una F 84 es gfaléa.

Sean A y B dos matrnices cuadnadas, A 5 B; siempre se cumple que:
a) ABAB%= A’B® ( )

b) ABA? AA*B2A = ABA7 B*A : ( }

el (AB)T- ATBT ()

d) 4iB=A- AT, B es antisimitrica () 10 PTS.

2.- Dada £a matriz adjunta de £a matriz A y una columna de La matriz trans
puesta de A,

1 -2 1 1

adj (A ={-4 7 -2 AT =
2 -4 1 3
obtén:
al det(A)
b) A A 20 PTS.

3.- Obtén todos Los valones de o y B para Los cuales £a matrniz A tlene
Lnversa.,

1 0 o
A=10 -1 0
o B 0

15 PTS:
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4.- Dadas fas sigulentes agirmaciones, escribe en el panén/tau correspondien
te, una V 84 La afinmacién es vendadera y una F 84 es gfalsa:

a) EL determinante de una matriz hernmitiana es un nimero complejo _ | )

b) Si A es una matrniz de onden n y o es un escalar, entonces:
det(aA) = o det(A) ‘ {

c) S4 A es una matrniz cuadrada con ndmencs complefos, entonces:
det(A*) = det(A ) ( )

d) S{ A es una matrniz cuadnada, no singular,entonces de,t(A)=de,t(A'1)_ { )

e} Si dos filas paralelas de una matriz cuadrada A son proporcionales
entre 84, entonces det{A) + 0 { }

15 PTS.
5.- Dadas Las matnices
2 0 1o
C = D =
1o 1
y sabiendo que A-B=1"", obtén fa matriz X tal que:
AXD-C = BXD 20 PTS.

6.~ Compara Los sdguientes sistemas de ecuaciones Lineales:

2 + 4n + 28 + 2ot = 4 x+2y+ 2 +ow=2

g+ n +26+ =290 2x + y +2z+ w =0
At Vgg o n o+ 38 - 38 = -1 B Y gx - y + 32 - 38w = -1

-g - n + 2 - ft=-3 2-x-y+22- w = -3

donde oo y B 4on conslantes.

Sabiendo que el detesaminante de £a matriz de coegicientes def sistema A vale
-22, cafeula el valor de w def sistema B empleando La negla de Cramenr.

20 PTS.

Tiempo mdximo de sofucifn 1:45 honas.
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CAPITULO III

Estruecturas
Algebraicas




"las matemfticas no estudian £os objetes sdino
Las nelaciones entre Los objetos; pen Zante,
Les es indifernente reemplazarn estos obfetcs
por otnos, con tal que no cambien Las rela-
ciones”.

H. Polncaré




Examen @t’ayno'a ltce

1.- Escnibe el conjunto nesultante de cada una de Las siguientes operacioned
A4 el conjunto de Los reales R es el conjunto undiverso.

al {1UQ'-R
b) (NNQ JU({TI-R')

2.- Completa connrectamente cada una de Las siguientes proposiciones.

a) La Ley cancelativa para La adicibn de nimeros naturales dice:
Ma,b,ceN AL

b) EL conjunto de Los nimeros enternos cumple Las siguientes propie
dades bdsicas para La adieibn:

.

¢) La Ley asociativa para La multiplicaci6n de nidmenos racionales-
dice: ¥x,y,zeQ

d} EL elemento <déntico para La multiplicacibn de ndmenos comple--
f05 ea:

3.- Algunos tipos de funciones neciben dos o mds nombres. A continuacidn te
presentamcs en La cofumna izquierda algunas funciones; escribe en Los parnén
Ztesis de La columna derecha a que tipo de funcibn equivalen.

A.- Funcibn unfvoca () Funeibn biyectiva
B.- Funcién biunivoeca { )} Funcibn inyectiva
C.- Funcién uno a uno y "sobnre" () Funcibn suprayectiva
D.- Funcibn "sobre"

4.- Deternmina que #ipo de guncibn es La definida en cada uno de Los siguien
Les Lncisos, 84 §:R->R,

al  §{x) =5x+2

bl §lt) =2t

el flx)=x2-1
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5.- Cafeula Las derivadas de Las siguientes funciones.
a) flx) = 302X 44
b} glt) = Log,ol1+2) + 743

e} flx) = zan x - §x?
Compara tus resultados con Los escritos al final de este cuaderno,
84 cometiste alglin ernnon te sugeiimos consultar La sdgulente bibliografia.

- Caleuwlus, fomo 1
Aposto M., Tom,
Edit. Revertf S.A., Za. edicibn

- EL Cdleulo con Geomeinia Analitica

Leithold, Luis
Edit. Hata, 2a. edicibn
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e@/wa’uc/oé de ﬂﬁwna@@/’e

A continuacibn te presentamos Los objetivos mds Lmportantes

que debes alcanzarn al terminan esie tema:

111.1 Dado un conjunto con una o dos operaciones binarnias, determinan

que estructuna algebraica forman.

111.2 Dados dos grupos o dos anillos y una funcibn, determinarn 84 --

eslh es un homomorfismo o un Lsomorgismo.
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Intlroducciar

EL objetive de este tercer capftulo es estudian el concepto de estructu
na algebraica,

En forma general se define una estructura algebraica como un conjunto -
en ef que estdn definidas una o mds operaciones. Las estructuras algebrai--
cas mds impontantes son: grupe, anillo y campo o cuerpo. Pon ejemplo,el con
junte de Los nidmeros enteros con Las operacicnes de adicibn y multiplicacitn
es un anillo y el conjunto de Las rotaciones que puedan efectuarnse sobre un
obfeto cen La operacifn de composicibn es un grupo.

Las estructuras algebraicas desempeiian un papel muy L{mpontante en
muchas ramas de fa ciencia como por ejemplo: La Leoria de La relatividad, -
§4sica nuclear, mecdnica cudntica, cristalogragia, ete. Sin embargo, en --
este cunso a6Lo estudianemos Las nociones bdsicas del tema.

Esta podercsa herramienta matemdtica fue creada a prineipios del -
siglo XIX, y entre algunos de Los matemdticcs mis importantes a quienes debe
mos su creacibn, podemos citar a Evarniste Galois, brillante matemdtico gran-
cbs muento en 1830 a La edad de 21 afics, en un duelo; Galois fue el princd--
pal promoter de La tecrnfa de grupos.  Otros célebres matemdticos que también
hicieron contrnibucicnes en esta nama de fas matemdticas gueron Augustin - -
Louis Cauchy, Sin Arnthun Cayley y Niefs Hewrik Abel.

A continuacién daremos un panorama genenral de La distibucion de -
este capltule con el objetivo de ublcar al Lecton.

En primen téamino, se presentard el concepto de operacién binaria
que es esencial en el andlisis de Las estructunas algebrdicas. Posteriormen
te, se anafizandn algunos conjuntos y Las operaciones binarias que se han de
finidc en ellos y, de acuerdo a Las prcpiedades que dichas operaciones po--
an, se determinard a que tipe de estructura algebraica pertenecen.

Finalmente, en Lo @tima parte del capltulo se estudiandn dos con
ceptos de singularn {mportancia: Aisomorfismes y homomongismes entre grupcs
anillos.
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@ﬁe&act’o’n PBrnaiia

Introducinemos ef concepto de operacion binania mediante Lo 84i--
gulente situacdibn hipotética.

Era el primen dia de clases en un grupo de matemdticas. Los alum-
nos, después de una breve pldtica, solicitarcn al profeson que Les {ndicara
La fonma en que Los calificania. Las condiciones quedaron establecidas de -
La sdiguiente manera:

a) Dunante el curnso se hardn tres exdmenes panciales.

b) Se caleularnd el promedic P de Las tres calificaciones parciales.

c) AL terminan el cunso se hand un examen final el cual proporcio-
nard otrha caldficacién E.

d) la calificacibn finak CF de £a materia se obiendrd de La suma -
del doble del promedio P mds el examen finat EF, y- dividiendo-
el nesultado entre 3, es decin :

+
cF=_ﬂ%.fE
e) Tedas Las calificaciones parciales as{ come Py E. quedandn -
comprendidas en una escala de 0 a 100.
§] En Las calificaciones P, £y C; se omitindn Las cifras decima-
Les.

Con el objeto de que estas condicicnes queden claras para todos --
Los atumnos, y evitar neclamaclones postenicnes, el prefeson expuso el siguien
fe efemplc.

Alumno: Manuel Sdnchez Herndndez

Ten. examen parcial = 75
20. examen parcial = 30
3en. examen parcial = 6§
Por Lo tanto, P = 57
E_ =72
F
y La caldificacibn final Cp es:
__2(571)+72 _
Ce- = 62
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Anwlicemos ahora cbmo Las condiciones establecidas en este efemplo
Lnvolucnan, cn toda su extensidn, el concepto de operacién binaria.

Se:pdn La definicibn de operacién binaria, &sta es una regla que --
asoeda a cawe par de elementos de un conjunto S, un tercer elemento unfvoco
Llamado resw. tado de La operacibn., Ahora bien, en nuestro efemplo anternion-
Zenemos una negla que asocda a cada par de valores Py EF un tercen valor, -

que de acueruic con La condicibn "d" es igual a LP;—EL

Aaiemds esta hegla de asociacibn estd deginida sobre el conjunto:
= {x}xel, 0<x <100}
puesto que Tunto P como E. 46Lo pueden toman valones dentro de S {ver condi
clones ey . . ‘
Pce. Lo tanto, en este ejemplo estdn presentes todos Los elementos-

que definen ¢ una operaciln binaria,

S« denotamos con el simbolo © a Las operaciones que se deban --
efectuar con Py E, paa obtenen La calificacién §inakl Ca Ztendnemos que

CF =P 6O EF (1)
donde La exp—esibn P O EF significa
. IP+Ep {2)
PO EF- 7

La ecuacidn (1) nos indica que a £a pareja de ndmeros Py E. se Les
asocéa el nwmeac Cp de acuendo a £a negla © . Es decin, © representa-
a £a operaccin binarndia.

La ecuacibn (2} degine a La operacidn © mediante una expresifn -
algebraica ui.uak.

En genenal, el nesultado de una operacibn binaria depende delf onrden
en que se tormen Los elementos. Esto se hace patente en el caso de nuestrno -
efemplo, ya sue en ténminos generales

PGEF# EFOP

0 bien

2P+EF ZEF‘FP
3 * —3

Por ejemple L P=57 y EF= 72 tenemos que

»

2(57) +72 2{72) +57
3 3

+

Por Lo tantc fLa operacién binaria © no es conmutativa.
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Analicemos ahonra 84 La operacibn © es cerrada en el conjunts S.
Para que £a operacifn sea cerrada debe cumplinse que:

(P © EF)eS ¥ p, EFES

En otrnas palabras, para que © sea cerrada, debe cumplinse que La
calificacibn final CF esté comprendida entre 0 y 100 y que sea un nimero ente
ho, parna cualquiera Py EFE S.

Debido a La condicitn (§), La calificacibn C. sdempre send un ndme
ro entero. Pon Lo Zanto s6Lo0 nesta investigar 44 C. esth comprendida entre
0 y 100.

Sustituyendo en La expresiln

_ 2P+ Ep
PO B g

Los valornes mAximos que pueden tomar P y f:‘F Ztendremos :

2(100) + 100
—

100 © 100= =100 e S

Lo cual {ndica que ain para Los valores mdximos de P y EF el nesul
Zado es menon 6 Ligual a 100.

Procediende de igual gorma para Los valores mindmos que pueden 2o
man Py b ZLenemos:

0 6 0=

2{0)+0 _
-—-——3———0es

Porn tanto adn para Los valores minimos de P y E. el resultado es -
mayon o Lgual a cero.

Tomando en cuenta ef nazonamiento anterion y La condicibn (§), po
demos concludir que CF sdempre send un ndmeno enteno x tal que 0< x < 100,
de Lo cual concluimos que La operacibn © es cernada en el conjunto S.

Conviene hacer ahora algunas reglexiones y propener algunas activi
dades alrededon del concepto de operacibn binaria.

a) Disenia tres operaciones binarnias, definidas sobre el conjunto de Los nime
rnos enternos, en Las que el orden en que se tomen Los elementos no altere el
hesultado.

b) Disena una negla de asociacién, sobre el conjunto de nimeros que td elifas,
tal que no constifuya una operacifn binaria.
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¢} Analiza Las deginiciones de operacibn binaria que aparecen en Los Libros:
"Algebra Mederna" de Frank Aynes Jn. de edit. Mc. Graw HiLE, senie Schaum e
"Introduccibn a La Matemdtica Moderna" de Efbridge P. Vance, edit. Addison-

Wesley, y compdnalas entre 84 y con La definicibn dada en Los Apuntes de --
Algebra (pag. 1—23)3 A continuacibn elabora una Lista con todas Las carac-
teristicas comunes que encuentres en Las tres definiciones y redacta una gra
se en La que expreses ef concepto de operacibn binardia.

d) Ahona trata de nesolver Los sigudentes ejencicios, s4 no te es posible ne
gresa al ejemplo anternion, estddialo con cuidado y vuelve a intentar nesolver
estos efencicios.

1.~ Consideremos La siguiente operacibn:
a * b=3{a+b) ¥Ma, beN

a) ;Es * una operacibn binaria? Justifica tu respuesta, verificando 84 satis
face La definicibn de operacifn binaria.

b) Caleula el nesubtado de: 1 = [1 % (2 » {3 % 4)])

¢} Detenmina 34 a * (b ®c)=(a » bl*c;Ma,b,ceN

2.- Sea el conjunto T={2]|2=3 n, MneN} y La operacibn binarnia @ de-
ginida pon:
x@y =Ix+2y+é Mx, yeT

a) Caleula Las operaciones: 9 (@6, 1@6, 3()3, cuando estén dedini
das. :
b) Demuestra que La operacién (P) es cerrada en T.

¢) iEs conmutativa £a operacibn @ en T?

d) ;Es asociativa La operacibn (P) en T?

" Editados pon La Facultad de Tngenierta, en 1975.
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- Gstlwucluras ﬂ{yeﬁ@aicaa

Cuando en un conjunto S se han definido una o varias operaciones -
binanias *, A, . . . se acostumbra denotarfo como (S, *, A,...) y se di
ce que £as operaciones *, A, ... deteuninan en S una estrwetura algebraica
Yy que (S, *,4, ...) es un sistema algebrdico. '

A continuacién te presentamos un ejemplo en el que trataremos de -
ustnon el concepto de estructura algebraica.

Sea el conjunto M de matrices cuadradas de onden 2 de La forma

a
M= /a, bel
0 b

¥ La sigulente operacién binaria que refaciona Los elementos de este conjunto.
AG B = A+T+8"
donde A y B son dos matnices cualesquiera del conjunto M.

Entre Las estructuras que puede forman el sistema (M, ¢ ) Las mds -
impontantes son La de grupo y grupo abeliano. Analizaremos en base a susb --
propiedades s34 & determina en M alguna de estas estructuras.

a)l En piimern téumino, pfwb.a)temo/s que £a operacibn ® es cernada en el con--
junto M. i
Para esto, definamos dos matrnices ne particularnes del conjunto.

a, 0 —(12 0
A = , A= , A1, Az e M
0 b, 0 b,

y operemos con ellas de acuerdo a @

a, 0 16 Jaz 0" [a; +1+a, 0
Al A, + + =
0 b) 0 1 0 bz L 0 b) +1 *bz

podemes observan que ef resultado es una matniz que pertenece al corfunto M
ya que es una matriz diagonal con elementos enteros. Este nesultado se  pue

de expresan como: (A; @ Ag) e M AL, A e M
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b} Tavestiguemos ahora 84
AL 0 (A & Aj)=(AL & A2) 0 A3 MA, Ay, AjeM
es decin, 64 © es asoclativa en M,

Conmaideremos nuevamente trhes matrices no particulares de M,

la 0 c a2 0 as 0
Ay - , Az s y A=
0 b, 0 by 0 bsy
Operemos con el primer miembro de La ecuacibn anterion

fa, +1+a, 0 ay+1+{az+1+as) 0
A1 [} (Az [] A3)=A;¢ =
) 0 b2+1+b3 0 b]*’*(bg*’*bg)

neagrupando, obtenemos
—a ytaz+azt 2 0
2

0 by +by+bs+ (7)

Al ¢ (Az (b A3)=

Operemos ahona con ef Lado denecho.

@y +1+a, 0 Ma, +T+az) +1+a; 0
(A‘ ¢ Az) ¢ Ag—'- ¢A3=
0 by+1+by L 0 (by+7+by)+14+b
es decin,
@, +a, +as+2 0 B
(A1 & A2} @ Ag-= —_— 27
0 by +by+byt]

como Las expresiones (1) y (2} son iguales, se cumple esia propiedad.

c) Comprobemos en este inciso La existencia del elemento {déntico, es decin
La existencia de una matriz dnica.

a, 0
u= eM; ay, byel
0 by

tal que
AdU=UPA=A SAeM
para esto considesemos a La matriz

5é
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que representa a cualquien matriz de M.

a+tl+ay 0

Ad U= Lo cual, como puedes comprobar, es
0 b+l4+b

Lgual a U ¢ A,

De acuerdo a La definicifn de idéntico, se debe cumplin que - --

A dU=Ud A=A, e decin,
a 0 -
ay = by = -1
0 b

a+l+a, 0

0 b+1+b
-1 0

que pentenece a M, por tanto, exdiste ele-

0o - mento {déntico.

d) Existencia de elementos inversos.
De acuendo a su definicibn, esta propiedad se cumple A4i:
WAeM 3 AeM tal que ASA” =A7 g A=U

supongamos que:

5> |@*l+a; 0
AdA” = Lo cual, como puedes comprobar,es
0 b+1+by

igual a A7 % A,

De acuerdo a La definicibn de eLementos invernsos A AT =A% A=U

[a+1+a; 0
0 b+ 1+by

-{z+a) 0
A% .
0 -(2+b)] de esta expresidn podemos observar que A” existe y

es dnica para cada matrniz de M y que A” pertenece a M.

-7 aj=-2-a

0
J de donde:

_ 0 bi=‘2‘b

Asl, por efemplo, ad:
-7 0
A= » A’:
[ 0 1
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y se cumple que: T q
. 5 0 1T 0 -7 0 -1 0
Ao A - + + - - u
0 - 0o 1 0 1 0 -
Hemos demostrado que el sistema (M, & | cumple Las propiedades de

- Cerradura

- Asoclatividad

- Exdstencia de elemento Ldéntico
- Existencia de elementos Ainversos

porn Lo que (M, & ) es, al menos, un grupo,

Porn otrno Lado, se cumple La propiedad conmutativa, es decin:
Ay $ Ay = A, ¢ Ay V‘Al, A, eM

o 0] 1 0 Ta 07T [aytar+d 0
+ + =
0 bl 0 1 0 bz 4} bl'*bz'*"
T
az 0 1 0 ay 0 Qy+ay+l 0
A, & A, - + + =
0 bz 0 1 0 bl 0 bz‘*bl"'"

donde podemos observar que efectivamente, Ay ¢ Az=A; & A,

ya que:

A; @ A

AL cumplinse La conmutatividad adicionafmente a Las 4 propiedades-
anteniones, podemos concluin que (M, ¢ ) es un grupo commutative (6 grupo --
abeliano) .

Ahona te exontamos a healizan Las sigulentes actividades que te --
ayudandn a meforan tus conocimientos sobre estructuras algebraicas,

a) Tnvestiga que se entiende pon "Ley cancelativa" y que nelacién tiene con
Las phopiedades de grupo. Te aconsefamos que consultes el Libro "Algebra -
Moderna" de Frank Aynes Ja. de La senie de compendios Schaum, edit. Mc.Graw
Hikt,
b) iTiene solucibn La ecuacibn:

Ao @ X A & X ® A=A, D Ao O X

deginida en el grupo conmutative (M, & )7
Justifica cada paso de tu hespuesta de acuerdo a Las propiedades -

del grupo conmutativo.
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¢) Describe Las estructuras algebralcas que conozeas en funcibn de £as propie
dades inherentes a cada una de ellas.

A continuacibn te proponemos afgunos efercicios, 84 tropezaras con
alguna dificultad acude al asesor de La materia.

3.- Sea &L conjunto A definido por:
A= {x | x=—}- , heQ}

Determina 84 el sdistema [A,+), donde + es La adicibn, es un grupo-
abeliano.

4.- Se Zienen tres cajas rumeradas que contienen tres objetos diferentes co
mo se muesdtra en La sdiguiente gdgura.

e

Se pueden efectuan cambios de posicibn de acuerde a Las siguientes
Lres acciones:

Accibn 1.- Consiste en dejan Los objefos que se encuentren en ese momento -
en Las cajas 1,72 y 3 en su Lugan.

Accibn 2.- EL objeto que se encuentha en La caja 1 pasa a La 2, el de La ?
ala3yeldedla3adal.

Aceibn 3.- EL obfeto que se encuentra en fLa caja 1 pasa a £a 3, el de La 3 a
La 2 y el de £a 2 a fa 1.

La operacién b&'na)z;éa que se define a continuacibn consiste en apli
car una acedbn Ay en seguida de una acedlbn Aj a La posicibn de La figura ante
nion y el nesubtado es equivalente a una sofa aceibn Ay,Lo cual se escnibind

As (DA = A




Pon efemplo, &4 Zomamos como punto de partida La posicibn enm La -~
que se encuentran £os objetos en La glgura anterdior ;Qué posdicifn se obtie-
ne 84 después de La accdibn 2, se aplica La aceibn 37

Veamos :
Despubs de La accedlbn 2 Lenemos:

aplicando La accidn 3, queda

Que es equivalente a aplicar La accibn 1 a La posdicidn iniciok. Es
decin, As @ As <A

iQué posicibn se obtiene s4 después de aplican La accibn 2 se apli
ca La aceibn 17 Observemos,

3

Después de La accdibn 2:

Aplicando La accibn 1 Los objetos quedan en La misma posdcibn Z,--

porn Lo tanto
Az ®A1 =A2
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Se puede entonces construin La sdiguiente tabla de La operacibn bina
ria @ entre accdones.

Donde se observa que han sdido anotados Los nesultades de Az@ As,
as{ come también de Az@ A

Completa La tabfa de La operacibn y determina que esiructura alge-
braica forman el conjunte de Las acciones -y La operacdibn binaria.

5.- Sea A un conjunto no vacfo, determina 84 el conjunto de todos Los subcon
juntos de A con La operacdén {ntersecedln forman un grupc.

6.~ Demuestna que el elemento neutno de un grupo, a4 existe, es dnico.

7.- Dado ef conjunte L={y/y=Logx, x>0, xeR} y La operacibn binaria
Leg xy O Log xz = Leg (x1x2) M x1x2€R

X, >0, Xz > 0,sabdlende que el conjunto L es cerrado con nespectc a O vy -
que esta operacibn es ascciativa y conmutativa, demuestra que el sdistema - -
(L, O) es un grwpo abeldanc.

§.- Sea (G, *) un grupo, demuestra que £a ecuacifn x*a=b; a,beG Liene
solucdibr dnica.

9.- Sea ef grupe {P,*), dende P={3p/pe I} y La cperacidn * estd defini-
da come: a¥b=a+b Aa, beP

Determina 54 el sistema (U, *) es un subgrupc de (P, *}, donde -
U={6p/pell.
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10.- Sea el sistema (B, *, ©), donde B={4m/mel}, y Las operaciones --
* y O estdn definidas pon:

a*b=>b+a

aOb=—az—b- Ara, beB

&4 (B, *] es un grupo abeliono, determina s4i (B,*,0) es un anillo.

11.- Sea el sistema (I, +) cuya estructura es de grupe abelianc. Si defini-
mos una operacidn * tal que:

a*b=Kab %ta,bel (donde K es cualquier enteno)

a) Demuestra que el sistema (I, +,*) tiene estructura de anille conmutativo.

b) S& K=1 ;Qué estructura tiene ef sistema (I,+, %) 7

¢) Si K=0, determina porque el sistema (I, +, *)no es un dominio entero.

12.~ Demuestra que el conjunto D={la+vZ bl /a,beQ} forma un campo para
Las operaciones de adicibn y muliiplicacibn definidas en R.
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Sean dos gnupos (T, ® ), (S, ©1, donde T={x/xe R}, ~----
S=1{{x, 2x, 3x) / xe R} y Las operaciones binarias ® y © se deginen por:

x® y=x+y, ¥x,yeR
(x, 2x, 3x) © (4, 2y, 3y) = [x+y, 2x+y), 3lx+y)), *x,yeR
Definamos La funcifn biyectiva
§T,®) > (S,0) Zal que
§(x) = (x, Zx, 3x).

AsL pon ejemplo, §11}=11,2,3)
f1-4) = (-4, -8, -12)

Cateutemos por un Lado
1@ (-4)=-3 (1
y pon otno Lado, cakeulemos (1) © 4(-4], es decin,
§(1) © §(-4) = {1,2,3) © (-4, -8, -12) = (-3, -6, -9) (2}).

Observamos que Los nesubtados mantienen La relacibn biyectiva esta
blecida puesto que aplicando £a funcibn § ak nesultado de La expresitn (1),
obtenemos el nesultado de La expresibn (2), o sea §(-3)=1(-3, -6, -9},

Lo anterion Lo podemos esenibin pon Zanto de La siguiente manerd:

6('3) =6(1 e -4 ) =6(” o 6('4) = (—3; _6P_9)I
y en general, se puede probar que:

flx @ y) = 4(x} © §ly), ¥x, yeT (3)
Probbmosto:
flx @ yl=flx+y) =lx+y, 2x+y), 3x+y)) _____ (4)
§x) © §ly) = (x, 2%, 3x) © (y, 2y, 3y) = (x+y,2{x+y), 3(x+y)) 15

como Las expresiones (4) y (5) son diguales, enfonces (3) es clenta.
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Si ahora desedramos obtener ef nesultado de operan con més de dos-
elementos de S, por efemplo

(-3,-6,-9) © (5,10,15) © (2,4,6) O [1,2,3) (6)

en vintud de que La funcidn es biyectiva el nesulbtade se podrnfa obtenen en -
gorma equivalente a partin de:

-3 5201 {7}
puesto que:

§(-3)=1(-3,-6,-9)

§05)=1(5 10,15)

§l2)=1(2,4,6)

§1)=1(1,2,3)
Entonces, (-3 ® 5@ (2 & 1})=2 & 3=5

y, como §(5) = (5, 10, 15}, podemos asegurar que el hesultado de La expresibn-
{6) es (5,10, 15}, o 4ea,

{-.3,-6,-9)0 (5,10,15) © (2,4,6) O (1,2,3) = (5,10, 15)

Como puedes observar, ® es La adicibn ondinaria de ndmercs heales,
porn Lo que nesultd mds sencillo obtener el resultado de (6) a partin del e
subtado de (7).

Las funcicnes biyectivas que cumplen La ecuacidn (3) se LLaman --
Tsomongismos y como pudiste observar, una de sus aplicaciones gundamentales-
es La de podern manejan indistintamente dos estructuras algebraicas siendo -
equivalentes Los hesultados.

 En resumen, Las condiciones que se deben cumplin para La existen--

cla de un Lsomongismo entre grupos, son Las sdiguientes:

Dados dos grupos (A,*) y (B,A), exista una funcién §, §:A > B, tal
que:

a} § sea biyectiva, y

b) fla * b) = §{a) A §(b), ¥a,beA.

Condiciones semejantes se establecen para oiras estructuras alge--
braicas. En este capltulo nos ocuparemos, ademds, de Isomorfismos entre ani
Leos.
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En muchas ocasiones La nelacibn establecida entre dos estructuras- b
no es biyectiva, sino inyectiva y sin embargo, cumple La condicibn .

4laxb) = §la) A §(b], xa,beA y 4§la), §(b) eB.
Se dice entences que § &s un "Homomongismo" .,

A continuacién te presentamos algunos efemples que al resolverlos,
te ayudandn en La mejor comprensifn de este concepto.

13.- Sean (1, +) e (I,4) dos grupos, donde Las operaciones * y A estdn degd
nidas ponr:

axb=a+b+]
y abb=a+b, ¥Na,bel

Determina A4 La funcibn biyectiva §:1 + I, definida por §la) =a+1,
Mael, es un Tsomorglsemo.

14.- Demuestna que a4 § es un Isomorgdsmo entre Los grupos (G,*)y (G A), y
u es el Ldéntico de G; entonces, §{u} es el idéntice de G'.

15.- Sean {Q, +, *} y (R, +, ® ) dcs anillos, La operacin (+) es La adicibn -
wsual, (+) es La multiplicacibn comin y ® esta definida come:

a® b=3ab Xa,beR

-

Determing &4 La funcién §{x) = 3x, ¥xeQ es un Homomonfisme.
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Misceldnea

1.- Considera el confunto: A={ao, a), az} y La operacibn binarnia @ dedi-
nida por:
a; ® ay = ajsy 8L L+4 <3

a; ® aj = aj45-3 84 i+4§>3

donde ay y a; son efementes cualesquiena de A, Demuestra que (A, & ) es un
grupo abeliano.

2.- Sea el conjunto M={x/x=vV3 p, pel} y La operacibn a O b=a+b+/3 ,
¥ a,be M. Determina 44 el sistema (M, O ) es un ghupo.

3.~ Demuestna que 44 a y b son dos elementos del grupo (A, *), entonces: - -
{a*b]” =b” * a7, donde x7 es ef inverso de x,¥xe A.

4.~ Considena el nelof mostrado en La fdgura cuya dnica manecilla tarda una-
hona en desplazanse de un ndmerno al sigudente; asi, 44 La manecilla estf en
La posdicibn 1, despuls de des honas estarnd en La posicibn cero, pudiendo ne
presentan estc come 1 @ 2=0

Obtén que estructura algebraica con nespecte a La operacibn @ -
forma el conjunto cuyos elementos son Las fres posdciones sdende @ el des
plazamiento por hora de Las manecillas.

5.- Considena Las parejas de ndmeros (a,b) y {c,d) donde a,b,c,de R; - - -
a,c #+ 0. Sea fa operacilr # definida como:

{a,b) # {c,d) ={ac, be+d)
J0ué estructuna forma el conjunte de estas parejas y La operacibn ¥ ?




6.- Demuestra que La interseccibn de dos subgrupos es también un Aubgnupo y
que su unibn en general, no es un subgrupo.

7.- Sea el conjunto de puntos del planc xy y Las operaciones o y V definidas

como sdgue:
Q o R = e punte medio de £a necta QR: y

PV Q= el punto sobre La prolongacibn de La necta PQ .,
La distancia de dicha prolengacién es igual a fLa distancia de P a Q
y se encuentra del Lado del puntc Q % P,0,Re al planc XY
al iSon o y V operaciones binarnias?
b) iEs ciento que Po(QoR} = (PoQ)o R?
¢} iSe cumple La distributividad de V sobre o por £a izquierda?
d) :Se cumple La distributividad de V sobnre o por La derecha?

§.- Sea el confjunto S={x/xel, x>-3} y Las operaciones O y A. La ope
racién A es cernada, asociativa, conmutativa scbre fLa operacibn O , y La
operacibn O estd definida como:

aOb=a+b+2 a,beS.

iQué estructuna algebraica tlene el sistema (S, O ,0)7

9.- BL sd-tama (A, +) es un grupe abelianc, determina s4 {A, +, A) es un domd
niv entero, donde: ¢
A={Zn/nell}l y at b=—;—ab ~a,beA

10.- Demuestrna que el conjunto H={x/x = —;5—-, a,bel, b #£0} es un can
po respecte a Las operaciones * y A definidas de La siguiente fonma:
X ¥ y = x + Y

xAy=——;—xg *x,yeH

17.- Demuestra que A4 La guncifn §:G > H es un Laomengismo entre Los ghupcs
(G,*) y (H,8), £a funcibn inversa 5"1: H = G también es un Tsomergdisme
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12.- Sean (Q,*) y (R, *) dos grupos, donde:
atb = a+b+ab *a,beQ, & “a,beR
detenmina 44 La funcibn ingectiva §:Q+R definida por ¢la)=-a ®aeQ s

un Homomorgismo .

13.- Sea (G, +,® ) un anillo, donde G={Ae*/AeR, xe(-=,=|} y Las opera-
ciones +, © estdn definidas pon:

Ay e®+ Ay e® = (Ap +Ay) R

AreX O Ape® = AA " A e, A e¥eG
determina &4 La funcibn biyectiva §: (G, +,0 ) » (G, +,0) definida por --
§la) ="de_9 NgeG es un Tsomorgismo.
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Examen de %aﬁ/{u/o

1.- Sean * y o dos operaciones binaiias definidas en ef conjunto A, para Los
cuales (A, *) es un gwpo abeliano ¢ (A, o) es un grupo no abellano.
a) Demuestrna que La operacién b definida come:
xby =[x *yl ox Wx,yeA
es cemrada y no es conmuiaitiva.

b} Establece una condicién suficiente parna que el conjunto A Zen-

ga ddéntice pon La L{zquierda para £a cperacibn A.
20 PTS.

2.- Determina 84 el conjunte F={x+V7 {xel} y La operacibn * deginida-

por: a*b=a+b-v7 a,beF
forman un grupo. 20 PTS.

3.- Demuestrna que 54 a? es el Lnvenso def efementc a de un grupo, entences -

717 -
(a?)” =a 15 PTS.

4.- Sea (G, +) un grupe abellanc cuye elfemente neutrc denclaremces mediante z.
S4 deginimes La multiplicacifn en G como a « b=z, Xa,beG. Deternina 44

(G, +, ¢} es un anlllc.
25 PTS.

5.- Sea (S, ® , 0 ) un anille, donde S={la,bl/a,beQ}
y la,b) ® (c,dl ={a+c, b+d] wl{a,b),(c,d)l €S
(a,b) O (c,d) = (ac, bd)
ysea (E, +, +) otno anikle, donde E={a+b V7 {a,beQ}, (+) u {+) son La
adictn y multiplicacifn comunes para ndmencs reales, nespectivamente.
Determing 84 La funcibn biyectiva §:S » E definida per fla,b) =b+av?

{a,b) €S es un Tscmerfisme. 20 PTS.

Tiempe mdximc de scfucidn 2:00 honas.
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CAPITULO 1V

Espacios

Vectoriales




";C6mo se pueden sumat cosas que no son ndmeros?
La explicacibn consiste en que en dlgebra moder
na ef s4gno + no sdigniflca que se realiza una
suma en ningdn sentido real. Significa meramen-
te que se estd realizande alguna operacilr que
de alguna manera Le hace al matemdtice recordas
Las reglas de La adicidn. EL parecido es de
esquema, nc de contenide".

W. Sawyen.




Examen @t'agno'd/ico

1.~ Dados £cs vectcres de RS,
vi=1(1,0,3,-1,4), Vp=(-1,0,-3,1,-4), VUs=(3,0,1,4,-1},
Vo=11,0,3,-1,4), TUs=(4,-1,3,0,1)

iCudles de elles son Lguales?

2.- Sea el polinomic plx) = x* +3x-'6
¢Qué valores deben tomar a,b,c,d y e para que el poLinomio
glx) =ax* +bx®+cex® +dx +e
sea {guak al polinemio p(x)?

3.- Tabula La funcibn
38+8%, 8<0

§18)=
38 -8%,8>0
en el intervale [-2, 7] para Sel

4.- Caleula La primera y £a segunda denivada de Las siguientes funciones:
al  fi{x) = 4x® - 3x2+x
b)  da(x) = 3¢**+ 3x cos x

¢ falxl < HEX g0




Si tdenes alguna duda en La resolucibn de eslos ejercicios e sugerimos con
sultes Los siguientes Libros,

~ - Apuntes de Geometrnia Analitica
Facultad de Ingenierfa, UNAM
Pégina 14

- Algebra, la. parte
Facultad de Ingendienia, UNAM
Pdgina 129

- Cdlculo Diferencial e Integral
Frank Aynes In.
Edit. Me. Graw-HilE, senie Schaum
Pdginas 28 a 34
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SPorcduclos de ﬂﬁ& endz}@/'e

, A continuacibn fe presentamos Los objetivos mds impontantes que de
bes aleanzan al terminan este tema:

V.1 Dada una estructura algebraica determinan s4 se trhata de un espacio
vectorial .

V.2 Dado un conjunto de vectores,obtenern el espacio vectorial que generan;
una base y La dimensién del mismo.

V.3 Dada una matriz, obtenen el espacio vectorial generado por Los Henglo-
nes o cofumnas de La misma y el nango de esa matriz.

1V.4 Dado un sistema de ecuaciones £ineales, expresarn su solucibn como una
variedad Lineal.

IV.5 Dado un confunto de funciones definidas en un intervalo, obtener el
espacio vectonial que generan, una base y La dimensibn del mismo.
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Introduccion

EL dlgebra Lineal es La parte de Las matemdticas que estudia Los
espacios vectoriales y algunos conceplos helacionados con ellos. Pon Lo zan
1o, ef tema fundamental de cualquier curnso de dlgebra Lineal es precisamente
el de espacic vectornial y send estudiado en este capitulo,

A Los espacios vectoniales también se Les &lamd espacios vectoria-
Les Lineales o simplemente espaclos Lineales.

Un espacio vectorial es un conjunto de elfementos que satisfacen
clentas propiedades 'y a Los efementos def espacio vectorial se Les Llama
vectones.

Generalmente, Los alumnos que inicion el estudic del dlgebra Lineal
ya han tenido contacto con el concepto de vector y estdn familiarizados con
una senie de propiedades interesantes que tienen estos objefos.  Pero, gene
nakmente, 46Lo han visio casos particulares de vectohes.

Uno de Los objetivos de este capitulo, es mostran al estudiante
que existe una gran cantidad de vectores distintos a Los que habitualmente
cenoce. ‘

AsL, porn ejemplo, al terminan esie capliulo deberd haber aprendide
que La funcibn senx o cuakquier otra funcddn continua es un vector, y que
La matniz )

12
3 4 y La solucién de La ecuacibn diferencial

d 2y dy y _
g (-2 ) =0
ason tambi€n vectores, ete.

YPon et momente, no mencionanemos cuales scn dichas propiedades; pero el Lec
ton interesado puede consultar, pon ejemplo, £a plgina 63 del Algebra Lineal
de Seymoun Lipschutz edit. Mc Graw-H{lL o Las pdginas 163 y 164 del Algebra
Lineal y Aplicaciones de Francis G, Florey edit. Prentlce-Hall.
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En todos Los casos el estudiante deberd saber explLicar pon qué ca-
da uno de Los objetos mencionados son vectores. La explicacibn siempre es
muy sencifla y estd basada en ef hecho de que cualquien conjunto, pon anbi--
Thanio que parezea, pero fal que satisfaga cierntas propiedades, se Le Llama
espacio veectornial y a sus elementos vectores.

Todos £os espacios vectoriales fienen propledades comunes que es
conveniente estudiar en general y s4in hacen referencia a ningtn caso especial
Lo cual podnla obscurecer u ocultan Lo mds esencial del concepto. Una de
Las -ventajas de esta abstraccibn es que fLas conclusiones que se deriven sendn
vdlidas para zodos Los espacios vectoriales.

Cuando en matemiticas se estudian Los conceptos en fouma abstracta,
en un principio Eas cosas pueden parecer mds complicadas, pero una vez que
se ha comprendido el proceso de abstraceibn todo Lo demds nesulta mds senci-
Lo.
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Cspracios Vecloriales

Un espacio vectorial es un conjunto V que satisface determinados
axiomas con nespects a La adicidn de vectores y a La multiplicacibn de un
vecton por un escalar. Antes de continuan te sugernimos Leas estos axiomas
en La biblioghagia indicada en £a introduccibn de este capliulo.

Veamos ahona un efemplo. Sea V el conjunto definido en £a siguien

te fonrma:
V= {bVT |beQ} (1)

es decin, V es el conjunto de todos Los nidmeros que se obtienen al multipli-
can el nlmeno fvacional V7T por Los ndmeros nacionales.

Considenemos ademds La operacibn de adicibn usual entre elementos
de V, esto es,,

byv7 + baVT = [by+b2) VT €V

y La operacibn de multiplicacibn entre elementos de V y elementos del campo
de Los ndmenos nacionales Q, esto es,

al(bvVZ i=(ab)yZT € V, donde a€Q.

A Los elementos de Q Los Llamamos escalanes,

Determinemos ahora 84 V es un espacio vectorial sobre el campo de
Los nacionales, Para esto, Linvestiguemos s4 se satisfacen Lodas Las propie-
dades que definen a Los espacios veetondiales.
Analicemos primero 84 se satisgacen Las propiedades relacionadas
con La adicibn.
- Asociatividad de £a adicibn
Debemos Lnuuug}vn 84 se cumple que

(TW+V) +w = T+ (V+W) para cualesquiera elementos u,v y w de V.

~J1
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Como u, vyw 4on demawtozs de V sendn de Za forma
WebyVZ, VebVT , wW=by/T
donde b,, b,, by son ndmeros nacionales.
Entonces, por un Lado tenemos:
{W+V) +W = (byVT +boVT ) +b3/ T
(by +b,)VT + by T
[(bubz) +b3] T : (2)

"

Y, por otno Lado,

u+ (v+w)

by/T + (b2 T + bsvT )

b1V + bz +bsl/T

[bs+ by # 631}V T

[l6s+6a) vb5] VT ___ (3)

donde La Getima L{gualdad se debe a que by, bz y by son ndmeros racionales y
por Lo tanto, "
by +b2) +bs=by + by +bs)
Companando {2} y (3) Zfenemos que se cumple
u+{v+w) = (W+v) +w
- Exdstencia del vector cero.

Debemos vauugm ahona 84 existe T el tal que
Vv+0=T+V=V, ¥ Vel es decir, debemos buscar un ndmero
que sumado con V d€ como resultado V. Obuviamente, el ndmero buscado es el
nimeno cero, pero tenemos que iuegu/uumo& que es un efemento de V, £o cual
es §hcil verifican, En efecto, 44 hacemos b =0 en La expresibn (1) obtene--

mos el nimeno ceno. Por Lo fanto, 84 existe el vectorn ceno en el conjunto V.

- Existencia de elementos inversos.

Tnvestiguemos ahora 44 a cada vecter v de V Le corresponde un - vec
ton {-V) tal que (-V) +v=U+(-v} =T %VeV. Es decin, debemos buscar un ni
mero que sumado con v de como hesultado el cera,

Sea VeV, es decin, v es de La forma V=b/T

S4 hacemos {-v) = [-b}YT wvemos que tiene La propiedad hequenida.
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En efecto,
Ve (V) =b/T + (-b)VT

= (b (-b))VT
= {b-b)VT
=0
= (-v) +v
Ademds como (-b)Y7Z es un elemento de V, entonces hemos demostra-
do que VeV, existe -veV que tiene La propiedad requerdida.
- Conmutatividad de La adicién
Tnvestiguemos a4 se cumple que W+VU =v+u
Sean U, VeV, es decin, u y v son de La forma wu=b6,v7 y VU=ba/ T
Entonces, por un Lade,
E+V=b1/T+ bz/—T = (bl *bz)/T (4)

Y por otno Lado,
V+u=boV7 + byvV7 = (ba+by)VT

= (by +ba}VT (5)

donde fa dltima igualdad se debe a que by, y b, son ndmervs racionales y por
Lo tanto b1+b2=b24'b1 N

Comparande, pues, (4] y (5) vemecs que &4 se cumple La conmutativi-
dad. '

Ahona analicemos Las propledades relacionadas con La multiplicacibn
de un vector por un escalar. ‘

- Investiguemos &{ se cumple que
alt+V)lsau +av, ¥u,vel yNael
Sean uU=by/7ZT y V=bY7 con by, breQ
Desarollando el Lado Lzquierdo Zenemos:

C!(E‘*U) =(X(b1\/_2_ + bzn_)

aflby+62)VT
= [atbs +b2) V7]
=(0.b1+ Otbz)n- (5)

0
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Desarollando ahora ef Lado denrecho:
au+av = albyvZ )+ alb, VT
= {abi) V7 +{a b))V T
= laby+ aby) V7T (7)

como (6) y (7} son fguales, se cumple La propledad oW +V) = ol +av.
- Ahonra veamos s4 se cumple que:
lo+Blu=au+Bu, MuelV y ¥a,8cQ
Sea w=b/7. Entonces, desavollando el Lade £zquiendo
la+B) U= {a+B)(BYT)=alb/T) +8 (bVT)
= (ab) V7T + (8b) /T (8)

Ahona, con el Lado derecho:
au+Bu=alb /T)+8(bvVZT ) = (ab)VT +(8b) VT ___ (9]
comparando (8) y (9), vemos que se cumple £a propiedad (o +B8lu=cu+Bu
- la sdguiente propiedad que debemos verifican s4 se cumple es
“alpu) = {oBlu, »ueV, a,Bc Q
=bvT

=]

Sea,

Entonces, por un Lado,
al8T) = o[8(6/7 ) | = (aB) (b/T): (aBb)/T (10)

laBlus= (aB) (VT )= (aBbIVT (11)

y por otro,

Pon tanto, Zambién se cumple esta propiedad.

- Finalmente {nvestiguemos &4 se cumple que Tu=0w, donde 1 es el
elemento unidad de Los ndmeros racionales,

Sea u=a/?

Entonces, Tu= T{o/Z )
= (Ta)vVT
=a /7
=u
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En vintud de que también se satisface esta propiedad, concluimos
que el conjunto V es un espacio vectordial y pon Lo tanto, sus efementos son
veetones.

Pana heaginman mls estos conceptod te sugeimos consubtes:

Algebra Lineal

Seymoun Lipschutz

Edit. Mc Graw-HiLL, serie Schaum
Pégiras 63 a 71

Caleulus, Vol. 11
Tom M. Apostol
Edit. Reverté
Péginas 3 a 9

Algebnra Lineal y Aplicaciones
Francis Florey

Edit. Prertice Holl

Pdginas 163 a 168

1 wbién, te sugerimos nesuelvas Los siguientes efercdicios:
T.- Determ. 1 84 el conjunto T={t[teR, £>0} en el que s¢ definen Las ope
haciones de adicién" y "multiplicaciln pon un escatar” de La sigulente mane
na:
x+y =xy, *x,yeT
ax= x*, *xeT, aekR
forma un espacic ectornial sobre b,

2.- Detemina 84 ¢ . 'n_wto A:{(I,y)lgek} es un subespacio def espacio
vectonial R?

3.- Determina &4 el conjuntc P={(x,yl|x*-y*=0,x,ueR} o4 un subespacio
def espacio vectorial R*,
I_a b

4.~ Considena ol conjunto A=< |. | |a+b=1, a,beR

{
Determina 84 el confunto A e w 8 t -pacio del espacic vectorial de Las ma-
trices cuadnadas de orden dos s0i e « campo de Lod nidmencs reales.
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Combinacicn Lineal,

@eﬁena’encia Lineal Yy PBase

Sean m vectores de un espacio veetornial, Vi, Va2, ..., Vp

3 m - - _
A La expresdbn B, o5V =oy Vitaz Uz + ...+ Opm um

se Le LLama combinacibn Lineal de Los vectores Vy, Va, ...
; 4on escalanes cualesquiena.

, Vm donde Los
Q.

Paia comprender mejon este impontante concepto consideremos Los
siguientes ejemplos.

Sea el conjunto A={(2,4,1,2}, (1,2,0,1)} subconjunto del espa--
cio veetornial V={(x,2x,x-y,z)|x,4,z€ R} definido sobre ef campo de Los nd
menos neales.

La combinacibn Lineal genenal de Los vectores de A es,

o,(2,4,1,2) +a2(1,2,0,1)

S4 ahona damos Los valones de -1 y 2 a Los escalares o) y op res--
pectivamente, obtendremos -112,4,1,2) +2(1,2,0,1) = {0,0,-1,0), o sea, el
vector (0,0, -1,0) es Lgual a una combinacifn Lineal de Los vectones de A y
se dice que al vecton {0,0,-1,0) Lo generan Los vectones de A.

Como se puede observan, &4 damos valones diferentes a a1 y a2 de
Los dados antenionmente podnemos generanr una inginidad de vectores.

Podniomos ahonra preguntarncs a4 cualquier vector de V es Lgual a
alguna combinacién Lineal de Los vectores de A (es decin, 84 cualquier vecton
de V se puede genenan con Los veclones de A).

Para nesponder a esta pregunta considenemos Los vectones
Vi=17,14,5,7) y Ua.=1(0,0,0,-1) def espacio V.

Investiguemos &4 estos vectores son Lguales a alguna combinacidn
Lineal de Los vectores de A.
Si Uy fuera igual a una combinacibn Lineal de A se tendria
Vi=107,14,5,7) =01(2,4,1,2) +02(1,2,0,1)
para algin o, y algln c2.
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Desarvollando : (20,] + 0y, 4(11 + 20.2 , 01, 20.1 4’0.2) = (7, ’4,5,7)

Lgualandce:
20.1 + oy = 7
40y + 20,714
oy = 5

2(11 + oy = 7
de donde, o, =5 y ap=-3

De esto se concluye que Vi 44 ¢4 una combinacibn Lineal de Lo vecto
nes de A,
Veamos ahona para vz .

Nuevamente, 84 v, fuera Lgual a una combinacibn Lineal de A se ten-
nia:
V2= (0,0,0,-1) =c1(2,4,1,2) + az(1,2,0,1),

© Desanrollando LLegamos a
2000 +ap = 0
4oy + 20220
) =0

20{1 + 0,2="7

Fdcilmente puedes determinar que el sistema de ecuaciones es Lncompa
tible por Lo que el vecter v, no es una combinacién Lineal de Los vectonres
de A.

De Lo anternich, se concluye que combinande Linealmente Los vectones
de A podemos generan una Lnfinidad de vectenres de V. Sin embargo, no fodos
Los vectones de V se pueden generan combinarde £inealmente Los vectcres de A.

Debemos hacen notan que en otros casos, come veremos mds adefante,
54 exdisten subconjuntes de un espacic vectordial cuycs vectores al combinarse
Linealmente generan todos Los vectores del espacio vecternial.

Pasemes a estudian ahora Los conceptos de dependencia Lineal y base
de un espacic vecterial.

tn confjunte S={vi, Va2, ..., vy} de vectores de un espacic vecte--
nial V scbre un campe K, es Linealmente dependiente 84 existen escalares ay,
a2, +v.., ay €K, no todes nulos, que satisfacen La ecuaciln.

R R T T
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En caso contrhario, 84 La ecuacibn s6Lo admite La solucibn trivial
o1 =02 = ... 50, =0}, diremos que S es Linealmente independiente.

Se Lama base de un espacio vectoriaf V a cualquier conjunto B de
vectones de V tal que:

1.- B es Linealmente independiente.

2.- Cualquien vector de V puede expresarse como combinacién Lineal
de Los vectonres de B.

Para comprenden bien estas definiciones veames el sdiguiente ejemplo.

Come sabemos, a cada punto (a,b} def planc XY Le podemos asignar un
vecton de posicibn de La forma.

u-=lab) =ai+ by

Sea el vector v=(3,2) = 3i+27,

Si u=la,b) =adi +bjf es cualquiern vecton delf plano XY, es decin,
cuabquier vecton de R?, ;podalamos expresan a U mediante una combinzcidn 178

neal de v 7, es decin, jes posible tenen W=ov para algin o eR? Veamos:
Siu=la,b) = al3,2)

se tlene que

3a=a

20 =b

EL sistema de ecuacliones anterlor ne siempre tienme sofucibn ya que
para cualesquiera valores de a y b no es posible determinan o excepto cuando

a=—§’—b , que es el caso en el que U es miliiplo de v. Gndgicamente podemos
nepresenton esto de La sdguiente manera:

) e = ————
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Podemos decir que U genena una recta que contiene a todos £os veeto-
hes miltiplos de V.

De Lo anterion, concluimos que no cualquier vector de R? se puede
expresar como una combinacibn Lineal de v sino solamente Los vectonres que
estdn sobre La necta en La que estd contenido dicho vector v=(3,2)

Ccnsideremos ahona Los vectores v= (3,2} y w=(-1,3)

Determinemos 54 es posible que cualquien vecton de R?, %= (a,b) se
puede expresan como una combinacibn Linecl de v y Wi

la,b) = 0,(3,2) +ay(-1,3)
= (30.1 -0, 201 +30.2)
de donde
3(!1 e PR/ §
201.1 + 303 = b
obteniéndose
_ 3a+b
Rt i
_ 3b-2a
R & o

Como puede observanse, dados cualesquiera valores de a y b siempre
es posible determinar Los valore: de oy y a2 Y por Lo tanto cualquier vee-
ton de R? se puede expresan como una combinacifn Lineal de v y w o en otras
patabras, V y W generan R%.
Porn efemplo, el vector (7,1} . e expresaria como
(7,1) = 2(3,2) +(-1),-1,3) |

y grdficamente se represer tania por

(-1,3)

7
i1,-3)
esto wciumo se obtiene porn el crnocido "métode del paralelogramo".
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Consideremos ahona Los vectores v=(3,2), w=(-1,3) y u=(2,-6).
Haciendo ef mismo anflisis vemos que cualquier vector de R? se puede expnre--
san como una combinacibn Lineal de Los vectores vV, W y u.

Pon ejemplo, el vector (§,70) se puede expresan como

(8,20) =4V +0w + (-2}

Como podemos observar, tanto ef conjunto {V,w} como el confunto
{v,w,u} generan R?, :

Sin embargo, ef conjunto {V,w} es Linealmente independiente, mientras
que el conjunto {V,W,u} es Linealmente dependiente ya que U=- 2W.

Pon tanto, el conjunto {v,w} es una base de R?* mientras que {v,w,u}
no Lo es.
De todo Lo anterdion, podemos obtenen Las siguientes conclusiones:

1.- EL vector V={3,2) no puede generar R?, e¢s decin, no puede generarn el
plano XY. Sin embango, a{ genera R', que geométricamente es una recta que
pasa pon el ordigen.

2.- Los vectones V= (3,2) y w=(-1,3}, generan R* y forman una base.

3.- Los vectones v=1{3,2), w=(-1,3) yu=1(2,-6] generan R? y no forman
una base.

4.~ No todo conjunto generador de un espacio vectorial es una base.

Ahona, thata de contestarn Las siguientes preguntas.
a) S84 una recta no pasa por el onigen, {podrda consdideranse 6sta como un es-

pacio vectorial? ;Por qué?

b) S{ U y vV son dos vectones Linealmente <independientes de R®, squé espacio
vectorial generan?, jqué interpretacibn geométrica tiene dicho espacio veete
rial?

e) S4 V es un vectorn de R®, jque espacio vectonial genera? ;Qué interpreta-
cibn geombtnica tiene dicho espacio vectorial?
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Todo Lo neferente a.Los conceptos mencionados (dependencia Lineal,
base, ete.] se aplica a cualquiern espacio vectornial,sélo que en La mayoria
de &stos se canece de una L{nterpretacibn geométrica.

Para refonzan tus conocimientos sobre estos concepfos te sugerimos
que consultes Los sigulentes Libros: )

~ Fundamentos de Algebra Lineal y Aplicaciones
Francis G Florey
Editornial Prentice-Hall
Paginas 117 a 193

- Calewlus, Vo, 11
Tom M. Apcstol,
Editonial Revernté
Pdginas 3 a 4

- Algebra Lineal
Paul Shields
Editornial Tnteramericana
Pdginas 63 a §7

También te Lnvitamos a resolvern Los sdgulentes ejercicios.

5.- iPara qué vafor de k el vecton u={1,k,5) de R® send una combinacidn
Lineal de Los vectones vV=4{1,-3,2] y w={(2,-1,1)7

6.- Demuestra que 44 el sdszema
axy + Bxz = 0
YxXy + 8x2 = 0, a,B,Y,§ €R

tiene una solucibn diferente de La trivial, entonces, Los vectores V= (o,B]
y w=(y,8) en R? deben sen Linealmente dependientes.
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7.- 84 ek conjunto de vectones {Vi,Vz, ...,un} es Linealmente independien-
te, demuestha que 84

Q) Uy t02V2 +...tOpvp =B V) +Ba U2t .uL ann

entonces

oy = By, 02 = B2, «o0y On = By

§.- Sea S={ax®+2ax?+3bx+bja,be R} un espacio vectorial sobre el cam
po de f£os mimeros neales. Obtén una base y La dimensibn de dicho espacic
vectornial.

9.- Del adigulente conjunto
A={(1,-3,2), (2,4,1), {3,1,3), (1,1,1)}
a) ELige una base de R?

b) Expresa Los vectores de La base canénica de R® como combinaciones Lineales
de Los vectones de La base elegida en (a).

10.- Considera a G={1, 12, £} como una base del espacio vectornial
P={at? +bt+c|a,b,ceR} definido sobre R.

Obtén el vectorn de coonrdenadas de
plt) =3t2 +2 en La base G.

11.- Sea V un espacio vectornial sobre R, y By =1{v;,vz2,va} una de sus bases.
Si Vg, = (2, -1, 3), determina Las coordenadas de v en La base

By = {wl,WZ, W3} donde,

-M_)l = UI + 2-\;2

Wy = V1 -Uz + Vs

w3 = 2vy +Va2 + 3vy
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12.- Sea el espacio vectorial

2a -a
e ’ abe R
0 b

deginido sobre el campo de Los neakles.

a) Escnibe una base de M.
b) iCudl es La dimensibn de M?

6 -3
¢) Esenibe el vecton V= [0 0:‘ como una combinacibn Lineal de Los vectones

de fLa base dada en (a).

13.- Completa conrectamente Las siguientes expresiones, escriblende en Las L
neas Las palabras correspondientes.

Sea e conjunto B={v;,vz,V3,Vu} una base def espacic vectonrial
V definido sobre un campo K, entonces:

a) Lla ecuacibn
(lxvl +C!2-\72 *0.333 +oc..7.. =0

e satisface 84, y 46L0 84,

b} Todo confunto con mds de cuatro vectonres de V es Linealmente

e) EL conjunto {vy,vs,vi} ¢4 Linealmente

d) Si Las coondenadas del vecton weV en £a base B son [o),02,03,04),

entonces, T

e) EL conjunto {va,v,,0} , donde T es el vector ceno de V, es Linealmente




14.- Sea V un espacio vectonial sobre el campo de Los nidmeros reales; &4

- ’ - | - ’

son dos bases de V, obtén La matriz de thansicién de fa base A a fLa base B.
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%omoi/é’amaa enthe R y elics

esfracios veclowiales. &%/fcact’onea

Como vimos en el capltule 111, Los Lsomorfismos nos permiten traba
jarn con Los elementes de un confjunto A e dinterpretan Los hesultados en téami
nos de Los elementos de otro conjunto B.

En este bloque, estableceremod un Lsomonfismo entne el espacio R°
y un espacio vectonial V. Trabajaremos con vectornes columna de Rh o vecte-
nes nenglén de R® y el nesubtado Lo aplicaremos al espacio V.

tsto cbedece a que en general resulta mds sencillo trabajan con
Los vectones nenglbn o columna que con Los vectonres de otrno espacio vectorial
arbithario.

Por efemplo, a Los vectores de La forma al +bj+ck, se Les puede
hacer connesponden el vector rengfén (a,b,c), o bien, ef vector columna

]

(a1 + brf +crk) + {azd +byf+cezk) = (ay +az)ld+ (by+ba)f+ ey +c2)k

De tal manera, que La suma de vectores

s¢ puede expresan como:

Aay, by, ci) +laz, bz, c2) = (a) +az, by + by, ¢y +ec2)
Q
a, " a, a +as
by + by = by +by
[} C2 ¢y +e2

Consideremos ahora el confunto de Zodos Los pclinomios de La foama

P={pix) /p(x) =ax®+bx* +cx+d, a,b,c,de R}
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EL polinomio plx} se puede representar mediante Los cuatno coedi--
cientes bajo La forma

(a,b,c,d) 0

a o R

7

y asi, La suma de dos polinomios
pa(x) +p2(x) = (ay +az)x¥+ (by+balx?+ (ey +er)x+ (dy +da)

se puede expresar como

ay az a,ta;
b1 b2 bl +b2
+ =
Cy C2 cy +C2
dl ds dl +da
o bien, como
(ay,by, ¢, di) + laz, by, ¢z, d2) = (ay+az, by+bs, ¢y +ca, di+dy)

Determinemos ahora &4 el subconjunto de P,
S={p1,p2,ps,pn} = (XP+2x2-x + 1, 4x2 -2, 3x®+6x% - 3x+3, x*-x%}
es Linealmente dependiente o Lndependiente.

Como ed espacic P es isomorfo a RY, cada uno de estos polinomics
Los podemos expresar como

{p1,p2,p3,pu} = {11,2,-1,1), (0,4,0,-2), (3,6,-3,3), (1,-1,0,0]}

y, para determinar 84 es Linealmente dependiente o indeperdiente este conjun
to, emplearemcs el concepto del espacio vectornial generade pon Los nenglones
de una matriz.

AsL, con Ros cuatre vecteres se puede estabfecer el sigulente anre
glo matrnicial

12 -1 1
0 4 0 -2
3 6 -3 3
1 -1 0 0

de donde, caleulando el rango de fLa matriz

93




1 2 -1 1 Tz -1 1 T 2 -1 1
0 4 0 -2 0 4 0 -2 o 1 0 -1/2
N N
3 6 -3 3 0 0 0 o 0o 1 -7
1 -1 0 0 ¢ -3 1 -1} 0 0 0 0
se concluye que el conjunto S es Linealmente dependiente. Y entonces, el

espacio que genera S es
V= {a(1,2,-1,1) +b{0

o, V={{a,2a + b, -a+c

siendo una de sus bases el conf

{(1,2,-
y en forma de_ polinomios :
W={plx) | plx) =ax; +
sdendo una de sus bases

B={x®+2x2-x+1,

84 hubiésemos trabajd
cen uso del Lsomongismo, La obi
sa.

0tha aplicacién de Lo

1,0,-4) +¢(0,0,1,-7) | a,b,c ¢ R}

a--;- b-7c) |a,b,ce R}’
unito
1,11,10,1,0, - 71,10,0,1,-7)}

(2a+b)xs + (-a+e)x+ (a--;-b-n}

2-—;-, x-17}

do directamente con Los vectones de S sin ha
encibn de W y B hubiera resultade mds Laborio

5 espacios R® La podemos vern para el siguien

te caso:

Sea un sistema de ecuaciones Ldineales
ay1X1 +Q12X2 * ... + AinXy = by
dz1X) +da2X2 + ... + dapnXn = by
Gm1X1 + Am2X2 + ... +* QppXp = bp

Podemos consideran a
mo un vector de R® y a cada co

cada renglbn de La matriz de coeficientes co-
Lumna de fa matrhiz como un vector de R,
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S4 denotamos a Las columnas por

a5 i b, -‘
azj bz

cj = - y a E = . »
3 by

ayl aQi2 ain bl

az az2 azn bz

. . . .

X! . + x_z . + + x‘rl . = .
. . . .

amy A2 %mn bp

es deedn,
xla +x232 LA *XnEn=E
Lo cual quiene decin que ef sistema de ecuaciones tendnd solucibn 84 y s86Lo

44 el vecton B es una combinacibn Lineal de Eos vectores ©1,Cz, +v., Cnj O
en otnas palabras, el sistema de ecuaciones Liene solucibn &4 y 46Lo 84 el

vecton
by

en R pentenece al espacio generado por Los vecfores Ci

95




Para conocer ofros enfogues nelacionados con estos xtemws,v te suge
nimos consultes La siguiente bibliogragia:

- Cdleulo de Varnias Variables con Algebra Lineal
Phillip C. Cuntis
Edit. Limusa
plginas §9 a 100

- Introduceibn al Algebra Lineal
Howard Anton
Edit, Limusa
pdginas 169 a 176 y 215 a 219 !

- Elementos de Algebra Lineal
M. Marcus y H., Minc
Edit. Limusa
pdginas 87 a 94

Te invitamos tambiln a pesolvern Los siguientes efercicios.

15.- S{ S nepresenta af conjunto de Zodas Las sofucicnes del sistema homogé--
neo

-2 1 -1 X,
1 3 -2 X2 =
-5 -1 0 X2

0bztén una base del espapio vectornial sobre R formado por Los elLemen
tos de S y determina £a dimensifn| de dicho espacio.
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16.- a) Demuesira que el subespacio de R®
E={lx,y4, - 2x+y) | X, ye R}

es generado pon Los vectores rengldn de La matriz

10 -2
A= 0 1
0 4 4

b) 4Es el conjunte B={(-2, 0, 4), lo, 1/2, 1/2]} una base de E?  Justi
§ica tu reapuesta, ‘

17.- Para el sigudente sdistema de ecuaciones Lineales
X+ 3y-2w+z=5
3x+2y +w=-2z=3
-3x + 5y - 8w +5z=9
2x - y + 3w -2z= -2

expresa su solucibn como una variedad Lineal.

18.- Determina cuales de Los siguientes conjuntos de funciones son &inealmen-
te dependientes o independientes

a) {eX, ¥}
b) {sen x, sen(x+1), cos x}

e} {Logie %, Log, x}

19.- Considera el conjunto de funciones

G = {3x?, 2x-1, x*+1, 1}
deginidas en -w < x < +o, xeR
a) Calcula el wronshiano de G,

b) Determina s4 G es un conjunto Linealmente dependiente o independiente.
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20.- Sean Las funciones

}xz, xe [-1, 0] ’xz, xe (0, T]

(x)= glx) =
i 10, xelo,] Vo, xe[-1,q

a) Gragica Las funciones §(x) y glx}
b) Obzén el wronshianc def sistema de funciones en el intervalo [-1,7]

¢} Las gfunciones {(x} y glx), ison Linealmente depend&en,téé o {ndependien--
tes en [-1,1]7

9¢




Mcsceldnea

1.- Sea V={x,yl{x,ye R} el conjunto en ef cual se definen Las operacio--
nes de adicibn y mubtiplicacibn por un escalar de La siguiente manera:

Uy +Vz = (Xy,01) + (x2,42) = (X3 +x2,41 +y2), %V, VaeE V

aV =alx,y)=lax, 0], VeV, acR.

Determina cudl es La propiedad que al no satisfacerse impide que V sea un
espacio vectorial sobre R.
g a b
2.- Determina 84 el conjunto A= ? , "|a,b,ceR es un espacio vee
c .

torniok sobre R, estando Las operacicnes de adicidn y mubtiplicacidn dedini—-
das como

a, b1 az bz ay +ta; bl‘*bz*Z
\_).1 +.\72= + = ~ -V-;,VZ €A
by ¢ b2 c2 by +ba+? ey +er |,
-
a b aa b
av =0 = MVeA y MaeR
b ¢ b ac,

3.- Sean T,VeR". Demucstra que We{au +8V| a,BeR} es un subespacic
de R® '

4.- la sdiguiente expresidn es una ecuacibn diferencial §"-§=0

Demuestra que el conjunto de todas Las 5un¢éonu que satisfacen di
cha ecuacibn es un subespacio sobre R.
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5.- Sean fas siguientes curvas

Ay ly

{a}

xS

2
<
0

|
>

1

y=x-3

/|

(b {c]

Determina cuales de Lol conjuntos de puntos contenidos en fas cur-
vas, constituyen un subespacio de R%.

6.- Demuestra que dos vectores dualesquiera U= l(a,b,cl, v=1{p,q,n), w,ver®
son Linealmente dependientes AL

7.- Se tienen trhes vectores V)

a) Demuestra que {v1,V2,Vs
polLinomios de La forma {ar? +bt+c | a,b,ceR} sobre R.

y 460 84 ,su producto vectonial wWxv=T.

S 1, Tp=t-1, Uy=(t-1)?

24 una base delf espacio vectorial de £0s

b) Obtén Las coondenadas del vector w=12£%-5%+6 con respecto a dicha

base.

§.- Sean U= Ixi,x2) y V=

x1Y1 *+ x2y2 = 0,

a) Demuestra que B={u,v}

{

y1,ya) dos vectones de R?  tales que
dexteyleys=l

es una base de R?

b) Obtén Las coondenadas def vecton (a,b) en La base ondenada B.
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9.- Sea A={V;,vy} una base de R?; demuestra que cualquier conjunto
B={x,,w2}, BCR?, es también una base de R? &{ y s6L0 84 el producto esca-
Lan entre Los elementos de A y B queda defdinido por La siguiente regla;

- %7 L A=
0 84 AoFj§

10.- Sean fLos espaclos A y B generados por Los conjuntos de vectonres
ur,-1,0), 12,1,3), (-1,-2,-3)} y - {{1,2,1), (2,3,3), (3,5,4)}, respects
vamente.

a) Determina el espacio interseccién ANB.

b} Obztén una base y La dimensifn delf espacic ANB.

"11.- Sea el sistema de ecuaciones Lineales:

x+y+2z+ w=20
0
x+4y + 5z + 4w =0

x-2¢y - z - w

Si E es el espacic s0lucifn de este sistema, demuestra que el conjunte
B={{-1,-1,1,0), (-2,-1,2,-1}} de E, es una base de dichc espacio.

12.- a) Obtén el espacio vectornial generado por Las columnas de La matniz

12 0 -3 3
A=13 2 -1 -9 5
2 -1 0 -6 1

Completa conrectamente Las siguientes aginmacicnes:
b) EC nango de fa matniz, RIA} =

c) La dimensibn del espacic vectorial generado pon Los henglones de La
matrniz A es dgual a
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13.- Determina 84 el confunto de |funciones

{Log 6x, Log 18x%, Log x, Log 3x}

es Linealmente dependiente o Lndepend«éente.

14.- Sea el espacio vectornial de funciones de La forma

A={c,e®+c.e

| ¢,C2€ R}

definidas en el intervalo -w < x < +

a} Demuesina que el conjunto
B = {3¢*, ¢ %}

es una base de A.

b) 0btén el vector de coondenadas de §(x) = 6e* +7¢”® en La base B.

15.- Sea F el espacio vectorial de
F={g§lx) {0< x

definido sobre R.

Determina cuales de Los

TA

funciones

1, xeR, f§(x)e R}

sigulentes subconjuntos de F son subespa--

¥ xeR}

clos:
a) Fyo= {§{x} | §{x) >0,% xgR}
bl Fa = {g(x) | §{x) = §{1-x),
Te) Fyo= {lx) ] 24(0) = §(1)}
d) Fuo= {g0x) | 417} = g(0) + 7}
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16.- Sean Las funciones 4, :R+R y §2:R+ R dedinidas pon:

ge" 8L x< 0

§a(x) = ¥y f20x) =2x3, % xeR

zlnx 84 x> 0

demuesira que dichas funciones son Linealmente independientes en el Anter
valo (-e, ) «
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Examen de %aﬁt’/u/o

1.- Pemuestra que el conjunto | Q% = {(x,y) | x,yeQ} no es un espacio vecto--
niok sobre R, doende Q es el confjunto de Los raclonales.

15 PTS.

2.~ Esenibe una V o una F en 0/‘6 paréntesds cornespondiente a cada proposi---
cibn segin esta sea verdadena ¢ falsa, nespectivamente, de acuerdo con el 84
gulente enunciado:

Sea V un espacio vectornial sobre un campo K y sea A={v;,vz,Us, Uy}
una base de V.

{ ) Existen vectones de V que se pueden expresan come una combinacién
Lineal de Los vectpres de A.

( ) V1 4e puede expresar come una cembinacibn Lineal de

Vz,Vs Y Vy

{ } EL conjunte B={U},vz,vs,vu,vs} donde VseV es generadon de
v.

{ ) Cualquien subconjuntc de A es Lineafmente independiente.

{ ) Cuzlquien confunto) de cince vectores de UV es Linealmente depen
diente.

10 PTS.
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3.- Sea ef espacio vectorial

a-b b+12c
M= c a-2c

a,b,ce R
( 2a-2b+c a+b-3e

sobne R.

0btén una base y La dimensibn de dicho espacio vectorial.,

10 P1S.

4.- Sea el conjunto B={3-x*, 1, x+2, 3x* +x} una base def espacio vecto -

niak de polinomios {ax®+bx*+cx+d]a,b,c,de R}, sobre el campo R.
Las coondenadas del vector

pix) =6x%+3x-1
en dicha base.

0bzén

15 PTS.

5.- Sea el sistema de ecuaciones Lineales homogéneo:

an a2 a3
X1 [dz21 + X2 {d22 + Xj3|d23 =

az A3z Qa3

que se puede nrepresentar como:
x{é'; + XzZz + Xaza = U

a) Completa cornrectamente La. siguiente expresdibn:

{n

EL sistema (1) tiene solucidn dnica xy=xz2=X3=0, 84, y s6L0 84, Los

vectores ¢Ci,C2,C3 son Linealmente

b) ScT=[1 0 0%, =0 1 4% =02 1 6%, obtén una base y La

dimensibn del espacio sofucibn del sistema de ecuaciones.

20 P18,
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6.- Obtén el wnonskiano del conj {1,x,x%, ..., P para n>1, y deten
mina 84 dicho conjunto es Lin ente dependiente o independiente en {-», =)

15 PTS.

7.- Expresa ab conjunto {(x,y)|2x+y =5} como una variedad Lineal.

15 PT1S.

Dmaddn del examen 1/ hora 30 minutos.
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 CAPITULO V

Transgormaciones

Linecales




David Hilbert (refirniéndose a un antiguo
alumno)

",.. def6 mis cunses y se hizo poeta,
Evidentemente no posela suficiente imagl
nacidn para dedicarse a Las matemdticas'.
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Examen @iayno’d/ico

1.- Sea La ecuacibn vectornial

. {2x~y, -x-3y+z, 3x+2y-2} = (0,0,0)
a) Escafbela como una ecuacibn matricial donde La matriz de inedgnitad es

X

b) Obtén Los valones de x,y,z

2.- Dadas Las matrices

3 : 10 -2
a=l-z|, B=[1 0 -1], c=1-3 1 o0
0 0 0 -1

a) 0btén La matniz X tal que X=AB-2C
b) Determina s4 existen B=V y €', y en caso agirmativo obtentas.
3.- Sea el polinomic
Plx) = 2x" +3x%-12x* -7 +6
a) Comprueba que x=1/2 es una rafz de este polinomio.
b) Obtén Las demds naflces de Plx).

Compara tus resultados con £os propuesios al ginal de este cuaderno; &4
tienes algin ernon conceptual, te sugerimos revisar el tema conrespondiente
en Los Libros:

- {Pana matrices}

"Algebra Lineal" de Seymowr Lipschutz. Edit. Me. Graw-HiEL
Senie Schaum

- [Para polinomios)
"Algebra" Facultad de Ingenieria, UNAM, 1975.
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SPreductos de ﬂﬁfwna’t;ag/'e

A continuacifn te presentamos Los objetivos mds importantes que de
bes aleanzan al terminan tu estudio de este capltulo.

V.1 UDada una transformacidn, determinar 84 es Lineal; en tal caso, obtener
el dominio, el necornido, el ndclec y La matrniz asociada a La transgormacibn.

V.2 Dada una o mds thansformaciones Lineales, efectuar de sen posible cual-
quiena de Las siguientes operaciones entre ellas:adicifn, multiplicacibn
pon un escalan, composicibn o invensibn.

V.3 Dado un operador Lineal, obtenern sus valores y vecktones caracterfsticos.

V.4 Dado un operadon Lineal, d«‘agow;zauo’ de sen posible.

' La pakabra diagonatizar no esta aceptada pon fa Real Academia de £a Lengua
Espaiioda, sin embargo, en este cuadernc £a usarnemos ya que en Las matemdti

cas tiene un sdignificado pheu’bo.! Se encuentran en el mismo caso otras pa
Ldbhas como: ontogonalizar y ontohormalizan.
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Intieducctén

En este capiltulo estudianremos Las transgormaciones Lineales y algu
nos conceptos bdsicos nelacionados con ellas. -

Las transformaciones Lineales son casos particulanes de funciones
en donde el dominio y el codominio son espacios vectoriales. Es decir, una
taarwﬁomwnz es una regla que asocia con cada vecton de un espacio veeto-
rial V un vecton de otrho espacio vectorial W,

En este curso nos restringinemos a un tipo especial de transforma-
ciones Llamadas transformaciones Lineales y, aunque s0n un caso muy particu-
Lan, juegan un papel sumamente impontante en muchas ramas de La clencia. Ade
mds, tienen fLa ventajo de que don mis sencillas de trabajan que Las transgon
maciones no Lineales.

En matemdticas existe una ghan cantidad de problemas que es posi--
ble expresan mediante transformaciones Lineales. También en §Lsica existen
genémencs que pueden descnibirde con este tipe de Transfohmaciones, sobre to
do aqueflos fendmenos en donde es vdlido el LLamado principlo de superposi--
cibn.

De manera semejante a cualquier funcibn, Las thansformaciones Li-
neafes tienen adociados conceptos tales como dominio, codominio, ndcleo y re
corido. EL primen bloque de este capltulo estarnd dedicado a estos concep--
tos.

En el segundo bloque se estudiandn algunas de Las operaciones que
pueden degininse entre Las trhansformaciones Lineales, Lo cual de Lugar ak
Algebra de Transformaciones. '

2A1.gunob autornes phefieren usar Los nombres de aplicacibn, mapeo u operador
en vez de transformacidn., Nosotros usaremos el nombre de operadon s6L0
cuando V=W,




Finatmente, en ef tercen y Gltimo bloque del capftubo estudiaremos
‘et tema de valones y vectores anactenisticos y su nelacibn con Las fonmas
cuadrnfticas. Los conceptos de|valores y vectores caracteristicos son de gran
apficacitn en diversos campos de La Ingenierfa (Mecdnica de £os medios conts
nuod, dindmica de sdistemas Eineales, ete.).

Para el segundo y Zencer bloque send de prilmondial ayuda el uso de
matrices. Se mostrard que una |forma de describin fa accibn de una thansfon-
macibn Lineal definida entre espacios vectoriales de dimensibn §inita es pre

cisamente mediante una matrniz.

La nepresentacibn de una transfommacibn £i-

neal mediante una mairiz es en |muchas ocasiones mds conveniente que cualquien

otra nepresentacibn.
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e%ana/b/amacio’n Yineal,

NMiclee Y Recericdo

Una transformacibn T es, por definieiln, una funcibn que asocia a
cada elemento de un espacio vectorial V uno y 8680 un vecton de otrno espacioc
vectornial W, Lo que se exphesa como T:V + W,

En ocasiones V=W y entonces a £a transformacibn Le Llamaremos ope
hadon. ‘
Cuando La transformacibn T asocia al veetorn V ef vector W, se escri
be como o _ _
T(v) = w vel , wWelW
que puede expresarnse también diciendo que La transfonmacibn de v es w 6 que
T valuada en v e igual a w 6 que La <imagen de V bajo T es W.
84 una trans formacin T:V + W, donde V y W estdn deginidos sobre
el campo K, Ziene ademds Las dos propiedades siguientes:
T{L+v) = T{u) +T(V) (1)
Tla® = oT (@ (z) 3

MU, vel y ~racK, entonces se Le LPama transformacibn Lineal.

La propiedad (1) es equivalente a decin que £a transfornmacién de
una suma es d{guak a La suma de Las thansformaciones. Te exontamos a que
expreses con palabras La propiedad (2},

Observa que una thansformacibn Lineal es un homomordismo entre Los
espacios vectoriales V y W,

Presentaremos Los concepics de Zransformacibn Lineal, dominio, co-
dominio, ndcleo y necornido a través del sigulente efemplo.

3 las propiedades (1) y (2} es posible neemplazarlfas porn una sola:
T(a@ +V) = aT (@ + T(V) (3)
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Sea V ek éigu,éen,té espacio vectorial de polinomios

V={ax?+bx+c|a=b; a,ceR}

y apliquemos el operadon derivada Tfix_ sobre Los elementos de V.

En primen téamino, observamos que al derivar cualquier elemento de
o de ghado menor o igual a uno. Por Lo tan
e connespondencia que asocia a cada elemen-
W, siendo W el espacio vectornial f§ormado
nomios de grado menon o iguaf a uno,

V siempne obtendremos un polinomé
%o, diche operadon es una regla di
2o de V un y 4680 un elemento de
por el conjunto de todos Los poli
W={ex+4§|e,§deR}.

En consecuencin, el opepador derdivada es una transformacién de do

expresa Tfix—: VW o bien 84 T=7‘£—,

minio V y codominio W, Lo que se <

T:V=+W

Notamos también que al |derivar todos Los elementos de V no cubii--
mos tode el espacio W, pues al derivan cualquier vecton de V obtendremos un
vecton de £a forma :

d
- Tdx

que es s6Lc un caso pa/u:év;ulan de
mido de £a transformacibn ’, T{V)
TV} = {24

(ax?

+ax+c) =lax+a
Los elementos de W. Por Lo tanto, ef neco

, es el conjunte de polinomics
x+al|aeR}

que es un subespacio vectorial de W.

Pana investigan a4 -%(—- : V=W es una transformacifn Lineal nece

sitamos comprobar que se cu.mp!.é la siguiente propdiedad

e (T T e Ty T (4]
vy, vie V, aeR,
Para eflc sean: Viy=apx®+a) x+¢,

2x%+ay X+ Co

4 £¢ necornnido de una ﬂLaMﬁo_/um‘F,éﬁn es e conjunto de vectores del codomi--

nio que son imagen de af menos un vector del dominio.
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Operando con el Lado {zquierdo de (4):
Lo +72) « - [loar +a2)x® + (o + @2)x+ (acy + o]

= 2(0ay + az)x + (oay +az) (5)

Operando con ef Lado derecho de (4)

d - d —
QTU1=2M1X*GQ1 ’ 7—2—\12=2a2x+ az
O.Tdi— V; *Tfix— Uz = 2(0@1 *az)x," (O-al +as) —_— (6}

Los miembros derechos de Las ecuaciones (5) y (6) son {guales, por Lo tanto,
La transformacibn —Hd)—(—: VW es Lineal.

Determinemos ahora el ndeleo de £a transformacibn, asd como Las di
mensiones del dominic, nreconride y niickeo.

EL ndclec esta formado por todos aquellos elementos del dominio cu
ya imagen es el vector cero del codominio, o sea:

7#’(— (ax® +ax+c) = 0x+0

obviamente para que La derivada sea cero, ve,e elemento de V debe sen de La

forma _
ve=0xZ+0x+c=c

Entonces ef ndcleo de La thansformacibn es el conjunto

N(Tfix—) ={¢]ce R}

que es sdlempre un subespacio vectorial del dominic.

Mediante Las técnicas estudiadas en el capliule IV se puede compro
bar fdcilmente que Las dimensiones det nidcleo, dim N{T) y del dominio,dim V
son uno y dos respectivamente, y para determinar £a dimensi6n def recorrido,
dim T(V}, podemocs hacer uso de £a sdgulente relacibn que es vdlida para cual
quien thansformacibn Lineal dedinida sobre cualquienr espacio vectornial V. de

dimensibn finita dim V=dim N(T) +dim T(V]
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Sustituyendo Los valores dim V y dim N{T) obtenemos que

dim T{V) = 1

Si en Lugarn de aplicar el operadon dernivacifn a Los elementos del

espacio vectornial V, aplicamos el operadon integhacidn /x §lxldx, 4{x)ev,

0
itambitn senfa una transformacifn Lineal? En caso agimativo, detenmina el
ndcleo, el necornido y sus respectivas dimensiones,

Te necomendamos nesolyer Los sigulentes ejercicios.

1.- Sean Las sigulentes Transformaciones;

a) T :
b}
c)
d)
e)

" nh 1 —

RZ

: RS
: R?
: RS
: R?

->

>

>

>

>

RZ
RS
RZ
RS
RB

deginida pon
deginida por
deginida por
deginida pon
deginida pon

Tix,y) = (|x], y!
Tix,y,z) = (2x, y + 2,0)
Slx,y) = (y,x?)
S{x,y,2) = {-x,y4,1)

Sl{x,y,2) = {x+2y-z,y+3z, -x-y+4z)

Determina pora cada caso 84 La transformacibn es £ineak; en caso -

aginmative, determina el nidcleo

Les.

el neconnido y sus dimensiones connespondien

2.- Demuestra que cualquiern hotacidn del plano cartesiano alrededon del oni-

gen es una franspormacién Lineal.

3.- Sea T : R?»R?

T(0,1} = {0, - 3).

4.,- Sea T : VW una transgont

una thans
Obtén La nre,

ta que 8&4 {Vi,vz, ...

{T(vy), TV}, ..., Tlopll € W

p

fonmacibn Lineal tal que T(1,0) = (5,0) y -
gla de connespondencia de T.

nacibn Linéal tal que NIT) = {T,}. Demues-

, Vnl €|V es Linealmente independiente, entonces:

tambibn es Linealmente independiente.




5.~ Pana La transformacibn Lineal T:M + D donde

M=g a b a,b,C,dst y 0= |* ¥ lx,y,zeR
z c d 0 2z

definida ponr:
a b
A PR M

1 (%

a) Determina el codominio, el reconnido y el nmicleo de La transformacidn.

b} Comprueba que ef ndcfeo de La transformacibn es un subespacio vectorial
del dominio.

¢) Encuentra una base y La dimensién del ndcleo.




ﬂ{ye&ea_ de

q

Como mencionamos @
son funclones entre espacios
eibn algunas Ldeas sobre ert

e%ana/b/zmacionea
Sineates

n La introduceibn, Las trans 6onmau’oyiu Lineales
vectoniales. Cuando mencionamos La palabra fun
e tema empezamos a hecordar; dentro de estas

Adeas podemos mencionar opex
cibn,

aciones fundamentales como £a adicibn y composi

En Las thansformacidnes Lineales también se definen operaciones cu-

yo manefo constituye el dlgdbra de Las transformaciones Lineales; iniciane--
mos nuestro estudio con Las loperaciones de adicibn, multipticacin por un

escalan y composdielon,

Considenemos el px

2BA

y X es La matrniz incdgnita.
estudiado en el capltulo 11,
operaciones con ransformacd

Sean Las trhansfo

(oblema de resolver La sdiguiente ecuaciln matni--

X-2CX=7

Esta matrniz La podemos obtener de acuerdo a Lo
a4in embargo, obtendremos La matrniz empleando
ones Lineales.

Zjau;onuunealu T:RZ+R, S:R+R y
P:R? + R? definidas pon Las sdiguientes reglas de conrespondencia
Tixi,x2) = xa-%x2 |, S{x1)={2x1,x1) y Plxy,xz) = (x1 - x2,%1 + x2)

puedes vernifican que Las mat
ices asociadas a Las thany
%o a Las bases canfnicas.

la ecuacibn matric,
en trans fonmaciones Lineales
2{SoT) (x

rices A,B y C deginidas anterionmente son Las ma
formaciones T, S y P respectivamente, con respec

{al anterdion La podemos LLevar a su equivalente-
, quedando

1,%2) - 2P(xy,x2) = {-1,-1)
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Para LLegan a esias equivalencias debemos recondar que La multipli
cacibn de Las matrices asociadas® a dos thans formaciones Lineales equivale a
La composdcedbn de esas transformaciones,que La adicibn de Las matrices equi-
vale a La adicifn de Las transfonmaciones y que La mubltiplicacifn de un esca
Lan porn Lo matrniz asocdiada a una Wnbéolunau'tine equivale a La multiplica---
cibn de un escakar pon esa transformacion.
Desarvollando La detima expresibn, tendrnemos:
ZS(T(XX;XZT) -2 P(Xl,X2) = (-7,-”
Aplicando T a La pareja (x;,x2)
23()(1 -X2) -2 P(XI,XZ) = ('1:'”
Aplicando S a La d,éﬁvtehow. x1 - X2 [vecton de R') y P a La paresa
(xy,%2) (vecton de R?)
2(2xy - Zx2,%y - X2} -2 (X1 =Xz, X1 +X2) = (-1,-1)
operando con estos vectores tendremos:

2{x1 - x2, - 2x2} = (-1, -1}

Esta Getima L{gualdad vectornial, La podemos LLevar al siguiente 544 ’
tema de ecuaciones Lineales 2xy - 2% = -1

-4x; = -1
de donde x» =—%— y x1 =--7;——
Entonces La matrniz buscada es:
- 1/4
1/4

>
L]

5 Cuando habkemos de La matriz asociada a una.transformacin Lineal sin espe
ciflcan a que bases esta neferdda, se sobreentenderd que sonm Las bases ca
nénicas.

© En este cuaderno usanemos indistintamente Las expresiones "multiplicacibn
de una matriz pon un escalan” o "multiplicacibn de un escalar por una matrniz".
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Te sugendimos que comp
matrnicial planteada, utilizando
dnds dan cuenta que es mds simpl
hemos hecho de esta gforma para
nes Lineales, ‘

Ademds de Las operacis
Lan y composicibn, otra operacd
Les es La Anvernsibn de una trand

La trhansformacifn inv
T:V W es La transformacitn 4

(TeT™ ") (W)

(7701 (V) 4T

Para que exista £a g
neal T:V ~ W, &sta debe sen biy

al dim V=dim W

b) N(T) = {Ty}

Parna el estudio de est

nuebes este nesultado nesolviendo £a ecuacidn
el método del capfiulo 11. AL hacerlo ze po
e que el desarroflado aqul. Sin embargo, Lo
(lustran Las operaciones entrne thansformacio-

ones de adicibn, multiplicacibn por un esca--
6n {mportante de Las thansformaciones Linea--
s formacién Lineal.

onsa, denota T de una thansformacibn Lineal
Lineal Gnica T ': W - V tal que

w MuweW

v vel

s formacibn inversa de una transgormacitn L4
ectiva, que es equivalente a:

r

e concepto consideremos el siguiente ejemplo.

Sea el sistema de ecudaciones Lineales

53Xy - X2+ X3 =

X1 - X2+ X3 =

Xy +Xy+ X3~

(7)

La nepresentacifn matricial, de fa forma A% =5, de este sistema

es:
3

1
1

-1
-1
1

1
1
1

La matniz A puede defd

negla de correspondencia:
T{x1,X2,%x3) =

nir una trans formacibn Lineal T :R® > R® de

(3xy - X2+ X3, X1-X2+X3, X1+Xg+X3)
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Averniguemos &4 A Liene Lnversa:

3.1 111 0 10 0! 12 -1/2 o.l
' 1
1 -1 110 N0 0! o -1/2 172
] )
11 110 o0 R O 7 R Y,
I )
de donde
1 -1 0
a1 1o -1
A

-1z 1

Sé A nepresenta fa thansformacibn Lineal T:R® » R® , A" nepre-
senta matriciabmente La transformacibn Lineal T ': R® + R® definida pon

T Y1,02,0s) = (W12, 424 Y5, =41+ 242 + )

En genenal s A es La nepresentacitn matricial de una thansforma--
cibn Rineal T, A, 84 existe, es La nepresentacibn matricial de La transfox
macibn inversa de T. Si A™' no existe,T no tiene thansformacibn inversa.

Volviendo al sistema de ecuaciones iniciafmente planteado, su s0lu
cibn es dnica ponque A existe; entonces, hay un vecton dnico de R® cuya
imagen es el vecton (1,0,-1) bajo La transformacibn T.

Si ek sistema de ecuaciones (7) hubiera sido compatible indetermi-
nado o incompatible, jqué implicaciones hubiera tenido para La thansfonmacibn
T deginida en el ejemplo? Desde el punto de vista de Las /tnan.éﬁolunde,éonu
Lineales, jqué nepresenta el conjunto de soluciones de un sd{stema de ecuaclio
nes Lineales homogbneo? Trata de confestar a estas preguntas y consulita
fus nespuesitas con tu progesor o un aseson de' La materia.

Te. {nvitamos a resolven Los sdguientes efercicios:

6.- Sean B=1{D,,b.} y E={2:,%} dos bases de R?, nelacionadas pon:
.51 =-é-1 +2€2
ba=-e1* e

y sea La transformacién Lineal S : R? » R? tal que S(e1] =By y S(ez) =b:




Encuentra Las matrices
7.- la matrniz asociada a una tra

Encuentra £a negla de
temina Las dimensiones del reco

§.- Sea T:R? » R?
B=1{(0,3), (3,0)} dos bases de R

S4 se conoce que

W (S) g M(s)

hdformacién Lineal T:R® + R* es:

ronnespondencia de dicha transformacibn y de
wido y del ndckeo de T usando ef rango de M.

una thans formacion Lineal y sean A={(2,0), (0,2)} y

2

1 1

L=
-4 2
y V) =1(2,1), obten [T(V]],
9,- Pana Las transformaciones Lineales:
Rix,y,z) = (2x+y, x,2-y)
Si{x,y,z) = (x,2y,x-g)
Tix,4,2) = (0,x+y+2, x-2y-22)

a) Obtén Las matrnices asociadas
bases candnicas.

b) S& U=(1,-1,-1), obtén emple.

(R+S+T) (V) 4

a cada transformacibn Lineal neferidas a Las

ando Las matrices asociadas:

((RoS} +T) (v].
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10.- Las transformaciones Lineales
F:A-+B H:C+B T:A=>¢C
G:B+A S:B=+C

se LLustran en el siguiente diaghama:

De Las siguientes operaciones, determina cuales se pueden efectuar
Y, en casdo afiumativo, determina el dominio y recorrido de Las trans formacio
nes resultado: '
1) GOF 111) HoF V) ToF

‘11) GoH : IV} Sof VI) HoTOG

11.~ Sea T una transformacibn Lineal que consiste en una notacién de 90° del
plano cantesiano alrededon del onigen en sentido contrarnio a Las manecillas
del nelof, y sea S una transformacifn Lineal que consiste en asignan a cada
punto def plano su simétnico nespecto al efe X. Caleula:

al {T+8) {1,1)

b) (T+S} (x,4) para x>0, y>0

e) [T-(3ToS8) + Ip2-4(S0T)) (x,y)

donde 1., es La transformacibn identidad en R?.
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12.- Considera La transformacibn Lineal T:R® + R® definida por
Tix,¢4,2) = [x,x+y, x+y+z)

Demuestna que La trhansformacibn T iiene {nversa y verigica que La
thans formacibn invernsa también es Lineal.

13.- Determina 84 La thansformacion Lineal T :Py » D, donde

p, = {ax+bla,beR} y v=”‘; z:l la,beR_}_ deginida por
§loy | o0

T4 - N{eP
0 411}

tiene inversa y en caso agiumative, obtenda.
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Yalores Y Yeclores

Caraclerdslicos

Dos de Los concepios de mayorn impontancia y aplicacién dentro de
Las thansfonmaciones Lineales son Los de valor y veector caracteristico.

A continuacibn te presentamos una de sus aplicaciones mds Lintere--
santes: Las formas cuadndticas.

A una ecuacifn de La fonma:
ax?+bxy+eyttdx + eyt = 0 o (8)

donde a,b,...,f 4on nimeros reales, se Le Llama ecuacibn cuadndtica de dos
variables x,y 7

S4 al menos alguno de Los coeficientes de Los téminos de segundo
ghado a,b 6 ¢ es distinto de cero, entonces fLa ecuacién anterion hepresenta-
el Lugan geométrnico de una cbnica, o bien casos excepcionales como un punto
0 un pan de nectas.

Cuando b es distinto de cero (d{ndependientemente de Los valones de
a y c), La ecuacifn representa una cénica cuyo efe focal no es paralelo a
algln efe coordenado. Si ademds, Los coeficientes asociados a La variable x,
ayd |6 Los asociados a "y",¢ y e} son distintos de cero, sdignifica que £a
ebnica no tiene su centro (o su véntice en el caso de La pandbola) en el onl
gen.

EL problema que deseamos resolven ahora, es el de hacer un cambio
de variables de Zal forma que La ecuacibn (8) se reduzca a La fonma:

a xn2 +Sy"2 +vy=0 (9)

que representa una ebnica con centro en el onigen y efes paralelos a Los efes
coondenados .

7 A 4o suma de Los tres primenos ténminos de £a ecuacibn (8) ax® +bxy + cy?
se Le Rlama forma cuadrdtica de Los valores x,y.
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Obwiamente La ecuacid
La ecuacidn (8).

Primero haremos un
nica y hacerlos paralelos a Los
haremos otro cambio de variable
denadas {Zraslacibn de ejes).

Para efectuar el prime
dnla aplican el resultado bien ¢

que para eliminan el téamino en
por La expresibn:

fn (9) es8 mucho mis fdcdil de Ldentificar que

bio de variable para ginan Los efes de La cf
efes coondenados (rotacisn de ejes) y Luego
para colocar su centro en el origen de coon-

2 cambio de variable y ginan Los ejes, se po
onoeido de £a. geometnla analltica que indica

xy el cambio de variable apropiado estd dado

x = x'cos0-y' send
y=x'sen0+y' cos o
__ b
donde 2an20=-——
Sin embargo, nodoiros procederemos en otra forma aplicando £os re

sultados del Algebra Lineal.

En primen téumino, pod
eseiibin como:

a —g— X
x ¢ b
T ¢ y
0 bien:
X AT +BX + 4
donde
X a
- A-
X = » b
y 7

Sm primen émine de La ecuacd
es Lo que hemos LLamado foruma

emos observan que La ecuacifn (§) se puede

X
+d g +4=0 ______(10)
y
=0 (1118
b
Tl oy 8-[d o]
c

6n (11) es dgual a XTAX =ax? +bxy+cy? y
cuadndtica.
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Notamos que La aparicién del téumino en xy de La ecuacifn (§) se
debe a L0s elementos fuera de La diagonal de £a matriz A, En cambio, &4 A
fuerna diagonal este téumino no apareceria. Por efemplo, &4 A fuera de La

forma: -
a O

0 B

‘el primer téumino de La ecuscidn (11) senta:
o 0 X
YTA'i:[x v] =ax?+ By? (12) °
0 B y

Por Lo tanto, Lo que fenemos que hacer es efectuar un cambio de va
niable que "diagonalice" a £La matrniz A, '

Se puede demostrar que £a matriz A, pon ser simétrica se puede dia
gonalizan mediante un producto

AP
sdendo P La matriz formada con Los vectores caracternfsticos unitarios de a'
Este producto es Lgual a una matriz diagonal A' cuyos elementos son Los valo
nes caractenfsticos o y B de A,

a 0

0 B

PlAP= A=

ademfs £a matrniz P es ontogonal y pon Lo tanto, PT=p, s decin,
PPr=pP =1
Entonces, La ecuacibn (11) se puede esenibin como (introduciendo
el operadon didentidad 1 entre cada producto de matrices y Luego sustituyén-
dolo por PP 6 PP):
TTPPT APPTR + BPPTX +4 =0
(PTRTA (PTX) +BP(P )+ §=0 (13)

9 A La expresibn (12) se Le Llama forma cuadrdtica diagonalizada.

0 14 matniz P se puede forman con vectones caracternlsticos no unitarios, sin
embargo, es preferible usar vectores unifarios.
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Deginamos un nuevo sistema de coordenadas x',y' mediante £a expre

s4i6n
x’

"
x|
n
ﬁ-_'l

yl

ysea B'=BP=[e w].
T AT +B
a 0
' y']
0

ax12 +'By12 +ex' +

L X

X=P
y

Entonces, La ecuacifn (13) se puede escrnibin:

X+ 4=0 (14)
-X' ) X'
+ [e w] + §=0
y' y'
wy' +4§ =0 (15)

En esta ecuacibn el eje focal es paralelo a algdn efe coordenado,

es decin, se ha efectuado £a ro

Ahona efectuamos el 4

dwx:wtoa de ceno, podemos fomar

alx'? + £ x')
a

y completan cuadrados.

alx' +) P 4By + )

efectuando La traslacibn de ejes

facibn buscada.

ogundo cambio de variable. S{i a y B 4on

y B(H'Z"'%)— H')

Entonces La ecuacubn [15) se escnibe:

2

2
R B Y J—

x" = x! o+ Ea, y" =y’ +_Zu_’6_
niond _ €2l
y definiendo y—é—-—‘f;-jg
se Blega a La ecuncibn buscada [ecuacibn 9):
OLX"Z *BU"2+Y =0

Sea poh efemplo, La cf
3x% - 2xy + 3y?

fnica de ecuacibn

-7 x 4647 y+2=0
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que de puede escnibin como:

3 -1 X ~ X
x v t[Fe/ T 6/T) +2=0
-1 3 Y Y
donde
3 -1 _
A= , B= [-&VT - &T] y §=12
-1 3

como el coeficiente de xy ¢s distinto de cero, el eje focal de esta cénica
no es panalelo a algin eje coondenado.

Hagamos el cambio de vaniables a x'~y' para que el eje focal
sea.paralelo a algin efe coordenado. Para ello obtengamos Los valores y vee
tones caracternisticos de A: :

3-x -1

det{A-A1)=
-1 3-)

= (3-2)2-1 P(A) =A%-6)1+ 8= (X-4) “._2)

por tanto, Los valones canacterlsticos asocdados de A son: Xy =4, X2=12

Para Xy =4, sus vectones caracterfsticos son:
-1 -1 X 0
= => x=-y, oL conjunto de La forma
-1 -1 Y 0
L {lk, -k} | kR eR, b+ 0}

Para i =2, sus vectores caracterfsticos asociados son:

1 -1 X 0
= = x=y, £ conjunto de La fonma

-1 1 y 0
L : {lk, R}| ReR, R+ 0}

tomemos un vecton caracteristico de cada conjunto,y formemos con Estos el -
conjunto {{7, -1),(1,1}}. Hacilndolos unitarics se Ziene:

1 1
{ﬁ_ {1,-11, Vaall {1,111
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entonces fa matriz P, que diagonaliza a A, buscada es:

1 1 1
T4

La ecuacibn de La conica en fundibn de Las variables x'y'

4 0 x!

x ¢ +[-o/T

0

L ~

yl

haciendo operaciones, se obtieng:
4x'? 4 2yt - 8x vyt 42 = 0

completando cuadrados, se tiene
(4x'* - 8x' +4) + (24'" 44y +2) - (4+2) 4250

que:

haciendo operaciones se LLega a La ecuacibn:

4lx' =112+ 2(y 1) = 4

(x'-1)2+—Lz——_( ATl

)

-1

es:
1
1

La cual puedes neconocen facilmente, ed una elipse con centre en (1,-1) del

sistema X'Y'

V'




para referinta al sistema XY nrecwwamos a La ecuacidn
X ( x! x' o | x
s P . t P
y y' y' y

como puedes comproban
r 1
] 1 -1 x'=
Pl e PT L =

.ygi
- s o

(x-yg)

{x+y)

es decin, el efe X' estf Localizado (haciendo y' = 0) a Lo Largo del vecton
7_2_L_ (1, -1} y V' a Lo Largo ded vecton —— (1,1) haciendo x' =0.  Su

grdfica es, pon tanto:

Y

con Lo que queda identificada y gragicada La cénica de este efemplo.

Te sugerimos ahonra, que tu trates de identificar y graficar La cé-
nica de ecuacifn -3x2 + Sxy + 12y% + 30x + 64y = 0 pon el método estudiade ante-
nionmente.
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A continuacibn te Linv
sobre valores y vectores caract
el estudio de este capliulo.

14.- Sea fLa matrhiz

MT) =

La nepresentacibn matricial de

a) Determina Los valores canract
asociados a ellos.

b) Demuestra que un conjunto {0
dos a valonres caracteristicos d

15.- Sea ) un valorn caractenisi
trans fonmacidn T tiene Lnversa,
ristico de 17

16.- Encuentra todos I_dA valore
cada espacio caracterlstico de

por:
T(x,4,z

17.- Demuestra que un espacio ¢
subespacio {nvariante de T.

(tomos a nesofven Los siguientes efercicios
enfaticos y otnos conceptos que completan

1T 2 0
0 3 1
0 0 4

La thans formacibn Lineal T:R® + R?

enisticos de T y Los vectores caracteristicos

nmado por tres vectores caracteristicos asocia
e T diferentes, es8 una base de R®

tico de una thansformacifn Lineal T. Si La
77, demuestra que \~' e un valon caracte-

4 caracteristicos, una base y La dimensibn de
La trans formacibn Lineal T:R® » R® definida

)= (2x+y, y-z, 2y+4z)

anacteristico de un operadorn Lineal T, es un

18.- Venifica el teorema de Cayley-Hamilion para La matriz
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19.- Demuestra que 44 La mathiz A es similar a La matrniz B, enfonces sus tha
zas son Lguales. Lo ‘ R

20.- Para cada uno de Los sigulentes operadones Lineales

a) T:R* > R®  tak que Tix,y) = (2x+y, 3x)

b) T:R?® » R® tal que T(x,y,z) = (y-z, x+4z, x+4y)

0btén ura matrniz diagonal D asociada a T y una matriz "diagonalizadona" P.

Comprueba, para cada inciso, que D= PV AP donde A es fa matriz asociada a T
referida a Las bases canbnicas.
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Mescelonea

1.- Considerna el espacio vector

onden 3.
S4 se define La thans

T(A) = det(A)
investiga 84 T es Lineal.

2.- Dada £a transformacibn T:C
Tla+bi) = (b
a) Demuestra que T es Lined

bre el campo de Los heal

b} Verifica que 84 el espac
plejos;  se cumple que:

T(—fx "-Z_z) s 7

T{Z,) = &

2,,22€C para toda escala

Como aT(Z)) * Tlaz:)
(1} y (11} se Llama semilineal

3.~ Se define en el espacdio vec
una transformacibn sobre 8L mid

T(g(x))e 5

a) Demuestrna que T es una
b) Demuestra que N(T} = {¢

¢) Determina £a dimensi6n de N(T)

Wal V sobre R formado pon Las matnices de

fonmacibn T:V + R
~AeV

+ C definida por

“a,beR

L 8L el espacdo vectorial C estd definida so0-
es.

o C estd definido sobre el campo de Los com-

+adf

{1}
(11}

(z1) + T(z2)

T{z:}

L o € C, donde @ e el conjugado de o.

T no es Lineak, sin embargo, al cumplin

2tonial de funciones reales de variable neal
mo de La sdguiente manera:

f{x) -af(x)

aeR

formacidn Lineal.
laeR}
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4.- Sea La transformacitn Lineal T:R® + R® definida pon
Tix,y,z) = (2x-y+2z2, 3x+2, x+y)

a) Determina el recornido y el ndckeo de T,
b} Obtén una base y La dimensibn del recornido y del ndcleo.

5.- Para La thansgonmacibn Lineal T:V + V, donde V= {ax?+bx+c|a,b,ceR)}
se conoce que
T{2x? +5x) = 3x?

CT(x2-1) = -x2-1
T(4) = 4

Determinag 84 es posible obtenen La negla de asociacién de Ty, en
caso agirmativo, obienta.

6.- Encuentra una base y La dimensibn del espacio vectonial, L{R?,R%}, fon-
mado pon el conjunto de todas Las transfonmaciones Lineales de R? en R?,

7.- Sean Las thansformaciones Lineales
S:R% + R2 tal que  Six,y) = (2Zx-y, y+x)
TiR® » R tak que  Tix,y) = (3x+2y, x}
[(ToH) +8]:R? + R? tal que [(ToH) +S] (x,4) = (2x- 3y, y-x)

Obtén La negla de asociacibn de La transformacibn Lineal
H:R? » R?




§.- Dadas Las transformaciones Lineales T:V ~ V. y S:V > V, donde

-

X y :
V= 5 | x,4,z,weR deginidas como
? z w ‘
-9
X y bt Xty
T - :
z W xX+ytz x+y+z+w
v x Y w |z
S =z
z w y [x

encuentra, de sen posible, Las neglas de asignacidn de :
a) 87
b) T
e) (som)™

9.~ Pana La thansformacién Lineal T:P + P, donde P={ax®+bx+cla,b,ceR},
definida por
T(4) = §' +4 XF{eP

Obtén, de sen posible, La transformacifn inversa 7!

10.- Determina Los valones y vectones caractenisticos de La tnansformacitn L4
neal S:M + M, donde

Y .
M=5 | x,y,ze R y S estd definida pon
W - j
X y\ x+2y y+12z
S ’ -
0 z y 0 2z
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11.- Sea A La matrniz asocdada, referida a £as bases canbnicas, de un operadon
Lineal T,\ un valor caracteristico de T y V su veeton caracterisiico asocia

do.
Demuestna que para La trhans formacién Lineal Tk, ReN, cuya matriz

asociado referida a £as bases candnicas es Ak, AX es un vakor caractentstico
de T y U es su vector caracternfstico asociado.

Verifica Lo anterion para el operadon Lineal T:R? » R?, definido
por Tix,y) = (x-3y, y} y k=2,

12.- Pana el operadon Lineal T:R® » R® deginido por
T(X.H.Z) = (X, Zy) x-Zy)
deternmina cuales de £os siguientes subespacios de R® son invariantes bajo T:

a) M={(0,0,kR) /ReR}
b) N={{k, -2k, 0} /keR}
¢) P={{(0,k, -k)/ke R}

13.- La matriz asociada a La transformacién Lineal T, negernida a La base
A={{z,1,1}, (1,0,1}), (0,0,7)} es

3 2 1
My ()= (-4 -4 -2
2 3 1

Obtén La matrniz asociada a T neferida a La base B=1{(2,3,1},
(0,2,1}, (0,1,1)}

14.- Demuestra que dos matrices semejantes Zienen Los mismos valores caracte-
nisticos.
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15.- Para cada una de £as sigulented transformaciones Lineales
1} T:R? + R® definida pon Tix,y,z) = (x+2y+4z, 3y, x+7y- 2z)
11) T:R® + R® definida por  Tix,y,z) = (dx+y- 2z, ~x+2y+ 2z, x+y+2z)
171) T:R® » R® definida por . Tix,y,z) ={x+2y, -y+2z, 2x-y)
a) Obtén sus valores caracternisticos.

b) Determina &4 T es diagonalizable; en caso afirmativo, obtén una matriz
diagonal asociada a T y £a base a La cual estd neferida.
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Examen de 7- %aﬁ//u/o

1.- Sea M el espacio de matrices cuadradas de ondn 2.

a b
M= |a,b,e,deR
c d

y La transformacibn Lineal T:M + R definida por
T(A) = 2x(A) A Ae M
a} Demuestra que T es Lineal,

b} Determina el nidcleo de La transformacibn, una base y su dimensidn.

20 P18,

7.- Considera el espacio vectorial C?={{x,y) | x,yeC} -deginido sobre ek
- campo de L0 ndmeros reakes, y La Zransformacibn Lineal T:C? > C? defini-

da pox _
Tla+bi, e+di) = (a+di, e+bl) *a,b,e,deR

" Determina La matriz asociada a La transformacibn T referida a La

base B={(2,0), (1-4,0), {4, -2), (1, 2i+4)}

20 PT1S.
3.- Dadas fas transformaciones Lineales
H:RZ > R?2  tal que Hix,y)=I[x-y, x+y)
P:R® + R?  tal que Plx,y,z) = {-x, 22}
S:R2 + R®  tak que S(x,y) ={y, x+y, x)
Obtén La negla de La transfonmacifn M, 84:
M=(2HoH™) - (2P03)
20 P1S.
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4.- Pana La transformacidn £ineal S:M + P donde

x Yy

M= | xjy,zeR y P={ax*+bx+cia,b,ceR}
y z

dedinida por
- =

a b

S = {a+e)x?+{btelx+la-c)
b ¢

a) Demuestra que existe & transformacibn inversa.
b) Determina fa negla de fa transformacibn inversa.

20 PTS.

5.- Sea el operadon Lineal T:P + P, donde P={ax*+bx+c|a,b,ceR} yT

estd definida como
Tlax2+bx+c¢) = {2a+b)x2+(2b-c)x+4c-

a) Obzén Los valones y vedtonres caracteristicos de T,

b) Determina, 84 es posibfe, una matriz diagonal asociada a T y £a base

a La cual estd refernidq.

20 PTS.

‘Tiempo miximo de soclucibn: Z2|honas 15 minutos.
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CAPITULO VI

0peradore§ Lineales
sobre

Espacios Euclidianos
“Sp




"La matemdtica no es un cuerpo aisbado y autosufl
clente de conocimientos. Existe sobre tode para
ayudar al hombre a comprender y dominar el mundo
fisdico y tambitn, en alguna medida, Los mundos
econbmico y social. La matemitica estd ab senvi
clo| de detenminados gines y propdsitos. S<no
fuese asf, nc habrin Lugan para ella en Los pho-
ghamas de ensefianza. Si& Las matemdticas son obje
to de gran demanda y se Les concede tanta {mportan
cia, £a razén es que son un instrumento de ghan
ayuda".

MORRIS KLINE,




Examen @t’dyrm’d/{w

1.- Obtén ef médulo de Los siguientes vectones
al v=(1,86) b) w=1(-3,2,/T7 }

)
2.~ Dados Ros siguientes vectones, determina cuafes de eflLos son ontogonales

entrne s4:
u=1(1,-3,2}, . v={-1,3,5), w=1(9,8,- 3)

3.- Obtén un vector unitarnio en fa direccibn del vector
a=(3,-6,6)

4.- Cakoula el valon de La siguiente integral definida

41(:.3 -3+ dt

5.- Caleula el hesultado de £La sigudlente expresditn

4 0 6 16
mo-3d |1 -3 2 -2
§ 1 16 13

6.- Calcula La thaza de La siguiente matriz

4 3 4 -2
Ao l1 0 1 3
0 2 6 0
-3 1 0 -2
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7.- a} Para que La matriz
§

arz= » b= ’
6:
b} Panra que La matriz -L
B = X
-§+44(
sdea una matnliz antihermitiana se ne
X= ’ y= ’ z-=
¢} Determina 84 La matrniz
C

es una matrniz ortogonal,

7 -3+30 44
-4 -5 6 -4
a d 0 e
b 10 1
c= » d= ] e =
-4z 4
0 13 ’ !
Y w+3
quiere que
’ w=
i 1 2
vE o2 o

Si tienes dudas en La scolucidn de Los tres primenros efercicios de

este examen, te sugerimos estudies
21 de

- Apuntes de Geometrfa Analitica
Facultad de Ingenieria, UNAM

S84 tuviste dudas en La solucidn del ejercicio 4, te sugerimos estu-

dies estos conceptos en el capltulo

- Apuntes de Cdlculo Diferencial e
Facultad de Ingenienia, UNAM

Y, &4 Las dificultades se %
cios 5, 6 y 7, te sugerimos nepases
tulo 11 de esia asignatura.

14

gélos concepteos en Las pdginas 12, 17 y

VI de

Integhal

2 presentarnon en La solucibn de Los efercd
eslus conceptos que estudiaste en el capl




SProduclos de ﬂﬁ/wna't}/a/e

A continuacibn te pnuentam04 Los obfetivos mds mpon,tantu que de
bes aleanzan ab terminan este cathwKo.

VI.1 Determinarn 84 un espacio vectonial y una funcibn forman un espacio
euckidiano .,

VI.2 Obtener una base orntonommal a partin de una base cualquiera de un
espacio euctidiano.

V1.3 Obtener Los valores y vectores caracterisiicos de un operadon hermitia
no o antihenmitiano, e indicar sus propiedades.

V1.4 Obtener La nepresentaci6n matrnicial de un operador unitorio u ontogo--
nal,e indicar sus propiedades.




- Inblreduccion

EL concepto de vector que se ha estudiado hasta antes de Lnician
el cunso de Algebna Lineal ha sido el de una cantidad que tiene magnitud y

direcelon.

Esta nocifn de vector se estudid en el curso de Algebra y Geome

tla Analltica, particularmente en £0s espacios R, R® yR®; en estos espa-

clos, Los vectones siempre U

(enen una {nferpretacibn geométrica. En ese cur

50 se estudif también que aunque en Los espacios R® (con n>3) no existe

Anterpretacidn geoméinica, 4¢

2 pueden generalizan directamente Las operacioned

de adicibn y mubtiplicacibn por un escafar independientemente del valorn de n,

¥ que poxn Lo tanto Los elLemes

tn el capltulo TV ¢

braica de espacio vectonial ¢
R®. Se estudif también que
a Los espacios R, C°, y a &

1tos de R® también son vectones.

le esta asignatura se estudid fa estructura alge
ue es un concepto mds general que £os espacios
psla estructuna incluye como casod particulares
ps conjuntos de polinomios, matrnices y funciones.

Pon esta nazén, a Los polinomios, matrices y funciones se Les Llama también

veelores aunque carezean de
nitud y direceibn.

Cuando se estudis
non Los conceptos de magnitus
vos de este capftulo serd pr
y dngulo entre vectores de ul
considernanemos tan arbithar
sobne el campo de Los ndmero

Como Los axiomas q
mentos suficientes para gene
mos a necwurin al concepio
de una manera muy convenien
del producto escalar usual |
vectoniales abstractos, La 4
de nuestra nocibn geométricg

(nterpretacibn geométrica en Lo neferente o mag

fa estructura de espacio veetornial no se definie
d y dngulo entre vectores. Uno de Los objeti--
ecisamente generalizan Ras nociones de magnitud

n espacio vectorial cualquiena,Dicho espacio Lo
io como se desee, con tal de que esté deginido

s neales o Los complejos.

ue definen a Los espacios vectorniales no dan ele

(zan Las deginiciones de Longitud y dngulo,va
e producto interno, que nos permitind defininlos
te., EL producto interno es una generalizacibn
producto punto); sin embargo, en Los espacios
ntenpretacibn del producto interno dista mucho
del producto escalar usual.
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A un espacio vectorial donde se ha definido un producto intewns Le
Leamaremos Espacio Euclidiano; de &ite y otnos conceplos trataremos en el pai
mer blogue.

En el segundo bloque hablaremos de Los operadonres henmitianos. Una
de Las nazones por La cual estos operadores son importantes es que siempre
se pueden diagonalizar mediante un cambio de base apropiado, Lo cual penmite
simplifican considerablemerite todos Los cdlculos y apreciar mds fdcilmente
sus propledades. '

En este punto debemos necondan que, el que un operador se pueda
diagonatizan, sdignifica que existe una base respecto a La cual fa matriz aso
clada al operadon es una matrniz diagonal.

En general, puede resubltar bastante complicado determinan 84 un
operadon anbitrario se puede diagonalizar, .pero 44 nos hestringimos a opera
dones hemitianos o unitanios entonces e fdeil demostrar que siempre se pue
den diagonalizar.

Los operadones hermitianos tienen ademds fLa impontante propiedad
de que todos sus valones caracterlsticos son ndmeros reales aunque el espa~--
clo veetornial esté definido sobre Los complejos. Esta propiedad ha aido
extensamente utilizada en una de Las namas de La flsica moderna mds fascinan
te, fa mecdnica cudntica. Esto se debe a que £os valores de cualquier magni
tud §Lsica medible son simpre ndmeros neales y por Lo tanto pueden represen-
tonse mediante valones caracteristicos de operadores hermitianos.
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Espracio

Para - cualquienr espacio
puede definin una funcién
§:Vxv-+K
es decin, una funcibn que asocia
pacio vectorial V un dnico escals

Por efemplo, en el espd
Los neales se puede definin La §

ma: _ 2
§(v,w) =i£1 Vi W

{v,w) e R2x RZ, dond

En particulan, La imag

decin,
6((4)3!2)0 (2,
Representaremos a este
bokogia:
{o]e) : VxV

AsZ, La funcibn §(v,@)

—_ 2
(V|w)= 2 v
i=1

Y Como se mencionS en La introdu

neales o Los complejos.

s Cuclidianacs

veetornial V definido sobre un campo K, se

7

a cada pareja ordenada de vectores de un es
o de un-campo ' k.

1ed0 vectonial R? definido sobre el campo de
ineidn  §:R*x RZ » R de La siguiente for-

1 {2)

: R
1151 viwi € |
en de ((4,3,2), (2,-3,1]) segdn § es 1, es

r3,1)) =1

tipo de funciones mediante La sigulente sim

L ¢ _(3)

2 .
5L, VW se escrnibe
i=

{2y

ceddn, el campo K representa al campo de Los
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A la funcibn | | ) :VxV > K fa Zlamaremos producto interno o pro
ducto interion 84 satisgace Las sigulentes propiedades:

Sean u,v,w eV y oaceK

1.- (@]9 = (T

donde (v |u) es el complejo conjugado de (v |u)
2.~ (au|v) = afu]|V]
3.- ([@]v+w - (ZL'Ii'J)_+ (@] w)
4.- [@|w >0

{w|w =0, 84 y 860 AL UW=T

~ Un ejemplo muy conocido de producto intenno en R" es ek producto
escalan ordinarnio. En tu curso de Algebra y Geometria Anabitica® estudias-
te que para cualesquiena dos vectores v y w del espacio RV

Vew, =i§1 viWi = viwy tvaa + ... "'Unwn (4)
la funcibn expresada en (4] satisface Las cuatro propiedades enun
eladas anterionmente. ’
— — n
De acuendo a (1] y (3], La funcibn ve-i =i§1 vijw; de puede escri-
bin de Las sigulentes manenasd:
_— - — — n
vew =4{v,w) = (v ]w) =i£1 ."iwi
Como habnds observado, La expresibn (2} o (2]' es el producto
escalarn ondinario definido en R®
Consideremos ahora otra funcibn definida también de R*> x R? en R

de La sigulente manera:

(V| W] = 2viwy + vz + vawy + vawz (5}

2 Apuntes de geometria anabitica
Facultad de Ingenierfa, UNAM
Pdgina 20
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Para comprobar que esia
rdgican que de cumplen Las cuatno
propiedad 3.

Sean W= (uy,uz), v-=
@] T+® = (luy,u) |
= (lus,uz) |

(@ | V+W) = 2uy vy +wy) +uy(va +wy
[@|v) +(@lw) = (fu,y
(E|V, + (E|W) = 2uy (vy +wy) +uy (Y
Como £a expresidn (6) e

De igual manera se pued

deja como eferncicio al estudiante

Las expresiones (2)' y
el espacio R?. De acuerdo a est
en un mismo espacio vectornial.

Wamanemos Espacio Euck
Anterno.
AL espacio vectornial de
intenno se Le Llama también Espa
definido sobre Los complejos con

¢io Real Euckidiano.

funcidn es un producto interno hay que ve-
propiedades. Verifiquemos, por efemplo,la

vi,v2}, W= {wy,wz) 2tres vectores de RZ,
vi,ve) + {wy +w2) )
vy +Wy, vz +w2))

{6)

) +uza vy +wy)+uz (Ve +w,)
12} {vi,v2)) + (lug,uz) | (wy,w,))

{7)

2tw2) +ua vy +wn) +ua (v +wa)

24 igual a La expresibn (7},

Flv) + () w)

{en verigican Las otnas trhes propiedades. Se
vend fieantas,

(5) son dos efemplos de producto interno en
, pueden existin varios productos internos

Lidiano a un espacio vectornial con producto

2 finido sobne Los neales con un producto
AL espacio vectonial
un producto {interno se Le Llama Espacio Com

plejo Euclidiano; Zambién se Le suele Llamar Espacio Unitario.

En el espacio real euch
(wivl = (v]u
Yy se tiene ademds que
{au vl = (T
mientrnas que en el espacio compl

{Ulav) = o |

donde & es ef complefo confugad

tidiano La propiedad 1 es simpLemente

LT} = (@] V)

ejo euclidiano

ko)

o de o.
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En cursos ante/u'.oltua, se estudib que el médulo de un vector VU del

espacio n-dimensionak que es La Longitud o magnitud def mismo, se obtiene me
diante La expresibn
- 2 2 21/2
V] = [{vi,vz,ees, vpll=luy +vy + 0l #VE) (8)
AsL, pon efemplo, La magnitud del vectorn V= {3,4) del espacio R®
es, segiin (8] Y, :
V] = |13,4) | = (32+4%) =/TF =5

EL mfdulo del vecton V se puede expresar mediante el producto esca
Lan de acuendo a La explltu.wn:

5] = @9 (9)

Asf, el mbdulo del vecton V= (3,4] se obtiene también de La siguien
te manera Y, 1 :
[V] = (13,4)+(3,4)) = ((3)(3) +(4)(4)) =/T5 = 5

Nos preguntamos ahonra &4 La expresifn (9] se puede generalizan pa-
ra cualquien espacio vectordial con un producto interno arbitrario. Lla /Lez;--
puesta es afiwmativa, puesto que de acuerdo con La.propiedad 4 del producto
interno, el nimero (v | V) siempre es mayor que cero para cualquien v, (V#T0);
por Lo tanto, se Le puede extraer rafz cuadnada y el nifmero (v |7v) 2 siempne
exiate y es positivo.

Y
AL ntimeno (V |V) se Le Llama Norma de v y Lo repnesenfaremos por
NVl es decin, Y
ol = (v]v (10

AsZ, La nowma del vecton Vv=(3,4) con el producto esealar ondina-
nio definido en (2)' es Lgual a 5; y La nowma def mismo vector con el produc
to dinterno definido en (5} es

1
v’
N0 = 113,40 || = (13,4) | (3,4)) = JITST¥TTSTIRTE = /3%

3 Apuntes de geometrnia analitica
Facultad de Ingenienfa, UNAM
Pdgina 13
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Una conclusidn importante de Lo anterdiorn es que La nonma de un
vector depende def producto {nterno elegido ya que es posible definin un pro
ducto intewno de varias manenas.

‘ EL concepto de norma viene a ser asl, una abstraceibn del concepto
ondinarnio de médulo o Longitud de un vecton.

: De esta manera, en|el espacio euclidiano F de todas Las gunciones
continuas neales de variable|real euyo producto interno estd definido como

(10 gith) = 401 g 21 a2, v ,gcF
(¢}

La nowma de p{t) = £+2 esid dada por
. Yo T
ptalll = ptal [plel) V[ teen1?dt = 5

En un espacio eucki{diano, también podemos generalizan el concepto
de dngulo entre dos vectohres

Recondemos de cursos anteniones que ef dngulo entre dos vectores
V y w se determina mediante £a expresibn :
cos O+ __U : »
v
donde T-W es el producto gsealor ondinanio y |V| y |W| son Los médulos
de v y w nespectivamente.

¥ uweR®, Vu+T

g 1
1

Podemos generalizan Lo anternior para cuaﬁé,équ.éma vectores no nulos
Vy W deun espacio euclidianc.

Se define entonces| el dngulo © entre Los vectores v y W como

. (v]w . (11}
cos 0 =Re o 1%

Esta expresibn se puede generalizan para cualquien espacio eucli--
diano a4
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Como es posible demostran Lo anterion (ver desigualdad de Cauchy-
Sehwanz) entonces, (11) se puede wiilizan para definin el dngulo entre dos
vectones? de un espacio vectorial cualquiera con un producto interno anbitha
nio, .

Estaremos particularmente interesados en vectores cuyo dngulo entre
ellos sea ©=90° es decin, en vectornes en Los cuales se tenga que (v |w)=0,
A Los vectores cuyo producto interno es cero se Les Llama ontogonales y el
conjunto de vectores {vi} de un espacio euclidianc se dice que es ontogonal
{0 que sus vectores son ontogenales dos a dos) &4, para 4 ¥+ §, se tiene que
{vi lUj) =0

Es conveniente,también aquf hacer La observacibn de que La orntogo-
nalidad entre vectores depende delf producto interno elegido ya que es posi--

ble que dos vectores sean orntogonales con hrespecto a un producto inteano y
que no Lo sean con respecto a otho.

EL concepto de producto Lnterno ha hecho posible La genenalizacién
del concepto de magnitud de un vector y dngulo entre vectores de un espacio
veetornial anbitrharnio.

Sin embargo, queremos hacer algunas observaciones respecto a Los
conceptos presentados en este blogue.

E¢ producto interno proporciona una manera conveniente de generaldi
zan el concepto de magnitud (nowma}, no obstante, no es La dniea. EL concep

to de nonma se puede definin aunque no esté definido un producto 4interno; es
decin, La nomma se puede defénin en un espacio vectorial V como una funcibn

o1l + ver

que cumple fas sdgulentes propiedades:

v >o, ¥TVev

y [[V] =0, 8 y 460 8& v=T
) | = [ALIT], VeV, reRr
1) | V+w [ < |T]+ @], ¥V, @e v

4 Recondan que leos© ] < 1
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Pon ejemplo,las sdguientes funciones establecen normas de un vector
UV  s4n necesidad de tenmer deginide un producto inteanc:

- n
RS ATAR

84 en un espacio vectoriaql estd degindida La funcibn || |} : v + R
Leamada nowma, al espacio se Le suele Leamarn Edpacio Noamado; mienthas que
espacio euclidiano es el espacdio vectonial en el cual estd deginido un pro-
ducto intenno que se puede usan definin La norma def vector. En algunas
ocasiones al espacio euclidiano se|fe Liama Espacio Prehilbert o Espacic Pre
hilbertiano.  Luego, todo espacio|euclidiano o espacio prehilbert es un
espacio vectornial normado, pero no|todo espacio normado es un espacio eucli-
diano o espacio prehilbert.

Te sugenimos que para repgiuman tode Lo anterion y profundizan mds
en estos temas consultes La siguiente biblLioghafla:

- Algebra Lineal y Aplicaciones
Francis G. Flonrey
Edit. Prentice-Hall
Pdginas 335 a 364

- Introduceibn al Algebra Lineal
Howard Anton
Edit. Limusa
Phginas 178 a 200

- Caleulus, Volumen ? “

Tom M. Apostol \
Edit. Reveaté
Phginas 17 a 32

Pana obtener habilidad |en La sofucifn de ejercicios de estos temas,
te sugerimos trates de nesolver Los que a continuacibn te presentamos.
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1.- Demuesira que La funcibn («|+) definida por
%]y =XATT, ¥ X7eR?
1 -1
donde A = - no es un producto interno indicando £a(s) propiedad|es)

que no e cumple(n}.

2.- Demuestra que para todo espacio real euckidiano E, se cumple que

HEID = X+ FIXD - (T-F|X-7), ¥XFeE

3.- Sea V= (4+24, 5-64i) un vector del espacio complejo V. SL para cuafes
quiera dos vectores W= (Xy,Xx2), V= (y1,y,) de V, ef producto interno en V
se define como

@ - £ 67, wavev

donde Y; es el complejo conjugado de Y; » cabeuka [ vl

4.- Sea W el espacio de £os polinomios de grado menor o 4guakl a trnes defini-
dos en el intervalo [-1, 1] con el producto interno

1
(plal =/ plx] qlxldx, ¥ p,qeW

-1
Una base de dicho espacio es el conjunto B={1,x,x2,x*}; uwtili--
zando ef proceso de Gram-Schmidt, obtén una base ontogonal a partir de B.

5.- Demuestna que todo conjunto ontogonal de vectores que no contiene al vee
Zon ceno es Linealmente independiente.

155




6.~ Obtén una base ontononmal {considerando el producto escalar ordinarioc)
para el siguiente subespacio de R®:

w={lx,y,2) | x-y+z=0}
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| Oheraderes Simébiccos y Hevmidlianos g

Empezaremos dando La definicdl6n de operadon hermitiano,

Sea V un espacio euclidiano definido sobre el campo de Los comple-
jos y sea T un operadon Lineal deginido sobre V. S84 se cumple que

TV} W) = (ViTw)), % v,wev (12)

entonces se dice que T e un operador henmitiono con respecto al producto
interno dado.

Conviene hacer aqui algunas observaciones <importantes:

a) No debe confundirse el concepto de operadon hermifiano con ef de matriz
henmitiana. Un operadon hermitiano es un operadon Lineal que satisgace
La ecuacibn (12), en cambio, una matrniz hermitiana es una matrniz que es
Lgual a su trhanspuesta confugada. En algunas ocasiones . .ambos conceptos
estdn nelacionados, como podnd observarse en Los efemplos que se presenta
nén mds adefante.

b) Si T es un operador hermitiano con un producto interno, -puede dejar de
den hermitiano con otho producto Lnferno, Lo cual también se mostrand en
Los efemplos sigulentes.

¢) Bastn que un operador sea hermitiano nrespecto a algin producto interno pa
ha que se pueda diagonalizarn y para que sus valores caracterisiicos sean-
reales.

Cuando el espacio vectornial estd definido sobre el campo de Los nd
meros neales en vez de Los complejos, entonces, 84 T es un operadon Lineal
que satisface La expresidn {12} se dice que T et un operadon simétrico con
nespecto al producto interno dado.
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En consecuencia, Los operadones simEtricos pueden considerarse co
mo casos parnticulanes de op ones hermitianos, y cuando un operddor es 44
métnico se acostumbra decin dndistintamente que es simétnico o hermitiano.

También en este caso, no debe confundinse un operadon simétrico -
con una matniz simétrnica y nuevamente, un operadon simétrnico nespecto a un
producto interno puede no 4 nespecto a otno.

Por efemplo, consideremos el edpacio vectorial R_2 con el producto
escalan ondinanio. Determinemos s4 el operador T- 1 2} es un operadon
hermitiano. , 2 3

Sean V= (vy,vs) yl W= (w,w,) dos vectores de RZ.

AL aplican T sobre uno de estos vectones se tiene
- 2 vy
7(V) =T(V1,V2) = =(\11+2V2, 2v, + 3v3)
| £ 3 _Uz
_ z wh
T(W) = T{wy,w2) = = (W) + 2wy, 2wy + 3wa)
[ 3 W2

Entonces, el Lado izquiendo de La ecuacibn (12) es:
(T(V) |w} = ({v1+2¢2, 2vy +3v2) | (wy,wz))

= vy + 20 2y + 2U1W2 + 3vows

y el Lado derecho es
(ViT(w)) = ({vy,vall| (wy + 2wz, 2w, + 3w2)
= vy + 2w + 2voy + 3vow;

es decin, ;
(T(5) @) = \(v]T (@) |

pon ko tanto, el operador T es| un cperadon hermitiano nespecto al producto

escalarn orndinario.

En este caso como R?| es .un espacio sobne Los neales, se puede decin
indistintamente que T es un oppradon simétrico o hermitiano.
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Obsenvemos que £a matriz T es una matriz simétrica y, tambibn es
un operadon simftrnico nespecto al producto escalan ondinario.

Otra fonms de hacen el andlisis es como sigue®

Por un Lado Zenemos que
T@ W = (TN w-9 174
y pon el otno
@|T@) = Tw
donde V'T'®% 4 UT @ son productos usuales de matrices. Como T es una ma
triz simbtnica, To= T, y pon Lo tanto,
(T(v)|w) = (v|T(@)),
Lo cual demuedtra nuevamente que T es hermitiano.
Se puede demostran que todo operadon hermitiano es diagonalizable
{84n impontar nespecto a que producto interno sea hermitiano). En consecuen

cia, T se podid diagonalizar, como Lo veremos al final de este bloque. Antes,
analicemos otro openadonr.
17 -4

Sea el operadon G= dedinido en R? y con ef mismo produc
-2°10 -

1o interno del efemplo anterion.

Por un Lado tenemos

(G(T) @) = (6V) @ = V6T

y pon otro

(Tle@) = Ve @

*Recuenda que ef producto escalan ondinanio se puede escnibin como ek produc |

Y1
to de fa matriz nenglén X° = [x1 x2) 4 £a matriz columa = l: ]

es decin, - Y2
- — e URl
XeT=%9g =[x x3] =X Y1+ X2 Y2

Y2

[
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Como G # G, entonces V6w o+ VT GW Y por Lo tanto G no es un
operador hermitiano (simétrico) nespecto al producto escalar ondinario, aunque
posiblemente Lo sea nespecto a otho producto interno.

Considenemos ahona otro producto interno en R? ef cual denotaremos

por (| )'y que esté definido de La siguiente manera
(Vjw)' = VT M w, ™V, weR?
5 2
sdendo M La matniz M =
2 17
1 2
Determinemos 84 el operadon del efemplo anterion, T- es
. 2 3

un operadon henmitiano nespects a este nuevo producto interno.

Por un Lado, (T(V)|®) = (T)TMw = T 1T M

Pon otno Lado, (V|T(@)) = VEMT &

Para que (T(V)|w) = (V]T(W))’ se requiere que MT = TTM; pero,
9 16 T 9 36
MT = y T M-
36 55 16 5%

Pon Lo tanto, T no es un operador heamitianc (s4imétrico} nespecto
ca este producto {nterno.

Observemos que el operador T no es simétrico respecto a (| | ) aunque
;. ea una matniz siméirnica.

Como T nesults sen hermitianc nespecto af primer producto interno,
- dabemos que se puede diagonalizar aunque no sea hermitianc respecto al segun

do. 17 -
Considenemos nuevamente el |operadon G- [

ahora con ef
-2 10

segundo producto interns (| )
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Determinemos &4 G es hewmitiano [sim&tnico)
G(V) @)= (6V)T M =TT 6" Mw
(GI6@ ) = Fucw
donde

r 17 -2 5 2 r&l 0
G'M = =
-4 10 2 17 0 162
L i J L A
~ - - _ -
5 2 17 -4 81 0
MG = =
2 17 -2 10 0 162
L J i L J

Como VG M@ = UTMGE, entonces G e4 un operadon henmitiano respec
to al producto interno | | )"y, pon Lo tanto se puede diagonalizar mediante un
cambio de base.

Observemos que el operador G es simétrnico nespecto al segundo pro-
ducto intewno (] ), pero no es una matrniz siméirica, y que G no es un opera-
dos simétrico respecto al primer p)t.odutj,to Lnteno (producto escalarn oradina--
'nio) como Lo vimos con anterionidad.

Podemos aqul resumir Las observaciones hechas anterionmente:

1) Un mismo operadon puede sen hemitiano (simétrico} para un producto
intenno y puede no sen heamitiano {simétnico) para otno producto inter-
no.

11} Un operador puede sern hermitiano {simétiico) aunque no esté nepresenta-
do porn una matrniz hermitiana (sim&trnica).

111) Un operader puede no ser hermitiano (simEtrndico) aunque es€ nepresenta
do por una matrniz hermitiana [(simétrnica).

Los operadones hewmitianos presentan propledades muy L{mportantes
como Las que mencionames en La introduceidn de este capiltulo. Una de ellas
es que dus valores caracteristicos son nimenos neales aunque el espacio vec
fornial estf definido sobre Los complejos y que sus vectores caracteristicos
connespondientes a valores caracteristicos distintos son ontogonales.




Por ejemplo, para el operadon T=

icos son
M =2+ 23

y dos de sus vectores card

V5 -1

Se puede compro
V2 4on ortogonales respe
tuamos un cambio de base

/T
B4R

{notan que £as cofumnas d
para efectuarn el cambio d

ciendo de esta manera:

1 2

3

y >\2=2-v/—§-

ctenisticos asociados son

-1

-

deginido pon La matriz

r1

1]

i

—

o A son vectores canacteristicos de T).
o base debemos neabizan ef producto AT'TA. Proce-

sus valones caracteris

bar de inmediato que Xy y Az son heaked y que viy
vto al producto escalar ondinanio. Ademds,sd efec-

el openadon T quedarf en fonma diagonal

En efecto,

S A =
aira. ST
S [ -
o Rl : /E-1
Lt Ll
_"__-5-7'_7- 17 —l _____2__‘/-5_"3 /-2
545
] /T -1 3/5
- -7
-1 L Eer 2l
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5+3 /%
————
54+/%

(3
<
~N

1

15-7 /5
——

que es una matrniz diagonal y sus elementos de £a diagonal son precisamente
Los valones canacternisticos de T.
17 -4

Para el operadorn G-= de tiene que Xy =18 y Az=9
-2 10

y dos de sus vectores caracteristicos asociados son:

-4 1
1 2

Nuevamente, como este operadon es hewmitiano nespecto al producto
intenno (V[w)' = VI MW, se comprueba que sus valores caracteristicos son nes-
Les y sus vectores caracterlsticos ontogonales (nespecte a este producto
intenno). '

*

En efecto,
5 2 1 1
() ]T2) = VTMT, = [-4 1] =[-18 9] =0
: 2 17 2

Ademds, al efectuar el cambio de base definido por La matriz

-4 1 ‘
B= , el operadon G quedard en forma diagonal. {(Notar que La matriz
2

B estd formada con vectores caracteristicos de G).

2 -1 |17 4| -4 1 162 0 16 0
868 =-— - - .
7 -2 10 7
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jue, haremos algunas observaciones adiciona
Les:

a) Existen operadores que no son hermitiancs respecto a ninglin producto inter
(agonalizan mediante un cambio de base;por
Lanos Yy wiitarios,

no, pero que también se pueden
efemplo, Los operadones antihe
eden diagonalizan mediante ningdn cambio

. Este operador tiene como valores ca/r.ag

b} Existen operadores que no 4e
de base, por ejemplo 1 1

0 1
tenlaticos My =1 y Xrp=1, que son neales, pero no se puede diagonalizar.

A continuaeibn te sugerimos que trates de nesponder a Las sdgulen-

Les preguntas:
1.- ;los valones caracteristicos de cualquier operador son siempne £os mis--
mos Lndependientemente del producto interno elegido?

2.- S{ un operadon tiene valores |caracteristicos neakes, jAmplica que sea
hermitiano?

3.- S{ un operadon anbitranio tiene sus vectores caractenisiicos Linealmente
Andependientes, ;€stos pueden dejor de sen Linealmente independientes 54
se cambia el producto inteang? :

4.- Si dos vectones cualesquienral respecto a un producto Lnterno no son orto-
gonales, ise {mplica que sea Linealmente dependientes?

|
Si tienes problemas an‘ Las nespuestas de estas preguntas,te sugeri
mos acudas al serwicio de asesoslia y neafinmes estos conceptos consultando
Lo siguiente biblfiografla: T-a

- Caleulus, volumen 2
Tom M. Apositol
Ed(t. Reveaté
Pdginas 142 a 154
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- Algebra Lineal
Seymour Lipschutz
Edit, Mc. Graw-HiLl, senie Schaum
Phginas 279 a 313

Te sugerimos también, trates de resofver Los siguientes ejucic/éab.

7.- Sea el operadon Lineal S:R? + R? definido pon
Slx,y) = (-2x+ 5y, 5x+4y)
Considerando el producto interno como el producto escalar ordinaiio
en R%: '
a) Comprueba que S es un operadon simétnico.
b) Verifdica que La hepresentacitn matricial de S respecto a £a base
{{1,0),10,7)} es una matniz simétrica.
c) Verigica que fa representacibn matricial de S nespecto a £a base

{”Lu,n, %(1, 1)} s tambibn una matriz simbtrica.

8.- Sea T:V + V un operadon Lineal y sean A un valon caracterlstico de T y
V su veetor caracteristico asociado. Demuesina que

y . AT [9)

oTo)

9.- Demuestra que Los vectones caractenisticos conredpondientes a valores ca
nacternisticos distintos de un operadon heamitianc son ontogonales,

10.- Demuestra que, 84 A es un valor caracternfstico de un operador unitarnio,
entonces, A tiene mfdulo uno, es decin, |A|=1
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11.- a) Demuestra que ef operadon T:R?* + R? definido pon

1 1 1 1
T 2o e X b Y, e X -
{x,y} = T:HTy' ,Z_X T!!)

es un operador ontogonal considerando el producto interno como el producto
escalarn ondinario.

b} Obtén Los valones caracteristicos del operador y verifica, para tales
valones, el feorema enunciado en ¢ ejercicio 10.

12.- Considena e espacio vectorial R? con el producto escalar ondinario.

Para el operadon © =

verifica que de cumple Lo hipStesds def teorema espectral; obién La nepresen
Zacibn matrnicial diagonal y La bade cuya existencia garantiza el teoxrema.
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Misceldnea

1.~ Sea el espacio vectonial C® definido sobre Los complejos. Determina &4
La funcibn

(-\7 | -M?) = a.{El + azgz + a;E;
donde V= {ay,ap,as}, @w=lby,bs,bs), V,we C*, a;,b;eC es un producto
interno en 3

Nota: B,,b,,Fs son Los conjugados de by,by,ba nespectivamente.

x Yy
2.- Sea M- X,Y,z,w € R un espacio vectornial deginido sobre
z w

el campo de Los neales.

a) Demuestra que La funcibn

a b; az bs
= a1a2 + 2by1by + 3102 +dyd2
(3] d; e, dp

es un producto interno.

b} Caleula el dngulo entre fas matrices
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3.- Demuestra que en un espacic complejo euclidianc V, se cumplen £as AdL--
gulentes propiedades:

al (av|BiW) = aBI(Viw)
b) (v]aw+gul = afvim + 8(v |w wvwueV, oBeCl

Nota: o y B son Los conjugades de o y B

4.- Sean Vv y W vectones de un espacio neal euclidianc. Demuestrna que

(V+@ |T-W) = 0 iy a62o s ||V =||w]

5.- Sea F el espacic vectorial de Las funciones hreales de variable real en
el intewato (1, e].

S{ se defdne un producto interno en F pon
e
§19) = [taxgln glxidx, ¥ggeF
1

caleula La nomwma || §]], 84 §(x) =vVx

6.- Sea P={ct?+bt+ala,b,ceR} el espacio euclidiano cuyo producto inter
no estd definido como

1
(o q) / plt) qltldt,  ~ pqeP
0

0Obtén un vector §s que sea ontogonal a Los vectores filtl=2*-2t y
§2(2) =2 -1
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7.- Sea M el espacio euclidiano de £as matnices cuadradas de onden dos cuyo
producto interno estd definido de La siguiente manena:

(A|B) = tr(BTA), ¥ ABeM
0btén una base ontononmal de M a partin de fLa base

r s ’

§.- Sea B={ey,e2, ..., ¢y} una base ontononmal de un espacio euclidiano V.
Considerando el producto escalar ondinario,demuestra ques

al ({an@ + oo +on )[BT+ #8,8)) = aa Br+ 0o B #.u. 40y By
donde £os a;, By e C

b) Para todo v, € V,

1@ = 0] @T) + (V]2 B C) +.vv s (7] E) @] 2,)

9.- Sean S y T dos operadones henmitianos. Demuestra que el operadon (S +T)
Zambién es henmitiano.

10.- Sea F el conjunto de Zodas Las funciones complejas §:R + C definidas en
e intervalo [-a, a] zal que

/a Talx) golxidxe [K;(x) 52(x)1a= 0
a

-a

Si se dedine el producto inteano

b
(8191 =[xl gluidx,
a
determina 84 el operadon P=4 —;‘i— es henmitiano.
X
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11.- Sea T:C? + C? un operadon Lineal, donde C*={{a+bi,c+di)|a,b,c,deR}
deginido pon Tla+bi,c+di) =(-(b+d)+ (a+eli, -b+ai). Detewmina 84 T
¢4 un operadon antihenmitiano para el producto Lnteano

{V]W) = (ay+by4) {az+h2d) + le1+did) (eotdad), & U,w e C?

12.- a) Demuestra que Los valores caracterisiicos de un operadon antihermitia
no son nimeros Amaginaniosd puros.

0 4 1
b} Demuestra que el operadon A=1-4 0 -2 24 un operadon antihermi
-1 2 0
Tiano pana el producto interno
s
(V@) = V" W= [2 x2 xs] | 42 , ~ v,We R?
Y2

e} Verifica el teonema del inciso (a) obteniendo Los valonres caracterisii
cos del operador A.

13.- EL operadon T(x,y) = (xcos0-ysen®, xsend+ycos O} representa geomé-
tricamente una notacibn del planc alrededon del onigen, siendo © el dngulo

de giro.
Detemina a4 el operador T es ontogonal.

14.- Los nenglones de una matriz orntogonal fomman un confunto ontonormal de
vectornes para el producto escalan onddinanio, 0bién una matriz ontogonal, A,

cuyo primer nenglén sea u-= (—;— , —§—, —§-).
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15.- Sea V un espacio euclidianc y sean A y B bases ontonowmales de V. Demues
D que La matriz de trhansicibn M'; es una matriz ortogonal.

16.- Demuestra que &4 T:V + V es un operadon ontogonal en un espacio euclidia
no V, entonces, T transfonrma bases ontonornmales en bases ortonormales, es de
cin, s {vi,ve,..., Uy }'es una base ontononmal de V, entonces,

AT, T(v2), ..., T(V,)} es una base ontononmal,

17.- la matriz asociada con respecto a Las bases candnicas de un operadon '
neal T:R® + R® s
?2 1 1
M=1{1 2 -1
1 - 2

a) Marca con una X La hespuesita correcta:
De acuerdo al enunciado anterion, el operadon T es hermitiano (consi
dera el producto escalar ordinarnio).

b) Una base ontononmal de R® fonmada por Los vectores caracterisiicos

de T es
B=

¢} Comprueba que £a matrniz M y La matriz diagonal D fonmada pon Los valo
nes canacterlsticos de T estdn nelacionadas pon La expresibn D= PMP.
Es decin, La matrniz P cuyas columnas son vectores caracterfsticos de

T es una matniz unitaria (ontogonal).
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Examen de %aﬁi/u/o

1.- Sea S={ax?+bx+c | a,b,ce R} un espacio vectornial definido sobre ef
campo de Los neales, en el que se define La operacién

(o ]q)=pllql1) +pl0lg{0} +pl2)q(2), ¥ pqeS
que cumple con p|q) = (g | p)
y tpla+nl=(pla)ep|n, ¥ p,g,ne S
Determina 84 (p | q) es un producto interno.
Nota: p(1) es el polinoméo plx) evaluado en x=1

25 PTS.

2.- Relaciona las siguientes columnas escnibiendo en el panéntesis de fa de
necha La Letra que cornesponda para completon correctamente £a expresifn de
La Lzqudenrda.
Sea V un espacio euclidiano complefo. Entonces, 84 X,yeV y ae C:

AL Ikl ¥|7)
x|y >0

B olX|7 - aine:

¢} w x|y =

D) si X+ 7T, entonces

E} X, y son ontogonales 44

10 PTS.

3.- Demuestra que 84 v y W son ortogonales, entonces cualquier mdltiplo
escalar de v, a v, tambifn es ontogonal af vector W,

15 PTS.
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4.- Sea V el espacio euclidianc real de todos Lo polLinomios con el producto
Anterno

1
(4139 /1 §it) g (21dt, a ggev

Determina 84 el operadon T:V + V definido pon T(§1x})=4{x) + §(-x)
es un operadon siméirnico.

25 P1S.

5.- Sea V un espacio vectorial sobre el campo de Los neales, donde

a 0
V= la,beRr
b

y sea (A|B) =2tr (ABT), A,BeV, un producto interno definido en V.

a) Comprueba que ef operadonr T{A)=A, AeV_es un operadon orntogonal.

b} A partin de La base obtén una base ontononmal
de V. -

25 P18,

Tiempo mdximo de duracibn 1 hora 30 minutos.
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EXAMENES DIAGNOSTICO

CAPITULO 1

al

x=3

y=1

=1

1

=TT

4, 7

Velocidad def bote 3 km/hn

VeLocidad de £a conriente 1 km/hn
CAPITULDO 11

a) 1-24
b) 7-44
el 114
a} 13
b) 44
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1.- Son {guales dnicamente Vv,

2.-a=1,

CAPITULO

111

al ¢ b) 1

al a+c=b+c, entonces as=b

b) Cernadura, asociatividad, conmutatividad, Ley cancelativa, existencia
de elemento idéntico, exisiencia de inversos.

e) x{yz) = (xylz
d) 1+04

(c)
{B)
(D)

a) biyectiva
b) inyectiva
c) unfvoca

a) 6e2X
Log,, e

)—-77—— +21 42

c) sec?x - 16x

CAPITULDO

1V

¥y vy

b=0, ¢=0, d=3, e=-6
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a)
b)

¢}

a)

b}

al

b

§1(x) =24x-6

' v
2(x) =48 ¢** - 3x cos x-6 senx

guix) - - Sriinx
CAPITULO 4
2 -1 0
-1 -3 1 -
3 2 1
1 2 )
X=Th' y=-7—k, Z-k, *keR
0 1
X=14 -2 2
0 0 Z
1 0 -2
=3 1 -8
0 0 -1
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a) Xz='3, X3=2, X.A.=-1

CAPITULO VI

a) VI b) 5

Son ontogonales u,v y V,w

1 =2 2
55 5
0
[-2]
&
al a=-3-3{, b=-4{  c=§+4

d=6, e=4, §=10

b} =-1-4, =-13, z=8+44, w=0
c} S©
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EJERCICIOS PROPUESTOS

CAPITULO 1

1.~ Sofucibn general:

X = ky

Y = k2

Z = ky .

w = 4k, - 3k, + 2k, ki,ka, ks € R

Soluciones particulares:

x =0 x = 1
y=10 y=1
z=0 z =1
w=0 w=3
2.- a} Incompatible
b) x, - 7!25—2 , k= 4k‘—514 , xs=1l-k, x,=k, keR
) Xy =Xy =X3=Xy=0
3.-a=0
4.-m=3
s0lucibn genenal: t=t
A=--—;—k
ne- 2k, Rer
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5.- {16, -9, -4)

6.~ Compnesonad : § 2 millones
Medidones : $ 500 mik
Vdtvubas : $ 250 mik
Reguladones : § 1 mikeSn

7.~ EL minimo perumisible pon DA serla de 500 carros.

CAPITULO

11

2.- 1 4 6 11 8
11 2 -6 15
0 -1 0 é
7 2 -10 5

3.- a} 0 0 o0
AB=10 0 0

0 0 0

b} 6 0 ¢
BA=|0 0 0

0 0

N N O © Wy




6.- C ¢4 hemitiana
D es antihemitiana
8.-¢) cos né den no
H =
-senn@ cos no
9.- 3
AV s -3 4 -1
7 - 3 1
7T 7T
11.- 1 -6 0
X= <
-10 -1
12.- A no es ontogonal
B 44 es ontogonal
13.- C es unitarnia

D no es unitaria
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14.- x;--—%—k; ++kz
xz"*—g-kn'—;—kz

X3 'k;
Xy = R2

15.- 1, =14, 12222, 1y=-36,

16.- a) - 22
b) - 22
e} - 22

17.- 3

18.- A =0, A2 =3, Ay =-3

19.-

-

(=3
)

L

-1 3 1
Foelr-— %
0 0

21.- x2=1
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CAPITULO 111

1.-a) $K
b} 633
c) No se cumple

2.-a) 9(@s = 3

1®6, no se puede efectuar: 1 ¢ T
s@®s- 15

e) S8t
d) No

4.- @ A | Az | As E EL conjunto de acciones y La opera
Al Ay | Az | As E cibn binaria gorman un ghupo abe-
Az_‘ A | As | A g Liano.
Dot Il AR AL '
As| As | Alj Ao |
PUPEDE SN P 1

5.- No gorman grupo.

10.- S
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11.- b) Dominio enteno

13.- S
15.- No
CAPITULO 1V

1.- 8¢

2.- No

3.- No

4.- No

5.~ kh=-5§

§.- Una base es, B={x®+2x?, 3x+1}

dim S=2
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9.-a)l B={(1,-3,2), (2,4,1), (1,1,1)}
B) (1, 0,0) =3 (1,-3,2) ¢ o (2,4, 11 - 1,1, 1)
(0, 1,.0} = - —;—- ,-31- —}— (2,4, 1 +—§— (1, 1,1

(0,0, 1) =-(1,-3,21-2(2,4,1)+5(1,1,1)

10. (plg= 12, 3, 0)

M- (@), = =gy 1, =)

b} dim Me2
el |6 -3 2 -1 0 0
= 3 | + 0
0 0 0 0 0 0

13.-a) a; = o2 =03 = o4 = 0
b} depemdiente
¢) 4dndemendiente
d) w= (111-\-!-1 + (12?2 + (1373 + on.E,
e) depemdiente

14.-"

P=

o1 1
& [)
1 7
- -
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

- Una base de S es, B={(-1,5,7)}
dim S=1

b} ST es una base de E.

S={ {(-a+-;-b, a-—;- b, a, b)|a,b € R} + (- -;—,

a) independiente
b) dependiente

e}

a)
b}

b)

c}

dependiente

Wix) =0
dependiente

Wix) =0
Andependientes
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CAPITULO V

.- a) No
b) N(T)={{0, -k, k) | ke R}, ddm N(T) =1
T(R®) = {(x,4,0) | x,yeR}, dim T(R®) =2

c) No
d) No ,
e) NI(S)={(7k, - 3k, k) | ReR}, dim N(S)=1
SIR*) = {(x, 4y, y-x) | x, ye R}, dim S{R®) =2

3.~ T{x, y) = (5%, - 3y)

5.~ a) Codominio =D

X x+y
Reconnido =T(M) = I %,y € R

0 vy
kl,kz € Ré

'k; k;
Ndcleo = N(T) =
{ [kl kz}

-1 1
¢) una base de N(T) = [1 ojl

dim N(T) =2




7.-
8.~
9.- a)
b}
10.- 1)
11)
111)
1Vv)
V)
V1)
11.- a)
b)
c)

Tix,y,2) = (x+4y, y-x,2x-2y+2, y- 2z}

dim T(R?) =3, dém N(T) =0
27
0, =1
2 1 0 i
MIR)=(1T o0 0 M (S)=|0
0 -1 1
(2, -2,7), (0,0,9)

8L ; (GoF) : A+>A
SL; (GoH) : C~A
No

S€; (SoF) : A~+¢C
No

SL; (HoToG) : B+ B

(0, o)
(x-y, x-y)
{x, Zx+y)

12.- T”(x, Y, z) = Ix, y-x, z-y)

a 0
! ([ ) = (b-alx+a
0 b
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14,-a) X\ =-1, Az =3, Az = 4
¥, = Uk1,0,0]|ky€R, by 0}
\7)‘2 = {(k2,2R0) |R2 €R, k,# 0}
\TM = {(2k3,5ks,5ks) [Rs R, ky+ 0}

16.- A1 =Xz =2, Ay=3
una base de E(X,) = E{Xx2) es {{1,0,0)}
dim E(X1) =dim E(X2) =1
una base de E{As) ={(1,1,-2)}
dim E{X;3) =1

20.- a} 3 0 1 -
D= P= 3
0 -1 1
0 0 -4 0 &
D=0 4 o0 P=|1 -17
0 -4 1 15

CAPITULO

V1

4.- {1, x, x* -—;—, x? --—3;—}

190




12.-

base orntononmal:

2 1
{(75=; 7!
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MISCELANEA

CAPITULO 1

Compatible indeterminado
YheR k¥-2

{¢, -1, 3)

$280.00

x = -2, y=%2=2,“’='%

Primen obreno: 2 honas. Segundo y fercer obrenos:

CAPITULO 11

4]
L34

v
(F)
v
vl

b) 294x + 315y - 147y - 42x% - 4242 = 0
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7.- Una matniz P es: P=]:2 ]
5 1

8.~ a) detlA) =1 b) det(B) = ¢ ¢} det(C) = -1
10.- i
X =
[} ]
14.~ 88

15,.- a) a=5
.b) X2

n
~

CAPITULO III

2.- St

4.- Grupo abeliano

5.- Grupo

7.- a) S%

b} No

c) 8%

d) SZ
12.- No
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10.

12.

13.

15.

No
a)
b)
e}

b}

b)

al
b)

a)

b}
e)

b)

a)
b)
c)

d)

CAPITULO TV

es un espacio vectorial
No es un subespacio de R?
No es un subespacio de R*

ST es un subespacio de R?

‘-“-,)B = (3' -1’ 2)

a Y laxa - bxy) ax, - bx,
la,b), = (-— - - , — )
B 'xi xilxz¥h - xa¥z2) ’ Xai1 - X1Y2

MB'{(Ot Y, z) |y+2=0}
dim ANB = 1

a

3a + bl |a, b, ceR

2a + ¢
R(A) = 3
3

Lineakmente dependiente
(6(x))B = (2,7)

F, no es subespacio de F
F, &4 es subespacio de F

Fa 84 es subespacio de F
Fy, no es subespacio de F
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CAPITULO V

1.- No
3.- e} dim N[T) = 1
5.~ Tlax2 + bx +¢) = [-a + b)x? + ¢

1.- Hix,y) = [-2x, 3x - y)
8- al &1 x gy, [w 2
z W X
b) T" x gl . [x y-x
1z w Z-y w-z
c)
tsor)”! % 7 W z®
z w 7 |y-z x-

9.- T"’ lax2 + bx + ¢} = ax® + (-2a + blx + {2a - b + ¢}

10~ Ay =1 Ay = 2

-  _|rR
UM-[,; ﬂ'klfa

712 = T4ky 2k
0 k2 pkz # 0




12.-

13.-

15,-

10.-
11.~
13.-

196

a) St
b) No
e} ST
3 2
B - -
MB 4 -4 -2
2 3 2
11) a) Ay =1, Ap=Hhs=3
b) 0
D=0 3 0| ;
0
CAPITULO VI
ST

b) @ = dng cos

270
ve? + 1
fo = 102 - 8t + 1
1 0 1 2 1
A A U R
] i
o Lo zAb d, Lo
sz
st
st




14.- 1 2 27
3 3 3
g .1
0 aZ I
4 1 1
3T 31 3/7 |

17.- a) S84
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EXAMENES DE CAPITULO

CAPITULO 1

1.- Solucifn general: X329 -4k; +ky +2ky

Xz'k,
X3 = k2
xy=-8+k,
xs = k1 ; Ry ka,ks € R
Soluciones panticulares:
X1 *#9 xy =11
X2=0 x2 = 1
lg'o X3=0
x..--x Xu'-'s
xs=0 Xs'=0
2.-a) k=1
b) No existe keR
e) kR+1
3-x1=x2=Xs=xy =0
4.- Producto A : 3 unidades
Producto B : 1 unidad
Producto C : 1 unidad
Producto D : 1 undidad

198




CAPITULO 11

b) (V)
el (F)
d (V)

a) det (A)=-1

b) 123
A=l 0 1 2
-2 0 1

a) (V)
b) (V)
e} (V)
d (F)
e)] (F)

we=-2
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CAPITULO II77

1.- b) La condicibn suficiente es que: u sea el idéntico para * y el Lidéntico
por La derecha para o,

2.- S{ Lo fonman.

5.- No es un Lsomongismo.

CAPITULO TV

S M <

3,- Una base:

1 0 -1 0 2
0 1 0 0 1 -2
2 1|, |-2 , |1 -3

200




4= (plx))g =10, -3,1,2)

5.~ a) 4ndependientes
b) dim Eg =1

.- Wix)={0) 1) (2 (3!) ... ((n-2)1) (In-11) +0
Linealmente independiente,

-{ Uy Ly=-230 00,5 }

CAPITULO WV

1.-
. ky k2
N(T)= I 'kl,kz,ka e R
ks -k
Una base 1T 0 /| 0 0
o <10, 1le o, |1 o

dim N(T) = 3
.- —, 5 5 5 |
. T T T
W (7] - -1 2 -4
B -1 2 -2

1 1
0 -4 &/ 0

201




3.~ M(x,y) = (2x + 2y, -4x + 2y)

4.- 0 a+c ~a+2b+e
v L
s Vax? +bx +e) =
-a+2b+e a-c
e

5.- a) )\1 = >\2.= 2, 13 =4
Uy =V, 7 lkx? [ReR, k# 0}
Vi, * {kx? +2hx -4k | ReR, k + 0}

b) No es posibfe.

CAPITULO

Vi

2.- {B) {eX|7)
(D) (X|X) >0
(E) (X|9) =0
{A) 7]|%
(c) (x]|a
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