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PROLOGO

La presente obra tiene como principal finalidad servir de complemento a la clase de teoria
de la asignatura Ecuactones Diferenciales para los alumnos que la cursan en la Facultad de
Ingenieria, asi como un apoyo didéctico para los profesores que la imparten.

La idea de realizar un Cuaderno de Ejercicios de Ecuaciones Diferenciales, surge a partir de
considerar conveniente optimizar el empleo del banco de reactivos de la Coordinacion de
Ecuaciones Diferenciales, constituido en su mayor parte por las propuestas de examenes
realizadas por los profesores de esta asignatura, a lo largo de varios semestres. Fue a
iniciativa del Ing. Enrique Arenas Sanchez, que se cred este banco de reactivos , mas
adelante continud la recopilacion y ordenacion de reactivos la Ing. Margarita Ramirez
Galindo; posteriormente ambos colaboraron para dar forma al trabajo que aqui se presenta.

Este cuaderno consta de 180 ejercicios en total, de los cuales 100 presentan el proceso de
resolucion de manera detallada y 80 son ejercicios propuestos con solucion. Cabe
mencionar que para este trabajo se realizo una seleccion de aquellos reactivos que pudiesen
reforzar de manera mas representativa los contenidos del curso y se planed que este
cuaderno ofreciera no soélo el proceso de resolucion, sino ademas una orientacion para el
alumno de como resolver los ejercicios a partir de la aplicacion de los conceptos teoricos
correspondientes.

La caracteristica fundamental de este cuaderno, es que los ejercicios resueltos se han
desarrollado buscando que el alumno identifique en el proceso de resolucion aspectos
elementales de las ecuaciones diferenciales, que le permitan reforzar en cada ejercicio los
conceptos previamente vistos en su clase de teoria. En cuanto a los ejercicios propuestos, se
seleccionaron de manera que propicien en el alumno la inquietud de reafirmar sus
conocimientos; para €stos se proporciona su solucion.

La obra se ha dividido en seis temas, siguiendo el orden del programa de la asignatura. El
namero de ejercicios que se presentan en cada uno de ellos, ha sido considerando los
contenidos respectivos, de manera que los temas de contenidos mas densos se
complementan con mayor numero de ejercicios resueltos.

Deseamos que este trabajo logre su cometido de favorecer al aprendizaje de los alumnos y
servir de apoyo a los profesores, este es el objetivo primordial.

Un reconocimiento especial debe darse a la Srita. Martha Josefina Fernandez Martinez,
quien realizo el proceso de captura de este trabajo con gran esmero y dedicacion.

Concientes de que la obra puede presentar errores, agradeceremos tanto a alumnos como a
profesores los comentarios que nos hagan llegar, lo que permitira corregir y mejorar futuras
ediciones.

MARGARITA RAMIREZ GALINDO ENRIQUE ARENAS SANCHEZ






PRESENTACION

La Facultad de Ingenieria ha decidido realizar una serie de ediciones provisionales de
obras recientemente elaboradas por académicos de la institucién, como material de apoyo
para sus clases, de manera que puedan ser aprovechadas de inmediato por alumnos y
profesores. Tal es el caso de la obra Cuaderno de ejercicios de ecuaciones diferenciales,
elaborada por los profesores Margarita Ramirez Galindo y Enrique Arenas Sinchez

Se invita a los estudiantes y profesores a que comuniquen a los autores las observaciones
y sugerencias que mejoren el contenido de la obra, con el fin de que se incorporen en una
futura edicién definitiva.
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TEMA 1
ECUACIONES DIFERENCIALES

1.1 DEFINICION DE ECUACION DIFERENCIAL.

1) Clasifique cada una de las ecuaciones diferenciales, atendiendo a si es ordinaria o
parcial, de coeficientes variables o constantes, lineal o no lineal; indique también el
orden, asi como las variables dependientes e independientes.

dx

=k(4 -x)(1 -
7 4-x)(1-x)

a)

i
b) —1t(ytancz)25ji—)t'-=12(2gy)2 donde « y g son constantes

N _&N 10N
ot 9gr: r or

+ kN donde k es constante

RESOLUCION

a) Ordinaria, coeficientes constantes, no lineal, primer orden, " x " variable dependiente,

"t " variable independiente.

b) Ordinaria, coeficientes constantes, no lineal, primer orden, " y " variable dependiente,

"t " varible independiente.

1" "

c¢) Parcial, coeficiente varible, lineal, segundo orden, " N " variable dependiente, " r

y " t " varibles independientes.



2) Determine los valores que pueden tomar las constantes k, m, n, t de modo que la

ecuacion diferencial x‘(%) +4(%] =x" sea lineal, de segundo orden y de

coeficientes constantes.

RESOLUCION

Si m=1 es lineal
Si k=2 es de segundo orden
Si t=0 x'=x%=1 es constante y la ecuacion es de coeficientes constantes

Como x" es el término independiente, n puede ser cualquier real.



1.2 SOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL

1)  Sealafuncién y(x) = C, e™* + C, e**

a) Muestre que y (x) es solucién de la ecuacién

b) Determine, si existen, los valores de C, y C, , tales que satisfagan las

condiciones iniciales y(0) =2 , y’(0) =1 .

RESOLUCION

a) Si y(x) es solucion de la ecuacién diferencial, entonces debe satisfacerla.
Se calcula la primera y segunda derivadas de la funciéon y(x)

dy
dx

Al derivar nuevamente se obtiene

=-Ce*+2C,e*

d? B,
Y -Ce*+4C,e¥
dx?
Enseguida se sustituyen estas funciones en la ecuacion diferencial:
Ce*+4C,e? -(-C e *+2C,e**)-2(C,e*+C,e*)=0
se efectiian operaciones y reducen términos semejantes, con lo que se tiene

0=0

y asi queda demostrado que y(x) es solucion de la ecuacién diferencial.

b) Para la condicién y(0) = 2 , se sustituye en la solucién de la ecuacién

diterencial, esto es



De manera andloga, para la condicién y’ (0 ) = 1 | se sustituye en la primera derivada

de la funcién solucion

i=-C e® +2C, e )
L--Caeac, & e )

Se resuelve el sistema formado por (1) y (2); sumando ambas ecuaciones
(1) +(2)

3 =3¢,

3=

Finalmente, se sustituye este valor en (2), con lo que se obtiene

c, =2 -G,
c,=2-3
C, = -1

W

2) Verifique que y = x* con x>0 , es solucion de la ecuacion diferencial

I

1
mwo_ _ 1
yy 5
RESOLUCION

La funcién dada debe satisfacer la ecuacién diferencial, por lo que es necesario calcular

y/ , y// , y///

Para y’ se tiene

Para y” se tiene

Finalmente se tiene 7y’



Se sustituye ¥y , y”/ en la ecuacién diferencial

[_][g)
/3 4
1

N =

2

Del resultado obtenido se concluye que la funcién dada si es solucién de la ecuacion
diferencial.

3) Dada la ecuacién diferencial (y’)> +2y’ +4x -4y =0 | si su solucion general es

y=(x-Cy+C

a) construya una gréfica, de la familia soluciones,
b) determine, si existe, la ecuacién de una solucion singular.

RESOLUCION

a) y-C=(x-C)* representa ala familia de parabolas con vértices sobre larecta y=x

y

Solucion singular

IS .

2 3
X

b) Para determinar si existe alguna solucion singular, se deriva la ecuacion diferencial



parcialmente respecto a  y’ :

LI+ 2y + 4x - 4310
ay’
de aqui se obtiene

2y" + 2

0

y'=-1

Este valor de y’ es sustituido en la ecuacion diferencial
(-1 +2(-1)+4x -4y =0
y al reducir términos se tiene

4x -4y =1

constituye una solucion singular. En la grafica del inciso a) se observa la recta tangente a la
familia de pardbolas; esta recta es la representacion grafica de la solucién singular obtenida.

4) a) Obtenga la ecuacion diferencial que tiene por solucién general a

y=(x-C)*-1 ,donde C es constante.

b) Determine cudles de las siguientes funciones son solucion de la ecuacién
obtenida en a) indicando, en su caso, que tipo de solucién es:
) y =x°
[ y=-1

1)) y=x2+2x

RESOLUCION

a) Para obtener la ecuacién diferencial, se debe eliminar la constante C de la solucion

y=(x-Cy -1
la cual se logra derivando dicha solucion

y'=2(x-0)

enseguida se despeja la constante o el término (x - C) , locual resulta mas adecuado,

/
es decir, x -C = 22—



este resultado se sustituye en la solucion general, con lo que

2
/
A
y(2]

la cual es la ecuacidn diferencial y que es posible reescribir como

4y =(y')* - 4
(y')’ =4y +4
b) Para y =x% |, se deriva obteniendo ¥’ = 2x vy al sustituir en la ecuacién
diferencial
(2x) = 4x2 + 4 . no es solucién
Para y=-1 , y'=0

se sustituye en la ecuacion diferencial

0=4(-1) +4=0 sies solucion, es solucidn singular pues no se obtiene de la solucion

general.
Para y = x2 + 2x , se deriva

y =2x +2
al sustituir en la ecuacion diferencial

(2x +2) =4(x* +2x) + 4
4x* +8x +4 =4x* + 8x +4

si es solucion y es particular, pues se obtiene de la general.

5) La pendiente de una familia de curvas en cualquier punto (x,y) del plano xy

estd dada por f(x)=4-2x .

a) Establezca la ecuacidn diferencial de la familia.

b) Determine el elemento de la familia que pasa por el punto (0,0) .

RESOLUCION

a) La pendiente m | de acuerdo al enunciado es



m=d—y=4—2x
dx

que representa la ecuacion diferencial de la familia.

b) Para resolver este inciso se requiere la solucidon general de la ecuacion diferencial, es

decir, la funcion y . Entonces al integrar

dy =(4-2x)dx

fdy =f(4—2x)dx
de donde

y=4x-x*+C , que es la solucién general.
Para la condicion x=0 , y=0 al sustituir en la solucién general se tiene
0=C
Finalmente, sustituyendo este valor en la solucién general, se obtiene

y=4x -x* que representa el elemento requerido.

6) Obtenga la ecuacion diferencial cuya solucion general es la familia de rectas tales que
su pendiente y su abscisa al origen son iguales.

RESOLUCION

La ecuacion de la recta a considerar corresponde a punto y pendiente,
Y = Yo =m(x - Xp)
donde el punto P, tiene por coordenadas (a,0) y a es la abscisa al origen; si

la pendiente y abscisa al origen son iguales se tiene m =a y al sustituir en la ecuacion
de la recta

y=a(x -a)

y =ax a2 a es una constante arbitraria

que es la ecuacion de la familia de rectas.
Se deriva para eliminar la constante

y'=a

Enseguida se sustituye en la ecuacion de la familia



y=y'x-(y
que también se puede escribir como
/)2

() -yx+y=0

7 Obtenga la ecuacion diferencial cuya solucion es la familia de pardbolas con vértice

sobre el eje x , eje paralelo al eje y cuya distancia del foco al vértice es " a

RESOLUCION

Es necesario obtener inicialmente la expresion analitica de la familia de parabolas.
La ecuacion de la familia de parabolas es

day=(x-h)? ... ... (1)

h es la unica como constante arbitraria
al derivar una vez se tiene

4ay’ =2(x - h)

despejando x - A se tiene

x-h=2ay’
sustituyendo en (1) se tiene

4ay = (2ay’y’
finalmente

4ay =4a’(y’)? , es la ecuacion diferencial.

8)  Obtenga la ecuacién diferencial cuya solucién es la familia de circunferencias con

centros sobre el eje x.

RESOLUCION

La ecuacidn de la circunferencia de centro (h,k) yradio r es

(x -h)? +(y-k)=r
De acuerdo a la descripcion del enunciado el centro de las circunferencias tiene ordenada

cero, es decir, k& = 0 ; en lo que respecta al radio, es también variable. Entonces la



ecuacion que describe a la familia es

(x _ C1)2 +y2 - C22

donde C, y C, son constantes arbitrarias.

La ecuacion diferencial deseada es de segundo orden (el orden corresponde al niimero de
constantes arbitarias), por lo que es necesario derivar dos veces y eliminar las constantes
¢, vy C

Para la primera derivada
2(x-C)) +2yy’ =0

Al simplificar

Il
o

x - C, +yy

C,=x+yy
Nuevamente se deriva
0 = 1+yy"+yly
Finalmente
/)2

) +yy"+1=0

es la ecuacion diferencial.

9) Determine la ecuacion
diferencial, que tiene como solucion general

Y =C,e*" +ysen(x)

donde « , vy C, son constantes y Gnicamente C, es esencial y arbitraria.
RESOLUCION
La solucion general es y=C,e**+ysenx . ........................ (1)

esta funcion contiene una sola constante esencial y arbitraria por lo que la ecuacion
diferencial debe ser de primer orden.
Al derivar la funcién se obtiene

Y =aCe®™ +ycosx . ................. (2)

a continuacién se elimina la constante C, despejandola de (1) y (2)

10



c -Loysenx) L 3)

eax

/—
c =X TYCSX (4)

o e ax
al igualar (3) y (4) se tiene

y -ysenx _ y'-ycosx

ax

e ae®*

al simplificar

ay-oysenx =y -y cosx

Finalmente al reordenar los términos se obtiene

y' - ay=ycosx - aysenx

10)  Verifique que la funcion —I—P— =C, e’ es solucion de la ecuacion diferencial

dP
L -pPa-p
” ( )

RESOLUCION

Para que la funcion dada sea solucion de la ecuacién diferencial debe satisfacerla, entonces
es necesario calcular la derivada de la funcién.

Se observa que la funcidén es implicita por lo que es conveniente expresarla de la siguiente
manera

P=C,e’(1-P)
derivando en forma implicita

P'=Ce'(-P')+(1-P)C,e'
P'=-C e'P'+Ce'-C,e'P

P'=C,e'(1-P-P)

11



pero sabemos que C,e’= T—Pi—; . por lo que

__P
1-P

P’ (1-P-P)

P'(1-P)=P(1-P-P)
al efectuar operaciones y simplificar
P’ -PP'=P(1-P)-PP’

P'=P(1-P)

es decir , % =P'=P(1-P) porlo que se verifica.

11)  Verifique que la ecuacion diferencial
y"-y=4x

tiene por solucién a la funcion y=C,e*+C,e™ -4x 'y obtenga la solucion

particular que satisfaga las condiciones y(0)=2 , y/(0)=0

RESOLUCION

Para verificar es necesario que la funcidén satisfaga a la ecuacion diferencial; obtenemos

/ 1

y y vy
y'=Ce*-Cye* -4

y"'=Ce*+C,e”*

enseguida se sustituye en la ecuacién diferencial
(Cie"+Cye ") -(Cie"+C,e" -4x) =4x
etectuando operaciones y simplificando se tiene que
4x =4x
Para obtener la solucién particular se requiere derivar la solucion general para aplicar la
condicién inicial  y'(0) =0
12



Al derivar se obtiene

yG/ =Ce*-C,e’ " -4
Entonces, aplicando  y(0)=2 'y y'(0)=0 se obtiene
2=C +C,
0=C,-C,-4

que es un sistema que tiene por solucion C, =3 'y C,=-1

Asi, la solucidn particular que satisface las condiciones iniciales es

y=3e*-e* -4x

12) Determine las funciones Q(y) y P(x) si y?+2Cx =C? es lasolucion general

de la ecuacion diferencial Q(y) ()] i + P(x)ﬂ -y=0
dx dx
RESOLUCION

Inicialmente se calcula la derivada de la funcidon que representa a la solucion general; dado
que no esta en forma explicita, se deriva implicitamente

2yy’ +2C =0
o bien yy' +C =0
de donde C = -yy’

Enseguida se sustituye en la solucion general

y? +2(-yyhx=(-yy')
efectuando operaciones

Y -2y =y (y')
reordenando e igualando a cero

Y'Y+ 2xyy' -y* =0
dividiendo entre y

y(y') +2xy' -y =0

13



esta ultima ecuacion tiene la forma de la ecuacidn diferencial dada

ayY . dy
Q(y)(dx) POL -y -0

por lo que al comparar los coeficientes se obtiene

Qy)=y . P(x)=2x

14



1.3 PROBLEMA DEL VALOR INICIAL.

1) Verifique que (y-C)*=Cx es la solucién general de la ecuacién diferencial
4x(y’)*> +2xy’ -y =0 y obtenga una solucién particular que satisfaga la condicién

inicial y(1) =2

RESOLUCION

La solucién general contiene una sola constante arbitraria, por lo que es necesario derivar
una vez la solucidn general, esto es

2(y-C)y’'=C

despejando y’  se obtiene

Y (5550)
2(y-0)

Después se sustituye en la ecuacién diferencial
c V C
Ax(y' + 29" - y - 4x(—) . Zx(——) -y
2(y-0C) 20-0)
Efectuando operaciones se tiene

xC2+xC(y-C) -y(y -C)
(y-C)
xC? + xyC - xC? - y(y - C)?
(y-C)»
xyC - y(y = C)
(y -C)»

De la solucion general se tiene (y - C)?> = Cx , por lo que en el segundo miembro de
la ecuacion anterior se escribe
_xyC-y(Cx)

Cx
=0

por lo tanto se verifica que si es solucion.

15



Para obtener la solucidn particular, se aplica la condicion inicial y(1) =2 en la solucién

general (y-C)? =Cx

(2-C)}=C(1)
desarrollando el binomio se obtiene

4-4C+C*=C

C*-5C+4=0

esta ultima expresion es una ecuacién de segundo grado que al resolver determina
C=1 y C=4

Para cada valor obtenido se tiene una solucién particular, es decir

para C=1 (y-12=x

para C=4 (y-4)? =4x

16



1)

2)

EJERCICIOS PROPUESTOS

Demuestre que (y -c¢)> =cx es la solucion general de la ecuacion diferencial
4x(y')* +2xy’ -y =0 y obtenga una solucién particular que satisfaga la condicién

inicial y(1) =2

Solucion.

(y -1y =x (y-4)Y=4x

Clasifique cada una de las ecuaciones diferenciales, atendiendo a si es ordinaria o
parcial, de coeficientes variables o constantes, lineal o no lineal; indique también el
orden, asi como las variables dependientes e independientes.

a) xy’-4y' -5y=e3*

&
ot

b)

<
|

+ky - & donde k es una constante
s

[

3
o) y'+2x% - (x-1)y=xy?

Solucion.

a) xy’ -4y’ -5y=¢3* ordinaria, coeficientes constantes, lineal, orden 2, y

variable dependiente, x variables independiente
b) —= = % +ky - = k = cte parcial, coeficientes constantes, lineal, orden

2, y variable dependiente, ¢,s variables independientes

3
c) y’+2x3y' -(x-1)y=xy? ordinaria, coeficientes variables, no lineal, orden

2, y variable dependiente, x variable independiente

17



3)

4)

5)

6)

Obtenga la ecuacién diferencial cuya solucion general es la familia de

circunferencias con centro en larecta y =x y tangentes al eje y .

Solucién.

/ /42
x2+y2_2(x+yy ](x+y)+(x+yy) =0

x+y (x =¥V

Sea la ecuacion diferencial y’-xy=0 , que tiene como solucién la familia

2
. " . x?
uniparamétrica de soluciones y = (T + C)

Determine
a) una solucion particular
b) una solucién singular

Solucion.

2
2
a) si C = 0 una solucién particular es y = [54—]

b) una solucion singular es y = 0

, donde C es una constante arbitraria, es una familia

Verifique que y =
1-Ce*

_y0r-2)

uniparamétrica de soluciones de la ecuacion diferencial % 5

Determine los valores que pueden tomar las constantes k, m, n, ¢ de modo que la

n. \m 3
ecuacion diferencial x‘( d—z) +4(d—k);) =x sea de segundo orden y segundo
dx" dx

grado.

18



8)

Solucion.

n m 3
Para la ecuacién x‘(ﬂ) +4(ﬁ] =x sea de segundo orden y de segundo
dx" dx*

gradlo n =2 (20.ordenjcon k>2 , m=2y tekR

a) Obtenga una ecuacién diferencial de la cual la familiaderectas y = Cx + c? .,

es solucion.

b) Determine cudles de las funciones

2

y1=— x’ y2=x+13 y3=x+3

-

son solucién de la ecuacién obtenida en el inciso anterior e indique, en cada
caso, qué tipo de solucidn es.

Solucidn.

a) y=xy + (Y

b) y, es una solucion singular
y, €s una solucién particular
y, no es solucion

Sea la ecuaci6n diferencial  y” -y’ =20 , cuya solucién general es

y6 =C, +C,e' - 20t
Obtenga la solucién particular sujeta a las condiciones iniciales y(0) =0 ,
¥'(0) = 40

Solucidon.

Y, = -40 + 40e’ - 20¢
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9

10)

Si x*+(y-C)=4 es la solucién general de la ecuacién diferencial

2=(4-x2)(y')? , obtenga , si existe, una solucién singular de la ecuacién
difrencial dada.

Solucion.

Existen dos soluciones singulares yson x =2 , x = -2

Verifique que 4x*-y?>=C , donde C es una constante arbitraria, proporciona
una familia uniparamétrica de soluciones implicitas de

dy

— -4x=0
dx

y
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TEMA 2
ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN

2.1 ECUACIONES DIFERENCIALES DE VARIABLES SEPARABLES.

1)  Resuelva la ecuacion diferencial y2dx - xydy =x%ydy , utilizando el método de

separacion de variables.

RESOLUCION

y*dx - xydy = x*ydy
Agrupando términos para cada diferencial se tiene

yidx = (x%y +xy) dy
Enseguida se separan variables

& _yd
x*+x  y?

El paso inmediato es integrar ambos miembros

[Z2]%
x? +x y?

en el primer miembro se observa que es necesario descomponer en fracciones parciales, de

donde se obtiene
(R
x x+1 y

Ln|x| -Ln|x+1]=Ln|y|+C

por propiedades de logaritmos se obtiene

integrando

Ln( ad )=Ln(Cy)
x+1

y aplicando la funcién exponencial
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finalmente

x .
= —>——— _ que es la solucién general
Y e ¢ &
2) Resuelva la ecuacién diferencial y/(1 +e*) =e*™”

separacion de variables.

RESOLUCION

utilizando el método de

La ecuacion diferencial también se puede escribir de la siguiente manera

_d_y. + e*)=
dx(l e’)

ex
ey

al separar variables se obtiene

e’dy = ( d )dx

posteriormente se integran ambos miembros
e*dx

e’dy =
1 +e*

e’=Ln(l +e*) +C

que es la solucion de la ecuacién diferencial.

de donde se obtiene

3) Resuelva la ecuacion diferencial

3x -6y +4 & +x-2y+3=0
( 5y +4) o y
Sugerencia: utilizar el cambio de variable v=x -2y
RESOLUCION

(3x—6y+4)%+x—2y+3=o

al utilizar la sustitucion v =x-2y  se despeja a la variable

y , asimismo se calcula
22



la derivada con respecto a x

yoXzv A 1 dv
2 7 dx 2 dx

se sustituye en la ecuacion diferencial dada

e 4o

se efectiian las operaciones indicadas y se reducen términos

1 av
2 dx

(3x—3x+3v+4)(% )+x x+v+3=0

(3v+4)(1 —gv-)+2v+6=0
dx

3v+4- 3v—qlz—4ﬂ +2v+6=0
dx dx

se llega a una ecuacion diferencial de variables separables

(3v +4)dv = dx(5v + 10)

dxz—l— 3v+4dv
S(v+2)
integrando
de = 1[3v+4,,
5] v+2
3v+4:3_ 2
+2 v+2
entonces

a = 13- 2 &
5 v+2

(3v -2Ln(v +2)) +

1
5
Sin embargo, de la sustitucién v=x-2y se obtiene

%(3x 6y - 2Ln(x -2y +2)) +

que es la solucion general.

0
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4)  Resuelva la ecuacion diferencial

y' =tan? (x +y)

RESOLUCION

Se tiene

dy = tan® (x +y)
dx

La forma del argumento de la funcion sugiere emplear la sustitucion

Lo que implica calcular du , entonces

ahora bien, en la ecuacidn diferencial es necesario el término d_y

X

dy _du _
dx dx

Enseguida se sustituyen (1) y (3) en la ecuacién diferencial

du 2
— -1 =tan" (u
I (u)

se tiene una ecuacion de variables separables, por lo que

du 2
— =tan” (u) + 1
Iy (u)

du

— =dx
tan®(u) + 1

du - dx
sec?(u)

cos®(u) du =dx

Entonces ya es posible integrar ambos miembros
fcosz(u) du =fdx

+

1cos2u)du =fdx
2

N |

: lo obtenemos de (2)
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de donde resulta
lu + —l—sen2u =x+C
2 4

pero de la sustitucion efectuada se tiene
u=x+y

entonces del resultado anterior
1 1 B
—2-(x +y) +5sen2(x+y) =x+C

o bien
2(x+y) +sen2(x+y) =4x+4C
agrupando términos
2(y-x)+sen2(x+y) =C,

que es la solucién general.

5) Resuelva la ecuacion diferencial

(l-f)dﬁ(xzcosy)dy =0
y y

sujeta a la condicién inicial  y(1) = =

RESOLUCION

Es una ecuacidn diferencial de primer orden expresada en forma diferencial, analizamos si
es 0 no de variables separables, para lo cual separamos los términos diferenciales

(ﬁ)dx = -x2cosydy
y

si es de variables separables, por lo que se tiene
Lj—dx = ycosydy
2
-X
esta igualdad también se puede escribir como
x——ldx = ycosydy
x2
Luego de separar variables integramos ambos miembros de la igualdad
x-1 B
—z—dx = f ycosydy
x
25



La integral del lado izquierdo se resuelve separando en dos nuevas integrales; la del lado
derecho se resuelve integrando por partes

f%dx—f% = fycosydy

f%:fx‘%ix = fycosy

-1
Lnx - % +C, = yseny +cosy+C,
Reordenando y agrupando constantes se obtiene
Lnx + 1. yseny +cosy +C
x

que es la solucidn general de la ecuacion diferencial. Sin embargo, se tienen condiciones
iniciales, las cudles se aplican en la solucion general para obtener el valor de la constante

y(H=nn =. 1n(1)+% = mwsenw +cosw +C

(0)+1 = (0)+(-1)+C

2=C

Entonces la solucién particular que satisface la condicién inicial dada es

yseny +cosy+2 = Inx+ 1
x
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2.2 ECUACIONES DIFERENCIALES DE COEFICIENTES
HOMOGENEOS.

1) Resuelva la ecuacion diferencial ~ (x? + y*)dx - xydy =0

RESOLUCION

Se tiene la ecuacion

(x* +y*)dx -xydy =0
Se analiza qué tipo de ecuacidén es; se descarta que sea separacion de variables y, por
inspeccion, se puede afirmar que es de coeficientes homogéneos de grado 2.

Se realiza la sustitucién y = ux teniendo presente que es necesario calcular el
diferencial de y

Al calcularlo se obtiene dy = udx + xdu , que al sustituirlo en la ecuacion diferencial

nos lleva a

(x2 + (ux)®)dx - x(ux)(udx + xdu)

efectuando operaciones y simplificando

(x% + ux®ydx - x*u(udx + xdu) =0

x2dx + ux*dx - w’x*dx - ux*du =0
obteniendo una ecuacion diferencial de variables separables

x%dx - x*udu =0

separando variables

integrando

finalmente

2
Lnx - _y_2 =C , que es la solucidn general de la ecuacién diferencial.
2x
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2)  Resuelva la ecuacion diferencial de coeficientes homogéneos

ydx =(x +y? - %) dy

RESOLUCION

Se observa que es una ecuacion diferencial de coeficientes homogéneos de grado uno; se
propone la sustitucion  y = ux lo que implica calcular la diferencial dy |, esto es

dy = udx + xdu

Enseguida se sustituye en la ecuacién diferencial

uxdx = (x + JuZx? - 22)(udx + xdu)

donde luego de efectuar operaciones y reordenar se tiene

- uu? - 1xdx = x*(1 + u? - 1)du

que es una ecuacion de variables separables.
Al separar variables se obtiene

|
!
)
=

al simplificar

Posteriormente se integra
—fﬁ = ———1 dx + Q
X u /uZ -1 u
-Lnx =angsecu + Lnu +C

pero se tiene  y =ux , entonces == , por lo que

® I~

~-Lnx =angsecz +Ln2 +C
x X

que es la solucion general de la ecuacién diferencial.
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3) Determine si la funcién F(x,y) es homogénea. En caso de serlo defina su grado

de homogeneidad

(¥

F(x,y) = (x +yy* -xy) - 2222 4 2

<

RESOLUCION

Una funcidon F(x,y) es homogénea de grado n si

F(Ax,Ay) =A"F(x,y)

entonces

F(hx + Ay) = hx + Yy — (A (hy) - LA0GY) + Ayl (Ax)"

(Ax) (Ay)?
2 5.5
F(Ax+Ay)=dx+ Ay y? “";*y 14"4
X
y

F(Ax+Ay)=2 (x+\/y2-x)’)-xy+y2 +x_z
o y

F(Ax+Ay)=AF(x,y)

Por lo que F(x,y) es homogénea de grado 1
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2.3 ECUACIONES DIFERENCIALES EXACTAS. FACTOR
INTEGRANTE.

1) Si un factor integrante de la ecuacion diferencial ‘—diyx— +P(X)y=x es p(x)=e* ,
obtenga:
a) P(x)

b) la solucién general y =y(x)

RESOLUCION
Para la ecuacion dada
dy , -
— +P(x)y=x
(x)y

como la ecuacién diferencial es lineal y de primer orden, un factor integrante es

p(x) = ef Podx y como M(x) = e* se tiene que f P(x)dx =x*> por lo tanto
P(x) =2x
asi, la ecuacién diferencial correspondiente que se tiene es
@ .,
—= =X
x Xy
que en forma diferencial se expresa como
dy = (x - 2xy)dx
(2xy -x)dx +dy =0

x2

multiplicando por su factor integrante e* se obtiene

e (2xy -x) + €~ dy =0

jutegrando
f(xy) = [e'dy + h(x) = ye*' + h(x)

derivando parcialmente a f con respecto de x

g—f = 2xye* + h'(x) = 2xye* - xe*
X
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por lo tanto

y
x2
e
h(x) =-—+c¢
(x) 5
finalmente, la solucién es
ye* - —;—e"z =c
I |
=ce™ +—
Y 2
2) Resuelva la ecuacion diferencial

-xsenydy -(5x -5xcosy)dx =0

RESOLUCION
-xsenydy - (5x-5xcosy)dx=0 ... .(1)
efectuando un cambio de variable
U = Ccosy
du = -senvdy

sustituyendo en la ecuacén diferencial

xdu-(5x-5xu)dx=0

que tiene la forma lineal

u' +5u=5

v(x) = efp(x)dx

v(x) = esfdx =e%*
al multiplicar la ecuacién diferencial por

v(x) ésta se transforma en exacta

e*du +5e*udx =5e*dx
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Mdu+Ndx=0

am_on
dx Jdu
5% =5¢%

dle’*ul=5e*dx

integrando ambos miembros
fd[es"u] =5fe5"dx

eu=e>+C

u=1+Ce >

cosy=1+Ce >

otra forma de resover la ecuacion (1) es

multiplicando por -

senydy +5(1 -cosy)dx =0

ﬂ))_dy+5dx:0

1 - cosy
integrando
Ln (1 -cosy) +5x =C,
1-cosy=C,e™*
3) Resuelva la ecuacién diferencial
(2xy -sec’x)dx +(x*+2y)dy =0
RESOLUCION.

Es una ecuacion diferencial que no es de variables separables y no es de coeficientes
homogéneos; se verd entonces si €s 0 no exacta.
Se identifican los coeficientes de la ecuacion diferencial



M(x,y)=2xy -sec’x

Q_A!.:2x

ay

N(x,y)=x*+2y

— =2x
ox

oM _aN
dy OJx

se tiene

entonces es una ecuacion diferencial exacta.
Al ser exacta se tiene que existe una tuncion  f(x,y) tal que

af-Lax+ 9L
ox oy

donde
df=M(x,y)dx+M(x,y)dy ............. (

de (1) y (2) se tiene

if(x,y)=M(x,y)
dx

9 f(x,y)=N(x,y)
dy

De (4)
f(x,y)= [N(x,y)dy +g(x)

f(x,9) = [(x*+2y)dy +g(x)

Luego de integrar
flx,y)=x’y+y*+g(x)

y al derivar parcialmente con respecto a  x

if(x,y) =2xy +g'(x)
dx

igualando los segundos miembros de (3) y (5)
M(x,y)=2xy +g'(x)



al sustituir al coeficiente M
2xy-sec’x =2xy +g’(x)
resulta
g'(x) = -sec’x
y al integrar

g(x)= —fseczxdx

g(x)=-tanx
por lo que la funcién  f(x,y) es

f(x,y)=x"y+y* - tanx
Teniendo presente que la solucion general es de la forma

f(x,y)=C
se puede escribir

x’y +y*-tanx =C

que es la solucién general.

4) Resuelva la ecuacién diferencial

(1 +seny)dx =[2ycosy -x(secy +tany)]dy

sujeta a la condicién inicial  y(0) =1

RESOLUCION

Se observa que la ecuacion no es de variables separables ni de coeficientes homogéneos; se
vera si es 0 no exacta, para lo cual la llevamos a la forma
M(x,y)dx+N(x,y)dy=0

entonces se tiene

(1 +seny)dx -[2ycosy -x(secy +tany)]dy =0 ........... )

M . oN

Enseguida se determinan y
dy ox
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oM _
—— =cosy

dy
ﬂ\l =secy +tany
ox
oM ON
—_ no es exacta

dy ox
Dado que no es exacta, se procede a obtener un factor integrante adecuado para transformar
la ecuacidn diferencial en exacta.

. d
Se propone un factor integrante  p(x) = efg(x) * para el cual

oM _oN
g(x) - dy dx _ cosy — (secy +tany)
N -2ycosy +x(secy +tany)

No depende solo de x

Ahora se propone un factor integrante  p(y) = ef Oy , para el cual
oN _ oM
R(y) = Ox dy _ seny +tany - cosy
M 1 +seny

Depende solo de y , sin embargo, es conveniente simplificarlo pues para obtener

p(y) se requiere integrar a la funcion h(y)

se pueden expresar en términos de las funciones

Las funciones secy y tany

cosy , como se indica enseguida:

seny 'y
secy +tany = 1 , seny _ 1 +seny
COsy cosy cosy
1 +seny
——— - COsy

secy +tany —cosy =
cosy

Entonces h(y) se puede escribir como

35



1 +seny 1 +seny

cosy
h(y) - cosy ___cosy _  cosy
1 +seny 1 +seny 1 +seny
1  cosy

h(y) =
cosy 1 +seny

Enseguida se procede a integrar
[ Hay-[[ o - 7222 ay
cosy 1 +seny
=f secydy—[—ﬂd
1 +seny
=Ln(secy +tany) -Ln(1 +seny)
_ Ln( secy + tany)

1 +seny
1 +seny
coS
1 +seny
. h(y)d
El elemento que se requiere es ef dy , entonces

L,,(L)
Sty _ Masy) o 1
cosy

Asi, el factor integrante es

1
cosy

p(y)=

A continuacion se multiplica la ecuacion diferencial (1) por p (y)
Ry (1 +seny)dx -[2ycosy~x(secy +tany)]dy}=0

1
cosy

{(1 +seny)dx -[2ycosy -x(secy +tany)]|dy} =0

de aqui se obtiene

(l—t‘ffﬁy—)dx— 2y - X (secy +tany) |[dy =0 ............ 2)
cosy cosy
Se procede a verificar si es 0 no exacta
M(x,y)= 1 +seny
cosy
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N(x,y)=-2y+——(secy + tany)
cosy
oM _cosy(cosy) - (1 +seny) (seny)
dy cos?y
_ cos’y +seny +sen’y 1 +seny

cos’y cos?y

1 , seny
JON _ secy +tany _ cosy cosy

0x cosy cosy
1 +seny

_ cosy

cosy
_ 1 + seny
cos?y

Asi, se cumple %Ll = %E , por lo que se verifica que (2) es exacta.
y x

Por otro lado, se tiene que si una ecuacion diferencial es exacta, entonces existe una funcion

f(x,y) talque

df=M(x,y)dx+N(x,y)dy
donde

M(x,y)=—(%f(x,y)

N(x,y) =2 f(x,y)
dy
Se procede a obtener f(x,y) :
f(x,y)=[M(x,y)dx+h(y)
f(x,y)=f1—+§m—ydx+h(y)
cosy

f(x,y)=x(w)+h(y) ............ (3)
cosy

Por otro lado

9 f(x,y)=N(x,y)
dy
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entonces

2

3 1
= f(x,y) x(_m] +h'(y)
dy cos“y

por lo que se tiene

x| LESERYY L pr (y) = -2y +—* (secy + tany)
cos?y cosy
_1_ seny

CcOos _ cosy
_— 4+
COSy  COSYy

=-2y+x

1 +seny

=-2y+x
cos’y

De esta ultima ecuacién despejamos h'(y) ., estoes

h'(y)=-2y
de aqui se procede a integrar en ambos miembros, de donde

h(y)=-2[ydy

h(y)=-y
este valor se sustituye (3), por lo que

f(x,y):x(ﬁ‘fﬂ)w2
cosy

Se recordard que la solucion esta dada por

fix,y)=C
Entonces, la solucion general es

x( 1 +seny) y2-C
cosy

Dado que se trata de un problema con la condicién inicial y(0) =1 , se tiene
0-(1)%=C

-1=C

por lo que la solucién particular que satisface la condicion es

x( 1 +seny) Y- -C
cosy
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6) Demuestre que
(x +3x*seny)dx + (x*cosy)dy =0

1

no es-exacta, pero que multiplicando esta ecuacién por el factor x~° se obtiene una

ecuacion exacta. Posteriormente obtenga la solucion de ésta Gltima.

RESOLUCION

Para que una ecuacion diferencial sea exacta, es condicion necesaria y suficiente que

d 0
— M(x,y)=—N(x,
3 (x,y) P (x,y)

por lo que inicialmente se procede a identificar las funciones M y N |
M(x,y)=x+3x*seny
N(x,y)=x*cosy

enseguida se obtiene las derivadas parciales, esto es

M 3,3 cosy

ON _ 4y cosy
x

se observa que
oM, N
dy oOx
con lo que se confirma que no es exacta.

1

A continuaciéon multiplicamos la ecuacion dada por el factor x™' , que es justamente un

factor integrante p (x)
x '[(x+3x*seny)dx +(x*cosy)dy]=0
de donde se obtiene

(1+3x%seny)dx +(x*cosy)dy=0 ................ (A)

Enseguida se verifica que es exacta

M(x,y)=1+3x%seny

39



N(x,y)=x%cosy
oM =3 x2cosy
IN =3 x%cosy

x

se cumple que

d

y. ox

por lo tanto es exacta

Para obtener la solucién de (A) se debe determinar la funciéon f(x,y) tal que

f(x’y)za_~fdx+a_fdy
ox dy
donde

9 9
ox M(x,y) s ay N(x,)’)

Se procede a obtener f(x,y) :
f(x,y)= [N(x,y)dy +g(x)
f(x,) = [ (x*cosy)dy +g(x)

f(x,y)=x*seny +g(x)

Para obtener la funcion g(x) , la cual representa a la constante de integracion, se

considera

of _
Py M(x,y)

L/ 3x2seny + g’ (x) =1 + 3 x%seny
ox
de donde se obtiene
g'(x)=1
e integrando

g(x) =fdx=x

por lo que
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f(x,y)=x’seny +x
La solucion de la ecuacidn diferencial es de la forma f(x,y)=C por lo que

x3seny +x=C

es la solucién general.

7) Para la ecuacion diferencial
[ycos(xy)+e*]ldx+N(x,y)dy=0

obtenga la funcién mas general N (x,y) , de manera que la ecuacion sea exacta.

RESOLUCION

Inicialmente se establece la condicién necesaria y suficiente para que una ecuacion diferencial
sea exacta:

Lo anterior implica identificar a la funcion M (x,y) a considerar , por lo que se tiene
M(x,y)=ycos(xy)+e*

Enseguida se deriva parcialmente con respecto a y

%Al =-xysen(xy) +cos(xy)
y

y bajo la condicion necesaria y suficiente establecida por la ecuacién (A) se tiene

JdN

— =-xysen(xy) +cos(xy) ........... (B)
0y

De la ecuacidn anterior se procede a integrar parcialmente con respecto a x , es decir

N(x,y) = [ [ -xysen(xy) +cos(xy)1dx +h(y)
de aqui tenemos dos integrales, a saber
I, =f(—xy)sen(xy)dx

I, =fcos(xy)dx
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Para I, se tiene una integral por partes donde

u=-xy du=-ydx

y dv=sen(xy)dx | v:fsen(xy)dx=_—lcos(xy)
y
Entonces

I =xcos(xy) —fcos(xy)dx
1
I, =xcos(xy) - ;sen(xy)
Para [, se tiene una integral inmediata

I, =fcos(xy)dx = %sen(xy)
De lo anterior se tiene
N(x,y)=xcos(xy) - lsen(xy) +lsen(xy) +h(y)
y y

N(x,y)=xcos(xy) +h(y)
que es la funcién més general que garantiza que la ecuacion diferencial dada sea exacta.

8) Determine si la ecuacién diferencial

cosOdr - (rsend -¢®)de =0

es exacta. Si es exacta, obtenga su solucioén general.

RESOLUCION

La ecuacion diferencial es de la forma

M(r,8)dr+N(r,0)do =0
donde se identifican a las funciones M y N
M(r,0)=cosH

N(r,0)=-(rsend -e%)

La condicién necesaria y suficiente para que la ecuacion diferencial sea exacta es que
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dM _ dN

08  or
por lo que se procede a obtener las derivadas parciales
M __ sen 6
06
IN__ sen 6
or

De la igualdad anterior se concluye que es exacta.

Ahora bien, si es exacta, se asegura que existe una funciéon f(r,0) tal que su diferencial

total es justamente el primer miembro de la ecuacién diferencial original, es decir

_of A
df =L (r,0)dr+ 22 (r,0)do

0 bien
df=M(r,0)dr+N(r,0)do
por lo que
of of
—~ =M(r,0 , ——=N(r,6
or (r.0) a0 (r.0)

lo que permite obtener f(r,0) integrando cualquiera de las expresiones anteriores, como

se muestra enseguida
f(r,0) = [M(r,0)dr+h(0)
f(r,8) = [cosbdr+h(0)
f(r,0) =rcos®+h(0) .......... (A)

Para obtener h(0) , se considera que

of .
L N(,0) oo (B)

de donde

g:i +
360 ae(rcos() h(9))

O - send +h'(0)
o0

entonces, de acuerdo a la ecuacion (B) se tiene
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-rsen® +h'(0) = - rsend +e®
despejando  h’(0)

h'(0)=e®

posteriormente se integra
[h(8)=[ctdo

h(8)=e®
y al sustituir el resultado anterior en (A) se obtiene
f(r,8) =rcosf +e®
Finalmente, se tiene que f(r,0) =C  es la forma de la solucién general de la ecuacion

diferencial, por lo que el resultado es

rcos® +e®=C
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D

2)

3)

EJERCICIOS PROPUESTOS

Resuelva la ecuacion diferencial (2y? +3xy -2y +6x)dx + (x> +2xy -x)dy =0

Solucion.

x?y? + x*y -x*’y +2x* =C

Obtenga una solucion grafica de la ecuacion

0. T~
T2

Solucion.

yy' =cosx , con x en el intervalo

Trazando para k= +1, 1%, +2, +4  se obtiene

Resuelva la ecuacion diferencial (x2 +y% + 1) dx + (x2 -2xy)dy =0

Solucion.
2
X - DA i +y+C
x x
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4)

5)

6)

Obtenga una solucién grafica de la ecuaciéon y’=y?

Solucidn.

Y=k

trazando para k=42, +1, +—, 0 . se obtiene

1
2

7:¥i,. N N S - ;.ﬁ,ii;%,_
\ \ \ i 5 \ X

"7"\‘*77’T' I T f””g\ﬁ

\ ; ¢

) | |

Resuelva la siguiente ecuacion diferencial homogénea

(x + W7 -xp)y’ =y © (-3¢ =€

Sugerencia: considerar el cambio de variable x =uy

Solucion.

Si la ecuacion propuesta es no exacta obtenga un factor integrante que dependa de una
sola de las variables y posteriormente resuelva la ecuacion diferencial

(x +y))dx -2xydy =0

Solucion.
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7

8)

9)

10)

11)

Resuelva la ecuacion diferencial

(xy +y* +x*)dx -x*dy =0

Solucion.

y = xtan(Ln |Cx |)

Compruebe si la siguiente ecuacién diferencial es exacta. En caso de no serlo.,

calcular un factor integrante p(x) y determinar su familia uniparamétrica de

soluciones F(x,y)

(y*e¥ + dx + (2ye? - e*)dy =0

Solucion,

y2ex_e—x_y=C

Resuelva la ecuacion diferencial

xdy - ydx - (1 -x*)dx =0

Solucion.

y=Cx—1—x2

Resuelva el problema de condiciones iniciales y=-y'-xy’ , y(0)=1

Solucidon.

Ln(x +1) +2/y=2

Resuelva la ecuacion diferencial (y* + 2xy?)dx + (2xy® -3y)dy =0

Solucion.

xy2 + x2 _ y3 C
47



12)

13)

14)

15)

16)

Resuelva la ecuacion diferencial

Solucion.
J
x> =Ce”*

Resuelva la ecuacion diferencial

xdy +ydx +(x +y)dx =0

Solucion.

2 +3x%y =C

Resuelva la ecuacién diferencial (xy? -x -y?+ 1)dx=(xy +x -y - 1)dy

Solucion.

y=Ce* +1

Resolver la ecuacién diferencial y’ =

= I
+
| =

Solucidn.

e . d
Resolver la ecuacion diferencial d_y =Y ixs y?
X X

Sugerencia: hacer el cambio de variable y =vx
Solucidn.

2
y =xtan(% +C]
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17) Resuelva la ecuacion diferencial

(x +\y? —3&)% =y

Solucion.
_ 2 _
22y o xy Lny = C
y

18) Resuelva la ecuacion diferencial

rcos0do0 + (r —-sen®)dr =0

Solucion.

—lsene + Lnr = C
r

19) Resuelva la ecuacion

dy _x-y
dx x+y
Solucion.
2 2
g 2 XY pa) = C
2 x2
Cve )
20) Resolver la ecuacion diferencial dy _Qx-y-1ly
dx 2x -y

Sugerencia: Hacer el cambio de variable u =2x -y

Solucidn,

Lin(2x-yP D) -x-C



TEMA 3
ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

3.1 ECUACION DIFERENCIAL DE PRIMER ORDEN.

1) Si la solucién general de la ecuacion diferencial y’'+ P(x)y = Q(x) es:

sen2x

y(x) =Ce 2 -1

determine las funciones P(x) y Q(x)

RESOLUCION

La ecuacion diferencial es no homogénea, por lo que su solucién general es de la forma
Y=Yt Y, s donde A es la solucion de la homogénea asociada y y, ©suna

solucion particular de la no homogénea.
Asi se tiene que

sen2x

y, = Ce ? y ¥, = -1

Ahora bien, si y, es solucion de la homogénea asociada. entonces la satistace por lo que

se calcula y,’

sen2x

(2)Ce 2

;, _ CoS2x

Yh )

sen2x

yh/ = Ccos2xe *

Sustituyendo en y’ + P(x)y = 0 , que es la ecuacion diferencial homogénea asociada a
la no homogénea, se tiene

sen2x sen2x

Ccos2xe 2 +P(x)Ce 2 =0
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De esta ecuacion se obtiene P (x)

sen2x

Ccos2xe 2

sen2x

Ce ?

P(x) = -

de donde resulta

P(x)=-cos2x
De manera andloga, si y, es solucion de la no homogénea, entonces la satisface, por

lo que es necesario calcular yp’

Sustituyendo en y' + P(x)y = Q(x) , que es la ecuacion diferencial no homogénea,

se tiene
(0) + P(x)(-1) =Q(x) ; pero P(x) = -cos2x
(-cos2x)(-1) = Q(x)
Finalmente
Q(x)=cos2x
2) Obtenga la solucion general de la ecuacion
Y y = x2cos2x
dx
RESOLUCION

Se tiene una ecuacion diferencial no homogénea, de primer orden y de coeficientes variables,
que puede asociarse con la expresion

/ _
Yy +P(x)y=Q(x) ........... (A)
que es la forma normalizada de la ecuacion de primer orden no homogénea.
Por lo anterior, se observa la conveniencia de normalizar la ecuacién diferencial dada.

Dividiendo entre x se obtiene
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ay —iy:xc032x
dx x

y ya es posible identificar a las funciones
P(x)=- 1
X

Q(x)=xcos2x

Debe tenerse presente que la solucion general de (A) estd dada por'

yczyh+yp

donde y, eslasolucion de la homogénea asociada y y, es una solucion particular

de la no homogénea y cada una de estas funciones estd dada por

y, = Ce—fP(x)dx
h

y, = e-fp(x)dxfo(x)efp(x)dx

Enseguida se procede a calcular las integrales anteriores:

X

fP(x)dx=f§dx:_Lnx:Ln(1)

—fP(x)dx=f—i—dx=Lnx

fQ(x)efP(x)dxdx = fxcos2xe“‘(")dx

= fxcos 2x (l) dx
x

=fcostdx =%sen2x

A continuacion se tiene y, Yy y, . estoes,
- [P(x)dx Lnx
y, = Ce =Ce™ =Cx

P(x)dx P(x)dx
y, = el "4 [Q(x)el
Ln(%) 1
y,=e * (Esean)

1(1
=—| —sen2x
RS



Por lo que la solucion general es

y =Cx + %sen2x

3) Sabiendo que la solucion general de una ecuacién diferencial de la forma

y' + P(x)y = Q(x),
€S

x3-3x c
+

i 3(x2+x)  3(x?+x)

calcular las funciones P(x) y Q(x)

RESOLUCION

Se tiene una ecuacion diferencial de primer orden, no homogénea, de coeficientes variables
de la cual su solucion general es dato.

Para una ecuacion diferencial no homogénea de primer orden, su solucion general es de la
forma

Yo =Yh*Y,

donde y, = Cef_p(x)dx

y, = e_fp(x)dfo(x)efp(x)dxdx por lo que de la
solucion general dada se infiere

3 _
¢ A) oy =_X-3x (B)

P 3(x2+x)

donde y, es lasolucion de la homogénea asociaday y, es una solucion particular de la

no homogénea.
Asi, para la ecuacion homogénea asociada

y' +P(x)y=0 ... ©
y teniendo presente que y, es su solucion y que por lo tanto la satisface, es necesario
/
obtener 'y,

/. -C(2x+1)

’ 3(x?+x)?
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la cual se sustituye en (A)

-C(2x+1)+P(x) C

— £ -0
3(x2+x)? 3(x%+x)

de donde se despeja la funciéon P (x) , esto es

_(2x+1)

P(x)
* (x*+x)

Por otro lado, asumiendo que Yy, es una solucion particular de

Y +P(x)y=Q(x)

y se sabe que la forma de y, esta dada por

y, =e-fp(x)dx 0(x) efp(x)dxdx

se sustituye la funcion P (x) y se efectdan las operaciones indicadas; para las integrales

—fP(x)dx = - de:—Ln(x?wx):Ln L I (D)
(x? +x) x%+x
fP(x)dx =f2x+1dx=Ln(x2+x) ........... (E)
x?+x

entonces yp €S

Ln( 21 ) N
ypze x“+x fQ(x)eLn(x *x)dx

simplificando se obtiene

X" +Xx

Por otro lado, se tiene el valor conocido y, dado por (B), entonces se pueden igualar (B)
y (F)
1

x% +x

x3-3x
3(x*+x)

fQ(x)(x2+x)dx:
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de donde

(x3-3x)(x*+x)
3(x2+x)

‘fQ(x)(x2+x)dx=%(x3—3x)

fQ(x)(x2 +x)dx =

Derivando ambos miembros de la ecuacidn se tiene

Q(x)(x?+x) =2 (322-3)

)

3(x*-1)

Finalmente, se despeja a la funcion de interés

-1 (x+D(x-1)

Q(x) =
(x? +x) x(x+1)
-1
Q(x) ==
4) Resuelva la ecuacion diferencial
19X 2% = tIn3t
dt

RESOLUCION

Se trata de una ecuacién diferencial de primer orden no homogénea; resolverla implica
obtener su solucion general la cuél es de la forma

xG=xh+xp

donde x, es la solucion de la ecuacion homogénea asociada y x, es una solucion

particular de la ecuacién no homogénea.
Para obtener la solucidon general tenemos 2 formas, una es posible aplicando directamente
la expresién que involucra factores integrantes:

-[P(t)d -(P(t)d P(t)d
x; =Ce f (')t+ef(')' Q(t)ef ) “dt

Otra, obteniendo inicialmente x, por separacion de variables y posteriormente aplicando
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variacion de parametros para obtener x, , lo que da lugar justamente el segundo término

de la ecuacion anterior.
Entonces, reordenamos inicialmente la ecuacién  diferencial para transformarla

posteriormente en la forma normalizada

x + P(t)x = Q(t)

13X oy -t In(3n)
dr

dividiendo entre " ¢ "

dx
dt
que es una ecuacion diferencial de la forma
x'+ P(t)x = Q(1)
Para obtener la solucion, inicialmente trabajamos con la ecuacion homogénea asociada

dx 2

. %x - In(31)

— -=x=0
dt t
efectuamos separacion de variables
dx 2
— = =x
dt t
dx _
X t
dx dt
Integramos = =2
: I5 -2

Lr|x| + C; = 2 Ln|t| + C,
Finalmente, la solucién de la homogénea asociada es,
Ln|x| = 2Lnt| + C
que también se puede expresar en forma explicita; aplicamos propiedades segin se indica

La(x) = Ln(t*) + LnC
Ln(x) = Ln(Ct*) , vy al apiicar la exponencial

_ 2
xh—Ct

que es la solucién general, en forma explicita ., de la ecuacion homogénea asociada.
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Para obtener x, , identificamos los elementos necesarios para integrar

Sabemos que una solucién particular de la no homogénea tiene la forma

-[Pwyd P
x - e [P : fQ(t)ef 0 .
y de la ecuacion normalizada

P(r) - % . Q@ = Ln(3Y)

enseguida integramos los elementos necesarios

-[Payd() = 2]? - 2Lnt = Lns?

1
Ln{ —
e-fp(z)dz e - g2 efp(t)dt e (tz) 1

f o e T - an(3t)(—1-)dz - an(3t)(t'2)dt = 1
t2

Integramos

u = Ln(3t) dv =t7?

du = Sdr = Lar v=£;l-=—l

3t t -1 t
1=-2inoy s [Llar- - 2o+ [o2ar

t tt t
-1
r--tmen s - Amen-Lox

t -1 t i

t
Entonces la solucion general es:

%o =X, % - CP - %(Ln(3t) L 1)

5)

Resuelva la ecuacién diferencial
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RESOLUCION

Es una ecuacion diferencial no homogénea de primer orden de coeficientes variables: es

necesario normalizar, por lo que multiplicamos por x

x2

y +xy=x(1-e?)

N =

es una ecuacion diferencial de la forma
y +PXx)y = Qx)
La solucion general puede obtenerse en términos de un factor integrante como se muestra
enseguida
- f P(dx - f P(x)dx fp(x)dx
Y = Ce e f Q(x)e! TV dx

x2

donde P(x)=x , Q(x)=x(1 ‘67)

Enseguida calculamos las integrales indicadas

N | =

_fp(x)dx = —fxdx:-%z : e—fp(x)dx _ ei%

[

Px)dx = [xdx = X ; efP(x)dx-—’e?
[Pwydx = | >

2 X

X

Jower® - fX(l—e7)31(e7)dx - [undu

Integramos realizando un cambio de variable

[S)
~

2 x

du = —ez(x)dx = —xeydx = fg(l—e

2 3
2)2

Entonces, al sustituir en la forma de la solucion general se obtiene

xZ

2 2 3
2 252
-Z(1-e
3( )

2

yg = Ce * +e?

Reordenando y factorizando se tiene finalmente
2 2 3]
: C—%(l—e Z)ZJ

Yo ~ €
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6) Resuelva la siguiente ecuacion diferencial

xy -y=x%e3* ... (A)

RESOLUCION

Se trata de una ecuacion diferencial de primer orden, no homogénea y coeficiente variable;

para resolverla es necesario normalizarla por lo que se divide entre la variable

donde se obtiene

La cual ya es una ecuacién de la forma y’ + P(x)y = Q(x) donde

P(x)= -1 y Qx)-xe™
X

La solucién general de una ecuacion de la forma anterior estd dada por

Yo = Ce—fl’(x)dx . e—fP(x)dfo(x)efP(x)dxdx

- {P(x)dx ., , .
Ce | es la solucién de la homogénea asociada

donde A
y, = e—fP(x)dfo(x)efP(x)dxdx

Efectuamos el célculo de las diferentes integrales, segin se indica

—fP(x)dx _ e"’”‘ = x
freva _ (x) 1
x
fQ(x) [Peds 0 fxe sx L gy - fe’“dx
P
= —_l.e"3x
3

Asi, se obtiene

x , de
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V=Cx y y,=-Se™

3

y la solucion general es
X -3x
=Cx - —e
Y 3
7) Obtenga la solucidn general de la ecuacidn diferencial
dy x cos3x

+ =

dx x?+1 /x2+1

RESOLUCION

Es una ecuacion lineal, de primer orden, no homogénea y de coeficientes variables de la
forma

y' + P(x)y = Q(x)
su solucion general estd dada por

Yo = Ce-fp(x)dx R e-fp(x)dxfo(x)efp(x)dxdx

donde

y, = Ce-fp(x)dx Ly, - e—fp(x)dx Q(x)efp(x)dxdx

para resolverla es conveniente identificar a las funciones que intervienen en las integrales,
es decir,

P(x) =

x2 +1

cos 3x
vx + 1

A continuacion efectuamos las operaciones necesarias para y, y ¥,

Q(x) =

60



entonces

Por otro lado

1

Ln| ——
y, = € ( * . 1) _COS3X  Ln(VF D) gy
yx2 + 1

y, = 1 cos 3x 2+ 1dx
V2 + 1) a1

y, = cos3xdx

’ x? + 1

y = 1 (sen3x)

? x?2 + 1 3

Finalmente, la solucidon general es

C sen3x
+

yx2+ 1 3yx? + 1

y:

8) Resuelva la ecuacidn diferencial

y' = (tanx)y + senx

sujeta a la condicién inicial y( % ) =2
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RESOLUCION

Se tiene una ecuacidn diferencial de primer orden, que puede escri
manera

la cual es una ecuacion de la forma
= +
Yo =Wt Y,
entonces, se identifican las siguientes funciones

P(x) = -tanx
Q(x) = senx

birse de la siguiente

La ecuacion diferencial referida corresponde a una ecuaciéon no homogénea de coeficientes

variables, cuya solucion general es de la forma

y - Ce-fp(x)dx . e—fP(x)dxj‘Q(x)efP(x)dxdx

donde

y, = Ce—fp(x)dx

y, = e-fp(x)dxfo(x)efp(x)dxdx

A continuacién se calculan las integrales necesarias, esto es

—fP(x)dx = ftanxdx = fsenxdx = -Ln(cosx) = Ln(secx)
cos X
e-fp(x)dx = eln(sen - gecx
por lo que
y, = Csecx
Por otro lado
fP(x)dx = —ftanxdx = -Ln(cosx)
efp(x)dx = eln(eosn) - cogx
entonces
2
fQ(x)efP(x)dxdx = fsenx cosxdx = %
por lo que
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2
y = secx———(senx)
?

y la solucion general es

2
sen x
y = Csecx + secx(—)—

Aplicando la condicién inicial y( %) = V2 se tiene

V2 = Csec(%) + sec(

v
B=Cfi 2 (—7;4
pechepi] - c-

Finalmente para la condicién inicial dada

W

3 (sen x )
y = Zsecx + Sec X —————
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3.2 SOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL LINEAL
HOMOGENEA.

1)  Resuelva la ecuacién diferencial y” -y’ -2y = 0

RESOLUCION

Se trata de una ecuacion diferencial de segundo orden, homogénea y de coeficientes
constantes. Inicialmente la expresamos en términos del operador diferencial

(D*-D-2)y=0

de donde la ecuacion caracteristica es
AP-1-2=0
cuyas raicesson A, = -1 y A, =2
Dado que las raices son reales y diferentes, la solucién general es

y = Ce™ + Cye*

2) Resuelva la ecuacion diferencial

y' -6y +9y =0

RESOLUCION

Se tiene una ecuacion diferencial de segundo orden, homogénea y de coeficientes constantes,
que expresada en términos del operador diferencial es

(D*-6D +9)y =0
cuya ecuacion caracteristica es
A2 -6L+9=0

siendo sus raices A, =3 y A, =3 que son reales y repetidas; entonces la solucion

general es

= 3x 3x
y =Ce” + Cyxe
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3)  Resuelva la ecuacién diferencial y” - 3y’ + 4y = 0

RESOLUCION

Se tiene una ecuacion diferencial de segundo orden, homogénea y de coeficientes constantes:
expresada en términos del operador diferencial es

(D*-3D +4)y =0
y la ecuacion caracteristica correspondiente es

A2 -3L+4=0

siendo sus raices o valores caracteristicos A, = 3. ——\/jl y A= 3 [7-1' las
22 2 2

cudles son complejas, por lo que la solucion general es

s o Cosend?

—X
y = C.e?costx + C e? sent-x
: 2 g 2

4) Resuelva la ecuacidn diferencial

y/”—2y//-y/+2y -0

RESOLUCION

Se tiene una ecuacion de tercer orden, homogénea y de coeficientes constantes; expresada
en términos del operador diferencial es

(D*-2D-D+2)y=0

Y Su ecuacidén caracteristica es

A -2Ar-A+2=0
Se procede a obtener sus raices, las cudlesson A, =1 | A, =2 y A; = -1
Las raices son reales y distintas, por lo que la solucion general es

— 1 2 -x
y = Cie' + Cye’x + Cye

5) Resuelva la ecuacion diferencial

y///_3y//+3y/_y =0
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RESOLUCION

Se tiene una ecuacion de tercer orden, homogénea y de coeficientes constantes; expresada
en términos del operador diferencial es

(D*-3D*+3D-1)y=0

Su ecuacién caracteristica es
A3-31%2+31-1=0
siendo sus raices A = kz = Ay =1

Se tiene el caso de raices reales repetidas por lo que la solucion general de la ecuacidn
diferencial es

y = Cie* + Cye* + C,x%e”

6) Resuelva la ecuacién diferencial

y M 129" +y=0

RESOLUCION

Se tiene una ecuacion diferencial de cuarto orden, homogénea y coeficientes constantes; en
términos del operador diferencial

(D*+2D?+1)y =0

y su ecuacidn caracteristica es

AY42A%2+1=0 ............. (A)

Se determinan sus raices mediante un cambio de variable adecuada que transforme la
ecuacidn de cuarto grado en una ecuacion de segundo grado, esto es

por lo que se tiene

w2 +2w+1=0
(w+1)*=0

Las raices para la ecuacion de segundo grado son w,=w,=-1 ; regresando a la variable

original se tiene A*=-1 porlo que A=+ ; entonces las raices de la ecuacién de cuarto

grado son A=, Ay, =i

esto es, raices complejas repetidas con parte real nula.
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Entonces, la solucion general de la ecuacidn diferencial dada es

y = C,cosx +C,senx + C;xcosx +C xsenx
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3.3 SOLUCION DE LA ECUACION DIFERENCIAL LINEAL NO
HOMOGENEA.

1) Dada la ecuacion diferencial y” = x> - 1 |, obtenga

a) la solucion general,

b) una solucién y(x) talque y(0) =1, y'(0) =2 ,
¢) una solucién cuya representacion grafica pase por los puntos (1,2) y (3,5)

RESOLUCION

a) Por el tipo de ecuacion diferencial, se tiene la posibilidad de resolverla utilizando dos
métodos diferentes.

Primer método:

Se tiene y"’ =x* -1 ... (A)

que también se puede expresar de la siguiente forma

2
dy:x2_1
dx?

Al integrar esta ecuacion se tiene

dx

3
g—X:x——x+Cl
dx 3

nuevamente se integra

de donde se obtiene

X X
— - = +Cx+C
12 2 ! 2

que constituye la solucion general de la ecuacion diferencial (A)

y:

Segundo método:
La ecuacion dada es de segundo orden, coeficientes constantes y no homogénea y su solucion
general es de la forma
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szyh"'yp

donde y, es lasolucion de la homogénea asociaday y, es una solucion particular de la

no homogénea.

Para obtener y, se considera la ecuacion

y// =0
que expresada en términos del operador diferencial es

D’y =0
y cuya ecuacidn caracteristica es

A2 =0
De esta altima obtenemos sus raices, a saber,

Ay =X, =0

Se tienen valores caracteristicos repetidos, por lo que la solucién correspondiente es

y, =C, + Cyx
La determinacion de y, implica obtener un aniquilador para la funcién

Q(x) =x* -1
el cual resulta ser
P(D) = D?
Al aplicar este operador a ambos miembros de la ecuacion (A), esta dltima en términos del
operador D
D’(D*y) = D*(x* - 1)
lleva a la expresion
D% =0
se obtiene una ecuacion diferencial de quinto orden cuya ecuaciOn caracteristica es
As = 0 ; de aqui obtememos sus raices: A, = A, = A; =4, = A, =0
Asi, la solucion de la ecuacidn es

y = C, + Cyx + Cyx* + C,x* + Cyx*
Esta solucion involucra la solucién de la ecuacion homogénea asociada  (y,) y una

solucion particular  ( y,) de la ecuacién no homogénea original (A); entonces, cada
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solucion es de la forma

y, = C3x2 + Cx* + Cox* ... (©€)

Ahora bien, si y, essolucion de (A) entonces la satisface, por lo que es necesario obtener

¥, =2Cx + 3C,x* + 4Cx°
v,/ =2C, + 6C,x + 12Cx?

enseguida se sustituye en la ecuacion diferencial no homogénea:
2C, +6C,x + 12C,x* = x* - 1

y por igualdad de polinomios se obtiene el sistema

2C, = -1
6C, =0
12C, =1
que al resolver permite obtener
1 1
c,=-—, C,=0, C,=—
3 ) 4 s 1o
Estos valores se sustituyen en la ecuacion (C) con lo que se tiene
1, |
= -—x"+ —x
% 2 12
Finalmente, la solucién general es
ye = C, +C2x—lx2 e (D)
2 12

la cual es igual a la obtenida por el primer método.

b) A partir de la soluciéon general se obtiene la solucidon particular que satisfaga las

condiciones iniciales dadas, lo que requiere calcular y, , esto es

esta ecuacion junto con (D), al aplicar las condiciones iniciales constituyen un sistema de dos

ecuaciones con dos incégnitas: C, y C, .
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La condicién y(0) =1 se sustituye en (D), lo que permite obtener

Sustituyendo los valores C, y C, en la ecuacion (D) se tiene

y=1+2x-+x2 . Ly
2 12

que constituye una solucién particular de la ecuacion diferencial (A).

¢) Este inciso implica nuevamente condiciones iniciales; si se busca obtener una solucion que

satistaga  y(1) =2 'y y(3) =5 , entonces se sustituye estas condiciones en la

ecuacion (D)

zzi_—l+C1+C,,
12 2 -
5
= _E + C1 + C2
finalmente
5
2 + —1—2— = Cl + C2
29
) =C, +C, ... (F)
asimismo
5-C, +3Cx - 2(3)P + —(3)°
2 12
5=C1+3C2—2+ﬂ
2 12
+ 2 — —-8-1 = Cl + 3C2
2 12
finalmente
_?1;% =C, +3C, ............. (G)

Enseguida se resuelve el sistema formado por las ecuaciones (F) y (G), de donde se tiene
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1 -

T

Al sustituir estos valores en (D), se obtiene la solucion

O\ | -

27 1 1 , 1 4
+ - —xt v —=x
12 6 2 12

cuya representacion gréifica contiene a los puntos (1,2) y (3.5)

2) Resuelva la siguiente ecuacion diferencial mediante el método de coeficientes
indeterminados

y" +3y’ - 10y = cot 3x sen 3x

RESOLUCION
Se tiene la ecuacion
y"+3y’ - 10y = cot 3x sen3x
que es una ecuacion diferencial no homogénea, de segundo orden y de coeficientes

constantes: asimismo se tiene una funcion  Q(x) para la cual aparentemente no existe
operador diferencial anulador, sin embargo, si simplificamos la funcion  Q(x) , se tiene

Q(x)=cot3xsen3x = cos 3x (sen3x)

sen3x
Q(x)=cos3x

Por lo que la ecuacion diferencial se puede escribir de la siguiente manera

y"+3y’ - 10y = cos 3x

es posible resolverla por el método de coeficientes indeterminados.
Se sabe que la solucion general de una ecuacion diferencial no homogénea es de la forma

Ye =YYy
por lo que inicialmente se calcula y, , que es la solucion de la homogénea asociada
1/ / —
y'+3y' -10y=0
y en términos del operador diferencial es

(D*+3D-10)y =0

cuya ecuacion y valores caracteristicos son

A2+34-10=0 = A, = -5,1, =2

~J
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por lo que se tiene

— -5x 2
y,=Ce™ +C,e

Para obtener  y, . que es una solucidn particular de la ecuacion no homogénea, se busca
un operador que anule a la funcion
Q(x) =cos3x

el cual resulta

P(x)=D*+9
Aplicando P (D) a la ecuacion original se tiene
P(D)(D?*+3D-10)y =P(D)(cos3x)

(D*+9)(D*+3D-10)y=0 ............ (A)

que es una ecuacion diferencial de orden mayor a la original, cuya ecuacion caracteristica
y raices respectivas son

(A2+9)(A?+31-10)=0

= A =-5,4,=2,A4,=3i, A, =-3i
Asi la solucion general de (A) es

yG _ Clemﬁx + C‘)er

+ C,cos3x + C,sen3x
en donde es posible identificar y, ylaforma y,

- -5x 2x
y, = C,e + C,e

1 2

Y, = C,cos3x + C, sen3x
En y,  se tienen justamente los coeficientes indeterminados ~ C; 'y €,  cuyos

valores deben obtenerse. lo cual se logra derivando  y, y posteriormente sustituyendo
en la ecuacion no homogénea
/
Y, = -3Cysen3x +3C cos3x
/"
yp=-9C;co83x -9C,sen3x
al sustituir en la ecuacion diferencial original

-9cos3x -9C, sen3x +3(-3C;sen3x + 3C,cos3x)
-10(C;cos3x +C, sen3x) = cos 3x



desarrollando operaciones y posteriormente al factorizar se obtiene
cos3x(-19C; + 9C /) + sen3x(-9C, - 19C,)= cos3x

y al igualar coeficientes se forma el sistema

-19C, +9C, =1
-9C,-19C, =0

cuya solucion es
19 9

-—=.C, 7 —
3442 Y 442

Entonces Y resulta

19 9 .
y, = ———c0s83x + ———sen3x
P 442 442

por lo que la solucién general es

- 19
=C,e*+C,e¥ - ——cos3x +
Ys 1 2 442

sen3x

3) Obtenga la solucién general de la ecuacion

vy - 4y/ + 8y =4e*sec2x - 4e> csc2x

RESOLUCION

La ecuacion diferencial es no homogénea, lineal, de segundo orden y coeficientes constantes:
su solucion general es de la forma

yG:y,,+yp

Para la solucion de la ecuacion homogénea asociada, y, . se tiene

y'-4y' +8y=0
y en términos del operador diferencial
(D*-4D +8)y =0
su ecuacion caracteristica asociada es
A?-41+8=0
cuyas raices son

A =242y A, =2-2i
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De acuerdo a las raices obtenidas resulta

y, =C e cos2x + C, e*sen2x

En lo que respecta a Y, - que es una solucién particular de la no hemogénea, necesitamos

considerar la funcion Q(x) , para la cual no existe operador anulador; lo anterior

implica la aplicacion del método de variacion de pardmetros, el cual consiste en sustituir las

constantes ¢ pardmetros de y, por funciones desconocidas u(x) y v(x) , las que

deben ser determinadas. Asi, se tiene

y =u(x)eZcos2x+v(x)eFsen2x ............ (A)
14

donde u'(x) 'y v'(x) son funciones que satisfacen el sistema

' @) 0

vi(x)] [Q(x)

e¥ cos2x e sen2x

2e(cos2x - sen2x) 2e>(cos2x + sen2x)

siendo  Q(x)=4e%*sec2x - 4e2* csc2x

Para resolver este sistema por regla de Cramer es necesario obtener los determinantes

siguientes:

e cos2x e sen2x . )
A= =2e"*(cos“2x +cos2xsenx)

1 2¢>(cos2x - sen2x) 2e*(cos2x + sen2x)
~-2e**(cos2xsen2x - sen’2x)

A =2e**cos2xsen2x -2e**cos2xsen2x +2e** (cos’2x + sen’2x) =2 e¥

0 e 2 2 2
A, = =-e*(d4e*sec2x-4e”*csc2x)
Q(x) 2e™(cos2x + sen2x)
Ay=4e* csc2x -de* sec2x =4 e** (csc2x -sec2x)
e?*cos2x 0 ) ) )
A= =e*(4e*"sec2x-4e"“csc2x)
2e* (cos2x -sen2x) Q(x)

A, = 4 e** (sec2x - csc2x)

Enseguida se procede a determinar las incégnitas u’(x) y v/(x) :
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A 4x _
w' (x)=—2-= de7(cos2x - sec2x =2 (csc2x -sec2x)

Al 2e4x

A 4x -
3 _ 4e”"(sec2x -csc2x) =2 (sec2x - csc2x)

vi(x)==
Al 2e4x

interesan las funciones u(x) y v(x) por lo que se procede a integrar las funciones

obtenidas u’(x) y v/(x) , estoes

u(x) :Zf(csc'2x—sec2x)dx =-§-Ln(csc2x ~-cot2x)

v(x) =2 [ (sec2x - esc2x) dx = —%Ln(sec2x+tan2x)

De lo anterior se establece la solucion Y,

¥, = Ln(csc2x - cot2x) e’ cos2x ~ Ln(sec2x +tan2x) e™ sen2x
Finalmente, la solucién general es

y=C,e**cos2x +C,e**sen2x + e**cos2x Ln (csc2x - cot2x)
+e2*sen2x Ln(sec2x +tan2x)

4) Resuelva la siguiente ecuacion diferencial utilizando el método de los coeficientes
indeterminados

y"+y -2y =(2 +6x)e*

RESOLUCION

Se tiene una ecuacidn diferencial no homogénea, de segundo orden y coeficientes constantes,
por lo que su solucion general es de la forma

Yo = Vit

Para obtener 'y, . que es la solucion de la ecuacion homogénea asociada, se considera

y'+y'-2y=0
que en términos del operador diferencial es

(D*+D-2)y=0
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siendo su ecuacion caracteristica y raices, respectivamente,

A+A-2=0 = A, =1, A,=-2

de donde

— x -2x
y,=C,e*+C,e

Para obtener 'y, , que es una solucién particular de la ecuacion no homogenea dada,
mediante el método de los coeficientes indeterminados, es necesario identificar a la funcién

Q(x) . a saber,

Q(x)=(2+6x)e”
=2e*+6xe”*

Enseguida se elige al operador anulador (aniquilador) de la funcion Q(x) , esto es,
P(D)=(D-1Y
este es un operador tal que, aplicado a la funcion Q(x) la anula
P(D)Q(x)=0
(D-1)Y(2e*+6xe*)=0
Al aplicar P(D) ala ecuacién no homogénea original se tiene

P(D*+D-2)y=P(D)Q(x)
(D-12»(D+D-2)y=0

que es una ecuacion homogénea de orden superior a la dada inicialmente; la ecuacion
caracteristica correspondiente es

(A-1)Y2(A+A1-2)=0

ysusraicesson A, =1,A4,=-2,4,=1 y A,=1

por lo que la solucion general de (A) resulta ser

y=C,e*+C,e ** +C,xe* +C,x* e*
en esta solucion podemos identificara y, y y, , estoes
= x -2x
y,=C,e*+C,e
y,=Cyxe*+C,x*e*
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De 1y, es necesario determinar los coeficientes (constantes) C; 'y C, , por lo que se

requiere ¥’ y 3" .

!/ _ X x 2 ,x x
y, =Cxe*+Ce* +Cx"e* +2C xe

/- x x x 2 ,x x x x
y, =Cxe* +Cie* +Cie* +Cyx“e* +2Cxe* +2C xe* +2C e

reduciendo términos en y,” se llega a

v,/ =Cyxe*+2C,e* +Cx’e* +4C xe*+2C e

enseguida se sustituye en la ecuacién diferencial original, esto es,

C,xe*+2C,e*+C,x*e* +4C,xe”
+2C,e*+Cyxe*+C,e* + C, x* e*
+2C,xe*-2C,xe* -2C x*e*
=2e*+6xe”
simplificando términos y factorizando

3C3e"+6C4xe"+2C4e"=2e"+6xe"

e*(3C,+2C,)+6C,xe"=2e*+6xe”
de donde se obtiene el sistema
3C,+2C, =2
6C,=6

g 4
a0
o
—_ O

estos valores son sustituidos en y, , por lo que resulta

y,=x"e
Finalmente, la solucién general es

yo =C,e* + Cye ¥ + x%e*

5) Obtenga la solucién general de la ecuacion diferencial

y”—2yl+y = xz—l
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RESOLUCION

Es una ecuacién de segundo orden, no homogénea, de coeficientes constantes. La solucion

general esta dada por la solucion de la ecuacion homogénea asociada (y,) y una solucion
particular de la no homogénea (y,) , es decir.

Yo © )’h+}’p
Para obtener  y, se considera

y'-2y'+y-0
que expresada en términos del operador diferencial es
(D*-2D+1)y=0

y cuya ecuacidn caracteristica es

AT-21+1=0

[Las raices de esta ecuacidon son A, =Ai,=1 . raices reales repetidas; para este caso la
1~ M

solucion es
y, = C,e*+C,xe*

que corresponde a la soluciéon de la ecuacion homogénea asociada a la ecuacion no
homogénea original.

Para obtener y, es conveniente emplear el método de coeficientes indeterminados, pues
la forma del segundo miembro de la ecuacidon no homogénea

Q(x) = x*-1

es de tipo polinomial, la cual sugiere la aplicacion de un operador anulador de la forma
P(D) = D’
Dado que la ecuacion no homogénea es una igualdad, se aplica P (D) enambos miembros

P(D)Y(D?* -2D + 1)y = P(D)(x* - 1)
D*(D?* -2D + 1)y =D¥3(x2 - 1)

La aplicacion de P(D) = D* en el segundo miembro propicia que el término Q(x)
se anule, por lo que se tiene
D3*(D? -2D + 1)y =0 ........... (B)

que es una ecuacion diferencial homogénea de orden superior al de la ecuacion original, la
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que al ser resuelta permitird obtener la solucién Y,

La ecuacion caracteristica asociada a (B) es

MB(A2+21+1)=0
A(r-1)Y=0

y sus valores caracteristicos son

Asi la solucién general de (B) es

- x X 2
y=Ce'+Cxe* + C; + C,x + Cyx
esta solucion involucraa 'y, y Yy, , asaber
— X X
y, = Cie*+C,xe
_ 2
y, =C + Cix + Cyx

Enseguida se determinan los coeficientes de y, considerando que si ¥, es una solucién

particular de (A), entonces la satisface.

Calculamos y," y y/ |

y, = C, +2Csx

yp” = 2C;

Sustituyendo en (A)
2C; -2C, -4C,x + C, + Cyx + Cgx? = x% - 1

de aqui se tiene el sistema

2C,-2C, + C, = G =4
4G+ Co=-1 - Y oc =3
Cs = Cs =1

por lo que
y, =4 +3x +x°
Finalmente, la solucion general de (A) es

yg = Cie* + C,xe* + x* + 3x + 4

80



6) Resuelva la siguiente ecuacion diferencial ordinaria, utilizando el método de los
coeficientes indeterminados

y"-3y"+9y' + 13y = -6e * +3sen3x ............ (A)

RESOLUCION

De la ecuacion homogénea asociada

(D*-3D?+9D +13)y=0 ............. (B)

se obtiene su ecuacion caracteristica, asi como sus raices
Ap=-1
A -322+91+13=0 = (A, =2+3i
Ay=2-3i
por lo que la solucton de (B) es
y, = C e * +e*(C,cos 3x + C,sen 3x)

Por otro lado, para la funcion

-6e¢ " +3sen3x

Q(x)
el operador anulador es
P(D) = (D*+9)(D+1)

por lo que. al aplicarlo en la ecuacion diferencial (A) se tiene

(D? +9)(D+1)(D*-3D*+9D +13)y =0 ............ (©)
cuya ecuacion caracteristica es
(A2 +9)Y(A+1)(A*-32%2+91+13) =0
y sus raices son
A,=-1 .0 A, =2+3i, A, =2-3i, A, =-1, A;=3i, A= -3i
entonces, la solucién general de (C) es

y=C,e™ + C,e**cos3x + C,e**sen3x
+ Cyxe ™ + Cycos3x + Cgsen3x

donde se identifican y, 'y 'y, ,estoes

X

- - 2x 2x

y,=C,e™ + C,e““cos3x + Cye“*sen3x
— —-X

Y, = C,xe ™ + Cscos3x + Cgsen3x
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: / " it
Para obtener los valoresde C, ., C, , C, es necesario calcular v, . ¥y oy,

y; =-Cyxe ™ + Cie™ - 3C;sen3x + 3C cos3x
y;/ = C,xe >~ Cie ™ - C,e™ - 9Cscos3x - 9C, sen3x
y;// =-C,xe™™ + C,e™™ +2C,e™™ + 27Cssen3x - 27C,sen3x

y:/= -C,xe™ +3C,e ™ + 27Cysen3x - 27 C¢sen3x

Sustituyendo en la ecuacién diferencial (A)
-C,xe * +3C,e”* +27C;sen3x - 27Cysen3x - 3C,xe ™
+6C,e”” +27Cscos3x + 27C¢sen3x - 9C,xe™™ + 9C,e™"

- 27Cssen3x + 27Cgcos3x + 13C,xe™ ™ + 13 C cos 3x
+ 13C¢sen3x = -6e™* + 3sen3x

al reducir términos semejantes

18C,e™ + 40C,cos3x + 40C,sen3x = -6e™* + 3sen3x A

de donde se obtienen los valores buscados

al sustituir estos valores en la forma de y, se tiene

Y, = Ly

3
+ —sen3x
3 40

Finalmente, la solucién general es

yo=Ce™+ e""(C2cos3x + C,sen3x)+ %sen3x -—%xe")t

2
7 Sea la ecuacion diferencial de coeficientes constantes %—f +A %yt- +By =Q(t) de
t

la que se conoce una solucién particular Y, ¥ la solucidn de la ecuacién diferencial

homogénea asociada y,

Y, - i— tcos2t

y, = C,cos2t+C,sen2t
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Obtenga

a) los valores de las constantes A y B

b) la funcion Q(t)

RESOLUCION

a) Para determinar A y B se considera la ecuacion homogénea asociada

2
ﬁl_y+A_‘_ll+By -0
de? dt

y su correspondiente solucion y, = C,cos2t + C,sen2t

de la cual es posible identificar las raices que determinan los valores caracteristicos
correspondientes a la ecuacidn caracteristica asociada a la ecuacion diferencial

A=2i, A=-2i

entonces, la ecuacion caracteristica es

A+4=0

y la ecuacién diferencial homogénea expresada en términos del operador diferencial resulta
(D* +4)y =0
o bien
ay
ar

+4y =0

de donde los valores de las constantes son A =0 B=4

: . / /" :
Otra forma para determinar estos valores consiste en obtener y, , 7y, Yy posteriormente
eliminar las constantes esenciales y arbitrarias C;, y C, considerando las funciones

y, = C,cos2t + C,sen2t ........... D
y,/, = -2C;sen2t + 2C,cos2t

y,/,/ = -4C,cos2t - 4C,sen2t ........... (I11)

Multiplicando (I) por (4) y sumando a (III)
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4C,cos2t + 4C,sen2t = 4y,

-4C cos2t - 4C,sen2t = y,/,/

de donde resulta

Vi +4%,=0
2
dy+4y:O
dr

b) En lo que respecta a la obtencion de Q(t) , debe considerarse que la ecuacién

diferencial es de la forma

d’y
dt?

+4y = Q(t) .oonon... (I1V)

que es una ecuacién diferencial no homogénea y si y, €suna solucion de ella debe de
satisfacerla. Entonces se obtiene
3 3
y; = —tsen2t - —cos2t
2 4
y;/ = 3tcos2t + —;—senZt + %sen2t

y" = -3tcos2t + 3sen2t

. . "
posteriormente se sustituyen 'y, y y, en(IV)

3tcos2t + 3sen2t + 4(—%tcos2t) =Q(t)

3sen2t = Q(t)

8) Resuelva la siguiente ecuacion diferencial ordinaria, utilizando el método de los
coeficientes indeterminados

y" -3y" +9y’ + 13y = -6e * + 3sen3x
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RESOLUCION

De la ecuacién homogénea asociada

(D*-3D*+9D +13)y =0

Ay =-1
A3-322+91+13=0 = ({A,=2+3i
Ay=2-3i
la solucién caracteristica es

Yo =C e +e*(C,cos 3x + C,sen 3x)

el operador anulador de -6e* +3sen3x es (D +9)(D?*+1)
asi (D +9)(D?*+1)(D*-3D*+9D +13)y=0
de donde la forma de la solucién general estd dada por
Yo =C,e™ + C,sen3x + C,co83x + C,xe™
+ e¥(C cos3x + Cysen3x)
la forma de la solucién particular es

Y, = C,xe™ + C,sen3x + Cycos3x

dertvando

y;, =C, (1 -x)e ™ +3C,cos3x - C;sen3x
=C,(-2 +x)e ™ -9C,sen3x - 9C;cos 3x
=C,(3-x)e™ -27C,cos 3x +27C,sen 3x

///

y sustituyendo en la ecuacion se obtiene

3 1
C=25 » G570, C=-3

por lo que y, = —lxe”‘ + —3—sen3x
P 40
finalmente la solucién general es

-X

Y = C e + e¥(C,ycos3x + C,sen3x) + %sean —%xe



9) Resuelva la ecuacion diferencial y” +y =2cosx utilizando el método de variacién

de pardmetros.Considere las condiciones iniciales y(0) =5 'y y'(0) =2

RESOLUCION

Se tiene una ecuacion diferencial de segundo orden, no homogénea, de coeficientes constantes
y su solucién general es de la forma

Yo =Vh * Y,

Para la solucion de la homogénea asociada y, , se tiene

y'+y=0
en términos del operador diferencial es

(D*+1)y=0

siendo su ecuacioOn caracteristica
A2+1=0 = A?=-1

y sus valores caracteristicos Ay =i, Ay = - de donde

y, = C,cosx + C,senx

Para una solucion particular de la no homegénea y, . mediante el método de variacion de
pardmetros, se tiene

y, =u(x)cosx + v(x)senx
donde las primeras derivadas de "u(x) y v(x) satisfacen el sistema

cosx senx||u’(x) 0

-senx cosx||y/(x)| [2cosx

Del sistema anterior se obtiene

u' = -2senxcosx

v/ =2cos’x
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de donde, al integrar

u(x) = —chosxsenxdx =
1
v(x) =2 [cos’xdx = x + —
/ )
sustituyendo en y, permite obtener

1
y, = —sen*xcosx + (x + 5 sen

1 1
pero —sen2x = —
2 2

-sen’x

sen2x

2x)senx

(2senxcosx) = senxcosx , por lo que

Y, = -sen*xcosx + (x + senxcosx)senx

xsen x

Entonces, la solucion general es

—sen2xcosx + xXxsenx + sen2 cos X

¥ = Cicosx + C,senx + xsenx

Para las condiciones iniciales dadas se requiere y.' , asi

Y = -C,senx + C,cosx + senx +

aplicando y(0) =5 y y(0) =2 en y, y ¥/

C,=5
C,=2

Finalmente

y =5cosx + 2senx + xsenx

X COSX

se tiene que
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10) Sea la ecuacion diferencial homogénea de coeficientes constantes

L(y) =3y" +Ay’ + By =0 , de la cual se conocen las soluciones y, =4e*? y

1
— 3e3x _ _ex/3
b 3

Determine la solucién de la ecuacion L(y) =9 , de tal forma que se satisfagan las
condiciones iniciales y(0)=3 , y(0)=-8 , A =3 | Ay =3, Ay =0,

1

A= -2i, Ag=2i

RESOLUCION

La ecuacién diferencial 3y" + Ay + By = 0
se obtiene al aplicar el operador diferencial L a la funcién y

Es necesario obtener los coeficientes A y B para establecer la ecuacion diferencial

homogénea inicialmente.
Del enunciado se tienen dos funciones tales que cada una de ellas es solucidn de la ecuacion

diferencial homogénea, por lo que la satisfacen, entonces se calcula y,/ , y/ .
/ /!
Yoo s N
4 3 4 3
I 3 / 3
y1 = =€ y1/ = —¢€
3 9
: x
y2/_9e3x_§e3 , y2//=27e3x e3

Para y, se tiene

W
o
[N
(L
wl
|
+
S
T
| &
& N
wix
e
+
v.]
—
H
[\
W
e
i
o

+
I
oy
&

I
O

88



Multiplicando por 3

X X

4e? + 4Ae® + 12Be? =0 oo, (I

Para y, se tiene

x X
3[27e3" - 2—17e3J +A[9e3" - —;eg’) + B

Muitiplicando por 9

=

729¢%* - 3 + 81Ae3* - Ae? + 2TBe* ~3Be? =0 ............. (1)

Debe resolverse el sistema formado por (I) y (II).
Resolviendo para (A) en (I) resulta

A=-3B-1
Al sustituir en (II) y reducir términos semejantes se obtiene

648 = 216B = B =3
por loque A = -10
Asi, la ecuacion diferencial homogénea resulta ser
3y - 10y +3y =0
Del enunciado se tiene que se quiere la solucion de L(y) = 9 , es decir, la solucién de
3y - 10y’ +3y =9 ... (111
que es una ecuacién no homogénea de segundo orden, cuya solucién general es de la forma
Yo =V t Y,
Para obtener y, se sonsidera
3y - 10y’ +3y =0
que en términos del operador diferencial es

(3D* - 10D +3)y =0

siendo su ecuacidn caracteristica
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3A2- 104 +3 =0

. 1
cuyas raices son A, =3 . A, = 3
Entonces, la solucion de la homogénea asociada es
1
3x Ex
y, =C,e* + C,e

Para obtener y, se tiene de la ecuacion no homogénea (I1I)
Q(x) =9

un operador anulador para esta funcion es
P(D) =D

y al aplicarlo en (IIl) se obtiene

D(3D? - 10D +3)y =0

cuya ecuacion caracteristica es

A(3A2-102 +3)y =0

y los valores caracteristicos correspondientes resultan

1

-, XA, =0
asi, la solucidn general de (IV) es

— 3x
y=Ce* +c,e

por lo que

Ahora bien, si y, es una solucion particular de (III) entonces debe satisfacerla por lo que

calculamos y,/ .y’

al sustituir en (I1I) resulta
3¢,=9 = C, =3

por lo que la solucién general de la ecuacién no homogénea es
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X

+3

W -

¥ = C, 2" + C,e

Para aplicar las condiciones iniciales dadas es necesario derivar a la funcién que representa
a la solucion general, esto es

1
~x

yo =3C &3 + %C2e3

enseguida se aplican y(0) =3 | y'(0) = -8 | que son las condiciones iniciales

3=C,+C,+3

1
‘8 :3C1 + ECZ

al resolver este sistema se obtiene
C,=¢C,=-3
sustituyendo estos valores en la solucion general resulta finalmente

1
x

y=-3e3-3¢3 +3

11)  Resuelva la siguiente ecuacion diferencial

xy' -y=x?e3* ... (A)

RESOLUCION

Se trata de una ecuacion diferencial de primer orden, no homogénea y coeficiente variable;

para resolverla es necesario normalizarla por lo que se divide entre la variable x , de

donde se obtiene

/

1 -3x
y - Zy=xe
X

La cual ya es una ecuacién de la terr.a y' + P(x)y = Q(x) donde

P(x)= -1 'y Qx)=xe™
x
La solucion general de una ecuacion de la forma anterior estd dada por
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Yo = Ce-[p(x)dx . e—fP(x)dfo(x)efP(x)dxdx

-[P(x)d . , .
donde , = Ce [Pxyax es la solucién de la homogénea asociada

y, = e—fp(x)dxfo(x)efp(x)dxdx

Efectuamos el célculo de las diferentes integrales, segin se indica

fP(x)dx:—f% = -Lnx =Ln(l)

X

Asi, se obtiene

y la solucion-general es

12)  Obtenga la ecuacién diferencial lineal de coeficientes constantes de menor orden cuya

solucion general es  y(x) = e'3"(C1 cos2x + C,sen2x) + C;+ C,x + 5e*

RESOLUCION

De la solucién general

y, = Cie¥cos2x + C,e **sen2x + C;+Cyx + 5e**
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se tiene la solucion y, 'y la solucién Yy, , estoes
— -3x -3x
y,=C, e *cos2x + C,e **sen2x + C; + C,x

yp = 5 e4x
Lo anterior significa que la ecuacién buscada es no homogénea. Po otro lado, al observar los
elementos de y, , es posible determinar las raices que estdn involucradas; de los términos

con funciones exponenciales y trigonométricas se tiene

Ay =-3+2i, A =-3-2i
de los términos con funciones polinomiales se tiene
Ay =4, =0
Asi, la ecuacion caracteristica correspondiente a y, estd dada por
(A -(-3+2i))(r-(-3-2i))r%=0
al efectuar operaciones se obtiene

A+ 643 + 1322 =0

en términos del operador diferencial

(D* + 6D3 + 13D*)y = 0

o bien

y(IV) +6y///+ 13y// =0

Entonces, la ecuacidn diferencial buscada se puede escribir como

yM +6y" +13y" =Q(x) .coen.o..... (A)
donde Q(x) es la funcion pendiente por determinar.

Al inicio del proceso de resolucion se encontr6 y , que es una solucion de la no

homogénea (A), y si es solucion entonces la satisface, por lo que se requiere obtener yp’ ,

/" " ()

Yoo o Yo oY , por lo que
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y, =80e*
y, =320

yV) = 1280¢%

o =
enseguida se sustituye en (A)

1280 e* + 6 (320 e**) + 13 (80 e*) = Q (x)
4240 e** = Q(x)

Por lo que, la ecuacién diferencial buscada es

ylV + 6y/// + 13y// - 424Oe4x

13) Obtenga la solucién general de la ecuacion diferencial

y" +2y" -4y’ - 8y = xe¥*

RESOLUCION

Se tiene una ecuacién diferencial lineal no homogénea, de tercer orden y coeficientes
constantes; su solucion general es de la forma

szyh+yp

Inicialmente se obtiene la solucion de la ecuacién homogénea asociada

y/// _ 2y// _ 4y/ _ 8}’ =0
cuya ecuacién caracteristica es
A} -222-42-8=0
y sus raices son
Ay =2, A=A, -2

Entonces la solucién es

= 2x -2x -2x
y, =Ce* +C,e + Cyxe

Para obtener y, Sse empleara el método de coeficientes indeterminados, por lo que se
considera a la funcién

Q(x) =xe**

cuyo operador anulador es
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P(D) =(D -2V
Al aplicar P (D) en la ecuacién no homogénea se tiene
(D -2)Y(D*+2D*-4D -8)y = (D -2)Q(x)
(D -2)(D?+2D*>-4D -8)y =0
su ecuacion caracteristica y raices respectivas son
(A -2 (A2 +222-41-8)=0
A =2 . A=A =-2, A=A =2

Por lo que su solucion general es

_ 2x -2x -2x 2x 2 . 2x
yg = C,e”* + C,e + Cyxe + C,xe*" + Cix”e
donde se identifica a y, ,estoces
_ 2x 2 2x
y, = Cixe™ + Csx"e

Es necesario obtener y’ , y” )’,,/”

!/ _ 2x 2x 2 2x 2x
y, =2Cxe” + Cie®* +2Cx%e +2Csxe
/. 2x 2x 2 ,2x 2x 2x
Y, =4C,xe”™ +4C,e"* + 4C;x"e”* + 8Cyxe™™ + 2C e

y,” =8C,xe? + 12C,e** + 8C,x*e®* +
24C,xe* + 12C, e**

Enseguida se sustituye en la ecuacion diferencial dada, pues se sabe que si y, es su

solucion, entonces la satisface.
Al reducir términos semejantes y agruparlos se obtiene

16C,e?* + 40C xe®* + 16 C e -8C xe?* = xe**
(16C, + 16C,) e** + 32C,xe?* = xe**

y por igualdad de coeficientes

16C, + 16C, = 0
C, = -C,

resolviendo para las constantes

95



2C =1 = C =—

sustituyendo estos valores en la solucién particular se tiene que

1 1
yp — __xe2x + _x2e2x

32, 32

Y la solucion general es finalmente

2 2x

- - 1 1
=C, e + Coe ™ + Cxe™® - —xe** + —x
Yo T T 2 ? 32 32

14)  Obtenga la solucién particular de la ecuacién diferencial

(x2 - 1)y" -2xy +2y =x* -1

si la solucién de la ecuacion homogénea asociada correspondiente es

y, = Cix + C,(1 + x%)

RESOLUCION

Se trata de una ecuacion diferencial de coeficientes varaiables, de segundo orden y no
homogénea. Para obtener y, (solucion particular) es necesario normalizar y al hacerlo se

obtiene

La formade y, es

y, = u(x) + v(x)(1 + 2%

donde las primeras derivadas de u(x) y v(x) son funciones tales que

!

satisfacen el sistema

u'(x)

Vv (x)

x 1 +x?
1 2x
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Resolviendo por Cramer es necesario obtener los siguinetes determinantes:

x 1+ x? )
A = =x- -1
1 2x
0 1 +x2
A, = = -(x*-1)
! 1 2x
A X 0
= =x
2 1
de lo anterior, resulta que
u/(x)=—1=——————_(x2+l)=—l— 2
A x2 -1 (x -1 +1)
A
v/(x)_ 2 _ X _ X

Integrando cada funcién u' (x) y v(x) obtenemos las funciones deseadas para

Vp

u(x)=f(—1— 2 )dx=—fdx—2f dx
(x -1)(x+1) (x - 1)(x+1)

dx e . .

para obtener se emplea la descomposicion en fracciones parciales,

(x - 1)(x +1)
esto es,

1 .4 | B ) )
(x-D)(x +1) x -1 x + 1 ; de aqui resulta 4 = — | B:_E

1 =A(x-1) + B(x - 1) 2

por lo que

f ax dx=l
(x - 1)(x +1) 2

Ln(x +1) - Ln(x - 1)]

~ Ln(x+1)
x -1

Regresandoa u(x) resulta

dx _ 1 —ﬂ——=an(x—1)—iLn(x
x -1 2] (x+1) 2 2
1
2
1
2
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u(x)=—x+Ln(x+1)
x -1

De manera similar para v (x)

v(x)=f X _dx =

1
x? -1 2

Finalmente, una solucidn particular es

1 1
| - x + Ln[ X2 x +| =Ln(x* -1 1+ x?
y, (x_l) LLn(x - 1) [(1+#)
)’p:—x2+an(x+1)+—1(1+x2)Ln(x2—1)
x - 2

15) Si {1,x'} esun conjunto fundamental de soluciones de la ecuacion diferencial

x*y” +2xy’ =0 | obtenga la solucién general de la ecuacién

x2y" 4 2xy! =x7!

RESOLUCION

La ecuacion a resolver es de segundo orden , coeficientes variables y no homogénea y su
solucion es de la forma

Yo =V * Y,

En lo que respecta a y, , que es la solucion de la ecuacion homogénea asociada, se

obtiene a partir del conjunto dado, pues al ser fundamental se asegura que cada funcién es
independiente de la otra y la solucién general de la homogénea asociada estd formada por una
combinacién lineal de las funciones linealmente independientes, por lo que se tiene

y = C + sz_l

Por otro lado, la solucion y, se obtiene empleando el método de variacion de parametros,

esto es

y, = u(x) (1) + v(x)x!

donde las primeras derivadas de las funciones u#(x) y v(x) satisfacen el sistema
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1 x!

0 - x7?

{u’(x)

v/ (x)

{ 0
Q(x)

Es importante sefialar que la funciébn Q(x) de este sistema se determina a partir de la

ecuacion diferencial no homogénea expresada en forma normalizada la cual se obtiene al

dividir la ecuacién

x2y” + 2xy = x

entre x° , de donde se obtiene

y// -+ gy/ = _1_ :x_3
X x3

de esta forma se identifica a la funcion deseada

Q(x) =

1
3

Asi, el sistema anterior se escribe nuevamente

1 x1 u’(x)1 0
0 -x 2 ||V (x)] |x7?
que se resuelve utilizando la regla de Cramer. Para resolverlo se obtiene
A A
w'(x) = — | vi(x)=-2
(x) A (x) A
donde
1 x!
A = = -x?
0 - x?
1 x!
A= = -x7*
-3 —x2
1 0
A, = =x3
0 x3
Entonces
x4 3
u(x) = =x% . vi(x)-= = -x7!
2 2
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Integrando

(e 2gy = 1L
u(x) fx dx .

v(x) = - 4 _ pnx =Ln(l)
x x

Enseguida se sustituye en y_, esto es

|

® |-

ol
wf2)
2]+

16) Considere una ecuacién diferencial lineal no homogénea con coeficientes constantes.

|-

yp =
Finalmente, la solucién general es

_ 1
=C, +C,x !+ =
Y 1 2 x

e—x

cuyo segundo miembro es la funcién Qx) = y cuyas raices de la

1+x

ecuacion caracteristica de la ecuacion homogénea asociada correspondiente son

A,=-1, A, =-1 . Obtenga una solucion particular de la ecuacién no homogénea.

RESOLUCION

De acuerdo a la descripcion, se debera obtener 'y, (solucioén particular de la no
homogénea) utilizando el método de variacidon de pardmetros.

Se requiere conocer primero y, (solucién de la ecuacién homogénea asociada) lo cual es
posible por los valores A, y A, .

X

y,=C,e” + Coxe”
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Asi,una solucion y, esta dada por

Y, = u(x)e* +v(x)xe”

donde las funciones u’(x) 'y v/(x) satisfacen el sistema

e ”* xe* u'(x)
= e‘x
-e* -xe *+e || vi(x
(x) | + 12
Resolviendo el sistema por el método de la regla de Cramer:
, 1 . A,
wi(x) = — , vi(x)=—=
A A
donde A , A, 'y A, sonlos siguientes determinantes
e ” xe * } . ) ) .
A = =e*(-xe*+e*)+e *(xe™*)
-e™”* -xe ¥ +e’*
A= -xe 2x + e 2x +xe—2x _ e—2x
0 xe *
e ” x
Al = e * y X = - (xe )
-xe * +e 1 + x?
1 +x?
-2x
xe
A, = >
1 +x
e ”* 0 ,
-Z2X
A2 = ox e—x = €
e 1+ x?
1+ x?
de lo anterior se tiene
_xe ¥
1+ x? x
w'(x) = = -
e—2x 1 + x2
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u(x) = —f X dx - —%Ln(l + x2)

1 + x?

e—2x
2
v/(x) _ 1 +x _ 1
e 2* 1+ x?
v(x) = dx = ang tan x
1 +x
Por lo que finalmente
y, =Ln b e (angtanx)xe ™™
V1 + x?

17)  Obtenga la ecuacién diferencial de la cual es solucién general la siguiente funcién:

y=Cie* +(C, + x)cosx + (C, - x)senx

RESOLUCI6N

Inicialmente conviene desarrollar la funcién dada, esto es

C.e* + C,cosx + xcosx + C,senx - xsenx
1 2 3

reordenando

y =Ce* + Cycosx + C;senx + XCOSX — xsenx

Se observa que hay elementos constantes no especificados (C, , C, y C;) y elementos
cuyos coeficientes estdn determinados; lo anterior indica que la solucién general involucra

la solucion de la ecuacion homogénea asociada  (y,) , més una solucién particular de la

no homogénea (yp) , es decir
Yo =W * yp
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Para y, = C,e* + C,cosx + Cysenx  es posible identificar las raices que la generan,

las cuales son Ay =1, Ay, = 21
y en términos de factores se tiene

(A -1)(A2+1)=0

que es la ecuacidn caracteristica correspondiente. Esta ecuacién nos permite obtener la
ecuacion diferencial en términos del operador diferencial

(D -1)(D*+1)=0

(D*-D*+D-1)=0

0 bien
y’”—y”+y’—y=0

Entonces, la ecuacion buscada es de la forma
Y-y ey -y = Q(x) (A)

conocida la funcion y, , se sabe que al ser solucion de la ecuacion no homogénea, entonces
la satisface, por lo que se deriva y sustituye en (A)

yp = XCOSX — Xsenx
/
yp = X - Xsenx — sénx - XCosx

/"
Y, = —2senx - 2c0SX - XCOSX + Xsenx

"

» = -3cosx + 3senx + xsenx + XCOSX

Enseguida

-3cosx + 3senx + xsemx + xcosx + 2senx
+ 2COSX + XCOSX — XSenx + XCOSX - XSenx
+ COSX — Xsenx — senx - XCOSX — XCOSX
+ xsenx = Q(x)

reduciendo términos se obtiene

Q(x) = 4senx

Finalmente, la ecuacion diferencial es

y/// B y” +y/ ~y = 4senx
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1

2)

3)

4)

EJERCICIOS PROPUESTOS

Determine la forma de la solucién particular y,(x) en la siguiente ecuacién

diferencial:

3" +9y =(10x2 +21x +9) sen3x + x cos 3x

Solucion.

y, = (Cix + Cyx* + C,x*)sen3x + (Cyx + Cgx* + Csx*)cos3x

Obtenga la solucion general de la ecuacion diferencial:
xy”+y/'iy=x+x3
x

utilizando el método de variacion de parametros si:

y.(x) =Cx* + Cyx 2

Solucidn.

2

- 1 1
=C, x*+Cx %+ —x*Lnx + —x*
Y6 ! z 4 12

Use el método de los coeficientes indeterminados para obtener la solucion general de la
ecuacion diferencial

v 45y +6y =xe

Solucidn.

C e 2 + Cye™* - %(Zx + x)e

Resuelva la ecuacion diferencial

y” +y=secx
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S)

6)

7

Solucién.

C,cosx + C,senx + cosxLn(cosx) + xsenx

Obtenga la ecuacion diferencial cuya solucién general es

y = e“(C1 + Cyx + l)
x

Solucion.

2 e2*

x3

y' -4y + 4y -

Sea la ecuacién diferencial lineal

P(D)y = Q(x) .ccecevnnnn (1)
Si A={x-2e**,4+5¢%>,2-9x} es un conjunto de
algunas soluciones de la ecuacién P(D)y =0 y f(x) = - e** esuma

solucién de (1), determine

a) la solucion general de (1);

b) la ecuacién diferencial (1), identificando el operador P(D) y la funcion
Q(x)

Solucion.

a) y; = C, + Cyx + C,e?* - e**

b) D*(D - 3)y = -16e**

Utilice el método de coeficientes indeterminados para obtener la forma de una
solucién particular de la ecuacién diferencial

(D? -2D - 3)y = xsen2x + x> e>*
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8)

9

10)

Solucién.

Yg = (€, + Cyx)cos 2x + (C; + Cx)sen2x + (Cyx + Cgx® + C,x° + CyxH)e*

Sean L, 'y L, operadores diferenciales tales que

L =D*+1 y L, = (senx)D

Obtenga
a) (L L)y ;

b) (L,L))y ;
¢) de acuerdo al resultado obtenido en los incisos a) y b)

respecto al producto de los operadores L, y L, ?

Solucidn,

a) (L L)y =2(cosx)y” + (senx)y"”

b) (L,L)y = (senx)(y" +y’)

¢) Los operadores L,L, y L, L, son diferentes.

Determine la ecuacion diferencial cuya solucion general es

_ 1 1
=C.e*+C,e™™ - = +—cos2x
Y= 2 "2 10

Solucion.

1
-y = - —cos2x
y y 2

1
2

Obtenga la solucion general de la ecuacion diferencial

y=y2+er-y

(qué puede concluir
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11)

12)

13)

14)

Solucidn.

3
y=Ce™™+ %e"‘(Z + e*)?

Resuelva la ecuacion diferencial

y"+y! = 6x(2x + 1)

Solucion.

C, +Cyx + Cie™™ + 9x% - 3x% + x*

Resuelva la ecuacién diferencial

2e2x

X

y' -4y +4y -

Solucidén.

(C, + C,x)e** - 2xe**(1 - Lnx)

Resuelva la ecuacion diferencial

y' = cosx(y + 2senx)

Solucion.

Ce*"* + 2senx - 2

Resuelva la ecuacion diferencial

(D+1)(D—1)y=cos12£
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Solucion.

- 4 X
=Ce* +C,e”™ - —cos=
Yo 2 52

15) Sean los operadores diferenciales A=(xD-1) y B=(D+1) . Demuestre que

AB # BA

Solucion.

=(xD -1)(D +1)=xD*+xD -D -1
BA =(D +1)(xD -1) =D(xD)-D -xD -1 dedonde AB * BA
=D +xD*-D +xD -1
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TEMA 4

SISTEMAS DE ECUACIONES
DIFERENCIALES LINEALES

4.1 CALCULO DE LA MATRIZ EXPONENCIAL.

1) Obtenga la matriz exponencial correspondiente a

0 1 0
C=/0 0 1
1 -1 1
RESOLUCION
Para obtener la matriz exponencial e’ es necesario calcular los valores caracteristicos

asociados a la matriz C por lo que se requiere el determinante

0- A 1 0
det(A4 - AI) = 0 0- A 1 =-A+A2-2+1
1 -1 1-A

por lo que la ecuacion caracteristica asociada a la matriz C es

-A3+A2-2+1=0
y los valores caracteristicos correspondientes a esta ultima son

A=l Ay=i, A= -i

1 2

La matriz exponencial estd dada por la expresion

et = B, I + B, A + BA% ... (A)
y la obtencionde B, , B, y B, asuvezestd dada por
eMt = By + ByAi + By At (B)

por lo que se sustituye cada valor caracteristico en (B)
A=1
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A, =i
e“: = By + Byi + Byt D)
e’ =By + Bi - B,
y de acuerdo al desarrollo de Euler
e'! = cist = cost + isent ......... (E)
Haciendo (D) = (E)
B, + B,i - B, = cost + isent
de donde resulta B, - B, = cost = B, =cost + B, .......... F
B, = sent
De-la ecuacion (C)
Bo=e - B - B
o, TP (G)
B, = e —sent - B,

ademas (F) = (G)

cost + B, = e’ - sent - B,

ﬁzz

el - sent - cost

2

sustituyendo en (G) se tiene

1
B, = €' - sent - E(e‘ - sent - cost)
_ cost + ef - sent
ﬁo -
2
Las funciones B, , B, , y B, sesustituyenen (A), donde previamente se efectian

las operaciones del segundo miembro
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100 010 0 0 1
et =B, |01 0|+B,|0 0 1|+p,|1-11
001 1 -11 1 0 0

ﬂo B] Bz
e’“ = ﬁz ﬁo - pz ﬂ] + Bz
B] + Bz - ﬁl ﬂo * ‘31

finalmente
e’ +cost — sent 2sent e’ - cost - sent
1
et = 5 e’ - cost - sent 2cost e’ -cost+sent
e’ - cost + sent - 2sent e' + cost + sent
010
2)  Determine e#" para A=|-10 0
0 01
RESOLUCION

La matriz exponencial estd dada por
et = B, I + BLA + BAT L (A)

ademads, es necesario emplear la expresion

ert = By + P A+ Py(Ai) (B)

donde Ai representa cada uno de los valores caracteristicos.

Para obtener los valores caracteristicos se calcula

-4 1 o0
det(A - A1) ,estoses det(A - AI)=|-1 -2 0 |=(1l -A)(A2+1)
0 0 1-A

(1-2)(A*+1)=0 = A=l ., Ay=io, Ay=-i
Enseguida se sustituye cada uno de estos valores en (B);
para A, =1
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para A =i

y del desarrollo de la forma de Euler

ti

e'! = cost + isent

por lo que
B, + Byi - B, = cost + isent
de donde resulta

B, - B, = cost

B - sent (E)
De la ecuacion (C) y (E) se obtiene
By = %( e' - sent + cost )
1, .
B, = —2—(e - sent - cost )

Ahora bien, considerando la ecuacion (A) es conveniente expresarla en términos de  f, ,

B, y B, como se indica; ademas es necesario obtener la matriz A? | entonces resulta

100 0 10 -1 0 O
el =PB,|0 10| +p[-100{+PB,| 0 -10
001 0 01 0 0 1
Bo_Bz ﬂl 0
e““= _Bl B] - Bz 0 ‘
0 0 ﬁO+Bl+B2}
Finalmente, se sustituyen las funciones B, , B, y B,

cost sent O

el =|{-sent <cost O

0 0 et
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3)  Sea la matriz exponencial

cost -sent
eAt = eZt[

sent cost

Obtenga

a) las funciones B, y P, talesque e* =P, I+pA ,

b) la matriz de coeficientes correspondientes a e**

RESOLUCION

a) De la matriz exponencial se pueden identificar los valores caracteristicos asociados

a A ,estoes

los cuales se sustituyen en

Para A, =2 +1i

y del desarrollo de Euler

e'’ = cist = cost + isent .......... (B)
Sustituyendo (B) en (A)

Bo + 2P, + B,i = e*(cost + isent)
= e?'cost + ie*'sent

y por igualdad de niimeros complejos

B, + 2B, = e**cost

B, = e*sent
por lo que resulta

B, = e*cost - 2e*'sent
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b) Se sabe que e’ = B, + B;A donde A es una matriz cuyos elementos son

desconocidos. Si se considera que

ab
c d
entonces se tiene
» 10 a b
e® = By T by
01 c d
ur Bo + aB, bB,
et = b (&)
cP, Bo + dB,
sustituyendo las funciones B, y PB; en(C)
e el'cost - 2e¥sent + ae*'sent be* sent
e =
ceXsent e2cost - 2e%sent + de*'sent

que también se puede escribir como

eA! = e2t

cost + sent (-2 + a) sentbh }

sentc cost + sent(-2 +d)

Igualando con los elementos de la matriz e*‘ que es dato se tiene

cost + sent(a - 2) = cost
sentb = -sent

sentc = sent
cost + sent(d - 2) = cost

y por igualdad de funciones

por lo tanto la matriz A es
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4.2 TRANSFORMACION DE UNA ECUACION DIFERENCIAL DE
ORDEN n A UN SISTEMA DE n ECUACIONES DE
PRIMER ORDEN.

1) Sea la ecuacién diferencial
y'-2y'+y=1

con condiciones iniciales y(0)=1 'y y/'(0) =1

a) Obtenga el sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden equivalente.
b) Resuelva el sistema obtenido en el inciso anterior.

RESOLUCION
y'-2y'+y=1
y(0)=1 y y'(0)=1

a) Para realizar la transformacién se introducen tantas variables nuevas como el orden de la
ecuacion diferencial; para este caso se tendran 2 variables, a saber

YW, e (1)

Sustituyendo (1), (2) y (3) en la ecuacién diferencial

w2/ -2w, +w =1
que también se escribe como

w£= -w, + 2w, +1

Entonces, el sistema de primer orden es

w{=w2
w2/=—w1+2w2+1
y en forma matricial
Wi o 1][m] [o
w! =[—12 W, +[1]

que es el sistema de ecuaciones diferenciales equivalente.
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En lo que se refiera a las condiciones iniciales dadas, para obtener el vector w(0) | se

tiene

y =w ,porloquesi y(0) =1 = w(0)=1

y =w, ,porloquesi »(0) =1 = w,(0)=1

entonces

que es el vector de términos independientes

_0_1] Sy 2|0
W()—l y (t)—1

b) El sistema es de la forma
w,/ = Aw + b(1)
que es un sistema de primer orden; su solucion estd dada por
- At = vt oAt L
w = etw(0) + foe b(t - t)dr

Se procede a calcular la matriz exponencial, esto es

ett = Bl + B4 ... (D
donde
0 1
A -
-1 2

y las funciones B, y P, se obtendran considerando los valores caracteristicos; para

determinar éstos Gltimos

det(A - A1) = =(x - 1)
( ) | L 4, ‘ (A - 1)
entonces
Ay = A, =1
Cada A; se sustituye en la ecuacion
At
e’ =Byt Py i (2

pero dado que los valores caracteristicos son repetidos, debera derivarse (2) con respecto a
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d , . d N
e = ¢ A
dk(e ) dA(BO B, A)
re*t = B,
y sustituyendo A =1 se tiene
B, = te'

Para obtener f, , se sustiuye A =1 y B, en(2)

e = By + 28,
e' =P, tte! = PB,=¢e" -te

asi, la matriz exponencial es

B, B,
eAt - =
I —61 Bo + 261
t 4 t
e —-te te
eAl =
-te' e’ +te’

De la forma de solucién se tiene
w, = e**w(0)

w = fote’“b—(t - 1)dt

P

por lo que

y para w,

T -rtef Te

T

— e
e b(t-1) =
-te

luego de efectuar el producto de matrices

e‘“b_(t—r)—[ e r]

et + te
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enseguida se procede a integrar

t
— 'A_ Tet ‘VI]
wp=fe‘b(t—1:)d1:=f dr=‘
0 et +1e’ LIZ
0
donde
! T T : |f t t
I = | te’dt =1€" - ¢ =te' -e' + 1.
1 0 a
t
12=f(e+re‘)d1:=e’+re‘—eT =e' +te' -e' =te'
0 0
entonces
_ te' - et +1
w, =
tet

Finalmente la solucion del sistema es w = W»h W,
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4.3 SISTEMAS HOMOGENEOS DE PRIMER ORDEN.

1) Utilice el método de la matriz exponencial para resolver el sistema

/
X, = —2x, -4x,
= x, -2

sujeto a las condiciones iniciales x;(0)=1 , x,(0)=-1

RESOLUCION

La forma matricial del sistema es X' =AX , el cual es un sistema homogéneo de primer
orden cuya solucién es de la forma X = e#Xx(0) , donde e? es la matriz exponencial
y x(0) es el vector de condiciones iniciales.

Del sistema es posible identificar a la matriz de coeficientes A , de donde se tiene

2 -4
11 -2

Por otro lado, se sabe que la matriz exponencial e se obtiene de

lo que implica obtener B, y f; , que son funciones de "t" y quedan determinadas a

partir de

donde

Al , i=1,2,..,n=1 son los valores caracteristicos de la matriz de coeficientesy n es
el orden de la matriz.

Los Ai se obtienen del determinante |A -AI| , esto es

det(A-AD=
et ) 1 -2-A

J=AZ+4A+8

donde A*+4A +8 es el polinomio caracteristico correspondiente y AZ+41 +8 =0 es
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la ecuacion caracteristica asociada al polinomio anterior.

Al resolver la ecuacion se obtienen A, =-2+2i , A,=-2-2i que son los valores

caracteristicos asociados a la matriz de coeficientes A

Enseguida se sustituye en la ecuacion (2) cada uno de los valores caracteristicos obtenidos.

Para A =-2+2i
e(—2+2i)t: BO + Bl(_z +2l)

e Pe =P, -2B, +2B,0 ... 3)
Considerando la representacion en forma de Euler para nimeros complejos

e® =cosB +isenB

e =cos2t+isen2t

por lo que e 2 e?=e " (cos2t +isen2t)

e e = e Ycos2t+ie Psent .......... 4)
Igualando (3) y (4)
Bo—2P, +2B,i = e > cos2t +ie > sen2t

Entonces, por igualdad de nimeros complejos

Bo~2PB, = e *cos2t ........... (5)
28, = e *sen2t ........... (6)
De la ecuacion (6)
B, == e *sen2t

Al sustituir B, en (5) y despejar B,

By = 2(%e'2‘sen2t) +e % cos2t

2t cos 2t

B, = e Psen2t + e
Segiin se observa, se han determinado los valores de B, y P, a partir del valor

caracteristico A, = -2 +2i , por lo que es innecesario realizar el proceso analogo para

120



A, = -2-2i | lo que nos llevaria al mismo resultado.

Enseguida se procede a obtener e*’ | esto es

et =B I+ p,A

0
01

2 -4
1 -2

e’ = B, * P

e ?cos2t -2e % sen2t

oA~ B0_231 -4,
Bl Bo”2‘31

1 _ _
Ee 2t sen2t e *cos2t

Se sabe que la solucion es de la forma Xx = e x(0) |, por lo que al sustituir se tiene

cos2t —25en2t{ 1]

Esen2t cos2t | -1

Finalmente
e %' (cos2t + 2sen2t)
x_ —
e'z’(%sen% - cos2t)
2) Obtenga la solucion general del sistema

/

X =x - 3x,
/

x, =3x +7x,

utilizando el método de la matriz exponencial.
RESOLUCION
Se trata de un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden, homogéneo, de

representacion matricial

y su solucion estd dada por
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kl
k,

La matriz exponencial se obtiene de

eAt = By + BLA e Q)

en este caso x(0) =

donde A es la matriz de coeficientes

1 -3
A =
3 7
y B, ., B, se obtiene de los valores caracteristicos de

1-2 -3

det(A-AI) =
( ) 3 7-A

}= A2 -81 +16

Asi, la ecuacion caracteristica es

A2-81+16 =0

y sus valores caracteristicos son A, = 4, = 4

Cada valor caracteristico se sustituye en

para A, = 4 et =By 4B, e 4)

ahora bien, como se tienen valores caracteristicos repetidos, la ecuacion ( 3 ) debe derivarse

con respecto a A, esto es
d At d
—_— e = —_— + A‘
dA( ) dl(ﬁo Pi?)
te* = B,

en esta ultima ecuacion se sustituye A, = 4

te4t - ﬁl

y de la ecuacion (4)
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Bo = e*t - 48,

Obtenidos las funciones B, y p, es posible determinar la matriz exponencial

10 1 -3
+
01 3137

B Bo + B, -3 B,
3B, B, + B,

eAt = Bo

eAt

Sustituyendo B, y B,

) e*t - 3ret! -3ret’
t _
3rett e*t + 3trett

Finalmente, la solucion general es:

x=e''x(0)
ky
k,

et — 3rett -3ttt

et e*t + et

;:

x, = e“‘[kl - t(3k +3k)]

x, = e*' [k, + t(3k; + 3Kk)]
y si consideramos

¢, =k , ¢g=k , C;=3k +3k

entonces x, = e* (C -C,t)

Kal
1l

e** (C,+C,t)
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3) Escoger la opcion que contenga la solucidn correcta del sistema de ecuaciones

x' =3x -2y ‘ . _
y determine la solucién particular para ¢ = 0 si x(0) =1
ylo=x+y
y y(0) =2 .

x(t) = e'(c,cos2t + c,sen2t)
A)
) = e'[(c; - cycos2t - (¢, - c,)sen2t]

x(@ = ce* + c,e
B)
y(t) = -3c,e’ + 2¢c,e’

x(#) = c,e*cost + (¢, - 2¢,)e*'sent

C)
y(@ = c,e*'cost + (¢, - ¢,)e* sent
RESOLUCION
Del sistema, el cual es homogéneo, se tiene la matriz de coeficientes
3 -2
A =
1 1

cuya ecuacion caracteristica asociada estd dada por det(A4 - AI) =0

es decir
3-A -2
det(A - A1) = =(3-A)(1 -24) +2
1 1 -2
AP -4L+5=0 = A =2+1i Ay=2-1i
Estas raices permiten obtener términos como e*’cost y e%sent , por lo que la

solucion del sistema los debe contener.

Considerando las diferentes opciones, la tnica posible es la del inciso (C) y al aplicar las
condiciones iniciales dadas se llega a

c,=1, C =2

por lo que la solucidn particular resulta

x(t) = e*cost - 3e?'sent
y(t) = 2e%cost - e**sent
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4) Si el sistema de ecuaciones diferenciales

/
X; = X tXy tX,
/
X, = —2x,-2x,-2x,
/
X3 = X +X, +X,
tiene como matriz exponencial
t+1 t t
e =|-2r -2t+1 -2t
t t t+1

2
obtener las funciones f,(¢) V k=0,1,2 tal que e = E (lf B.(®)
k=0

RESOLUCION

Se tiene un sistema homogéneo de primer orden de la forma

x' = Ax

del cual se identifica a la matriz de coeficientes

1 1 1

A=]-2 2 2

1 1 1
000
y se obtiene la matriz A%2=[(0 0 0
000

Las funciones f, se obtienen a partir de

Ajt _ 2
e’ = B, + BiA; + szj .......... (A)
por lo que se requieren los valores caracteristicos asociados a la matriz A .
Entonces se tiene

1-A 1 1
det (A-AI)=|{ -2 -2-A -2
1 1 1-A
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=(1-2) [(-2-2)(1-2)+2 ]
=-1[-2(1-A)+2 ] + [-2-(-2-1)]
=3
asi, la ecuacion caracteristica es A3 = 0 vy los valores caracteristicos son

A, = A, = A; = 0 , que son valores reales repetidos.
Al tener valores caracteristicos repetidos 3 veces, se deriva la ecuacion ( A ) 2 veces respecto

a A

& s _ d(d ) _ & 2
—e —|——e"| = — = + BA + BA
2 dl(dl " (Por Bih BT
d e d e d
—e* = —(te?) = — = +2B,A ) e, B
PIE dl( ) a5 (B 2BA) (B)
Finalmente
et = 2B, ... (€)

Enseguida se sustituye en (A), (B) y (C) el valor A =0 vy se obtiene

que son las funiones pedidas.
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4.4 SISTEMAS NO HOMOGENEOS DE PRIMER ORDEN.

1) Obtenga la solucién del sistema x' =AX + b(2)

, si la matriz exponencial correspondiente es

- 2
sujeto a las condiciones x(1) = ‘0

A (1 +2)e*  te*
-te? (1-t)e?*

- 1
y el vector de términos independientes es b(t) = [O]

RESOLUCION

La forma x = Ax+b(t) corresponde a un sistema de ecuaciones diferenciales de primer

orden no homogéneo, cuya solucion es de la forma

X =eA('_t°)f(to)+ f;_t°e‘“ b(t-t)dr

donde ¢, indica que las condiciones iniciales ocurren en f(to) .

En este caso se tiene como dato la matriz exponencial y el vector de condicionesen z, # 0
Sabemos que la solucidn del sistema homogéneo asociado es

- A(-1) =

x, =e x(t,)
entonces para los datos conocidos

- au-n =
x, = etV x(1)

SR B B (2 DI

y

X, = €
h —(t-1) 1-(t-1)
z - t t-1][2]
~t+1 2-t]/0]
_ 2t
T e2<'-1>[2 -2:}
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En lo que respecta a la solucion particular del sistema no homogéneo, esta dada por
x,= [ ReAtb(e-1)dx
P Jo

En esta expresion conviene trabajar el integrando de manera que tome una forma mads sencilla
para integrar.
Realizando el producto

_ (1+1)e*"
eATb(t-1) =
-te’"
Enseguida procedemos a efectuar la integral, teniendo presente que la integral de una matriz
de funciones se obtiene integrando cada uno de los elementos de dicha matriz. Para el primer

elemento se tiene

t-1 2t _ t-1 5. t-1 2t
fo (1 +1)e dr—foedt+f te tdt

0

-1 t-1
— le2r + 11821; _ le2r
2 |, |2 4 |,

V8]

= .l(eZ(t-l)_e0> + l(t_l)eZ(t—l) _ leZ(t-l) + l
2 4 4

1 o-
o L2

1 2001 _ L 2e-1 1 ,2¢-1, 1
2 2

2 4 4

+ te

B |

1 - 1 - 1
re2t-1 = L g20e-1) _

2 4 4

Para el siguiente elemento

- t-1
ft L cetidr = - |Lre2s - 1p2e
0 2 4 o

- [ L-peren - Loe-n 1
2 4 4

N I S Y02 VI W TR VIR S T DR
2 2 4 4

- Y0, 3 26y 1

2 4 4

Entonces la integral

fot_le'”l;(t—r)dr
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da por resultado

1, 20-v_1 2¢-1_1
2 4 4
b ey 3 2e-n 1
2 4 4

Por lo que

t_ 1ae-n_1
- 2 4 4

P, 3 p2te-1 _ 1
2 4 4

Finalmente, la forma de la solucién del sistema es

X=X, +xp

Y de acuerdo a los resultados previos se obtiene finalmente

St _1)2e-n_1
2 4 4

(—_5_5 +£)e2(7"1) _ 1

X =

2 4
que es la solucion del sistema.

2) Aplique el método de la matriz exponencial para resolver el sistema
/
X, [3 3 [xl 5
= +
x2/ 2 2)|x,| |0
sujeto a las condiciones iniciales x;(0) =10 , x,(0) =35 | si se sabe que

a1 3e% +2 3e% -3

5(2e% -2 2e% +3
RESOLUCION

Se tiene un sistema no homogéneo de primer orden cuya representaciOn matricial es

X' = AX + b(t) , donde la matriz de coeficientes es

129



Asimismo, el vector de condiciones iniciales es

_ [ 10
o]

Para un sistema de este tipo, con condiciones iniciales en x(0) , la solucion es de la

forma
X = eA'%(0) + fote’”l;(t - 1)dt
donde identificamos la solucién del sistema homogéneo asociado
x, = e*'x(0)

y una solucién particular del sistma no homogéneo asociado

X = fote’“b_(t - t)dr

P

Considerando que parte de la informacion que se proporciona es la matriz exponencial

et . obtenemos
- o= 1| 3 +2 3¢ -3 10
x, =e''x(0) = —
5 2e°' -2 2e% + 3 5
efectuando operaciones
1|45 +5 9e°" + 1
x = — =
" 5| 306 -5 6e5t - 1

En lo que respecta a J'c'p , se tiene que calcular la integral de una matriz, que corresponde

al integrando e4*b(t - t) el cual inicialmente se obtiene de la siguiente manera:

~ 1| 3€F+2 3e°* -3 5
ed*b(t - t)dt = 3

2°7 -2 26> + 3 0
35T +2
2¢57 -2 |
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Enseguida integramos

t t 5
- 3¢’ +2
fe’“b(t—r)d1:=f t dt
0 . 2% +2
Para cada uno de los términos se tiene
t
ft(3esr+2)d‘f: é851:4-2‘t :§e5t—§+2t
0 5 b S 5
t
ft(Zes’ “2)dt = | et m2c | =2t 2 gy
o 5 b 5 5
Por lo que
3t 3
_ 5 5
x =
P
25t ooy - 2
5
Finalmente
X =X, +J?p
005 + 1 —;—65t+2t—%
+
x=|°¢ R
6e’t - 1 2ot oo 2
5
§5§e5‘+2t+ 2
St 7
=& -2 - =
3) Resuelva el sistema
x' = x-y
y = x++3y-1

sujetoa x(0)=1 , y(0)=0
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RESOLUCION

Se tiene un sistema de primer orden no homogéneo que se puede expresar también de la

siguiente forma
I -1)|x
= +

y es facil asi identificar los diferentes elementos que intervienen en su solucién .
Para un sistema no homogéneo, su solucién es de la forma

/

X 0

) obien ¥ =AXx + b(t)

x =et'x(0) + fote’“l;(t - 1)dt

donde e?' es la matriz exponencial y se obtiene considerando las ecuaciones
et =Bl + PA il (A)
R R T (B)

Es necesario determinar los valores caracteristicos correspondientes a la matriz de
coeficientes, por lo que se calcula

1-2 -1
3-2

= A2-41+4

det(A - A1) =’

de donde

(AL -2=0 = X =4,=2

Enseguida se sustituye A, = 2 en la ecuacion (B)

Para tener otra ecuacion que permita obtener las funciones B, y f, , se deriva la

ecuacién (B) con respectoa A

d :
Zx(ex ) = Bl

At _
te*' = B,
y se sustituye A, = 2 por lo que

B, = te?’
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asimismo, se sustituye B, en (C) de donde resulta

B, = €*' - 2te*!

Luego de obtener estas funciones se procede a calcular la matriz exponencial, por lo que

conviene desarrollar e’ de la siguiente manera
g 10 5 1 —1"‘
et = +
o1 1 3 |
+ -
[ BB B
B, By + 3B,
entonces
o2 1o - e W
pA? = |
teZt e2t +t82' |

por lo que la solucion del sistema se expresa como

Al efectuar operaciones

x et — te? . te?"
= +
y te2t f _621 _ Te21:
0
) , 1e2' l 621:
X [e t-te ’] 2 4
= +
y te? | 1,0 % 00,
2 2
Finalmente
3,0 1,00, 1]
x 4 2 4
y ltezt_leZeri
2 4 4

133



4) Sea el sistema de ecuaciones diferenciales

x; = 3x, +x, + fi (D)

x; = -3x, + f,(¢)
con condiciones iniciales x,(0) =0, x,(0) =0 Obtener las funciones

£,(8) ¥y f(¢) tales que la solucion del sistema sea:

X, = %(e” -1 -31)

x, =0

RESOLUCION

El sistema en cuestion es de primer orden, no homogéneo y se conoce su solucion.
A partir de la representacion matricial del sistema

X' =AX +f(t)

se tiene que

f(t) =x'-Ax
donde el primer miembro constituye la incognita en cuestion. De la solucidn que es dato,
obtenemos el vector x’

1 3
_ —(e’f -1 -31)
x=|9

0

e’ 1
=3 3
0

asimismo, de la matriz de coeficientes A y el vector X

13t
Bt -1-3¢
3 1 9(e )
0 -3

0
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—e - l - t
Ax =| 3 3
0
entonces, al sustituir en f(t) :
3
- et 1 le” 1 t
f@ =] 3 -3 3
0 0
_ 1
f(o - j
de donde
L) =1t
5HL(t) =0
5) Sea el sistema

x = x -3y -9e'
y' = 3x +y +9e'

del cual se sabe que su respectiva matriz exponencial es

» ’cos3t -sen3t
et =e¢e

sen3t cos3t

Determine la solucidn general del sistema.

RESOLUCION

Se tiene un sistema no homogéneo de la forma

X' =AX +b(t)

y su solucion esta dada por

= _ LAtT P AC -1}
x=e x(0)+f0e b(t)dx

En este caso no se conoce el vector de coeficientes iniciales x(0) , por lo que es
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conveniente expresarlo en términos de elementos no especificados, es decir

X9
x(0) =
Yo

Dado que se conoce la matriz exponencial, la solucion del sistema homogéneo asociado X,

puede obtenerse de la siguiente manera

r

Xo

L Yo

cos3t -sen3t
Xp

ed'x(0) = ¢

sen3t cos3t

| *ocos3t - yosen3t]
e

x,sen3t + yocos3tJ

Para el sistema no homogéneo, una solucidn particular x—p se obtiene segun se indica:

= _ [t A¢ -}
X, fo e b(t)dr
por lo que se obtienen inicialmente los elementos del integrando, esto es,

| -9et
9¢”
-cos(3t -3t) - sen3(t - 1) }

-sen(3t -3t) +cos(3¢t -31)
Posteriormente se integra esta matriz de funciones:

cos3(t - t) -sen3(t -t)
sen3(t - t) cos3(t - 1)

eA(t—r)b_(T) = et - 1)

=9¢!

fOteA(‘_‘)l:(r)dt =

donde
I = 9etf0’[ ~cos(3t -3t) - sen(3t - 3t) ]dt

L

9e’f0t[ -sen(3t -31t) +cos(3t-31) ]dr

Para I, se tiene
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I = —9e‘[f0t (cos3tcos3t + sen3tsen3t - 3t)dt +

fot(sen3tcos31: - cos3tsen3t)dr}

= —9e’[(cos?at + sen3t) fotcos31:dt +

(sen3t - cos3t) fot(sen3t)d‘r]

t
= -9¢! [ %(c0s3t + sen3t)sen3t

0
t

- % (sen3t - cos3t)cos3t

0

= -3¢’ (cos3t + sen3t) sen3t + 3e‘(sen3t - cos3t) (cos3t - 1)

Efectuando operaciones y simplificando resulta

I, =3e' (cos3t - sen3t - 1)

De manera similar para I, se tiene

L =9e| [’ (cos3tcos3t + sen3tsen3t)dt +
2 0

_ fot(sen3tcos31: - cos3tsen3t)dr]

= 9e‘{(cos3t - sen3t) fotcos31:dr +

(sen3t + cos3t) fot(sen31:)dr]

t

= -9e¢! { —31-(cos3t - sen3t)sen3t

0
t

- —;- (sen3t + cos3t)cos3t

0
=3e' (cos3t - sen3t) sen3dt - 3e‘(sen3t + cos3t) (cos3t - 1)
Efectuando operaciones y simplificando resulta
I, =3e" (-1 +sen3t + cos3t)

Entonces, una solucion particular del sistema no homogénea es
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- | 3e'(cos3t - sen3t - 1)
P 3¢ (cos3t + sen3t - 1)

por lo que la solucién es
X=X, +x,
e’ (xycos3t - y,sen3t) + 3e‘(cos 3t - sen3t - 1)

; =
e’(xysen3t - Yocos3t) + 3e'(cos3t + sen3t - 1)

-te”
0 e—2t

la  matriz de coeficientes del sistema de ecuaciones diferenciales

6) Si [eAt]-lz e

2t
. . . . At
J es la matriz inversa de la matriz exponencial e“* de

/
X = 2x +x, +f(1)
una solucidon particular del sistema es

x; = 2x, +4e*

_ 3t +2£%) ¥

xp(t)= ( ) } .
g(1)

Obtener las funciones f(t) y g(¢t)

RESOLUCION

Del sistema

se resuelve la ecuacion (2)
X, - 2x, = 4%
que es no homogénea de primer orden, de la forma
/
x - P(t)x, = Q(¢t)
cuya solucion estd dada por

Xy, = hy, + X2p
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donde

B -fp(z)dz
x,, = Ce

B fzdr B 2¢
Xyp = Cle =Ce

y también

x,, = e—fP(t)dth(t)efP(t)dtdt

p

- (24
Xy, =e2‘f4e2‘e / ‘dt

x, =e2(4¢1)

2p

_ 2t
Xy, = 4te

Entonces, la solucién general de (2) es

sustituyendo resultado en (1)
x; - 2x, = C e* + 4te? + f(t) ... @)

Por otro lado, de fp (t) se tiene

x, = (3t +21%)e¥

y al derivar esta Gltima ecuacién

x| = (3t +2£2)2e” + e (3 + 41)

x; = (3 + 10t + 4£%) ¥

por lo que

x; - 2x = (3 + 101 + 412) e - (61 + 41%) e
= (3 + 41)e*
[gualando (4) y (5)

C,e*" +4re® + f(t) = (3 + 4t)e”
f(t) =(3 +4r)e* - (C, + 41)e*
f(t) =(3-C)e*

y de la ecuacidn (3) resulta

139



g(1) = (C, +41)e”

que son las funciones buscadas.

7 Resuelva el sistema
!/ " 1
— t
x2 - xl + e

sujeto a las condiciones iniciales x,(0)=C, , x,(0)=C, , si la matriz

exponencial correspondiente es

RESOLUCION

Se tiene un sistema no homogéneo de la forma
X' = Ax + b(2)
y su solucion estd dada por

= _ AT toAx _
x=e x(O)+f0e b(t - t)dr

X =X,

01] Et_l
1 0|’ ()_e‘

y en este caso las condiciones iniciales estan dadas por elementos constantes por lo que se
tiene

+ X
P

Del sistema se identifican

A

- 1| et+et e -et|| G
x, = eA'x(0) = —
2| et -et e +et || G
_ 1 et + e-t 1 et _ e—t
x, = =C + —C
by 711 4 -1 2| ¢ -t
et - e e +e
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por otro lado

4o T 1| e +e " e -e" 1
e’"hb(t-1) = =
21 " -7 e"+e" et %)
efectuando operaciones
T -t t _ -2t ,t
e’“l;(t—'r)=1 e+ e T+ el -e e
2 et -e " + et + e-Ztet
por lo que
1 e t -2t ¢
Efo(e‘+e el -efe)dr
— t -
X, = foe’“b(t - 1) = )
t -
Efo(e‘ e +e +e?e)dr
1 2te' + e - et
41 -4 +2te* + 3e' + !
finalmente resulta
X =X, +x
1o et +e”’ | e -e’f 1 2te’+ef -e”f
X== + = + =
2
2 Yet-et] 2 Pletvet| 4|-4+2te'+3etvet

141



EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Dada la matriz exponencial

cost -sent
eAl = ot

Sent cost

obtenga los valoresde B, , B, ,talesque e?* =p,I+p,A ,asi como la matriz

[a b
A =
c d
Solucion.
B, = €%’ (cost - 2sent)
B, = e*’ (sent)
2 -1
A =
1 2
2) Resuelva el sistema de ecuaciones diferenciales
X =x,+1
X,= -x, +cott
con las condiciones x, Tl=0 . A Tl=0.
2 2
Solucion.
sent
X, = sent (Ln(—))
cost + 1

sent
xzzcost(Ln( ))
cost +1

010

3) Obtenga la matriz exponencial e#’  donde A=|0 2 0
100
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4

5)

6)

Solucién.

1 _e2t _ 1 0
2
A" =10 e?t 0
2t _ _
; e 1 -2t 1
4 ]

Utilice la matriz exponencial para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

. 3z
X, =X, te

X, =3x +2x,
con las condiciones x,(0)=1 , x,(0)=0

Solucidn.

X

1 3t -t 3t
= —(4¢te’’ +9e ' + Te
! 16( )

x, = T16-(12te3‘ - 9e7t +9¢3)

. 02 0 0
Dadas las matrices A4 = y B-=
00 -2 0
a) verifique si se cumple e?4! - e =4+ B
b) de acuerdo con el resultado del inciso a) (se puede afirmar que la expresion

e’ - eB =B ¢s falsa para toda matriz cuadrada. Justifique la respuesta.

Solucion.

La igualdad no se cumple sélo se cumple cuando las matrices A y B son

conmutativas.

Dada la ecuacién diferencial y” +2y’+y=1 ;sujetaa y(0)=1 ; y'(0)=-1 .

Obtenga un sistema de ecuaciones diferenciales lineal de primer orden equivalente y
resuelvalo.

143



Solucion,

x=1-¢€"
y = x/ = e"t
7)  Transforme la ecuacién diferencial y” +2y’+2y =e 'cost en un sistema de

ecuaciones diferenciales de primer orden equivalente.

Solucién.
X o 1 |[x 0
= +
x2/ -2 -2 x, e ‘cost
8) Resuelva el sistema de ecuaciones diferenciales
.,
dt
dy
— =Z+X
dt
dz
—2 = x +
dt Y
Solucion.
x = l(C1(6e" +3e¥) + C,(-3e " +3e?) + C,(-3e™" +3e”))
a
y = 2(C(~3e™ +3e2) + C,(6e™* + 3e2) + C,(~3e™" + 3e2t))
a
z = 1(C,(—3e“ +3e) + C,(-3e" +3e%) + C,(6e" + 3e?))
a

-1 -2

9) Si se sabe que para A =[ } , 1a matriz exponencial

P 1[ el +ae” 2e¥ +2e7%
© 75

_2e3t +2e—2t 4e3t +e—2t

144



L . (D+1)x +2y=0 ..
calcule la solucién del sistema 2x + (D -2)y =t que cumpla con las condiciones

x(0)=0 , y(0)=0 .

Solucién.
R 2 TR SR TR PO
45 10 3 18
y=bpe o L2 1, 5
45 20 36

10) Dada la ecuacién diferencial y* -5y”/ +7y/ -5y +2e =0

obtenga un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden equivalente y
expresarlo en forma matricial.

Solucion.
x! { 1
'l 7o 1 00]|*™ o |
/
Xy 0 010 Xy 0
= +
| [0 001||x 0
LS 105 | | 2e ]
x4 L p
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TEMA 35
TRANSFORMADA DE LAPLACE

5.1 DEFINICION DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE.

Aplique la definicion para obtener la transformada de Laplace de la funcion

1)

f(8) = (1 + ¥y

RESOLUCION

La tuncion f(t) se puede expresar también de la siguiente manera:

f(H) =1 +2e* + e¥

v la detinicion de Transtormada de Laplace es:

LA ) = [T f(nyde

L f) ) = lim [Te T f(nds

b~

Entonces. al aplicar la definicion a la funcidn dada se tiene

L)) = f:e's‘(l + 2% + e*) dt

@{ f(1) } = lim fobe"" (1 + 2e% + &%) dt

b-w

c — 13 b -5t b -st 2t b -st 4t
ﬂﬂﬂ}—W%Le M+”k eM+Lee m}

be

b b (s -2t b (s - )
+ 2[0 e dt + fo e dt
0

’ - 2 e 5 -t E _ 1 PRICRL l: 1
(s - 2) (s - 4) |

o

ﬂﬂﬂ}ﬂm{*lf“
b S

[
%ﬂﬂ}ﬂm[—

b-o

e—sl

Y| -
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Valuando en los extremos de integracion y aplicando el limite a cada uno de los términos

1 2

L) =lim| - - (-1 - (es-2b _ 1)
bm s (s -2)
o1 -(s - 4)b _
) (e 1)
_ 1 . 2 . 1
LD ) =~ v o —
Asi resulta
_ _ 1 . 2 . 1
LS} = F(s) = — v ==+ ——

2) Dada la gréfica de la funcién  f(t) , determine L{f(t)} utilizando la

definicion

v

- e — e

RESOLUCION

La funcién mostrada se expresa en términos de su regla de correspondencia de la siguiente
manera

0 0<t<l
t t>1

f(x) ={

entonces, al aplicar la definicion

9 f(2) } = fo“e-“f(t)dt - fo’e-“(O)dt + fl‘”te-s'dt

9{ f(£) } = lim [ flbte'”dt]

b
147



Integrando por partes

QA - lim | - Test L [estar r
bew | S s |

L{f(D} = lim

b
[ 1 -
_ZeSt - L st

b-w 2

s Y

1

Valuando en los extremos de integracion y aplicando el limite resulta

Qf@) ) - tim| Lot o Lo Lo L
be L S S2 Ky S2

L{f() } = L ize's
§ S

= F(s) = e‘s(é + —12—)

A\

R)] Aplique la definicion para obtener <{ f(¢t) } de la funcion

0 0<t<—
f(x) =

T
cost t>—
2

RESOLUCION

LA{f(t)} = fome"“f(t)dt = foie's’(O)dt + f:e“‘costdt
2

b "y

LA{f(t)} =lim f:e’“costdt
2

Integrando por partes se tiene
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b
. b _ . _ _ _
hmfﬂes'costdt=11m —&Sl‘e“—1 —&me s'+lfe Stcost dt
bos 5 b S A

ul
2

. (b :
lim fne stcostdt = lim | - S5l
b V5 beco

Agrupando términos semejantes

b
. (b . cost _ sent _
hmfne“costdt=hm(——e“+——es']
2

b—oa b-e S S2 o
2
-5t -st b
-scoste "' + sente™*
N . 52
lim fne costdt = lim
bmw b s+ 1
S2 =
2

b
. b , -scoste ' + sente "’
hmf"e S*costdt = lim s
b ¥ boo st + 1

il
2

= lim
b-oa

‘nS nS
- _ T 2 i )
-scosbe b + senbe s —scos(—z—)e 2 4 sen(—)e 2

2+ 1
Aplicando el limite en segundo miembro

.
2
lim fbe‘“costdt -
b-w v0 s2 o+ 1
Finalmente
) ) 1 3
LA{f(e)) =F(s) = - - e
s°+ 1
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5.2 LA TRANSFORMADA DE LAPLACE COMO UN OPERADOR
LINEAL.

b

Sin utilizar la definicién, obtenga

p { cosht }
e 3

RESOLUCION

Es conveniente expresar la funcion coseno hiperbdlico en términos de la funcion exponencial

por lo que
cosht | _ | e e’ ‘

o { cosht } _ g{l(et N e—t)e3t}
e 2
dado que la tranformada de Laplace es una tranformacion lineal se tiene

%Q{CO?::t}:%[gf{e4t}+ge{e2t}]
€

i
[‘“"“’

—65+8J

l\)lv—

Nlr—

1 2(s - 3)
2152 - 65 + 8
De donde

B s -3
Rl - 2 -6s+8
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5.3 TEOREMA DE TRASLACION EN EL DOMINIO DE "s".

1) Deterimine

a) & { e Zsen3t )
b @t =S4
s-25s+5

RESOLUCION

a) La funcion a transformar se expresa también como
f(t) =e'e tsen3t
por lo que se tiene

9{e 2e'sen3t )

De Ia linealidad de la transtormada de Laplace resulta

e 2g{e‘sen3t}

y de acuerdo al primer teorema de traslacién que indica
L{ef(t)] =F(s -a)
donde F(s) =< 1{f(t)}

se obtiene

L { e %sen3t} =e'2[ 3 ]
(s -1)* +9

3e?

(s =1 +9

b) La funcion a antitransformar puede expresarse en términos de su denominador factorizado
segln se indica
%f'l s +4 }
(s -1 +4
Por la linealidad de la transformada inversa

ge_l s+4 =§€—1 S }*’&P_l 4 }
(s - 1) +4 (s -1 +4 (s - 1) +4

En el segundo miembro se tiene un traslado en el denominador, por lo que es necesario
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realizarlo también en el numerador, y de esta forma aplicar el primer teorema de traslacion;
asimismo, en el segundo miembro conviene factorizar como se indica a continuacion

< { (s —S1+)24+ 4 } <« { (sS—- 11)2++14 } A { (s - 11)2 + 4 }

FELID Uit S G YO 2 ) S S
{(s—1)2+4} {(s—1)2+4}

y al aplicar el primer teorema de traslacion en su forma inversa

il

T L e S efcos(21t) + 2e‘sen(2t)
(s - 1) +4 2

2=
——
i
Q
X
Q
%)

2) Sea <L{f(t)} =F(s) , compruebe que a’{f( d
a

donde f(t) =t + e (20 1)

RESOLUCION

Si  f(t) =t* +e?e | entonces

Transformando en Laplace resulta

{743
e e,
~
—
| =~
SN ————
N —
1]
N

143
p——
~-
o
e od
I
14
783
e
[
S —
alv
R S
-
——

a a
2 e 2 €
= + = +
a’s? s_ 2 as’  as -2
a
.2 ,_@a (A)
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Por otro lado
L{f()} = F(s)
y al transformar f(t) se tiene
F(s) = 4{F} + e Lf '}

l e

+
s3 s -2

porloque F(as) = 2 + €

(as)3 as - 2

y multiplicando ambos miembros por la constante a

aF(as) - 2a ae
‘13_5'3 as - 2
aF(as) = 2 P92 (B)

02S3 as -2

Al comparar (A) y (B) se comprueba que

gf{f(é)} - aF(as)
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5.4 TEOREMA DE TRASLACION EN EL DOMINIO DE "t"

1) De un formulario de transformadas de Laplace se tiene que

senat - atcosat 1

24t (s* + a?)?

y EQ tsenat _ S
i 2a (52 + (12)2

Utilizando las transtormadas de Laplace anteriores, obtenga

Q! ol
[(s -2) +9)

RESOLUCION

Para obtener la transformada inversa es necesario trasladar el parametro s del numerador

al traslado que presenta el mismo parametro del denominador, es decir

%f—l S :ge_] s -2 +2 }
[(s -2 +9 P [(s-2)Y+97

y por la lincalidad de la antitranstormada se tiene

@ s -2 P2t ! }
[(s~2Y¥+9F [(s-2P+97F

Por otro lado, de las tranformadas dadas resulta

-1 1 _ | senat - atcosat
(52 + 02)2 2a3

91 ] s } _ tsenat

(S2+(12)2 2a

Entonces, del segundo teorema de traslacion

g1 ——JL——}
[ (s2 +9)P

tsen3t o2 - e*'tsen3t
2(3) 6

(s - 2)-s

también
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=2
(s - 2)-s

sen3t - 3tcos 3t o2
2(3)°

o |
[S2 +9]2

e2:
= — (sen3t - 3tcos3t)
27

Finalmente

2t 2t
¢! 5 - etsen3t + £ (sen3t - 3tcos3t)
[(s-2)+9 7P 6 27

2) Obtenga la transformada de Laplace de la funcion x(¢) = e ¥ cos(2¢ - 8) u(t - 4)

RESOLUCION

La funcion x(¢) también se puede expresar de la siguiente manera:

x(t) = e 3cos2(t - 4) u(t - 4)
0 bien
x(t) = e3¢ "M e2cos2(t - 4)u(t - 4)
del segundo teorema de traslacion

L{g(t - a)u(t - a)} = e“G(s)

entonces
X(s) = L{x()} = L{e3¢ " Ye 2 cos2(t - 4) u(t - 4)}
donde

g(t - 4) = e 30 "M 120052(t - 4)

de aqui se tiene
g(t) = e ¥e 2 cos2t
y al transformar
G(s) = e L{e 3 cos2t}

aplicando el primer teorema de traslacion resulta

Gs) = e-u[_s_ﬂ_
(s +3)? + 4
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y para la funcién buscada

s +3

X(s) = e'lze"”{ _—
(s +3)” + 4

156



5.5 TRANSFORMADA DE LAPLACE DE LAS FUNCIONES
IMPULSO, ESCALON Y RAMPA.

1)  Obtenga la transformada de Laplace de la funcién

£6) 1 ; O0<t<1
t =
2-2t+2 ; 1<t

RESOLUCION

La funcién también se puede escribir de la siguiente manera
;. 0<t<1
(¢t -12+1 ; 1 <t

y en términos de la funcién escalon unitario resulta

f(t) =u(t) +u(t-1)[(t -1 + 1] -u(t-1)

f() ={

=u(t) +u(t-1)(t-1Y +u(t-1)-u(t-1)
al simplificar se obtiene

f(t)y =u(e) +u(t-1)(r-1)

de esta manera la obtencion de la transformada de Laplace resulta

L{f) ) =L{u()} +L{ut-1)(~-1))
y del segundo teorema de traslacion
L{u(t-a)g(t-a)}l =e*G(s), donde G(s)=<{g(t)}

Interesa determinar
L{u(t-1)(t-1)2}) =e*G(s)

para obtener G (s) es necesario primero obtener g(t)  por lo que se tiene

g(t-1)=(t-1% = g(t)=1¢
y resulta

2

S3

G(s) =9 {} =
entonces
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2e°

S

L{ulr-1Dglr-1)} =

ara la funcién u ()
y

. 1
LA{ul)} =-
Ky
Finalmente
F(s) = 1 + 2e
S 53

Es conveniente mencionar que la transformada obtenida, se puede determinar también
empleando la definicion de transformada de Laplace.

2) Obtenga la transtormada de Laplace de la funcién

(1) cos2t ; 0<t<2mn
t =
0 ; 2w <t

RESOLUCION

Para obtener  F(s) es posible facilitar el proceso si expresamos a la funcion en términos

de la tfuncion escaldén unitario:

f(t) =u(t)cos2t —u(t -2mn)cos2t
pero cos2t =cos2(t -2m)
entonces

f(t) = (cos2t)u(t) —cos2(t -2n)u(t-2m)

transtormando en Laplace y aplicando el segundo teorema de traslacion

LA{f(t) ) =L {cos2tu(t)}) -<L{cos2(t-2n)u(t-2mn)}

Finaliente
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Otra manera de obtener F(s) es aplicando la definicion como se indica enseguida:

L{f(t)} = fome’“f(t)dt = fOZ"e's’COStht

Integrando dos veces por partes y simplificando

2n
2 2¢ S'sen2t - se 'cos2t
cos2tdt =
jo s2 + 4 0
_ s B Se—21ts
s+4 s+ 4
Finalmente
s e-2ns
LA{f()} = 1 -
s2 + 4 s + 4
3)

Obtenga la transformada de Laplace de la funcién cuya grafica se muestra a
continuacion

g F ()

RESOLUCION

A partir de la grafica se expresa la funcidn en términos de la funcion rampa

(&) =r(t-1)y-r(t-2)-r(t-3)+r(t-4)
y al transformar en Laplace
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F(s) ={r(e-1)}) -{r(¢-2)} -L{r(t-3)} + L{r(t -4)}

F(S) — i e’ - i e—ZS _ i e—3s + i e—4s
s? s s? s

F(S) - iz(e-s _ e-2s _ e-3s + e-4S)

S

4) Exprese la funcién f(t) , cuya gréfica se muestra en la figura, en términos de las

funciones generalizadas rampa unitaria y escaldén unitario.

R

parabola

1 I
} | i |

1 2 3 a 5 t

RESOLUCION

Para expresar a f(t) en términos de las funciones generalizadas debe recordarse que

{O t<0 {0 t<a
u(t) = ; u(t-a)-=

1 t20 1 tza
(1) 0 <0 ( ) 0 t<a
r(t) = vor(t-a) =
1 ¢t20 t-a tza

por lo que se tiene que

f(t) =32%u(t) - 3¢%u(t - 1) + 3r(t - 2) - 3u(t - 3)
- 3r(t - 3) +3u(t -4) - 3ut -95)

160



t ; 0O<r<2
5) Sea  f(t) ={ 4 ; 2<t<4
? t>4

a) Represente la funcion f(t) entérminos de funciones generalizadas rampa unitaria

y escalon unitario.

b) Calcule la transformada de Laplace de f(¢)

RESOLUCION

Es conveniente presentar graficamene a la funcidn , por lo que se tiene

o U g

v
Lad

a) a partir de esta gréafica resulta més facil expresar f(t) en términos de las funciones
r(e) y u(t)

J(@) = r(t) +2u(t -2) -r(t-2)-4u(t - 4)

b)
~4L{u(t-4)}
Finalmente
F(s) = 1, Ze‘ZS - ie-2s _ ie"”
s s 52 s
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5.6 DERIVADA DE LA TRANSFORMADA DE UNA FUNCION.

1)  Calcule ge‘l{Ln(S *2 )}
s-2

Sugerencia: Utilice el teorema de la derivada de una transformada.

RESOLUCION

Por propiedades de la funcion logaritmo natural se tiene que

Q‘I{Ln(S+§)}ZS,JZ"{Ln(s+2)—Ln(s—2)}
g -

Del teorema de la derivada de una transformada
d”F(s)
das"

L{t"f(e)}=(-1) ;. F(s) =97£(1)

ysi F(s) = Ln(s+2) - Ln(s - 2) al derivar se tiene

dF¢s) . 1 1 (A)
ds s + 2 s -2
Ahora bien, si se antitransforma el teorema de referencia
@t (-1 LEG L pn iy
ds"

para n =1 resulta

ge-l{- f’% } -t (1)

por lo que de la derivada obtenida en (A)

_dF(s) _ _ 1 1

+

ds s +2 s -2

Antitransformando resulta

o) e

pero también
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- e + e = 2senh2t

por lo que

tf(t) = 2senh2t
de donde se tiene

£ty = 2 senh?2t
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5.7 TEOREMA DE CONVOLUCION.

1) Utilice el teorema de Convolucion para calcular

T
(s-1)(s*+4)

RESOLUCION.

2
(s - D(s? + 4)

Se tiene L '{H(s)} , donde H(s) =

esta funcion es también

entonces se busca obtener

() 2]

Del teorema de Convolucion

LT F(s) G(s)} = f(2) * g(2)

L F(s) G(s)} = [fx)g(t - 1) dr
Entonces se tiene

() = 4 YF(s)) - &e“{#} e
s -1

f() - & YG(s)} - gﬂ"{—z—

s? - 4

pero para resolver la integral de convolucion se reuieren las funciones

} = sent

f(zr)y y g(t-<) porloqueresulta

f(t) = sen2t

gt -t)=¢€""7

sustituyendo estas funciones en la integral de convulucion
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f(t) »g(t) = fotseane“")dr

(1) * g (1) = [ e *sen2v dx

La integral se calcula integrando dos veces por partes, de donde se obtiene

fote"senthr = = (-2e 'cos2t - e'sen2t + 2)

1
5
A partir de este resultado se tiene

t
J(®) * g = %(—Ze"cosZt - e 'sen2t + 2)

F(1) * g(b) = %(—ZCOSZt ~ sen2t + 2e')
De donde
g1 2 = —l(2cos2t + sen2t - 2e')
(s - 1)(s* + 4) 5
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5.8 RESOLUCION DE ECUACIONES Y SISTEMAS DE ECUACIONES
DIFERENCIALES LINEALES.

1) Utilice el método de la transformada de Laplace para resolver el problema de valores

iniciales y” +4y=sen3t ; y(0)=0 y y'(0)=0

RESOLUCION
Transtoirmando en Laplace ambos miembros de la ecuacion diferencial se tiene
Liy"}+4L{y} =4 {sen3r)

3

s +9

s2Y(s) —- sY(0) - Y/ (0) + 4Y(s) =

enseguida se aplican las condiciones iniciales y(0) =0 | y'(0) =0
de donde resulta

3
s +9

s2Y(s) +4Y(s) =

se tiene ahora un problema de tipo algebraico donde se busca despejar a la funcion y(s)
esto es

3
s2+9

Y(s) (s* +4) =

) 3
(s2 +4)(s?+9)

Para obiener la solucion de la ecuacion diferencial se deberd antitransformar, por lo que es,
necesario simplificar el segundo término de la dltima expresion y tener elementos que se

Y(s)

antitransformen facilmente; se hace entonces necesario descomponer y(s) en una suma

de fracciones parciales segin se indica a continuacion

3 ,7As+B+Cs+D

(s? +4) (s +9) s2+ 4 s?+9

de aqui resulta

3 =(As + B)(s*+9) + (Cs + D)(s* + 4)

desarrollando el segundo miembro
166



3 =As® + 94As + Bs> + 9B + Cs® + 4Cs + Ds®> + 4D

3=53(A+C)+s*(B+D)+5(94 +4C) +9B + 4D
y por igualdad de términos

A+C=20
B+D-=20
94 +4C =0
9B + 4D =3
resolviendo este sistema se tiene A =0 , B =%, C=0, D= —%
Entonces
3 3
Y(s) = —>— - 3
s?+4 s*+9

Al antitransformar
_ 3 .. 1 3 .. 1
ty =¢91{Y =gl - gl
y() {Y(s) ) =< { . a } 5 { }

por lo que la solucion de la ecuacion diferencial es

3 3
t) = —sen2t - — sen3t
=% 15

0 bien

3 1
t) = —sen2t - —sen3t
y(t) 0 5
2) Aplique la transformada de Laplace, para resolver la ecuacion diferencial

y' -7y +6y=108(t~2)

con las condiciones iniciales y(0)=0 , y’(0)=0
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RESOLUCION

Transformando en Laplace sobre ambos miembros de la ecuacion diferencial
LIy -TL{y}+6L{y}=10L{8(t-2))}
s?Y(s) - sY(0) - Y (0) - 7[sY(s) - Y(0)] + 6Y(s) = 10e72¢
Al efectuar operaciones y aplicar las condiciones iniciales resulta
s?Y(s) - 7sY(s) + 6Y(s) = 10e™?*
En esta ultima ecuacion interesa obtener y(s) , por lo que se factoriza y despeja a
continuacion

Y(s)(s*-7s +6)=10e %

-2s
Y(s) __10e ™
s2-7s +6
10e2%¢
S =
y(s) (s -6)(s-1)

teniendo presente que la solucién de la ecuacion diferencial estd dada por y(t) . es

necesario obtener la antitransformada de la funciéon y(s) , esto es

o -1 10e %
y() =L {Y(s)} =¢ {(s+6)(s‘1)}

La funcion a antitransformar puede expresarse también de la siguiente forma

o 10
(s -6)(s-1)

que llevaria a la aplicacion del segundo teorema de traslacién en forma inversa, es decir

L1 {e*G(s) } =g(t-a)u(t-a)

Para obtener g(t) se requiere que G(s) se antitransforme, lo que lleva a expresar

a ésta dltima en términos de fracciones parciales:

10 A B

+

G(s) = =
(s -6)(s-1) s -6 s -1

10 =A(s - 1) + B(s - 6)

La obtencion de las constantes A 'y B puede realizarse como se indica:

168



i
!
(o>
I

para s -2

I
[#)
]

para S A=2

Entonces, para la funciéon g(t) se tiene

g(t)=&€'1{G(s)}=2ge‘1{L}_23_1{ 1 }
s -6

s -1
= g(t) =2e% - 2e¢'

De acuerdo al segundo teorema de traslacion y a la funcion y(s) se identifica el valor del
traslado que es a = 2 , por lo que

g(t —a) =g(t -2) =2e8¢"2 - 2472
y para la funcién y(¢) resulta

10
(s -6)(s-1)

y(1) = 71 { Y(s) ) :e.v-l{e-ZS }:g(t—Z)u(t—2)

por lo que finalmente

y(t) = [2e8¢ 7D - 24" DNu(r - 2)

3) Mediante el método de la transformada de Laplace, resuelva la ecuacion diferencial
Yi+y=t-(t-4u(t-2)

sujeta a las condiciones iniciales y(0) =0 , y' (0) =1

RESOLUCION

Se tiene la ecuacion diferencial
y ' +y =t -(t-4)u(t-2)
Enseguida se aplica la transformada de Laplace a cada uno de los términos

LAY}~ L{y) =Lt} - L{(2-Du(z -2)}

de donde se obtiene

s2Y(s) - s¥Y(0) - Y'(0) + ¥(s) = iz ek [1 - 25)

s s?
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Al aplicar condiciones iniciales y reducir términos resulta

SY(s) -1 + Y(s) = ~ - e (1 - 2s)
s? &2
Y(s)(s2 + 1) =1+ & - g2 (1 - 23)
52 o)
despejando a la incognita de interés
2 —
Y(S) = ..__._.S.__j__l_ _ e—25 1—25‘
S2(52+1) S2(s2+1)

Interesa obtener la antitransformada de la funcidon y(s) , esto es

y(£) =Y ()} = ge-l{i} - %E'l{e"zs [1_%

s? s2(s? + 1)

|

En el segundo término a antitransformar se tiene

g—l e—2s|— 1 - 2s ]}
|s2(s* + 1)

y de acuerdo al segundo teorema de traslacién en su forma inversa
@ e ®G(s)) = g(t - a)u(t - a)

fo cual implica obtener la funcién g(t) ; para obtenerla se considera

G(s) = ——— =
’ sP(s? + 1)

+ +

s s?+ 1

1 - 2s 4 ﬁ Cs + D
S 2

1 -2s =A(@s)(s®> + 1) + B(s* + 1) + (Cs + D)s?
=s3(A +C) +s*(B+D) +s(A) +B

de donde resulta

A+C=0 = C=2
B+D=0 = D-=-1
A= -2
B =1
entonces
Gsy - - 2. L, 251
s 52 st 41
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g(t) = " {G(s)} = —23-1{1} vy l{i} N 23-1{L} - ge-l{ 1
s 2 s2 + 1 s+ 1

s
g(t) = -2 +1t + 2cost - sent
Del exponencial e > se tiene a = 2 , por lo que la funcién g(t) trasladada es

g(t -2)=-2+(t-2) +2cos(t -2) -sen(t -2)
Finalmente, para la funcion solucién
() =t -[-2+t-2+2cos(t-2)-sen(t -2)|u(t-2)

y(t) =t +[4 -t +sen(t - 2) - 2cos(t - 2)] u(t - 2)

4) Utilice la transformada de Laplace para resolver la ecuacion diferencial

y" + 4y +3y =1+ 8(t-3)

sujeta a las condiciones iniciales  y(0) =1 , y/(0) =1

RESOLUCION

|

Inicialmente se transforma en Laplace cada uno de los términos de la ecuacion diferencial

D{y"}+4L2{y } +3L{y}=L{1}+L{8(t-3))

s2Y(s) -sY(0) - Y/ (0) +4[sY(s) - Y(0)] +3Y(s) = 1, e
S

posteriormente se aplican condiciones iniciales y se simplifica, es decir,

s2Y(s) ~s -1 +4sY(s) -4 +3Y(s) == +e3

U |-

Y(s)[s2+4s+3]=l+e'35+s+5
s

1 +se 3 +52 +55

Y(s)(s +3)(s+1) = .

s2 +5s +1 .\ se 3

s(s +3)(s +1) s(s +3)(s +1)

Y(s) =
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y(t) =471 {Y(s))

y(t)=s£“{ s+ S5s+ 1 }+%€'1{e'3s S }

s(s +3)(s+1) (s +3)(s )
se tienen entonces dos funciones a antitransformar, a saber

I=§£'1{ s? +5s+1 }

s(s +3)(s+1)

Por fracciones parciales

s+ 55 +1 _/1 B C
s

s(s +3)(s+1) +(s+3)+(s+1)

s2+55+1=A(s +3)(s+1)+Bs(s+1)+Cs(s+3)

1
ara § =0 : A =—
P 3
5
ara s =-3 : B=-Z=
P 6

para s = -1 : C =

por lo que resulta

Por otro lado

- g {e‘“. 1 }
(s +3)(s+1)

Esta funcion se antitransformara considerando el segundo teorema de traslacion, esto es
2 e *G(s)} =g(t -a)u(t-a)

. 1 . .
Entonces, la funcién G (s) es , Y por fracciones parciales

(s +3)(s+1)

1 .4 B
(s +3)(s+1) s+3 s+1
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1 =A(s+1) + B(s +3)

1
ara s =-1 : B=—
P 2

1
ara s =-3 : A=-=
P 2

por lo que resulta g(t) = 7' { G(s))

1 ,- 1 1 ,- 1
=__g€1 = 1
g(1) 2 {s+3}+2g‘2 {s+1}

-31+l -t

2

g(t) = ~% e

3s

y de acuerdo a la expresion II | se tiene de Ia funcién e~ el elemento a =3 |, por

lo que es posible obtener la funcién g (t) con traslado

g(t-3) = IR YOR DU QRO D
2
Asi, resulta
po[ - demaen o Len a3y
2 2
Finalmente
1 5 3, 3 - 1 -3y _ 1 _3¢-3)
ty == -Z ¢ + —e "+ | Ze - —e u(t -3
y () 3 € 5 5 > ( )
5) Utilice la transformada de Laplace para resolver el sistema
¥/ -yl = g2

X!+ y! = 41

sujeto a las condiciones iniciales x(0) =8 , x/(0) =0, y(0) =0, y'(0) =0

RESOLUCION

Tranformando en Laplace cada una de las ecuaciones del sistema resulta
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RN S
Lx ey ) A

SX(s) - sX(0) - X'(0) - [$¥(s) - sY(0) - ¥/(0)] - =
S

4

82

$*X(s) - sX(0) - X/(0) + [s?Y(s) - sY(0) - Y(0)] =

enseguida se aplican condiciones iniciales y se reducen términos

s?X(s) - 8s - s*Y(s) A—2— .......... (A)
SJ
2 2 4
s“X(s) - 8s + s Y(s):—; .......... (B)
s
Sumando ( A )y ( B ) se obuene
2s*X(s) - 165 = 2,4
s st
de donde
) 4
2S2X(S) -~ _i i 16s = 2 +4s5s + 165
s? 52 253

+ + o4 4
X(s) - 2 ~4s ~ 1657 2(1 + 2s5+ 8s%)
2s° 2s

y al antitransformar

x(1) - ge"‘{i} . 2;2-‘{1} . 8&6‘1{1}
53 s* s

a2,
x(t) 4!t + o+ 8 . (O

Para obtener Y (s) se puede emplear la ecuacion (B), es decir
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de donde

y al antitransformar

pero x(t) ya ha sido obtenida, entonces al sustituirla se llega a

S2Y(s) - iz + s2X(s) + 8s

S

4 - s*X(s) + 8s°

s2Y(s) =
| 3
o4 . 83
Y(s) - 4 -5 X(f) 8s
S
Y(s) = 2 - x(s) + 8
st s

y(@) = LHY ()}

y(2) = 452'1{—1;} : 8%8"{%} 0

A

2

_ 4.5 1l 25
y(1) 3!t + 8 4!t 3!t
25 1,

y(1) 3!t 4!t .......... (D)

por lo que (C) y (D) constituyen la solucion del sistema.

- 8
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1)

3)

EJERCICIOS PROPUESTOS

Obtenga la Transformada de Laplace de las siguientes funciones:

{O ;1<5
2) f(t):1

t2+ve’ 1125

b) g(t)=e*cos /5t~ t2e’2‘+fotsenr dt

Solucién.

.
) @O 2 DB

s 2 s s-1]

b) g} —>> -2 , 1
(s-3)%2+5 (s+2)3 s@s?+D)

Obtenga la Transformada inversa de Laplace de las siguientes funciones:

ay G(s)= usando convolucién.

si+s

-3s _

b) F(s) - e "+s-2

s2-4s-5
Sol.

co-1 3
a) L {———3=3-3cost
s(s?+ 1)
e?‘cosh3¢ ; 0<t<3

b t) (1) =
) £ (1) + f,(t) o2t (%e‘ﬁsenh(h‘ -9) +cosh3¢t| ;>3

Obtenga, utilizando la transformada de Laplace, la solucion de la ecuacion

t

y"+4y'+4y=3e" que satisface las condiciones y(0)=2, y'(0)=1

Sol.

y(@)=2te ¥ -e?+3e!
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4) Utilice el método de la transformada de Laplace para obtener la solucién de la

ecuacion diferencial y’ + 2y =£(t) con las condiciones iniciales y(0) =0 |, siendo f(t)

la funcién cuya grafica se muestra a continuacién

f(t
) ®)
14
i
|
0 1 Tt
Solucién.
_ -2t
Zlr2tve™ g4
(2) )
y) =
2y -2t
dree™ . 4,1
4
5) Utilice la transformada de Laplace para obtener x,(f) del sistema de ecuaciones
diferenciales
X = —x, +f(1) t, 0<t<1
donde f(t) =
x, = 1-x 0 t>1
: . x,(0) =0
sujeta a las condiciones %,(0) =0
Solucion.
G- o 0 0<t<1
x(1)=(1-e Ju(t-1) Obien x,(¢) = L4l D a1

6) Sea la ecuacién diferencial
y/ _ 3y - e3t
sujetaa y(1)=0

Calcule y(0) (use la transformada de Laplace)
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Solucién.

y =(t-1)e’
y(0) = -1
7) Utilice la transformada de Laplace para obtener el valor de la funcion x(¢) tal que

satisfaga al sistema de ecuaciones diferenciales

x'-2x + y = e
sujeto a las condiciones iniciales x(0)=0 | y(0)=0 .

Solucion.

x(t) =e* (2t - 41%)

8) Emplee la transformada de Laplace para resolver la ecuacion diferencial

y// +6y/ +9y =6t26_3t

con y(0) =y'(0) =0
Solucion.

y(t) =L HY(s)) :%t‘*e_‘”

9) Emplee la transformada de Laplace para resolver una de las siguientes ecuaciones
diferenciales con las condiciones dadas
yleyr=et ;o y(0)=1 , y(0)=1
(D+2)Yy=¢" ; y(0)=1, y(0)=0
'+ Lyoa ; y(0)=0 , y(0)=0
t
Solucién.

8 -2

1 - 2
(t)=—e'+—e
y( 5 5

’+§te'
3
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10)  Utilice la transformada de Laplace para resolver el sistema

x4yl = e

2x + 9y = e+ 35(t - 1)

sujeto a las condiciones iniciales x(0) =0 , y(0) =0 |, x'(0) =0 ,
y'(0) =0
Solucidn.
x(t) = % - %e“ +te? + e " lsemh(t - Du(t - 1)
3 1 3 a2 2t t-1
(ty = = - —t+ —e°f —te*" - ¢ senh(t - Vu(t -1
y ) 2 ( Ju( )

11)  Utilice el método de la transformada de Laplace para resolver la ecuacion diferencial -

y" +9y =3 sent
si las condiciones iniciales son y(0) =y/(0) =0
Solucion.

3 1
t) = = sent - — sen3t
y(1) 2 2

12) Obtenga, mediante la transformada de Laplace, la solucién del sistema

1"
x +10x =4x,

-4x + x2// - 4x,
sujeto a las condiciones x,(0) =0, xll(O) =1, x,(0) =0,

x(0) = -1
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Solucion.

x, (1) = - ﬁsen\/it + —\?senZ\/’gt

10
x, (1) = —\/S_zsen\/it - %senZﬁt

13)  Obienga la transformada de Laplace de la siguiente funcién periddica:
y 1)
1

e

A\

U

Sol.

Q{fu)}:l(l"eﬂ}

Sil+e

14)  Aplique la transformada de Laplace, para resolver la ecuacién diferencial

y' -7y +6y=108(t-2)
con las condiciones iniciales y(0) =0 , y’(O) =0

Solucion.

y(t) = (2807~ 20" Dy (t-2)

15) Emplee la transformada de Laplace para obtener la solucion de la ecuacion
diferencial.

Y7 +2y" +y' =0
con las condiciones iniciales y(0)=0 ; y/(0)=1 ; y”’(0)=-3

Solucidn.

y=(-1+e"+2te " )u(t)
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TEMA 6

INTRODUCCION A LAS ECUACIONES EN
DERIVADAS PARCIALES

6.1 SOLUCION DE LA ECUACION EN DERIVADAS PARCIALES.

1)  Obtenga la ecuacion diferencial parcial cuya solucion general sea

U(x,y) =f(y)e* +g(x)

RESOLUCION

La funcibn U contiene a su vez dos funciones arbitrarias, f y g , por lo que la

ecuacion en derivadas parciales que se busca debe ser de segundo orden. Deben entonces
calcularse parciales segundas de manera que se eliminen las funciones arbitrarias.
Se tiene a la funcion

U(x,y) =f(y)e* + g(x)

Obtenemos parciales segundas buscando eliminara f y g

oU x
— =f(y)e* +g'(x) .......... (A)
dx
FuU .
~ = f(y)e" + g"(x) (B)
ox
U
U =f(y)e* .o (C)
dy
FU
= er D
313y o) (D)
Se observa que al igualar las ecuaciones (C) y (D) se obtiene:
L
dxady ay

que es la ecuacion en derivadas parciales buscada.
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2) Obtenga la ecuacion diferencial en derivadas parciales cuya solucion general es la
funcién

u(x,y) =f(x* -2y) +x°

RESOLUCION

Para la funcion solucion general
u(x,y) = f(x* -2y) +x*

se tiene a la funcidon u en términos de una funcidn arbitraria f . por lo que la ecuacion

en derivadas parciales a obtener debe ser de primer orden.
Asi, es necesario calcular primeras derivadas parciales buscando eliminar a la funcion

arbitraria.
U _ f(x® - 2y)(2%) + 2% e, (A)
ox
au _ 2
— = f(x" -2y)(-2) ..l (B)
oy

De (A) y (B) se despeja el factor comin f (x? - 2y) , esio es

(x2 - 2y) = L[9% ) .......... C
Fiix ») 2x(ax * ©
F(x2 - 2y) = - %% ..................... (D)

igualando (C) y (D) resulta

1(@_2}6): 1 du

2x| dx 29y
y al simplificar y reordenar la expresion anterior se llega a
1 du 10w
2x dx 2 Oy
o bien, finalmente
ou  ,ou _ 4,
ox y



3) Determine la ecuacion en derivadas parciales cuya solucion general es

- X

u(x,y) =f(y)e”? + g(y)e ™ + ,
1 -y

RESOLUCION

Se tienen dos funciones arbitrarias f y g . ambas dependen de la variable y . Es

necesario derivar parcialmente dos veces, de manera que se logren eliminar dichas funciones.

La primera derivada parcial con respecto a x es

du e

— =yf(y)e” -yg(y)e ™ + ——— ... (A)
ax 1 _ y2

Nuevamente se deriva parcialmente con respecto a X

Pu x —x e*

— =y f(y)e™ + ylg(y)e ™ + T (B)

dx 1 -y
No se han eliminado las funciones arbitrarias, sin embargo, al factorizar la expresion (B) se
observa la posibilidad de eliminarlas, segin se indica enseguida

& . s x
—l;:)’z{f(}’)ey+g(y)e y] + ¢ RTINS (©)
ax 1 -y
Multiplicando la funcién wu(x,y) por el factor y?
yiu =y2[f(y)e”+g(y)e‘”]+y21e s (D)
-y
Se observa en (C) y (D) un factor comin, lo que lleva a
X -X az *
Yf(y)e v g(ye ] = 2 - S — (E)
0x 1 -y
p 4 -X ex
Y[ f(y)e® + g(y)e ™ ] = y*u —y21 T (F)
-y
Igualando (E) y (F) y reordenando términos
ﬂ = y2u + ex - y2 ex
dx? 1 -y? 1 -2
Ty G-y
ax 1 -y
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Finalmente
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6.2 EL METODO DE SEPARACION DE VARIABLES.

1) Resuelva la ecuacion en derivadas parciales

Considere una constante de separaciéon o« =0 .

RESOLUCION

Se tiene la ecuacion diferencial en derivadas parciales

De acuerdo al método de separacion de variables, se propone la funcion

u(x,y) = F(x) G(y)

como solucidn de la ecuacion diferencial dada.
Esta funcion también se puede escribir simplemente

u=FG

Enseguida se calculan las derivadas parciles que se observan en la ecuacion diferencial
parcial:

ﬂ = F'G
dx?
9u _ g’
dy

y al sustituir en (A)
xF"G + yFG' = FG
posteriormente se reordenan términos para separar variables
xF"G = F(G - yG")

xF' G -yG
F G
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Para la constante de separacion indicada « = 0 se tiene

/!
xg =a =0 ... (B)
también
_ /
E%G =@ =0 ... (C)

Resolviendo la ecuacidén (B) resulta

/!
ig_:o . xF'=0 = F'=0

que es una ecuacion diterencial ordinaria homogénea de segundo orden, cuya solucion es
F=F(x)=C +Cx
De manera similar se procede a resolver la ecuacion (C)
G -yG’
G

que es una ecuacion diferencial ordinaria homogénea de variables separables, esto es

G . dG _G
y b

=0 ; G -yG' =0

dy 'y

G =

Separando variables e integrando
[4S - [y
G y

InG = Lny + C
de donde resulta

G =Gy =Cy
Entonces, la funcion u(x,y) resulta

u(x,y) = (C;, + C,x) (Cy)
y al efectuar operaciones se tiene finalmente

u(x,y) = Ay + Bxy

186



2) Utilice el método de separacion de variables, resolver la ecuacién en derivadas
parciales
Fu  du
-+

ax2 ot

Considere una constante de separacion « <0

RESOLUCION

Para la ecuacion diferencial en derivadas parciales

Fu  du
— t — =S U . (A)
A x? ot

de acuerdo al método de separacion de variables se propone como solucion la tuncion

u(x,t) = F(x)G(t)

A continuacion se obtienen las derivadas parciales requeridas:

éz_" = F'G
dx?
du _ FG'
ot

posteriormente se sustituye en la ecuacion diferencial

F'G + FG' = FG

enseguida se reordena para separar variables
F'G+FG -FG-=0

G(F' - F) = - FG'
F'-F -G

F G
Para la constante de separacion « < O se considera « = - k* , por lo que se tiene
"o
FP-F - g (B)
F
A ()
G
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Inicialmente se resuelve la ecuacion (B)

F'" - F
F

= F'" -F +kK*F =0
o bien
F" - (1 -kK)F=0

que es una ecuacidon ordinaria homogénea de segundo orden, la cual también se puede
escribir como

[D? - (1 -K*)|F =0
siendo su ecuacion caracteristica asociada
AP-(1-kH)=0
que al resolver nos lleva a obtener

A=i\/1—k2

por lo que Ia solucion de (B) es
F(x) = € eV1-Blr L ¢, - VT-#)x
De manera analoga para la ecuacion (C) se tiene

-G/
G =

- k2

- -G +kG=0

G -KG-=0

que es una ecuacion de primer orden de variables separables; al resolver se tiene

G =kG

ILnG = k*t + C

y al aplicar la funcién exponencial resulta

G(t) = C, et
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Entonces. la solucién es

u(x,t) = Cle<\/1-kz)x+c26(-\/l—k2)x Cekzt

3
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6.3 SERIE TRIGONOMETRICA DE FOURIER.

1) Obtenga la serie trigonométrica de Fourier de la funcion
-x -1 <x<0
f(x) =
x Osx<m

RESOLUCION

La funcion estd dada por dos reglas de correspondencia y su representacion grafica es:
b f(x)

Se trata de una funcion par, entonces los coeficientes de la Serie Trigonométrica de Fourier

son: a, . a, y b, =0 ylaserie en cuestion es de la forma

n

1 _ nrx
x) = —a, + a cos —= ........ A
f(x) > % . 3 (A)

n=1

por la que se procede a la obtencionde a, y a, .

_ 2t : _ 2t nmx
ao—zfof(x)dx ; an—LfOf(x)cos . dx

En las expresiones anteriores L representa el semiperiodo, que en este caso esta dado por

L = wm : se tiene asi:

Para el segundo coeficiente se tiene:
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2 = nmx 2 pr
a = —| xcos—dx = = | xcosnxdx
T Yo T IRAY

T

a = 3(fsennx —fisennxdx)
) n

0

o 2{x 1 2= 1 1
a, = —| —sennx + — COS nX = = | —sennm + — COSAT - —
T n n2 T n n2 n2
211 1 2 n
an:—[j(‘l)n“—z = —=[(-1) - 1]
T n n nrt .

Obtenidos los coeficientes de la serie, se sustituye en (A), de donde finalmente

f(x) :§+ Yy 22 [(-1)* - 1]cosnx
n=1 N"T

2) Obtenga los 3 primeros términos no nulos del desarrollo en serie de Fourier de la
funcién
f(x) -1 -m<x<0
x =
1 O<x<m

RESOLUCION

La funcién indicada es una funcién impar por lo que sélo se tienen coeficientes b,

entonces el desarrollo de la serie trigonométrica de Fourier es de la forma

nnx

f(x) = i b, sen ——
n=1 L

De acuerdo a la funciéon f dada, se tiene que el periodo es T = 2m , por lo que el

semiperiodoes L = &

Para obtener el coeficiente b, se considera

f(x)senﬁ;—fﬁdx

n

b =2
L

o\h



ypara L =m resulta

b - 2
'3

s
fsenxdx
0

enseguida se integra y evalia la integral

b -2

n
T

—lcosnx}fr :l[l - (-1)" ]
n s nm

y la serie trigonométrica de Fourier, que resulta ser la serie de senos de Fourier es

oo

fx) = Y n_zn [ 1 - (-1)"]sen(nx)

n=1

Es necesario obtener los 3 primeros términos no nulos de la serie indicada, por lo que

dando a n distintos valores se observa que
b =0, si n espar
b, =0 , si n esimpar

Por lo anterior, se tiene que para la funciéon con términos no nulos se considerard

n=1,3,5 :estoes,

f(x) = isenx + isen(3x) + isen(Sx) +L.
3 S5

que representa el desarrollo de interés.

3) Obtenga los cuatro primeros términos no nulos de la serie trigonométrica de Fourier
de la funcion

flx) =x

en el intervalo -1<x<1

RESOLUCION

Il
p—

La funcidn en cuestion es una funcion par, de periodo T = 2y semiperiodo L

El desarrollo de la serie trigonométrica de Fourier estd dado por
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donde los coeficientes a, y a, se obtienen de acuerdo a las expresiones siguientes:

hIN
O\l"‘

L
f f(x)dx , a, =
0

hlw

f(x)cosde

Al sustituir Ly la funcién dada se tiene por un lado

1
f - x3 2
3 3
0 0
y por otro
1
a, =2 f x? cos nmx dx
0
r 2 1
a, =2 cosnmx + | — - Sen ntx
n’n hn n®n3 0
a, = 2 cosnmw + | — - sennnt - 0
ntn nt  pin
4
T 2(—1)"
r°n

Entonces, el desarrollo de Fourier correspondiente es

0

(-1)"cos nnx

1
fx) = < v
3
y para los cuatro primeros términos no nulos damosa n los valores 1,2 y 3 | pues

el primer término no nulo estad dado por a, ; asi se tiene

f(x)z-l—*i(—l)COSﬂx+ 4 (-1)*cos2mx + 4 (-1)»cos3nx + ...
3 2 4 7? 9 x?
0 bien
f(x) = 1. —4~cos1tx + —1—c0521tx - —4—cos31rx + ...
3 2 n? 9 2
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4) Obtenga el desarrollo en serie de Fourier de las funciones

x + 1 si -1<x<0
f( x)={

-x +1 Si O0<x<1
RESOLUCION

Es conveniente trazar la gréfica de la funcién para determinar a partir de ella qué tipo de
funcion (par o impar) es.

b fex)

Se observa que es una funcion par (simétrica respecto al eje de las ordenadas) por lo que el
desarrollo de la serie Fourier estard dado por

n
f(x) = —aO + E a, cos nrx

Los coeficientes a, y a, se determinan a partir de las expresiones

L
2
I {f(x)dx , a, =

hlw
O —

f(x)cosde

El periodo de la funciénes T =2 |, por lo que el semiperiodoes L =1

= 1 ; entonces al
sustituir en las expresiones anteriores se tiene

Q
1l

0=2 [ (-x+1dx=2
0
2(—l+1):1

1
a =2 f (-x + 1)cosnnxdx
0

X
 + X
2

It

38
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de aqui resultan dos integrales

1 1 1
a, =2 —fxcosmrxdx + [cosmtxdx
0 0
resolviendo

" nznz nmn

1
(cosnnx x sen nnx) ( sen nmx )‘
a =2| - + + | —
nm
0

0
evaluando para extremo superior y para extremo inferior

_| cosnn  sennm 1
n*n? nt | p?gp?

de aqui se tiene cosnm = (-1)" y sennm =0 , n=1,2,3... porloque

- -1y - 1]

n? n?

2.2

g -2 211
n-m

que también se puede expresar de la siguiente manera:

5 ° paran impar
a =4 n°m

0 , para n par
Asi, el desarrollo de Fourier correspondiente es

f(x) =

" 4
+ E COS nTX
2_2

n=1 NH™ T

SR

5) Obtenga el desarrollo en serie seno de Fourier de la funciéon f(x) = cos3x , en

. T
el intervalo 0 < x < —2-

RESOLUCION

. ., .. .. T
Se tiene una funcidn definida en medio intervalo, entonces L = -2—
El desarrollo en serie seno de Fourier estd dado por
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nmx

f(x) =Y b, sen ——
n=1 L
El' coeficiente b, se determina con la expresion

2 nrx
b == x) sen—=dx
7 f(x) 7

n

O\P"

Entonces se tiene

nmx
cos (3x)sen — dx
T

>
X
I
SERY
O%N‘#

2

4 cos (3x)sen(2nx)dx
T

O |a

Esta integral contiene en el integrando un producto de funciones trigonométricas de
argumento diferente, que se puede resolver empleando la expresion

cos(m + n)u cos(m - n)u ] . C

f 1
senmu cosnudu = - 5

m+n m-n
Asi, para la integral que nos ocupa

p

b _4 | _cos(2n +3)x _ cos(2n - 3)x

"on 2(2n + 3) 2(2n - 3)
0

p = 4| 2 ). 8n
" wl|l 4n2-9 n(4n*-9)

Finalmente, el desarrollo pedido es

o

fx) =Y 8n

—————sen (2nx)
w1 m(4n* - 9)

5)  Calcule la serie de cosenos de Fourier para la funcion

f(x) = e* \ 0<x<1
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RESOLUCION

Para la funcion en cuestion el desarrollo de la serie de cosenos de Fourier estd dado por

oo

nmx
x) = 1a, + a,cos ——
f(x) = 2%t 3

y los coeficientes a, y a, se determinan a partir de las expresiones

L
o=% f(x)dx y =%{f(x)cosn—2—{dx

O —

Se tiene una funcidn definida en medio intervalo donde L = 1 , de donde

1 1

a, =2 [erdx=2[e*]| =2(e-e")=2(e-1)

también
. 1
N e‘nm 1
a, =2 f e*cosnnxdx = Sen nmx + —— COS ITX
0 ntn? + 1 nm
0
enmw 1 nwn 1
a =2| ——— | sennn + —cosnAm | -
n*n? + 1 nmn n?r? 1
se tiene: sennmt =0 | n=1,2,3,... cosnt = (- 1)
n=1,2,3,
por lo que resulta
a - nme (1(_1),,)_ 1
n?n? + 1 n?n? + 1

simplificando

(-1)e-1
n?r? +1
Finalmente se obtiene

(-1)e-1

n*rn? + 1

cos nmtx

f(x)=(e-1)+22

n=1
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6.4 RESOLUCION DE PROBLEMAS DE CONDICIONES INICIALES
Y DE FRONTERA.

1) Determine la solucién de la ecuacién en derivadas parciales

)
u  d*u
e 4+ u

oyox ay2

sujeta a las condiciones de frontera

u(0,y)=2e’

RESOLUCION

En este caso no se conoce la constante de separacion,por lo que el proceso a seguir implicara
expresar la solucion en términos de dicha constante y posteriormente la condicion de frontera

llevara a la obtencién de la solucién que la satisfaga. Se propone la funcion u como
solucidn de la ecuacion en derivadas parciales, esto es

u(x,y) = F(x)G(y)
enseguida se obtienen las derivadas parciales necesarias

& u
oy dx

= F'(x) G'(y)

TE_ p(x) 6" (y)

dy
que al sustituir en la ecuacién diferencial lleva a
F'(x)G'(y) = F(x)G"(y) + F(x) G(y)
esta ecuacion también se puede expresar de la siguiente manera
F'G' = FG" + FG
separando variables
F'  G'+G
F G’

y considerando la constante de separaciéon e« se tiene

F/_a. G//+G_
F ’ G’

o

A continuacién se resuelve cada una de las ecuaciones diferenciales ordinarias obtenidas.
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Por una lado se tiene

F' = aF
y al resolver
daF _ . F
dx
dF _
—F_' = f(! dx
ILnF = ax + C
F(x) = C e
y por otro
G"+G=0aG’

G'-aG' +G=0

que en términos del operador diferencial es

(D> - «D +1)G =0

siendo su ecuacidn caracteristica

AZ-ak+1=0
_ o +yat -4 _a - ya? -4

por lo que

a? -4 « - a2—4)
y

G(y) =C2e(OH 2 )y+C3e( 2

Entonces, para la funcion propuesta como solucion se obtiene

(a+¥a2—4)y (a— a2—4)y
C,e 2 + Cye 2

u(x,y) = C e**

que al efectuar operaciones se simplifica segiin se indica

T N

Posteriormente se aplica la condicién de frontera u (0,y) = 2e” , esto es

Ae(@)y . Be(a - 2a2 -4 )y
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y por igualdad de exponentes

a+\/;2—4:1
2
o - a2—4:1
2
0 bien
o+ a2—4:l

Resolviendo para « resulta
t+yar-4=2-ua
> -4=(2-a)

e’ -4 =4-4a + o

sustituyendo este valor en (B)

Ae(2+ 24—4)y . Be(z— 24-4 )y e

de donde
Ae¥ + BeY =2¢’
(A + B)eY =2¢°
y por igualdad de coeficientes
A+B =2 ...... ©

Al sustituir o en#AX,y) = Ae’ "2* + Be?*2Y = (A + B)e” " **
y si en esta ultima expresion se considera (C) se tiene

(A+B)e " =2e"%
Finalmente

u(x,y) =2e "%



2)

Resuelva la ecuacidn diferencial

Pu 2 & u
ay? dxdy

para las condiciones de frontera

u(0,y) =5 + e +2e%

u(x,y) = 3e* + 5¢**
RESOLUCION

Se tiene la ecuacion

82u -2 azu .......... (I)
3y> dxdy

con ciertas condiciones de frontera, las cuales llevardn a la obtencién de la solucidén que
satisfaga dichas condiciones.

Se plantea la solucion por el método de separacion de variables, considerando a la funcién

u(x,y) como la funcién solucién, esto es

u(x,y) = F(x)G(y) .......... (In
Enseguida se obtienen las derivadas parciales requeridas

ﬂ = FG"
dy?
82u _ F/ G/
dx dy
sustituyendo en la ecuacion (I)
FG" =2F' G’
separando variables resulta
G// F/
2G' F
y para la constante de separacién «
G// F/

a« = a
2G' F

a continuacion se resuelve cada una de estas ecuaciones diferenciales ordinarias.
Por un lado se tiene
G'"-2aG' =0
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cuya solucion es

G(y) = C, + Cye?™

y por otro
F' = o F
ar aF
dx
dF
—F —f(xdx

ILnF = ax + C

F(x) = C,e*”
por lo que la solucién completa es
u(x,y) = C,e** (C, + Cze“y)
que al simplificar lleva a

u(x,y) = Ae** + Be*(**27)
Considerando las condiciones de frontera se observa que se tienen dos exponenciales en x

y ¥ , por lo que es conveniente expresar la solucion de la siguiente manera:

X

+ B e P 4 6%t 4 B e (I10)

u(x,y)zAlea‘ . ) e T T L
Para la condicion  u(0,y) =5 + e2¥ + 2e*” | se sustituye en (1II)

5+ e +2e* <A +B e + A, + B

donde por igualdad de coeficientes se tiene

A +A =5
B =1
B, =2

20, =2 = o =1
2a, =4 = 0,

i
N

sustituyendo estos valores en (III)
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u(x,y) =Ae + e ¥ + 4 e + 22072 | (V)

Para la condicion % (x,0) = 3e* + 5¢%* | al sustituir en (IV)

2x 2x

3e* +5e* = A e" +e" + Ay e’ + 2e
igualando coeficientes se tiene
A +1=3 = A =2
A, +2=5 = A, =3
Finalmente, al sustituir en (IV) resulta

u(x,y) =2e + e *2 + 3¢2%¥ + 2,2(x*2y)

3) Resuelva el siguiente problema con valor de frontera usando una constante de
separacion negativa.
U-=a’U,
U, =0
U(L,t)=0

U(x,0) = sen Ix +—1~sen 3mx
L 2 L

RESOLUCION

Para la ecuacion en derivadas parciales

U =a*U_
que también se puede escribir de la siguiente manera
ot ax2
se tienen las condiciones de frontera
U(0,t) =0
U(L,t) =0
U(x,0) = sen Ix). lsen 3nx
L 2 L
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y se considera una constante de separacion negativa, es decir se considerard de la forma

-k* . keR
De acuerdo al método de separacién de variables se tiene
U(x,t) = F(x)G(t)

derivando parcialmente resulta
U _ F(x)G'(1)

ot

IU _ Fi(x)G (1)
ox?

enseguida se sustituye en la ecuacion diferencial parcial dada:

F(x)G'(t) = > F"(x)G (1)

o bien
FG' = «*F"G
Separando variables
F// G/
F a’G
para la constante de separacion igual a - k> se tiene
o k2 G" __ k?
a2 G

F

Resolviendo para cada una de las ecuaciones diferenciales anteriores

1
E e - FerF-0

/
G _ g 2 G +Ra?G=0

se obtiene, en cada caso
F(x) = Cicoskx + C,senkx

G(t) = Cye P

posteriormente se sustituyen estas funciones en la funcién (I), de donde resulta
= F(x)G(1)

U(x,t) = (C,coskx + Czsenkx)C3e""2“2’
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Para la condicién de frontera U(0,t) = O se tiene

U(0,t) = F(0)G(t) =0
F(0)=C, =0
entonces
F(x) = C,senkx
Para la condicion de frontera U(L,t) =0
U(L,t) =F(L)G(t) =0
F(L) = C,senkL = 0
resulta
senkL =0 = kL = angsen(0)
kL =nn para n =1,2, ..
k=17
L
por lo que

F(x) = C2sen%x ;o on=1,2, .

Sustituyendo en (I)

U(x,t) = (C2sennTnx)(C3e_(T) « ;)

que se puede expresar también como

nw o

oo - —2t
U(x,t) = E C,e ( L ) sen
n=1

Para la condicién de frontera U(x,0) = sen ( lLJ‘C ) * %sen( 2 2 . )

sen(ﬂ:—x) + 1sen('%tx) = Z Cnsen(nnx)
L 2 L = L

por comparacién de funciones se tiene
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entonces la solucién es

T o

U(x,t) = e_(T> tsen(n—L-

>
N——
+
N |
(1Y
]
—
w
™
R
e
G
)
3
P e N
W
a
=
N———

’u  ou _ 3w _

ox2 Ox axay_

4)  Obtenga la solucion de la ecuacién en derivadas parciales

que cumpla con las condiciones de frontera #(0,y) =2 y u(-1,y)=0

RESOLUCION

La ecuacion diferencial parcial dada se resuelve mediante el método de separaciéon de

variables, considerando como constante de separacion a « , cuyo valor se determinard a

partir de las condiciones del problema.

Las derivadas parciales para la funcién propuesta como solucion U(x,y) = F(x)G(y) ,

son
Fu _pig, _pg, Lr _pg
dx? ox 0x0oy
sustituyendo en la ecuacion diferencial se tiene
F'G+FG-FG =0
separando variables
F'G+F(G-G)=0
F' G -G
F G
para la constante de separacion o
F" G -G
—— N = a
F’ G
enseguida se resuelve cada una de estas ecuaciones diferenciales
ordinarias:
F'-aF =0 ; (D*-aD)F=0
A -ark=0 = A(A-a)=0 - A, =0, A =«
de donde

F(x) =C, + C,e*”
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también

G -G=aG ; ¥=G(a+l)
y

dG

— = [(a + 1)d

G f( )dy

LnG = (a + 1)y
por lo que

G(y) = Cyet* )
asi, la soluciéon completa es
u(x,y) = (C, + C,e**)C,ell * @)
o bien

u(x,y) =Aell @) ¢ Beex- U0y 1))
A continuacion se aplica la condicién de frontera u(0,y) = 2
2 =Ael1*2)y 4 Bell +a)y

2 =(A +B)el "

de aqui se tiene

sustituyendo en (I)

u(x,y) =(2 - B)e® + Be **°
u(x,y) =(2 -B) + Be™”

para la condicion (-1, y) =0

0=2-B+ Be
B(l -e) =2
B=—2_ =« pg=2-_2%2_
1 -e€ 1 -e
q_2-2e-2 _ 2
1 -e 1 -e

Finalmente se sustituyen los valoresde A , B y a en ()

2e 2 x
u(x, = - e
(%.3) e -1 e -1
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y luego de simplificar

(e —e™™)

u(x, =
(x,9) = —
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1) Obtenga la funcion U(x,t) que satisfaga a la ecuacion diferencial parcial
a_U:2._.62U : 0<x<3, t>0
at ax2

con las condiciones U(0,t) =0, U(3,t)=0, U(x,0)=2 |,

sabiendo que una solucién completa de la ecuacion en derivadas parciales es

U(x,t) =(Acoskx +Bsenkx)(e 2¥")

Solucioén.
w 2(2n - 1)t %
8 1 R 2n - 1)n
u(x,t) = = e sen-—~— 7" x
¢ ) | ,,2;1 2n-1 3
2)  Desarrolle en una serie de Fourier la funcién f(x)=|x|+1 en el intervalo
? 1
-m <X <T y muesitre que — =) —————
8 a1l (2n-1)
Solucion.
fx)y=1+2 4 4 Yy ——-1——cos(2n - 1)x
2 nm,T1(2n-1)
4 < 1
f(oy=1=1+2.2
2 = El (2n - 1)
a1 2n-1Y» 8
R)) Resuelva la ecuacion ooy sujetaa u(0,t) =2e‘ +4e”’
dx Jt
Solucidn.

u(x,t)=2e*""+4e*"
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4

5)

6)

7

Represente a la funcién f(x) =(x -n)? , definidaen wm<x<2m , por medio de

una serie de Fourier. Considere que f(x) =f(x + m)

Solucidn.
f(x) = 1— E —— cos2nx - = sen2nx
3 n= n2 n

Obtenga el desarrollo en serie seno de Fourier de la funcién f(x) =cos3x | en el

) T
intervalo 0<x< 5—

Solucidn.

f(x) = _ 4 Yy 12 cosdnx + sendnx

Sea f(t) una funcién periédica de periodo T=2 , donde f(t)=t> para

te(0,2) .

Realice el desarrollo de la serie de Fourier de  f(¢) si se sabe que a, = .
nen

Solucién.

_4. -
fy=3+ Yy

n=1

5 €08 (nmt) - —4—sen (nmt)
nmw

Resuelva el problema de valores en la frontera

o _ o P
ot ax?

0<x<100 t>0

u(0,t) =0 , t>0
con u(100,1) =0 , t>0

u(x,0)=50 , 0<x<100
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Solucién.

2.2

© _ _nn a2r
u(x,1)=Y 200 o, (Zn-Dm " 16000
a1 2n-1)n 100
8) Calcule los cuatro primeros términos no nulos la serie de Fourier de la funcion
4 f(t)
— 2-_ -——
Zmm | 7 on 1
-— —h_2 —
Solucion.
f(t) = isenlz‘ + isent + —-4—sen§t + isen—t + .
T 2 7 3z 2 5n
9) Obtenga los cuatro primeros términos del desarrollo en serie coseno de Fourier de la

funciéon mostrada en la figura

()
1

>
of /1 2
/
Parabola

Solucidn.

5 (16 4
f(x)—1—2+( —3+§]COS

4 16 4 3nx
x +]|-—|cosx + + cos + ..
2 27 n? 9 2 2
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10)

Obtenga el desarrollo en series de Fourier de la funcion f(x) =Ax(m -x)(m +Xx)

enel intervalo -m<x<m® .

Sugerencia: Verifique si la funcién es par o impar.

Solucion.

= -124Y 2 sennx
n=1 n
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