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INTRODUCCION

Cualquier sistema financiero del mundo requiere de la valuacién de precios para
poder operar. Para llevar a cabo esto, es necesario la profesionalizaciéon de este
sistema de tal manera que genere precios de manera confiable y que reflejen a
su vez las condiciones reales del mercado. Estas condiciones, prevalecientes en
los mercados, engloban una serie de diversos factores que generan los precios, en
particular la estructura de plazos.

La estructura de tasas -6 curva de tasas- es el punto de partida para la valuacién
de cualquier instrumento. Dependiendo del tipo de instrumento que se valuara
se utilizard una o mas curvas en la obtencién del precio de mercado. De igual
manera, la estructura de tasas es la relaciéon entre el rendimiento de los titulos
cupén cero y su vencimiento, esto se da cuando la tnica diferencia de entre éstos
es su vencimiento. Las importantes implicaciones de la estructura de plazos sobre
aspectos en la politica monetaria, en la valuacién de instrumentos financieros de
renta fija, en los instrumentos derivados -como los Swaps- asi como el estable-
cimiento de estrategias de gestién de carteras de renta fija es lo que hace de este
un tema de investigacién clasico en finanzas. Ya que a través de ésta, se puede
determinar los precios prevalecientes en un sistema financiero.

La correcta valuacién de un instrumento financiero depende entre otros factores,
de la exactitud del valor presente que se obtendra a través de los flujos de efectivo.
Para esto, es necesario conocer los factores de descuentos, obtenidos mediante una
curva de precios. Esto es se ajustard una curva de rendimientos a las cotizaciones
actuales. El hecho de ajustar una curva a las distintas cotizaciones que se dieron a
lo largo del dia impedird que la curva generada sea consistente con los puntos del
mercado, ya que de cierta manera estd ajustando promedios de dichas cotizaciones.
Sin embargo nada asegura que la curva cumpla con los criterios financieros tales
como ausencia de tasas forward negativas.

Los mercados de renta fija han experimentado un gran crecimiento en las tltimas
tres décadas. Cerca de dos terceras partes del valor de mercado, de todos los
titulos en los mercados de capitales, son de renta fija. En particular los bonos
cupoén cero son de gran utilidad para obtener la estructura de plazos.

En la literatura de modelos de tasas de interés se encuentran los llamados mo-
delos de un factor. Son llamados asi porque tratan toda la estructura de plazos
para cualquier vencimiento como una funcién de una tnica variable de estado, la
cual es la tasa corta de interés. Estos modelos pueden ser extendidos a los llama-
dos modelos multifcactores, en los cuales la estructura de plazos para cualquier
vencimiento es una funcién de varias variables de control.



vi

En general los modelos de tasas de interés se pueden clasificar en modelos de
equilibrio y modelos de no equilibrio -0 no arbitraje. Por un lado los modelos
de equilibrio tienen las caracteristicas de que la dindamica de la tasa corta es
proporcionada de manera exégena y la tasa forward, asi como el precio del bono,
son determinados en forma enddégena. Adicionalmente estos modelos tienen la
ventaja de que la estructura de plazos obtenida, no se ajusta a una anterior. Por
el otro los modelos de no arbitraje son caracterizados por el trabajo de Ho-Lee, el
cual desarroll6 el enfoque de no arbitraje para modelos de la estructura de plazos,
en el sentido de que la estructura de plazos pueda ajustarse a una estructura inicial
(la cual es observable). Dentro de este mismo enfoque otros autores trabajan
ex6genamente la dindmica de la tasa forward instantdanea y obtienen de manera
enddgena la tasa corta, el precio de los bonos y asi como la estructura de plazos.

El objetivo de este trabajo es recopilar los modelos de tasas mas importantes y
representativos de ambas metodologias. Se presentan los aspectos fundamentales
para la valuacién de instrumentos de renta fija, asi como los conceptos de tasa
forward y tasa corta los cuales son muy importantes en la determinaciéon de mo-
delos de estructura de plazos. Se mostrara que la estructura de plazos puede ser
obtenida a partir de la tasa corta, razén por la cual se supone que la tasa corta
es guiada por un proceso de difusién y se obtiene una ecuacion diferencial parcial
parabélica de segundo orden que debe seguir el precio de un bono cupén cero,
Capitulo 1.

Una vez hecho lo anterior, capitulo 2, se determinara analiticamente la estructura
de plazos cuando la dindmica de la tasa corta es conducida por el modelo de
Merton, Vasicek y Cox-Ingersoll-Ross, bajo un escenario de equilibrio general.

Adicionalmente, Capitulo 3, se presentaran modelos de no arbitraje, los cuales son
Hoo-Lee, Hull-White, Heath-Jarrow-Morton y Nelson-Siegel. Es importante men-
cionar que en los modelos de Hoo-Lee y Hull-hite se supone una dindmica estocas-
tica de la tasa corta y a partir de ésta se determina endégenamente la estructura
de plazos. Mientras que en los modelos de Heath-Jarro-Morton y Nelson-Siegel
el comportamiento de la tasa forward se considera exégeno y a partir de ella se
determina enddégenamente tanto la tasa corta como la estructura de plazos

Finalmente se presentaran las ventajas y desventajas, de los modelos bajo el en-
foque de equilibrio y no equilibrio. Asi mismo se comentan teorias que pudieran
dar las bases para el desarrollo que posibles extensiones del presente trabajo. Las
cuales haran que los modelos presentados se apeguen a la realidad y sean de mayor
utilidad, para los participantes del mercado.
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CAPITULO 1
MARCO TEORICO

1.1 Introduccién

Cualquier persona ha tenido la experiencia en la vida diaria con alguna
promesa de pago, es decir, ha pedido -o ha prestado- algo en algiin momento de
su vida. Algunas veces se pide prestada -se presta- una cantidad inicial Sy en
un tiempo t y se promete pagar -6 que le pagaran al prestamista- en una fecha
futura T esta cantidad Sg mas algo adicional por ejemplo I, es decir, en la fecha
T se pagara la cantidad So + I, donde casi siempre la cantidad adicional I es un
porcentaje del monto inicial Sg, por lo que se tiene que el pago prometido sera:

So+1rSo ,

lo cual es equivalente a
So(l + r)

Este porcentaje adicional r se podria pensar como el pago por el servicio del uso
de dinero ajeno al cual se le conoce como crédito. Las personas piden prestado
porque necesitan dinero para llevar a cabo sus planes -en lugar de ir al banco lo
cual podria ser mas caro-. Por el contrario, las personas prestan dinero porque
tienen un excedente y desean hacer algo productivo con él. Paralelamente, una
empresa podria necesitar -6 tener un excedente- de fondos para realizar proyectos
los cuales incrementarian su capacidad productiva y de esta forma lograr un
crecimiento de dichas empresas para poder sobrevivir en un mundo cada vez més
dindmico y agresivo. Es decir, para poder crecer necesitaran fondos pero tal vez
ahora no los tengan por lo que recurriran al crédito, o invitardn a nuevos socios.
Para hacer lo anterior las empresas basicamente tienen dos opciones las cuales
son: emitir acciones y emitir deuda. El optar por la primera opcién implica una
pérdida en el poder de la toma de decisiones de la empresa, si se toma la segunda
alternativa la forma mas comun es a través de pagarés -bonos-, es decir, hoy
piden prestado una cantidad Bg y en un futuro pagaran una cantidad Bp -valor
nominal-. Por lo anterior, se podria pensar que las empresas venden -emiten- un
pagaré -bono- a la cantidad Bg el dia de hoy y en el futuro se comprometen a
pagar la cantidad Brp, es decir, existe un flujo de efectivo hoy que se debera de
entregar al vendedor del pagaré y un flujo de efectivo By que se entregaran al
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comprador del pagaré. Las empresas llevan a cabo este tipo de mecanismo para
crecer y asi lograr un mejor desempeno.

1.2 Instrumentos de renta fija

Una primera clasificacién parsimoniosa de los instrumentos financieros esta
dada por instrumentos de renta fija e instrumentos de renta variable . La carac-
teristica fundamental de los instrumentos de renta fija es que los flujos de efectivo
que genera este tipo de instrumentos estan predeterminados como son los CETES
-Certificados de la Tesoreria-, bonos de empresas, etc. Mientras que en los ins-
trumentos de renta variable no estan predeterminados los flujos de efectivo como
son las acciones.

El bono es uno de los principales instrumentos de renta fija, el cual es una promesa
de pago a futuro impersonalizada entre dos partes en la que una parte se compro-
mete a pagar ciertos flujos de efectivo durante un lapso de tiempo a la contraparte
que hace el préstamo. La parte que tiene la obligacién de realizar pagos futuros
se le conoce como el emisor del bono y la parte que recibe dichos pagos se le
conoce como comprador o tenedor del bono. Al periodo de tiempo que dura este
contrato se le denomina vencimiento del bono, y a la cantidad prestada estipu-
lada en el bono que se deberd pagar en el vencimiento del bono se le conoce
como valor nominal. Finalmente, si el bono paga flujos de efectivo antes de la
fecha de vencimiento a estos flujos se les conoce como cupones, y a las fechas en
que ocurren estos pagos de cupones se les conoce como fecha de pago o corte de
cup6n. Como un bono es una relacién contractual que existe entre el emisor y
el tenedor del bono durante el vencimiento de éste, el tenedor del bono tendra
motivos suficientes para preocuparse de que la posicién financiera de la empresa
emisora pueda cambiar en forma importante pues de ella depende la capacidad de
la empresa para responder a sus obligaciones. Un tenedor del bono puede exigir
a la empresa emisora un requirimiento minimo de razén circulante, es decir, los
tenedores de los bonos nesesitaran estar informados acerca de la evolucién de la
empresa y esto lo pueden hacer via los estados financieros.

Los contratos de bonos se pueden dividir en:

(1) Contratos que restringen la emisién de nueva deuda,

(2) Contratos que imponen restricciones sobre el pago de dividendos,

(3) Contratos que imponen restricciones sobre fusiones,

(4) Contratos que imponen restricciones sobre las disposiciones de los activos de

una empresa.

Para un anélisis més detallado de la clasificacién de los diferentes tipos de bonos consultar
Van Horne [14].
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Estas restricciones son hechas para evitar que la empresa emisora aumente el
grado de riesgo de la deuda en circulacién. Por ejemplo, se podria emitir nueva
deuda con derecho superior o igual sobre los activos de la empresa, o los bonos
que restringen el pago de dividendos son obligaciones principalmente hechas para
evitar casos extremos donde los accionistas voten para pagarse a si mismos un
dividendo liquidador que dejard a los tenedores de los bonos con una empresa
vacia.

Por lo anterior, existe una clasificacién parsimoniosa de los bonos la cual a con-
tinuacién se comentaré:

(a) Bonos garantizados é hipotecarios.- en este tipo de bonos existe un bien fisico
como garantia. Se clasifican de acuerdo a prioridad de derechos, al derecho
a emitir valores adicionales y al alcance del gravamen.

(b) Bonos no garantizados.- en este tipo de bonos no existe un bien como garan-
tia. Se clasifican en bonos a largo plazo, bonos a largo plazo subordinados,
bonos a corto plazo, bonos sobre ingresos, bonos a tasa flotante, bonos co-
merciales y bonos no comerciales.

Los bonos pueden o no pagar flujos de efectivo intermedios a la fecha de venci-
miento, cuando no pagan cupones y solo pagan el valor nominal en la fecha de
vencimiento se les conoce como bonos cupon cero o simplemente ceros. Cuando
un bono paga cupén se le conoce como bono cuponado o bono con cupén.

1.2.1 Elementos de un bono

Debido a que un instrumento financiero queda totalmente caracterizado por
sus flujos de efectivo y el tiempo en que estos ocurren, en consecuencia se tienen
todos los elementos para valuarlo. Los elementos de un bono son:

(1) Valor nominal, es el valor que se promete pagar en la fecha en que vence el
bono,

(2) fecha de vencimiento, es la fecha en que se debera pagar el valor nominal -6
vida del bono-,

(3) fecha de emision, fecha en que se emite el bono,

(4) fecha de colocacién, es la fecha en que se puso a la venta el bono,

(5) tasa cupdn, es la tasa de rendimiento que se paga periodicamente sobre el
valor nominal -la cual se puede ver como el pago de intereses del bono-, por
lo que si un bono es cupon cero entoces su tasa cupon debera ser cero,

(6) cupdn, es la cantidad en unidades monetarias que se paga periodicamente,
la cual se calcula como la tasa cupén por el valor nominal.
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Con los elementos anteriores quedan totalmente caracterizados los flujos de efec-
tivo de un bono, y como consecuencia queda caracterizado totalmente un bono,
y de esta forma se puede hablar de la valuacién de un bono.

1.3 Valuacién de Bonos

Una vez que se conocen los elementos de un bono, se conocen los flujos de
efectivo que éste pagara, asi como las fechas en que ocurriran estos flujos, y para
determinar el precio del bono solo bastara saber la tasa de descuento de dichos
flujos. Para ello se calculard el precio de un bono cuponado, se denotardn a VN
como el valor nominal del bono, T el vencimiento del bono, C; el cupén que
se pagard en i < T con i = 1,...,T. Si y es el rendimiento al vencimiento del
bono (también conocido como yield to maturity o simplemente yield), entonces el
precio del bono B(t, T') estard dado por el valor presente de sus flujos de efectivo,

es decir:
T

C; VN
B(t.T)=Y" +

e I

Alternativamente, si el rendimiento al vencimiento tiene composicién continua
entonces el precio del bono estaria dado por

T
i=1

Para cualquier bono, se puede reportar el precio de mercado 6, dados los flujos de
efectivo, el rendimiento tinico -rendimiento al vencimiento-. De esta forma si se
reporta el precio de mercado entonces el rendimiento al vencimiento -y- se puede
calcular como la tasa de descuento que iguala los flujos de efectivo al valor de
mercado del bono.

De las expresiones anteriores es importante destacar que debido a que los pagos
del bono son conocidos de antemano, el valor del bono B(t, T') fluctiia debido a los
cambios en las tasas de interés, creando con ello un pérdida potencial. También
se observa que existe una relacién inversa entre la tasa y el precio de un bono, es
decir, si las tasas aumentan entonces el precio del bono disminuird y viceversa.

1.3.1 Curva de rendimientos al vencimiento (curva yield)

Como se comenté anteriormente, la valuacién de un bono depende del rendi-
miento al vencimiento -yield-, 6 si se tiene el precio de mercado del bono entonces
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el rendimiento al vencimiento -y- se puede calcular como la tasa de descuento
que iguala los flujos de efectivo al valor de mercado del bono, es decir, para
cualquier bono se puede reportar el precio de mercado, o dados los flujos de efec-
tivo del bono, su rendimiento tnico. Sin embargo, la verdadera cuestion estriba
en averiguar si el rendimiento se puede relacionar a las condiciones prevalecientes
del mercado.

El rendimiento al vencimiento de cualquier bono estd fuertemente limitado a las
condiciones generales de los mercados de renta fija. Todos los rendimientos al
vencimiento tienden a moverse juntos en este mercado. No obstante, todos los
rendimientos al vencimiento de los bonos no son exactamente los mismos. La
variacién de los rendimientos al vencimiento es explicada en parte por las ca-
lificaciones crediticias de los bonos, es decir, los bonos con mayor calificacion
crediticia seran mds caros que los de menor calificacion. Con todo, la califi-
cacion crediticia no explica totalmente las variaciones observadas. Otro factor
que explica parcialmente las diferencias en los rendimientos al vencimiento es el
tiempo al vencimiento, es decir, los bonos con mayor vencimiento tendran mayor
rendimiento al vencimiento.

De esta forma surge un concepto importante el cual es llamado la curva de
rendimiento al vencimiento -6 curva yield- la cual es la relacién funcional en-
tre el rendimiento al vencimiento y el plazo del vencimiento del bono. Cuando
se estd analizando un bono en particular es 1util determinar su rendimiento y
fecha de vencimiento, y colocarlos como un punto de la curva de rendimientos al
vencimiento para bonos de su misma clasificacién de riesgo. Esto dard una indi-
cacién general de que tan bien esta valuado el bono respecto a todo el mercado.
Si el punto del bono que se esta analizando se encuentra lejos de la curva deberd
existir probablemente una explicacion de su desviacién, relacionada a situaciones
especiales tales como nuevas noticias que pudieran afectar la solvencia del emisor.

La estructura intertemporal de las tasas de interés representa la relacion,
en un punto dado en el tiempo, entre el plazo al vencimiento y el rendimiento
al vencimiento del bono dentro de un nivel de riesgo dado. La representacion
tradicional de la estructura intertemporal estd basada en bonos de rendimiento
a la par, esto es utilizando el rendimiento al vencimiento de bonos con un cupén
cercano a su vencimiento. La ventaja de este método es que los bonos relaciona-
dos, denominados on the run -emitidos recientemente- son muy liquidos y sus
precios reflejan acertadamente las condiciones del mercado. Sin embargo, este
método ignora la informaciéon contenida en otros bonos que se encuentran en cir-
culacién. Algunos enfoques intentan ajustar la curva de rendimientos a través de
los rendimientos de todas las emisiones vigentes.
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1.4 La estructura de plazos

La curva yield es 1til, pero debido a que es algo arbitraria no proporciona una
explicacién completamente satisfactoria de las diferenciales de los rendimientos al
vencimiento. No obstante, el ajuste de una curva utilizando bonos con diferentes
cupones es insatisfactorio. El problema es que los rendimientos observados no
representan los rendimientos futuros a menos que todos, los cupones puedan ser
reinvertidos a la misma tasa, lo cual es muy poco probable. Es por lo anterior
que se requiere de otra teoria, y esta seccién se encarga de proporcionarla y se
conoce como la estructura de plazos. La teoria presentada en esta seccién deja
de lado las ideas del rendimiento al vencimiento para enfocarse en el concepto
puro de tasa de interés, es decir, se basa en la observacion de que en general la
tasa de interés depende de la longitud del periodo de tiempo en que el dinero es
prestado.

Se define la tasa spot -o tasa de interés de contado- a 7" anos como la tasa
de interés de una inversion efectuada en un periodo de tiempo que empieza en t
v termina en T anos, donde el interés y el principal seran pagados en T', a la cual
se le denotard como R(t,T). Es importante hacer notar que bajo este enfoque de
la tasa spot no existen flujos de efectivo entre t y T y los tinicos flujos ocurren
en ¢ty T. De esta forma si se tiene un bono cupdn cero con valor nonimal VN y
fecha de vencimiento en T entonces su precio estard dado por

. VN
BUT) = ARy

v si la composicién de la tasa es en tiempo continuo entonces el precio del bono
estd dado por:
B(t,T) = VNe REDT=t)

Es importante destacar que el flujo de efectivo del bono al vencimiento T' es VN,
es decir,
B(T,T)=VN,

de donde se tiene que R(7,T) = 0.

Note que en este caso el rendimiento al vencimiento esta bien definido, dado que
corresponde al vencimiento compuesto en el periodo T sobre el bono y en este
caso para este bono cupdn cero se tendra que su rendimiento al vencimiento en
un plazo T es la tasa spot. En contraste, un bono con cupones tiene muchos
flujos de efectivo previos al vencimiento y puede ser descompuesto en una serie
de bonos cupén cero donde el cupén al tiempo ¢ puede ser visto como el valor
nominal de un bono cupén cero con vencimiento en esta fecha. El valor nominal
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mas el ultimo cupédn es el valor nominal de un bono cupén cero con vencimiento
en T. De esta forma el precio del bono estd dado por

d C; VN
Bt.T)= ; G+ RGO T AT RE T (1.1)

(2

donde R(t, ) son las tasas spot que integran la estructura de plazos en el tiempo i,
coni=1,2,...,T. Es importante mencionar que la estructura de plazos también
es conocida como la curva cero o curva spot, y ésta representa las tasas spot
graficadas contra el tiempo.

Si la composicién de las tasas de interés son en tiempo continuo entonces el precio
de un bono cuponado estda dado por

T
B(t,T) = Cie  FEDED Ly N REDT=0 (1.2)
1=1

Una curva cupén cero -6 estructura de plazos- es, tedricamente, mas precisa
que la curva usual de rendimientos al vencimiento. La primera representa un
conjunto de precios primitivos, a partir de los cuales puede ser derivado el valor
de los instrumentos de renta fija -en particular los bonos-. Desafortunadamente,
los mercados activos para los bonos cupdén cero -denominados tambien strips-
existen solo en los Estados Unidos y Francia, y son relativamente recientes. Por
lo tanto, la curva de la tasa spot generalmente se estima a partir de los bonos en
circulacién con un cupén en proceso de pago, utilizando la ecuacién (2.1) 6 (2.2)
segun sea el caso.

En la préctica, normalmente las tasas spot -6 tasa cupén cero- no se pueden
observar directamente, lo que se puede observar son los bonos que pagan cupon.
Un punto importante es el como se puede extraer la curva de rendimiento cupén
cero a partir de los precios de las obligaciones con cupén, es por ello que la
siguiente seccién aborda un método para tal objetivo.

1.4.1 Método bootstrap

La forma obvia de determinar una curva de tasas spot es encontrando los
precios de una serie de bonos cupén cero con varias fechas de vencimiento.
Lamentablemente el conjunto disponible de bonos cupén cero es tipicamente muy
pequeno, vy ademas, hasta hace poco no existian bonos cupén con vencimientos de
largo plazo. Por lo que no es siempre practico determinar el conjunto completo
de tasas spot de esta forma. Sin embargo, la existencia de un bono cupén cero
no es necesaria para el concepto de tasas spot, no se requieren tales datos para
determinar el valor de las tasas spot.
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La curva de tasas spot puede ser determinada de los precios de los bonos cupona-
dos comenzando con bonos de vencimientos cortos y trabajando hacia adelante
con bonos de vencimientos mayores.

Se ilustrard el proceso para la composicién de un ano bajo el supuesto de que los
cupones se pagan una vez al afio. Primero, se determinard R(¢, 1) por observacién
directa de la tasa de interés de un ano. Después, se considerard un bono a dos
anos. Se supondrd que el bono tiene precio B(t,2) el cual hace pagos de cupén
de montos Cy y Cs al final del ano 1 y 2 respectivamente, y con valor nominal
de VN. El precio de debe ser igual al valor presente de los flujos de efectivo, es

decir:
Cq Co+ VN

0+ rE1) " O+RE2)2

como la tasa spot al primer afio (R(t,1)) ya es conocida, entonces se puede
resolver la ecuacién anterior para la tasa spot al segundo ano, es decir, para
R(t,2). Trabajando de esta forma hacia delante, lo siguiente es considerar un
bono a tres anos, cuatro anos,..., T anos y asi, se puede determinar las tasas spot
R(t,3), R(t,4),..., R(t,T) paso a paso. Cabe mencionar que bajo este método se
tendran las tasas spot de acuerdo a los vencimientos de los bonos disponibles por
lo que no se tendrén tasas spot fuera de estos periodos de vencimiento 2. Es por
ello, que es necesario contar con modelos que puedan proporcionar la tasa spot a
un vencimiento especifico por lo que en las siguientes capitulos abordaran estos
modelos.

B(t,2) =

1.5 Tasa forward

La tasa spot a T' anos es la tasa de interés de una inversién efectuada para
un periodo de tiempo que empieza hoy (¢) y que finaliza al cabo de T anos.
Muchas veces, se estd interesado en conocer las tasas de interés intermedias entre
una tasa spot a 7} anos y una tasa spot a T5 anos con T > T;. Este tipo de
informacién lo contiene de forma implicita la estructura de plazos y a partir de
esto surge el concepto de tasa forward, la cual se puede definir como la tasa de
interés que se encuentra implicitamente entre las tasas spot actuales para periodos
futuros de tiempo. A continuacién, se ilustra el cdlculo de una tasa forward, para
ello considere las tasas spot a Ty y a T anos denotadas por R(¢,71) y R(t,Ts)
respectivamente. De esta forma una inversién de 1 unidad monetaria invertida a
un plazo de Ty anos se puede ver como una inversiéon a un periodo de 77 anos y
al final de T'; anos reinvertir a la tasa futura a T — T prevaleciente dentro de T4.
Por lo que bajo argumentos de arbitraje se podria esperar que ambas alternativas
de inversion brinden el mismo monto en T, es decir,

(1+R(t,To)2 = 1+ R, T) (1 + f(t, Ty, To) 2T, (1.3)

2 Este método puede ser consultado en Hull (5].



Capitulo 1 : Marco tedrico 9

donde f(t,T1,T2) es la tasa que se observa en ¢, para una inversién que comienza
en T7 y finaliza en T, a la cual se le conoce como la tasa forward de Ty a T,
observada en t. Por lo que la expresién de la tasa forward bajo composicion
discreta esta dada por:

1
(L4 R(t,Tp)T> 1] 7T

(T, T2) = (I+R(t, Tt

—1. (1.4)

nalogamen i mposicién s continu S rwar
Anélogamente, si la composicion de las tasas spot es continua la tasa forward
puede ser obtenida a través de la ecuacién

CRET)(T—t) _ JR(ET)(Ti—t) (6.1, T2) (T2 —Th)

)
y la tasa forward para la composicién continua estd dada por

R(t,Tz)(TQ — t) — R(t, Tl)(Tl — t)

t, Ty, Ty) =
f(t,T1,T3) T, T,

(1.5)

De las expresiones para la tasa forward proporcionadas en (2.4) y (2.5) y usando
el hecho de que R(t,t) = 0, se observa que la tasa forward f(t,¢,T) es la tasa spot
R(t,T). La tasa de interés forward también mide la pendiente de la estructura
de plazos ya que de (2.3) si se supone que t =0, 71 = 1y T2 = 2 y después de
simplificar y eliminar los términos cruzados se tiene que:

ft,1,2) = R(t,2) + (R(¢,2) — R(t,1)) ,

estd por arriba de R(¢,1) y f(¢,1,2) estard por encima de R(t, 2), proporcionando
una guia sobre la tendencia de los movimientos futuros de las tasas de interés.
Cuando la composicién es continua por la ecuacién (2.5) la observacién de que
la tasa forward mide la pendiente de la estructura de plazos es mds directa y
ademds, se observa que si la estructura es ascendente R(t,1) < R(t,2) entonces
la tasa forward f(¢,1,2,) estard por encima de R(t,2). De esta forma, cuando
la estructura de plazos es plana -tanto para composicién continua como discreta-
la curva spot es idéntica a la curva de rendimiento a la par y a la curva forward.
En general, las curvas difieren. En particular, en el caso de una estructura de
plazos con desplazamientos ascendentes la curva de rendimiento al vencimiento
estd por debajo de la curva spot mientras que la curva forward estd por encima.
Por el contrario, con una estructura de plazos con desplazamientos descendentes
la curva de rendimiento al vencimiento esta por encima de la curva de tasas spot,
la cual a su vez estd por arriba de la curva de tasas forward.

Es importante destacar que existe una gran nimero de tasas forwards asociadas
a una curva spot. De hecho, si existen n periodos, entonces existen n tasas spot
-incluyendo R(t,t) la cual se define como cero-; y de esta estructura de plazos



Capitulo 1 : Marco tedrico 10

w tasas forward -incluyendo las tasas spot bésicas-. Sin embargo,

todas estas tasas forward son derivadas de las n tasas spot subyacentes.

existen

La curva de rendimientos al vencimiento -curva yield- puede ser observada, al
menos aproximadamente, buscando una serie de cotizaciones de bonos en las
publicaciones financieras. La curva casi nunca es plana, pero usualmente tiene
una pendiente creciente conforme los vencimientos se incrementan. La tasa spot
tiene caracteristicas similares. Tipicamente, también la pendiente se incrementa
rapidamente en vencimientos cortos y continua incrementandose la pendiente
pero gradualmente conforme los vencimientos se alargan. Ademads, se observa que
la curva spot tiene variaciones cada dia, por lo que resulta natural preguntarse si
existe una explicacién simple para esta forma tipica de la estructura de plazos.

Existen tres explicaciones estandar o teorias de la estructura de plazos, cada
una de las cuales proporciona algin significado importante. A continuacién se
esbozaran brevemente estas tres teorfas  :

(1) La més sencilla es la conocida como la teoria de las expectativas la cual
sostiene que las tasas spot a largo plazo deben reflejar las tasas de interés a
corto plazo futuras esperadas. De manera mas precisa argumenta que una
tasa forward correspondiente a cierto periodo es igual a la tasa spot futura
esperada para este periodo.

(2) La segunda teoria, conocida como la teorfa de segmentacién de mercados,
conjetura que no es necesario que haya relacién alguna entre las tasas spot
a corto y largo plazo. Bajo esta teoria, diferentes instituciones invertirdn
en obligaciones de diferentes vencimientos sin posibilidad de cambio en el
vencimiento deseado para la inversion. La tasa de interés a corto plazo
se determinard por la oferta y demanda en el mercado de obligaciones a
corto plazo, la tasa de interés a mediano plazo se determina por la oferta y
demanda del mercado de obligaciones a mediano plazo, y asi sucesivamente.

(3) Finalmente, la teoria que resulta en cierta forma més atractiva es la conocida
como la teoria de la preferencia por la liquidez. En ella se argumenta que
las tasas forward deben ser siempre mas altas que las tasas spot esperadas
en el futuro.

El supuesto bésico subyacente de la teoria de la preferencia por la liquidez es
que los inversionistas prefieren conservar su liquidez e invertir sus fondos durante
periodos cortos de tiempo. Los prestatarios, por otro lado, normalmente pre-
fieren endeudarse a tasas de interés fijas y periodos largos. Si las tasas de interés
ofrecidas por los bancos y otros intermediarios financieros fueran tales que la tasa
forward fuera igual a la tasa spot esperada en el futuro, las tasas de interés a largo
plazo, se igualarian a la media de las tasas de interés a corto plazo esperadas en el

3 Ver Russell [13].
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futuro. Con la ausencia de incentivos para cambiar de proceder, los inversionistas
tenderian a depositar sus fondos durante periodos cortos y los prestatarios ten-
derfan a endeudarse a periodos largos. Los intermediarios financieros podrian, en
ese caso, financiar cantidades importantes de préstamos a largo plazo a tasa fija
con depdsitos a corto plazo. Lo cual implicaria sin embargo, un excesivo riesgo de
tasa de interés. En la practica, para emparejar a depositantes con prestatarios y
eliminar asi, el riesgo de tasa de interés, los intermediarios financieros aumentaran
la tasa de interés a largo plazo con respecto a las tasas de interés a corto plazo
esperadas en el futuro. De esta forma, se reducird la demanda de préstamos a
largo plazo de tasa fija y se estimulard a los inversionistas a depositar sus fondos
durante largos periodos de tiempo. La teoria de la preferencia por la liquidez
lleva a una situacién en la que las tasas forward son mas altas que las tasas spot
esperadas en el futuro. Es también consecuente con la observacién empirica a-
cerca de que las curvas de rendimientos tienden a tener pendientes positivas més
a menudo que pendientes negativas.

Es importante resaltar que la tasa spot R(t,T) puede ser modelada como una
inversion realizada de 1 unidad monetaria, la cual sera reinvertida cada periodo
de tiempo a la tasa forward f(¢t,t + k,t + &k + 1) es decir,

(I+RETH =+t t,t+1) L+ f(t,t+1,t+2) .. 1+ f(t,T - 1,T)) ,
pero f(t,t,t + 1) = R(¢,1), por lo que

I+R&, T =0 +R(t,1) A+ ft,t+1,¢4+2) .. (14 f(t, T —1,T)) ,
(1.6)
por lo que la tasa spot para el periodo T se puede escribir como un promedio
geométrico de las tasas spot y forward.

En el caso continuo

BWT)(T=t) _  R(t1) f(t,t4+1,t42)  f(t,t42,t43)  f(t,T-1.T) , (1.7)
de donde se obtiene que
1 T—t
R(t,T) = — |R(:,1) +;f(t,t+i —1,t414)]

es decir, en el caso continuo la tasa spot a T anos es un promedio aritmético de
la tasa spot y las tasas forward. Sin embargo debido a que f(¢,t,k) = R(t, k), se
tiene que

T—t

Flttt+ 1)+ ftt+i—1t+1)

=2

1

)
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de donde se observa que la tasa spot a T anos es un promedio gedémetrico de
las tasas forward por periodo. De lo anterior, es importante mencionar que la
estructura de plazos puede ser generada a través de las tasas forward espaciadas
un periodo de tiempo, es decir, por f(¢t,t,t + 1), f(t,t + 1,t +2), f(t,t +2,t +
3),....f(t,T —1,T), por lo que si se conocen estas tasas entonces la estructura de
plazos puede ser obtenida como un promedio geométrico o aritmético -geométrico
para composicion discreta y aritmético para composicién continua-. Entonces las
tasas forward espaciadas por un periodo de tiempo f(t,t + k,t + k + 1) son muy
importantes, ya que a partir de ellas se determina la estructura de plazos, como lo
muestra la siguiente expresion -razén por la cual la siguiente seccién trata acerca
de ellas-.

T—t

R(t,T)zﬁ f(t,t,t+1)+2f(t7t+i—1,t+i) . (1.8)
=2

Se observa que la tasa spot a 7' anos es un promedio aritmético de las tasas
forward por periodo. De lo anterior, es importante mencionar que la estructura
de plazos puede ser generada a través de las tasas forward espaciadas un periodo
de tiempo, es decir, por:

fle,t,t+ 1), ft,t+1,t+2), f(t,t+2,t+3),..., f(t, T — 1,T).

Por lo tanto, si se conocen estas tasas entonces la estructura de plazos puede ser
obtenida como un promedio geométrico o aritmético -geométrico para composi-
cién discreta y aritmético para composicién continua-. Cabe mencionar que las
tasas forward espaciadas por un periodo de tiempo f(t,t + k,t + k + 1) son muy
importantes para la estructura de plazos, razén por la cual la siguiente seccién
trata acerca de ellas.

1.6 Tasa corta
Las tasas cortas? son las tasas forward espaciadas solo un periodo de tiempo.
La tasa corta al tiempo k de acuerdo con esto estd dada por:
re=f{t,t+k,t+k+1),
que es la tasa forward de k a k + 1.

Note que R(t,1) = f(¢t,t,t+1) = f(t,t +0,t + 0+ 1) = ro.

Como se comenté anteriormente las tasas cortas pueden ser consideradas funda-
mentales, asi como las tasas spot, ya que para un conjunto completo de tasas

4 Segun Luemberger [8].
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cortas se puede especificar totalmente una estructura de plazos. Es decir, de
acuerdo a (2.6) y (2.7) se tiene que

A+RE,THT =0 +RE 1)) A +r)(1+r)...(14+rpr_1)).
En el caso continuo

BTN T=t) — JR(t,1) r1 T2 171 , (1.9)
es decir, la estructura de plazos se puede obtener en el caso discreto como un
promedio geométrico de las tasas cortas. En el caso continuo la estructura de

plazos se puede obtener como un promedio aritmético de las tasas cortas a partir

de (2.9), es decir:
—1

1
R(t,T):—T_tZTi-

1=

Si se particiona el intervalo [¢, T'] en subintervalos de longitud AT (cuya longitud
podria ser AT = 1) se tiene

GRETNT—t) _ f(8 44+ AT)AT  f(8,4+ AT tH2A)AT f(tt+(n—1) AT t+nAt) AT
= ,

de donde

1 n—1
R(t,T) =r— > F(tt+iAT, t+ (i + 1)AT)AT
=0

1 n—1
=——— ) riarAT
T—t =

tomando el limite cuando n — oo (como AT = %, entonces AT — 0), se tiene
que
1 T
R(t,T) = T ) reds . (1.10)

Se observa que bajo composiciéon continua y al suponer que los periodos de longi-
tud AT son cercanos a cero, la estructura de plazos se puede ver como el promedio
aritmético de las tasas cortas, que en este caso de composicién continua resulta
ser la integral de las tasas cortas. Este hecho indica que la tasa corta es fun-
damental para el cédlculo de la estructura de plazos, ya que a partir de ellas se
puede generar la estructura de plazos. Por lo que en lo subsecuente se tomara
como punto de partida para determinar la estructura de plazos a la tasa corta,
a través de especificar la dindmica seguida por la tasa corta, y de esta forma se
encontrara la estructura de plazos.
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Adicionalmente, se encontrard una relacién entre el precio del bono y la tasa
forward, para ello considere

GRWD)(T—t) f(t, T.T+AT)AT _  R(t,T+AT)(T+AT~t)

)

de donde se obtiene que

R(t, T)T —t)+ f(t,T,T + AT)AT = R(t, T + AT)(T + AT —t) ,

y asi,
t, T+ AT) T +AT —t)— R(t, T)(T — ¢
FOTT 4 A7) - RET AT ) SRETT -0
AT
pero
B(t,T) — e—R(t,T)(T—t) 7
entonces
R(t, T)T —t)=—1n(B(t,T)).
Andlogamente,

R(t, T+ AT)(T + AT —t) = —In(B(t,T + AT)) ,
por lo que al sustituir lo anterior en (1.11) se tiene que

—In(B(t, T + AT)) + In(B(t,T))
AT
In(B(t, T + AT)) — In(B(t,T))
AT

F(,T.T + AT) =

Al tomar el limite cuando AT — 0 se obtiene lo que se conoce como la tasa
forward instantdnea la cual serd denotada por f(¢,T), es decir

f,T) :Al%rgof(t,T,T + AT)

— lim In(B(t, T+ AT)) — In(B(t,T))
AT—0 AT ’
dIn(B(t,T))

T

Por lo tanto la tasa forward instantdnea estd dada por la derivada del logaritmo
natural del precio de un bono cupén cero, es decir:

oln(B(t,T))

f(t>T):_ 9T

(1.12)
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La estructura de plazos es importante ya que a través de ella se pueden valuar ins-
trumentos de renta fija. Se comenté que el método Bootstrap es una herramienta
util para obtener la estructura de plazos. Sin embargo, para obtener una estruc-
tura de plazos completa se necesitarian tener bonos de cualquier vencimiento,
situacién que en la practica parece poco féacil de tener. La tasa corta especifica
totalmente la estructura de plazos es por ello que existen metodologias basadas en
el estudio de la dindmica de la tasa corta -la cual se proporciona exdégenamente-
y a partir de ésta se obtiene en la estructura de plazos, en la siguiente seccién se
tratard con estas metodologias.

1.7 Ecuacidn diferencial parcial del precio de un bono cupén
cero

El precio de un bono cupén cero bajo composicion continua esta dado por:
B(t,T) = e FEDT=1) (1.13)

donde R(t,T) es la estructura de plazos. A continuacién, se proporciona una
metodologia ampliamente conocida basada en la tasa corta la cual establece una
dindmica estocastica de la tasa corta a través del siguiente proceso de Ito:

dry = p(t,r)dt + o (t,r)dWy | (1.14)

donde dW; es un movimiento Browniano, p y o son funciones conocidas, la cual
serd una especificacién exégena. De esta forma, debido a (1.10) la estructura
depende de la tasa corta, pero la tasa corta es estocdstica, entonces debido a que
la tasa corta es estocastica y por la relacién entre la estructura de plazos y la
tasa corta establecida en (1.10) se tiene que el precio de un bono cupén cero por
(1.13) en términos de la tasa corta estd dado como sigue °:

B(t.T)=E [eff’“sds | ]—'t] . (1.15)

Enseguida, se determinard una ecuacion diferencial parcial que servird para en-
contrar el precio de un bono cupoén cero, donde la dinamica de la tasa corta estd
dada por (1.14). Para ello note que el precio de un bono es una funcién de la
estructura de plazos, y debido a la relacién existente entre la estructura de pla-
zos y la tasa corta dada por (1.10 ), el precio de un bono es una funcién de la
tasa corta, el tiempo en que estd siendo valuado y el plazo, es decir, B(r, ¢, T).
Se considerara un portafolio formado por dos bonos con vencimientos diferentes
cuyos precios estdn dados por Bi(re, t,T1) v Ba(rt, t, T2) para un vencimiento en

5 Una exposicién amplia puede ser encontrada en Duffie [2].
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T y T respectivamente. Entonces el valor de un portafolio conformado por estos
dos bonos esta dado por:
I; = w1 By + wa2B2

donde wy y wo son las cantidades del bono 1 y 2 en el portafolio respectivamente.

Entonces el cambio en el portafolio debido tnicamente a fluctuaciones propias
del mercado y no al rebalanceo del portafolio estd dado por

dIl; = w1dBy1 4+ wodBs (1.16)

donde la dindamica del precio de un bono cupén cero depende de la dindmica de
la tasa corta dada en (1.14).

Por el lema de It6 6 se tiene que

dB; = 3;:1‘ + M(Tt,t)% + %(72(”,15)5;? dt + J(rt’t)gr;th i=1,2,
si
%Bti’ +“(7’t7t)%ff + %Uz(rt,t)ag—f;’i ‘
o By b (1.17)
o; = 9B; iar(rt,t) i=1,2

Bn Bz'

Al sustituir lo anterior en (1.16):

dIl; =w;y [,uldtB1 + 0’1B1} + w2 [,ugdtBQ + UQBQ}

: (1.18)
=[wip1B1 + wapzBa] dt + [wio1B1 + waoaBa] AW,
para administrar el riesgo se eligen:
02
wyG = —-
Bi(og —01)
o1 (1.19).
Wy = ——
Ba(og — 01)
Al sustituir lo anterior en (1.18) se obtiene lo siguiente
i, = 92 7 K291 4, 7 (1.20)
09 — 01

y el valor del portafolio bajo la eleccién de w; y we proporcionados en (1.19) es:
g9 g1
B —
Bi(o2 —01) Ba(o2 — 01)
_BlBgag(Ug —o01) — B1Bao1(og — 01) _oa—0

= = 1
3132(02—0'1) 02 — 01

II; =w1B1 +w2By =

Bo

6 Para consultar sobre calculo estocdstico, en particular el lema de Itd, ver Karatzas [7].
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De esta forma, bajo la eleccién de wy y ws dados por (1.19) se tiene que el
portafolio II; = 1 es libre de riesgo, por lo que si se deposita la cantidad de 1
unidad monetaria en una cuenta bancaria -la cual es libre de riesgo- se tiene que
el portafolio II] el cual consiste en depositar 1 unidad monetaria en una cuenta
bancaria, y si el rendimiento libre de riesgo es r, entonces el cambio de la cuenta
bancaria en el tiempo dt estd dado por

dIT = rdt . (1.21)

Como el portafolio obtenido por (1.19) es libre de riesgo se tiene que (1.20) y
(1.21) deben ser iguales o de otra forma habrd oportunidades de arbitraje. Al
igualar (1.20) y (1.21) se tiene que

_ H102 — p201

02— 01

rdt = dII} = dII, dt ,
es decir
H102 — 4201 = T(U2 - Ul) )

de donde

p1—r  H2—T
o1 oy

Como los cocientes anteriores dependen de B; y este precio a su vez depende
del plazo T;, y como ambos cocientes son iguales para todo valor del plazo T; se
deduce que estos cocientes son independientes del plazo T; ya que esta igualdad
es la misma para cualquier valor de T;. Cabe mencionar que es la tnica variable
en estos cocientes. Entonces los cocientes anteriores solo dependen de r; y ¢, es
decir, son funciones de estas variables por lo que

pr—r  p2—r
o1 02

= A(ri,t) (1.22)

y a la cantidad A(ry,t) se le conoce como el premio al riesgo de mercado es-
tandarizado por la volatilidad. Por (1.17) la expresién anterior es equivalente
a

8B, OB, 228,
S u(ret) gt 5o (re,t) 55t
= L7 T o
)\(T‘t,t) - 9B; 1 , =1,
Ot EU(H, t)

Como los cocientes en (1.22) no dependen del plazo entonces en la expresion
anterior se puede omitir el subindice del bono, lo cual indica que no importa
cual bono sea, pues el premio de riesgo del mercado no depende de un bono en
particular, por lo que

2
LB tulre t) FE+50°(re,t) ZT?

/\(T't,t) == B B
%%U(Tt,t)
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La expresion anterior es equivalente a

2
%—lf Fp(re,t) g—f; +%02 (re,t) %T? —rB

)\(rt,t) = B 5
g—géa(rt,t),
y asi,
oB oB 1 , 9°B 0B
— t)— + = t)— — 7B = —0 (ry, )M (1, t
8t —‘—/J,(Tf/, )87"t + 20 (T‘t, )67"152 T (9Tta(7t’ ) (Tty )7
por lo que
OB 0B 1 5 °B
—_—+ — t) — t)A t = t)—5 —rB=0. 1.23
50 oy, ) = oL OACL ]+ 302t Gy — (1.23)
Pero

)\(Tt,t) =M —T 04,
y al suponer neutralidad al riesgo se tiene que
Hi =T,

lo que implica que
)\(Tt7 t) =0.

Al sustituir lo anterior en (1.23) se tiene que

OB OB 1, d’B
oot il 4 t)—= —rB =0, 1.24
ot T ot T 5o )arf ' (24

y como el precio de un bono al vencimiento es el valor nominal (en este caso se
hiz6 la suposicién de que el bono pagaba 1 unidad monetaria al vencimiento), se
tiene que

B(r,T)=1, (1.25)

la cual es la condicién de frontera a la ecuacién diferencial (1.24). De esta forma la
ecuacién diferencial parcial representada por (1.24) fue obtenida bajo argumentos
de equilibrio general contemplando el comportamiento de los agentes, por lo
que bajo una dinamica exégena dada por (1.14) de la tasa corta cualquier bono
cupén cero debe satisfacer la ecuacién diferencial parcial obtenida en (1.24) cuya
condicién de frontera estd dada por (1.25). Una vez obtenido el precio del bono
se puede obtener la estructura de plazos a partir de la relacién dada por (1.10).
En los subsecuentes capitulos se presentaran modelos especificos para la dindmica
de la tasa corta dada por (1.14) con el fin de obtener el precio del bono y de esta
forma la estructura de plazos para una dindmica de la tasa corta especifica.
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CAPITULO 2

MODELOS DE EQUILIBRIO
(MODELOS DE ARBITRAJE)

2.1 Modelo de Merton

Se presenta un modelo bésico sobre el comportamiento de la tasa spot. A
través de este modelo se obtiene el precio de un bono a un plazo dado, como
solucion de la ecuacion diferencial parcial parabdlica de segundo orden dada por
(1.24). Una vez obtenido el precio del bono se calculard la estructura de plazos
-curva de rendimientos-.

El modelo de Merton [11] es uno de los modelos llamados de equilibrio general
debido al uso de condiciones de arbitraje en la determinacién de la ecuacién
diferencial que conduce a calcular el precio del bono 7.

La dindmica del modelo presenta tanto una tendencia como volatilidad de la tasa
spot constante.

La dindmica de la tasa spot del modelo de Merton tiene la siguiente forma
d7‘t == bdt + O'th B th ~ N (0, dt) , (211)

donde b, ¢ > 0 son constantes conocidas, y r; es la tasa spot. Note que debido a
que dW; es un movimiento Browniano, entonces se sigue que

dre ~ N (bdt, o*dt) .

2.1.1 Enfoque de ecuaciones diferenciales

De acuerdo (1.26) la ecuacién diferencial para un bono cupén cero con valor
nominal de una unidad monetaria, cuya dinamica de la tasa spot estd dada por
(2.1.1) es

B 9B, 10°B ,
— +—b+= - B =0, 2.1.2
ot T TaeEl T (2.12)

7 En su articulo ”Theory of rational option pricing”, en la nota 45 propuso un modelo para

explicar la dindamica de la tasa corta.
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cuya solucion final esta dada por

B(T, T)=1.
Debido a que la ecuacién diferencial parcial parabdlica anterior no presenta

derivadas parciales cruzadas entonces se propone como un posible candidato para
ser solucién a una ecuacién de la forma

B(t,T) = AGT)—r D T)

Pero como la condicién final de la ecuacion diferencial establece que B(T,T) = 1,
para satisfacer dicha condicién se tendra que:

A(T,T) =D(T,T) =0 .

por lo que

0B 0A oD
- = B —_— —ry—
ot ot ot
OB

— —=_-BD

87't

9°B )

— =BD

ory

Al sustituir lo anterior en (2.1.2)

B 04 oD BDb+1BD2 2 B=0
— _T - - - —"' =
ot ot g T ’

DA oD 1 5

== —Db+=-D*% -1, =0

ot Vot TPt =0

se obtiene que

DA 1 5, oD
— — Db+ =D )| —|—+1|r;=0.
( ot 2 ) ( ot ) ‘
La expresion anterior es valida para cualquier valor de la tasa spot r, por lo que
para que la ecuacién anterior sea cierta se impondra que

—+1=0, 2.1.3
ot (2.1.3)

0A 1 55
— —Db+-=D =0 2.14
ot + 277 ’ ( )
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De esta forma el problema original que consistia en resolver una ecuacién dife-
rencial parabdlica se reduce en resolver un sistema de 2 ecuaciones diferenciales
de primer orden lineales en t. Al resolver (2.1.3) se tiene que

oD
at
dD = —dt,
entonces
D(t,T) ¢
/ du = —/ du
D(T,T) T
=—(t-T)"
=T —1
pero D(T,T) =0, por lo que
D(t,T)
T—t= du
JO ’
=D(t,T)
y asi, se obtiene que
D#,T)=T—t. (2.1.5)
Al sustituir (2.1.5) en (2.1.4) se tiene que
A 1
94 _ py— Lp2,2
ot 2

por lo que

A(t,T) t 1
/ du = / [(T —u)b— =(T — u)202] du ,
A(T.T) T 2

de donde se obtiene que

A(t,T) — A(T, T) :/

T
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pero A(T,T) =10 |,

A(t,T) = b/t(T —u)du — 302 /t(T — u)?du

T JT

Spesf e

= %b (T —t)— (T —T)%] + %02 (T —t)* — (T —T)?]

por lo que

A(t,T) = —%(T P éUQ(T — 1), (2.1.6)

y asi, el precio del bono estd dado por:

B(t,T) = e~ 2(T=07 450" (T=0)°—r(T~1) (2.1.7)

2.1.2 Enfoque Probabilista

A continuacion se calculara el precio de un bono cupén cero con valor nominal
de una unidad monetaria, bajo un enfoque probabilista el cual estd basado en
calcular el siguiente valor esperado:

T
B(t,T) =E |:e_ft rsds | .7:,{| s
donde g es la tasa corta, y F; es la informacién al tiempo ¢.

El precio del bono puede ser calculado a través de la ecuacién anterior ya que la
estructura de plazos puede ser definida como el promedio de la tasa spot en el
intervalo de tiempo [t, 7], es decir si R(¢,T) es la tasa de interés en ¢ a un plazo
T entonces:
1 T
R(t,T)= —— reds ,
y asi

B(t,T)=E [e*R“vT)(T*t) | Ft}

_E |:e_[ﬁ ftT l,-sds} (T—t) | ft:| 5
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lo cual es equivalente a
T
B(t,T)=E l:e_ft rads | }'t]

Debido a que el calculo del precio del bono bajo este enfoque requiere calcular un
valor esperado, en el cual interviene la tasa spot, se determinara la distribucion
de probabilidad de la tasa spot, y debido a que la dindmica de la tasa corta esta
dada por

d?“t = bdt + O'th s

¢ ¢ t
/ dr, = / bdu—i—a/ dw,, ,
Jo Jo Jo

re—ro=0b(t—0)+c(Wy—W,),

se tiene que

de donde

y asi, se obtiene que

re=ro+bt+oWy, Wy~ N(0,t) . (2.1.9)

De la igualdad anterior se obtiene que r; | rg tiene una distribucién normal, se
calculard su media y varianza para conocer la distribucién completa de ry | 7.
La esperanza y varianza condicional de (2.1.9) estdn dadas por:

Elre | ro] =ro+ bt

Var [ry | 7o) =0t

por lo que

re | ro ~ N (ro + bt,a2t) .

Lo anterior fue para determinar la distribucién de probabilidad de r; | rg. De la
misma forma se puede calcular la distribucién de rg | r¢, con s > ¢, es decir,

drs = bds + cdWy
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si s > t se tiene que
S S S
/ d’ru:/ bdu—l—a/ dw, ,
t t t

rsfrt:b(sft)—ﬁ—a(stWt),

de donde

y asi, si s > t se obtiene que
rs=rt+b(s—t)+o(Ws—=Wy), We—Wyi~N(0,s—1t) . (2.1.10)
Por lo tanto

Elrs | re) =ri +b(s —t) ‘

2.1.11
Var [rs | 7] =02(s — t) ( )

Entonces por (2.1.10) se tiene que ry | ry tiene una distribucién normal con
parametros dados por (2.1.11), es decir

rs | e~ N (re +b(s — t),0%(s — t)) s>t. (2.1.12)

Sea
T
I(LT)Z/ reds |
t

entonces por (2.1.10) se sigue que I(t,T) tiene una distribucién normal.

Por otro lado, si X es una variable aleatoria normal con media ;1 y varianza
o2, entonces su funcién generadora de momentos esta dada por

Mx(t) = E [¢X] = o BXI+5ValX] vy e R (2.1.13)

Es importante hacer notar, que debido a que I (¢, T') tiene una distribucién normal
y como el precio del bono bajo este enfoque esta dado por

B(t,T)=E {e*I(t’T) | ft] :
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se tiene que el precio del bono es la funcién generadora de momentos de la variable
aleatoria I(t,T) valuada en t = —1, es decir

B(t,T) = Mrqry(—1) .

Debido a que I(¢,T) se distribuye normal, al sustituir (2.1.13) en la expresién
anterior se tiene que el precio del bono en términos de la funcién generadora de
momentos de I(¢,T) queda determinado por

B(t,T) = e BU(tT)+4Var[I(t,T)] (2.1.14)

De lo anterior se concluye que para determinar el precio del bono tinicamente es
necesario calcular la esperanza y varianza de I(¢,7'), por lo que

E[I(t.T) | ] =E / s | 4

=E /T [re+b(s —t) +a(Ws— W) ds | ft]

- ./tT(s ~#)ds | ft]

/T(Ws — Wy)ds | ]-'t] ’

+ bE

T
=E / reds | Fy
Jt

+ocE

:/tT

+U/TE[(WS—Wt) |ft]d5

t
T
wds + b/ (s —t)ds
t

b T
:7't(T—t)+§(T—t)2+0'/ E[(Ws—Wt)lj:t}dé
t
pero como W, — Wy se distribuye N (0, s — t), entonces

E[I(t,T) | Fi] :rt(T—t)—l-g(T —t)2+a/T0ds ,
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por lo tanto

E[I@,T)| Fe] =r(T —t)+ %(T —1)%. (2.1.15)

Al calcular la varianza se obtiene que

s
Var [I(¢,T) | F¢] = Var / rsds | .7-}]
Jt

= Var /T [re+b(s—t) +o(Ws — Wy)]ds | -7:t‘|

= Var /.T [re 4+ b(s — t)]ds | Ft]

+ o2Var

/t.T(WS — Wy)ds | ]—"t]

T
= UQVar / (Ws — Wt)dé | ‘7:,5‘|
t

: T T
= UQVar / Wbdé — / Wtdé | ft]
t t

[ rT
= UQVaI / Wsds — Wt(T — t) | ft]
Jt

Por otro lado al integrar por partes a jtT Wsds, con
u=Ws y dv=1 lo que implica que du =dWs v =3

se tiene que

T T
/ Weds = Wgs | tT—/ sdW
t t

T
=WgrT — Wit — / sdW
t

I
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por lo que
T
Var [I(¢,T) | Fi] = o?Var / Weds — Wi(T — t) | ft]
t

T
= UZVaI‘ WTT — th — / SdWS - Wt(T - t) | .7:;|
Jt

T
= o2Var |WpT — W, T — / sdWy | ft]
Jt

T
= o%Var |T(Wp — Wy) —/ sdW | ft]
t

] T
/ SdWS ‘ ft
t

. d
T(Wr — Wt),/ sdWs | Fy }
t

] T
/ 5dW;|]‘—f
t

T -
(WT — Wt),/ édWé | ft }
t

)

= g2{Var [T(Wr —Wy) | Fi] + Var

— 2Cov

= gQ{TQVar [(Wr — W) | Fi] + Var

— 2T Cov

pero

T
WTth:/ dw, |
Jt

por lo que al sustituir la ecuacién anterior en la varianza de I(¢t,T), se obtiene

que
T
/ SdWS ‘ ft
t

T T
/ dWS, / édWS | .7'—15
t t

COVVtT dws,/ I )dW]z/tTg
[ o = [ o

Var [I(t,T) | Fi JZ{TZVar [(Wr — Wy) | Fi] + Var

)

— 2T Cov

y como

Var
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por lo que
T T
Var [I(t,T) | Fi] = 02 T*Var (W — Wy) | Fi] +/ s2ds — 2T/ sds p
t t

pero Wy — W, ~ N (0,T — t), entonces se tiene que

1
T3 —tT? + g(TS — %) — (T3 - th)}

3

2{3T3 — 372 4+ T3 — 3 — 373 +3Tt2}

T3 — 372 + 3742 — ¢3 }
3

por lo tanto:

Var [I(t,T) | F] = %2(T — )3, (2.1.16)

Al sustituir (2.1.15) y (2.1.16) en (2.1.14) el precio del bono queda determinado
por

B(t,T) = efE[I(t,T)]Jr%Var[I(t,T)]

2 )

— Tt (T—t)—8(T—t)>+1 &= (T-¢)®

por lo tanto el precio del bono es

B(t,T) = e 8T +50°(T—1)’~re(T—t)

el cual es el mismo que fue obtenido bajo el enfoque de ecuaciones diferenciales.
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2.1.3 Curva de rendimientos (Estructura de Plazos)

Enseguida, se determinard la curva de rendimientos, también llamada es-
tructura de plazos de la tasa de interés, a partir del precio de un bono cupén
cero, que en este caso es el precio de un bono cupén cero bajo la dindmica de la
tasa corta del modelo de Merton.

Para calcular la estructura de plazos se supondrd que R(¢,T) es la tasa de interés
de t a T, por lo que el precio de un bono cupén cero esta dado por

B(t, T) — e—R(t,T)(T—t) 7

por lo que
_n [B(t,T)]
T—t
n [eA(t,T)frtD(t,T)]

= — ’

Tt
1 D(t,T) — A(t,T)
N T —t

R(t,T) =

pero por (2.1.5) y (2.1.6) se tiene que

r(T —t) + 2T — )2 — Lo2(T —1)3
R(t,T) = 2 - 6 :

y asi

R(t,T):rtJrg(T—t)—éa?(T—t)Q. (2.1.17)

Note que la estructura de plazos en el modelo de Merton -la cual estd dada
por (2.1.17)- es una funcién cuadrética en el plazo T', por lo que es una funcién
creciente en algtn intervalo de T y decreciente para el complemento del intervalo.
Para conocer las propiedades de R(t, T') se calculardn sus puntos criticos, asi como
se verd la concavidad de R(t,T):

OR

b1,
= — — g% (T —t) =
o7 —2 3° (T-9=0,
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de donde se obtiene que la estructura de plazos tiene un punto critico en

7oy 30

o 252"
9*R 1,
= 6220
oT? 37 ’

por lo que R(¢,T) es céncava y alcanza su maximo en T*.

El analisis anterior muestra que la estructura de plazos es creciente hasta T*,
vy después decrece, por lo que puede llegar a tomar valores negativos lo cual se
puede observar en la dindmica de la tasa corta, ya que dry ~ N [bdt, odt] .

De lo anterior se puede concluir que el principal inconveniente de este modelo
es que la estructura de plazos puede llegar a tomar valores negativos, ademas
el suponer que la tendencia de la tasa corta es constante no se observa en la
practica. Se observa que la tasa corta presenta reversiéon a la media hacia un
valor constante de largo plazo, es por ello que se presentara el siguiente modelo
-Modelo de Vasicek- que contempla el hecho de la reversion a la media de la tasa
corta.

2.2 Modelo de Vasicek

En la practica se observa que las tasas de interés no crecen indefinidamente,
sino que se observa que presentan reversién de la media a un valor constante,
lo cual es una propiedad deseable en el andlisis de la dindmica de las tasas de
interés.

Es por ello que se presenta un modelo donde la dindmica de la tasa corta presenta
reversién a la media, este modelo es conocido como el modelo de Vasicek [15].
Cabe destacar que este modelo es muy ttil debido a sus propiedades para valuar
productos derivados de tasas de interés. El modelo de Vasicek tiene la siguiente
forma

dry = a(b—ry)dt + odWy , (2.2.1)

donde: a,by o > 0son cantidades constantes conocidas, y dW; es un movimiento
Browniano estandar.

2.2.1 Enfoque de ecuaciones diferenciales

En esta secciéon bajo el supuesto de que la tasa corta sigue la dindmica
descrita en (2.2.1), se calculard el precio de un bono cupén cero mediante el
enfoque de ecuaciones diferenciales, el cual consiste en obtener el precio del bono
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a través de la ecuacién diferencial (1.24) obtenida en el capitulo 1. Por lo que
la ecuacién diferencial que debe cumplir el precio de un bono cupén cero cuya
dindmica de la tasa corta estd dada por (2.2.1) es:

oB OB 19°B ,

A A B =0, 2.2.2
or TG o T (222)

con condicion final:
B(T,T)=1.

De lo anterior se puede notar que la ecuacion diferencial parabdlica anterior no
presenta derivadas parciales cruzadas -como en el modelo de Merton-, por lo que
se propone como solucién a una ecuacién de la forma:

B(t,T) = eAGT)—re DET)

y como la solucién final establece que B(T,T) = 1, entonces se tiene que

A(T,T)=D(T, T)=0. (2.2.3)
Por lo que
OB 0A oD
— =B |— —r—
ot ot ot
OB
— —_BD ,
87’t
9°B )
or;
al sustituir las derivadas anteriores en la ecuacion diferencial se tiene que
0A oD 1
B |:E - rtﬁ] - BDa(b - Tt) + §BD2O'2 — TtB =0 5
y asi,
0A oD 1
E—’f’tm—Da(b—Tt)+§D2U2—T‘t:07

de donde se obtiene:

0A 1 4 0D
=D abD | - (= —-aD+1)=0.
(8t+QU ab ) Tt(at a +> 0

Debido a que la expresion anterior es vélida para todo valor de la tasa corta,
entonces se impondran las siguientes condiciones:

0A 1 5 4

— + —0°D” —abD =0

8t+QU a
oD ’
— —aD+1=0
ot
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y asi, de las expresiones anteriores se sigue que

9A 1,
2 22D 4 abD 224
ot 50 DT Aabl, (2.24)

— =aD 1. 2.2.5
57 = (2.2.5)

De esta forma se ha transformado el problema original que consistia en resolver

una ecuacion diferencial parabdlica, en resolver un sistema de ecuaciones lineales
en t. Por lo que al resolver (2.2.5) se tiene que

t
D(t,T) =D(T,T)ea<t—T>—ea<*—T>/ e s
T

pero como D(T,T) = 0, entonces
t
D(t,T) = —e®t=T) / e
Jr

t
— _ea(th)eaT/ e~ ds

T

t

— _em‘ |:_l€—a€:|
a T s
_ 1 at —as]t
—a° [e }T
_ 1 at —at —aT
= L ]
— 1 |:1 _ efaT+at):|
a

y de este modo se llega a que

1— efa(Tft)
D#,T)= —— . (2.2.6)
a
Al sustituir la expresién anterior en (2.2.4) se tiene que
2

DA 1 ,[1—e o=t 1 — e o(T=t)
— =0’ | —————| +ab|— ;
ot 2 a a

por lo que

A(t,T) t 2
/ du = / b (1 - e_“(T_S)> _ 1o (1 - e_“(T_s))2 ds
JAT,T) JT 2a? 7
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pero A(T,T) = 0, entonces

[ [ e

y asi, se obtiene

A(L.T) = _/T t [b (1—emr=a) ~ 12 (1 e—a<T—s>)2] s

t t 1 2 t 2
=b / ds —b / eo(T=8)qq _ 50—2 (1 — e_“(T_S)> ds

JT JT a” Jr
1 bo1e? ft

=b(t—T)—1b —emaT-9)| 27 {1 — 2~ T—s) 4 eiQa(T*s)} ds
a r 24 Jp

— bt —T) - b [efa(Tft) B 67a(T7T)}
a

1 2 1 t 1 t
- _0_2 (t - T) _9 |:_e—a(T—s):| + = [e—2a(T—s)}
2a a T 2a T

i .
=b(t—T)— — [e*“(T*“ -1
a

102 2 _ 1
_ 2% _y 2| —a(m—t) _ } 1 { —2a(T—t) _ }
2a2{(t T) a{e 1 +2a e 1}

l_efa(Tft)'
:b(t—T)+b{7
a -
102 1 —e~a(T—t) 17,
2 ) e LA ,Q(T,t)_}
2a2{(t T)+2{ - ]+2a[e 1}.

Al sustituir (2.2.6) se tiene que
1o? L[ —oa(r—t)
A, T)=b(t—T)+bD — -— (t—T)+2D+—[e ' ’71}
2 a? 2a

’

102 o? 1621
—b(t—T bD———t—T——D————[_Za(T_t)—l}
( )+ 2a2( ) a? 4a?q c

completando el cuadrado

102 o2
A, T)=@t—-T)|b— -—| +bD — =D
2 a2

a2
_lfl[l_ew<ﬁt>r+l"_2 Lot
4a2a 2 a2 a
102 o2
=(t=T) |b= 55| +bD ~ —D

4 a

102 [1—e=®T=07% 1421 =a(T—)
2 a?

a a
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Al sustituir (2.2.6) lo anterior es equivalente a:

AT = (- 1T) b LT p UD Lo% o +10D
’ - | 2 a2 4 a 2 a2
[ 10'2_ o2 102 o2
=({t—T)|b—= bD——D ~—D - —D?
( )_ 2a * +2 4a
1 1 2p2
= (t—T) b——U—Q +bD——U—D—U
| 2 a* | 2 a2 4qa
[ 162] 1 2p2 ’
=¢-1)|b—=Z|+D bf—" .
L 2a2_ 2 a? 4a
-1+l [p- 15| -2
a 2 a2 4a
—[(t T)+D] a?b 102 a2D?
o a? 2 a? 4a

por lo tanto:

1

1 2p2
A(t7T)a—2[D—T+t}{2b—§a2]—U .

4a

(2.2.7).

Al sustituir (2.2.6) y (2.2.7) en

B(t.T) — eA(t,T)fr,D(t,T) ,
el precio del bono estd dado por

B(t,T) = ez D@D -T+[a 2102 - 22D p(1,T)

)

con

1— efa(Tft)

D(t,T) =
2.2.2 Enfoque Probabilista

A continuacién, se presenta un enfoque alternativo al de ecuaciones diferen-
ciales para calcular el precio de un bono cupén cero, el cual consiste en obtener
el siguiente valor esperado

B(t,T)=E {eﬂ rads ) ft] ,
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con r es la tasa corta, y F; es la informacién al tiempo ¢. La dindmica de la tasa
corta estd dada por
dry = a(b — ry)dt + odWy .

Antes de calcular el precio del bono se obtendrd la distribucién de probabilidad
de la tasa corta, para después usarla en el cialculo del precio. Para ello considere
el proceso Xy, el cual esta dado por

Xt =Tt — b 5
lo cual lleva a

Tt :Xt+b 5 (228)
entonces

dXt = th s
y asi,

dXt == drt == a(b - Tt)dt + O’th .

Utilizando (2.2.8) se tiene que

dXt :a(b—Xt—b)dt+ath = —aXtdt+O'th . (229)

Se puede notar que el modelo de Vasicek se reescribié como un proceso del tipo
Ornstein-Uhlenbeck mediante la transformaciéon X; =r; — b .

Sea Y; un proceso definido por
Yy = Xpe® | (2.2.10)

por lo que
dYt == eatht -+ aeatXtdt .

Al sustituir (2.2.9) en la expresién anterior se tiene que
dy; = ™ [—aXdt + odW] + ae®X,dt = e*odW, .

Si s > t, se tiene que

S »S
Y, -V, :/ dv, :/ ce®dw, |
t t
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de donde

S
Y, :Yt+o/ edwW,, ,
t

es decir, Yy depende de jts e dW,, . Al sustituir (2.2.10) en la expresién anterior
se tiene que

S
X% =X+ o / edw,, ,
t

de lo anterior se obtiene que
S
Xo=e %X + e_“sa/ edw,, .
t
Y al sustituir (2.2.8) en la expresién anterior se tiene que
S
rs—b=e¢ " [r, —b] e 4 7%y / edw,, ,
Jt

de donde

S
rs =b+ [ry — b e~ 4 eiasa/ edw,, ,
t

es decir
S
re =re 70 4 [1 — eia(s*t)] + eiasa/ edw,, . (2.2.11)
t

Como dW, ~ N[0,du], entonces ry se distribuye normal, y para calcular los
parametros de la distribucién de probabilidad de 7, enseguida se calcula el valor
esperado y varianza de rg.

E[rs | t]=E {rtea(‘qt) +b [1 — eia(s*t)] + eiasa/ e?dW,, | ]—'t}
t

_ Tte—a(s—t) +b |:1 _ e—a(s—t)] +e—aso_ / R [qu | ft] ,
Jt

_ Ttefa(sft) +b [1 _ efa(sft)]
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por lo tanto

Elrg | Fe] = ree 70 +p {1 - e*“(sfﬂ : (2.2.12)

Note que si s — o0, entonces
E [rs | ft] — b .

Al calcular la varianza

Var [rs | Fi] = Var {rte_a(s_t) +b [1 — e_a(s_t)] + 6_“80/ e“dw, | ft]
t
= Var {e“sa/ edw, | -7:1‘} )
t

= o2e72%Var |:/ e*dW,, | ft]
t

pero

por lo que
Var[r, | Fi] = o2e 2 Var [/ e*dWy, | ft:|
t

]
— 0_2672as / e2audu
t

S

_ 1
— 0’26 2as _62au ,
2a ¢

0_2672asi [62(18 _ eQat]

2a
7 21 _ 6720,8620,1‘,
B 2a
por lo tanto
) 1— 672&(87f)

Var[rs | Ft] =o (2.2.13)

2a
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Por lo que

rs | Fe ~ N (Ers | F], Var[rs | Fi])

donde E[rs | Ft] y Var|rs | Fy] estdn dadas por (2.2.12) y (2.2.13) respectiva-
mente.

Sea
T
I(t,T) :/ rsds ,
t

con 7, definida en (2.2.11). Debido a que
rs | Fo ~ N(Efrs [ Fi], Var[rs | Fi])

entonces

ItT) | Fe ~N(E[I,T)| Ft),Var[I(t,T) | Ft]) .

Recordando que la funcién generadora de momentos de una variable aleatoria X
que se distribuye normal estd dada por

Mx(t)=E [etX] _ 6tE[X]+§Var[X] VieR,

se tiene que el precio del bono cupén cero esta dado por la funcién generadora
de momentos de I(¢,7T) valuada en t = —1, es decir

B(t,T) = Mrqry(—1),
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pero como I(¢,T) se distribuye normal, entonces se tiene que el precio del bono
en términos de la funcién generadora de momentos de I(¢,T) queda determinado
por

B(t,T) — e—E[I(t,T) | Fel+3Var[I(t,T) | Fi] 7 (2214)

es decir, de la expresion anterior se concluye que para calcular el precio del bono
solo basta calcular E[I(¢,T) | ] y Var[I(¢,T) | F], por lo que

E[](t7T)|ft]El/TT5d8|ft‘|

T
=K / {rtefa(sft) +b {1 — eia(s*t)}
t

+ e_“'sor/ eauqu] ds | ft]
Jt

T T T
:/ rte_a(s_t)derb/ ds —b/ e~ (57t g
t t t
T s
+ eiasa/ / e™E [dW,, | Fi]ds
t Jt
1

T b T
=" [e*“(““] +0(T —t) + — [e*“(““] +0
t

a a t
_ . [e—a(T—t) _ e—a(t—f/)} +b(T —t)
a
n b [e—a(T—t) _ e—a(t—t)}
a
_ |:€—a(T—t) _ 1:| 4 b(T _ t) + 2 |:e—a(T—t) _ 1:|
w a

= (T —t) + 1t {w} o {w}
= b(T ) + [re — 0] [ﬂ]

a

Por lo tanto:

(2.2.15)

a

_ efa(Tft)
E[I(t7T) | ft] :b(T—t)+[7.t_b] |:(1—):| .
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T

/ rsds | ft]
t

/T [”e_a(s—t) 1 {1 _ e—a(s—t)]
t

+ 67“50/ ea“dwu} ds | .7-7}
t

Al calcular la varianza:

Var [I(¢,T) | F¢] = Var

= Var

T s
= Var / |:e_aso/ e“"dwu} ds | -7:t‘|
t t
T s
= ¢2Var / {/ ease“udwu] ds | Fy
t t
= o2Var

T "S
/ { / ea<5“>dwu} ds | Fy
t t

Sea

por lo que

Var [I(t,T) | Fi] = o*Var [T u(s)ds | ]—'t]

- UtT Mse“““)E[qu | ]—"t]] ds | ]—"tr

AW, ~ N[0, du] ,

pero,
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por lo que:

Var [[(t,T) | Fi] = o |E </Tu(s)ds> | Fi —</T0ds|}}>

e ( [ Tu<s>ds> ( [ Tu(5>ds> | ]—'t]
[ [ oo 3

L “M#

:2“/t (/ B fu(s)u <k>|ft]dk)ds

Debido a que la region de integracion es un cuadrado comprendido en los ejes s
v k, lo que nos permite dividir la regiéon en 2 partes. Se trabajara con la regién
que se encuentra por debajo de la recta k = s, la cual estd representada por la
desigualdad k < s, por lo que:

2 2

=¢’E

Eu(s)u(k) | Ft]=E

s k
/ emasmqw, [ e kg, | ft]
t

s k
e_as/ ea“’que_“k/ e*dWy, | ft] ,
Jt Jt
s k
/ eaudwu/ eauqu | j:t
Jt Jt

=E

_ e—a(s-i—k‘)E

pero debido a que

VH(W/ dwm]/H G (s)ds

k
E[u(s)u(k) | Fe] = efa(SJrk)/ e dy
t

2ak 2at
_ —a(s+h) [i]

se llega a

7aseak _ €2atefasefak

2a '

e
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por lo que

T s —as,ak _ _2at_—as, —ak
Var [I(t,T) | F] :QUQ/ </ R — dk:) ds
t t

2a

T e—as S S
= 202/ [ 5 / e dk — 62'“567“8/ eakdk:} ds
t a Ji t

T — —
— ZLQ/ |:eas (eas — eat) + €2atefas (6 e at):l ds
t

a a a
2 T —a(s— — —_
_ 0__/ |:1 _ e—als—t) | 20t —as (e=% — ¢ at):| &
a Ji a a
2 T
— _2/ |:1 _ efa(sft) + e2at€72as _ efasefat:| ds
a” Jt

o (@) ()t

_ . i
(T —t) + - {e—a(T—t) B 1} L2t 2 [6—2aT B e—2at]
a

2 | . 5
_i_leat(efaT at):l
a
9
=2 |(T-t)+ L [e*“”*” 1] i(e*%(T*f) —1)
a® | a 2a
1
+—(€7a(T7t) 1):|
a
2
_ {(T 42 [emer-0 _1] L (om2ar—t _ 1)]
a a 2a
2 1— —a(T—t) 1
-7 |:(T — 1) —2 <6—> _ _(e*QG(T*t) — 1)}
a a 2a

Por lo tanto:

Var[[(6.7) | 7] = & [(T 42 <—1 - e_:(T_t)> (eI 1)] .
(2.2.16)

Q
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Si:
1— /—a(T—t)
D(t,T) = — ,
y por (2.2.15) y (2.2.16), se tiene que:
1
~E[I(t,T) | F] + §Var [I(¢,T) | Fi]
1— —a(T—t)
=— {b(T—t)—i—[rt—b] [e—”
a
1o? 1— e oT=1) 1
2 r_p o = )~ (g2a(Tt) g
+ 2 a2 |:( ) ( a ) Za(e )
102 1, our—
=—b(T =)= (rn=b)D+ 5~ [(T—t)—zD—%(e 2a(T t>—1)]
102 o? 1021 9
=—b(T—t)—rD+bD+=-—(T —t) — =D — ~—= *a(T*U—l]
( ) =D+ +2a2( ) a? 4a2a[€
102 o2
=(T' 1) |[=b+ 5|+ D b= —| D
2
X T sty g —a(T—t) o _q _q 4 ge—a(T-D)
4a2a
[ 102] [ o2
=(T —t) _—b+§a—2_ +D _b—a—z_ —rD
121 1021
Lot L o —a(m-t) —2a(T—t)}____[_ —a(T—t)}
4 a a2 [1 2e te 4a2a 242
r 10,2' 2
=(T —t) _—b+§a2_ +D _b—;_ — D
1’1 {1*6_“%”}2*10_22 L—e®®
4 a a? 4 g2 a
=(T — 1) PRl I PRl IS i COE
N 2 a? a? " 4 a 2 a?
—(t—T) 102 w0 b 02+102 102D2 D
N 2 a2 a? 24?2 4 a "
=(t—1) (b Lo op [y L] ol
N 2 a2 2 a? 4 a !
—(t—T+D) (b LN 1ot g
N 2 a2 4 a !
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Por lo que el precio del bono esta dado por:

B(t, T) = efE[I(th) | Fel+3Var[I(t,T) | F¢]

[Z(D+t-T)(a2b-10%) -4 22 D*—rD]

el cual coincide plenamente con el precio calculado bajo el enfoque de ecuaciones
diferenciales.

2.2.3 Curva de rendimientos (Estructura de Plazos)

Se determinara la curva de rendimientos, tambien llamada estructura de
plazos de la tasa de interés, a partir del precio de un bono cupén cero, que en
este caso es el precio de un bono cupén cero bajo la dindmica de la tasa corta del
modelo de Vasicek.

Para calcular la estructura de plazos se supondra que R(¢,T) es la tasa de interés
de t a T, por lo que el precio de un bono cupoén cero esta dado por

B(t,T) — efR(LT)(Tft) 7

por lo que

R(t,T) = ———

In I:eA(t’T)_"'tD(t,T)]

- I

T—t
D, T) — A(t,T)
B T —t

pero por (2.2.6) y (2.2.7) se tiene que

{_e—a(T—t)

1 2 12 2p?
RO = v DT Ao 0] e
T —1t T —1t

con

D(t,T)
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2.3 Modelo de Cox-Ingersoll-Ross (CIR)

El modelo de Vasicek es muy til por sus propiedades. Sin embargo puede
generar tasas de interés negativas para algunos valores de los parametros debido
a que en este modelo se supone una distribucién de probabilidad normal. Es por
ello que una alternativa al modelo de Vasicek es el modelo Cox-Ingersoll-Ross
[1]. En este modelo la tasa corta evoluciona de acuerdo a la siguiente ecuacién
diferencial estocéstica

dry = a(b—ry)dt + U\/;tth ,

donde a,b y ¢ > 0 son constantes conocidas y dW; es un movimiento Browniano
estandar.

La ecuaciéon anterior implica que la tasa corta tiene una distribucién chi-cuadrada
no central, lo cual implica que la tasa corta no puede tomar valores negativos,
situacién que corrige el problema de los modelos de Merton y Vasicek.

2.3.1 Enfoque de Ecuaciones Diferenciales

Enseguida, se calculara el precio de un bono cupén cero bajo el supuesto de
que la tasa corta sigue la dindmica propuesta por CIR, por lo que el precio de
este bono debe satisfacer la siguiente ecuacién diferencial dada por (1.24)

OB 0B 10°B
— t+alb—ry)—

— 12
i ~mB =0,
ot 5, T3 VT o

con
B(T,T)=1.

Debido a que la ecuacién diferencial parabdlica anterior no presenta derivadas
parciales cruzadas se propone como candidato a solucién a

B(t,T) = eAGT)—re D)

y como la condicién final establece que B(T,T) = 1, entonces para respetar dicha
condicién se impondrdn las siguientes condiciones finales para A(t,T)y D(t,T)

A(T,T)=D(T,T) =0 .
Al calcular las derivadas se obtiene que

OB {8,4 8D}
B

e = =
ot ot ot
0B
— = —BD ,
87't

9°B 0

=BD

2
ory
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al sustituir en la ecuacion diferencial las expresiones anteriores se tiene que

0A oD 1
{_87& — o } — BDa(b— 1) + §BD202rt - 1B =0,
y asi,
0A oD 1 5 9
E _Ttg_abD +a7'tD—|—§D g Tt —Tg :O7

de donde se obtiene:

0A oD 1 5 5
LD )~ (2= —aD - =e2D?+1) =0.
<8t a ) Tt(@t a 20 +> 0

La expresion anterior es valida para todo valor de la tasa corta, por lo que para
mantener la igualdad se impondrédn las siguientes condiciones

0A

— —abD =0, 2.3.1

57 " ¢ (2.3.1)
oD 1 5 5
— —aD —-0“D"+1=0. 2.3.2
57 ° 57 + 0 (2.3.2)

De esta forma el problema original de resolver una ecuacién diferencial parabdlica
se ha reducido a resolver un sistema de euaciones lineales en ¢, por lo que al
resolver (2.3.2), se obtiene que

D 1
aa—t:aD+§U2D2—1
B a2 2 9 2
B o2 D? 4 2aD 2
2 o2 o2

Note que el término entre paréntesis de la tiltima igualdad de la expresién anterior
puede expresarse como un producto de binomios, es decir

2a 2
D2+U—D - = (D —21)(D + z3)
= D2+D1:2 —Dxqy —x129 °

= D2 +D(I2 — Il) —x1T2
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por lo que esta igualdad se debe mantener término a término, lo que origina que

2
T1To = 5 > (234)
g
2
To — T = —Z , (2.3.5)
g
por lo que de (2.3.5) se obtiene que
2
o =31+ . (2.3.6)
g

Al sustituir la expresién anterior en (2.3.4) se tiene que

2 2a 5  2a
S =Tz =21 |T1+ 5| =r1+ 51,
g o o

por lo que
2a 2

2
x1+—21:1——=(),
o o

de donde la solucion a este polinomio esta dada por

xr1 = 2
- 2
—i—“i %(a2+202)
N 2
B —igi%\/QQ-l-Qaz
B 2
B 2 | —a £ Va2 + 202
T o2 2
por lo tanto
—a + /2 2 2
gy = SEVE T (23.7)

g

y al sustituir (2.3.7) en (2.3.6) se tiene que z2 estd dada por

2a n —a + Va2 + 202
2 b

g g
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por lo que
a+ Va2 + 202

5 (2.3.8)

ro =
g

De acuerdo a (2.3.7) y (2.3.8) se observa que existen 4 posibles soluciones las

Cuales son:
_—

7"['2

2 = 5
o o
2) —a — Va2 4+ 202 @) a+ Va2 4+ 202
Ty = o2 v Ta o = 2
(3) —a + Va2 4+ 202 3 a—V a2+ 202 .
LT T e ot T
LW e Va2 + 202 L@ ez Va2 + 202
I R A=
o o

Al sustituir estas posibles soluciones en (2.3.4) y (2.3.5) las tinicas que satisfacen

(1 (0,0

estas ecuaciones son x ,xgl) vy . Ademis, se puede notar de (2.3.4) que

T1T2 =20° > 0,

. . . L . 1)
es decir, z1 y w2 deben tener el mismo signo, condicién que satisfacen xg )7 xé )

4) (4 . . [
y .Lg ), J,g ). Por el momento, al referirse de la solucién de z1 y xo se pensard en

1 1 4) (4 [ [ N .
mg ), xé ) y mg ), xé ), y mas adelante se encontrard otra restriccion, la cual servira

para determinar una unica solucién de z1 y xo.
De acuerdo a (2.3.3) se tiene que

0D

D2—|—2aD 2
ot 2

g 0'2
)

(D —21)(D + 22)]

SIRSESIRE

con z1 y xo especificadas por (2.3.7) y (2.3.8) respectivamente.

Asi, de la ecuacién anterior se obtiene que

dD 1 5
= —c“dt ,
(D — xl)(D + .rg) 2
por lo que
D(f/,T) d t 1 1
SR i S
Jpary (w—=21)(utz2) Jp 2 2
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pero como D(T,T) = 0 se obtiene

D(.T) du 1,
/o o a(at ) —50 (T —1t). (2.3.9)

Para resolver la integral anterior se utilizard el método de fracciones parciales,
por lo que

1 A B
(D —21)(D + z2) D - +D+.”L‘2
_ A(D +x2)+ B(D — x1)
(D -2)(D +a2)
AD + Azo+ BD — Bz
(D = 21)(D + 22)
_ (A+B)D + (Azy — Bry)
- (D —21)(D + 22)

Debido a que la igualdad anterior se cumple término a término se tiene que

A+B=0, (2.3.10)
Axg — Bry =1, (2.3.11)
de (2.3.10) se tiene que
A=-B

)

al sustituir lo anterior en (2.3.11) se tiene que

1=Axs — (—A)l‘l = A(Z‘Q + 1‘1) R

por lo que

A= ,B=— , (2.3.12)
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y asi, se obtiene de (2.3.9) que

l 2(T t) B D(t,T) du
20 - u—tLl (u+$2)

D(t,T) A :|
du

U — T u+:v2

-D(t,T) 1
[ Totx1 To+x1 ] du

Il
— o >

u— T U+ x2

b 1
= / — du
:E2—|—$1 0 U — 1 U+ T2

D(t,T)

In(ju — z1|) — In(Ju + z2|)
{E2—|—$1 o

1H ‘D t T —1‘1|) —1H(‘1‘1|)
.L2+11

/—/h\/—/h\

— (In(|D(t, T) + wa]) — ln(lwzl))}

Para quitar el valor absoluto de la expresion anterior se supondra que
x1—D(,T)>0. (2.3.13)

Note que
D(T,T)=0,

y como la restriccién anterior se supondra valida V ¢; € [t,T] se tiene que
0<x1—D(T,T)=21—0=121,

por lo que 21 > 0 y como se comentd anteriormente por (2.3.4) se tiene que z1 y

z9 deben tener el mismo signo, y como se acaba de probar que z; > 0, entonces
(1) xél) y x§4) MOR

se tiene que zo > 0. Note que las Unicas soluciones -entre z; 3

son :1:( ) y :J:g ), por lo que la unica solucién que puede satisfacer (2.3.4), (2.3.5)

y (2.3.13) simultdneamente es ¢( ) y J;é ) por lo que ahora se tendrd que

—a + Va2 + 202

o2

a+ Va2 + 202

xro =— 2

g
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De lo anterior se sigue que

—%(72(T —t) = ! {ln(:m - D(t,T)) — In(z1)

To + X1

— (hl(D(t, T) + 1‘2) — 111(1‘2))}

Igizl{ln [1‘1 —fl(t,T)] T {D(t,];i—l—zz}} |

xziﬁ{ln[l—%}—ln[%—i—l]}

1 1 _ D&T) ]
— Tl
B D(t,T)
T2 + 1 14 =22
y asi, se tiene que
1 - DGE.T)
ol=30% (@ita)(T-1)] _ T3
1+ D(It;T)
por lo que
14 D(t,T) 6[7%02@14&2)(7:,5)} o D(t,T)
To 1
T1To |:1 + M} e[_%02($1+$2)(T—t)] — z129 |:1 _ D(t,T):|
X9 z1

[£122 + 21D (t,T)] 3t @te)(T-n) _ 22D(1,T)

ng(t, T) + xlD(t, T)e[7%62(11+132)(T7t)] = g129 — JE11326[7%02(11+/J1:2)(T7t)]

I

D(t,T) |2+ x1e[_%”2(ml+m2)(T_t)]} =z122 [1 — el 307 (@rtea) (T—1)]

por lo que
w12 [1 - e[*%fﬂ(wwzz)(ﬁtﬂ}

D(t,T)=
1) T2 +xle[_%”2(m1+m2)(T_t)] ’

multiplicando y dividiendo la expresién anterior por el30% (@rtwa) (Tt

que

122 [e[%UQ(IHFIQ)(T*t)} — 1}

)

D(t,T) = ;
x2e[502(x1+w2)(T—t)] + 1

51

)] se tiene
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lo cual es equivalente a

T1T2 {e[%UZ(lerm?)(T*t)] - 1]

D(t,T) =

wge[%ﬁ(m"—mz)(ip_t)} +a1+x2— 22

Lo (z1+a2)(T—1)] _ 1] (2.3.14)

T1T2 [e[

T2 {6[502(.@14-3:2)(1"—15)] — 1] + (z1 + 22)

Se checard que D(¢,T) cumpla las condiciones impuestas en (2.3.13), es decir

DT, T) = T1T2 [50 _ 1} _ 0 -
’ To [60—1]+(z1 +1:2) 1+ a9 ’

ahora se verificard que z1 — D(¢,7) > 0 lo que es andlogo a probar que
x> D(t,T) .
Por (2.3.14) se tiene que

122 {6[502(m1+m2)(T_t)] - 1}

x> T
T2 {6[50 (z1+22)(T-)] _ 1} + (z1 +22)

122 [e[%gz(zﬂrm?)(T*t)] — 1}

xQe[%Uz(l‘l-i-wz)(T—t)] + 21

Debidoaque z1,22 > 0y el3o? @ta)(T-0)] 0, se tiene que el denominador de la

desigualdad anterior es positivo, por lo que la desigualdad anterior es equivalente
a

Lo (z1+a2)(T—t

22 + rqaqel? Lo?(z1+a2)(T—t)] _ 1] 7

)] > xr1x2 e[
de donde

x7 > fxlq:ge[%ﬁ(wl"‘”?)(T_t)} ,
es decir,

[% o2 (1 +x2)(T—t)]

z] + z170e >0.
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152 — Ny . .
Note que z1, 22, o307 (z1ta2) (T—1)] > 0 por lo que la expresién anterior es cierta.

De esta forma se ha logrado probar que si
1 —D(,T)>0< ‘L% + xlwge[%az(wl+w2)(T_t)} >0,

de donde la implicacién es siempre vilida, por lo que el suponer 1 — D(¢,7) > 0
conduce a una afirmacién logica, entonces de esta forma se logré demostrar que
x1— D(t,T) > 0. Por lo tanto D(¢,T) dada por (2.3.14) satisface la condicién
impuesta en (2.3.13)

Enseguida, se encontrard A(t,T) para determinar el precio del bono, para ello se
sustituye (2.3.14) en (2.3.1) de donde se obtiene que

A
— =abD(t,T),
ot

de donde
dA = abD(t,T)dt

t t
/dA:/ abD (s, T)ds
T T
t

A6, T) — A(T, T) = ab //D(S,T)ds ,
JT

pero A(T,T) = 0, por lo que

A(t,T) = ab/tD(s7T)ds

T
102 (21 +a2)(T—s)] _ 1}

t xr1T2 |:6[ :
Zab/ — ds
T | 9 [6[5” (@1ta2)(T=s)] _ 1} + (21 + 22)

Para resolver la integral anterior se propone el siguiente cambio de variable, sea

Vg = e[%”2(m1+m2)(T—S)] -1,

si y solo si
_6[%02(5E1+I2)(T*5)] — _(1 4 Us) ’

de donde se obtiene que

1
Us 2 ? (z1 + z2) e[%‘TZ(ml w2)(T S)]d
1 5 ’

= —50 (z1 4+ 22) (1 + vs)ds

S
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por lo que
—duvg

ds = .
s %02 (z1+22) (1 +v)

Al aplicar este cambio de variable se tiene que

oy
T1TVg -1

A(t,T) =ab do,

t7) /0 xovs + (21 + 72) (%02(161—1—102)(1—1—1)5)) i

Ut
Vg -1
= abxx dv
' 2./0 2205 + (21 + 22) <%0’2(!E1+$2)(1+US)) °

dog

_ —abzyzo /Ut Vs 1
B %0’2(1'1 +22) Jo mavs+ (z1+22) (14 vs) - (2.3.15)

—abri72 /vt Vg q
= v<
302(z1+22) Jo [ravs + (v1 +a2)] (1 +ws)  °

—abzq

Ut
20%(z1 4 22) /0 |:U5 + TIL—'ZTZ} (vs+1)

Vs

dog

Para resolver la integral de la expresién anterior sea

1+ x9
a=— =1,
€2

entonces

on ) s )
/ e dvs = / S E— (2.3.16)
Jo P{+ﬂiﬂ}hy+” Jo  [vs +alfos +1]

para encontrar la solucién a esta integral se ocupa el método de fracciones par-
ciales

Vg _ A n B 7AU5+A"}/+B’US+BQ
[vs +allvs+7] vita vi+ny [vs + a [vs + 7]
[A + B]vs + [Ay + Ba]

[vs + a] [vs +1]

por lo que
A+B=1, (2.3.17)

Ay+Ba =0, (2.3.18)

al despejar A de (2.3.17) se tiene que

A=1-8B,
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al sustituir lo anterior en (2.3.18) se obtiene que

O:[lfB]’y—i—Boz
=v—By+ Ba
=7+ Bla -]

por lo que

B=—"1 (2.3.19)
a—7

e
a—7

a—v+7

y asi,

(2.3.20)

Es decir,

vt ot A B
PR e e Ll Ml P o 18
o [vs+alvs+1] 0 Lvsta vsty

v v
a / dvg — 7 / dog
a—7Jo vsta a—7Jo vst7

{ln(|’us+a|)} - az {1n(|/us+”/|)} ’
0 v 0
@ {ln(|vt+a|)ln(|a|)}

mﬂw+7D—mﬂv%

por lo tanto

/0 [vs + a] [vs +ﬂd”s i {ln(lvt +af) - ln(a|)}

i — {lnuvtﬂn—lnw)}
-

(2.3.21)

(%
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Note que

vy = 6[(I1+I2)%02(T7t)} -1 ,

por (2.3.7) y (2.3.8) se tiene que

2va? + 202

T1 +x9 = 5 >0,
o

como

1,

(T —t) >0,

2
entonces

l@renga o] L 1

por lo que

vy = el@Fe)E?TD] _q 5 g vy

De esta forma se puede quitar el valor absoluto de (2.3.21) y se obtiene que

/o ot al ot T as {1ﬂ<vf+a> 1n(a>}

In (vt +7) — In (v )}

! 7
{1 Ut+Oé }_azﬁ/{hl(vt;—y>}
Al () ()

pero

entonces

v T1txo
Vg 1 1+ 29 v + =
dvg = In 2 —In(vy +1
/0 [US i Oz] [Us T r” s acl;r;cz _ 1{ x9 < z:1;r2:cz ) ( t )}

+xo
o | x1 + a9 Uf‘l'xl
efoten, (U2
T2
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por lo que al sustituir la expresién anterior en (2.3.15) se tiene que:

—abx x2 | x4+ vy + Btz
A(T) = T5— _2{ 1 Zln( prezoull Rl Gy

502(361—0-362)901 T2

T2
b v + Titwo
=15 o 21 (ve+1) — e (2 T
EUQ(ZEl +x2) xr1 T9 17"_22
tzo
abxo 1+ 22 vy + FE2
=—— " SIn(vy +1) — In L2
%0.2(.%.1 +.L2){ ( t ) To ( m1;-2.1,2

2ab
%{ T2 1n(vt+1)—ln<w>} ’

o 1+ X9 T+ X2

2ab _®2
_ %{ln o+ 1) (w)}
g

r1 + T9
2ab { (ve +1) g
= —In¢{ ——F——
a2 (wz'Ut+w1+wz>
T1+T2

(zove + 1 + z2)

pero

vy = 6[(I1+I2)%02(T7t)} -1 ,

entonces:

z2
2ab { (z1 + z2) (e(11+azz)%"2(T*t)) “1¥ee }
In

A, T) = =
®.T) o? T (6(“*’”2)%“2@7” - 1) + 21+ 29
2ab 1 (xl + x2)e[12%02(T7t)]
= — I .
” (’112 (e[(m1+x2)%”2(T_t)] - 1) +x1 + 22

2ab

(z1 + 172)6[932%62(11775)} o
=1In T
(w2(€[(m1+";2)5” (T-0] _ 1) +x1 + :L'2>
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Por (2.3.7) y (2.3.8) se tiene que:

N
&)
c3

VaZi202 2
(2 a2+202) [(a+ (;2+2 )%Uz(Tit)}
— =5 )€
P

2v/a2 1252\ 1 }
<( a+\/a22+2172) (6 [( Cr2+ )502(T7t):| _ 1) n (2 /azg_zoz ))

A(t,T) = ln{

Por lo tanto:

N
o

a

2va? + 2026[(a+va2+202)%(T7t)} ?
A, T)=1n ——— .
((a+ Va7 5207) (l@VFRII=0] 1) 4 274 257)
(2.3.22)

Nuevamente al sustituir (2.3.7) y (2.3.8) en (2.3.14) se tiene que:

9 [e[\/a2+202(T7t)} _ 1}
D(t,T) = . (2.3.23)
(a+ Va1 202) [eva2+za2<m> - 1} +2VaZ 1 202

de esta forma el precio del bono esta dado por:

B(t,T) = e AT)—r D(t,T) 7

con A(t,T) y D(¢t,T) dadas por (2.3.22) y (2.3.23) respectivamente.

2.3.2 Curva de rendimientos (Estructura de plazos)

A continuacién, se determinard la estructura de plazos para el modelo CIR.
Para ello se supondrd que R(t,T) es la tasa de interés comprendida entre el
tiempo t y el plazo T. De acuerdo a esta notacién el precio de un bono cupén
cero deberd estar dado por:

B(t,T) — e—R(t,T)(T—t) 7
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de donde se obtiene:

—In(B(t,T))

T—t
—In(eA®T) i D(ET))
- T —t ’
rD(t,T)— A(t,T)

T —1t

R(t,T) =

Por lo tanto la estructura de plazos esta dada por:

reD(t,T)— A(t,T)

R(t,T) = 3

Al sustituir (2.3.22) y (2.3.23) en la ecuacién anterior se tiene que:

2 [e[mw_”]fq

(a++vVa2+202) [e\/“2+2°'2 (T—1t) 71] +2va2+202
t

R(t,T)=r
(t,T) T
2ab
1 o /aTTagZ et VP r2e ) h (1 0] ’
n
((aJr /—a2+20—2)(e[(zx/a2+202)%(Tft)]71> 12 /—a2+202)

T—1
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CAPITULO 3

MODELOS DE NO EQUILIBRIO
(MODELOS DE NO ARBITRAJE)

En el capitulo anterior se presentaron tres modelos para la determinacion de
la estructura de plazos, estos modelos son conocidos como modelos de equilibrio o
modelos de arbitraje, esto es debido a que se utilizaron argumentos de arbitraje y
de comportamiento de los agentes para derivar una ecuaciéon diferencial que debe
de satisfacer el precio de un bono en ausencia de oportunidades de arbitraje. Una
vez dada la especificacion exégena de la dindmica de la tasa corta, se determinaba
el precio del bono resolviendo la ecuacién diferencial resultante. Para finalmente
una vez determinado el precio del bono se obtenia la estructura de plazos.

En este capitulo se presenta una metodologia alterna a la de los modelos de
equilibrio, la cual consiste en suponer que se conoce la tasa corta actual, los
valores de mercado en un instante anterior al presente -los cuales son precios
de bonos y niveles de tasas- y ademds se cuenta con la estructura de plazos
de un instante anterior al presente. Esta metodologia calibra el modelo con
informacién pasada -dada en precios de bonos y niveles de tasas- de tal forma
que los precios tedricos -proporcionados con el modelo- coincidan con los precios
de mercado del instante anterior. Es importante mencionar que al momento de
llevar a cabo la calibraciéon del modelo con los precios anteriores -es decir, el
implicar los precios- se pierde la esencia del equilibrio general, ya que al hacer
esto se deja de contemplar el comportamiento de los agentes y como consecuencia
se pierden los argumentos de arbitraje al valuar el precio de un bono. Esto es
debido a que en la calibracién del modelo no se considera el comportamiento de
los agentes. Es por ello que este tipo de modelo se conoce como de no equilibrio
o no arbitraje.

3.1 Modelo de Ho-Lee

El modelo de Ho-Lee [4] es uno de los modelos més sencillos de los modelos
de no equilibrio. La especificacién exdgena de la tasa corta es parecida a la del
modelo de Merton solo que el término de tendencia depende del tiempo, es decir,

d’f‘t = hfdt + O'th 5
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donde, dW; es el movimiento Browniano estandar, ¢ > 0 es una constante y hy
es una funcién del tiempo. Es importante mencionar que h; es el mecanismo
mediante el cual sera calibrado con la informacién -en forma de precios y niveles
de tasas- en un instante anterior al presente, para hacer que los precios teéricos
sean consistentes con los precios de mercado del pasado. Enseguida, se calculard el
precio del bono bajo el enfoque de equilibrio general, el cual consiste en calcular el
precio del bono como aquella funcién que satisface la ecuacion diferencial parcial
obtenida en (1.24) es decir,

OB 0B 10%B
— + _ht - —20'
ot  Ory 2 Or;

2_ T‘tB = 0 5
con la condicién final: B(¢,T) = 1.

Debido a que esta ecuacion diferencial no presenta derivadas parciales cruzadas,
se propone como candidato a solucién a:

B(t,T) = A®T)—nDET) (3.1.1)
como la condicién de frontera establece que B(t,T) = 1, entonces se impondra la

condicién de que
A, T)=D(t,T)=0.

Al calcular las derivadas parciales se tiene que:

0B [aA aD}
B

.= _ = =
ot ot ot
0B
=~ = _BD
87’,5

°B )

—— = BD",

or;

Sustituyendo lo anterior en las ecuaciones diferenciales se obtiene que:

dA  dD 1 5
B E_Ttﬁ —BD,L,L—‘—EBDO' _T{;B:07
y asi,
0A oD 1
E—TtE—Dht+§D2U2—Tt:0,

de donde se obtiene:

0A 1 5 5 oD
— — D} —o“D —ri—+1)=0.
(015 Lt+20 ) Tt(8t+ >
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La expresion anterior es valida para todo valor de la tasa corta, por lo que para
mantener la igualdad se impondran las siguientes condiciones

9A 1,
— — DI —o°D* =0 3.1.2
9t 1+ 20 ) ( )
0D
—+1=0 3.1.3
o T : (3.13)
al resolver (3.1.3) se tiene que:
oD
= -
ot

D(t,T) ¢
/ du = f/ dt
JD(T,T) JT

D(t7T) - D(TaT) = _(t - T) )
pero como D(T,T) = 0 se obtiene

D, T)=T—t. (3.1.4)

Al sustituir en (3.1.2) se tiene que:

dA 1, )
= — (T —t)h+ =0T — )2 =0
5r ~ (T = the+ 507 (T 1)

0A 1, )
= (T —t)h— =T —1)> =0
57 = ( Yt = 507 )

A(t,T) t 1 t
/ du = / hs(T — s)ds — —02/ (T — s)3ds ,
A(T.T) T 2

T
por lo que:

T T
1
A(t,T)—A(T,T):—/ hS(T—s)ds—O—EJQ/ (T — s)%ds ,
t t

pero A(T,T) =0

A(t,T)=— /T hs(T — s)ds + %02(T — )% (3.1.5)
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La integral en la expresién anterior depende de h;, pero dicha funcién no es
conocida, por lo que se tratara de relacionar a h; con el precio del bono, por lo
que de acuerdo a (3.1.1) y (3.1.5) se obtiene que:

IMB(t,T)=A(t,T) - re(T —t) ,

A, T)=InB(t,T) 4+ r(T —t) ,

por lo que al sustituir lo anterior en (3.1.5) se tiene que:

T
1
lnB(t,T)—l—rt(T—t):—/ hS(T—s)ds—l—gaz(T—s)3
t

r 1
/ hs(T' —s)ds = —InB(t,T) —re(T —t) + 602(T —s)3.

La ecuacién anterior presenta dos funciones desconocidas: B(t,T) y h¢, pero
como se hizo la suposiciéon de que se conocen los precios de los bonos y niveles
de tasas del pasado, se supondra un instante de tiempo anterior a t el cual se
representard como t = 0.

Al sustituir ¢+ = 0 en la ecuacién anterior se tiene que:
r 1, .
/ T — s)ds = —InB(0,T) — roT + EUQT3 , (3.1.6)
0

es decir, se encontrard una funcién h, que se calibre con la informacién pasada
-precio de un bono B(0,t)-, la cual serd denotada por hg, donde el superindice
denota que la funcién se calibra con los precios de mercado. Asi, los precios
tedricos seran consistentes con los precios de mercado. Sin embargo, el realizar la
calibracién da lugar a la pérdida de la esencia del equilibrio general al no tomar
en cuenta el comportamiento de los agentes. Para resolver la ecuacién integral
anterior se derivard de ambos lados ocupando la regla de Leibnitz, obteniendo
que el lado izquierdo de (3.1.6)da como resultado:

o (T, o 4 0 aT
— h(T — s)ds = — |h (T — d ho(T —T)—
5 [ = aas = [ 5 8 - )]s ngr - )37

00

_hg(T_O)a_T

(3.1.7)
:/Thga(T Jq
0 ot



Capitulo 3 : Modelos de no equilibrio 64

Al derivar el lado derecho de (3.1.6) respecto a T:
1
_% I B(0,1) ~ ro + 50°77 (3.1.8)

por lo que al sustituir (3.1.7) y (3.1.8) en (3.1.6) se tiene que:
T
0 1
hdds = ——1In B(0,t) — —oT? .
/0 ods 57 1B (0,t) — 70 + 50

Al derivar nuevamente con repecto a T se obtiene:

T 2
9 0T 00 P ,
S h0ds + 1S — ndo = — LI B(0,¢) + 02T
/0 orsds T hrgE —hogy =~ B0 +o7T

es decir,

82
0 _ 2
hy = ~573 InB(0,¢t) +0°T .

Note que para encontrar hg« no se ocupa el hecho de que T era el vencimiento
del bono, es decir, no existe ninguna restriccién sobre T, por lo que la ecuacién
anterior es valida para todo valor de T, asi, sin pérdida de generalidad se puede
escribir que:

62
0 2
hi = o2 InB(0,t) +o°t . (3.1.9)

De esta forma, se ha encontrado a la funcién hY la cual sirve para calibrar los
precios de mercado con los precios téoricos. Finalmente para encontrar el precio
del bono tedrico que sea consistente con los precios de mercado basta sustituir
hY en (3.1.5), ya que h? es la funcién que hace esto posible debido a su forma de
calcularla, por lo que:

AT) = — /T BO(T — s)ds + %02@ — 1), (3.1.10)
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65
Al calcular la integral de la expresion anterior se tiene que:

/tTh?(T —s)ds = /tT [—8—2

ot

N

In B(0,s) + 025} (T — s)ds

/tT [—%IHB(O,S)} (T—s)ds+/tT 2

o°s(T — s)ds

T 62
/t s {—mlnB(O,s)] ds

I
|
., M
e\
)ﬂ
|
®
%
5
W
—~
k=
v
[
o
w
+

=-T ilnB(O,T) - glnB(O,t)
orT ot

+/ [f—ilnwovs)} s
- 13)-(5)-(3)-6)]

3

por lo que se tiene que:

T
[
t

(T — s)ds = —T {% mB(0,T) - %lnB(O,t)}

T 82
—l—/t s {—@IDB(O,S)] ds
£ 2 [1? — T¢* + 2¢%]

6

(3.1.11)

Por otro lado, al resolver por partes la integral de la expresién anterior se propone
a:

2

u = s, d’U = @IDB(O,S) ,
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y se tiene que:

T 82 ) T T 9
/ s |—=—=InB(0,s)|ds = |s—1InB(0,s)| - / — In B(0, s)ds
¢ ot? | Os P ¢ Os

- Ta%lnB(O,T)] - [t%lnB(O,t)] — I B(0,5));

_ Ta%lnB(O,T)] - {%mg(o,w]

—[InB(0,T)—-1nB(0,T)].

Al sustituir lo anterior en (3.1.11) se tiene que:

/Thg(T s = -7 | LmB0.1) - LmB01)
. ot ' ot ’

o d
T—1InB(0,T) — t— In B(0, t
+8Tn(0’) a7511(07)
2
— [InB(0,T) —In B(0,T)] + % (7% — Tt* + 24°]
B(0,T) 0_2
B(0,1) 6

(T_t)%lnB(m)—ln[ [T° — Tt* + 247]

Por lo que al sustituir lo anterior en (3.1.10) se tiene que:

] B(0,7)] o% . 4 9 3
At T) = —(T —t)=InB(0,t) +In | == | — — [T% — 74> + 2
(1) = (1 - g 0.0 + 1 | 2R - T o
1
-‘1-—0'2(T 3
T 2 b
[ © )} lnB(O t) + %[6Tt2—3t3—3T2t]
0.2

(3t) [-2Tt + t* + 17|

“n[36

} lnB(O -
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por lo tanto:

7

9 2 2
](Tt)glnB(O,t) 5 3t) [-2Tt+ 2+ 177 .

(3.1.12)

Por lo que al sustituir (3.1.4) y (3.1.12) en (3.1.1) se obtiene que el precio del
bono estd dado por:

B(t,T) = AGT)—re(T—=1) | (3.1.13)

con A(t,T) definida en (3.1.12).

3.1.1 Curva de rendimientos (Estructura de plazos)

Se determinard la estructura de plazos para el modelo de Ho-Lee. Para ello
se supondra que R(t,T) es la tasa de interés comprendida entre el tiempo t y el
plazo T. De acuerdo a esta notacion el precio de un bono cupén cero deberd estar
dado por:

B(t,T) = e BEDIT=) (3.1.14)
por (3.1.13) y (3.1.14) se tiene que:

AWT) = DT) — (~RET)HT 1)

A, T)—r(T —t) = —R(t,T)(T —t),

por lo que:

reD(t,T) — A(t,T)

R(t,T) = -

Al sustituir (3.1.4) y (3.1.12) en la expresién anterior se tiene que la estructura
de plazos esta dada por:

_ i, 1 B(0,T) o2
R(t,T)=r+ alnB(O,t) “ T In {B(OJ)] + 7t(T—t) .
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3.2 Modelo de Hull-White

Debido a que en la practica se observa que las tasas de interés no crecen
indefinidamente, sino que presentan reversién a la media a algtin valor constante
de largo plazo, es por ello que en esta seccidén se presenta una versién del modelo
de Vasicek en la que el pardmetro de largo plazo -velocidad de reversién a la
media- de la tasa corta depende del tiempo hasta el vencimiento. Este parametro
se calibrard de tal manera que los precios tedricos de los bonos reportados por el
modelo sean consistentes con los precios de mercado -del instante anterior-.

La especificacién exdgena de la tasa corta propuesta por Hull-White [5] estd dada
por

d’f‘t = (L(bt - 7't)dt + O'th 5

donde r; es la tasa corta, a,0c > 0 constantes, b; funcién de ¢ y dW; es un
movimiento Browniano estdndar.

A continuacidn, se calculard el precio del bono bajo el enfoque de equilibrio ge-
neral, el cual consiste en calcular el precio del bono, como solucién a la ecuacién
diferencial obtenida en (1.24), es decir

OB OB 10%B
= —alby— 1) + =

2
g oo B =0,
at | ore 29,27 "

con la condicién final de que el bono en la fecha de vencimiento (7°) paga una
unidad monetaria, es decir

B(t,T)=1.

Como la ecuacion diferencial anterior no presenta derivadas parciales cruzadas,
se propone como solucién a

B(t,T) = A®T)—r:eDET) (3.2.1)
debido a que la condicién final establece que B(T,T) = 1, entonces se tiene que

A(T,T) = D(T,T) =0 .
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Al calcular las derivadas parciales de la ecuacién diferencial se tiene que

0B {8/1 8D}
B 1

ot ot ot
0B

— = _BD ,
87’t
°B )

or;y

sustituyendo lo anterior en la ecuacion diferencial anterior se tiene que
1 2 2
— —ry— fBDa(btfrt)—ﬁ—iBD c°—r:B=0,

lo que implica que

0A oD 1
E—T’tE—Da(bt—Tt)+§D2U2—’f’t:O,

y asi, se obtiene que

DA 1 oD
—— —Dab;+-D?*%—r,|— —Da+1|=0.
ot abi+ 5P ”{at “+}

Como la ecuacion anterior es valida para todo valor de r¢ y ¢, se impondran las
siguientes condiciones para que la igualdad anterior se mantenga

DA 1
—— — Dab; + =D3?¢% = 2.2
Bt at+2 g 0, (3 )

oD

— —Da+1=0. 3.2.3

ar ¢ (32.3)
De esta forma el problema original de resolver una ecuacién diferencial parcial de
segundo orden se transformé en resolver un sistema de 2 ecuaciones diferenciales
lineales en ¢, por lo que al resolver (3.2.3) se tiene que

— =Da—-1,
ot
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de donde la soluciéon a la ecuacién diferencial anterior estd dada por

t
D(t,T) = D(T,T)e®*= 1) — e“(t_T)/ e"as=Tqy |
T

pero D(T,T) = 0, por lo que

t
D(t,T) — _efa(Tft)/ ea(Tfs)ds
T
a(T—s) t
= —670'(T7t) |:€ :| )
—a |
_ e [&]
—a
por lo tanto
1 — e—a(T—1)
D(t.T) =~ . (3.2.4)

a

Al sustituir (3.2.4) en (3.2.2) se tiene que
A 1
8_ - Dabt — —D20'2
ot 2
1— e a(T-1) 11 = e~ (Tt 2 ,
a 2 a
2
= b, [1 _ e*a(Tft)} _ 9 {1 _ 9e—a(T—1t) n 672a(T7t)}
2a2?

y asi, se obtiene lo siguiente:

t9A
——ds = A(t,T) — A(T,T)

T (98
t 2
— / |:bs {1 o efa(Tfs):| 9 [1 _ 267(1(T*s) + e2a(Ts)]:| ds

)

T 2(12
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pero A(T,T) = 0, por lo que

2a a T
T b
= - / b [1 — e_a(T_s)} ds
t
A TP [emer=0 1] 4 1 [e-2ar-n _ 1}_
2a2 a 2a

por lo tanto

(3.2.5)

De la expresiéon anterior se puede notar que para obtener A(t,T), se requiere
resolver una integral, la cual depende del parametro de largo plazo -reversién a
la media- y es una funcién del tiempo. Pero el pardmetro de reversién a la media
-bs- no es conocido, razén por la que se tratard de estimarlo a traves de calibrar a
by con los precios de mercado. Cabe mencionar que a traves de b; no se toma en
cuenta el comportamiento de los agentes lo que implica que se pierde la esencia
del equilibrio general. Es por ello que a este tipo de modelos se les llama modelos
de no arbitraje.
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Por lo que de acuerdo a (3.2.1) se tiene que
In(B(t,T)) = A(t,T) — r¢D(¢,T) ,

y asi,
A(t,T)=1In(B(t,T))+rD(,T), (3.2.6)

por lo que al sustituir (3.2.6) en (3.2.5) se tiene que

T
In(B(t,T))+rD(t,T)=— / bs [1 _eT=9)| qs
Jt

o2 2 1 31°
v _ 2 —a(T—-t) _ ~  —2a(T—t) _ 2
+ 2a2 {(T b+ ae 2ae 2a}
pero por (3.2.4)
1— —a(T—t) T
In(B(¢,T)) + rte— =— / b {1 — eia(T*s)} ds
a t
o2 2
Z T ¢ 2 —a(T—t)
+ 2a? {( )+ ae ’
1 ey _ 3
2a 2a

La ecuacién anterior presenta dos funciones desconocidas las cuales son B(¢, 1) y
bs, pero al igual que en el modelo de Ho-Lee se supondra que se conocen los precios
de bonos y niveles de tasas de un instante anterior, por lo que se supondra que
se tiene informacién de valores de mercado en t = 0, es decir, se conocen B(0,7T)
y R(0,T) y a trives de estos valores se calibrard el modelo de tal forma que
el parametro b; servird para que el modelo sea consistente con los valores de
mercado en ¢t = 0. Para hacer esto posible se denotara al parametro b; que hace
consistente al modelo con la informacién disponible en ¢ = 0 como bgo), de esta
forma mediante bgo) se calibrara al modelo, por lo que al sustituir ¢t = 0 en la
ecuacién anterior se tiene que

2

Tb(o) {1 —a(T—s)} ds + a T 2 _or 1 our 3
Jo ¢ ‘ # T 2a2 o 2 ¢ 2a

o . (327)

:mie +1In(B(0,T))
a
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De esta forma se encontrard la funcién bgo) que se calibre con la informacién
pasada, la cual estd representada por el precio del bono en ¢t = 0, -B(0,T)-,
donde el supraindice de bgo) denota el momento en donde se calibrard el modelo,
y asi los precios tedricos seran consistentes con los precios de mercado en ¢ = 0.

Para resolver la ecuacién integral anterior se derivard de ambos lados ocupando
la regla de Leibnitz, obteniendo que el lado izquierdo da como resultado:

0 T o? 2 1 3
— |_ p(0) {1 _ 7a(TfS)] d T |\pyfemeT _ - ~2aT _ 2
oT /0 s ‘ s+2a2 +ae 2 ¢ 2a
T
_ / RORA [1 _ e—a(T—s)} ds 4 b0 [1 _ e—a(T—T)} or
Jo T oT T oT
2 )
(0 |:1 - —a(T—O):| @ g 1-9 —aT —2aT
%0 ‘ o )tz -2 e
T o2
= - /0 abgo)e_“(T_S)ds + oYl [1 ) e_zaT]
(3.2.8)
al derivar el lado derecho de (3.2.7) respecto a T se tiene
—aT 9
To€ + —1In(B(0,T)) . (3.2.9)

oT
Al sustituir (3.2.8) y (3.2.9) en dicho resultado se tiene que

2

T
i 0
,a./o bgo)e—a(T—é)dS + % [1 o 26_aT + e—ZaT] — Toe—aT + 8_T III(B(O,T)) ’

es decir

Tb(o)efa(Tfs)ds = 0—2 [1- 2¢ T 4 ei2aT} — lr el 19 In(B(0,7))
0 ° 2a3 ° a 0T ’ ’
(3.2.10)

Al derivar nuevamente el lado izquierdo de (3.2.10) respecto de T' se tiene que

T T
O[T a5 g, — / p© 2 —ams)q 4 () —ar-1) T
or J, ¢ 0o ° arT T T

(70 D0
e O)a_:r . (3.2.11)

T
= — a/ b(go)efa(Tfs)ds + bgg))
0
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al derivar el lado derecho de (3.2.10) se tiene que

o? 9 1 9?
203 [Zae_“T — 2ae” aT} +ree T — ———1n(B(0,T)) , (3.2.12)
a

por lo que de (3.2.11) y (3.2.12) se tiene que

T
—a / bOeaT=)qs 4 659) =2 [Qae_aT - 2ae_2“T] +roe T
0

es decir,

") —atr L o "o —ar 1,0
/ p(e—aT=9) g, =573 I(B(0,T)) — 2e—aT 4 ~p(
‘ “ ¢ a (3.2.13)
0_3 [e—aTie—QaT]

a

De esta forma b3 puede ser encontrada al igualar (3.2.10) y (3.2.13), es decir

o2 1 10

—aT —2aT —aT
2@3 [1 — 2e +e } - g?‘oe - ga—TlIl(B((LT))
1 92 "0 —ar L 0 [ _ar _oar
:a—zwlmB(O,T))—;e + by _a_g[e —e ]
por lo que
(0) o? —aT | _—2aT —ar 9 10
P < (1 27T ] T B0, 1) - (0.
o | 0 _aT —2aT
+ roe + pel [6 }
(12T BT e g2 _ Py (0,7
2a2 oT ’
1 92
_WIH(B(O7T))’
por lo tanto
2
(0) 10 o —2aT
b = —— =5 (B(0.1)) = 2= In(B(0. 1)) + 5 [1 — e~
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Note que para encontrar a bg,? ) no influy6 el hecho de que T fuera el vencimiento
del bono, por lo que sin pérdida de generalidad la ecuacién anterior es valida
para todo valor de t, por lo que

o 19° 9 a? —2at
b == -2z m(B(0,1) - - In(B (O,t))—l—m[lfe ]- (3.2.14)

. 0 .
De esta forma se ha encontrado la forma funcional de bg ), mediante la cual los
precios tedricos de los bonos reportados por el modelo serdn consistentes con los
precios de mercado en t = 0.

Finalmente, para encontrar el precio del bono tedrico basta sustituir (3.2.14) en
(3.2.5), por lo que

T
A, T)=— / b [1 - e_a(T_s)} ds
Ji

2

o 2 1 3
= (T —¢ 2 —a(T—t) _ +  —2a(T—-t) _ 2
+ 2a2 {( )+ OL(2 2a6 2a

(3.2.15)

Al resolver la integral de la expresion anterior se tiene que

- /tT bgo) [1 - e_a(T_S)} ds

= _ ( 1 8822 In(B(0,s)) — % In(B(0,s))
+ [1 - 62a5]> {1 - eia(T*s)} ds

I
o
[ Lo, [1 - ) a
o
o

1
a
— In(B(0, s)) [1 — e_“(T_S)} ds

/ [1—e20) {1 - e*‘I(T*S)} ds
:%/t %111(3(07 5))ds — %/t <§: n(B(0, 5))) a(T=9) g

o T d
+/ —ln(B(O,s))ds—/ e~ UT=9) Z1n(B(0,s))ds
+ (9 + 88

T T T T
/ ds — e~ UT=5) 45 _/ o205 +/ o—2as ,—a(T=s) 4
t t t t

(3.2.16)
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De la ecuacion anterior se tiene que:

T
= 2 n(BO.7) - 2 m(B0,1))

T 82 9
| . = [ mw0.)] = 2o
(3.2.17)

Resolviendo por partes la siguiente integral

T 62
/t (@ ln(B(O,s))> e"T=9)qs |

con
dv = g—;ln(B(O, 5)) U = e—o(T—s)
V = % IH(B (07 S)) dU = aefa(Tfs)ds

I

por lo que

T 82
/t (@ In(B(0, 5))) e T=3)ds

T T
zln(B(Qs))] —a/t e*a<T*5>%1n(B(o,s))ds

0s

_ |:6a(Ts)
t

:iln(g(o,m) ea(T= t>8 In(B(0,t)) — lTeMT 5)%ln(3(0,s))ds
(3.2.18)

oT

Al sustituir (3.2.17) y (3.2.18) en (3.2.16) se tiene que

T
_/ b<0>[ _ a(T ,S)} ds
1 1 82 Ca(T—s)
=— ,8))ds — — — In(B(0, s)) Sds
a J, a J; Os
T P ’
/ a_ ,s))ds _/t e—a<T—S>£m<B(o,s))ds
0_ T T
a(T—s)ds_/ e—2asds+/ 6—2ase—a(T—s)dS
t t
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T o T 0
—a e—“(T_S)—ln(B(O,s))ds +/ — In(B(0,s))ds ,
0s + Os

t

r 0
— / e_a(T_S)—ln(B(O,s))ds
Jt ds
2

o . . 1— efa(Tft) 672aT _ 672at
BEZzA A e

|:6a(T+t) _ 6—2aT) ]>
+
a

es decir,

T
— / bgo) [1 - e_a’(T_s)} ds
p

:é {% In(B(0,7)) — %ln(B(OJ))]

1

S
2

o 1— efa(Tft) e—2aT _ ,—2at

(- [ =)
o2 efa(T+t) _ 672aT)

R ()

[\

T
-2 (o) - TS nE0.0) + [ 0.0

7
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Al sustituir lo anterior en (3.2.15) se tiene que

Al T) =1 {% In(B(0,T)) — %ln(B(O,t))]

a

-Gy - D)

Ty
+ / — In(B(0, s))ds
Ji Os

o2 1— efa(Tft) e—2aT _ ,—2at ’
= ((T -4 — —
2a2 <( ) [ a } { —2a }

—a(T+t) _ ,—2aT) 2 2
n {e e ]) i o ((T — 1) + Zo—aT—t)

a 2a2 a

1 sa@y 3
2a 2a

d
At,T) = — [B_T In(B(0,7)) — —ln(B(O,t))}
L 0,1) - e T L1n(B(0,1)) ) + (B0, 7))
a\oT ’ ot ’ ’
o? 1 1 1 1 ’
—In(B ) — — [ == - _—a(T—t) & _—2aT _ - _—2at
n(5(0.1)) 2a2< a+ae +2(16 Qae
—a(T+t —2aT
L€ T — e _ 2 ety L e | 3
a a 2a 2a
de este modo
T O 0,7)
A(t,T) =— =—1In(B(0,t)) + —e~*T=D = 1n(B(0,t)) +1 ’
(1.7) = = == In(B(0,1)) + = 57 (B 0.0) +1n | TS
2
g i _ lefa(Tft) + i672a(T7t) _ i€72at
2062\ 2a a 2a 2a
_ i —2aT+ 1 —a(T+f)>
2a a
B(0,T) 1—eoT=7 5
—1 — — In(B(0,¢
H{B(O,t)] { a ot n(B(0.1))
2
o” 1 (1 _9e—alT=t) 672a(T7t)> _ 2t _ 20T | o —a(T+t)
2a2 2a
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(B0, T)] [1—e®T=D7 &
A(t,T) =1 — — In(B(0,t
( ’ ) 1 _B(O,t)_ | a ] ot Il( (07 ))
o? 2
_7 <1 _ 6fa(Tft)> _ o—2at [1 | 20T 2at _ 2€7a(T+t)62at}
4a3
(B0, T)] [1—e®T-D7 &
=1 - — In(B(0,t
H_B(07t)_ | a _8t n( (7 ))
o2 9 .
7 <1 _ 6—@(T—t)> _ 6—2at |:1 _ 2€—aTe—at62at + 6—2a(T—t):|
4a3

I ﬁ%f))] B {1 - e‘a“”‘”] 2 n(B(0.1)

o2 /1— e—a(T—t) ot 1 — e—a(T—t)\ ?
=) (=)

Por (3.2.4)
AQ,T):ln[iﬁaig}D(LJUé%hﬂB(QtnZ;{DQQ,T)e_m”DQQ,Tﬂ7
por lo tanto
AMLT%:m{i%ﬂy]—D@Jﬁ%ﬂﬂB@JD—ZSD%LT)P—e2”} (3.2.19)

Al sustituir (3.2.4) y (3.2.19) en (3.2.1) se tiene que el precio del bono estd dado
por

B(t,T) =exp (A(t,T) — riD(1,T))
—eso (1 [S0) - b0y mm0.0) - Lo2e ) [1- o] )

X exp (rtD(t,T)>,
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con

3.2.1 Curva de rendimientos (Estructura de Plazos)

Enseguida, se determinara la estructura de plazos para el modelo de Hull-
White. Para ello se define a R(t,T) como la tasa de interés entre ¢ y T, entonces
el precio de un bono cupén cero con valor nominal de una unidad monetaria esté
dado por

B(t,T) = e REDT=H
Al utilizar (3.2.1) y la ecuacién anterior se tiene que

eA(t,T)frf,D(if,T)

e RT)(T—1)
lo cual implica que

A, T)—rD(#,T)=—R(@ET)(T —1t),
es decir

nD(t,T)  A(t,T)

R(t,T) = T—t T—t

El

por lo que de acuerdo a (3.2.19) se tiene que la estructura de plazos estd dada
por

R(t,T):Tl D1, T) - ! (m [B(O’T)}—D(t,T)%ln(B(O,t))

- T —t B(0,1)
2 ?
~ Z D2t 1) {1 - 62‘”])
4a
con
_ e—a(T—t)
D(t,T) =
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3.3 Modelo de Heath-Jarrow-Morton (HJM)

En los modelos anteriores se daba una especificacion exégena de la tasa corta
a través de una ecuacién diferencial estocastica de la siguiente forma:

dry = p(re, t)dt + o (re, t)dWy |

endbégenamente se calcula el precio del bono y después se obtiene la estructura
de plazos. En estos tipos de modelos la tasa forward se obtiene endégenamente
a través de la relacion

dIn(B(t,T))

f(t’T):_ 8T )

donde f(t,T) es la tasa forward instantdnea. En el capitulo 2 se mostraron
modelos de equilibrio general, en el capitulo 3 los modelos presentados hasta
ahora - Ho-Lee, Hull-White - la especificacién de la tasa corta era exégena y h
y b se determinaban endégenamente. Ahora en la metodologia presentada en
el modelo de Heath-Jarrow-Morton [3] se especificard exdgenamente la dindmica
de la tasa forward f(¢,T), y la tasa corta r; puede obtenerse endégenamente de
tal forma que sea congruente con la dinamica exdgena de la tasa forward. Es
importante mencionar que en las metodologias anteriores el precio del bono era
calculado como

T
B(t, T)=E {ejt reds | ft] ,
ahora el precio del bono serad calculado mediante

T
B(t,T) = e Jo /09 (3.3.1)

3.3.1 Dinamica de la tasa Forward

La especificacion exégena de la tasa forward estd dada por la siguiente
ecuacién

df(t,T) = a(t, T)dt + 3(¢, T)dWy, dWy ~ N(0,d¢) .

Note que la tendencia a(t,T) solo depende de t y del plazo T, no del nivel actual
de la tasa forward f(¢,T), como en los modelos anteriores donde la especificacién
de la tasa era exdgena y cuya tendencia dependia del nivel de la tasa corta en el
tiempo t, es decir

d’f‘t = ,LL(Tt, t)dt + O'(’f‘t, t)de .
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3.3.2 Determinacién enddégena de la tasa corta

A continuacion, se determinard endégenamente la dindmica de la tasa corta
a partir de la especificacién exdgena de la tasa forward, para ello note que

Af = a(t, T)dt + 5(t, T)AW, |

se tiene que

¢
/dfsT /oesT)ds—i—/ﬂ(s,T)dW
. 0 Jo

ot ot )
f&,T)—f(0,T) / a(s T)ds—l—/ B(s, T)dW
0 0

lo cual es equivalente a

t t
ft,T)=f(0,T) +/ a(s, T)ds + / B(s, T)dWs . (3.3.2)
Jo Jo
Debido a que la tasa corta se define como

e = f(t7t) ’

es decir, la tasa corta es la tasa forward en un instante. Por lo que de lo anterior
y por (3.3.2) se tiene que

= £(0,t) + /Oloe(s,t)ds + /O/ﬁ(s,t)dws . (3.3.3)

Por otro lado,

Em|ﬁﬂ:EP&0+AZ@JM&ﬁ[ﬁ@QM@|%}

El

:Eumﬂ|%hm{4l@ﬁ®ﬂ&+£%@ﬁEW%%]

debido a que f(0,¢) y fo s,t)ds dada la informacién al tiempo t = 0 son
constantes. Ademds dW N(O ds), se tiene que

E[ry | Fol = £(0,1) +/0 a(s, t)ds
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y
t t
Var [ry | Fo] = Var {f((),t) + / a(s,t)ds + / B(s,t)dWy | .7:0}
JO JO

= Var {/Otg(s,t)dws | J—'o}
= /Ot52(s,t)ds

Al diferenciar totalmente (3.3.3) se tiene que

9£(0,t)
dry = dt dt dt
AT ot * ot
t t
af(0,t) 7] (fo as, t)ds) 7] (fo B(s, 1) chl/Z ds)
= dt + dt + dt
ot ot ot

al aplicar la regla de Leibnitz se tiene que

d’r‘twdt+|:/ dals, )d +a(t t)ﬁ— (0, t)ao} dt
0

ot ot "ot ot
8B(s,t) dwg dw, dt dwg dO
— 7 "ds t,t)—— — dt
* _/0 ot ds +6(t:1) dt dt Ty do dt
af(0

)
ot
-t
08(s,t dw;
25 quw, tt)— | dt
+_/0 g dws T )dt}

t X t N
- {af(o’t) +/ aa(‘s’t)ds + a(t,t) +/ %dwé} dt + B(t, t)dW,
0 0

:'—’th— {/0 %d + aft, t)] dt ;
)

ot ot

por lo que ésta es la nueva dindamica de la tasa corta congruente con la especifi-
cacién exdégena de la tasa forward.

Se calculara el cambio en el precio -dB(¢,T)- con el lema de It6, para ello se
define

L =1(,T) / ft,s)ds , (3.3.4)

por lo que

T T t
dr, = —d (/ f(t,s)d5> _ _3ft -I;(E,S)dsdt _ 0fT fa(?S)dsdt 7
t
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al aplicar la regla de Leibnitz a la expresion anterior se tiene que

dry = UT é )d + f(¢, t)gi f(t, T)aT]

MF (t )d +f(tt)]dt ,

- l/ o, é)dt ds + f(t,t)dt
t
pero
d
arts) = 2Leda 3 v =g,
por lo que

T
dI(t,T) = —/ df(t,s)ds 4 redt .
t

Al sustituir df(¢,s) en la expresién anterior se tiene que

T
/ a(t,s)dt + B(t, s)dW,] ds + rydt

T
/ alt, s dtdsf/ B(t, s)dWids + redt
t

_ lrt—/tTa(t,s)ds] dt — Vt ﬂ(t,s)ds] aw,

sea
T
U=r;— / a(t,s)ds , (3.3.5)

Jt
y

T

t
por lo que

dI(t,T)=Udt +Vdw, . (3.3.7)
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Debido a que el precio del bono estd dado por
B(t,T) = 1)

con I(¢,T) dada por (3.3.4), entonces se calculard dB(¢,T") con el lema de Ité por
lo que

dB(t,T) = def®T)

8€I(t’T) 8€I(t’T) 182€I(t’T) ) d el(t,T) q
= U+ —-—————V t Vdw,
{81& Ton VT e } T L
- |:el(t’T)U + %el(t’T)VQ] dt + ! EDyaw,
pero B = el por lo que
1
dB(t,T) = [U + 51/2] Bdt + VBdW, , (3.3.8)

por (3.3.5) y (3.3.6)

T 1 T 2
dB(t,T) = |ri — / a(t,s)ds + 3 (—/ B(t, s)ds> Bdt
t t

T
— </ ﬁ(t,s)ds) BdW,

El siguiente paso es formar un portafolio con w; unidades de un bono con precio
B1 y vencimiento en T7 y wo unidades de un bono con precio By y vencimiento
en T, es decir

(3.3.9)

m = w1B1 +w2B2

de donde el cambio del portafolio debido a fluctuaciones propias del mercado y
no al rebalanceo del portafolio en un instante de tiempo dt estd dado por

dﬂ't = w1d31 + deBQ .

Al sustituir (3.3.8) en dmy se tiene
1
dry =w, KUl + §V12> Bidt + VlBlth]
Lo
+wo || Us + 5‘/2 Baodt 4+ Vo BodW,

= Uy + 2V Lvz d
= |wy 1+2V1 Bi+ wo U2+2V2 Bo| dt

+ [w1V131 + wQVQBQ] dWy

(3.3.10)
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En la expresién anterior, la fuente de riesgo estd representada por el segundo
término el cual contiene a dW;, por lo que para administrar este riesgo se se-
leccionaran a wi y wsg de tal forma que anulen este riesgo. Para que esto suceda
se tiene que:

w1V1B1 +wsVoBg =0 .

Se puede notar que existe una infinidad de posibles soluciones de la ecuacién
anterior para w;, pero se seleccionara aquella que tal que wy = 1. A partir de
esta seleccién se encontrard a ws, por lo que si w; = 1, la expresion anterior se
transforma en
de donde se obtiene

V1B,

VaBy

wo =

Por lo que si se eligen a w; y a wy como

w1 = 1
V1B1 (3.3.11)
VaBs

wa

se elimina el riesgo mercado del portafolio.

Al sustituir (3.3.11) en (3.3.10) se tiene que

[ 1 V1B1 1 4
drs = || U+ V2 ) By — Uy + = By | dt
Tt < 1+21> 1 Vng<2+22 2

4 lvip, B
LT YLB

IVQBQ} aw, : (3.3.12)
2

I 1., W 1_,
=|U -Vi—— (U oz Bqdt
_1+21 V2<2+22 1dt,

es decir, bajo la seleccién de wy y wo dadas en (3.3.11) el portafolio w4 es libre
de riesgo.

Por otro lado, si se supone que existe un mercado de crédito, donde la tasa a
la que se presta y se pide prestado es la misma y es libre de riesgo, la cual sera
denotada por r¢, y se invierte w; =1y wg = — X;g; unidades monetarias en un
banco a la tasa ry, se obtiene el portafolio

V1B \%
ﬂ'tB: |:Bl_ ! 1BQ:| !

=DBi1 — —B1,
VoB2 Va
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por lo que el cambio en 77 debido unicamente a fluctuaciones propias del mercado
y no al rebalanceo del portafolio estd dado por

1%
drB = [Bl - —131] rdt . (3.3.13)
/ 7

Al emplear argumentos de arbitraje se tiene que
dm = d7rtB ,

y al sustituir (3.3.12) y (3.3.13) en la expresién anterior se tiene que

1., W 1, |4
U — — — | U — Bidt = |By — —B dt
{1"'21 V2(2+22 1 1 V21T’

I

Uy vz Vg, Ly Vi
1 n 1 o
1Tt m oy, (72T g2 Vs
1, 1% 1, Vi Vi [Ua+3VE—r
Ur+-VZ—r=-"2(Us+=-V2)—r—=-1
Ll V2<2 22) 7", T Vs

por lo tanto

Debido a (3.3.5) y (3.3.6) se puede notar que U;, V; dependen de t y T;, i = 1,2
por lo que la ecuacién anterior depende tinicamente del plazo de los bonos (7).
Como esta igualdad es vélida para todo valor de T;, entonces los cocientes de la
igualdad como son los mismos, no dependen del plazo, por lo que sin pérdida de
generalidad se tiene que

U+3v2—r

— A1) .
v (r,)

Note que en la expresién anterior A(r¢, t) no es observable, sin embargo se podria
pensar como una prima de riesgo. Entonces aprovechando lo anterior, se supondra
el caso mas simple el cual es

A(ret) =0,

es decir, se supondra neutralidad al riesgo, por lo que se obtiene que

U+ivZ_y
0= X(ret) = +,
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de donde se llega a que

1 2
U+§V *7“:07

es decir, la ecuacion anterior estd indicando que en un mundo neutral al riesgo o
y B estan relacionadas.

Sustituyendo (3.3.5) y (3.3.6) se tiene que

. /tTa(t,s)ds + % (— /tTB(t,s)ds>2 E—
/tTa(t,s)ds = % (/tTﬁ(t,s)ds>2 ,

derivando de ambos lados
T
at,T) = /B(t,T)/ B(t,s)ds , (3.3.14)
t

es decir, bajo valuacién neutral al riesgo «(¢,T) y 8(¢t,T) no se pueden dar arbi-
trariamente, pero al dar la forma funcional de a(¢,T") 6 5(t,T) se obtiene 3(¢,T)
6alt,T).

Ejemplo

Sea ((t,T) = o, entonces por (3.3.14) se tiene que

Ot(t7T):U/fTO'd8:O'(Tt),

por lo que la dindmica de la tasa corta estd dada por

df(t,T) = o*(T — t) + odW; .

De lo anterior es importante hacer notar para evitar confusiones que o es la
volatilidad de la tasa forward (f(t,T), la cual puede ser estimada por

9I(B(1,7))

f(t’T) = 8T )

por lo que de esta forma el precio del bono estaria dado por

B(t,T) — ef\ftT f(t,S)ds
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Para determinar el precio del bono primero se calculard f(t,7") usando (3.3.2)
por lo que

F6T) = £(0,T) + /O/a(&T)ds + /O]e(s,:r)dw

t t
= f(0,T) —I—/ (T — s)ds —I—/ odW;
0 0

_ )2
= £(0,T) - 02%% + o (Wi — Wo)
2 )
= £(0,T) — % (T — )2~ (T — 0)?] + oW,
2
= f£(0,1) - % (7% — 2Tt + 42 = T?] + oW,

t2
= f(0,T) + o [Tt - 3} + oW,

y asi,

ft.T) = £(0,T)+ %t {T - %} + oW, ,

entonces

T T
—/ f(t,s)dsz—/ [f((),s)—l—azt {5—§:| +0Wt:| ds
' tT T n T
—/ f((),s)ds—aQt/ |:s— —] dS—O’Wt/ ds
t t
52 t
=— / f(0,s ds—l—/ 7(0,5)ds| — %t {?LT— §s|?] 7

—O'Wt )

2

= /fOsds+/ f(Os)ds f%t[TththT-l-tQ]

- O'Wt(T —t)

de este modo se obtiene

_[Tf(t,s)ds [/foé)ds+/ £(0,5)d ]——tT[T—t}7

—oW(T —t)
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por lo que
T
B(t,T) =exp [—/ f(t,s)ds]
t

0 T 2
=exp [— <Z £(0,s)ds —0—/0 7(0, s)ds> — %tT [T — 1]

- O'Wt(T - t)

t T 2
:exp|:/O f(O,s)dsf./O f(O,s)dsf7tT[Tft]

- O’Wt(T - t)

:exp [— fOT f(07s)ds]
exp [— fotf(O,s)ds]

exp [—%2@ [T —t] — oW (T — t)]

€cOomo

T
B(t,T) = exp [—/ f(t,s)ds] ,

t

entonces

_ B(0,T) o2
B(t,T) = B(OJ:) exp |:—7tT [T — t] — O'Wt(T — t):| s
pero

W~ N(0,t),

por lo que si e ~ N(0, 1), entonces

Wt - 6\/2 )
y de esta forma se tiene que
B(0,T) o?
B(t,T) = ——tT T —t]| —o(T —t)evt| . 3.3.15
(67) = S & |-G [T =1 = o(T = 1)V (3.3.15)
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Cabe hacer notar que a diferencia de Hull-White aqui no se calibré el modelo,
pero se puede interpretar que la calibracién viene dada por la ecuacién (3.3.14),
es decir, el modelo se calibra al dar exégenamente a 3(¢,T) -a(t, T)- y determinar
enddgenamente a «o(t,T) -3(¢,T)-. Finalmente, note que para calcular el precio
del bono se requiere un vector de precios o una curva de rendimientos inicial -ya
que se requiere a B(0,T) y B(0,t)- y esto puede ser a traves de Vasicek, CIR o
algin otro modelo, pero se recomienda tomar los precios de mercado.

3.3.3 Curva de rendimientos (Estructura de plazos)

Enseguida, se determinard la estructura de plazos para el modelo de Heath-
Jarrow-Morton. Para ello se supondra que R(t,T) es la tasa de interés compren-
dida entre el tiempo t y el plazo T. De acuerdo a esta notacién el precio de un
bono cupédn cero debera estar dado por:

B(t,T) = ¢ REDI(T—1) (3.3.16)

por (3.3.15) y (3.1.16) se tiene que:

—i((%f)) exp [—%QtT [T —t]—0o(T — t)e\/g] = RED(T-1)
por lo que:
R(ET) =~ 1_ ~In (Z((%’j)) exp [%tT [T —t] - o(T — t)e\/ZD ,

lo cual es equivalente a

R(t,T) = % {— In <%) + %2tT [T —t] +o(T - t)e\/g}

con € ~ N(0,1)

De la expresion anterior se puede notar que la estructura de plazos no es una
funcién determinista como en los modelos anteriores, en el modelo de Heath-
Jarrow-Morton de esta tltima ecuacién se aprecia que la estructura depende de
una variable aleatoria normal con media cero y varianza uno. Es por esta razén
que la estructura de plazos en este modelo puede ser obtenida bajo simulaciones.
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3.4 Modelo Nelson y Siegel

El modelo de Nelson y Siegel [12] estd interesado en estudiar la tasa forward,
en lugar de la dindmica de la tasa corta. Este modelo se desliga de los argumentos
de equilibrio general, ya que no ocupa argumentos de arbitraje para determinar la
estructura de plazos, en lugar de ello se basa en el supuesto de que la estructura
de plazos es la solucién de una ecuacién diferencial de segundo orden, razén
por la cual este modelo proporciona un método de estimacién paramétrico de la
estructura de plazos.

Bajo esta metodologia se ignora el comportamiento de los agentes en un mercado
v se supone que la tasa forward es solucion de la siguiente ecuacién diferencial
de segundo orden:

z(t) + az(t) + bz (t) — Bob =0, (3.4.1)

cuyas soluciones de frontera estdan dadas por

x(T) = A, .I,(T) =B, t<T.

Es importante destacar que el suponer que la tasa forward satisface esta ecuacién
diferencial da la posibilidad de encontrar una amplia gama de curvas que sean
solucion, razon por la cual se dara una técnica para encontrar los parametros a,
by Bo que mejor ajusten a la estructura de plazos observada.

A continuacién se encontrard la solucién a (3.4.1), para ello primero se encontrard
la solucién a la ecuaciéon homogénea, es decir

z(t) + az(t) + bx(t) =0. (3.4.2)

Sea ¢™' una solucién de la ecuacién homogénea asociada a (3.4.1), al sustituir

esta solucién en (3.4.2) se tiene que
emt (m2+am—|—b) =0,
debido a que ™ # 0 se tiene que

m2+am+b=0.
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De esta forma la solucién del polinomio caracteristico estda dada por

—a £ Va2 —4b
2 b

mio =

es decir, se han encontrado dos soluciones particulares de la ecuacién homogénea,
y asi, la solucién general para la ecuacién homogénea estd dada por la combi-
nacion lineal de estas dos soluciones,

ze(t) = B1e™ET) 4 gyem2(t=T) (3.4.3)

Enseguida, se calculard una soluciéon particular para la ecuacién no homogénea
dada por (3.4.1), para ello se propone como candidato a solucién a

zp(t) =a+~(E—-T).
Al sustituir la solucién propuesta anteriormente en (3.4.1) se tiene que
O=ay+bla+~(t—T))— Bob=(ay +ba — Bob) +v(t—-T),

por lo que se tiene
ay +ba — Bob =0,

yt—=T)=0.

Debido a las condiciones de frontera de (3.4.1) se tiene que t < T por lo que
t # 0, entonces para que la ecuacién anterior sea cierta se tiene que

7=0, a=p,
y asi, la solucién particular de (3.4.1) estd dada por
ap(t) = Bo -

Finalmente, la solucién general de (3.4.1) estd dada por la solucién general de la
homogénea asociada més la particular, es decir

w(t) = Bo + Bre™ 1) 4 gaem=(=T)

con
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Si
1 1
mip = — Mmoo = —3;
71 T2

por lo tanto la tasa instantdnea forward, f(¢,T), de plazo T al tiempo de refe-
rencia t, estd dada por:

_(T—t) _(r-v)
f@t.T) =00+ fre ™ +f2e 7 . (3.4.4)

Note que para que la tasa forward tome valores reales se debe ademas imponer
la condicién de que
a®—4b>0, (3.4.5)

y las condiciones de frontera llevan a que

A= f(T,T) = Bo+ p1+ B2

. (3.4.6)
B=f(1.T)= % + f—j

De lo anterior se puede notar que la tasa forward dada en (3.4.4) debe satisfacer
(3.4.6), sin embargo existen una infinidad de soluciones para B¢, 31 y B2 que
satisfacen las condiciones de frontera dadas en (3.4.6). Ademds, para que existan
soluciones reales se debe cumplir con (3.4.5), es decir, la solucién anterior es poco
practica para trabajar, razon por la que se modificara la ecuacién diferencial que
debe satisfacer la tasa forward (3.4.1) por una que sea mds tratable.

Para conseguir que la tasa forward sea analiticamente mas tratable se modificara
la ecuacién diferencial (3.4.1), de tal manera que solo se tenga una sola rafz real
en el polinomio caracteristico de esta ecuacion diferencial. Note que para obtener
una sola raiz real en el polinomio caracteristico debe ocurrir que

0=(m—a)?=m?—-2a+d*,

entonces la ecuacién diferencial de segundo orden de donde surge este polinomio
estd dada por ) .
z(t) — 2ax(t) + a’x(t) — Boa® =0, (3.4.7)

cuyas soluciones de frontera estan dadas por

2(T)=A4, 2(T)=B, t<T.
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Se encontrard la solucién a (3.4.7), para ello primero se calculara la solucién a la
ecuacién homogénea de (3.4.7), es decir

x(t) - 2ax(t) +az(t) =0. (3.4.8)

Sea ™ una solucién de la ecuacién homogénea asociada a (3.4.7), al sustituir

esta solucién en (3.4.8) se tiene que
™t (m2 — 2am + a2) =0,
debido a que ™ # 0 se tiene que
0=m?—2am +a* = (m —a)?,
cuya solucién al polinomio caracteristico de (3.4.7) esta dada por
m=a,
por lo que una solucién de (3.4.8) estd dada por

z1(t) = =T (3.4.9)

Note que para encontrar la solucién general de (3.4.8) se requieren 2 soluciones
particulares linealmente independientes, sin embargo solo se ha encontrado una,
razén por la cual se propone como una segunda solucién a (3.4.8) a

zo(t) = u(t)ry (t) = u(t)e?T)
Para encontrar a u(t) se sustituye a z2(t) en (3.4.8).

Al calcular las derivadas se tiene que

1‘2(15) = u(t)ea(th) + au(t)e®t=T)

za(t) = u(t)ea(t’T) + au(t)ea(t*T) + QQU(t)ea(t*T) + au(t)ea(t*T) 7
:1;'2(75) u.(.t)ea(th) + Qau(t)ea(th) + a2u(t)ea(t7T)

al sustituir en (3.4.8) se tiene que
0= [u(t) + 2au(t) + a’u(t) — 2au(t) — 2a%u(t) + aQu(t)} et=1)

:u(t)ea(th)
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a(t—T)

Note que e > 0, entonces u(t) = 0, por lo que

uwt) =a+~(t-T),

v asi,
za(t) = [a + 5 (t — T)] 1)

Por lo que la solucién general a (3.4.8) estd dada por la combinacién lineal de x4
y x9, es decir

ze(t) = 12T 4 By [+ ~(t — T)] 21D (3.4.10)

Para determinar la solucién general a (3.4.7) se requiere tener una solucién par-
ticular de (3.4.8), por lo que se propone como un candidato a solucién a

al sustituir la solucién propuesta en (3.4.7) se obtiene que
0=—2a¢+a’[0+¢(t—T)] — Boa® = (—2a¢ + a0 — Boa®) + a®¢(t — T) ,

por lo que
0= —2a6 + a0 — Bya?

0=a%p(t —T)

Pero ¢t < T por lo que para que la ecuacién anterior sea cierta tiene que pasar
que ¢ = 0, entonces se tiene que

0= pBo,

y asi

xp(t) = fBo ,
finalmente, la solucién general de (3.4.7) esta dada por
2(t) = zp(t) + 2e(t) = Bo + B1e® T 4 Bo[a +y(t — T)] T | (3.4.11)
cuyas condiciones de frontera establecen que

A =2(T) = Po+ b1+ B2
. . (3.4.12)
B =z(t) = B1a + Brac + Bay
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Para hacer més tratable la solucién anterior se impodra que a =0y v = —a, de
esta forma se obtiene que

A= fo+ b1
B:I(t):ﬂla*aﬁg ’

y asi, la tasa forward instantanea estda dada por

F,T) = Bo+ 81T 4 Bory (t = T)e® 1) = o+ 81D — Boa(t —T)e® 1),

1

sea T = , entonces

[, 1) = fo+ e T + B [T;t] e (3.4.13)

Por lo tanto, la tasa forward dada por (3.4.4) es la solucién de una ecuacién
diferencial ordinaria de segundo orden cuando las raices del polinomio carac-
terfstico son distintas, y la tasa forward dada por (3.4.13) es la solucién de una
ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden cuando las raices del polinomio
caracteristico son reales e iguales.

3.4.1 Curva de rendimientos (Estructura de Plazos) para el
caso de raices distintas.

En esta seccién se determinard la curva de rendimientos para el caso de raices
distintas, a partir de la tasa forward dada por (3.4.4).

Se sabe que la relacién entre la tasa forward y la estructura de plazos estd dada
por

1 T
R t’T = —_— t, d 5
(1) = 7= [ fles)as
entonces de (3.4.4) se tiene que

s—t

T T , -
/ f(t,s)ds :/ [50 + B1e 1+ 526_7} ds
¢ ¢

st st
=B0(T —t) — T 81e” 71 | — 12f2e” 72 | ’

=Bo(T —t) — 1161 [efTT_It - 1} — 7282 {eiTT;t - 1]

y asi,

T—t T—t

T —1 e = —1

1 T e
R(t,T) = T——t/t f(t,s)ds = Bo — TlﬂlTi—t - T2ﬂ2T7_t
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Por lo tanto la curva de rendimientos o estructura de plazos estd dada por

-t _T-t

1l—e 1—e ™
R(t,T) = Bo+ p1——F—— + Bo—=—
N 3

3.4.2 Curva de rendimientos (Estructura de Plazos) para el
caso de raices reales e iguales.

Se determinard la curva de rendimientos para el caso de raices reales e iguales
a partir de la tasa forward la cual estd dada por (3.4.13).

Andlogamente, como en el caso de raices reales y distintas, se tiene que la estruc-
tura de plazos esta dada por

1 T
R(t,T) = m/t f(t,s)ds 5

entonces de (3.4.13) se tiene que

T T s—t s —1 s—t
/ f(t,s)ds =/ {50 + Bie” 7 + B2 { ] e T } ds
t t T

s—t T /s ¢ s—t
zgo(T—t)—Tﬁle*T|tT+ﬁz/ < - )e = ds

t

T—t T s —t s—t
e (22
t T
(3.4.14)

Para calcular la integral del tercer sumando del lado derecho de la iltima igualdad
en la expresion anterior, se tiene que si u = ST_"‘, entonces du = %ds, por lo que

T—t

T s —t s—t T
/ < )e_ = ds :/ ue “rdu
t T 0

T—t

=T / ue “du
JO

Al integrar por partes la expresiéon anterior con




Capitulo 3 : Modelos de no equilibrio

se tiene que

y al sustituir lo anterior en (3.4.14) se tiene que

! — T—t :
/ Ft8)ds = Bo(T = ) = 76 [ 77 = 1] = far {TT e +67_1}
t

Por lo tanto la estructura de plazos esta dada por

1 T
R(t,T) Zm/f f(t,s)ds

T—t
1—e 77 Tt 1—e 77
=Bo +b1i—F— —Bee T +Po—F5—

T T

1-— ™ T_t
=00 + (81 + B2) % — foe” T

T
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CONCLUSIONES

En los tdltimos anos la ingenieria financiera ha experimentado profundas trans-
formaciones, sustentadas en la tecnologia de la informacién y en el desarrollo de
modelos en tiempo real, facilitando asi la toma de decisiones en el sector financiero.
El proceso de estas transformaciones causan cambios extremos en la toma de deci-
siones de los participantes del mercado, razén por la cual resulta necesario tener un
sistema eficaz para obtener los precios de los diferentes instrumentos negociados.

La teoria financiera expresa que el precio de un activo financiero es el valor presente
de sus flujos de efectivo, por lo que resulta importante conocer la tasa de interés
a la que sera descontado el instrumento. La estructura de plazos -6 tasa spot- se
define como la tasa de interés de una inversién efectuada en un periodo de tiempo
que empieza en t y termina en T anos, donde el interés y el principal seran pagados
en T. En los instrumentos de renta fija los bonos cupén cero son esenciales porque
a partir de ellos se puede obtener el precio de instrumentos de renta fija con flujos
de efectivo intermedios, como en el caso de los bonos cuponados. La tasa corta es
fundamental ya que a partir de ésta se determina la estructura de plazos.

En un escenario de equilibrio a través de la especificacion endégena de la dindamica
de la tasa corta, se obtiene una ecuacion diferencial parcial parabélica de segundo
orden que debe satisfacer un bono cupén cero, y a partir de este precio se deriva
la estructura de plazos.

El modelo de Merton resulta inadecuado para modelar la estructura de plazos
va que puede llegar a tomar valores negativos. La esperanza y varianza de la
tasa corta crece sin limite al transcurrir el tiempo, la curva de rendimientos y
tasa forward decrecen indefinidamente conforme el tiempo transcurre, ademés el
suponer que la tendencia de la tasa corta es constante no se observa en la practica.
En la practica, se observa que las tasas de interés no crecen indefinidamente, pero
presentan reversiéon de la media a un valor constante, lo cual es una propiedad
deseable en el andlisis de la dindmica de las tasas de interés. Dicha caracteristica
de interés la presenta el modelo de Vasicek, donde la dindmica de la tasa corta
presenta reversion a la media. Cabe destacar que este modelo es muy util debido a
sus propiedades para valuar productos derivados de tasas de interés. Sin embargo,
pese a esta gran virtud la principal limitante de este modelo es que la distribucién
de la tasa corta es normal, entonces la estructura de plazos podria tener pendiente
negativa e incluso tomar valores negativos. Para subsanar el problema del modelo
de Vasicek se presenté el modelo CIR, el cual no permite tasas negativas. Sin
embargo existe el inconveniente de que el ajuste puede ser insatisfactorio.
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Como se comento los modelos de equilibrio podrian tener el inconveniente de no
ajustar la curva de rendimientos observada con la tedrica. Es por esta razén que
los modelos de no equilibrio tratan de ajustar la curva tedrica con la observada.

El modelo de Ho-Lee es una extension del modelo de Merton, al hacer dependiente
del tiempo el pardmetro de tendencia. Pero, la critica més comtn del modelo de
Ho-Lee es que da muy poca flexibilidad para escoger la volatilidad. Se hace el
supuesto de que todas las tasas spot y las tasas forward tienen la misma desviacién
estandar. Ademas, el proceso de difusiéon no tiene reversiéon a la media. Pero la
limitacién méas importante y las més comin senalada es que se necesita suponer
un cierto nivel de tasas forward, el cual se cree es aun mas dificil de predecir que la
estructura intertemporal actual de las tasas de interés. Para subsanar el problema
de reversién a la media del modelo de Ho-Lee, Hull-White desarrollaron un modelo
el cual es una extensién del modelo de Vasicek, cuya aportacién radica en hacer
dependiente del tiempo el parametro de largo plazo. En el modelo de Hull-White
se proporciond la aproximacion de la pendiente de la estructura intertemporal
de tasas o la curva inicial de las tasas forward instantdneas. Se debe suponer la
curva inicial de las tasas forward instantdneas para poder obtener la estructura
intertemporal de tasas. Por lo tanto, sino se hace una estimacién correcta de cuales
seran las tasas forward en un futuro, se afectaria de manera importante la forma
de la estructura intertemporal de tasas, producida por este modelo. Se considera
que el modelo de Hull-White es un modelo teéricamente bien fundamentado pero
su falla radica en definir claramente una expresién de cémo evolucionaran las tasas
forward a través del tiempo reduciendo de esta forma lo practico del modelo. Esto
es, el modelo de Hoo-Lee y Hull-White derivan la estructura de plazos a través de
la ecuacidén diferencial (1.24), es decir, bajo un marco de equilibrio. Sin embargo
el rompimiento del equilibrio de estos modelos es cuando se hace la calibracion de
los modelos a través de los parametros de tendencias.

El modelo de Heath-Jarrow-Morton supone una especificacién exégena de la tasa
forward y partir de ésta se obtiene la tasa corta y la estructura de plazos. Para
implementar este modelo es necesario hacer uso de simulacién. Una de las limita-
ciones de este modelo es que éste involucra la tasa forward instantanea la cual no
es observable en el mercado. Ademads, no es fécil calibrar los precios de instrumen-
tos comercializados activamente. Similarmente el modelo de Nelson-Siegel supone
una especificacién exdgena de la tasa forward y a partir de ésta se determina
endégenamente tanto la tasa corta como la estructura de plazos. Sin embargo,
este modelo esta basado en la premisa de que existe un conjunto de ecuaciones
diferenciales que generan la curva de rendimiento tipicamente encontradas en los
mercados. Suponiendo que la teoria de las expectativas se mantiene, se puede
suponer que las tasas forward que estan siendo estimadas, seran las soluciones a
estas ecuaciones. En otras palabras, la pendiente de la estructura de plazos en
diferentes puntos a través del tiempo provee las tasas forward instantaneas impli-
citas en el modelo. La limitacién més importante de éste modelo es que casi nunca
se ajusta a las observaciones del mercado. De hecho usualmente no se ajusta a las
observaciones de mercado de corto plazo.
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Como conclusién general en el desarrollo de este trabajo se presentaron dos meto-
dologias para obtener la estructura de plazos -curva de rendimientos-, el enfoque
de equilibrio general y el de no equilibrio. Se comentaron las principales ventajas
y desventajas de los modelos desarrollados en cada enfoque. Sin embargo, el
comun denominador de ambos enfoques es la modelacién del factor de riesgo de las
dindmicas de las tasas a través del movimiento Browniano. Cabe mencionar que el
movimiento Browniano unicamente captura pequenas fluctuaciones del mercado
dejando a un lado los movimientos extremos en las variables macroeconémicas que
afectan a las tasas de interés, asi como la imprecision de los pardmetros ya que
ambas metodologias suponen dados y conocidos éstos. Esta situacién conlleva
a que el modelo es poco realista, por lo que posibles extensiones del presente
trabajo podrian ser:la modelacién de la dindmica de la tasa corta 6 forward a
través de procesos de difusién con saltos incorporando la teoria de los valores
extremos, con el objetivo de subsanar el problema de las fluctuaciones modeladas
en el movimiento Browniano.

La teoria financiera actual se basa en la hipétesis de mercados eficientes, la cual
supone que todos los inversionistas reaccionan inmediatamente a la informacién
que se les presenta, de tal forma que el futuro no estd relacionado con el pasado 6
el presente. Sin embargo, la mayoria de los agentes normalmente esperan que la
informacién que recibieron se confirme y no reaccionan hasta que se establezca una
tendencia clara. Esta asimilacion retardada de informacion es lo que causa que los
rendimientos financieros se modelen a través de una caminata aleatoria sesgada,
es decir, que constituyan una serie de tiempo fractal. El movimiento Browniano al
ser el limite de una caminata aleatoria puede ser extendido a un concepto llamado
movimiento Browniano fraccionado para capturar estas observaciones, de esta
forma se podrian construir modelos de difusién para la tasa corta que contemplen
el movimiento Browniano fraccionado.

La mayoria de los fenémenos que encontramos cada dia son imprecisos, es decir,
tienen implicito un cierto grado de imprecision en la descripcién de su naturaleza.
La légica difusa es conocida también como légica borrosa, es una teoria basada
en reglas que tolera imprecisiones e incluso las aprovecha para resolver problemas
que antes no tenian solucién. Las metodologias revisadas anteriormente se hicieron
bajo el supuesto de que se conocian los parametros que conducian las dinamicas
de las tasas cortas 6 forward, siendo que en la practica se estiman via métodos
estadisticos. Como es bien sabido la estabilidad de los pardmetros estimados a
través de inferencia estadistica dependera de la muestra obtenida, en particular,
de las condiciones actuales del mercado. Como consecuencia de lo anterior existe
una imprecisiéon en la obtencién del valor exacto de los pardametros, surgiendo la
necesidad de adaptar las metodologias mediante la 16gica difusa.
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