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RESUMEN

El andlisis de registros de vibracion ambiental para la determinacion de propiedades estructurales se
ha convertido hoy en dia en una practica comun y su aplicacién ha favorecido el desarrollo de
metodologias que permiten abordar el problema de la identificacion de sistemas desde Opticas
diferentes. Se presenta en esta tesis el analisis estadistico de algunas formas clasicas que relacionan
los registros de entrada y salida en estructuras instrumentadas en condiciones de vibracién ambiental,
utilizadas para determinar las ordenadas de la funcidén de transferencia, las cuales son utiles para
estimar los parametros dinamicos mas importantes como amortiguamiento y frecuencias de vibracion.

Se busca establecer cual es el mejor estimador de la funcidn de transferencia, vista como una variable
aleatoria, a partir de la estabilidad de los parametros que definen su funcion de densidad de
probabilidad. Para ello se supone que el proceso de entrada tiene caracteristicas similares a las de un
ruido blanco de banda limitada y se desarrollan procedimientos numéricos para verificar el grado de
aproximacion de las expresiones analiticas que describen las funciones de densidad de probabilidad
de cada uno de los estimadores estudiados. El analisis dinamico se realiza con modelos de sistemas
de un grado de libertad y varios grados de libertad, considerando la combinacién de procesos en dos
direcciones ortogonales, con el fin de examinar los efectos que pueda tener la irregularidad estructural
y el acoplamiento modal en la estabilidad de cada estimador

ABSTRACT

The analysis of recorded data in ambient vibration for determining structural properties is nowadays a
common practice and its application has supported the development of many of methodologies that
allow different points of view to study the problem of system identification. This paper shows the
statistical analysis for some classical relationships between the input and output recorded data in
dynamic systems under ambient vibration conditions, utilized to asses the transfer function and with it
important dynamic parameters, like modal frequencies and damping coefficient.

The scope is to determine which of some common predictors of the transfer function, have the best
behavior; studying the coefficients of the TF as random variables. The stability of the first and second
order moments of each predictor is evaluated, assuming that the input process has similar
characteristics to a band-limited Gaussian white noise, developing numeric procedures to verify the
level of approximation of the analytic expressions of each probability density function. The dynamic
analysis is performed at the beginning with single degree of freedom systems to provide the necessary
tools for the analysis of multiple degrees of freedom systems. A simple model of three DOF is studied,
in order to show the effect in some predictors when input processes in more than one principal
direction are taken into account, fundamentally examining the effects of modal coupling due to
structural irregularities, in the stability of the parameters assessed.



Capitulo 1
INTRODUCCION

El planteamiento de modelos para solucionar sistemas dinamicos es estudiado por diferentes ramas,
como la ingenieria mecanica, la ingenieria eléctrica, la ingenieria civil, la quimica, la ingenieria
aeroespacial e incluso la biologia. La modelacién matematica a partir de la estimaciéon de parametros
y el estudio de las funciones de transferencia, es una de las herramientas mas poderosas para llegar a
un mejor entendimiento de las caracteristicas de la mayoria de los sistemas.

La estimacidon de parametros a partir de correlaciones en el tiempo o analisis en el dominio de la
frecuencia, es un procedimiento que usa las observaciones de un sistema real para validar modelos
que representen adecuadamente las caracteristicas de dicho sistema; con el fin predecir una
respuesta futura con un nivel de aproximacion adecuado. La idea principal es la de minimizar el error
entre la respuesta del modelo y la del sistema actual, utilizando técnicas conocidas como minimos
cuadrados, filtracion, redes neuronales, etc. Lo anterior suele conocerse también como el estudio del
problema inverso o como la técnica de identificacion de sistemas. Se afirma que esta técnica tiene sus
inicios con Gauss a finales del siglo XVIII, quien en sus estudios sobre la dinamica de los planetas
formulé un modelo que le permitiera estimar las trayectorias de recorrido. El término identificacion de
sistemas fue puesto en circulacién por primera vez en los 60, por Lotfi Zadeh, para luego ser adaptado
como término comun a la naciente teoria moderna de control en la misma década. Sus raices
estadisticas tienen origen con la implementaciéon del método de maxima verosimilitud a los modelos
ARMAX, con Astrém y Bohlin. Sin embargo, se afirma que una vez consolidada la teoria, durante los
anos siguientes incluyendo la época actual, la interaccion entre el area de la estadistica y el campo de
la identificaciéon de sistemas ha sido poco significativa [Ljung 1996].

En la solucion del problema inverso, bien sea en la determinacién de los parametros del sistema o en
la estimacién de los coeficientes de la funcion de transferencia, la naturaleza aleatoria del fenémeno,
afectada por el ruido de los instrumentos de medicion y el mismo medio, indican que deben ser
consideradas como variables aleatorias y estudiarse como tales. Es en particular el interés de este
estudio, dentro del marco que concierne la solucion del problema inverso, determinar con criterios
estadisticos la estabilidad de algunos estimadores empleados con frecuencia para relacionar registros
de vibraciones a la entrada y salida de sistemas que mantengan un comportamiento lineal (p.e. en
vibracién ambiental); a partir de la obtencion de sus funciones de densidad de probabilidad.

Es importante aclarar que no hace parte de los objetivos de estudio encontrar un modelo que describa
el comportamiento de algun sistema en particular ni tampoco entablar una discusién sobre la cantidad
de parametros que deben ser tenidos en cuenta en el modelo de estudio. La atencién se centra en la
aplicacion a sistemas lineales de segundo orden, por su frecuente utilizacién en la estimaciéon de
propiedades dinamicas de edificios y otras estructuras civiles. Se deja abierta la posibilidad para
determinar cuan diferente puede llegar a ser, si se considera la no-linealidad u otros modelos que no
obedezcan a las ecuaciones diferenciales conocidas.

La fase es un elemento determinante dentro del analisis espectral, muy util en la toma de decisiones
para establecer formas modales de los sistemas instrumentados que lo requieren y esencial para la
reconstruccion de imagenes o registros sintéticos con caracteristicas especificas. Aunque en el
desarrollo de la tesis no se trabaja con la fase de las sefiales ni se menciona su tratamiento, se aclara
que no existe ninguna intencién en menospreciar su importancia. La atencién se centra como se ha
advertido en estudiar el comportamiento de los estimadores del espectro de amplitudes y se invita a



CAPITULO 1

estudiar los estimadores del espectro de fases con procedimientos similares a los planteados
reconociendo su condicion aleatoria.

Los aspectos mas importantes que se desarrollan en cada capitulo de la tesis se enuncian a
continuacion. En el capitulo 2 se establecen los criterios estadisticos y matematicos necesarios para
abordar el problema, caracterizando el proceso de entrada y los parametros del modelo dindmico de
forma que puedan compararse entre si los resultados que se obtienen en un marco de perturbaciones
reales o simuladas. En el capitulo 3 se busca definir en principio cual es la funcién de densidad de
probabilidad de los procesos de entrada y salida que obedecen a las ecuaciones de movimiento
planteadas en el capitulo 2 y a partir de ellas encontrar las expresiones de los momentos de primer y
segundo orden. Es claro que al conocer las caracteristicas del proceso de entrada y su interaccién con
el sistema, es posible conocer también la transformacién de la FDP de la variable aleatoria de interés.
A partir del modelo que se plantea, se establecen cinco relaciones entre los registros E/S (entrada y
salida), que pueden entenderse también como cinco funciones de variables aleatorias, de las cuales
interesara conocer su estabilidad y su relaciéon con la funcién de transferencia a partir de los
momentos que la describen. En resumen los estimadores que se estudian son 1) VEC (Valor
esperado de los cocientes espectrales), 2) VEC? (Valor esperado del cuadrado de los cocientes
espectrales), 3) VEP (Valor esperado del producto espectral), 4) CVE (Cociente de los valores
esperados) 5) CVE? (Cociente de los valores esperados al cuadrado).

La aplicacion a sistemas sencillos de un grado de libertad permite definir una base para abordar el
problema que involucra multiples grados de libertad con procesos de entrada que afectan al sistema
en varias direcciones. Para sistemas de varios grados de libertad se hacen conclusiones generales
acerca del efecto que tiene en el anadlisis considerar la interaccion modal y la aplicacion de otros
movimientos, con base en la estabilidad de los momentos del estimador. Para algunas
consideraciones, dada la imposibilidad de encontrar una expresion simplificada para la FDP de la
variable aleatoria en estudio, se determina Unicamente la expresién para el valor esperado.

Por definicion la estimacion del error puede ser determinada si se conoce el valor exacto de la
variable, el cual generalmente no se tiene. La validacién numérica permite desarrollar datos simulados
para la justificacion de los procedimientos, utilizando un modelo predefinido con parametros fijos.
Existen situaciones reales en las que se deben sacar conclusiones con base en las propiedades
estadisticas que se esperan, aceptando que ésta es una condiciéon necesaria mas no suficiente para la
obtencién del valor real o de su mejor aproximacion. Reconociendo estas limitaciones el estudio se
orienta a la evaluacion de cada estimador suponiendo incluidos dentro de las consideraciones de
aleatoriedad algunos efectos adicionales asociados a la instrumentacion o al proceso de medicion. A
partir de las expresiones analiticas descritas, que hacen parte del fundamento teérico del problema, se
inicia en el capitulo 4 la validacién mediante procedimientos de simulacién numérica, generando
procesos de ruido blanco gaussiano que perturben un sistema conocido.

Los procesos generados (entrada) y las respuestas obtenidas (salida), relacionados mediante algun
estimador, corresponden al conjunto de datos discretos con los que se hara el andlisis estadistico de
las variables aleatorias y con los cuales se corroborara el nivel de aproximacion de las expresiones
para las funciones de distribuciéon de probabilidad.

En el capitulo 5 se hace un analisis de la estabilidad de los momentos de primer y segundo orden de
cada estimador, considerando el proceso de simulacion establecido en el capitulo 4. Validadas las
expresiones, se concluye sobre la utilizacion de los estimadores, la relaciéon que tiene cada uno con la
funcion de transferencia, su aplicabilidad y posibles recomendaciones para su utilizacion y estudios
futuros.
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Capitulo 2
CONCEPTOS FUNDAMENTALES

En este capitulo se establecen los fundamentos matematicos utilizados para la deducciéon de las
propiedades estadisticas de los estimadores planteados. La funcién de transferencia, las funciones de
variables aleatorias, las ecuaciones fundamentales del equilibrio dinamico y las propiedades del ruido
blanco como proceso estocastico son los temas principales a tratar.

2.1 Sobre la funcion de transferencia en la identificacion de sistemas

La funcion de transferencia es usada en el analisis y procesamiento de sefiales, en diferentes campos
de la ingenieria eléctrica, electrdnica, civil y en el campo de las telecomunicaciones, con el fin de
determinar las propiedades del sistema a través del cual es transformada una sefal de entrada
(perturbacién), en la sefal observada a la salida de alguno de los grados de libertad (respuesta).
Generalmente se asocia la funciéon de transferencia a sistemas lineales invariantes en el tiempo; sin
embargo para algunos sistemas dindamicos es imposible establecer relaciones lineales para estudiar
su comportamiento, siendo necesario recurrir a funciones de transferencia no-lineales [Krylov,
Bogliubov, Zhabitsky]. La mayoria de los sistemas reales bajo ciertas caracteristicas, se ajustan bien a
modelos simplificados, los cuales seran el objetivo del presente trabajo.

Una explicacién amplia sobre lo que se entiende por funcién de transferencia orientado a la
identificacion de sistemas es tratada por Ljung, estableciendo de manera mas formal y con un
fundamento estadistico riguroso, los modelos de operadores de transferencia utilizados en la
prediccién de respuestas. En el contexto del presente trabajo se tomara el modelo de la ecuacién
diferencial lineal (EDL), que es probablemente la relacion mas sencilla de sistemas E/S que pueda
establecerse, pero que sigue siendo ampliamente utilizada para estudiar el problema inverso. En el
dominio “t” la EDL puede escribirse como se muestra en la ec. 2.1

W () +a, (1) et @y () +agy () = ul™ ()4 by u" ) (£) - t B () + By (2) (2.1)

Donde y“)(t) y u“)(t) son respectivamente la j-ésima derivada de la respuesta y(t) y la entrada u(t)
con respecto a la variable "y m>n.

Para el estudio que nos ocupa se asumira que “t” es la variable tiempo y en principio se supondran
condiciones iniciales iguales a cero, es decir y™ (t)=y""(t)=y'(t)=y(t)=0. Una transformacion

lineal (como la transformada de Laplace), sobre la ecuacion diferencial lineal que gobierna el sistema
en estudio permite obtener lo siguiente:

s"Y (s)+a, "V (s)+..+a,Y (s)=5"U(s)+b, 5" "U(s)+...+bU(s) (2.2)
que puede representarse también como:

m m—1
_s"+b, s +"'+b°U(s) 2.3)

o n-1
s"+a, s +..+a,

Y(s)

H(.\')

En este nuevo dominio “s”, la relacién entre Y(s)y U(s) estan determinadas por el cociente de dos

polinomios, representada por H(s) y que se conoce como Funcién de Transferencia.
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u( y(t) Us) Y(s)

— =| Sistema H(s) E——

Figura 2.1 La funcién de transferencia H(s) como proceso de transformacion de una sefial de entrada
y(t) en una de salida u(t)

Asumiendo entonces que efectivamente las funciones de transferencia se usaran para describir
sistemas lineales invariantes en el tiempo cuyo comportamiento obedece a la formulacion de
ecuaciones diferenciales ordinarias, bajo ciertas condiciones podemos aceptar que:

1. H(s)'[kU(s)] = kY(s)

2. H(s)[Ul(s)+U2(s)|= H(s)UL(s)+H (s)U2(s)=Y1(s)+Y2(s)

3. Siu(t)=Asin(ot) entonces y(t)= |H(im)|A sen(ot+p) (Respuesta a sefiales periodicas)

Lo anterior expresa que la respuesta ante una excitaciéon del tipo arménico en estado estacionario, es
una sefial con la misma frecuencia pero amplificada por el valor de la funcion de transferencia |H(s)|

evaluada en s = jo y desfasada ¢

4. Funciones de transferencia en serie.

U(s) X(s) Y(s) U(s) Y(s)
-— H,(s) = Hy(s)

e H1(S)*H2(S) _—

Figura 2.2
Sistemas lineales en serie

Si X(s)=HI1(s)U(s) y Y(s)=H2(s)X(s) entonces se puede expresar la funcién de transferencia
equivalente como.

Y(s) =H(S)U(s) con H(s)zHl(s)H2(s)

5. Funciones de transferencia en paralelo

—— H1 (S)
U(s) X(s) U(s) Y(s)
— H,(s) + Hy(s)

—=— | Hx(s)

Figura 2.3
Sistemas lineales en paralelo

Y(s)=[H1(s)+H2(s)]U(s)
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Sistemas de segundo orden

Considerando la forma general de la funcién de transferencia:

(s)= 1) (2.4)

Y sabiendo que H(s) es el cociente de dos polinomios que se definieron anteriormente, los cuales
provienen de haber aplicado la transformacion lineal.

_s"+b, 5" +..+b,

H(s)=—, = (2.5)
s +a, s +..+a,

La forma arbitraria del denominador de un sistema de segundo orden es:

D(s):s2 +as+a, (2.7)

El bien conocido oscilador arménico con amortiguamiento, corresponde a un sistema de segundo

orden, y sera la base de los sistemas dinamicos a los cuales se hara referencia en los capitulos
posteriores.

—=a(l)

[T
LC

?)‘%6%@@@@@@@

Figura 2.4 Sistema lineal de segundo orden con amortiguamiento

SN

A manera de resumen, se entiende que al plantear el equilibrio del sistema dividir por la masa y aplicar
la transformada de Laplace se obtiene.

[57+26Q5+Q* | X (5) =—A(s) (2.8)
Donde la funcion de transferencia estara representada por la expresion:

1
S H2EQs+Q°

H(s):

(2.9)

Es comun encontrar esta funcién de transferencia expresada en el dominio de la frecuencia, y que
suele ser equivalente a evaluar H(s) en s =io

1

M= G e (210

La transformada de Laplace es ahora la transformada de Fourier.

10
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2.2 Sobre variables aleatorias

Durante el desarrollo se trataran algunos temas elementales de probabilidad, por lo cual, tratando de
evitar ambigliedad se explicaran de manera abreviada pero concisa los fundamentos de la teoria que
sera utilizada en las siguientes lineas.

2.21 Definicién de variable aleatoria, funcion de distribucion acumulada (FDA) y funcion de
densidad de probabilidad (FDP)

Definicién

Puede definirse sin perdida de generalidad a una variable aleatoria (representada con frecuencia por
la letra X), como una regla que asigna un numero real x; a cada uno de los puntos s de un espacio
muestral /.

Puede pensarse también en una variable aleatoria como un valor o una magnitud que cambia de una
presentacion a otra, sin seguir una secuencia predecible. Los valores de una variable aleatoria son
los valores numéricos correspondientes a cada posible resultado de un experimento aleatorio.

X, Xs Xq  Xg X

Figura 2.5 Abstraccion grafica de una variable aleatoria
Se pueden distinguir dos tipos, las variables aleatorias discretas y las continuas.
Funcién de distribucién acumulada (FDA)

Se conoce como funcion de distribucién acumulada a una funcién F(x) de valores reales que satisface
las siguientes propiedades:

1. F(x,)>F(x,) con x, >x, (Funcién creciente para todo x en el dominio de F)
2. F(x)= lim F(x+¢) (Para todo x, F(x) debe ser al menos, continua por derecha)

3. F(—oo) =0y F(oo) =1

Donde el valor F(xi) es la probabilidad de que el valor que tome la variable aleatoria X sea menor que
un cierto valor x; .[Abramowitz]
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Funcién de densidad de probabilidad (FDP)
Buscando representar la probabilidad de que una variable aleatoria X se encuentre dentro de un

intervalo b =[x, —¢&,X +¢|, podemos expresar la densidad de manera formal como:

Sy (x)élimiProb{xi —e< X <x +g}

>0 De

Que lleva finalmente a relacionar la funcion de densidad de probabilidad f,(x) y a la funcién de
distribucién acumulada F, (x) como:

d
fr(x)= Fz)fx) 2.11)
Fo(¥)= | £, (2)d= (2.12)

Funcién de densidad de probabilidad normal

Es una de las funciones de densidad de probabilidad mas importantes y esta definida mediante la
siguiente expresion:

exp{— (x_“)z} (2.13)

267

fy(x)=

2nc

donde u y o son la media y la varianza de la variable X y cominmente suele representarse de
forma abreviada como N ~ (p,c)

Mas adelante nos interesara trabajar con la funcion error la cual esta definida como:

x

[e?at (2.14)
0

1
erf (x) = \/%
Funcién de distribucion de probabilidad conjunta
Fyy (x,y)=Pr{X <x,Y <y} (2.15)
Y la funcién de densidad sera:

2

o () =2

F 2.16
oy (%) (2.16)

Igualmente para las funciones de probabilidad conjunta se deben cumplir las siguientes propiedades
e Distribucién y densidad marginal

Fy (x)=Fyy (x,0) (2.17)

12
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©

fo(x)= [ £, () dy (2.18)

—0

e Densidad condicional

fX/y(x|Y=y)=% (2.19)

2.2.2 Funciones de Variables Aleatorias

Si una variable aleatoria Y se obtiene a partir de otra variable aleatoria X a través de una funcién
conocida g(x), entonces la probabilidad de que Y tome valores en dentro de algin conjunto A es

igual a la probabilidad de que X tome valores dentro de un conjunto B, donde B es el conjunto de
todos los valores x para los cuales g(x) es el conjunto A. Se debe garantizar como condicion

necesaria que g(x) es monotdnica en el intervalo de interés, para asegurar la existencia de la funcion
inversa g'(x) en el mismo intervalo. Dado lo anterior entonces puede expresarse mas formalmente
la funcién de densidad de probabilidad (FDP) de la variable aleatoria Y como.

_ Jy (x)

(y)= 2.21

1 (») da (%) (2.21)
dx

Con x=g"'(»)

Ahora si Y es un vector de variables aleatorias, obtenidas a partir de otro vector de V.A X, como
Y= g(X) la FDP resultante tiene una forma similar a la presentada anteriormente, solo que en este

caso en lugar de aparecer el valor absoluto de |la derivada de la variable X, se tendra el valor absoluto
del Jacobiano del vector de V.A. tal y como se presenta en la seccion 2.2.2.1

Funciones de distribucion y de densidad de probabilidad multivariadas

Después de la anterior definicién se hace intuitivo que el vector de variables aleatorias X debe tener
asociada una FDP para las variables aleatorias X; que lo conforman.

Fe (%)= Loty (50020 Xy ) (2.22)

La cual debe cumplir las siguientes propiedades

Sy (%)= j ........ J Fxorenny, (X5 X, XXy, ) dXydx,..dixy (2.23)

J ........ I Srxx,..x, (X, Xy, Xy ey ) dxydydix; oy, =1 (2.24)

le/XZXl ....... . (Xl |X2 _ XZ,X3 S XN = x, ) _ f){ngX;-......)Qv (XI,XZ,X3, ....... xN) (225)
szXz.......X}\‘ (xzrxw """" xN)
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2.2.2.1 Funciones Basicas
Combinacion Lineal

Dada la forma:

Y=A4X+b

donde se entiende que Y es una funcion lineal de todas las variables aleatorias contenidas en el
vector X y ademas 4 es una matriz conocida de dimensién nxn'y 5 es un vector de constantes de
dimension nx1, al aplicar la expresion enunciada en el numeral 2.2.2 para funciones de variables
aleatorias se llega a:

Sy ()= W (2.26)

Interesa principalmente el caso en el cual existe una variable que es combinacion lineal de las demas
variables aleatorias, el cual puede definirse de la siguiente forma:

Y=a"X+b
Y2:X2
Y, =X,
Y, =X

N N

Determinada la FDP multivariada, a partir de la definiciéon de funciéon de densidad marginal, puede
encontrarse la FDP de la variable aleatoria en estudio, por lo tanto el problema se convierte en:

Sy (.V) = ijYYZY\ (yayza"'»yzv )dyz"'dyN

Uno de los casos que mas tratara en el presente documento, sera la suma de dos V.A. el cual puede
tratarse como se expresa en la ecuacion 2.27.

Y=X +X,

f)/(y):_[f)(,)(Z (y_xzaxz)dy (2.27)

Ahora, si las variables son independientes entonces la FDP puede expresarse como se muestra a
continuacion:

£ )= [ fo =) i () (2.28)
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Funciones de dos variables aleatorias
Simetria Circular

Dos V.A son circularmente simétricas si su densidad de probabilidad conjunta depende solo de la
distancia al origen [Papoulis]. Formalmente lo anterior puede expresarse como sigue:

Far (x.3)=g(r) r=qx 4yt

Mas adelante se hara referencia a la propiedad de simetria circular. A continuacién se presenta la
forma como puede determinarse la funcién de distribucion de dos V.A, de manera general.

Dadas dos V.A. X y Y y una funcién g(x,y) que las relaciona, entonces la funcién de distribucién
acumulada de la V.A Z :g(x,y) puede obtenerse integrando la FDP conjunta de X y Y sobre la
regiéon D, definida como la regién en el plano xy tal que g(x,y)<z.A continuacion se presenta la
ecuacion 2.29 que resume lo expresado en estas lineas.

Fy(2)=P{Z <z} =|[ fiy (x.y)dxdy (2.29)

Definida asi la FDA de la V.A. Z , puede encontrarse facilimente la FDP de la misma variable, como
se presenta a continuacion:

1, (2)dz = [[ fip (3,7) dxdy (2.30)

AD,

Dentro de las relaciones basicas que interesa estudiar entre dos variables aleatorias se encuentra el
cociente y el producto, por lo que se ha considerado adecuado definir las expresiones que permiten
obtener las FDP de estas relaciones.

1) Cociente de dos variables aleatorias.
Definida Z como el cociente dedosV.A X y Y,

X
z=—

puede demostrarse que al aplicar lo indicado en la ecuacién 2.30, la funcién de densidad de
probabilidad estara descrita por la expresion.

£,(2)= [l (29 0) v (2.31)
Ahora, si X y Y son independientes entonces la ecuacion 2.31 se transforma en:

f2(2)= T fy (20) £ (v) v (2.32)
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2) Cambio de Variable.
Dadas dos variables aleatorias X y Yy dos funcionesdelasV.A Z y W,
z=g(xy) w=h(x.y)

para determinar la funcién de densidad de probabilidad conjunta de Z y W, debe solucionarse el
sistema:

g(x,y)zz h(x,y):w

Después de encontrar las “n” raices o soluciones del sistema, que se representaran como:
g(xn,yn)zz h(x",y")zw,
la funcién de densidad de probabilidad conjunta de Z y W responde a la siguiente expresion:

W :fxy(xls)ﬁ) fXY(xn»yn) 2134
Fow (2,w) |J(x,,yl)| ot |J(xn’yn) (2.34)

donde J(x,y) es el jacobiano de las V.A. Z y W evaluado en cada una de las raices (x,,y,) del
sistema solucionado.

[
Ox
J(x,y): ow ; (2.35)
ox Oy
3) Producto de dos variables aleatorias.
Definida la V.A. Z como el productodedosV.A X y Y,
z=xy (2.36a)

La FDP de Z puede encontrarse siguiendo el procedimiento planteado en la seccién cambio de
variable que acaba de definirse, para lo cual se sugiere:

e Adicionar una V.A auxiliar W tal que,
w=x (2.36b)

o Resolver el sistema de ecuaciones 2.36a y 2.36b,

o Obtener el jacobiano y reemplazar las soluciones del sistema de ecuaciones,

J(x,y):—w
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e Finalmente aplicar la ecuacién 2.34, llegando a la expresidn que se muestra a
continuacion:

o (20) = ﬁf (w;} (2.37)

4) Raiz cuadrada de la suma de dos variables aleatorias al cuadrado.

Definida Z como la raiz cuadrada de la suma de dos V.A X y Y elevadas al cuadrado,

z=+/x" +?
y

mediante la propiedad de simetria circular puede demostrarse que:

z

1, (z)=2n[rg(r)dr (2.33)

0

Esta propiedad sera de gran utilidad en la determinacién de las V.A. que define la transformada de
Fourier de un proceso estocastico gaussiano.

5) Funcién de distribucién normal multivariada

La funcién de distribucion normal conjunta o multivariada, puede ser definida de varias formas; sin
embargo la mas simple de todas es la siguiente: Un vector de variables aleatorias tiene distribucion
normal multivariada si cada polinomio lineal no trivial que pueda generarse a partir del vector es

normal en si mismo. Se representa la distribucion normal conjunta de dimensién n, con vector de
medias p y matriz de covarianzas ¥ como N, (1,X).

La densidad de probabilidad del vector se expresa como:

1 1 T -1
fx(x):mexp{—z(x—u) pX (x—u)} (2.38)

2.3 Sobre dinamica estructural

2.3.1  Funcion de transferencia en sistemas de un grado de libertad (SUGDL)

Figura 2.6 Sistemas generalizados a un grado de libertad
Dado que en ingenieria muchos problemas pueden resolverse simplificando los sistemas como si

fueran de un grado de libertad, algunos como los se muestran en la figura 2.6, sometidos a una
aceleracion en la base, se hace referencia a la ecuacion del oscilador arménico planteada en 2.8.
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La ecuacion del movimiento viene definida en este caso por:
mx(t)+ex(t)+kx(t)=—mxg (1)

y al aplicarle la transformada de Fourier a este sistema se obtiene la solucion en el dominio de la
frecuencia, que se representa como:

Ke)=dlo)H(e) H(m):(Qz—m2;+2§in . :g

2.3.2 Funcioén de transferencia en SVGDL (modelo unidimensional simplificado)

m, x,( [)

ki+1 (xm_“(i)

—1—0 -
ki
m, xi[ [) m,

. _]]_._,. +— P «——c %
o g K, m, (X+a(t)) [k

—1I—0 -—

k. (x-x.

1 1l

af(t)

Figura 2.7 Sistema de varios grados de libertad (Diagrama de Fuerzas)

Al plantear el equilibrio dinamico para cada una de las masas m, se llega a la expresion:

m, Xi+ ¢, xi+ (K, + K, )%, — ko Xia— K, xi = —ma (1) (2.39)

i i+l

la cual puede escribirse en forma matricial para todo el sistema como,
M X (£)+CX(t)+K X (t)=—-MJ X, (1) (2.40)

Considerando que los vectores propios del sistema ® diagonalizan a la matriz de amortiguamientos
C y que estos pueden encontrarse solucionando el sistema:

K-Q’M|=0 (2.41)
| |

puede encontrarse la funcion de transferencia el sistema de varios grados de libertad tomando la
transformada de la ecuacién de movimiento, como se muestra en la ecuacién 2.42,
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s{M )"((z)+C)'((t)+KX(t)} _ S{—MJ)"(,; (t)} (2.42)

|K +ioC -0 M| X (0) = -MJ X, (o) (2.43)
llegando finalmente a:

MJ

e — 2.44
©) |K +ioC—-o*M ( )

X (0)=-H(0)X, (o) H(

Para SVGDL del modelo unidimensional planteado, J es un vector de unos (1).

2.3.3 Obtencion de la respuesta dinamica simulada en el tiempo, a partir de un analisis en el
dominio de la frecuencia.

Conocidas las matrices de masa M y rigidez K, se encuentran los valores y vectores propios del
sistema o, y ¢,, el sistema de ecuaciones desacopladas se obtiene al efectuar los siguientes

productos:
O MDY (£)+ @' COY(1)+ D" KDY (r)=—0" M J X, (1) (2.45)

donde cada ecuacion desacoplada tiene la forma

m 3, (1) +¢ y, (6) 4Ky, (1) =—0" M J X (1) (2.46)
3, (1) + 28,9, 3, (1)+ Q2 y, (t)=—FP X, (1) (2.47)
x(t)= Z¢y (¢) (2.48)

Si se soluciona cada ecuacion diferencial para encontrar la respuesta y(t) , la respuesta en el sistema
coordenado inicial x(t) puede conocerse mediante la combinacién lineal de cada respuesta vy, (t)

multiplicada por su correspondiente vector modal, como se muestra en la ecuacion 2.48. Al aplicar la
transformada de Fourier a cada ecuacién desacoplada “” se obtiene la funcién de transferencia del

modo 4"
1
H. = j representa la variable compleja.
/() () -0)+280Q,j Jrep Piel
Y (0)=—H, (m)[FP,. X, (w)} (2.49)

donde, bajo condiciones iniciales nulas puede afirmarse que:

(1) =3" {—H[ (0)FP X, (@)} (2.50)
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Ahora, si la respuesta total es la combinacion lineal expresada la ec (2.48), reemplazando la ec (2.50)
se obtiene la ecuacion 2.51,

x(1) = -5 FPO,H, (0) X, (o) (2.51)

donde se puede demostrar que:

. e [(Q7-0)+28,00,/]
el (0 -a')+25,00,/]

n

(Q7 -0 )+280Q,j

H, (o) (2.52)

i=1

Finalmente si aplicamos la transformada de Fourier a la ecuaciéon 2.51, llegamos a la siguiente
representacion simplificada,

- H, (o) (2.53)

La expresion para Hr se utilizé para comparar las funciones de transferencia obtenidas al hacer el
cociente espectral y poder determinar cual es la forma de la variable aleatoria de H(u)) que mejor se

ajustaa |H,|.

2.3.4 Funcion de transferencia en sistemas de varios grados de libertad (modelo
tridimensional simplificado)

En un modelo de este tipo es posible considerar el aporte de las componentes de aceleracion en cada
direccion principal, donde la matriz J debe construirse de acuerdo con el numero de componentes de
aceleracion que participan.

Si se consideran tres aceleraciones en la base (dos en las direcciones principales Xy Y mas una
componente de rotacion 6 ) se puede plantear el problema de manera similar al numeral 2.2.5 .

O MOY(1)+ D7 g@%(r)+®flg®y(t)=—(®TA4Jl X, (1) +®7 M J, Y. () + " MJ, és(t))
.)'}.i (t)+ 2E_n'Qi );i (t)"’_Qiz Vi (t) = _(FRX X‘ (t)+ FP;Y Y‘ (t)+ FPie és (t)j (2'54>
Y ()=, (m){FPI.X X (0)+ FP, ¥ () + FP, . (m)}
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7 (0= {11, 0)] F, K (0) £, 7. (0)+ 12,6 (0) | (255)

Nuevamente es posible encontrar el vector de respuestas x(t) a partir de la combinacion lineal de

cada una de las soluciones encontradas en las coordenadas modales, llegando al planteamiento que
se expresa en la ecuacion 2.56.

x(t) = Z:q,is-l {Hi (m){FF’iX Xs () +FPy Ys (0)+FP, 0, (w)}}

K() =3 ZOFRA ()% (o) + 3 0FPH (0) Y2 (0) 37 {S0FRH (0)0: (0)

HTX(m) HTY(‘”) HTa(‘”)

f(((o) Hy (o)X, (m)m,y"(@)%s (0)+ Hy, (0)0, (o)
X (o) X (o)

(2.56)

2.4 Sobre procesos aleatorios

Existe un gran numero de fendmenos fisicos que no pueden estudiarse como problemas
deterministas y donde la prediccién de valores futuros no puede establecerse de manera exacta.
Algunos ejemplos de este tipo de problemas son los movimientos del terreno durante un temblor, la
altura de las olas, las velocidades de viento debidas a huracanes y las microvibraciones en
estructuras por ruido ambiental. Dada la imposibilidad de predecir con exactitud el valor instantaneo
de cualquiera de estos fendmenos, se utiliza la teoria de procesos aleatorios para estudiarlos.

Un proceso aleatorio x(t) es una regla para asignar a cada punto s de un espacio muestral S una
funcion X( t,s ) Es decir que un proceso estocastico podria considerarse sin perdida de

generalidad como una familia de funciones en el tiempo que dependen de un parametro s. El dominio
de s es el conjunto de todos los posibles resultados experimentales, y el dominio de t (tiempo) es un
conjunto ¢ de numeros reales. Si ¢ es el eje de las abscisas entonces el proceso se considera como
un proceso continuo, y si £ es un conjunto de enteros entonces se considera como un proceso
discreto.

kX(t,s)

\

Figura 2.9 Representacion de procesos aleatorios continuos

21



CAPITULO 2

Para un valor especifico t, el proceso estocastico X(t,s) es una variable aleatoria X con
distribucion:

F(x,t)= P{x(t) < x} :
241 Propiedades de segundo orden

Para la determinacion de las propiedades estadisticas de un proceso estocastico, se requiere conocer
la funcién de distribucién de probabilidad F(x,,.....,x,;t,,.......,t,) para cada x,t. Bastara por el

momento con conocer los momentos de primer y segundo orden que se definen a continuacion:

Media

Autocorrelacion

+00

Oy (t],tz) :E{x(t])x(tz)} = J.xlxzf(x,,xz;t,,tz)dx

—0

Media cuadrética

h=t, > E{x (1)}

Autocovarianza

C(1.t,) = R(1.1) —n()n (1)

En algunos procesos aleatorios los momentos de orden superior pueden encontrarse si se conocen
los de 1%y 2% orden (por ejemplo los procesos gaussianos); ademas es bastante dificil poder tener
un estimativo de los momentos de orden superior a partir de registros reales, los cuales generalmente
presentan una gran dispersion.

242 Procesos Homogéneos

Proceso estrictamente homogéneo

Es aquel proceso en el se cumplen las siguientes condiciones
Sy (x1al1):fx (xlall +T)

fy (x,,t,,xz,tz) =fy (xl,z‘l +1,X,,1, +'r)

S (0, X e X8 ) = oy (X8 T X0 6 + T X, 1y +T)

Si se cumple para las dos primeras condiciones se considera un proceso al menos débilmente
homogéneo. Suele llamarse proceso homogéneo, si la variable “‘t” representa el espacio, o proceso
estacionario si la variable “t” representa el tiempo
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Las condiciones que deben cumplirse para que un proceso sea al menos débilmente estacionario se
enuncian a continuacion:

1) E[x(t)] =u,

2) ¢XX (tlatz) = ¢XX (tl _tz)
243 Descomposicion espectral de procesos aleatorios

Si x(t) es un proceso aleatorio al menos débilmente estacionario entonces su funcién de densidad
espectral y la funcion de autocorrelacion estan relacionadas mediante las siguientes expresiones
1 +00

Sy (®)= g Ry (t)e™dt

Ry (1) = j Sy (0)e do

2.4.4 Procesos Aleatorios Gaussianos

En sentido amplio, un proceso aleatorio es un proceso gaussiano si para un numero entero (n > 0) y

IEEETRES LA™

un conjunto de instantes {t.t,,......,t t..t,}las variables aleatorias  x(t,)=x,x(t,)=x,,...

...,x(tn) =X, son conjuntamente gaussianas, es decir que su distribucion de probabilidad conjunta es
una FDP normal multivariada, que obedece a la expresion planteada en la ecuacion 2.38.

2.4.5 Ruido Blanco

Un proceso aleatorio x(t) es ruido blanco si los valores x(ti) y x(tj) no estan correlacionados para
todos los posibles t; y t; con i# j

C(t.t,)=0 L#t,

i

Si ademas de que las variables aleatorias x(ti) y x(tj) no estan correlacionadas, también son
independientes, entonces se tendra un ruido blanco en el sentido estricto.

Ruido Blanco Gaussiano

Para cada t;, la funcién de distribucion de probabilidad de la variable aleatoria X(t,s ) es una

normal con media p y varianza o*. Para el presente desarrollo se tendran solo ruidos blancos con
media p=0.

El ruido blanco tiene funcion de densidad espectral constante y por lo tanto su funcién de
autocorrelacion es una delta de Dirac.
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Ruido blanco de banda limitada

Es un proceso aleatorio con funcién de densidad espectral constante entre -o, y o,.

S (®)

—y “y

Figura 2.10 Funcion de densidad espectral del ruido blanco de banda limitada
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. Capitulo 3
FORMULACION TEORICA DE LOS ESTIMADORES

Existen numerosas formas en las que ha sido abordado el campo de la identificacion de sistemas,
todas ellas partiendo de la deduccion de un modelo que ajuste de manera apropiada las
observaciones de un sistema real. Uno de los principales problemas es entonces poder hacer una
buena eleccion del modelo matematico del sistema dinamico que desea estudiarse. Y otro igual de
importante se refiere al método de analisis que se utilizara para la identificacion de las propiedades del
sistema o bien de los parametros que fueron considerados en el modelo. La implementacién de
técnicas Paramétricas y No-Paramétricas son tratadas a fondo en los libros de Ljung y Raol. En el
capitulo se abordara desde una perspectiva probabilista la técnica de analisis espectral utilizada
comunmente en edificios, puentes y otras estructuras civiles para determinar sus frecuencias
caracteristicas y el porcentaje de amortiguamiento; técnica implementada desde los 60 por Crawford y
Ward. Algunos interrogantes han sido planteados acerca de la formulacion de cocientes espectrales y
correlaciones entre las observaciones que se realizan a diferentes niveles en las estructuras,
principalmente por ingenieros de la practica, interesados en conocer la mejor forma de obtener la
funcion de transferencia. Tratando de dar respuesta a estos interrogantes desde otra perspectiva, se
exploran a continuacion algunas relaciones entre las observaciones de entrada (perturbacion) y salida
(respuesta) de sistemas lineales, utilizando las herramientas estadisticas y matematicas que fueron
mencionadas en el capitulo 2

3.1 Planteamiento inicial y propiedades estadisticas de los registros E/S
Dado un sistema de un grado de libertad (SUGDL), sometido a excitaciones externas en la base, se
desean encontrar algunas propiedades caracteristicas del cociente de la relaciéon entre las sefiales

transformadas de la respuesta (salida) y los registros en la base (entrada), suponiendo que la entrada
puede considerarse como “Ruido Blanco Gaussiano” (RBG)

x(9 = == X(a)
Ny A

3l = [ et
=

el E ﬁ %ﬁ ﬁ(w)
A(t) = o

Figura 3.1 Transformacion de los registros E/S al dominio de la frecuencia.

Se define el estimador O(®), como una funcion de X (o) y A(w)
O(0) = f (X (o), A(»)) (3.1)

donde X (w) y A(w) generalmente son numeros complejos.
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A(w) es la transformada de Fourier de A(t), que puede escribirse de la siguiente forma:

A(w) = f A(H)e ™ dt (3.2)

—o0

pero ¢° =cos@+isin®, luego la ecuacion 3.2 también puede rescribirse asi:

Alw) = T A(t)cos mtdt —i T A(t)sin otdt (3.3)

c(®) d(®)

Es decir que la transformada del proceso estocastico A(t), se interpreta como la combinacion lineal
de dos variables aleatorias:

A(0) = ¢(0)—id(v) (3.4)

Ahora X(w) para un sistema de segundo orden como el que se muestra en la figura 3.1 puede
obtenerse como el producto entre A(w) y H(w), donde H(w) esta definida como la funcién de

transferencia que aparece al aplicar la transformada de Fourier a la ecuacion diferencial del oscilador
amortiguado (EDOA), la cual se expresa en la ecuacion 3.5,

-1
Ho)=z=—o 3.5
(©) 0% — 0* +2EQui (3)

X(0) = A(0)H (o) (3.6)

Reescribiendo H(w) como se muestra en la ecuacién 3.7, es posible identificar su parte real e
imaginaria, a las que se asignaran las variables a(®) y b(®):

22
H(w)=—— (222 > 2 o2 225,,290) 2! 3.7
Q-0 ) +(28Qw)" (Q° —0)" +(28Qw)
a(®) b(w)
Escrita H(®w) como una combinacion lineal de dos variables,
H(o) =a(®)-ib(®) (3.8)

donde a(w) y b(w) son variables que dependen de las caracteristicas de la estructura, mas

especificamente del amortiguamiento y de la frecuencia natural de vibracion, se procede a
continuacion a efectuar el producto planteado en la ecuacién 3.6 para identificar ahora la parte real y

la parte imaginaria del proceso de respuesta X(t) en el dominio de la frecuencia.

X(0) =[a(®)c(w) —b(w)d (w)] - [a(0)d(w) + b(o)c(w)]i (3.9)
RO) g()

26



FORMULACION TEORICA DE LOS ESTIMADORES

Se decide expresar también a X(m) (que corresponde a la transformada de Fourier de la respuesta

dinamica) como la combinacién lineal de dos variables aleatorias que se han nombrado
como f(») y g(w), por lo tanto:

X(0) = f(0)-ig(w) (3.10)

Redefiniendo la expresion (3.1) se obtiene
0(0) = £ ([ /(@) -ig(e)].[c(w) -id()]) (3.11)

Interesa entonces conocer las propiedades estadisticas de Q(w), para algunas funciones particulares
f(co), para lo cual es preciso establecer antes algunas caracteristicas de las variables aleatorias
componentes, que seran de gran utilidad mas adelante.

Sea A(t) un proceso estocastico gaussiano estacionario, cuyas componentes son independientes en
el tiempo, (este proceso es mejor definido como ruido blanco gaussiano) para el cual se cumple que:

Definido asi, el proceso de ruido blanco sera un proceso para el cual en cada instante ¢,, la realizacion

A(t,) tiene funcion de densidad de probabilidad normal con media nula y varianza o”.

Conociendo las propiedades estadisticas del proceso de entrada, pueden establecerse las relaciones
que se presentan a continuacién para determinar las propiedades de las variables aleatorias obtenidas

como producto de la transformacion al dominio . En la ecuacion 3.3 se define la variable c(co)
como:

+00
c(w) = j A(t) cos otdt (3.12)
Al aplicar el operador valor esperado a la V.A. ¢(®w) se encuentra que,
E{c(w)} = E{ J. A(t)cos o)tdt}

pero al ser la integracion y el valor esperado operaciones lineales la anterior puede reescribirse como:

He(o) = E{c(w)} = JE{A(t)} coswtdt =0 (3.13)
—_—
pn=0
De la misma manera al aplicar el operador valor esperado para encontrar la varianza de la V.A. ¢(0),
se llega a la siguiente expresion:

S2a) = E|(e(@) = b))’ | = E{e(@)’ (3.14)
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que es equivalente a escribirlo como:
2
cg(w) = E{(IA(t) cos (otdt) } (3.15)

2
cg(w) =F {Altir_)n()‘z A(ti)coscotiAtiJ (3.16)

1=—00

Al escribir la ecuacion 3.15 en forma discreta se obtiene la ecuacion 3.16, a partir de la cual pueden
establecerse algunas relaciones, que permiten simplificar la expresion y obtener las ecuaciones 3.17 y
3.18. En el numeral A.1 del anexo se presenta el desarrollo mediante el cual se llega a estas
expresiones.

+00
Gg((ﬂ) = Altim0 z o? cos? oAt (3.17)
i j=—0
+00
csf(m) = G°At J cos” widt (3.18)

—00

Es evidente que la integral 3.18 evaluada para los limites que se indican tiende a infinito y en el
sentido estricto para un proceso estocastico de ruido blanco con duracién infinita, la variable aleatoria
c(oo) que se obtiene como producto de la transformada de Fourier debe tener varianza infinita; sin

embargo para el caso de estudio y aceptando que en la realidad los registros que se consiguen como
resultado de una instrumentacién son de duracion limitada T, la ecuacion 3.18 toma la forma que se

presenta a continuacion considerando los nuevos limites de integracion [O,T] ,

T
Gg(w) = GZAZ‘J.0052 otdt = 62 At [i c0s((nT)sen(mT)+g} (3.19)
0

A partir de un procedimiento similar se logran obtener los parametros estadisticos para la variable
aleatoria d(w), llegando a las expresiones 3.20 y 3.21.

+00
0621(0)) =G At I sen’wtdt (3.21)

—00

+00 +00
Al ser las funciones sen(t) y cos(t) periddicas, podemos establecer que f senotdt ~ .[ cos? widt,
—00 —00
considerando que los limites de integracion se transforman luego en la duracién del registro y que
para una duracién adecuada pueden suponerse aproximadamente iguales, luego

+00
Se(w) * Cd(w) ~ o2 At _[ cos® ot (3.22)

—00

Se denotara esta varianza como

Var{c(w)} = Gg (3.23)
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Antes de pasar al analisis del siguiente par de expresiones, verifiquemos la independencia entre c(w)
y d(w).

El valor esperado del producto de las variables aleatorias puede definirse como:

E{c(0)d(0)} = E{ [a(t)cos mtdtja(t)senwtdt}

En el numeral A.1 del anexo, se hace el desarrollo mediante el cual se llega a:

E{c(0)d(®)} = E{c(0)} E{d(®)} =0 (3.24)
Con la ecuacion 3.24 se identifica que c(w) y d(w) no estan correlacionadas y sabiendo que ambas
variables aleatorias tienen distribucién normal, se concluye que son independientes. Una vez

encontrada la independencia entre las variables que se obtiene de la transformada del proceso de
ruido blanco, se estudian a continuacion algunas propiedades de las V.A. f(0) y g(®), las cuales

fueron definidas en la ecuacién 3.9 como:
S (®) = a(®)c(®) - b(w)d (o) (3.25)
g(o) = a(w)d(v) +b(®)c(®) (3.26)

Interesa conocer también los momentos de primer y segundo orden de estas variables, los cuales se
determinan a partir de un procedimiento similar al que se efectud al estudiar las V.A. resultantes de
transformar al dominio de la frecuencia el proceso de entrada.

Al aplicar el operador valor esperado a la expresion 3.25 se llega a:

[ ——

My = E{f (@)} = a(@) E{c(0)} -b(®) E{d(®)} =0 (3.27)
0 0

obteniendo el mismo resultado si se aplica a la V.A. g(w), por lo que puede concluirse que:

M@ = M) =0 (3.28)
Al estimar el segundo momento se obtiene la expresion 3.29,

67 (o) =@ (©)02 () + D ()5 (3.29)
que de acuerdo con las ecuaciones 3.22 y 3.23 puede reescribirse como:

%) = O {a2 (©)+b> (oo)} (3.30)
De la misma manera que se mostré para c(o) y d(o), se llega a concluir que

Tg() = o) (3.31)

La expresion que aparece entre llaves en la ecuacién 3.30, es precisamente la norma al cuadrado de
la funcidon de transferencia que se presenté en la ecuacion 3.7, es decir que la varianza de las V.A.
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f(w) y g(w) que se obtienen como resultado de la transformada de Fourier de la respuesta dinamica
X(t), corresponden al producto de la norma de la funcidon de transferencia elevada al cuadrado con la

varianza de la V.A. obtenida al aplicar también la transformada de Fourier al proceso de entrada (cf ).

Por simplificacién al igual que se presentd la ecuacién 3.23 se denotaran las varianzas de las V.A.
f(w) y g(w) de la siguiente forma:

Var{ f(0)} =Var{g(®)} = c? (3.32)

Es necesario establecer la correlacion entre las variables f(w) y g(w), para lo cual se sugiere en
primera instancia estimar el valor esperado del producto f(w)g(w) cuyo resultado se muestra a en la
ecuacion 3.33

E{f(0)g()} = E{(a(®)c(0) - b(0)d(»))(a(0)d (o) + b(o)c(w)} =0 (3.33)
que junto con la ecuacién 3.28 permiten concluir que no existe correlacion entre las variables.
E{f(o)g(0)} = E{f(0)} E{g(w)} =0

Una vez demostrado que f(®) y g(w)no estan correlacionadas, es posible afirmar que también son
independientes, a partir de los mismos argumentos con los que se sustento la independencia de c¢(w)
y d(w), los cuales formalmente puede expresarse como:

Al ser f(o) y g(o) obtenidas de una combinacion lineal de variables aleatorias con

distribucién normal, su distribucion es también normal, cumpliéndose que la funciéon de
distribucién de probabilidad conjunta se expresa como el producto de las FDP de cada
variable puesto que la correlacion entre ellas es cero.

3.1.1 Caracteristicas estadisticas de la entrada y la salida del sistema

Antes de comenzar con la determinacién de las propiedades de las V.A que se obtienen como funcion
de la entrada y la salida del sistema, es necesario conocer las propiedades individuales de cada una

de ellas, principalmente encontrar la FDP, la media y la varianza de |X (o)| (salida) y |4 ()| (entrada).
Al ser X(co) y A(m) numeros complejos, la funcién que corresponde a la norma del nimero complejo

(|X () o |4(w)|) es una funcion de dos variables aleatorias reales, en la que cada V.A. tiene FDP

normal y parametros estadisticos =0 y o2 = Giz

Para X (o) y A(w), las variables aleatorias a considerar son las establecidas en la ecuacién 3.10,
con los parametros que se especificaron en las ecuaciones 3.19 y 3.30.

Funcién de distribucién de probabilidad de la norma de un nimero complejo
Iniciando con la norma de la transformada del proceso de entrada |A(o>)| se puede encontrar su FDP

considerando que esta conformada por las V.A. ¢(0) ¥ d(o) definidas en la ecuacion 3.3, distribuidas

individualmente como normales con media cero, y varianza cg. Las variables aleatorias que se
consideran a continuacidon son funcidon de la frecuencia, sin embargo para evitar expresiones
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innecesariamente extensas se obviara este detalle, por lo tanto ¢(®) y d(®) serén ahora “c”y “d”.
La funcion de la cual se espera obtener la FDP, se expresa en la ecuacion 3.34

|4 =V +d? (3.34)

La FDP conjunta de las V.A. ¢ y d depende unicamente de su distancia al origen de coordenadas, tal
y como se expresa en la ecuacién 3.34

fep (e.d)= fe(e) fp(d)
—(F+d?)

1 26’
feple,d) = e ¢
CD ( ) 27[('53

la cual manifiesta que ¢ y d pueden considerarse como V.A circularmente simétricas como se mostré
antes en la seccion 2.2.2.1. Llamando a Z, =|4| puede demostrarse que la FDP de |4| es la siguiente:

2
“1

falz)="5e (3.35)

Un planteamiento similar para la V.A. |X| considerando que esta conformada por las V.A. f vy g

definidas en la ecuacion 3.9, distribuidas individualmente como normales con media cero y varianza
csff y con FDP conjunta descrita por:

-(f’+g")

1 2
fre(f.8)=—¢ 27
2n0f

permite encontrar su FDP mediante la propiedad de simetria circular. Haciendo el cambio de variable
Z, =|X|, se llega a establecer que la FDP de |X| es:

2
_%

Z 2
f7.(z0)=—%e (3.36)
Sr

En las anteriores expresiones %2 y crfz son las varianzas de las variables aleatorias C y F
respectivamente, que se definieron en las ecuaciones 3.12 y 3.25. Las forma de las ecuaciones 3.34 y
3.36 es conocida en la literatura como la funcién de distribucién de Rayleigh, la cual es aplicada
actualmente en monitoreo de sistemas, analisis de modelos de costos, procesamiento de sefiales,
fuentes de energia edlica, etc.

3.1.2 Momentos de primer y segundo orden de las FDP de la excitacion y de la respuesta

Conocidas las expresiones que definen las FDP de la respuesta X (o) y la excitacién A(w)

planteadas en las ecuaciones 3.34 y 3.36, pueden encontrarse de manera directa los momentos de
primer y segundo orden de estas V.A., los cuales seran de gran interés mas adelante en el estudio de
los estimadores propiamente dichos. Estos momentos se presentan a continuacién, considerando una
variable aleatoria z con distribucion Rayleigh como la que se muestra en la siguiente ecuacion:
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2
z

z

fz(Z)=B—2€ 2

1) Media
b :E{z}:?:zfz(z)dz :@B (3.37)
2) Varianza

o2 = E{(z—u)z} — 2p2 —% (3.38)

Relacionando los resultados de las ecuaciones 3.37 y 3.38, con las ecuaciones 3.36, 3.34 y 3.30 se
aprecia que en el proceso del andlisis espectral al calcular las V.A. Z, =|4(0)| y Z, =|X (v)|, antes de

efectuar alguna relacion entre ellas (es decir antes de calcular el cociente espectral), se pueden
establecer relaciones entre los segundos momentos de las mismas para caracterizar los procesos de

origen. Por ejemplo, conocidas varias realizaciones de las V.A. Z, =|4(o)| y Z, =|X (v)| para algiun
®;, pueden estimarse numéricamente las medias y las varianzas de Z, y Z, (cﬁl yo? )y con ellas

obtener un valor aproximado de las medias y las varianzas de las V.A. con distribuciéon normal que les
H : 2 2
dieron origen (c.y o).

~ uzl’zz b 2 o 2 A2
a)cc,f ~ \/ﬂ )Gc,f ~4_chzl,zz

Distribucion Rayleigh

[

Figura 3.2 Funcion de distribucion Rayleigh como funcién de variables aleatorias independientes con
distribuciéon normal
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3.2 Estimadores en estudio y su aplicaciéon a sistemas de un grado de libertad

Como se menciond al inicio del capitulo, el interés es poder estudiar la estabilidad de algunos
estimadores que pueden plantearse al relacionar los registros en el dominio de la frecuencia y efectuar
el denominado andlisis espectral. En principio nos interesa estudiar, si al tener un conjunto de
variables aleatorias como las que se describen en el numeral 3.1, es mejor establecer alguna relacion
aritmética entre ellas y estimar el valor esperado de la relacion, o bien obtener el valor esperado de
cada variable aleatoria por separado y luego establecer una relacién entre ellos. Dicho de otra forma,
si la relacidon que se plantea es el cociente espectral entonces el interés se centra en tratar de
determinar si el cociente de los valores esperados es equivalente al valor esperado de los cocientes;
si no, entonces se busca establecer los criterios que hacen mejor a un estimador que a otro y la forma
como cada uno se relaciona con la funcion de transferencia. Se estudiaran los siguientes estimadores:
el valor esperado del cociente espectral (VEC), el valor esperado del cociente espectral al cuadrado
(VEC?), el cociente espectral de los valores esperados (CVE), el cociente espectral de los valores
esperados al cuadrado (CVEZ) y el valor esperado del producto espectral (VEP). Este ultimo se
plantea como caso de estudio gracias a la particularidad de la FDP que lo define, ya que se encontré
que para las condiciones del proceso de entrada y las caracteristicas de la observacion a la salida, la
V.A. tiene un coeficiente de variacion constante y momentos mas estables que los de algunos
cocientes.

En la seccion 3.1 se caracterizaron las FDP de |.X ()| y |4(w)|, encontrando ademas las expresiones

que definen su primer y segundo momento en términos de las varianzas de las V.A. de origen. Una
vez conocidos los parametros estadisticos de los procesos de entrada y salida en el dominio de la
frecuencia se procede a determinar las FDP de los estimadores expresados arriba.

3.21 Valor esperado del cociente - VEC

Ql(co)=E{m}=E{|f_igl} (3.39)

4] e-id]

En este estimador se plantea que al tener dos registros en el dominio del tiempo de duracién T, (p.e.
uno en la base y otro en alguno de los grados de libertad del sistema en estudio), la variable aleatoria

Ql((o,.) se obtiene al dividir cada uno de los registros en N ventanas de duracion T/N, aplicar la
transformada de Fourier a cada ventana, calcular la norma de la transformada para cada o, y

finalmente estimar el cociente entre la norma del grado de libertad escogido y la base para cada
frecuencia. A continuacion se presenta el procedimiento a partir del cual se determinan sus
parametros estadisticos.

Definidas Z =|4| y Z,=|X| como variables aleatorias con distribucion Rayleigh, se estudia a
continuacion la variable aleatoria:

N

=2
) Z

Para abordarlo se plantean inicialmente la posibilidad de que las variables estén o no correlacionadas,

por lo cual es necesario encontrar el valor esperado del producto y el producto de la V.A. Z, vy Z,,
llegando a la ecuacién 3.40.

E{Z,Zz} = E{\/f2 +giNt+d’ } =2cVa’ +b’ (3.40)

con Va’ +b* = H(w)
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mientras que para el producto de los valores esperados, se hace referencia a las expresiones 3.35,
3.36 y 3.37, obteniendo el siguiente resultado:

2 2

2 2 2
E{zVE{z,} = Y0 N0 :gcjm (3.41)

A partir de 3.40 y 3.41 puede plantearse la covarianza entre Z, y Z,, la cual esta dada por la
expresion:

cov[2,2,]= E[2,2,]- E[Z]E[2,] = 0 Na* + 1 (4?) (3.42)

Cuando los registros de entrada y salida son contemporaneos y ademas la respuesta dinamica
corresponde exactamente al resultado de la interaccién entre el proceso de entrada y el sistema,

entonces el valor de la varianza . en el numerador y denominador es el mismo, quedando descrito el
coeficiente de correlacion mediante la expresion 3.43

4-m
c,’ a2+b2( )
YAVA ¢
—COV[ . 2]2 2 con o, :(a2+b2)ci Prz, =1 (3.43)

pLZz - 621 sz T[GZ T[Gz.
S (P (PR TS
2 2

Cuando la correlacion es igual a 1, entonces el valor esperado del cociente es efectivamente la
funcion de transferencia. Ahora, si los registros de entrada y salida no son simultaneos las variables

aleatorias Z, y Z, tienen correlacién nula (pZIZ2 =0) y ademas son independientes es decir que su

FDP conjunta puede expresarse como: (lezz(zl,zz):le (zl)fz2 (zz)). Se propone entonces

encontrar la FDP de la variable Q vy partir de ella la relacion del valor esperado con la funcion de
transferencia.

En la seccion 2.2.2.1 se presenta la expresion 2.31 que permite obtener la FDP del cociente de dos
V.A.; la cual aplicada a las V.A. en cuestion se transforma en::

fQ] {ql} = J.Zlfzzz, (4,-2,2)dz,

0
y considerando que Z, y Z, son independientes, la integral adquiere la forma presentada en la
ecuacion 3.44

fola}=[2t(a-2)1,(2)dz, (3.44)
0
Al reemplazar las expresiones 3.35 y 3.36 en 3.45 se obtiene:

o0
_ 3 —a, (gz, )Z 0,z
le {ql} _4J.Zl g a,e™ dzy
0

donde o, y a, son variables auxiliares tales que:
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%20 H(w) (3.45)
Resolviendo se llega a:

2q, OL%
folat=—"5 (3.46)
a
(‘]12 + %}j
Conocida la f.d.p de O (®), se determinan los parametros estadisticos Uy Y oj

©

. 27 (x/ ¢ ot/ OL/ n (x%
M =E{q} = [——L " dg = 2| - A LA | D - ! (3.47)
| 0 2+Q‘2 2(q2+a/j 2 o, o, 2
q9, a, 1 a, o, o, .
0
OL/ 2
= 4,-(q,-1,)
o q

o, = E{(g,-n, )Z}sz L du (3.48)

2
0 2 (X2
(611 + Alj

La integral anterior tiende a infinito, por lo cual se asume que csj ~o, 0 dicho de otra forma la
varianza de Q, no esta definida. Los resultados obtenidos en 3.48 y 3.49 tienen algunas implicaciones
importantes. Una de ellas es que el valor esperado de los cocientes es un estimador sesgado ya la
media corresponde al valor de la funcién de transferencia amplificada en un factor igual a % ~1.57,y
por lo tanto los coeficientes de la funcion de transferencia que se estimen, estaran amplificados en un
57% aproximadamente. Por otra parte el que la varianza no esté definida predice que para una

muestra de tamafo arbitrario se tendra una gran dispersion. En los capitulos posteriores se abordara
de nuevo el estimador a través del estudio de muestras de tamafio de diferentes tamarios.

pist 1 (7

i

Figura 3.3 Obtencion de la funcién de distribucion del cociente de dos rayleigh independientes
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3.2.2 Valor esperado del cociente al cuadrado — VEC?

2 .2
0,(0)=E % —E @ (3.49)
|4 o~ id|

Es un estimador similar al anterior en el procedimiento de obtencién, la diferencia se presenta al
elevar al cuadrado la norma de los numeros complejos que aparecen como producto de la
transformada de Fourier. La secuencia que se propone es la siguiente: conocidos los registros de la
entrada y la salida del sistema en el dominio del tiempo, cada uno con duracién T, la variable aleatoria

0,(w,) se obtiene al dividir cada uno de los registros en N ventanas de duracion 7/N, aplicar la

transformada a cada ventana, calcular la norma de la transformada para cada o,, elevarla al cuadrado

y finalmente estimar el cociente entre las normas al cuadrado de la salida y la entrada para cada
frecuencia.

En la seccion 3.1 se definieron las V.A. Z =|4| y Z, =|X| cada una con FDP Rayleigh, al elevarlas al

cuadrado se obtiene una variable aleatoria con FDP Exponencial, (que es un caso particular de la FDP
Gamma de parametros £ =1y 6=2), como la que se enuncia a continuacion.

Si Y es una V.A con distribucién Exponencial, entonces su FDP obedece a la expresion:

()= ée% (3.50)

con media y varianza

Como el cociente que se plantea ahora se efectia entre dos V.A. con FDP Exponencial, se propone el
cambio de variable: ¥, =Z y Y, =Z;, donde las expresiones que definen las FDP de las nuevas
variables aleatorias son:

f)= Sore (3.51)
o,

£ = Z%e%‘*f (3.52)
¥

Considerando registros simultaneos en los que la respuesta dinamica corresponde exactamente al
proceso de entrada, se tiene correlacion perfecta (plez =1) y el valor esperado corresponde
exactamente a la funcion de transferencia al cuadrado H(co)z.

Para registros no contemporaneos, se puede considerar que las V.A. ¥, y Y, son independientes y la
FDP del cociente Q,(w)= i—zj :% puede encontrarse a partir de la expresién 2.32, quedando definida
la integral como: 1
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fgz qz J‘ylsz (‘]2)’1)fy1 (v)dy, (3.93)

fo {02} ZGZ—AZ (3.54)
O

Reemplazando las expresiones 3.51 y 3.52 en 3.53 se puede resolver la integral de forma analitica
quedando definida como se muestra en la ecuacion 3.54, donde «, y o, son variables auxiliares tales

que:

% _9s_ H(o) (3.55)

Las integrales que definen al primer y segundo momento no convergen, las cuales se expresan a
continuacion:

20
(o:1,) %%, () V6,
2

(% A”)

Estos resultados tienen implicaciones en la estimacién de la funcion de transferencia que son
determinantes. Al igual que para la V.A. O, al no estar definida la varianza, la dispersion de los datos
generados al aplicar este estimador sera muy alta, a lo que se suma la condicién de inestabilidad en la
media; luego nunca habra convergencia del valor esperado independientemente del tamafio de la
muestra. Ademas la inestabilidad en los momentos del estimador impide establecer una expresion
para el coeficiente de variacion. En los capitulos posteriores se abordara de nuevo el estimador a
partir de la generacion realizaciones simuladas.

O'—;S

QQ(HZ‘)

1054

06H

025

Figura 3.4 Obtencion de la funcidn de distribucion del cociente de dos V.A Gamma
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3.2.3 Valor esperado del producto - VEP
Oy(w) = E{|X|-|4|} = E{| f —ig]|-|c—id|} (3.56)

Como se explicod en la seccion 3.2, se ha decidido presentar el estudio de este estimador gracias a las
particularidades que tiene la FDP que describe el producto de dos V.A. con distribucion Rayleigh. Bajo
el supuesto de que se cumplen las hipotesis del modelo y de las caracteristicas estadisticas del
proceso de entrada, la V.A Q, ofrece resultados satisfactorios como se muestra mas adelante.

El procedimiento de aplicacion de O, es similar al de O, y Q,. Una vez que se tengan los registros en

el dominio del tiempo, se aplica la transformada de Fourier a cada segmento de duraciéon 7/N, se
calcula la norma de la transformada para cada o, y finalmente se estima el producto entre las

variables Z, =|4| y Z, =|X| para cada frecuencia.

Para el caso de registros simultaneos perfectamente correlacionados el valor esperado de la V.A. Q,

obedece a la expresion 3.41. Sin embargo para evaluar el otro caso que nos interesa en el cual las
variables son independientes se propone seguir el procedimiento planteado en 2.2.2.1. Definidas

entonces Z =|4| y Z, =|X| como V.A. con distribucion Rayleigh, se puede determinar la FDP del
producto introduciendo una variable auxiliar W =Z, que junto con la variable Q,=Z,Z , permiten
estima el Jacobiano J(Q,,W):

90, 20,

oz, oz
J(Q”W):awi an; =Z=W

oz, oz,

Para obtener la FDP de Q, es necesario conocer la funcion de probabilidad conjunta f,, (g5,w), que

es posible encontrar a partir de la expresidn presentada en la ecuacion 2.37 evaluada para las
variables que considera el estimador.

o (0) =1 5o (L) (357)

Una vez definida la FDP conjunta, de acuerdo con lo expuesto en la seccion 2.2.1 se tiene por
definicion que £, (¢;) es la distribucion marginal en ¢, de f,, (¢;,w); al reemplazar las ecuaciones

2.18, 3.35y 3.36 en 3.57 se llega a:

1 WAGLZ thcz/
foa) == I—e o dw (3.58)

2
GG, oW

La solucién de la anterior integral se presenta en el anexo A.1, llegando finalmente la ecuacion (3.59)
q; 'Ko[ 1 J
c,0,
(3.59)

fgg(%): > 2

G/ o,
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Mediante las relaciones de recurrencia de las funciones modificadas de Bessel es posible encontrar
los primeros momentos (media y varianza) de Q,. Para una variable z cualquiera, se plantea en el

Handbook of Mathematical Functions [Abramowitz], la siguiente relacion para las derivadas de la
funcion de Bessel modificada de orden entero.

[ldij (2 Ly ()= 2 Lo (2) (3.60)

las cuales sirvieron para encontrar la media y la varianza, cuyas expresiones se muestran a
aconitnuacion:

(3.61)

(3.62)

Figura 3.5 Obtencion de la funcién de distribucion del producto de dos V.A Rayleigh

A diferencia de los dos estimadores, basados en el cociente espectral que se estudian en los
numerales 3.3.1 y 3.3.2, en el producto de las ordenadas espectrales esta definida la varianza de la
V.A., lo cual puede hacerlo un mejor estimador ya que para cualquier conjunto de realizaciones
descritas por esta FDP, se tiene una menor dispersion y de valor conocido. Es importante destacar
que al igual que VEC, es un estimador sesgado, pues la media no es exactamente la funciéon de

transferencia sino que aparece multiplicada por un coeficiente constante igual a % y por las

desviaciones estandar o, y o,. Determinadas las expresiones para la media y la varianza, el

re

coeficiente de variacion que denotaremos como c¢v, esta definido por la expresion:

O

_ 2
vy = 2T (3.63)
i s

3.24 Cociente de los valores esperados (Analisis Preliminar)

E {|X (®)|2} E{|X (o)}
Oy(@)=——— 0 Os5(0)=—7——= (3.64)
R e R
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El procedimiento de aplicacion de O, y O, es el siguiente: se hace un registro de vibraciones de

duraciéon T, en la base y algun grado de libertad del sistema. Una vez conocidos los registros se
dividen en segmentos de duracion T/N para luego aplicar a cada segmento la transformada de
Fourier, se calcula la norma o la norma al cuadrado (segun sea el caso) de la transformada para cada
segmento y se estima el promedio entre las ordenadas de los o, correspondientes. Finalmente se

estima el cociente entre los promedios de las ordenadas respectivas.

De manera similar al planteamiento hecho en el numeral 3.3.1 si los procesos son simultaneos y estan
perfectamente correlacionados, entonces el estimador que propone realizar el cociente de los valores
esperados bien sea de la norma o de la norma al cuadrado como se especifica en la expresion 3.64,
se tendra como resultado la funcion de transferencia 6 su cuadrado segun sea el caso.

_ E{|f (0)+ig(o) ] E{f(0) +g()} E{(ac-bd) +(ad+bc) |
O(o) = L= . ) : i
Elle(o)+id (o)} Elc(o) +d(0)]  Ele(w)|+E{d(o)]

azE{cz}-l-sz{dz} +a2E{d2}+b2E{cz} B (a2 +b2)(cf +65)

2 2 - 2 2
G, +0, o, +0;,

(o) =

O(0)=d* +b* = H(o)’ (3.65)

O(o) = ’ = J(@+5?) = H(o) (3.66)

Pero cuando no es registro simultaneo perfectamente correlacionado, como puede ocurrir en el
planteamiento de algunos cocientes espectrales que se construyen a partir de vibraciéon ambiental, no
puede concluirse directamente que el estimador propuesto es efectivamente la funciéon de
transferencia y evidentemente dependera de la cantidad de registros confiables que se tengan. Se
aborda a continuacioén el estudio del cociente de valores esperados de eventos independientes.

Para un evento la FDP del cociente de los valores esperados es igual la que se obtiene para el valor
esperado de los cocientes tal y como se establecio en 3.3.1

De manera preliminar se aborda el estudio del cociente que corresponde al promedio de dos
realizaciones tipo Rayleigh, es decir que se tienen en el numerador y denominador el resultado de
promediar dos ordenadas espectrales para algin o, con estas caracteristicas. La forma general del

estimador Q, se puede resumir en la siguiente expresion:

1 n n
*ZZZi Zzzf
L= W = W
1 n n
7221:' ZZU
n5o i=1

0, (3.67)
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y aceptando el caso de estudio preliminar en el que se considera solo la suma de dos V.A. Rayleigh
independientes se recurre al planteamiento hecho en la seccién 2.2.2.1 para la suma de dos V.A. es
necesario considerar el siguiente cambio de variable

— Z,+7Z — Z.+Z
ZZZ 212 22 Z]= 11212

De acuerdo con la expresion 2.28, planteada para la determinacién de la FDP que define la suma de
dos V.A,, se llega a la ecuacion 3.68 para las variables en estudio.

— 1 [4%2 —2 Z z,
fZ<Zf):_4G3e (2\/Foj2_zi \/;)erf[z +20/-2

(3.68)

J
Donde erf(z) es la funcién error definida en la ecuacién 2.14 y o, puede ser o, 0 o, segun el caso,

Por simplificacion y sin perder de vista el objetivo del presente anadlisis que es tratar de determinar si
pueden obtenerse parametros mas estables al considerar un nimero de mayor de variables aleatorias

en el numerador y denominador del cociente espectral, se asignara un valor unitario a o> (que
corresponde a la varianza de la distribucion normal, a partir de la cual se obtiene la V.A. con
distribucion Rayleigh del denominador Z,) y se asignara ademds un valor de dos al la funcion de

transferencia que pretendemos comparar H(w) =2; por lo tanto la varianza de la V.A. con distribucion

normal a partir de la cual se obtiene la V.A Z, es ¢’ = H(0) -c? =4.

Se evallan los valores correspondientes para cada una de las FDP del denominador y numerador
llegando a:

il (3

2
25 2 e
()2 e o2 s)
0.6 i)
0.5
0.4
fix) 03 fort+x2)
0.2
014
u 2 4 B & 10

X

Figura 3.6 Representacion grafica una V.A con distribucion Rayleigh y de la suma de dos V.A con
distribuciéon Rayleigh para los parametros especificados en la seccion 3.2.4
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Una vez encontrada la FDP del numerador y denominador se presenta una primera aproximacion al
cociente de la suma de dos variables aleatorias con distribucion rayleigh, con los valores supuestos.
Este cociente es una V.A con media y varianza definidas, lo que lo hace un estimador mas estable
que los cocientes planteados en 3.2.1 y 3.2.2; ademas es un buen indicio de que para un numero
mayor de variables aleatorias el comportamiento puede ser mejor, con menores dispersiones al
aumentar el numero de eventos considerados; ademas de que se elimina la inestabilidad de la
varianza por el efecto del cociente.

0

fQ5 {qs} = jz_lfzzzl (qsz_lvz_1)dz_1

0

Al desarrollar la integral se obtiene:

fo. {q:.,}n:2 =Cl(gs)tan”' (B\(/g )J+ C2(g,)tan™ { Aq(q5 ) J+ C3(gs) (3.69)
:_2<q4—12q2—32) :_128(q4+6q2—8)
e T e
C3q)= 641rB(q)(q4 +64° 78) +4qu(q)(q4 +64° 78)
o Ag*claf

Figura 3.7 Comparacion del estimador CVE considerando una y dos variables aleatorias en el
numerador y denominador con los parametros especificados en 3.2.4

Al considerar un mayor numero de variables aleatorias (tres o mas), poder deducir una expresion
analitica de la funcion de densidad de probabilidad del estimador en estudio mediante este
procedimiento, se convierte en una labor demandante y es dificil observar el comportamiento general,
sin tener que recurrir a la evaluacion de algunos casos particulares. El problema se abordara,
utilizando algunas expresiones que ya se han desarrollado en la literatura.

3.2.5 Cociente de valores esperados al cuadrado - CVE? (n>2)

B i L
s Efja?} E{le-iaf)
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Para obtener la FDP de este estimador, se relacionan las operaciones efectuadas en el numerador y
el denominador como la suma de un conjunto de variables aleatorias con distribucion normal que
estan elevadas al cuadrado. Por definicidon esta operacion sobre las VA originales da como resultado

una V.A. con FDP Chi-cudrado x*. Como el cociente que se plantea ahora se efectta entre dos V.A.
con FDP y* se propone el cambio de variable: ¥, = ZZf, yY,= ZZ; donde cada Z; corresponde a

i=2

la suma de dos V.A. con distribucion normal elevadas al cuadrado, es decir Z  =c +d’ y
2 2 2

Zy = f, +8 -

La generacion de la V.A. con distribucion Chi-cuadrado se enuncia a continuacion de manera general:

Dadas las variables aleatorias X,,X,,...,X, distribuidas cada una como una normal
N(p,,0,) , la variable aleatoria W, definida como:

Xl

W= Z[X “*'] (3.70)

se distribuye como una y? cuya FDP esta dada por la expresion:

(3.71)

donde I'(x) es la funciéon Gamma

F(x) = J‘t'He”dt

0

La media y la varianza de la V.A. son u, =n Yy o, =2ndonde n es el nimero de variables
aleatorias normales que se consideraron en su generacion. Ahora si p, =p_, =....=p, =0,

=0,=...=0, =0, que corresponde al caso de estudio entonces se obtienen las

o x2

x1

siguientes simplificaciones considerando la V.A. Y, = ZZf
i=1

By = noi (3.72)

y =4n’c] (3.73)

. . . . . Y, ..
Dado que las variables aleatorias Y, y Y, tienen FDP x? entonces la variable aleatoria Q, =2 tiene

funcién de densidad de probabilidad F la cual tienen la siguiente forma.
/ 1

(/,/) W5

fo, (4,) (3.74)
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donde B(x,y) es la funcién Beta.

]

La media y la varianza de Q, estén dadas por las expresiones 3.75a y 3.75b

" H(oo)2 con n>2 (3.75a)

M'Q4:n_2

5 4n2 (n—l) 4
S Sy S 4 3.75b
oy, n(n—2)2 (-2 H(®) conn> ( )

Las expresiones deducidas de manera general en las expresiones 3.75a y 3.75b indican que este
estimador es mucho mas estable que los anteriores, debido a que tanto la media como la varianza
estan definidas y se garantiza una menor dispersion. Se aprecia también que a medida que aumenta
el numero de variables consideradas en el procedimiento de analisis, CVE? se convierte en un

estimador insesgado, donde el sesgo estd dado por el coeficiente . Determinadas las

n—
expresiones para la media y la varianza, el coeficiente de variacion de Q,viene dado por la expresion:

n—1

Vo, n =2 pr— (3.75¢)
3.2.6 Cociente de los valores esperados - CVE (n>2)
E{|X} _ E{|f -iel]
Os(0) = = : (3.76)
B} B{le-u]

Definida la V.A. Y, como una variable con funcion de distribucion x*, se puede encontrar la FDP de la

variable Z,, aplicando los criterios establecidos en la seccién 2.2.2 para funciones de variables
aleatorias, siendo en este caso la raiz cuadrada de Y; la funcion a evaluar. Se plantea entonces que

Z_j: \/7] = ZZ/Z y de acuerdo con la expresion 2.21 se llega a:
i=1

— 217% —n-1 _2
S5 (Zj,n>z z, e g (3.78)
r(2)
«/51"(”+1)
2 2
b= %
rl”
5
(522— ~ nsz (3.80)
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Siguiendo el mismo procedimiento para la formulacién de la FDP del cociente de dos variables
aleatorias independientes, se llega a la siguiente expresion para la FDP de la variable Q.

n—1

q

fQE( 5)% 2 : .
“ ) e )

Definida f,, (qs) los momentos de primer y segundo orden se encuentran de manera directa

(3.81)

1
214{ 1—~ ﬁ_i
A3

_ con n>2; (3.82)

p(2.24)r( ]

HQS N ~

con n>2 (3.83)

2 A2
0Q5»” ~ 2HQ5=" +

Al igual que CVE? este es un buen estimador al garantizar estabilidad en los momentos y una menor
dispersion a medida que se aumenta el numero de eventos considerados para su obtencion. La unica
desventaja que representa frente al la variable O, es que las expresiones que definen la media y la
varianza de CVE son mucho mas elaboradas y requieren un mayor esfuerzo computacional. A partir
de las expresiones 3.82 y 3.83 se determina el coeficiente de variacién del estimador.

ofetil

fx(x)

05

Figura 3.8 Variacion del la funcion de densidad de probabilidad del estimador CVE en funcién del
numero de variables aleatorias consideradas
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3.3 Sistemas de varios grados de libertad

Al estudiar la respuesta dinamica tridimensional, interesa conocer el resultado de la combinacién de
varios procesos aleatorios que afectan el sistema en sus direcciones principales (Figura 3.9). Pueden
plantearse modelos complejos, que involucren una gran cantidad de factores; sin embargo
manteniendo la premisa de comportamiento lineal, el efecto del modelo como tal no es determinante
en la estabilidad del estimador. Se estudia en esta seccién el efecto de la aleatoriedad sobre los
estimadores planteados en el numeral 3.2, cuando se consideran las componentes de aceleracion en
las dos direcciones principales X y Y en la base. Se utiliza un modelo sencillo tridimensional con tres
grados de libertad, es decir de una sola planta, tratando de establecer la relacidon entre los cocientes
espectrales y la funcién de transferencia. Ese mismo procedimiento puede utilizarse para un modelo
tridimensional de multiples grados de libertad.

3.3.1 Sistema de tres grados de libertad x,y,0

Para un sistema de varios grados de libertad, la ecuacion de movimiento puede ser representada
como:

mlfrto)f+[el{i ()

[ax0] = {r )

Asumiendo que la matriz de amortiguamientos [c] se puede expresar como la combinacion lineal de

las matrices de masa [m] y de rigidez [k], entonces las formas modales del sistema pueden
obtenerse solucionando el sistema

(K-o’M)=0

Para un sistema de tres grados de libertad, sin considerar la matriz de amortiguamiento, las
ecuaciones de movimiento pueden plantearse asi:

ke 0 —ke ||x()| |m 0 o0 f(t) 4,(1)
0 ak, ake [1y(t)p+ [0 m 0 |{y(t)p=-m<A4,(t) (3.84)
—ke, oke ks’ ||0() 0 0 mp’ ||z 0
K X(1) M - A(r)
X(r)
Con
m : lamasa e, : laexcentricidad en planta en la direccion "X"
k, : larigidez en direccion "X" e, : laexcentricidad en planta en la direccion "Y"
a : larelacion entre las rigideces en "X"y "Y" p? : el momento polar de inercia "J"
ZKXiyiz + ZKYiXi2
St i=1 i=1

Z KXi
i=1
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0.06

-0.06

0.04

0.02
0

F—
Y -0.02
-0.04
-0.06
0.003
0.002
0.001
— e 0
-0.001
-0.002

-0.003

Figura 3.9 Sistema de tres grados de libertad (Representacion grafica de la transferencia entre los
procesos de entrada en Xy Y y sus respectivas respuestas en x,y,0)

Al aplicar la transformada de Fourier se obtiene la ecuacion dinamica en frecuencia

(K-0’M) X (0) =-mA(w) (3.85)

Presentado asi, cualquier solucién I‘(w) en el dominio de la frecuencia puede expresarse de forma
general como
kA, (0)+k4, (o)

r(w)= -] donde k1.k2 = f(o,m,k,.cue,.e,,p,5t,8)

Llamando a K -o'M| =D, k/D=g, , k,/D=g, Se obtiene

r(o)=g4,(0)+g,4, (o) (3.86)
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Al resolver la ecuacion dinamica en frecuencia para el sistema de tres grados de libertad que se
muestra en la ecuacion 3.84, se obtienen las expresiones para g1 y g2, que en el estudio de este
sistema de 3gdl estan dadas para la direccion X, como

g =-mp'o'+ ((sz +st° )kxmz(x)2 + ((xef —st’ ) amk’
2
g, =ak me.e,

Planteando la relacion entre la respuesta del sistema y el proceso de entrada en el dominio de la
frecuencia, se llega a la ecuacion 3.87

FT — gle ((’0)+g2Ay (Cl))

. o) (3.87)

Podemos aplicar a la anterior expresion los estimadores que fueron planteados en el numeral 3.2 para
estudiar el comportamiento al considerar una nueva componente de aceleracién en la base.

Nota: En este nuevo analisis es importante resaltar la diferencia que existe g(m) que es la variable

aleatoria con distribucién normal que se enuncié en la seccién 3.1y g,, g, que son funciones de las

caracteristicas estructurales del sistema y hacen parte de la funcién de transferencia que desea
estimarse.

a) VEC?

FT =E |g1Ax (0)+g,4, (0))|2 e [gle (0)+g,4, (m)J([g)IFX (0)+g,4, (@)}
A (o

4, (o)f

Por simplicidad se dejara de especificar en algunas expresiones que 4y 4 son funcion de la
frecuencia con el fin de evitar representaciones innecesariamente extensas.

“+|g,4,[ +2Re{g,g, 4.4,
A 2

x

A
F]I:E |g1 x

Tomando el valor esperado del ultimo término se llega a

g8, AA’ . aa +bb, .| —ab, +ab,
E{2Re{%}}=2l}{e{g1gz }EI:A—zy _Im{g1gz } A—z}

donde a_,b ,a,,b, son las componentes real e imaginaria de los procesos transformados 4 =a_+ib,

y A4, =a,+ib, . El valor esperado de la expresion completa es entonces:

estimador
inestable

2
A’ * y ,\'+b'bx * B xbv + 'b,\'
FT, :|g1|2+|g2|2E |A)||2 +2 Re{glgz }E{a(aA zy }—Im{glgz }{aA—zay} (3.88)

X X

X

48



FORMULACION TEORICA DE LOS ESTIMADORES

Suponiendo que 4, y 4, no estan correlacionadas entonces el estimador F7, no converge ya que

aparece el valor esperado del cociente de dos variables aleatorias con distribucién exponencial tal y
como se demostro en la seccion 3.2.2. De tal manera que F7, solo converge si 4 =vA4_donde y es

un coeficiente cualquiera que pertenece a los reales. Reemplazando esta relacion en la expresion
3.88 se obtiene:

FT, =g, +7|g.] +2v0? Re{g,g;} (3.89)

b) VEC

(3.90)

|14, (0) + g4, (w)l}

Al representar 4, como a,+ib; la expresion 3.90 se transforma en:

[glax +g1ibx]+[g2ay +g2ib,v] _ ||:glax +g2ay]+[glbx +g2by]i|
la, +ib,] - la, +ib,]

creando las siguientes variables aleatorias f(w)=ga, +g,a, ¥y g(®) = gb, +g,b,. Ahora como
a,,b,a b, son V.A. con distribucién normal entonces f(®») y g(w) también tienen distribucién

normal. Si todo esto se cumple entonces la variable resultante corresponde al cociente de de dos
variables aleatorias con distribucion Rayleigh. Para encontrar el valor esperado se plantea la siguiente
integral cuadruple.

: f(oa)2+g(m)2 ~ o f(w)2+g(03)2.f'p’G,A,B(f; g, a,b)
a(m)2+b(o))2 Ja(o)*+b(w)?

(3.91)

df dg da db

donde D es la region que comprende los limites de integracion de la integral. Si se tienen registros
simultaneos entonces como f, g, a y b son variables aleatorias con distribucién normal, la funcién de
distribucion conjunta es una normal multivariada como se mostré en la seccién 2.2.2.1, esta es:

1 .
fF,G.A,B (f’g’a>b) Z—exp{—XT z 1)(}

A

siendo X la matriz de covarianzas de las V.A. involucradas. A partir de algunas transformaciones y
utilizando las relaciones descritas en el numeral 3.2, se llega por induccién a la siguiente expresién

(3.92)

\/(glax &4, )2 +(glbx +g2by)2 - ( ’ j

e
FT,= E gl +—g2’
’ \/ax2 +bx2 4
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La anterior expresion implica que para valores de ® en los que el coeficiente g2 sea mayor o inclusive

igual al coeficiente g1, el valor de la funcion de transferencia se vera afectado por el valor de “2 que

aparece dentro del radical. El estudio de estas expresiones muestra que las mayores relaciones

g%l’ se presentan cuando hay modos acoplados, debidos a irregularidades estructurales que

generan fuertes excentricidades.
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Figura 3.10 Superficie del valor esperado tedrico y simulado mediante Montecarlo para el estimador
VEC en SVGDL. a)100 simulaciones, b)1000 simulaciones, ¢)10000 simulaciones.

Si todas las variables son independientes, es decir que el estimador se aplica a registros no

simultaneos entonces toda la expresion se vera afectada por el valor de 7

\/(glax +g,4, )2 +(g1bx + gzby)2
\/ax2 +bx2

FT,=F

2

tal y como se predijo desde el numeral 3.2.1
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FORMULACION TEORICA DE LOS ESTIMADORES

3) VEP

FT, = E{|g1AX (0)+ 2,4, (o)

4. (0)]

Presentado de esta forma y de acuerdo con las relaciones establecidas en la seccién 3.2 es facil
distinguir que el estimador corresponde al valor esperado del producto de dos V.A. con distribucion
Rayleigh. Sin embargo en este caso pueden estar o no correlacionadas, para lo cual se sugiere
establecer el valor esperado a partir una integral similar a la que se planted en el numeral anterior.

FT, = E{|g1Ax (‘D)+g2Ay (0))|

4, (o) =HHJ o) +go) fa)P +M) f, . , (g a b)dfdgdadb
D

Aqui también se considerd que para relaciones g2 ha oca correlacion entre las variables
gl

. . s
aleatorias que del numerador y denominador, por lo cual debe aparecer el factor 655 que se

encontré para la media en la seccién 3.2.3. De manera que mediante simulaciones se valido la
expresion 3.92, que es una buena aproximacion para este estimador.

2
A ((D)|} ~o, /gl2 +T57g22 (3.92)

Si se aplica el estimador a eventos no contemporaneos, todas las variables seran independientes y

E{|gle (0)+g,4, (0))|

entonces el valor de % afecta a toda la expresion.

A, ((D)|} ~o, /%z(glz +g22)

E{|gle (0)+g,4, (o))|

4) CVE?

) E{|g1Ax (0)+g,4, (co)|2}

T ]

(3.93)

Utilizando el desarrollo presentado para VEC? y las relaciones planteadas en la seccion 3.2.5 la
expresion 3.93 se puede transformar en:

> |lad,
1

FT, ==

4

+gaf + 2Re{g1g2*AxAy*}}

[l
i=1 i
y desarrollando la expresién del numerador se obtiene:

i

A

x
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n

ZDgle

2[2 Relg, gZ*AXAy*}l

Sflaal] llsal] 3
FT,=- + 4= L=l (3.94)
A A

Siaf] ] Sater]

i=1 i i=1 i i=1
T1 T2 T3

Es facil distinguir que en la expresion 3.94 los numeradores y denominadores de los términos T1y T2
poseen caracteristicas similares a las estudiadas en el numeral 3.2.5, por lo tanto al efectuar el
cociente aparece una distribucion F. En el término T3 aparece en el numerador el producto de dos
variables con distribucién normal no correlacionadas ya que se asume que los procesos de entrada en

direcciones perpendiculares Ax(t) y 4, (t) son independientes. Puede demostrarse entonces que el
valor esperado del término T3 es cero, simplificando la expresion 3.94 a:

Sl Slleaf]

FT, =1L +4L " (3.95)
2liar] - Xl

x x
T1 T2

i i=1 i

Cuando se trata de procesos simultaneos perfectamente correlacionados, se puede afirmar que el
. . . g . . 2 .
valor de A4, es igual en el numerador y denominador simplificando el término T1 a |gl| . Ademas al

considerar independencia entre 4, () y A, (t) el término T2 puede estudiarse como se presento en el

numeral 3.2.5 a partir de una distribucion F, por lo que al estimar el valor esperado la expresion se
transforma en:

2 2 n
FI, =g +|ga| — (3.96)
n-2
Donde n es igual al numero de variables aleatorias que se consideren en el denominador o
numerador, tal y como se definié en la seccion 3.2. Para el caso de registros no simultaneos hay

independencia entre todas las variables consideradas, por lo tanto la expresion 3.95 da el siguiente
resultado.

FI, =n'+2(|g1|2 +lel')
5) CVE

o E{|g1AX (0)+g,4, ((o)”

T E{a (o)

Planteando el problema de manera analoga al presentzado en la seccion 3.2.6, se pueden relacionar
los resultados con los obtenidos para el estimador CVE® llegando a las siguientes expresiones:

Para registros simultaneos perfectamente correlacionados:

FT, =g, +|g2|2£(z_;j (3.97)
o(r5.25)r(4)
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Para conciente entre variables independientes:

2‘%/&(3—3
FL ~ (g [ +|e:] )} ——"F% (3.98)

p(r5.25)r( %)
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Capitulo 4 .
VALIDACION NUMERICA

La validacién numérica es el proceso de examinar una expresion a partir de datos simulados, estimar
su calidad y definir el grado de aceptacion o rechazo para el propésito que se estudia; la aceptacion
esta condicionada a la facilidad de aplicacion a los sistemas reales que puedan hacer uso de dicha
expresion.

Pensando en tener una cantidad considerable de valores, que permitan estudiar el comportamiento de
las relaciones planteadas a diferentes niveles, es necesario desarrollar una herramienta de simulaciéon
que se ajuste a las necesidades del problema que desea estudiarse. Para tal fin, se ha utilizado el
lenguaje de programacion Fortran, implementando algunos algoritmos que facilitan la obtencion de los
elementos necesarios. Dada la simplicidad de los modelos, las consideraciones elastico-lineales y
sistemas invariantes en el tiempo se recurre a procedimientos convencionales para la construccion de
la respuesta dinamica de sistemas de uno y varios grados de libertad tal y como se present6 en el
numeral 2.3.3. La ventaja de poder entender lo que en efecto desarrolla el programa, la forma como
procesa la informacién para obtener los resultados a examinar y de los cuales se tomara base para
poder inferir las conclusiones sobre el comportamiento de los mismos, es el principal motivo por el
cual decidieron programarse este tipo de herramientas; ademas de las facilidades que brinda para
realizar un analisis sistematico por su conexién entre el procedimiento estadistico, el analisis dinamico
y la transformacion de la respuesta en el dominio de la frecuencia. Un esquema simple que representa
la forma general de los algoritmos utilizados se muestra en el siguiente diagrama de flujo.

UGDL 6 SUGDL

UGDL o SUGDL Uno o varios grados de libertad

KM, €, 2. K:rigidez, M: masa, & :amortiguamiento, NSim: Numero
NSim, Ndat

[u—

de simulaciones a realizar, Ndata: cantidad de puntos a
\l/ generar en el proceso aleatorio
3. Gen Ruido - Se genera una sefial simulada a partir de una

funcion de densidad espectral de ruido blanco gaussiano,
de tamafio Ndata. El algoritmo usa la relacion del método
uniforme de A.J. Kinderman y J.F. Monahan.

4. Se obtiene la respuesta dinamica a partir de un analisis
modal paso a paso.

5. Se hace un andlisis de Fourier de la sefial obtenida para
algun grado de libertad escogido y la del proceso de

Gen. Ruido (NUmeros
Aleatorios) con Ndat

Obtencién Respuesta

Dinamica
entrada.
6. Se escoge el estimador a analizar y se obtienen los
\l/ parametros estadisticos de la variable aleatoria en estudio.

Paso al dominio de la
Frecuencia

Seleccién del

\l/%— estimador Q

Analisis de las propiedades
de Q - Representacion
Grafica

Figura 4.1 Estructura del algoritmo general utilizado para la validacién numérica de los estimadores
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CAPITULO 4

4.1 Simulaciones aplicadas a sistemas de un grado de libertad

El desarrollo de las simulaciones se enfoca en dos aspectos fundamentales: primero la comprension
del problema de estudio, en sistemas sencillos de un grado de libertad, en los que con extrema
simplicidad es posible determinar los parametros dinamicos, como periodo y amortiguamiento. El
segundo se enfoca en estudiar algunos casos sencillos para sistemas de varios grados de libertad,
teniendo en cuenta las consideraciones sobre acoplamiento modal e independencia, descritas en el
numeral 3.3.

41.1 Estimador VEC

gl

En el capitulo anterior se determiné que el estimador 3.3.1, tiene una fpd que obedece a la expresion:

o 2
fola}=—<—"—= con % - H (o)
2,0, 1
q, a,
1.000 1000 1000 Sim
0.100 0.100 MM
0.010 0.010
Tedrico Teorico
0.001 0.001
3.0 6.0 10.0 3.0 6.0 10.0
o (rad/s) o (rad/s)
VEC | |
1.000 | % ol
10000 Sim 14 10000-Sim~7 I Hes
% 1000 Sim Feor 2
0.100 ,
Teorico
0.8
0.010 0
Tedrico
0.001 ‘
3.0 6.0 10.0 50 6.0 7.0
o (rad/s) o (rad/s)

Figura 4.2 Comportamiento del estimador VEC de acuerdo con el niumero de simulaciones
consideradas.

Se observa como al correlacionar la respuesta dinamica con un proceso de las mismas caracteristicas
del que proviene pero que es independiente, es decir que no ocurre simultaneamente, la funcién de

. . I P ’
transferencia se ve afectada por un factor igual a 3 tal como lo prevé la teoria.
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Para validar la funcion de densidad de probabilidad se tomaran los resultados de los experimentos
simulados para tres frecuencias dentro del intervalo considerado para la funcién de transferencia, que
se presentan como secciones A-A’, B-B’ y C-C’ en la figura 4.3. Los graficos a), b) y c) de la figura 4.4
comparan las funciones de densidad de probabilidad y la funcién de distribucién acumulada para el
estimador 3.3.1

10.00

H(w)

1.0 10.0 100.0
o (rad/s)

Figura 4.3 Secciones sobre las que se validara la FDP de cada estimador

Comparacion FDP tedricas y simuladas Comparacion FDA teéricas y simuladas
0.16

—O— Simulada
0.8

—o—Tedrica

b 3 —O— Simulada

< 008 21 0.6

=y [y —A— Teobrica
@:‘bq 0.4

w7 0.04 02

0.00 = -
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.( 0.0 1.0 20 3.0 4.0 5.0 6.0
X X

a) A-A’ ©®=3.0 rad/s

—O—Simulada 1.0

0.8

—A—Teorica

0.6 —O— Simulada

Fx(x)

0.4 —NA\— Teodrica

0.2

- 0.04 0.08 0.12 0.16 0.20

b) B-B’ ®=6.28 rad/s

0.4
—O— Simulada 1.0
b 0.3 - 0.8
q \ —&—Tebrica —0— Simulada
% X 06 .
&, 3 —A— Tedrica
e L oo04
0.2
¢ 4 0.0 &
- 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 - 0.01 0.02 003 0.04 0.05 0.06
X X

c) C-C’ ®=15.03 rad/s

Figura 4.4 Comparacion de las FDP tedrica y simulada del estimador VEC
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CAPITULO 4

41.2 Estimador VEC?

2
0,(®)=E %
E

En la seccion 3.2 se determind que el estimador presentado de esta forma, posee una funcién de
densidad de probabilidad que obedece a la siguiente expresién

@,
fo, {qz}(qz%/%l)2 con OL%lez(m)

Utilizar un estimador de este tipo, puede presentar dificultades para determinar las parametros
dinamicos del sistema e interpretar los resultados, al no existir estabilidad ni en la varianza ni en la
media. En la figura 4.5 se presenta una comparacion entre la funcién de transferencia tedrica para un
sistema de un grado de libertad, y el estimador VEC? cuando se tienen 100, 1000 y 10000
simulaciones respectivamente. En el grafico donde se comparan todas las simulaciones con el teérico
se aprecia claramente que no hay estabilidad en la ordenada espectral que corresponde a la
frecuencia del sistema, y que al aplicar alguin método para la estimacidon del coeficiente de
amortiguamiento & se obtendran valores muy variables. Para construir las simulaciones se consideré

un sistema de un grado del libertad con £=0.05 y T=1 s.

1.000 1.000 J

1000 Sim

0.001 0.001
FR A’MI‘
Tedrico -)ur “me
"” 3.0 10.0 L
3.0 10.0 : :
@ (rad/s) ® (rad/s)
VEC®
{”[ il
1.000 "‘ 10000 Sim 120 fi
5 i 10000 Sim_~"7 |
|/ 8.0 [
0.001 e ‘
4.0
I % Teorico
Tedrico Wi,
L “J‘M
LW“J-\ x!l}
3.0 10.0 5.0 6.0 7.0
o (rad/s) _ o (rad/s)

Figura 4.5 Comportamiento del estimador VEC? de acuerdo con el niimero de simulaciones
consideradas.

En la figura 4.6 se presentan las FDP y FDA para las variables aleatorias que corresponden a las
secciones A-A’, B-B’ y C-C’ propuestas en la figura 4.3 y se comparan con las analiticas que fueron
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VALIDACION NUMERICA

expresadas en el capitulo 3. Se aprecia que las funciones tedricas son muy bien reproducidas por las
aproximaciones numéricas que se obtienen con los resultados de las simulaciones.

Comparacion FDP tedricas y simuladas Comparacion FDA teoricas y simuladas
0.80 10
—O— Simulada
0.60 | //\ ) 0.8
By / \ —4A—Tedrica = o6 —0— Simulada
3 040 0
E w 04 —N\— Teorica
D]
0.20 0.2
0.00 -
- 0.005 0.010 0.015 0.020 0.000 0.005 0.010 0.015 0.020
X X
a) A-A’ ©®=3.0 rad/s
0.80
1.0
—0— Simulada
0.60 \ 0.8
i“l Tebrica % 06 — 0 Simulada
3 E 04 —A— Tebrica
el ’
0.2
0.0 5.0 10.0 15.0 20.0
X
b) B-B’ ®=6.28 rad/s
0.6
05 p2N —O— Simulada 1.0
04 ‘J“‘ \ —A— Teodrica 08
G I\ —_
@ 0.3 *:’ 06 —0—Simulada
gt o
0.2 : 04 —A— Tedrica
01 1/ 02
0 0.0
- 0.0001 0.0002 0.0003 - 0.0001 0.0002 0.0003
X X

c) C-C’ ®=15.03 rad/s

Figura 4.6 comprobacion de la distribucién del estimador 3.3.2 para cada una de las secciones de la
figura 4.3

1000000

10000 4

o.ooo01 4

0000001 +

000000001

o[rad/s]

Figura 4.7 Comportamiento del estimador 3.3.2 considerando 1000 simulaciones utilizando un modelo
de un SUGDL con los mismos parametros.
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CAPITULO 4

Todas las representaciones de la funcion de transferencia simulada que se presentan en la Figura 4.7
corresponden al promedio de 1000 eventos. Se observa que en la FT asi definida el valor
correspondiente a la frecuencia del sistema, es precisamente el maximo, sin embargo no es estable,
se aprecia ademas la existencia de otros maximos locales en frecuencias cercanas a la de la
estructura que pueden confundirse.

41.3 Estimador CVE?

Z|X<w>|7
. /n_

O,(w) =
) 2|A«»>|7
n

Se determind para este estimador que su FDP corresponde a la de una distribucién F, descrita por la
siguiente expresion.

o) =
“ )y

Se genera un conjunto de 10, 100 y 1000 registros simulados de entrada y salida para los cuales se
sigue el procedimiento que plantea el estimador CVE?. Se promedian las ordenadas espectrales de las
transformadas de Fourier de las cantidades indicadas arriba y luego se estima el cociente, un
procedimiento inverso al que se plantea en el los dos estimadores anteriores. Esta secuencia hace
que las predicciones de las ordenadas espectrales sean mucho mas estables, lo cual puede
apreciarse en la figura 4.8, en contraste con lo que sucede en el estimador VEC?, donde no se aprecia
una mejora significativa con el aumento en el niumero de simulaciones.

1.000 1.000

Tedrico 100 Sim Tedrico

0.001 0.001
! 3.0 10.0
o (rad/s)
CVE?
1.000 1000 Sim 100 Sim
1.6
1.2
08
(i1 ——_ ", 10 Sim
0.4
i 55 6.0 6.5
o (rad/s) ‘ o (rad/s)

Figura 4.8 Comportamiento del estimador CVE? de acuerdo con el nimero de simulaciones
consideradas.
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Comparacion FDP tedricas y simuladas Comparacion FDA teoricas y simuladas
0.25
1.0
0.20 —0O— Simulada
0.8
——o—Teorica .
g 0.6 —O— Simulada
('S -
04 —A— Tedrica
0.2
5.0 0.0 1.0 20 3.0 4.0 5.0

A-A’ ®=3.0 rad/s

0.2
—O— Simulada 1.0
by —4— Tedrica 08
q _
- 0.1 ‘:-’ 06 —0— Simulada
éibq gy B
] —A— Tedrica
0.2
0 0.0
- 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 - 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
X X

B-B’ ®=6.28 rad/s

0.25
—O— Simulada 1.0
0.20
:ﬁ —A—Teobrica 0.8
-. 015 —_ .
E X 06 —O— Simulada
%...?1 0.10 |->|: —/— Tedrica
0.4
0.05 0.2
0.00 _
- 2.0 4.0 6.0

C-C’ ®=15.03 rad/s

Figura 4.9 Comprobacion de la distribucién del estimador 3.3.3 para cada una de las secciones de la
figura 4.3

En la figura 4.9 se comparan las FDP y FDA obtenidas al discretizar en intervalos las realizaciones
simuladas a las que se aplicé el estimador CVE®. Para poder comparar los resultados con la
distribucion F, las variables aleatorias se dividen entre el valor teérico de la funcién de transferencia es
decir que de alguna forma estan normalizados, por esto el eje de las abscisas es igual para todas las
distribuciones de las tres secciones. El ajuste entre las funciones tedricas y las generadas es muy
bueno; solo la representacién para la frecuencia mas baja presenta pequefias discrepancias respecto
de la tedrica.
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4.1.4 Estimador CVE

2/

Os(0) =\

ZIA(UJ%

La FDP de este estimador se obtuvo aplicando la teoria de variables aleatorias al estimador CVE?, de
donde se deduce la siguiente expresion para su distribucion.

fo ) = ——2— 5
R AT

En la figura 4.10a se presentan los resultados obtenidos al promediar 10, 100 y 1000 registros
simulados aplicando el criterio del estimador CVE. Al igual que en CVE? los valores de las ordenadas
espectrales son bastante estables y la cantidad de eventos que se necesitan para alcanzar dicha
estabilidad es menor que la de VEC y VEP. En el capitulo siguiente se estudiara el nivel de
aproximacion de la media a la funcién de transferencia en funcién del nimero de eventos
considerados.

1.00 1.00
Tedrico

10 Sim 100 Sim

Teodrico

0.01 0.01

3.0 10.0
o (rad/s)

1.00 1000 Sim
T\ Ao0sim
1000 Sim 1.2

0.8

CVE

10 Sim
0.01 Tedrico
0.4

3.0 10.0 55 6.0 6.5
o (rad/s) ® (rad/s)

Figura 4.10 Comportamiento del estimador CVE de acuerdo con el nimero de simulaciones
consideradas.

En la figura 4.11 se presentan las distribuciones tedricas y simuladas para el estimador CVE, donde
se aprecia que la simulacion reproduce bastante bien a la expresion tedrica expresada en la ecuacion
3.81. Es importante resaltar el cambio en la forma de la FDP que describe al estimador, ya que si se
comparan las densidades de probabilidad de los estimadores CVE y CVE? con las de los otros dos
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cocientes (VEC y VEC?) se observa una disminucion importante en el tamafio de la cola, lo cual indica
que es un estimador mucho mas estable, con menores dispersiones.

Comparacion FDP teoricas y simuladas

Comparacion FDA teoricas y simuladas

1.00 A/Q/M—-@
0.80 i )
- —O— Simulada
% 0.60
|.|>f 0.40 —— Teobrica
0.20
0.00
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00
X
®=3.0 rad/s
1.00
0.80 ”ﬂm
— —O— Simulada
;, 0.60
L 040 —A— Teoérica
0.20
0.00
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00

B-B’ ©=6.28 rad/s

ey 0.40 —O— Simulada
Ll
— 030 —— Tedrica
#
P 0.20
0.10
0.00
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50
X
A-A
0.30 )
. 0.25 + —O— Simulada
< 020 —o— Teorica
—
% 0.15
g
0.10
0.05
0.00
- 0.50 1.00 1.50 2.00
X
0.30
0.25 —O— Simulada
hy 0.20 —A— Teorica
¥ o015
iy
:‘:H 0.10
0.05
0.00
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00 2.50

X

1.00

0.80 —O— Simulada

0.60 —— Tedrica

Fx(x)

0.40
0.20

0.00

0.00 0.50

1.00

1.50 2.00 2.50

C-C’ ®=15.03 rad/s

Figura 4.11 Comprobacion de la distribucidn del estimador CVE para cada una de las secciones de la
figura 4.3

415 Estimador VEP

Para el producto de las variables aleatorias X(w) y A(w) se determind que su FDP estaba

representada por la siguiente expresion

q;

q; - K,
fg3 (qs):

62



CAPITULO 4

o 1.000

P 1.000
Teorico 10 Sim 100 Sim

Tedrico

0.010
0.010

3.0 10.0
o (rad/s)
VEP
Tedrico
1.000 1.6 f
. 100 Sim Hest—nc?
1000 Sim est _ mo;
HTeor 2
1.2 1000 Sim
0.8
0.4
3.0 10.0 5.5 6.0 6.5
o (rad/s) @ {rad/s)

Figura 4.11 Comportamiento del estimador VEP de acuerdo con el niumero de simulaciones
consideradas.

En la figura 4.11 se comparan la funcién de transferencia teérica para un sistema de un grado de
libertad con coeficiente de amortiguamiento & =0.05 y periodo T=1 s, con las ordenadas que se

obtienen al efectuar el calculo del estimador VEP, para 10, 100 y 1000 simulaciones. De acuerdo con
las hipétesis del modelo, al efectuar el producto entre las ordenadas espectrales de la respuesta y la
perturbacion, cuando estas son independientes, se obtiene la funcién de transferencia multiplicada por

2 2 . . .
o, . Un valor de o superior a uno hara que las ordenadas que se obtienen como resultado del

. . s . o] 2
estimador, sean mayores a las de la funcion de transferencia tedrica y menores cuando o, sea

menor a 1. Si se satisfacen todas las condiciones a partir de las cuales se deduce la FDP del
estimador en estudio, entonces los resultados que pueden obtenerse de él son bastante mas
significativos que aquellos arrojados por los dos primeros estimadores (VEC y VEC?), gracias a la
estabilidad de sus momentos de primer y segundo orden al considerar una cantidad apreciable de
eventos, cosa que no sucede con los dos cocientes mencionados.

En la figura 4.12 se presentan las funciones de densidad de probabilidad teérica y simulada para el
estimador VEP. El ajuste simulado es bastante bueno, y se verifica que efectivamente al considerar el
producto de las ordenas espectrales de los registros E/S de un sistema lineal sometido a una
excitacion cuya densidad espectral sea constante en un tramo, la densidad de probabilidad de dicho
producto obedece a una funcién de Bessel modificada, en funcién de las varianza del proceso de

entraday de la FT, esto es K, (x, o,, H(a)))
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Comparacion FDP tedricas y simuladas Comparacion FDA tedricas y simuladas
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Figura 4.12 Comprobacion de la distribucién del estimador 3.3.5 en las secciones A-A’ y B-B’
4.2 Simulaciones aplicadas a sistemas de varios grados de libertad

El acoplamiento modal ha sido un tema ampliamente tratado; en los 70 Jennings y Hoerner hicieron
sus aportes acerca del acoplamiento modal en edificios altos, planteando algunas expresiones para el
equilibrio dinamico, Lin en los 80 hizo sus aportaciones sobre la estabilidad en puentes con estas
caracteristicas. Actualmente es un tema ampliamente tratado por la industria aerodinamica que se
interesa por estudiar los efectos del acoplamiento ocasionado por las corrientes de viento. Entre los
multiples factores que la originan, las irregularidades geométricas, estructurales y de materiales son
en teoria las causas principales. Una forma de evaluarlo es a través del grado de excentricidad. Un
valor alto de excentricidad conduce a una fuerte interaccidon entre las respuestas dinamicas en sus
direcciones principales, aunque la aplicacién de la perturbacion sea en una sola direccién. En las
deducciones hechas en el capitulo 3 para sistemas de varios grados de libertad, se determiné que
para valores altos de la variable g2 (que corresponde al aporte que tiene en la direcciéon x la

aplicacion de una perturbacioén en la direccion y), al aplicar los estimadores VEC o VEC? es necesario
tener en cuenta algunas consideraciones adicionales, que aparecen precisamente por efecto del
acoplamiento.

Para el caso de estudio presentado en el capitulo 3 se realizan simulaciones que consideren valores
de excentricidades altos para visualizar mejor el efecto del acoplamiento y poder verificar
numéricamente las consideraciones que deben tenerse en cuenta. Los modelos simulados cumplen
con las siguientes caracteristicas: Se consideran A (t) y A, (t) independientes (las aceleraciones del
terreno en direcciones perpendiculares), el cociente espectral se estimara para la direccion X

Unicamente, (desplazamiento), y la aceleracién en la misma direccion. 4, (t)

Como se menciond, los estimadores que tienen mayores inconvenientes cuando se presenta el
acoplamiento modal son los cocientes VEC, VEC? y por esto se centra la atencion Unicamente en la
aplicacién de estos.
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421 Estimador VEC?

estimador
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—axb’v + aybx
2
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En la figura 4.13 se presentan los resultados que se obtienen al aplicar el estimador VEC? a un
sistema de 3 grados de libertad cuyos parametros se muestran en la tabla “Datos del sistema”. La
figura a) corresponde a la representacion de todas las series en escala Log-Log, en la figura b) se han
graficado las ordenadas que se encuentran en el intervalo de 6 a 10 rad/s en escala Log, y en la figura
c) se presentan las mismas ordenadas de la figura b) pero en escala aritmética.

- Im{glg;}E

Las series superpuestas en el mismo grafico corresponden a la realizacion de 1000 eventos. En las
figuras b) y c) se aprecia de una manera mas clara lo que predice la expresién 3.92: un estimador
inestable y poco confiable al determinar las ordenadas de la funcion de transferencia y al usarlo en
célculos posteriores para la estimacion del coeficiente de amortiguamiento o para establecer formas
modales, sus resultados pueden ser muy variables. Cabe recordar que esto sucede porque en el
estimador aparece el cociente de dos V.A. independientes con distribucién Exponencial, para las
cuales se demostré que la media y la desviaciéon estandar no estan definidas. Se aprecia ademas
algunos casos para los que las ordenadas maximas no se presentan exactamente en las frecuencias
del sistema (ver figura c).

1.E+02 ‘
Datos del sistema 1.E+00
kx [KN/m] 90000
alfa 0.5 1.E02 T {
masa [t] 15 | it J '
T 2 VEC*(0) 1504 ‘ i
b [m] 20 1.E06
ex [m] 3 : 3
ey [m] 8 TEd8 | \\
E[%] 1 ‘
1.E10 - : -
1.0 10.0 100.0
o (rad/s)
a)
1.E+01 25

1.E+00

1.E01

VEC (o)

1.E-02

6.0 6.5 70 7.5 8.0 85 i 8.0 85 9.0 95 10.0
® (rad/s) ® (radls)
b) c)

Figura 4.13 Representacion del cociente VEC? en sistemas de varios grados de libertad con
acoplamiento modal. a) Escala Log-Log b) Escala Log c) Escala aritmética
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Si A, (t) yA,(t) son exactamente iguales es claro que el estimador converge, obedeciendo a la
expresion

g4, (0)+ 2.4, (o) | &,

2
|FT,| =E ;
A, (o))|
Funcion de Transferencia
Ax=Ay
1.E+00
1.E-02
1.E-04
3 1.E-06 -
=
1.E-08
1.E-10
1.E-12
1.00E+01 1.00E +02
w {rad's)

Figura 4.14 Representacion del estimador VEC? SVGDL considerando procesos de entrada
exactamente iguales, en las dos direcciones principales

La figura 4.14 puede entenderse como un caso teodrico, pero es util para establecer una cota inferior
para la relacién planteada. Es el caso de correlacion perfecta, cuando se aplican perturbaciones
idénticas en las dos direcciones.

4.2.2 Estimador VEC

Igle(w)+ngy(w)|}

4.(o)

|Fn1:E{

En la seccidn 3.3 se estudié la aplicacion del estimador VEC a sistemas de varios grados de libertad y
se determin6 que al relacionar la respuesta dinamica con alguno de los procesos de entrada, aparece

un coeficiente % multiplicando al término g2 (ecuacién 3.92). La aparicion de este coeficiente se

puede asociar con la pérdida de correlacion entre las variables aleatorias del numerador y

denominador al aumentar la relacion g% .
1

Se puede comprobar la pérdida de correlacion entre las V.A [X (o) y |4, ()| mediante un analisis de

regresion lineal simple. En la figura 4.15 se presentan los resultados obtenidos al generar un conjunto

de simulaciones para 4 relaciones diferentes de g%. Cada punto corresponde al resultado de
1

simular dos procesos de ruido blanco independientes 4 () y 4,(¢), transformarlos al dominio de la
frecuencia y combinarlos con los coeficientes g, y g, para encontrar la respuesta X (o). El valor de

|X(co)| se asigno a las ordenadas y el de 4 (o) a las abscisas.
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Figura 4.15 Variacion de la correlacion en el estimador de acuerdo con la relacion g2/g1

Es claro que cuando se presenta acoplamiento modal la relacién g% crece y se espera que cerca de
1

las frecuencias que corresponden a valores de los modos acoplados aparezca el una amplificacién en
la funcién de transferencia debida a la pérdida de correlacion. En el caso del sistema de tres grados

de libertad que se presenta en la seccion 3.4, se tiene la siguiente relacion en g/ en funcién de la
1

frecuencia y de los parametros descritos en el capitulo 3.

2
g ok me e ;

& B (oazef —O(Sf)kfm +(0¢p2 +s,2>kxm2w2 —m’p’w*

16
14
12 5
O
- 10 02
(2]
S 8 )
o 4 G
4
2 T N
0

10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
o (rad/s)

Figura 4.16 Comportamiento de la relaciéon g2/g1 (Caso particular, sistema de tres grados de libertad
con los parametros que se especifican en la tabla)
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Figura 4.17 Comparacion del estimador y de la funcién de transferencia tedrica de acuerdo con la
relacién g2/g1

De la figura 4.16 se puede prever que las frecuencias que corresponde a modos acoplados para el
ejemplo propuesto estan entre los intervalos [13-14 rad/s] y 27-27 [rad/s] lo cual se corrobora con la
figura 4.17, en la que se aprecia la amplificacién de la funcién de transferencia alrededor de las
frecuencias esperadas. La ordenada maxima se obtiene al evaluar en la expresién 3.92 los siguientes
valores g,=0.18 y g g, =2.63 que se obtienen al evaluar los valores de los parametros estructurales en

las expresiones que definena g, vy g,.

Ahora si el cociente se efectlia entre eventos no simultaneos entonces el coeficiente % multiplicara

tanto a g, como a g,, es decir que la funcién de transferencia se vera amplificada en cada una de las
ordenadas que se estimen tal y como se muestra en el siguiente grafico.

Cociente de eventos

f(X(0)/A(0)) independientes
1.0000
Simulacion
0.0100
Teodrico
0.0001

o (rad/s)

Figura 4.18 Comparacion del estimador 3.2 cuando se tienen eventos completamente independientes
en sistemas de varios grados de libertad
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Capitulo 5
ESTABILIDAD DE LOS MOMENTOS DE PRIMER Y SEGUNDO ORDEN

Se estudia en este capitulo la estabilidad de los momentos que se obtienen a partir de las FDP
propuestas, en funciéon del niumero de eventos considerados. El efecto del tamafio de ventana se ve
reflejado principalmente en la resolucion y puede ser un aspecto determinante en la interpretacion de
los resultados. Bendat y Piersol han establecido algunos criterios para la seleccion del tamafio de
ventana y su aplicacion a la identificacidon de sistemas y técnicas de estimacién de parametros. Las
simulaciones se desarrollan de acuerdo con el esquema planteado en la figura 4.1 con 2" datos para
tres valores diferentes de n (9, 10 y 12), intentando representar las variaciones en el tamafio de
ventana con las que se construyen los espectros de amplitudes y la incidencia que pueda tener en la
correcta obtencién de los momentos de primer y segundo orden.
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Figura 5.1 Procedimiento de analisis numérico para determinar la estabilidad de los estimadores
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Figura 5.2 Efecto de la resolucion en la lectura de las ordenadas espectrales

El valor que predicen los estimadores de la funciéon de transferencia, no solo es funcién de las
caracteristicas de la variable aleatoria, sino, como es bien sabido, de la resoluciéon con la que se
construyen los espectros la cual esta intrinsecamente ligada a la cantidad de datos considerados en
cada evento. En la figura 5.2 se presentan para una misma cantidad de eventos simulados vy
diferentes tamanos de ventana, los valores obtenidos al aplicar el estimador VEC a un sistema de tres
grados de libertad. En la figura se comparan las amplitudes alcanzadas en cada tamafio de ventana,
observando que una resolucién pobre puede llevar a estimar valores significativamente menores en
las frecuencias mas altas del sistema.

Al estudiar el comportamiento del estimador VEC, se aprecia que para el primer momento la
estabilidad se alcanza aproximadamente para el mismo nimero de eventos, independientemente del
tamafio de ventana que se haya elegido. Lo anterior se representa en la figura 5.3, donde se muestra
la evolucion de la media del estimador en la frecuencia correspondiente al primer modo de vibrar
»~19.6 rad/s (esta frecuencia fue determinada de acuerdo con las caracteristicas estructurales que
se fijaron para el ejemplo). Se utilizan los tres tamafios de ventana especificados al inicio del capitulo
y para cada tamafio se observa que el promedio esta bastante alejado del valor esperado antes de los
100 eventos y es solo a partir de los 1000 eventos que alcanza la estabilidad.
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Figura 5.3 Comportamiento de la media del estimador VEC para tres tamafos de ventana

El segundo momento es muy inestable y aunque numéricamente se obtienen resultados de su
variacion en funcién del numero de simulaciones consideradas, no es posible definir un tamafo de
muestra que se garantice una dispersion menor. En la figura 5.4 se presentan los valores obtenidos
para la varianza del estimador VEC, para el mismo valor de ®; en funcion del nimero de simulaciones
consideradas. Se destacan los cambios abruptos en el cociente en toda la historia de eventos

80

1 10 100 1000 10000 100000
Numero de simulaciones

Figura 5.4 Comportamiento de la varianza del estimador VEC para tres tamafios de ventana

Para el estimador VEC? presentado en 3.2.2, se determind que los momentos de cualquier orden eran
inestables, lo cual puede entenderse mejor en las figuras 5.5 y 5.6. En la figura 5.5 se representa el
comportamiento del primer momento donde son notables algunos cambios abruptos y sin ninguna
tendencia en la estimacion del valor promedio. El comportamiento es igual para los tres tamaros de
ventana definidos por la potencia “n”. De acuerdo con estas condiciones se concluye que no es
posible determinar ni el tamano de ventana ni la cantidad de eventos que garanticen la estabilidad. En
la figura 5.6 se presenta el comportamiento del la varianza, la cual presenta las mismas caracteristicas
de inestabilidad y falta de convergencia.

71



CAPITULO 5

- o--4096

0.01

1 10 100 1000 10000 100000
Numero de simulaciones

Figura 5.5 Comportamiento de la media del estimador VEC? para tres tamarios de ventana
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Figura 5.6 Comportamiento de la varianza del estimador VEC? para tres tamafios de ventana

El estudio del estimador CVE? presentado en la seccion 3.2.5 determiné que era mucho mas estable
que VEC y VEC? Las representaciones de la evolucion de sus momentos se haran para 50 eventos,
con un tamafo de ventana de 2048 datos. En la figura 5.7 se presenta un compendio de los
resultados obtenidos al aplicar el CVE? para nueve conjuntos de 1000 realizaciones diferentes, donde
cada conjunto corresponde al numero de eventos promediados en cada realizacion. Por ejemplo un
punto en el grafico que pertenezca al conjunto de cinco eventos equivale a una de las 1000
realizaciones independientes que consideran el promedio de cinco eventos en el numerador y
denominador respectivamente. EI nUmero de eventos considerados se especifica en el eje de las
abscisas. El objetivo del grafico es mostrar la evolucion del estimador al incrementar la cantidad de
eventos, donde se aprecia que al tomar un nimero pequefio de promedios para estimar las ordenadas
espectrales del numerador y denominador, se predice un valor sesgado de la FT con una dispersion
muy alta. La linea que aparece conectando a cada conjunto de realizaciones corresponde a la media
del estimador.
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Comportamiento del estimador [2 a 10 eventos]

20

F(X(w), Alw)

Mo Eventos

Figura 5.7 Evolucién de la dispersién para el estimador CVE? entre 2 y 10 eventos
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Figura 5.8 Histogramas del estimador CVE? y ajuste de la FDP considerando 2 a 10 eventos

En la figura 5.8 se muestra el histograma de las realizaciones presentadas en la figura 5.7. La
cantidad de eventos considerada se indica en las abscisas del recuadro donde se encuentra cada
histograma y se ajusta la FDP que le corresponde de acuerdo al valor de “n”. En las figuras 5.9 y 5.10
se presenta la evolucion de CVE? entre 10 y 50 eventos, con sus correspondientes histogramas y
ajuste de la FDP. Se aprecia que la dispersion disminuye considerablemente al aumentar el nimero
de eventos promediados.
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Comportamiento del estimador [10 a 50 eventos]
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Figura 5.9 Evolucion de la dispersion para el estimador CVE? entre 10 y 50 eventos
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Figura 5.10 Histogramas del estimador CVE? y ajuste de la FDP considerando 10 a 50 eventos

En la figura 5.11 se puede apreciar mejor la evolucion de la dispersion en la V.A. Se construyd con las
realizaciones simuladas para un sistema de un grado de libertad con coeficiente de amortiguamiento
£=0.01 y periodo T=1s. Las expresiones con las que se compara son las presentadas en la seccién

3.2.4 para la media y la varianza de Q, y se normalizaron con relacion a la funcién de transferencia
como se especifica en los ejes.

Es importante resaltar que el considerar una mayor cantidad de eventos, implica un gran esfuerzo en
célculos y duracién de las pruebas, por lo que es importante definir el nivel de aproximacion que
espera obtenerse al realizar la identificacion del sistema. El coeficiente de variacion puede ser un
buen parametro para determinar la cantidad de eventos a considerar, el cual viene dado por la
ecuacion 3.75c¢
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v, =2 |— donde n=2(N°de eventos)

A la luz de las representaciones mostradas en la figura 5.11 se recomienda considerar al menos 35
eventos para realizar una estimacion de la funcidon de transferencia |H (0))| con un coeficiente de

variacion alrededor de 0.25.

Comportamiento de la media y la varianza

L1 6% H(w)*

r 0.5

Numero de eventos

Figura 5.11 Comportamiento de la media y la varianza del estimador CVE? en funcion del nimero de
eventos

Cabe destacar la sencillez de las expresiones que se emplean para el calculo de la media y la

varianza tedricas y su excelente aproximacién a las encontradas con la muestra generada. Siguiendo
el mismo procedimiento se estudia el comportamiento de los parametros p y o de la V.A. ;.

Comportamiento del estimador [2 a 10 eventos]
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Figura 5.12 Evolucién de la dispersion para el estimador CVE entre 2 y 10 eventos
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Figura 5.13 Histogramas del estimador CVE entre 2 y 10 eventos
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Figura 5.14 Evolucion de la dispersion para el estimador CVE entre 10 y 50 eventos
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Figura 5.15 Histogramas del estimador CVE entre 10 y 50 eventos
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Figura 5.16 Comportamiento de la media y la varianza del estimador CVE en funcién del nimero de
eventos

Se aprecia como la media rapidamente converge al valor de la funciéon de transferencia, con una
dispersion muy baja. En términos del coeficiente de variacion dado por la expresion 3.83b, se
encuentra que para conseguir un valor de ¢v=0.25 o menor seria necesario considerar al menos 10
eventos. La cantidad de eventos necesarios para alcanzar el mismo coeficiente de variaciéon propuesto
para CVE? disminuye; sin embargo las expresiones utilizadas son mas complicadas.
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En la figura 5.17 se comparan las expresiones deducidas para encontrar los coeficientes de variacion
de los estimadores CEV? y CEV.
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Figura 5.17 Comparacién de los coeficientes de variacion de los estimadores CVE y CVE? en funcién
del numero de eventos

A continuacion se presenta el comportamiento del estimador VEP, estudiado en el numeral 3.2.3 y que
corresponde a al producto de|X ()|-|4(w)|. Al igual que en los cocientes espectrales VEC y VEC?, el

valor esperado y la varianza para cualquier o, no es dependiente del tamafio de ventana

seleccionado para obtener los espectros. En cuanto a la estabilidad de los momentos, para una
cantidad menor a 100 eventos las diferencias entre el promedio y el valor esperado pueden ser muy
grandes. La convergencia de los momentos se da para un numero de eventos mayor a 1000. Lo
anterior puede entenderse mejor en las figuras 5.18 y 5.19
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Numero de simulaciones

Figura 5.18 Comportamiento de la media del estimador VEP para tres tamafios de ventana
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Figura 5.19 Comportamiento de la varianza del estimador VEP para tres tamafios de ventana

La varianza y la media de este estimador convergen a valores diferentes de cero, por lo tanto el
coeficiente de variacion del estimador es constante y tiende a:

vy = V16 -7 ~0.78
s T
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De acuerdo con las hipétesis planteadas el capitulo 3, fue posible encontrar las funciones de densidad
de probabilidad de cada uno de los estimadores propuestos en la tesis para relacionar los registros de
salida y entrada en un sistema dinamico, considerando que la perturbacidon posee caracteristicas
similares a las de un ruido blanco gaussiano. En el proceso de obtencién de cada FDP, fue posible
identificar las caracteristicas estadisticas que aparecen en la transformacién de las variables
aleatorias, que pueden ser Utiles para efectuar una verificacion intermedia y ayudar en la toma de
decisiones sobre considerar o no segmentos del registro completo con algun criterio estadistico (p.e.
el valor de la varianza de las variable aleatoria que se obtienen en el proceso de transformacion al
dominio de la frecuencia).

La validacion numérica muestra que para un adecuado nimero de eventos las FDP y las FDA de cada
estimador se reproducen con gran fidelidad, lo cual permite aceptar como validas las expresiones que
se dedujeron analiticamente.

Determinadas las FDP de cada estimador, se encontraron los momentos de primer y segundo orden,
concluyendo lo siguiente: El estimador VEC tiene media estable y su desviacién estandar no esta
definida. El estimador VEC? es inestable no solo en la desviacion estandar sino también en la media, y
su utilizacion puede llevar no solo a encontrar valores erréneos en la magnitud de las ordenadas
espectrales, con las cuales se suele estimar el coeficiente de amortiguamiento mediante lectura
directa o con el método del semi-ancho de banda, sino también que puede llevar a estimar de manera
incorrecta la posicidon de maxima ordenada espectral (frecuencia modal). El estimador VEP tiene
media y varianza estables, pero se necesita una cantidad considerable de eventos para alcanzar su
estabilidad; como referencia adicional se observé que el coeficiente de variacién es constante.
Finalmente se determiné que los mejores predictores para efectuar el cociente espectral son CVE y
CVE?, debido a la estabilidad que presentan sus parametros estadisticos a medida que aumenta el
numero de eventos promediados. En el ejercicio de obtencién de la funcién de transferencia mediante
la realizacion de cocientes espectrales, es posible encontrar algunos trabajos en los que no se hace
distincion entre los resultados que se logran mediante el promedio de diferentes cocientes espectrales
o mediante el cociente del promedio de las transformadas de Fourier; sin embargo en el desarrollo de
la tesis se ha demostrado con argumentos estadisticos que para eventos que no estén perfectamente
correlacionados, es decir que la respuesta dinamica registrada no tiene correspondencia directa con el
movimiento de entrada, entonces los procedimientos descritos para la obtencién de la FT no son
equivalentes. Dado que la definicidn estricta de funciéon de densidad espectral es el promedio de un
infinito nimero de transformadas de Fourier sobre registros de duracion infinita y que ademas el
cuadrado de la FT entre dos procesos E/S, corresponde al cociente de las funciones de densidad
espectral de cada proceso, entonces el estimador que mas se acercaria a esta definicion es el que se
ha denominado como CVEZ.

Se demostré ademas que si se estima el promedio de la norma de varios cocientes espectrales el
resultado sera el valor de la funcién de transferencia multiplicado por un coeficiente que puede variar

entre 1y % dependiendo del nivel de correlacion entre la perturbacién y la respuesta dinamica.

Es claro que en el problema de identificacion de sistemas debe existir un modelo base, que marcara
las pautas para la determinacién de los pardametros dinamicos; por lo tanto el grado de aplicabilidad de
las expresiones que se han presentado en esta tesis dependera de qué tan parecidas sean las
caracteristicas de los procesos de entrada y de salida a las hipétesis del modelo propuesto. Debe
tenerse en cuenta que se han hecho consideraciones lineales restrictivas y que ademas el proceso de
entrada se ha caracterizado como un proceso puro de ruido. Se deja abierta la posibilidad de estudiar
el comportamiento de los estimadores cuando las caracteristicas de los procesos E/S puedan variar
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significativamente. Por ejemplo podria estudiarse el efecto de considerar un proceso de entrada con
ordenadas espectrales que puedan ir variando con alguna funcion (lineal, polindmica, Kanai-Tajimi,
etc) y poder generar las funciones de densidad de probabilidad de cada estimador para determinar su
grado de aplicabilidad y su relacion con la funcion de transferencia teodrica.

Mientras que se haga el analisis de registros que cumplan caracteristicas similares a las de sistemas
invariantes en el tiempo, pueden aplicarse los criterios presentados no solo a la determinacién de
funciones de transferencia de sistemas de segundo orden orientadas al andlisis estructural, sino
también a evaluar el comportamiento estadistico de la reconstrucciéon de algunas funciones de
transferencia utilizadas en geotecnia y geofisica, que estudian la propagacién de ondas.

Las expresiones propuestas para los coeficientes de variacién de los estimadores CVE, CVE? pueden
ayudar en la toma de decisiones respecto de cuantas mediciones es necesario realizar en una
vibracion ambiental, teniendo en cuenta el nivel de aproximaciéon deseado en los parametros
dinamicos a estimar. También debe tenerse en cuenta que el desarrollo se ha hecho para determinar
los momentos de primer y segundo orden de las ordenadas espectrales de la funcién de transferencia,
no para los parametros de la ecuacion diferencial de movimiento, sin embargo una vez conocida la
expresion de la FT que desee validarse es bastante sencillo encontrar el comportamiento de cada
parametro aplicando los criterios de funciones de variables aleatorias descritos en el capitulo 2, puesto
que se han deducido las expresiones de las FDP para cada estimador.

Dado que para los estimadores VEP, CVE y CVE? se conoce tanto su funcion de distribuciéon de
probabilidad, como las expresiones para estimar los momentos de primer y segundo orden y que
ademas son estables; para un determinado nivel de confianza o, podria pensarse en expresar las
magnitudes de las ordenadas espectrales o inclusive los parametros que se identifiquen de ellas no

como un unico valor sino como un intervalo de confianza. H(w)= [H(co)—umcs,H(co)+u2aGJ .
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A.1 Deducciones del capitulo 3

a) Varianza de la variable aleatoria c(w)

Gzc(m) =E {(A(tl )cos oAt + A(ty ) cos ot At + ... + A(t,) cos (OtnAl)2 }
) = E{A2 (1)) cos? ot A2 + A2(t,) cos? ot A + ... + A2(1,) cos> u)tnAtz}
+ 2E{(A(t) cos 0 A)(A(ty ) cos @t Al +........ +(A(t,,) cos ot,_|At)(A(t,) cos ot At}

n n n
o) = E{Z A2 (t;) cos” wt; AL } + E{ YY" (A(t;)cos ot ;A A(L;) cos ot Ar)
i=1 j=li=1

1#]

Haciendo uso de las propiedades de linealidad en las expresiones se obtiene que

n n n
Oc(w) = Z:E{A2 (t,-)} cos’ mt[Atiz + Z Z E {A(tj)A(t,-)} (coswt ;A ;)(cos wt;AtL;)
=l ——— j=1 i=1

Gz

i#j

Por definicion las variables aleatorias A(t;), que forman el proceso estocéastico son independientes, y
E{A(tj )A(ti)} = E{A(tj )}E{A(ti )} =0, lo que simplifica la expresion en:

n n
Var{c(o)} =Y 6* cos® ot;At = 6* Y cos” oAt
i=1 i=1
En su representacion continua se expresa como:
~+00
Var{c(e)} = c®At | cos® tdt

—00

b) Valor esperado del producto de las variables c(»)y d(o)

E{c(0)d(o)} = E{ [ A1) cos wtyds; [ 4Gt )sencor j}

E{c(w)d(w)} = E{zn: A(t;) cos ot;At; Zn: At )senc)tjAtj}

i1 =1

n n n
E{c(w)d(w)} = E{Z A(1;)? cos ot;senot; At + > a( )a(t ;) cos mtl-senootjAtl-Atj}
i=1 j=li=1
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Aplicando el valor esperado de la suma se obtiene:

n n n
i=1 j=li=l | ' '
independ

E{c(w)d(w)} = o’ Y cos wi;sent; At?

E{c(w)d(w)} = GZAIJ.COS otsenwtdt
1

1

Integrando dentro de un periodo completo, “A” se hace cero.
E{c(w)d(w)} = E{c(0)} E{d(w)} =0

c) Elvalor esperado del producto de las variables f (o) y g(o)

E{f(0)g(®)} = E{(a(®)c(o) - b(0)d(»))(a(0)d(®) + b(o)c(w)} =0
E{f(@g@)}= E{a’ (@)@ (©)-b (©)c(@)d(©) + a@)b(e) (@) -aob©)d ©)]
E{f(@)g(®)} = a* (@) E{c(@)d(®)}-b* (@) E{c(@)d(®)} + a(@)b(o) E {c2 ((o)} —a()b(0) E {d2 (w)}

L L
0 0 o o

E{f(0)g(®)}=

d) Funcién de distribucion de probabilidad del producto de dos variables aleatorias con
distribucién Rayleigh.

1 {wc +43 0/]
o -
26/6
o, (4) zj dw
(‘ 0

Para solucionar la integral se propone el siguiente cambio de variable

(o8 +
el[q_] e L o8O, WoO 0w o
w G.e W0 =0->-—w

w'o,
La integral queda escrita como sigue

‘I 8] e’ _eq

— -0 - oo o __B (cosh )
j_ 25, 2w? G/d _(_%j Ie 26,¢%;, 2 ' do = I 6.0/ d0 (67)
o 0

Haciendo referencia a las representaciones integrales de las funciones de Bessel [Abramowitz], se
encuentra que, la funcion modificada de Bessel de segundo orden puede escribirse en forma de
integral como:

D (x/\ oo
K, (x)=— b )) ! ¢ ) (genno)?" do (68)

(el
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Entonces la integral corresponde a la funcién de Bessel modificada de orden cero y la FDP queda
descrita por la siguiente expresion:

q
q3~K0[ 3 ]
0,

fgx(%): PRI

e

e) Valor esperado de los cocientes (VEC) en SVGDL

Se define el valor esperado como:

o) reo)f | f(0) +280) f; 4,/ @ b)
a((;))2+b(o))2 - 3(03)2+b(co)2

df dg da db

con f, g, a y b variables aleatorias con distribucién normal, la funcién de distribucién conjunta es una
normal multivariada como se mostroé en el capitulo 2

1 .
fF,G.A.B (f,g,a,b) =—exp{—XT c X}

(\/ﬂ)n det(C)

X es el vector de variables aleatorias

C es la matriz de covarianzas

En la matriz de covarianzas aparecen las correlaciones entre la respuesta y la aceleracion respecto de
la cual se desea estimar la funcion de transferencia.

E[f.f] E[f-ax] E[f.h] E[f~bx] 62> glol? 0 0
E[aX .f] E[aX .ax] E[aX .h] E[ax 'bx] glol>  ol? 0 0

“| E[h-f] E[h-a,] E[h-h] E[h-b,]| | © 0 o2 glol
E[b,-f] E[b,-a,] E[b,-h] E[b,b,] 0 0 glol® ol

Sin embargo si se expresa la relacion a partir de las variables aleatorias originales a,,b,,a b, se
puede llegar a una expresion mas simplificada:

Pl @ chor | e e ) (b vah )

Ja, (@) +b, (o) Jaz+b]

Donde a_,b_,a,,b, son las componentes reales e imaginarias del numero complejo que resulta al
transformar los procesos 4, (7)y 4,(¢) al dominio de la frecuencia.
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2 2
/\/(g:‘ ax(c0)2+g2 am)) +(gd bx(co)2+g2b_y(co)) fo,Ay,Bx, By(ax, ay, bx, b ¥y

dere day dbx db_y
q/ﬁX(CO )2 + bx(co)z

Como ax, ay, bx y by también son variables aleatorias con distribucidén normal, la funcién de
distribucién conjunta es normal, pero la matriz de covarianzas es ahora diagonal.
E[ax-ax| E[ax-ay] E[ax-bx] E[ax-by]

5

] 1 0 0 0

_|Elay-ax] E[ay-ay] Elay-bx] E[ay-by]|_ |0 o> 0 o
E[bx-ax] E[bx-ay] E[bx-bx] E[bx-by] 0 0 ol 0
E[by-ax] E[by-ay] E[by-bx] E[by-by] 0 0 0 ol

y la FDP conjunta toma la siguiente forma:

[_1/2{ax2+ay2+bx2+b_yzﬂ
2
cl

7'[2

-fo‘Ay.Bx.By (ax’ ay, b-xaby) = i ¢

Y el valor esperado queda entonces definido por:

2 2 2 612
1 4] (glax(o)’+ gZay(a)) + (gl bx(e)” + g2b_y(w)) e

N \/ax(co)2+bx(co)2n2

1 ax2+ay2+bx2+ b_yz:ﬂ

daut degy dboe db_y

Al proponer el siguiente cambio de variable se obtiene una expresién con caracteristicas similares a la
que define la FDP de una distribucion Rayleigh.

ax =rlsin(tl) ay =r2sin(t2)
by =r2sin(t2) bx =rlcos(t1)

[71'12+r22]
2
1 gl*r1*+2glrl g2r2cos(t)+g2*r2* e 2ot

2
i > " drl dr2 d
T

Se desarrolla la integral de manera numérica para un conjunto simulado de valores g, y g,; y

estableciendo algunas relaciones con el desarrollo hecho para un grado de libertad, se encuentra que
la siguiente expresién se ajusta bastante bien a la superficie obtenida mediante simulacion.

\/(glax+g2ay)2+(glbx+g2by)2 , T,
‘ N e e
ax + X
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CVE
CVE’
EDL
E/S
FDP
FDA
SUGDL
SVGDL
V.A.
VEC
VEC?
VEP
cov(x)
E[]

Im [z]
Re [z]
Var [x]
cv,

Jx(x)
H(o)

Hy

ABREVIACIONES, NOTACION Y SIMBOLOS

Cociente de los valores esperados de las amplitudes

Cociente de los valores esperados de las amplitudes al cuadrado
Ecuacion diferencial lineal

Se refiere generalmente a los registros de entrada y salida
Funcion de densidad de probabilidad

Funcion de distribucion acumulada

Sistema de un grado de libertad

Sistema de varios grados de libertad

Variable aleatoria

Valor esperado de las amplitudes de los cocientes espectrales
Valor esperado de las amplitudes de los cocientes espectrales al cuadrado
Valor esperado del producto de amplitudes espectrales
Covarianza del vector de variables aleatorias X

Esperanza matematica del vector de variables aleatorias X
Parte imaginaria del nimero complejo z

Parte real del nimero complejo z

Varianza de la variable aleatoria X

Coeficiente de variacion de la variable aleatoria O

Funcién de densidad de probabilidad del vector de variables aleatorias X
Funcion de transferencia

Media de la variable aleatoria Q

Varianza de la variable aleatoria O



