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Resumen

La mayor parte de la teoria de ingenieria de yacimientos ha sido fundada en la suposicion
de un medio homogéneo e isotrépico. Sin embargo, muchos yacimientos altamente
productivos, producen de yacimientos naturalmente fracturados. Se han propuesto una
gran variedad de modelos para tomar en cuenta el comportamiento de presién, resultado
de esas dos caracteristicas. Estos modelos difieren conceptualmente solo en las
suposiciones que gobiernan el flujo entre la matriz y las fracturas.

Con base en la idealizacion presentada por Barenblatt y coautores, el presente trabajo
presenta un modelo matematico que permite interpretar la respuesta de presion en
yacimientos naturalmente fracturados bajo la influencia combinada de un casquete de gas
y acuifero, para lo cual en el desarrollo del modelo matematico se considera la influencia
de dos fronteras (superior e inferior) a presién constante.

La ecuacién resultante, en el espacio de laplace, fue resulta mediante el método de
separacion de variables y traida al espacio real mediante el algoritmo de Stehfest.
Adicionalmente, se plantea dicha ecuacién en el espacio de Hankel como alternativa de
solucion.

En el apéndice se propone una ecuacion para el caso en el que la presion en las fronteras
depende del tiempo. La solucion de esta ecuaciéon se obtuvo mediante el empleo de la
Transformacion Finita por Seno de Fourier.

La validacion del modelo a tiempos pequefios y grandes muestra que la respuesta
obtenida con el modelo en cuestion es satisfactoria. Las pequefias diferencias que se
observan pueden atribuirse al valor empleado en los pardmetros del algoritmo de
inversion numérica y a la condicién de frontera interna empleada.



Introduccion'

La mayor parte de la teoria de ingenieria de yacimientos ha sido fundada en la suposicion
de un medio homogéneo e isotrépico. Sin embargo, muchos yacimientos altamente
productivos, producen de yacimientos naturalmente fracturados. Se han propuesto una
gran variedad de modelos para tomar en cuenta el comportamiento de presién, resultado
de esas dos caracteristicas. Estos modelos difieren conceptualmente solo en las
suposiciones que gobierna el flujo entre la matriz y las fracturas.

Una formacion naturalmente fracturada generalmente se representa por una matriz de
roca con fracturas de origen secundario. Se supone que la red fracturas es continua a
través de la formacion y representa la via de permeabilidad principal. La alta difusividad
de las fracturas resulta en una respuesta rapida a lo largo de la red de fracturas a
cualquier cambio de presion tal como el causado por un pozo en produccién. La matriz de
roca, teniendo una permeabilidad baja pero, una porosidad primaria relativamente alta,
tiene una respuesta “retardada” a los cambios que ocurren en las fracturas que la rodean.
Estas respuestas no inmediatas causan un abatimiento de presion en la fractura relativo a
la matriz, que en su momento induce un flujo cruzado matriz-fractura. Este periodo de flujo
interporoso toma lugar inmediatamente después de la respuesta de presion de la fractura
y antes de que la presién en la fractura y la matriz se equilibren, después de esto la
formacion actia como un medio uniforme de propiedades compuestas.

Barenblat, Zeltov y Cochina parecen ser los primeros en modelar un yacimiento
fracturado®. En la industria petrolera, este modelo cominmente es referido como el
modelo de Warren y Root®. En este modelo, la red de fracturas es visualizada como un
medio continuo con fracturas uniformemente distribuidas — un volumen elemental contiene
a ambos sistemas, matriz y fracturas. La transferencia de fluido entre matriz y fracturas
toma lugar bajo un gradiente lineal de presiones (flujo pseudoestacionario). El
comportamiento de flujo del sistema matriz-fracturas esta gobernado por la Ley de Darcy.
Principalmente, estamos interesados en el principio de conservacion de masa.

Un segundo modelo, presentado por Kazemi, supone que un yacimiento fracturado puede
ser representado por un sistema de fracturas horizontales, separadas por la matriz. El
fluido solo puede ser producido via fracturas; la matriz alimenta las fracturas a un gasto
que es gobernado por las propiedades de la matriz. Este modelo supone estado
transitorio de flujo de la matriz a las fracturas. La mayoria de las soluciones analiticas del
modelo de Kazemi, sin embargo, se presentan en el trabajo de Swaan-O.

Con base en la idealizacion presentada por Barenblatt y coautores, el presente trabajo
tiene como objeto presentar un modelo matematico que permite interpretar la respuesta
de presion en yacimientos naturalmente fracturados bajo la influencia combinada de un
casquete de gas y acuifero, para lo cual en el desarrollo del modelo matemético se
considera la influencia de dos fronteras (superior e inferior) a presion constante.



CAPITULO I

Desarrollo de la ecuacion que describe la caida
de presion en yacimientos naturalmente

fracturados.



1.1

La ecuacion de Difusividad

En esta seccion se desarrolla la ecuacion diferencial para el flujo de fluidos en medios
porosos bajo condiciones isotérmicas’, la cual es combinada con la ecuacion de Darcy

para

derivar la ecuacion diferencial que gobierna la distribucién de presion en el flujo de

fluidos a través de medios porosos bajo las siguientes suposiciones, entre otras que se
mencionaran mas adelante:

Flujo de una sola fase liquida.

Efectos gravitacionales despreciables.

Liquido de compresibilidad constante en la zona de aceite.
Flujo laminar.

Porosidad constante.

Para el desarrollo se considera un volumen elemental del medio poroso definido por un

para

lelepipedo (figura 1) y se aplica la ley de conservacion de masa

(masa que entra) — (masa que sale) = (masa acumulada). .(1.1)

pVz +A(pVs)

"

pVy ——" > ———=» pv, +A(pv,)
A
Ay /
z PVx T A(pVy)

PVz

Figura 1. Volumen de control para la derivacion de la ecuacion de difusividad en
tres dimensiones.



El cambio de masa en el volumen de control representativo en un intervalo de tiempo At,
puede expresarse por medio de la siguiente ecuacion diferencial

S S lon ) 2 (on )4 p)= (680 -12)

En notacién vectorial, la ecuacién (1.2) puede escribirse como

0
V()0 p),~@-p) == 2 (p). (L3)
La Ley de Darcy esta dada por
k
V=——"pVOD, ..(1.4)
y7i
donde
( d
®=Ip+ oz, ..(1.5)
Yo,
Po

En la ecuacién anterior el primer término es la energia de presién y el segundo es la
energia potencial; debiera incluirse un tercer término debido a la energia cinética pero, en
los problemas de flujo de fluidos en medios porosos, el cambio de energia cinética es muy
pequefio comparado con los cambios de presién y energia potencial.

En particular, para un sistema coordenado x, y, z, la ecuacion (1.4) puede escribirse como

v, :—k—xpagz—&@; ...(1.6)
J7RNG) 4 U OX

k, o Kk, op,

V,=———p—= ; ..(1.7)
Toop iy pdy
k, o Kk,(0
v, =——Zp—=——z[—p+ gpj. ..(1.8)
u oz U\ 0z

Sustituyendo la ecuacion (1.4) en la ecuacién (1.3) se tiene



v 5550 |1la- )00l = o). w9

Sustituyendo las ecuaciones (1.6) a (1.8) en la ecuacién (1.9) y considerando que no hay
términos de inyecciéon o produccién y que Swc=0,

of ko Ky op kz(@p J _9
aX(pIUGXj (pﬂayJ az(pﬂ P —at(cép)- ..(1.10)

La densidad para un fluido de compresibilidad constante puede evaluarse mediante

c(p—Po).

P = pPye ..(1.11)
Sustituyendo la ecuacion (1.11) en (1.10)
(¢Po v p°))- (1.12)

Considerando que la viscosidad es constante y derivando

2 2 2 2
“ox2 Y g2 a2 oz

ok
K, ap[gs+ gpoec(p_p‘))ﬂ +ap_8kx+6p'y+(5p+ gpoec(p_p())jakz = ,U(¢C P, 8¢j

oz ox oOx oy oy oz

Despreciando efectos gravitacionales

2 2 2 ak
kx8 I?+ky8 IS+kza 5+c k{ﬁp} +k, 6p +k, ap £ 0P K OO
oX oy 0z OX oy 0z OX Ox oy oy

op ok, o a¢j
—_——= ...(1.14
oz oz ﬂ((m@t ot (1.14)




Suponiendo que:

e La compresibilidad del fluido es muy pequefia, c<<<1

e La porosidad es constante

e Los gradientes de presion son pequefios y que las permeabilidades en todas
direcciones son aproximadamente constantes, entonces:

o ok ap K, op ok,
ox Ox oy oy oz o1

2 2 2
pueden despreciar (apj , » , (Gpj <<<1
OX oy 0z

<<<1, de tal forma que los gradientes al cuadrado se

Entonces la ecuacioén (1.14) se puede expresar de la siguiente manera

k o%p Kk, o%p

pooxt u ooy’

o)

k,o°p_ . op
u ozt ot

+ ...(1.15)

Si se considera que la permeabilidad depende de la posicién en la formacion y la
viscosidad puede ser funcion de la presion, entonces considerando un fluido ligeramente
compresible, de la ecuacion 1.10 se tiene

K
Of(kedp) o(*p), (k. op)_ P ..(1.16)
ox\puox) oyl uoy) oz\ u oz ot

Las ecuaciones (1.15) o (1,16) reciben el nombre de ecuacion de difusién en coordenadas
rectangulares.

1.2 El modelo de Barenblatt (1960)°

La manera mas simple de ver un yacimiento naturalmente fracturado, es la idealizacion de
Barenblatt y coautores sobre un yacimiento fisurado, la cual considera un sistema de
bloques porosos separados por un sistema de fisuras. El sistema de fisuras impide la
difusién directa entre bloques adyacentes, y el volumen del sistema de fisuras es muy
pequefio en comparacion con el volumen de los bloques. Entonces los bloques proveen el
almacenamiento de masa y las fisuras las vias de flujo. En esencia, la construccion de
este modelo introduce dos presiones para los fluidos — la presion pp, en los bloques y la
presion pr en el sistema de fracturas donde cada una de ellas es un promedio sobre un
volumen que contiene una cantidad sustancial de bloques. La matriz puede ser vista como
una fuente que “alimenta” a la red de fracturas. Es importante mencionar que el
considerar bloques de matriz ctbicos es una interpretacion de Warren y Root® del modelo



de Barenblatt, la cual es restrictiva e innecesaria, ya que los bloques de matriz no
requieren tener una forma especifica.

Recientemente, se ha presentado un nuevo modelo que permite interpretar la respuesta
de presion en yacimientos naturalmente fracturados con porosidad vugular®; el modelo
considera que existe una interaccién entre matriz, vagulos y sistema de fracturas. Se
consideran dos casos: sin flujo a través de los vagulos, el cual es una extension del
modelo de Warren y Root y el segundo, cuando el proceso de disolucion de las gargantas
de los poros ha creado un sistema interconectado de vligulos y cavernas.

La expresiéon matematica que describe la idealizacién de Barenblatt y coautores es®:

k. O k., O k. 0O 0
O [ Ku 9Py +£ Ky 9P +g w Pi —(V¢c)f£:—A(x, y,2,1). ..(1.17)
oX\ u oXx oy\ u oy oL\ u oz ot

Si (Vgc)m es el almacenamiento en la matriz y p, la presion promedio en la matriz,
entonces se puede demostrar que

0
Ax,y,z,t)=—(gcV), gtm . ..(1.18)

Para considerar la transferencia de fluido entre la matriz y el sistema de fracturas, se
obtiene la relacion siguiente aplicando el principio de conservacién de masa y la Ley de
Darcy.

op,, Kk
(pev), =

&

m

N

(pn—p,)- (1.19)

Si se hace V/A, igual a 7, entonces la ecuacion anterior puede ser escrita como

85m _ km _
(#cv), Xl (pn — Py ). ...(1.20)

Sustituyendo la ec. (1.18) en la ec. (1.17) se tiene que

k., 0 k, O k., 0 0
O X e 0y Pe 0FKe P ye) P _(pev) Po (L.21)
oX\ u OoXx oy\ u oy oz\ u oz ot ot

Esta ecuacion se puede expresar en términos adimensionales® mediante las siguientes
definiciones y el uso de la regla de la cadena en la derivacion.




kh
05 (X Vo Z6) = 2 [0, = Pr (Xo. Vo 20 )], (1.22)
qu
X
Xp :I; ..(1.23)
K
;= t; ...(1.24
° Pucl? (1.24)

donde a; es una constante de conversion de unidades. Para el primer miembro del lado
izquierdo se tiene

K OP 0 |Kg o[ x
K0P} 0 JKal ) au (j (1.25)
M OX OXp | U akih ox\ L

k. 0 0
O K P |__ 0| A Pio a(xj; ..(1.26)
OX\ u OX OXp | ayhl oxp |ox\ L

k., O o°
O Ku e 9 : psz, .(1.27)
OX\ u OX a;hL” ox?

Procediendo de manera similar con los términos restantes, la ec. (1.21) queda de la
siguiente manera

_q 82pr_ q azpr_ q azpr+(V¢C)f( ksz( q,ujapr:

a,L’h 8X§ a,L’h oy2  a,L*h oz @uc a,kh ) oty
k du | Pmp
—(Vgc . ...(1.28
e )m[(‘wd—z j(“lkhj Oty €29

Si el tiempo adimensional estd basado en una permeabilidad de referencia
ki =3/kkyks ygc=[(Vgc)+(Véc)n, la ecuacion anterior se puede expresar como:

q 62pr_ q azpr_ q azpr+
a,l’h ox2  al*h oy2 o l’h oz}

(V¢C)f [’\S/kkafykfz J( qu Japr
a,h

(Vgc), +(Vge), | 3fkok oKy | Oty




(Vge), +(Vpc), | w® | ahsfkakok, | at

_ (V¢C)m (3 kkafykfz ][ q/u J&me . (129)

Definiendo los parametros o y A como:

B (Vgc), _
?= Woc), +Wac), (30
2
A= t;“; ; ..(1.31)

donde L es una longitud caracteristica, la ec. (1.29) se puede expresar como:

op op
V2 (pp)=w at;D +(1- o) 6t;D . ..(1.32)

Procediendo de manera similar con la ec. (1.19) se llega a

d
AP~ Pro)= (1—0));{”'3: ..(1.33)
D

donde:

Xy = L (1.34)
o=, , (L

La ecuacion (1.32) en coordenadas cilindricas se expresa como:

0 k., r? 0
10 r P N le‘lz psz :/I(pr—me)+a)
r, org org ki, h® oz

P o _
oty

...(1.35)

donde:
ry =-/X2 +y2 . ...(1.36)

Si se toma la transformada de Laplace de las ecuaciones 1.33 y 1.35 con respecto a fp y
como condiciones iniciales:

10



P (r0)=0'y Pmp(r,0)=0;

...(1.37)
entonces:
;L(BfD _EmD)z(l_a))u P mp ...(1.38)
APop
Pro = u—w)+ 4] (1.39)
y
10 2 aEfD Kez 1} 826fD — —
— f + — =wu +(1-w)u : ...(1.40
rDZ arD[D arD ] kfr h2 82,23 U P g ( CO) Pmo ( )
Sustituyendo la ec. (1.39) en la ec. (1.40) se llega a:
P K 2.0%p _
iz ¢ réap““’ bzl psz —uf(u)pp =0; (1.41)
rg orp orp K¢, h® oz
donde
f(u):M. (1.42)
U(l-w)+ A

Desde un punto de vista analitico es posible obtener tres soluciones aproximadas al
problema de Barenblatt:

1. Sien la ecuacion anterior se toma el limite cuando u—0", entonces

flu)=1. ...(1.43)
2. Reagrupando la ec. (1.42) como se indica a continuacién
w o’ A
f(u): 7| 7 + , ...(1.44)
l-w0+= | |1-0+= u(l-w)+2
u u

y tomando el limite cuando u—o,

11



flu)=—— - ——, ...(1.45)

entonces
...(1.46)
flu—o)=w.

3. Streltsova-Adams mostré una aproximacion que también puede ser empleada
cuando A<<(1-w)uy w<<Ai/[(1-w)u]. Bajo estas condiciones

f(u):l@, (1.47)

Cuando aplica (1.46), el soporte de presion de la matriz es despreciable y el yacimiento se
comporta como si fuera un sistema homogéneo con el producto porosidad-
compresibilidad igual a (V¢ c;)r. Cuando aplica (1.43) el yacimiento se comporta como si el
producto porosidad efectiva-compresibilidad fuese igual a (V¢ c)s +(V¢ Cm.

La figura 2 muestra la respuesta para un pozo produciendo a gasto constante en un
yacimiento naturalmente fracturado de extension infinita. Se muestra la influencia de A y
o. El tiempo adimensional estd basado en (Vgc): A tiempos pequefios el pozo se
comporta como un sistema homogéneo con una porosidad-compresibilidad (Vdgc). =
(Vgc), (flu)»w) y a tiempos grandes con una compresibilidad efectiva (Vgc)e =
(Vge)+(Vge)m, (f(u)~1). Durante estos dos periodos, se hacen evidentes dos lineas rectas
semilogaritmicas con pendientes aproximadamente igual a 1.51 cada una de ellas.

Frecuentemente se menciona que la respuesta de las lineas paralelas es caracteristica de
los yacimientos naturalmente fracturados en flujo con geometria radial. El pardmetro o
gobierna la longitud entre las dos rectas semilogaritmicas y A gobierna el tiempo al cual la
primera linea recta termina y también el tiempo al cual la segunda linea recta comienza.
Durante el periodo de tiempo intermedio pyp=constante, [f(s)=A/u(1-w)].

12
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Figura 2. Presion adimensional, p,p vs. tiempo adimensional fp, Modelo de
Warren y Root.

.3 El modelo de Kazemi(1969)-de Swaan(1976)”

El modelo considerado por estos autores se muestra en la siguiente figura. Una vez mas
suponemos que la producciéon toma lugar via el sistema de fracturas. A diferencia del
modelo de Barenblatt, este modelo examina la forma de los bloques de la matriz y es
conocido como “Modelo transitorio de flujo interporoso” ambos autores mostraron que las
principales caracteristicas del modelo de Barenblatt se conservan. Las diferencias son
evidentes solo en el periodo intermedio entre los dos periodos semilogaritmicos lineales
mostrados en la figura 2.

En esencia, la respuesta del yacimiento fracturado est4 gobernada por dos parametros:
N, o .

Considerando uno de los elementos simétricos del sistema, Serra, Reynolds y Raghavan
en 1983 mostraron que f(u) esta dada por:

yN©O) 3w'u
flu)=1+ /wtanh(.//llj. ...(1.48)

13



hy { <— Fractura

<— Matriz

Elemento de
repeticién

Figura 3. Esquema de un yacimiento con elementos
rectangulares de matriz

Las definiciones de o' y A’ son, respectivamente

. (gch)

_ m . ..(1.49
“7 (pan), (49
y

. 1217 (kh),

A= 0 (), ...(1.50)

y u es la variable de Laplace considerando tp basado en (¢c):.. En esencia la ecuacion
(1.48) sugiere que la respuesta natural de un yacimiento fracturado esta gobernada por
dos parametros A, ®' . Nuevamente, es posible mostrar que

fu—o)=1; ...(1.51)
y
f(u —>0+):1+a)‘. ...(1.52)

14



Durante estos periodos de flujo, se hacen evidentes lineas rectas semilogaritmicas con
pendientes aproximadamente iguales a 1.151. La distancia entre las dos rectas depende
de 1+w". El parametro A’ gobierna el tiempo al que la respuesta del pozo se desvia o se
une con la linea recta semilogaritmica.

La aproximacion del tiempo intermedio se obtiene con la suposicion de que u es

suficientemente grande tal que tanh x # 1y A‘@w7(3u) >>1. Bajo estas circunstancias f (u)
puede ser aproximado por

...(1.53)

La importancia de esta aproximacion radica en que sugiere la posible existencia de una
linea recta semilogaritmica intermedia con una pendiente igual a un medio de la primera o
terceras lineas semilogaritmicas, para ciertos rangos del valor de 1’y @’ (Serra y cols.
1983 y Streltsova 1983). Por lo tanto, puede ser evidente un quiebre de la pendiente de la
linea recta en una gréfica de decremento o incremento de presion debido a diferentes
razones. Esto enfatiza la necesidad de incorporar consideraciones geolégicas cuando se
analiza una prueba de presion. Las figuras 4 y 5 presentan una respuesta tipica de un
pozo que sigue la idealizacion de Kazemi. La letra x indica el comienzo o el fin de un
segmento de linea recta. Para el rango de tiempo considerado aqui, la respuesta del pozo
gue refleja la ecuacion 1.51 no es evidente porque @’ es grande. Obsérvese que la
duracién de la linea recta semilogaritmica que indica la ecuacién 1.53 se incrementa
conforme @’ crece. El quiebre en la pendiente es evidente. Las figuras, sin embargo,
muestran que las respuestas deben estar disponibles en varios ciclos para identificar
ambas lineas rectas con precision.

Si comparamos estas respuestas con la idealizacion de Warren y Root para valores
idénticos de 1 y o (1’ =24, w'~1/[1+w’]), encontraremos que el periodo de transicion
comienza mucho mas temprano y termina mas tarde que si usamos la idealizacion de
Kazemi. Este comportamiento es una caracteristica de los modelos de interporosidad
transitoria.

Como puede verse, la solucion de un yacimiento homogéneo se puede usar para modelar

la solucién de un yacimiento naturalmente fracturado simplemente reemplazando la u en
el argumento de la funcién de Bessel o funcién exponencial por uf(u).
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Figura 4. Efecto de A sobre la existencia y duracién de los
regimenes de flujo; »'=10° (Serra, 1981).
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Figura 5. Efecto de A sobre la existencia y duracion de los
regimenes de flujo; »’=10* (Serra, 1981).



CAPITULO II

Solucion de la ecuacion en el espacio de Laplace
para un pozo que penetra parciaimente la
formacion.
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1.1 Respuesta de presion en yacimientos bajo Ila
influencia de un casquete de gas y empuje hidraulico

Cuando actla una capa de gas sobre un cierto espesor de aceite, la movilidad total del
fluido en la interfase gas-aceite y arriba de esta, excede considerablemente la movilidad
de la fase liquida en la zona de aceite. Entonces, conforme el aceite se produce, el gas
(que es mas compresible) arriba del contacto gas-aceite mantiene una presion
aproximadamente constante, con el resultado de que la interfase se comporta como una
frontera a presion aproximadamente constante. Cuando la presiéon en la zona de aceite
cae por abajo del valor mantenido en el contacto gas-aceite, ocurre el flujo vertical. El flujo
vertical en la interfase gas-aceite modifica significativamente el patron de flujo hacia el
pozo productor. Esta alteracién se hace mas y mas pronunciada conforme el tiempo pasa.
Sin embargo, para una prueba tipica de presion, donde el tiempo es limitado, la interfase
gas-aceite puede ser vista como una frontera de presidén constante en la parte superior de
la zona de aceite.

El efecto de presién constante de un casquete de gas sobre el comportamiento de un
pozo puede considerarse similar al de un acuifero activo en la base de la formacion.
Analiticamente, los dos casos pueden investigarse con el mismo modelo®

La frontera a presion constante en el fondo de la formacién manifestar4 su existencia
contribuyendo a la estabilizacion de los gradientes de presién desarrollados por el
proceso de extraccion, lo cual, llevara el sistema a alcanzar un estado estacionario.

1.2 Flujo hacia un pozo con terminacién parcial y dos
fronteras a presion constante

Cuando un pozo productor penetra parcialmente la formacion®, el disturbio de presién en
la formacién esta confinado inicialmente al intervalo perforado, con el flujo hacia el pozo
siendo esencialmente radial dentro de la zona productora. Este caso se ilustra en la figura
6. Conforme el tiempo avanza, el volumen afectado por el pozo se expande hasta que
alcanza las fronteras superior e inferior de la formacion. El flujo hacia el pozo nuevamente
es radial pero ahora sobre el espesor total de la formacion.

En esta seccion se obtendra la ecuacion general del decremento de presion en una zona
de aceite que se encuentra bajo la influencia de un casquete de gas y un acuifero activo.

Se consideran las siguientes suposiciones:

El aceite se explota mediante un pozo que produce solo de un intervalo pequefio de la
formacion. La zona de aceite tiene un espesor h (figura 6); la formacién productora es
naturalmente fracturada y de extensién lateral infinita. EI pozo produce de la zona de
aceite a un gasto constante ¢ desde t>0 y en adelante. Conforme el aceite es extraido, el
gas en el casquete inicialmente comprimido a la presion del yacimiento p;, se expande. La
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capacidad de almacenamiento del casquete de gas excede considerablemente la de la
zona de aceite, debido a su compresibilidad mucho mayor comparada con la de la zona
de aceite. Ademas, la movilidad del gas, debido a su viscosidad menor, excede por
mucho a la del aceite. Entonces, el volumen de aceite fluyendo lejos de la interfase gas-
aceite es siempre compensado instantaneamente por una expansion del gas. El
movimiento resultante de la interfase gas aceite se supone despreciable; esto es, el
contacto gas aceite se supone permanece cerca del estado estacionario, con gas movible
arriba y aceite movible abajo, solamente.

' g= constante
A
Gas
3 Contacto gas -aceite
<_
<_
<_
Aceite <
h N ¢
‘_
<+— <+—
hy, <+
a/ +—
<_
hz2
<_
hy
<_
Contacto agua-aceite
r
Agua

Figura 6. — Pozo que produce de una zona de aceite que se
encuentra bajo la influencia de un casquete de gas y
un acuifero activo.

La ecuacion diferencial que define la respuesta de presién debida al flujo de aceite hacia
un pozo esta dada por la ecuacién 1.41, que en coordenadas cilindricas y en términos de
la variable de Laplace se expresa como®’:

op k, r2ad°p —
10 P +i%#_uf(u)pm:0; ~(2.1)
ry or, or, ke h* oz,
donde
f(u)= Uell-0)+ 4 (2.2)

ull-w)+ 1
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Las condiciones de frontera para el problema en cuestion son:

EfD(rD'O’u)=01 O<rps e, ..(2.3)
po(ryLu)=0, 0<rp< w; (2.4)
P —
2D a
'p Pio dz, :_1; ...(2.5)
Jh org u
1D rp—0
[ 0Psp
o dZD =0, 0<zp< hip Yy hop<zp< 1; (26)
o arD
r,—0
Pipl®25,u)=0, 0<zp=1; .. (2.7)

donde u es la variable de Laplace y

.

rD :r, ...(2.8)
h kfr

h, = |-"

o=k, (2.9)

huo :hﬁV, ..(2.10)

h

Nio. 20 =%, .(2.11)
Z

2o =1 .(2.12)

La solucién de la ecuacion 2.1 puede encontrarse por diversos métodos®. Sin embargo,
en este caso se utilizara el método de separacion de variables.

* Una alternativa de solucién es aplicando la transformacion de Hankel, la cual se muestra en el
apéndice A.
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Entonces, expresando la solucién para la ecuacién 2.1 como el resultado del producto de
dos funciones', es decir

P.o(ry,25)=R(ry)Z(z,). ..(2.13)

Sustituyendo la ecuacion 2.13 en 2.1

R(,), 1RI), 1 26) 1o
Rlr) "1, () e 2(zg) YO @14
R), LR 170 ) s

R(p), 1R(p)_
e R =T ..(2.16)
hlé ZZ "((zZ;)) _uf(u)=—7. (2.17)

Haciendo 7<0, es decir, 7=(-& %), la ecuacion 2.17 sera

Z"(z5) -3 (& +uf(u))2(z,) =0 ..(2.18)

Que tiene como soluciéon general

Z(z,)= coshwhé(g2 +uf(u)) zD)+ BsenhWhé(@f2 +uf(u)) zD) ..(2.19)

Valuando la condicion de frontera dada por la ecuacion 2.3 en 2.19

Z(z, =0)=0= Acosh(0)+ Bsenh(0) ...(2.20)

De donde A=0, lo cual implica que

Z(zp)= Bsenh(Jhé(,feruf(u))zD) .(2.21)

Valuando la condicion de frontera dada por la ecuacion 2.4 en 2.21
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Z(zp =1)=0= Bsenhwhé(,f2 +U f(u))) (2.22)

Si B=0 tendriamos una solucién trivial, entonces

senhuhé(f2 +uf(u))):0 .(2.23)

Lo cual se cumple si

£=[~uf(u) .(2.24)

La ecuacion 2.24 indica que & solo puede tomar un Unico valor, que es cero; debido a ello
la solucion dada por la ecuacion 2.18 con 7<0 deja de ser de nuestro interés.

Haciendo 7=0, la ecuacién 2.17 sera

Z"(zp)-h2uf(u)Z(z,)=0 ...(2.25)

Cuya solucién general es
Z(zy)= Acosh(ﬂ/hg uf(u) zD)+ Bsenh(ﬂ/hé uf(u) zD) ...(2.26)

Resulta evidente que la solucién de 2.26 nos llevara a obtener, al igual que en el caso
anterior, una solucién puntual que estara dada por

Z(zp)= Bsenh( hZ2uf(u) zD) ..(2.27)

Por lo que al igual que en el caso anterior, deja de ser de nuestro interés.

Haciendo »>0, es decir, 7 = (£2), la ecuacion 2.17 sera

Z"(z5)+h3 (£2 —uf(u))Z(z,) =0, ..(2.28)

que tiene como solucién general

Z(z,)= Acos( he (&% —uf (u) zD)+ Bsen( h2 (&% —uf (u) zD), ...(2.29)
donde Ay B son constantes desconocidas que deben ser evaluadas.
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Igualmente, si 7 >0, la ecuacion 2.16 toma la siguiente forma

r2R"(ry )+ ryR'(ry )= &%rZR(ry )=0. ..(2.30)

Realizando el siguiente cambio de variable en la ecuacion anterior

7 =E&ry, ..(2.31)

cuya derivada, aplicando la regla de la cadena, es

dR(r,) _ dR(r,) dy 2.32)
dr, dy dr,’ o
dr(r,) _ . dR(r,)

dar. =< dy ..(2.33)

Derivando y aplicando la regla de la cadena nuevamente

d (dR(r d drR(r, d
4 (OR(G))_d (0RO d (., ) 234
dry { drp dy dy )dry
2 2
d R(ZrD)=§2 d R(;’D)_ ...(2.35)
dr; dy
Sustituyendo las ecuaciones 2.31, 2.33y 2.35 en 2.30 se llega a
2
. 0 R(!D)JFZaR(rD)_ZzR(rD): 0. ...(2.36)

oy oy

La solucién de 2.36 en términos de &rp, estad formada por funciones de Bessel modificadas
y es

R(&ry )= Cly(&ry )+ DK, (Erp ), ..(2.37)

donde Cy D son constantes desconocidas que deben ser evaluadas.

Sustituyendo 2.29y 2.37 en 2.13 se llega a que

5fD(rD,zD,u)={Acos( hg (&2 —uf (u) ZD)+ Bsen(m zD)}~

23



[Clo(fro)+ DKO(é:rD)]' ...(2.38)

La ecuacion 2.38, permite calcular pr(rD,zD,u) en un yacimiento debido al flujo hacia
un pozo que penetra totalmente la formacion. Para el caso en el cual se desea calcular
pr(rD,zD,u)debido al flujo hacia un pozo que produce de un intervalo pequefio,

entonces la ecuacién 2.38 debera tomar en cuenta el efecto combinado de la influencia de
cada uno de los tres intervalos indicados en la figura 6; es decir hip, hypy 1-hap.

De acuerdo a lo anterior, las ecuaciones que representan la respuesta de presion en los
intervalos arriba mencionados seran, respectivamente

5fD(rD,zD,u):{Clcos( ha (&% —uf (u) zD)+Czsen(m ZD)}-

[Calo(frD)+C4Ko(§rD)] 0 <zp< hyp, ...(2.39)

oy, 2p,U)= {Cs cosWhé (52 —uf (u)) Z, )+ CSSenWhé (52 —uf (u)) zD)}-

[C.1,(&r5)+CuKy(Erp )] hip<zp<hsp, ..(2.40)

EfD(rD,zD,u):{C9 cos( hg (&% —uf (u) zD)+Closen( ha (&2 —uf (u) zD)}-

[Coi1,(&rp )+ CLK,(&ry)] hop <2zp< 1, ..(2.41)

donde C; a Cy, son constantes desconocidas que deben ser evaluadas. Adicionalmente,
las ecuaciones anteriores deberan cumplir las condiciones de continuidad siguientes

Piolo o), =Pioloizot), . . (2.42)
o —
P pr(rD1ZD’u :7pr(rszoau , ...(2.43)
Zp zp=h1p aZD zp=h"
5fo(rD,zD,u]ZD: zﬁfD(rD,zD,u]ZD:w , .(2.44)
0 o —
pr(rD'ZD’u# :pr(rD,ZD,U# . (245)
aZD Zp=h,p aZD zp=h},
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Sustituyendo 2.39 a 2.41 en las ecuaciones 2.42 a 2.45, se llega a

0= {C, cos|,/n2 (67 —uf (u))h )+ C,sen( 02 (€2 —ut (W) iy JC, 1o (Ers )+ €K, (€1 )] -

(€, cos{,/n2 (&% ~uf (u))hy, )+ Cysenln3 (&2 —uf @)y Jic, (s )+ oK, (er )]

...(2.46)

O:[Calo(é:r +C, K {7C \/h )Sen( hg ( ) 1D)+
C,/ng (¢ ~uf (u )coswhs(gz—uf<u>)h;D)}—[c7lo(grD)mSKO(aD)]-
Gy n2 (% —uf (u)senl n2 (7 —uf (W), J+ /2 (€2 — uf () cos(/h2 (€2 —uf (W), )},

..(2.47)

0= {C, cos( /n2 (&2 — uf (u)) s, )+ Cosen( [h2 (% = uf (W) o JC 1o(Ery )+ CKy (eTy )]

{C, cosl./h2 (&% —uf () g, )+ Cosent. h3 (62 —uf W), JC.ulero)+CaKo(érs )]

..(2.48)

0=[C,1(10 )+ CyKy (Er - Co 3 (62 —uf (u)len, /3 (£ —uf (u))hy )+
C- /3 (&2 —uf (u))cosl. h2 (&7 —uf (W) o JI-[Cto (10 )+ oo (&1, )]
b Cy /(2 —uf (u))sen( /h3 (7 — uf (u)) g J+ Coo /2 (% — uf (u)) cos|,/n2 (&7 — uf (u))hys ).

...(2.49)
Sustituyendo la condicion de frontera dada por 2.3 en 2.39
6 D (rD 0, U) =0= {Cl COS(O)+ Czsen(o)} [Cs o (fro )"' C,K, (SgrD )]’ ...(2.50)
simplificando
Cy[Cylo(£15)+CyKo(£15)] =0, .(2.51)

de donde
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C, =0. ...(2.52)

Sustituyendo 2.52 en 2.46
0= Cysen( /3 (&% —uf (u)hip JCa (7o )+ CuKo (¢, )]-

€5 cosl./n2 (2 —ut (u))hy, )+ Cosenl 2 (€ —uf (W), Jc, 10 (ry)+ €K (e, )]

...(2.53)
Despejando C,

o [ oozl —ut@hns ) [et(ero) okl )]
T senl e —uf @) ICatulers )+ CuKoléro )] (25)

Sustituyendo 2.52 en 2.47

OZCN/hZ( 2—uf u )COS( hz( 2—Uf(U))hliD)[Cslo(fro)+C4Ko(§rD)]_

[C,1,(&ry )+ CeK, (&1 )] %C 2 (g% —uf (u )sen( h2(£2 —uf (u ))th)+
Ce-/h3(E2 —uf (u )cos(ﬁh( —uf (u ))th)} .(2.55)

Despejando C,

}[C7IO(§rD)+ CoKo(ETo )] _ ...(2.56)

Igualando 2.54 y 2.56

{C COS( h ( f(u))th)+C6} [C7IO(§rD)+C8KO(§rD)]

sen( h3 ( —uf (u) )th)

_c, sen( hé fz —uf (U) th)"‘Cs [C7|o(fro)+CsKo(§rD )] _ ..(2.57)
COS( hé §2 —uf (U) hl_D)
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Simplificando

c {cos( h3(&? - uf (u) h;D)+sen( ha (& —uf (u) th)}

*senl g6 —ut ) ) ol g7 —ut )| (250
de donde
€ =0 ..(2.59)

Sustituyendo la condicion de frontera dada por 2.4 en 2.41
Po(rpLu)=0= {Cg cos( ha (&2 —uf (u) )+Cmsen( ha (&% —uf (u) )}

[Coulo(Erp)+CLK,(Ery )] ..(2.60)

de donde

C, =—C,, tan-/h2 (2 —uf (u)). ..(2.61)
Por otro lado, sustituyendo 2.59 en 2.47

0= Cysenl /3 (&% —uf (u)hyo JIC 14 (6m )+ CaKs (61, )]

€, cos{,/n3 (&% — uf ()i, )+ Cosenl/n2 (€2 —uf (W)hs, Jlc, 1o (er )+ CoKo (e, )]

..(2.62)
Despejando Cyo
o e [een)relen,)]  coslh(e —ufw)ns, )
© T [Cul(En )+ CuKy e )] sen( h2 (&2 —uf (u) h;D)’ (2.63)

Sustituyendo 2.58 en 2.48

0=, JrEE @)oo FETE ) I ) Gkt
%nghé(fz —uf (u))senuhé(f2 —uf (u))hz*D )+ Cmﬂ/héiéz —uf (u)icos( ha (&% —uf (u))h;, )}

[CllIO(érD)—'—ClZKO(érD)] ' (264)
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Despejando Cy

[Cta(ers)+ CuKo(er )] | o senl/n3 (6 ~ut ()h, )

ClO = Ca

Igualando 2.63 y 2.65

o, [Cutoléro) rCukofery )] _ o cosf (e -t (i

[Cnlo(égro)+C12Ko(égrD)] ’ sen( ha (&% —uf (u) h;D)

[C,14(¢ns )+ CaKoer )] . senl/n2(e7 —uf @)hy )
+C, .
1o(éro)+C Ko (€15)] T cosl /2 (7 - uf (u))hy, )

Simplificando

c {sen( h3 (&2 - uf (u) h{.;) COS( hg (&2 —uf (u) h;D)}_O

cos( hZ(£? —uf (u) h;D) sen( hZ(£? —uf (u) h;D)

de donde

C9=0.

Sustituyendo 2.68 en 2.61

Cy tan./h2 (&2 —uf (u))=0.

[Coilo(érp)+ CiKolerp )] COS( hz (&2 —uf (u) h;D)'

...(2.65)

...(2.66)

..(2.67)

...(2.68)

...(2.69)

Si C4=0 entonces se obtiene una solucion trivial para la ecuacion 2.41, ya que no se

obtiene mayor informacién sobre las constantes; entonces se debera cumplir que

tan-/h2 (2 —uf (u)) =0,

lo cual se cumple si

hZ (&2 —uf (u))=nz n=1,23 ..

...(2.70)

.(2.71)
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es decir

n=01,2 3, ..

(2.72)

Por lo anterior, se tiene un namero infinito de soluciones. Entonces, sustituyendo 2.51,
2.59, 2.68 'y 2.72 en las ecuaciones 2.38 a 2.40, respectivamente se tiene que

00

5fD(rD'ZD’u): ZCZSen(n”ZD)[CSIO(énrD)+C4K0(§n rD)]

n=0

00

pr<rD,zD.u>=chsen(nm[cno(fnrD)+c8Ko(§nrD)]

n=0

o0

0<zp<hqp, (273)

h1D <Zp< th ,(274)

pr(rD,zD,u)zZcmsen(nﬂzD)[Clllo(énrD)+C12KO(§nrD) hi<zps 1. ..(2.75)

n=0

Por simplicidad, haciendo
C.Cs=a,,

C.Cs=h,

CeCr=c,,

CsCe=d,,

C10Cui=tn,

C10C12=0h ,

y sustituyendo en 2.73 a 2.75, respectivamente

o0

BfD(rD ! ZD’U): Zsen(nﬂ.zD)[aHIO(fn rD)+ anO(é:n r-D )]

n=0

00

pr(rD'ZD'U)Zzsen(nﬂ-zD)[Cnlo(énrD)+dnKO(§nrD)]

n=0

..(2.76)
(2.77)
..(2.78)
.(2.79)
...(2.80)

..(2.81)

0<zp<hqp. (282)

h1D <Zp< h2D . (283)
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pr(rD,zD,u):Zsen(nnzD)[enlo(énrD)Jr gnK0(§ nrD)] hiy<zps 1. ...(2.84)

n=0

Valuando la condicion de frontera 2.6 en 2.82, que es el caso para el cual 0 < zp< hp,

th 0
j o 8? Z[anlo(gnrD)+an0(§nrD)]sen(n7zzD) dz, =0. ...(2.85)
0 . n=0

rp—0

La derivada de las funciones I, y K, se obtienen de las formulas de recurrencia siguientes

:X[x"lp(x)]:xplp_l(x), ...(2.86)
(;jx[prp(x)]z —xPK 4 (x), ..(2.87)
=1 n=1,2, 3,.. ..(2.88)
K, =K, n=1, 2, 3,.. ...(2.89)

derivando el lado izquierdo de 2.85

o0

th
j o E §n[anll(§nrD)—anl(gnrD)]sen(nzrzD) dz, =0. ...(2.90)
0

n=0

Como se puede observar, si se toma el limite entonces el lado izquierdo se hace cero, lo
cual no nos da mayor informacion sobre el valor de las constantes. Sin embargo, ya que
se va tomar el limite cuando rp—0, entonces se sustituyen las aproximaciones de las
funciones Bessel*? para cuando x—0" dadas por

1, (x)= o+ p#-1,-2,-3, ... ..(2.91)
2 p
K, (x)= F(zp)[xJ p>0 ..(2.92)
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Donde F(p) es la funcion Gamma

I(p+1)=p! p=0123.. ...(2.93)

Haciendo uso de la siguiente propiedad de la funcion Gamma
I'(p+1)= pr(p) p=0123.. ...(2.94)

Sustituyendo las ecuaciones 2.91 y 2.92 en 2.90 e introduciendo rp a la sumatoria

th x©
J- E gr{an( J—b{lﬂsen(nﬂ z,) dz, =0. ...(2.95)
0 gn rD
n=0

rp, —0
Simplificando

h 0 2 2
° é:n r-D
J- E a{ > J—bn sen(nzzy)p  dzp =0. ...(2.96)
0

rp—0

gnrD
2

Tomando el limite

Mip
I ansen(mz 2,)dz, =0. ..(2.97)
0 “n=0

La ecuacion 2.96 se reconoce como un problema de series de Fourier. Multiplicando por
Sen(mz zD) en ambos lados de la ecuacion

th 0
J- ansen(nz z, Jsen(mz z, )dz, = 0. ..(2.98)
o ‘=0

Integrando con respectoazpdeOal

1o hp &
j- J ansen(nn 2, Jsen(mr z, )dzydz, = 0. ..(2.99)
0¢0 h=0
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Para una sumatoria finita la integral de la suma es igual a la suma de las integrales;

suponiendo que esta propiedad es aplicable a 2.99

hp <X 1
j anjsen(nﬁ 2, )sen(mz z, )dz,dz, = 0.
0 n=0 0

La integral es diferente de cero si m=n; entonces, efectuando la sumatoria

hyo 1
j bnjsenz(nﬂzD)ddezD =0,
0 0

Integrando

th 1 1 1
IO bn[zzD - 2(znﬁ)sen(Zn;z zD)} dz, =0.

0

Simplificando
th

1y j dz, =0,

2 0

de donde se obtiene que

Valuando la condicion de frontera externa dada por la ecuacion 2.7 en 2.82

o0

Pro <oo,zD,u>=o=Z[an|o<oo>+bnm(oo)]sen(sz>.

n=0

...(2.100)

..(2.101)

..(2.102)

...(2.103)

..(2.104)

...(2.105)

Multiplicando la ecuacion anterior por Sen(mﬂ ZD) en ambos miembros, tomando en
cuenta que b,=0, ecuacioén 2.104, integrando de 0 a 1 y aplicando la misma propiedad de

las sumatorias que en la ecuacion 2.99
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© 1

Za”IO(OO)I sen(nz z, Jsen(mz z, )dz, = 0. ...(2.106)

n=0 0

Nuevamente, la integral es diferente de 0 si n=m. Realizando la sumatoria

1
an|0(OO)J‘SGI’]2(n7Z Z,)dz, =0, ..(2.107)

0

de donde se obtiene que

a =0. ...(2.108)

n

Por lo anterior

BfD(rD'ZD’u)ZO 0 = zp <hp. ...(2.109)

Por analogia, resulta evidente que la solucion de la ecuacién 2.84 en el intervalo
hop < zp £ 1 también es cero. Es decir,

EfD(rD'ZD’u)ZO hap <zps 1. ...(2.110)

Valuando la condicion de frontera dada por la ecuacion 2.5 en 2.82

h,o 0
j rDi Z[Cnlo(égnrD)"'dnKo(égnrD)]Sen(n”ZD) dz :_1 o (211D)
o or, — u

rp,—0

Derivando el lado izquierdo

h,p ©
J‘ rDZ§[cnll(§nrD)—dnKl(gnrD)]sen(nzzD) dz,, :—i. ..(2.112)
Mo n=0

rp—0

Si se toma el limite en el lado izquierdo entonces se llega a una incongruencia.
Sustituyendo las aproximaciones de las funciones Bessel para cuando x—0" e
introduciendo rp a la sumatoria

33



u

hZD ©
4
Shp| C,
Mo (“n=0
Simplificando

h x© 2
* Z £ o 1
J‘ cn( 5 }—dn sen(nzz,)f  dz, == ..(2.114)
th

rp,—0

”rDJ—d{glJ]sen(nn z,) dz, :—1. ..(2.113)

rp —0

hZD
1
'[ d,sen(nzz,)dz, =~ . ...(2.115)
th
Multiplicando por sen(m;r ZD) a ambos miembros e integrando de 0 a 1

0

1 @ hyp <2 1
j -“ Zdnsen(nﬁ z, Jsen(mz z, ) dz,dz,, :LljJ‘sen(mﬂ z,)dz, ..(2.116)
0 hip n=0

lo cual, por las propiedades ya mencionadas anteriormente, es posible expresarlo como

j Z jsen nzzp )sen(mz z, )dzydz, = jsen(mnz )z, . .(2.117)

0
Nuevamente, la integral es diferente de 0 si m=n; entonces, efectuando la sumatoria

J. J‘sen nrz,) dz,dz, jsen(n;zz )z, .(2.118)

1

h
2D 1 1 1
dnjth { Zp —Z(Zrm)sen(Znﬂ zD)LdzD ——mwcos(nﬂz ). (2.119)
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h
2D 2
dnJ.dZD =—"[cos(nz)-1], .(2.120)

e nzu

2[cos(nz)-1]
d =
n (hD2 _ th) n][u . ...(2.121)

h,, —h,p esigual a la longitud del intervalo productor, entonces simplificando

d :Jl%]2 _(_1)n.

..(2.122
" h.,onNzu ( )
Valuando la condicion de frontera externa dada por la ecuacion 2.7 en 2.83
o0
Pp (0,25,u)=0= E [c,1,(c0)+d, K, (0)]sen(nz z,). ..(2.123)
n=0

Multiplicando la ecuacion anterior por sen(m;r ZD) en ambos miembros e integrando de 0
al

J- Z:[cn l,(c0)+d, K, (o) sen(nz z, )sen(mz z,)=0. .(2.124)
% “n=0

Procediendo de la misma manera que en los casos anteriores

1
[c,1,(c0)+ dnKO(OO)]J‘SE‘n(nﬂ' 7, Ydz, =0 .(2.125)
0

Simplificando

C,lo(o0)+d, K,y(0)=0, (2.126)
dnKO(OO)
Cp=— 07 .(2.127)
l(0)
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Las funciones de Bessel modificadas tienen el siguiente comportamiento asintotico

Ko(x)—=0 X—a0, ...(2.128)

l,(X) > 0 X—, ..(2.129)

Sustituyendo 2.128 y 2.129 en 2.127 se llega a que
c,=0, ...(2.130)

Entonces sustituyendo 2.122 y 2.130 en 2.83

o0
_ 2 1 n
Pio (o, 2p,U)= " E nKo(fnrDil—(—l) ]sen(nﬂzD) 0szp<1. .(2.131)
wD )

Con &, dado por la ecuacion 2.72

Cabe hacer mencion que la posicion del intervalo productor dentro del yacimiento esta
considerada en la ecuacién anterior, ya que hy,p = hop- hip ¥ Zp €s la posicion en la cual se
desea calcular la respuesta de presion.

11.3 Aproximacién para tiempos cortos

En la seccion 11.2 se obtuvo la expresion matemética 2.131, que permite determinar la
respuesta de presion para el problema en estudio. Como puede apreciarse, esta ecuacion
esta en funcion de 5 variables: w, A, hyp, Zp ¥y hp; resulta evidente la conveniencia de
obtener una expresién con un niumero de términos menor. Esto es posible si considera
que las variables involucradas tienen influencia solo en ciertos periodos de tiempo.

Con base en la ecuacién 1.46, evaluando la ecuacion 2.72, para tiempos cortos la funcion
f(u) se puede aproximar como f(u)= @, con lo cual se obtiene

2
Nz
&= (j +Uw® n=1,2 3, ... ...(2.132)
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11.5 Aproximacidén para tiempos grandes

Como se vio en el capitulo I, es posible obtener una aproximacion para tiempos grandes
de la funcion f(u), la cual esta dada por la ecuacion 1.43. De acuerdo a esto se tiene que

2
£ = (””j U n=123.. .(2.133)
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CAPITULO III

Validacion del modelo matematico.
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I11.1 Inversidén al espacio real, algoritmo de Stehfest

Debido a la dificultad que se tiene para invertir la ecuacion 2.130 del espacio de Laplace
al espacio real, se hace necesario emplear un método numérico para transformarla.

De los métodos numéricos disponibles, el que presenta mayor simplicidad en su manejo
es el desarrollado por Stehfest™, y por ello el que se emplea para la inversion de las
soluciones obtenidas.

En el aflo 1970 Stehfest propuso un procedimiento numérico para obtener la inversa de
una funcién en términos de la variable de Laplace u, el cual a continuacién se describe
brevemente.

Si F4(t) es el valor aproximado de la inversa de f(u)“a un tiempo t, entonces Fa(t) esta
dada por

F.(t)= ['nfjiznl:V. P{iL?Z} (3

donde
minfi. %)
v, = (c)me) Z kM (2Kk)! _ .(32)
o (';I—kj!k!(k—l)!(i—k)!(2k—i)!

Aqui, P(u) es la funcién cuya inversa se desea encontrar, N es un nimero par y k es un
entero que se determina aritméticamente. V; depende solo de N y sus propiedades son
tales que para un valor dado de N, la suma de los V; son cero y los valores de Ni/
tienden a incrementarse conforme N incrementa. Los valores de V; deben ser calculados
solo una vez para un valor dado de N. Para obtener una mayor precision, el valor de N
necesita ser aproximadamente proporcional al nUmero de digitos significativos que se
estén empleando en el programa de computo. El valor de N debe seleccionarse
experimentando numéricamente y su valor debe cambiar con el tiempo. Generalmente la
precision de F4(t) se incrementa conforme el valor de N se incrementa. Para problemas de
nuestro interés, N generalmente esta en el rango 8 <N < 12.

El requisito principal para calcular F,(t) mediante las ecuaciones anteriores es que la
funcioén f(t) no tenga discontinuidades y que no oscile (a menos que la longitud de onda de
la oscilacién satisfaga ciertos criterios).

* En esta caso en particular f(u) es cualquier funcién que depende de la variable u.
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Cuando la funcion a invertir no cumple con los requisitos mencionados, se puede emplear
el algoritmo de Crump (1976). Sin embargo, este algoritmo, es mucho mas complicado de
implementar que el de Stehfest.

I111.2 Validacion en periodos de tiempo cortos

Con el fin de poder evaluar el modelo matemético en el espacio real, se compararon las
respuestas de presion obtenidas con el modelo desarrollado por Bui, Mamora, Lee' y la
obtenida mediante el modelo desarrollado en este trabajo. Las principales suposiciones,
entre otras, del modelo de los autores citados son: pozo parcialmente penetrante,
formacion horizontal y naturalmente fracturada de extension lateral infinita, espesor
constante, las fronteras superior e inferior de la formacion son impermeables, matriz y
fracturas de propiedades uniformes, yacimiento con un fluido ligeramente compresible, de
una sola fase y de viscosidad constante. A diferencia del modelo desarrollado en este
trabajo, ellos consideran la solucion para el caso en el que r— r,,. El modelo de
referencia, empleando la nomenclatura utilizada en este trabajo es el siguiente

[ Ko(mro) +
o L KT )

2 N Kol uf)r) noY 2
meaﬁzn%&uwmyg%mﬁih+%ﬁ}smmmw%- 69

n=1

La inversion al espacio real de ambos modelos se realiz6 empleando el mismo algoritmo
de Stehfest, con un valor de 8 para N, en ambos modelos.

Los parametros empleados se listan en la Tabla I.

Tabla I. Parametros empleados para la comparacion de
los modelos a tiempos cortos.

Parametro Valor
Espesor adimensional, hp 2000
Espesor del yacimiento, h [ft] 400
Radio del pozo, r, [ ft] 0.2
Longitud del intervalo productor, h,, [ft] 40
Coeficiente de almacenamiento, o [ - ] 0.02
Coeficiente de flujo interporoso, A [ - ] 1.0x10®

La respuesta de presion de ambos modelos se presenta en la figura 7. La respuesta del
modelo desarrollado en este trabajo resulta ser similar en tiempo y forma, durante el
periodo en el cual se presentan los efectos de la doble porosidad y hasta t, = 3.0 x 10°, a
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aquella obtenida mediante el modelo de Bui, Mamora y Lee. Ya que a tiempos mayores,
cuando los efectos de las fronteras superior e inferior comienzan a sentirse, las curvas se
separan. A tiempos grandes, se obtiene una pendiente igual a cero en el modelo de
referencia, mientras que en el modelo a comparar, se observa un periodo de tiempo en el
cual la derivada de presion cae siguiendo un comportamiento lineal con pendiente -*/,. El
valor de esta pendiente, como se verd en el capitulo 4, se atribuye a que el intervalo
productor esta en contacto con una de las fronteras.

El valor de la derivada se determind empleando el mismo algoritmo de inversion y la
propiedad

F'(u)=u f(u)-F(0). ..(3.4)

De acuerdo a la expresion anterior, la ecuacion a invertir se multiplicé por la variable de
Laplace y posteriormente se trajo al espacio real empleando el mismo algoritmo de
cémputo.

En el apéndice B se presenta el algoritmo empleado para la inversion de las ecuaciones,
el cual estd programado en lenguaje FORTRAN.

Respuesta de presion en yacimientos naturalmente fracturados
100
oo O O 6 6D 6 OO 6666666@L
oo 0 ooomm O Qocamm® Q0
o 09
10 A
2 @ Sl A 6 64Ny
&g@ 6% A AA
A © 66 X v
1 A O A N A Fronteras superior e
a0 & © Q Ap, inferior sin flujo
"a ® A AANWIN A AANA
o b=0.1 ®
"{'5 hp=2000 ®
a h=400 ft %
0.1 1 h,=40 ft Fronlteras superigr e
_ ft inferior con presion \
ry=0.2 constante e
©=0.02 kN
A=1E-3 O(\)
0.01 A 8\
AN
o
ABui, Mamoray Lee o
°s
(@ Presente estudio h
0001 T T T T T T 4 \ T
1.E+00 1.E+01 1.E+02 1.E+03 1.E+04 1.E+05 1.E+06 2 E+07 1.E+08
to

Figura7. Respuesta de presion obtenida por el modelo desarrollado por Bui, Mamora y
Lee y el obtenido en el presente estudio. Comparacion a tiempos cortos.
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111.3 Validacion en periodos de tiempo grandes

Para validar la respuesta de presion obtenida mediante el modelo desarrollado en este
estudio, se emple6 aquel desarrollado por M. Abbaszadeh y P. Hegeman®®. Su solucién,
obtenida analiticamente, permite calcular la respuesta de presion en un pozo con
terminacién parcial y con cierto angulo de inclinacion, en un yacimiento infinito. Las
fronteras superior e inferior pueden ser sin flujo o tener soporte de presién vertical
mediante un casquete de gas, empuje hidraulico o la combinacion de ambas. Supone que
el yacimiento es horizontal con espesor constante, homogéneo y anisotrépico. El modelo
matematico que presentan, empleando la misma nomenclatura que en este trabajo, es el
siguiente

oh Y [ e j :eA nzh nzz
wa (tD’ewD’ZwD): D 2 Sen2 wb Sen2 T Twb. dTD (35)
WD s 7o - n 2 h

zh hp b

Donde

2_2
Nz,

A== ...(3.6)

La comparacion de los modelos se presenta en la figura 8.

Respuesta de Presiéon en un Yacimiento Homogeneo
Fronteras superior e inferior con presién constante

100
M Abbaszadeh & P.

Hegeman —

Presente estudio @)

aeco@D 0 000D O OOCURD 0 000D 0O OoduWD
o

10_%
o

‘a O 000 O 0
S 3 Oy,
w4 ]
a
o
hy = 400
h,, = 100 ft
0.1z, =200 ft
s=0
Q=1
L =1e-3
rp=1 °
0.01 T T T T O— T |
1.0E+00 1.0E+01 1.0E+02 1.0E+03 1.0E+04 1.0E+05 1.0E+06 1.0E+07

to

Figura 8. Respuesta de presion obtenida con el modelo desarrollado por M. Abbaszadeh
y P. Hegeman y el obtenido en el presente estudio. Comparacién a tiempos
grandes.
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Con el fin de obtener la respuesta de un yacimiento homogéneo, y asi poder efectuar la
comparacion con el modelo de M. Abbaszadeh y P. Hegeman, se calculé la respuesta de
presion con el modelo desarrollado en este estudio considerando @ =1. Los parametros
empleados en ambos modelos se indican en la Tabla Il.

Tabla Il. Parametros empleados para la comparacion de
los modelos a tiempos grandes.

Parametro Valor

Espesor adimensional, hp 400
Radio del pozo, r, [ fi] 0.2
Longitud del intervalo productor, h, [ft] 200
Almacenamiento, Cp [ - ] 0
Dafio, sp[ -] 0
Coeficiente de almacenamiento, o [ - ] 1.0
Coeficiente de flujo interporoso, A [ - ] 1.0x10°
Angulo de inclinacién del intervalo, 6 [°] 0

En la figura 8 se aprecia que existen diferencias a tiempos cortos y medios. Se observa
que la respuesta de ambos modelos tiende a ser la misma a medida que se manifiestan
los efectos de las fronteras superior e inferior, llegando a ser iguales para tp, > 4.0 x 10°.
Las diferencias observadas se atribuyen a la condicién de frontera interna (ec. 3.7), que
es diferente en ambos casos, la inversion numérica del modelo a validar, el valor
empleado del pardmetro Ny la definicion de hp y L,p (ec. 3.8), ya que los autores citados
emplean en la definicién un valor de radio equivalente (ec.3.9).

Lw/2
0.001127j 2wk 0 g g .(3.7)
) 4 on

L /2 w—0

En la ecuacion 3.7 gy, es la produccién de aceite del pozo y el integrando representa el
aporte de fluido por unidad de longitud. La constante 0.001127 es un factor de conversion
de unidades.

hy =— |+ ..(3.8
D rv:/ kzv ( )
r’ T 1+ ! : ...(3.9)

El significado de cada variable se indica en la secciéon de nomenclatura.
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CAPITULO IV

Efecto de los diferentes parametros en la
respuesta de presion.
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V.1 Efecto del coeficiente de capacidad almacenamiento,
.

El efecto del coeficiente de almacenamiento sobre la pp y tp’p Se presenta en la figura 9.
Se puede observar que la curva de la derivada de presién proporciona la forma de un
valle durante el periodo de transicion matriz-fractura. A medida que disminuye el valor de
o, la forma caracteristica del valle se profundiza, ademés de que inicia a tiempos mas
cortos. A tiempos mayores, todas las curvas convergen a un mismo valor. La parte
superior de la transiciébn matriz-fractura es la misma para todas las curvas. Comparando
con las curvas tipo de un pozo totalmente penetrante se observa que, el valor de la
derivada de la respuesta de presion tiene valores mayores en el caso de un pozo con
terminacion parcial.

Respuesta de presidon en yacimientos naturalmente fracturados

Variacion con respecto a ®

100

l |
=)
o
-
[a)
2 01
hp 2000
h 400
®=0.005 r, 0.2
0.01 4 h,, 40
zy 200
A 1.0x10-3
0.001 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ .
1.E+00 1.E+01 1.E+02 1.E+03 1.E+04 1.E+05 1.E+06 1.E+07

tp

Figura 9. Variacion de la respuesta de presion para diversos valores del coeficiente de
almacenamiento .
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IVV.2 Efecto del coeficiente de flujo interporoso, A.

En la figura 10, para hp=2000 se observa que a medida que el valor del coeficiente
interporoso se hace menor, el valle se profundiza, ademas de que se presenta a tiempos
mayores. Para A menor que 10, la transicién matriz-fractura ocurre cuando se presentan
los efectos de las fronteras.

Respuesta de presidon en yacimientos naturalmente fracturados

Variacion con respecto a A

100

10 1

0.01 ~

0001 T T T T T T
1.E+00 1.E+01 1.E+02 1.E+03 1.E+04 1.E+05 1.E+06 1.E+07

tp

Figura 10. Variacion de la respuesta de presion para diversos valores del coeficiente de
flujo interporoso A.

46



I\VV.3 Efecto de la longitud del intervalo productor, h,p.

La figura 11, muestra el efecto de la longitud del intervalo productor sobre la respuesta de
presion. A medida que h,p aumenta su longitud, las curvas convergen a aquella que se
obtiene cuando el intervalo productor es igual al espesor de la formacion. Con todo el
espesor de la formacién produciendo, es posible observar el periodo de flujo radial.

Respuesta de presidon en yacimientos naturalmente fracturados

Variacion con respecto a la longitud del inervalo productor h 5

100

hwp=0.1
hwp=0.2
hwp=0.4

hwp=0.6
hwp=0.8

A hwp=1.0

tp

h 400
ry, 0.2
0.01 4 zy 200
o 0.02
A 0.001 ¢
0.001
1.E+00 1.E+01 1.E+02 1.E+03 1.E+04 1.E+05 1.E+06

1.E+07

Figura 11. Variacion de la respuesta de presion para diversos valores de la longitud del

intervalo productor.
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I\VV.4 Efecto de la posicién del punto medio del intervalo
productor Z,,p, en la formacion productora.

La posicion del intervalo productor tiene influencia en la respuesta de presion
principalmente, una vez que han finalizado los efectos de la transicion matriz-fractura, tal y
como se aprecia en la figura 12. A medida que el intervalo productor se aproxima a alguna
de las fronteras, los efectos de éstos limites se manifiestan en menor tiempo, haciéndose
evidente el comportamiento lineal que antecede a los efectos de la segunda frontera, la
cual provoca que la derivada tienda a un valor cero.

Del analisis de las curvas tipo, también se encontré que para una posicién del punto
medio del intervalo productor z,p, se tiene la misma respuesta de presion que si estuviese
ubicado en h-z,p.

En la gréafica, z,p es la distancia del punto medio del intervalo productor a la frontera mas
cercana.

Respuesta de presidn en yacimientos naturalmente fracturados

Variacion con respecto a la posicion del punto medio del intervalo productor z,
100

10 1

o
o
.
)
S 01
zw=200 O h, 2000
Zw=150=250 A\
Zw=100=300 x h 400
0.01 | Zw= 50=350 + ry 0.2
’ Zw= 20=380 ©O hy 40
o 0.02
A 0.001
0.001 T . . T . .
1.E+00 1.E+01 1.E+02 1.E+03 1.E+04 1.E+05 1.E+06 1.E+07
tp

Figura 12. Variacion de la respuesta de presion para diversas posiciones del intervalo
productor.
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IV.5 Efecto de la longitud de penetracién dentro de la
formacion productora.

Si la longitud del intervalo productor inicia debajo de la frontera superior o por encima de
la frontera inferior y crece en longitud hacia la frontera opuesta, se observa que la
derivada de la respuesta de presion tiene un comportamiento lineal entre el fin de los
efectos de la transicion matriz-fractura y el efecto de la frontera opuesta (figura 13), para
el conjunto de datos empleados. EI comportamiento lineal de la derivada mantiene la
pendiente en todos los casos, pero tiende a desaparecer a medida que se alcanza la
frontera opuesta. Para los datos empleados en este andlisis, la pendiente de la derivada
en la porcion lineal es de -5/4, valor que se obtiene debido al contacto del intervalo
productor con una de las fronteras.

Respuesta de presiéon en yacimientos naturalmente fracturados

Variacion con respecto a la penetracion dentro de la formacion productora

100

Penetracion=40 o h 400
0.01 - o fu 0.2
o - 2y, 20, 50, 100, 150, 200
400 O o 0.02
A 0.001
0.001 ; ; ‘ ‘ : :
1.E+00 1.E+01 1.E+02 1.E+03 1.E+04 1.E+05 1.E+06 1.E+07
tp

Figura 13. Variacién de la respuesta de presion para diversas longitudes de penetracion
dentro de la formacién productora.
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CAPITULO V

Conclusiones y recomendaciones.
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A partir del trabajo desarrollado se derivan las siguientes conclusiones y
recomendaciones:

Se desarroll6 una ecuacion que permite calcular la caida de presién en un yacimiento
naturalmente fracturado, con un intervalo vertical abierto a produccién de longitud y
posicién variables dentro del yacimiento. La ecuacion considera los efectos de doble
porosidad descritos por el modelo desarrollado por Warren y Root.

Las curvas tipo desarrolladas a partir de este trabajo no consideran los efectos de dafio y
almacenamiento del pozo, queda para un trabajo posterior incorporar dichos efectos en el
desarrollo matematico del modelo.

La validacion del modelo a tiempos pequefios y grandes muestra que la respuesta
obtenida con el modelo en cuestion es satisfactoria. Las diferencias pequefias que se
observan pueden atribuirse al valor empleado en los pardmetros del algoritmo de
inversion numérica.

El modelo puede ser empleado para calcular la caida de presion en yacimientos
homogéneos asignando un valor unitario a la funcion f(u).

Del andlisis del efecto de los pardmetros involucrados en la ecuacion, se observé que
cuando uno de los extremos del intervalo productor se acerca a alguna de las fronteras,
superior o inferior, la derivada de la respuesta de presion se ajusta a una linea recta de
pendiente -5/4. Se observéd que dicha pendiente se desarrolla mas rapidamente a medida
gue disminuye la distancia entre el intervalo productor y alguna de las fronteras.

Se puede presentar el caso en el que la caracterizacion del yacimiento naturalmente
fracturado no sea posible, debido que el tiempo en el cual se presentan los efectos de
doble porosidad y frontera es tal que ambos se superponen. Esto se acentuara en la
medida en que el intervalo productor esté cerca de alguna de las fronteras y del tiempo
requerido para que se lleve a cabo el flujo de fluidos entre la matriz y la fractura.
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NOMENCLATURA

Area

Factor de volumen

Compresibilidad de fluido
Aceleracion de la gravedad

Espesor de formacion
Permeabilidad

Permeabilidad de fractura

Longitud

Presion

Pp Presién

Pb Derivada de la presion adimensional
Pur Presién de fondo fluyendo

Puws Presién de fondo estatica

q Gasto

r Radio

p Radio adimensional

I Radio del pozo

S Saturacién

t Tiempo de produccion
to Tiempo adimensional
u Variable de Laplace

v Velocidad

74 Volumen
X

y

z

o

A

THEFXXTQ O m>

Coordenada en el eje “X”
Coordenada en el gje “y”
Coordenada en el eje “z2”
Constante de conversion de unidades
Coeficiente de transferencia para yacimientos
naturalmente fracturados

7 Viscosidad

Yol Densidad

¢ Porosidad

@ Coeficiente de almacenamiento para yacimientos
naturalmente fracturados

Ko(x) Funcion de Bessel modificada de segundo tipo, orden cero



Subindices

Adimensional

Fractura

Flujo, fractura

Inicial, indice

Matriz

Total

Espesor h1 en términos adimensionales
Espesor h2 en términos adimensionales
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Apéndice A

Ecuacion para predecir la caida de presion empleando la
transformacion de Hankel.

La ecuacion diferencial que define la respuesta de presion debida al flujo de aceite hacia
un pozo, tal como se indicé en el capitulo 1l esta dada por

2

’py  10p; 1 9°p;
R +7
o ryory h oz

—uf (u)p=0. ... (A1)

Esta ecuacion puede ser expresada como

o) 10%p .
1a(r pfj+1 Pt uf uyp=0. - (A2)

r, or,\ Cory ) h2 oz?

La formula de transformacion de Hankel*®*’

trabajo es
1 0( 0pi) v~ -
H'ii f(f——— | —— = — , ...(A3
[rDarD[DarDJ r2 p} P "

donde v es el orden de la transformacion, que para este caso es cero. Aplicando la
transformacion se llega a

, empleando la misma notacion de este

2

2 0 pf N
-4 p+aT—uf(u)p:0. ...(Ad)

D

La solucién de la ecuacion es

- | |
D, (£125,U)= Ae @20 | B @iz

...(A5)

Donde A y B son constantes que deben determinarse para posteriormente invertirse® y
encontrar la solucién al problema en el espacio de Laplace.
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Apéndice B

Flujo hacia un pozo con terminacién parcial y presiéon en
las fronteras que depende del tiempo

Al igual que en el capitulo Il, la ecuacidon diferencial para la caida de presion
Ap(r,z,t)=4p=p;-p(r,z,t) debida al flujo de aceite hacia un pozo, esta dada por la ecuacion
(2.1). En este caso en particular, se considera que la caida de presion en las fronteras
superior e inferior son funcién del tiempo y que su comportamiento esta dado por las
funciones f((t), y fo(t), que en el espacio de Laplace son respectivamente

Prolrp.0,u)=f,(u) 0=<rp=, ..(B.1)

6fD(rD’1’u):T2(u) 0<rp< . ...(B.2)

El problema de valores en la frontera resultante, es posible resolverlo por el método de
separacion de variables; sin embargo existe el inconveniente de que las condiciones de
frontera dadas por las ecuaciones B.1 y B.2 no son homogéneas. Es posible reducir el
problema a otro que tenga condiciones de frontera homogéneas si expresamos la

distribucion de presion como la suma de una distribucion de presion estacionaria V (ZD),

mas una distribucion de presioén transitoria 5f(rD,zD); sin embargo, de resultados

previos los cuales no se presentan, se sabe que la ecuacién en derivadas parciales
resultante no es homogénea y el proceso de solucion resulta ser complicado. En lugar del
método de separacion de variables y expansion en series se empleara la Transformada
Finita por Seno de Fourier.

Multiplicando la ecuacién 2.1 y las condiciones de frontera dadas por 2.5 a 2.7 por

nrxz ) . L .
sen( D}, e integrando en el dominio de zp, donde a es el limite superior de zp, se
a

tiene que

1 — 1

0 0

j ﬁpsz sen(nzz, )dz, +1j ;fD sen(nzz, ) dz, +
0 ' b, b

19— 1
0? _
i2 pszsen(nﬂ—ZD)dZD _Uf (U) prsen(nﬂ'ZD)dZD :O . ...(B.3)
ho J, 925 .
Se sabe que
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2
0Xp

J.O a@zf(X)Sen(nﬂ'dexzrzz[(_l)ml f@)+ 1O)-"""F () o

entonces

52% 1 56 1|nz nil ¢ — AR S
8r§fD+I‘D ar;D+r1,§ 1[(_1) 1f2(u)+f1(u)]_(lj Pio —uf(u)przo

...(B.5)

donde la barra doble indica que la variable esta sometida a la transformada de Laplace y
Seno simultaneamente.

Factorizando

2% p op ’ A N
Pio 10 {(] +uf<u>]pm-—”(—1>“+1f2<u>+fl<u>]
D

org ory h,
..(B.6)

Procediendo de manera similar con la condicién de frontera interna dada por la ec. 2.5

1 h2D a%f 1 1
j J‘ r,— > dz, sen(nﬁzD)dzD:—jsen(n;rzD)dzD , (B.7)
0 h arD UJdo
* rp—0
h2o aA 1
J- r Pro dz,, 2—1{—1COS(H7Z'ZD)} . .(A.8)
h orp, ul nz 0
* rp—0

Valuando los limites y simplificando

hap aA
[ el e feolor)-enso] 9
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Procediendo con la condicién de frontera interna dada por la ec. 2.6

1 AS
apr
j j r p= dz, [sen(nzzy)dz, =0 0<zp<hipy ha<Zps 1.
0 D

rp,—0

op
'[ I o dZDZO OSZD<h1Dyh2D<ZDS1-

Procediendo con la condicion de frontera externa 2.7

1
j P;plo0,z5,u)sen(nzzy )dz, =0 |
0

A

5fD(OO'n’u):0'

Transformando la condicién de frontera inferior, ecuacién 2.3

1 1
J BfD(rD’o'u)Sen(nﬂ-zD)dzD :j T1(U)Seﬂ(ﬂ7ZZD)dZD 0<rps =,
0

0

Bfo(rD’O'U)ZTl(U) 0<rp< e,

Por analogia la transformacién de la condicién de frontera dada por B.2 es

EfD(rD’LU):Tz(U) 0<rp< .

...(B.10)

...(B.11)

(B.12)

...(B.13)

...(B.14)

...(B.15)

...(B.16)

..(B.17)
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Una vez transformada la ecuacion en derivadas parciales asi como las condiciones de
frontera, el paso siguiente consiste en resolver la ecuacion no homogénea dada por B.6,
la cual se puede expresar como

5% p op 2 "
rDz Pio 4r Pio _ (EEJ +uf(u) ré Pip = n (_1)n+1f2(u)+ fl(u)]roz

a2 P ory, 5 h2
...(B.18)

Esta es una ecuacion del tipo Bessel no homogénea. Si se hace

n 2
o= [”] +uf (u) ...(B.19)

hp ’
su solucion es
- nz Nl g 3 2
Pro(fo. )= Aly(arg )+ BKyarg )17 [ F 0+ LW o)

D

De manera similar, como en la secciéon anterior, la ecuacion B.20 permite calcular

P;p(rp,n,u) en un yacimiento debido al flujo hacia un pozo que penetra totalmente la

EAY
formacion. Para el caso en el cual se desea calcular p, D(rD , n,u) debido al flujo hacia un

pozo que produce de un intervalo pequefio, entonces la ecuacién B.20 debera tomar en
cuenta el efecto combinado de la influencia de cada uno de los tres intervalos indicados
en la figura 6; es decir hip, hyp Y 1-h2p.

De acuerdo a lo anterior, las ecuaciones que representan la respuesta de presion en los
intervalos arriba mencionados seran, respectivamente

- n il g 3

Pro(foi)=Colo(aro )+ CoKolaro) =7 [0 g W+ L0 @2
D

para 0<Zp<hyp,

- n Nl g £

Pro(fo ) = Colo(army )+ Coo(@ro) = 17 [0 Frop W+ g WS B.22)
D

para hip<Zp<hyp,
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Pio(tnu)=Cyl (ar, )+ C.K, (a rD)—:f[(—l)"”fz(u)Jrfhzv (u)]r2 (B.23)

D
para hop<Zp<1.
Donde C; a Cs son constantes desconocidas que deben ser evaluadas.

Adicionalmente, las ecuaciones anteriores deberan cumplir las condiciones de continuidad
dadas por las ecuaciones 2.41 a 2.44.

Valuando la condicion de frontera interna dada por B.12 para cuando 0<zp < hyp

hiD 5%”) hiD
J. o dz,, =0=j ro| | Coaxly(arry)—CraK (ary)—
(o] 5rD (0]

P @ ol | 5o (24

ng

r,—0

Ya que se va a tomar el limite para cuando el radio tiende a cero, entonces se sustituyen
las aproximaciones de las funciones de Bessel para cuando el argumento tiende a cero

J.O {a 2 [c(“zrj - C(alrﬂ A o @) 1,00 ré}w —

simplificando
hiD 2.2
r 2n il -
j {{CI(QZDJ—CZ}— hzﬂ ()™ o (u)+ fl(u)]ré} dz, =0, ..(B.26)
o D rp—0

tomando el limite

hiD
j C,dz, =0, ...(B.27)
(0]
de donde
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C2=0. ... (B.28)

Valuando la condicién de frontera dada B.12 para cuando h,, <z <1

Hospi 1
'[ £ G dz, :O:I ro| Coarly(arry )—CoaK, (arry )
h2D D h2D

rp—0

ng

2 P
e ) T Wl dzo 29

r,—0

Por analogia con la ecuacion B.20 se tiene que

Cs=0. ... (B.30)

Valuando la condicion de frontera dada por B.10

h2D -

o

J' AL I ..(B.31)
hb orp N7z u

b0

J.h:D{a lCali(ar,)-C K, (ar, )]_thyf[(_l)mfm W) T (0] rg} o

D o0

_L[l_(_l)n] , ...(B.32)

Sustituyendo las aproximaciones de las funciones de Bessel para cuando el argumento
tiende a cero

[l ol o] o

...(B.33)

simplificando
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o 5 nzu
, ...(B.34)

Tomando el limite e integrando

h2D 1
~C,z, = ——[1—(—1)”] , ...(B.35)

. nzu

1 n
~C,(hyp —th):—m[l—(—l) |, ...(B.36)
1 n

C4_n7thDu[1_(_l) ] ...(B.37)

donde hw=h2D-h1D_

Sustituyendo las constantes dadas por B.28, B.30 y B.37 en las ecuaciones B.17 a B.18

S n - -

P oo (fonu)=Cul(ary )= 17 (1) o )+ T, (0] EED
D

para 0<zp<hqp,

%fD(rD,n,u):C3I0(a rD)"'#[l_(_l)n]Ko(a rD)_

nzh,u
e GV SR ) % (B39
D
para h;p<zp<hy,
1 n N -
P o (o) = Cal(arr )= 27 (-2 T, (0)+ T ()] 2 -(B.40)
D

para hop<zZp<1.
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La formula de inversion de la Transformada seno de Fourier esta dada por

f(x)=§Zfs(n)sean;)(. ...(B.41)

Aplicando B.41 a las ecuaciones B.39, B.40y B.41

pr(rD,zD,u):Zi{Clnlo(a SR (u)+f1(u)]r,§}sen(n7rzD)

...(B.42)
para0<zp<hqp.
Polfonzo)=2 Y 1C lar)+— = - (1K, (ar)-
o \UpsZps 3, 1o\ Tp nzhou \&lp
nrz n+l ¢ ra 2
= (1) F o (U)+ Ty (u)]rD}sen(nrzzD) ..(B.43)
D

para hipp<zp<hyp,

o0

Py, 2p,u)= ZZ {Csn I, ( rD)—?]f[(—l)”+lf2(u)+ T (u)]ré}sen(nzz Z)

D
n=1

...(B.44)
para hop<ZzZp<1.

Para dar solucion al problema, se debe encontrar el valor de las constantes Cy,, Cs, Y Csn,
asi como de fth(u) y thD(u). Para esto se cuenta con las 4 condiciones de

continuidad dadas por las ecuaciones 2.32 a 2.44 y la condicion de frontera 2.7.
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Apéndice C

Algoritmo de computo.

Programa que invierte la solucion en el espacio de
Laplace para un yacimiento naturalmente fracturado,
de extensioéon lateral infinita, gasto constante con
dos fronteras a presion constante mediante el - -
algoritmo de Stehfest.

ook ok o % % X
* ok ok Ok X X %

AEAEAXAAAAAAAAAAAAAXAAAAAAAXAAAAAAAXAAAXAAAAXAAAXAAAAAAAXAAAAAAAXAAAXX

* *

* Autor: Héctor Leyva Gomez *
* Fecha: 08-sep-02 *
* Revision: 30 *
R R S S R R R R e R R R R R R R R S S R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R R e e e

Definiciones:

omega coeficiente de almacenamiento interporoso

lamda coheficiente de flujo interporoso

TDCD tiempo al cual se desea calcular la inversa
de Laplace

DELT incremento en tiempo

PD presion adimensional (en el espacio real)

S variable de Laplace

IND indice de fracturamiento IND=0 Yacimiento
homogeneo, IND .NE. O Yacimiento fracturado

Ht Espesor total de la formacidn

H1 Distancia desde Z=0 a la base del intervalo
productor

Hp Longitud del intervalo productor

Rw Radio del pozo

RD Radio adimensional

Q Gasto del pozo

Bo Factor de volumen del aceite

Visc Viscosidad del aceite

Perm Permeabiliad en el sentido radial

PermRZ Cociente de permeabilidades radial entre vertical

Limite NUmero de términoa s a incluirse en la sumatoria*

VAL-INI_.DAT Archivo de entrada de datos *

VAL-FIN.OUT Archivo de salida de datos *

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

LN I B T I I N I N RN N N

o ok 3k X X X X b b b o 3k % X X X X & o b ok ok % ¥
*

Program ecD0S121MOD

USE NUMERICAL_LIBRARIES

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-2)



COMMON Zuno/ OMEGA,AMDA,Ht,H1,Hp,Rw,RD,Q,Bo,Vis,Perm,PermRZ, limite

OPEN (UNIT=5,STATUS="0LD",FILE="VAL-INI_DAT")
OPEN (UNIT=6,STATUS="NEW" ,FILE="VAL-FIN.OUT")

OMEGA= 0.
AMDA= 0.
C Se determina si es yacimiento fracturado, en tal caso
C lee los valores de omega y lambda, radio, intervalos, etc.

READ(5,*) INDF

IF(INDF.NE.O) READ(5,*) OMEGA,AMDA,Ht,H1,Hp,Rw,RD,Q,Bo,Vis,Perm,

+ PermRzZ, limite
WRITE(6,*) INDF,OMEGA,AMDA,Ht,H1,Hp,Rw,RD,Q,Bo,Vis,Perm,
+ PermRZ, limite
C Establece los incrementos de tiempo y se inicializan
C L, My N.
TDCD=.01
DELT=TDCD
L=0
N=8
M=0
C Se calculan diez ciclos logaritmicos con diez puntos en
C cada ciclo.
DO 8 J=1,10
9 L=L+1

CALL LINV(TDCD,PD,N,M)
WRITE(6,200) TDCD,PD
M=N
TDCD=TDCD+DELT
IF((TDCD.GE. (10.*DELT)).OR. ((TDCD+DELT) .GT. (10.*DELT))) GO TO
+ 8
GO TO 9
8 DELT=DELT*10.

200 FORMAT(5X,1PE17.10,6X,1PE17.10)

STOP
END

* STEHFEST ALGORITHM *

AEAAXAXAAAAAARAAAAAAARAXAAAXAAARAAAAAAAAXAAARAAAAXAAAXAAAAXAAAXAAAAXAAAXAAAXK

* *

* VARIABLES *

* P - FUNCTION TO BE INVERTED. *
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ook R b %k 3 % X X X X % ok ok 3k

MUST BE DECLARED EXTERNAL IN THE CALLING ROUTINE.*

T - TIME AT WHICH INVERSE 1S WANTED.
FA - THE RESULT.

N - PARAMETER THAT GOVERNS THE ACCURACY.

N MUST BE EVEN.

*

*

*

N 1S ROUGHLY EQUIVALENT TO THE NUMBER OF DIGITS *

WITH WHICH THE COMPUTER IS WORKING.
E.G. HONEYWELL CP-5

PRECISION DIGITS N

SINGLE 8 8

DOUBLE 16 16

M=0 FOR THE FIRST CALL OR IF LINV IS CALLED MORE

THAN ONCE AND N IS CHANGED.

M=N IF LINV 1S CALLED MORE THAN ONCE AND N

THE SAME.

*

ook ok ok % % X X

EAEAEXEAAXAEAAXAAAXA KA AXA XXX A AKX A AKX A AKX A AKX AAXAAAXAAAXAAAXAAAXAAAXAALAXAAAXALAXAX)kihk

10

11

SUBROUTINE LINV(T,FA,N,M)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-2)

DIMENSION V(50),G(50),H(25)

DLN2= 0.6931471805599453
IF(N.EQ.M) GO TO 10
IF(N.GT.50) GO TO 99

G(0)
NH
SN

1.D0
N/2
2*MOD(NH, 2)-1

DO 2 I=
G(D

H(1) = 2.D0/G(NH-1)

1,N
= G(I-1)*I

DO 3 I= 2,NH
Fi I
H(1) = FI**NH*G(2*1)/G(NH-1)/G(1)/G(1-1)
DO 5 I= 1,N
V(1) = 0.D0
KBG (1+1)/2
KND = MINO(CI,NH)
DO 4 K= KBG,KND
V(D) = V(D+HK)/G(1-K)/G(2*K-1)
V(1) = SN*V(I)
-SN

L L T R

SN
M
FA
A

||

0.DO
DLN2/T

DO 11 I= 1,N
S = A*l
FA=FA+V(1)*P(S)
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FA = A*FA

RETURN
99 WRITE(6,*) N

600 FORMAT(1X"ERROR: N MUST BE LESS THAN 50"/1X"N="13)

RETURN

END
* Funcidon (en el espacio de Laplace) a ser invertida *
AEAEXAXAAAAAARAAAAAAARAXAAAXAAAXRAAAAAAXAAARAAAAXAAAXAAAAXAAAXAAAAXAAAXAAAAK
* *
* Definiciones: *
* *
* U Variable de Lapace (s) *
* TOL Diferencia minima para la sumatoria *
* DpfF Valor final calculado *
* FU f(s) *
* H1 Intervalo no fluyente inferior *
* Hp Intervalo productor *
* H2 Intervalo no fluyente superior *
* RD Radio Adimensional *
* VIS Viscosidad *
* Q Gasto de aceite *
* Bo Factor de vol. del aceite *

AEAEAXAAAAAAXAAAAAAXAAAAAAAXAAAAAAXAAAAAAAXAAAXAAAAXAAAXAAAAXAAAXAAAXK

FUNCTION P(U)

IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-2)

COMMON /Zuno/ OMEGA,AMDA,Ht,H1,Hp,Rw,RD,Q,Bo,Vis,Perm,PermRZ, limite

Pl =3.141592653589793238462643383279
Zr=P1*(H1+Hp/2)/Ht

HW=P 1*Hp/ (2*Ht)

PIHD=P I/ (Ht*DSQRT (PermRZ)/Rw)

FU= U*(OMEGA*(1.-OMEGA)+ AMDA)/(U*(1.-OMEGA)+AMDA)
UFU=U*FU

Fl1= (2*141 _ Z*Q*Bo*\/ i S)/((P | **2)*Perm*Hp*U)

SUMA1 = O.
SUMA2 = O.
n=1

DO WHILE (n .LT. limite)
ALFA=DSQRT ((n*P IHD)**2+UFU)
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F2 DBSKO(ALFA*RD)
F3 DSIN(N*HW)*(DSIN(n*Zr))**2
SUMA1=F2*F3/n
SUMA2=SUMA2+SUMA1
n=n+1
END DO

P=F1*SUMA2

RETURN

END
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