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RESUMEN

El concepto de sistema se encuentra involucrado, practicamente, en todas las organizaciones
del mundo actual. La confiabilidad de sistemas complejos, es decir, de sistemas que estan
compuestos por un gran numero de componentes interactuando entre si, es un tema que
interesa a la mayoria de los ingenieros y técnicos de todas las disciplinas. Cuando se estudian
sistemas cuyo funcionamiento es muy importante, no es posible ignorar el aspecto de su
confiabilidad. En los ultimos afos se han desarrollado muchos métodos de analisis en este
campo y es posible encontrar la teoria necesaria para resolver la mayoria de los casos que se
puedan presentar en la vida real. Sin embargo, el analisis serio de la confiabilidad de sistemas
reales y complejos, requiere del uso de métodos que no sean solo de uso general ,demasiado
tedricos o Unicamente de interés académico.

Por otra parte, existen trabajos que tratan , especificamente, sobre la confiabilidad de sistemas
de distribucion, pero no incluyen las base tedricas en profundidad. Este trabajo se desarrolla
con la intencion de llenar es vacio.

Con la finalidad de lograr el objetivo planteado, en los primeros capitulos de este trabajo, se
definen los conceptos generales que se utilizan para estudiar la confiabilidad de un componente o
sistema; como es el caso de la funcion de sobrevivencia. También se establecen las principales
distribuciones de probabilidad que se utilizan para la evaluacion de la confiabilidad, asi como sus
momentos y caracteristicas especiales que las ligan con la funcién de sobrevivencia. Se hace la
definicion formal de la confiabilidad, de un componente o sistema, de tal manera que no sea
Unicamente un concepto intuitivo sino que se pueda modelar matematicamente de una manera
precisa. Se introducen los conceptos de funcion de estructura y red de confiabilidad y se
establecen, también, las técnicas matematicas que nos llevan a la definicién de los conjuntos de
cortes minimos.

Después de definir los principios fundamentales; se establecen los conceptos generales, que
permiten ligar las técnicas anteriores con la problematica de la evaluacion de la confiabilidad de los
Sistemas Eléctricos de Potencia; asi pues, se hace una recopilacion de los indices de confiabilidad
que se utilizan a nivel mundial. También se definen los indices que se deben evaluar para
cuantificar la confiabilidad de los diferentes subsistemas que integran un sistema eléctrico de
potencia haciendo énfasis en lo relativo a los sistemas de distribucion

Posteriormente se analiza la confiabilidad de los Sistemas de Distribucion, tanto para sistemas
radiales como para sistemas en malla o paralelo. Alli se establecen las técnicas para definir los
indices globales del sistema asi como los indices orientados al usuario y a la energia. Se hace
también, en el Apéndice A, una introduccion a los Procesos de Markov los cuales , juntamente con
los cortes minimos son parte fundamental para el analisis de la confiabilidad de los sistemas de
distribucion.

Finalmente, se hace un breve analisis del impacto econdmico del incremento de la confiabilidad de
los sistemas eléctricos y de sus efectos y limitaciones tanto desde el punto de vista de la compafiia
suministradora como del usuario. Este es un tema por demas complicado y su andlisis exhaustivo
esta fuera del alcance de este trabajo; sin embargo, se establecen los criterios que permiten,
aunque sea de una manera muy preliminar, definir el nivel adecuado de confiabilidad que debe
asignar a cada sistema de distribucién en particular.

Xiii



ABSTRACT

The notion of a system is found in all organizations of the living world. The reliability of a
complex system, that is, one containing a rather large number of interactive elements, is a
question that interest almost all engineers and technicians of all disciplines. When we must
study large systems, it is evidently appropriate not to neglect to take into account the aspect of
reliability. One finds that in the past years, methods in this domain have been very obviously
improved and that it is possible to find a sufficiently global theory for solving the most frequently
encountered cases.

However, the analysis of the reliability of complex systems with numerous elements, often
interdependent, involves the use of methods that are not yet sufficiently general and that are
often too theoretical and of rather academic interest. On the other hand, there exist a number of
works that treat the reliability of distribution systems, but none treats the theoretical bases in
deep. This work is intended to fill this gap.

In order to meet this aim, in the first chapters we review the classical notions concerning the
lifetime of an element, the survival function and failure rate. The general method for studying
systems with n components is developed from the point of view of the logic of their functioning.
The notion of structure function and reliability network are presented.

After that, the concepts related to the reliability of electric power systems are introduced; the
reliability indices and analysis methods of general use are defined.

And in the final chapters we analyze the problem of distribution system reliability including
radial, parallel and meshed networks. We also include , in Appendix A, an introduction of the
Markov Processes which together with minimal cuts theory are fundamental in reliability
analysis.

It is important to realize that this work is focused to the technical evaluation of the reliability of
distribution systems and that the economical aspect are only briefly analyzed.
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CAPITULO 1
INTRODUCCION

1.1 ANTECEDENTES

La Ingenieria de Sistemas Eléctricos de Potencia es una rama de la ingenieria eléctrica que
se ocupa del desarrollo y aplicacion de tecnologias para la generacion, transmision y
distribucion de energia eléctrica. Los sistemas de energia eléctrica con que cuentan todos los
paises, del mundo moderno, son los mas extensos y costosos de todos los sistemas
desarrollados por el hombre. Es por ello que el ingeniero de sistemas eléctricos de potencia,
responsable de su disefio y operacion, se enfrenta constantemente a los retos mas
interesantes que se puedan encontrar en cualquier rama de la ingenieria.

Los objetivos de un sistema eléctrico de potencia se puede establecer, de una manera muy
simple, como sigue:

= Generar energia eléctrica en cantidades suficientes en los puntos de generacién mas
adecuados

= Transmitirla en forma masiva a los centros de carga

= Distribuirla a los consumidores individuales de la manera que éstos lo requieran, con
buena calidad, con el menor deterioro ecolégico y con el menor costo posible

Por lo tanto, un sistema eléctrico de potencia, bien disefiado y operado adecuadamente,
debera satisfacer los siguientes requisitos:

I. Abastecer de energia eléctrica practicamente cualquier sitio que el consumidor
demande

II. La demanda de potencia, tanto real como reactiva, varia con el tiempo. Por lo
tanto el sistema debe ser capaz de abastecer esta potencia siempre cambiante

lll. La energia abastecida debe satisfacer ciertos requisitos minimos con relacién a
su "calidad". La calidad esta determinada basicamente por tres factores:

e frecuencia constante
e Voltaje constante

e alta confiabilidad
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IV. La energia debera abastecerse con los menores costos ecdlogicos y
economicos posibles

Ademas, para el disefio de un sistema eléctrico de potencia, deberan tomarse en
consideracion las necesidades y limitaciones geograficas, histéricas, politicas, tecnoldgicas y
econdmicas aplicables en cada caso. Debido a lo anterior y a la gran diversidad en la
magnitud de los sistemas, no es posible dar reglas generales para definir la estructura de
cualquier sistema, sin embargo todos ellos tienen una cosa en comun; operan a diferentes
niveles de tension separados, entre si, por transformadores.

Es por ello que las funciones de los sistemas eléctricos de potencia, se subdividen
tradicionalmente en los siguientes niveles:

a) Nivel de generacion
b) Nivel de transmisién
c) Nivel de distribucion

Los circuitos de distribucion constituyen las redes mas finas de todo el sistema. Usualmente
se utilizan dos niveles para los voltajes de los alimentadores de distribucion:

» Primario (6, 13.8, 23y 34 kV)
= Secundario (120/240 V)

Estos circuitos, se alimentan desde las subestaciones de distribucion y abastecen de energia
a los consumidores pequefnos (domésticos), medianos (pequefas industrias y comercios) o
grandes (industrias de mayor tamano). La ingenieria de distribucién es, en si misma, una
subtecnologia de considerable importancia y variedad; cubre los problemas de lineas aéreas
y subterraneas, conexidn de subestaciones, servicios directos al usuario, etc.

Debido, precisamente, a esta diversidad de servicios e instalaciones, los sistemas de
distribuciéon son una parte muy importante de todo el sistema. Un sistema eléctrico de
potencia tipico, invierte en su sistema de distribucién al menos un 40% de su costo total.

En varios paises con alto desarrollo tecnolégico, se reporta que mas del 95% del total de las
fallas de los sistemas eléctricos, ocurren en componentes del sistema de distribucion. En
términos de usuario-horas o MVA-minutos interrumpidos los cuales son, probablemente, dos
de los indices mas importantes para definir el comportamiento, rentabilidad y confiabilidad de
un sistema; los sistemas primarios de distribucién, contribuyen con aproximadamente el 80%
del total.

A pesar de ello, en las Ultimas décadas, la mayor cantidad de esfuerzo se ha dedicado a
estudiar la confiabilidad de los sistemas de generacién, de los sistemas de transmision y de
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los sistemas compuestos de generacién/transmision (Bulk Power Systems); quedando en un
grado menor de desarrollo el analisis de la confiabilidad de los sistemas de distribucién.

1.2 OBJETIVOS

Los conceptos anteriores son los que han motivado el desarrollo de este trabajo; el cual tiene
como objetivo, primeramente definir las bases teodricas necesarias para manejar
adecuadamente el problema general de confiabilidad en sistemas de ingenieria, para
posteriormente estudiar con éxito el problema de la confiabilidad en sistemas de distribucion,
el cual como ya se dijo, es diferente al de los otros subsistemas que integran los sistemas
eléctricos de potencia. Es conveniente dejar en claro que el objetivo especifico de este
trabajo es el de establecer las bases tedricas para la evaluacion técnica de la confiabilidad de
sistemas de distribucion analizando unicamente en forma breve el tema de la evaluacién
econdmica.

En el Capitulo 2 se definen los conceptos generales que se utilizan para estudiar la
confiabilidad de un componente o sistema; como es el caso de la funcién de sobrevivencia.
También se establecen las principales distribuciones de probabilidad que se utilizan para la
evaluacioén de la confiabilidad, asi como sus momentos y caracteristicas especiales que las
ligan con las funciones de sobrevivencia.

En el Capitulo 3 se hace la definicion formal de la confiabilidad, de un componente o sistema,
de tal manera que no sea unicamente un concepto intuitivo sino que se pueda modelar
matematicamente de una manera precisa. Se establecen también las técnicas matematicas
que nos llevan a la definicion de los conjuntos de cortes minimos; los cuales conjuntamente
con los Procesos de Markov, que se analizan en el Apéndice A, son dos herramientas
esenciales para la evaluacion de la confiabilidad. En el Apéndice B se presenta un método de
calculo por computadora para el calculo de eslabones de una red, de los cuales se pueden
deducir los cortes minimos.

Una vez definidos los principios fundamentales; en el Capitulo 4, se establecen los conceptos
generales, que permitan ligar las técnicas anteriores con la problematica de la evaluacion de
la confiabilidad de los Sistemas Eléctricos de Potencia; asi pues, se hace una recopilacion de
los indices de confiabilidad que utilizan, a nivel mundial, las principales companias
suministradoras. También se definen los indices que se deben evaluar para cuantificar la
confiabilidad de los diferentes subsistemas que integran un sistema de eléctrico de potencia.

En el Capitulo 5, se analiza ya en forma detallada la confiabilidad de los Sistemas Eléctricos
de Potencia y se definen los indices de confiabilidad globales del sistema.

En los Capitulos 6 y 7 se analiza la confiabilidad de los Sistemas de Distribucion. En el
Capitulo 6 se analizan, especificamente, los sistemas radiales y en el Capitulo 7 los sistemas
en malla o paralelo. Alli se establecen las técnicas para definir los indices globales del
sistema asi como los indices orientados al usuario y a la energia. También se elabora un
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programa de computadora digital para el analisis sistematico de ambos tipos de sistemas.
Los listados del programa para el céalculo de los indices de confiabilidad se dan en el
Apéndice C

Finalmente, en el Capitulo 8, se hace un breve analisis del impacto econdémico del
incremento de la confiabilidad de los sistemas eléctricos y de sus efectos y limitaciones tanto
desde el punto de vista de la compafiia suministradora como del usuario. Este es un tema
por demas complicado y su andlisis exhaustivo esta fuera del alcance de este trabajo; sin
embargo, se establecen los criterios que permiten, aunque sea de una manera muy
preliminar, definir el nivel adecuado de confiabilidad que se debe asignar a cada sistema de
distribucion en particular.

1.3 JUSTIFICACION

Con base en lo establecido en los parrafos anteriores, a continuacion se resumen los criterios
que justifican el desarrollo de este trabajo:

i. Los sistemas de distribucion, tradicionalmente, han sido estudiados y disefiados con
menor cuidado que los sistemas de generacién y transmision

i. Las fallas de los sistemas de distribucion son las que tienen un mayor impacto directo
sobre el consumidor

iii. Las fallas de los sistemas de distribucion son, por mucho, las que presentan una
mayor frecuencia de ocurrencia con relacion a las de los otros subsistemas del
sistema eléctrico

iv.  Ademas, segun algunos autores en muchos paises los sistemas de distribucion
llegan a representar, en costo y extension desde un minimo del 40% hasta un 80%
del total de los sistemas eléctricos

1.4 APORTACIONES

En este trabajo, partiendo de una investigacién bibliografica retrospectiva, se analizan
fuentes de informacién , para un periodo de mas de cuarenta afios y se establecen las
bases teoricas para el analisis de la confiabilidad de sistemas de ingenieria, asi como las
tendencias de investigacion en dicho campo.

Se desarrollan algunos modelos matematicos que permiten aplicar dichas teorias al
analisis especifico de sistemas reparables, caracteristica que permite prolongar la vida util
de un sistema y la cual es una caracteristica inherente de los sistemas de distribucion, en
particular, y de los sistemas eléctricos de potencia en general.
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CAPITULO 2

MODELOS MATEMATICOS PARA EL ESTUDIO DE LA
CONFIABILIDAD DE COMPONENTES

La manera mas simple de estudiar un componente de un sistema o equipo desde el punto de
vista de su confiabilidad y de su mantenimiento, es considerando que dicho componente esta
en un dado instante en buen estado -funcionando o capaz de funcionar- o que de hecho esta
danado y no puede proporcionar el servicio para el cual fue creado.

El uso del concepto anterior, tan simple como parece, suele presentar, sin embargo, ciertas
variantes que pudieran complicar su aplicacién practica. Por ejemplo, en el caso de una
lampara eléctrica, si se le observa cuidadosamente, o con la ayuda de algun instrumento de
medicion, se nota que dicha lampara muestra una reduccién en su salida luminosa a medida
de que va envejeciendo; esta disminucion se presenta de una manera mas notoria algun
tiempo antes de que ocurra la ruptura del filamento que produce la falla definitiva. Sin
embargo, se puede estar de acuerdo, que para la mayon’a de las aplicaciones practicas la
reduccién de la salida luminosa puede ser ignorada.

Lo antes dicho pudiera no ser valido para un equipo mas complejo como, por ejemplo, un
receptor de radio. Este pudiera funcionar de una manera mas o menos satisfactoria, a pesar
del deterioro de las caracteristicas eléctricas de sus componentes. Sin embargo en este caso
se puede distinguir entre dos tipos de fallas; la falla "catastréfica" ( Por ejemplo, un médulo
danado o un cortocircuito), la cual se presenta de una manera inesperada y tiene
consecuencias graves, y una falla "progresiva" la cual va evolucionando en el tiempo debido
al cambio en las caracteristicas de sus componentes.

En los casos en que las caracteristicas del equipo se van degradando lentamente, y sin
importar que ello ocurra de una manera continua o de una manera erratica, se pueden fijar
"limites de tolerancia" que permitan determinar en todo momento, de una manera precisa, si
el sistema esta o no esta en buen estado. A pesar del caracter arbitrario de los limites de
tolerancia, estos sirven para reducir el problema al caso en que el equipo tiene solamente
dos estados posibles.

El problema de definicidon se complica, cuando se toman en cuenta la diversidad de funciones
que pueden ser ejecutadas por un sistema complejo. Para dar un ejemplo extremo, la falla de
un encendedor de cigarrillos de un automovil no afecta en ningun sentido el manejo del
mismo ya que solamente estd cumpliendo una funcién secundaria. La definicién de si un
componente estda o no en buen estado depende entonces del uso preciso (primario) que
deba tener dicho componente.

Posteriormente veremos que al descomponer equipos complejos en elementos mas simples
se pueden superar las dificultades antes mencionadas. Por ahora supondremos que un
componente tiene solamente dos estados posibles: funcionando o dafado.

Comenzaremos, en este capitulo desarrollando los conceptos tedricos fundamentales
aplicables directamente a equipos simples; esto sera el punto de partida para el estudio
posterior de sistemas mas complejos.
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21 EDAD Y TIEMPO DE VIDA DE UN COMPONENTE

Adicionalmente a la hipdtesis anterior, de acuerdo a la cual todos los componentes de un
sistema tienen Unicamente dos estados posibles, funcionamiento o falla, también
supondremos que dicha falla es irreversible. Con ello descartaremos la posibilidad de una
falla intermitente, capaz de desaparecer sin intervencién externa. Ademas no nos
preocuparemos de las posibilidades de reparacién de los componentes. La "vida" de un
componente sigue entonces un esquema muy simple: un componente nuevo se pone en
servicio, funciona por un cierto tiempo, y después "muere".

Si se observa la vida de un gran numero de componentes, y se hace uso de los métodos
clasicos de la estadistica descriptiva, podremos presentar los resultados de dichas
observaciones de una manera muy simple.

Supongamos que ponemos en servicio “n” componentes en un tiempo =0.En cada tiempo (%)
determinaremos el numero de componentes que salen de servicio en el intervalo ]t t+1],
t=0,1,2,3,... Supongamos que un componente dafiado no se remplaza. El resultado de las
observaciones, se puede representar en un histograma en el cual se muestran las
frecuencias relativas (Fig.2.1). También podemos dibujar un histograma acumulativo (Fig.2.2)
el cual indica, para cada tiempo ¢, la proporcion de componentes fuera de servicio en el
intervalo 10,1].

De la Fig.2.2 se puede obtener facilmente un diagrama complementario calculando, con base
en el histograma acumulativo, la funcion v(z) = I-®(?) . Dicho diagrama, el cual se muestra
en la Fig.2.3, permite la evaluacion, en el tiempo t, del nimero de componentes que estan
todavia en servicio. El diagrama de la Fig.2.2 constituye una "estadistica de mortalidad";
mientras que el diagrama complementario de la Fig.2.3 es una "estadistica de.
sobrevivencia", el cual presentado en la forma de una curva continua (Fig.2.4) toma el
nombre de "curva de sobrevivencia".

£{t)

0.0 &
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[ ] ]
0.24
0.3z

0.2
0.18
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0.14
0.1z

0.l

0.08 i
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u T
= L 2 1 4 L] T L] a

Fig.2. 1 Histograma relativo
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Fig.2. 2 Histograma acumulativo

El tipo de descripcion estadistica antes mencionada no presenta dificultad, en principio,
cuando el equipo funciona continuamente desde el momento en que es puesto en servicio
hasta que muere. A reserva de que las condiciones de funcionamiento sean suficientemente
bien definidas, el niumero de horas (o cualquier otra unidad de tiempo) de funcionamiento
mide realmente, en cada instante, la "cantidad de uso" que ha tenido el equipo hasta el
instante considerado.

Si el equipo se usa de una manera intermitente, la solucién mas simple, es evidentemente,
definir la edad de un componente en un instante dado como la suma de tiempo efectivo de
uso. Sin embargo esto es valido, Unicamente si el componente no se deteriora cuando no
esta en uso o cuando el arranque y paro no tienen influencia en el detrimento del tiempo de
vida. Una solucion, cuando el arranque y paro acortan el tiempo de vida de un componente o
de un sistema, es medir su edad con una funcion de la forma h+kn , donde h es el nUmero de
horas de funcionamiento y n el nimero de veces que el componente o sistema ha sido
puesto en operacion. El coeficiente k se escogera de tal manera de que el tiempo de vida del
componente sea estadisticamente el mismo sin importar el modo de uso.

Otra variable que tiene considerable influencia en el tiempo de vida de un componente o
sistema es el medio ambiente. Es facil estar de acuerdo en que un equipo que se usa en un
laboratorio, en una atmdsfera de calma y con personal acostumbrado a manejar aparatos
delicados no esta sujeto a las mismas exigencias de un equipo que se utiliza en lugares de
trabajo pesado, a la intemperie 0o a bordo de un vehiculo. En el resto del presente trabajo
supondremos que las funciones que se definan para cuantificar la "cantidad de uso" o tiempo
de vida de un equipo o sistema tendran en cuenta condiciones de uso bien definidas.
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Fig.2. 3 Histograma complementario
v(t)=1-0(t)

Fig.2. 4 Curva de sobrevivencia

2.2 FUNCION DE SOBREVIVENCIA

La discusion del inciso anterior muestra que el tiempo de vida de un equipo no se puede
describir de una manera precisa sin usar el lenguaje de la teoria de probabilidades.
Supongamos entonces que el tiempo de vida de un componente puede representarse por
una variable aleatoria T, para la cual la "funcidon de sobrevivencia" v(f) se define de la
siguiente manera
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Wt)=P{T >t} Ec.2. 1

Esta hipotesis fundamental determina toda la teoria que se desarrollara en este capitulo. La
aplicacion practica de esta teoria nos llevara a la estimacion de la ley de probabilidad de T.

La probabilidad de que un componente tenga una falla en un tiempo T menor que t es

P{T<t}=1-v(t)=D(1) Ec.2. 2

De acuerdo a la terminologia usual del célculo de probabilidades, ®(?) es una funcion de
distribucion y v(t) es una funcién de distribucion complementaria. En problemas de falla de
equipo, esta ultima funcién, se denomina "funcidon de sobrevivencia", como ya se dijo
previamente.

Normalmente se usan tres tipos de leyes de probabilidad:

TIPO |. La variable aleatoria T que representa el tiempo de vida de un componente es una
variable discreta. La funcién de sobrevivencia es una funcion escalonada (Fig.2.5).

TIPO lla. La variable aleatoria T toma valores en /0,0 ) : su funcién de distribucién @ (1), y
como consecuencia su funcién de distribucion complementaria v(t), son continuas para toda
t. (Fig.2.6). También ambas tienen derivadas en el intervalo en que estan definidas.

TIPO llIb. La variable aleatoria T toma valores en [0,0) donde @ () y v(t) son continuas a
tramos y tienen al menos una discontinuidad.

A v(t)

‘%->

Fig.2. 5 Funcién de sobrevivencia discreta
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Para que una funcién v(f) sea una funciéon de distribucion complementaria de una variable
aleatoria T > 0 , €S hecesario que

a) v(t)=1 para todo t<0

b) v(©)=0y Ec.2. 3

¢) v(t) es mondtona creciente en (-©,0)

De las definiciones del presente inciso, se concluye que las funciones v(f) que se
consideren aqui seran continuas y diferenciables por la derecha.

2.3 PROBABILIDAD DE FALLAY TASA DE FALLA

Considérese una funcién de sobrevivencia v(t) del tipo lla; y definamos la funcion de
"densidad de probabilidad del tiempo de vida" i(t) tal que

i(dt=P[t<T <t+di]

=P[T<t+dt]-P[T <t] Ec.2. 4
v(t)=1-a(t)
'y
1 —
_ .
Fig.2. 6 Funcion de sobrevivencia continua
Entonces
do dv o

it)=—=- — o v)= [ i(u) du
V= u dt @)= [/iw Ec.2. 5

La cantidad 2.4 representa la probabilidad de que un componente tenga una falla en el
11
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intervalo Jt,t+dt]

Cuando tenemos una ley del tipo |, { toma sus valores en N={0,1,2,3,...}, y la probabilidad de

que el componente tenga una falla en el tiempo n+17 es:

P[T=n+1]=P[T<n+1]-P[T <n]
=®m+1)-Om)n=0,1,2,..
con P[T=0] =d(0)

O lo que es lo mismo
P[T=n+1]=(1-P[T >n+1])-(1-P[T > n]j)

=P[T>n]-P[T>n+1]

=v(m)-v(in+1),n=0,1,2,...

con P[T =0] =1-v(0).
Entonces tendremos
Om)=P[T=0]+P[T=1]+..+P[T=n-1]+P[T=n]=P[T <nj
y ademas

v(n)=P[T=n+1]+P[T=n+2]+..= P[T >n]

Retornando al caso de una ley del tipo lla, se puede escribir

Plt<T<t+dt]=P[T>t]* P[T<t+dt|T>t]

Ademassi, v(t)= P[ T>t >0,

PIT<t+dt|T >¢ =11 =T<t+dy]
P[T >1
:ﬁdt
v(t)
=Y D donde vi=L
(1) dt

Designaremos a la expresion anterior por A(?)

v'(1)

S

12
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Ec.2. 7
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Ec.2. 9
Ec.2. 10
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Ec.2. 12
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Esta funcion se llama "tasa instantanea de falla" o mas simplemente "tasa de falla". La
cantidad A(?)dt representa la probabilidad de que el componente falle en el intervalo Jt, t+dt],

sabiendo que esta en buen estado en el instante {. Entonces ésta es una probabilidad
condicional, mientras que i(t) dt es la probabilidad "a priori" de que la componente falle en
Jtt+dt]. Estadisticamente, A(Y)At se puede estimar por la relacion entre el numero de

componentes que han fallado entre t y  +Af y el nUmero de componentes en buen estado
en el instante t.

Si consideramos una ley del tipo | en vez de una del tipo I, tendremos

P[T=n+1]=P[t>n] p.(n)

Ec.2. 13
donde p.(m)=P[t=n+I1|T >n]
De donde se puede deducir que
T=n+1
()= pl ]
P[T >n]
Ec.2. 14

_v(n)-v(ntl)
v(n)

La cantidad anterior se llama "probabilidad condicional de falla", donde se debe notar que:

1-v(0) Ec.2. 15

p(-l)= "= P[T=0]

A la tasa de falla usualmente se le conoce también como "tasa de mortalidad".

24 MOMENTOS DE UNA LEY DE SOBREVIVENCIA Y EDAD MEDIA DE
FALLA
Hagamos que ®(?) sea la funcion de distribucion del tiempo de vida T. Los momentos de

esta ley son

E[T"] = [, { dD(). Ec.2. 16
Si se considera la funcién de sobrevivencia

v(t)=1-D() Ec.2. 17

Entonces se puede escribir
E[T"] ==, dv®). Ec.2. 18

13
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En el caso de una ley del tipo lla se puede escribir
E[T"] = Ifzki(t)dt Ec.2. 19

En el caso de leyes del tipo | donde t toma valores en n ={0,1,2,3,...} la ecuacién 2.16 se
convierte de la siguiente manera:

i Ec.2. 20
E[T"] =3 n* p(n) ¢

n=0
Donde p(n) = P[T = n]
Definamos ahora la media y la varianza de la variable aleatoria no negativa T
T=E[T] y oi=E[T-T)] Ec.2. 21
Si definimos la variable
W)= [ v(wd(w) Bc.2. 22
para todo f mayor o igual a cero se tiene que
T =-[v(t)dt = w(0) Ec.2. 23
y
E[T?]=2], wt)dt Ec.2. 24
Haciendo
k1= [, v(dt=w(0) Ec.2. 25
y

1 5 o

k= EE[T ] = Io w(t)dt, Ec.2. 26
Finalmente tenemos que
T=k, Ec.2. 27
y 7 2
or=E[T’]-(T) = 2ks-ki Ec.2. 28

14
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2.5 PRINCIPALES LEYES DE SOBREVIVENCIA QUE SE UTILIZAN EN EL
ESTUDIO DE EQUIPOS

251 LEYESDELTIPOI
Supongamos que el tiempo de vida de un componente es una cantidad discreta; mas
precisamente, supongamos que los n valores que puede tomar t pertenecen a N =

{0,1,2,3,..}

Las principales leyes de sobrevivencia que se utilizan son:

ley binomial,
ley de Poisson,
ley geométrica y

ley binomial negativa.

La probabilidad de que T = n se designara por p(n), la funcién de distribucion complementaria
por v(n), y la tasa de falla por p,(n)

p(m)=P[T =n] Ec.2. 29

V(W) =P[T>n] Ec.2. 30

pc(n)=p(n(+)]) Ec.2. 31
v(n

A continuacién se dan las férmulas correspondientes a las dos primeras leyes, las cuales son
las de mayor uso:

15
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(A) LEY BINOMIAL

m n m-n

pm)=| |pq
n
a m i m-i
vin)=_ [ _jp q
i=n+1 l

m

n+l m-n-1
( jp g
n+l Ec.2. 32

< m i m-i
2| . |Pa
i=n+1 1

T=E[T]= m p

or=mpgq

p.(m)=

(B)  LEY DE POISSON

n -l
p(n)Z;t”e, ,neN, 1,eR’
n!

v(n)= g% z /};’

i=ntl **
2’/01+1
(n+1)!

0 i
>
i=n+1 l

T=E[T] =1
o-T'= A

Ec.2. 33
p.(n)=

16
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2.5.2 LEYES DEL TIPO I?
(A) LEY EXPONENCIAL

i(1)= Age ™t 2=,>0,
V(l‘):e%”t, t=>0,
1(1)220) tZO)

-1

Ao

2 _

or—

0

(B)  LEY GAMMA.

Aot (k-1)
i) = Aoe" (Aot )

, t20, keR,, 1,>0

(k)
7-k
Ao
0'§:£
A

Cuando k es entera e igual o mayor que 1;

Tk)=(k-1)!

_pntl)
P

C) LEY WEIBULL.

i)=B Ao 2ot )" e 20 B, 1y€R;
(1) = e-(/znt)”
2= B Ao Aot )7
A= (45t )

17
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LEY LOG-NORMAL O LEY DE GALTON.

1 -(Int-p )
i(l)=—F— o eR ocepR,, t=0.
(1) O‘t\/ﬁe 2 H 0

Ec.2. 38
-(Inu- /1)2

1 w1
p=— L Ly
V@ o\ 27 I u® !
2.6 FORMA DE LA FUNCION DE LA TASA DE FALLA

La forma tipica de la curva que describe el comportamiento de la tasa de falla A(t), a través
del tiempo, es la que se ilustra en la Fig.2.7; por razones de similitud se le conoce como la
curva del "lavabo" o de "la tina de bafo" y generalmente se le descompone o divide para su
analisis en tres zonas o regiones diferentes.

A la zona | se le conoce como zona de mortalidad infantil (Debugging) y es la regién en la
cual se tiene una tasa de falla variable y decreciente en funcién del tiempo o edad y esta
relacionada normalmente con errores de manufactura o disefio inadecuado de los
componentes.

La zona Il se conoce como periodo de vida util o fase de operaciéon normal; en esta region la
tasa de falla tiende a ser constante.

Finalmente, la zona Ill se conoce como fase de fatiga o desgaste y se caracteriza por una
tasa de falla que se incrementa rapidamente con el tiempo.

A

Zona 1 Zona 2| Zona 3

4

Fig.2. 7 Forma tipica de la curva de la tasa de falla en funcién del tiempo

La forma y la duracién de cada una de las zonas varia considerablemente, dependiendo del
tipo y caracteristicas especificas del componente o sistema que se esta analizando. En
muchos casos, y afortunadamente este es el caso de los sistemas de potencia y sus
componentes, se puede lograr que el sistema permanezca dentro de la zona de vida util por
un periodo muy grande de tiempo, efectuando sobre él un mantenimiento preventivo
constante y cuidadoso. De esta forma la zona |l se puede modificar como se muestra en la
Fig.2.8.

18
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Este hecho es de extrema importancia, ya que nos permitira utilizar una funcion de
distribucion exponencial, la cual juega un papel fundamental en el desarrollo de este trabajo,
y la cual solamente es valida para una 4 constante, como la que se presenta en la zona Il de
la curva de dafio.

o |

Fono Zoro 11 Zono 3

Nl T

S | e o Pesgoste
-t

Fig.2. 8 Curva de dafo modificada para sistemas reparables

2.7 CONCLUSIONES

Actualmente, para el caso de sistemas electréonicos de muy alta precision, la funcién de
distribuciéon que mas se utiliza es la de Weibull , sin embargo para sistemas reparables,
como es el caso de los sistemas de distribucion es mejor seguir trabajando con la
distribucion exponencial ya que esto permite analizar con un menor grado de
complicacién una mayor diversidad de estados de operacién.3
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CAPITULO 3

FUNCIONES DE ESTRUCTURA, REDES DE CONFIABILIDAD Y
ANALISIS DE CONFIABILIDAD DE SISTEMAS

En el capitulo anterior analizamos a un equipo como una " caja negra " a la cual se podia
observar Unicamente si estaba o no funcionando, y describimos los métodos probabilisticos
que permiten estudiar el tiempo de vida de esa caja negra. Ahora penetraremos a la caja; la
mayoria de los equipos son, de hecho, mas complejos, y el estudio detallado de su
confiabili1dad supone que debe ser considerados como un " sistema " formado de elementos
simples.

Para ello procederemos en dos etapas:

Primeramente definiremos como se puede describir la estructura de un sistema, esto es, la
manera en que el estado de un sistema depende del estado de sus elementos.

Después veremos como representar y estudiar el tiempo de vida de un sistema por una
parte, y sus elementos por otra ; también veremos como pasar de los tiempos de vida de los
elementos a la determinaciéon del tiempo de vida de un sistema como una funcién de su
estructura.

3.1 HIPOTESIS PARA LA ESTRUCTURA Y FUNCIONAMIENTO DE SISTEMAS

La teoria que estableceremos a continuacién sera aplicable a sistemas o a equipo complejo
(de hecho podemos hablar de un sistema y el equipo que lo constituye, o de un equipo
complejo y sus componentes) que satisfagan las siguientes hipétesis:

(A) En cualquier instante dado, el equipo puede estar Unicamente en uno de los siguientes
estados: esta funcionando, o esta dariado.

(B) El equipo puede descomponerse en r componentes, numeradas como 7, ..., r, de tal
manera que cada componente esta, en un instante dado, ya sea funcionando o dafiado; y el
estado de dicho equipo (bueno o fallado) depende unicamente del estado de sus
componentes.

3.2 FUNCION DE ESTRUCTURA
Considérese un sistema S compuesto de r componentes

€, i=12..r

e.

. : , Xi
Primeramente asociemos con cada componente ' una variable de estado “' tal que

1 si el componente ¢; estd en buen estado. Ec.3. 1
Xi = . . ~
0 si el componente ¢, esta dariado.

X25 oo .Xr)

Si e={ese,,...,.e} es el conjunto de componentes, la r-upla (xr. se llamara el

20
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"estado del conjunto de componentes"; éste también sera denotado por (x):

() =(x1,X2, - X/)-

Sabemos que existen 2" r-uplas como la anterior; y por lo tanto existen 2" estados diferentes
del conjunto de componentes.

Sea (y) la variable de estado del sistema tal que
1 si el sistema esta en buen estado Ec.3. 2

y= ) . , .
0 si el sistema esta darniado.

Evidentemente, (y) depende de (x), y las hipétesis de la seccion 3.1 implican que existe una
funcién (x) -y la cual denotaremos por

y:(D(X) o y:¢(X1,X2”---;Xr) EC.3. 3

Esta funcion es una "funcidn de estructura" del sistema. Una funcion de estructura que
depende de r variables se llamara de "orden r"

Para componentes en serie tendremos que:

y= (D(XJ:XZ:--» xr)

=X ®X,...9%,)
r
=[x
i=1

La funcién de estructura anterior corresponde a un sistema que funciona solamente bajo la
condicion de que todas sus componentes estén en buen estado. Esta estructura se llama
"estructura serie".

Ec.3. 4

Para componentes en paralelo se tiene lo siguiente:

Y=0(x1,%2:%,)
=1-(1-x;)*(1-x:)e,...o(1-x,)

=1_1_L[(1-xi)

Ec.3. 5

La funcién de estructura anterior corresponde a un sistema que funciona bajo la condicién de
que al menos una de sus componentes esté en buen estado.

La estructura anterior se llama "estructura paralelo"; también se dice que los componentes

estan en paralelo. El uso de dos 0 mas componentes en paralelo cuando es suficiente con
uno introduce el concepto de "redundancia".
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3.21 COMPARACION DE r-UPLAS

Supoéngase que los elementos E; del conjunto E={E, E;...Ei} son ordenados;
entonces usaremos la notacién E; < E; para indicar la existencia de esta relacion ordenada
entre los elementos del par (E,,E ).

Ahora consideremos dos r-uplas
(a):(al)QZ)”')ar) y (b):(bI’bZ)"')br)' Ec.3. 6

Entonces diremos que:

(1) (a) “iguala” a (b), denotado por (a) = (b), siy sélo si
Vi, i=],2,...,r N ai:bi' Ec.3. 7

(2) (a) excede o " domina" (b), denotado por (@) = (b), siy solo si
Vi, i:],Z,...,V N a[Zb[ Ec.3. 8

(3) (a) es menor que o "es dominado por" (b), denotado por (@) < (b), siy sélo si
Vi, i=],2,...,r “aisbi- Ec.3. 9

(4) (a) domina estrictamente (b), denotado por (@) > (b) , si y sélo si
aizb; y Jiiai>b. Ec.3. 10

(5) (a) es estrictamente dominada por (b), denotado por (@) < (b), siy sdlo si
Vi:g,<ph; y di:aq;<b. Ec.3. 11

3.22 REJILLA BOOLEANA DE ESTADOS DEL CONJUNTO DE COMPONENTES

La relacion de orden definida arriba introduce en el conjunto de las 2" r-uplas, esto es, en el
conjunto de estados del conjunto de componentes una rejilla Booleana de la estructura. La
Fig.3.1 da una representacion (diagrama de Hasse) de la rejilla correspondiente a un sistema
de tres componentes. Una 3-upla (a) es dominada por (b) si y sélo si se puede ascender de
(a) a (b) a través de las conexiones del diagrama. Por ejemplo, (001) es dominado por
(011),(101) y (111), pero no por (000), (010) 6 (110).

Adicionalmente, podemos, como se hizo en dicha figura, usar la misma representacién para
indicar los valores que toma la funcién de estructura, esto es, el estado del sistema para cada
uno de los estados del conjunto de componentes. Para ello es suficiente con utilizar un
diferente simbolo dependiendo de si el sistema funciona (@ =1) o estaenfalla (¢ =0). Los
estados en los cuales el sistema funciona se representan con pequefos circulos; y aquellos
en los que no funciona se representan con cruces.
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L 111
011
. 110
101 X
A
010 100
0 0
001
a
000

Fig.3. 1 Diagrama de Hasse de un sistema de tres componentes
3.2.3 REPRESENTACION GRAFICA DE UN SISTEMA

En algunos casos, y con miras a estudiar la confiabilidad de sistemas, es conveniente
representar sus componentes por medio de graficas no orientadas, como se nuestra en la
Fig.3.2.a. para componentes en serie; en la Fig.3.2.b. para componentes en paralelo y en la
Fig.3.2.c. para una configuracién serie-paralelo.

: X,
— X, — 4

(b} (c)
Fig.3. 2 Representacion grafica de un sistema
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3.3 ESLABONES Y CORTES

3.3.1 ESLABONES DE UNA ESTRUCTURA

Consideremos una estructura definida por la funcién

Y=0(x1,x2, s Xr) Ec.3. 12

cuyos componentes son
e:{e[’e2y ceey er} EC.3. 13

Hagamos que a ={e;,i €} Ce sea un subconjunto de componentes definidas por el
subconjunto I < {1,2,..,r} de indices.

Si
x,zl,iE]

Digl = y=1 Ec.3. 14
x[: )l

se dice que a es un eslabon. Entonces un eslabon es un subconjunto de componentes tal
que si todas las componentes de ese subconjunto estan en buen estado, y si las demas
componentes han fallado, entonces el sistema esta en buen estado.

3.3.2 CORTES DE UNA ESTRUCTURA

Nuevamente consideremos la estructura definida anteriormente y hagamos que
b={e;,je€J} e sea el subconjunto de componentes cuyos indices pertenecen a J. Si
X = 0,] eJ

= =), Ec.3. 15
x_/zl,jfj y

entonces se dice que b es un corte; si las componentes de b han fallado, y si las otras
componentes estan en buen estado, entonces el sistema no funciona.

3.3.3 ESLABONES Y CORTES MINIMOS

Si un eslaboén
a=1€,,€,,..,€,} Ec.3. 16

es tal que no existe un subconjunto @' CC a que sea también un eslabon, decimos que a es
un "eslabon minimo".

Si un corte b={e,,j€J} tal que no existe un subconjunto b’ cC b que sea también un
corte, entonces decimos que b es un "corte minimo".
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De las definiciones de eslabén y de corte se deducen inmediatamente las siguientes
propiedades:

a es un eslabon<>a no es un corte;

T , Ec.3. 17
b es un corte<>b no es un eslabo n.

3.4 PROPIEDADES MATEMATICAS DE ESLABONES Y CORTES; DUALIDAD

Teorema 3.4.. Cualquier r-upla (x1,X2,-x-) con x;=0 6 1  corresponde
necesariamente a un eslaboén o un corte.

Teorema 3.4.1l. Hagamos que A, sea el numero de eslabones que tienen k componentes y
B el numero de cortes que tienen k componentes. Entonces

p
Ak+Br—k:(kJ Ec.3. 18

r
donde (kj es el numero de combinaciones de r objetos tomados k a la vez.

3.41 LONGITUD DE UN SISTEMA

La longitud de un sistema S es el entero mas pequefio 4 tal que A, > 0.. En otras palabras,
es el numero de componentes en el eslabén (minimo) que tiene la “cardinalidad” mas
pequefa. Esta longitud se denota por A(S).

3.4.2 ANCHO DE UN SISTEMA

El ancho de un sistema S es el entero mas pequefio # tal que B, > 0. En otras palabras, es
el nUmero de componentes del corte (minimo) que tiene la minima “cardinalidad”. Este ancho
se denota por 4(S).

Teorema 3.4.1ll. La longitud y el ancho de un mismo sistema S satisfacen la siguiente
desigualdad

AS)+u(S)<r+1 Ec.3. 19

donde r es el numero de componentes del sistema.
3.43 SISTEMAS DEGENERADOS

Se dice que un sistema es degenerado si y solo si
px)=1 6  @x)=0 Ec.3. 20

En palabras; cualquiera que sea el estado de sus componentes, el sistema siempre esta
funcionando o siempre esta en falla. O desde otro punto de vista, que siempre se tendria ya
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sea longitud cero o ancho cero, si extendemos a valores de cero las nociones de longitud y
ancho.

3.44 DUALIDAD

Hagamos que S sea un sistema cuya funcién de estructura es @(x); el sistema S cuya
funcion de estructura es

p(x)=1-¢(1-x) Ec.3. 21
donde (I-x)=(1-x;,1-x5,....1-x,.), se llama "dual de S".

Algunas de las propiedades de la dualidad son las siguientes:

(A) [p@)] = 9(x).(S)=S. Ec.3. 22
(B) Un eslabdn de S es un corte de S y viceversa.

(C) Un corte de S es un eslabén de S y viceversa.

(D) Un eslabon minimo de S es un corte minimo se Sy viceversa.

(E) Un corte minimo de S es un eslabon minimo de S y viceversa.

3.5 TEORIA DE GRAFICAS

3.51 GRAFICAS

Considérese un conjunto finito S'y el producto SxS . Hagamos que U sea un subconjunto del
producto anterior; entonces el par ordenado

G=(S,U) Ec.3. 23

se llama una gréfica. Los elementos de S se llaman "vértices de la grafica"; los elementos de
U, los cuales son pares de vértices, se llaman "arcos de la grafica".

La Fig.3.3.a, nos da una representacion de la gréafica. Los vértices se representan por puntos,
y los arcos por lineas continuas dirigidas que unen los vértices.

El conjunto de vértices es

S={A,B,C,D} Ec.3. 24
y el conjunto de arcos es
U={(AB),(AD),(BB),(BC),(BD),(CC),(DA),(DB),(DC),(DD)} Ec.3. 25

Dado un arco tal como (A, B), a A se la llama "punto inicial del arco" y B es el "punto
terminal del arco". Un arco tal como (B,B) se llama una "automalla”. Un vértice B se llama
sucesor de A, si (A,B) es un arco; por ejemplo en la grafica de la Fig.3.3.a, C no es un
sucesor de A.
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Una grafica puede también describirse por su matriz Booleana, esto es por una matriz
cuadrada cuyos renglones y columnas corresponden a los vértices de la grafica y cuyos
elementos tienen valores 1 6 0 dependiendo si el par que corresponde a los vértices
pertenece o no pertenece a U (ver Fig.3.3.b).

Con la finalidad de almacenar una grafica en la memoria de una computadora, normalmente
se utiliza un "diccionario de sucesores" y/o un "diccionario de precedentes". Como su nombre
lo indica, el diccionario de sucesores, da para cada vértice de la grafica su lista de sucesores,
los cuales describen la matriz Booleana renglén por renglén (Fig.3.3.c). El diccionario de
precedentes, por otro lado, da para cada vértice X la lista de vértices que son puntos
iniciales de un arco que tienen al vértice X como punto terminal; y corresponde a las
columnas de la matriz Booleana.

3.5.2 GRAFICAS r-FOLD

En ciertas aplicaciones es conveniente permitir que existan entre ciertos vértices, no
solamente un arco sino dos o mas. Este concepto no es una grafica en el sentido estricto de
la definicidon que se dio anteriormente; llamaremos a ésta una "grafica r-fold", donde r es el
numero maximo de arcos que tienen el mismo punto inicial y el mismo punto terminal. Tales
arcos deberan de distinguirse, por ejemplo por un indice, como se ilustra en la Fig.3.4.

a A B C B
a o |1 |8 |1 i BD
s o111 B |B.C.D
e |e
o 0| 1|0
T B c
o 1 N 1|1 o 8,0
4
ta Y] te

Fig.3. 3 (a) Representacion grafica; (b) Matriz Booleana; (c) Diccionario de sucesores de
sucesores
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Fig.3. 4 Representacion de una grafica r-fold

De una manera mas precisa, una grafica r-fold se puede definir como la grafica formada por:
(a) un conjunto de vértices Sy

(b) un conjunto de arcos U un mapeo Q2 de U en SxS que asocia a cada arco un punto
inicial y un punto terminal.

La notacion que aqui utilizaremos para designar los arcos, prescindira de mencionar
explicitamente el mapeo: por ejemplo, (DE ), designa un arco con punto inicial D y punto
terminal E. Entonces la Fig.3.4. representa una grafica 3-fold

G = (5,U0) Ec.3. 26
S={A B C D, E} Ec.3. 27
U= {(44),.(BB),.(BB ),,(BC ),.(BC ),,(BD ),,(BE ),, Ec.3. 28

(CB),,(DE ),.(DE ), .(DE );,(EA),.(EB ),.(ED ), }

En lo sucesivo, utilizaremos el término grafica para designar las graficas r-fold sin importar el
valor de r, esto es, incluyendo el valor de 1. También, los conceptos que se definiran a
continuacion son aplicables a la definicion de grafica que se dio anteriormente, la cuales
pueden ser consideradas como graficas 1-fold.

Dada una grafica G = (S,U), una grafica parcial de G es una grafica G, = (S .U ) tal que
U' e U . Entonces se puede obtener una gréafica parcial de G suprimiendo algunos arcos.

Una "trayectoria" es una secuencia de arcos
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/’l:(ul)MZ)"')ul) con u,EU: i:])“‘)li EC.3. 29

tal que el punto terminal de cada arco u; (i =1,2,...,[-1) coincide con el punto inicial del
siguiente arco Ui+ . Una trayectoria tal que el punto terminal del arco U coincide con el
punto inicial del arco U; se llama "circuito”.

La longitud de una trayectoria es el niumero de arcos que ella contiene.

Se dice que una trayectoria es elemental, si no pasa dos veces por el mismo vértice.

Dados dos vértices arbitrarios de una grafica G, si existe una trayectoria entre dichos
vértices, entonces existe una trayectoria elemental entre ellos.

Considérese un subconjunto de vértices S;<S. Un corte de la grafica G relativo al
subconjunto S; sera el conjunto @ ('S;) de arcos cuyos puntos finales no pertenecen a S,
y cuyos puntos terminales si le pertenecen.
Finalmente, un arbol con raiz en A, es una grafica sin circuitos tal que:

i) A es un vértice que no es el punto terminal de ningun arco, y

ii) Cada vértice diferente de A es el punto terminal de un arco.
Nétese que un arbol es una grafica 1-fold.
Los vértices de un arbol pueden ser divididos en niveles: Si A representa el nivel 0, cualquier

otro vértice tendra un nivel igual a la longitud de la (Unica) trayectoria que va desde A hasta
ese vértice(Ver Fig.3.5).

A

H I J

Fig.3. 5 Diagrama de arbol
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3.6 REDES DE CONFIABILIDAD

Una red de confiabilidad R definida en un conjunto €={e;,e:,...e,} de componentes
consiste de:

(1) Una gréfica r-fold g = (S,U) sin automallas, en la cual se distinguen dos vértices
OeS y ZeS ysellaman, respectivamente, origen y fin

(2) Un mapeo A: U é e tal que
Q(u;)=(8:,8c) Qu;)=(8:,8r) = Alu;)# Alu;), Ec.3. 30
donde €2 es el mapeo que relaciona a cada arco con su par de extremos.

El mapeo A correlaciona un componente con cada arco de la grafica. Pueden corresponder
varios arcos al mismo componente; también puede suceder que no exista arco alguno que
corresponda a un componente dado. La Fig.3.6. da un ejemplo de una red de confiabilidad
donde

62{61,62,63,64} Ec.3. 31

S={ 0Z7ABC } Ec.3. 32
U={ (0,4),(0A4),,(0B),(4,B),
(4,72),(B,C),(B,Z),(C,B),(Z,B)}.

Ec.3. 33

Fig.3. 6 Ejemplo de una red de confiabilidad

El mapeo A se indica por las € agregadas a los arcos.
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Para simplificar las figuras, si dos arcos simétricos (X:, X;) ¥ (X, X:) se refieren a la

misma componente, sera conveniente reemplazar los dos arcos simétricos por un solo arco
con dos flechas opuestas (Fig.3.7).

Fig.3. 7 Red simplificada

3.6.1 ESLABONES Y CORTES DE UNA RED DE CONFIABILIDAD

A cualquier subconjunto €7 & € de componentes se puede relacionar la grafica parcial
G,(e;) de la gréfica G, obtenida al incluir solo los arcos de G a los cuales corresponde una
componente que pertenece a €;:

Gyle)=(SU,(e)) Ec.3. 34
con
upy(e)={uelU |Awee, } Ec.3. 35

Un eslabén de una red R se referira a un subconjunto @ € e de componentes tal que existe
en la grafica G,(a) una trayectoria desde O hasta Z.

Un corte de una red de confiabilidad R se referira a un subconjunto » < e de componentes
tal que el subconjunto de arcos U ,(b) como se definié anteriormente, contiene un corte de la
grafica G relativa a un subconjunto de vértices que incluyan a O pero excluyan a Z.

Es importante hacer notar que los conceptos de corte en una grafica y de corte en una red
de confiabilidad no son idénticos.

Un eslabdn a es minimo si ningun subconjunto a ©C a es un eslabon de la red. Un corte b
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es minimo si ningun subconjunto b << b es un corte de la red.
3.6.2 REDES DEGENERADAS

Se dice que una red es degenerada si:
(1) No posee ningun eslabon (el sistema nunca funciona), o

(2) No posee ningun corte ( el sistema funciona cualquiera que sea el estado de sus
componentes); entonces sus extremos O y Z son idénticos.

3.6.3 PROPIEDAD FUNDAMENTAL Y TEOREMAS DE LAS REDES DE
CONFIABILIDAD

Adicionar uno o mas arcos a una grafica no puede suprimir una trayectoria existente entre el
origen Oy el fin Z. Entonces, la reparacion de un componente dafiada no podria ocasionar la
falla de un sistema representado por una red de confiabilidad (esta hipotesis es razonable
pero no absoluta para sistemas reales).

Esta propiedad puede ser escrita de la siguiente forma:

a'ca, (@' es un eslabon )= (a es un eslabon). Ec.3. 36

Ademas se tiene la misma propiedad para cortes:

b'c b, (b es un corte)= (b es un corte). Ec.3. 37
Lo anterior se puede expresar de la siguiente manera:

Teorema 3.6.1. En una red de confiabilidad, un subconjunto de componentes que incluye un
eslabdn es también un eslabdn; un subconjunto de componentes que incluye un corte es
también un corte.

En términos mas concretos, podemos decir que los sistemas definidos por redes de
confiabilidad son de tal naturaleza que la reparacion de un componente dafado no puede
ocasionar la falla de un sistema, y que la falla de un componente no puede ocasionar el
funcionamiento de un sistema dafiado.

Teorema 3.6.ll. Un corte contiene al menos un componente de cada eslabén, y un eslaboén
contiene al menos un componente de cada corte. En otras palabras, cada eslabon y cada
corte tienen al menos un componente en comun.

Teorema 3.6.11l. Cada eslabdn incluye al menos un eslabén minimo, y cada corte incluye al
menos un corte minimo.

Teorema 3.6.1V. En una red no degenerada, un conjunto b de componentes es un corte si y
s6lo si contiene un componente de cada eslabon minimo.
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Teorema 3.6.V. El numero r de componentes de una red es al menos igual al producto de la
longitud por el ancho de la red; en simbolos:

r>=Aeu Ec.3. 38

3.6.4 DUALIDAD EN REDES DE CONFIABILIDAD

Unared R es dual de otrared R si tienen la siguiente propiedad:

Cada eslabon de la primera es un corte de la segunda y viceversa.

La dualidad en redes de confiabilidad establece las siguientes propiedades:
(A) R=R

(B) Un eslabén de R es un corte de R y viceversa.

(C) Un corte de R es un eslabén de R y viceversa.

Las propiedades (A) y (B) anteriores son también validas para el caso de eslabones y cortes
minimos.

3.7 EQUIVALENCIA ENTRE FUNCIONES DE ESTRUCTURA Y REDES DE
CONFIABILIDAD

3.7.1 FUNCIONES DE ESTRUCTURA EQUIVALENTES

A cualquier sistema que satisfaga la condiciones establecidas en el inciso 3.1 se le puede
asociar una funcién de estructura unica, en el sentido de que para estado del conjunto de
componentes, se puede definir un valor Unico. Esta funcion de estructura puede sin embargo
expresarse por medio de varias féormulas algebraicas.

Consideremos por ejemplo lo siguiente:

(1) Tres conjuntos disjuntos de componentes ¢,¢€,,¢e,, los cuales contienen respectivamente
I,r; Y r2 componentes; designemos por

X=(x1x20%) , W= (upuz,u,),y v=_(vi,v2.-.v,,) alos estados de esos conjuntos
de componentes;

(2) Dos funciones de estructura @,(x,u) y @,(x,v), definidas respectivamente en los
conjuntos de componentes ¢ U ¢, v e U e,.

Se dice que tales funciones de estructura son "equivalentes” si

Vxe{0,1}) ue{01}" ve{01}": @ xu=qp,(xv) Ec.3. 39
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De la definicion anterior se deduce inmediatamente que, cualquiera que sea el estado x del
conjunto de componentes e, @,(x,u) tiene un valor independiente de u, y @,(x,v) tiene un
valor independiente de v. Los componentes de e; )V e: se llaman "componentes inutiles";
su estado, bueno o malo, no tiene influencia en el funcionamiento de los sistemas
representados por las funciones de estructura equivalentes @,(x.,u) y @,(x,v).

Pudiera parecer no muy realista el considerar sistemas que tengan componentes inutiles ,
pero de hecho esto es necesario en ciertos casos en los que los sistemas tienen varias y
diferentes funciones o en el caso en que tienen varios modos de uso. Es necesario llevar a
cabo un analisis de confiabilidad separado para cada uno de los diferentes usos, y ciertas
componentes pueden ser inutiles para algunos de ellos.

La posible existencia de componentes inutiles exige tener ciertas precauciones para la
comparacion de funciones de estructura. Con el fin de evitar dichas dificultades, se puede
utilizar el siguiente teorema.

Teorema 3.7.1. Dos funciones de estructura, no necesariamente definidas sobre conjuntos de
componentes idénticos, son equivalentes si después de suprimir cualquier componente inutil,
cada eslabdn de una es un eslabdn de la otra (o si cualquier corte de una es un corte de la
otra).

3.7.2 REDES DE CONFIABILIDAD EQUIVALENTES

La definicion anterior para equivalencia entre funciones de estructura se puede extender a
redes de confiabilidad. Esto es, que dos redes de confiabilidad R; y ‘R> son
"equivalentes", y escribimos

R, =R, Ec.3. 40

si, después de suprimir las posibles componentes inutiles, cualquier eslabén de la primera es
un eslabdn de la segunda y viceversa( respectivamente, cualquier corte de la primera es un
corte de la segunda.

Definiciéon. Un componente Xi de una red de confiabilidad es inutil si cada eslabén que lo

contiene sigue siendo un eslabon después de suprimir dicho componente (respectivamente,
si cada corte que contiene al componente sigue siendo corte después de suprimiria).

3.7.3 EQUIVALENCIA ENTRE UNA FUNCION DE ESTRUCTURA Y UNA RED DE
CONFIABILIDAD

Una red de confiabilidad R y una funcion de estructura ¢(x) se dice que son equivalentes, y
se simboliza por R= ¢, si después de suprimir todas las componentes indtiles, cada
eslabon de R es un eslabdn de ¢(x) y viceversa (cada corte de R es un corte de @(x)).

Dos funciones de estructura equivalentes ( o dos redes de confiabilidad o una red de

confiabilidad y una funcién de estructura ) corresponden al mismo sistema, y pueden ser
reemplazadas indiferentemente una por otra.
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3.8 ESTRUCTURAS MONOTONAS O COHERENTES

Una funcion de estructura ¢(x) es monétona si posee la siguiente propiedad:
(x?7)2(x") = o(x?) = p(x") Ec.3. 41

También se usa el término "coherente" para indicar que el incremento de las estructuras
monotonas corresponde a sistemas cuyo disefio es normal es decir tiene coherencia.

Teorema 3.8.1. Una funcion de estructura es mondétona si y solo si cada conjunto de
componentes que incluye un eslabdn es también un eslabon.

Teorema 3.8.1l. Una funcién de estructura equivalente a una red de confiabilidad es
mondtona.

Teorema 3.8.1Il. Una componente de una red de confiabilidad o de una funcién de estructura
mondtona es indutil si y sélo si no pertenece a algun eslabén minimo ( o respectivamente, a
algun corte minimo).

Teorema 3.8.IV. Sean ¢,(x) ¥ @,(x) funciones de estructura mondtonas y R; V R

redes de confiabilidad. Existe una equivalencia entre estas cuatro entidades si tienen el
mismo conjunto de eslabones minimos(o respectivamente, el mismo conjunto de cortes
minimos).

Definicion. El orden de una red de confiabilidad o de una funcién de estructura es el numero
de sus componentes no inutiles. Una estructura degenerada es de orden 0.

Teorema 3.8.V. Dada una funcion de estructura ¢(X) que posee n componentes, hagamos
que

Ar sea el numero de eslabones que tienen k componentes;

B sea el numero de cortes que tienen k componentes;

A, sea el nimero de eslabones minimos que tienen k componentes;

= lk sea el numero definido de la siguiente manera:

Si

bbb Ec.3. 42
son los cortes que tienen n-k componentes. Para i arbitrarias (/<i< B, ), el subconjunto
complementario b entonces no es un eslabon; tiene k componentes. Considérense los n-
k conjuntos que se obtienen al adicionar a b un componente que todavia no aparece en

el; 7 . es el numero de esos conjuntos que son eslabones no minimos.

Una condicidon necesaria y suficiente para que la estructura ¢(x) sea mondtona es que se
tenga, para todos los valores de k tales que 0 <k <n |o siguiente
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Bn-k

(n-k) Ak+z ”2:(k+1)(Ak+1_A1;+1) Ec.3. 43
i=1
o la igualdad equivalente:
Bk )
kB =(n-k+1) (An—k+1+Bk—1)+Z 7k Ec.3. 44

i=1
La ecuacion Ec.3.43 expresa el hecho de que al adicionar un componente arbitrario a los
eslabones que tienen k componentes y a los complementarios de ciertos cortes que tienen n-
k componentes, se obtienen todos los eslabones no minimos que tienen k+71 componentes.

La Ec.3.44 establece que al suprimir un componente arbitrario de los cortes que tienen k
componentes, se obtienen todos los cortes que tienen k-7 componentes, todos los
eslabones minimos que tienen n-k+1 componentes, y los eslabones no minimos que tienen
n-k+1 componentes obtenidos por la Ec.3.42.

Teorema 3.8.VI. Una estructura monétona satisface la siguiente desigualdad

(k+1) Ay, =2(m-k) A, k=0,1,2,...n-1 Ec.3. 45

y las desigualdades equivalentes

A Ax
[ ”] [”] Ec.3. 46
k+1 k
kB, >2(m-k+1)B,, Ec.3. 47

Teorema 3.8.VII. El nimero ¥(n) de estructuras mondtonas de orden menor que o igual a n
satisfacen la siguiente desigualdad

2[@/23 Sy(n)< 3[<n/2ij Ec.3. 48

donde <n/2> es el entero mas grande menor o igual a n/2.

3.9 CONSTRUCCION Y SIMPLIFICACION DE FUNCIONES DE ESTRUCTURA
Y DE REDES DE CONFIABILIDAD

391 CONTRUCCION DE UNA FUNCION DE ESTRUCTURA MONOTONA
EQUIVALENTE A UNA RED

A. Método de eslabones. Supéngase que hemos determinado todos los eslabones minimos
ar.az.--ar de unared N,y hagamos que x; sea la variable de estado de la componente
€i ; la funcion de estructura

¢(X)=1-H(1-Hx,-) Ec.3. 49

Es equivalente a fated R .
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Ejemplo 3.9.1. La red de la Fig.3.8. posee tres trayectorias de O a Z que son {(O,C,B,D,2),
(O,C,B/A,Z), (O,AZ)}.

A
Fig.3. 8 Red para el Ejemplo 3.9.1

A esas trayectorias corresponden los siguientes eslabones, los cuales son minimos
{{61;62;63}’{61:62:64};{63:64}} EC-3- 50

Entonces tenemos
O(x1,x2,x3,x4) =1 -(1-x;x:03)(1 - x1x2 x4 )(1 - X3%4) Ec.3. 51

B. Método de cortes. Supongase que se ha determinado un conjunto de cortes
{ b:,bs,...by } incluyendo todos los cortes minimos y tal vez algunos cortes no minimos de
una red de confiabilidad R . Entonces la funcion de estructura

co(x}:H 1-T1(1-x) Ec.3. 52

ei€bh;

es equivalente a R .

Ejemplo 3.9.2. Considerando la misma Fig.3.8 del ejemplo anterior, si examinamos dicha red
podemos ver que existen cinco cortes minimos

{{61:63}:{61’64}’{62163}:{62’64}’{63:64}}-

Teniendo entonces que:

O(x1,x2,x3,%4,x5) = [1-(1-x)(1- x3)]
o [1-(1-x )(1-x,)] ®[1-(1-x:)(1-x5)]
o[1-(1-x:)(1-x,)] o [1-(1-x5)(1-x4)]
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Efectuando los productos se puede verificar que las dos funciones anteriores, son
equivalentes a

XJX2X3+X1XZX4+X3X4‘2X1X2X3X4

3.9.2 CONSTRUCCION DE UNA RED EQUIVALENTE A UNA FUNCION DE
ESTRUCTURA MONOTONA

Conociendo un conjunto de eslabones {a;.a:.-.ar/ que incluya todos los eslabones
minimos de una funcién de estructura monétona, podemos obtener una red equivalente
poniendo en paralelo k subredes, formadas cada una por las componentes de cada eslabén
puestas en serie.

Similarmente, conociendo un conjunto de cortes { b;.b;,....b;} que incluya todos los cortes
minimos de una funcién de estructura monétona, podemos obtener una red equivalente
poniendo esos cortes en serie, teniendo cada uno sus componentes en paralelo.

3.9.3. SIMPLIFICACION DE UNA FUNCION DE ESTRUCTURA MONOTONA; FORMA
SIMPLE

Hagamos que ¢(x) sea una funcién de estructura monétona para la cual conocemos un
conjunto de eslabones { a;.a:..---ax} que incluye todos los eslabones minimos. Como ya lo
establecimos en la Ec.3.49, tenemos que

¢(x):]’H(1'HXi) Ec.3. 53

ei€a;j

Entonces ¢(x) es un polinomio con respecto a las variables Booleanas x;; dado que estas
variables pueden tomar unicamente valores 0 y 1, se tiene entonces

(xi)=xi, r=123.. Ec.3. 54

Se concluye entonces que @(X) se puede escribir siempre en la forma de un polinomio de
primer grado con respecto a cada variable Xi. Lo llamaremos "forma simple" y la
simbolizaremos por @, () .

3.10 DETERMINACION DE ESLABONES Y CORTES

Como hemos visto en las secciones precedentes, la determinacion de una estructura
equivalente a una red es sencilla si se conoce un conjunto de eslabones que incluya todos
los eslabones minimos, o un conjunto de cortes que incluya todos los cortes minimos de la
red que se esta considerando.

A la inversa, conociendo un conjunto de eslabones (o cortes) que incluya todos los eslabones
( o cortes) minimos de una funcion de estructura monétona podemos determinar facilmente
una red equivalente.

Por lo tanto, a continuacion describiremos algunos algoritmos simples que permitan
determinar tales conjuntos.
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3.10.1 BUSQUEDA DE UN CONJUNTO DE ESLABONES QUE INCLUYA TODOS LOS
ESLABONES MINIMOS DE UNA RED

Teorema 3.10.1. Hagamos que 3 sea el conjunto de trayectorias elementales con punto
inicial O y punto terminal Z de una gréafica G de una red de confiabilidad. A cada trayectoria
U= (usou) €I asociemos el eslabon a(u) formado por los componentes
correspondientes a los arcos de la trayectoria

a(p)={Mu)} U..U {Aw;)} U UL Au)) Ec.3. 55

Hagamos que £ sea el conjunto de eslabones obtenidos de 3

£= Uta(w)} Ec.3. 56

HEST

Entonces el conjunto £ incluye todos los eslabones minimos de la red.

Ejemplo. 3.10.1. Las trayectorias elementales de la red mostrada en la Fig.3.9 son:
(OB,BC,CZ), (OB,BC,CA,AZ), (OA,AZ), (OA,AC,CZ2), (OA,AB,BC,C2).

€4

Fig.3. 9 Red para el Ejemplo 3.10.1

El conjunto £ de eslabones que se obtiene de esas trayectorias es
£={{1,4,5}, {1,4,5,6}, {2,6}, {2,5}, {2,3,4,5}}.
Este conjunto incluye los eslabones minimos, los cuales son

{1,4,5}, {2,6} y {2,5}.
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3.10.2 METODO DE "COMPOSICION LATINA" O "CONCATENACION"

El método anterior nos permitié conocer los principios basicos que permiten determinar los
eslabones de una red. Ahora veamos un método que es mas adecuado para el calculo en
computadora y, que por lo tanto permite estudiar redes mas complejas.

Primeramente veamos como aplicar este método para enumerar, sin redundancia ni omision,
todas las trayectorias elementales de una grafica 1-fold; el caso de una grafica p-fold (p > 1)
se deduce facilmente de este primer caso. Después de un primer ejemplo dedicado a la
busqueda de trayectorias elementales, en un segundo ejemplo, mostraremos la aplicacion
del método en el caso de la busqueda de trayectorias elementales entre dos vértices dados,
el cual es el caso que nos interesa.

Con la ayuda de un tipo particular de multiplicacién de matrices, sera posible enumerar
sucesivamente, sin redundancia ni omision, todas las trayectorias elementales de longitud
1,2,3,..., n-1, donde n es el numero de vértices de la grafica. El método sera presentado con
dos ejemplos, y como veremos es muy facil de entender.

Ejemplo 3.10.2. Consideremos la grafica de la Fig.3.10. y construyamos una "matriz latina"
de la siguiente manera: si un vértice X, se une a un vértice X; por un arco (X, X,) se
pone X, X, en el cuadro ( X;, X ;) de la matriz; si el par no tiene un arco, se pone @ en la
posicion correspondiente de la matriz. Ademas, se pone también & en todos los cuadros
donde X;= X, (la diagonal principal).

Fig.3. 10 Gréafica para el ejemplo 3.10.2

Entonces la matriz latina relativa a la grafica de la Fig.3.10 es [M ],

Deduzcamos ademas de la matriz latina anterior otra matriz latina [M]" en la cual se ha
suprimido la primera letra; teniéndose entonces
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A4 B ©C D E A B € © E

A | B ap |ac| & | Ac A B 8| c|la| E

B | &| 2 |pc | & |8E B |@|d|c|@| E

c |Z| 2D |D|o|F c || B|B|o|F

D B & |oc| o |oe o BlB | cla|E

e |22 | F |2 |2 E alg|Z oo
[M](” [M]U)

En lo sucesivo, para mayor claridad, cualquier cuadrado que contenga J se dejara en
blanco.

T (1 \ 1 . 2
Procedamos a multiplicar /M ] "y [M]™ de una cierta manera que formemos /M 77
Denotemos a los elementos de esas matrices por

1) —(1 2 ., -
m{],m{ . mf’ . Por ejemplo, los elementos m{’ se encontraran en el cuadro (ij), esto es, en

el renglén iy columnajde la matriz /M ]().

Y obtenemos m por la relacion
(2) zm,(i) ‘ka

Ec.3. 57

donde Ios simbolos 2. ¥ ® no tienen su significado algebraico ordinario, sino que mas bien

se definen de la siguiente manera

@myi=2 ¢ m| =S = mjeml, =2

@y mf f entonces su producto es J; Ec.3. 58

()

(b) Si hay una letra comun a m;
(c) En cualquier otro caso, el producto m(“ em, ; se obtiene combinando las letras de los

dos términos;

1 1
El simbolo 2. simplemente indica la unién de todos los productos m” i mk(f

llustremos estas reglas con un ejemplo

hagamos m{{ ={AB,AC} y m{!! ={D,C}entonces se sigue que
mil e mk(fj) ={ABD,ABC,ACD, ACC}

y finalmente obtenemos

mijem/' ={ABC, ABD, ACD}
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Ahora pues, efectuemos el producto de las dos matrices

A B © D E A B © D E
A AB | AC AE 8| ¢ E
B BC BE C E
C co D
D DC DE c E
E EA ED A C
A B © D E
ABC :;[E:: ABE
q_ BCD
BEA BED
- CDE
DEA
eap |EAC
EDC
()] Val (2)
[M] " o[M]" =[M] Ec.3. 59
A i C [H E A C C E
A sgc |20 | ape A
ABC AED C E
BCD
B BE A B
BEA BED C E
C CDE * c (F
|
D DEA C E
. EAC
EAB " H
E EDC -
A B [ D E
AEDC ABCD ACDE
A ABDE
BEAC BCOE
8 BECD
CDEA
D DEAB DEAC
£ EABC EACD
(2) Val 3)
[M] 7 e[M]" =[M] Ec.3. 60
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o B D £ A B D E A B C D E
AEDC | ABCD | ACDE . B c E N ABEDC ABCDE

A ABDE :

B EE;E BCDE B c E 8 | seDEA BEACD

C| CDEA ( o ( CDEAB

D DEAE | DEAC D E D DEAB

E EABC EACD E A o E EABCD

3) ValOs (4)

[M]7e[M]" =[M] Ec.3. 61

La m%;riz latina /M ](1) nos da todas las trayectorias elementales de longitud 1; la matriz
[M ] nos da todas las trayectprias de longitud 2. Continuando con este proceso,
tendremos que las matrices /M ] ”, i =1,234, nos dan en ese orden, las trayectorias
elementales de longitud / =1,2,3,4.

Ejemplo. 3.10.3. Tomando como base la Fig.3.11., consideremos ahora la enumeracién de
todas las trayectorias elementales entre dos veértices dados O y Z de una gréfica p-fold (p=2)
en este ejemplo. Se puede reducir ésta a una grafica 1-fold al no tomar en cuenta los dos
arcos (4,B),; v (4,B), sino un arco simple (A,B). Cuando hemos enumerado los
eslabones de la red de confiabilidad, reintroducimos los dos arcos (dos componentes) que
unen Ay B.

Fig.3. 11 Trayectorias elementales
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Escribamos las matrices /ar ;5 1 pq 7%

en las cuales, evidentemente, podemos dejar la columna Oy el rengléon Z en blanco, ya que
las trayectorias que terminan en O y las que comienzan en Z no interesan en una red de
confiabilidad.

La matriz latina /M ] “ nos da una trayectoria elemental de longitud 2, que es (O,A,2).

En la matriz latina /M ](3) hay dos trayectorias elementales de longitud 3: (O,A,C,Z) y
(O,B,C,2).
Finalmente, la matriz /M ](4) nos da dos trayectorias de longitud 4: (O,B,CAZ) y

(O,AB,C,2).
Es claro que no existen trayectorias elementales de longitud 5 de O a Z.

]

b=

[M]Ve[M]V =[M]? Ec.3. 62
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&
o
I
I

]

(M1 o[ =[M]®

]

]

58}

]
=]
]
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0

]

[M]P e[ MV =[M]? Ec.3. 64

A las trayectorias elementales de la grafica corresponden los siguientes eslabones de la red
de confiabilidad

(0,AZ) : {2,6}
(0,A,C2) : {2,5

(0,B,C,Z) : {1,4,5)

(0,B,C,AZ) : {1,4,5,6}
(0,AB,C.Z) : {2,345} y {2,7,4,5}.
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Con los resultados anteriores, podemos encontrar que los tres eslabones, minimos de la red
son

{2,6}, {2,5}, y {1,4,5}

3.10.3 DETERMINACION DE UN CONJUNTO DE CORTES QUE INCLUYAN TODOS
LOS CORTES MINIMOS DE UNA RED

Teniendo determinados todos los eslabones minimos, podemos establecer los cortes,
tomando un componente de cada uno de los eslabones minimos. El conjunto de cortes asi
obtenido incluye todos los cortes minimos.(Ver Teorema 3.6.IV).3

Ejemplo 3.10.4. Consideremos otra vez el ejemplo anterior, del cual ya tenemos los
eslabones minimos. Hagamos 4;={2,6}, 4,={2.5}, 4;={1,4,5} y tomemos un componente
de cada uno de ellos a la vez sin repetir componentes y eliminemos los cortes que se repitan.
Con lo antes dicho tendremos un conjunto el cual tendra un maximo de 2 x 2 x 3 = 12 cortes.
En este caso queda lo siguiente

{{2,1}, {2,4}, {2,5}, {2,5,1}, {2,5,4}, {6,2,1}, {6,2,4},
{6,2,5}, {6,5,1}, {6,5,4}, {6,5}}.

Y los cortes minimos son: {{2,1}, {2,4}, {2,5}, {5,6}}.

3.11 ANALISIS DE CONFIABILIDAD DE SISTEMAS

3.11.1 DEFINICIONES E HIPOTESIS

El término "confiabilidad" de un sistema se puede extender, en un sentido muy general, hasta
incluir en dicho término todo el conjunto de caracteristicas del sistema que se presentan en
su funcionamiento mas o menos satisfactorio durante un tiempo mas o menos largo. Mas
precisamente, la confiabilidad de un sistema se define generalmente como la probabilidad de
que ejecute ciertas tareas especificas, bajo determinadas condiciones de uso, y durante un
tiempo definido. Esta definicion es todavia, sin embargo, muy general para poder hacer un
estudio matematico; para hacer adecuada esta definicion, es necesario indicar qué servicios
son los que se esperan del sistema, y bajo que condiciones de servicio se encontrara; lo cual
no es facil para poder realizar un estudio tedrico. Afortunadamente, el problema se puede
simplificar tomando en cuenta las hipétesis que ya hemos mencionado anteriormente y que
recordaremos a continuacion

(1) El sistema esta funcionando, en buen estado, o esta en falla.

(2) El sistema se puede descomponer en r componentes de tal manera que, cada
componente, en un instante dado, esta en buen estado o esta en falla; el estado del
sistema depende unicamente del estado del conjunto de sus componentes.

(3) Cada uno de los componentes & (i=1,2,...,r) del sistema tiene un tiempo de vida
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aleatorio T,; y estd en buen estado en el intervalo (0.T;)y ha fallado después del
instante 7', . Designaremos a la funcion de sobrevivencia del componente como v;(?).

A las tres hipdtesis anteriores deberemos adicionar una cuarta, la cual
desafortunadamente no siempre se satisface en la practica, pero que es necesario
considerar para poder desarrollar una teoria general:

(4) Las variables aleatorias T'; (i=1,2,...,r) son independientes.
Formalmente, la confiabilidad de un sistema se puede definir de la siguiente manera

Definicién. La confiabilidad de un sistema que satisface las hipotesis (1)-(4) es la
probabilidad de que esté continuamente en buen estado en el intervalo (0,f), donde tes
un tiempo fijo.

La nocion de confiabilidad asi definida se reduce sencillamente a la nocion de funciéon de
sobrevivencia que ya definimos anteriormente. De hecho, hagamos que T sea el instante
(aleatorio) en el cual el sistema falla por primera vez; entonces llamaremos a T "tiempo de
vida" del sistema. La funcion de sobrevivencia del sistema es

v(it) =P {T >t} Ec.3. 65

y la confiabilidad del sistema para el intervalo (0,t) no es otra cosa que v(t), la probabilidad de
que el tiempo de vida T del sistema sea mayor que t.

En el caso de una estructura monétona, la irreversibilidad de la falla de los componentes
implica la irreversibilidad de la falla del sistema. Entonces el evento "el sistema esta en buen
estado en el tiempo {", es el mismo evento que "el tiempo de vida del sistema es mayor que
", y la confiabilidad del sistema es la probabilidad de que él esté en buen estado en el
instante t. En el caso de una estructura no monétona, el sistema podria estar en buen estado
en el tiempo t después de haber fallado entre 0 y t; y la confiabilidad del sistema puede ser
diferente a la probabilidad de que esté en buen estado en el tiempo t.

En lo que resta de este capitulo, estableceremos la relacion que existe entre la probabilidad
de que el sistema esté en buen estado en el instante t y la confiabilidad de sus componentes;
a esta relacion la llamaremos "funcion de confiabilidad"; describiremos una herramienta muy
util para determinar dicha funcién que se llama "composicion" y analizaremos algunas
propiedades matematicas de la funcién de confiabilidad.

3.11.2 LA FUNCION DE CONFIABILIDAD

En un instante dado t, un componente €i tiene una probabilidad p, = v;(?)de estar en buen
estado, y una probabilidad complementaria /- p, de haber fallado. Hagamos que X, sea la
variable aleatoria que representa el estado de la componente €i en el instante t, con la
convencién

X =1 si el componente esta en buen estado

X =0 si el componente ha fallado.
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Se tiene entonces

PLX=1i=py Ec.3. 66
P{Xizo}:]'pi C.>.
con

E(Xx;)=1xp,+0x(1-p,)= p,. Ec.3. 67

Es importante notar que la independencia de los tiempos de vida 7; de los componentes
(i=1,2,..., r) implica la independencia de las variables aleatorias X; (i=1,2,..., r).

Hagamos que (X) = (x;,x2.---x,) sea un posible valor de la r-upla aleatoria
(‘X):(XI)XZ"“’XV) EC-3- 68

(X) es un estado del conjunto de componentes al cual corresponde el estado @(x) del
sistema. La funcion

O=0( X, X2, X,)=0(X) Ec.3. 69

es una cierta funcion de las variables aleatorias X;, X :,---» X, . Por lo tanto, es también una
variable aleatoria, la cual toma el valor 1 si el sistema funciona y el valor 0 si ha fallado. La
probabilidad de que @ =/ es la probabilidad de que el sistema esté en buen estado en el
instante considerado. Llamaremos a la variable anterior la "funcion de estructura aleatoria"
del sistema.

La esperanza matematica de esta variable aleatoria es
E(®)=E[pX)] = IxP{®=1}+0xP{®=0}=P{D =]} Ec.3. 70

Llamaremos a la funcion 2(p,, p,.... p,)= E[ ¢(X)] la "funcidn de confiabilidad" del sistema.
Es claro que la funcion anterior depende de las confiabilidades p;,p,,....p, de los
componentes, que definen las leyes de probabilidad de las variables aleatorias
X X2, X,. Supongamos que la funcidon de estructura del sistema estd en la forma
simple, que ya se definié anteriormente, es decir en la forma de un polinomio @, (x) de primer
grado con respecto a cada una de las variables x;,x:,-...x,. Entonces @(x) es una suma de
términos de la forma

kex,ex,e.ex,  (I<7) Ec.3. 71

Dado que las variables aleatorias de la ecuacion anterior son independientes, se tiene

Ekex,o..0 X, )=koE(X,)oE(X,)e. oE(X,) Ec.3. 72
ZkOpHOpDOMOP”

Se sigue entonces que
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h(p)=h(p,,p,s0,)=0,(D; . Dy D)= @,(D) Ec.3. 73
donde
»)=(p;,psDp,) Ec.3. 74

En palabras, la funcién de confiabilidad se obtiene simplemente reemplazando las variables
X1,X2,-Xr POr P;, P, P, €n la funcidon de estructura del sistema expresada en la forma

simple.

3.11.21  OTRA EXPRESION PARA LA FUNCION DE CONFIABILIDAD

Al ser los estados del conjunto de componentes eventos disjuntos, en el sentido de teoria de
probabilidad, al sumar las probabilidades de todos los eslabones obtenemos la funcion de
confiabilidad. ~ Una  rupla  (*)=(xi.x2.,-..x,) tiene probabilidad igual a

al(x])"'ai(xi)“'ar(xr) donde
C(i(Xi):pi siox; =1, Ec.3. 75
:l-pi Si -xl:O '

Podemos entonces escribir

hp) = 0(x1x: )i (x1) ot xi)- ot (x2) Ec.3. 76

xeJ

donde 3 es el conjunto de las 2" r-uplas. Las r-uplas para las cuales @ =0 dan un término
cero; aquellas para las cuales ¢ =/ las cuales corresponden a un eslabon, dan un término
igual a la probabilidad de la r-upla considerada.

31122 CASO EN QUE TODOS LOS COMPONENTES TIENEN LA MISMA
CONFIABILIDAD

Si todos los componentes tienen la misma confiabilidad p, la probabilidad de tener un estado
fijo correspondiente a k componentes en buen estado con r-k defectuosos esta dado por una
ley binomial como sigue

xtk)=p“l-p)"*, k=012..r Ec.3. 77

Hagamos que A sea el numero de eslabones que tienen k componentes; entonces
obtenemos la siguiente expresion para la funcién de confiabilidad

4 - Ec.3. 78
hp)=> ap'(1-p)™*.
k=0
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Similarmente, hagamos que B:sea el niumero de cortes que tienen r-k componentes;
entonces obtenemos

l_h@):in o (1-p f. Ec.3. 79

3.11.2.3 PROPIEDADES DE LA FUNCION DE CONFIABILIDAD DE ESTRUCTURAS
MONOTONAS

A continuacion enunciaremos una secuencia de teoremas que establecen algunas
propiedades importantes de la funciéon de confiabilidad de estructuras monétonas.

Teorema 3.11.2.3.1. La funcién de confiabilidad h(p) de una estructura monoétona es
monotona, esto es

@ = (p)= h(q) > h(p) Ec.3. 80

Teorema 3.11.2.3.1l. Hagamos que ¢(x) sea una estructura monétona; h(p) sea su funcion de

confiabilidad; b, b>,---.b, los cortes minimos de la estructura; y as,a:,----anlos eslabones
minimos. Entonces

] Ec.3. 81

f[{z- H(l—pi)}ﬁ h@)sz-ﬁ{z-npi

k=1 &€ bi €€ aj

Debemos establecer que el primer miembro de la igualdad anterior sera igual a la funcion de
confiabilidad h(p) si todos los cortes minimos son disjuntos por pares. Similarmente, h(p) sera
igual al tercer miembro si ningun par de eslabones minimos tiene una componente en
comun.

Teorema 3.11.2.3.1ll. La funcion de confiabilidad h(p) de una estructura monétona satisface
las siguientes desigualdades

w1-h@l S p(1-p,) >

i=1

i;n(]'ﬁ)ézgiv

]Z Ec.3. 82
Di

oh(p) Ec.3. 83

D;
Esta ultima ecuacién se conoce como desigualdad de Moore-Shannon y se puede escribir en
forma abreviada

w1 <Y p(1-p)

Cov[S(X), p(X)] >Var ¢(X) Ec.3. 84
donde
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SX)=x,*tX,+..t X, Ec.3. 85

y Cov significa "covarianza de" y Var significa "varianza de".
Teorema 3.11.2.3.IV. Hagamos

a=E [SX|eX)=1], Ec.3. 86

b=E[r-S(X)| p(x)=0], Ec.3. 87

donde S(X) tiene el mismo significado que en el teorema anterior, @ es el nUmero medio de

los componentes de los eslabones, y b es el nimero medio de los componentes de los
cortes. Se tiene entonces que

at+tb>n+l, Ec.3. 88

donde n es el orden de la funcion de estructura monétona @(x) .

Teorema 3.11.2.3.V. Sea 4 la longitud de una estructura monétona y £ su ancho; si la

estructura esta constituida por r componentes, las cuales tienen la misma confiabilidad p ,
entonces

pr<hp)<1-(1-p ). Ec.3. 89

De hecho, el buen funcionamiento de los 4 componentes del eslabon mas pequefio es
suficiente para asegurar que el sistema funcione, y la falla del corte mas pequeno es
suficiente para que el sistema falle.

3.11.3 COMPOSICION DE ESTRUCTURAS

Definicion. Operacion de composicion para funciones de estructura

Hagamos que 7(x) sea una funcién de estructura donde (X)= (X1, X2, Xm)s X1: X2+ Xnm
constituyen una familia de funciones de estructura

X1 = x](u])uz;“-;ukI))
X2=X2(V1,V2;---rvk_,): Ec.3. 90

ey Xm = xm(ZI’Z2:’":Zk,,,);
Entonces
P1,,2)= Y x, (), x2(Vs-oo 5 (2) Ec.3. 91

se llama composicion de x;, X2, Xw €1 ¥y x;(4),x>(V),....x(2) se llaman "subestructuras"

52



Funciones de estructura, redes de confiabilidad y analisis de confiabilidad de sistemas

de ou,v,...,z).

Si (u),(v),...,(z) son r-uplas independientes (esto es, si ningln par de esas r-uplas tiene una
componente en comun), entonces x; (1), x2(V),.... x.(z) se

llaman "maddulos” de @ ; en este caso, si ¥ no tiene componentes indtiles (si es de orden m),

el orden de @ es la suma de los 6rdenes de X715 X2s -+« Xm.

Definicion. Operacion de composicion para redes de confiabilidad

Hagamos que Q sea una red de confiabilidad de orden m (con m componentes utiles) y
ri,r2--rn Sean una familia de redes de confiabilidad con ordenes ki k. kn

respectivamente. Si cada arco correspondiente al componente x; en la red Q se reemplaza

por la red 7 i, obtenemos una red R llamada la "composicién de 71>F2:+-Fm en Q", y
escribimos

R=0(ri,r2rm) Ec.3. 92

Llamaremos a V1>72s---¥m"subredes" de R . Si 71>72>---¥m son independientes, también les
llamaremos "mddulos” de R .

Teorema 3.11.3.1. Si la red Q es equivalente a una funcion de estructura R, y las redes
risr2s---¥m son, respectivamente, equivalentes a las funciones de estructura u,,u,,... 1, ,
entonces lared R=0(r;.rz,....r») es equivalente a la funcién

ouv,...z2) =@ 1,w), 1, (v),.... 1, (z) Ec.3. 93

3.11.4 COMPOSICION DE FUNCIONES DE CONFIABILIDAD

Hagamos que @(u.V,...,z2) =y [ x;(4),x:(v).....x,(z)] sea una funcién de estructura que tenga
x:1(1),x>(V),....x,(2) como modulos (esto es u,v,...,.z son r-uplas independientes), y sean

g(p),f,(qj),fz(qz),...f,,(q”) las funciones de confiabilidad correspondientes,
respectivamente a las estructuras 7, x;,xz,---» x, . Entonces tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.11.4.1. La funcién de confiabilidad de la estructura @ es
hq,. gy, ) =8l F(q) AT ) fo(d")] Ec.3. 94

3.11.5 USO DE LA COMPOSICION PARA EL CALCULO DE FUNCIONES DE
ESTRUCTURA Y FUNCIONES DE CONFIABILIDAD

53



Funciones de estructura, redes de confiabilidad y analisis de confiabilidad de sistemas

Ejemplo 3A. Considere la red R dada en la Fig.3.12.a. Esta red se puede descomponer en
tres subredes de las cuales dos son idénticas (Fig.3.12.b.) Las subredes se redibujan como
se indica en la Fig.3.12.c.

(b) !

Z

(c)
Fig.3. 12 Red para el Ejemplo (3A) de composicion de estructuras
La funcién de estructura correspondiente a la red Q de esta ultima figura es
y=ay (1) =, _p,
con i, =1-(1-x,)(1-x,)
y ;= 1-(1-x;x2)(1-x;x3)(1- x1x4)(1- x2x3%4)
ya que los cortes minimos de 77 son {1} y {2}, y los de 72 son {1,2},{1,3},{1,4} y {2,3,4}.

Sustituyendo valores se tiene
O(x1,%2,x3,%4) = x12F X137 X1 %47 X1 X2 X3

S XI1X2X4~X1X3X4 T X2 X34
Si calculamos la forma expandida de £, , encontramos que

ﬂz(X1,XQ,X3,X4) =0(x;,x2,X3,X4) .
El hecho de que finalmente la red R se reduzca a 72 podria revelarse a priori. En efecto,

cada eslabén minimo de 72 incluye un eslabén minimo de 77 y por lo tanto constituye un
eslabon de R .

La funcién de confiabilidad correspondiente es
h(p1’p2’p3’p4):p1p2+p1p3+p1p4_p1p2p3
“PP,P;-Di P3P PPs D,

54



Funciones de estructura, redes de confiabilidad y analisis de confiabilidad de sistemas

Supongamos que todos los componentes tienen la misma confiabilidad p, entonces
h(p)=3p -2 p’

En el ejemplo anterior, las subredes no son independientes y por lo tanto no forman médulos;
esto no nos permite calcular la funciéon de confiabilidad pasando directamente de ¥ = 1, 14, a
esta funcion; es necesario tomar en cuenta las componentes comunes.

Ejemplo 3B. Considerando ahora las Figuras 3.13.a, 3.13.b y 3.13.c vemos que la red

R’ esta formada por tres subredes que son médulos. En este caso la funcién de estructura
es

Y=, p;

(c)

Fig.3. 13 Red para el ejemplo (3B) de composicion de estructuras

Supdngase que todos los componentes tienen la misma confiabilidad p. Entonces para la red
rr tenemos que

h(p)=3p°-2p’.
Paralared 7>, ho(p)=2p-p’.

Paralared r;, hi(p)=3p°-2p°
Finalmente para la red R’

h(p)=h,(p)_h.(v)_hs(p)
=2p-p’)3p°-2p0° ).

3.11.6 COMPOSICION LINEAL DE FUNCIONES DE ESTRUCTURA

La composicién lineal de dos funciones de estructura de orden maximo n, @,(x;,x2.--x.) y
¢2(x1,xg,-.-,xn), se define como la estructura de orden maximo n+1 siguiente:
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¢(x]:x21’”1x;11x;1+]) = xl1+1 ¢1(XJ:X2:---:)C;1)

+(]'Xm4)¢2(XbXbr~an} Ec.3. 95
Entonces @ se obtiene por la composicién de estructuras

/flIZXnJr] ’ ﬂ2:¢](x1;x2;--':.Xn) ’ ﬂ3:(02(X1,X2,---,x,,) EC.3. 96

en la estructura

y=upt - ) ps Ec.3. 97
La estructura anterior no siempre es monoétona.

Teorema 3.11.6.1. Cualquier funcién de estructura de orden n es una composicion lineal de
dos funciones de estructura de orden maximo igual a n-1.

Entonces podemos escribir

¢(x1,x: ;;;;; Xn-I)Xn) = Xn (0()61;)(?2 ----- Xn-I’I) EC . 3 . 98
+(1_ xl1)(0(x1’x2 """ -xn—I’O)

Teorema 3.11.6.1l. Cualquier funcion de estructura @(x;,xz.--.x,) puede escribirse en la
siguiente forma

O(x1x2mx)= 2 @(E) [ x5(1-x, )" Ec.3. 99
fe_ J=1

donde designa el conjunto de 2" estados & =(¢,.¢,,....&, ) del conjunto de componentes.

Esta expresidén se puede obtener repitiendo la descomposicion presentada en la Ec.3.98.Y
se puede reducir a la siguiente forma

DX} X2 Xn) = D ij’-f(l-xj)l'”-} Ec.3. 100
acA| j=1

donde la suma se extiende al conjunto A de n-uplas (a) tales que

p(x)=1 Ec.3. 101

Ejemplo 3C. Sea @(x;,x2,x3) = x1x3F x2x3- X1 %2 X3 .

En la Tabla.3.1 se dan los valores de @; la funcién toma valores de 1 para las siguientes 3-
uplas

0,1,1), (1,07), y (1,1,
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Tabla 3. 1 Valores de la funcién de estructura del Ejemplo 3C

X, X, X, @
0 0 0 0
o 0 1 0
0 1 o Q
o 1 1 1
1 0 o 0
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 1

Usando la Ec.3.100 se tiene

O(x1,x2:x3) = (1-x1)x2x3T x:(1-x2) x3F x1 %2 X3

=xix3txoxs-xix2x;3-

Teorema 2.11.6.1ll. Una condicién necesaria y suficiente para que una funcion de estructura
O(x1,x2,---x,) sea monotona es que esté formada por la composicion lineal de dos

funciones de estructura mondtonas @, ¥ @, de orden maximo igual a n-71; o sea
¢(x]:x2:"':xn) = Xn ¢1(x1:x2:"':xn—]) Ec.3. 102

T(1-x,) Q5 (x1:X20002 Xn-1)
donde las funciones ¢, ¥ @, satisfacen

v(xllx21"':.Xn—1) N (/71()61,)62,---:)6;1-1) EC- 3 . 103

Z wz(x]).XZ)"').Xn.])'
3.11.7 COMPOSICION LINEAL DE REDES.

Hagamos que ‘R; ¥ ‘R, sean redes de confiabilidad equivalentes, respectivamente, a
®, ¥ @,.Entonces la red de la Fig.3.14 es equivalente a la funcion de estructura dada por

3.102. Si & esta en buen estado (x, = 1), el sistema funciona si y solo si la subestructura

R, funciona (@, = 1) . Si & ha fallado, el sistema funciona si y solo si las dos subestructuras
R, ¥ R, estdn en buen estado; pero @,= @, implica que si ‘R:funciona,R; también
funciona; entonces la Unica condicion, es por lo tanto, que @, = 1.
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_____

Fig.3. 14 Representacion grafica de la Ec.3.102

También podemos mostrar la equivalencia, escribiendo la funcion de estructura de la red por
el método de los eslabones

o.=1-(1-x,0,)(1-9,0,), Ec.3. 104
de donde
Q.= x. 0, (1-x,)0,0,. Ec.3. 105

como @, 2 @,, se tiene que @,®,= @, recobrando asi la ecuacion 2.11.38.

3.11.8 FUNCION DE SOBREVIVENCIA DE UN SISTEMA

La determinacién de la funcidon de sobrevivencia de un sistema no monétono es muy
complicada, de hecho no existe un método general que permita obtenerla de manera sencilla
de hecho se recurre normalmente a soluciones particulares para casos especificos.

En el caso de que el sistema tenga una estructura monétona, dado que la probabilidad de
que el sistema falle por primera vez en el instante t es la probabilidad de que esté en buen
estado en el tiempo t, se tiene como ya se establecié anteriormente, que

V()= hfv(),v:(0),...v,(1)] Ec.3. 106

donde V(2),v;(1)....,v,(t) son, respectivamente, las funciones de sobrevivencia del sistema y
de sus componentes, y donde A( p,.p,.....p,) es la funcién de confiabilidad, la cual a su vez
se puede obtener de la funcién de estructura @(x). Para obtener la funcién de sobrevivencia

de un sistema monotono, es suficiente con sustituir en la forma simple de la funciéon de
estructura las variables x;, por las funciones de sobrevivencia v;(?) de sus componentes.

Ejemplo. Consideremos nuevamente la estructura definida en la Fig.3.9.
Primeramente, para la funcién de estructura.
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o) =1-(1-x,x5)(1-x2x5)(1- x;x4x5)

::X2X54_XZX64’X1X4X5'X2X5X5'X1X2X4X5
De aqui, se tiene la funcion de confiabilidad
h(p)=p,pst P,Pst P PyPs~P:PsPs~P1P:PyPs
y la funcién de sobrevivencia
V) = v2()vs() T v2(D)vs (D) T v, (D) v, () vs(t)
“V2)vs()vs (D) -vi()v2 () v, () vs(t)
En el caso particular de que
Vs () = vs5() = v, () = v3() = v2(0) = v (1)
se tiene

v(t)=2vi(1)-vi(t)
3.12 CONCLUSIONES

La teoria desarrollada en este capitulo, tiene por objetivo final definir los métodos para
encontrar los cortes minimos de una red de confiabilidad; en el Apéndice B se aplican los
métodos aqui desarrollados para definir, por el método de concatenacion, los eslabones de
una red, para a partir de ellos, definir los cortes minimos; el cual es uno de los métodos
fundamentales en el estudio de la confiabilidad de sistemas.
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CAPITULO 4

GENERALIDADES PARA LA EVALL!ACIC')N DE LA
CONFIABILIDAD DE SISTEMAS ELECTRICOS DE POTENCIA

La sociedad moderna depende, para su funcionamiento normal, del abastecimiento continuo
de energia eléctrica que satisfaga siempre su demanda. Sin embargo esto no es posible en
la realidad debido a que las fallas se presentan aleatoriamente y a que estan, por lo general,
fuera del control de los responsables del sistema. La probabilidad de que un consumidor
quede desconectado se puede reducir incrementando el costo del sistema ya sea en las
etapas de planeacion, disefio u operacion. Las sobreinversiones conducen a costos
excesivos de operacion los cuales, necesariamente, se reflejaran en la estructura de tarifas.
Consecuentemente, las restricciones econdmicas podrian ser violadas para lograr que el
sistema fuese muy confiable. De igual manera, las subinversiones conducen a la situacion
opuesta. Es evidente entonces que los criterios de economia y confiabilidad compiten entre
si y esto crea situaciones dificiles durante la toma de decisiones. Asi pues, los criterios y las
técnicas para la planeacion, disefio y operacion de los sistemas se han desarrollado siempre
tratando de resolver y satisfacer el dilema existente entre las restricciones econdmicas y las
necesidades de una mayor confiabilidad.

En este capitulo analizaremos Unicamente los criterios técnicos que nos permitan definir los
métodos requeridos para evaluar cuantitativamente, de una manera precisa, la confiabilidad
de los sistemas y sera hasta el ultimo capitulo donde se analizara brevemente el criterio
econdomico.

Los primeros intentos que se hicieron para resolver el problema de confiabilidad fueron
desarrollados sobre bases deterministicas; es decir que al tratar de cuantificar las causas y
los efectos de las fallas no se consideraba la naturaleza probabilistica o estocastica del
comportamiento del sistema, de las fluctuaciones en la demanda y de las fallas de los
componentes.

La necesidad de una evaluacion probabilistica del comportamiento del sistema se hizo mas
urgente a partir de la década de 1930 y se comenzaron a analizar seriamente las razones por
las que no se habian utilizado esos métodos anteriormente. La principales razones que se
encontraron fueron la falta de datos, limitaciones en los recursos de computo, falta de
técnicas de confiabilidad realistas, aversién al uso de técnicas probabilisticas y una falta de
entendimiento del criterio probabilistico e indices de riesgo. Ninguna de estas razones es
valida actualmente dado que la gran mayoria de las empresas eléctricas cuentan con bancos
de datos, los equipos de computo han sido mejorados grandemente, las técnicas de
evaluacion de la confiabilidad estan muy desarrolladas y la mayoria de los ingenieros tienen
un buen nivel de conocimiento de las técnicas probabilisticas.

Asi entonces, el objetivo de este capitulo es ilustrar, de una manera general, el desarrollo
secuencial que han tenido las técnicas de evaluacidon de confiabilidad aplicables a los
sistemas eléctricos de potencia y conocer los principales indices de confiabilidad que pueden
ser evaluados.
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Es importante hacer notar que el analisis probabilistico de los sistemas de potencia no esta
limitado a la evaluacion de la confiabilidad dado que estas técnicas se pueden aplicar, y de
hecho ya se han utilizado, para la solucion de otros problemas como los flujos de carga
(flujos de carga probabilisticos) y estabilidad transitoria (estabilidad transitoria probabilistica).

41 CONSIDERACIONES GENERALES PARA EL ANALISIS DE LA
CONFIABILIDAD EN SISTEMAS ELECTRICOS DE POTENCIA

Los sistemas eléctricos de potencia actuales son complejos, altamente integrados y mucho
muy grandes. Aun las grandes instalaciones de cémputo no son lo suficientemente
desarrolladas como para poder analizar de una manera completamente real y exhaustiva un
sistema de potencia completo. Sin embargo, esto no es problema ya que el sistema se
puede dividir en varios subsistemas los cuales, a su vez, se pueden estudiar
independientemente.

De hecho, es poco probable que sea necesario e incluso deseable intentar analizar un
sistema de manera integral; ya que no uUnicamente la cantidad de trabajo de computacion
seria excesivo sino que también los resultados serian tan vastos que seria dificil, si no es que
imposible, interpretarlos adecuadamente.

La filosofia que se sigue actualmente, y que muy probablemente se seguira utilizando en el
futuro previsible, es dividir el sistema en los siguientes rubros y subsistemas principales:

(a) Plantas de generacion. Cada estacion o cada unidad en la planta se analiza
separadamente. Este analisis crea un componente equivalente, cuyos indices pueden
utilizarse en la evaluacion de la confiabilidad de la capacidad de generacién integral del
sistema.

(b) Capacidad de generacion global del sistema. La confiabilidad de la capacidad de
generacion se evalla ignorando a la red; combinando por una parte todas las fuentes de
generacion y por la otra parte todas las cargas juntas.

(c) Redes (transmision y/o distribucion). Se evalla la confiabilidad de la red ignorando la
confiabilidad de las fuentes de generacion y considerando soélo la habilidad de la red para
abastecer las cargas demandadas.

(d) Sistemas compuestos generacién/transmision (Bulk Power Systems). Si se limita la red
Unicamente a la transmision primaria, es realmente posible realizar una evaluacion
compuesta de la generacion y esta parte de la red.

(e) Sistemas interconectados. En este caso se modela la generacién de cada sistema y las
lineas de enlace entre sistemas, pero se ignoran las redes internas de cada sistema.

(f) Subestaciones y estaciones de interconexion. Estos sistemas son, a menudo, bastante
complicados y normalmente se analizan por separado en vez de incluirse como sistemas
completos en la evaluacion de la confiabilidad de la red. Esto crea componentes
equivalentes, cuyos indices pueden utilizarse en la evaluacion global de la red.

(g) Sistemas de proteccion. La confiabilidad de estos sistemas se analizan separadamente.
Los indices obtenidos, se pueden utilizar para representar estos sistemas como
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componentes equivalentes en la evaluacion de la confiabilidad de la red.

El estudio de la confiabilidad de los subsistemas antes mencionados han recibido diferente
grado de atencién a través del tiempo y, por consecuencia, todos ellos se encuentran
actualmente en un diferente grado de desarrollo. Al inicio, los sistemas de generacion vy los
sistemas de transmisién fueron los mas estudiados; posteriormente y en forma paralela se
realizé algun trabajo con resultados aplicables indistintamente tanto a sistemas de
transmision como a sistemas de distribucion. Sin embargo, posteriormente recibié un fuerte
impulso el analisis de los sistemas compuestos generacion-transmision (Bulk Power Systems
= BPS’s), siendo éstos los que han recibido mayor atencion en las ultimas dos décadas y por
lo tanto son los que han alcanzado el mayor grado de madurez a la fecha.

Con el objeto de tener el panorama mas amplio posible de la variada problematica que se
presenta en la evaluacion de la confiabilidad de los sistemas de potencia, y de sus diferentes
subsistemas, se analiza a continuacion el escenario que visualiza, para este efecto, una
institucion muy importante como es el Instituto de Ingenieros en Electricidad y Electronica
(IEEE). Otras instituciones internacionales como son la Conferencia Internacional de
Grandes Recursos Energéticos (CIGRE) y la CIRED también han desarrollado una buena
labor en este campo; pero debido a que en sus grupos de trabajo se cuenta con la
participacion de los grandes expertos mundiales, los cuales han dirigido desde siempre los
trabajos de confiabilidad desarrollados por el IEEE, los conceptos generales y los métodos
de solucién tienden a coincidir. Por ello, se considera necesario y suficiente, para los fines de
este trabajo, analizar unicamente la metodologia desarrollada por esta ultima institucion.

4.2 PANORAMA VISUALIZADO POR EL IEEE

El IEEE a través del Application of Probability Methods Subcommitee perteneciente a la
Power Engineering Society ' *(PES), define en dos articulos técnicos pioneros, muy
trascendentes, el porqué y el como se debe efectuar el andlisis de confiabilidad en los
sistemas de potencia Aunque este analisis esta primordialmente enfocado a los sistemas
compuestos generacion/transmision (BPS's) nos permite, sin embargo, obtener el panorama
mas completo y actualizado de los conceptos generales, la mayoria de los cuales son
también aplicables a los otros subsistemas.

4.21 DIFICULTADES PRINCIPALES PARA LA EVALUACION DE LA
CONFIABILIDAD DE LOS SISTEMAS ELECTRICOS DE POTENCIA

Las complicaciones mas importantes que se encuentran durante el desarrollo de
metodologia para la evaluacion de la confiabilidad de los sistemas eléctricos se pueden
clasificar dentro de las siguientes categorias:

= problemas conceptuales

= dificultades en el modelado

= dificultades para la solucion de los modelos

= |as relacionadas con las necesidades de datos
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PROBLEMAS CONCEPTUALES

Antes de atacar los problemas técnicos involucrados, es necesario tener una idea clara de lo
que se quiere lograr al estudiar la confiabilidad del sistema. La respuesta esta muy lejos de
ser obvia, y al tratar de encontrarla, es sorprendente el nimero de preguntas que no tienen
respuestas claras. Estas incluyen las siguientes:

= La definicién del propdsito y usos de los estudios

= La seleccidén adecuada de los eventos considerados como falla del sistema y de los
indices de confiabilidad

= La seleccion de los niveles de riesgo aceptables

Los propdsitos y usos de los estudios de confiabilidad en sistemas de potencia integrales son
ampliamente debatidos. Sin embargo, la mayoria de los investigadores estan de acuerdo en
que tales estudios se realizan con el propésito de hacer estimaciones en las siguientes
areas:

= Disponibilidad del sistema (System adequacy), que es la capacidad del sistema para
satisfacer la demanda de carga dentro de los valores nominales de sus componentes
y dentro de los limites de voltaje establecidos, en cualquier tiempo.

= Seguridad del sistema (System security), que es la habilidad del sistema para
soportar el impacto de cambios subitos.

Mientras que ambos aspectos son igualmente importantes, en muchos estudios de
planeacién de sistemas solamente se toman en cuenta los indices de disponibilidad, debido
principalmente, a las grandes complejidades que involucran las estimaciones de la
seguridad.
Los resultados anteriores, se pueden utilizar para diferentes fines:

= comparar disefios alternativos

= comparar la confiabilidad del sistema contra valores normalizados de confiabilidad (si
estan disponibles)

= buscar el balance 6ptimo entre beneficios y costos
DIFICUL TADES EN El MODELADO
El objetivo de la etapa de modelado es representar, matematicamente, todos los factores
relevantes y sus efectos sin hacer el modelo resultante dificil de manejar. De cualquier
manera, es necesario incluir un gran niumero de variables, algunas de las cuales son las
siguientes:

= modos de falla de los componentes

= fallas dependientes (incluyendo fallas de modo comun)
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= caracteristicas eléctricas de la carga

= modelo de demanda

= restricciones de energia

= respuesta del sistema en contingencias

= despacho de generacién

= efectos de las condiciones atmosféricas en las lineas
= mantenimiento planeado

Algunos de ellos representan tareas bastante dificiles

PROBIEMATICA PARA LA SOLUCION DE | OS MODELOS

En principio, la solucién del modelo de confiabilidad de un sistema eléctrico de potencia es
una tarea sencilla. Si se han desarrollado las etapas del algoritmo y se cuenta con una
computadora de capacidad y velocidad infinitas no deberia haber dificultades para la
obtencion de las soluciones. Sin embargo, como tal situacién no existe, la evaluacién de la

confiabilidad de sistemas grandes requiere de un gran numero de simplificaciones y
aproximaciones para obtener un programa que sea realmente practico.

Los programas para el calculo de confiabilidad de sistemas de potencia constan
normalmente de varios algoritmos, entre los cuales se pueden enumerar los siguientes:

= seleccion de contingencias

= evaluacion de las contingencias seleccionadas

= acciones correctivas a través del sistema o del operador
= célculo de indices

Es obvio que las técnicas que se utilizan para obtener soluciones rapidas, necesariamente
involucran aproximaciones que penalizan o reducen la precision. El reto es entonces
balancear la rapidez vy la precisiéon de tal manera que ambas estén dentro de valores
aceptables. Un programa de calculo sera aceptado por el usuario Unicamente en la medida
de que exista una buena conciliaciéon entre ambos factores.

NECESIDADES DE DATOS

Un programa de calculo es tan bueno como lo son los datos de entrada que él usa. Los
complejos modelos que describen los sistemas de potencia, las fallas de sus componentes,
condiciones de carga, etc. requieren de una multitud de datos, algunos de los cuales estan
disponibles y algunos no lo estan. Es necesario desarrollar mucho trabajo con el fin de
identificar los datos que se necesitan realmente y, ademas, definir e implementar bases de
datos adecuadas para la resolucion de cada problema.
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4.2.2 MODOS DE FALLA DE LOS SISTEMAS

¢ Como se debe medir la confiabilidad de un sistema eléctrico?. Esta es una pregunta que no
es facil de contestar y de hecho tiene una respuesta diferente para cada tipo de subsistema,
como veremos a continuacion.

SISTEMAS DE DISTRIBUCION

Para los sistemas de distribuciéon, una medida practica de la confiabilidad del sistema se
efectiia tomando como criterio las interrupciones del servicio a los consumidores individuales.
Se pueden calcular diferentes indices; como la frecuencia de interrupcion por usuario, la
duracion de la interrupcion por interrupcion y el tiempo de interrupcion por usuario. Estas
medidas de confiabilidad son muy apropiadas ya que la mayoria de las fallas del equipo, en
los sistemas de distribucion, afectan directamente al servicio del usuario. En otras palabras,
la frecuencia y duracién de las interrupciones al usuario son, de hecho, las consideraciones
basicas para la planeacién de un sistema de distribucion. Este es un punto clave; un indice
de confiabilidad es util, como herramienta de planeacién, Unicamente en la medida en que
refleja las metas que se estan tratando de alcanzar.

Adicionalmente, las interrupciones al usuario, originadas en el sistema de distribucién, se
pueden relacionar directamente con eventos de interrupcion de equipos especificos. Por lo
tanto, si se mantienen registros historicos de las interrupciones del equipo de distribucion, se
pueden calcular facilmente la confiabilidad de redes futuras.

Resumiendo lo anterior, los puntos clave son:

a). La falla de un sistema de distribucion esta bien definida: Es la interrupcion del servicio a
los consumidores

b). Los eventos que causan la falla del sistema se correlacionan con interrupciones bien
definidas del equipo

SISTEMAS DE GENERACION

En los sistemas de generacion los eventos que causan la falla del sistema son un poco mas
dificiles de definir; la capacidad de generacion del sistema Unicamente se reduce por la falla
o salida de las unidades generadoras. Tipicamente, la salida de una sola unidad no causa la
interrupcion del servicio. Es necesaria la salida simultanea de varias unidades para que ello
ocurra. La distribucién de probabilidades de la capacidad disponible se puede estimar
utilizando métodos probabilisticos sencillos.

¢Que es entonces lo que se debe considerar como falla de un sistema de generacion?
Histéricamente, se ha aplicado también el concepto de "interrupcidén del servicio"; entonces,
se considera que un sistema de generacion ha "fallado” cuando la carga demandada excede
la generacion disponible.

Sin embargo, algunas personas objetan la exactitud de esta definicion. Se reconoce
ampliamente, y sobre todo a medida que las interconexiones entre areas y regiones se
incrementan, que el criterio " capacidad igual a carga" no es el punto en el cual ocurre la
interrupcion al usuario debido a la reduccion en la generacion. Existe un margen adicional
mas alla de este punto debido a la posibilidad de importar potencia de emergencia o de
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tomar otras medidas. Por otra parte, la iniciacion de las "medidas de emergencia", ocurre
mucho antes de que el margen entre capacidad y demanda se reduzca a cero. Entonces, en
la planeacién de sistemas de generacion, se acepta que se deben considerar varios niveles
de deficiencia de capacidad de generacion asi como la posibilidad de la aplicacion de las
acciones correctivas pertinentes.

Resumiendo con respecto a los mismos puntos que se consideraron para los sistemas de
distribucion se tiene lo siguiente:

a). El concepto falla de un sistema de generacion esta mas indefinido que en un sistema de
distribucion. En particular, la interrupcion de servicio a los consumidores no es la medida
directa de la confiabilidad de un sistema de generacién. Antes que eso se deben considerar
otros eventos (por ejemplo, adquisicion de potencia de emergencia, reduccion de voltaje)

b). Los eventos que causan la falla de un sistema de generacion son bien conocidos:
ocurrencia simultanea de interrupciones independientes de las unidades generadoras

. .

Otra vez, también en este caso, la primera reaccion es definir la falla en términos de
interrupcién o reduccién de carga. La literatura sobre confiabilidad de los sistemas de
transmision refleja esta tendencia. El procedimiento inicial es calcular la frecuencia y duracion
de la interrupcion o reduccion de carga. Sin embargo, se pueden calcular muchos otros
parametros adicionales.

La utilizacién del criterio de la interrupcién de carga al usuario, no es, por si misma, la
consideracion mas importante para el caso de la planeacion de la confiabilidad de los BPS's .
En la practica, la preocupacién mas importante de los responsables de la planeacion de un
sistema de este tipo pudiera ser mas bien evitar al maximo posible las interrupciones no
controlables, en cascada o las generalizadas. De hecho, se puede aceptar la interrupcion
ocasional de ciertas cargas no criticas.

Otra meta importante de los responsables de la planeacion, disefio y operacion de los BPS's,
es que las interrupciones que se presenten en el equipo no limiten la posibilidad del
despacho de la generacion.

4.2.3 INDICES DE CONFIABILIDAD

En otra de las actividades tendientes a solucionar la problematica antes mencionada, el
mismo organismo (IEEE Application of Probability Methods Subcommitee) publico, en 1990,
un trabajo muy interesante el cual, entre otras cosas, identifica los indices predictivos de
confiabilidad para aplicacién en la planeacion, disefio y operacion de los BPS's. A
continuacion estableceremos detalladamente  estos indices ya que aunque fueron
estructuralmente pensados para los BPS's, algunos de ellos son aplicables a los sistemas de
distribucion; ya que es bien importante dejar en claro que la confiabilidad de estos ultimos
sistemas tampoco queda completamente bien definida considerando Unicamente los indices
que los relacionan con las interrupciones directas al usuario.

TIPOS DE INDICES.

Se pueden calcular un gran namero de indices, los cuales se agrupan en dos diferentes
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categorias:

a) indices del sistema. Reflejan la disponibilidad global de energia del sistema (Recordar la
definicién de disponibilidad al principio de este capitulo)

b) indices de los puntos de carga. Reflejan la disponibilidad en los puntos individuales de
abastecimiento masivo

Estos dos conjuntos de indices pueden responder de manera muy diferente a las variaciones
en los parametros del sistema.

Los indices de los puntos de carga (o puntos de entrega) se evallan en cada punto de

abastecimiento masivo en el sistema y se pueden dividir en cuatro tipos diferentes: valores

basicos, valores maximos, valores promedio y valores de bus aislado (o0 separaciéon del

sistema). Estos valores se presentan a continuacion.®

INDICES DE PUNTOS DE CARGA/SISTEMA

(i) Valores Bésicos

o probabilidad de falla =ZP,-*ij donde P; es la probabilidad de interrupcion en j y

Pj; es la probabilidad de que la carga en el bus k exceda la maxima carga que puede
abastecerse durante la interrupcion en j.

o frecuencia esperada de falla =2 F, * P;;donde F; es la frecuencia de interrupcién
enj.

o frecuencia esperada de violacion de voltaje = niUmero de contingencias que causan
violacion de voltaje en el bus k durante el periodo de tiempo de interés T.

o frecuencia esperada de reduccion de carga = niUmero de contingencias que requieren
que la carga sea reducida en el bus k o aislamiento del bus k durante el tiempo T.

o carga no abastecida esperada (MW) = carga total no abastecida en el bus k en el
tiempo T debido a reducciones de carga en el bus k o debida a aislamiento del bus k.

o energia no abastecida esperada (MWh) = energia total no abastecida en el bus k en
el tiempo T debido a reduccién de carga o a aislamiento del bus k.

o duracion esperada de reduccion de carga (h) = tiempo total durante el periodo T
durante el cual la carga es reducida en el bus k 0 en que el bus k es aislado.

(i) Valores Maximos

o maxima reduccion de carga (MW) = el valor mas grande de todas las reducciones de
carga ocurridas en el bus k en el tiempo T.

o maxima reduccion de energia (MWh) = el valor mas grande de todas las reducciones
de energia en el bus k en el tiempo T.
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o maxima duracion de reduccion de carga (h) = el valor mas grande de todas las
duraciones de reduccion de carga en el bus k durante el tiempo T.

(i) Valores Promedio

o carga reducida promedio (MW/reduccién) = valor esperado de reduccién de carga en
el bus k en el tiempo T dividido entre el nimero esperado de reducciones de carga.

o energia promedio no abastecida (MWh/reduccién) = valor esperado de energia no
abastecida en el bus k en el tiempo T dividido entre el numero esperado de
reducciones de carga.

o duracion promedio de reduccion de carga (horas/reduccién) = duracion esperada de
reduccion de carga en el bus k en el tiempo T dividida entre el nUmero esperado de
reducciones de carga.

) Val e Bus Aislado ( 60 del si ;

o Numero esperado de reducciones de carga.
o Reduccién de carga esperada.

o Energia no abastecida esperada.

o Duracién esperada de reduccién de carga.

Estos ultimos cuatro indices se definen de manera similar a sus valores basicos equivalentes
con la diferencia de que las contingencias incluidas en los calculos son Unicamente aquellas
gue causan el aislamiento del bus k de todas las fuentes de generacion.

Es importante hacer notar que todos los indices anteriores se pueden calcular para cualquier
periodo de tiempo que sea de interés. Normalmente esto se hace con base en un periodo de
un afo; en este caso se llaman indices anuales. Sin embargo, ellos pueden ser calculados
para cualquier otro periodo; por ejemplo mensual, estacional o inclusive se puede considerar
cualquier otra condicién particular de operacion.

A continuacion se establecen los indices de sistema; estos indices se calculan para el
sistema en forma total o para una area definida del mismo. En este caso los indices se
calculan de manera global, ya sea para el sistema o area seleccionados y no bus por bus.
Por consecuencia, ello incluye el efecto de la ocurrencia de contingencias en todos los buses
de una manera simultanea.

INDICES DE SISTEMA
(i) Valores basicos

o indice global de interrupcion de potencia (MW/MW.ano) = carga total no abastecida
en el sistema/carga pico del sistema.

o potencia promedio global en MW reducidos/disturbio (MW/disturbio) = reduccién total
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de carga en el sistema/numero total de disturbios.[Nota: El numero total de disturbios
no es igual al numero de reducciones puntuales ya que cada disturbio puede causar
reducciones de carga en uno o mas buses.]

o indice global de energia no abastecida por unidad de potencia del sistema
(MWh/mW.afho) = energia total no abastecida en el sistema/ carga maxima del
sistema.

o indice global modificado de energia no abastecida por unidad de potencia del sistema
= indice anterior /nimero de horas en un afno (8760).

(i) Valores Maximos

o maxima reduccion de carga en el sistema bajo cualquier condiciéon de contingencia
(MW).

o maxima energia del sistema no abastecida bajo cualquier condicién de contingencia
(MWh).

Los dos indices anteriores se definen de una manera similar a los valores equivalentes dados
antes con la salvedad de que se consideran todos los buses simultaneamente.

(iii) Valores Promedio
o numero promedio de reducciones de carga/punto de carga.
o carga promedio reducida (MW)/punto de carga.
o energia promedio no abastecida (MWh)/punto de carga.
o duracion promedio de reducciones de carga (h)/punto de carga.
o numero promedio de violaciones de voltaje/punto de carga.

Los cinco indices anteriores se evallan sumando los valores de los indices basicos
equivalentes dados anteriormente para todos los buses y dividiéndolos entre el numero total
de buses del sistema.

4.2.4 PRINCIPALES USOS Y METODOS PARA EL ANALISIS DE CONFIABILIDAD
DE LOS SISTEMAS ELECTRICOS DE POTENCIA

Los encargados de la planeacion, disefio y operacion de las empresas eléctricas estan
enfrentando constantemente el reto de mantener y mejorar la confiabilidad de los sistemas.
Debido a las severas restricciones financieras bajo las cuales deben operar estas empresas,
asi como a la presion de los usuarios para mantener las tarifas a un minimo, los directivos de
esas compafias estan buscando siempre disponer de las herramientas mas adecuadas
para determinar que proyectos son los mas adecuados, basados en su confiabilidad y
economia.
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Analizando el problema de la confiabilidad desde la perspectiva del tiempo, podemos decir
que la estimacion de la confiabilidad se puede realizar para dos periodos distintos: el pasado
y el futuro.

La estimacién del comportamiento pasado del sistema es valioso porque:

a) identifica las areas débiles que necesitan reforzarse o modificarse

b) establece tendencias cronolégicas del comportamiento de la confiabilidad

c) establece indices que sirven como guia para definir los valores aceptables en futuras
evaluaciones de la confiabilidad del sistema

d) permite que predicciones anteriores se puedan comparar con las experiencias reales
durante la operacion

€) monitorea la respuesta a los cambios en el disefio del sistema

La estimacion de la confiabilidad del comportamiento de sistemas futuros es util porque
predice:

a) como se espera que se comporte el sistema en el futuro

b) los beneficios de disefios alternativos del sistema, posibles refuerzos y planes de
expansion

c) los efectos de las politicas alternativas de operacion y mantenimiento
d) las relaciones beneficio/costo de las alternativas asociadas con (b) y (c)

Los métodos cuantitativos que tradicionalmente se han utilizado para definir la confiabilidad
de un sistema son:

v' Andlisis Comparativos

En los que se comparan los méritos relativos a la confiabilidad de dos alternativas. Este
método se usa para la comparacién entre planes similares o alternativos. También se
pueden utilizar para establecer el rango de prioridades de proyectos que estan compitiendo
para obtener un financiamiento. Probablemente, cuando es necesario bajar costos, el analisis
comparativo se puede utilizar para seleccionar los proyectos que deben retrasarse o
cancelarse.

En estas comparaciones, el valor absoluto o verdadero de la confiabilidad no es muy critico.
Este es un hecho muy importante, dado que el error que se pudiera tener, debido al uso de
datos no muy precisos o de las simplificaciones que se tengan que hacer para reducir la
complejidad de los calculos, se puede diluir o "lavar" al comparar las alternativas entre si.

Aunque esta premisa puede tener en algunos casos sus inconvenientes o restricciones, en
términos generales es aceptable y generalmente es aceptada como cierta.
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v'  Estimacion de la Confiabilidad Absoluta.

Esta es una aplicacion mas sofisticada de la teoria de la confiabilidad que permite el calculo
de indices absolutos, los cuales se pueden comparar con valores histéricos o con valores
normalizados en caso de que éstos existan. Este procedimiento tiene la ventaja de que
reduce una tarea muy complicada al calculo de términos simples. Sin embargo, la desventaja
es que, en este tipo de calculos, se debe disponer de datos muy precisos para producir
resultados adecuados y este tipo de datos son muy dificiles de obtener. Ademas, la
metodologia para el calculo debe ser también muy precisa, ya que las suposiciones y
simplificaciones introducen errores que no pueden ser "lavados", posteriormente, como en el
caso de los estudios comparativos.

v" Evaluacion Beneficio-Costo

Este tipo de evaluacion compara los ahorros resultantes de la confiabilidad, con el costo de
ofrecer ese nivel de confiabilidad.

El método requiere de otra fuente de datos que definan el valor que tiene la confiabilidad para
los consumidores, o dicho de otra manera, el costo que tienen las interrupciones para los
consumidores. La estimacién de estos datos es factible en el caso de consumidores
industriales y comerciales y mas dificil de obtener en el caso de los consumidores
residenciales.

En todos los casos (industrial, comercial o residencial) al costo econémico directo se le debe
adicionar, de alguna manera, el costo social provocado por las interrupciones; algunos
ejemplos pueden ser los dafios accidentales que se provocan, el aumento de la criminalidad
y el vandalismo y el costo de la aplicacion de programas de emergencia.

425 PROCEDIMIENTOS DE CALCULO Y DISPOSITIVOS UTILIZADOS
P limi le Calcul

Debido a la gran diversidad de sistemas, problemas, objetivos, métodos, etc. que
normalmente se utilizan para evaluar la confiabilidad de redes eléctricas; existen,
evidentemente, un gran numero de técnicas de calculo. Sin embargo se puede decir que
todas ellas se pueden dividir en dos grupos basicos: los procedimientos analiticos y los
procedimientos de simulacion. Esta ultima técnica es un procedimiento de simulacion
estocastica generalmente conocido como simulacién de Monte Carlo.

Las técnicas analiticas representan al sistema por medio de un modelo matematico y evaltan
los indices de confiabilidad a partir de ese modelo utilizando soluciones matematicas. Este es
un método directo y requiere de tiempos de computo relativamente cortos, comparados con
los procesos de simulacion. Sus limitaciones incluyen la dificultad para modelar el
comportamiento de sistemas complejos y la evaluacién de funciones de distribucién de
probabilidades.

Las simulaciones de Monte Carlo estiman los indices de confiabilidad simulando el proceso
verdadero y el comportamiento aleatorio del sistema. Este método, entonces, trata el
problema como una serie de experimentos reales conducidos en un tiempo simulado. Los
grandes tiempos de cémputo asociados con este método pueden, en ciertos casos, ser
excesivos y por lo tanto esto es una limitacion. Sin embargo, algunas compafias cuentan con
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arreglos especiales de computo, y para ellas ésta no es una limitacién en ninguno de sus
estudios.

Existen numerosas diferencias en algunos conceptos que utilizan estos dos grupos basicos.
Entre otras se pueden mencionar las siguientes: contingencias seleccionadas, modos de falla
que causan las contingencias, procedimientos de restablecimiento y simulacién de las
acciones correctivas, los modelos utilizados para evaluar los indices de confiabilidad, los
modelos de flujos de carga, los modelos de carga, los modelos de generacion. etc.

Los dispositivos de computo que estan en uso, desarrollo e investigacion, emplean una gran
variedad de soluciones en cuanto a principios de funcionamiento y del equipo que los integra;
sin embargo, todos ellos se pueden agrupar en dos grandes categorias. A la primera de ellas
corresponden las maquinas que resuelven los problemas en términos puramente
matematicos y por lo tanto requieren de la formulacién del modelo matematico antes de
programarse (dispositivos analiticos). El segundo grupo lo constituyen los dispositivos que
son modelos fisicos de los sistemas verdaderos objeto de la investigacion, en los cuales las
mediciones de cantidades apropiadas en el modelo producen las soluciones (simuladores).

Se puede hacer una segunda distincién: algunos dispositivos son de "propésito general”, es
decir, que pueden programarse para resolver una gran variedad de problemas. Otros son de
"proposito especial" donde el equipo esta disefiado para resolver un tipo de problema
especifico.

Di " Analiti
= Computadora digital de propdsito general (secuencial).
= Computadora digital de propdsito general ( en paralelo).
= Computadora digital de proposito especial (procesador en paralelo).
= Computadora analdgica de propésito general. Esta construida de componentes
electromecanicas y electrénicas conectadas de manera que los valores de voltaje
en determinados puntos de la maquina dan las soluciones del problema
matematico que se esta investigando.
= Computadora hibrida. Consta de una parte analégica como unidad de solucion
del problema y de una parte digital para control y almacenamiento de datos; entre
otra funciones.
Simuladores
Todos los simuladores son dispositivos de propdsito especial y por lo tanto solamente se
pueden aplicar para el tipo de problema para el cual se disefa. Los diferentes tipos que

existen son:

o Simulador analoégico
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o Simulador digital

o  Simulador hibrido
4.3 CONCLUSIONES

En este capitulo se hace un resumen de los métodos y procedimientos que
tradicionalmente se han utilizado para la determinacion de la confiabilidad de sistemas
eléctricos de potencia y se presentan los indices de confiabilidad que proponen
instituciones como |IEEE y CIGRE, esto nos permite aseverar que dichos indices no se
pueden definir de una manera personal y caprichosa sino que se deben seleccionar de
entre los que ya estan propuestos actualmente ya que han sido definidos después de un
trabajo muy cuidadoso por grupos de especialistas.
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CAPITULO 5

TECNICAS PARA LA EVALUACION DE LA CONFIABILIDAD DE
SISTEMAS ELECTRICOS DE POTENCIA

En el capitulo anterior se establecié que existen una gran variedad de técnicas y dispositivos
para evaluar la confiabilidad de los sistemas eléctricos; por lo tanto, y antes que nada, es
necesario decir que en este trabajo estudiaremos unicamente los métodos analiticos
susceptibles de resolverse con la utilizacion de computadoras digitales de propésito general.

El procedimiento que normalmente se utiliza para la evaluacién de la confiabilidad de un
sistema, por métodos analiticos, es como sigue:

e Se descompone al sistema en sus partes constituyentes;
e Se estima la confiabilidad de cada una de ellas;

e Se combinan las confiabilidades de los componentes, utilizando una o mas técnicas
numeéricas, para estimar la confiabilidad del sistema completo.

El nivel al cual se debe llegar al descomponer el sistema debe ser tal que las confiabilidades
individuales de cada una de los componentes se pueda conocer con un nivel de precision
razonable y aceptable; por lo tanto, no es necesario descomponerlo en sus partes reales
individuales, sino mas bien, en un conjunto de dispositivos o subsistemas cuyas
confiabilidades se conozcan de la experiencia.

Los métodos analiticos, utilizados para la evaluacion de la confiabilidad de sistemas, hacen
uso de los modelos probabilisticos que se definieron en el Capitulo 2; de las técnicas
generales de la teoria de la confiabilidad discutidas en el Capitulo 3; y de las Cadenas de
Markov, cuya teoria se establece en el Apéndice A.

El objetivo principal de este capitulo es definir el significado y la simbologia de los principales
parametros que se utilizan de manera generalizada en este tipo de estudios. El otro objetivo
es definir un conjunto de técnicas generales que puedan utilizarse para evaluar, de una
manera adecuada, la confiabilidad de un sistema real y que consideren para ello: la
estructura del sistema, su topologia, légica de operacion y las distribuciones de probabilidad
asociadas con los componentes del sistema.

5.1 EVALUACION DE LA CONFIABILIDAD UTILIZANDO DISTRIBUCIONES DE
PROBABILIDAD

5.1.1 TERMINOLOGIA DE LAS DISTRIBUCIONES

La terminologia y el significado de las distribuciones de probabilidad se establecieron en el
Capitulo 2; sin embargo, es importante en este punto recordar de una manera muy breve los
principales resultados. Al mismo tiempo, trataremos de "traducir" la simbologia que utilizan
los matematicos, desde una perspectiva general, a la que se utiliza de una manera casi
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universal en el estudio de la confiabilidad de sistemas eléctricos de potencia.

La funcién de distribucién acumulativa de falla o funcién de distribuciéon de falla se designa
por Q(f). Su funcidn complementaria, como ya se establecid, se llama funciéon de
sobrevivencia y se designara en lo sucesivo como R(t), entonces

R(T)=1-0(t) Ec.5. 1

La derivada de la funcion de distribucion de una variable aleatoria continua se llama funcién
de densidad; en este caso la funcién de densidad de falla, f(t), se define

f(t):dg(’):_dft(f) Ec.5. 2
0
=1, fiydt Ec.5.3
y
R(Y)=1-[,f(v) dt Ec.5. 4

Como el area bajo la curva de la funciéon de densidad debe ser igual a la unidad, la ecuacion
anterior también se puede escribir como

R@®)={[" ft) dt Ec.5.5

En el caso de variables aleatorias discretas, las tres ultimas integrales se pueden reemplazar
por sumatorias.

Otra funcion, especialmente importante, es la tasa de dafo; ya se defini6 matematicamente
en el Capitulo 2 pero es importante redefinila en palabras, ya que sera basico su
entendimiento para el resto de este trabajo

numero de fallas por unidad de tiempo Ec.5.6

A1) =

numero de componentes expuestos a la falla

Se debe hacer notar que esta tasa de transicién tiene un uso mas amplio y que se usa, por
ejemplo, en conjuncion con la ocurrencia de otros eventos, tales como la reparacion.

Considérese el caso en el cual se tiene un numero fijo Ny de componentes idénticos. Sean
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N (t) = numero de sobrevivientes en el tiempo t

N /(1) = numero de componentes fallados en el tiempo t
No=Ns®)+N (1)
En cualquier tiempo {, la confiabilidad o funciéon de sobrevivencia R(f) esta dada por

Ns(t):No'N_/(t):]_Nf(t) Ec.5.7
Ny No Ny

R®)=

Similarmente, la probabilidad de falla o funcién de distribucién de falla Q(t) es

N,() Ec.5.8

0

0=

Lo cual concuerda con la relacién dada en la ecuacion 5.1

Ademas
dR) _ dO(1) _ -1 dN,(1) Ec.5.9
dt dt N, dt

Cuando dt — 0, de acuerdo a la ecuacién 5.2

_1dN,( Ec.5.10

1 No di

Considerando las ecuaciones 5.6, la ecuacion 5.10 da el valor de la tasa de falla cuando el
numero de componentes expuestas a falla es N, es decir cuando {=0. Por lo tanto, la

funcién de densidad de falla y la tasa de falla son idénticas en t=0, pero Unicamente en ese
tiempo.

De la ecuacion 5.6, la expresion general para la tasa de falla en el tiempo t es

A= 1 dNs() Ec.5. 11
Ns(t) dt

. . . , No , .
Si multiplicamos la ecuacién anterior por ——, reagrupamos variables y aplicamos las
0

ecuaciones 5.7 y 5.11 se tiene que
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_J Ec.5. 12
A1) R

y de acuerdo con la ecuacion 5.2

1 dR(1) Ec.5.13
R@) dt

A1) =-

La ecuacion 5.12 es una ecuacion muy interesante por varias razones; primeramente
confirma el hecho de que A(0) = f(0) ya que R(0)=1. Adicionalmente, muestra que la tasa de

falla es una funcién condicional de la funcién de densidad de falla; la relacion condicional es
la funcidon de sobrevivencia. En términos fisicos esta relacion significa que la funcion de
densidad de falla permite evaluar la probabilidad de falla en cualquier periodo de tiempo en el
futuro; mientras que la tasa de falla permite evaluar la probabilidad de falla en el siguiente
periodo de tiempo dado que se ha sobrevivido hasta el tiempo t.

Ahora bien, de la ecuacion 5.13

1 Ec.5. 14
R0_~_e dR(t) = ['- A(t)dt
" R @)= [, A1)
In R(1)= [~ At)ds
R() = exp|- [, 2]
Para el caso especial en que 4 es una constante la ecuacion anterior se simplifica a
R(t)=e™ Ec.5.15

Que es la distribucion exponencial.

5.1.2 SISTEMAS EN SERIE

Considérese un sistema que consta de dos componentes independientes 1 y 2 conectadas
en serie, desde el punto de vista de confiabilidad, como se muestra en la Fig.5.1. Este arreglo
implica que ambos componentes deben trabajar para asegurar el éxito del sistema.

Sea

R, R, = probabilidad de la operacion exitosa de los componentes 1 y 2 respectivamente, y
0,,0,= probabilidad de falla de los componentes 1 y 2 respectivamente.

Dado que el éxito y falla son mutuamente exclusivos y complementarios

77



Técnicas para la evaluacion de la confiabilidad de sistemas eléctricos de potencia

Rt0O,=1 y R,t0,=1 Ec.5.16

Fig.5. 1 Sistema de dos componentes en serie

El requisito para el éxito del sistema es que 1 y 2 deben estar trabajando simultaneamente.
Entonces la probabilidad de éxito del sistema esta dada por

Rs= RiR: Ec.5.17

Si existen n componentes en serie, la ecuacién anterior se puede generalizar de la siguiente
manera

Rs = ﬁ Ri
i=1

Ec.5.18

Ahora bien, si se introducen probabilidades dependientes del tiempo, por ejemplo, la
probabilidad de sobrevivir por un periodo de tiempo f, entonces las ecuaciones anteriores
también son funcion del tiempo y se pueden rescribir como

Rs()=R,(t)® R>(?) Ec.5.19
Entonces introduciendo la definicién de tasa de falla se tiene

Rs(t) = exp [— ﬂ,}t,(t)dt]— exp [— jf, As (t)dt] Ec.5. 20
y para un sistema de n componentes en serie con tasas de falla A;(2), 1,(?),.... 1.,(1)

Rs(1) = H exp [ [ ﬂi(t)dt] Ec.5. 21

Estas dos ultimas ecuaciones son aplicables para todas las distribuciones de falla. Las
ecuaciones no exigen que todas las componentes deban tener la misma distribucién y por lo
tanto cada componente del sistema se puede representar por su propia distribucion.
Consecuentemente, si se conoce la expresion analitica de A,(?) y puede ser integrada, la

evaluacion de Rs(?) para cualquier conjunto de componentes en serie es totalmente posible.
Si la expresion de A:(?) no se puede definir analiticamente y no es facil o posible integrarla
directamente, todavia se tiene el recurso de evaluarla Rs(?) utilizando técnicas numéricas de
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integracion.

En el caso especial de una distribucion exponencial y para el caso de un sistema de n
componentes en serie

Rs(t)=f[ exp (- 4it)= exp (Zz, )

Ec.5. 22

En el caso de que se considere un solo componente equivalente teniendo una tasa de falla
() para representar el sistema completo tenemos

n Ec.5.23
Rs(0= exp 2. 0di|=] ] exp -1, 2,0d1]
i=1
y para el caso exponencial
Ec.5.24

Rs()=exp (- 2.t)= exp (Z/L )

No se puede deducir una relacion analitica simple entre A.(1) y A:(t). Sin embargo la

ecuacion anterior muestra que para el caso de una distribucién exponencial; es decir cuando
la tasa de dafio es constante

= Zn: Ai
i=1

Ec.5. 25

lo cual indica que la tasa efectiva de falla de un sistema en serie que esta integrado por
componentes cuyas confiabilidades siguen una distribucidon exponencial es simplemente la
suma de las tasas de falla de las componentes individuales.

5.1.3 SISTEMAS EN PARALELO

Para el caso de un sistema integrado por dos componentes en paralelo como en la Fig.5.2. y
considerando probabilidades dependientes del tiempo se tiene que

Q,)=0,00,1) Ec.5. 26

Re()=1-0,0)0,() Ec.5. 27

y para un sistema en paralelo de n componentes
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Ec.5. 28

0,0=110.(Y)

Ec.5. 29

ReW=1-T]0.(1)
i=1

Por lo tanto usando la ecuacion 5.14 y considerando que el sistema presenta las tasas de

dafo A:(2), A:(1),.... A.(1), se tiene

0,()= H(Z exp [ [ 2 (t)dt]) Ec.5. 30

Rp(z)=1-f[(1- exp [ I;/l,-(t)dt]) Ec.5. 31

Fig.5. 2 Sistema de dos componentes en paralelo

Los comentarios que se hicieron para el sistema serie son también validos para este caso.
Consecuentemente, estas Ultimas ecuaciones se pueden resolver para cualquier tipo de
distribucion para obtener la probabilidad de que el sistema sobreviva o, alternativamente,
falle en un periodo de tiempo .

Consideremos otra vez el caso especial de una tasa de falla constante, es decir, una
distribucion exponencial. Para un sistema de n componentes se tiene

Qp(t)=f[[]- exp (- /L-l‘)] Ec.5. 32

Rp(l‘)zl-ﬁ[l- exp (- 4,7)] Ec.5.33

Es evidente que no se puede derivar una tasa de falla equivalente para representar el
sistema paralelo completo debido a que, en este caso, la confiabilidad del sistema no se
puede expresar como una funcidon exponencial sencilla sino como una serie de funciones
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exponenciales. Por lo tanto, se puede concluir que mientras que la distribucion resultante de
un sistema en serie, que tiene las confiabilidades de sus componentes exponencialmente
distribuidas, es también una distribucién exponencial; la distribucién resultante de un sistema
paralelo que tiene las confiabilidades de sus componentes exponencialmente distribuidas es
no-exponencial y por tanto la tasa de dafo resultante no es constante sino que es funcién del
tiempo.

5.2 EVALUACION DE LA CONFIABILIDAD UTILIZANDO CADENAS DE
MARKOV

En el inciso anterior se describieron las técnicas analiticas para evaluar la confiabilidad de
sistemas eléctricos. Aunque estas técnicas se pueden aplicar tanto a sistemas reparables
como no reparables; en el primer caso se asume que el proceso de reparacion es
instantaneo o despreciable, comparado con el tiempo de operacion. Esta es una restriccion
inherente a el método anterior y por lo tanto se necesita utilizar otra técnica si dicha
suposicion no es valida. Una técnica importante que resuelve ese problema, la cual ha
recibido considerable atencién y uso en los ultimos afios, se conoce como proceso de
Markov o modelado de Markov."

Los técnicas que utilizan los procesos de Markov se pueden aplicar al estudio del
comportamiento aleatorio de sistemas que varian, discreta o continuamente, tanto con
respecto al espacio de estados como al tiempo. Los problemas de confiabilidad tratan,
normalmente, con sistemas que son discretos en el espacio (tienen un nuimero discreto e
identificable de estados) y continuos en el tiempo. Este tipo de procesos reciben el nombre
de Cadenas de Markov y sus caracteristicas se definen en el Apéndice A%? Los requisitos,
necesarios y suficientes, para poder aplicar esta técnica, son que el sistema sea
estacionario, el proceso no tenga memoria y que los estados del sistema sean identificables;
todas estas caracteristicas se encuentran definidas en el mismo apéndice.

Es necesario insistir en que las técnicas que utilizaremos en los sucesivo se aplican sélo a
sistemas que se puedan modelar como procesos de Markov estacionarios; es decir, que las
probabilidades de falla y reparaciéon durante un intervalo de tiempo fijo sean constantes. Esto
implica que las caracteristicas de falla y reparacién de las componentes estan asociadas con
distribuciones exponenciales.

5.21 MODELADO DE UN SISTEMA REPARABLE

5.2.1.1 DEFINICIONES GENERALES

Considérese el caso de un solo componente reparable para el cual la tasa de falla y
reparacion son constantes. El diagrama de estados de transicion para este componente se
muestra en la Fig.5.3. Definamos:

Py (1) = probabilidad de que el componente esté operable en el tiempo ¢
P (1) = probabilidad de que el componente esté fallado en el tiempo t
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La funcién de densidad de falla para un componente con una tasa de dafio constante 4,
como ya se establecio, esta dada por f{1)=Ae™

A
Eztado O I Eztado 1
Componente Componente
operando il fallada
AL
|ﬂ:
Rit)
Al
At
Rit)

—

(k]

Fig.5. 3 Sistema reparable de un solo componente. (a) Diagrama de espacio de estados.
(b) Variacion de la confiabilidad y disponibilidad dependiente del tiempo

Las funciones de densidad para los estados de operacién y falla son entonces

f,=2Ae™ vy f,()=pe™, respectivamente

Los parametros 4 y 4 se conocen como tasa de transicion de estados, ya que
representan la tasa a la cual transita el sistema de un estado a otro y se definen como sigue

_ numero de fallas de un componente en el periodo de tiempo dado

A

periodo total de tiempo en que el componente estuvo operando

Ec.5. 34

_ numero de reparaciones de un componente en el periodo de tiempo dado

periodo total de tiempo en que el componente estuvo en reparacion
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El concepto de tasa de transiciéon conduce a la siguiente definicion

L Numero de veces que ocurre una transicion desde un estado dado Ec.5. 35
Tasa de transicion = - -9
Tiempo en ese estado

52.1.2 EVALUACION DE LAS PROBABILIDADES EN EL TIEMPO

Consideremos un intervalo de tiempo incremental, dft, el cual es lo suficientemente pequefio
de tal manera que la probabilidad de que ocurran dos o mas eventos sea practicamente cero.

La probabilidad de que el sistema esté en el estado de operacion después de este intervalo
dt esta dada por[: Probabilidad de estar operando en el tiempo t y no fallar en el tiempo dft] +

[Probabilidad de estar en falla en el tiempo t y de ser reparado en el tiempo df]. Expresando
lo anterior en forma de ecuaciones se tiene

Po(t+dt)= Py()(1-Adt)+ P, (1)( udt) Ec.5. 36
Similarmente

Pi(t+dt)= P, ()(1- udt) + Py (t)( Adt) Ec.5.37

De la ecuacion 5.36 se tiene

Po(f+‘§t)‘l70(f):_ APyO+ 1 i) Ec.5.38
Pero

Po(t+cclltt)- Py(?) = d]z;t(t) — P Ec.5. 39
Entonces

Py(T) = (-2 Py(0)+ 1 Py (1) Ec.5. 40

P ()= A Py(1)- 1L P:(1)

Las ecuaciones anteriores forman un sistema de ecuaciones diferenciales lineales con
coeficientes constantes, que puede expresarse en forma matricial como sigue
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-2 /1} Ec.5. 41

Bw  Rol= Po PO {
H -H

La matriz de coeficientes 5.41 no es una matriz estocastica de probabilidades de transicion

porque los renglones de ella suman cero y los de la matriz estocastica de probabilidades de

transicion debe ser igual a la unidad.

Resolviendo el sistema anterior por cualquier método, por ejemplo por transformadas de
Laplace, y con las condiciones iniciales P,(0)=1 y P;(0)=0, la solucion para las
probabilidades dependientes del tiempo para un sistema de un solo componente reparable
esta dada por

) S(Atu)t Ec.5. 42
Py)= 458
Aty A+u
A A Ec.5.43
Py()= +2€
A+tu A+u

Las ecuaciones 5.42 y 5.43 dan las probabilidades de que el sistema de un solo componente
reparable se encuentre operando o en estado de falla, respectivamente, dado que el sistema
estaba operando en el tiempo {=0.

5213 EVALUACION DE LAS PROBABILIDADES DE ESTADO ESTABLE

El estado limite o las probabilidades de estado estable no tendran un valor cero suponiendo
que el sistema es ergddico. De las dos ultimas ecuaciones se puede ver claramente que
cuandof — ©

i Ec.5. 44
= w =
Py=Py(®©) A+
_ _ A Ec.5. 45
P;=P;(©) A+

Estas expresiones para probabilidades limite son aplicables independientemente del estado
en que se encuentre el sistema en el tiempo t=0.

Cuando se tiene una distribucion exponencial, el tiempo medio a la falla (MTTF) es

MTTF =m=1 /A Ec.5. 46

Similarmente, el tiempo medio de reparacion (MTTR) es
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MTTR=r=1 /u Ec.5. 47

Sustituyendo en 5.44 y 5.45

m Ec.5. 48
Po=
m+r
r Ec.5. 49
P, =
m+tr

Los valores anteriores de Py ¥ P; se conocen, respectivamente, como la disponibilidad de
estado estable o disponibilidad limite A e indisponibilidad U del sistema.

La disponibilidad dependiente del tiempo A(t), del sistema, esta entonces dada por 5.42

A Ec.5. 50
A@)=pyt)=—H—+ -2 ¢

A+u A+u

S(Atu)t

Como ya se dijo, esta es la probabilidad de que el sistema esté operando en un tiempo ¢,
dado que estaba operando en el tiempo t=0. Esto es diferente a la confiabilidad R(t) dada por

R()= e'}“’, que es la probabilidad de que el sistema permanezca operando, en funcion del
tiempo, dado que inicié su estado de operacion en {=0.

Una relaciéon conceptual semejante se puede establecer entre U(t) y Q(t).
5.2.2 DIAGRAMA DE ESPACIO DE ESTADOS

Con el objeto de facilitar la solucién de las cadenas de Markov, ya sean discretas o
continuas, es deseable construir el diagrama apropiado de espacio de estados e insertar en
él todas las tasas de transicion relevantes. Se deben incluir en el diagrama todos los estados
relevantes en el cual puede residir el sistema; también se deben incluir todas las formas
posibles en las que pueden ocurrir las transiciones. Basicamente no hay restricciones sobre
el numero de estados o el tipo y numero de transiciones que pueden insertarse.

A continuacion presentaremos algunas de las variaciones mas importantes que pueden
ocurrir en la practica.

5.2.21 COMPONENTE SENCILLO REPARABLE

En la Fig.5.3 se muestra el diagrama de espacio de estados para un sistema de un solo
componente reparable, para el cual se asume que existen solamente dos estados: operando
o fallado. En algunas situaciones practicas, un componente o sistema se puede representar
mejor por mas de dos estados y especificamente se le puede adicionar un tercer estado
correspondiente a un estado intermedio al cual se le conoce como salida parcial o estado
reducido (por ejemplo, reducciones de carga definidas como aceptables).
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En el diagrama de la Fig.5.4. se da un ejemplo de lo anterior; en él se incluyen todos las
tasas de transicion factibles de ocurrir, sin embargo algunas de ellas pudieran no ser
fisicamente posibles; en cuyo caso deberan omitirse en el diagrama.

Funcionamiento f
total

FunC|cr|a_m|entc Falla
parcial

-

Fig.5. 4 Diagrama de espacio de estados de un componente con estado de salida
parcial

5222 SISTEMA CON DOS COMPONENTES REPARABLES

Cuando el sistema consta de dos componentes reparables, existen cuatro estados posibles.
Si A4, Yy AM, son las tasas de falla y reparaciéon de los componentes 1 y 2

respectivamente, el diagrama de espacio de estados correspondiente se ilustra en la Fig.5.5.

Es importante hacer notar que, en este caso, el diagrama es el mismo independientemente
de que se trate de componentes en serie 0 en paralelo y el estado del sistema dependera de
la interconexién de los componentes.

Ademas, este diagrama se puede modificar, como en el caso anterior, eliminando los

estados que no son factibles o adicionando, cuando sea necesario, las salidas parciales o
estados reducidos.
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1 _ 2
Comp 1 Bien Cemp 1 Dafado
Comp 2 Bien L Comp 2 Bien
My
* 2 M2 . -
A 1
3 -
Comp 1 Bien Cemp 1 Dariado
Comp 2 Dafiade [ P Comp2 Dafado
1

Fig.5. 5 Diagrama de espacio de estados para un sistema de dos componentes

5223 SISTEMA CON UN NUMERO GRANDE DE COMPONENTES REPARABLES

El nUmero maximo de estados en un sistema de tres componentes, en el cual cada uno de
. 3 .

ellos puede estar en dos estados diferentes, es 2° o sea 8, como se muestra en la Fig.5.6,

donde A;, 4, representan las tasas de falla y reparacién del componente i. Ademas O y F

indican si el componente esta operando o en falla.

Cuando el numero de componentes y el nUmero de estados en que cada componente puede
residir crece; el numero de estados en el diagrama también aumenta de una manera mas
que proporcional. De hecho, si se representan todos los estados, el numero de estados en el

diagrama es 2" si el sistema consta de n componentes y cada componente se representa

por el modelo de dos estados o 3" si cada componente tiene un estado de operacién
reducido. Debido a esto el sistema se hace dificil de manejar para sistemas grandes.

Para la solucion de este caso se puede utilizar el truncamiento de estados, o sea que se
ignoran los estados que tienen muy poca probabilidad de ocurrencia; o como alternativa se
hace uso de las técnicas de solucion aproximada basada en el modelado de Markov

5.2.3 MATRIZ ESTOCASTICA DE PROBABILIDADES DE TRANSICION

Como se establece en el Apéndice A, en el caso de las cadenas de Markov discretas, se
puede definir la matriz estocastica de probabilidades de transicion la cual presenta las
probabilidades de hacer una transicion de un estado del sistema a otro. Es relativamente facil
apreciar en ese caso como cada etapa en la cadena representa un intervalo de tiempo igual
y la probabilidad de transiciéon en cada intervalo es constante.

Se puede derivar una matriz similar para un proceso de Markov continuo. La diferencia
fundamental es que, en este ultimo caso, el intervalo discreto de tiempo no es parte de la

87



Técnicas para la evaluacion de la confiabilidad de sistemas eléctricos de potencia

especificacion del problema. Como ya se hizo anteriormente, se puede introducir un intervalo
de tiempo incremental Af el cual sea suficientemente pequefio de tal manera que la
probabilidad de ocurrencia de dos o mas transiciones en ese intervalo sea despreciable.
Entonces |la matriz estocastica de probabilidades de transicion se puede derivar en términos
de esta forma "discretizada" del proceso continuo dado que la probabilidad de ocurrencia de
una transicion en ese intervalo de tiempo es igual a la tasa de transicién multiplicado por el
intervalo de tiempo.

Si la tasa de falla de un componente es 4 entonces la probabilidad de una transicion hacia
la falla en el tiempo At = AAt y la probabilidad de no fallar en el tiempo Af =1-AAt

En el caso de un componente simple reparable representado por el diagrama de espacio de
estados mostrado en la Fig.5.3. la matriz estocastica de probabilidades de transicién P es

p 1- 1At ANt Ec.5. 51
HAL 1 - uAt

A4 B=BIEN

D=0afia0o

Fig.5. 6 Diagrama de espacio de estados para un sistema de tres componentes

5.2.4 TECNICAS DE FRECUENCIA Y DURACION
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Las técnicas de Markov descritas en los incisos anteriores permiten calcular la probabilidad
de residencia en cada estado del sistema, las probabilidades de que el sistema esté en buen
estado o en estado de falla. Sin embargo es muy benéfico, para el entendimiento completo
del comportamiento del sistema, evaluar indices adicionales de confiabilidad para sistemas
que se encuentran de una manera continua ya sea operando, en reparacion o recibiendo
mantenimiento. Esto indices adicionales son la frecuencia con que se presenta un estado del
sistema y la duracion promedio de residencia en ese estado.

Los conceptos asociados con estas técnicas se pueden describir mejor analizando el sistema
reparable de un solo componente que hemos utilizado en los incisos anteriores. Considérese
el diagrama de espacio de estados de la Fig.5.7 y la probabilidad de residencia en el estado
de operacion (disponibilidad) y la probabilidad de residencia en el estado de falla
(indisponibilidad) definidas en las ecuaciones 5.44 a 5.49

M m Ec.5. 52
Py= =

Aty m+r
P = A Ec.5. 53
! A+u m+r
donde

A =tasa de falla del componente
M =tasa de reparacion del componente
m = tiempo medio operando del componente

r =tiempo medio de reparacion del componente

En la Fig.5.7b, el periodo T es el tiempo del ciclo del sistema y es igual a la suma de del
tiempo medio a la falla (MTTF) vy el tiempo medio de reparacion (MTTR). Este ciclo de
tiempo se define como el tiempo medio entre fallas (MTBF). Algunos autores usan MTBF en
vez de MTTF; sin embargo como se puede ver en la figura, existe una diferencia conceptual
importante entre ambas. Asi, pues, se pueden definir también las siguientes relaciones
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Estado O Eatadn i
Camponents Carmganesb

cperando &= Tala

r m
] el
[ Ll

Fig.5. 7 Sistema de un solo componente.(a) Diagrama de espacio de estados.(b)
Diagrama de tiempo medio/estado

m=MITTF =1/ Ec.5. 54
r=MTIR=1/pu Ec.5. 55
T=MTB=m+r=1/f Ec.5. 56

donde f = frecuencia del ciclo, es decir, la frecuencia de encontrar un estado del sistema.

De las ecuaciones 5.52 y 5.53, la probabilidad de residencia en cualquier estado del sistema
es igual a tiempo de residencia media de ese estado dividida entre el tiempo medio del ciclo
requerido para que ocurra el estado. Aunque este concepto se esta definiendo con base en
el sistema de dos estados; es aplicable, sin embargo, a cualquier sistema reparable sin
importar el nimero de estados del sistema. Por lo tanto si P(S) es la probabilidad de
residencia en el estado S, m(S) es el tiempo medio ocupado en ese estado S y T(S) es el
tiempo medio entre encuentros del estado S.

_m(S) Ec.5. 57

"

Aplicando entonces estas definiciones se tiene que

f=PyA=Pu Ec.5. 58
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En palabras la ecuacion anterior se puede establecer como sigue:

i) La frecuencia de encontrar al sistema en el estado de operacion es igual a la probabilidad
de estar en ese estado multiplicado por la tasa de partida de ese estado.

ii) La probabilidad de que el sistema esté en el estado de falla es igual a la probabilidad de
NO estar en ese estado, multiplicado por la tasa de entrada a ese estado.

Este concepto es aplicable unicamente a tiempos largos o el comportamiento promedio del
sistema y no vale para el estado transitorio.

Por lo tanto si (S) es la frecuencia de encontrar un estado, P(S) es la probabilidad de estar
en ese estado, P =(S) es la probabilidad de NO estar en el estado, 1.(S) es la tasa de

partida del estado y 1.(S) es la tasa de entrada al estado, entonces
) =P(S) 24(S)=P(S) 1.(S) Ec.5. 59

Finalmente, dado que T(S)= 1/(S)

mis)= O _ 1 Ec.5. 60
S Aa(S)

En palabras, la ecuacion anterior establece que la duracién media de un estado es igual al
inverso de su tasa de partida de ese estado, como se establecié previamente. La ecuacion
también muestra que esa duracién media es igual a la probabilidad de residir en un estado
dividida entre la frecuencia de encontrar el estado.
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5.2.5 EVALUACION APROXIMADA DE LA CONFIABILIDAD DE UN SISTEMA

Los procedimientos que se definieron en los parrafos anteriores, son dificiles de manejar,
inclusive con la ayuda de computadoras digitales, cuando los sistemas que se desea analizar
se vuelven mas grandes o mas complejos. En tales casos, existen métodos alternativos
basados en los procedimientos de Markov, los cuales utilizan ecuaciones aproximadas. La
esencia de estas técnicas aproximadas es derivar un conjunto de ecuaciones adecuadas
para aplicarse en un sistema serie en el cual deben operar todos los componentes para el
éxito del sistema o para un sistema en paralelo en el cual se necesita que trabaje al menos
un componente para opere el sistema. Estas ecuaciones se pueden utilizar en conjuncion
con las técnicas de modelado de redes de confiabilidad que se establecieron en el Capitulo
3, para obtener resultados rapidos y suficientemente precisos para un amplio rango de
sistemas practicos.

5.2.51 SISTEMAS EN SERIE

Consideremos el caso de dos componentes conectados en serie. El diagrama de espacio de
estados para este sistema se muestra en la Fig.5.5; suponiendo que existen todos los
estados. La probabilidad de que el sistema esté en el estado de operacion es

_ y7Rys Ec.5. 61
(At /"1)(12 + /Jz)

Donde A, 4., 4, ¥ 14, son las tasas de falla y reparacion, de las dos componentes,

P operaci on

respectivamente. Entonces, es necesario encontrar las tasas de falla y reparacion, As V t

de un componente simple equivalente a los dos componentes en serie, como se muestra en
la Fig.5.8. La probabilidad de que el componente sencillo esté en el estado de operacién es
Uy Ec.5. 62

P operacion —

As T Uy

= ’5'1'&‘1 f-ﬂfug — — o— /'_Q,UQ

Fig.5. 8 Representacion de un sistema de dos componentes en serie

Para que el componente sencillo sea equivalente al original se necesita que

Y73y _ Mg Ec.5. 63
(/11""/11)(/12"',“2) Ast Hy

También dado que la tasa de transicion desde el estado de operacion, para el componente
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sencillo equivalente, es As, y para el sistema de dos componentes es (1,1 1.), entonces
As= it Az Ec.5. 64

Sustituyendo 5.64 en 5.63 y remplazando las tasas de reparacion, u; por el inverso de los

tiempos de reparacion, i, se tiene

A Airit At iAo Ec.5. 65
Hs As

rs—

En muchos sistemas el producto (A;7) es muy pequefio y por lo tanto
Ardzrir2? Airr Y A2r2; entales casos la ecuacién anterior se reduce a

_Airi T A Ec.5. 66
A

Utilizando la I6gica establecida en 5.64 y 5.65 la tasa de falla y la duraciéon promedio de falla
de un sistema general de n componentes en serie se puede definir como

As= i Ai
i=1

n Ec.5. 68

Z/L' Vi

=)
sT
As

Ec.5. 67

Y la probabilidad de que el sistema esté en falla, de acuerdo a lo encontrado en el inciso
anterior queda

Us=fs rs Ec.5. 69
Como en muchos casos practicos 1/4 = 1/f

Entonces podemos obtener la ecuacién aproximada
n Ec.5.70
Us=Asrs= z&,‘l’i
i=1
Se deben hacer notar lo siguiente:

(a) Antes de usar este conjunto de ecuaciones, es necesario establecer si éstas son validas
para el sistema que se analiza.
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(b) Las ecuaciones dan, unicamente, los valores medios o esperados de los parametros que
se evaluan. Adicionalmente, existe una distribuciéon asociada con esos valores la cual no es
exponencial, a pesar de que los indices de los componentes fuesen exponencialmente
distribuidos.

(c) Aunque las ecuaciones se derivaron basados en la teoria de las cadenas de Markov y se
supuso una distribucion exponencial, son igualmente aplicables para evaluar los valores
medios de tiempo largo de otras distribuciones.

5.2.5.2 SISTEMAS EN PARALELO

Considérese inicialmente el caso de un sistema de dos componentes para el cual el
diagrama de espacio de estados se muestra en la Fig.5.9. La probabilidad de que el sistema
esté en el estado de falla esta dado por

A Az Ec.5. 71

(AT u ) (At us,)

P =

En este caso se necesita obtener la tasa de falla A, y tasa de reparacion u, de un

componente sencillo que sea equivalente a los dos componentes en paralelo. Este hecho se
ilustra en la Fig.5.10.

4
1 , gl
Comp 1 El_sn Comp 1 Dafiado
Comp2 Bien | Comp 2 Bien
A My A
A, Moo ? Z
h d A, h
? &
Comp 1 Bien Comp 1 Dafiado
Comp 2 Dafiade [ P Comg 2 Dafiade
1

Fig.5. 9 Diagrama de espacio de estados de un sistema de dos componentes
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Fig.5. 10 Representacion de un sistema de dos componentes en paralelo

La probabilidad de que el componente sencillo esté en el estado de falla es

A
P, = ‘
Apt Hp

Ec.5.72

Dado que las dos ecuaciones anteriores deben ser idénticas

Ar  _ Ai A2
AP—F,UP (114_#1)(22—’—/12)

Ec.5.73

La tasa de transicion del estado de falla del sistema de dos componentes es

Hp= ) 1,

o lo que es lo mismo

rir:
[
ritrs

Este ultimo valor representa

Ec.5.74

Ec.5.75

Ec.5.76

el periodo promedio de tiempo durante el cual ambos

componentes estan de manera simultanea fuera de servicio. Este evento se conoce como un

evento de falla traslapada.

Sustituyendo 5.76 en 5.73
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_ Aida(ritra) Ec.5.77

A
! 1+ 2m1F Ao

Como es frecuente en la practica( A;7;) ¥ (A:r2) son mucho menores que la unidad,
entonces

Ar = Aida(ri+rs) Ec.5.78
Y finalmente
Up=Aprp=AiAsrir: Ec.5. 79

Es importante hacer notar que los tres comentarios que se hicieron para el caso de el
sistema serie; son también aplicables en este caso. La uUnica diferencia es que, en este
ultimo caso, no es posible extender las ecuaciones del sistema paralelo de dos componentes
a un sistema general de n componentes.

5.3 CONCLUSIONES

Este capitulo se ha desarrollado con dos objetivos basicos:

(a) Correlacionar los conceptos y parametros que se utilizan en la teoria general de la
confiabilidad (los cuales se establecen en el Capitulo 2, Capitulo 3 y en el Apéndice A con las
variables y términos que se utilizan normalmente para la evaluacion de la confiabilidad de
sistemas eléctricos de potencia. Por ejemplo, la funcién de distribucién de probabilidades con
la confiabilidad (R) del sistema; el valor medio o esperado 4, con el tiempo medio a la falla
(MTTF), etc.

(b) Introducir, de una manera muy breve, la terminologia y técnicas generales (probabilisticas
y cadenas de Markov) que se utilizan para evaluar la confiabilidad de sistemas eléctricos.

Existen varios conceptos que no se han analizado en este capitulo; por ejemplo, la inclusion
de mantenimiento programado, componentes de repuesto, efectos de las condiciones
atmosféricas, fallas en modo comun (o dependiente), sistemas con un numero grande de
componentes, etc., ya que ello haria este capitulo confuso y de dimensiones inaceptables.
Sin embargo, en los capitulos que siguen, tomaremos de entre ellos los que sean necesarios
para el andlisis adecuado de los sistemas de distribucion que son el tema objetivo de este
trabajo.
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CAPITULO 6

ANALISIS DE CONFIABILIDAD DE SISTEMAS DE DISTRIBUCION
RADIALES

Ya hemos mencionado en capitulos anteriores las razones que justifican sobradamente la
importancia de evaluar de una manera adecuada la confiabilidad de los sistemas de
distribucion; resumiendo dichas conceptos podriamos decir lo siguiente:

e Tradicionalmente los sistemas de distribucién han recibido poca atencién debido a
que sus fallas tienen menos impacto (sobre todo en el aspecto politico o en la
operacion total del sistema) que las fallas en otros subsistemas como podrian ser, por
ejemplo, las fallas de los sistemas de generacion.

¢ Aunque los sistemas de distribucién son generalmente menos costosos que los otros
subsistemas, si se consideran colectivamente, representan un porcentaje muy

importante del costo total del sistema.1

e Es necesario obtener un balance razonable en la confiabilidad de las diferentes
partes constituyentes del sistema (generacion, transmision, distribucion).

Existen un gran numero de procedimientos que permiten obtener buenos niveles de
confiabilidad de los sistemas de distribucion, sobre todo con relacion al usuario, entre los
cuales se pueden mencionar: los esquemas alternativos de refuerzo, la inclusion de
componentes de repuesto, mejoras a las politicas de mantenimiento y politicas alternativas
de operacién. No es posible comparar, cuantitativamente, los beneficios de tales alternativas
si no se hace uso de las técnicas de evaluacion cuantitativa de la confiabilidad.

Las técnicas que se necesitan para analizar un sistema de distribuciéon dependen del tipo de
sistema que se esta considerando y de la profundidad de analisis requerida. En este capitulo
nos ocuparemos de las técnicas basicas de evaluacién, las cuales son completamente
satisfactorias para el analisis de sistemas radiales. Posteriormente, en el capitulo siguiente,
extenderemos estas técnicas basicas a la evaluacién de sistemas en malla o en paralelo e
incluiremos otros conceptos mas finos en el modelado.

6.1 INDICES GLOBALES DE CONFIABILIDAD DEL SISTEMA

Un sistema de distribucion radial consiste de un conjunto de componentes en serie, el cual
incluye lineas, cables, equipos de interrupcion, barras colectoras, etc. Un usuario conectado
a cualquier punto de carga del sistema requiere que todos los componentes localizados entre
él y el punto de abastecimiento, estén operando. Consecuentemente, se puede aplicar el
principio de sistema en serie que se definié en el capitulo anterior. Asi pues, como ya se
establecio, los tres parametros basicos de confiabilidad del sistema son: la tasa media de

falla (As), el tiempo medio de interrupciéon (7s) y tiempo promedio anual de interrupcion
(Us), los cuales estan dados por3
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Ec.6.1
As= D i
Ec.6. 2
Us= Zﬂiri ¢
Ec.6. 3
% _ Zﬂ, Vi

rs= Ai

S

i

Considérese el sistema radial mostrado en la Fig. 6.1. para el cual las tasas de falla y
tiempos de reparacién de cada linea se muestran en la Tabla 6.1. En este ejemplo se asume
que las fallas de las lineas son independientes; o sea que no influye la falla de cualquiera de
las lineas sobre la operacion de las restantes. En este ejemplo se muestra el hecho, tipico y
generalmente aceptado, de que a medida de que un usuario estd mas alejado del punto de
abastecimiento tiende a sufrir un mayor nimero de interrupciones y a tener una mayor
indisponibilidad del sistema. Este ultimo no es, sin embargo, un hecho universal y definitivo
como se demostrara mas adelante.

Los indices globales que se definieron en 6.1, 6.2 y 6.3, para efectos de brevedad, los
llamaremos: tasa de falla, duracién de interrupcién y tiempo anual de interrupcion. Sin
embargo, es importante recalcar el hecho de que no son valores deterministicos sino que son
valores esperados o promedio de una distribucion de probabilidad y que por lo tanto
Unicamente representan valores medios para tiempos muy largos.

Fuents

1
m
-

L1 L2 L3

Fig.6. 1 Sistema radial con tres puntos de carga

Aunque los tres indices primarios o hdsicas son de fundamental importancia; no siempre
dan una representacion completa del comportamiento del sistema. Por lo tanto y con el fin de
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reflejar la severidad o importancia de una interrupcién, es necesario evaluar otros indices
adicionales de confiabilidad. Estos ultimos se pueden dividir en dos grupos: indices
orientados al usuario e_indices orientados a la carga. Para el ejemplo de la Fig. 6.1, los
indices basicos para los componentes del sistema (A, B, y C) se dan en la Tabla 6.1; y a
partir de ellos se calculan los indices de confiabilidad de los puntos de carga (L1,L2 y L3) que
se muestran en la Tabla 6.2. Los indices adicionales se definen y analizan en los proximos

incisos.

Tabla 6. 1 indices de confiabilidad para los componentes del sistema de la Fig. 6.1

A, Ty

Linea (f/afio) (horas)
A 0.20 6.0
B 0.10 5.0
c 0.15 8.0

Tabla 6. 2 indices de confiabilidad para los puntos de carga del sistema de la Fig.6.1

Punto de carga A 1 U,
(f/ano) (hoTas) (horas/afo)

L1 0.20 6.0 1.2

L2 0.30 5.7 1.7

L3 0.45 6.4 2.9

6.2 INDICES ORIENTADOS AL USUARIO

Las compafiias suministradoras de energia eléctrica han desarrollado diferentes indices de
este tipo; pero los mas utilizados a nivel mundial son los siguientes:

a) Indice de frecuencia de interrupcién promedio del sistema,(SAIFI).

SAIFT = Numero total de interrupciones usuario > 3; N; Ec.6. 4
Numero total de usuarios servidos 2N
b) indice de frecuencia de interrupcién promedio del usuario, (CAIFI).
Numero total de interrupciones usuario Ec.6.5

CAIFI =

Numero total de usuarios afectados

Este indice difiere de SAIFI unicamente en el valor del denominador. En la aplicaciéon de este
indice, los usuarios afectados deberan contarse sélo una vez, sin importar el nUmero de
interrupciones que pudieran haber experimentado durante el afo.
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c) indice de duracion promedio de interrupcién del sistema,(SAIDI).

Suma de duraciones de interrupcion por usuario _ XU; N; Ec.6.6

SAIDI =
Numero total de usuarios >N,

d) Indice de duracién promedio de interrupcién del consumidor, (CAIDI).

Suma de duraciones de interrupcion por usuario _ 2XU; N; Ec.6.7

CAIDI =
Numero total de interrupciones por usuario 21 Ni

e) Iindice de disponibilidad (indisponibilidad) promedio del servicio, (ASAI, ASUI).

ASAT = horas usuario de servicio disponible _ 2. N; x 8760-2U; N, Ec.6. 8
horas usuario demandadas 2N, x8760
ASUI = ] - ASA] = horas usuario de servicio no disponible _ XU, N, Ec.6.9
horas usuario demandadas 2N, x8760

En las ecuaciones anteriores A; es la tasa de falla, U; es el tiempo anual de falla, N; es el
numero de consumidores para el punto "i" en todos los casos y 8760 es el nUmero de horas
en un ano calendario.

6.3 INDICES ORIENTADOS A LA CARGA Y ENERGIA

Uno de los parametros requeridos para la evaluacion de estos indices es la carga promedio
en cada punto de carga. La carga promedio L. esta dada por

(i)

L.=L, f Ec.6. 10
donde

L, = valor pico de la demanda de carga

Jf = factor de carga
(ii)

_ energia total demandada en el periodo de interés _ E, Ec.6. 11

a

periodo de interés t

Los indices normalmente utilizados son los siguientes:
a) Energia total no abastecida por el sistema, (ENS)

ENS =2 La(i)U; Ec.6. 12

donde L. es la carga promedio conectada al punto /.
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b) Energia promedio no abastecida, (AENS), o indice de reduccién de carga promedio
del sistema (ASCI).

energia total no abastecida 2 Laiy U, Ec.6. 13
AENS = "8 asteciaa___ 2LayU
numero total de usuarios servidos 2N
c) Indice de reduccion de carga promedio al usuario, (ACCI)
energia total no abastecida Ec.6. 14

ACCI =

numero total de consumidores afectados

Este ultimo indice difiere de AENS de la misma manera que CAIFI difiere de SAIFI; es por lo
tanto un indice muy util para monitorear los cambios de energia promedio no abastecida
entre un afo calendario dado y otro.

Regresando al sistema mostrado en la Fig. 6.1 y definiendo el numero de consumidores y
cargas promedio que se muestran en la Tabla 6.3; calcularemos a continuacién los indices
orientados a la carga y al usuario.

Tabla 6. 3 Numero de consumidores y cargas promedio(Sistema de la Fig.6.1)

Punto de carga Numero de Carga promedio
consumidores (kW)
L1 200 1000
L2 150 700
L3 100 400
Total 450 2100

Haciendo uso de las definiciones hechas en los incisos anteriores y utilizando el programa
INCORAD.m, elaborado en MATLAB, cuyo cédigo se presenta en el Anexo C se obtienen los
siguientes resultados
Numero de puntos de carga = 3
mdat =
1.0e+003 *
0.0002 0.0060 0.2000 1.0000

0.0003 0.0057 0.1500 0.7000
0.0004 0.0064 0.1000 0.4000

SAIFI =
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0.2889 Interrupciones/consumidor.afio

SAIDI =

1.7433 Horas/consumidor

CAIDI =

6.0346 Horas/consumidor.interrupcion
ASAI = 0.9998
ASUIl = 1.9901e-004
ENS = 3549 kWh/afio

AENS = 7.8867 kWh/consumidor.afio
6.4 APLICACION A SISTEMAS RADIALES

Muchos sistemas de distribucion se construyen por medio de un conjunto de secciones de
linea conectados en serie, alimentando varios puntos de carga a lo largo de toda su longitud
y reciben el nombre de alimentadores radiales. Constan normalmente de varias secciones de
linea, que conforman el alimentador principal, a lo largo del cual se van conectando los
diferentes puntos de carga a través de alimentadores derivados o laterales. Los sistemas
mas complejos se construyen interconectando varios sistemas radiales ya sea en paralelo o
formando una malla cerrada, dejando, sin embargo, la posibilidad de abrir la malla en varios
puntos para aislarlos cuando ocurren fallas o se requiera aislar algunos puntos para efectuar
mantenimiento.

Asi pues, en este capitulo estudiaremos la confiabilidad de sistemas radiales y dejaremos el

o . . o 4 .
analisis de las redes mas complicadas para el capitulo siguiente . Consideremos ahora el
sistema radial que se presenta en la Fig. 6.2. y establezcamos las siguientes caracteristicas
del mismo:

i) Se conocen las tasas de falla y tiempos de falla promedio (reparacion) de todos los
equipos, lineas y cables que integran el sistema.

ii) Se conoce el numero de usuarios y la carga promedio(kW) de todos los puntos de carga.

i) La ocurrencia de una falla ( ya sea monofasica, o de cualquier otro tipo) siempre
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provocara la desconexion de las tres fases, por medio de la operacién del interruptor.

iv) Como no existe posibilidad de aislamiento de las fallas, mas que a través del interruptor,
cualquier falla que se presente en el sistema debe repararse antes de volver a cerrar el
sistema.

Fuente
1 2 3 4
a b C d
R - -
A B > D

Fig.6. 2 Sistema de distribucion radial con cuatro puntos de carga
Bajo estas condiciones, la confiabilidad de todos los puntos del sistema es idéntica.

La configuracion de este sistema no es recomendable para ser utilizada en la practica, sin
embargo es la mas simple que puede existir y nos servira de base para comparar como varia
su confiabilidad a medida que se incluyen en el sistema mas posibilidades de aislamiento de
la falla; se le adicionen protecciones o se mejoren sus politicas de operacion.

Para este analisis, evaluaremos cinco casos, los cuales se describen a continuacion
CASO 1. Evaluacion del caso base o sea del sistema tal y como aparece en la Fig. 6.2.

CASO 2. Se agrega protecciones al caso base, por medio de fusibles, en cada uno de los
distribuidores laterales.

CASO 3. Al sistema del Caso 2 se le adiciona la posibilidad de desconexién en cada una de
las secciones del alimentador principal a la salida de los puntos de conexion de los
distribuidores laterales.

CASO 4. Al caso anterior se le adiciona la posibilidad de que fallen ocasionalmente los
fusibles de proteccion de los laterales.

CASO 5. Al sistema del Caso 4 se le adiciona la posibilidad de transferir cargas a un
segundo circuito, o circuito de respaldo a través de una conexion manual.
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Para la evaluacion de los indices basicos, se utilizan tablas elaboradas en Excel; y con los
datos obtenidas de ellas, se calculan los indices adicionales de confiabilidad, que incluyen
tanto los indices orientados al usuario como los indices orientados a la carga y la energia.
Para efectuar la evaluacion de los indices de confiabilidad de sistemas radiales se utiliza
nuevamente el programa de cémputo INCORAD.m. Este programa es de uso general para
sistemas radiales con cualquier numero de nodos, teniendo como Unico limite la capacidad
de la computadora que se utilice; tiene la posibilidad de analizar los cuatro casos antes
mencionados Y fue verificado con los resultados presentados en la Referencia 4.

Como entradas del programa se requieren los parametros que caracterizan el sistema y que
se ingresan como datos en las tablas de Excel; estos datos son:

a). Numero de secciones del alimentador principal; el cual es igual al nimero de laterales
b). Tasa de falla y tiempo medio de interrupcion (de reparacion del sistema)

c¢). Numero de consumidores

d). Demanda promedio para cada punto de carga

Con los datos mencionados se calculan los indices basicos 4, ry U globales del sistema; y
estos datos son la entrada para el programa INCORAD.m. Este ultimo programa calcula e
imprime

a). Los indices de confiabilidad orientados al usuario

b). Los indices de confiabilidad orientados a la carga y energia

CASO 1

A continuacién, en las Tablas 6.4 y 6.5 se dan los datos de entrada para el Caso 1 (Caso
Base) mostrado en la Fig. 6.2.
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Tabla 6. 4 Parametros de confiabilidad para el Caso 1(Caso Base)

A r
Componente (fallas/afio) (horas)
Seccién
1 0.2 4
2 0.1 4
3 0.3 4
4 0.2 4
Distribuidor

a 0.2 2
b 0.6 2
c 0.4 2
d 0.2 2

Tabla 6. 5 Numero de consumidores y carga conectada

Punto de carga Numero de consumidores Carga promedio
conectada(kW)

A 1000 5000

B 800 4000

C 700 3000

D 500 2000

Tabla 6. 6 indices basicos de confiabilidad para el Caso 1

Punto de carga A Punto de carga B Punto de carga C Punto de carga D
A A A A
Componente] (f/afio) | r |U (h/afio)| (f/afo) | r U (h/afio)| (f/afio) | r U (h/afio)| (f/afio) | r |U (h/afio)
Seccién
1 0.2 4 0.8 0.2 4 0.8 0.2 4 0.8 0.2 4 0.8
2 0.1 4 0.4 0.1 4 0.4 0.1 4 0.4 0.1 4 0.4
3 0.3 4 1.2 0.3 4 1.2 0.3 4 1.2 0.3 4 1.2
4 0.2 4 0.8 0.2 4 0.8 0.2 4 0.8 0.2 4 0.8
Distribuidor
a 0.2 2 0.4 0.2 2 0.4 0.2 2 0.4 0.2 2 0.4
b 0.6 2 1.2 0.6 2 1.2 0.6 2 1.2 0.6 2 1.2
c 0.4 2 0.8 0.4 2 0.8 0.4 2 0.8 0.4 2 0.8
d 0.2 2 0.4 0.2 2 0.4 0.2 2 0.4 0.2 2 0.4
Total 2.2 2.7 6 2.2 2.7 6 2.2 2.7 6 2.2 2.7 6
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Con los datos obtenidos en la tabla anterior se calculan los indices adicionales obteniendo

» INCORAD
Numero de puntos de carga =4

mdat =
1.0e+003 *

0.0022 0.0027 1.0000 5.0000
0.0022 0.0027 0.8000 4.0000
0.0022 0.0027 0.7000 3.0000
0.0022 0.0027 0.5000 2.0000

SAIFI = 2.2000 Interrupciones/consumidor.afo
SAIDI = 6.0060 Horas/consumidor

CAIDI = 2.7300 Horas/consumidor.interrupcién

ASAl = 0.9993

ASUI = 6.8562e-004

ENS = 84084 kWh/afio

AENS = 28.0280 kWh/consumidor.afo

»

CASO 2

En la Fig. 6.3. se muestra una variacién del sistema que se considera como caso base; en la
cual se instalan fusibles en cada uno de los distribuidores laterales. Bajo estas condiciones,
en caso de que ocurra una falla en un lateral, actia el fusible que lo protege, desconectando
ese punto de carga hasta que se repara la falla pero sin desconectar los demas puntos de
carga. De esta forma son mejorados los indices de confiabilidad de todos los puntos de carga
aunque esa mejora es diferente para cada uno de ellos. Para este caso, el programa calcula,
en adicién a lo ya mencionado anteriormente, cual es el punto de carga con menor
confiabilidad. Los resultados correspondientes a los indices basicos se establecen en la
Tabla 6.7 continuacion.
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Fuente
1 2 3 4
a gﬂ
b C d
> L o >
A B C D
Fig.6.3 Sistema radial con laterales protegidos por fusibles
Tabla 6. 7 indices basicos de confiabilidad para el Caso 2
Punto de carga A Punto de carga B Punto de carga C Punto de carga D
A A A A
Componente| (f/afo) | r |U (h/afo)| (f/afo) | r U (h/afio)| (f/afo) | r |U (h/afo)| (f/afo) | r |U (h/afio)
Seccién

1 0.2 4| 08 0.2 4| 08 0.2 4| 08 0.2 4| 08

2 0.1 4| 04 0.1 4| 04 0.1 4| 04 0.1 4| 04

3 0.3 41 12 0.3 4| 12 0.3 4| 12 0.3 41 12

4 0.2 4] 08 0.2 4| 08 0.2 4| 08 0.2 4| 08

Distribuidor

a 0.2 2| 04

b 0.6 2| 12

c 0.4 2| 08

d 0.2 2| 04
Total 1 3.6] 3.6 1.4 3.1 44 1.2 33 4 1 3.6] 3.6

Y los indices adicionales se modifican de la siguiente manera
» INCORAD

Numero de puntos de carga =4

mdat =

1.0e+003 *
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0.0010 0.0036 1.0000 5.0000
0.0014 0.0031 0.8000 4.0000
0.0012 0.0033 0.7000 3.0000
0.0010 0.0036 0.5000 2.0000

SAIFI = 1.1533 Interrupciones/consumidor.afo

SAIDI = 3.9047 Horas/consumidor

CAIDI = 3.3855 Horas/consumidor.interrupcion

ASAl = 0.9996

ASUI = 4.4574e-004

ENS = 54772 kWh/afio

AENS = 18.2573 kWh/consumidor.afo

»

CASO 3

En la Fig. 6.4. se incluye la mejora, con relacion al caso 2, de incluir cuchillas
desconectadoras de operacién manual en puntos adecuados a lo largo del alimentador
principal. En caso de una falla en este circuito, opera el interruptor principal, pero éste puede
cerrarse en cuanto se localice la falla y se aisle con la apertura manual de la cuchilla
adecuada. Bajo estas circunstancias no es necesario entonces esperar a que se repare la
falla para conectar los puntos de carga que estan localizados entre la fuente y el punto
fallado. El tiempo total requerido para la localizacién de la falla y reconexion del sistema es
generalmente menor que el tiempo de reparacion. En el ejemplo que estamos resolviendo se
considera que es de 0.5 horas y se da como dato de entrada al programa, los resultados de
los indices basicos para esta opcién se muestran en la Tabla 6.8.
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Fuente

Fig.6. 4 Sistema reforzado con fusibles y cuchillas desconectadoras

Tabla 6. 8 indices basicos de confiabilidad para el Caso 3

Punto de carga A Punto de carga B Punto de carga C Punto de carga D
A A A A
Componente| (f/afio) | r |U (h/afio)| (f/aifo) | r U (h/afio)] (f/ano) | r U (h/afio)] (f/aho) | r U (h/afio)
Seccién
1 0.2 4 0.8 0.2 4 0.8 0.2 4 0.8 0.2 4 0.8
2 0.1 0.5| 0.05 0.1 4 0.4 0.1 4 0.4 0.1 4 0.4
3 0.3 0.5| 0.15 0.3 0.5 0.15 0.3 4 1.2 0.3 4 1.2
4 0.2 0.5 0.1 0.2 0.5 0.1 0.2 0.5 0.1 0.2 4 0.8
Distribuidor
a 0.2 2 0.4
b 0.6 2 1.2
c 0.4 2 0.8
d 0.2 2 0.4
Total 1 1.5 15 1.4 1.9 2.65 1.2 2.8 3.3 1 3.6] 3.6
» INCORAD
Numero de puntos de carga =4
mdat =
1.0e+003 *
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0.0010 0.0015 1.0000 5.0000
0.0014 0.0019 0.8000 4.0000
0.0012 0.0027 0.7000 3.0000
0.0010 0.0036 0.5000 2.0000

SAIFI = 1.1533 Interrupciones/consumidor.afo
SAIDI = 2.5756 Horas/consumidor

CAIDI = 2.2332 Horas/consumidor.interrupcion
ASAlI = 0.9997

ASUI = 2.9402e-004

ENS = 35184 kWh/afio

AENS = 11.7280 kWh/consumidor.afo
CASO 4

En este punto se analiza el caso anterior pero con la variante que la proteccién primaria
(fusibles) puede fallar ocasionalmente. En tal caso, opera la proteccion de respaldo. El
sistema tiene la misma estructura del caso anterior, como se muestra en la Fig. 6.4, pero la
Unica variante es que supondremos que los fusibles operan con una probabilidad de 0.9; es
decir que operan adecuadamente 9 de cada 10 veces que son requeridos. En este caso los
indices de confiabilidad son diferentes al caso anterior debido a que por ejemplo; en el caso
de una falla en los alimentadores b, c, y d contribuyen a los indices del punto de carga A.
Para este caso la tasa de falla, para los diferentes puntos del circuito, se puede evaluar de la
siguiente manera

Tasa de falla = (Tasa de falla | fusible opera) x P(Fusible opere) + (Tasa de falla | fusible falla)
x P(Fusible falle)

Por ejemplo, la contribucién del alimentador b para la tasa de falla del punto de carga A sera:
Tasa de falla = 0x0.9+0.6x0.1=0.06

Los indices modificados para este caso se muestran en la Tabla 6.9, suponiendo que las
fallas pueden ser aisladas en 0.5 horas.

Como se puede observar, y como era de esperarse, los indices de este caso se han
degradado con respecto a los indices del caso anterior.
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Tabla 6. 9 indices basicos de confiabilidad para el Caso 4

Punto de carga A Punto de carga B Punto de carga C Punto de carga D
A A A A
Componente| (f/afio) | r |U (h/afio)| (f/afio) | r U (h/afio)] (f/afo) | r |U (h/afio)| (f/afio) | r |U (h/afio)
Seccion
1 0.2 4 0.8 0.2 4 0.8 0.2 4 0.8 0.2 4 0.8
2 0.1 0.5] 0.05 0.1 4 0.4 0.1 4 0.4 0.1 4 0.4
3 0.3 0.5| 0.15 0.3 0.5 0.15 0.3 4 1.2 0.3 4 1.2
4 0.2 0.5/ 0.1 0.2 0.5/ 0.1 0.2 0.5 0.1 0.2 4 0.8
Distribuidor
a 0.2 2 0.4 0.02 0.5 0.01 0.02 0.5 0.01 0.02 0.5 0.01
b 0.06 0.5| 0.03 0.6 2 1.2 0.06 0.5 0.03 0.06 0.5| 0.03
c 0.04 0.5] 0.02 0.04 0.5 0.02 0.4 2 0.8 0.04 0.5] 0.02
d 0.02 0.5| 0.01 0.02 0.5 0.01 0.02 0.5| 0.01 0.2 2 0.4
Total 1.12 1.4 1.56 1.48 1.8 2.69 1.3 2.6 3.35 1.12 3.3] 3.66

Quedando los indices adicionales de la siguiente manera

» INCORAD
Numero de puntos de carga = 4

mdat =

1.0e+003 *

0.0011 0.0014 1.0000 5.0000
0.0015 0.0018 0.8000 4.0000

0.0013 0.0026 0.7000 3.0000
0.0011 0.0033 0.5000 2.0000

SAIFI = 1.2580 Interrupciones/consumidor.afio

SAIDI = 2.6302 Horas/consumidor

CAIDI = 2.0908 Horas/consumidor.interrupcién

ASAI = 0.9997
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ASUI = 3.0025e-004
ENS = 3.5945e+004 kWh/afio

AENS = 11.9817 kWh/consumidor.afo

»

CASO 5

Finalmente, el la Fig. 6.5. y Tabla 6.10 se muestran las caracteristicas y resultados obtenidos
para el sistema que hemos venido analizando pero, en este caso, se tiene la posibilidad
adicional de transferir carga a un circuito con el cual se tiene una conexién normalmente
abierta. Este procedimiento de operacion tiene una importante influencia en los indices de
confiabilidad ya que permite, de una manera rapida, abastecer puntos de carga que de otra
manera quedarian desconectados hasta que se terminara la reparacion. Para este caso
también se considera el tiempo de reconexion igual a 0.5 horas y se da como dato de
entrada al programa.

Fuente

— e [ or oo oo o 1|

Fig.6. 5 Sistema con posibilidad de transferencia de carga a otro sistema adyacente
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Tabla 6. 10 indices basicos de confiabilidad para el Caso 5

Punto de carga A Punto de carga B Punto de carga C Punto de carga D
A A A A
Componente | (f/afio) | r U (h/afic) (f/afo) |r U (h/afio) (f/afio) |r U (h/afo) (f/afio) | r U (h/afio)
Secciodn
1 0.2 4| 038 0.2 0.5 0.1 0.2 0.5 0.1 0.2 0.5 0.1
2 0.1 0.5 0.05 0.1 4| 04 0.1 0.5 0.05 0.1 0.5 0.05
3 0.3 0.5 0.15 0.3 0.5 0.15 0.3 4 1.2 0.3 0.5 0.15
4 0.2 0.5 0.1 0.2 0.5 0.1 0.2 0.5 0.1 0.2 4| 0.8
Distribuidor
a 0.2 2| 04
b 0.6 2 1.2
c 0.4 2| 08
d 0.2 2| 04
Total 1 1.5 1.5 1.4 1.4 1.95 1.2 1.9 225 1 1.5 1.5

Los indices adicionales para este caso son
» INCORAD
Numero de puntos de carga = 4
mdat =
1.0e+003 *
0.0010 0.0015 1.0000 5.0000
0.0014 0.0014 0.8000 4.0000
0.0012 0.0019 0.7000 3.0000
0.0010 0.0015 0.5000 2.0000
SAIFI = 1.1533 Interrupciones/consumidor.afio
SAIDI = 1.7953 Horas/consumidor
CAIDI = 1.5566 Horas/consumidor.interrupcion

ASAI= 0.9998

ASUI = 2.0495e-004
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ENS = 25052 kWh/afio

AENS = 8.3507 kWh/consumidor.afio

»

6.5 CONCLUSIONES

En este capitulo, hemos analizado diferentes opciones de reforzamiento o practicas
operativas que permiten mejorar la confiabilidad de sistemas de distribucién radiales;
obviamente éstas no son las Unicas posibilidades, de hecho existe un gran numero de
combinaciones y variantes que se pueden presentar, restricciones impuestas a la
transferencia de carga, inclusién de equipos o circuitos redundantes, etc.

A manera de resumen en las Figuras 6.6, 6.7 y 6.8 se muestra en forma grafica la manera en
que varian los indices orientados al usuario, los indices orientados a la carga y la
disponibilidad e indisponibilidad de un sistema radial, para el ejemplo que hemos analizado a
lo largo de este capitulo.

6 indice

5.3 A " SAIFl —

5 " SAIDI

4.5 o " CAIDI

Cams 1 ﬂn; 2 En:;- 3 Casc 4

Fig.6. 6 Mejora de indices orientados al usuario
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Fig.6. 7 Mejora de indices de carga y energia
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Fig.6. 8 Cambios de la disponibilidad e indisponibilidad para los diferentes esquemas
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CAPITULO 7

CONFIABILIDAD DE SISTEMAS DE DISTRIBUCION EN PARALELO
O EN MALLA

Las técnicas de evaluacion de la confiabilidad, que hemos establecido en los dos capitulos
anteriores, pueden desarrollarse y perfeccionarse de manera que puedan ser utilizadas para
evaluar de una manera completa y precisa la confiabilidad de sistemas de distribucion mas
complicados, como es el caso de los sistemas en paralelo y en malla; con esto se logra cubrir
el andlisis de todas las configuraciones que se pueden presentar en los sistemas de

distribucion reales.

Aunque todas estas técnicas se han estado desarrollando con relacién a los sistemas de
distribucion, es importante establecer que también son aplicables a otros subsistemas
integrantes de los sistemas eléctricos de potencia, como es el caso de los sistemas de
transmision y subtransmisién, efectuando solamente algunas ligeras modificaciones para
tomar en cuenta las caracteristicas particulares de cada uno de ellos. Por ejemplo; en el caso
de estos ultimos subsistemas no son relevantes los indices dirigidos al usuario; en cambio,
se deberan calcular indices relacionados con los puntos de carga con los cuales se
interconectan y que les siguen en nivel de importancia en la red. Los indices evaluados con
este procedimiento se pueden usar como indices de entrada para el analisis de la
confiabilidad del siguiente nivel del sistema. Este proceso se puede continuar
secuencialmente hasta llegar al nivel que se desea evaluar; incluyendo por supuesto los
puntos de carga de los usuarios individuales.

7.1  TECNICAS DE EVALUACION DE SISTEMAS EN MALLA ?

Fundamentalmente existen tres técnicas basicas, todas ellas definidas en capitulos
anteriores, para la evaluacién de este tipo de sistemas, las cuales son:

7.1.1 EVALUACION MEDIANTE EL USO DE LOS DIAGRAMAS DE ESPACIO DE
ESTADOS

El primer método es muy preciso pero tiene el inconveniente que se vuelve dificil de manejar
a medida de que el tamafio del sistema crece; de hecho, si el sistema consta de "n"
componentes y cada componente puede tener dos estados (operando o danado), entonces
el sistema tiene 2" estados; ésta es la razon por la que el método es inadecuado para
usarse en sistemas grandes.

7.1.2 METODOS APROXIMADOS

La segunda opcion es el método aproximado; el cual utiliza, como ya se establecid en el
Capitulo 5, un conjunto de ecuaciones que permiten calcular la tasa de falla, el tiempo de
reparacion, y la indisponibilidad anual; los cuales son los tres indices basicos del sistema;
pero es dificil de utilizar para definir los indices complementarios que se requieren para
caracterizar completamente al sistema; asi como para calcular otros parametros que influyen
en los indices globales de confiabilidad del mismo.
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Es importante recordar que el conjunto de ecuaciones que se utilizan en este método son las
siguientes:

Para dos componentes en paralelo

_ LA, (i +1y)

= = 4 A,(r; +1,) cuando 4,7, <<1 Ec.7.1
P+ A+ Ay ()
nr Ec.7.2
l/' - =
S
U, =A44,nr Ec.7.3

a) Paratres componentes en paralelo

A,y = A A (nry + 1+ 1) Ec.7.4

nnr; Ec.7.5

r =
P(nry 4 1)

u =41

pp owlop = 212’2}“37’17’2’”3 Ec.7.6

Para sistemas de orden mayor se pueden utilizar las ecuaciones anteriores conjuntamente
con procesos de reduccién de la red o con el método de cortes minimos.

7.1.3 METODO DE REDUCCION DE LA RED

Como se menciond en el inciso anterior, también se puede utilizar el método de reduccion
de la red; el cual define un conjunto de componentes equivalentes, las cuales se obtienen
combinando en una forma secuencial todos los componentes del sistema y obteniendo
componentes equivalentes en serie y en paralelo.

Como ejemplo, analicemos el sistema mostrado en la Fig. 7.1; y supongamos, por ahora, que

los interruptores son 100% confiables y que los demas componentes tienen las
caracteristicas mostradas en la Tabla 7.1
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Fig.7. 1 Alimentador con dos transformadores en paralelo

Tabla 7. 1 Parametros de entrada del sistema

Confiabilidad de sistemas de distribucién en paralelo o en malla

Componente A (fallas/afio) r(horas)
1 0.5 10
2 0.5 10
3 0.01 100
4 0.01 100

Utilizando las ecuaciones para sistemas serie, establecidas en el capitulo anterior

As= D Ai
Us :::E:)liri

Us :::§:ﬂdri

rs = Ai

As :E:

i
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Se obtiene

Az = Ay, = 0.51 fallas/afio
I3 =71, =11.76 horas
U,; =U,,= 6 horas/afio

Combinandolas ahora en paralelo, utilizando las ecuaciones (6.2.1) a (6.2.3), se obtiene:

A,, = 6.984x10* fallas/afio
r,, = 5.88 horas
U,, = 4.107x10° horas/afio

Este método, sin embargo, tiene tres desventajas que son

A). No se puede utilizar para el analisis de componentes que tengan una configuracion que
no sea serie o paralelo; por ejemplo las configuraciones en delta o en estrella que son muy
comunes en los sistemas eléctricos de potencia.

B). Las areas y componentes de baja confiabilidad son absorbidas por los componentes
equivalentes en los que quedan incluidos y por lo tanto es dificil o imposible su identificaciéon
particular.

C). Es dificil adaptar esta técnica a estudios en los que se tenga que considerar
necesariamente diferentes tipos de fallas, politicas de mantenimiento o los efectos del medio
ambiente sobre la operacion del sistema.

Como consecuencia de lo anterior, se ha desarrollado el método de analisis de los modos de
falla y sus efectos que se describe a continuacion.

7.1.4 ANALISIS DE LOS MODOS DE FALLA Y SUS EFECTOS

Este método se basa en la determinacion del conjunto de cortes minimos y por lo tanto se
utiliza para identificar los modos de falla. Aunque los modos de falla estan directamente
relacionados con los conjuntos de corte minimos del sistema; no es necesario utilizar
siempre el algoritmo formal de cortes minimos dado que muchas veces es posible identificar
los modos de falla partiendo de una inspeccion visual. Sin embargo la excepcion a la regla
anterior se presenta, cuando el analisis se hace por medio de una computadora digital o
cuando se estudian sistemas muy complejos.

En este método, los "modos de falla" identifican los conjuntos de componentes que deben
quedar fuera de servicio, de una manera traslapada (conjuntos de falla simultanea), para que
ocurra una interrupciéon del sistema.
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Cada uno de los conjuntos asi definidos es un conjunto de elementos en paralelo y el efecto
de su falla simultanea puede calcularse utilizando las ecuaciones y conceptos establecidos
en el Capitulo 5, para sistemas en paralelo.

Adicionalmente, dado que cada uno de los "conjuntos de falla simultanea" causan, por si
mismos, la falla total del sistema; todos estos conjuntos quedan conectados en serie desde el
punto de vista de confiabilidad; y por lo tanto, se pueden calcular los indices del sistema
utilizando las ecuaciones para componentes en serie, definidas también en el Capitulo 6.

Ejemplo 7.1. Considérese, de nuevo, el sistema mostrado en la Fig. 7.1; puede observarse
facilmente que las fallas simultaneas de los componentes 1y 2; 1y 4;2y 363y 4 causan la
falla total del sistema.

En la Tabla 7.2. se muestran los valores de los indices basicos del sistema, los cuales se
calcularon con una hoja de Excel.

7.2 INCLUSION DE LAS FALLAS DE BUSES E INTERRUPTORES

Los resultados obtenidos en el inciso anterior, presuponen que tanto los buses como los
interruptores tienen una confiabilidad absoluta (100%). Sin embargo esto no es una limitante;
ya que utilizando este método se pueden incluir los parametros que consideren el verdadero
nivel de confiabilidad de dichos elementos. A continuacién, se calcularan los indices de
confiabilidad del sistema, incluyendo las tasas de falla y tiempo de reparacién de los buses 5
y 6, que se muestran en la Tabla 7.3.

Tabla 7. 2 indices basicos de confiabilidad (Ejemplo 7.1)

EI:?;“’;OS A,,(f/ano)| r,, (horas) |U,, (horas/ario)
1&2 0.000570776 5 0.00285388
1&4 6.27854E-059.090909091 0.00057078
2&3 6.27854E-05/9.090909091 0.00057078
3&4 2.28311E-06 50 0.00011416
Total 0.00069863/5.88235294 1 0.00410959

Tabla 7. 3 indices de confiabilidad para los buses del Ejemplo 6.1

Bus A(f / afio) r (horas)
5 0.01 5
6 0.02 2
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Tabla 7. 4 Indices basicos de confiabilidad incluyendo fallas en buses

EI:r:nfzrlll;os A,,(flano) | r, (horas) U, (horas/ario)
Total

anterior 0.00069863 5.882352941 0.00410959

5 0.01 5 0.05

6 0.02 2 0.04

Total 0.03069863 3.065595761 0.09410959

Finalmente, conviene establecer que con este método se pueden incluir también los efectos
de la confiabilidad de los interruptores, de las politicas de mantenimiento, los efectos del
climay otros parametros que afecten la confiabilidad del sistema.
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CAPITULO 8
EVALUACION ECONOMICA DE LA CONFIABILIDAD

Conceptualmente, las companias suministradoras abastecen a los consumidores tratando de
hacerlo siempre de una manera continua y con el mejor nivel de calidad. Sin embargo, en la
practica, esto es realmente posible uUnicamente a niveles en los que la empresa
suministradora puede hacer un uso, econémicamente justificado, de sus sistemas y equipos.
Ademas, para mantener un servicio confiable las compafias suministradoras, deben invertir
en equipos e instalaciones a fin de que sus sistemas tengan un nivel de redundancia que
evite que una falla de un componente ocasione la interrupcién del servicio a los usuarios. Por
lo tanto, el nivel de confiabilidad del sistema depende, desde la perspectiva de la compania
suministradora, basicamente de limitaciones financieras antes que de limitaciones técnicas.

Por otra parte, los usuarios, sobre todo en el caso de muchos consumidores industriales y
comerciales, necesitan de un abastecimiento continuo de energia eléctrica y la ocurrencia de
una interrupcion de ésta les ocasiona pérdidas originadas por el paro de la produccién o de la
no prestacién de servicios. Dicho en otras palabras, la interrupcién de energia eléctrica
siempre tiene un costo para el consumidor.

Considerando lo anterior, es necesario establecer técnicas que permitan definir el nivel de
confiabilidad que debera tener el sistema de manera tal que satisfaga, adecuadamente, las
limitaciones y las necesidades de ambas partes.1

8.1 ¢QUE ES UNA INTERRUPCION?

Lo primero que se requiere para hacer la evaluacion econdmica de la confiabilidad es definir
lo que es una interrupcion. Tal definicion debe especificar las variaciones del voltaje de la
alimentacion y la duracién minima del periodo durante el cual dicha variacion causa una
pérdida de la produccion, afecta algun proceso, o impide la operacion normal de la industria o
el edificio comercial involucrado.

Normalmente, las definiciones de interrupcion se establecen en funcién de la duracién de la
falla y se supone que el voltaje es cero durante ese periodo.

En una investigacion efectuada por el IEEE, en empresas de EEUU y Canada, para
determinar el tiempo minimo o duracion critica de pérdida del servicio, se encontrd que existe
una gran variacion en los valores criticos, dependiendo de si se trata de una planta industrial
o de un edificio comercial.

En la Tabla 8.1 se establecen los valores encontrados para plantas industriales y en la Tabla
8.2 los valores correspondientes para edificios comerciales.

Otro factor que es importante para determinar el costo de una interrupcion es el tiempo de
restablecimiento de operaciones de una planta industrial, después de la ocurrencia de una
interrupcion que ha provocado el paro completo de la misma. Los valores encontrados por el
IEEE en la investigacion antes mencionada, se establecen en la Tabla 8.3
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Asi pues el primer paso para el analisis de costos de una interrupcion es la determinacion del
tiempo critico de interrupcion y del tiempo de restablecimiento de operaciones de la planta;
incluyendo el tiempo de reparacién o de reemplazo de equipo debido a problemas originados
por la interrupcion.

Una vez que se tienen los valores anteriores, se deberan incluir en el analisis los costos
inherentes a las pérdidas de la produccion, productos defectuosos o servicios no prestados a
causa de la interrupcion.

Tabla 8. 1 Duracion Critica de Pérdida de Servicio en Plantas Industriales

25 Percentil Mediana 75 Percentil

10 ciclos 10 seg 15 min

Tabla 8. 2 Duracién Critica de Pérdida de Servicio en Edificios Comerciales

1 ciclo 2 ciclos 8 ciclos 1 seg 5 min 30min 1h 12h
(%) (%) (%) (%) (%) (%) (%) (%)
3 6 9 15 36 64 74 100

Tabla 8. 3 Tiempo de Reinicio de Operaciones

(Después de que la falla ocasiona el paro total de la planta)

Promedio Mediana

(h) (h)

17.4 4.0

8.2 NIVEL ADECUADO DE LA CONFIABILIDAD DEL SISTEMA DE
DISTRIBUCION

Uno de los problemas a los que se enfrentan los responsables de la planeacion de los
sistemas de distribucion es el de definir "el nivel adecuado de confiabilidad" del sistema.

Es légico que mientras un sistema es mas confiable, es mas costoso tanto para la compafiia
suministradora como para el usuario.

Asi pues se hace necesario definir el nivel de confiabilidad que es econdémicamente
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adecuado tener en el sistema. EIl NERC (National Electric Reliability Council) de Estados
Unidos, da una solucion interesante a este problema y establece que: Nunca es posible ni
deseable evitar todas las fallas posibles de los componentes o combinaciones de
componentes que ocasionan interrupciones de servicio. El nivel de confiabilidad se puede
considerar adecuado cuando el costo de evitar interrupciones adicionales excede el costo,
para el usuario, de esas interrupciones. Entonces el nivel "adecuado" de confiabilidad se
puede definir como el nivel de confiabilidad al cual la suma de los costos de abastecimiento
de energia mas los costos originados por la interrupcion alcanzan su valor minimo. La Fig.
8.1 ilustra este concepto tedrico.

Cozto aptime Co=zto total

“ e

&
(1]
[}

Ceste de inversion + Cozto de operacidn

Costo de interrupcion

Mivel
optime de
confiabilidad

Confiabilidad del sizstema

Fig.8. 1 Grafica de Costo vs. Confiabilidad del sistema

8.3 EVALUACION ECONOMICA DE LA CONFIABILIDAD

Tratando de resumir los conceptos establecidos en los parrafos anteriores, podemos decir
que los niveles de confiabilidad que puede o debe tener un sistema de distribucion se definen
desde dos perspectivas virtualmente diferentes; la primera de ellas es la de la compafia
suministradora y la otra es la del propio consumidor. En cada caso, los tipos de analisis que
se lleven a cabo deberan ser totalmente diferentes.

Sin embargo, y a pesar de lo anterior, los criterios que deberan prevalecer deberan ser
conjuntos desde el punto de vista de los beneficios para el usuario y de costos de inversién y
de operacion para el suministrador. Asi entonces se tratara de maximizar el beneficio neto
(BN):

B N max = B consumidor Csistema
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B, .mizor = Beneficio para el consumidor por tener disponible la energia eléctrica
Cema = Costo de inversion y operacion debido al incremento de la confiabilidad

Dicho de ofra forma, el nivel de confiabilidad "adecuado" que debera tener un sistema de
distribucion sera diferente para cada caso y tanto la compafia suministradora como el
usuario deberan, de manera coordinada, efectuar los analisis y las acciones que permitan
satisfacer los requerimientos de cada caso particular; sobre todo cuando se trata de usuarios
comerciales e industriales. Para ello, una vez que se han realizado los analisis econémicos
pertinentes se deberan definir el tipo y nimero de equipos redundantes que se requieren
para tener la confiabilidad deseada.

Debido a la gran cantidad de datos que se requieren para efectuar un estudio de este tipo, y
al tiempo que se requiere para obtenerlos, se pueden realizar estudios que nos indiquen
solamente el "orden de magnitud" del costo de las interrupciones. Sin embargo, en caso de
ser necesario, se pueden realizar analisis mas detallados.

Algunos de los métodos mas utilizados para el analisis econémico de la confiabilidad son los
siguientes:

= Renta minima requeridos(MRR)
= Tiempo de recuperacion de la inversion(ROI)
= Costo del ciclo de vida(LCC)

Cada uno de ellos tiene sus propias virtudes, defectos y debilidades. Sin embargo, en este
trabajo, trataremos unicamente el método de la renta minima requerida (MRR), el cual es una
medida de la rentabilidad minima que se desea obtener al invertir en un proyecto de
confiabilidad. Es aceptado, en forma general, que este método es matematicamente riguroso
y cuantitativamente correcto siempre y cuando se tengan predicciones adecuadas de los
costos.

La esencia de este método consiste en evaluar, para cada alternativa considerada, su costos
y compararlos con los ingresos minimos requeridos. Esto significa que debemos calcular la
cantidad de producto que se debe vender para obtener un nivel minimo de ganancias
preestablecido para la inversion realizada considerando todos los gastos asociados con esa
inversion.

Esto puede expresarse por la siguiente ecuacion
G=X+CF Ec.8.1
donde

G = Requerimientos de costos minimos para alcanzar las ganancias minimas aceptables
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X = Gastos de operacion variables
C = Capital invertido

F = Factor de cargo por inversion fija
8.3.1 GASTOS VARIABLES (X)

El efecto de la falla de un componente es que causa un incremento en los gastos variables.
La importancia de dicho incremento depende de la influencia del componente fallado en el
circuito y de las caracteristicas del sistema de distribucién utilizado. La calidad de un
componente puede, también, tener un efecto significativo en el nimero de fallas ocurridas;
por ejemplo, un componente de mala calidad puede incrementar el nimero de fallas con
relacién a las que se tendrian con un componente de buena calidad.

Cuando ocurre una falla, los gastos variables se incrementan de dos formas: primeramente
se tiene un incremento en los gastos por la falla misma y ademas se tiene un costo que es
proporcional a la duracién de la falla.

El incremento de los costo atribuibles a la falla misma incluyen los siguientes conceptos:
a) Equipo danado.
b) Producto inservible o fuera de especificaciones.
c) Costos extras de mantenimiento.
d) Costo de reparacion del componente dafiado
El incremento de costos proporcionales al tiempo de falla incluye lo siguiente:
I. Tiempo requerido para volver a arrancar la planta
Il. Tiempo para efectuar las reparaciones, si se trata de un sistema radial

Ill. Tiempo para efectuar la transferencia de la fuente dafiada a una fuente en
buenas condiciones

Durante el tiempo que la planta no trabaja, se tiene una pérdida de produccién. Como no se
puede disponer de la produccion perdida para su venta, se tiene entonces una pérdida de
ingresos. Sin embargo, durante el tiempo en que la planta esta fuera de servicio, no se
efectian algunos gastos como los inherentes a los materiales de consumo, energia y costos
de combustible. Por lo tanto, el costo de la pérdida de produccion es igual a los ingresos no
obtenidos, debido al paro de la produccion, menos los gastos ahorrados durante el paro. Se
debe observar que tanto el valor de las pérdidas de produccién como los gastos en que se
incurre son proporcionales a a tasa de falla. Asi entonces si el valor de las pérdidas de
produccién por hora se considera constante podemos escribir la siguiente ecuacion

X:ﬂ,[xi‘i‘(gp-xp)(l"‘i‘s)] Ec.8. 2
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donde

X = Gastos variables ($ por afio)

A = Tasa de falla (Fallas por afio)

x; = Gastos extraordinarios debidos a la falla ($ por falla)

g, = Pérdida de ingresos por hora de paro ($ por hora)
x, = Gastos variables ahorrados por hora de paro ($ por hora)

r = Tiempo de reparacion o reemplazo del componente o tiempo de transferencia si el
sistema no es radial (horas)

s = Tiempo de restablecimiento de la planta después de la falla (horas)

8.3.2 INVERSION (O

Cada una de los diferentes esquemas posibles para construir un sistema de distribucion
requiere de diferentes niveles de inversiéon. Obviamente el tipo de sistema que requiere una
inversion menor es el radial; a medida que se hace mas sofisticado el tipo de esquema o que
se incrementa la calidad de las componentes del sistema la inversion requerida aumenta
considerablemente.

Para este tipo de analisis se pueden utilizar, alternativamente, las inversiones totales de cada
uno de los esquemas posibles o los costos incrementales de los diferentes esquemas
escogiéndose el plan menos costoso. Sin embargo es preferible el analisis mediante el
método de inversién total ya que permite utilizar el factor de cargo (F) que se explica a
continuacion, el cual considera otros parametros que tienen considerable influencia en los
resultados del analisis.

8.3.3 FACTOR DE CARGO DE LA INVERSION (F)

El factor F incluye los siguientes conceptos, los cuales se consideran constantes con relacion
a la inversién

i.  Tasa de retorno minima aceptable para la inversién
ii. Impuestos
iii. Depreciacion
iv.  Gastos fijos

El factor F se calcula por medio de la siguiente ecuacion
F:{(SCaL/f,)-ld;}_e Ec.8. 3

I-t

La cual puede también tomar la forma
F=r+d+t+e Ec.8. 4
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donde

a,= R~+d,, factor de amortizacién o nivelacion

d,=1/(S,-1), factor de fondo de amortizacion

S,.=(I+R )", factor de crecimiento o de valor futuro

n= Periodo de afios, aplicable tanto a c como a L

c= Afios entre el arranque del proyecto y el momento en que se hace la inversion
L= Vida util de la inversion en afios

R= Ganancias minimas aceptables por $ de inversion (C)

[, = Probabilidad de éxito o factor de ajuste de riesgo

I= Impuestos por $ de inversion (C).

d. = Impuestos asociados a la depreciacion.
e = Gastos fijos por $ de inversion C.
r = Retorno nivelado sobre la inversion por $ de inversion (C).

d = Depreciacion nivelada sobre la inversion $ de la inversion C.

~

= Impuestos nivelados por $ de inversion C.

Y ademas

S.=(1+R)*

S, =(1+R)"

d,=(R/S, -1

L =(R/5, -1 Ec.8. 5
a,=(R+d,)

El término "e" cubre pardmetros tales como seguros, impuestos sobre la propiedad, costos
fijos de mantenimiento, etc. En los Estados Unidos de Norteamérica un valor tipicamente
utilizado es del orden de 0.0825.
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8.4 PASOS PARA LA COMPARACION ECONOMICA
a) Preparar los diagramas unifilares de los planes alternativos, asignar las tasas de falla,
tiempos de reparacién, costo de componentes y determinacion de la inversion total C
correspondiente a cada plan
b) Determinar el valor de los gastos variables X
c) Determinar el factor de cargos por inversiéon F
d) Calcular G=X+CF

e) Seleccionar el plan que tenga el menor valor de G
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CONCLUSIONES

Cuando el caso asi lo ameritaba; los resultados mas importantes se fueron estableciendo
en el apartado de conclusiones al final de los diferentes capitulos. Sin embargo, a manera
de resumen general podemos concluir lo siguiente:

a

Es necesario analizar la confiabilidad de los sistemas de distribucion de energia
eléctrica ya que ellos representan una parte muy importante (mas del 50% en
promedio) del total de un sistema eléctrico de potencia y es en donde se
presentan las fallas que afectan directamente al usuario.

En este trabajo, partiendo de una investigacion bibliografica retrospectiva, se
analizan fuentes de informacion para un periodo de mas de cuarenta afios y se
establecen las bases tedricas para el analisis de la confiabilidad de sistemas de
ingenieria, asi como las tendencias de investigacién en dicho campo. Se hace un
especial énfasis, como es logico, en los sistemas eléctricos de potencia en
general y en los sistemas de distribuciéon de energia eléctrica en particular.

Se desarrollan algunos modelos matematicos que permiten aplicar dichas teorias
al analisis especifico de sistemas reparables, caracteristica que permite prolongar
la vida util de un sistema y la cual es una caracteristica inherente de los sistemas
de distribucion de energia eléctrica

Como el tiempo de vida de un componente o sistema es una variable aleatoria se
necesita conocer, en detalle, las caracteristicas de las funciones de distribucion de
probabilidad que se pueden utilizar. Actualmente, para el caso de sistemas de
ingenieria de muy alta precision, la funcién de distribucién que mas se utiliza es la
de Weibull , sin embargo para sistemas reparables, como es el caso de los
sistemas de distribucién de energia eléctrica es mejor seguir trabajando con la
distribucion exponencial ya que esto permite analizar con un bajo grado de
complicacién una gran diversidad de estados de operacién.

Se hace un analisis detallado de la teoria de graficas con el objetivo final de definir
los métodos para encontrar los cortes minimos de una red de confiabilidad; el
método de los "cortes minimos" es uno de los métodos fundamentales en el
estudio de la confiabilidad de sistemas. Se hace la definicion formal de red de
confiabilidad para definir, por el método de concatenacion, los eslabones de una
red, y a partir de ellos, definir los cortes minimos.

Se hace un resumen de los métodos y procedimientos que tradicionalmente se han
utilizado para la determinacion de la confiabilidad de sistemas eléctricos de potencia
y se presentan los indices de confiabilidad que proponen instituciones como IEEE y
CIGRE, esto nos permite aseverar que dichos indices no se pueden definir de una
manera personal y caprichosa sino que se deben seleccionar de entre los que ya
estan propuestos actualmente ya que han sido definidos después de un trabajo muy
cuidadoso por grupos de especialistas.

Por lo que se refiere a los métodos de analisis es conveniente hacer énfasis en que
aqui no se estudian los métodos de simulacion, como es el caso del método de
Monte Carlo; esta es una alternativa interesante que complementaria la cobertura del
presente trabajo
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Ademas de conocer los principios fundamentales de probabilidad, antes
mencionados, es absolutamente necesario, para evaluar la confiabilidad de sistemas
eléctricos, tener un conocimiento minimo de los "Procesos de Markov", razéon por la
cual se incluye un apéndice con una introduccion a esta técnica.

La confiabilidad de los sistemas de distribucion radiales se puede mejorar sin realizar
grandes inversiones. Muchas veces se puede lograr una mejora en la confiabilidad
del sistema, simplemente cambiando la forma de operacién del mismo o con un
reacomodo del equipo que lo integra. Lo anterior se demuestra con el andlisis
realizado en el Capitulo 6.

Existen, varias mejoras que no se han analizado; por ejemplo, la inclusion de
mantenimiento programado, componentes de repuesto, efectos de las condiciones
atmosféricas, fallas en modo comun (o dependiente), sistemas con un numero
grande de componentes, etc.,, ya que ello haria este trabajo confuso y de
dimensiones inaceptables. Sin embargo, con la teoria y técnicas expuestas se
pueden estudiar todos esos casos.

Finalmente conviene recordar que la evaluacidon economica de la confiabilidad se
analizé unicamente de manera muy general, ya que nunca fue éste un tema central
de este trabajo. Para realizar un analisis serio del tema se requiere de mucha
informacion la cual no se tiene disponible para los sistemas de nuestro pais y la que
existe a nivel internacional no es aplicable nuestros sistemas.
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APENDTICE A

PROCESOS DE MARKOYV

En la fisica clasica, el principio fundamental del determinismo cientifico juega un papel muy
importante. Esto implica que el estado de un sistema fisico en un instante t puede deducirse
del estado en que se encontraba en un tiempo anterior fo.

Existen también sistemas fisicos que obedecen mas bien a ciertas leyes probabilisticas, en
vez de comportarse de acuerdo a leyes deterministicas, para los cuales puede enunciarse un
principio analogo, es decir: La probabilidad de que un sistema fisico alcance un estado dado
en un tiempo establecido t. se puede calcular conociendo su estado en un tiempo anterior
y no depende de la historia del sistema antes de ese tiempo. Los procesos estocasticos que
representan observaciones de sistemas fisicos que satisfacen la condicién anterior se llaman
procesos de Markov.

A-1 DEFINICION FORMAL DE UN PROCESO DE MARKOV

Un proceso estocastico de parametro discreto {X(2).t =0,1,2,...} o un proceso estocastico
de parametro continuo{X(?).t = 0}se llama "proceso de Markov", si para cualquier conjunto
de "n" puntos en el tiempo ¢, <¢, <...<t¢, en el conjunto de indices de proceso, la funcidén
de distribucion condicional de X(t¢,), para valores dados de X(t;)....X(t,;)depende
Unicamente de X(¢,.;), o sea de su valor mas reciente. Lo anterior se puede expresar mas
precisamente de la siguiente manera. Para cualesquiera numeros reales Xx;,---»x,,s€ tiene
que

PIX(1,) < x| X(11) = x50 X(10:1) = x01]

Al. 1
= P[X(tn) S Xn | X(tn-l = xrz-l] 1
Los procesos de Markov se clasifican de acuerdo a
0 la naturaleza del conjunto de indices del proceso (ya sea parametro

discreto o parametro continuo) y
(i) la naturaleza del espacio de estados del proceso.

Se dice que un numero real x es un valor posible, o un estado de un proceso
estocastico{X(?),t €T}si existe un tiempo t en T tal que la probabildad
P[x-h< X(t)<x+h] es positiva para toda # > 0 . El conjunto de todos los valores posibles
de un proceso estocastico se llama espacio de estados. El espacio de estados se llama
discreto si contiene un numero finito o contable finito de estados. Un espacio de estados que
no es discreto se llama continuo.

Un proceso de Markov cuyo espacio de estados es discreto se llama "cadena de Markov".
Usualmente se usa el conjunto de enteros {0,71,...} como el espacio de estados de una
cadena de Markov. Lo anterior se puede resumir en la Tabla A1.

Un proceso de Markov se describe por medio de una funcién de probabilidad de transicion,
usualmente denotado por P(x.t,,E,t) o P(E,t|x¢)lo cual representa la probabilidad
condicional de que el estado del sistema en el tiempo ¢ pertenecera al conjunto E, dado que
en el tiempo #,(<?) el sistema est4 en el estado x.
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Apéndice A. Procesos de Markov

Tabla A1. Procesos de Markov clasificados en sus cuatro tipos basicos

Espacio de estados
Discreto Continuo
Naturaleza |Discreto Cadena de Markov de Proceso de Markov de
del parametro discreto parametro discreto
parametro
Continuo Cadena de Markov de Proceso de Markov de
parametro continuo parametro continuo

Se dice que un proceso de Markov tiene una probabilidad de transicion estacionaria, o que
e(st hortnOFéneo en el tiempo si P(x.ty, E,t) depende de t y t, Unicamente por la diferencia
—1, ).

Considerando que el problema de confiabilidad trata normalmente con sistemas que son
continuos en el tiempo y discretos en el espacio; y como éste es el caso de la confiabilidad
de sistemas eléctricos, en este apéndice se analizara exclusivamente la teoria de las
cadenas de Markov.

Los principales problemas que se analizaran son los siguientes:

(i) ElI comportamiento transitorio, o dependiente del tiempo, de las cadenas de Markov, para
encontrar la funcion transitoria de probabilidad.

(i) El comportamiento en estado estable de una cadena de Markov.

(iii) EI comportamiento de los tiempos de ocupacion y tiempos de primer paso; con el fin de
estudiar la distribucion de probabilidad del monto de tiempo que la cadena dura en los
diferentes estados, asi como la cantidad de tiempo que le toma al sistema pasar de un
conjunto de estados a otro.

A-2 CADENAS DE MARKOV DE PARAMETRO DISCRETO

Con el fin de lograr un entendimiento claro de los conceptos basicos, primeramente se
analizaran éstos para el caso de cadenas de Markov de parametro discreto y posteriormente

se hara su adecuacion para el caso de cadenas de Markov de parametro continuo.

A-2.1 PROBABILIDADES DE TRANSICION Y ECUACION DE CHAPMAN-KOLMOGOROV
Para especificar la ley de probabilidad de una cadena de Markov de parametro discreto
{ X.} es suficiente establecer para todos los tiempos 7= m >0 y estados j y k, la funcion
de densidad de probabilidad

p,m=P[X,=j] A2. 1

y la funcién de densidad de probabilidad condicional
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py(mn)=P[x,=k|x,=j] A2. 2

La funcion p (m,n) se llama funcion de probabilidad de transicion de la cadena de Markov.
La ley de probabilidad de una cadena de Markov se determina por las funciones de las
ecuaciones (A2.1) y (A2.2), dado que para todos los enteros q; cualquier tiempo
n<n;<..<n, yestados k- kg

P[an k]: © nq:kq] :pk,(nl)pk,,kz(nl’n2)pk_7,k3(n2’n3)"'
A2. 3

Se dice que una cadena de Markov es homogénea ( que es homogénea en el tiempo o que
tiene probabilidades de transicion estacionarias) si p jyk(m,n) depende unicamente de la
diferencia n-m. Entonces

P (M=P[X,.=k|X,=j] paratodo entero=0 A2. 4
se llama funcién de probabilidad de transicion de n-etapas de la cadena de Markov {Xn} .

En otra palabras, p_,‘k(n) es la probabilidad condicional de que la cadena de Markov, que
ahora se encuentra en el estado j, se movera después de n etapas al estado k. La
probabilidad de transicion de una etapa p ,‘k(l) se escribe usualmente como p;,. En
simbolos '

w=PlX=k|X,=j] paratodo entero=0 A2. 5

Similarmente, si {X(?),t=0} es una cadena de Markov de parametro continuo, para
especificar la ley de probabilidad de ella es suficiente establecer para todo tiempo ¢ =5 >0 y
estados j y k, la funcién de densidad de probabilidad

p.()=P[X(1)= k] A2. 6
y la funcién de densidad de probabilidad condicional
P () =PIX1)=k|X(s)= j] A2. 7

La funcion p; +(5,8) se llama funcion de probabilidad de transicion de la cadena de Markov.
{X(1),t 20} es homogénea si p;,(s,?) depende Unicamente de la diferencia t-s.

Entonces
P ()= P[X(t+u)=k| X(w)=j]

paratodau > 0
se llama funcién de probabilidad de transicion de la cadena de Markov {X(2),t = 0} .

A2. 8

Una relaciéon fundamental que satisface la funcion de probabilidad de transicion de una
cadena de Markov{ X, } es la llamada ecuacion de Chapman - Kolmogorov, que establece
que para todo tiempo 7 >u >m >0 y estados j y k
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pi(mn)= Y p,(mu)p, (un) A2. 9

estadosi

Es necesario observar que la sumatoria anterior se efectia sobre todos los estados de la
cadena de Markov.

Similarmente en el caso de una cadena de Markov de parametro continuo {X(?).t 20} para
todo tiempo? > u > s = 0 y estados j y k se satisface la ecuacion de Chapman-Kolmogorov

po(st)= D p(su)p,(ut) A2. 10

estadosi

A-2.2 MATRICES DE PROBABILIDAD DE TRANSICION

Las probabilidades de transicion de una cadena de Markov{ X,} con espacio de estados
{0,1,2,...} se puede manejar mejor en forma de matriz de la siguiente manera:

_pO‘O(m, n) p,(mn) p,,(mn) . . . p,(mn)
pl’o(m,n) p“(m,n) pu(m,n) .. ka(m,n)

Plmn) = ' : A2. 11
pj,o(m,n) pj'[(m,n) pj’z(m,n) N (m,n)

Nétese que los elementos de una matriz de probabilidad de transicion P(m,n) satisface las
condiciones

p;(mmn) =0 paratodajk A2. 12
> p,i(mn)=1 paratodaj A2. 13
k

En términos de multiplicacion de matrices de probabilidad de transicién la ecuacion de
Chapman-Kolmogorov para todos los tiempos 7 > u > m = 0 se puede escribir

P(m,n)=P(m.u) P(u,n) A2. 14

Entonces, dada una cadena de Markov{ X,/ se puede definir una familia de matrices
{P(m,n)} las cuales satisfacen las ecuaciones (A2.12), (A2.13) y (A2.14). La inversa también
es cierta: dada una familia de matrices{P(m,n)} que satisfagan las ecuaciones (A2.12),
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(A2.13) y (A2.14); se puede definir una cadena de Markov{ X ,} para la cual P(m,n) es una
matriz de probabilidad de transicion cuyos elementos p;, (m,n) satisfacen la ecuacion
(A2.2).

A-2.3 DETERMINACION DE LAS PROBABILIDADES DE TRANSICION DE UNA CADENA
DE MARKOV

De la ecuacion de Chapman-Kolmogorov se pueden derivar varias ecuaciones recursivas (en
el caso de parametro discreto ) y ecuaciones diferenciales ( en el caso de parametro continuo
) para las funciones de probabilidad de transicion. A continuaciéon se discutira el caso de
parametro discreto, dejando para una seccidon posterior, como ya se dijo, el caso de
parametro continuo.

Sea { X,} una cadena de Markov con una matriz de probabilidad de transicion {P(m,n)}. De
la ecuacion (2,14) se sigue que:

P(m,n)= P(m,n-1) P(n-1,n)
= P(m,n-2) P(n-2,n-1) P(n-1,n)
= P(m,m+1) P(m+1,m+2)....P(n-1,n) A2. 15

Entonces para conocer P(m,n) para toda m<n es suficiente conocer la secuencia de matrices
de probabilidades de transicion de una etapa

P(0,1), P(1,2),...,P(n,n+1), A2. 16
Ahora definamos los vectores de probabilidad incondicional para n=0,1,2,...

[ py()]
p,(m

pn)= A2. 17

p;(m

donde p;(W)=P[X,= j]
Se puede verificar que

p(n)=P(0,n) p(0) A2. 18
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Con base en las ecuaciones (A2.18), (A2.15) y (A2.3) se puede concluir que la ley de
probabilidad de una cadena de Markov { X, } estd completamente determinada una vez que
se conocen las matrices de probabilidad de transicion dadas en (A2.16) y el vector de
probabilidad incondicional p(0) en el tiempo 0.

En el caso de una cadena de Markov homogénea, hagamos que
Pm)={p, )}, P={p,,} A2. 19

denoten respectivamente las matrices de probabilidad de transicion de n-etapas y una-etapa.
De las ecuaciones (A2.16) y (A2.18) se sigue que:

p(n)= p" A2. 20
p(n)= p(0)p" A2. 21

Consecuentemente, la ley de probabilidad de una cadena de Markov homogénea esta
completamente determinada una vez que se conoce la matriz de probabilidad de transicion
de una etapa P={p;,} y el vector de probabilidad incondicional p(0)={p;(0)} en el
tiempo 0.

Se dice que una cadena de Markov es finita con K estados cuando el nimero de posibles
valores de las variables aleatorias es finito e igual a K.

Las probabilidades de transicion P;; son diferentes de cero Unicamente para un nimero
finito valores de j y k y la matriz de probabilidad de transicién E es entonces una matriz de
KxK.

A-2.4 CADENAS DE MARKOV DE DOS ESTADOS

Tan simples como son, las cadenas de Markov homogéneas con dos estados son, sin
embargo, muy importantes. La matriz de probabilidades de transicion para una cadena de
Markov de este tipo, con dos estados llamados 0 y 1 es de la forma

Poo Po
P =

Pro P
La matriz de probabilidades de transicion de dos etapas esta dada por

p;,o T PoiPro Pou (po,o + pu)

P2)=p’=
pz,o(p0,0+p1,1) Pi1+p0,1p1,0

En el caso de que | p,, T p,,;- 1|<I se puede demostrar por induccion matematica que la
matriz de transicion de n-etapas es
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I- 1- _7 ) 1- -1(1- )
] P Poo (p +p 1) Poo Poo
[ ]+ 00 T A2. 22

2= Doy~ D1 I-p,, 1-py, 2= Py Pu -I(1-p,,) I-p,,

Pm)=

De la ecuacion anterior se pueden obtener las expresiones asintéticas simples para las
probabilidades de transicion de n etapas, que se muestran a continuacion

, , I-p
lim p(w(n) = [lim Dio= S
n—»o n—w 2_p0’0_ pl,]
1- A2. 23
lim p,,(n)=1Ilim p, (n)= P
n—o0 n—»0 2_p0'0_p1‘1

A-2.5 EJEMPLO
Un sistema de comunicaciones transmite los digitos 0 y 1. Cada digito transmitido debe

n.n

pasar a través de diferentes etapas; en cada una de las cuales hay una probabilidad "p" de
que el digito que entra, salga de esa etapa sin ser afectado por un cambio. Si Xo es el digito
que entra a la primera etapa del sistema y, para n mayor o igual que cero, Xn representa el
digito que sale de la n-ésima etapa, la secuencia Xy, X, X2,..-es una cadena de Markov

homogénea. Si ademas se define que g =7-p como la probabilidad de cambio, entonces la
matriz de probabilidad de transicion sera

l:p q}

P:

qg p

Y la matiz de probabilidades de transicion de n-etapas correspondiente P(n) se puede
escribir:

12+12(p-q) 12-12(p-q)"
Pm)=
12-12(p-q ) 12+12(p-q)

Como un ejemplo de lo anterior si p=2/3, entonces q=1/3 y

5/9 4/9
P(2)=
49 5/9

de donde

plx:=11X,=1]=p,,(2)=5/9
Plx;=1|Xx,=1]=p,,(3)=14/27
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En palabras, si p=2/3, entonces un digito que entra al sistema como un 7, tiene una
probabilidad de 5/9 de ser transmitido correctamente después de dos etapas y una
probabilidad de 714/27 de transmitirse correctamente después de tres etapas.

A-2.6 DESCOMPOSICION DE CADENAS DE MARKOV EN CLASES COMUNICANTES

En el resto de esta seccion se estudiara la evolucion en el tiempo de las cadenas de Markov
homogéneas de parametro discreto. Es conveniente comenzar clasificando los estados de
una cadena de acuerdo a si es posible ir de un estado a otro.

Se dice que un estado k es accesible desde el estado j si para algun entero
N >1,p,.(N)>0.Se dice que dos estados j y k se comunican si j es accesible desde k y k
es acce3|ble desdej Si k es accesible desde j se simboliza j — & ; si j y k se comunican, se
simboliza j <>k .

Teorema 2.6.1. Si

i—>j y j—kentonces i —>k A2. 24

Teorema 2.6.2. La comunicacién es simétrica y transitiva, en el sentido de que para todo
estado i),y k:

j <>k implica que k<> j A2. 25
i< jy jeok implica que i<k A2. 26

Dado un estado j de una cadena de Markov, su clase comunicante C(j) se define como el
conjunto de todos los estados k de la cadena los cuales se comunican con j; en simbolos,

keC@G) si y solo si k<> j A2. 27

Pudiera suceder que C(j) fuera vacio, es decir que j no se comunigue con ningun estado, ni
con él mismo; en este caso j se llama un estado de no retorno.

Si C(j) es no vacio, entonces j pertenece a C(j); para ver ésto, notese que segun el teorema
2.6.2. existe un estado ktal que j<>k y k<> j si y solo si j<> j.Un estado que se
comunica con él mismo se llama un estado de retorno.

Una clase no vacia C de estados en una cadena de Markov se llama clase comunicante, si
para algun estado j, C es igual a C()).

Teorema 2.6.3. Si C; ¥ C, son clases comunicantes, entonces C;=C, o C,C,# ¢
(C; y C:son disjuntos).

Teorema 2.6.4. El conjunto S de estados de una cadena de Markov se puede escribir como

la unién de una familia finita o una familia infinita contable{ C,.} de conjuntos disjuntos de

estados,

S=C,VvC,V...uC, V... con C,C;=¢ para i# j A2. 28
A-8



Apéndice A. Procesos de Markov

donde cada conjunto Cr es una clase comunicante de estados, o contiene exactamente un
estado de no retorno.

Un conjunto C no vacio de estados se llama cerrado si ningun estado fuera del conjunto es
accesible desde cualquier estado dentro del conjunto mismo. En simbolos, C es cerrado siy
solo si, para cada jen Cy cada k no existenteen C, p,;, n = 0 paratodan=1,2,...

Se debe observar que una vez que una cadena de Markov entra en una clase cerrada
permanecera alli siempre. El conjunto C que no cumple con las caracteristicas anteriores se
llama no-cerrado.

Una clase comunicante cerrada C de estados constituye esencialmente una cadena de
Markov la cual se puede separar para estudiarse separadamente. Si se escribe la matriz de
probabilidades de transicion P de una cadena de Markov tal que los estados de C se anoten
primero, entonces se puede simbolizar

Pc 0

k%

donde (*) denota a una matriz diferente de cero y Pc es una submatriz de P cuyos elementos
tienen indices de estados en C. la matriz de probabilidades de transicidon de n etapas, se
puede entonces escribir como sigue:

(p.)" 0

* 0k

Pm)=

Dado que una clase comunicante cerrada C se puede extraer de una cadena de Markov
(eliminando de la matriz de probabilidades de transiciéon de la cadena todos los renglones y
columnas correspondientes a los estados fuera de C) y tratarse por si misma como una
cadena de Markov; se concluye que para el estudio de las propiedades asintéticas de una
cadena de Markov es suficiente con estudiar las propiedades asintéticas de una cadena de
Markov en la cual existe exactamente una clase comunicante cerrada y en la cual todas las
otras clases comunicantes son no cerradas.

A-2.7 TIEMPOS DE OCUPACION Y TIEMPOS DE PRIMER PASO

Con el fin de estudiar la evolucion en el tiempo de una cadena de Markov, se deben clasificar
los estados de la cadena en dos categorias: aquellos que el sistema visita infinitamente a
menudo y aquellos que el sistema visita Unicamente de manera finita. En un tiempo largo la
cadena no estara en un estado de esta ultima clase y por lo tanto bastara unicamente
estudiar la evolucion de la cadena cuando ella se mueve entre los diferentes estados que
visita frecuentemente de una manera infinita. En esta seccion se desarrollaran criterios para
clasificar los estados de una cadena de Markov en esas categorias. Con ese propdsito a
continuacion se introduce el concepto de tiempos de ocupacion de un estado.

Considérese una cadena de Markov { X,.n=0,1,..} Para cualesquiera estado k y
n=1,2,..., se define N;(1n) como el nimero de veces que el estado k es visitado en las
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primeras n transiciones; mas precisamente N (1) es igual al nimero de enteros v que
satisfacen /<v<n 'y X,=k. Entonces N;(n) se llamara el tiempo de ocupacion del
estado k en las primeras n transiciones.

La variable aleatoria

Ni() = lim Ny(n) A2. 29

se llama tiempo de ocupacion de k.

Los tiempos de ocupacion se pueden representar utiimente como las sumas de variables
aleatorias. Definamos para cualquier estado ky n=1,2,...

Zim)=1 si x,=k A2. 30
=0 si X,#k
O sea, Z:(n) es igual a 1 6 0 dependiendo de si en el tiempo n la cadena esta o no en el

estado k. Entonces se puede escribir

n

Nk(n): Z Zk(m) A2 . 31
m=1
o0
Ni(o)= X Zi(m) A2. 32
Definamds allhora las siguientes probabilidades, para cualquier estado j y k:
=P [Nu(2)>0]x,= /] A2. 33
g =P [Nu(w)=0] x,=j] A2. 34

En palabras, f ;& €s la probabilidad condicional de que en cualquier tiempo se visite el
estado k, dado que la cadena se Markov estaba inicialmente en el estado j, mientras que
g, es la probabilidad condicional de un numero infinito de visitas al estado k, dado que la
cadena de Markov estaba inicialmente en el estado J.

Se debe notar que las probabilidades definidas en (A2.33) y (A2.34) podrian no estar
definidas en algun caso en que PTx0=j =(0. Sin embargo lo que esas ecuaciones
significan realmente es que

S=P [Ni(0)-Nu(m)> 0] X, = j] A2. 35
g.=P [Ni(0)-Ni(m)=| X, =] A2. 36
para todos los valores de m para los cuales la probabilidad condicional esta definida. Para

cadenas de Markov con probabilidades de transicion homogéneas, los valores que toman las
ecuaciones anteriores son independientes de los valores m para los cuales ellas estan
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definidas.

En lo sucesivo, para simplicidad, las definiciones anteriores se escribiran como en (A2.33) y
(A2.34) pero deberan interpretarse como en (A2.35) y (A2.36).

También simbolizaremos como f ik (n) la probabilidad condicional de que el primer paso de j
hacia k ocurra exactamente en n etapas; mas precisamente

Sm)="P Vim)| x,=j] A2. 37

donde para todo estado ky entero n=1,2,... se define

Vien)= [Xn=k,Xm¢k para m=1,2,...n-]] A2. 38

Teorema 2.7.1. Para todos los estados j y k

o A2. 39
Jix = szwk (n)
n=1

Teorema 2.7.2. Para todo estado y k, y entero n mayor o igual que 7

o A2. 40
P (n)= ij,k (m)pk,k (n—m)

m=1
y definiendo

1 si j=k A2. 41

(0)=65=
Pul=6u=ty

En el estudio de las cadenas de Markov se utiliza cominmente el método llamado de la
primera entrada, el cual se puede escribir como sigue:

PLX,=k|X0= 1= P[X, =k Xo=k X, %k para q=1,.m-1|X,= j] A2. 42
m=1

= :E: 1)[4an:: k’|4XTn1:: kjjj[lem ::AQ4XTq = k 17ale q = 1 """ m- 1 |4XT0 = Jj

m=1

El principio general de la ecuacién anterior se puede describir como sigue:

Para un evento A como por ejemplo 4=/ X, = k] se puede escribir
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2 A2. 43
P[AVk|X():]]:ZP[AVk(m)|X():]]

m=1

Ahora supongamos que A es un subconjunto de Vk y que por cada entero m existe un
evento Am que depende Unicamente de la variable aleatoria { X,.t > m} de tal manera que

AVi(m)= A,V (m) A2. 44

Por la propiedad de las cadenas de Markov

Pl A Vim)| Xo= j] = P[ An|Vim), Xo= jIP[Vi(m)| X, = j] A2. 45
=P[An| X =K [, (m)

De las ecuaciones (A2.43) y (A2.45), se puede obtener la formula basica del método de la
primera entrada

L A2. 46

P[A|X,=j]=D f.(m)P[4,]X,=k]
m=1
Teorema 2.7.3. Para todos los estados j y k
A2. 47
g = lim (f,)
n—a

8= S 1k A2. 48
Teorema 2.7.4. Ley uno-cero. Paratodo estado k, g,, =1  g,,=0
Ademas
gu=1 si ysolosi f,, =1 A2. 49
g =0 si ysolosi f,,<I A2. 50

En palabras, el teorema anterior establece que si partiendo de k, una cadena de Markov
tiene probabilidad 7 de retorno a k, entonces con probabilidad de 7 ella hara un nimero
infinitamente grande de visitas a k. Por otro lado, se puede esperar que regrese a k sélo un
numero finito de veces si existe una probabilidad positiva de que no regrese.

Teorema 2.7.5. Para cualquier estado k de una cadena de Markov

S <1 siy solo si ipk,k(n)<oo A2. 51

n=1
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Sw=1siy solo si ipkk(l’l):OO A2. 52
n=1

Como apoyo a lo que sigue se definen las dos funciones generadoras, para todos los
numeros reales |z|<1

0 © A2. 53
Pi(z)= ZZ"P_;',k(”): Ok +zznpj,k(”)
n=1

n=1

> A2. 54
Fx (Z) = Zzn f_;,k (l’l)

Teorema 2.7.6. Para cualesquiera dos estados j y k de una cadena de Markov, las funciones
generadoras P;:(z) ¥ F;:(z), se relacionan entre si, para toda |z|<7, de la siguiente
manera

P (z) = Fi (Z)Pk,k(Z)Si j#k A2. 55
Pii(z)-1= F4(2) Piy(2) A2. 56
1 1
Pu(@)=———Fu(@)=1- A2. 57
P Pz

La utilidad de las funciones generadoras se deriva de las siguientes dos propiedades que
ellas poseen.

Teorema 2.7.7. Teoremas de limite para funciones generadoras. Sea {a,/ una secuencia
no negativa de niumeros reales con funcién generadora

40=Ya,2"
n=0

Para que exista un nimero finito S tal que

z|<1 A2. 58

im Y a,=S A2. 59

n—>o "' . . , -
es necesario y suficiente que exista un numero finito S tal que
lim 4,=S A2. 60
z—> ]
Por ( lim) se entiende como el limite cuando z tiende a 7 a través de valores menores de 7.
z—]

Para que exista un numero finito L tal que

] n
im 13, =1L A2. 61
TS W

m=1

n —» 0 . . . . . . .
€s necesario y suficiente demostrar que existe un nimero finito L tal que
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lim (1-z)A(z)=L A2. 62
Tedrbma 2.7.8. Sea k un estado para el cual S =1 Y my <0 ydonde
mix = Y 1 f () A2. 63
n=1
Entonces
Lo ] A2. 64
lim prkyk(WI) =
n—> oot Mk
y para cualquier estado j
A2. 65

n ]

1 _

lim ;pr,k(m)— S ik
m=1

n— o ki

A-2.8 ESTADOS Y CLASES RECURRENTES Y NO RECURRENTES

Con el fin de estudiar el comportamiento asintético de las cadenas de Markov es necesario
poder identificar las clases comunicantes que son cerradas y las que no lo son. Con este
propdsito se introduce el concepto de clase recurrente.

Se dice que un estado k es recurrente si f,,=1; en palabras, k es recurrente si la
probabilidad de que la cadena de Markov regrese eventualmente a k es igual a 1, habiendo
partido de k. Un estado k se llama no recurrente si f,, <1 .

Se dice que una clase C de estados es recurrente si todos los estados en C son recurrentes.
Similarmente, una clase C se llama no recurrente si todos los estados en C son no
recurrentes.

Teorema 2.8.1. Sea C una clase comunicante de estados en una cadena de Markov.
Entonces C es necesariamente recurrente o no recurrente. Mas precisamente, (i) si cualquier
estado en C es recurrente, entonces todos los estados en C son recurrentes, (i) si cualquier
estado en C es no recurrente, entonces todos los estados en C son no recurrentes.

Teorema 2.8.2. Una clase comunicante recurrente es cerrada. Una clase comunicante no
recurrente cerrada posee un numero infinito de estados.

Teorema 2.8.3. Sea C una clase comunicante cerrada de estados, y hagase que k sea un
estado fijo en C. Entonces C es recurrente si y solo si para cada estado jen Ctal que j#k

Si=1 A2. 66
Se dice que un estado k es esencial si se comunica con cada estado que sea accesible

desde él ( en simbolos, kK — j implica que k <> j ); en caso contrario se le llama estado
no esencial.

A-2.9 PROBABILIDADES DE PRIMER PASO
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Con el fin de determinar la probabilidad f ik » de que una cadena de Markov comenzando en
J visite siempre k, se deben distinguir los cuatro casos que se ilustran en la Tabla A2.

El objetivo de esta seccion es mostrar que en el caso de que j sea no recurrente y k sea
recurrente, la probabilidad de primer paso f ;& puede ser determinada como la solucion de
un sistema de ecuaciones lineales que involucren todas las probabilidades de primer paso.

Dada una cadena de Markov, hagamos que S represente al conjunto de todos los estados y t
al conjunto de todos los estados no recurrentes. El uso de la letra T para representar al
conjunto de todos los estados no recurrentes proviene de la terminologia empleada en
probabilidad, la cual llama "transitorios" a los estados no recurrentes.

Tabla A2. Métodos para determinar las probabilidades de primer paso

k
Recurrente No recurrente
fiu=1 si y solo si j<>k Si=0
' R t
J ecurrente fj,k =0 de otra manera
il Norecurrente | Satisface el sistema de Z Pk (n)
ecuaciones del teorema 2.9.1 | f,, = *1217
§:l%ﬁ(n)
n=0

Teorema 2.9.1. Si k es un estado recurrente, entonces el conjunto de probabilidades de
primer paso { f o J € T} satisfacen el sistema de ecuaciones

f_/,kzzpj,ifi,k+zpj,i1]ET A2. 67
ieT ieC
donde C denota el conjunto de todos los estados que se comunican con k.

Ademas, si k; ¥ k. son estados comunicantes recurrentes, entonces para cualquier
estadoj

i =i A2. 68

Consecuentemente, se puede definir la probabilidad f ;c de que una cadena de Markov
iniciando en el estado j eventualmente sera absorbido en una clase recurrente C, como sigue

f_/,C:ij,ifi,C+ij,iJ]ET A2. 69
ielT ieC
Ahora definamos, paratodajen T

ijP[Xn pertenezca a T para toda n | x,= j] A2. 70

En palabras, la ecuacién anterior expresa la probabilidad de que la cadena de Markov
permanezca siempre en el conjunto T de estados no recurrentes, dado que inicié en el
estado no recurrente j.
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Dado que A denota el evento que, para toda n, X, pertenece a T, entonces

v,=PlAx,=j]=3 p,P[A| x,=i] A2. 71

ieS

A-2.10 PROBABILIDADES DE ABSORCION

Un estado k se llama absorbente si p,, = I , de tal manera que una vez que la cadena visita
k permanece alli por siempre. Un estado absorbente es claramente recurrente. En el caso de
que k sea un estado absorbente, la probabilidad de primer paso f ;& se llama probabilidad
de absorcion dentro de k, habiendo partido de j.

Si S es el espacio de estados de una cadena de Markov, y k es un estado absorbente,
entonces el conjunto de probabilidades de absorcion { f o J € S} satisface el sistema de
ecuaciones

f_/',k:zpj,ifi,k’jes’ A2. 72

ieS

sujeto a las condiciones
Su=1

S =0 si j es recurrente y j#k
A-2.11 CADENAS DE MARKOV IRREDUCIBLES

Se dice que una cadena de Markov es irreducible si todos los pares de estados de la cadena
se comunican, de tal manera que la cadena consiste exactamente de una clase
comunicante. Una clase comunicante cerrada se puede estudiar como una cadena de
Markov irreducible. Se dice que una cadena irreducible es recurrente (o no recurrente si todo
estado del sistema es recurrente (o no recurrente).

Considérese una cadena de Markov con espacio de estados S, y hagase que T denote el
conjunto de estados no recurrentes de la cadena. Es interesante determinar la ley de
probabilidades de la variable aleatoria N'llamada "tiempo antes de la absorcion", el cual
representa la longitud de tiempo que la cadena pasa en los estados no recurrentes antes de
ser absorbida. En simbolos

Nr:zNj(w) A2. 73

jeT
El tiempo antes de la absorcion, denotado por N, esta dado por

N=N'+1 A2. 74
Definase
m;=E[N|X,=jl=1+E[N'| X,=j] A2. 75

como el tiempo medio de absorcion, dado que la cadena comenzé en j.
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De una manera mas general y para r mayor o igual que cero
m7 = E[N"| Xo=j] AZ. 76
es el momento r-ésimo del tiempo de absorcion.

Se puede, también, definir 777; en términos de las probabilidades de transicion, como sigue
mf:”Zin,i(n):Znu A2. 77
definiend(l)E Tp.’;’; todo estac;(E)Tj eienT

nf.f:ip,,i(n) A2. 78
En un’gocadena de Markov finita, el tiempo medio de absorcion es finito; en una cadena de

Markov con un numero infinito de estados no recurrentes puede ser infinito o, bajo ciertas
condiciones, finito.

Si se considera una cadena de Markov finita con espacio de estados S, y T es el conjunto de
estados no recurrentes, la formulacién matricial de las ecuaciones para el tiempo medio de
absorcién se puede hacer como sigue

Si O={p,,:JjkeT} es la matriz de probabilidades de transicion de estados en T a
estados en T, y "m" es un vector columna cuyas componentes son los m; con jeT .

Entonces se puede escribir
Im=1+Qm A2. 79

donde 71 es un vector columna cuyas componentes son 7, e | es la matriz identidad. De la
ecuacion anterior

(1-Qm=1 A2. 80
Definase
N=@a-0)' A2. 81
Entonces
m=N1 A2. 82

A-2.12 EJEMPLO

Considérese un camino aleatorio entre los enteros {0,1,2,3,4} con matriz de probabilidades
de transicion P.
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1 0 0 0
q 0 p 0 0
P=10 g 0 p 0
0 g 0 p
o 0o 0 0 1]
Entonces S={0,1,2,3,4} y T={1,2,3}
0 p 0 I -p 0
O=(q 0 p I-0=|-¢ 0 -p
0 g 0 0 -q 1
ptqg P P
. 1
N=(I-0)'=—— q 1 p
P tq
g 4 q+p’

Como ejemplo, en el caso particular de que p=2/3, entonces:

7 6 4]
555
396
555

~

| W
(RN

Y finalmente:
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A-2.13 TIEMPOS DE PRIMER PASO Y DE RECURRENCIA

Considérese una cadena de Markov recurrente, irreducible y con espacio de estados C. Para
cada par de estados j ¥y k en C, la secuencia de probabilidades de primer paso
{f,x(m)n=12..} esuna distribucion de probabilidades. La media

myx =Y. nf.(n A2. 83
n=1

se llama " tiempo medio de primer paso " de j a k en el caso de que j sea diferente de ky "
tiempo medio de recurrencia " del estado k si j=k.

Dado un estado fijo k, los tiempos medios de primer paso { m,i.J # k} se pueden considerar
como tiempos medios de absorcion de una cadena de Markov nueva, la cual se obtiene de la
original haciendo k un estado absorbente.

Teorema 2.13.1. Sea C una cadena de Markov irreducible y recurrente y sea k un estado fijo
en C. El conjunto de tiempos medios de primer paso, satisface el sistema de ecuaciones
lineales con solucion Unica, que sigue

mix =1+ pumy.j#k A2. 84
ik

Por lo tanto el tiempo medio de recurrencia sera

mix =1+ pomy.keC A2. 85
i#k

A-2.14 ESTADOS POSITIVOS Y NULOS RECURRENTES

Mientras un estado recurrente k tiene la propiedad de que la cadena de Markov seguramente
regresara en algun tiempo a k, el tiempo medio de recurrencia de k pudiera ser infinito. Esto
es cierto, por ejemplo, para cualquier estado en un camino aleatorio simétrico en {0,1,2,...} en
el cual todos los estados se comunican.

Se dice que un estado recurrente k es positivo si su tiempo medio de recurrencia es finito y
se le llama nulo si su tiempo medio de recurrencia es infinito.

Se dice que una cadena de Markov irreducible es positiva recurrente si todos sus estados
son positivos recurrentes; y algunos autores le llaman cadenas de Markov ergdodicas.

A-2.15 DISTRIBUCIONES DE TIEMPO LARGO Y ESTACIONARIAS

A partir de ahora estudiaremos el comportamiento asintdtico de las probabilidades de
transicion de una cadena de Markov.

Si k es no recurrente, entonces para cualquier estado j

lim p, (m)=o A2. 86

dadd’que de hecho
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> puW<w A2. 87

n=1
Si k es recurrente, la situacién es mas complicada. En general las probabilidades de
transicion { p;,(n),n=1,2,...} sélo poseen un limite dado por la siguiente expresion

. 1
1
lim ;Zp,,k(m)?fﬁk— A2. 88

m=1

Rectdrdemos que f ik ngsk la probabilidad de primer paso de j a k, mientras que i es el

1
tiempo medio de recurrencia de k. Si Mk es infinito, entonces —— es igual a cero.
Mick

Se dice que una cadena de Markov con espacio de estados C posee una distribuciéon de
tiempo largo, si existe una distribucion de probabilidad { z:,k € C} la cual tiene la propiedad
de que paratodajyken C

lim  p,.(W)= A2. 89

ElMombre de " distribucion de tiempo largo " se deriva del hecho de que sin importar cual es
la distribucion de probabilidad { p, (0),k € C} la probabilidad incondicional p,(n) tiende a
7G: cuando 7 —> © ,

Se dice que una cadena de Markov con espacio de estados C posee una distribucion
estacionaria si existe una distribucion de probabilidad { z+,k € C} la cual tiene la propiedad
de que para toda ken C

=D TP A2. 90
jeC

El nombre de " distribucion estacionaria " se deriva del hecho de que para que la ecuacién

anterior sea valida, se requiere de que para todo entero n

=Py (n) A2. 91
jeC

Teorema 2.15.1. Para toda cadena de Markov irreducible con espacio de estados C existe

una secuencia { 7.k € C} tal que paratodajy ken C

lim éz”;pjy,{(m)zm A2. 92

m=1

—> 00 .2 . . . e
En palabras, la ecuacion anterior dice que la secuencia converge a un limite 7k el cual es
independiente de j.

La secuencia { 7i.k € C} es no negativa, esto es

720 para toda keC A2. 93

Si C es una cadena de Markov finita, entonces {7,k €C} es un distribucion de
probabilidad; esto es

=1 A2. 94

Teorema 2.15.2. Sea C el espacio de estados de una cadena de Markov irreducible y
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hagamos que { 7«,k € C} satisfaga la ecuacion (A2.92). Entonces

S>u<l A2. 95

keC

Ademas, la secuencia satisface el sistema de ecuaciones lineales

=2 mipkeC A2. 96
jeC

Si existe la secuencia

{up.k € C} tal que D luy| <o A2. 97

La cual satisface el sikstema de ecuaciones lineales

ug =Y. u;p,.keC A2. 98

Entonj(ezgs

w= (> u;) A2. 99
jeC

Teorema 2.15.3. Sea C el espacio de estados de una cadena de Markov irreducible. Si C es
finita, entonces la cadena de Markov posee una distribucion estacionaria Unica. Si C posee
un numero finito de estados, entonces para que la cadena de Markov posea una distribucion
estacionaria Unica, es necesario y suficiente que la secuencia { 7,k € C} que satisfaga la
ecuacion (A2.92) tenga la propiedad 7 > 0 para alguna k en C.

Teorema 2.15.4. Sea C el espacio de estados de una cadena de Markov irreducible.
Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

i) La cadena de Markov posee una distribucion estacionaria.

i) C es positivo recurrente ( esto es, cada estado en C es recurrente y posee un tiempo
medio de recurrencia finito).

iii) Existe una secuencia absolutamente convergente { z:,k € C} no idénticamente nula la
cual satisface la ecuacion (A2.98).

A-216 MATRICES DE PROBABILIDADES DE TRANSICION DOBLEMENTE
ESTOCASTICAS

Para ciertas cadenas de Markov irreducibles, es posible determinar por inspeccion la
solucion { i,k € C} de la ecuacion (A2.96). Una

matriz de probabilidades de transicion P={p,,} se llama doblemente estocastica si la
suma sobre cualquier columna es igual a uno,

esto es

D Pu 1 A2. 100
J
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para toda k

Para una cadena de Markov irreducible con matriz de probabilidades de transicidon
doblemente estocastica cuyo espacio de estados es finito y contiene K estados, la solucion
(A2.96) esta dada por

1
mZE , keC A2. 101
Consecuentemente, los tiempos medios de recurrencia estan dados por
mix = K keC A2. 102

Para ilustrar lo anterior, considérese la cadena de Markov con matriz de probabilidades de
transicion

0.3 04 03
0=|04 03 03
0.3 03 04
1
K=3 ng mix = 3 para todo k

A-2.17 ESTADOS PERIODICOS Y APERIODICOS

Con el fin de establecer las condiciones bajo las cuales una cadena de Markov irreducible
posee una distribucion de tiempo largo, necesitamos introducir la nocién de "periodo" de un
estado.

El periodo d(k) de un estado de retorno k de una cadena de Markov, se define como el
comun divisor mas grande del conjunto de enteros n para los cuales p,, (1) > 0; en simbolos

dk)=gcd. {n:p,,(n)>0} A2. 103
Se dice que un estado es "aperiddico", si tiene un periodo 7.

El periodo d(k) de un estado es el entero mas grande tal que cualquier entero "n"” que tiene la
propiedad de poder retornar a k en exactamente n etapas es necesariamente un multiplo de
d(k)

Teorema 2.17.1. Para una cadena de Markov irreducible aperiddica es valida la siguiente
ecuacion

lim p,,(n) - A2. 104

Mk
n—>ao

para toda k en C. Consecuentemente, existe una secuencia{ 7.k € C} tal que

lim p,. (W)= A2. 105

n—a
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la cual es valida paratodajy ken C.

Es facil dar un ejemplo para el cual la ecuaciéon (2.104) no es valida para una cadena de
Markov periodica. Considérese una cadena de Markov homogénea con espacio de estados
{0,1} y matriz de probabilidades de transicion

{0 ]}

P =

1 0

Se puede verificar facilmente que la cadena es irreducible y que cada estado tiene periodo 2.

0 1 1 0
Como P"= sinesimpary P"= si n es par.
1 0 0 1

Dyo(m) =1 si n es par

Se tiene que
a Poo(m) =0 si n es impar

Y la ecuacion (2.103) no es valida para k=0. Ademas, se puede observar que la matriz P es

doblemente estocastica con K=2 por ello 707~ ?
Teorema 2.17.2. Una cadena de Markov irreducible, aperiédica, positiva y recurrente posee
una distribucion de tiempo largo unica.

La condicidn necesaria y suficiente para que se cumpla lo anterior es que exista una
secuencia convergente {u;.k € C} no idénticamente nula que satisfaga (2.98).

Existen varias maneras de probar que una cadena de Markov irreducible es aperiddica. Una
manera es encontrar un estado k para el cual p,, > 0; tal estado es claramente aperiodico.
Otra manera, factible para cadenas de Markov finitas, es encontrar un entero n tal que
P;x(m) >0 paratoda jy k en C. Si tal n existe, puede encontrarse rapldamente por medlo
del calculo sucesivo de las matrices de las probabilidades de transicion PP P ,..P..

A-2.18 TEOREMA DE LIMITE PARA LAS PROBABILIDADES DE TRANSICION DE UNA
CADENA DE MARKOV FINITA

Teorema 2.18.1. Sea C una cadena de Markov irreducible, aperiédica y recurrente con
espacio de estados finito C, entonces

lim Pj,k(”):L para toda j y k en C A2. 106

Mk
n— o

A-3 CADENAS DE MARKOV DE PARAMETRO CONTINUO
En esta seccion se analizaran los principios basicos de las cadenas de Markov de parametro

continuo, tomando como base los procesos de nacimiento-muerte; ya que son los mas
sencillos y permiten, por ello, un mayor entendimiento de los conceptos fundamentales.
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A-3.1 TEOREMAS DE LIMITE PARA LAS PROBABILIDADES DE TRANSICION DE UNA
CADENA DE MARKOV DE PARAMETRO CONTINUO

Sea {N(1),t=0} una cadena de Markov con espacio de estados S y funcion de
probabilidades de transicion homogénea

P (M)="P [Nt+s)=k|N(s)=j] A3. 1

la cual es continua en t=0

A3. 2
) 3 | Isij=k
lim pf’k(t)_d’“"_{o si j£k
La funcién de probabilidad de transicion satisface la ecuacion de Chapman-Kolmogorov; o
sea que para cualquier estado j y k, y numeros positivos sy t

Pu(s+y)= Z pj,h(S)ph,k(t) A3. 3

estados h
Un par de estados j y k se comunican si existen tiempos
t1 Yt tal que p, (1,)>0y p, (1.)>0.

Una cadena de Markov es irreducible si todos los pares de estados de la cadena se
comunican.

Se puede demostrar que para cada par de estados jy k, P, (1) es uniformemente continua
como una funcién de t>0, y ademas es siempre cero o siempre positiva. Consecuentemente,
en una cadena de Markov irreducible p (1) > 0 para todo t>0'y todos los estados j y k.

En una cadena de Markov irreducible con funcidon de probabilidades de transicion
homogénea, el limite

lim pu(=m . keS A3. 4

11—

siempre existe y es independiente del estado inicial de la cadena.

Como en el caso de las cadenas de Markov irreducibles de parametro discreto, los limites
{ 7i.k €S} desaparecen idénticamente

7x = 0 paratodaken S A3. 5

o son todas positivos y forman una distribucién de probabilidad

7> 0 para toda k en S,Zm:] A3. 6

keS
Si la ecuacion anterior es cierta, se dice que la cadena irreducible es positiva recurrente.

Para una cadena de Markov de parametro discreto con probabilidades de transicion de una
etapa, para determinar si una cadena de Markov irreducible posee una distribucion de tiempo
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largo (o estacionaria) es suficiente determinar si el sistema de ecuaciones

ﬁk:Zﬂ-jpj’k1jeS A3. 7
Jjes

posee una solucion absolutamente convergente no nula. Y entonces, si tal solucion existe, y

normalizada como una suma igual a uno, es la distribucién de tiempo largo.

Para una cadena de Markov de parametro continuo, el papel de las probabilidades de
transicion de una etapa lo representan las "intensidades de transicion”, las cuales se definen
en términos de las derivadas en cero de las funciones de probabilidad de transicion.
Supodngase que para todo estado k

1- pk,k(t)

d .
Qk:_zpk,k(o):llm A3. 8

t—0

existe y es finita, mientras que para todo par de estados j y k, donde j es diferente de k

d . o,
5=~ Pu®=lim ’k
t—0

también existe y es finita.

A3. 9

Los limites anteriores tienen la siguiente interpretacion probabilistica: Las probabilidades de
transicion dentro de un intervalo de tiempo de longitud h son asintéticamente proporcionales
a h; La probabilidad /- p;;(h) de una transicién de un estado j a algun otro estado durante
un intervalo de tiempo de longitud h , tiende a cero cuando n también tiende a cero; mientras
que la probabilidad p ;, (h) de transicion de j a k durante un intervalo de tiempo de longitud h
esigual a hq,‘k mas un remanente, el cual, dividido entre h, tiende a cero cuando 2 — 0.

En lo sucesivo a ¢; la llamaremos intensidad de paso, dado que la cadena de Markov esta
en el estado j. A ¢, la llamaremos intensidad de transicion a k, dado que la cadena de
Markov esta en el estado j.

Ahora hagamos que S tienda a infinito en la ecuacién de Chapman-Kolmogorov. Entonces se
sigue que la secuencia { 7.k € S} satisface para todo t mayor o igual que cero

=Y m pu(t), k€S A3. 10

estados h
Si se obtiene la diferencial de la ecuacion anterior con respecto a t y se intercambian las
operaciones de sumatoria y diferenciacion, se puede ver que { 7.k €S} satisface el
sistema de ecuaciones lineales

Tk C]kzzﬂh e > kES A3. 11

h#k

A-3.2 PROCESOS DE NACIMIENTO-MUERTE
Una cadena de Markov de parametro continuo {N(2).t = 0} con espacio de estados {0,1,2,...}

y probabilidades de transicion homogéneas se llama " proceso de nacimiento-muerte ", si sus
intensidades de transicion satisfacen la siguiente condicién: Sijy k son estados tales que
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| j-k|=2, entonces q; =0 A3. 12

En palabras, un proceso de nacimiento-muerte es una cadena de Markov de parametro
continuo la cual tiene ftransiciones uUnicamente entre un estado dado y sus vecinos
inmediatos. Para un proceso de este tipo, es conveniente introducir las cantidades
Aj Y M; como sigue
Ay =4, para j20 A3. 13
u;=q;,, para jz1
Ajtu;=q, para jz0

vy ademas u,=0
Mas explicitamente

. Pua(h A3. 14
, y
)

. pn,n—l(h) _
lzmih =i,

h—0

. 1-p,.(h)

lim—," = A*ta,

h—0 h

En palabras, las ecuaciones anteriores establecen que en un intervalo de tiempo muy
pequefo el tamafo de una poblacion [representado por N(f)] puede incrementarse en uno,
disminuir en uno, o permanecer la misma. La probabilidad condicional de un incremento de 1
("nacimiento") puede depender del tamafio de la poblacién n, y es denotado por A,. La
probabilidad condicional de un decremento en 71 ("muerte") puede también depender del
tamafio de la poblacién n, y es denotado por £, .

Para un proceso de nacimiento-muerte, el sistema de ecuaciones (A3.11) se convierte en
AoTo = W T A3. 15
(in—i_ﬂn)ﬂn:ﬂzn-]ﬂn-]+ﬂn+1ﬂn+11 nZ] A3. 16

De las ecuaciones anteriores se puede obtener una relacion recursiva la cual puede utilizarse
para obtener la secuencia { 7, /}

ﬂnﬂ-n:ﬂn-]ﬂ-n-l for nZ] A3. 17

Se puede dar una explicacion heuristica de la ecuacion anterior. Para un valor positivo
pequeno de h, y para valores grandes de ¢

ZniAn=P[n(t+h)=n|N(®)=n-I1JP[N(t) =n-1]
=P[N(t+h)=n y Nt)=n-1],
7u b= P[N(t+h)=n-1|n(t)=n]P[N()=n]
=P[N(t+h)=n-1 y N()=n]
A-3.3 ECUACIONES DIFERENCIALES DE KOLMOGOROV PARA LAS FUNCIONES DE
A-26

A3. 18

A3. 19



Apéndice A. Procesos de Markov

PROBABILIDADES DE TRANSICION.

Para obtener las funciones de probabilidades de transicién de una cadena de Markov de
parametro continuo usualmente se debe resolver el sistema de ecuaciones diferenciales que
las define. A continuacion se obtendran estas ecuaciones diferenciales para el caso de
cadenas de Markov no-homogéneas {N(?),t=0} con funciones de probabilidades de
transicion

p(s)=P [N@1®)=k|N(s)=j] A3. 20
definida para cualesquiera estados j y k y tiempos ¢ > s > 0.

Hagamos las siguientes suposiciones: para cada estado j existe una funcién continua no
negativa q;(?) definida por el limite

l}{noq {1-p, (tt+h)}=q,1) A3. 21
y por cada par de estados j y k ( con j diferente de k) existe una funcién continua no negativa
q (1) definida por el limite
L1 A3. 22
lim, puttTh)=q,®0

h—0

Estas funciones tienen la siguiente interpretacion probabilistica. Las probabilidades de
transicion dentro de un intervalo de tiempo de longitud h son asintéticamente proporcionales
a h; la probabilidad ! - P, (t+h) de transicién de un estado j a algun otro estado durante el
intervalo de tiempo (t, t+h) es igual a hq (1) mas un residuo, el cual dividido entre h, tiende a
cero (cuando h tiende a cero) mlentras la probabilidad p; (tLt+h) de transicion de j a k
durante el intervalo de tiempo (t,t+h) es igual a /g ; ; (1) mas un residuo, el cual dividido entre
h, tiende a cero (cuando h tiende a cero).

Llamaremos a ¢, (1) la intensidad de paso, dado que la cadena de Markov esta en el estado j
en el tiempo t. Y Jlamaremos a q]k(t) la intensidad de transicion a k, dado que la cadena de
Markov esta en el estado j en el tiempo .

Las funciones de intensidad ¢,(?) ¥ ¢,,(?) se denominan homogéneas si no dependen de
t

qj(t)=qj, A3. 23
400 =4q,

Las funciones de intensidad de una cadena de Markov homogénea son claramente
homogéneas.

A-4 REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS
* "Dynamic Programming and Markov Processes". R A. Howard, The M.I.T. Press, 1960.

¢ "Reliability Evaluation of Power Systems", R. Billington, R.N. Allan, Plenum Press, 1984,
Third Printing- January 1990.

A-27



Apéndice A. Procesos de Markov

A-28



APENDICE B

%*************************************************************

SENTRADA DE DATOS Y PROGRAMA PARA EL CALCULO

%$DE LOS ESLABONES DE UN SISTEMA POR

$EL METODO DE LA MATRIZ LATINA O CONCATENACION
Sokkkkkkkkkkkkhkkkkkkkkkkhkkkkkkkkkkhkk ko kkkokkkkkkkkkkkkkkkkk**

M= sym('[O,AB,AC,0,AE;0,0,BC,0,BE;0,0,0,CD,0;0,0,DC,0,DE;EA,0,0,ED,01")
MR=sym('[O,B,C,0,E;0,0,C,0,E;0,0,0,D,0;0,0,C,0,E;A,0,0,D,01")

ML1=M*MR;

for I=1:5
ML1(I,I)=0;

end

ML1

ML2=ML1*MR;
for I=1:5

ML2 (I,I)=0;
end
ML2
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S$ENTRADA DE DATOS Y PROGRAMA PARA EL CALCULC

$DE LOS ESLABONES DE UN SISTEMA POR
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M= sym('[0,AB,AC,0,AE;0,0,5C,0,BE;0,0,0,CD,0;0,0,DC,0,DE;ER,0,0,ED, 0] ")
MR=sym('([0,8,C,0,E;0,0,C,0,E;0,0,0,D,0:0,0,C,0,E;R,0,0,D,01")

ML1=M*MR;

for I=1:5
ML1({I,I)=0:

end

ML

ML2=ML1*MR;

for I=1:5

ML2 (I,I)=0;
end
ML2
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» MLAT

H =

[ 6, AB, AC, ©, AE]

[ & 8, B:, @, BE]

[ o, 0, 0,cD, 0]

[ & &, DG, 8, DE]

[ En, 8, 8, ED, ®]

HR =

[ 8, B, C, B, E]

[ 8, 8, G, 8, E]

[ 8, 8, 8, D, 8]

[ 8, 8, C, 8, E]

[ A, 8, 8, D, 8]

HL1 =

[ o, a, AB=C, AG=D+AE=D, AB=E]

[ BE=A, a, 8, BC=D+BE=D, 8]

[ 0, 8, 8, 8, CD*E]

[ DE=f, 8, e, 8, ]

[ 0, EA*B, EA*C+ED=C, 8, 8]

HLZ =

[ a, a, {AC*D+AE*D }=C , AB*=CxD+AB=E=D , (AC*D+AE=D)=E]
[ a, 8, BEs=fA=C+{BC*D+BE*D)=C, 8, BE*AxE+{BC*D+BE=D)=E]
[ CD=E*A, 8, 0, CD*ExD, 8]
[ 8, DE*AxB, DE*A%C, 8, DE*A*E ]
[ a, a, ERx*B=C, (EA*C+ED=C)=D, 8]
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APENDICE C

LISTADO DEL PROGRAMA E INGRESO DE DATOS PARA EL PROGRAMA INCORAD.m

npc=input (' Numero de puntos de carga = ');

Introducir para cada uno de los los puntos de carga

y en el siguiente orden, la tasa promedio de fallas por afio,
el tiempo promedio de falla, el numero de consumidores

y la carga demandada promedio por punto de carga

o° o o

o°

mdat=[1.0,1.5,1000,5000;
1.4,1.39,800,4000;
1.2,1.88,700,3000 ;
1.0,1.5,500,2000]

ncons=0;

tnci=0;

scid=0;

tens=0;

for I=1l:npc;
tnci= tnci+mdat (I, 1) *mdat (I, 3);
scid=scid+mdat (I,1)*mdat (I,2) *mdat(I,3);
ncons=ncons+mdat (I, 3);
tens=tens+mdat (I,1) *mdat (I,2)*mdat(I,4);

end

SAIFI=tnci/ncons, 'Interrupciones/consumidor.afio'
SAIDI=scid/ncons, 'Horas/consumidor'
CAIDI=scid/tnci, 'Horas/consumidor.interrupciodn'
ASATI=(ncons*8760-scid)/ (ncons*8760)

ASUI=1-ASAT

ENS=tens, ' kWh/ano'

AENS=tens/ncons, 'kWh/consumidor.afio'



