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PROLOGO

La presente obra se ha elaborado con la finalidad de utilizarse como material
did4ctico de apoyo para los estudiantes que cursan la asignatura Calculo Integral, la
cual forma parte del Plan de Estudios de las carreras impartidas en la Facultad de
Ingenieria, asi como un complemento del material que emplean los profesores para

impartir su curso.

Las autoras han formado parte del profesorado responsable de impartir esta
asignatura desde hace varios afios en la Facultad de Ingenieria y han concebido la
elaboracion de este material como resultado de su propia experiencia con el firme
proposito de que estudiantes y profesores cuenten con material acorde al programa
vigente de la materia.

Uno de los objetivos planteados para el presente trabajo es que, con el empleo de un
lenguaje sencillo, pero sin perder la formalidad, los estudiantes puedan comprender
de manera accesible los diferentes conceptos que se presentan. El contenido de la
obra estd estructurado de acuerdo con el programa vigente de la asignatura, en lo
que se refiere al orden en que se presentan los temas. Se ha considerado la naturaleza
de los diferentes conceptos que conforman los contenidos del programa para
presentar algunos ejemplos resueltos, cuyo nimero varia en los temas donde se ha
considerado pertinente incorporarlos.

En el Tema 1, Sucesiones y series, se presentan los conceptos principales a partir de
sus definiciones, asi como diversos teoremas que se enuncian sin demostracion. Para
su estudio se ha divido en diferentes subtemas: sucesiones, series, los diferentes
tipos de series, representacion de funciones en series de potencias, finalizando con

la Serie de Taylor y la Serie de Maclaurin.

El Tema 2, Las integrales definida e indefinida, comprende diferentes subtemas
referidos a la integral definida, tales como el problema del 4rea, el Teorema
Fundamental del Calculo y el Teorema del Valor Medio del Calculo Integral, asi
como los correspondientes a la integral indefinida y diversos ejemplos. Del mismo
modo se presenta la Regla de L"Hopital y la definicién de integral impropia,
analizando diferentes casos.
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En el Tema 3, Métodos de integracion, se identifican diferentes subtemas, los primeros
de ellos estan referidos a los métodos mas destacados: integraciéon por partes,
integracion por sustitucion trigonométrica e integracion por fracciones parciales,
con algunos ejemplos ilustrativos. Otros subtemas comprenden algunas
aplicaciones geométricas como: cdlculo del area de regiones planas, de la longitud

de arco de una curva y del volumen de sélidos de revolucién.

En el Tema 4, Derivacion y diferenciacion de funciones escalares de varias variables, se
presentan los conceptos bésicos de este tipo de funciones distribuidos en diversos
subtemas, tales como definicion de funciones reales de dos variables
independientes, derivadas parciales, derivadas sucesivas, gradiente de una funcién
y su aplicacion para el cdlculo de la derivada direccional. Asimismo, la
generalizacion de la regla de la cadena para funciones de varias variables y su
aplicacién en funciones implicitas. Cabe sefialar que algunos de esos contenidos, se
han distribuido en orden diferente al sefialado en el programa atendiendo a una

mejor didactica, desde el punto de vista de las autoras.

En su caracter de primera obra de esta indole asociada a la asignatura en cuestion,
comprendemos que existe la potencial necesidad futura de realizar ajustes y
complementos para la elaboraciéon de ediciones préximas, ya que se tiene una
expectativa por parte de las autoras con relaciéon al cumplimiento de los objetivos
planteados en la obra. Por ello, se agradeceran todos los comentarios y

observaciones que surjan a partir del andlisis de la presente edicion.

Finalmente, agradecemos a la Unidad de Apoyo Editorial de la Facultad de
Ingenieria por el apoyo brindado en la revision y correccién de estilo de estos
Apuntes, en especial a la Mtra. Maria Cuairén, jefa de la Unidad, y a Elvia Angélica
Torres Rojas por su invaluable apoyo y disposicién, asi como por las sugerencias
que nos hicieron llegar para lograr una mejor calidad en la presentacién de la obra.

MARGARITA RAMIREZ GALINDO
MARiA DEL ROcio AviLA NUNEZ

1)



CONTENIDO

PROLOGO ....ooovovmmmmiiiiisiasssssesssssssssssssmsssssssssssssssssssssssssssssssmmmsssssassssssssssss s iii
CONTENIDO ...ttt v
TEMA1 SUCESIONES Y SERIES 1
1.1 Definicion de SUCESION ........ccovviriiiiiiiiiiiiciicicccccccc e 1
1.2 Definicion de Serie ..o 4
1.3 Serie GeOMELIiCA ¥ SETIC P...civiiiiiiiiiiiiiiciiicicci s 8
1.4 Serie de terminos POSILIVOS........cueuiririeueuiririeieiieteieer ettt 10
1.5 Serie alternada..........ccccoioiviiiiiiiiiiiiiic e 12
1.6 Series de POLENCIAS ........couvuiuiuiiriiiiiiiieccee e 14
1.7 Representacion de funciones como series de potencias .........c.coceeeeveveeuccrrucecrennnes 18

1.7.1 Series de Taylor y de Maclaurin...........cccceeeiiniiiininciiniccineccne, 19
TEMA 2 LASINTEGRALES DEFINIDA EINDEFINIDA .........iiinnrincnnsnenes 23

21 El problema del 4rea. Concepto de sumas de Riemann. Concepto

de integral definida...........ccooiviiiiiiiiiiiii e 23
2.2 Enunciado e interpretacién geométrica del Teorema del Valor Medio

del Calculo Integral...........ccocoviiiiiiiiiiicc e 40
2.3 Definicion de la integral indefinida a partir de la integral definida con extremo

superior variable. Enunciado del Teorema Fundamental del Célculo (TFC)........ 43
24  Calculo de integrales indefinidas inmediatas. Cambio de variable........................ 52

2.5 Integral dela funcién dela forma f'(u) = 1 cuyo resultado involucra
u

a la funcion logaritmo natural............cccccooeiiiiiii 61

2.6 Laregla de L'Hopital y sus aplicaciones a formas indeterminadas de limites
de fUNCIONES .......couiiiiiii 62

2.7 Laintegral impropia.......ccccoooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiciiicc s 71



TEMA 3 METODOS DE INTEGRACION .....uoieereeeeeeceeessesnssesessssasssssssssssnsasssssssssns 83

3.1  Integracion POr PAIteS ...t 84

3.2 Integrales de expresiones trigonométricas e integracion

por sustitucion trigonomMEtTiCa.........ccoeiiiiiiiiiiiic e 88

3.3 Integracién por descomposicion en fracciones parciales (fracciones racionales
O SIIMNPLES) ittt 98

3.4 Aplicaciones de la integral definida en el calculo de: area en coordenadas
cartesianas, longitud de arco en coordinadas cartesianas y polares, y
voltmenes de s6lidos de 1evoluCiON ..o, 106

TEMA 4 DERIVACION Y DIFERENCIACION DE FUNCIONES ESCALARES
DE VARIAS VARIABLES 139

41 Definicién de funciones escalares de variable vectorial. Conceptos de dominio

y recorrido, y su representacién grafica. Concepto de region............ccccccuvuvuneee. 139

4.2 Representacion grafica para el caso de funciones

de dos variables independientes. Curvas de nivel.............cccccceveiiniiicnncenne. 147

43 Conceptos de limite y continuidad para funciones escalares de variable vectorial
de dos variables independientes. Existencia y calculo de limites.......................... 155
EJERCICIOS PROPUESTOS ...vveeeeteteeeeeeeeteeeeeseseseeeetesesssessssesesesesssesssssssesesssssesssssssesesssssessnnns 160

4.4 Derivadas parciales e interpretaciéon geométrica para el caso de dos variables
independientes. Derivadas sucesivas. Gradiente y derivada direccional. Vector
normal a una superficie. Ecuaciones del plano tangente y de la recta normal ... 160

4.5 Funcion diferenciable. Diferencial total. Comparacién entre el incremento

y la diferencial total ...........ccoooiiiiiiiiiii 190
4.6  Funcion de funcién. Regla de la cadena para funciones

de varias Variables...........ccieiininiciicc e 197
4.7  Funcion ImMPLCItA ....c.oovvvieiiciceee e 206

EJERCICIOS PROPUESTOS ...vvveeeieieeeuteeeeeeeeessssssssesesessssssssssssesssssssssssssssessssssssssssssessssssssnnnns 216
BIBLIOGRAFIA ..ottt e 219
MESOGRAFIA ...ttt 219

vl



TEMA 1

SUCESIONES Y SERIES

1.1 Definicidon de sucesion
SUCESIONES INFINITAS

Una sucesidn infinita normalmente se denota por:

a,;, Ay, Ay,yeo.y d

12 25 Qg 5eee

not

la cual se puede considerar como una coleccién de numeros reales; para estos numeros
hay una correspondencia uno a uno con los enteros positivos. Coloquialmente, a las
sucesiones infinitas se les llama, solamente, sucesiones.

Cada numero real @, es un término de la sucesion. La sucesion es un arreglo ordenado,
ya que hay un primer término a, un segundo término «a, y, para todo entero positivo 72 ,

un n-ésimo término entero a, .

En matematicas de precalculo, las sucesiones pueden emplearse para representar a un

: : 2 :
numero racional; por ejemplo, 3 se puede expresar como la sucesion:

0.6, 0.66, 0.666, 0.6666, 0.66666,...

. , 2
En este caso, el n-ésimo término se acerca, cada vez, mas a E conforme »n crece.

Uno de los mas importantes usos de las sucesiones infinitas es para definir las series
infinitas como se vera mas adelante.

El ejemplo anterior ilustra, de manera intuitiva, el concepto de sucesion; sin embargo,
para estudios mas rigurosos debe considerarse a una sucesioén infinita como una funcién,
segun la siguiente definicion.



DEFINICION
Una sucesion infinita es una funciéon cuyo dominio es el conjunto de los

enteros positivos.

Se considerara el contradominio de una sucesion infinita a un subconjunto de los numeros
reales.

Frecuentemente, una sucesion con n-ésimo término a, se denota por { an} .
Por ejemplo, la sucesion {2”} tiene el n-ésimo termino a, = 2",

De acuerdo a la definicidon anterior, la sucesion {2”} es la funcién f tal que f( n ) =2"

para todo entero positivo 7 .

Ejemplo

Escribir los cuatro primeros términos de las sucesiones:

b) {4}
RESOLUCION:
Sucesion n-esimo término Primeros cuatro términos
n n 12 3 4
{n+1} n+1 2737 47 5
{4) 4 4, 4, 4, 4

Una sucesion infinita { a, } puede tener la propiedad de que cuando » aumenta, @,

se acerca a algun numero real L; es decir, ‘ a, —L ‘ ~ 0 para n grande.



Por ejemplo, sea el término n - ésimo representado por:

n
a :2+(—lj
" 2

En la sucesion se tiene {an } . Los primeros términos de ella son:

Se observa que los términos se acercan de manera progresivaa 2 cuando 72 crece. En
general, para todo entero positivo 72 :

la,-2] = 2+(—l)n—z _ (_lJn :(ljn:L
2 2 2) Ty

. 1 ., .
Y el numero 2—n , Y por lo tanto también ‘ a, —2 ‘ se puede hacer arbitrariamente cercano

a cero escogiendo 7 suficientemente grande; en este caso, considerando la siguiente
definicion, la sucesion tiene limite 2 o converge a 2, lo cual se escribe asi:

1 n
lim 2+(——j =2
n—>c0 2

DEFINICION

Una sucesién {an } tiene el limite L o converge a L, lo cual se denota por:
lim a =L
n—»0

si para todo ¢ > 0 existe un numero positivo N tal que

‘an—L‘ < ¢ siempreque n > N

Si tal nUmero L no existe, la sucesion no tiene limite o diverge.

Otro concepto de interés, se relaciona con el comportamiento que tienen los diferentes
términos que forman una sucesion, como se indica enseguida.



DEFINICION

Una sucesion {an }se llama creciente, sia < a paratodan > 1;estoes,
a, < a, < ay <...Se llama decreciente, si a > a ,  paratoda n>1.Una
sucesion es monétona, si es creciente o decreciente.

Ejemplo

La sucesion { } es decreciente, porque

{niS} g (n+?)+5

para toda n>1. Se observa que el lado derecho es menor, pues su denominador es

n+5

mayor.

DEFINICION

Una sucesion { a, } esta acotada por arriba, si existe un numero M/ tal que:
a, < M paratoda n > 1

y esta acotada por abajo, si hay un numero m tal que:

m < a_paratoda n 2 1

Si esta acotada por arriba y por abajo, { a, } es una sucesién acotada.

1.2 Definicion de serie

Como algebraicamente soélo se puede sumar un numero finito de términos, hay que
definir lo que significa una suma de este tipo.



DEFINICION

Sea {an } una sucesion infinita. La expresion a, + a, +...+a +...

se denomina serie.

En la notacion de una serie como la definicion anterior, se emplea la notacién de suma
abreviada:

0

Y. a,. obien, Y a

n=1

En la ultima expresion, se sobreentiende que la variable de suma es »n. Cada numero

a, esuntérmino de la seriey a, es el n - eésimo término.

k
DEFINICION
(i) La k-ésima suma parcial S, de la serie infinita Z a, es
S,=a,ta,+...+a
(i) La sucesion de sumas parciales asociada a la serie infinita Z a, es
S, Sy Sy, ., S
Del inciso (i)
S, =a,
S2 =a +a,
Sy =a,+a,+a,
S4 =a +a,+a;+a,



Para calcular S, S, y S, hay que anadir cada vez mas términos de la serie. Asi, S, .,

es la suma de los primeros mil términos de Z a, . Sila sucesion { S, } tiene un limite

S (es decir, converge a § ), entonces S se denomina suma de la serie infinita a, , como

se formaliza en la siguiente definicion.

DEFINICION

Una serie infinita Z a, es convergente (o converge), sila sucesion de sumas

parciales converge; es decir, si

lim § =S8 paraun numeroreal S
n—swo "

El limite S se llama suma de la serie Z a, y se escribe:

S=a,+a,+...+a +...
1 2 n

La serie Z a, es divergente (o diverge), si { S, } diverge. Una serie infinita

divergente no tiene suma.

Ejemplos

1) Demostrar que la serie infinita ! + ! + ! + e + _ + ... converge y

122 2.3 3.4 ne(n+1)

calcular su suma.

RESOLUCION:

La descomposicion en fracciones parciales del n-ésimo término a, es:

1 1 1

a =——— = — — ——

" n(n+1) n n+l

Por lo tanto, la n - ésima suma parcial de |la serie se puede escribir como:

Sn:a1+a2+a3+...+an



g —1- 1 __n
" n+1 n+1

, , n
Im § = lim — =1
n—ow n—o n+1

La serie converge y susumaes 1.

o]

2) Demostrar que la serie infinita Z ( -1 )n - es divergente.
n=I1

RESOLUCION:

La serie se puede escribircomo 1+ (—1) + 1 + (—1) +...+ (—1)"'_1 +...

Notese que S, =1,si k esimpary S _=0,si k es par. Como la sucesion de sumas

parciales {Sn} alterna u oscila entre 1 y 0, resulta que lim Sn no existe, por lo tanto,
n—»0

la serie infinita diverge.

Un caso particular de serie infinita divergente, que sera de utilidad mas adelante, se
presenta en la siguiente definicién:

DEFINICION
La serie armonica es la serie infinita divergente:
1 +

1
e D s S
n

N | —
W | =




1.3 Serie geométrica y serie p

Algunas series infinitas aparecen, frecuentemente, en la solucion de problemas
aplicados. Una de las mas importantes es la serie geométrica

a+ar+art+..+ar” 4.

TEOREMA
Sea a #0. La serie geométrica

a+ar+art+..+ar" 4.

. a :
(i) Es convergente y su suma es = Si |r| <1
- r

(if) Es divergente, si|r|>1

donde a y 7 son numeros reales con a #0.

Ejemplos

1) Demostrar que la siguiente serie infinita converge y calcular su suma:

0.6 + 0.06 + 0.006 +...+ é +...
n

RESOLUCION:

Esta es una serie geométricacon a=0.6 y r=0.1.Porelinciso (i), del teorema anterior,

la serie converge y su suma es:




RESOLUCION:

. . . 1
La serie converge, porque es una serie geométrica con r = 3 < 1. Por el teorema

anterior, inciso (i), la suma es:

[—
W] N

El teorema siguiente establece una condicion necesaria para la convergencia:

TEOREMA

Si una serie infinita Z a, es convergente, entonces:

lima =0
n—w "

Una serie de la forma

| 1 1
z_: PRI S
— P

es una serie p , donde p es una constante positiva.

Cuando p=l1, se obtiene la serie armonica z —, la cual fue definida anteriormente.
n=1

La convergencia o divergencia de la serie p se establece a partir del siguiente teorema:

TEOREMA
La serie p

| 1 1 1

Y — ==+ —+ — +...

bt LS LI VA Ve
1. converge si p >1

2. divergesi p <1




o0
1
Cabe mencionar que la serie Z —p = +— + 3—p +... esllamada también serie

armonica generalizada.

1.4 Serie de términos positivos

Se dice que una serie Z a, es de terminos positivos, si los términos de la sucesion
n=1

{an}, n € N son positivos a partir de un cierto término.

CRITERIO DE COMPARACION

0

Sea Z @, una serie de términos positivos.
n=1

1) Siexiste b, neNtal que a <b a partir de un cierto término y de forma que

o0 o0

z bn sea convergente, entonces, Z a, es convergente.
n:1 n:l

2) Siexiste b, neN talque 0 < b < a apartir de un cierto término y de forma

o0
que Z bn sea divergente, luego, Z a, es divergente.

n=1 n=1
CRITERIO DE COMPARACION POR PASO AL LiMITE

Sea Z a, una serie de términos positivos.
n=1

10



o0

1) Si existe una serie de términos positivos Z bn tal que:
n=1

a
Iim £ =L=#0, +©
n—>+0

o0 o0

entonces, Z a, es convergente, siy solo si, Z bn es convergente.
n=1 n=1

o0
2) Si existe una serie de términos positivos Z bn tal que:

n=1
lim -2 =0
n—>+00
o0 o0
y Z bn es convergente, entonces, Z a, es convergente.

o0

3) Si existe una serie de términos positivos Z bn tal que:
n=1

lim % =+

n—>+oo

y Z bn es divergente, luego, Z a, es divergente.

n=1 n=1

CRITERIO DEL COCIENTE
Este criterio se sugiere a partir de la convergencia de una serie geométrica. En una serie

geométrica, la razén entre términos consecutivos es constante. E/ criterio del cociente se
refiere a series donde esta razon es casi constante.

11



TEOREMA (Criterio del cociente)
Sea a, + a,+.+ a, +... una serie de términos positivos.
a
L1 n+1 . .
a) Si lim existe y es <1 , la serie converge
n—o0 an
an—i—l
b) Si lim existe y es >1 o es infinito, la serie diverge
now a
Ejemplo

Demostrar que la serie p + 2p2 + 3p3 +...+ np"... converge para cualquier nimero
p talque 0 < p <1

RESOLUCION:

+1)

Sea a =np” a  =(n+1 ) (m+1) |2 razén entre términos consecutivos es:
a,=np y n+l p .

Gpv1 (n+1)p(n+1) _ n+l
a np" n L

al calcular el limite se tiene:

n—w d
n

por lo que la serie converge.

1.5 Serie alternada

Una serie se dice alternada, si sus términos van alternando el signo positivo y el signo
negativo o viceversa. Dos ejemplos ilustrativos son los siguientes:

... = 2(—1)"_]

1
n

N | —
W | —
S
DN | —
AN |~

12



=Y (e

n=1

+

+
[FSH )
|
AW
+
|
|
|
<o

N | =

Estos ejemplos muestran que el enésimo término de una serie alternante tiene la forma:

donde bn es un numero positivo. En general, bn = ‘ a

Enseguida, se enuncia la prueba de la serie alternante que establece, si el valor absoluto
de los términos de una serie alternante disminuye a cero, entonces la serie converge.

PRUEBA DE LA SERIE ALTERNANTE
Si la serie alternante:

- n—1
(-1) b =b—by+b,—b,+b—b+..b >0

n=1

satisface:
a) b, <b paratodan

b) lim b =0

n—©

entonces la serie converge.

Ejemplos
. | 1,11 o(-n)"
1) La serie armonica alternante | — 5 + 371 t...= Z P satisface:
n=1
b b 1 1
a) Dy4 <b,,pues, —m <

b) lim b = lim le

n—o n n—o n

por lo que la serie converge de acuerdo con la prueba enunciada.

13



n

i ( —1) 3n
2) La serie Z T, _ 1 ©s alternante, sin embargo,
n=1 -

lim b = lim —" = lim =3
n—ow n—so 4n —1 n— 4 — 1 4

n
por lo que no se cumple la condicion b).

Por otro lado, al calcular el limite del término enésimo de la serie

, _(-1)"3n
lim ¢ = lm ———~——
n—>0 n n—oo 4n-—1

este limite no existe, por lo que la serie diverge.

En algunos casos, interesa establecer si una serie dada es absolutamente convergente,
lo cual es posible precisarlo a través de la siguiente prueba:

PRUEBA DE LA RAZON

an+1

(e 0]
a) Si lim = L <1, entonces, la serie Z a, es absolutamente

n—oo an n=1

convergente (y por consiguiente converge).

an+1 a
b) Si lim =L >1, obien, lim

n—o a n—> a
n n

= 0, entonces la serie

Z a, diverge.

n=1

1.6 Series de potencias

Una serie de potencias es aquella que tiene la forma:

o0

n _ 2 3
Z C X"=Cy+Cx+Cx" +Cyx” o
n=0

donde x es una variable y las ¢, son constantes llamadas coeficientes de la serie.

14



Una serie de potencias puede ser convergente para ciertos valores de x y ser divergente

para otros.
La suma de la serie es una funcién
f(x)=cy+cx+c,x>+c,x’ ot c x"+
0 | ) 3 f

cuyo dominio es el conjunto de todas las x para las que converge la serie. Puede

observarse que f parece a un polinomio. La diferencia radicaen que f tiene un nimero
infinito de términos.

De manera general, una serie de la forma:
0

c (x—a)'=c,+c(x—a)+ cz(x—a)2+03(x—a)3+...
n=0

se llama serie de potencias en ( x—a ), o serie de potencias centrada en a.

Respecto a este tipo de series, para analizar su caracter de convergencia se enuncia el

teorema que se presenta enseguida.

TEOREMA
Para una serie de potencias dada:

écn(x—a)"

solo hay una de tres posibilidades:

i) La serie solo converge cuando x = a
i) La serie converge paratoda x

iii) Hay un numero positivo, R, tal que la serie converge si

|x—a|< Ry diverge, si |x—a| >R
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El numero R del caso iii) se denomina radio de convergencia de la serie de potencias.

Por convencion, el radio de convergenciaes R=0en el casoi)y R=00 en el caso ii). El

intervalo de convergencia de una serie de potencias consta de todos los valores de x
para los cuales la serie converge. En el caso i), el intervalo consta de solo un punto, a;

pero, en el caso ii), es (-, ); en el caso iii), se observa que la desigualdad

|x—a| <R se puede escribir en la formaa—R<x<a+R. Cuando x es un punto

extremo del intervalo, esto es x =a* R, puede suceder cualquier cosa: la serie puede

ser convergente en uno o ambos puntos extremos o ser divergente en ellos. Asi, en el
caso iii) existen cuatro posibilidades de intervalo de convergencia:

(a—R, a-I-R) (a—R, a+R] [a—R, a+R) [a—R, a+R]

Ejemplos

1) Hallar el radio y el intervalo de convergencia de la serie:

i (=3)" "
n=0 n+1
RESOLUCION:
—-3)" x"
Sea a, = ( )
n+1
entonces:
(_3)"+1 xn+1
a, . _ Jn+2 _ (—3)n+1xn+1 n+1
a, (-3)" x" (=3)" x" n+2

|x| =3|x| conforme n-—>o

16



De acuerdo con la prueba de la razén, la serie converge si 3| x|< 1, y diverge si 3|x| > 1;

1
por lo tanto, converge si |x| < 3 y diverge si |x| > % Esto significa que el radio de

, 1
convergenciaes R = 3

1 1
-, gj pero ahora, se debe investigar

Se sabe que la serie converge en el intervalo (— 3

: , : : 1 ,
la convergencia en los puntos extremos de dicho intervalo. Si xz—g, la serie se

transforma en:

i(3)n(;jn:i 11 RS

n=0 n+1 n=0 /1 +1 | 2 3 4

. . 1 .
la cual diverge. Si x = § , la serie es

& bl N

n=0 n+1 n=0 n+1

que converge, segun la prueba de la serie alternante; por lo tanto, la serie de potencias

1 1 1 1
original converge cuando 3 <x< 3 y el intervalo de convergencia es (— 5, 5}

2) Determinar el radio e intervalo de convergencia de la serie:

RESOLUCION:

n(x+ 2)"

SI an: 3n+1

17



entonces:

1
(n+1)(x+2)n+
1 e Tl PR BRSE
a, n(x+2)" n(x+2)" (3”*2) ‘ n 3 3
S
x+2

Con la prueba de la razén, se ve que la serie converge si <1l vy diverge si

|x+2|

> 1; por lo tanto, converge si | x+2| <3y diverge si |x+2| > 3. Entonces, el

radio de convergenciaes R=3,
La desigualdad | x+2| <3 se puede escribir en la forma —5<x<1, asi pues, se
probara la serie en los puntos extremos —5 y 1. Cuando x =—5 la serie es

= S R

n+l
n=0 3 n=0

que diverge, segun la prueba de la divergencia [(—1)" n noconverge a 0} . Cuando

x =1, la serie es
n

0 1’1(3) _l 00
Z 3n+1 - 3 ng()n

n=0

que también diverge, segun la prueba de la divergencia. Por lo anterior, solo converge

cuando —5 < x < 1, de modo que el intervalo de convergenciaes ( -5, 1).

1.7 Representacion de funciones como series de potencias

Es posible representar cierto tipo de funciones como sumas de serie de potencias, a partir
de la manipulacién de series geométricas, o bien, diferenciando o integrando dichas
series. La importancia de expresar una funcidon conocida, como una suma infinita de
términos, radica en el hecho, por ejemplo, de poder integrar funciones que no tienen

18



antiderivadas elementales, resolver ecuaciones diferenciales y aproximar funciones
mediante polinomios.

Sea la expresion:

(1) i:1+x+x2+x3+...:zox” ‘x‘<1
n=

una serie geométrica con a =1 y r = x. Considerando ahora otro punto de vista, se

1
dice que (1) expresa alafuncién f (X) = " en términos de una serie de potencias.
- X

Ejemplo

1

Expresar f (X) = 1 > como la suma de una serie de potencias y determinar el
- X

intervalo de convergencia.

RESOLUCION:

2 .
Al reemplazar X con —x~ en (1), se obtiene:

2 T 1_(_x2) B Z(_xz)”

o0

- (—l)nxzn=1—x2+x4—x6+x8—...

n=0
. s 2 . 2
Puesto que es una serie geometrlca, converge cuando ‘ - X ‘ < 1, es deCIF, x < 1, (o]

bien, | x | < 1; es decir, el intervalo de convergenciaes (-1, 1).

1.7.1 Series de Taylor y de Maclaurin

Segun se ha visto en la seccion 1.7, es posible deducir representaciones a manera de
series de potencias para cierta clase de funciones.
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Ahora, interesa determinar qué funciones tienen representacion como series de potencias
y deducir estas representaciones.

Sea f una funcién representada por una serie de potencias en x - ¢ de forma que:

f(X): éan(x—c)n:ao +GI(X—C) + CIZ(JC—C)2 +a3(x—c)3 +a4(x—c)4 +...

donde el dominio de f es un intervalo abierto que contiene a ¢. Como en el punto

anterior, se pueden hallar representaciones en serie de potencias para f'( x) , f"(x),...

derivando los términos de la serie de /( x).

Entonces:

f! (x) = i nan(x—c)n_lz a, +2a2(x—c) +3c13(x—c)2 + 4614()6—0)3 +...

n=1

f"(x) = in(n—l) an(x—c)n_zz 2a,+(3+2) ay(x—c) +(4-3) a4(x—c)2+...

Fr(e) = Eon(r1)(1-2) (2" = (3:2) e (4:3:2) ay (=) .

por lo que, para todo entero positivo & :
) =S n(n-1)..(n—k+1)a (x-c)""
n=k

Cabe mencionar, que cada una de las series que se obtienen cuando se deriva, tienen el
mismo radio de convergencia que la serie original. Al sustituir x por ¢ en cada una de
estas representaciones en serie se tiene:

fle)=ay, f'(e)=ap, f'(c)=2a,, ["(c)=(3-2)a,

20



y, para todo entero positivo 7 :

f(”)(c)

n!

f(")(c)zn!an, Obien, Cln:

Lo anterior, permite establecer que la serie de f(x) tiene la forma que se presenta

enseguida y es llamada serie de Taylorde f(x) en c.

TEOREMA

Si f es una funcion tal que:
f(x)=2a,(x=c)
n=0

Para toda X en un intervalo abierto que contiene a ¢, entonces, f(")(c) existe

(n)
para n=0,1, 2,... y a,= ()
n!
por lo tanto,
f"(C)

La serie de Taylor, también, se puede expresar con la notacién de sumatoria:

n

0 (n) c
7= 3 L ey

En particular, en el caso cuando ¢ =0, la serie obtenida se llama serie de Maclaurin de

f(x)en c.

Se enuncia formalmente enseguida:
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TEOREMA

Si f es una funcién tal que:

f(x)= z a,(x)"

para todo x en un intervalo abierto (-7,

f(x)=f(0)+f"(0)x+

representa la serie de Maclaurin de f .

r), entonces:

/"(0) 2
21

X +...+

),

n!

X

+...
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TEMA 2

LAS INTEGRALES DEFINIDA E INDEFINIDA

2.1 El problema del area. Concepto de sumas de Riemann.
Concepto de integral definida

LA NOTACION DE SUMATORIA

En este tema, veremos que la integral definida se define como el limite de una cierta
adicion o suma; entonces, conviene introducir una notacion que permita escribir una
suma o sumatoria de constantes de forma abreviada.

Sea @, un numero real que depende de un entero k, se denota la suma o sumatoria:

a+a,+ay +..+a,

por el simbolo:
n
Y a
k=1

esta notacidn es conocida como notacion de sumatoria o notacion con sigma. A la
variable k se le denomina indice sumatorio.

Ejemplos

5
1) Desarrollar la sumatoria Z 3k - 1
k=1

RESOLUCION:

5 3k—1 3(1)—1]+[3(2)—1]+[3(3)—1]+[3(4)—1]+[3(5)—1]

k:l
=2+5+8+11+14
23



También, podemos considerar tener la sumatoria desarrollada y escribirla en forma
concisa.

2) Expresar en términos de una suma abreviada (o notacion de sumatoria) las sumas
indicadas.

a) Suma de los 10 primeros enteros impares positivos:

l1+3+5+..+19
10
D> (2k-1)
k=1

b) Suma de los 10 primeros enteros pares positivos:

2+4+6+8+...+20
10
> 2k
k=1
En los ejemplos anteriores, el indice sumatorio se ha representado por la letra f,

iniciando en el valor 1, sin embargo, esto no es necesario como se observa a
continuacion:

5 5
Yook =23 e %42 5 Y 2F=204 204 224284 0% 2
k=3 k=0

no obstante, en general, por conveniencia se supondra que el indice sumatorio
empiezaen k=1.

El simbolo del indice sumatorio no es unico, pues, también, podemos tener:

Para el manejo posterior de la notacién de sumatoria, es conveniente conocer algunas
propiedades, las cuales se presentan a continuacion.
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PROPIEDADES

Para m >0, n >0

Ejemplos

20 20 20
1) Y (3K +4k) =3 K4k
k=1

k=1 k=1
50 3 50

2) Y K=k + k2:(12+22+32)+(42+52+...+ 502)
k=1 k=1 k=4

Sitenemos el caso en que C es una constante, es decir, es independiente de un indice

n
sumatorio k , entonces, Z C significa:
k=1

C+C+C+ ..+ C

n términos

en la suma anterior, ya que hay 7 términos C se tiene:

i C=nC
k=1

Para el caso en que se tenga:

25



n
ZC entonces = C+C+C+..+C
=2 n—1

bl

C porlotanto = C(n-2)

M=

B
Il

3

4=4+4+4=3(4)=12

M

k

Il
—_

3
Y 4=4+4=4(3-1)=238
=2

=

Algunas expresiones que permiten calcular el valor de las sumas abreviadas y que se
demuestran por induccién matematica se presentan a continuacion:

Si 1 es un entero positivo:

a) iC=nC

k=1

1 1
b) Z - n(n2+ )

=
1]
—_

n(n+1)(2n+1)

N
1=
b
[V}
I

k=1 6
d) kzl b = M
e) kz'i:] 4 n(n + 1)(6n330+9n2+n_1)
Ejemplos

10
1) Evaluar Zkz
k=1
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RESOLUCION:

n
2 .
Como es de la forma Z k“ , en este caso, n =10, se tiene:
k=1

10
Z k%M - 385
k=1 6

10

2) Evaluar Z(k+2)3
k=1

RESOLUCION:

10 3 10
Y (k+2) = Y (K + 6k + 12k +8)
k=1 k=1

10 10
N+ 6> kT + 122k+28
k=1 k=1 k=1

como n =10, se tiene:

> (k+2) 1022“)2 L, g loqun) (21) -, 10(11)

+(10) (8)

6 2

3025 + 2310 + 660 + 80 = 6075

3) Desarrollar la sumatoria indicada:

o

k

5
a) .

=
—_

k

4
b) >,

10
c) Z

kel
—_
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4) Expresar la suma dada, usando la notacién con sigma:
a) 22 +4% +6%+8%+10% + 127
b) 1+2% 432 +4%2 452

c) 3+5+7+9+11+13+15

5) Obtener el valor de la suma correspondiente:

N
(e}

a) 2k

b
I
—

W
[w]

b) (-3k)

c) Zsl(k2+l)2

>
I

bl
—

EL CONCEPTO DE INTEGRAL

Semblanza histérica

Se puede afirmar que el Calculo Integral surge hace mas de dos mil afios cuando los
griegos, al intentar resolver el problema de la determinaciéon de areas para figuras
planas de contornos curvos, inventaron un método matematico que llamaron método
de exhaucién. Siglos después, Newton mostré cdmo es posible obtener el valor de
areas mediante un proceso inverso a la derivacion. Por su parte, Leibniz ide6 la manera
de obtener los valores de areas y volumenes mediante sumas de areas de rectangulos
y volumenes de cilindros, respectivamente. De estos dos métodos, surge la teoria de
integracion o Calculo Integral que, por lo tanto, podemos decir se ocupa de la solucion
de dos problemas:

1) Resolver el problema de la medida, o sea, dar métodos, generalmente, para

el calculo de longitudes, areas, volumenes, etc.
2) Resolver el problema de la antiderivada.
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En este inicio del estudio del Calculo Integral, corresponde referirnos al primero de
ellos, es decir, el problema del area, el cual corresponde a la nocion de integral
definida. Una forma intuitiva y didactica de presentar este concepto es considerando
que la integral viene a formalizar un concepto sencillo, intuitivo: el del area.

INTEGRAL DEFINIDA

Sea la funcion y = f(x) y la siguiente grafica:

— v = Jix)

Se desea calcular el area de la regioén limitada por la funcién y = f(X), eleje X vy
lasrectas x=a y x=0>.

El procedimiento que se sigue es, en esencia, el método de exhaucion empleado por
los griegos hace mas de dos mil afios.

Se elige el intervalo [a, b] y en este intervalo, consideremos algunos puntos como
se muestra en la siguiente figura:

n-1 u:u =b
Para los puntos v ,u,,..., u ,tenemosque a =u, <u, < u, <..< u =b.
Al conjunto de puntos {”0 s Upy Uy sy U, } le llamamos particion o red del intervalo

[a, b].
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Una particién de un intervalo se divide en subintervalos y a cada uno de ellos se le
llama también celda.

A la distancia entre los puntos extremos de cada celda se le llama amplitud de la celda
o amplitud del subintervalo.

Ahora, formamos los subintervalos:
AN AR N T

Luego, tomemos un punto x, de cada intervalo [uk_l, uk] , para cada x; se
tiene la correspondiente ordenada y, = f (xk ) de esta forma, se forman
rectangulos cuyas bases son los intervalos |:u 1> Ui } y las alturas corresponden

alas )y ; lo anterior se ilustra en la siguiente figura:

Y &
yrz:f[xn] —
yn-:z =f[xn-z} s ;f
At ) N R
= flw) [ e ]
w=flm) [T CEOLL L ]
IR
AN .
0 F=dx, o x, x, Typx, X=f x

El primer rectangulo tiene base (u1 — “o) y altura f(xl) = ¥, , por lo que el area

de este rectanguloes y, (”1 —u, )

De forma similar, el area del segundo rectangulo es yz(u2 - ”1) y, asi,

sucesivamente, por tanto, la suma:

A=y1(”1_”0) * yz(”z_ul) +y3(”3_”2) e y"(un_u"—l)
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representa un area que se puede considerar como una aproximaciéon al area bajo la
curva y = f(x).

La expresion anterior se escribe en forma abreviada de la siguiente manera:

=% i) 0 A=X 7 (x) (v w)

i=1 i=1

De forma intuitiva, podemos ver que la aproximacion es mejor si se hacen rectangulos
con bases mas pequefas, lo cual se logra haciendo mas intervalos entre x=a vy
x = b . Al hacer mas intervalos, las diferencias (ul- - ui_l) son mas pequenas y se
representan por la notacion Ax (delta x), donde A es el simbolo que indica las

diferencias (ui - ul-_l) yla x,queacompafnaala A, indica que las diferencias estan

en la recta del eje X .

Entonces, la expresidon matematica anterior se escribe asi:
n
i=1

De manera intuitiva, es posible concluir que al aumentar el numero de rectangulos (lo
cual se logra al aumentar n), el factor Ai x tiende a cero y el valor de la suma tiene

un limite unico que es el valor del area bajo la curva.

Lo anterior se simboliza con las expresiones:

A = lim if(xi)Aixzj‘bf(x)dx

'O
n— i=1

Al valor 4 se le llama también la integral de la funciéon f(x). La suma

n
> f( X; ) A; x se llama suma de Riemann.
i-1
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b
A la expresion I f(x) dx se le llama integral de Riemann o la integral de la funcién
a

en el sentido de Riemann.

Leibniz introdujo el simbolo I , también, el simbolo dx (que se lee diferencial de x)

b
y la palabra integral. Los valores de a y b, en la expresion 4 :j f(x) dx, se

llaman los extremos de integracion donde a es el extremo inferior y b el intervalo

superior de la integral.

A continuacion, se establece la definicion formal del concepto de integral definida.

DEFINICION: INTEGRAL DEFINIDA

Si f es una funcion definida en el intervalo [ a, b], entonces, la integral

b
definida de f de a a b que se denota por J. f(x) dx esta dada por la
a

igualdad:

n

jb fx)dx = lim Y f(x)Ax

a o .
n— i=1

Ejemplos

2
1) Mediante sumas de Reimann, calcule la integral I xdx
0
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RESOLUCION:

N oeapfdd
[
[P

Como se observa, el lugar geométrico describe una region limitada por la funcién, el
eje de las abscisas y las rectas verticales determinadas por los extremos de
integracion.

A

Al-x:b;a

A _2-0_2

i X = .
X =Ax f(xl) —f(Alx) :Alx:%
x2=2A2x
Xy = 3A5x f(x2)=f(2A2x)_2A2x_;
X = 1A X f(xl)=f(iAiX)=iAix=2_i
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n— n 121
+ 1
= lim 4 [n(n )}
n—» 0 n2 2

n

lim Z f(xi)Al-x =2

n—=>o g
2
I xdx = 2
0

3
2) Mediante sumas de Reimann, calcular la integral ,[1 (x2 + 1) dx

RESOLUCION:
f(x) = x2+1
a=1, b=3
b b n
ja f(x)dx = . f(xl-)Alx:nh_r)nOOiZ::l f(xl)Alx
Aix:b—a:3—1:g
n n
X, = a+A1x
X, = a+2A2x
X; = a+ilAx
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NN

2
1+ii+L2 1
n n

-2
2+ﬂi+4L2
n n

M} .8 [n(n+l)(2n+1)
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= 4+ 4+

iz n 3n 3
L3 (x2+1)dx= %

3) Mediante sumas de Reimann, calcular la integral J

RESOLUCION:

_12(—2x2+x) dx

Ibf(x)dx - lim Y AEALE:

a n—o =

f(x) = —2x%+x

=
Il
N
+

>
=

=

Il

|

S}
_l’_
TN
S |w
~
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2
:f(—2+§ij:—2(—2+§i) +(—2+§ij
n n n

=—2[4—2i+%i2j—2+5i

n n n
:—8+ﬁi—%i2—2+§i
n n n
:—10+2—7z—%2
n n

_ _ﬂ(n)+ﬁ(n)(n+1) B ﬁ (n) (n+1) (2n+1)

n n? 2 n’ 6

~ a0 8B g 9
2 2n n n
81 8 4 32



FUNCION INTEGRABLE

TEOREMA

Siunafuncién y = f(x) escontinuaen [a, b], entonces, se dice que la funcion

y=f(x) esintegrable.

La condicion de continuidad de una funcion en un intervalo es suficiente para que una
funcién sea integrable, pero no es necesaria.

PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA
1)  y=f(x) esintegrableen [a, b] y k= cte. arbitraria.

I: k f(x)dx = kjjf(x) dx

2) [y gsonintegrablesen|a, b], luego:

jab[f(x)+g(x)]dx = J.bf(x)dx + J.jg(x)dx

a

3) »y=f(x) esintegrableen [a, b], [a, c] y [c, b]

J.bf(x)dx=J.C

a a

£(x)dx + Ibf(x)dx L a<c<b

4

4) y = f(x)esunafunciéntalque f(x) =k ; k = cte.

Ibf(x)dx - Ijkdx:k(b—a)

a
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7) Siy=f(x), y=g(x) sonfuncionesintegrablesen [a, b]y

f(x) > g(x) Vxe[a,b]

asi que:

8) y =f(x)escontinuaen[a, b] , M y m son el maximo y minimo absoluto,

respectivamente, de la funcién f en [a, b ] , es decir:

m< f(x)<M Vxela,b]

por lo tanto:

f{xj}zm-
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2.2 Enunciado e interpretaciéon geométrica del Teorema del Valor
Medio del Calculo Integral

TEOREMA DEL VALOR MEDIO DEL CALCULO INTEGRAL (TVMCI)
Si f es continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces, existe al menos un

numero x, € [a, b] tal que:

J.bf(x)dx=f(x0)(b—a) ; a<xyg<bh

a

Al valor f (xo) se le llama ordenada media, valor promedio de la funcion, o bien,

valor medio de la funcion; a x, se le llama abscisa media o valor cuya existencia
garantiza el TVMCI.

Si f(x)=C,ental caso:

Ibf(x)dx = Idex:C(b—a) =f(x0)(b—a) X e[a,b]

a

Ahora, supongamos que f no es constante y que m y M son, respectivamente, el

minimo y el maximo de f en [a, b]
Sean u'y v, u,vela, b]talesque f(u)=my f(v)=M

Lo anterior se muestra en la siguiente figura, considerando que f(x) > 0
YV x € [a, b]
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como no es una funcién constante, entonces, m < f(x) < M para algin x en

[a, b] y se puede escribir:

Ijmdx < jjf(x)dx < Ijde

Ahora, de acuerdo con el teorema que dice:

I;Cdx - C(b-a)

Se tiene:

b
donde{%} I f(x) dx es un nimero que existe entre f(u) y f(v), de
a

acuerdo al Teorema del Valor Intermedio de Bolzano, cuyo enunciado se presenta

enseguida.

TEOREMA

Si f es continua en el intervalo cerrado [a, b] y w es cualquier numero

entre f(a) y f(b), entonces, existe al menos un nimero C en [a, b] tal

que f(C)=w
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INTERPRETACION GEOMETRICA DEL TVMCI

»4 fyzf(x}
|

y=f{xq) ?\.’)}‘ A /}:: y_f(xﬂ)
= i
: LN : :
- :
- > i
i 7 ' »
r=a Xy x=h X
I
: boa !

b
j f(x) dx determina el area bajo la curva y = f(x) que esta limitada por el eje
a

x ylasrectas x=a y x=b.
f (xo) (b—a) determina el area del rectangulo de la base (b —a) y altura f ( X )

Ejemplo

Obtener el valor de x|, tal que:

.[bx3dx = f(xo)(Z—l) , Si se sabe que Ilzf(x)dx - 2

a

RESOLUCION:
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f<x0)= b—a 1
15
f(xo) =7
f(x) =~
7(x0) = (%)
3 15
() = %
EYAE
Xo = ?
xg = 15 el, 2]

2.3 Definicion de la integral indefinida a partir de la integral definida
con extremo superior variable. Enunciado del Teorema

Fundamental del Calculo (TFC)

LA ANTIDERIVADA

Para una mayor comprension de los conceptos que permitan, a su vez, una mayor
claridad sobre la integral indefinida es conveniente dar algunas definiciones basicas.

DEFINICION: ANTIDERIVADA

Una funcion F sera antiderivada de otra funciéon f en un intervalo cerrado

[a,b], Si F'(x)zf(x) Vxe[a,b].
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Ejemplos

1) Sea F(x)-= x2+2, suderivada es la funcion F' (x)=2x
De la funcion anterior, si f (x) = F'(x), entonces, f(x)=2x

Observamos que f (x) esladerivadade F(x), porlo tanto, F (x) sera antiderivada

de f(x).
2) Obtener una antiderivada de /(x)=2x.

RESOLUCION:

Una antiderivada de f (x) es F; (x)=x",otraes F, (x)=x> +2.

Este ultimo ejemplo permite enunciar el siguiente teorema.

TEOREMA

La funcién f(x) tiene una antiderivada particular en el intervalo cerrado

[a, b]quees F(x).
Entonces, la antiderivada general de f (x) es:
F(x)+C

donde C es una constante arbitraria y todas las antiderivadas de f (x) se

pueden obtener asignandole algun valor particulara C.

Si F es una antiderivada de f , entonces:
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Al diferenciar, es decir, expresar la derivada en términos del operador diferencial, se
tiene:

dF(x) = f(x)dx
F(x)zjf(x)dx+C

se observa que, el proceso de antidiferenciar equivale a encontrar la antiderivada
general de una funcion dada.

INTEGRAL DEFINIDA CON EXTREMO SUPERIOR VARIABLE

Un teorema de gran importancia en el estudio de la integral es el Teorema
Fundamental del Célculo, sin embargo, antes de enunciarlo se establecera el concepto
de la integral definida con extremo superior variable.

Sea y = f(x) una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b ] asi:
b . . "
J‘ /() dt existe y proporciona un valor Gnico
a

Ahora, si x €[ a, b | x,entonces, f (x) escontinuaen [ a, b | y podemos escribir:

X
j /() dt, esta expresién define a una funcion F, cuyo valor es:
X
F(x)= |7 r(e)as

y su dominio es [ a, b |. El valor de esta funcién V x €[a, b] sera:

Nota: se ha empleado a ¢ como variable de integracién para evitar confusiones, pues

se tiene como extremo superiora x.
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De lo anterior, establecemos el siguiente teorema.

TEOREMA

Si la funcion y =f(t) es continua en [a, b:|, x e[a, b] y F eslafuncion

definida por:

Entonces:

Para esta ultima ecuacion, si se considera que x = a, la derivada podra ser por la
derechay, si x = b, la derivada sera por la izquierda.

DEMOSTRACION:

Se deriva F (x) con la regla de los cuatro pasos para obtener f (x) Consideramos

a x y x+Ax dosvalores €[ a, b].

X
Ahora, la funcién F(x) = J. f(t) dt seraincrementada.

Entonces:

0 Fleeax) = [0 p(0)a
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se tiene de (2):

x+Ax

Favax) =F(x) = [ pyae-[Tr@ya = [ p @ acs [P () ar

a a a X

X +Ax

:Iaf(t)dt+_[ f(t)dt

X a

el segundo miembro se puede escribir como:

Fx+ax) =F(x) = [ 7777 f (1) ar

Ahora bien, el Teorema del valor medio del Calculo Integral asegura la existencia de
unvalor x, € [x, x + Ax] tal que:

J.HAxf(t) dt =f(x0)(x+Ax—x)

X

= f(xo) (Ax)
Entonces, tenemos:

F(x+Ax)—F(x):f(x0)(Ax)

3) Dividiendo entre Ax:

F(x+Ax)=F(x) [f(%)(Ax)

Ax B Ax - f(xo)
4)  Aplicando limites cuando Ax—0:
, F(x+Ax)—F(x) L
AECHEO Ax - Alxlr—nm /(%)

se observa que, en el primer miembro se tiene una derivada:

lim F(x+Ax) - F(x)
Ax—0 Ax

- F(x)

por otro lado, como x, € [x, x+Ax], altener Ax —0 implicaque x, — x, por

lo tanto, en el segundo miembro tenemos:

lim £ (x) = liinxf(xo) = f(x)

Ax—>0 X
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donde finalmente:

esta ultima expresion puede escribirse como:

L F(x) = f(x)

pero:

por lo tanto:

b
Esto muestra que, si en la integral definida J. f(t)dt se considera variable el
a

extremo de integracion, se obtiene una funcién de él, es decir:

Fx)= [ r(e)ar

a

y la derivada de esta funcién F (x) es igual al integrando como funcién de dicho

extremo: [ (x).

Ejemplos

1) si Ia J3t%+1 dt  obtener f(x).

RESOLUCION:

f(x) =43x2+1 at

Calcular, ademas, F'(x), si F(x) = Ix V312 +1 dr
a

De acuerdo con los conceptos presentados, resulta F' (x) = \/ 3x2 +1
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t
2) Obtener % {L 3\/s2+ s> ds}

RESOLUCION:

d 2 2,2
3) Obtener d—{J‘ sen (l,‘ +l)dt:|

RESOLUCION:

% [—J; senz(t2+1)dt}
F'(x) = —senz(x2+1)

Luego de enunciar este teorema que permite expresar a la integral definida con
extremo superior variable y de, ahi, garantizar el porqué de la antiderivada,
enunciamos el TFC.

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL CALCULO (TFC)
1) Lafuncién f(x)escontinuaen [a, b ]

2)  Lafuncién g (x) estalque g'(x) = f(x) V xe[a,b]
asi:

[l ryax =g(x) ] = g(b) - g(a)

Este teorema permite determinar el valor exacto de una integral definida y al
emplear dicho teorema se usa la siguiente notacion:

¢(x)| =e(b)-g(a)

a
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Ejemplos

Usando el TFC, calcular:

T
E 2
1) _[2 cosdx = senx } :sen(gJ —sen(O) =1

0

LA INTEGRAL INDEFINIDA

Se llama integral indefinida de la funcién f(x) (siendo f continua) a la expresion:

@ | [ r(w)dusc

y segun hemos visto anteriormente:

L7 p(wydu = £ (x)

aqui, vemos que la integral J. f (u) du es una antiderivada de f (x) asi que:

X
I f(u) du + C es la antiderivada general de [ (x)

a
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para representar la integral indefinida de la funcién f (x) se escribe:

[ r(eyae =] " r(uyausc

a

Podemos observar que los conceptos de integral indefinida y antiderivada son
distintos, pero para funciones continuas, la integral indefinida y la antiderivada son la
misma funcion.

Ejemplo
0

Sea f(x)=2x+2 continuaen [a, b].Si sesabequeJ. f(x)dx =1,
a

Obtener:

a) Elvalorde a

b) El valor promedio de [

c) Elolos valores de x, cuya existencia garantiza el TVMCI, x, € [a, b]

RESOLUCION:

a) jo (2x+2) dx =1

Del TFC:

b

[ enareston] - [020) - [ 2] -

a 2 d

Il
|
N
o
|
(\)
<
Il
[S—
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a’+2a+1=0
(a+1)2 =0
a=-1 = [-1, 0] intervalo de integracion

b) Del TVMCI:

lz—af(xo)
f(xo) = —— pero a= -1, por lo tanto
a
f(xo) = 1 «—— valor medio

2.4 Calculo de integrales indefinidas inmediatas. Cambio de variable

La primera aplicacién importante del TFC es que por ser operaciones inversas la
derivacion y la integracion, las formulas para derivar vistas en Calculo y Geometria
Analitica pueden usarse para encontrar las correspondientes de integracion.

A continuacion, presentamos las formulas de integracion elementales.
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EXPRESIONES BASICAS DE INTEGRACION

) [kr(x)ax=k[f(x)dxi keR

2) : dx = x + C

3)  [[f(x)+e(x)=n(x)]dx =] f(x)dx+[g(x)dx = [ n(x)dx

5 [srde=" i inex:ne-1
J n+1

5) .. senxdx = —cosx + C

6) .. cosxdx = senx + C

7) : sec’xdx = tanx + C

8) .. csc’xdx = —cotx + C

9) : sectanx dx = secx + C

10) .. csccotx dx = —cscx + C

EXPRESIONES CUADRATICAS BASICAS

X
= ang sen — + C

11) JL
[,2_ 2 a

12) I 2dx2:langtan£+C
a“+x a a

1
=—angsec£+C

13) J‘L



EXPRESIONES GENERALES

- n+1
u" du = + C

J n+1

[ & du =kjdu
senudu = —cosu + C

cosudu = senu + C

sec’udu = tanu + C

csc’udu = —cotu + C

sectanu du = secu + C

csccotudu = —cscu + C

[u+v—w]dx=ju(x)dx +Iv(x)dx —Iw(x)dx

EXPRESIONES CUADRATICAS BASICAS

du u
j—:angsen—+C
a’—u? a
du 1 u
Iﬁz—angtan—+C
a“+u a a
du 1 u
j = —angsec — + C
2 2 a a
usu-—a
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Ejemplos

N | = N | —
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u=x> -1
du =3x>dx
J(x3—1) xdx:J(x6—2x3+1)xdxzj(x7—2x4+x)dx
8 5 2
8 5 2
OTRAS EXPRESIONES
* d
3 4 7 = — angtan(Z]+C
Joa“+ u a a

J

Ejemplos

du
\ a’ - u?
du
u\/uz —a?

3 , S
1) j[x2+2x+lex:§x2+x2+x+C

/ -1

~

o (2 2 -1
2) .[t ;2]dzzj' t—2+%]d1:t+2t—+C:t—%+C

3) (tan2y+1)dy= seczydyztany+C

Identidades pitagéricas que se emplearan eventualmente:

sen’u + cos’u = 1
2 2
1 +cot“u = csc“u
tanu + 1 = sec’u
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4)

5)

6)

7)

8)

J.sen2xdx:—%cos2x+ C

u
du

2x
2dx

1
jxcosxzdx = Esenx2+ C

u
du

X

2x dx

2

Jsec—xtan%xdx = 3sec%x+ C

u

du

3

I
1
3
1
3

X

dx
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2 2
9) Icosxsenx dx:judu :% =37

+ C

u = senx

du = cosx dx

10) Ise02(2x+1) dx = % tan (2x+1) + C

u =2x +1
du = 2 dx
Ejemplos
1) J.L = ang senx + C
1-x?
U =x
a =1
du = dx

9 + x?
u =x
a =

du = dx

3) J‘ dx ZJ‘ du :J‘ 2dx ZJ' dx
x«/4x2—9 uu’-a? 2x\/4x2—9 x\/4x2—9
2

u?=4x?

a’=9
u = 2x

a =3
du = 2dx

1 X
= —angsec| — | + C
3 e (3)
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1
3 ang senx> +C

2
—

=

N

S
| | =
Il
—
N

S

<
[\

Il
W | =
—

w

!

N

S
|| =

Il

1 — x a® —u 1 — x
u2 = 56
a’=1
u = x°
a =1
du = 3x%dx
5) J‘ dx ZJ‘ du :J' 2x dx
xaxt—1 uu’—- a’ x2xt-1
ul = 5
2
a“=1
u = x°
a =1
du = 2xdx

‘[L = %angsecx2+ C

6) j dx = j du = ang sen (x+2) + C
Ja- (x+2)° a’ - u’
u? = (x+2)°
2
— 4
4 u = x+2
-2
. du = dx

3x3 - 4x? +3x 4
7) I dx:I 3x -4+ — dx
x° +1 x© +1

:J.3xdx—4jdx+4j. 21 dx
x° +1

2
= 3%—4x+ 4ang tanx + C
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8) J‘ secx tanx dx J‘ du % J‘ 2secx tanx dx

9)

60

2

2 9+4sec” x

9+4sec” x

u? = 4sec’x
a’=9
u = 2secx
a =3
du =2 (secx tanx) dx
= 1 (— ang tan 2secxj C
2
2
= — ang tan (E secx} + C
+3)d _!
J'(x ) Y[ xdx 3J‘—dx = x(l—xz) 2dx +3 dx
\/l—x2 \/l—x2 Jl—x2 1—x?2
I, N \—

x +3 ) dx _!
j( ) z—ljuzdu+3 dx
1 -x? 2 1 -x?
_1 1 1
I, Ix(l—xz) 2dx=—-—2u>+C;=-u?+C,=-
u =1- x?
du = — 2x dx
I,: 3J‘L = 3ang senx + C,
1 —x?
(x+3) dx 3
= I—:— I —x° + 3 angsenx + C
1 - x?



N | —

|

= — 1 - x? + 3ang sen x + C

— | N

(1-+%)

J + 3 angsenx + C

N | —

2.5 Integral de la funciéon de la forma f (u) = ! cuyo resultado
u

involucra a la funcién logaritmo natural
., 1 du
Sealafuncion f () = — talque | — =In|u|+ C
u u

Ejemplos

1) J‘COSX dx = @:ln|u|+C:1n|senx|+C
sen x u

u = senx

du = cosx dx

2

¢ 1 du ¢ 1dx e
9) [ — a2 [ 2 i }
) J‘e x (Inx) x u L x (Inx) n(n x) e

u = Inx
du = l dx
X
= ln(lnez) —In(lne)
= 1n(21ne) — ln(l)
=In(2)-0
=In(2)
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2 x _ 2 1 2 2 1
3) J. =J. x—1- dx:J. (x—l)dx—J. dx
x+1 0 x+1 0 0 x+1

=(2-0)-(2-0) —|In(3) -In(1)
0 o
——ln(3)

FORMULAS BASICAS QUE INVOLUCRAN A LA FUNCION LOGARITMO NATURAL

J‘secu du = ln|secu+tanu | + C

In|cscu —cotu | + C

jcscu du

2.6 Lareglade L’Hopital y sus aplicaciones a formas indeterminadas
de limites de funciones

Sea %.Si f(a)=0 Yy g(a)=0, setiene unaindeterminacion en x=a,
g\X
0
estoes, —.
0
Entonces, interesa determinar lim f(x). Para realizar este calculo, se
X —>a g(x)

considerara el siguiente teorema.
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TEOREMA
a) Sean f(x)y g (x) dos funciones derivables en el intervalo abierto I,
excepto posiblemente en el nimero a € I.

b) Vx#a, ael, g'(x)#0

c) lim f(x)=0, lim g(x)=0

X—>a xX—>a

d) lim S (x)

=L
xX—>a g'(x

por lo tanto, se cumple:

lim f(x) =
x—>a g(x) x—>a g(x) x—>a g'(x)

, - , 0
Esta regla se aplica cuando en el limite se obtiene: 0

L4 . w .7 r .
También se aplica en el caso — . Para la demostracion de esto ultimo, se puede
Q0

consultar el libro de titulo Calculus , autor Apostol, editorial Reverté.

Ejemplos

1y tim —— =2
x—0 tanx 0

RESOLUCION:

Aplicando L'Hépital:

, 1 ,
lim 5 = lim cos’x =1
x>0 sec” x x>0
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2) lim

o0
. -
x—wo x +1 o0

RESOLUCION:

Aplicando L’Hépital:

Im — =0
X —>® 2x
, In x o0
3) lim = —
x—>0 CSCX o0
RESOLUCION:
Aplicando L’Hépital:
1 1 1
lim —* = X = X
x—0 —CSCx cotx 1 cosx —Cosx
s€énx Ssénx senzx
, sen’x i sen’? x 0
Iim —— = — lim = —
x>0 (—cosx)(x) x>0 XCOSX 0
nuevamente, aplicando L’Hopital:
2 sen x cos 0
~ lim YESX _ 2 _p
x—>0 —Xx Senx + cosx 1

Otras indeterminaciones que se presentan en el calculo de limites son:

(0) (), @=c0, =", 17, 0
En estos casos, no es posible aplicar la regla de L’'Hépital, sin embargo, mediante
algunos artificios algebraicos y/o propiedades, se puede obtener alguna de las
0
indeterminaciones 0 o] z , en las cuales es posible emplear la regla de L’Hopital.

0

A continuacion, tenemos algunos ejemplos donde se ilustra lo anterior.
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Ejemplos

Calcular:

1) lim xInx
x>0t

RESOLUCION:
Si F(x) =xInx, entonces, F(x) = f(x) g(x)

lim F(x)= lim f(x)g(x)= lim xx

x>0t x>0t x—ot

donde f(x)=x, g(x)=Inx

Aplicando el limite:

lim xInx = (0) ()

x—0"

esta indeterminacién no permite aplicar la regla de L’Hdpital.

Luego, lo que conviene es buscar una alternativa para obtener % o =2 , Si hacemos:
o0
f(x) _ glx 1 1
Fx) = f(x) () = 2 o 8D g Ly
g(x)  f(x) g(x) f(x)
para el ejemplo planteado:
lim xInx = lim nx -2
x—>07 x>0t l o0
X

La forma de indeterminacion anterior ya permite el empleo de la regla de L’Hbpital:

1
im 2% = fm X = lim (-x)=0 - lim xlx=0
x—07F l x—>0+_71 x—07F x—>07F
X 2
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F(x) = —— ——— lim F(x)=1lim [ f(x)-g(x)]

x—1 Inx x-1 x—1

, X 1 11
lim -—— |=— - - =®0-©
x>1\{x-1 Inx 0 0

con esta indeterminacion no es posible aplicar la regla de L'Hopital.

. . . 0 00
Si efectuamos algun proceso algebraico para obtener 0 0 — eneste caso, se
o0

obtiene el comun denominador de la diferencia de funciones:

x 1 _ xInx—(x-1)

x—1 Inx - (x—1)Inx
lim xlnx—(x—l) _ 0-0 _ 9
x—>1 (x—l)lnx 0 0

y con esta indeterminacion, podemos aplicar la regla de L'Hépital.
De la ultima expresion, derivamos numerador y denominador:

x-l+lnx—1:1+lnx—lzlnx
X

%[xlnx—(x—l)]

L x-nyme] = (o) L eme) = (xo1) (ljﬂnx

X X X
lim xlnx—(x—l) ~ lim In x :9
X
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segun podemos observar, después de aplicar la regla de L’Hopital, la indeterminacién
continua, entonces, nuevamente aplicamos L’Hopital:

— Inx = —
dx X
d 1 1 1
—(x-1 — | +hx=(x-1 - |+ | = 1) + —
£ (L mreteon -2+ (oo
X 1 2
X X X
ot 1 .2 1 1 x4+l
x  x2  x  x 52 2
asi que:
1 2
lim In x = lim X lim _x - lim * l
x—1 1 x—1 x+1 x—>1x(x+l) x—>1 x+1 2
(x—l) — |+ Inx 5
X X

x—0

3) lim (cotx - lj

RESOLUCION:

En principio, se aplica directamente el limite:

, 1 , cos X 1 1 1
lim | cotx — — | = lim —— | == - =-=w-®
x>0 X x>0 | senx x 0 0

como en el caso anterior, esta indeterminacion no permite aplicar la regla de L’'Hopital.

, 0 0 - .
Asi que debemos llevarlo a la forma 0 o —, podemos escribir la funcién de la
o0

siguiente manera (que da lugar a un cociente):
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sabemos que:

tanx =
cotx
luego:
1
cotx — — = (x—tanx)
X X tanx
X = tan x
X tan x
aplicamos el limite:
i 1 i x — tanx 0
Iim | cotx —— |= lim —— = —
x—>0 X x—=>0 Xxtanx 0
por tanto, ya es aplicable L’'Hopital:
2
i x — tanx , 1 — sec“x
Iim — = lim 5
x—>0 Xxtanx x—>0 xsec“x + tanx
utilizando las identidades:
2 | sen x
sec " x = 7 tanx =
coSs “x COS X
1 cos 2x — 1
2 I - 2 2
, 1 — sec“x , cos “x , Ccos “x
lim 5 = lim = lim
cos’x  cOSx cos > x
, cos’x — 1 , — sen’x
= lim = lim
x—>0 X+ senx cosx x>0

X + —sen2x
2

nuevamente se aplica L'Hépital, pero antes se simplifica como se muestra:

—2sen’x , — 4 senx cosx 0 (

lim ————— = lim =—=0 .. lim
x>0 2x+sen2x x—>0 2+2cos2x 4 x>0
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1 X

4) lim (1 + —j
X —> 0 X

RESOLUCION:

Esta expresion se puede escribir como:

por lo que, ahora, interesa calcular:

lim ¢(x) = lim £(x)*") = 1im (1+1jx

X —> 0 X —> 0 X —> 0

aplicando el limite:

lim ¢(x) =17

X —>

para una indeterminacién de este tipo, conviene proceder de la siguiente manera:

lim (I)(x) = lim (1 + ljx

X —> X —> 0 X

tomando In en ambos miembros y aplicando propiedades de la funcién logaritmo
natural:

X —> X —> X X —> 00 X

X
lim lnd)(x): lim 111[14-1) = lim xln(1+lj:oo-0

Esta es una indeterminacion en la que no aplica la regla de L'Hépital.

. : o 0 ©
Nos interesa obtener una indeterminacion de la forma 0 o —, por lo que para el
o0

producto f(x) » g (x), segtin ya vimos:

lim xIn 1+l = lim In 1+l -l=h’m—=9
X —> 0 X X —> o X l X 1 0
x
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de aqui, ya podemos aplicar la regla de L’'Hépital:

X — 1 X —> _ 1 X —> 1 1

recordando que:

lim In¢(x) = lim f(x)%)

X —> 0 X —> 0

Entonces, aplicamos la funcidon exponencial, que es la funcidén inversa de la funcién
logaritmo natural para obtener finalmente:

lim ¢(x) = lim (1+l)x: e

X —> 0 X —> 0 X

5) lim x°
X —> 0
RESOLUCION:

—X
lim In¢(x) = lim Inx® = lim e “Inx
X —> 0 X —> 0 X —> 0

Aplicando el limite en el segundo miembro:

lim In¢(x) = lim ¢ " Inx=(0) ()

X —>®© X —>®

Se obtiene una indeterminacion en la cual no es posible aplicar la regla de L’'Hopital.
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Para el caso es un producto, el cual debe llevarse a forma de cociente:

, - , In x , Inx
lim e *Inx = lim —— = lim = —
X —> © X —> © 1 X —>®© ex o0
e—x
como ya es aplicable L’'Hopital:
1
, X , 1
lim -~ = lim =_— =0
X —> © ex X —> © xex o0

asi, se tiene

lim In¢(x) = lime “Inx =0
X —> 0 X —> 0

pero el problema a resolver es:

lim ¢ (x) = lim x¢
X —> X X —>®

Por lo tanto, para obtener este limite, aplicamos la funcion exponencial:

lim eln(¢(x)) = e(o)=1
X —> 0
—X
lim ¢ (x) = lim x°
X —> 0 X —> 0
Entonces, finalmente
— X
lim x¢ =1
X —> 0

2.7 Laintegral impropia

Sea una funcidon f continua en un cierto intervalo [a, 0 ) siempre positiva y que

cumple con el siguiente limite:

lim f(x) =0

X —> 0
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¥

Si u > a,siendo u, a e D, (dominio de la funcion /'), entonces, el drea 4 (u)

bajo la curva entre a y u esta dada por la expresion:

si en esta expresion el lim 4 (u) existe, entonces el limite puede ser interpretado

X —> 0

como el area bajo la curva y =f(u) , sobre el eje x y hacia la derechade x = a,y el

simbolo que se usa para denotar este valor es:

j:of(x) dx

Ahora bien, de forma mas general diremos que, si se tiene una funcion f, continua
en el intervalo [a, 00) , por definicién:

(A) on f(x)dx = lim ! f(x) dx siellimite existe

a u —» o a

De manera similar, si f es continua en el intervalo (—«, a ), se define:
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considerada como el area bajo la curva, sobre el eje x y alaizquierdade x =a. Las

expresiones (A) y (B) son llamadas integrales impropias. La diferencia de estas
integrales con las integrales definidas se debe a que uno de los limites de integracion
no es un numero real.

Las integrales impropias se dice que convergen cuando al tenderu — ©, u —» —o0,

el lado derecho de la ecuacion existe. (Es decir, que el limite que se da en el lado
derecho de A y B existe).

Cuando no es asi, (es decir, que lim A ) se dice que la integral diverge.

También, las integrales impropias se presentan con dos limites de integracion. De
manera especifica, si f escontinua V x y a € R, entonces por definicion:

on S (x) dx :J‘“ f(x) dx +j:> f(x) dx, o bien,

© | [7 r(x)ax = tim [" p(x)dx + lm [ f(x)dx

- ® u—> — 0 u vV —> © a

Si las dos integrales laterales convergen, la integral impropia converge. Si una de ellas

diverge, entonces J. f(x) dx se dice que diverge.

u
I f(x) dx determina el area bajo la curva y = f(x) y el limite indicado es igual
a

a esta area.

Enseguida, se presentan las graficas correspondientes a los casos anteriores.
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A(u) = lim

V—>—0 v

f(x)dx




(C)

A= J'_w f(x)dx = tim [° f(x)dx + lim j f(x) dx

y—>—00 oJV U —> 0
— o< a< ®©

Resumiendo:

Las integrales (A), (B) y (C) son llamadas integrales impropias y se identifican cuando
uno o ambos extremos de integracion no son numeros reales.

En las integrales impropias se dice que convergen cuando el limite existe, si no es asi
(el limite no existe), se dice que la integral impropia diverge.

llustramos estos conceptos con los ejemplos que se presentan a continuacion.

Ejemplos

Dterminar si las siguientes integrales impropias convergen o divergen:

1) jw ! dx = lim ju ! dx = lim u(x—l)_zdx «— Lu u" du

2 (x_l)z u—> o 2(x_1)2 X—>u J2
u=x-1
du = dx
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lim -1 = lim 1 + lim -=0+1=1
u—so | u —1 (2—1) u—>owo U — 1 u—o 1

el limite existe, por lo tanto, la integral converge y tiene el valor de 1.

2) on ! dx = lim © dx = lim [ln(x—l)]zz

2 x-—1 u—sw 42 x—1 U—> o

= lim [In(u-1)-l(2-1)]= lim In(u-1)- lim In (1)

u—> 0 Uu—> 0 Uu—> 0

= o0, conmas precision diremos que el limite no existe

En este caso, al no existir el limite, la integral diverge.

) )
. Cos| — , COs| —
3) I ——Y7 gx = lim — X ax o« Jcosu dx
2n x2 U—> 0 2n X2
1
u = —
X
du z—% dx
X
1
; cos(j
= lim - Y dx

U —> o 21 x2

1 u
= lim - sen(—j}
u — 0 X o
u
= — lim sen(l)}
u—> o X 2
: (1] 1 1
= — lim |sen| — | —sen| — = sen| —
u—> 0 u 21 27
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por lo tanto, el limite existe y la integral converge.

5) on : dx—Jo ! dx+jw 1 dx
—o | + x? o 1 4+ x? 0 1+ x?

0 1 v 1
= lim 2a’x+ lim 2dx
u—>-o Ju 1 + x vow JO 1 + x
u’=x% u=x, du = dx

0 v
= lim [ ang tan x ] + lim [ ang tan x J
U—>—o0 u Y —> o0 0

= lim [ ang tan (0) — ang tan (u) J

u— —oo

+ lim [ ang tan (v) — ang tan (0) J

V—> ©0

T T
= — | — — 4+ — =71
3]

En el estudio de las integrales impropias puede ocurrir que el integrando presente uno
0 mas puntos de discontinuidad en el intervalo a < x < b, como se muestra a

continuacion, por lo que se debera tomar en cuenta las consideraciones indicadas.
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FUNCIONES CON INTEGRANDO DISCONTINUO

a) Sea f(x) continua en a < x < b, pero discontinua en x = b, es decir,

discontinua en el extremo superior del intervalo; se establece que

b b-
J f(x)dx = lim ’ f(x) dx , siel limite existe. La gréfica siguiente ilustra lo
a g0t Ja
anterior:
'-}?II
‘/'.,V :f[x)
I
L E ]
I g .
T=a ' x=h x
|
b-¢g '

b) Sea f(x) continua en el intervalo a < x < b, pero discontinua en x =a, es

decir, discontinua en el extremo inferior del intervalo; se establece que:

b b
J- f(x)dx = lim f(x) dx, si el limite existe

g—>0tT Jate

La grafica siguiente ilustra este caso:

'}?JL
y=r(x)
£ : /
i=ua i x=h .r;c
]
i+
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c) Sea f(x) continua para toda x en el intervalo a < x < b, excepto en
X =c con a < c <b, se establece que:

b c—¢ b
I f(x)dx = lim f(x)dx + lim f(x) dx, si ambos limites

a g0t Ja g0t Jc—¢
existen.
Ya
————
x
Ejemplos

Calcular las integrales siguientes:

1) J’3 dx
0 «/ 9 — x?
RESOLUCION:

El integrando es discontinuo en x = 3 y este es uno de los extremos de integracion (el

extremo superior), por lo cual consideramos lo anteriormente desarrollado:

b-¢ 3-¢ 1
lim f(x) dx = lim — dx

J‘3 dx
0 ,9_x2 g—0Tda ge>0td0 9—X2

, X
lim {angsen (— j}
e—>0" 3
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o (35 ) - nssn (5
lim |angsen | —— | — angsen | —
g0t 3 3

= angsen (1) — angsen (0)

-0 = g .. el limite existe y la integral converge

o

4 dx
2) J. 5

0 (x-1)
RESOLUCION:

Se observa que el integrando es discontinuo enx=1, 1[0, 4], o bien,

0 <1< 4 (estamos en el tercero de los casos mostrados), entonces, para este

ejemplo tenemos:

4 dx , I-e  gx , 4 dx
J — _ = lim ———— + lim —
0 (x—l) g0t J0 (x—l) g 0" 1+g'(x—l)

1 1-¢ 4 1
= lim |- + lim -
e—>0" x—1 0 g0t JI+e x—1

:lim{ 1 . _+ lim -1, 1
Sl a—e-n - S Gy T e- )

4

1+¢

) -1 [ -1 1
= lim - 1|+ Ilim — + =
e—>0" (_8) g0t L 3 €

:(oo—1)+(_?l+ooj=oo+oo

estos limites no existen, por lo tanto, la integral diverge.
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Graficamente, se tiene:
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TEMA 3

METODOS DE INTEGRACION

El objetivo central de este tema es aplicar los conocimientos adquiridos en los temas
anteriores, a la resolucién de integrales de mayor complejidad, que las ya estudiadas
en el tema 2, asi como en algunas aplicaciones basicamente geométricas. Para
facilitar este estudio, el tema se ha dividido en dos apartados principales que permitiran
abordar mas facilmente los conceptos a tratar.

El primer apartado se refiere a los métodos de integracién y el segundo a las
aplicaciones senaladas en el programa de la asignatura Calculo Integral.

Con objeto de facilitar el proceso de resolucion de las integrales que no son inmediatas
y que tampoco es posible resolverlas con un cambio de variable elemental, es
conveniente establecer algunas caracteristicas generales de las funciones que
constituyen el integrando, y que permitiran ubicarlas dentro de alguno de los métodos
que existen para resolver integrales diversas.

Consideremos las siguientes integrales:

J‘ X J‘ 1 J‘ dx
xe dx,
2_5x+6 2/4x2—16

En cada caso, se observa que la funcién integrando presenta una forma tal, que no es
sencillo obtener la antiderivada general empleando las integrales inmediatas
conocidas, por tal motivo, para determinar tal funcién, es necesario recurrir a algunos
de los métodos mas convenientes para abordar este tipo de problemas, entre los
cuales destacan los siguientes:

¢ Integracion por partes

e Integracion de expresiones trigopnométricas e integracién por sustitucion
trigonométrica

e Integracion por descomposicion en fracciones parciales
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3.1 Integracion por partes

Sean u y v dos funciones diferenciables, al diferenciar el producto u v se tiene:

d(uv) = udv + vdu
Despejando el término udv

udv = d(uv)— vdu

Integrando ambos miembros:

donde u = u(x), v = v(x)

La aplicacidon de esta expresion se conoce como método de integracién por partes.
Ahora bien, ¢ cuando aplica este método? En general, considerando que

1) El integrando es un producto de funciones (que no generan integrales
inmediatas).

2) La eleccion de u y dv sera tal que u sea diferenciable y dv sea integrable,

ademas, de que la nueva integral I vdu debera ser mas simple que la original.
Ejemplos

1) Calcular la integral J. xe“dx

RESOLUCION:

dv=e"dx v =e'+ ¢

—
=
Q

=
QU
=
Il
=
®
_I_
o
=
|
Q
|
o
=
_I_
)
38}

Il
=
Q

|
Q
+
e}

S5}
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2) Calcular la integral sz Inx dx

RESOLUCION:
u=Inx dv = x> dx
1 3
du = — dx v:J.xzdx:—
X
2 1 3 1 2
Ix Inxdx = —x"Inx — = Ix dx
3 3
3 1 3
= —x"Inx-—=—x" +c¢
3
Ejemplos
Calcular:

1) J. x2e? dx (Doble Integracién por partes)

RESOLUCION:

2
U =x dv=e"dx

du

2x dx v=J‘exdx=ex

uv —Ivdu = x2e” —J.ex(Zx dx)

Nuevamente, integrando por partes:

xzex—Z[xex —J‘exdx}zxzex—2xex+ 2e* + ¢
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2) I xsenx dx

RESOLUCION:
U =x dv = senx dx
du = dx v=J‘senxdx=—cosx
I xsenx dx = — x cosx + I cosx dx

= —XCOSXx + senx + C

3) j e” cos x dx (Doble Integracion por partes y despejar la integral de interés)

RESOLUCION:
u=e" dv = cosx dx
du: exdx vV = S€nx
I = e“senx — | e“senx dx
\—\,—J

I

I, = I e'senx dx=—e"cosx dx+ I cosx e dx

u=e dv =senx dx

du = e* dx V =—COSX

Sustituyendo /, en [

I= e*senx — [—excosx+ J‘cosxexdx}

I= e*senx + e’ cos x — Jcos xe®dx

pero [ =I e cosx dx,entonces
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Icos xe*dx + | cosxe“dx = e senx + e cosx + ¢

2 | cos xe* dx

e’ (senx + cosx )+ ¢

cos xe* dx = % e’ (senx + cosx) + ¢
4) Jlnxdx
RESOLUCION:
u = lInx dv=dx
du = — dx V=X
X

]:xlnx—"-xldx:xlnx—erc
X

5) I ang tan x dx

RESOLUCION:

u = ang tanx dv = dx

du = lzdx v:jdx:x
I +x

1
[ =xang tanx — | x- dx
& '[ 1+x?2

1 2
]—xangtanx—gln(l+x )+c
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RESOLUCION:

La integral se puede expresar como Jxex (x+ 1)_2 dx

-2
u:xex dv=(x+1) dx

X -2 1

du = e (x+1)dx v:j(x+1) dx = —

x+1
X X

J=— X€ +I ! ex(x+l)dx=—xe + e’ +c
x+1 x +1 x +1

3.2 Integrales de expresiones trigonométricas e integracion
por sustitucién trigonométrica

Este método es aplicable cuando el integrando contiene expresiones de la forma:

\/az—uz ; \/a2+u2 ; \/uz—az

Casol

Se tiene en el integrando a*—u ;5 u=u(x)

a a
a- —u”

a —u
sengp = — COSQ =
a
u = aseng Na’—u® = acos @
du = acosp do
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Ejemplos

1) I«/9—x2 dx

9 _ 2
senf = = cosO = NTTX
3 3
x = 3sen0 \/9 — x2 = 3cosh
dx = 3cos0do
tan0 = i
9 — x2
9 - x? = al = x cot® = 3 sen0 cos b =3cos0
tan 0 sen 0

I \/9 —x? dx = J-S cos0 3cosO dO = 9Jc0529 do

cos20= + cos 2u

1
2

N | =

I=9I l+lC0526 do =9J‘ld6+9J‘lcos26d9
2 2 2 2
122{0+lsen29}+c

2 2
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Se debe expresar en términos de la variable original:

senf = g 0 = ang sen X
sen 2u = 2 cosusenu ; sen 20 = 2sen6 cosH
9 _ 2
cosg = YT
3
9
I = S angsen -+ 7 (2senB cos0) + ¢

9 X 9 ( x 9 — x?
I = — angsen — + — | = +
2 2 U3 3
Izgangsen£+lx 9-x2 + ¢
2 3 2
2) j 4 —x? dx
2
4 — x2
¥,
X
4 — 52
cos9:f sen 6 = al
2 2
x = 2cos0

dx = — 2sen0d0 = «/4—x2 = 2sen0
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I 4 - x? dx = J.Zsene(—ZsenGdO) = —4J.sen29d9

sen’0 = 1 cos 20
2 2
—4jsm26&): —4[(1-1cmzejmaz—fj}m4-fjcmzede
2 2 2 2
I = —20 + sen 20 + ¢

En términos de la variable original:

sen 20 =2 sen6 cos0 0 = ang cos d

I=—2angcos§ + 44 —x? [

J+e

N | =

Casolll

El integrando presenta un radical del tipo \/ u?+ a> obien \Ja’+ u?

1) J' dx
X «[4x2 +9

tanf = — X = = é cot0
2x 2 tan0 2

Il

|

|
(@)
%
(@)

)

D
S
D

dx

2
senOZ; = \/4x2+9 = 3
\/4x2 +9 send

= 3csch
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3 2
— 0do
J‘ dx _J‘_ (2JCSC _ 1 csch
3 coto
x\j4x2+9 [;j cot® (3csch)
@ = sec0 I = —l J.sechO
cot0 3

J. secudu = In|secu + tanu | + ¢

secO + tan0

]:—lln + c
3

En términos de la variable original

Iz—lln
3

Jax? +9+3

2x

+c

Casolll

El integrando presenta un radical del tipo u? - a?

) J‘# :J' cfx :I dx
(x2-4)2 (x2-4)2 (x2-4) |

[ o]
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2

senf = — - X = = 2csch
sen0
dx = —2cscHcot do
tan0 = # - x’— 4 = 2 = 2cotH
2 tan 0
x =4
x*— 4 = 4 cot’ 0
J‘ dx B J‘2csc6 cotd d 0
- 2
(xz_ 4) 4 4 cot” 0 (2 coth )
:_l J‘ csc29 40 :_lJ‘ sen29 40
4 cot“ 0 4 cos“ 0
-1
0
=1M+c:— ! +c:—lse06+c
4 -1 4 cos 0 4
En términos de x:
secO = al
>4
I = - 1 al +c
4 x* -4

2) J’ dx
x2J4x? — 16

2x
4
v}

Jaxi-16
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seng = — = =
2x X
2
r= = 2csch dx = —2cscb cot dO
sen 0
tan@:; 4x2 — 16 = 4
4x>-16 tan 0
4x2 — 16 = 4cotd
I dx _J‘ —2cscb cotbd® 2 1
x244x% - 16 (2csc(9)2 (4 cot) 16 J cscH
1 1
— — | sen0d® = — —(—cos®) = = cos6
8 8
4x?-16
I = l0059 cosh = Y T
8 2x
1 4x% - 16
po LjpNEe 2l
8 2x
6 2 -9
3) j x—dx
3 b9
x2_-9
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cosf = 3 X = = 3secO = dx =3secOtan0 d0

\/xz— 9 =3tan6

Cuando se efectua la sustitucién en la integral original, se tiene:

[ 2
I = j x—gdx :I 3 tan 3 secH tanO 40O
X

3 secH
I :3J.tan29d6 ; tan’0 = sec’0 — 1
I =3 J- (secze—l) db =3 [tand — 6]

Pero el problema original se refiere a una integral definida en términos de la variable
X y el resultado obtenido esta en términos de 0, por lo que se debe realizar un cambio

en los extremos de integracion:

si x=3 cos@z% cosf=1 0 = ang cos 1 0=0"

si x=6 cosezé cosO:l 0 = ang cos 1 0=60"=
6 2 2

w|a

por lo que se tiene:

1:3[tan0—6}

Otra forma de resolverlo es la siguiente:

w3

=3{tan§—§} =343 —-=n

[e]

Si el resultado obtenido se expresa en términos de la variable original x :

I =3[tan6 -0] =3 L@ Ao (%j]
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—~—— —ang cos

3

L [ e (2)

3 3

[ ]

= \/7—75:3\/?—7:

de cualquiera de las dos formas se obtiene el resultado correcto.

INTEGRACION DE ALGUNAS EXPRESIONES TRIGONOMETRICAS

Isen”kxcosmkx dx ; Itanmxdx ; Icosmx dx

Ejemplos

Efectuar las integrales indicadas y emplear las identidades que se consideren
convenientes.

RESOLUCION:

3 ! 1
sen L _1

1) J‘—x dx = Isen3x (cosx) 2 dx:I senx sen’x (cosx) 2
cos x

de la identidad pitagérica sen®x =1 — cos” x

J (l—cos2x)( COS X )_; senx dx

1 3 1 3
I {(cos x) 2— (cos x)z} senx dx = '[(cos x) 2 senx dx — J (cosx)2 senx dx

N | —
N |

I:—2(cosx) +%(cosx) + c
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2) jsenzx cos’x dx = jsean cos?x cosx dx

de la identidad pitagodrica cos’x = 1 — sen’x

J (sen2 x)( 1 —sen’x )cosx dx

I (senzx — sen4x)cosx dx = Isenzx cosx dx — Isen“x cosx dx

sen3x sensx

I = - + ¢
3 5

I dx +% J‘cos2xdx+% I cosZ2x dx

N

= lJAdx+l jcostdx+lj l+lcos4x dx
4 2 4 2 2

= lJ‘dx+lj.cos2xdx+l J‘dx+lJ'cos4xdx
4 2 8 8

1 = lx + lsen2x+lx+isen4x+c
4 8 32

I = gx + lsen2x+Lsen4x+c
8 32
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4) J. tan>x sec’x dx = Itanzx sec’x tanx secx dx

= j (seczx - 1) sec’x tanx secx dx

= (sec4x - seczx) secx tanx dx

= sec*x secx tanx dx —j sec’x secx tanx dx

sec’x  sec x
I = - + c
5 3

5) j csc’x cottx dx = j cot*x csc?x csc?x dx

csc x = cotzx + 1

= [ (cot4x) (cot2x+ 1) csc?x dx

= cot®x csc?x dx + J. cot*x csc?x dx

7 5
cot' x cot ™ x
I = - -
7 5

3.3 Integracion por descomposicion en fracciones parciales
(fracciones racionales o simples)

En este subtema estudiaremos un procedimiento para descomponer una funcién
racional en funciones racionales mas simples, a las cuales es posible aplicar las
férmulas de integracion basicas. Este método se conoce como método de las
fracciones simples.
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Para introducir el método, consideremos la integral:

J' dx

2

x°—-5x+6

Para calcularla sin fracciones simples, completamos el cuadrado y usamos
sustituciones trigonométricas:

2 2
x2—5x+6:x2—5x+(§) —(éj + 6
2 2

esta es una integral de la forma J. ———— (se puede resolver por sustitucion
u —a

trigonométrica).

Ahora bien, para ver la utilidad del método de las fracciones simples, consideramos
que sabemos lo siguiente:

1 1 1
x> —5x+6 x =3 x =2

entonces, la integral la podemos calcular facilmente como sigue:

J’;dx J‘ ! - dxzj ! dx—'[ ! dx
X2 -5x + 6 x -3 x -2 x-3 x -2

ln‘x—3‘—ln‘x—2‘+c
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Segun observamos, este método es preferible al de sustituciones trigonométricas, sin
embargo, su uso depende de la habilidad para factorizar el denominador y para
encontrar las fracciones simples.

De los antecedentes de Algebra, recordamos que todo polinomio con coeficientes
reales puede factorizarse en factores lineales y cuadraticos irreducibles.

Por ejemplo, el polinomio x5+x4—x—1:(x—1)(x+1)2 (x2+ 1), en este

Caso es:

(x—1) factor lineal
(x+1) ® factor lineal repetido
(xz + 1) factor cuadratico irreducible

Al emplear esta factorizacion es posible escribir:

N(x) A B N C +Dx+E

+
Xaxtox-1 x-1 x+1 (erl)2 x? +1

Siendo N (x) un polinomio de grado inferior a 5.

En la aplicacién de este método, se pueden presentar los casos que desarrollamos a
continuacion.

o(x)
R(x)

de Q(x) es menor que el grado de R (x), la fraccion puede descomponerse en una

Siempre que se presenten fracciones racionales de la forma

donde el grado

suma de fracciones parciales, de acuerdo a los casos que se presentan enseguida.

Es conveniente senalar que, si el grado del numerador es mayor o igual que el grado
del denominador, primero debera efectuarse la division de polinomios.
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Casol

R ( X ) es factorizable en términos de raices reales diferentes.

O ( ): 0(x) _ 4 + 4 +...F 4
R(x) (x—ml)(x—mz)...<x—mn) (x—ml) (x—mz) (x—mn)
Ejemplo
Efectuar Ix—”dx

x° =3x+2
RESOLUCION:

A A
El integrando se puede expresar como x+3 = 1 2

(-1 (x-2) («-1)  (x-2)
Interesa obtener los coeficientes 4,, 4,.

Primer método:

(x—1) (x+2) {(x_’f;(j_”} _ LA_II + xA_ZJ (x-1) (x-2)

x+3 = A (x-2) + Ay (x-1)
X+3 = A x-24, + 4, x— 4,
x+3 = (A +4,)x - 24,- 4,
1 = A, +4,
3 =-24, -4,
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Segundo método:
Setiene x +3 =4,(x—-2) + 4,(x-1)

Asignando a la variable x el valor de cada una de las raices y sustituyendo en la

expresion anterior:
si x=2 = 5=4,

Al emplear cualquiera de los métodos, se obtienen los mismos valores de las
constantes. Finalmente,

J‘zx;de:j‘—4 dx+I > dx
x°=3x+ 2 x -1 x =2

= —4ln‘x—1‘ +51n‘x—2‘ + c

Casoll

R ( X ) es factorizable en términos de raices reales repetidas.

Q(x) = Q(x) donde n es el numero de veces que se repite la raiz.
R(x) (x—m)n
O(~x) _ _O(x) _ 4 4 4

R(x) (x—m)n (x—m) (x—m)2 (x—m)”

Ejemplo

x2 -1
Efectuar — dx
X
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RESOLUCION:

De manera analoga al ejemplo anterior, se debe factorizar el denominador:

x> —x? = xz(x—l)

x* -1 B x*—1 4 4, 4, 3 2
== T 3, -t * xX'— x
X' — x x(x—l) X X x—1

xP-l=Aix(x=1)+ 4y (x=1) + 43 x>

Utilizando el segundo método del ejemplo anterior:

si x=0 ; A,=1
si x=1 ; 4;=0
si x=2 ; 4,=1
2
-1 d d 1
J-%dx: LN —jzln|x|+(——]+c
X - x x X x

ln|x|—l + c
X

Los casos siguientes se ilustran de manera conjunta con el ejemplo mostrado.

Casollll

R ( x) esun polinomio de segundo grado e irreducible (raices complejas).

Q(x): O(x) _ Ax+8B b g E

R(x) x2+px+q x2+px+q

Caso VvV

El denominador R (x) es un polinomio con factores cuadraticos irreducibles con
exponente, lo cual significa la presencia de raices complejas repetidas.

Q(x): 0(x) _ Ayx + B N A,x + B, . A, x + B,

R(x) (x2+px+q)n x* 4 px+g (x2+px+q)2 (x2+px+q)n
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Ejemplos

3
1) Efectuar [ X *13* 4o

( x?+ 4 ) ’
RESOLUCION:

El integrando se puede expresar en la forma:

8x3 + 13« A, x + B, .\ A, x + B,
(x2+4)2 x% + 4 (x2+4)2

cuando se aplica el proceso antes descrito se tiene:

= +
(x2+ 4)2 x4 4 (x2+ 4)2

5 2| 8x%+ 13x Adpx + B Ad,x + B,
(x + 4)
8x° + 13x=(4,x+B,)(x* + 4)+(4,x+ B,)
8x’+ 13x=A,x"+44,x + Bx*+4B,+ A,x + B,

8x’+13x=A,x°+ B, X + (44, + 4, )x + 4B, + B,

Por igualdad de polinomios:
4,=38

B, =0
44,+A4,=13 = 4,=13-4(8) = 13-32 = 19

4B,+B,=0 = B, =0

por lo que la funcion integrando se puede expresar como la siguiente suma de
fracciones parciales:

8x>+ 13 x 8 x 19x

(2+4)  (F7+4) (x214)
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entonces, la integral original se puede expresar segun se indica:

3
J‘8x2+13x dx =J' 28x dx—J- 19x : dx
X+ 4 X+ 4 (x2+4)

2
:8.[ 2x dx—19jx(x2+4) dx
x + 4

19

2(x2+4) e

= 4In ‘x2+ 4‘ +

2x3 —4x? - 15x+5
2) Efectuar I a > a X0 ax
x°—2x-28

RESOLUCION:

En este caso, el grado del numerador es mayor que el grado del denominador, por lo

que primero se efectua la divisidén de polinomios:

2x
x2—2x—8> 2x3 — 4x? —15x+5

—2x> + 4x? + 16x
x + 5

3_ 2_
J‘Zx 4x 15x+5dxzj{2x+ x +5 jdx

x>-2x — 8 x>—2x — 8

I=J-2.de+-..2x;5 dx
x°—2x — 8
\_Y—

, x+5 x +5 A B
I: = = +

x2-2x — 8 (x—4)(x+2) x-4 x+2

x+5=A4A(x+2)+ B(x-4)
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Il

-6B = B =--—

I=2dex+§j dx_lJ‘ dx
2 x -4 2Jx+2

I:x2+2 ln|x—4|—lln|x—2|+c
2 2

3.4 Aplicaciones de la integral definida en el calculo de: area en
coordenadas cartesianas, longitud de arco en coordenadas
cartesianas y polares, y volumenes de soélidos de revolucién

CALCULO DE AREAS

Area de una region en el plano

Segun se establecio en el tema 2, la integral definida esta dada por:

lim i f(&)Ax = jbf(x) dx

[A[>0 {5 a

Geométricamente, es la medida del area comprendida entre la curva de ecuacion

y = f(x), el eje de las abscisas y las rectas x=a y x =5, si f es una funcion

continua en el intervalo cerrado [a, b] y,si f(x) > 0 paratoda x en[a, b].

En la siguiente figura interpretamos lo anteriormente mencionado.

106



}’=flix)‘-‘-,_“

=h

_ Azjabf(x)dx

Y si se presenta el caso en que f(x) < 0 para toda x en [a, b], entonces
f ( &, ) €s un numero negativo, y la medida del area de la region comprendida entre

lacurva y = f(x),eleje x ylasrectas x =a y x=b se define como:

n

lim Z[—f(ai)}Aix que es igual a:

|A| >0 o

—Ibf(x)dx

A continuacion, ilustramos este ultimo caso con un ejemplo.

Ejemplo

Obtener el area de la region comprendida entre la curva y = x2-4x+ I, el
eje X ylasrectas x =1y x =3

RESOLUCION:

Conviene considerar el lugar geométrico de las curvas dadas para definir la region de
interés.
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De la ecuacién de una parabola de vértice V ( %, k):
(x—h)2: 4p(4—k)
x*—4x = y-1

x*—4x +4=y +3 > (x—2)2:y+3
V(2,-3)

4p =1
1 : ,
p = 7 > 0, la parabola se abre hacia arriba
Para obtener algunos puntos de ella:

Si x=0 = y=1

Si y=0 = xX*—4x+1=0
Resolviendo resulta 2+\/3_, x*=2-3

Por lo que P1(2+ﬁ,0) , P2(2—«/§,0)

Enseguida se traza la grafica de la funcion.

Grafica de la funcion
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Si en el intervalo [1, 3] se considera una particion con celdas de igual amplitud
Ajx =|A|, ycomo f(x)= x2—4x+1<0 en elmismo intervalo, entonces, cada

rectangulo de la interpretacion geométrica tiene de base A x y altura

-r(e;) = —(§i2—4§,~+1) = — &,;7+ 4%, -1, luego la suma de las medidas de

las areas de los n rectangulos correspondientes a la particion que se tome es:
c 2
i=1

Por lo que la medida del area deseada esta dada por:

lim Zn:(—gi2+ 48— 1) A x = _[13 (-x?+ 4x-1)dx

|A|—0 o

es decir: A4 = ? u?

En algunos casos, se presenta la situacion en que el area determinada por alguna

funcion toma valores positivos, f/(x) > 0 para ciertos valores de la variable

independiente, y toma valores negativos f(x) < 0 para otros valores de la

variable. Este caso se ilustra a continuacion.

Ejemplo
Encontrar el area de la regidbn comprendida entre la curva de ecuacion

1
y=x3—3x2+2,eleje x vy las rectas xz—E y x =2,

109



RESOLUCION:

Inicialmente graficamos, para lo cual identificamos algunos puntos de la region.

1 9
P (-3 2] ma(0o2). P10 Py(2-2)

2
/ Flx)= 0
7

Ly

7
z Fl(x) =0

/.
/‘\
yv=x" -3z +2

Segun observamos en esta gréfica, la funcién f(x) > 0 en el intervalo cerrado

Para determinar el area, debemos separar la regiéon en dos partes y, en cada caso,

N | —

: 1} y f(x) < 0 enelintervalo [ 1, 2].

llamaremos a las areas de estas dos partes 4, y 4, , calculandolas a continuacion:

2

Argw = A, + A4, = rl (x*-3x%+2)dx - LZ (x*-3x%+2)dx
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ATota1=Al+Az=(B—Sj—(—éj=l3—5+§=l35+8o _ 215
64 4 64 64

Frecuentemente, se tienen regiones planas de mayor complejidad como las mostradas
a continuacion. En ellas es necesario calcular el area de una regién comprendida entre
dos curvas y dos rectas paralelas al eje de las ordenadas.

Sean f y g dos funciones continuas en el intervalo cerrado [a, b] tales
que f(x)>g(x) V xe[a, b]. Queremos obtener el area de la region

comprendida entre las curvas y = f(x) y y=g(x) ylasrectas x =a y x=b

segun se muestra en la siguiente figura:

Ya - B Recténgul Alra: f(x;-) - g(x!-)
# f(x;-) Xg (x:.)ﬁ,_f,_ /re;iesent;tivo Baze: Ax
B s o = i 1°
,-f’"{f N E."")<:3<HH§H
7 TNNCRBE
£lz) = Sx) - glx)
] B
NRNEERAY )
g +— > IE (%)
i J > x

]
R
o

Dividimos el intervalo [a, b] en n subintervalos, cada uno de ancho Ax, y

dibujamos un rectangulo representativo de base Ax y altura f(x) - g (x),

donde X estaen el i-ésimo intervalo, segun se muestra en la figura anterior. El area

de este rectangulo representativo es:

0= () - () o
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al sumar las areas de los n rectangulos y tomando el limite cuando |A| -0 (n—>wo),

tenemos:

Considerando que f y g son continuas en el intervalo [a, b], f — g, también es

continua en dicho intervalo y el limite existe. Por tanto, el area 4 de la regién que

dada es:

A = lim i[f(xi)—g(xi)}Ax: a[f(x)—g(x)]dx

n .b

AN
Il
=
1
~
—_
g
|
oQ
—_
e
| I—
>
=
Il

I:f(x) —g(x)] dx

|A[>0 i=1 Ja

Cabe mencionar que se emplean rectangulos representativos en diferentes
aplicaciones de la integral. Un rectangulo vertical de base A x implica integracién con

respectoa X yun rectangulo horizontal de base o ancho A y implica una integracion
conrespectoa y.

Ejemplos

Area de una regién entre dos curvas

1) Hallar el area de la region limitada por las graficas de y = x4+ 2, y=-x,
x=0y x=1.
RESOLUCION:

Inicialmente graficamos:
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7

Ve

LULLL

/.ul'
3

|
[
/ \
—
=
]
—
2
—

y—2 = (x—O)2
x“ = y — 2 parabola

2 4p(y—k)

=
Il

V (0, 2) vertice

Segun podemos observar, en este caso, las curvas no se cortan y los valores de a vy
b se dan explicitamente. Un problema mas comun es aquel que se refiere al calculo

del area de una region limitada por dos graficas que se intersectan y, en este caso, se
deben calcular a y b.

2) Hallar el area de la regién limitada por las graficas de f(x) =2—x? y

g(x)zx
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RESOLUCION:

El lugar geométrico se muestra a continuacion:

yll
S (x] ;
\. N\ \g .
I T | (7.17)
\ E » X
x =i 1
2.-2)

Ya que no tenemos los valores extremos de la regidn mostrada, se calculan a partir de
los puntos de interseccion entre las dos curvas:

Igualamos y y g para encontrar los valores que satisfacen a las dos funciones

simultaneamente:

2 —x’=x = x2+x-2=0

(x+2) (x—l) =0
xl—l
Xy == 2

Y, =2-4=-2 = P1=(l, 1)9 PZZ(_2’ _2)
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El area de la region es:

A

Il
'—'
| [
[\
1
—_—

[\)

|

=

[\9)
N—

|

=
L 1

Y

)

Il

|

=
w| »

+
l\)|><N

+

)

=
| |
, _

[\S)

|
=

+
=

|

|
SN INa}

3) Calcular el area de la region limitada por la graficade x =3 — y 2

, yv=x-1,.
RESOLUCION:

Enseguida se muestra el lugar geométrico que determina la region:

i

Hallamos puntos de interseccion:
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3—(x—1)2 = X

3—(x2—2x+1) = X

3-x2+2x-1-x =0
(x+1)(x—2)=0

X, =2 = y=1

En este caso, conviene un rectangulo horizontal.

Al ser horizontal integramos con respecto a y y los extremos seran las rectas de
ecuaciones:

4) Calcular el area de la region limitada por la grafica de y2 = 2x vy larecta

x—y=4.

RESOLUCION:

El lugar geométrico es el siguiente:
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I [X)—leix)

Al resolverse como simultaneas, se obtienen los puntos de interseccion
P, =(2,-2) y P, =(8,4). Es necesario dividir la region en dos partes: la

comprendida en el intervalo de (0, 2) y la que se ubica en el intervalo (2, 8), ya

que la curva que limita a la region inferior no es la misma en estos dos intervalos. Se
tiene entonces A4,y 4,.

Para 4, :

Se observa que y2 = 2x no es la regla de correspondencia de una funcion,
sino que involucra a dos funciones: f,(x) =2x y f,(x) = —{2x
(siendo fi(x) > f,(x) ),asitenemos:

4, = J‘Z [fl(x) _fz(x)]dx :I

0

zjzmdx
0

117



3 2 3 2 3 2
z.%.g(zx)z] g(zx)z} =2 () }
0 0 0
2 16
= 58)=3
Para 4, :

AZZ i

Ay = A, + 4, :%+?:%:18u2

Por otro lado, si orientamos horizontalmente los rectangulos, los extremos de
integracién son y; = -2, y, = 4 ylavariable de integracién sera y.

Entonces, debemos tener g (y) y f (»):
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36

=30—?=30—12=18u2

2—8—16

2(3

—6=-230+12 = 18u?

RERE)

4

Como se observa, el resultado es el mismo, pero resultd mas sencillo empleando
rectangulos horizontales.

LONGITUD DE ARCO

Longitud de arco en coordenadas cartesianas

Se quiere determinar la longitud de arco de una curva plana. Podemos aproximar un
arco (o trozo de curva) por segmentos rectos, cuyas longitudes se dan por la siguiente
féormula de distancia entre dos puntos:

d=\/<x2_x1)2+(yz —J’1)2

&= longitud de la curva
entre a v b

S (=)

L J

119



Si un trozo de la curva tiene una longitud de arco finita, decimos que es rectificable. A
continuacién, veremos que una condicion suficiente para que la grafica de una
funcion f sea rectificable entre (a, f(a)) y (b, f(b)), es que [’ sea continua

en [a, b ] Diremos que tales funciones son suaves o derivables con continuidad en

[a,b].

Supongamos que una funciéon dada por y = f ( x) es derivable con continuidad en
[ a, b] y denotamos mediante S la longitud de su gréfica en este intervalo. Entonces,

aproximamos la grafica de f por n segmentos, cuyos extremos estan determinados

por la particion

a<xy<x <Xx,<..<ux,=5b

como se muestra en la siguiente figura:

4
by

al hacer Ax; = x; —x;_, Yy Ay, =y; — y;,_,, aproximamos la longitud total del

arco por:

> (an) + (a0)]

1

1
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Tomando el limite cuando| A|— 0, (7n — ), obtenemos:

n

2
o S T 8 (o (3] |

i=1 1

%}
Il

Se debe recordar que para que exista f'(x) V x e [xl-, xl-_l], el TVMCI

(Teorema del Valor Medio del Calculo Integral) garantiza la existencia de al menos un

C; e [xi, xi_l} tal que:

f(xi) _f(xi—l) = f'(Ci) (xi_xi—l)

Ayl- f(xi)_f
= =
Axl- X; — X;_

Ay;
Ax;, f(gi)

1

Ademas, puesto que ' escontinuaen [a, b] , sabemos que \/1 + f'(x) >

también es continua e integrable en [ a, b ], entonces tenemos:

S = lim il\/u[f'(x)]z (ax;)

n—»>ao .

S:jab\/l+[f'(x)]2 dx

Donde S es la longitud de arcode f entre a y b.
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DEFINICION

Si la funcién y = f(x) tiene una derivada continua f’ en el intervalo

[a, b] , entonces, la longitud de arcode f entre a y b esta dada por:

SREEI

y para una curva suave x = g (y ) la longitud de arco de g entre ¢ y d

esta dada por:
d 2
= J' 1+ {ﬁ} dy
c dy

Ejemplos
3
1) Calcular la longitud de arco de la gréficade f(x) = % + 2L en el intervalo
X
)
2
RESOLUCION:
La grafica de la funcion es:
8_
6__
4_
2__
| l l | l | l | l xh.
ol 051 152 253 35 4 45 5 g
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|

1 — 48
24

16 — 3

|
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1 [13 47
S = - | —+ —
216 24}
_ (9
2 (24
Szﬁu
16

2) Calcular la longitud de arco de la grafica de y = In(cosx) desde x =0 hasta

7T
xX=—.
4
RESOLUCION:

El lugar geométrico se muestra en la siguiente figura:

De acuerdo con la férmula de longitud de arco, se calcula la derivada de la funcioén:

y = In(cosx)

dy —senx
— = = —tanx
dx CcOS X
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S:j4secxdx
0

\/ 1+ tan’x dx

=
Il

L )

S xa

S = [1n|secx + tanx|]§ = ln(ﬁ + 1) — In|secO + tan0

S=m(J2 +1)-m|i] =~ 0.881u

X

3) Un cable eléctrico cuelga entre dos torres que estan separadas por 200 pies como
se muestra en la siguiente figura. El cable adopta la posicidn de una catenaria cuya
ecuacion es:

X

y =175 e 4 ¢ 150 | = 150 cosh ——
150

Calcular la longitud de arco del cable entre las dos torres.

150

I
~ 100 ¢

Nota: la figura no esta a escala.

100
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RESOLUCION:

La funcion coseno hiperbdlico esta dada por:

e+ e
y = coshx =

Para este problema se tiene

X X
y = 150 Coshi = 75 | e!50 4 o 150
150

Se sabe que la longitud de arco en coordenadas cartesianas se calcula con la
expresion:

S = Iab\/l + [f'(x)]z dx

Segun se observa, se necesita la derivada de la funcién, cuyo proceso de obtencion
se muestra enseguida.

X X X X
y'_75-i-[e150 +e?”0]—75{e“° L om, L
dx

" 150 150
X X
1 Lehm eumJ
2

Para conformar parte del integrando se realiza el desarrollo siguiente:

<
Il

2 1 = - = ’
l+(y') =1+ 5 e — ¢ 150

X X
:1+l 675—2+€ 75 :1+le75_l+le75
4 4 2 4
X X X X
=l+le75+le75—l e + 2+ e P
2 4 4 4
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Al factorizar el segundo miembro del ultimo rengldn de la expresion anterior, se

obtiene
2
2 1 = -
1 + (y') = [5 [6150 + e 150}}

De donde, al sustituir en la expresion de longitud de arco, con los datos del

problema:
100 x x 2 1 100 X o x
S = elSO + e 150 dx = — elSO + e 150 dx
~100 2 -100
100
=75 {
~100

1 2 X
S = — | 150150 — 150 ¢ 150
2
100 _ 100
S = 75| 2e!50 — 2¢ 150 =150 (1.4343 )

N | =

0%}
Q

215.1475 pies

Longitud de arco en coordenadas polares

100 100 100 100
elS — e 150 _ elSO — e 150

TEOREMA

longitud de la graficade r = f(0) desde 6 = o. a 6 = B es:

SIB VL@ + [0 a0

Sea f una funcién cuya derivada es continua en el intervalo o < 6 < B. La

DEMOSTRACION:

Considerando la forma paramétrica

x:rCOSG:f(G)COSG, y:rsenG:f(G)senG donde r:f(e)
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Al derivar con respecto a 6:

% = f(6)(—senB) + cos6 /' (0)
dx - _ £'(0)cos® — f(6)send - (1)
do

2
[ﬂ} = f'(9)2 cos?0 — 2 f(0)send® f'(0) cosO + f(9)2 sen? 0

dy _ |
oo f£(0) cos® + sen® f'(0)
v _ £'(0) sen® + f(0) cos6 ~(2)
do
PRt
(L] = (07 s+ 27(0)cos0 1 (0)sen 0+ (0) cos %0

Sumando (1) y (2), se tiene:

Ejemplo

Hallar la longitud de arco desde 6 = 0 hasta 6 = 2xt para la cardioide de ecuacion:

r=/(0)=2-2cosb
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RESOLUCION:

eje copolar

) eje polar

N

P 2 2
s= | Lr@71+ [1(0)] a0

2T

S = \/[2—20059]2+ [Zsen6]2 do

S =j \/4—800s9 + 4cos’0 + 4sen’0 do

27 27 27
S=I \/4—80059+4d9=J‘ 1/8—8cosed6=-“ 4/8(1—cose)d9
0 0 0

2 o w/l+cos€)
s=2J2 | Ji-cos0 do =22 J1-coso x L2222 g
0 0 1/lJrcosﬁ

S_Z\/_j m

1+cos
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Considerando la simetria de la curva:

T
1
S = 4\/?"‘ sen® (1 + cos®) 2 d6
0

S=-8J2[JT+cos]| =-8J2[0-{2]=16u

Por otro lado, consideremos la expresion para la longitud de arco en coordenadas

rectangulares:

Sienella y = f(t), x

ol
t
S—'[ 1 + E dx
¢ dt
o (Vs (@Y sy () ) ()
g dt dt P dt dt dx e dt dt dxd
= @ X = @ X = @ Et
¢ dt ¢ dt ¢ dt

SRR

a

Esta ultima expresion permite calcular la longitud de arco en forma paramétrica.
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Volumenes de sdlidos de revolucion

Hasta ahora, nos hemos referido a las aplicaciones de la integral definida para el
calculo de areas y longitudes de arco, tanto en coordenadas cartesianas como en
coordenadas polares.

Enseguida, corresponde referirnos a otra aplicacion importante, la cual consiste en el
calculo del volumen de un sodlido tridimensional. Este tipo de soélidos aparece
frecuentemente en ingenieria y en procesos de produccion. Ejemplos de solidos de
revolucion son: los ejes, embudos, pilares, botellas y émbolos.

Método de discos

Si giramos una region del plano alrededor de una linea, el solido resultante es conocido
como solido de revolucion.

El mas simple de los sélidos de revolucion es el cilindro circular recto o disco; este se

forma al girar un rectangulo alrededor de un eje adyacente a uno de los lados del
rectangulo, como se muestra en la siguiente figura:

W

N

R .< Rectingulo

Eje de Revolucion
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W

Disco

~

El volumen de este disco es:

w

radio del disco

altura del disco

U Eje de Revolucion

Volumen de disco

TR>W

Para ver como usar el volumen del disco en el calculo del volumen de un sélido de

revolucidn general, consideremos el siguiente sdélido de revolucion:

Este solido se obtiene al girar la regidén plana mostrada alrededor del eje indicado.

132
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Para calcular el volumen de este sélido, consideremos un rectangulo representativo
en la region plana. Cuando se gira este rectangulo, alrededor del eje de revolucion,
genera un disco representativo cuyo volumen es:

V = nR*Ax

Si aproximamos el volumen del sélido por » discos de ancho Ax y de radio R (xi),

tenemos:

Volumen del sélido V'~ Y n|R (xl.”2 Ax

X
|
M=
1
=
—_—
=
S~
| —
[\S}
>
~

Tomando el limite cuando n — o ( |A]| - 0):

Volumen del sdlido:= lim = i [R (xl- )} : Ax

0 .
n— i=1

Si tomamos el eje de revolucion verticalmente, se obtiene una expresion similar
cambiando solo la variable de integracién y los extremos.

Asi, podemos resumir el método de discos.
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Método de discos: Para calcular el volumen de un solido de revoluciéon por el
método de discos, se deben usar las férmulas siguientes:

Eje horizontal de revolucion:

Volumen = V = n‘[b [R(xi)}z dx

Eje vertical de revolucion:

Volumen = V = njd [R(yl-)]z dy

Ejemplos

1) Calcular el volumen del sélido formado al girar la regién limitada por la grafica de
f(x)=ysenx yeleje x, 0 < x < m, alrededor del eje X .

RESOLUCION:

T

V = nJ‘n(«/senx)zdx = nJ‘nsenxdx:—ncosn}

0

= —n[-1 —-1] = 2n unidades de volumen
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2) Calcular el volumen del sdlido formado al girar la region limitada por

f(x)=2-x*y g(x)=1 alrededordelalinea y = 1.

RESOLUCION:

11}

Faa
-

—

_I I

Ya que la region esta limitada por dos curvas (recta y parabola), hallamos los puntos
de interseccion que daran los extremos de integracion.

x2=1
x ==I
x; =1
x, =-1

El radio del sélido esta dado por la diferenciade f(x) — g (x) segun se observa en
la figura anterior:

R(x) = f(x)—g(x):2—x2—1
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30 + 6 — 20 36 — 20 16
V= n|—— | =n| —— | = 1| —
(52) -+ (21) - (%)

V = % n ~ 3.35 unidades de volumen

Método de arandelas

El método de arandelas es un método que se deduce del método de discos, pues
ahora se consideran sélidos de revolucién con un agujero (hueco). En este caso, se
reemplaza el disco representativo por una arandela representativa.

La arandela se obtiene girando un rectangulo alrededor de un eje, como se muestra a
continuacion:

R <

A . ,
\ } Eje de revolucion

w

Arandela

Eje de revolucion
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Si r es el radio interno de la arandela, R el radio exteriory w es la anchura (altura)

de la arandela, entonces, el volumen esta dado por:

Volumendelaarandela V = =« (R2 - rz)w

Ahora, consideremos una regién que esta limitada por un radio externo R (x) y otro

interno 7 (x) como se ve a continuacion:

R(x)
)

Solido de revolucion con agujero

Si se gira esta regién alrededor de su eje de revolucion, el volumen del sélido esta
dado por:

b
a

v = njab[R(x)]zdx—nj‘ab[r(x)]zdxznj ([R)T=[r(x)]) dx
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Nétese que la integral esta determinada por la diferencia del radio externo R (x),
menos 7 (x) que es el radio interno.

Conviene aclarar que la integral en que aparece el radio interior representa el volumen
del agujero (hueco) y este se resta de la integral en que aparece el radio exterior.

Ejemplo
Hallar el volumen del sdlido formado al girar la regién limitada por la grafica de

y=yJx y y= x? , alrededor del eje X como se muestra a continuacion:

R(x)= \Jx }

RESOLUCION:
R(x) = \/; radio exterior

r(x) = x?  radio interior
V:njquuﬂ“{rUﬂﬂdx=nfwx-f)“=“{%“”%}

V = %n unidades de volumen
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TEMA 4

DERIVACION Y DIFERENCIACION DE FUNCIONES
ESCALARES DE VARIAS VARIABLES

4.1 Definicion de funciones escalares de variable vectorial.
Concepto de dominio y recorrido, y su representacion
grafica. Concepto de regiéon

En los temas anteriores, nos hemos referido al proceso de integracién de las funciones
de una variable independiente, asi como a la derivacién de funciones logaritmicas,
exponenciales y algunas otras. Al presente tema le corresponde la introduccion a
funciones de varias variables, donde nuestro estudio se vera facilitado al tomar como
referencias algunos de los conceptos fundamentales, ya estudiados en las funciones
de una variable.

El objetivo central de este tema sera conocer como varian este tipo de funciones, asi
como algunas de sus aplicaciones.

FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

En la vida diaria, un sin numero de fendbmenos y problemas comunes estan planteados
en términos de funciones de dos o mas variables. Por ejemplo, el area de un
(base) (altura)
2
similar, el trabajo efectuado por una fuerza W = x y z, resulta en una funcion de tres

rectangulo, 4 = , resulta en una funcion de dos variables; de manera

variables. Para representar este tipo de funciones, se emplea una notacion analoga a
la de las funciones de una variable.

Conviene iniciar nuestro estudio recordando, para el caso de una variable
independiente, los conceptos basicos que definen a una funcién.
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Definicion de funcion (funcién de una variable)

Una funcién f* es una regla o criterio que asocia a cada elemento de un conjunto
A , uno y solo un elemento de otro conjunto B .

Simbodlicamente, se escribe f: A —> B

Al conjunto A4 se le llama Dominio de la funcién y al conjunto B Codominio de
la funcion.

A B

Dearwianicn Codaominio

Los elementos de los conjuntos A y B pueden ser de cualquier naturaleza.

En el Calculo Diferencial e Integral basico, los conjuntos A y B son el conjunto de

los nimeros reales R (o subconjuntos de este) y, en este caso, las funciones reciben
el nombre de funciones reales de variable real (o funcion escalar). En este tema, se

L , 2 . .
tratara, principalmente, con funciones f: B° — I, es decir, con funciones reales de
dos variables independientes. Estas funciones son llamadas, también, funciones
reales de variable vectorial y son un caso particular cuando n = 2, del caso general

del tipo de funciones f: R" - R

Algunos casos adicionales de estas funciones son:

f: R — R  funcién real de variable vectorial

f: R?> > R funcion real de variable vectorial

o también f: R?> — R funcion real de variable vectorial

cuando n =3, se tiene una funcién real de tres variables independientes.
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Geométricamente, tenemos la representacion de funciones de uno y dos variables
independientes bajo las siguientes consideraciones.

La gréafica de una funcion real de varias variables independientes f: R” — R es un

subconjunto de puntos del espacio R Asi, para n =1 se tiene que la gréfica de

una funcion f: R — R es un subconjunto de puntos del espacio bidimensional de

2 :
Xx”, en este caso, el conjunto de puntos conforman una curva.

Ejemplos

1) y=f(x)=3x" fiR—> R

L J
=

- . 2 .
Para n = 2, la gréfica de una funcién f: R“ — R es un subconjunto de puntos del
: 3 : -
espacio R’ ; en este caso, el conjunto de puntos conforma una superficie y se
representa como:

z=f(x,y),obien, F(x, y, z)=0

2)

=

+
<

S}
+
N
I
[S—
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Para n =3, es decir, para las funciones f: k> — K no es posible dibujar sus

graficas; en este caso, para tener una idea intuitiva sobre la grafica de estas funciones,
se recurre al concepto de superficies de nivel.

Para las funciones de dos variables, consideramos la siguiente definicion.

Definiciéon de funcion (funcion de dos variables)

Sea D un conjunto de pares ordenados de numeros reales. Una funcion f de

dos variables es una correspondencia que asocia a cada par (x, y ) en D,un

unico numero real que se denota por f ( X, y )

El conjunto D es el dominiode f . Elcontradominio de f consta de todos los

numeros reales f(x, y) para (x, y) en D.

La anterior definicion, la podemos ilustrar geométricamente a continuacion:

En la definicion anterior, el dominio D se puede representar por puntos en un plano
x y Yy el contradominio por puntos en una recta real; por ejemplo, un eje w como se
ilustra en la figura anterior. Hay flechas que van de los pares ordenados en D a los
numeros correspondientes en el contradominio. Como aplicacién, consideremos una
lamina delgada de metal que tiene la formaen D. A cada punto ( X, y) de la lamina
le corresponde una temperatura f ( X,y ) que puede medirse con un termoémetro y

se representa en el eje w.
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Es comun utilizar una expresiénen X y y para especificar [ ( X,y ) , Y Se supone
que el dominio es el conjunto de todos los pares (x, y) para los que la expresion
tiene sentido. Entonces, se dice que f es una funcién de ¥ y J. llustramos los
conceptos anteriores con los siguientes ejemplos.

Ejemplos
1) Sean los conjuntos:
A = { 1, 2,3 }

B=1{1,2,3,4,56,7,8,9,10, 11,12, 13, 14, 15 }

Para la funcion f: = 4% — B definida por f(al, az):3a1+a2,
V a;, a, € A,obtener el dominio y el recorrido de dicha funcion.

RESOLUCION:

, 2 : : : : :
El conjunto 4~ es el conjunto o producto cartesiano de 4 consigo mismo, es decir,

A% = 4 x A, porlo tanto:

A7 = (1) (12). (1.3). (2.1). (2.2). (2.3). (3.1). (3. 2). (3.3) ]

El dominio de la funcion Df es, precisamente, A4 2 ; es decir, Df =42,

De acuerdo con la regla de definicién de la funcion, se tiene que la imagen del primer
elemento del dominio es:

f(l, 1) =4
Para los demas elementos de Df se tiene:
f(1,2)y=5, f(1,3)=6, f(2,1)=17, etc.
Luego entonces, el recorrido de la funcién Rf es:

R,=1{4,5,6,7,8,9,10, 11, 12}
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2) Paralafunciéon f definidapor f(x, y) = \/25x2 +16 y2 — 400 , obtener su
dominio y su recorrido.

RESOLUCION:

No olvidemos que el dominio esta dado por los valores de (x ) y) tales que, bajo la
funcion /', suimagen es un elemento real.

Entonces, los elementos ( X,y ) del dominio deben satisfacer la condicion:
2 2
25x°+16y~ - 400 =2 0

y, por lo tanto, el dominio de la funcion es el conjunto:

Dy = {(x, y)/25x> +16y> > 400, x,y € K |}

Antes de obtener el recorrido, conviene mencionar lo siguiente.

En algunos problemas es conveniente mostrar, graficamente, en un plano cartesiano,
el conjunto de puntos que pertenecen al dominio. A este conjunto de puntos le
llamaremos region de definicion de la funcion (mas adelante se formalizara este

concepto). En este ejemplo, el dominio estara representado por los puntos de la elipse

25x2+ 16 y 2 = 400 y por todos los puntos del plano X y exteriores a ella.

El recorrido se forma con los elementos del codominio que son imagen de los
elementos del dominio.
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Si f(x, )=z laexpresion z= f(x, y) =+ 25x>+16y>— 400 muestra

que solo los valores positivos del codominio y el cero son imagen de los elementos del
dominio. Asi, el recorrido es el conjunto:

Rf = {Z/OSz<oo, z € ]R}

3)
a) Obtener el dominio de la funcién f: D, c R% > R definida por:

f(u,v):—\/v2—4u+8

b) Mostrar la region de definicion de la funcion

c) Obtener el recorrido de la funcion

RESOLUCION:
a) Los elementos ( u, v) deben satisfacer la condicion:

vio4u+8>0
Luego, el dominio de la funcién es el conjunto:
Df:{(u, v)/v2—4u+820, u,v e R}

b) Graficamente, el conjunto de puntos del dominio representados en un plano

cartesiano corresponde a los puntos v 2_4u+8=0 y a todos los que estan del

lado izquierdo de la parabola.
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c) Si w= f(u, V), entonces, el recorrido de la funcion se puede expresar
mediante el conjunto:

Rf = { w/—o<w<0, we ]R}

4) Determinar el dominio y el recorrido de la siguiente funcidn. Dibujar la regién del
dominio.

z=\/64—4x2—y2

RESOLUCION:

Como en los ejemplos previos, el dominio satisface la desigualdad indicada a
continuacion:

Df:{x,y/4x2+y2 < 64, x,yeR}

Para obtener el recorrido, se puede establecer a partir del analisis del dominio,
obteniendo:

Rf:{z/OSzSS}

Finalmente, para dibujar la regién del dominio de la funcién, se analiza la expresion
que define el dominio, considerando primero la curva en la frontera, y después al
interior.
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4.2 Representacion grafica para el caso de funciones de dos
variables independientes. Curvas de nivel

GRAFICAS DE LAS FUNCIONES f: R’ — R. CURVAS DE NIVEL

La grafica de una funcién de dos variables independientes, es decir, de una funcion

z=f (x , y) es, generalmente, una superficie.

En forma general, decimos que una superficie es el lugar geométrico correspondiente

a una ecuacioén de la forma F ( X, Y, Z) = 0, esta ecuacion puede representar en

forma implicita, una funcion entre las variables X, y, z, o bien, simplemente una

relacion entre dichas variables sin que, necesariamente, dicha relacion sea una
funcion.

Por ejemplo, la ecuacién x4 y2+ z2- 4 =0 es de la forma F(x, v, z) =0

sin embargo, aunque representa una superficie, no es una funcidén ni explicita ni
implicitamente.

La expresion z = f(x, ¥) es un caso especial de F(x, y, z) = 0, si se define

F(x,y,z):;z—f(x,yy

Algunos ejemplos de superficies son: el plano, la esfera, el cilindro, el elipsoide, el
cono, el hiperboloide; el plano tiene por ecuacion Ax + By + Cz + D, la cual es

una ecuacion de primer grado y los otros ejemplos son ecuaciones de segundo grado
en, al menos, una de las variables X,y 0 Z.

Ejemplo
Las siguientes expresiones son casos tipicos de superficies:
4x%+y2-122=0y z-2=0
A continuacion, se presenta la definicién de las funciones de interés en este tema con

mayor formalidad que la anteriormente presentada.
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Definicion de funcién (funcién de dos variables)

Sea D un conjunto de pares de numeros reales. Si a cada par ordenado
(x, y) del conjunto D le corresponde un nimero real f(x, y), entonces, se
dice que f es funcion de x y y. EIl conjunto D es el dominio de f y el

conjunto de valores de f( X,y ) es el recorrido de f .

Para la funcion z = f(x, ¥), xy z son variables independientes, z es la

variable dependiente.

En diagramas de Venn se tiene la siguiente representacion:

R SR
f
| 2. v Zl:f(xl’yl)
EY n=f (%)
Recorido | R )

Dominio (D | Codominio (C )
RcC

Ejemplo

1)f(x,y)=xz-|—y2 2)2:\/—x2—y2+4 3y 3x+4y -z =0

z=x"+) Z=-x -y +4 z=3x+4y
3x+4y=0
X+t =4 c:{ Y
z=0
Cilindro circular recto Esfera con radio 2 Planos y curva en el espacio
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REPRESENTACION GEOMETRICA DE LAS FUNCIONES f : R 25 R

Z
'

Superficie

z=f(x.y)

Ejemplos

Determinar el dominio de las siguientes funciones:

" f(x’y):\/x+y -9

X

X

z)=
\/9—x2—y2—22

D, {(x, v,z)/9-x*—y*-z7> O}

2) g(x v,

Dg = { (x, Vv, Z)/x2+yz+z2 < 9}

A continuacion, se establece otra definicion de interés:

Definicion

Se llama regién de definicién de una funcion de dos variables independientes, a

la representacion en el plano xy del dominio de la funcion z

= f(x,»)
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Ejemplos

Determinar la regién de definicién de la funcién:

1) Z=\/4—xz—y2

_ZI

£

2) Si el dominio estuviera dado por X%+ y2 < 1, se tendria la grafica siguiente:

Py
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3) Para el caso en que el dominio de alguna funcién z = f (x, y ) estuviera dado

2 2

por D,=x,y/ XT + yT > 1, se tendria el siguiente lugar geomeétrico:

Ejemplos
Describir la regién X que corresponde en el plano x y , al dominio de las

funciones siguientes y hallar el recorrido de ellas.
1) f(x,y)=h(4-x-y)
RESOLUCION:

Dy=1{(x,y)/(4=x-y) >0} R, ={z/zeR}=3

ANV

Gréfica del dominio
(Region de definicion de la funcion)
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2) f(x,y)=In(4-xy)

RESOLUCION:
D,={(x,»)/4-xy>0} R,={z/zeR} =R
S(x)
\
> X
Grafica del dominio
(Region de definicion de la funcion)
X+
3) = 2
Xy
RESOLUCION:
Df = {(x, y)/x ¢TO, y¢0} Rf=R
S S B

Grafica del dominio
(Regidn de definiciéon de la funcion)
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4 f(x,y)=¢€’

RESOLUCION:

Dp={(x,y)|y=0} Ry ={z|z>0]

J ()

Grafica del dominio
(Region de definicion de la funcion)

CURVAS DE CONTORNO Y CURVAS DE NIVEL

Dos conceptos muy utiles en el estudio del Calculo, considerando las funciones de dos
variables independientes, son el de la curva de contorno y curva de nivel.

Curvas de contorno

Las curvas de contorno se determinan a partir de la interseccion de una superficie con
planos paralelos a los planos coordenados. Para el caso de la superficie de ecuacion
z=f ( X, y) y planos paralelos al plano xy de ecuaciéon z = k, k € R , se tiene

la siguiente figura:

z curva de contorno
E

N
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Curvas de nivel
Se llama curva de nivel de una funcién z= f(x,y), a la proyeccién de la curva de

contorno sobre el plano xy.

curva de nivel

AT
-

En algunas aplicaciones, el conjunto de las curvas de nivel es llamado mapas

topograficos o mapas de contornos.

Ejemplo

Determinar el dominio y describir las curvas de nivel de la funcién f dada por:

X

\/25—x2—y2

f(x,y)=

RESOLUCION:

a) Df:{(x,y)/ZS—xz—y2>0} o Df:{(x,y)/x2+y2<25}

b) Curvas de nivel

Para obtener una curva de nivel, se puede considerar el plano de ecuacion z =1

entonces,de z=f(x,y) y z=1 setiene:

X

1=
\/25—362—)/2

\/25—)cz—y2 =x = 25—)cz—yzzx2
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elipse con centro en el origen y eje mayor

25 25 concidente con el eje y.

4.3 Conceptos de limite y continuidad para funciones escalares
de dos variables independientes. Existencia y calculo de
limites

El concepto analogo de intervalo en una funcién real de variable real, se establece
para una funcion de dos variables definiendo el entorno alrededor de un punto en el

plano xy, sefalado como (x, y) y que se define como el disco centrado en

(xo, yo) con radio r. La distancia entre el punto (x, y) vy (xo, yo) esta dada

por d =\/(x—x0)2+(y—y0)2 .
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Cuando se maneja la desigualdad {(x y)/ \/ (x—xo )2 i (y 3 )2 < r} , Se

dice que el disco es abierto, porque la expresion anterior contiene la desigualdad
menor que (< ); cuando contiene la desigualdad menor que o la igualdad (S ) se

dice que el disco es cerrado.

Cuando un punto de la region esta dentro del entorno y ese entorno pertenece
totalmente a la region, se dice que el punto es interior. Si todos los puntos de esa
region son puntos interiores, se dice que la region es abierta.

Un punto (xo, Yo ) es un punto frontera de la region, si cada disco abierto centrado

en ( X Yo ) contiene puntos del interior de la region y puntos del exterior de la region.

Si una region contiene todos sus puntos frontera, decimos que la region es cerrada.

Vi Vi . .
Punto interior

Definicion del limite de una funcién de dos variables

Sea una funcién f de dos variables definidas, con la posible excepciéon de

(xo, Yo ) , en un disco abierto centrado en (xo, Yo ) y sea L unnumero real.

Entonces: lim f(x,y)=L
(x,¥) > (x07 Yo

siparacada € > 0 existeun >0 talque: | f(x,y)-L| < &

siempre que 0 < \/(x_xo)z + (y—y0)2 < 8
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Para una funcion de dos variables, cuando se escribe (x, y) — (xo, Yo ) , significa

que el punto (x, y) se aproxima al punto (xo, Yo ) en cualquier direccion.

Siel valor de lim f(x, y) noeselmismo para todas las posibles formas
(¥, y) > (xo= yo)

de aproximacion o trayectorias a (xo, Yo ) , entonces el limite no existe.

CALCULO DE LIMITES DE FUNCIONES DE DOS VARIABLES

La determinacion del limite de este tipo de funciones resulta de no poca dificultad, a
menos que, con la simple sustitucion en la funcion del valor de la variable
independiente se obtenga un valor L, o bien, se emplee la definicion, lo cual casi

siempre resulta laborioso y de cierta complejidad. Asi, resulta conveniente que mas
alla de la determinacion de limites, se establezcan criterios que ayuden a asegurar la
no existencia del limite de este tipo de funciones o, en todo caso, a establecer tanto la
posible existencia como el posible valor del limite de funciones de dos variables. Uno
de estos criterios, que no es mas que un caso particular de trayectorias, se conoce
como limites reiterados, el cual consiste en aproximar el valor de la funcién mediante

la aproximacion al punto (x, y), a través de los ejes coordenados o de rectas

paralelas a los mismos, lo cual se realiza considerando una trayectoria a la vez, lo que
genera el calculo del limite de un limite.

La notacion empleada para el calculo de limites es la siguiente:

lim f(x,y)= lim {lim f(x,y)}

(x,y)—>(x0,J/o) T2 [ V7 Yo

Ejemplos

1) Determinar, si existe, el limite de las funciones que se dan a continuacion:

2
1) lim oxy 10 2, de manera directa se obtiene el limite.

(xy)—>(1,2) x%+ y2

2
2) lim % _ 0 , aqui se tiene una indeterminacion.
(x.7) > (0.0) X%+ 0
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RESOLUCION:
Para el inciso 2), al realizar el proceso por sustitucién directa se obtiene una
indeterminacion, por lo que aun no se sabe si existe o no el limite.

a) Limites reiterados:

) i
lim lim —* Y
x—>0 | y—>0 x2+y2

, 0 ,
lim {—2} = Ilim [0]=0

x—0 X x—0

ylgno [0] =0

[ 2
5
lim lim —> Y
y—>0| x>0 x2+y2

b) Trayectorias:
Se realiza la aproximacion a través de rectas que pasen por el punto (0, 0).

y = mx familia de rectas que pasa por (0, 0)

f(x, y) seexpresaen términos de una sola variable

5x2y 5x2 mx
f X,y = :f X)=—
( ) x2+y? (x) x4+ x?m?
lim 5x2 mx _ xz(Smx) _ 5mx2

x—>0 )c2+x2m2 x2 (1+m2) 1+ m

im 2" _ ¢
x>0 1 4 m?

Se dice que, si el limite existe, es cero; o bien, se dice que el limite posiblemente
es L=0.

2) Calcular, si existe, el siguiente limite:

lim Xy —x—y+l _0 indeterminacion

(toy)>(L1) x4+ y2—2x-2y+2

a) Limites reiterados:

lim xy—-x—-y+1 _ 0
(6, »)>(L1) x2 +yr—2x-2y+2 O
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| 1=
tim | gim yr = lim. y21 YL gim | —% | =t (0)=0
y Y2l x +y°=2x-2y+2| V2>l 14+y“-2-2y+2

xy—-x-y+1

lim

lim — = lim cao L o | % gim (0)=0
Xyl e 4y -2x-2y+2| y—1

a2 al-2x-242] vl (xop)? | ¥l

Aun no podemos asegurar la existencia del limite.

b) Trayectorias:

Se establece como una trayectoria particular, la de una recta que pase por el punto

P(l, 1) ; la mas sencilla correspondea y = x .

Sustituyendo en f (x, y) se obtiene:

x2-2x+1 (x—l)2
f(x) = 2 - 2
2x"—4x+2  2(x-1)
lim f(x)= lim - [CE1) | imi |
B =0 (x—1)2 =5 por lo tanto, el limite no existe, porque en una

de las trayectorias el valor es diferente.

3) Calcular, si existe, el siguiente limite:

lim JX+y+z = \/§ por consiguiente, el limite existe y es \/§
)

(x,y,z) > (1, 2,5
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EJERCICIOS PROPUESTOS

1)  Obtenga el limite de la siguiente expresion, si es que existe:

lim xy—x—y+1
(voy) > (L) x24+y?—2x —2y +2

2) Obtenga el limite de la siguiente expresion, si es que existe:

2 —
lim ad Y

(x, y)>(1,1) X — Y

3) Obtenga el limite siguiente, si es que existe:

2 2
lim y - xy-2x
(x,y) > (1. 1) y-x

4.4 Derivadas parciales e interpretacién geomeétrica para el caso de
dos variables independientes. Derivadas sucesivas. Gradiente y
derivada direccional. Vector normal a una superficie.
Ecuaciones del plano tangente y de la recta normal

DERIVACION PARCIAL DE FUNCIONES DE DOS VARIABLES

Definicion
Si z=f(x,y), entonces, las derivadas parciales primeras de f con
respecto a x y y son las funciones [,y f,, definidas mediante las

expresiones:

f(x+ Ax,y)—f(x,y)

fy = lim

Ax—0 Ax
f, = tim f(x,y+Ay) - f(x. )
Ay—>0 Ay
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Las expresiones anteriores se leen como se indica:

Derivada parcial con respectoa X : f)C

Derivada parcial con respectoa ) fy

Otras notaciones para representar derivadas parciales son:

of of(x,y) oz

= x, = _—= = —_—
I fx( y) ox ox ox
of of(x,y) oz
= X, = < = L 77/ =
Ejemplo
. 0 .
Sea la funcion z = f,(x,y)=x>+y?, obtener 2L y 91 tilizando
ox oy
definicion:
%: lim ()C+A)c)2+yz—x2—y2
ox Ax—0 Ax
) x2+2x2Ax+(Ax)2+y2—x2—y2
= lim
Ax—0 Ax
, Ax(2x+ Ax)
= lim
Ax—>0 Ax
= lim (2x+Ax):2x
Ax—0
2 2 2 2
A _ _
% _ lim X +(y+ y) X y
6y Ay—0 Ay
; xz+yz+2yAy+(Ay)2—x2—y2
= lim
Ay—0 Ay

= lim (2y+ Ay): 2y
Ay—0
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Las derivadas parciales primeras, también llamadas derivadas parciales de primer
orden, evaluadas en el punto (a, b) , se denotan:

_0f(ab) _ oz
fx(a,b) ) Ox ) Ox (a b)

_of(ab) _ o=
fy(ab) = dy 0y (a.b)

Ejemplos

1) Sea f(x,y) = xexzy. Obtener las derivadas parciales f, y f, en el punto

(1, n2).
2 2
fe=xe" " (2xy)+e"”
f -9 2 x2y xzy
L =2x"ye + e

fe(l,In2) =42 + 2

2) Sea f(x,y,z)zxy+y22+xz. Obtener f., f.,, f..
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3) Hallar las derivadas parciales primeras de la funcién:

f(x,y,z) = ln\/x2+yz+z2

Entonces, simplificando:

X
fe = 2 2 2
X+ y +z
_ Y
Iy = 2 2 2
X+ y 4z
z
f. o=

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LAS DERIVADAS PARCIALES DE FUNCIONES
DE DOS VARIABLES INDEPENDIENTES

Sea z = f(x, y) una funcién cuya representacion grafica es una superficie. Al
intersecar dicha superficie con un plano paralelo al plano xy, de ecuacién y =y,

(y :constante), perpendicular al plano xy, se obtiene una curva C. Sea
P, (xo, Yo, Zo ) un punto de la curva C, si en ese punto se traza una recta tangente

a C, esarecta tiene la direccion del eje x .
La derivada parcialde f conrespectoa x representa, geométricamente, la pendiente

de la tangente a la curva de interseccion de la superficie con el plano y =y, en el
punto P, , en la direccion del eje x .
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[xa » Yo :Za]

\
[

=,

Flano y=y,

a5

3 = pendisonts en la direceidn x
x

De manera analoga, sea z = f(x, y) una funcién cuya representacion grafica es
una superficie. Al intersecar dicha superficie con un plano paralelo al plano yz de
ecuacion x = x, (x = constante) , perpendicular al plano xy , se obtiene una curva
C. Sea P, (xo, Yo, Zo ) un punto de la curva C, si en ese punto se traza una recta

tangente a C, esa recta tiene la direccion del eje ).

La derivada parcial de f con respecto a y representa, geométricamente, la
pendiente de la tangente a la curva de interseccion de la superficie con el plano x = x,,

en el punto P, , en la direccion del eje y .

{-"a - Yo ,Zo)

A 5

=

— e

x

Plane x =1,

8

—— = pendienic en la direccion y

oy
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La pendiente de la tangente en cualquiera de los dos casos senalados, también,
representa la pendiente de la superficie en el punto P, en la direccion respectiva.

Como ocurre con las derivadas ordinarias, es importante tener presente que las
derivadas parciales pueden interpretarse como razones de cambio, sin importar
el numero de variables independientes que se tengan.

DERIVADAS PARCIALES SUCESIVAS

Si z=f(=x,y), sus primeras derivadas son f, y f,;las segundas derivadas son

Sex> Fxy> fyy ¥ fyr 5 las terceras derivadas son f. . fixys fayws Fypys Frpyo
Syyxs Syxy ¥ fyxx- Se pueden denotar como sigue:

2
-2 () - 21

oy 0x Oy Ox
PN A -
T ox | ox? ox?
pooof@r ). _of
AR ox | Oy Ox 0x 0y Ox
Ejemplo
0%z 0%z

Demostrar que =
0y 0x Ox 0y

0% _ o (e
oyox Oy \ Ox

a) z=x +3x%y

Primero se calcula

Después se aplica la siguiente derivada parcial
o fo)_2 (3x2+ 6xy) =6x
oy \ oOx oy
0%z

= 6x
Oy Ox
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Ahora, para el segundo miembro

’: _ ooz
Ox 0y ox \ 0y

Primero se calcula

% (x3+ 3x2y) =3x?

Después se aplica la siguiente derivada parcial

0 (o= :i<3x2)
ox \ Oy ox

0%z

oy Ox

= 6x

Por lo tanto, se cumple la igualdad.

b) z=sen(x-2y)

De manera similar al ejemplo anterior:

x =cos(x—2y)
0 oz 0
N L _2
ay(ax) 5y cos (x y)]
= —sen(x-2y)(-2)
= 2sen(x-2y)
2
aiazx =2sen(x—2y)

0%z _ ooz
O0x 0y ox\ 0y
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2—2: cos (x—2y)(-2)=—-2cos(x-2y)
Y

%(2—;):% —2cos(x—2y):|:—2[—sen(x—2y):|:2sen(x—2y)

Por lo tanto, se cumple la igualdad.

C) z=e¢e" tany

Primer miembro

0%z _ o (o
0y 0x oy \ Ox

e” tany

= (extany) = e“sec?y
Y

(@)

\<|Q)

VR

Q)|Q)

= N

N
I

Segundo miembro

0z _ ooz
Ox 0y ox\ 0y

%:e"se&y
oy
2 [z :i(exseczy):exseczy
ox \ 0y 0x
2
0’z = e"sec’y
0x 0y

Por lo tanto, se cumple la igualdad.

Los ejemplos anteriores ilustran la aplicacion del siguiente teorema.
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IGUALDAD DE LAS DERIVADAS PARCIALES CRUZADAS (MIXTAS)

Teorema

Si f es una funcion de x y y tal que f, f,, fy,, f,, son continuas en la

regién abierta R, entonces paracada (x, y) en R:

fxy(xﬂy) :fyx(xﬂy)
Ademas, si las derivadas parciales terceras son continuas, se cumple

fXZZ =fZXZ =fZZX

Ejemplos

1) Obtenga la pendiente de la superficie de ecuacion f(x, y) =—-—+y~+ "

1 . .
en el punto P (5’ 1, 2] , en las direcciones x y y .

of _ . orp _ _1
ox ’ ox |p 2
o __,, o] -,
oy oy |p

2) El area de un paralelogramo, lados adyacentes a« y b, y angulo entre ellos 6
esta dada por 4 =ab sen 0

a) Hallar la razén de cambio del area respecto de a cuando a =10, b =10

i
0 =—:
Yo%
o4 _ 0 (absenb) =bsen6
da da
b
o4 a:10=203en2:10 B
Ja 6

b =120
b1

0="
6
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b) Hallar la raz6n de cambio del area respectoa 6 cuando a, b y 0 tienen

los mismos valores:

a_A:i(absenO):abcose

00 00
04 T
il =(10)( 20 — | =100 .3
o om0 = (10)(20) eos [ £] <1005

g="
6

3) Demuestre que las funciones:

a) z=sen(x—ct); ¢ =cte.
b) z =sen(wct)sen(wx)
. . s aZZ 2 822
satisfacen la ecuacion de onda 5> =¢ 5
ot ox
a) %=—ccos(x—ct)
ot
%(%J=—c(—c)[—sen(x—ct)]
2
%:—czsen(x—ct)
%:cos(x—ct)

% [cos(x—ct)] = —sen (x —ct)

622 _ 02 822
ot? ox?

—c?sen (x—ct) = —c’sen (x - ct), porlotanto, se satisface

la ecuacion de onda

b) — = (wx)sen(wx)cos(wct)
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—(w¢)? sen (wc) sen (wet)

ot?

0z

= = sen(wct)cos(wx) (o)
822 2

Py, = o sen(wct) sen(ox)

Sustituyendo en ecuacion de onda:

—w’c? (ox) cos(oct) = ? o sen(oct) cos(wct)

por lo tanto, se satisface la ecuacion de onda.

DERIVADAS DIRECCIONALES. GRADIENTES

i z = fixy)
//1@'/—
o c
>y
P(x,y)
PG{XO’J’O}

X

Sea z=f(x,y)y Py unpuntofijoenelplano xy ysea { unarectadelplano xy

que pasa por P, ( Xq, yo)-

Si un punto P( X, y) se mueve sobre { existe un correspondiente punto O que se

mueve sobre la superficie z = f(x, y ) , describiendo una curva C .

Si 5 esladistanciade P, a P medida sobre ¢, entonces, la pregunta que surge es

¢a qué razon cambia la coordenada z de Q con respecto al cambio en § ?
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Para estudiar esta razon de cambio se introduce un vector unitario:
con punto inicial P ( Xq, yo) y que apunta en la direccion del movimiento de
P ( x, y) como se ve en la siguiente figura:

A ¥

Sea § la distancia (con signo) sobre { de Py ( Xo, yo) a P( X, y), siendo S no
negativa, cuando P esta en la direccion de u , partiendo de P, y negativa en el caso

contrario.

El vector P, P se relaciona con el vector u por medio de P, P =su , es decir,
(X—XO, y—yo):(sul, Suz).
Igualando componentes, se tiene:

X=X + s 23] .
(1) ecuaciones paramétricas de {
Y =Yo T Suy

Puesto que Q estd arriba de P( x, y) y se encuentra sobre la superficie, la

coordenada z de Q es:

(2) z=f(x, )
o en términos de § , sustituyendo (1) en (2), se tiene:

z:f<x0 +suy, Yo +su2)

171



La razén a la que cambia z con relacion a S , se calcula usando la regla de la cadena:

dz _of dx  of dy
ds ox ds oy ds
y de (1):

dz
(3) E :fxul+fyu2

., dz .
Esta ecuacion se usa para obtener s en cualquier lugar de C .
S

Por ejemplo, haciendo s =0 en (1) y sustituyendo en (3) se obtiene la razén

instantanea de cambio de z con respectoa s en P, ( X0, Y0 ) :

dz

s = fi(xosvo)u + £, (¥, 02

s=0

Esta cantidad en general se denota por:

Diz(x0,v0) 0 Dgf(xq,v0)

Definicion

Si z= f(x, y) es diferenciable en (xo, yo)ysi =(u1, uz) es un vector

u
unitario, entonces la derivada direccionalde f en (xo, yo) en la direccion de

u se define como:
Daf(XOa yo) fo(XOaJ’o)”1+fy(x0a J’o)uz

La derivada direccional D ; f(xo, yo) representa la razon instantanea a la que
cambia z = f(x, y ) con respecto a la distancia, conforme (x, y) y se mueve a

partir de (xo, yo).
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Geométricamente, D ; f(xo, yo) se puede interpretar como la pendiente de la

tangente a la curva C de la siguiente figura en el punto Q| ; también
Dﬁf(xO’ yo) = tan(l)

donde ¢ es el angulo de inclinacion de la tangente en O, respecto a la recta £ :

x Pendientesz—lf(xO,yO) = tan ¢

Para los conceptos que manejaremos en este tema es conveniente introducir un nuevo
vector relacionado con la derivacion direccional.

GRADIENTE DE UNA FUNCION

Se llama operador diferencial vectorial al operador

o bien,

Cuando este operador se aplica a una funcién diferenciable z = f (x, y ), se obtiene
lo que se llama gradiente de una funcién.

Formalizando lo anterior se tiene lo siguiente.
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Gradiente de una funcion de dos variables

Sea el operador diferencial vectorial lamado nabla

o9 +ji
ox oy
0 bien,
V= — +ij+i+—k
ox oy oy 0z

§f=%i+gj 0 §f=ﬂi+gj+ﬂk
ox oy ox oy Oz

Al resultado de aplicar el operador nabla sobre una funcion f se le llama gradiente de

la funcidén y, también, se expresa como:

grad f =V f
Si z:f(x,y)
Vz=Vf

Ejemplo

Obtener el gradiente de la funcién f(x, y)=x2—3xy+y2 en el punto
P(4,2).

RESOLUCION:
Vf = ﬂl‘Jrﬂj
ox oy
Vf = (2x—3y)i+(—3x+2y)j

Vi, = [2(4) = 3(2)]i+ [=3(4) + 2(2) ]

<
>
~

Il

2i —8j
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METODO PARA CALCULAR LA DERIVADA DIRECCIONAL

Se puede emplear la definicibn dada anteriormente, para determinar la derivada

o dz : . :
direccional s para una funcion dada, sin embargo, conviene emplear un método
S
mas simple.

El concepto de gradiente de una funcién es de suma importancia en el calculo de la
derivada direccional como se enuncia a continuacion:

Teorema

Si z=f(x,y) es una funcién diferenciable de x y y,y #=cos@i+sen j,

entonces:
E = —df(x, y) =Vzeu
ds ds
df(d);’ Y sy
dz

— representa la derivada direccional de la funcién, en una direccién
S

determinada, que esta dada por el vector u

Ahora, si consideramos que:

E:§Z.ﬁ: %i+ﬁj «(cosOi + sen6 ;)
ds ox oy

dz oz Oz
— = — cosO + — sen0O
ds ox oy

Si 6 =0°, se tiene la derivada direccional en la direccién de i, asi que:

E:?g.ﬁ: %iJr%j +( cosBi + senB ;)
ds ox oy

dz _ 9z cos(0°) + oz sen(Oo)z%

ds ox oy ox
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Si 8 =90°

dz _ oz cos (90°) + oz sen(90°) = oz
ds ox oy oy

Esto muestra que las derivadas parciales son casos particulares de la derivada
direccional, o bien, la derivada direccional es una generalizacion de la derivada parcial.

Como una consideracion adicional, tenemos:

ar _ of 0
ds 0y Se lee: la derivada direccional de z es igual a 8_2
y

dz oz . . .
-— = — cuando la direccion corresponde al vector j
ds oy

Se lee: la derivada direccional d quala 7
dz oz e lee: la derivada direccional de z es igual a Y
ds ox

cuando la direccion corresponde al vector i

Respecto al vector unitario # , consideremos la siguiente figura:

=
E

Un vector unitario cualquiera u esta dado por sus cosenos directores, es decir:

u =cosOi + cosPj
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pero, como B = cos (90°—6) =sen6

luego u# = cosOi + cosPj = cosOi + sen0 j

Ademas, de acuerdo con lo senalado anteriormente

= . _ of . of . . .
Vfieu = | —i+ — +|cosBi + sen O
S [axl 8y]} [ : ]]
§f-ﬁ=ﬂcos9+ﬂsen9
ox oy
Visu = fxcos6+fxsen6=Duf=cji—f
S

D, f=Vf.u

Ejemplos
1) Obtener la derivada direccional de f(x,y) =2x2y3+6xy en (1,1)en la
direccion de un vector unitario, cuyo angulo con el eje positivo x es 0 = g
RESOLUCION:
az = Vzeu
ds

0 ) 0 )
Vz = a f(x,y)z+ af(x,y)]

<
N
Il

(4xy3+6y)i + (6x2y2+6x)j

Evaluando en el punto dado

Vz| (= 10i +12;

Ahora, necesitamos un vector unitario en la direccion dada por el angulo 6 = P :
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u = cosOi+sen0j

S|
Il
@)
<
Il

cos 30° + sen 30°;

<|
Il
+

\
—_
=
<
~
Il
‘&.
N
Il
<l
N
»
|
[l
—_
—
(]
+
p—
N
<.
~
7\
+
| —
N—e
~

2) Sea el plano que es perpendicular al plano x y, y que pasa por los puntos P(2,1)
y Q(3,2) . ¢,Cual es la pendiente de la recta tangente a la curva de interseccién de

dicho plano con la superficie f(x,y):4x2 +y2, en el punto P en la direccion de

0?

RESOLUCION:

La pendiente de la recta tangente esta dada por la derivada direccional de la funcién
en la direccién de un vector u :

T
ds =V/

donde E:Q
PO|

PO=(3,2)—-(2,1)=(1,1) ;
(1.1)

1/7: =

1 . 1 .
N RN N
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El gradiente de [ es
Vf = fii+f,j=8xi+2y

Evaluando en P
Vi(2,1)=16i+2j

Por lo que la pendiente resulta de

%:(16i+2j)-(\/1§i+%jj

df 18

ds 2

Ejemplo

Evaluar la derivada direccional de
F(x,y,z) =xy* —4x’y+z?

en el punto P (1, -1, 2), en la direccién del vector 6i+2 j+3k
RESOLUCION:
Para el caso de una funcion de tres variables independientes, se tiene:

¥ _Gr.w

S

Calculando el gradiente:
VF=F,i+F,j+F.k

ﬁF:(y2 —8xy)i+(2xy—4x2)j+(2z)k
Evaluando en el punto P
VF(1,-1,2)=[1-8(1)(=1) ] i+[2(1)(-1)-4(1)] j+2(2) k
VF(1,-1,2)=9i-6j+4k
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Para el vector unitario

17: = R R
\J36+4+9 7 777
0 bien
ﬁ=§i+zj+§k
7 7 7

De lo anterior

Finalmente:

VALOR MAXIMO DE LA DERIVADA DIRECCIONAL

En diversos problemas de aplicacion, conviene obtener el maximo valor de la derivada
direccional.

Supongamos que f representa una funcion de dos o tres variables y recordando las
expresiones de la derivada direccional para cada caso, se tiene:

df(x,y)__ -
ds = V/eu
df(x,y,z)__ .
P = Vfeu

Se observa que la derivada direccional se expresa como un producto escalar,
entonces, de conceptos anteriores sobre el algebra vectorial, se tiene:

El producto escalar de dos vectores @ y b es el escalar:

aeb :|c_z|‘b_‘cos€)
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IN
D
IN
a

0 = angulo entre los vectores a vy b 0

De lo anterior, para la derivada direccional podemos escribir:

d — _ — _ _
d_]sr Vf-u:‘VfHu|cos€) ; |u|:1

:‘ﬁf‘cose

como 0 < 0 < &, entonces,

y, en consecuencia,
—WF‘sﬂ <|VF|
ds
En otras palabras, diremos:

El valor maximo de la derivada direccional es ‘ Vf ‘ y ocurre cuando u tiene la misma

direccién que V f (cuando cos0=1).

El valor minimo de la derivada direccional es — |V f| y ocurre cuando & y Vf

tienen direcciones opuestas (cuando cos=-1 ) .

Con respecto al concepto de gradiente:

El vector gradiente V £ apunta en la direccién en la cual f crece con mayor rapidez,
mientras que — V £ apunta en la direccion en que decrece f mas rapidamente.

De lo anterior, se establecen las siguientes propiedades.

PROPIEDADES DEL GRADIENTE Y DE LA DERIVADA DIRECCIONAL

Siz=/f(x,y) y u =ui+ u,j esun vector unitario:
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1)  La derivada direccional D ;; f/ en direccion de u# esta dada por:

df = . . : :
4J _ p_ -V .= i+ e (uyi +u
ds af Py f Py u (fx fy]) ( 1 2])
2) Elgradientede f es:
_of . of . . .
Vr=9Li+y 9 iy
f Pyl ay] fei+ [y

3) SiVf=0,entonces, D;f =0

4)  Ladireccion de maximo crecimiento de f esta dadapor V f ( Xo, Vo ) y el valor

maximo de Dﬁf(xo, yo) lo da por Wf(xo, yo)‘.

5) La direccion de minimo crecimiento de f esta dado por —Vf (xo, yo) y el

valor minimo de Dﬁf(xo, ;Vo) :—Wf(xo,yo)‘.

Ejemplos
1) La temperatura en [OC] sobre la superficie de una placa metalica esta dada por
T(x, y)=20- 4x% — 32 donde x, y estan en pulgadas.

Desde el punto (2, —3) ien qué direccion crece la temperatura mas

rapidamente?, s a qué ritmo se produce este crecimiento?

RESOLUCION:

La direccion de maximo crecimiento la determina el gradiente de la funcion, por lo que:

?T:a—Ti+a—y
ox oy

VT = —8xi—-2yj

VT =(2,-3) = 16i + 6 j «—— direccion de maximo creciente
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El ritmo de crecimiento es:

°C

S 2 2
|Vr (2, -3)|= \/(—16) +(6) =17.09m

2) La temperatura T(x, V, z) en cualquier punto de un soélido del espacio

tridimensionales 7 (x, y, z) = 40 y la distancia en metros.

x2 +y2+zz+3

a) Determinar la razéon de cambio de la temperatura en el punto (— 3, 2, =2 )

en la direccion del vector 2i =3 + 6k .

b) Determinar la direccion de la maxima tasa de variacion de 7' en el punto
(-3, 2,-2).

RESOLUCION:

or . or . oT

VIi=—i+—j+—k
ox oy 0z
ST - 80 x : i 80 y : - 80z : K
(x2+y2+22+3) (x2+y2+22+3) (x2+y2—22)
?T‘ :E'—szrzk
(-3,2,-2) 5 5 5

_ 2i -3 +6kY 1, .
u = =—=(2i -3j + 6k
( 7 J 7 (26737 6k)
— 1 (3 2 2
D_-T = —-|=-i—-—=—j+—k 2i —3j + 6k
! 7(5 5] 5 j( / )
D.T = 0.68 °/metro
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b) La direccion requerida es la del vector gradiente:

3,.2,,2,
5 5 5

Ejemplo

La temperatura en una caja rectangular es aproximada por:

T(x, y,z) :xyz(l—x)(2—y)(3—z)

0<x<1, 0=y<2, 0<£z<3

Si un mosquito se localiza en (5’ 1, 1) , ¢en qué direccidn debe volar para

enfriarse lo mas rapidamente posible?

RESOLUCION:

Este es un problema de derivada direccional, por lo que es necesario calcular el

gradiente de T .

Inicialmente se efectuan algunas operaciones

T(x, y,z) = (xyz—xzyz) (2—y)(3—z)

(xyz - xzyz) (6 -2z -3y + yz)
El gradiente esta dado por

VI =T,i+T,j+T.k
VT (x,y,z)=(yz-2xyz)(2-y)(3-2)i
+<xz —xzz) (-3+y)J
+<xy —xzy) (-2 +y)k
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Para el punto dado:
k

VT (l, 1, 1j =
2

. . ., 1
Entonces, el mosquito debe volar en la direcciéon de — 7 k para que su temperatura

N

disminuya mas rapidamente.

o

INTERPRETACION GEOMETRICA DEL GRADIENTE

Sea T el plano tangente en el punto P ( Xos Yo 2o ) a la superficie representada

por F (x, Vv, z) = 0, segun se muestra en la siguiente figura:

Plano tangente

ala superficie en F

Puha:ya,fo)

SuperﬁcieF[x,y,z} =0

z:f{x,_}?}
z=Sf(x.y)=f(x.y)-2z=0
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El gradiente de F (x, y, z) evaluado en un punto, representado por VF o
0

es un vector normal al plano tangente a la superficie en ese punto. De esta forma, es

posible obtener la ecuacion de dicho plano, como se muestra enseguida.
La ecuacion del plano tangente es:
(f’ - 130) « N = 0 Ecuacion normal del plano

Sustituyendo las coordenadas respectivas

[ )= (00 )] - [ 552 55 2E] -
Py

(x—xo, Y=Yo-> Z_ZO) - (fx’ fy’ fz)

fx‘pb(x — Xo ) +fy‘PO (y = Yo ) + .fz‘po(z 2y ) =0 Ecuacion cartesiana
del plano tangente a la superficie.

Por otro lado, la recta normal al plano tangente a la superficie, también es normal a la

superficie y tiene la direccién del vector V F ‘ P De esta forma, es posible obtener la
0

ecuacién de esa recta, considerando que el vector director i = (a, b, ¢ ), vector

director de la recta, es paralelo al vector VF ‘ b
0

Entonces, la ecuacion de la recta normal a la superficie en un punto P, , esta dada

por

X = Xy Y =Y zZ = Zy \ e
= 5 = Ecuaciones simétricas de la recta
a C

it =(a,b, c) «— vector director, & = WF‘P

Se formaliza lo anterior a continuacion.
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PLANO TANGENTE Y RECTA NORMAL

En estudios basicos de algebra vectorial, nos hemos referido a ecuaciones de rectas
tangentes a graficas de funciones. En el espacio tridimensional, podemos resolver

problemas analogos de encontrar ecuaciones de planos tangentes a superficies.

Si F( X, V, z) = 0 es la ecuacion de una superficie, se define el plano tangente en

P(xo, Yo > zo)como el plano que pasa por P con vector normal

?F(xo, Yo zo),siempreque VF=0.

Entonces, si (x, v, z) y (xo, Vo zo) son puntos del plano tangentey » y 7

sus respectivos vectores de posicion, una ecuacion vectorial del plano tangente es:

VF(xO,yO,ZO)-(F—FO):O
o bien:

(7 (%0 %05 20 ) By (%05 05 20 ) E( %05 v0» 20)]+ (F-7)=0
que también podemos escribir como:
Fo (02 y0-20) (x %0 )+ Fy (302 50-20) (5~ 30 ) + Fx (0030220 ) (2~ 24) =0
Lo anterior se ilustra en la siguiente figura:

FPlano tangente
en (X9.Y0.20)

Stperficie
Fx,y,z)=0

>y
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Flano tangente
en (X0,Y0,20)

P o= (M»szo)

Plano tangente a la superficie S en P

De lo anterior, podemos decir que el gradiente en P es ortogonal al vector tangente
de cualquier curva sobre S que pase por P.
Por tanto, todas las rectas tangentes en P estan en un plano que es normal a

?F(xo, Yo zo) y contienena P.

Como ya hemos mencionado, llamamos a este plano, plano tangente a S en P.

Definiciéon. Plano tangente y recta normal
Sea F diferenciable en P(xo, Yo > zo) donde la superficie S se da por

F(x,y,z):O,talque§F(x0,y0,zo)7&0

1) El plano que pasa por P y es normal a VF ( Xo, Yoo 20 ) se conoce como

el plano tangentea S en P.

2) Larecta que pasa por P y que tiene la direccion de VF ( X0, Voo Zo ) se

conoce como larectanormala S en P.

Entonces, para la ecuacion del plano tangente:

Si F es diferenciable en (xo, Yo zo) , una ecuacion del plano tangente a la

superficie esta dada por

Fx(xo=y0=20)(x_xo)+Fy(xo’yo’zo)(y—J’o)Jsz(XOJ():ZO)(Z—ZO):O
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Ejemplo

Hallar la ecuacion del plano tangente al hiperboloide z2 —2x2 - 232 -12=0

en el punto P (1, -1, 4).

RESOLUCION:

F(x,y,z)z()

z2-2x2 -2y -12=0

Se calcula el gradiente: VF = Fi+F,j+Fk

Tenemos
F.=—-4x
Fy =-4y
F,=2z
Evaluando en P:
F. = -4
F,=4
F._=238

Sustituyendo en la ecuacion del plano tangente:

Il
-

—4(x-1)+4(y+1)+8(z-4)

Il
o

-4x +4+4y +4 + 8z - 32

Finalmente

4x —4y —8z +24 =0
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4.5 Funcién diferenciable. Diferencial total. Comparacion entre
el incremento y la diferencial total

La nocidon de diferenciabilidad de una funcion, de cualquier numero de variables
independientes, depende del incremento de la variable dependiente. Recuérdese que

para una funcion de una variable y = f(x)

Ayzf(x + Ax) - f(x)
y para su respectiva diferencial:

a’yzf'(x) dx

De manera analoga, para una funcion de dos variables z = f ( X, y) , se define
Az = f(x+Ax, y+Ay) - f(x,»).

*

La figura anterior muestra que Az da la magnitud del cambio de la funcién cuando

(x,y)variaa (x+Ax, y+Ay).

Y para la diferencial de una funcién de dos variables, se tiene:
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Definicion de diferencial total

Sea z=f(x,y) y sean Ax y Ay los incrementos en las variables
X y y, respectivamente. En tal caso, las diferenciales de cada una de las
variables independientes son dx=Ax y dy=Ay y la diferencial total de

z=f(x,y) sedapor:
dz = fydx + f,dy

Esta definicion se hace extensiva a funciones de tres o mas variables.

DIFERENCIABILIDAD

De conceptos previos de Calculo se sabe que si una funcién esta dadapor y = f ( X )
y es diferenciable, se puede utilizar la diferencial dy = f' (x) dx como una

aproximacion al valor del incremento de la funcion Ay = f/(x + Ax) - f(x).

Si esto es posible para una funcion de dos variables, se dice que la funcion es

diferenciable como se enuncia en la siguiente definicion.

Definicion de diferenciabilidad
Una funcion dada por z = f (x, y) es diferenciable en (x,, yo ), siAz

puede expresarse en la forma:

Az = fx(xo, yo) Ax + fy(xo, yo) Ay + ¢, Ax + ¢, Ay donde &, y
g, >0 cuando (Ax, Ay) — (0, 0).Lafuncién f es diferenciable en una

region R, si es diferenciable en todo punto de R.

Ejemplo
Verificar si la funcion dada por f( X, y) = x2 + 2y es diferenciable en todo

punto del plano.
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RESOLUCION:

Para z = f (x, y),elincremento de z en un punto arbitrario (x, y) en el plano es:

Az=f(x+Ax, y+Ay)—f(an’)

Az :[(x+Ax)2+2(y+Ay)} —(x2+ 2y)

[(x2+ 2xAx + sz) + 2(y+Ay)}—(x2+2y)
=2xAx + Ax2+2Ay
= 2x(Ax) + Z(Ay) + (Ax)Ax + O(Ay)

=fx(x,y)Ax + fy(x,y)Ay + e Ax + €5, Ay

donde &€ Ax y €,=0. Como ¢, >0 y ¢, >0, cuando (Ax, Ay) — (0,0),
se concluye que f es diferenciable en todo punto del plano.
Es conveniente precisar que el concepto diferenciable, cuando se emplea en funciones

de dos variables, debe considerar el siguiente teorema que establece una condicion
suficiente para la diferenciabilidad de una funcion de dos variables.

Teorema. Condicion suficiente para la diferenciabilidad
Si f esunafuncibnde x y y,para laque f, y f, son continuasen una

region abierta R, entonces, f es diferenciable R .

La definicion mencionada sobre diferenciabilidad establece que se puede elegir
(x+Ax, y+Ay) suficientemente cerca de (x, y) para hacer que los productos

€1 Ax y €, Ay sean insignificantes. Dicho de otra forma, para Ax y Ay

pequenos, se puede usar la aproximacion:
Az = dz

Graficamente, se puede observar la aproximacion anterior en la siguiente figura:
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¥

dz<

=T y
I:x,y}l [Z+:'_’LI, y}{x+£‘~.x, '];-g-ﬂy}

0 0
Es conveniente tener presente que las derivadas parciales a_z y a_z pueden
X y

interpretarse como las pendientes de la superficie en las direccionesde x y y . Lo
anterior implica que:

es el cambio en la altura de un plano tangente a la superficie en el punto
(x, v, f(x, y)).ResuIta interesante considerar que, si un plano en el espacio se

representa mediante una ecuacion lineal en las variables x, ¥y y z, entonces, la

aproximacion de Az mediante d z recibe el nombre de aproximacion lineal.

USO DE LA DIFERENCIAL COMO UNA APROXIMACION

Enseguida, se ilustra una aplicacién del concepto de diferencial.

Ejemplo

2

Utilizar la diferencial 4z para aproximar el cambio en z = \/4—x —y2

cuando ( x, y) sedesplazadelpunto (1, 1) alpunto (1.01, 0.97).Comparar

esta aproximacion con el cambio exactoen z .
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RESOLUCION:

Se hace (x,y)=(1,1) y(x+Ax, y+Ay)=(101, 097) y se obtiene
dx = Ax =001y dy =Ay =-0.03. Por tanto, el cambio en z puede

aproximarse mediante:

Cuando x =1 y y =1, setiene:

Az~— (0.01) - L (-0.03) = %:\/3 (0.01) ~ 0.0141

2 5 5

El cambio exacto corresponde a la diferencia entre las alturas de dos puntos sobre la
superficie de un hemisferio. Esta diferencia esta dada por:

Az = f(1.01,097) - f(1,1)

\/4—(1.01)2—(0.97)2 S J4-1Po 1~ 00137

Una funcién de tres variables w = f (x, », z) se dice que es diferenciable en

(x, ¥, z),si
AW:f(x+Ax, y+Ay, Z+Az) —f(x, v, z)
y puede expresarse en la forma:

Aw = fL Ax + [, Ay + f. Az + € Ax + €, Ay + €3 Az

donde €, €, ¥y €3 — O cuando (Ax, Ay, Az) —> (0, 0, 0). Con esta

definicion de diferenciabilidad, el teorema anterior se puede extender de la siguiente

manera a funciones de tres variables:
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si f esunafuncibnde x, y y z,dondef, f,, f, y f. son continuas en una

region abierta R , entonces £ es diferenciable en R .

CALCULO DE ERRORES

Otra de las aplicaciones de las diferenciales consiste en el calculo de errores, segun
se muestra enseguida.

Si yzf(x)

Error absoluto = | Ay —dy

., Error absoluto .
A la relacién A— se le llama error relativo, entonces:
y

Ay—dy

Error relativo =
Ay

Ay—dy

Porcentaje de error relativo en la aproximacion =
Ay

x 100

Af

Porcentaje de error relativo en la aproximacion = —— x 100

Ejemplos

1) El error producido al medir cada una de las dimensiones de una caja rectangular
es + 0.1 milimetros. Las dimensiones de la caja son x =15 centimetros,

y = 50 centimetros y z = 20 centimetros. Utilizar 4V para estimar el error
propagado y el error relativo en el volumen calculado de la caja.

RESOLUCION:

El volumen de la caja esta dado por V' = x y z v, por tanto

av =L ax+ Loay+ Loy
o0x oy oz

vzdx + xzdy + xydz
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Utilizando 0.1 milimetros = 0.01 centimetros, se tiene dx =dy =dz =+ 0.01 y el
error propagado es aproximadamente:

dV =(50)(20)(+0.01)+(15)(20)(%0.01)+(15)(50)(+0.01)

+ 20.5 cemtimetros cubicos

= 1000 (+ 0.01) + 300 (% 0.01) + 750 (= 0.01)
+0.01) =

2050 (

Como el volumen medido es ¥ = (15)(50)(25) = 15000 centimetros cubicos, el

error relativo 27 es aproximadamente
4

AV N dv _ 20.5 ~ 0.14%
V V 15000

Como ocurre con una funciéon de una sola variable, si una funcion de dos o mas
variables es diferenciable en un punto, también es continua en él.

2) Elradio 7 ylaaltura 4 de un cilindro circular recto se mide con un error posible

del 4% y 2%, respectivamente, aproximese al error porcentual al medir el

volumen.
RESOLUCION:
V= nr’h
av =Y ar +
or oh

dV = 2nrhdr + nrldh

2
W 2mh g T
4 nr-h nr-h
@, dr db
|14 r h
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dar x 100 = 4%
r

dh x 100 = 2%

v, =2(4%) +2%

ar % =10%

4.6 Funcidén de funcion. Regla de la cadena para funciones
de varias variables

Sean las funciones z = f(u, v); u=g(x, y); v=h(x, y), entonces, se
puede expresar a la funcion z de la siguiente manera:

z=f(u(x.»),v(x »))
la cual representa a una funcion de funcion.

Las derivadas parciales de esta funcion respecto a las variables independientes x y y
son:

0: _ 0z ou | 9z v
ox ou Ox ov 0x

0: _ 0z 0u 0z 0v
0y ou 0y ov 0y

El proceso descrito se conoce como regla de la cadena.

Ahora, si tenemos:
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dz _ 0z du | 0z dv
dt ou dt ov dt

Caso especial de la regla de la cadena

Ejemplos
_ ow ow
1) Mediante la regla de la cadena, obtenga EN y a7 para W = X ),
S
x=32+t2, yzi-
t
RESOLUCION:
w = w(x, y)
X = x(s, t)
y = y(s,1t)
ow _ 0w Ox N ow 0y
0s ox Os oy Os
ow 1
— = 2s) + x| -
0s y( ) (rj
- ow L.
Sustituimos x y y para expresar N y a7 entérminosdex y ¢:
a—W:2(£js+(sz+ tz)(—j
os t t
2 2
8_w_2s2+(s+t)_2s2+sz+t2
0s t t t
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dw _ 0w 8x+8w oy
ot os Ot oy Ot

ow

w3

CAR ORI )

3
a—W=25—S——s
ot ;2
ow 53
— =5 - —
ot t2
0 0
2) Obtenga a_w y a—v: ,para w=y> —=3x%y, x=¢°, y=e¢' yevalle
S

estas derivadas parcialesen s =0 y ¢ = 1.

RESOLUCION:

8_w_8w.8x+ 6w.8_y
s O0x Os oy O0Os
Z—VSV = (6x y)(es)+(3y2—3x2)(0)
Z—V: =—-6xye’
Tr=o(e) (e) (¢)
os
a_w _ 6eZs+t
os

5_W =—06e

os z(l)
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ow 0w 6x+8w oy
ot ox Ot oy Ot

ow _ 2 2\( x
T —(—6xy)(0)+(3y —3x )(e )
ow _ 2 2\ x
o —(3y —3x )e
a_W:|:3(62l)_3(62S):| et:3e3t_3e2s+t
ot
ow _ 3 (63(1) _ 3 2(0)+1)
Ot |s=0
r=1
ow 3
— = 3le’ —¢
ot |s=0 ( )
t=1
3) El radio de un cilindro circular recto esta creciendo a razén de 6 cm en cada
minuto y su altura decrece a razén de 4cm por minuto. ¢ Cual es la razéon de
cambio del volumen y del area de la superficie cuando el radio es 12 cm y la
altura 36 cm?
RESOLUCION:
ar _ g m
dt min
dh _ _, cm
dt min
av
dt |r =12 cm
h =36 cm
V=1V ( r, h)
V=nr’h
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d_V oV dr N ov dh
dt or dt oh dt
d—V =2nrhﬂ+nr2ﬂ
dt dt dt
dV 2
a = 21 (12)(36)(6) + n(12)> (- 4)
dt |r =12 cm
h =36 cm
3
ar — 4608 1
dt |r =12 cm min
h =36 cm
A =A(r,h)
A=2nrh + 2nr?
dA _ 24 dr o4 dh
dt or dt oh dt
94 an+ dnr) 4 (2nn) 4t
dt dt
d4 _
dt |r =12 em
h =36 cm
2
a4 = 6241
dt |r =12 cm min
h =36 cm
DERIVADA TOTAL

dh
dt

[2m(36) +4n (12)](6) +[2n(12)](-4)

Los conceptos previamente abordados, se pueden generalizar para funciones de m

variables independientes y n variables intermedias y, posteriormente, considerar su

representacion matricial.
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Considérese una
1/_l = |:”1 N uz 5 ans

Uy

U

funciéon

escalar

un] y a su vez

u vector de variables intermedias

de varias

X vector de variables independientes

Entonces, se tiene

S (i) =

f (ﬁ (x )) funcion compuesta o funcion de funcion

De acuerdo con el concepto de la regla de la cadena se tiene:

of of Ou L of Ou, L, of Ju,
0x, ou; 0x; Ju, 0x - ou, 0x
of _ of Ou L of Ou, L, 9f du,,
0x, du, 0x, Ou, 0x, ou, 0x,
of _ of ou, of Ou, - of Ou,
ox,, du, 0x, Ou, d0x,  Ou, Ox,

variables f (u ),

siendo

Es posible representar estas derivadas parciales que nos presentan la generalizacion
de la regla de la cadena, en la siguiente forma.

_ﬂ_
5)61

of

(9)62

of
ox

m
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Ou; Ou, u, | [ of ]

Ox; 0x 0x,; a_“l

Ou; Ou, ou, of

a.X2 aX2 a.X2 5u2 (I)
ou; Ou, ou, of

0x, Ox, ox, | | Oun |




Esta es la representacién matricial de la regla de la cadena generalizada.

También podemos hacer la representacion matricial correspondiente para la

diferencial total, pero ahora, de funciones compuestas.

Recordamos la forma de la diferencial total para funciones de dos variables

independientes
z=f (x, y )
z . variable dependiente
X, )y . variables independientes

dz = 92 gy + 02
0x oy

Este concepto lo hacemos extensivo a las funciones compuestas.

DIFERENCIAL TOTAL DE FUNCIONES COMPUESTAS

Si consideramos la funcion compuesta anteriormente propuesta, para
representacion matricial de la regla de la cadena generalizada, tenemos:

f(a)=f(a(x))
u variable intermedia

X variable independiente

Desarrollando la diferencial total correspondiente, tendremos:

df =ﬁdx1 +ﬁ dx, +...+i dx,,
0x, 0Xx, 0x,,
y en forma matricial:
e
of af of | |9%
df = (1)
O0x; 0x, o0x,, :
dx,,

la
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Si observamos las expresiones (1) y ( II ), notamos que la matriz renglén de (11 )
representa la transpuesta del primer miembro de (1), entonces sustituimos (1) en

(II)) : (no olvidar trasponer en (1)), es decir:

0x; 0x, ox -~

1 m dx1

auz 61/!2 61/!2 J

. X

df = of of of Ox; 0xj Ox,, ?

8”1 al/iz 8um

[4] ' dx,
ou, Ou, ou, ——

0x; 0x, ox,, [€]

[B]

Transpuesta del primer miembro de (1)

llamando a estas matrices [ 4] [B] [C ], es decir:

df = [4][B][C]

es posible observar que [ B | [ C | dan lugar a:
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ou, ou, ou,
—dx; + — dx, +...+ dx,,
0x, X5 o0x,,
ou ou ou
—2dx1 + _2dX2 + ...+ 2 dxm
0x; 0x, X,
ou ou ou

1 X1 i dX2 + ...+ 1 dxm
0x; 0Xx, ox,,




y, justamente, cada uno de estos renglones es:

aul 6141 aul

du, = dx;, + — dx, +...+ dx
: 0x : 0x, : ox,, "
5142 8u2 auZ
duz = — dxl + — dX2 + ...+ dxm
0x, 0x, ox,,
duy; = — dx; + — dx, +...+ dx,,
0x, 0x, ox,,

entonces, se escribe la diferencial 4 7 en la forma:

| du,
df = of 9f .9 du, (1)
Ouy Ou, ou,
du,

comparando las expresiones (1) y (III), notamos que practicamente es la misma
expresion, solo que en (III), el vector columna esta referido a las variables
intermedias y en (11 ), est4 referido a las variables independientes.

De lo anterior, se puede concluir que la forma de la diferencial total se conserva,
independientemente, de que la funcién sea o no compuesta.

Finalmente, cabe mencionar lo siguiente:

La diferencial total de una funcidén compuesta puede reducirse a la diferencial total en
términos de las variables independientes.

DERIVADA TOTAL DE FUNCIONES COMPUESTAS

Para el caso particular de una funcidon compuesta con diversas variables intermedias
y una sola variable independiente, la derivada respecto a esta variable sera una
derivada ordinaria, a la cual llamaremos derivada total. (Es el concepto ya visto, pero
en forma generalizada).
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En este caso, la variable independiente es solo ¢, de donde

0 0 0
af _of fm |, Of 9, OF O
dt ou, Ot ou, Ot ou, Ot

n

4.7 Funcién implicita

Definicion

Es la funcion que no tiene despejada a la variable o variables dependientes.

Sea la funcion en forma implicita F (x, y ) =0 donde y = f(x).
Diferenciemos F (x, y ) = 0
d(F(x,y))=d(0)=0
dF:a—Fdx+a—de:0
o0x y

asi, podemos escribir:

a—Fdx+a—Fa’x= , dF =0

ox oy

1
multiplicando por s se tiene:
X

Ox dx 0y dx

OF dx _OF dy
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: dy
despejando —:
dx

or
dy Ox
dx ~ OF
Oy

Ahora, si tenemos la funcién F ( x, y, z ) = 0 donde z = f (x, y ) procedemos

de forma similar diferenciando a la funcion implicita:

d[F(x,y,z)]::d(O):O
szfo:dx-%gf:dy-+§£:dz::0
ox oy o0z
) ) i oz 0z
como tenemos z = f (x, y ), las derivadas de interés son = V3
X y

1
Multiplicando por —
dx

OF dx oF dy OF dz

— = + +
Ox dx oy dx 0z dx

tenemos:

OF 1y 4 OF

_(1) + a_F 0z
Ox oy

0 2 -0
() " 0z Ox

oF OF Oz
— 4+ — — =0
O0x 0z Ox

) 0z
despejando —:
ox

oF
oz ox
ox oF
oz
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0z
Para obtener 3, procedemos de manera analoga a partir de la diferencial:
Y

a—Fdx+a—de+a—Fdz:O
ox oy 0z

1
ahora, multiplicando por —
dy
OF dx  0F dy | OF dz

— = 4+ +

ox dy oy dy oz dy
oF OF 0z
— +

oy 0z 0y
despejando:
oF
Oz 5;
oy  OF
oz

Para una funcién F (x, y, z, w) =0, w = f( x, y, z ) las derivadas a obtener

on 22, 2202
ox 0y oOw

Procedemos de forma similar, diferenciando:

dF::indx+—gi-dy+—gi-dz+-Qi-dw::O
ox oy 0z ow

1
tendremos tres casos para multiplicar por —, —, —
dx dy dz

en cada caso, tendremos lo siguiente:

1
multiplicando por —
dx

6—F+8—F(O)+ (0) + =
ox oy 0z ow 0x
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De aqui, despejando ow
ox

oF
ow _ _ Ox
ox  OF
ow
. 1
multiplicando por —
dy
a_F(O) +8_F+8_F(O)+8_Fa_w =
ox oy 0z ow 0y
oF
ow _ _ 0y
oy  OF
ow
L 1
multiplicando por —
dz
a_F(O) +5_F(0)+8_F+5_F‘9_W ~ 0
o0x oy 0z ow 0z
orF
ow _ _ 0z
oz  OF
ow

Se generaliza lo anterior, para derivadas de funciones implicitas con una sola variable
dependiente:

Sea F(xl,xz,...,xn,y)zo dondeyzf(xl,xz,...,xn)
oF oF OF
oF _ _Oxi oy _ 9% dy _ _9x,
O x oF 7 ox, oF "7 ox, oF
oy Oy Oy
0y

y diremos que para que existan las derivadas P se requiere que existan todas la
Yi

. OF oF . -
parC|aIes — Y —V,Sl eX|sten, SOonN unicos.
axl 8)/
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Ejemplos

d
1)  Obtener d—y de la funcion x

RESOLUCION:

3—y3+x2-1-2xy=0

3x2+2x—2y

—3y2 - 2x

dy 3x2+2x—2y_3x2+2x—2y

dx ~3y?% —2x 32 +2x

El mismo resultado se obtiene si se deriva implicitamente cada término respecto a la

variable independiente:

3x2—3y2y'+2x—2xy'—2y =0

y'(—3y2—2x):2y—3x2—2x

2y -3x%-2
= y—3x X

~3y? —2x
y,:(_l)(2x+3x2_2y):3x2+2x—2y

(—l)(3y2+2x) 3y + 2x

oz 8
2) Obtenera—z, a—z de 3x2z-x2 24223 43y2-5=0

RESOLUCION:

Sea Z:f(x,y)
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Derivando implicitamente:

92 _ 3,292 | (6x) - 2x2 4 62292 43, &2
ox ox ox ox
0z 2 2 2

—(3x + 6z +3y):2xy —6xz

ox

oz _ 2xy2—6xz

ox 3x? +622+3y
3x22—x2y2+322+3yz—5:0

F, 6xz—2xy2

F. =3x%+ 6z2+3y

oz 6xz — 2xy2 _ —6xz — 2xy2

ox 3x2+622+3y 3x2+622+3y

%_L 2x2y+3z ]_ 2x2y+3z

ox 3x2+622+3y 3x2+622+3y
0 0
3) Obtener —Z, 2= para x4 y2 +22 =25
ox 0y
RESOLUCION:
0z _Fx _ _2x _x
0x F. 2z z
9z _fy 2y y
oy F, 2z z

Ahora bien, podriamos plantear la siguiente pregunta:
¢, Qué pasa, si tenemos mas variables dependientes?
En este caso, se requiere mas de una ecuacion.

Es mas, si tenemos 7 variables dependientes se requeriran 7 ecuaciones.
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Por ejemplo, si tenemos que X Y )y son independientes vy, si U Y v dependen de

X Y ¥ se requeriran dos ecuaciones implicitas, es decir:
F(x,y,z,v) vy G(x,y,u,v)=0
También podemos plantear la siguiente pregunta:
¢ No puede haber mas de una ecuacion con mas de una variable dependiente?
Si, pero no se tiene 0 no se garantiza la unicidad de la derivacion.
Si ahora se tiene:

F(xayauav)zo u:g(x’y)
G(x,y,u,v)zO v=h(x,y)

nos interesa:

v ow v
ox ox 0y Oy

Procediendo en la forma antes descrita para funciones implicitas:

dF = Qf:dx + Qf:dy + Qf:du + QE-dv::O
ox oy ou ov
o 1
multiplicando por —
dx
oF OF Ou OF 0Ov
— )+ ==+ —==-=0 (1)
ox ou 0x ov 0x

1
multiplicando por —
dy

O0F OF ou OF Ov
—t ——+ —— =0 (2)
ox ou 0y ov 0y

212



y como tenemos otra funcion G(x, V, u, v) =

4G - [ dx G dy
ax 8y

- 1
multiplicando por —
dx

8G 0G du

ax Ou ox
- 1
multiplicando por —
dy

6G 0G ou

8y ou 8y

0 , obtenemos la diferencial:

aGaf a—GdV—O

ou ov

8G8v:0

ov 0y )

6G8v:0

ov 0y “)

Se tiene un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas.

ou ov
En (1) y (3) aparecen dos de las incognitas que son r y r
X X
e (1) y @)
OF du  OF ov __OF
ou Ox ov ay ox |:Fu Fv:l |:l/lx:| {_Fx:l
Gu Gv Vx _Gx
9G ou  0G ov _ oG S
Oou Ox ov 0x ox T

Si se resuelve por Cramer:

Esta matriz recibe el nombre de
matriz Jacobiana

_oF oF

ox Ov
_Fx Fv

3G G
ou ox Ov 3 -G, G,
ox  |oF oF F. P,
ou Ov G, G,

oG 26

ou Ov
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El determinante obtenido de la matriz Jacobiana se llama Jacobiano

oF oF
ou  ox
FL{ _F.X
oG _ oG
ov G, -G, | Ou ox
ox F, F, OF OF
G, G, ou Ov
0G 0G
ou v

Se le llama Jacobiano de las funciones
implicitas de lasvariables u y v

Por simplicidad se dice el jacobianode © Y Vv, y se escribe asi:

J F, G ’Obien,M
u, v 8(u,v)

F
El hecho de que g # 0 garantiza la existencia de las derivadas parciales.

8(u, v)

Asi, podemos escribir:

En el manejo de otras literales:

om om | |om on
J[m,nj: op 04q _ op 0Op
P, 9 on 0On om On
ap 0g | |oq aq
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Generalizando lo anterior, se puede escribir:

Teorema

Sean

l(x19x2"“9xn= Vi y2""9ym):O

F
Fo(X1s Xy X0 V1o Y2se sV ) = 0

F)1(x1,x2,".,xn, Vi yz,”.,ym) =0
donde

Y1 :fl ('xli .XZ,--.,xn) = V1 (XI, xz,...,xn)

Yo = 2 (xla xz,...,xn)

Si:
a) Lasecuaciones (1) son diferenciables y, ademas

b) Eljacobiano

0F, OF, OF,

0y; 0y, h OV m

0F, OF, OF,

0y; 0y, OV m # 0

oF, OF, oF,

Oy1 0y Oy
_ , 0yi

Entonces, las derivadas parciales 6_ para

x.

existen y son unicas.

215




De particular interés son los jacobianos que se tienen a partir de las ecuaciones que
involucran el mismo numero de variables dependientes e independientes y que
corresponden a reglas de ftransformacién conocidas como ecuaciones de
transformacion, por ejemplo:
{ x
T:
Y

las cuales nos permite transformar coordenadas polares a rectangulares:

A:”F(x, y) dx dy = ”F(p, 6)(J(z: g]dp deJ

Estos ultimos conceptos se ampliaran en el curso correspondiente de Calculo
Vectorial.

7 cos 0

r sen 0

EJERCICIOS PROPUESTOS

1)  Calcular el limite de la siguiente expresion, si es que existe:

xy—x—y+1

lim
(xr)=>(1L1) x24 32 —2x—-2y+2

2)  Calcular el limite de la siguiente expresion, si es que existe:
2

lim —
(x,y)—>(1.1) x — y

3) Calcular el limite siguiente, si es que existe:

y2 —xy—Zx2

lim
(x,y)—>(1.1) y-x
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10)

Verificar que la funcién z (x, y) = cos (x + ay) +sen(x — ay) satisface la

L, 0%z 82z . .,
ecuacion a o= 5 conocida como ecuacién de onda.
o0x oy

Describir la regidon R del plano coordenado x y que corresponde al dominio de

la funcion s (x, y) = eV *!

Sealafuncion f(x, y) = \/Zax—xz—yz

a) Defina y grafique su dominio

b) Obtenga y grafique el recorrido

c) Dibuje algunas curvas de nivel cuando f ( x, y) = constante

Determinar el dominio y describir las curvas de nivel de la funcién:

f(x,y) =

X

\/25—)c2—y2

Sea la funcidn:

4Z:8—xz—y2

a) Determine su dominio y recorrido
b) Dibuje su grafica

c) Identifique las curvas de nivel correspondientes a los valores z =2 ;
z=-2

Se deben obtener las curvas de nivel de la funcioén:

1
\/ x2 4 4y2

Se debe calcular el dominio de la funcion z = In (2x — 3y ).

z =
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11)

12)

13)

218

Para la expresion x2+ y2 +22=25 , derive implicitamente para obtener las

primeras derivadas parciales de z .

El capitan Cosmos se encontraba en el lado soleado de Mercurio y not6é que su
traje espacial se fundia. Sila temperatura en el planeta se da por la expresion:

—-Xx 3z

T(x,y,z)=e e Py

y el capitan se encuentra en el punto (1, 1, 1), ¢en qué direccion debera

moverse para enfriarse lo mas rapido posible?

Sea z = f (x, y) unafuncidn que satisface la ecuacion:

y3—yx2+y22—22:3

0z 0z
si las derivadas parciales de z existen, calcule — Y —.
ox oy
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