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PROLOGO

Deseo iniciar este Prologo con el recuerdo que guardo de don Oscar de Buen Lopez de
Heredia (Jefe de la Division de Ingenieria Civil y Topografica de la Facultad de Ingenieria de
la UNAM a inicios de la década de los ochenta), quien nos reunié a un grupo de profesores
(yo apenas me iniciaba como tal) y nos pidié colaborar en la imparticiéon de una materia que
pretendia reponer y que afios atras se hubiera dejado de impartir en la carrera de Ingeniero
Civil, Mecanica del Medio Continuo. Por aquellos afios, cuando se suspendid este curso, se
impartia con un enfoque exclusivamente escalar, convirtiéndose en una materia dificil de
asimilar por los estudiantes. En esa reuniéon don Oscar, reconocido por el gremio como un 2
icono de la ingenieria estructural, después de hacer comentarios sobre la importancia de la
mecanica del medio continuo para los ingenieros civiles, propuso volver a impartir los temas
de esta area del conocimiento, pero bajo la recomendacién de ponerlos al alcance de los
estudiantes del nivel licenciatura de una manera accesible, ya que también se reconocian
avances en la forma de impartirlos. Ya se contaba entonces con textos con un enfoque
vectorial, que hacian uso del concepto “tensor” como poderosa herramienta, tanto en el tema 3
de esfuerzos como en el de deformaciones. El nuevo curso se llamo entonces Introduccion al
Comportamiento de los Materiales.

Los primeros cursos de esta materia se coordinaron desde el Departamento de Geotecnia,
por el entonces jefe Don Francisco Zamora Millan. El autor de este material escrito tuvo la
fortuna de ser designado como ayudante del Dr. Dagoberto de La Serna y recibir de este un 4
curso que ponia énfasis en los fendmenos tridimensionales. Del Dr. de La Serna aprendio el
método del polo fijo y la diferencia entre Anélisis plano y Estado plano de esfuerzos.

El autor ha tenido muy presente la recomendacién de don Oscar y ha ido integrando, a
través de mas de treinta y un afios de impartir este curso a nivel licenciatura, unas notas que
pretenden concretar aquella recomendacion. El autor se propuso escribir este texto, utilizando
simbolos y ecuaciones universales (en aras de un enfoque unificador a futuro), ademas de
apoyar la idea de poder calcular todo en las ingenierias y en las ciencias, haciendo uso de un
unico sistema de unidades, como lo posibilita la Norma Oficial en México (el Sistema
Internacional de Unidades). El autor debio realizar para este texto, una gran cantidad de
dibujos que buscan que el estudiante pueda visualizar claramente el fendmeno que se analiza
en cada caso. Con el afan de cumplir con un enfoque sencillo y accesible, se tomo la decision
de no utilizar la llamada “notacion indicial”, considerando que esta herramienta se justifica 6
mas en los estudios de posgrado. Finalmente, el autor considera que los mejores jueces de este
texto deben ser los estudiantes de nivel licenciatura, quienes podran juzgar si se logré cumplir
0 1o con la recomendacion planteada por don Oscar de Buen.

El enfoque de este texto trata de hacer énfasis en presentar a los estudiantes primero el
planteamiento espacial de un fendmeno mecénico, y después, como un caso particular, 7
presentar una version plana que no deje de representar al fendmeno tridimensional. El autor
cree que se logra cumplir con lo antes planteado al proponer el concepto “Analisis plano”,
tanto para esfuerzos como para deformaciones. El Analisis plano exige contar, en el caso de
esfuerzos, con dos esfuerzos normales principales iguales y en el caso de deformaciones, con



dos deformaciones lineales unitarias principales, también iguales. Este enfoque no es el
“enfoque clasico” que aparece en los textos tradicionales de mecéanica de materiales o de
resistencia de los materiales, donde se tratan casos planos que no cumplen con lo que se exige
para el “Analisis plano”. En los textos comentados se habla del concepto “Estado plano”, tanto
para los esfuerzos como para las deformaciones. El autor de este texto no pretende “corregir”
el enfoque de los textos mencionados, sino que pone sobre la mesa lo que puede ser un
enfoque mas razonable y adecuado para nuestros estudiantes a inicios de este siglo XXI. No
olvidemos que todos los fenomenos mecanicos que tienen que ver con la ingenieria, son
tridimensionales, aunque muchas veces, con intenciones de una simplificacion que en
ocasiones no se justifica, se reduce a una forma plana, sin corroborar la validez de este
proceder. Hay textos que plantean los analisis tridimensionales como “temas optativos”.

Este texto se compone de siete capitulos que el autor considera basicos para estudiantes de
carreras de ingenieria a nivel licenciatura. El primer tema del texto es una Introduccion que
presenta la convencién de signos que se utiliza mas adelante, principalmente enfocado a
esfuerzos normales y deformaciones unitarias. El segundo tema es Estado de esfuerzo, donde
se introduce al estudiante a conceptos importantes y al uso de las herramientas matematicas
que ya conoce de cursos previos (dlgebra de vectores, algebra lineal y ecuaciones
diferenciales) y que aqui se aplican en forma intensiva. En este segundo tema se privilegia el
analisis espacial y se muestra el caso plano bajo las condiciones en que si se justifica
plenamente. En el tema tres de Estado de deformacion se presentan también conceptos
fundamentales, primero en “Andlisis plano” por razones didacticas, después en analisis
espacial. Se presenta un enfoque de analisis y resolucion de problemas con base en
configuraciones. El tema cuatro de Principios generales de la mecénica, presenta una vision
muy general de principios de la fisica que aplicados a problemas mas complejos deben ser
tomados muy en cuenta. En el tema cinco de Elasticidad lineal se hace una presentacion, en
primer término, de los pardmetros asociados a esta teoria de comportamiento, posteriormente
se presenta la version tridimensional del tema y se muestran ejemplos de fenémenos
espaciales. El tema seis de Modelos reologicos, introduce al cuerpo de conocimiento llamado:
Reologia. La reologia estudia como fluyen los materiales en el tiempo. En el tema siete de
Teorias de falla y ruptura, que es el ultimo, se presentan criterios cldsicos formales para
analizar el tema.

Finalmente, el autor desea que este texto pueda ser de utilidad para estudiantes de
diferentes carreras de ingenieria que requieren el conocimiento de estos temas. Si este objetivo
se logra, aunque sea en cierta medida, habra valido la pena el trabajo y el tiempo invertidos.
Queda un texto con un enfoque como le habria gustado al autor contar con uno asi cuando le
toco aprender estos temas.

Como autor expreso mi mas sincero agradecimiento a la maestra Maria Cuairan Ruidiaz,
Jefa de la Unidad de Apoyo Editorial de la Facultad de Ingenieria, por el apoyo que brindo6 a
esta obra y también por el apreciable trabajo de su calificado equipo humano, que permitio que
este texto pudiera finalmente salir a la luz.

Ricardo Rubén Padilla Velizquez
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1. CONCEPTOS PREVIOS

- 1.1. Introduccion

Se presentan definiciones de conceptos relacionados con el cuerpo de conocimientos de este
tema. Se comenta sobre la convencion de signos que se utiliza en la mecanica del medio
continuo, que es la misma que se usa en la ingenieria estructural y que es a su vez opuesta a la
convencion de signos que utilizan la ingenieria hidraulica y la ingenieria geotécnica (como
areas de la ingenieria civil). Finalmente, se presentan los diferentes conceptos de deformacion
que se van a usar en temas posteriores. 2

- 1.2. Definiciones

La mecanica de los materiales es la rama de la fisica que describe los fenémenos propios del
comportamiento de los materiales, cuando sobre ellos actiian acciones que los alteran.

La mecanica del medio continuo comprende el estudio macroscopico de los cuerpos
deformables, considerando la posibilidad de las acciones cominmente observadas en
problemas de Ingenieria.

La mecanica del medio continuo estudia las fuerzas de reaccion en el interior del cuerpo
deformable, por efecto de la aplicacion de fuerzas externas o asociadas a la gravitacion. 4

Se debe entender como medio continuo a un dominio fisico que es una region limitada por sus
fronteras, en el cual existe materia y en donde cualquier fenomeno fisico se puede describir
por medio de una funcién matematica continua.

- 1.3. Convencion de signos en analisis uniaxial

Se hace un analisis que involucra a un solo eje (una sola dimension en una direccion definida),
como lo expresa la palabra uniaxial (axis significa eje).

1.3.1. Convencion de signos para las fuerzas

En mecanica del medio continuo se consideré conveniente definir como fuerzas positivas (en
realidad incrementos de fuerza positivos) a aquellas que se modelan con sentido saliente del
centro de masa de un cuerpo. Por la misma razén, se definen como fuerzas negativas a
aquellas que se modelan con sentido entrante hacia el centro de masa del cuerpo o diagrama de 7
cuerpo libre que se analiza. En la figura 1.1 se muestra esquematicamente como se veria de
perfil una barra cilindrica de cierto material, en un analisis de tension uniaxial, antes de la



aplicacion de un incremento de fuerza, suponiendo por el momento que no existe el efecto de
la accion gravitatoria (bajo condicion de ingravidez). Observe en esta figura el didmetro inicial
(D,) y la longitud inicial de la barra (L;), antes de aplicar un incremento de fuerza que va a

producir una deformacion. Observe también el eje de analisis, unica direccion donde en este
caso se van a medir las longitudes y las deformaciones.

=
e

Eje de analisis

| L |

FIGURA 1.1. Barra de perfil y dimensiones iniciales

A la barra anterior se le va a aplicar un incremento de fuerza para deformarla. Se habla de
incremento de fuerza en lugar de fuerza a secas, ya que en este curso asociaremos los
incrementos de fuerza con las deformaciones. Con base en lo dicho se pretende lograr que:

Fuerzas incrementales positivas (de tension) = Deformaciones positivas

Fuerzas incrementales negativas (de compresion) = Deformaciones negativas

1.3.2. Convencion de signos para las deformaciones

Para lograr una asociacion logica de las deformaciones con las fuerzas incrementales (o
incrementos de fuerza), se acepta por convencion que la aplicacion de un incremento de fuerza
positiva produce una deformacién positiva. De acuerdo con esto, una deformacion positiva se
da cuando se verifica, en cierta direccion de analisis, el incremento de la dimension, en este
caso de la longitud. Son deformaciones positivas también, de acuerdo con la convencion usada
y generalizando, cuando se tiene un aumento en el area (analisis plano) o un aumento en el
volumen (andlisis espacial). En la figura 1.2 se muestra la misma barra de la figura 1.1, donde
se asocia una deformacién positiva a la aplicaciéon de un incremento de fuerza positiva o de
tension. En la misma figura se muestra lo que seria para la barra cilindrica un area transversal
inicial ( 4,) medida antes de la aplicacion de la fuerza incremental (transversal a la aplicacion

del incremento de fuerza).

4;

)\

AF

1
L--

AF

L;
Ly

-+
30
14

FIGURA 1.2. Dimensiones de barra y deformacion




Dado que ciertos materiales que utiliza el ingeniero civil son poco deformables (para esfuerzos
que se aplican en obras de ingenieria civil, en acero, concreto y rocas naturales o artificiales),
se acuerda hacer uso en los calculos del area transversal inicial (se supondra que varia poco el
area transversal cuando una barra se deforma axialmente). Existen materiales que también
utiliza el ingeniero civil que no son poco deformables, como los suelos (en realidad se
consideran altamente deformables), por lo que en este caso si se debe tomar en cuenta la
variacion del area transversal y no unicamente el valor inicial, suponiéndolo fijo (se debe
hacer correccion del area transversal, en este ultimo caso). Se ha logrado entonces asociar
logicamente, un incremento de fuerza positiva a una deformacion positiva.

En forma general y para reforzar la idea, se puede decir que, desde el punto de vista de la
mecanica del medio continuo y de la ingenieria estructural, se tienen deformaciones positivas
no solo lineales cuando se tiene un aumento de la longitud, del area y del volumen.

1.4. Concepto de deformacion lineal

Para que la deformacion lineal sea positiva (d ), de acuerdo con la figura 1.2, se debe restar la
longitud inicial a la final (L), como se muestra en la ecuacion (1-1):

5=1,-1, (-1

1

A continuacion se muestra la literal y la dimension de cada concepto utilizado en ecuaciones y
figuras.

6, deformacion lineal [L]

L, longitud final [L]

L;, longitud inicial [L]

AF , incremento de fuerza que produce la deformacion [MLT 2] o [F]

A;, érea transversal inicial de la barra [LZ]

1.5. Concepto de esfuerzo normal como escalar

Aunque todavia no se definen como conceptos, se pretende ahora lograr asociar un esfuerzo
(normal en este caso) con una deformacion lineal unitaria (adimensional), con la misma 16gica
que se aplico para incrementos de fuerza y deformaciones, de modo que:

Esfuerzos normales positivos (de tension) = Deformaciones lineales unitarias positivas

Esfuerzos normales negativos (de compresion) = Deformaciones unitarias negativas




El incremento de esfuerzo normal, que en este caso llamaremos medio o promedio, resulta de
dividir el incremento de fuerza entre el area transversal inicial, como se muestra:

Ao =— (1-2)

donde:

Ao, , incremento de esfuerzo normal medio o promedio [ML'T?] o [FL?]

1.6. Concepto de deformacion lineal unitaria

Se define como deformacion lineal unitaria, conforme se postuldé por Augustin Louis Cauchy,
a la relacion entre la deformacion y la longitud inicial. No se debe perder de vista que, en este
caso uniaxial que analizamos, la longitud inicial y la deformacion se miden en la misma
direccion de analisis.

§ L-L L
8:—: - =
Li

Ly
L L

-1 (1-3)

Este concepto asi definido es adimensional [1], por lo que para garantizarlo, se deben usar las
mismas unidades tanto en el numerador como en el denominador.

Es costumbre en la ingenieria civil presentar graficas que modelan el comportamiento
deformacion lineal unitaria contra incremento de esfuerzo normal, como se muestra en la
gréfica de la figura 1.3. En la misma se puede ver el comportamiento de una aleacién metalica
fragil (acero cold rolled). En general, al aplicar esfuerzos a materiales como metales y rocas
naturales o artificiales, en obras de ingenieria civil, se obtienen valores pequefios de
deformacion. Por otro lado, en una prueba a la falla, como se modela en la misma figura, se
deforma el material hasta que se declara su falla por ruptura. En la figura 1.3 también se hace
referencia a que la direccion de analisis es la misma del eje Z.

Ac;

&

FIGURA 1.3. Curva deformacion unitaria-incremento de esfuerzo (acero cold rolled)




1.7. Ejemplos de aplicacion de deformacion lineal unitaria

EJEMPLO 1.1

Calcule, con base en literales de la figura 1.4, la deformacion lineal unitaria aplicando el
criterio de Cauchy, de una barra metalica que se encuentra en direccion del eje Z, sujeta de la
parte superior y en reposo por peso propio, que reporta como longitud inicial 1,236 458 m. En
la condicion final y bajo la accion de un incremento de fuerza, la barra se alarga y estabiliza su
deformacion al alcanzar la longitud de 1,244 480 m. A este primer célculo lo denominaremos
primer acto (con subindice 1, “uno”), ya que posteriormente provocaremos un segundo
alargamiento a la misma barra. Cierre sus calculos a cinco cifras significativas.

-_———
|

| —

ZAF] ____: AF'l

[——— Lu 4—|—51*|
f—— Lp=

FIGURA 1.4. Alargamiento de la barra en un acto

SOLUCION

6 _ Ly, _1244480m
L, L,  1236458m

il

g = -1=6,4879x 107 6 0,648 79%

EJEMPLO 1.2

Si a la misma barra del ejemplo anterior se le aplica un incremento de fuerza adicional, con
base en las literales de la figura 1.5, suponiendo que no hubiera sufrido una deformacion
previa, finalmente alcanza una nueva dimensiéon que se estabiliza en 1,255 237 m. Como
segundo acto calcule la deformacion lineal unitaria (adicional) aplicando el criterio de Cauchy.

VA A
—~— ——— | —_—
]+ ___'AF1+AF2

- 3]
| |

Ly

FIGURA 1.5. Alargamiento adicional en un segundo acto




SOLUCION

-1=8,6438x 107 6 0,864 38%

_ 5 _sz 1_1,255 237 m
82— —L—— =

-2
L, L,  1244480m

12

EJEMPLO 1.3

Si ahora calculamos la deformacion lineal unitaria en un unico acto, que engloba a los dos
alargamientos de los ejemplos anteriores, como se muestra en la figura 1.6, desde la longitud
inicial uno hasta la longitud final tres aportada, se cumple que: AF; = AF; + AF>.
Supondremos en los ejemplos que el material responde como un resorte.

Zz__ —
AFS ________ : AF3

L &

| Ly |
FIGURA 1.6. Alargamiento de la misma barra en un solo acto

SOLUCION
L
& _O s L2SD3TM L Sie gk 107 6 1,518 8%
L, L, 1,236 458 m

Es deseable ahora hacer una comparacion entre la ultima deformacion unitaria obtenida y el
resultado de la suma de las deformaciones parciales calculadas en los actos 1 y 2. Veamos
entonces el valor de la suma de las deformaciones unitarias parciales de los actos 1y 2.

£+&=6,4879x 107 + 8,6438x 107 =1,5132x 107

Haciendo ahora una comparacion se puede concluir, de acuerdo con el criterio de Cauchy, que
la suma de las deformaciones unitarias parciales (suma de lo sucedido en los actos uno y dos)
no es igual a la deformacion unitaria total en un solo acto (acto tnico tres).

£+€=1,5132x107 #1,5188x 107 = ¢,

So6lo como comentario, se puede demostrar que cuando se usa el criterio de deformacion
unitaria natural (diferente al criterio de Cauchy) la suma de las deformaciones parciales si es
igual a la deformacién en un solo acto, aunque para no complicar la comprension de algunos
conceptos en este texto, inicamente veremos el criterio de Cauchy, que histéricamente es el
que se ha impuesto y el aceptado oficialmente en el tratamiento de este tema.




1.8. Concepto de deformacion volumétrica

Si se tiene un cuerpo con un cierto volumen inicial y se deforma para alcanzar un cierto valor
de volumen final, la deformacion volumétrica se define, con la convencion de signos de este
texto antes comentada, como la diferencia entre el volumen final y el inicial.

AV =V, -V, (1-4)

1.9. Concepto de deformacion volumétrica unitaria

Se define como deformacion volumétrica unitaria, con la convencion de signos de este texto y
desde el punto de vista del criterio de Cauchy, a la relacion entre la deformacién volumétrica y
el volumen inicial, como se muestra.

V.-V ¥
g AV LN (1-5)
oo

1

1.10. Deformacion volumétrica unitaria, en funcion de deformaciones
lineales unitarias

Para poder argumentar diversos conceptos en forma didéctica, se propone un cuerpo con
forma inicial de paralelepipedo rectangular, que al deformarse y al mostrar su forma final, se
siga visualizando también como un paralelepipedo rectangular (cuboide). En la figura 1.7 se
muestran las configuraciones inicial y final de un cuerpo, que cumplen con lo antes
especificado.
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FIGURA 1.7. Dimensiones iniciales y finales de un cuerpo como paralelepipedos rectangulares




Con el criterio de Cauchy, se debe aceptar que:

En un analisis exclusivo en direccion del eje X, se tiene:
g="="d—="10-] (1-6)

En un andlisis en direccion del eje ¥, se tiene:

) -y
gy:j=%=);_f_1 (1-7)

En un analisis en direccion del eje Z, se tiene:

Z,—Z z
gz:iz S/ ! :—f—l (1-8)
X. Z. Z.

1 1

El volumen inicial, con base en las dimensiones iniciales del cuerpo que se propone, se puede
expresar como:

Vi=xyz (1-9)

Por otro lado, el volumen final del cuerpo se puede expresar, en funcion de sus dimensiones
finales como:

Vi=xys2, (1-10)

De acuerdo con lo anterior y con la ecuacion (1-5), la deformacion volumétrica unitaria comun
o de Cauchy, se puede expresar como se muestra:

v XY,z X z
gvz_f_lzﬁ_lz[_f](y_f][_f]_l (1-11)
v X,YiZi XNy )z

Pero recordemos que, con base en las expresiones (1-6), (1-7) y (1-8), se tiene que:

Xy

Lol+e, (1-12)
xi
Yr

=l+¢, (1-13)
Vi




Zy
Loite, (1-14)
Z.

Finalmente, sustituyendo las expresiones (1-12), (1-13) y (1-14) en la forma final de la
ecuacion (1-11), se llega a:

g, =(1+¢,)(1+¢, ) (1+¢,)-1 (1-15)
Desarrollando y ordenando los términos se llega a que:
£ =l+e +e +e +ee +ee +ee +egeE —1 (1-16)

Expresando lo obtenido en su forma mas compacta, se logra una ecuacion, bajo un concepto
exacto y aplicando el criterio estipulado (Cauchy), que es:

£, =€ +E TEFEE FEE FEE TEEE. (1-17)

Para el caso particular de deformaciones pequefias, Cauchy razond que, si se tienen pequefios
valores de deformacion, al efectuar un doble producto o, con mas razén, un triple producto, se
debe de tener un nimero ain mas pequeio. Asi, propone que Unicamente para el caso de
deformaciones pequefias, se acepte suponer que la deformacion volumétrica se tome como la
suma de las deformaciones lineales unitarias parciales, despreciando el valor “supuestamente
reducido” de los otros términos producto. De acuerdo con esto, en muchos casos aceptaremos
con Cauchy, para deformaciones pequefias, lo siguiente:

£,~E +E TE, (1-18)

Desde el punto de vista de la ingenieria civil, se propone aceptar con el criterio de Cauchy,
que una deformacion lineal unitaria se considere pequefia, igual o menor al tres por ciento.

£<0,03 o también expresado como porcentaje E<3%

1.11. Ejemplos de deformacion volumétrica unitaria

EJEMPLO 1.4

Se ha labrado una probeta con forma de paralelepipedo rectangular, donde asociando sus lados
a los ejes del sistema de referencia, en forma analoga a los cuboides de la figura 1.7, se tiene
que: x; = 1,326 42 m; y; = 1,275 37 m; z; =1,139 84 m. Después de aplicar fuerzas a la probeta
que no definiremos a detalle, se midieron las dimensiones después de la deformacion (finales)
que ahora son: x,= 1,339 19 m; y,= 1,292 98 m; zy=1,113 58 m. Vea que se esta suponiendo




una exactitud en las mediciones de hasta centésimas de milimetro, lo que permite expresar el
nimero con seis cifras significativas.

Calcule con el criterio de Cauchy:

a) La deformacion lineal unitaria en cada una de las tres direcciones del sistema de referencia.
Mantenga la exactitud de los célculos en seis cifras significativas.

b) La deformacion volumétrica unitaria que ha sufrido la probeta, bajo el concepto exacto.
También aqui mantenga la exactitud de los célculos dentro de las seis cifras significativas.

SOLUCION

a) Se calcula la deformacién unitaria en cada direccion:

L 8% 133919m
oxox 1,326 42m

1 1

-1=9,62742x 107

. :Q:&_1:1,29298m

: ~1~1,380 78 x 1072
y. vy 127537m

PN /A I AL EE L

: -1=-2,30383x 107
z, oz 1,139 84 m

b) Para calcular la deformacion volumétrica unitaria, se deben calcular primero los voliimenes
inicial y final.

V. =xyz =1,326 42 m(1,275 37 m)(1,139 84 m) = 1,928 24 m’
V,=x,5,2,=1,339 19 m(1,292 98 m)(1,113 58 m) = 1,928 21 m’

Observe que el volumen final es un poco menor que el inicial, por lo que se debe esperar una
deformacion volumétrica unitaria negativa, ya que el volumen disminuye tras la deformacion.
Ahora calculamos, con los volumenes obtenidos, la deformacién volumétrica unitaria bajo el
concepto exacto y aplicando el criterio de Cauchy:

V 3

g =t T LIBIM s 85107
v v 192824m

EJEMPLO 1.5

Se pide ahora que obtenga el valor de la suma de las deformaciones lineales unitarias (una en
cada direccion), con los mismos datos del inciso a) del ejemplo 1.4.




SOLUCION

Se calcula la suma solicitada:

g+, +€ =0,962 742 x 107 +1,380 78 x 10°-2,303 83 x 10~ =3,969 20 x 10~

Esta suma corta que acepta Cauchy para modelar en forma aproximada una deformacion
pequeia volumétrica unitaria, falta a la verdad del fenémeno en este ejemplo. Vea que todas
las deformaciones unitarias son pequefias y, sin embargo, la deformacion volumétrica exacta
(en funcién de los voliimenes) nos dice que el volumen disminuye en casi 0,001 6% (por el
signo negativo), cuando la suma corta aceptada para ciertas condiciones por Cauchy nos
sugiere que el volumen se incrementa en casi 0,04%. Este ejemplo esta disefiado para ver lo
delicado que es usar el criterio de Cauchy sin un razonamiento asociado, aun para
deformaciones pequeiias. El caso analizado usando la suma de las deformaciones unitarias
parciales, no permite conceptualizar correctamente el sentido en que se da el fenomeno de
deformacion (modela una aparente expansion en lugar de una compresion volumétrica).

A partir de lo visto en el ejemplo 1.4 y haciendo uso del resultado del ejemplo 1.5, se puede
estar de acuerdo con la desigualdad que se plantea a continuacion, al comparar los dos
calculos, que reporta a dos fenomenos que estrictamente son diferentes (se obtiene diferente
moédulo y diferente signo):

€,~—1,55582x 107 #3,969 20 x 10~ ~ ¢, +¢, +&.

A pesar de las diferencias en los calculos, al tratar de modelar el fendomeno de deformacion
volumétrica unitaria, por un lado, con el concepto exacto y por otro con la suma del valor
parcial en cada direccion, en muchas aplicaciones de mecéanica del medio continuo se acepta
como valido aplicar la suma corta. Mas adelante se vera como se aplica la suma corta
(concepto no exacto) en el capitulo de Elasticidad lineal.
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2. ESTADO DE ESFUERZO

- 2.1. Introduccion

Se presenta en este tema el concepto de esfuerzo en un medio continuo y se aterriza en el
importante concepto de tensor esfuerzo, que permite definir el estado de esfuerzo en un punto
orientado dentro de un medio continuo. El analisis de esfuerzos se presenta primero en el
espacio (tres dimensiones) y posteriormente en lo que el autor denomina como “Analisis plano
de esfuerzos” (se especifica su diferencia con el tema nombrado “estado plano de esfuerzos”).
Se muestra la forma de obtener esfuerzos principales y la direccion en que éstos actuan. Se
presenta el plano de Mohr y se muestra como resolver graficamente la obtencion de esfuerzos
tanto en analisis espacial como en andlisis plano de esfuerzos. Finalmente se indica la forma
de separar las componentes esférica y desviadora de un tensor esfuerzo en el espacio.

- 2.2. Problema fundamental de la mecanica del medio continuo 3

Dada una region en el espacio (R’) ocupada por masa continuamente distribuida, con
condiciones iniciales o de frontera conocidas, determinar sus caracteristicas mecanicas en
cualquier punto de dicha region.

Consideraciones
a) Siempre se debe definir la region del espacio que ocupa el sistema en estudio.
b) Se establece la condicion de que la masa esta continuamente distribuida, lo que implica 5

la existencia del siguiente limite para cualquier punto de la region en estudio:

Am _ dm

lim = (2-1)
A0 AV dV

p:

Este concepto se llama densidad o masa especifica y es un limite que se supone con el mismo
valor en cualquier punto de la region citada.

AV volumen en el entorno elemental de un punto P
Am  incremento de masa contenido en AV

En la figura 2.1 se observa una region en el espacio cartesiano, donde aparece el sistema de
referencia derecho que vamos a usar en este texto, en el cual se reserva la direccion del eje Z

12



para nuestra direccion vertical (la misma de una linea de campo gravitatorio en la superficie de
nuestro planeta).

X
FIGURA 2.1. Region en el espacio y punto de analisis dentro de la region

A partir del concepto anterior, se puede determinar la masa (m) comprendida en la regién R,
la cual esta dada por:

m= _UL{ p(xy z) dxdydz (2-2)

¢) Se deben conocer las acciones que ejercen los contornos sobre el sistema en estudio, o
bien, el estado inicial de éste. En la figura 2.2 se esquematiza un sistema rodeado de
sus contornos.

Contornos

FIGURA 2.2. Esquema de un sistema y sus contornos

Definicion: Los contornos son la parte del universo que gravita directamente sobre nuestro
sistema.




En forma compacta, el estado energético de un sistema se compone de las siguientes partes:

a) Estado de esfuerzo

b.1. Traslacion
b) Estado cinemético {b.2. Rotacion

b.3.2. Angular (o distorsion)

., |b.3.1 Lineal (lineal unitaria)
b.3. Deformacion

c) Estado de energia interna, determinado por su temperatura (termodinamica)

Los estados de esfuerzo (o de incremento de esfuerzo) y cinematico se pueden relacionar por
medio de las llamadas ecuaciones constitutivas que se suponen validas para determinado
material que se esté analizando. Las funciones que modelan el comportamiento de los
materiales, en general, dependen de cuatro variables independientes (x y z ).

2.3. Teoria del estado de esfuerzo

Cuando a un cuerpo analizado como un sistema, que supondremos inicialmente en la
ingravidez, se le aplican ciertas fuerzas externas, se producen esfuerzos internos equilibrantes
y se generan deformaciones. Para analizar un cuerpo en condiciones de equilibrio estatico,
supondremos que el cuerpo reacciona en forma elastica lineal (para considerar que para ciertas
fuerzas se deforma muy rapido y después ya no se sigue deformando). Otra posibilidad de
estudio consiste en hacer el andlisis para cierto instante congelando la accion, de modo que a
ciertas fuerzas aplicadas corresponda un solo valor de deformacion. Con estas consideraciones
se supone que las fuerzas externas se equilibran con las fuerzas internas. Véase la figura 2.3.

VA

X

FIGURA 2.3. Cuerpo esforzado en equilibrio (analizado como sistema)




A continuacion se hace un corte imaginario con la intencién de generar un cuerpo libre, por
medio de un plano & que vamos a obligar a que sea normal al eje ¥ del sistema de referencia.
Se visualiza en las figuras 2.4 y 2.5 un diagrama de cuerpo libre del subsistema izquierdo. La
fuerza F' que se muestra en la figura 2.5 es la que equilibra a las que se aplican desde el
exterior y al peso del subsistema que se analiza. El vector n es un vector unitario y normal al
plano & al cual se asocia. De aqui en adelante al vector n se le va a denominar como versor.
El 4rea de corte en el cuerpo, normal a este versor (n = 0i + j + 0k), se define como 4,.

Z F3 F4
F, F;
F, Fy

o

X

FIGURA 2.4. Plano de corte para analisis del equilibrio

VA F, -
F, n
F, A,
/ '

X

FIGURA 2.5. Subsistema izquierdo en equilibrio estatico

Se define como vector esfuerzo medio (o promedio) al que resulta de dividir a la fuerza F
entre el area de corte sobre el cuerpo definido por el plano 6. A este vector esfuerzo se le

representa asi:
= F/ (2-3)
Ay




Considérese ahora a una fraccion de la fuerza F que actiia en una fraccion del area 4, (AF
actuando en el area AA4,), en el entorno del punto P, que se encuentra en el mismo plano de
corte §. A esta fraccion de fuerza la llamaremos incremento de fuerza. Véase la figura 2.6.

X

FIGURA 2.6. Incremento de fuerza actuando en incremento de area

El 4ngulo que forma el versor n con el vector F o el mismo versor n con AF son diferentes.
Seria el mismo solo en un caso extraordinario.

De acuerdo con lo antes dicho, el vector esfuerzo que actua en este plano y que se definid
normal al eje ¥, se puede asignar para el punto P como sigue:

, AF dF
"= lim —=— (2-4)
M0 A4 dA
v y
Para no perder de vista que el vector esfuerzo esta asociado a un versor que tiene la misma
direccion y sentido (en este caso particular) que el eje ¥, se ha puesto entre paréntesis la literal
del eje como exponente del vector esfuerzo. En este supuesto caso se acepta que las
direcciones del versor y del vector esfuerzo no sean las mismas. Véase la figura 2.7.

FIGURA 2.7. Vector esfuerzo en un punto, asociado a un versor




Es necesario no olvidar que cualquier vector que se ha definido tiene sus componentes en
relacion con el sistema de referencia XYZ. En las siguientes ecuaciones se expresa cada vector
con sus componentes escalares con relacion a dicho sistema y en la llamada notacion de Gibbs
que utilizan mucho los ingenieros:

AF = AFi+AF, j+AFK (2-5)
(0 =i+ 4 K (2-6)

A continuacién se muestran dos formas para expresar el versor en notacion de Gibbs y en
forma matricial:

n

n=ni+nj+nk ; {n}=1n (2-7)
n

z

Del versor n podemos decir que al ser siempre unitario se obliga a que sus componentes
escalares sean los cosenos directores n,, n, y n.. Los cosenos directores se pueden expresar en
funcion de los angulos directores ¢, By % como se muestra en la figura 2.8:

n, =cos o
n, =cos f3 (2-8)
n, =cos y

VA

N

X

FIGURA 2.8. Angulos directores de un versor

Para cosenos directores en el espacio, recordemos que siempre se debe cumplir con:

n’+ ny2 +n’ =1 (2-9)




Regresemos ahora al subsistema que estd en andlisis. Si se visualizan en la figura 2.9 las
componentes escalares de AF en el plano 6 y en el entorno del punto P, se observa que se
tienen dos incrementos de fuerza escalares que actfian en el mismo plano y uno que actiia
normal a este.

X

FIGURA 2.9. Componentes escalares del incremento de fuerza

El incremento de area en el entorno del punto P, en donde acttian estos incrementos de fuerza,
lo definiremos como sigue:

M, = Az (2-10)

El subindice y indica un incremento de area normal al eje Y. Los esfuerzos analizados en
forma escalar que resulten de hacer tender a cero el incremento de area comentado, recibiran
diferentes simbolos, segun actien: normal al plano o sobre este. Se reserva la letra griega ¢
(sigma) para la componente esfuerzo normal, y el simbolo 7 (tau) para las componentes
esfuerzos cortantes o tangenciales. Para identificar estas componentes se utilizan dos
subindices que se pueden reducir a uno solo si el subindice se repite. En nuestro caso, el
primer subindice va a expresar la cara en que actia el esfuerzo en forma escalar, y el segundo,
la direccion que se le asigna a este esfuerzo escalar. De acuerdo con todo lo antes dicho se
tiene que:

AF. dF
7, =t" = lim X=X (2-11)
Mo0 AA dA

o,=t" = lim L 2 (2-12)

r_=t"_ = lim AF, _ 9, (2-13)
” ToMo0 A4 dA




En la figura 2.10 se ve la manera en que se representan estas componentes escalares del vector
esfuerzo que se asignan al plano de corte y en el punto P.

VA

X

FIGURA 2.10. Componentes escalares del vector esfuerzo

Lo anterior sugiere que el vector esfuerzo que se ha estado definiendo también se escribe
como:

" =7 i+0j+7.k (2-14)

Haciendo un ejercicio de imaginacion, se propone visualizar por analogia como se verian los
vectores esfuerzo actuando en planos asociados a los otros ejes del sistema de referencia
cartesiano (X y Z). Se debe estar de acuerdo en que la forma que deben tener es la siguiente:

M =ci+7 j+7.K (2-15)
Y =7 i+7 j+ok (2-16)
x zy z

Se puede concluir que en el punto P actian infinidad de vectores esfuerzo, cada uno de ellos
asociado al numero infinito de planos que pueden cortar al punto. Recordemos que cada plano
se define por su versor (en realidad son dos versores normales con la misma direccion, pero
con sentido contrario). Con base en lo ya mencionado, se considera valido escribir la siguiente
funcion vectorial de variable vectorial:

1 = f(n) (2-17)

El vector esfuerzo y el versor, s6lo en un caso muy particular que se vera mas adelante, tienen
la misma direccion y sentido (esfuerzos principales).

Dado que conocemos los vectores esfuerzo asociados a los ejes del sistema de referencia XYZ
actuantes en tres planos ortogonales, que se podrian visualizar como tres caras de un cubo
[ecuaciones (2-14), (2-15) y (2-16)], se propone acomodar estos vectores esfuerzo cumpliendo




un orden y colocandolos en forma de columna, como se muestra a continuacién, con
componentes vectoriales en una matriz de 1X3 a la que denominaremos de aqui en adelante
tensor esfuerzo. Véase la figura 2.11.

I:];j :l _ [tuo Peg) t(Z):l (2-18)

El tensor esfuerzo se debe de entender como una representacion que transmite un concepto no
solamente matematico, sino también con importantes implicaciones fisicas (no es una matriz
comun). En lo sucesivo, el tensor esfuerzo lo expresaremos en funcién de sus componentes
escalares y que se muestra como una matriz de 3X3 que, de aqui en adelante, denominaremos
tensor esfuerzo y que representa los esfuerzos como escalares, los cuales se pueden observar
en la figura 2.12.

Z' t(Z)
- A1)
T /) 4_,/_,1/
dz - Ry
& L7
— dy —l

FIGURA 2.11. Vectores esfuerzo en las tres caras ortogonales orientadas
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FIGURA 2.12. Componentes escalares del tensor esfuerzo




En nuestro caso, este tensor tiene dimensiones y unidades de esfuerzo. Més adelante se va a
demostrar que para la condicion de equilibrio (en este texto, equilibrio estatico) se debe
cumplir con que el tensor esfuerzo siempre debe ser una matriz simétrica.

O-x Tyx X
[1,]=|7, o, =z, (2-19)
sz Tyz z

Aqui modelaremos un punto donde se analizan los esfuerzos que en este actian como un cubo
orientado de dimensiones diferenciales. Se puede demostrar que si se representa un cubo en
una imagen plana, solo se visualizaran tres de sus seis caras. A las tres caras que se visualizan
las definiremos como caras positivas.

2.4. Definicion de caras positivas

Se definen como caras positivas de un cubo diferencial de esfuerzos aquellas por donde saldria
el sentido positivo de cada uno de los ejes del sistema de referencia XYZ, si el origen de este
sistema se colocara imaginariamente en el centro del cubo, y si se mantuvieran las caras del
cubo paralelas a los planos que forman cada par de ejes, como se observa en la figura 2.13.
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FIGURA 2.13. Caras positivas de un cubo diferencial de esfuerzos orientado




2.5. Equilibrio del cubo diferencial de esfuerzos
A los esfuerzos escalares que se muestran en las caras positivas del cubo de la figura 2.14,

normales y cortantes, se les asigna un sentido que se considera positivo de acuerdo con la
convencion de signos (mecanica del medio continuo) que se comenta mas adelante.

oo

o,+ P Zdz
z
VA
0T,
+arzv (t TZV + a - dz
T ]
Y = b or.
X n Tult 5,
T+ 9% dx o
ox o 80'“ &
o, +—=~
or,| dy
dZ oo 0 0 5 Z"u +a—} dy
oo v ox >
l o, + xJ dx dx
[ dy I

FIGURA 2.14. Esfuerzos en caras positivas para fines de analisis del equilibrio

La notacion que se utiliza lleva la finalidad de poder realizar un analisis del equilibrio estatico.
En la figura 2.15 se muestran los esfuerzos actuantes en caras negativas con sentidos
equilibrantes.

// Z
- L _F;, Y
o Tyx/ ‘“'l(,: O, |X
dz i sz:
! :
Tyz _,’? |
T577T fx dx
10
I dy I

FIGURA 2.15. Esfuerzos en caras negativas para fines de analisis del equilibrio




Para el analisis del equilibrio supondremos que el cubo diferencial se encuentra inmerso en un
campo gravitatorio (se supone aqui que el cubo pesa). También supondremos que la direccion
de la gravedad no coincide con ninguno de los ejes del sistema de referencia. Por
conveniencia, para no generar signos negativos en las ecuaciones finales, se asignan signos
negativos a las componentes escalares del vector gravedad en este planteamiento, de la forma:

g=-gi-gj-gk (2-20)

De acuerdo con la teoria de la estatica, en un analisis completo, se deben cumplir con las seis
ecuaciones de equilibrio estatico que a continuacion se muestran:

' IF =0 4 IM =0
2* 3F, =0 5 IM, =0 (2-21)
3 IF, =0 6 M. =0

En el cubo diferencial la fuerza se obtiene al multiplicar un esfuerzo por el area en que éste
actiia. Con base en lo anterior y considerando que el cubo pesa, se calcula a continuacion la
tercera ecuacion de equilibrio del cubo diferencial planteado. Con la intenciéon de s6lo usar
ecuaciones universales, se introduce el concepto de densidad (o masa especifica) del material
que conforma al cubo diferencial. Se toma en cuenta aqui la componente escalar de la
gravedad asignable al eje Z que se analiza:

Jo a7,
3F, =|0,+—=dz |dxdy+| 1, +—=dy |dxdz +
0z Ty
ot
+| 7. +a—"zdx dydz -0, dxdy -7, dxdz— (2-22)
X

—7_ dydz—pg. dxdydz =0

Simplificando lo mdas posible, se llega a la forma compacta de la tercera ecuacion de
equilibrio:

ot
8& +—=+ E =pg. tercera ecuacion de equilibrio  (2-23)
ox dy oz

La primera y segunda ecuaciones de equilibrio se pueden deducir en forma analoga.

En el caso del andlisis de momentos y para obtener las expresiones mas compactas, conviene
colocar al origen del sistema de referencia en forma imaginaria en el centro del cubo en
estudio. Con lo anterior se gana que los brazos de palanca de la fuerza sean la mitad del lado
del cubo diferencial. Otra ventaja para proceder como se sugiere es la posibilidad de que el
peso del cubo que se asigna al centro de éste no produzca momento, porque el brazo resulta




ser nulo, al igual que con otras fuerzas que pasarian por el centro. De acuerdo con esto, la
sexta ecuacion se plantea asi:

aT, dx dx
M. =[Txy + 8xy dx]dyd27+fxy dydz?—
3 (2-24)
T
-7, +——dy dxdzd—y—z'x dxdzd—yzo
oy 2 7 2
Simplificando:
107 107
M. =7, +———dx—7,————dy=0 2-25
Y2 ox T2 dy 4 (&25)

Hacemos tender ahora, a cero, los lados del cubo diferencial, dado que los suponemos muy
pequefios y ahora los vamos a reducir ain més: dx - 0 'y dy — 0. Como dx y dy aparecen
como coeficientes, al final se convierten en un coeficiente cero, de modo que se llega a:

M. =1, -7,=0 (2-26)

»
Finalmente llegamos a la expresion de la sexta ecuacion de equilibrio:

T,=T, sexta ecuacion de equilibrio (2-27)
Las ecuaciones cuarta y quinta se obtienen también en forma andloga. De estas ultimas

expresiones se puede deducir que el tensor esfuerzo debe ser simétrico si y solo si cumple con
el equilibrio.

2.6. Convencion de signos para esfuerzos escalares

La convencion de signos que se enuncia mas adelante se utiliza en la mecanica del medio
continuo y en el estudio de la resistencia de los materiales. Resulta conveniente adelantar que
la convencion de signos de la ingenieria geotécnica (mecanica de suelos y mecanica de rocas)
es exactamente opuesta a la aqui comentada.

Convencion. Conviene definir en este curso como esfuerzos positivos, tanto normales (o)
como cortantes (7), a aquellos que actuando en caras positivas tengan el mismo sentido que el
sentido positivo de su eje paralelo en el del sistema de referencia. Véase la figura 2.16.
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FIGURA 2.16. Esfuerzos positivos con la convencion de signos de mecanica del medio continuo

EJEMPLO 2.1

A partir del cubo diferencial que se muestra en la figura 2.17, forme el tensor esfuerzo que
representa este estado de esfuerzo con la orientacion que se define. Use la convencion de
signos de mecénica del medio continuo.

4
0 Z

K 15 Y
10y / X

f— s

(kPa)

FIGURA 2.17. Cubo diferencial de esfuerzos del ejemplo 2.1




La solucidn debe ser:
o, 7T, T 30 =20 10
[1,]=|z, o, 7,|=[-20 15 -5 |kPa
T, o 10 -5 -40

vz z

Observe que se cumple con el tensor simétrico (iguales valores de esfuerzo cortante a ambos
lados de la diagonal principal del tensor).

2.7. Método analitico tensorial para la determinacion de los componentes
normal y cortante, asociados a un plano 6 que se define por su versor n

Se ha mostrado que el vector esfuerzo depende de la direccion del plano en que se analiza.
También se ha establecido que un plano se puede definir por alguno de los dos versores que
son normales a él. En el método analitico tensorial de esfuerzos que vamos a mostrar, el vector
esfuerzo se puede obtener operando matricialmente al tensor esfuerzo por el versor en donde
se quieren conocer los esfuerzos que interesan al ingeniero. Al operar como se ha comentado,
se obtienen las componentes escalares del vector esfuerzo como se muestra a continuacion:

o, Tyx 7. | |7, t(n)x
" =1, [{n}=|27, o, 7, |\n =9, (2-28)
sz T)’z O.z nz t(n)z

El vector esfuerzo se puede descomponer en dos vectores de interés para el ingeniero. Uno de
éstos debe ser normal al plano § donde se analiza, y el otro debe estar contenido en el plano.
Al primero se le denomina vector esfuerzo normal y al segundo vector esfuerzo cortante (o
tangencial). Véase la figura 2.18.

e t(")
o |
77777777-P : ITTT777777 5

- T

FIGURA 2.18. Componentes vectoriales normal y tangencial del vector esfuerzo




En notacién vectorial y matricial, el vector esfuerzo se puede expresar como la suma vectorial
del vector esfuerzo normal y el vector esfuerzo cortante, como se muestra a continuacion:

{¢"={e}+{7} (2-29)
El valor escalar (mddulo y signo) del esfuerzo normal se puede obtener como la proyeccion
del vector esfuerzo en la direccion del versor, por medio de un producto escalar entre vectores

(producto punto). A continuaciéon se muestran dos formas matriciales para operar este
producto punto:

o={n} {1} ={r"} {n} (2-30)

El vector esfuerzo normal se puede calcular multiplicando el valor del esfuerzo normal por el
versor (multiplicacion de un escalar por un vector):

{6}=0{n} (2-31)

El vector esfuerzo normal se puede escribir en notaciéon de Gibbs o en forma matricial,
mostrando sus componentes escalares:

(2-32)

NQlElkl

El valor del esfuerzo cortante se obtiene aplicando el teorema de Pitagoras, pero planteando el
triangulo de la figura 2.18 en forma escalar y no vectorial. En la ecuacion (2-33) se muestra la
manera en que se puede escribir el teorema de Pitdgoras, tomando el modulo del vector
esfuerzo como la hipotenusa del tridngulo:

(] =2 + 72 (2-33)

Si se despeja el esfuerzo cortante como escalar, se observa que es imposible definirlo con un
solo signo, debido a que no se tiene una referencia sobre el plano pues solamente se conoce el
versor normal al plano. De modo que siempre escribiremos el doble signo del valor de este
esfuerzo:

(] _ g2 (2-34)

T==%

El cuadrado de la hipotenusa se obtiene operando un producto escalar del mismo vector
esfuerzo, como a continuacién se plantea en forma matricial:

t(n)

F=e) e} (2-35)




El valor del esfuerzo cortante también se puede escribir totalmente en forma escalar,
introduciendo los componentes escalares del vector esfuerzo, elevados al cuadrado, como se
muestra en la expresion (2-36):

= i\/(t‘")x )2 4 (t(")y )2 4 (t(n)z )2 — (o)’ (2-36)

Por otro lado, si se desea conocer el esfuerzo cortante como vector, se plantea como la resta
entre el vector esfuerzo y el vector esfuerzo normal de la siguiente manera:

{z}={"} {6} (2-37)

El vector esfuerzo cortante, que debe estar contenido en el plano que se analiza, se puede
expresar tanto en notaciéon de Gibbs como en notaciéon matricial, exhibiendo sus componentes
escalares como se muestra en la ecuacion (2-38):

F=7Fi+ij+ik o [f}= (2-38)

TR TR

Por consiguiente, se debe estar de acuerdo que si se han calculado correctamente estos
vectores y debiendo ser por fuerza ortogonales, se cumple que su producto escalar debe ser
cero (como consecuencia de una proyeccion de vectores ortogonales). Este producto punto se
muestra en la expresion (2-39) y en dos formas de plantear en notaciéon matricial:

{6} {7} =17} (o} =0 (2:39)

El producto escalar ya planteado tedricamente es cero si se opera usando nimeros con todas
sus cifras posibles. Como se recomienda cerrar los nimeros para fines de ingenieria con un
maximo de cuatro cifras significativas, en la mayoria de los casos el producto punto debe
reportar un valor muy bajo, pero no exactamente cero.

A continuacion se plantea un ejemplo para operar numéricamente lo ya expuesto.

EJEMPLO 2.2

Partiendo del cubo diferencial que se muestra en la figura 2.19, que representa a un punto
orientado respecto al sistema de referencia, calcule los esfuerzos normal y cortante, tanto en su
forma escalar como vectorial, actuantes en el plano § que se define (como mera propuesta)
como normal al vector V, = 3i + 4j + 5k. Finalmente, verifique la ortogonalidad de los
vectores esfuerzo normal y esfuerzo cortante.
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FIGURA 2.19. Cubo diferencial de esfuerzos del ejemplo 2.2

SOLUCION

Con datos del cubo diferencial se forma el tensor esfuerzo:

o, 7, T, -5 -10 15
[T,]=|z, o, z,|=|-10 30 7 |kPa
7. 7, O, 15 7 10

El versor se puede obtener a partir del vector normal (V) al plano de analisis que se propuso:

_V, _3itdj+sk 3 . 4
v,

n

'+5k

Brearesr Y50 500 50

Se calcula el vector esfuerzo operando al tensor con el versor:




VAR

-5 -10 15 50 2,828
{t(n)} = [1:/ :I{n} =|-10 30 7 | kPa = 125\/5 kPa = 17,68 kPa
15 7 10 17,39

&‘m&‘-&&‘w
(e} o (e}

WA

El mismo vector, pero en notacion de Gibbs, queda asi:
1" =(20i+125j+123k)//50 kPa
Se hace notar que el vector esfuerzo tiene dimensiones y unidades de esfuerzo. A continuacién

se calcula el valor del esfuerzo normal a través de un producto escalar, operando al versor
traspuesto con el vector esfuerzo:

Y

V50

125
V50

WA

kPa=% kPa =23,50 kPa

Trml_ ) 3 4 5
o=t V=1 T )

Conocido el valor del esfuerzo normal se procede a calcular el vector esfuerzo normal:

3 3525
1175 stt_o 24532)% %970
Oy=0n;= kPa < —¢ = kPa =<13,29 ¢ kPa
{o}=o{n} J2 500 J50 [ | 25042 16.62
5 5875 ’
J50) (25042

Este mismo vector, con cuatro cifras significativas y en notacion de Gibbs, se escribe como:

6 =9,970i+13,29j+16,62k kPa

Ahora, se calcula el valor del esfuerzo cortante expresandolo con su doble signo:




et [0 () (- (o) =1J[ %]*(%)*(%]‘(légs J kPa =

=+ 8,416 kPa

Para obtener el vector esfuerzo cortante se realiza la resta vectorial antes planteada:

ﬂ 3525
{f}:{ﬂ”’}—{é’}: —— kPa— kPa =< 4,384 : kPa
\/% 250\/5 0,777 8
E 5 875
J50 25042

El mismo vector en notacion de Gibbs y con cuatro cifras significativas se escribe asi:

7T =-7,142i+4,384j+0,777 8k kPa
Por ultimo, se revisa la ortogonalidad de los vectores ya calculados:

~7,142
[6Y {#)={9,970 13,29 16,62} kPa{ 4,384 - kPa ~—0,065 24 ~0 kPa’
0,777 8

2.8. Esfuerzos principales en analisis tridimensional

Se puede demostrar que un punto, modelado como un cubo diferencial, analizado con base en
la teoria de esfuerzos y para el caso general, siempre debe tener tres planos ortogonales con
cierta orientacion, en los cuales no existen esfuerzos cortantes. En estos tres planos
ortogonales actuan exclusivamente esfuerzos normales (que pueden en algin caso particular
tomar el valor nulo). A los planos asi definidos se les llama planos principales. A los
esfuerzos normales que actiian en estos planos se les llama esfuerzos principales.

De acuerdo con lo dicho, se debe cumplir que en cualquier estado de esfuerzo tridimensional
deben existir con algin valor tres esfuerzos principales, actuando en tres direcciones
ortogonales. De modo que, generalizando, siempre se debe cumplir lo que sigue:




0, > o, > (o (2-40)
donde

o, esfuerzo (normal) principal mayor
o, esfuerzo principal intermedio

o, esfuerzo principal menor

A partir de la condicion general que marca la ecuacion (2-40), se pueden plantear tres posibles
Casos:

Caso 1. Cuando los tres esfuerzos principales son diferentes:

Caso mas comun: 0, >0, > 0, (2-41)

Caso 2. Cuando dos de los tres esfuerzos principales son iguales:

0, =0, >0,
Caso de Analisis plano: 0 (2-42)
o, >0, =0,

Caso 3. Cuando los tres esfuerzos principales son iguales:
Caso de presion o esfuerzo isotropo o isotropico: 0, =0, =0, (2-43)

Se puede demostrar que, en el caso de presion, el tensor que representa esta condicion tiene el
mismo valor en los tres casilleros sobre la diagonal de los esfuerzos normales, y todos los
cortantes deben valer cero. Se puede demostrar que, si se propone cualquier versor para
calcular en este estado de esfuerzo los esfuerzos normal y cortante, resulta siempre el mismo
valor (no cambia al variar la direccion) como esfuerzo normal y siempre apareceran esfuerzos
cortantes cero. Por lo antes dicho, se puede concluir que la presion es un escalar y el esfuerzo
(vector esfuerzo), un vector. Existe diferencia entre el concepto de presion y el concepto de
esfuerzo, aunque los dos tengan las mismas dimensiones y las mismas unidades.

A una cara de un cubo diferencial de esfuerzos analizada como plano, donde no actian
esfuerzos cortantes, se le define como cara principal o plano principal. Como no hay cortantes
se debe cumplir que coincidan el versor y el vector esfuerzo con la misma direccion. Como el
versor es unitario y el vector esfuerzo en el caso general no lo es, la diferencia entre éstos es
un coeficiente que denominaremos con la letra griega lambda, como se muestra en la
expresion (2-44).




{#"}=A{n} (2-44)
Del coeficiente A se puede decir lo siguiente:

a) Tiene dimension y unidades de esfuerzo (n es adimensional).

b) Esun valor por determinar (es un valor caracteristico).

2.8.1. Calculo de los esfuerzos principales como escalares

El valor de los esfuerzos principales se puede obtener haciendo uso de la llamada ecuacion
caracteristica. Esta ecuacién es un polinomio cubico en un andlisis tridimensional y siempre
debe tener la forma que se muestra en la expresion (2-45):

A =1 +LA-1,=0 (2-45)

donde

1, primer invariante (lineal)
1, segundo invariante (cuadratico)
I, tercer invariante (ctibico)

Al resolver este polinomio, las raices que resultan son los esfuerzos principales (valores
caracteristicos). Se puede demostrar que si se obtienen los invariantes de una matriz simétrica
(como por fuerza lo debe ser un tensor esfuerzo que cumpla con el equilibrio), las raices deben
ser siempre reales (jaméas pueden ser complejas).

Los invariantes se obtienen a partir de datos del tensor, como se muestra a continuacion:

ly,=0,+0,+0,=0,+0,+0; (2-46)
o, T, T, T,
I, =det |+ det +det| © 7 (2-47)
Z-Xy O-y Xz z Tyz O-Z
O-x Tyx sz

I, = det|7;j| =det|7,,
T

Xz vz z

(2-48)

=\
Q




Calculados los invariantes se introducen en la ecuacion caracteristica. Cabe comentar que los
invariantes tienen dimensiones y unidades. El primer invariante es lineal con dimensiones de
esfuerzo. Los invariantes son muy importantes para identificar el estado de esfuerzo particular,
ya que, si los invariantes de dos tensores con forma diferente son iguales, significard que los
dos representan el mismo estado de esfuerzo. Por lo tanto, los invariantes sirven como
identificadores de un cierto estado de esfuerzo. Dos tensores que tuvieran componentes
diferentes, pero que sus tres invariantes fueran iguales, representarian dos formas de mostrar
un mismo estado de esfuerzo. Lo anterior implica que un cierto estado de esfuerzo se puede
representar tedricamente con un numero infinito de tensores esfuerzo.

Normalmente las raices se obtienen en forma desordenada, por lo que se deben ordenar

posteriormente para identificar los esfuerzos principales. El valor mayor se corresponde con el
esfuerzo principal mayor y el menor con el principal menor.

2.8.2. Calculo de los versores en direccion de esfuerzo principal

La misma ecuacion (2-44) se presenta a continuaciéon en forma matricial y mostrando sus
componentes escalares:

", n, An,

m | _ - -
o r=An, = An, (2-49)
. n, An,

La forma algebraica de la misma ecuacion anterior debe ser:

1" =2An,
", =An, (2-50)
1" =An,

Sin embargo, recordemos la forma de la ecuacion (2-28):

(n)

t X O-X TyX sz nx
(n)

t y TXY y zy ny
(n)

t z sz Tyz O-z nz

que desarrollada se puede ver asi:

o

. o.n, +1'yxny +7,.n,

m L _ -
£ =T n o,n, +7.n, (2-51)
(m

" T N, +7.n,+0.n,




Si ahora igualamos las ecuaciones (2-49) y (2-51) se tiene:

An, on +7,.n +7.n
An =37 n +on +7,n (2-52)
An, T.n +7T.n +0o.n,

que restando para igualar a cero se presentan como:

on +T,n, +7. 1, An, 0
Tn ton, +Tn —yAn, =10 (2-53)
T.n +7T.n, +0o.n, An, 0

Finalmente, la forma algebraica de la ecuacion anterior queda:

(o, -A)n,+7,n +7.n =0
t,n +(0, - A)n, +7,n, =0 (2-54)

t.n +7.n, +(0, —A)n, =0

Llegamos a un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas, donde pretendemos despejar el
valor de los cosenos directores. El problema que se presenta es que s6lo con estas tres
ecuaciones se llega a la solucion trivial, que es:

Lo anterior resulta ser inadmisible para nuestros fines, ya que no debemos olvidar que siempre
se debe cumplir la ecuacion (2-9). La solucion no trivial siempre sera posible:

n’ +ny2 +n’ =1 (2-9)

En realidad, del sistema de ecuaciones comentado, se puede demostrar que solo dos
ecuaciones son linealmente independientes, por lo que la ecuacion (2-9) es en realidad la
tercera ecuacion que permite resolver el sistema. Si las dos ecuaciones linealmente
independientes no se muestran en forma evidente, se recomienda entonces aplicar el método
de Gauss para identificarlas.

La forma para obtener cada uno de los versores en direccion de esfuerzo principal, consiste en
sustituir el valor del esfuerzo principal que se desea obtener por la A de la ecuacion (2-54). Los
esfuerzos normales y cortantes de la misma ecuacion son los que se tienen en el tensor
original.




A partir de las ecuaciones Ttiles, se obtienen las relaciones que hay entre los cosenos
directores. Conocidas las relaciones, se despejan en funcion de un solo coseno director y se
sustituyen en la ecuacion (2-9). Se despeja asi el valor de un solo coseno director y con éste se
regresa a las relaciones para conocer los otros cosenos directores. Conocidos éstos con doble
signo (direccion, todavia no sentido) se puede ya formar el versor en direccion del esfuerzo
principal que resultd con el valor de A. Se procede en forma analoga para conocer las
direcciones de los tres versores principales, si esto es posible (en casos particulares solo se
define un versor y en otros no se define ninguno).

Obtenidos los versores principales con componentes de doble signo, se recomienda dibujarlos
orientados respecto al espacio cartesiano, para buscar que formen un sistema de referencia
principal derecho (I II IIT). En este texto se recomienda dibujar los versores de modo que la
mayoria quede contenida en los octantes superiores y buscando que el primer octante del
sistema principal se acerque lo mas posible al primer octante del sistema de referencia original
(XYZ). Si procedemos correctamente de esta forma cualquier persona obtendra el mismo
dibujo. En la figura 2.20 se muestra la forma de los dos sistemas de referencia mencionados:

VA ar

nir

17

ni
ni

FIGURA 2.20. Sistemas de referencia derechos en analisis tridimensional (en uso y principal)

A partir del dibujo que correlaciona los sistemas de referencia, se puede deducir el signo tinico
de los componentes (cosenos directores) de cada versor. Vale la pena comentar que, al elegir
signo Unico para formar el sistema derecho, se deben elegir todos los signos superiores o todos
los inferiores del versor con doble signo. No es valido alternar estos signos porque se
produciria un cambio de direccion en relacion con los dos posibles versores correctos.

Para comprobar que se han obtenido los versores principales con signo unico correctamente,
se propone operar los productos punto (escalares) entre cada par de ellos. Recordemos que
estos versores estan obligados a ser ortogonales entre si. Para operar en forma ordenada, se
sugiere realizar las operaciones (2-55), (2-56) y (2-57) que se muestran en notacion matricial.




{n,} {n,}=0 (2-55)
{”11 }T {”111} =0 (2-56)

{n111 }T {nl} =0 (2-57)

Los ejemplos 2.3 y 2.4 ilustran la aplicacion de lo expuesto en el apartado 2.8.

EJEMPLO 2.3

Con base en el tensor que se muestra a continuacion, el cual estd referido al sistema de
referencia original XYZ, calcule:

a) El valor de los esfuerzos principales.
b) Los versores en direccion principal.

Ademas, dibuje los versores en direccion principal con respecto al sistema original XYZ, de
modo que formen un sistema derecho cumpliendo las recomendaciones hechas antes.
Definidos los versores definitivos con signo unico, compruebe su ortogonalidad.

SOLUCION
6 -3 0
[T,]=|-3 6 0|MPa
0O 0 8

Primeramente se deben obtener los invariantes del tensor.

[,=6+6+8=20 MPa

6 -3 6 0 6 0 ,
1, =det MPa + det MPa + det MPa =27 +48+48 =123 MPa
3 6 0 8 0 8
6 -3 0
I,=det|T;|=det|-3 6 0 MPa=8(36-9)=216 MPa’
0 0 8

La ecuacidn caracteristica en este caso resulta:

A =202° +1234-216=0 (MPa’)




Observe que en el tensor el esfuerzo o, = 8 MPa esta acompafiado de cortantes cero, tanto en
su renglon como en su columna. De lo anterior se deduce que indiscutiblemente este esfuerzo
normal ya es un esfuerzo principal, aunque todavia no se sabe a cual de ellos corresponde.
También se infiere que actua en la misma direccion del eje Z por la posicion que ocupa en el
tensor.

Sabiendo que se puede identificar por simple observacion del tensor a un esfuerzo principal, se
propone a este valor como una raiz del polinomio y se aplica después el método de la division
sintética como se muestra a continuacion:

1 =20 123 -216
& =96 216

1 -12 27 0

Se confirma asi que es una raiz (la primera que se obtiene), de manera que le asignamos el
subindice uno A; = 8 MPa, haciendo que el polinomio se reduzca a otro de segundo grado

A =124 +27=0 (MPa’®)

con soluciéon

+/144 - +
/,{2’3212_ 14214 108 MPa=12_6 MPa
A, =9 MPa
A, =3 MPa

Ordenando los valores, con la ventaja de que todos son diferentes, de la forma:
0,>0,>0,

se obtiene finalmente que:

0,=9MPa ; 0,=8MPa ; 0,=3MPa
Siempre se cumple que la suma de los esfuerzos normales principales es igual al primer
invariante. Conocer esta propiedad permite verificar que lo que hemos obtenido hasta aqui es
correcto.
A continuacion se obtiene el versor con la direccion en que actua el esfuerzo principal mayor y

que se denomina ny, al sustituir el valor del esfuerzo principal mayor en lugar de “ 1 en la
ecuacion (2-54).




(6=9)n,—3n,+0n, =0
=3n,+(6-9)n,+0n, =0
0n, +0n, +(8=9)n, =0

Quedan a la vista tres ecuaciones de las cuales solo nos sirven dos.

=3n,—3n,+0n,=0
—3n,—-3n,+0n, =0

0n,+0n,—n =0

Las primeras dos ecuaciones resultan ser una sola. Por otro lado, vea que en la tercera
ecuacion resulta obligado que n; = 0. Deducimos ahora la relacion de los primeros cosenos
directores y concluimos que n, = —n,. Conocida esta relacion e introduciendo el valor en
funcién de n, a la cuarta ecuacion (2-9) (en realidad tercera til) se tiene que:

(<n,) 40 +(0 =1 = 2m'=1 = n=%

-

Con este ultimo dato y regresando a las relaciones, se llega a la conclusion de que:

n,=0

1
n =t—
Y2
G

de modo que podemos formar al primer versor principal con signo doble como:

1 j+0k

n =g ! it
=F—=1T—
" T\2

A continuaciéon se procede para obtener el versor en direccion del esfuerzo principal
intermedio (ny), sustituyendo este valor principal en lugar de “A”.

(6-8)n,—3n,+0n =0
—3n,+(6-8)n,+0n, =0
0n, +0n, +(8-8)n. =0

Se llega asi al sistema que a continuacioén se muestra:




—2n,—=3n,+0n, =0
=3n,—2n,+0n_=0

0n,+0n,+0n, =0

En este caso, a primera vista parece que se tienen tres ecuaciones linealmente independientes.
Sin duda la tercera no se parece en nada a la primera ni a la segunda. Se concluye que la
primera y la segunda solo seran una sola si se cumple que n, = n, = 0. Observe que en la
tercera ecuacion se tiene un coeficiente cero, pero n. no vale cero (en este caso la Unica
posibilidad es que debe tener un valor unitario).

Este versor que muestra tener direccion del eje Z, también se puede obtener de la pura
observacion del tensor o del cubo diferencial al que esta asociado.

n, =0i+0jtk
Finalmente, se calcula la direccion del versor donde actta el esfuerzo principal menor ().

(6-3)n,—3n,+0n =0

=3n,+(6-3)n,+0n, =0

0n, +0n, +(8=3)n, =0
obteniendo

3n,—3n,+0n, =0
—3n,+3n,+0n, =0
0n,+0n,+5n, =0

Aqui si se ve en forma clara que las dos tltimas ecuaciones son linealmente independientes.
De la tercera ecuacion se puede deducir que n. = 0. También se puede deducir, comparando la
primera y segunda ecuaciones que n, = n,. Entrando a la cuarta ecuacion (2-9) en funcion de
n,, se tiene que:




La forma de este versor resulta:

n, = \/_ \/—J+Ok

En la figura 2.21 se muestra como debe quedar la relacion que guarda el sistema de referencia
principal (a partir de los versores), respecto al sistema de referencia en uso (X¥Z). Observe
que se centrd lo mas posible el primer octante de ambos sistemas. Se deduce del dibujo el
signo Unico de cada componente escalar y se concluye que:

1
n=——7=i+

7 \/_]+Ok

n, =0i+0j+k

1 1
n,=—i+—j+0k
1 /—2 /—2J

Por ultimo, se muestra la forma en que se revisa la ortogonalidad de los versores principales
obtenidos:

0

T 1 1
{n,} {n”}={—ﬁ ﬁ 0} 0r=0+0+0=0

1




=0+0+0=0

{"11 }T {nIII} = {O 0 1}

= 5l 51-

- 5l

1

() (n}={ 55

2

o
(e}
H—J
oﬁﬂ
[\®]

N

I

FIGURA 2.21. Direcciones principales del ejemplo 2.3.

EJEMPLO 2.4

Con base en el tensor que se propone, asociado a un cubo diferencial de esfuerzos orientado,
calcule lo mismo que se pidi6 en el ejemplo 2.3.

[7,]=

— (D
N O =




SOLUCION

Se calculan los invariantes

[,=3+0+0=3MPa
301 301 0 2 ,
1, =det MPa +det MPa +det MPa=-1-1-4=—-6 MPa
10 10 2 0
3011
I, =det|T;|=det|l 0 2| MPa=3(-4)-1(-2)+1(2)=—8 MPa’
120

Se forma la ecuacion caracteristica, se calculan sus raices y se identifican los esfuerzos
principales.

A =34-64 +8=0 (MPa’)
donde
A =—2 MPa
A, =4 MPa
A, =1MPa

se ordenan, concluyendo que:
0,=4MPa ; 0,=1MPa ; o0,=-2MPa
Se calcula el versor ny.

(3—=4)n,+n,+n =0
n +(0—4)n,+2n =0
n+2n,+(0-4)n, =0

En este caso es preciso aplicar el método de Gauss para ver claramente las dos ecuaciones
linealmente independientes.

-1 1 1|0 1 -1 -1)0
1 -4 2|0 = [0 1 =10
1 2 -40 0 0 0j0




Con base en lo anterior se puede deducir la relacion entre cosenos directores. De la segunda
ecuacion final se concluye que n, = n.. Cuando se introduce 7. en la primera ecuacion final se
llega a que n, = 2n.. Si se lleva esto a la cuarta ecuacion en funcion de 7., se tiene:

z z z -

1
2n 2+n 2+}’12=1 = 6;12_—1 = p=+t—
( Z) (Z) \/g

Recordando las relaciones anteriores se puede concluir que:

1
=+
n, \/g
1
I’ly Zi—6
nx=ii
6
m=t it jr Lk
6 6 6

Se calcula ahora el versor ny;

(3-1)n,+n,+n =0
n +(0-1)n, +2n =0
nx+2ny+(0—1)nZ =0

Se aplica el método de Gauss:

2 1 110 1 2 =10
1 -1 210 = |01 -10
1 2 -10 0 0 0]0

Se deduce de la segunda ecuacion final que n, = n.. Sustituyendo lo anterior en la primera
ecuacion, se concluye que n, = — n.. Se lleva esto a la cuarta ecuacion con las relaciones
anteriores y en funcion de 7., se obtiene finalmente:

2 2 2 2 1
-n) +(n)+n"=1 = 3n°'=1 = n=t—
( z) ( z) z z z \/g

Volviendo a las relaciones se deduce que:




N
Il
I+

N

N
Il
I+

Sl &l -

N
Il
+l

De esta forma se puede conformar al versor con doble signo, obteniendo:

Finalmente se calcula n;;;

(3+2)n,+n,+n =0
n+(0+2)n,+2n =0
n+2n,+(0+2)n, =0

Se aplica el método de Gauss:

51 10 1 2 20
1 220 = 101 10
1 2 2)0 0 0 0]0

De la segunda ecuacion final se deduce que n, = — 1., lo que tomado en cuenta para la primera
ecuacion final obliga a que n, = 0. Si se lleva esto a la cuarta ecuacion y en funcién de 7., se
concluye que:

—_
(=]
~
S
+
|
S
w
~
S
+
=
S
1]
—_
[\
S
S
1]
—_
S
Il
=+

N
Sl




Finalmente, la forma de este versor con su doble signo, se presenta como:

iik

N
n111:01¢ﬁ.| \/5

Se dibujan los ejes del sistema de referencia principal (I II III) con relacion al sistema de
referencia en uso (XYZ), formando sistema derecho, centrando lo mas posible los primeros
octantes y obligando a que el mayor numero de versores se encuentren en los octantes
superiores. Vea la figura 2.22.

<

FIGURA 2.22. Direcciones principales del ejemplo 2.4

Al lograr todo esto se puede deducir el signo Unico de cada versor principal, con lo que se
obtiene:

n —ii+ij+ik
RN N
1, 1., 1

n :——]+— +—k
I \/5 \/3] \/g

A B |
"111:OI_E]+$k




Finalmente, se revisa la ortogonalidad (para comprobar que no se haya cometido algtn error),
planteando en forma ordenada el producto escalar de dos versores en direccion principal cada

VEZ.

— .
ey

() ={

2_|_1_|_1:0

Jis I8 I8

7

AN
-
(@)

S-S

1

() =

L}_

-
(O8]

S

1

) fn}={o -4

8-
S - 51

De este modo se comprueba que los resultados que se obtuvieron son los correctos.

2.9. Esfuerzos octaédricos

Se definen como esfuerzos octaédricos a los esfuerzos, tanto al normal como al cortante, que
actiian en alguno de los llamados planos octaédricos. Tienen fundamental importancia en el
analisis de la deformacion volumétrica del material.

Se define como plano octaédrico aquel que esté asociado a un versor que guarde angulos
iguales con los ejes principales (1 II III) sin tomar en cuenta su sentido, aunque no debemos
olvidar que los versores deben estar referidos, en este caso, respecto al sistema X ¥ Z. (tensor
principal y ordenado) En el plano octaédrico del primer octante se cumple que su versor
guarda con el sentido positivo de los tres ejes principales y de los ejes X ¥’ Z" el mismo angulo




director. Los ocho planos comentados forman un octaedro en el espacio cartesiano. Véase la
figura 2.23.

En este texto demostraremos cual es el valor de los esfuerzos octaédricos en funcion de los
esfuerzos principales. Para la demostracion partiremos de un tensor que cumple con ser
principal y ordenado (). Se pretende lograr con esto el empate de los dos sistemas de
referencia (el “astrisco” con el principal), ya que el versor que define al plano debe estar
referido al sistema X' ¥'Z". Véase de nuevo la figura 2.23.

FIGURA 2.23. Octaedro y plano octaédrico del primer octante del sistema principal

Si el versor en primer octante tiene iguales angulos directores y debe ser unitario, obligamos a
operar al tensor principal y ordenado con este versor particular, como se puede ver:

6, 0 0 %/5 %

A o O R N A A S
0 0 o

VA Vs

Conocido el vector esfuerzo asociado al plano octaédrico del primer octante, ya podemos
calcular el esfuerzo normal que actua en dicho plano.




w5 Vs Jal\ Va5 3 S m@rara)i=g 099

Este esfuerzo resulta ser el promedio de los esfuerzos principales y, por lo tanto, la tercera
parte del primer invariante del tensor esfuerzo. Para calcular el valor del esfuerzo cortante
octaédrico, se puede aplicar la ecuacion general (2.34) que se planted con anterioridad, pero
ahora para este caso particular:

. =t ] ~ (0, ) (2-60)

oct

El planteamiento particular expandido para este caso es:

2 2 2 2
ro=x [ O] [ O] 4| S| o[0T (2-61)
Vi) (V3) B 3
No se va a demostrar aqui, pero se puede plantear, que lo que se obtiene utilizando la ecuacion
2-61 es el mismo valor que se obtiene con la expresion (2-62):

T,

oct

:i%\/(ffl—c72)2+(02—0'3)2+(0'3—0'1)2 (2-62)

2.10. Analisis plano de esfuerzos

En este material se debe puntualizar que, lo que se muestra a continuacion, es un Analisis
plano de esfuerzos que permite modelar al fenomeno tridimensional. Se marca con esto una
diferencia con los textos de mecanica de materiales que manejan un concepto llamado “Estado
plano de esfuerzos” que puede provocar confusion en los estudiantes. A diferencia del “Estado
plano de esfuerzos”, en el Analisis plano de esfuerzos siempre se debe cumplir que:

a) 0, =0, >0,
Analisis plano 0 (2-42)
b) 0, >0, =0,

Se puede demostrar facilmente que esta condicion no siempre la cumple el estado plano de
esfuerzos que exponen esos textos.




Al igual que en el caso tridimensional, en Andlisis plano reservaremos el eje Z para definir la
direccion vertical (direccion en que actda la gravedad). También conviene (por convencion de
signos de esfuerzos) asignar el eje III del sistema de referencia principal a la direccion donde
actian las compresiones (negativas) en muchos fenomenos de Ingenieria Civil. Los sistemas
de referencia que usaremos en este curso, tanto el de uso como el principal, se muestran en la
figura 2.24.

Zz Vi

X 1

FIGURA 2.24. Sistemas de referencia derechos utilizados en Analisis plano

El tensor esfuerzo, asociado a un cuadrado diferencial de esfuerzos como el de la figura 2.27 y
referido al sistema de referencia XZ como se ve en la figura 2.24, debe tener la siguiente
forma:

o ]

z

En este Analisis plano, el versor debe tener la forma:

n=ni+nk ; {n}= {n"} (2-64)
nZ
donde
n,_=coso (2-65)
n, =cosy

En este caso o y 7y son los angulos directores. Véase la figura 2.25.




X ;

FIGURA 2.25. Angulos directores de un versor en Analisis plano

La convencion de signos para formar el tensor esfuerzo debe ser la misma que se propuso para
analisis tridimensional. Sin embargo, el pasar de tres dimensiones a dos permite en Analisis
plano dar signo unico al esfuerzo cortante que actlie en cierto plano o cara. En la figura 2.26 se
muestran las caras positivas de un cuadrado diferencial (aquellas por donde salen los sentidos
positivos de los ejes del sistema de referencia derecho XZ si el origen se coloca en el centro).

VA
CARAS
OPOSITIVAS
dz X
f—
dx

FIGURA 2.26. Caras positivas de un cuadrado diferencial orientado

[0}
TZX : Z
X
- — .0
dz *
TXZ
[ E—
dx

FIGURA 2.27. Esfuerzos positivos en Andlisis plano de esfuerzos




En la figura 2.27 se muestra un cuadrado diferencial, cuampliendo con que todos los esfuerzos
mostrados son positivos en caras positivas (normales y cortantes).

Como una propuesta del autor de este material, se muestra un artificio para obtener siempre el
signo correcto del esfuerzo cortante (sentido correcto). Se propone emplear un sistema
derecho de versores que estan obligados a ser ortogonales. A este sistema se le denominara
sistema de versores mn. En la figura 2.28 se muestra dicho sistema. No se debe olvidar que el
versor n siempre es normal a un plano o cara, mientras que el versor m siempre esta contenido
en un plano o cara. En un ejemplo que se expone mas adelante, se va a mostrar la forma de
auxiliarse del versor m, para asignar signo unico o sentido correcto al esfuerzo cortante.

n

777777 m 77777777—5

FIGURA 2.28. Sistema derecho de versores auxiliares m y n

2.11. Método analitico tensorial de analisis plano de esfuerzos, para calcular
los esfuerzos cy 7

Se procede en forma analoga a la manera en que se operd en analisis tridimensional. Se forma
el tensor esfuerzo a partir del cuadrado diferencial de esfuerzos. Se define después al versor n,
aprovechando para definir de una vez al versor m (sistema derecho), en funcidén de cosenos
directores de n. Siempre se cumple que, si se conocen los componentes escalares de n, es
posible formar un sistema de versores mn derecho, aplicando la regla que sigue y que se
presenta primero en notacion de Gibbs:

n=ni+nk = m=ni+(-n)k (2-66)

Lo mismo, pero en notacion matricial, se puede expresar como:

=i} = =i a




El vector esfuerzo asociado al plano & de analisis plano, con analogia al anélisis
tridimensional, se puede calcular como sigue:

ez oM e

El valor del esfuerzo normal (médulo y signo correctos) se obtiene al operar el producto
escalar, como se muestra a continuacion:

(n
o= {n} {t‘”>} {n, n {;n;} (2-69)

El valor del esfuerzo cortante (moddulo y signo correctos) se obtiene al operar un producto
escalar entre el versor m y el vector esfuerzo antes obtenido.

7= {m}T {t(")} ={m_ m, }{;Z:x} (2-70)

Al haber procedido como se comento, se logra asociar el sentido correcto de cada esfuerzo al
sentido de su versor paralelo del sistema derecho de versores. Es decir, si el valor del esfuerzo
normal es positivo, querra decir que se debe representar con el mismo sentido positivo del
versor n. Si resulta ser negativo, nos indica que su sentido es el opuesto al sentido positivo del
versor nu. Por analogia se aplica lo mismo para el valor del esfuerzo cortante y su relacion con
el sentido positivo del versor m (sistema derecho).

Para fines de formar el tensor debe quedar clara la concepcion de signo para el esfuerzo
cortante al comparar su sentido con los ejes XZ (convencion para tensor). Otro concepto se
aplica para conocer el sentido (o en su caso el signo) del cortante en un analisis individual de
cara o plano, donde se compara su sentido con el sentido positivo del versor m.

En la figura 2.29 se muestra un cuadrado diferencial de esfuerzos, donde por la convencién
vista todos los esfuerzos (normales y cortantes) son positivos al compararlos con el sentido
positivo de los ejes X y Z. Si ahora analizamos el signo que corresponde al esfuerzo cortante
en una forma aislada de cara o plano, y usando solo como planos las caras positivas del
cuadrado, se puede ver que la cara X reporta un valor negativo para el cortante, pero para
analisis no de cuadrado diferencial sino de cara o plano (en realidad son dos convenciones
diferentes). En un analisis de este tipo, la cara Z reporta un signo positivo para el cortante por
tener el mismo sentido positivo de m. Se puede comprobar que el signo del cortante de la cara
positiva Z con la convencion de cara o plano, coincide con el signo del cortante con la
convencion de signos para formar el tensor a partir del cuadrado diferencial.
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FIGURA 2.29. Caras positivas analizadas con la convencion de signos para plano

A continuacion se presentan dos ejemplos que pretenden aplicar cada paso y conceptos aqui
expresados.

EJEMPLO 2.5

Calcule el valor de los esfuerzos normal y cortante (0 y 7) que actian en el plano 6 que se
propone en el cuadrado diferencial y que se muestra en la figura 2.30. Posteriormente dibuje el
plano & orientado respecto del sistema de referencia XZ e indique alli el sentido correcto de
estos esfuerzos obtenidos.

50
| a0
—f_’/
\ //
3007 110

(kPa)

|

FIGURA 2.30. Cuadrado diferencial del ejemplo 2.5




SOLUCION
Se conforma el tensor a partir del cuadrado diferencial que se muestra en la figura anterior.

o, .| (110 40
[1;,:|=[sz a}_Lo so}kpa

z

De los dos posibles versores que tiene cualquier plano & que se proponga, elegiremos a aquel
que apunte hacia arriba (n = n;, con segunda componente positiva). Véase la figura 2.31. En
este caso el versor que usaremos es:

1. 3

n=——i+—k
2 2

Aplicando la regla que se comentd, se deducen los componentes del versor m a partir de los
componentes del versor n.

N

m=—i+-k
22

R\ 300

30°

n,
FIGURA 2.31. Dos posibles versores que definen al plano &

Se calcula ahora el vector esfuerzo asociado a ese plano, definido por el versor # elegido.




1
_110_ 403

110 40 ) —55+20+/3
{t(")}z{ }kPa 2 = 2 2 kPa = \/_ kPa
40 50 V3| 40 5043 —20+25\3

2 2 2

Operando como se propone, se obtiene el valor del esfuerzo normal (escalar).

o={n}" {1"}= {—% ‘6}{_55”0\6} kPa = (65-201/3 ) kPa = 30,36 kPa

2 | |=20+25V3

Con una operacion analoga, se obtiene el valor del esfuerzo cortante (escalar).

r={m} {1} = {? IH_SS +20\B} kPa =(20-15v3) kPa ~ 5,981 kPa

2| |=20+25\3

Se puede deducir, a partir de los resultados obtenidos, que el esfuerzo normal por ser positivo,
debe tener el mismo sentido del sentido positivo del versor n. El esfuerzo cortante al resultar
negativo debe tener el sentido contrario al sentido positivo del versor m. En la figura 2.32 se
muestran los sentidos correctos de estos esfuerzos obtenidos, al auxiliarse del sistema de
versores mn derecho.

FIGURA 2.32. Sentidos correctos de los esfuerzos actuantes en el plano &, para el ejemplo 2.5

EJEMPLO 2.6

Calcule el valor de los esfuerzos normal y cortante (0 y 7)), los cuales act@ian en el plano &
propuesto en el cuadrado diferencial que se muestra en la figura 2.33. Posteriormente dibuje el




plano & orientado respecto del sistema de referencia XZ e indique alli el sentido correcto de
dichos esfuerzos.

459

FIGURA 2.33. Cuadrado diferencial de esfuerzos del ejemplo 2.6

SOLUCION

Se forma el tensor a partir del cuadrado diferencial de la figura anterior.
o, T 120 =30
R kPa
Y T, O, =30 40
De los dos posibles versores del plano § se elige el que tiene la segunda componente positiva.

—=k=0,707 1i+0,707 1k

5

Se deduce el segundo versor de los componentes del primero.

—k=0,707 1i-0,707 1k

"~

Se calcula el vector esfuerzo asociado al plano de analisis.




o _[120 =30
u }_[—30 40}kpal

Se calcula el valor del esfuerzo normal.

5l &1

%
63,64
= \/5 kPa = kPa
ﬂ 7,071
V2

63,64
o={n} {t"}={0,7071 0,707 1}{7 671} kPa =~ 50 kPa

Se calcula el valor del esfuerzo cortante.

63,64

r={m} {t"}={0,7071 -0,707 1}{7 1

}kPaz40kPa

En este caso, como los dos esfuerzos resultaron positivos, cada uno de ellos debe tener el
mismo sentido de su versor auxiliar paralelo, con la condicién de que el sistema de versores
sea derecho, como se puede ver se cumple en la figura 2.34.

VA

N
N

FIGURA 2.34. Sentidos correctos de los esfuerzos actuantes en el plano 6, para el ejemplo 2.6
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2.12. El elipsoide de Lamé

Desde el punto de vista del calculo operacional, se puede decir que el tensor esfuerzo [T] es
un operador fisico matematico que, al actuar sobre el campo de los versores, lo transforma en
el campo de los vectores esfuerzo.




Lamé demuestra analiticamente que en ninguno de los planos que pueden cortar al punto P
actia un esfuerzo normal mayor que o, ni menor que o,. Mas adelante se vera que a la misma
conclusion llega Otto Mohr, pero utilizando un camino diferente.

La demostracion que se plantea a continuacion se va a hacer para el caso particular donde
todos los esfuerzos principales son positivos y diferentes, es decir:

0,>0,>0, (2-71)
Lo anterior tiene que ver con plantear una figura que sea posible visualizar en el espacio
independientemente de su signo. Se plantea ahora, como para planos octaédricos, asociar al

tensor principal y ordenado con el “tensor asterisco”.

Se propone como vector de posicion al vector esfuerzo (saliendo del origen), lo que equivale a
escribir sus componentes escalares como coordenadas, como se muestra a continuacion:

x* - t(n*)x
y =", (2-72)
=",

Si se propone como dato partir de un tensor principal y ordenado y se opera matricialmente
con cualquier posible versor, se llega a la condicion:

P « ")

o 0 0 ||nx O, N x .
[e0}=10 oy 0 {ns =10 mts =10, (2-73)

0 0 o||n- o, N £,

Eliminando a las componentes escalares del vector esfuerzo, igualando las expresiones (2-72)
y (2-73) y presentandolas en forma algebraica, se concluye que:

#* #*
X =O-1 nx
y=0o,n (2-74)
Z>(< = 0-3 n*z

Si se despejan ahora los cosenos directores “asterisco”de la ecuacion (2-74), se obtiene que:




ny=—
0-2
*
% z
n;:=—
0-3

Por otro lado, recordemos la ecuacion (2-9), donde siempre se debe cumplir que:

2 2 2 2 2 2
n'+n +n"-=1=n +n, +n =1

x

Sustituyendo las ecuaciones (2-75) en la ecuacion (2-9) se tiene finalmente que:

(2-75)

2-9)

(2-76)

Esta expresion representa el lugar geométrico (superficie) que generarian todas las puntas de
flecha de los vectores esfuerzo, conformando asi una figura llamada elipsoide. En la figura
2.35 se muestra esta superficie unicamente en el primer octante. Observe el empate de los dos
sistemas de referencia (el “asterisco” y el principal), en una forma que explica por si misma,

por qué conviene que el tensor de partida sea principal y ordenado (asterisco).

z
o, |11
— AT
a 11
% ~

FIGURA 2.35. Elipsoide de Lamé general en el primer octante del sistema asterisco




De la misma figura 2.35, caso general en el Espacio de lamé, se puede decir que como ningtin
punto del elipsoide tiene una distancia mas grande que la del semieje mayor, ni mas pequeia
que la del semieje menor, se concluye que en todos los planos que corten al punto P,
visualizado como un cubo orientado que representa al tensor principal y ordenado, se debe
cumplir que en referencia al esfuerzo normal:

0,2020, (2-77)

Se pueden comentar tres casos adicionales al caso general antes visto. Superficies diferentes al
caso general se formarian por el niimero infinito de puntas de flecha de los vectores esfuerzo.

a) Para el caso donde los esfuerzos principales mayor e intermedio son iguales oy = 0, de
Analisis plano (elipsoide de revolucion, con eje de rotacion en los ejes Z' 'y III).

b) Para el caso donde los esfuerzos principales intermedio y menor son igugles 0, =03 de
Analisis plano (elipsoide de revolucion, con eje de rotacion en los ejes X y I).

c) Para el caso is6tropo (o isotropico), con los tres esfuerzos principales iguales, se
visualiza una esfera en el Espacio de Lamé.

2.13. La cuadratica de Cauchy

Se denomina como cuadratica de Cauchy a la ecuacién general en forma algebraica que
expresa directamente el valor del esfuerzo normal que debe actuar en un plano que se define
por los cosenos directores de un versor normal.

Haciendo uso de nuestra notacion matricial, se puede expresar como:
o= {n}T [7:! :I{n} = {n}T <[1:j ]{n}> (2-78)

En la ultima parte de la expresion (2-78) se indica el orden en que se recomienda operar, ya
que al operar al tensor con el versor sin trasponer, se obtiene la matriz que representa al vector
esfuerzo asociado al plano de analisis.

o, 7, T.|[n on +T,.n, +7 1,
] — - -
{t }— T, O, T,|\n, (=4T,n +0On +T n, (2-79)
. 7. O.||ln T n +7.n, +0.n,

Después se opera al versor traspuesto por el vector esfuerzo.




on +T,n +7,n,
c ={nx n, nz} T n +0,n, +7 1, (2-80)
T n, +T.n, +0.n,

Finalmente, se obtiene la ecuacion directa que reporta el valor del esfuerzo normal (cuadratica
de Cauchy).

O=0.n, +Tnn+1'nn+2'nn+0'n+

" x "y zx x 'tz xy txy (2-81)
+T nn +T nn +7T.nn, +o.n’

Recordando que los cortantes, por ser parte de un tensor (simétrico) tienen el mismo valor
(modulo y signo), se puede reducir la cuadratica de Cauchy a:

_ 2 2 2
o=on +on +on +2r, nn +2t nn +2t.nn (2-82)

Si en lugar de partir del tensor general, se hace uso de un tensor principal y ordenado (no se
va a poner el asterisco al coseno director), la ecuacion toma la forma de la ecuacion (2-83):

o=on’+o,n’ +omn’ (2-83)

La forma de la ecuacion anterior se usara cuando se demuestre la region grafica de Mohr.

2.14. Region grafica de Otto Mohr en analisis tridimensional

A partir del conocimiento de que dado un tensor que representa a un cubo diferencial de
esfuerzos y eligiendo un plano 6 que estaria definido por su versor normal y que cortase a ese
punto con cierta orientacion, podemos determinar analiticamente una pareja de valores de
esfuerzo que representan a un punto (o 7) en el plano que llamaremos, de ahora en adelante,
plano de Mohr. Para tal fin, podemos usar las ecuaciones siguientes:

o ={n} [1,]{n}

r=+ ]|t = (o)

A Otto Mohr se le ocurrio, en el afio 1882, establecer un plano coordenado con ejes o y 7,
con lo que queda establecida una correspondencia entre los versores que definen a un plano
que corta al punto P de un medio continuo con cierta orientacion y a los puntos (0 +7) en el
ahora llamado plano de Mohr. Observe la figura 2.36.




Ri (o +7)

——A————— e
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R: (0 —7)

FIGURA 2.36. Puntos R en el plano de Mohr de esfuerzos

Dado un estado de esfuerzo, los esfuerzos principales acotan el menor y el méximo valor de
los esfuerzos normales, de modo que éstos no se van hacia el infinito. Esto quiere decir que los
valores de esfuerzo normal y, por ende, de cortantes que estan asociados quedan acotados. Si
estan acotados, se deben poder mostrar en una region matematica que representa a todos los
puntos (0 'y 7) en el plano propuesto (de Mohr).

En el caso general, conviene plantearse cual es la forma de la region si enfocamos reducir el
caso a que los esfuerzos principales sean positivos todos, como se ve en la ecuacion (2-71).

0,>0,>0,>0 (2-71)
Posteriormente se puede entender como queda la region si alguno, algunos o todos los
esfuerzos principales fueran negativos. Sin embargo, en la demostracion que se presenta a

continuacion, supondremos que todos los esfuerzos principales son positivos y diferentes.

Para responder a la pregunta que se plante6 Mohr, se propone partir de un tensor principal y
ordenado que se muestra ahora sin asterisco para no arrastrarlo después, como se ve aqui:

o 0 0
[1,]=| 0 o, 0 (2-84)
0 0 o

Mas adelante, cuando se presente la solucion grafica de Mohr se comentara que, para aplicar
esta solucidn grafica, siempre se debe partir de un tensor principal y ordenado.




Se propone ahora generar un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas (donde las
incognitas sean los cosenos directores elevados al cuadrado), donde al resolver el sistema se
pueda plantear el reconocimiento de alguna ecuacion o inecuacion que nos permita identificar
la region que se estd buscando.

Una primera ecuacion util puede ser la cuadratica de Cauchy en su forma principal y ordenada
[porque el tensor se propone de esta forma, ecuacion (2-83)]. Otra ecuacioén que se puede usar
es la de la suma de cuadrados de cosenos directores, ecuacion 2-9. Como las incognitas son el
cuadrado de los cosenos directores, se puede proponer como tercera ecuacion util el producto
escalar del vector esfuerzo por ¢l mismo, que en sus vectorial y matricial se plantea como:

ORI, P

e () @)

El vector esfuerzo general, asociado al tensor principal y ordenado, lo podemos deducir como
en la ecuacion (2-73) y elevarlo al cuadrado por medio del producto escalar.

O-l nx

{0'111 o,n, 0'3nz} o,n, = o’n’ +0'22ny2 +o.n’ (2-86)

X

0-3 nz

Analizados los esfuerzos y los vectores esfuerzo en forma escalar y en analogia con el
triangulo rectangulo que se plantea en la figura 2.18, se acepta que:

(] =62+ 72 (2-87)

Concluyendo, con base en lo anterior, que es valido escribir en forma escalar la siguiente
expresion:

o’n’+o,'n’+0'n’ =0’ +17° (2-88)

Con base en las ecuaciones anteriores que tienen como componentes los cuadrados de los
cosenos directores, finalmente podemos plantear un sistema de tres ecuaciones con tres
incognitas, como fue originalmente la pretension de Otto Mohr.

o’n’+0,n’+o’n’ =0 +7°
O'lnx2 + o'zny2 + O'3nz2 =0 (2-89)
2 2 2 _
n"+ n°+ n° =1
La pregunta planteada se puede responder a partir de resolver, por medio de la regla de
Cramer, el valor de cada coseno director elevado al cuadrado. A continuacion se hace el

planteamiento matricial para aplicar la regla de Cramer, en el caso del primer coseno director
al cuadrado, y posteriormente para los otros cosenos directores.




o o, O,
R N
n? = _A (2-90)
o-l2 0-22 0-32 A

No se muestran todos los pasos de la compresion de los desarrollos que resultan de la ecuacion
anterior. Obviando pasos, se llega a:

nz=(0'—0'2)(0'—0'3)+1'2 (2-91)
" (o-a)(0-a)

2 =(()-_0-1)(0-_()-3)4'2'2 (2_92)

(O-z _0-1)(0-2 _0-3)

y

nzz(O'—O'I)(O'—O'Z)+Z'2 (2_93)

’ (0-3_0-1)(0-3_0-2)

Cada una de las ecuaciones anteriores se va a analizar a la luz de la ecuacion (2-71) que nos
recuerda que todos los esfuerzos principales son positivos y diferentes. Por otro lado, al hablar
de los valores que puede tomar el cuadrado de un coseno director, observamos en un analisis
desvinculado de momento con los otros cosenos directores que puede tomar valores desde
cero hasta uno (incluidos estos extremos), por lo que se puede deducir que siempre debe tener
un valor positivo o nulo.

0<n’<l = n’ siempre positivo o cero (2-94)

Ademas, el denominador de la ecuacion (2-91), bajo la condicion de que todos los esfuerzos
principales son positivos, estd obligado a ser también positivo.

(0,-0,)(0,-0,)>0

Con base en lo comentado, queda obligado que el numerador de la ecuacion (2-91) debe ser
positivo o valer como minimo cero, por la condicion que impone la ecuacion (2-94).

(0-0,)(c-0,)+7 20

Si se expande el numerador comentado, se tiene:




0’ -00,-00,+0,0,+7" 20
que se puede agrupar como se muestra:

0’ -0(0,+0,)+0,0,+7 20

Se puede ahora introducir en ambos lados de la inecuacion el término —0,03 y completando el
cuadrado en el lado izquierdo y equilibrando, por lo tanto, en el lado derecho, se llega a que:

2 2
o,+0 o,+0
0'2—0'(0'2+0'3)+[%) +122(%) -0,0,

Trabajando en el lado izquierdo de la inecuacion se concluye lo siguiente:

2 2
+ +
0'2—0-(0-24‘0-3)"‘(0-220.3) Z(U—%]

Por otro lado, desarrollando el lado derecho se llega a:

2 2
5 0 +20,0,+0, 40,0,
4 4

que puede ser reducido a:

2 2 2
L0, —20,0,+05 _(0,-0;
4 2

Al acomodar lo obtenido con anterioridad, se llega finalmente a que:

2 2
(a_"z;‘%) i 2[—02;03) (2-95)

Si analizamos esta inecuacion como si fuera una ecuacion, se llega a la conclusion que tiene la
misma forma de la ecuacion de una circunferencia con la forma particular:

(x=h) +y* =7’ (2-96)

Ecuacion que corresponde a una circunferencia con centro sobre el eje X y desplazado del eje
Y en una distancia igual a /.

Trasladando estas ideas al plano de Mohr la ecuacion (2-95) como igualdad nos habla de una
primera circunferencia con radio:




0,03

N
Il

y con centro primero en el punto

¢ [—0-2 20-3 0]

Finalmente, si pasamos de la igualdad a la inecuacion de la expresion (2-95), podemos
concluir que esta primera region corresponde a la circunferencia comentada y a toda region
externa a ésta.

Analizamos ahora las consecuencias de la ecuacion (2-92). En forma analoga a la ecuacion
(2-91), concluimos que el coseno director al cuadrado debe ser positivo o como minimo cero.

0<n <1 = ny2 siempre positivo o cero (2-97)

El denominador de la ecuacion (2-92), a la luz de que los esfuerzos principales son positivos,
queda obligado a tener un valor negativo que podemos expresar como:

(0'2_0'1)(0'2_0'3)<0

Como el denominador es negativo, el numerador queda obligado a ser negativo o a valer cero,
como se muestra:

(0-0,)(0-0,)+7° <0

No haremos ahora todo el desarrollo, simplemente diremos que por analogia se debe llegar, en
este caso, a la expresion (inecuacion):

2 2
PR Tk ) P T (2-98)
2 2

En la igualdad corresponde a una segunda circunferencia con el radio y el centro mostrados a
continuacion:




Volviendo a la inecuacién, podemos concluir que la region expresada en la inecuacion (2-98)
corresponde a la circunferencia comentada y a la region interior a esta.

Finalmente, procedemos al andlisis de la ecuacion (2-93). Igual que en los casos anteriores el
cuadrado del coseno director es positivo o como minimo vale cero.

0<n’<l = n’ siemprepositivoocero  (2-99)

A la luz de esfuerzos principales positivos, se concluye que el denominador de la ecuacion
anterior (2-93) esta obligado a ser positivo, como se muestra a continuacion:

(0,-0)(0,-0,)>0

Por lo anterior, el numerador de la ecuacion (2-93) queda obligado a ser positivo o como
minimo valer cero:

(0-0,)(0-0,)+7° 20

Haciendo uso de la analogia para evitar todo el desarrollo paso a paso, se llega a la siguiente
inecuacion:
+ 2 B 2
[a_—"l 2”2) 7 2[_"1 2"2] (2-100)

En la igualdad, se trata de una tercera circunferencia con el radio y el centro que se muestran a
continuacion:

0,0,

N
I

Se concluye que la region representada por la inecuacion (2-100) corresponde a la
circunferencia comentada y a toda la region externa a esta.

Nos toca ahora concluir cudl es la region que buscaba Mohr, asi que, reuniendo lo obtenido en
las tres partes trabajadas y considerando que lo obtenido se debe cumplir en forma simultdnea
(las tres conclusiones al mismo tiempo), se concluye globalmente que la region buscada es la
que se muestra en la figura 2.37.




FIGURA 2.37. Region de Mohr de esfuerzos en el caso general

En la figura 2.37 se muestran las tres circunferencias, los centros, los radios, la zona de
esfuerzo cortante positivo y la zona del negativo. También aparece el valor grafico del
esfuerzo cortante maximo positivo (con el mismo méddulo del méximo negativo). Los cosenos
directores asterisco muestran que la region en este plano estd implicitamente orientada.

Se pueden comentar tres casos adicionales al caso general antes visto. Son regiones diferentes
al caso general que se formarian si, a diferencia del caso visto, no se tuviera que todos los
esfuerzos principales son diferentes.

a) El caso donde los esfuerzos principales mayor e intermedio son iguales. Un caso de
Analisis plano de esfuerzos (o1 = 02 > 03). Con una circunferencia visible, en realidad
dos circunferencias sobrepuestas, y una tercera reducida a un punto en el lado extremo
derecho.

b) El caso donde los esfuerzos principales intermedio y menor son iguales. Otro caso de
Analisis plano de esfuerzos (o1 > 0, = 03). Con una circunferencia visible, en realidad
dos circunferencias sobrepuestas, y una tercera convertida en un punto en el lado
extremo izquierdo.

¢) El caso donde los tres esfuerzos principales son iguales (o1 = 02 = 03). Como un punto
sobre el eje o, caso de esfuerzo isotropo (o isotropico). El concepto de presion se
representa asi.




2.15. Solucion general grafica de Mohr para obtener los valores de o y 7 en
un plano & definido por un versor n"

Como ya se comentd, la solucion general grafica de Mohr exige partir de un tensor principal y
ordenado (*1, ademas de hacer uso de un versor referido al mismo sistema de referencia
asociado al tensor principal y ordenado. Si no se tiene como dato de partida un tensor de este
tipo, lo que corresponde es operar una rotacion del tensor que permita transformar al tensor
original que representa el mismo estado de esfuerzo, a una representacion principal y
ordenada. En caso de hacer una rotacion de tensor, se debe buscar también rotar el versor
original para que quede referido también al nuevo sistema. Este caso de rotacion se verd mas
adelante y se daran elementos para rotar a un nuevo sistema de referencia al tensor y al versor.

La solucion grafica que se comenta a continuacion es perfectamente compatible con el método
analitico tensorial que se ha visto antes. Contaremos en cada caso con una herramienta que
permite verificar los resultados del otro método.

2.15.1. Pasos a seguir en el método grafico

a) Del andlisis del tensor principal y ordenado se puede evaluar el diametro de la
circunferencia maxima. Este valor es la diferencia siguiente: o3 — 03. Conocido este
dato, se elige la escala adecuada para garantizar que la region de Mohr cabe en el
espacio disponible para este fin. Como ejemplo de esto se puede ver el dibujo de la
figura 2.38.

b) Se define la posicion de los ejes del plano de Mohr y se dibujan las tres circunferencias
que conforman la region de Mohr. Vea esto esquematicamente en la misma figura
2.38.

c) Se trazan dos rectas paralelas al eje de los esfuerzos cortantes y en el lado positivo.
Una toca al punto que representa al esfuerzo principal mayor oy y la otra debe tocar al
punto que representa al esfuerzo principal menor ¢3. Estos puntos se encuentran sobre
el eje de los esfuerzos normales.

d) A partir de la linea base anterior que pasa por Oj, se traza una recta que
denominaremos 1-1, que con esta forme un angulo o (el mismo angulo director del
versor en el espacio cartesiano asterisco). Este angulo vale o =cos™” n, . El cruce de
las rectas comentadas se da en el punto 0. Vea lo anterior también en la figura 2.38.

e) A partir de la linea antes planteada que pasa por 03, se traza una recta que
. , * . , .
denominaremos 3-3, que con esta forme un angulo ¥ (el mismo angulo director del
. . . r * — *
versor en el espacio cartesiano asterisco). Este angulo vale " = cos™ n.". El cruce de

las rectas comentadas se da en el punto 03. Vea también esto esquematicamente en la
figura 2.38.




f) Haciendo centro en el punto ¢, se traza un arco de circunferencia que pase por los
puntos donde la linea 1-1 interseca a las circunferencias que no son la primera
circunferencia (con centro ¢;). Vea la figura 2.38.

FIGURA 2.38. Notacion para la solucion grafica de Mohr

g) Ahora se hace centro en c¢; para trazar un arco de circunferencia que pase por los
puntos donde la recta 3—3 interseca a las circunferencias que no son la tercera. Vea de
nuevo la figura 2.38.

h) Los dos puntos que representan la soluciéon que se busca, vienen dados por las dos
intersecciones de los arcos descritos en los incisos f) y g). Las coordenadas de estos
cruces (puntos R; y R») en el plano de Mohr y con la escala que se defini6, permiten
obtener el valor del esfuerzo o y el valor de 7 con su doble signo, que actuan en el
plano 8§ normal al versor n". Vea la figura 2.38. Estos dos puntos solucion justifican
ahora graficamente lo que ya habiamos definido analiticamente antes sobre el doble
signo del esfuerzo cortante.

Conviene aclarar que los dos puntos solucién siempre son simétricos respecto del eje o y
también estdn obligados a caer en la regiéon de Mohr (interior de la circunferencia dos y
exterior a las circunferencias uno y tres). También es pertinente comentar que, si el versor es
unitario, al tomar los dos componentes escalares para definir los angulos directores o y y*, el
posible valor del coseno director ny* queda de alguna manera implicito. Se puede demostrar
que la misma solucién se obtiene independientemente del signo de los cosenos directores




como componentes del versor, por lo que se puede decir que existe un plano en cada octante
con la misma combinacién de esfuerzos oy 7. No se deben confundir estos ocho planos (uno
en cada octante) con los planos octaédricos.

Con un ejemplo donde se parte de un tensor principal y ordenado, se opera lo antes
comentado.

EJEMPLO 2.7

A partir del tensor esfuerzo principal y ordenado (asterisco) que se muestra a continuacion,
referido respecto del sistema de referencia X' Y'Z' obtenga graficamente los valores de los
esfuerzos normal y cortante que acttan en el plano 6 que queda definido por el versor n' que
se propone:

55 0 0
[77]=] 0 L5 0 |MPa
0 0 -15
y
1,1
n=——i+-j+-k
2 27

Recordemos que para la solucion grafica, tanto el versor como el tensor esfuerzo deben estar
. . . . ES * £

referidos respecto del mismo sistema de referencia (X Y Z).

SOLUCION

De los valores en el tensor esfuerzo (principal y ordenado) se deducen los esfuerzos
principales:

0,=55MPa ; o0,=15MPa ; o,=-15MPa

A partir de estos datos, se puede calcular el centro de cada una de las circunferencias, como se
muestra a continuacion:

o to, _L5-15_ o 60 0)

2 2
0'1+0'3=5,5—1,5=2 = (2 0)
2 2

0'1-50'2:5,5;1,523,5 = (35 0)




. . * * , .
Conocidos los cosenos directores n, y n. , se deducen los angulos directores:

* -1

o =cos™n, =cos'——==135"

-

1

=60’

N | =

s 1 = _
Y =cos n, =cos

Se procede siguiendo los pasos que se comentaron para resolver en forma grafica lo que se nos
pide. Vea la figura 2.39. Con la exactitud que permite el dibujo (como solucion grafica), se
concluye que los mejores valores de los esfuerzos son los reportados en la misma figura:

(2,75 2,95)

(MPa) v

-1,5
N o
3 (MPa)
0 ~2,75 MPa
~+2,95 MPa

1 (2,75 -2,95)

FIGURA 2.39. Solucion grafica del ejemplo 2.7

2.16. Rotacion de tensores y rotacion de versores

Dentro de la teoria del estado de esfuerzo, se puede demostrar que un mismo estado de
esfuerzo se puede representar por una infinidad de tensores esfuerzo. Cada tensor esfuerzo esta
asociado a un particular sistema de referencia. Lo anterior nos permite pensar que se puede
partir de un sistema de referencia original, que llamaremos XYZ, que permite modelar al
tensor esfuerzo, y pasar posteriormente a visualizar otro tensor esfuerzo que representa al
mismo estado de esfuerzo (con los mismos invariantes), pero referido a otro sistema de

ek sk

. sk . .
referencia que llamaremos X ¥ Z . Al nuevo tensor lo denominaremos “doble asterisco”.




Para poder efectuar la rotacion simple lo primero que necesitamos es construir la llamada
matriz de rotacion. Esta matriz, que resulta ser una matriz ortonormal, se define como:

nXX** nXY** n Z**

{a,}={nx" n¥y" nz"}=in X" a¥" nz" (2-101)
an** nZY** n Z**

z

Observe que la primera columna representa al versor que tiene la misma direccion y sentido
positivo del eje X, respecto del sistema de referencia original X¥Z. Analogamente, las
columnas segunda y tercera representan el sentido positivo de los ejes ¥~ y Z' . En el caso del
eje X la relacion entre los angulos directores y los cosenos directores, es:

n X" =cosaX"”

n, X" =cos fX* (2-102)
n X" =cosyX"”

En la figura 2.40 se muestran los angulos directores del eje X para una rotacion simple
alrededor del eje ¥ original. Por esta razén coinciden los ejes Yy ¥ . Los angulos directores
de los otros ejes no se dibujaron para no originar una figura sobrecargada de datos. Observe
ademas en esta figura que el sistema de referencia asterisco esta obligado a ser también un
sistema de referencia derecho.

FIGURA 2.40. Angulos directores del eje X respecto del sentido positivo del sistema de referencia




Como la matriz de rotacion es siempre una matriz ortonormal (compuesta por versores
ortogonales), se debe cumplir invariablemente que:

, matriz identidad (2-103)

—_ o O

1 0
{Az‘j}T{Azy‘}z{I}: 0 1
0 0

Para obtener un nuevo tensor (tensor doble asterisco) a partir del tensor original, se debe
operar matricialmente en forma andloga a la manera en que aprendimos a operar para calcular
el esfuerzo normal en el método analitico tensorial:

(77 ]={a} {7, ){4}} (2-104)

Al operar inicialmente el tensor esfuerzo y la matriz de rotacion sin trasponer, se logra obtener
la matriz que contiene, en forma de columna, a los vectores esfuerzo en las tres caras positivas
de un nuevo cubo diferencial referido al sistema doble asterisco X ¥"Z . Se genera asi una
matriz que llamaremos de vectores esfuerzo y que vamos a definir como:

Xy .2z
_Lm oy g e ) ) oy () g () g .
I:];,:'{Ag}—{t X" 0y "z =40 X" yY. o 4 (2-105)
(X Yyt .z

Lo anterior justifica que en la ecuacion (2-104) se indique una prioridad operacional. El vector
esfuerzo actuante en la cara positiva normal al eje X , se muestra en la ecuacion (2-105) como
la primera columna de esta matriz.

Para obtener el nuevo versor, que denominaremos versor doble asterisco (por quedar asociado
. N sk kk ok .
al nuevo sistema de referencia X Y Z ), se procede como sigue:

sk

n

x

{"**} = {Ai/}T {n}=1n" (2-106)

n

4

A continuacion se plantea un ejemplo de rotacion simple, partiendo de un tensor original:

EJEMPLO 2.8

Realizando una rotacion simple, calcule el nuevo tensor partiendo del tensor original que se
muestra. Calcule también la nueva forma del versor a partir del versor original que se propone.
La relacion entre el sistema de referencia original y el sistema de referencia asterisco se




muestra en la figura 2.41, donde se propone solo un giro alrededor del eje Y. En la figura se
muestran los angulos de desfase entre los ejes:

7. Z

450
________ I// Y Y**

/

/i

X 7 450 ’E

X"

FIGURA 2.41. Angulo de desfase de los sistemas de referencia del ejemplo 2.8

El tensor original referido al sistema XYZ es:

7 -5 0
[T,]=|-5 3 1|MPa
0 1 2

El versor original tiene la forma:
|
Ve
nh=1-%
b2
2
SOLUCION
A partir de la relacion que guardan los sistemas de referencia en la figura 2.41, se deducen los

versores con direccion y sentido de cada uno de los ejes asterisco, que en notacion de Gibbs
resultan ser:

1 1
nX " =—i+0j——Kk
NE RN

n¥"™ =0i+j+0k




1 1
nZ” = i+0j+—k
N

2

El colocar estos versores ordenados en forma de columna permite formar la matriz de
rotacion:

1o L
V2o 2
{4,}=5 0 1 0
1 1

- 0 —

V2o 2

Procediendo como se recomendd, operamos matricialmente el tensor original con la matriz de
rotacion sin trasponer, a fin de obtener la matriz de vectores esfuerzo asociados al sistema de

H Rk sk

. Ed
referencia X VA

1 1 l—Sl
7 550 N \/g \/42:
-5 3 1|MPay 0 1 O ;p=s—= 3 —; MPa

2 2 ﬁlﬁ

Para concluir en la aplicacion de la ecuacion (2-104), se opera matricialmente la matriz de
rotacion traspuesta por la matriz de vectores esfuerzo, obteniendo asi el tensor esfuerzo

asterisco:

| 1L s 9 6 5
— 0 —— 2 2
(A B
T71={0 1 0 HY—= 3 —!MPa=|—= 3 —|MPa
L e R P NN
— 0 —||= 2 5 -4 9
2 2 /|= | = = = =
SRl v S I R

Al comparar este nuevo tensor doble asterisco con el que representaba al tensor original, se
puede demostrar que los tres invariantes de ambos tensores deben ser iguales (representan al
mismo estado de esfuerzo pero referido a dos sistemas de referencia diferentes).

Para operar la rotacion del versor, aplicamos la ecuacion (2-106):




1 1 1 M
NN /\/5 4 0,146 4
0
1

\S}

1 AL —% ~4-0,500 0
0,853 6

ok
=

4

0
% 0 —2 % (2+\/§)

Se puede demostrar que si se buscan los esfuerzos o y 7 en un plano 6 partiendo de un tensor
y un versor originales, y si se busca lo mismo partiendo de un tensor y un versor doble
asterisco, se obtiene el mismo resultado, ya que serian dos formas de referirse al mismo plano,
pero visto desde dos sistemas de referencia diferentes.

En comentario adicional, se puede decir que si se quisiera transformar un tensor original a su
forma principal y ordenada, se tendrian que calcular los esfuerzos principales y los versores en
direccion de esfuerzo principal, como se hizo en el ejemplo 2.4. Cuando se tuvieran los
versores con signo unico (después de obligar a que formen sistema derecho), se podria formar
la matriz de rotacion que al operar con el tensor original lo convertiria en otro principal y
ordenado (asterico). Si se quisiera rotar al versor que representa algin plano original, donde se
quisiera conocer por ejemplo, a los esfuerzos o'y 7 actuantes, se podria deducir la forma del
versor rotado, operando a la matriz de rotacion traspuesta por el versor original. La matriz de
rotacion que podria convertir a su forma principal y ordenada al tensor del ejemplo 2.4 seria,
con datos de ese ejemplo:

Loy

NG
|

[98)

{Aij} = {”1 ny nm} =

S &= &l
&~ 5l

También esta matriz de rotacién serviria para obtener un versor asterisco, si se quisiera
conocer la forma del versor normal al mismo plano original propuesto, pero ahora referido al
sistema de referencia asterisco.

2.17. Solucion grafica de Analisis plano

Al igual que se comentd para el método analitico tensorial de Analisis plano (ecuacion 2-32),
la solucion grafica rigurosa solo es posible en los casos donde se cumpla alguna de las
ecuaciones (2-42):




a) 0, =0, >0,
) (2-42)

b)o, >0, =0,

Cuando se opera graficamente el Analisis plano, se puede demostrar que la region de Mohr se
reduce a la mera circunferencia visible porque dos esfuerzos principales son iguales (que ya se
explico, en realidad son dos sobrepuestas), como esquematicamente se muestra en la figura
2.42.

FIGURA 2.42. Circunferencia de Mohr en Analisis plano de esfuerzos

2.17.1. Reglas para dibujar la circunferencia visible en el plano de Mohr

Se parte de los datos del tensor de Analisis plano, que a su vez se obtuvieron del cuadrado
diferencial de esfuerzos. Estas reglas se pueden aplicar a cualquier método de solucion
posterior (del angulo doble, del polo mévil y el nuestro, del polo fijo).

i) Asociado el cortante 7,, al esfuerzo normal o, se dibuja un punto con coordenadas
[0r —(72)] (se le cambia el signo al cortante en comparacion a la manera en que
aparece en el tensor de partida).

ii) Asociado el cortante 7., a 0. se dibuja un punto con coordenadas (o: 7.), lo que
implica que el cortante mantiene aqui el mismo signo con el que aparece en el tensor.




La distancia entre estos puntos corresponde al didmetro de la circunferencia. Si se traza una
recta que una a ambos puntos, donde esta linea cruza al eje de los esfuerzos normales marca el
centro de la circunferencia visible, permitiendo dibujarla con un compas.

EJEMPLO 2.9

Aplicando las reglas que antes se presentaron, dibuje la circunferencia de Mohr asociada al
cuadrado diferencial de esfuerzos que se muestra en la figura 2.43.

110
///—\\\\50

( )
/
10
—~— ——

(kPa)

FIGURA 2.43. Cuadrado diferencial de esfuerzos del ejemplo 2.9

SOLUCION

El tensor correspondiente tiene la forma:

10 —50
[T"f']z[—so 110} kb

La circunferencia visible que corresponde a este caso se muestra en la figura 2.44. Observe
que los puntos que permiten formar la circunferencia representan a los esfuerzos actuantes en
las caras positivas, analizadas con la convencion de signos antes vista, cuando se aplica el
sistema de versores derecho mn en el analisis de cara o plano.




FIGURA 2.44. Circunferencia visible que representa el estado de esfuerzo del ejemplo 2.9

Por lo antes dicho, se puede demostrar que todos los tensores esfuerzo modelados con puntos
opuestos y que fueran unidos por una linea que pasara por el centro de la circunferencia, deben
tener los mismos invariantes. Un tensor de 2 X 2 de Analisis plano de esfuerzo tiene solo dos
invariantes, que se calculan como sigue:

I, =0 +0, =0, +0, (2-107)
y
O
I, =det|Ty| =det| * % (2-108)
TXZ z

Estos invariantes, al igual que en el caso espacial (tridimensional), pueden servir como
identificadores de un mismo estado de esfuerzo en dos tensores que fueran dados y que no se
supiera si pertenecen o no al mismo estado de esfuerzo. Si los dos invariantes, en este caso de
Andlisis plano de esfuerzo, fueran iguales para dos tensores con componentes diferentes, seria
indicador de que los dos representan al mismo estado de esfuerzo. Recordemos, y esto es
valido para analisis espacial y para Analisis plano, que un mismo estado de esfuerzo se puede
modelar con un numero infinito de tensores, pero que debe ser representado por una Unica
region en el plano de Mohr.




2.17.2. Método del polo fijo del doctor Dagoberto de La Serna

Este método lo ensefiaba el Dr. Dagoberto de La Serna, exprofesor de la antigua Division de
Ingenieria Mecanica y Eléctrica (DIME) de la Facultad de Ingenieria de la UNAM. Dicho
método es el preferido del autor de este texto, ya que le parece extraordinariamente didéctico
debido a que introduce en el plano de Mohr el sistema de referencia en uso XZ. Introduce
también, con posicion fija y siempre igual, el sistema de referencia principal I I11.

Pasos para aplicar el Método del polo fijo.

a) A partir del cuadrado diferencial de esfuerzos se obtiene el tensor asociado al estado de
esfuerzo, referido al sistema de referencia XZ, analizando los esfuerzos en las caras
positivas Véase la figura 2.45. Una vez obtenido el tensor, se dibuja la circunferencia
de Mohr aplicando las reglas que se citaron antes y eligiendo la escala adecuada, para
que la circunferencia quepa en el espacio asignado para este fin.

o, Z
(3

zZX

FIGURA 2.45. Cuadrado diferencial de esfuerzos orientado

b) Donde la circunferencia cruza al eje de los esfuerzos normales, se pueden ubicar
graficamente los valores de los esfuerzos principales (01 y 03). Vea la figura 2.46.

¢) En este método particular, el polo siempre se ubica en el mismo punto que representa
al esfuerzo principal menor (o3) (polo de los versores n). Este punto es el origen de los
sistemas derechos de referencia, los que este método permite introducir en el plano de
Mohr. Véase de nuevo la figura 2.46. Mas adelante se introducen los mismos
conceptos de analisis plano que se vieron en el método analitico tensorial.

d) En el método del polo fijo la direccion del esfuerzo principal mayor (1) siempre se
aloja sobre el eje 0 y con su mismo sentido. Véase la figura 2.46.




g)

h)

Con direccion perpendicular al eje o, con el mismo sentido del eje 7 y teniendo como
origen al polo, siempre se aloja el eje que representa al esfuerzo principal menor (Z11).
Véase en la figura 2.46 la posicion del sistema principal en el plano de Mohr.

Con una linea recta se une al polo con el punto [0, —(7::)]. Esta linea representa la
direccion del eje X, aunque no se haya decidido todavia su sentido correcto.

Con otra linea recta se une al polo con el punto (0: 7.). Esta linea representa la
direccion del eje Z, aunque tampoco se haya decidido todavia su sentido correcto.

Para decidir el sentido correcto de los ejes del sistema de referencia XZ, se busca que
formen sistema derecho, al mismo tiempo que se pretende centrar en el plano de Mobhr,
lo mas posible, los primeros cuadrantes de ambos sistemas de referencia. La propuesta
anterior pretende que todos obtengan la misma solucion grafica. El centrado de los
primeros cuadrantes se ejemplifica tanto en la figura 2.46 como en la figura 2.47.
Revise en ambas figuras el angulo 6 de desfase entre ambos sistemas de referencia.

T
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FIGURA 2.46. Circunferencia de Mohr generada a partir del cuadrado
diferencial orientado y aplicacion del método del polo fijo
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FIGURA 2.47. Centrado de primeros cuadrantes de ambos sistemas de referencia

2.17.2.1. Forma de obtener los valores de ¢ y 7, actuantes en un plano &

Para obtener graficamente el valor (modulo y signo) de o y 7, actuantes en un plano &
, definido por el versor n, basta con orientar graficamente al versor a partir del polo, en
la misma forma en que esta orientado con respecto al sistema XZ, en la orientacion del
plano definido en el cuadrado diferencial de esfuerzos. La unica condicion es que el
versor elegido (de los dos posibles que tiene el plano) salga del polo para cruzar la
circunferencia. Lo anterior permite decidir cual de los dos sentidos posibles del versor
es el que se elige. El punto que resulta de la interseccion indica graficamente los
valores buscados de o y 7 (Observe la figura 2.49 donde se ve la solucion del ejemplo
2.10). Posteriormente, se puede trazar el plano 6 con su orientacion con respecto al
sistema de referencia original dibujando, con auxilio del sistema de versores mn, el
sentido correcto de estos esfuerzos. Con un ejemplo se ejercitara esto.

2.17.2.2. Forma de definir las direcciones de los esfuerzos principales

Haciendo uso de la solucion grafica, se obtiene el angulo 8 de desfase entre el sistema
de referencia original XZ y el sistema principal I I1l. Después se dibuja un cuadrado
diferencial con caras normales a los ejes principales. Luego se bajan los esfuerzos a las
caras positivas principales y se debe mostrar el sentido correcto de estos esfuerzos,
auxiliandose con el sentido positivo de los ejes principales. Lo expresado
anteriormente se mostrara en el ejemplo 2.10.




2.17.2.3. Forma de definir las direcciones de los esfuerzos cortantes
maximos y su esfuerzo normal asociado

Haciendo uso de la solucion grafica, se pueden introducir dos versores adicionales que salgan
del polo y que apunten, uno hacia el cortante maximo negativo y el esfuerzo normal asociado
(n1) (punto mas bajo de la circunferencia en el plano de Mohr) y otro hacia el cortante maximo
positivo y su esfuerzo normal asociado (#,) (punto mas alto de la circunferencia en el plano de
Mohr). Posteriormente, se puede obtener el angulo de desfase entre estos versores n; y ns (que
por construccion geométrica siempre son ortogonales) y el sistema de referencia XZ. Luego se
dibuja un cuadrado diferencial con caras donde actuan los esfuerzos cortantes maximos,
orientado con respecto al sistema de referencia, reservando la direccion vertical para el eje Z.
Finalmente se pueden indicar alli los sentidos correctos de los esfuerzos cortantes. En el
ejemplo 2.10 se va a operar paso a paso lo que se ha comentado.

EJEMPLO 2.10

Haciendo uso del método del polo fijo del Dr. De La Serna, calcule graficamente lo siguiente,
a partir del cuadrado diferencial de esfuerzos que se muestra en la figura 2.48:

a) Los valores correctos de los esfuerzos o y 7 actuantes en el plano J propuesto.
Posteriormente muestre, en un plano orientado respecto al sistema XZ, los sentidos
correctos de dichos esfuerzos.

b) Los valores correctos de los esfuerzos principales. Luego dibuje un cuadrado
diferencial con orientacion principal, orientado respecto al sistema de referencia XZ.
Indique alli los esfuerzos principales con su sentido correcto.

¢) Los esfuerzos cortantes maximos y su esfuerzo normal asociado. Finalmente dibuje un
cuadrado diferencial orientado respecto al sistema de referencia XZ e indique alli el
sentido correcto de dichos esfuerzos.

50 ‘ 7
X
6,87°
— —.30
(’/ ) (kPa)
L\ 30

| s

FIGURA 2.48. Cuadrado diferencial de esfuerzos del ejemplo 2.10




SOLUCION

A partir del cuadrado diferencial de la figura 2.48 se obtiene el tensor esfuerzo, que en este
caso resulta ser:
30 30
[T;:I = kPa
! 30 =50

El versor del plano & propuesto, debe ser en forma decimal:

n=0,800 0i+0,600 Ok

T

| Z

(=50 30)-

FIGURA 2.49. Obtencion grafica de esfuerzos con el método del polo fijo del ejemplo 2.10

a) En la figura 2.49 se muestra la circunferencia de Mohr, los sentidos correctos de los
sistemas de referencia, el versor correctamente orientado y la solucion, que es:
o =30,00 kPa

y
7=30,00 kPa

En la figura 2.50 se representa el plano 6 orientado respecto al sistema de referencia XZ. Alli
se indican los sentidos correctos de los esfuerzos ya obtenidos graficamente.




o n

&30 pa

= X
N\

7 =30 kPa

\om

FIGURA 2.50. Esfuerzos normal y cortante con sus sentidos correctos

36,87°

b) En la figura 2.51 se muestra de nuevo la misma circunferencia de Mohr. Se observa el
angulo de desfase de los dos sistemas de referencia. Se presentan también los valores
de los esfuerzos principales, que son:

o, = 40,00 kPa

y
o, =— 60,00 kPa

(kPa)T
marl z
|
| g, =40
Polo i o, /
A0 ¢ 20 | 1 o
_ z | (kPa)
o, =— 60 :
| 18,43°
X

FIGURA 2.51. Relacion de sistemas de referencia y valores de esfuerzos principales

En la figura 2.52 se indica la manera en que debe quedar el cuadrado diferencial orientado en
su forma principal, respecto del sistema de referencia XZ. Se observan alli los sentidos




correctos de estos esfuerzos principales al compararlos con el sentido positivo de los ejes I'y
.

o, =— 60\ 1

{]: 40 \1843°

X
— \/ (kPa)
\

FIGURA 2.52. Orientacion de los esfuerzos principales y sus sentidos correctos

¢) En la figura 2.53 se muestra nuevamente la circunferencia solucion, para fines de
calcular los esfuerzos cortantes maximos y el esfuerzo normal asociado. La solucion
grafica reporta:

7. =% 50,00 kPa
y
o,,. =— 10,00 kPa

asoc

En la cara normal al versor n; se debe tener actuando un esfuerzo normal de compresion (por
tener signo negativo) y un esfuerzo cortante con sentido contrario al versor m;, que debe
formar un sistema derecho de versores con el versor n;. El versor n; es normal a esa cara (que
va a ser una de las caras del cuadrado diferencial que muestra donde actia uno de los
esfuerzos cortantes maximos. Vea la figura 2.54.

En la cara normal al versor n, se debe tener actuando al esfuerzo normal asociado, también de
compresion (por tener signo negativo), y un esfuerzo cortante con el mismo sentido del que
debe tener un versor m; que forma un sistema derecho con el versor n,. Conviene siempre
revisar que los sentidos de los esfuerzos cortantes que se dibujan, deben ser en un vértice del
cuadrado, los dos salientes o en su caso entrantes, por equilibrio estatico. Vea de nuevo la
figura 2.54.
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(-10 —50)

FIGURA 2.53. Esfuerzos cortantes maximos y su esfuerzo normal asociado

En la figura 2.54 se muestra un cuadrado diferencial orientado respecto al sistema de
referencia XZ, que presenta las caras donde actfian los esfuerzos cortantes maximos. Se indica
alli los sentidos correctos de los esfuerzos cortantes calculados y su esfuerzo normal asociado,
haciendo uso del sistema de versores derecho mn, para responder a lo que se pidio.

7z

Z
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y

FIGURA 2.54. Orientacion de esfuerzos cortantes maximos y normales asociados con

sentidos correctos




2.18. Relacion entre las soluciones graficas tridimensional y de Analisis
plano

Si partimos de un tensor principal y ordenado de analisis tridimensional, como el que se
muestra en la expresion (2-84):

o 0 0
[77]=| 0 o 0 (2-84)
0 0 o

teoricamente, solo para los casos que cumplen las expresiones (2-42), se puede reducir a la
forma del siguiente tensor:

7 o 0 -
[7;.:|:|:0 Gj (2-109)

Recordemos que en un Analisis plano no se pierde la orientacion tridimensional, por lo que se
debe cumplir con alguna de las dos siguientes condiciones:

a) o, =0, >0,
0 (2-42)

b) o, >0, =0,

Para ejemplificar esta equivalencia se propone el siguiente ejemplo.

EJEMPLOS 2.11

Dado el tensor que se presenta a continuacion, obtenga graficamente el valor de los esfuerzos
0 y T, actuantes en el plano § definido por el versor n.

Ejemplo 2.11.1. Anélisis espacial (tridimensional)

En este caso, el tensor propuesto (principal y ordenado) es:

2.0 0
[7,]=|0 -4 0 |mPa
0 0 -4




y en notacion de Gibbs el versor (asociado) que se propone es:

._\3

w =i 0-L1k
2 2

En este caso, al cumplirse que 0> = 03, se tiene que en la region de Mohr se puede visualizar
como una circunferencia (que en realidad son dos sobrepuestas y una tercera reducida a un
punto en el extremo izquierdo).

En la figura 2.55 se muestra la circunferencia y la solucion grafica tridimensional. En la
misma figura se muestran los resultados. Observe que se tienen dos puntos solucion, por lo
que recordemos no es posible expresar al cortante con un solo signo. La solucién es en este
caso:

0 ~0,49 MPa

y
7=+ 2,59 MPa

(MPa) ;l'

30°

7=+ 2,59 MPa

FIGURA 2.55. Solucién grafica tridimensional de Mohr del ejemplo 2.11.1




Ejemplo 2.11.2. Andlisis plano con el método del polo fijo

El tensor equivalente de Analisis plano, deducido del tensor tridimensional principal y
ordenado y sin colocar el asterisco, en este caso debe ser:

(1], |

El versor equivalente se deduce del versor tridimensional, que tiene una componente igual a
cero en direccion del eje ¥, reduciéndolo para este caso a:

NEO

n=—-1i—-—-k
2 2

En la figura 2.56 se muestra la solucion, haciendo uso del método del polo fijo. En la misma
figura se muestran los valores calculados graficamente. Observe que en este caso si es posible
expresar al esfuerzo cortante con signo tnico:

o = 0,49 MPa

y

7T=-—2,59 MPa
mrl pa) T

VA

Polo fijo /

5 3 -2 -1 1 X J (MPa)

0, =2

o, =—4 30°
“— (0,49 -2,59)
60° n
o= 0,49 MPa
7=-2,59 MPa

FIGURA 2.56. Solucion grafica del ejemplo 2.11.2 en Analisis plano y con el método del polo fijo

Se recomienda comparar cuidadosamente las figuras 2.55 y 2.56 y apreciar sus diferencias.




2.19. Descomposicion de un tensor esfuerzo en sus partes esférica y
desviadora

Un tensor esfuerzo, en analisis tridimensional (espacial), se puede descomponer en una parte
esférica y en otra desviadora. En teoria de esfuerzos se sabe que la parte esférica esta asociada
a la deformacion volumétrica del material que se analiza. La misma teoria nos dice que la
parte desviadora esta asociada al cambio de forma del material. A la parte esférica se le llama
también isotropa u octaédrica. Siempre se debe cumplir que la suma de estas dos componentes
desarticuladas, tiene que ser igual al tensor original de partida.

Vamos a partir entonces de un tensor original, definido en su forma general por la expresion
(2-19):

O-x Tyx zx
I:TZJ:I = TXJ’ y TZJ’ (2-19)
sz Tyz O.z

Recordemos coémo se obtiene el esfuerzo normal octaédrico y su valor, en funcién de los
esfuerzos normales (o principales), realizando la suma de la diagonal principal de cualquiera
de este tipo de tensor y dividiendo entre tres (se puede concebir también como el promedio).
También se puede definir en funcién del primer invariante del tensor esfuerzo:

_@+%+@:q+q+q I

o, = =— 2-59
: 3 3 3 (2-59)
La parte esférica se puede conformar de la siguiente forma:
o, O 0
[1°]=| 0 o, © (2-110)
0 0 o

oct

Se va a demostrar que el primer invariante de este tensor esférico tiene que ser igual al primer
invariante del tensor original (el que no se ha descompuesto en sus partes), a partir de
interpretar la ecuacion (2-59).

I° =36,,=06,+0,+0=1 (2-111)

La parte (o componente) desviadora se define como aquella que se obtiene al restar el valor
del esfuerzo octaédrico a todos los esfuerzos normales sobre la diagonal principal del tensor
esfuerzo original, tomando la forma de la ecuacion (2-112).




[TJ} =l 7, (0,-0.) 7, (2-112)
sz 7‘-yz (O-z - O-oct )

Se puede también demostrar que, el primer invariante de este tensor desviador ( 7, ), siempre

debe valer cero, como se va a verificar en el ejemplo 2.12. Para la demostracién se debe
interpretar de otra manera lo que nos dice la ecuacion (2-59) y lo expresado ya en la ecuacion
(2-111), obteniéndose la ecuacion (2-113):

Il,z(o-x_o-oct)-l-(o-y _O-oct)+(o-z - oct)=

(2-113)
= 3o-oct _3o-oct = O

Como ya se comento, siempre se debe cumplir que:

[7,]=[71+[7/ ] (2-114)

Del tensor desviador se puede decir también que, si se calculan las direcciones de los versores
en direccion principal, deben ser iguales a los que se obtienen partiendo del tensor original. Lo
anterior es asi porque no es posible asignar un sistema de referencia principal a la componente
esférica. Los ejes principales se pueden fijar para esfuerzos principales diferentes.
Recordemos que para las condiciones de andlisis plano, al ser iguales dos esfuerzos
principales, no se les puede asignar direccion Unica, solo se puede calcular entonces una sola
direccion (la del esfuerzo principal diferente).

EJEMPLO 2.12

Haciendo uso del tensor original que se propone, calcule sus componentes esférica y
desviadora.

SOLUCION

El tensor original que se propone es:

7 -5 3
[T,]=|-5 3 1|MPa
301 2

Calculamos ahora el primer invariante de este tensor, sabiendo que el esfuerzo normal
octaédrico debe ser un tercio de este valor:




l,=0,+0,+0.=7+3+2MPa=12 MPa

Por lo que el esfuerzo octaédrico resulta ser:

o = 12MP_y\ipy
3
El tensor esférico queda entonces:
4 00
[7,°]=|0 4 0| MPa
0 0 4

Como ya se ha demostrado, el primer invariante de este nuevo tensor debe ser igual al primer
invariante del tensor original:

I/ =4+4+4=12MPa

Calculamos ahora el tensor desviador como sigue:

(7-4) -5 3 3 -5 3
[Tij’}: -5 (3-4) 1 |MPa=|-5 -1 1 |MPa
3 1 (2-4) 301 =2

Si calculamos ahora el primer invariante de este componente que también llamamos tensor
desviador, se debe verificar que tiene valor nulo:

Il,=3 MPa —1 MPa -2 MPa =0 MPa

Para fines de comprobacion, ahora se suman la parte esférica y la parte desviadora para
integrar de nuevo al tensor original de partida, como se muestra abajo:

40 0 353 7 -5 3
[1;1."]+[T,.j’}: 0 4 0|MPa+|-5 -1 1 |MPa=[T,]=|-5 3 1|MPa
00 4 301 =2 301 2

Como se ha podido apreciar a lo largo de este texto, las herramientas utilizadas permiten
operar en una forma sencilla y accesible, lo que en textos viejos se presentaba con un enfoque
escalar de una forma que se antoja inadecuadamente extensa. Lo anterior parece ahora
absurdamente complicado a la luz de herramientas nuevas como las que aqui se han utilizado.
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3. ESTADO DE DEFORMACION

- 3.1. Introduccion 1

En este tema se introduce al analisis de deformaciones con base en configuraciones. Se inicia
con Anadlisis plano de deformaciones por razones didacticas, posteriormente se pasa al analisis
tridimensional de deformaciones que es el caso general. Se propone en este tema, por razones
de simplificacion, hacer uso de un andlisis en el primer cuadrante para analisis plano y hacer
uso de un andlisis de primer octante para andlisis espacial. En los ejemplos se muestran

soluciones analitico-tensoriales y se presenta también como debe ser la solucion grafica,
haciendo uso del plano de Mohr para deformaciones. Finalmente se presenta el analisis de
deformaciones utilizando rosetas en lo que seria estrictamente un analisis de Estado plano de
deformaciones valido para deformaciones de placas.
3

- 3.2. Tensor incremental de esfuerzo

En este tema de Estado de deformacion, se debe comentar que a diferencia de lo visto en el

capitulo anterior, se tiene que, asociado al estado de deformacion, se encuentra el llamado

tensor incremental de esfuerzo. Lo anterior implica que antes de analizar una deformacion, se

tiene en el andlisis de un cuerpo, un estado de esfuerzo inicial asignable por ejemplo al centro 4
de volumen, que se puede escribir como:

O-x X zx
[1,]=|7, o =, (3-1)
sz Tyz O-zl. 5

El tensor incremental de esfuerzo (que es el responsable de generar las deformaciones que se
analizan, bajo cierta o ciertas acciones) se puede escribir como:

Ao, Ar, At

[AT,]=|A7, Ao, Ar, (3-2) g
Az, Az, Ao,

Si al tensor esfuerzo inicial se le suma el tensor esfuerzo incremental, se obtiene el tensor
esfuerzo final, como se observa a continuacion en forma compacta.

[7:‘1]/ =[7,] +[a7; ] (-3)
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Lo mismo que se expresa en la ecuacion (3-3), pero en forma expandida, se puede escribir
como:

o, 7, T, o, T, T, Ao, Ar, A7,
z, o, 7,| =\, o, 7,|+|Ar, Ao, Ar,
T. 7. O] |T. T. O.] Az, A7, Ao,

3.3. Componentes del estado cinematico de un cuerpo deformable

Recordemos que antes se comentd sobre el estado energético de un cuerpo, el cual en forma
general puede estar compuesto por:

a. Un estado de esfuerzo
b. Un estado cinematico

c. Un estado de energia interna

El estado cinematico esta compuesto por:
b.1. Una traslacion
b.2. Una rotacion

b.3. Una deformacion

La deformacion se divide en dos partes:

b.3.1. Deformacion lineal (unitaria)

b.3.2. Deformacion angular (o bajo otro concepto: distorsion)

Se prefiere utilizar en problemas de Ingenieria a la distorsion en lugar de la deformacion
angular, ya que al igual que la deformacion unitaria se puede definir bajo una concepcion
adimensional, como se vera mas adelante. La deformacion angular es costumbre expresarla en
radianes en otros problemas analizados por la mecénica.




3.4. Manejo de configuraciones para analisis de deformaciones

Modernamente se hace uso de configuraciones geométricas que muestran la forma de un
cuerpo en el espacio o visto en el plano, antes de una deformacion (configuracion inicial) y
después de una deformacion (su configuracion final). Con base en el andlisis de las
configuraciones, después de cumplir ciertos requisitos, es posible generar el tensor
deformacion que también debe ser simétrico. Posteriormente se puede, como se verd en el
tema de Elasticidad lineal, relacionar al tensor incremento de esfuerzo con el tensor
deformacion, o viceversa, por medio de las ecuaciones constitutivas que se acepta pueden
modelar el comportamiento de un cierto material real (p. ¢j.: el acero, el concreto y las rocas).
En un anilisis espacial, el tensor deformacion debe tener la forma de una matriz de 3 x 3.

Por razones didacticas, vamos a iniciar el tema de estado de deformacion dentro de lo que
podemos llamar Analisis plano de deformaciones (con configuraciones en el plano). En este
caso particular, el tensor deformacion se debe representar con la forma de una matriz de 2 x 2.
Posteriormente, se desea llegar al andlisis tridimensional de deformaciones con un manejo de
configuraciones en el espacio.

Como una analogia de lo antes visto en el tema de Estado de esfuerzo, también en este tema de
Estado de deformacion se cumple que existen deformaciones lineales unitarias principales (asi
como existen esfuerzos normales principales). En el espacio se tiene que:

&, deformacion principal mayor (lineal unitaria)
& , deformacion principal intermedia
&, deformacion principal menor

Con acuerdo a lo antes dicho y como analogia a lo visto en el estado de esfuerzo (ecs. 2-42),
en el Anadlisis plano de deformaciones se debe cumplir alguna de las dos condiciones
siguientes:

a) E = & > &
o (andlogas a ecs. 2-42)
b) E > & = &

Unicamente si se cumple con alguna de las dos condiciones citadas, se puede realizar un
Andlisis plano, que como fenémeno geométrico condicionado a un plano no pierde la
posibilidad de ser interpretado en tres dimensiones (en el espacio).

Modernamente el analisis de deformaciones se realiza haciendo uso primeramente de las
configuraciones de cuerpo, bajo la suposicion de deformaciones infinitesimales, lo que
permite hacer uso del mismo sistema de referencia para la configuracion inicial y para la
configuracion final o deformada. Para realizar el analisis de configuraciones, con el fin de
analizar la deformacion, es requisito el haber eliminado antes la traslacién y la rotacion del
cuerpo.




Con la intenciéon de hacer una introduccion en el manejo de estos conceptos, se propone
analizar tres casos de interés que son: a) Deformacion volumétrica pura, b) Deformacion
desviadora pura y ¢) Mezcla de deformacion volumétrica y deformacion desviadora. La
convencion que se va a utilizar en este texto para el manejo de las configuraciones, hace uso
de lineas discontinuas para modelar un cuerpo en configuracion inicial (antes de la
deformacion) y de lineas continuas para modelar al mismo cuerpo en su configuracion final
(ya deformado).

En cada caso se debe manejar una configuracion inicial (que como dijimos se muestra con
lineas discontinuas) que representa la geometria del cuerpo, antes de que se apliquen los
incrementos de fuerza que provocan deformacion. Antes de buscar medir el fenomeno de
deformacion, se debe poder conocer los esfuerzos iniciales que se ignoran posteriormente al
hacer el analisis de la deformacion. Para el andlisis de la deformacion, se aplica un estado de
fuerzas incrementales que supondremos se mantiene constante y es entonces cuando se miden
las deformaciones del cuerpo. La configuracion final (que se muestra con lineas continuas)
representa la geometria del cuerpo deformado. Para poder generar un tensor deformacion
correcto (que cumpla con ser simétrico) se debe proceder a eliminar previamente una posible
traslacion y también una posible rotacion. La traslacion se elimina sobreponiendo los centros
de volumen (o de area en Analisis plano) de ambas configuraciones, con el origen del sistema
de referencia. La rotacion se elimina igualando el valor de la distorsion, a partir de los ejes X'y
Z en Analisis plano. En forma andloga a lo que hicimos en estado de esfuerzo, para el Andlisis
plano de deformaciones haremos uso del sistema de referencia XZ.

3.5. Tipos de deformacion mas comunes

3.5.a. Deformacion volumétrica pura (sin deformacion desviadora)
(producto de tension o compresion isotropas o isotropicas).

En la figura 3.1 se muestra en el espacio un cuerpo que se comporta como un material
deformable que supondremos para su configuracion inicial con forma cubica.

FIGURA 3.1. Configuraciones de cuerpo cubicas antes y después de deformarse




En su configuracion final (lineas continuas) se observa que al cuerpo deformado se le sigue
reconociendo con una forma ctibica. Lo anterior nos permite ver que el cuerpo no ha cambiado
de forma al sufrir la deformacién (era un cubo y al deformarse se le reconoce también como
un cubo, pero ahora con un volumen menor). Solo ha cambiado de volumen, no de forma. En
la figura 3.2 se muestra el mismo cuerpo, pero visualizado en la direccion del eje ¥y
analizado en el plano XZ (Analisis plano).

z

X

FIGURA 3.2. Modelacion en Analisis plano de las mismas configuraciones de la figura 3.1

En este caso se visualiza un cuadrado (que representa a un cubo) en configuracion inicial y al
deformarse se ve la configuracion de un cuadrado de menores dimensiones. Se puede observar
que ha disminuido de area (o de volumen) por efecto de una compresion isotropica. Se acepta
que el cuerpo cambid de area, pero se sigue reconociendo como un cuadrado (no cambi6 de
forma). Para colocar las configuraciones en condicion de poder ser analizadas, la traslacion se
corrige sobreponiendo el centro de area de ambas configuraciones (cuadrados en Analisis
plano). En la figura 3.3 se muestran las configuraciones inicial y final de este cuerpo,
colocando los centros de area en la posicion del origen del sistema de referencia cartesiano.

FIGURA 3.3. Deformacion volumétrica pura habiendo eliminado la traslacion




Observe en la figura anterior que en la misma direccion del versor n; se tienen los puntos
vértice de ambas configuraciones en el primer cuadrante (lo anterior muestra que en un
analisis, en la direccion de ese versor, no se presenta distorsion). Se puede ver por las figuras
3.2 y 3.3 que, en este caso, al pasar de la configuracion de cuerpo inicial a la final, no se
presento una rotacion que se tuviera que corregir.

Aprovechando las configuraciones que se muestran en la figura 3.3 comentaremos que, para el
analisis que se propone, se debe aceptar que cualquier punto que fuera definido por el cruce de
un versor sobre la configuracion inicial, tiene un punto correspondiente en la configuracion
final. Lo anterior implica que se debe aceptar que el nimero de puntos que conforman un lado
del cuadrado en la configuracion inicial, debe ser el mismo niimero de puntos que tiene el lado
correspondiente del cuadrado en su configuracion final.

Es importante aqui presentar tres ideas relevantes en forma de postulado, que no las vamos a
demostrar en este texto, y que son:

POSTULADO 1. Cualquier punto analizado en una configuraciéon inicial, tiene su
correspondiente en configuracion final. Con la misma légica se puede inferir que también
cualquier punto de configuracion final, tiene su correspondiente en la configuracion inicial.

POSTULADO 2. Un punto de analisis en configuracion inicial se definira por el cruce de un
versor con la configuracion inicial. La direccion del andlisis de la deformacion serd la que
marca este versor. Lo anterior implica que el sistema de referencia siempre esta asociado a la
configuracion inicial y nunca a la configuracion final.

POSTULADO 3. Se acepta que el paso de una configuracion inicial a una configuracion
final, se realiza con acuerdo al principio de proporcionalidad lineal, es decir, un punto que se
marcara con cierta posicion en un lado del cuerpo en configuracion inicial, por ejemplo, a la
mitad de un lado aparecerda en la configuracion final también a la mitad del lado
correspondiente en configuracion final. Esta proporcionalidad lineal se garantiza con las
llamadas ecuaciones de compatibilidad, que presuponen haber eliminado la traslacion y la
rotacion (para dar pie a generar un tensor simétrico).

Se puede demostrar que, en este caso de deformacion volumétrica pura en Analisis plano
(figura 3.3) se cumple que cualquier versor que se proponga en el plano XZ para definir una
direccion de analisis y el paso de un punto de configuracion inicial a su correspondiente en
configuracion final, no registra distorsion (el punto final no se ubica fuera de la direccion de
analisis).

Al vector que une a un punto de partida en la configuracion inicial de cuerpo con su
correspondiente punto de llegada en la configuracién final, se define como vector
desplazamiento. Se puede demostrar, para el caso que estamos analizando, que el patron para
todos los posibles vectores desplazamiento es del tipo radial (observe de nuevo la figura 3.3).




3.5.b. Deformacion desviadora pura (sin deformacion volumétrica) (producto de
fuerzas que producen esfuerzos cortantes incrementales, sin la presencia de
esfuerzos normales incrementales).

En la figura 3.4 se muestra en el espacio un cubo que representa un cuerpo deformable. Se

observa también en la figura 3.4 que, al deformarse, se ha producido una distorsion al percibir
que se ha despegado la cara que tocaba antes al plano YZ.
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FIGURA 3.4. Cuerpo inicialmente ctbico que se distorsiona al deformarse

En la figura 3.5 se muestra el mismo cuerpo de la figura 3.4, pero visto de perfil para poder
hacer un Analisis plano con su configuracion final, distorsionada por efecto de una fuerza
cortante que genera esfuerzos cortantes incrementales puros, actuando en el plano de analisis.

l:Ax

X

FIGURA 3.5. Configuraciones en AnAlisis plano del cuerpo modelado en la figura 3.4

Se va a definir el concepto de distorsion, haciendo uso de los datos que se muestran en la
figura 3.5, en un abatimiento que va de una cara que tenia la misma direccion del eje Z al rotar
y acercarse hacia la direccion del eje X. De modo que se define como distorsion, con base en
datos de la figura 3.5, a la relacion:




Ax
z,

1

Vo = (3-4)

Los subindices “zx” expresan que una cara que tenia direccion Z se acerca ahora a la direccion
del eje X. En este texto, para la distorsion en lugar de la literal ““ y  gamma, haremos uso de
la literal “ g ” que debe ser la mitad de gamma, para hacer la correccion de la rotacion:

7. 1 Ax
=i=— = — 3‘5
8==7 27zx 2. (3-5)

i

Para eliminar la rotacion, se debe conseguir tener una distorsion ““ g ” igual desde una cara en
el eje Z hacia el X, como la que se debe tener desde el eje X hacia el eje Z. De modo que al
eliminar la rotacion, se van a tener como distorsiones a dos que tienen el mismo valor. Aqui ya
se prefigura que cuando se forme el tensor deformacion también debe de cumplir con ser
simétrico. Con acuerdo a esto se debe cumplir con:

2.=¢. (3-6)

En la misma figura 3.5 se observa el centro de area de la configuracion inicial y el de la
configuracion final separados. El vector que une al centro de area inicial con el centro de area
final se define como vector traslacion. En la figura 3.6 se muestran las configuraciones inicial
y final. La inicial, como un cuadrado que representa a un cubo. A la configuracion final, se le
muestra habiendo eliminado la traslacion, al sobreponer su centro de area con el centro de area
de la configuracion inicial y estos, en el origen del sistema de referencia.

FIGURA 3.6. Configuraciones habiendo eliminado traslacion y rotacion

Observe que para eliminar la rotacion, se gira en el sentido de revertir la rotacion original,
pero solo aproximadamente a la mitad de la que se ha producido bajo el concepto de distorsion
“y”. La configuracion final en este caso ha tomado la forma de un rombo. Al haber eliminado
la traslacion y la rotacion, se tienen las configuraciones en la condicion requerida para hacer
un Analisis plano de deformaciones. En la figura 3.6 se observa un versor (con subindice “1”)
que sale del origen del plano XZ, pero como este se puede proponer un niimero infinito.




3.5.c. Deformacion volumétrica y deformacion desviadora simultaneas (mezcla de los
casos 3.5.ay 3.5.b).

En la figura 3.7 se muestra, en configuracion inicial en el espacio, un cubo que representa un
cuerpo deformable. Se observa también en la figura 3.7, como configuracion final, un cuboide
con una planta cuadrada en el plano XY y rectangulos iguales en los planos XZ'y YZ.
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FIGURA 3.7. Cuerpo originalmente cubico convertido después en cuboide

Lo que originalmente era un cuerpo cubico (configuracion inicial), ahora no se reconoce como
tal (configuracion final), por lo que se puede decir que el cuerpo ha cambiado de forma. Se
observa también que ha disminuido su volumen porque su dimension vertical se muestra
disminuida. Las mismas configuraciones descritas en forma espacial en la figura 3.7, se
muestran para su estudio en Analisis plano en la figura 3.8, ahora en el plano XZ.
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FIGURA 3.8. Configuraciones en Andlisis plano del cuerpo modelado en la figura 3.7

En este caso no se ha producido una rotacion, solo una traslacion, al comparar el centro de
area de las configuraciones inicial y final de la figura 3.8. Al eliminar la traslacion en este
caso, las configuraciones que permiten realizar un Analisis plano se muestran en la figura 3.9,
sobreponiendo centros de area con el origen del sistema de referencia.




FIGURA 3.9. Configuraciones de cuerpo del caso 3.5.c. habiendo eliminado la traslacion

Se debe entender que las configuraciones, con fines de analisis de un cuerpo que se deforma,
se van a deducir a partir de datos de deformacioén que se miden en un laboratorio de pruebas de
materiales. Para el analisis de deformaciones se utiliza el tipo de probetas de materiales que
utilizan los ingenieros, también para fines de andlisis de resistencia. En ingenieria civil las
probetas pueden ser de acero, concreto y rocas como materiales poco deformables, desde el
punto de vista de los esfuerzos que se aplican en obras de esta rama de la ingenieria. La forma
de las probetas de materiales que se prueban en los laboratorios de ingenieria civil, son
normalmente cilindros o cuboides (paralelepipedos rectangulares). Con datos de una prueba,
siempre debera ser posible modelar las configuraciones (inicial y final) tanto en analisis
espacial (tridimensional) como en Analisis plano.

En este texto se propone, para fines didacticos, analizar las configuraciones de cuerpo en el
primer cuadrante en un Andlisis plano y en el primer octante en un andlisis espacial,
considerando que lo que sucede en un cuadrante o en un octante, al haber eliminado la
rotacion, es proporcional a lo que sucede a todo el cuerpo. Observe en la figura 3.10 analogas
configuraciones de cuerpo del primer cuadrante de la figura 3.9.
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FIGURA 3.10. Configuraciones en primer cuadrante del cuerpo de la figura 3.9




Esta configuracion es proporcional a lo que resulta de colocar las configuraciones de cuerpo
completas, pero situadas en el primer cuadrante. Vea la proporcionalidad lineal en direccion
vertical en el primer cuadrante de la figura 3.10 y en el primer cuadrante de la figura 3.8.

Esta forma de proceder es valida, ya que queremos llegar a modelar un tensor deformacion
(con deformaciones unitarias y distorsiones) con elementos adimensionales, que no dependen
de la escala de la configuracion de partida. En este texto, también por razones didacticas,
modelaremos las configuraciones iniciales en Analisis plano, como cuadrados o rectangulos.
A las configuraciones finales las modelaremos, en Analisis plano, como cuadrados,
rectangulos, rombos y romboides (todos paralelogramos). En andlisis espacial se modelaran
las configuraciones iniciales como cubos y paralelepipedos rectangulares (cuboides) y cubos,
ortoedros y paralelepipedos (también con caras paralelas) para las configuraciones finales. En
las figuras 3.9 y 3.10 se muestra solo un versor de los infinitamente posibles.

3.6. Vectores desplazamiento

En la figura 3.11 se muestran configuraciones inicial y final de un cuerpo, con deformaciones
extremadamente exageradas para cumplir con fines didacticos. Se muestran dos vectores
desplazamiento (U™) del numero infinito de estos, que unen a un punto de la configuracion
inicial definido por el punto de cruce del versor con la configuraciéon inicial y su punto
correspondiente en la configuracion final. En la figura 3.11 el subindice “4c ” en el vector
desplazamiento, expresa que se obtuvo de un andlisis que toma en cuenta cuatro cuadrantes.
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FIGURA 3.11. Configuraciones de cuerpo utilizando los cuatro cuadrantes

En un andlisis de configuraciones usando los cuatro cuadrantes (como en la figura 3.11), se
acepta que existe un numero infinito de versores en el cruce de cada uno de ellos con la
configuracion inicial, se define el arranque de un vector desplazamiento. De lo anterior se
deduce que, al plantear las configuraciones, inicial y final, en un andlisis utilizando los cuatro
cuadrantes, se debe aceptar que se generan un niimero infinito de vectores desplazamiento (los
cuales conforman el campo particular de los vectores desplazamiento de este particular Estado
de deformacién). En la figura 3.11 se muestra un versor n; que apunta al punto vértice de la




configuraciéon inicial que se ubica en el primer cuadrante. Observe que el vector
desplazamiento asociado a este versor (n;) va del punto vértice de configuracion inicial al
punto vértice de la configuracion final. Observe también que la direccion del vector
desplazamiento U™, es muy diferente de la direccion del versor al que esta asociado.

Se debe aceptar, con base en el postulado 1 del apartado 3.5, que todo punto en configuracién
inicial tiene su correspondiente en configuracion final. Ademas, se debe partir de la idea de
que el punto correspondiente en configuracion final esta ubicado en su posicion con acuerdo a
una proporcionalidad lineal en la deformacion. En este orden de ideas, observe como el versor
n; de la figura 3.11cruza al lado normal al sentido positivo del eje X en el cuarto cuadrante, a
la mitad entre el eje X'y el punto vértice inferior derecho a la configuracion inicial. Vea que el
punto correspondiente en configuracion final también se encuentra a la mitad en el desarrollo
del lado correspondiente que va del eje X al punto vértice inferior derecho de la configuracion
final. Que asi suceda nos muestra claramente que el fenomeno de deformacion lo estamos
presuponiendo con una proporcionalidad lineal.

3.7. Deformaciones pequefias y notacion ingenieril

En este punto conviene comentar que el analisis de deformaciones que se ha estado
comentando, desde el punto de aplicacion a problemas de ingenieria civil, solamente es valido
para la: Teoria de deformacion infinitesimal (también llamada Teoria de pequerias
deformaciones). Para cumplir con esta teoria se deben aceptar las siguientes suposiciones:

3.7.1. Los desplazamientos son muy pequeios frente a las dimensiones del medio
continuo que se analiza.

3.7.2. Los gradientes de los desplazamientos son muy pequefios (infinitesimales).

Aunque no vamos a profundizar en la teoria de deformaciones, tal como se estudia desde el
punto de vista cientifico, baste decir sin afan de profundizar, que bajo las suposiciones de
deformacion infinitesimal, los tensores material y espacial de deformacion coinciden y
colapsan en el llamado tensor de deformacion infinitesimal, el cual es usado profusamente en
aplicaciones de ingenieria. Baste también decir que bajo la suposicion de deformaciones
infinitesimales, podemos introducir un unico sistema de referencia que auxilia tanto a la
configuracion inicial como a la final. Bajo la suposicion de deformaciones pequeiias, el
problema de deformacion de un cuerpo se reduce a un problema exclusivamente geométrico.

Este momento es oportuno para comentar que hay una gran tradicion en ingenieria para usar
una muy particular denominacién para las componentes del tensor de deformacion
infinitesimal, por lo que existe una notacion ingenieril que se sale de los canones de la llamada
notacion cientifica, que generalmente se usa en Mecanica del Medio Continuo. En este texto
se van a usar la literal griega épsilon (¢ ) para denominar las deformaciones unitarias
longitudinales (lineales), y la literal latina gé ( g ) para denominar las distorsiones (o también




llamadas deformaciones tangenciales, transversales o de cizalladura). En algin calculo
particular de ingenieria, como licencia especial, se podria aceptar suponer una deformacion
como infinitesimal, aunque la deformacion real no lo sea en forma estricta.

3.8. Configuraciones en primer cuadrante

De aqui en adelante, inicamente haremos un manejo de primer cuadrante para el Analisis
plano de configuraciones. Bajo esta consideracion se puede demostrar que lo Unico que nos
debe preocupar es eliminar la rotacion. Con acuerdo a esto se van a colocar las
configuraciones iniciales con formas de cuadrado o rectdngulo, con el punto vértice inferior
izquierdo sobrepuesto al origen del sistema de referencia. En la figura 3.12 se muestran en el
primer cuadrante las configuraciones que se plantearon para definir una deformacion
volumétrica pura (caso 3.5.a).
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FIGURA 3.12. Configuraciones de cuerpo situadas en el primer cuadrante para su analisis

Se observa en esa figura 3.12 a dos versores (n; y n2) y sus vectores desplazamiento asociados
(U(’”) ey U("Z)Ic). En este caso el subindice del vector desplazamiento “/c ” expresa que este
vector se obtuvo de un andlisis de primer cuadrante. Vea que para este caso particular los
vectores desplazamiento tienen la misma direccion de los versores, pero con sentido contrario.
Se puede ver, en esta situacion especial, un patron radial para los vectores desplazamiento
(todos apuntan al origen del sistema de referencia).

En la figura 3.13 se muestran, en primer cuadrante, las configuraciones del caso de
deformacion desviadora pura (caso 3.5.b).
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FIGURA 3.13. Configuraciones de cuerpo en primer cuadrante en deformacion desviadora pura

Observe que tnicamente se ha eliminado la rotacion al tener igual distancia entre los puntos 4
y A’y los puntos C y C’, ya que los centros de area se encuentran separados y se percibe
claramente una traslacion en direccion del versor n;. Al colocar configuraciones en el primer
cuadrante, nos debe preocupar el unir el vértice inferior izquierdo de ambas configuraciones
con el origen del sistema de referencia. En este caso, un versor a 45° entre los sentidos
positivos de los ejes X y Z (n;) cruza los puntos vértice By B’ de ambas configuraciones, lo
que muestra que en esa direccion no se presenta distorsion al producirse la deformacion.

En la figura 3.14 se muestran, en primer cuadrante, las configuraciones del caso 3.5.c que se
vio antes (mezcla de deformaciones volumétrica y desviadora).
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FIGURA 3.14. Configuraciones de cuerpo en primer cuadrante para el caso 3.5.c

Se puede ver que en este caso no hay rotacion que se deba corregir. Se observa también un
versor que apunta, con fines didacticos, a la mitad del desarrollo de la cara superior del cuerpo




en configuracion inicial (n;) y el vector desplazamiento asociado obtenido de un analisis de
primer cuadrante.

A continuaciéon se comentan las bases para formar el tensor deformacion, a partir de la
informacion que nos aportan las configuraciones. En este texto haremos uso de la siguiente
notacion para deducir el vector desplazamiento asociado a alguno de los ejes del sistema de
referencia, tomando como apoyo los puntos vértice de los paralelogramos que usaremos para
modelar un cuerpo en configuracion inicial en andlisis plano de deformaciones. Llamaremos
punto 4 de la configuracion inicial a aquel que coincide con el punto vértice inferior derecho y
que se encuentra sobre el eje X. El punto 4~ corresponde al mismo vértice, pero ahora en la
configuracioén final. Vea de nuevo la figura 3.13. En forma andloga llamaremos punto C de
configuracion inicial al que se tiene en el vértice superior izquierdo y que se encuentra sobre el
eje Z. El punto C”es el mismo vértice, pero ahora en la configuracion final. Vea de nuevo la
figura 3.13. Usaremos en este texto, unicamente en Analisis plano, a la literal B para definir el
unico punto vértice que no esta ni en el origen ni sobre alguno de los ejes del sistema de
referencia (no confundir con lo que en analisis espacial sera el punto asociado al eje ¥). En la
misma figura 3.13 se observa el punto vértice B en la configuracion final.

3.9. Deformacion, deformacion unitaria, vector desplazamiento y vector
deformacion

Recordemos ahora conceptos elementales vistos en la introduccion de este texto. En la figura
3.15 se muestra, en analisis unidimensional, la longitud inicial (que puede ser, por ejemplo, de
una barra de cierto material) (L; ), pero ahora asociada a una cierta direccion definida por la
direccion de un versor n;.

FIGURA 3.15. Conceptos de longitud inicial y deformacion longitudinal

Se muestra también en la misma figura una cierta deformacién que se produjo en la misma
direccion del versor antes citado, que definimos con la letra delta y que podriamos llamar
también deformacion longitudinal (& ), definida en la misma direccion del versor n;, como se




muestra en la figura 3.15. Ahora bien, si se dividen todas las dimensiones de la figura 3.15
entre la longitud inicial, se llega a la representacion de la figura 3.16.

FIGURA 3.16. Longitud unitaria adimensional y deformacion lineal unitaria

Ahora se tiene una longitud unitaria adimensional donde antes estaba la longitud inicial y una
deformacion lineal unitaria (exclusivamente longitudinal) donde estaba la deformacion. Se
puede manejar el mismo fenémeno en forma escalar, porque la direccion del alargamiento es
la misma de la longitud inicial. Se define ahora, con mayor rigor, el concepto de vector
desplazamiento, que no necesariamente esta obligado a tener la misma direccion de la longitud
inicial y de la direccion marcada como direccion de analisis. En la figura 3.17 se muestra la
posibilidad de sustituir la deformacion longitudinal por el concepto de vector desplazamiento

U ("‘)), aunque todavia no buscamos que tenga una direccion diferente de la longitud inicial.

FIGURA 3.17. La deformacion vista ahora como un vector (vector desplazamiento)

Respetando el compromiso de iniciarnos en estos conceptos dentro del llamado Anaélisis plano,
en la figura 3.18 se puede observar un vector desplazamiento que tiene una direccion diferente
a la de la longitud inicial.




FIGURA 3.18. Vector desplazamiento general y sus componentes en analisis plano

En esta misma figura se puede ver el sistema de referencia que usamos en Analisis plano en
este texto (XZ) y el sistema de versores auxiliares derecho, el cual se ha recomendado usar
también en este curso (mn) para este caso particular. En la misma figura 3.18 se pueden ver
las componentes escalares del vector desplazamiento, que vienen a ser los catetos de un
triangulo rectangulo y que son la componente deformacion longitudinal y la componente
deformacion transversal (a la direccion de andlisis). En esa figura, ahora se asocian estas
componentes a la direccion de analisis definida por el versor n;. Se muestra también en la
figura 3.18 que existe un punto inicial de arranque del vector desplazamiento (P;) en la
configuracion inicial y un punto final de llegada del mismo vector desplazamiento (Pr) en la
configuracién final. Aunque nuestro analisis se va a restringir a las llamadas deformaciones
pequerias, se advierte que en los esquemas de las figuras 3.15, 3.16, 3.17 y 3.18 las
deformaciones se han exagerado con fines exclusivamente didacticos. Apoyados de nuevo en
la figura 3.18, se puede decir que cuando la direccion del vector desplazamiento es diferente
de la direccion de la longitud inicial, en el fendmeno de deformacion se ha producido una
distorsion asociada a esa direccion que mas adelante definiremos en su acepcion adimensional.

En un ejercicio andlogo al realizado con anterioridad, dividiremos ahora el esquema de la
figura 3.18 entre la longitud inicial, para generar ahora el esquema de la figura 3.19. Bajo esta
forma de operar se puede ver que lo que antes era el vector desplazamiento, se ha convertido
en lo que se define ahora como el vector deformacidn, asociado también a la direccion del
Versor n;.
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FIGURA 3.19. Vector deformacion general y sus componentes escalares en Andlisis plano
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En la misma figura 3.19 se puede ver que lo que antes era la deformacion longitudinal ahora se
ha convertido en la deformacion unitaria longitudinal (¢ ). Finalmente, lo que antes era la
deformacion transversal asociada a la direccion del versor n; se ha convertido en la distorsion
(g). Se debe entender que el vector deformacién (D) también tiene un punto de arranque
inicial y un punto de llegada final, aunque al haber dividido todo el esquema entre la longitud
inicial, no son los mismos puntos que se habian definido para el vector desplazamiento. Otro
comentario respecto de la figura 3.19 tiene que ver, con analogia a lo antes visto en Estado de
esfuerzo, que aunque la deformacion lineal unitaria (£ ) y la distorsion (g ) son escalares, se

les impone un sentido que queda definido por el signo asociado al valor escalar. En la misma
figura se puede observar que la deformacion unitaria alli mostrada es positiva porque su
desarrollo tiene el mismo sentido del versor n;. Por el contrario, la distorsion alli mostrada es
negativa porque su desarrollo se representa con sentido contrario al que muestra el versor m;,
que forma sistema derecho con el versor n;. En la figura 3.20 se muestra al mismo vector
deformacion, pero ahora asociado a sus componentes vectoriales (vector deformacion lineal
unitaria y vector distorsion).
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FIGURA 3.20. Vector deformacion general y sus componentes vectoriales en Andlisis plano

Podemos ahora adelantar que para formar el tensor deformacion (que modela al estado de
deformacion que se desea analizar), se puede hacer a través de conocer las componentes
escalares de los vectores deformacion asociados a los ejes del sistema de referencia (XZ). Si
conocemos los vectores deformacion, asociados a los ejes del sistema de referencia, se puede
formar el tensor deformacioén (en analogia a las caras positivas del cuadrado diferencial que
contenian a las componentes escalares del vector esfuerzo asociado a cada cara positiva).

Con fundamento en la intencion de hacer uso exclusivo del primer cuadrante para analisis
plano de deformaciones, lo que se comenta en adelante rumbo a la obtencion del tensor
deformacion, vale para esta condicion. En la figura 3.21, con acuerdo a todo lo especificado
antes, se muestra al vector desplazamiento asociado ahora a la direccion del eje X.
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FIGURA 3.21. Vector desplazamiento asociado al eje X y sus componentes escalares

Se deduce entonces que, con la intencion de formar al vector desplazamiento, se debe hacer
uso de los componentes escalares mostrados en esa figura. Recordemos que el vector
desplazamiento, asociado al eje X, sale del punto 4 y llega al punto A”, por lo que se puede
recurrir a una de las dos formas de presentar: notacion vectorial o notacion de Gibbs. Se tiene
entonces:

a8 (8, .
[v.}={a—-a1= {(; ) } ) {5 } ;0" =61+ (3-7)

i Xz

En forma analoga, se puede escribir al vector desplazamiento asociado al eje Z como:

zz

’ 5tx(Z) 5zx 1
{UIC(Z)} —{C ()= {5(2) } _ {5 } : Ulc(Z) = 5u(2)l+5l(l)k (3-8)
1

Por otro lado, el vector deformacién asociado a cada direccion de eje, se puede obtener
dividiendo el vector desplazamiento asociado a cierto eje, entre la longitud inicial asociada a
ese eje. Las dimensiones iniciales deben ser x; para el andlisis en direccion del eje X, y z; para
el analisis en direccion del eje Z, de modo que:

(X) ,
[p) = {Ulc } _ [4— 4} 3-9)

X, X;

i i

(X)

Observe en la figura 3.22 como se debe entender este vector deformacion {D }, como

resultado de haber dividido el vector desplazamiento de la figura 3.21 entre la dimension
inicial x;.
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FIGURA 3.22. Vector deformacion asociado al eje X'y sus componentes escalares

En forma analoga se muestra como se debe calcular el vector deformacion asociado a la
direccion del eje Z.

2) ,
{D(Z)}:{Ulc }Z{C—>C} 610

Zj Zj

Con acuerdo a datos de las figuras 3.21 y 3.22 y en asociacion al analisis en direccion del eje
X, se deduce que:

(%)
gx =8xx = 5lx :i—x‘x (3-11)
g (%)
5" 5
8. =—’x = x (3-12)

Las componentes del vector deformacion asociado a la direccion del eje X, se pueden deducir
a partir de las componentes escalares del vector desplazamiento. Se puede escribir el vector
deformacion asociado al eje X como:

(X) (X)
A S S W T (3-13)
X. X.

1 1

En forma analoga, se puede deducir el vector deformacion asociado a la direccion del eje Z
como:

(@) (2)
D :J“Ti +5’Z—k=gzxi+£zk (3-14)

1 1

El vector deformacion se puede escribir en notacion de Gibss o en notacion matricial.




DW=¢gi+g k ; o {D(X)}:{g"}
gXZ

@ _ s ) @1 _ ) 8=
DV =g i+tek ; o {D }_{gz}

En la figura 3.23 se presentan configuraciones de cuerpo en sus acepciones de inicial y final.
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FIGURA 3.23. Configuraciones de cuerpo y vectores desplazamiento asociados a los ejes Xy Z

Se puede ver el vector desplazamiento asociado a cada uno de los dos ejes del sistema de
referencia. La figura 3.23 muestra graficamente el paso de posicion de los puntos vértice 4 y C
a la nueva posicion 4’y C’, como nuevos puntos vértice de la configuracion deformada (final).
También se puede observar la configuracion final y compararla con la inicial en este analisis
de primer cuadrante. Se recomienda que vea también, en la figura 3.23, el paso del punto
vértice B a su nueva posicion B’ En la figura 3.24 se muestra, en un analisis independiente
para cada eje, como se ven los vectores deformacion asociados a los ejes del sistema de
referencia, deducidos a partir de los vectores desplazamiento que se observaron en la figura
3.23. También se modelan alli las configuraciones de particula del mismo fenémeno en el
primer cuadrante.

p

FIGURA 3.24. Configuraciones de particula y vectores deformacion asociados a los ejes Xy Z




Observe en la figura 3.24 que se presentan otras configuraciones inicial (cuadrada) y final. La
configuracion inicial es un cuadrado con lado unitario. A estas nuevas configuraciones se les
denomina de particula. La particula se asocia a esfuerzos incrementales y deformaciones
adimensionales (la configuracion de cuerpo se asocia a incrementos de fuerza y a
deformaciones dimensionales). En la misma figura 3.24 se puede uno dar idea de como se
pueden ver las configuraciones de una particula asociadas también al primer cuadrante.

3.10. Formacion del tensor deformacion en analisis plano

El tensor deformacion, en el caso de Analisis plano, se puede formar colocando los
componentes escalares de los vectores deformacion antes comentados en forma de columna,
colocando en primer lugar el asociado a la direccion del eje X y en segundo lugar, el vector
deformacion asociado al eje Z, como se muestra:

I:Eij:IZI:D(X) D(Z):Iz|:gx gzx:| (3-15)

8. €&

En Andlisis plano, se tiene un tensor deformaciéon con forma de matriz de 2 x 2 que es
adimensional, ya que todos sus componentes se obtienen de una relacion de longitudes.

Como analogia con el tensor esfuerzo, el tensor deformacion también debe ser simétrico
(debido a que en el andlisis de configuraciones en primer cuadrante se debe haber eliminado la
rotacion). Asi como un tensor esfuerzo al ser simétrico garantiza el equilibrio, el tensor
deformacion al ser simétrico garantiza la compatibilidad de las deformaciones. Existen unas
ecuaciones llamadas de compatibilidad para los casos de Analisis plano de deformaciones y
para analisis espacial (tridimensional) de deformaciones. En el primer caso es una sola y en el
segundo caso se tienen seis ecuaciones.

3.11. Método analitico tensorial para calculo de £ y g asociados a cierta
direccion, definida por un versor n, en Analisis plano

Los versores n y m se van a manejar en este tema, en forma andloga a como se obtienen y
operan en el tema de Estado de esfuerzo.

n=nji+nk {n}z{""} (3-16)
nZ

donde:




n,=coso
(3-17)

n,=cosy

En este caso, como se vio en el tema de Estado de esfuerzo, &'y ¥ son los angulos directores,
asi como 7, y n; son los cosenos directores.

El versor m se puede obtener con la regla que se coment6 en el tema de Estado de esfuerzo
para garantizar que forma con el versor # un sistema derecho de versores, de modo que con
base en componentes del versor n se pueden deducir los componentes del versor m, como se
muestra:

m

n m
m=ni+(-n)k=mi+mk ; {m}={( : )}={ X} (3-18)
_nx z
Habiendo podido formar el tensor deformacioén y definida la direccion de andlisis al proponer
un cierto versor n, se puede conocer ahora el vector deformacion { D(n)}, asociado a la

direccion de analisis, al operar en forma matricial como se puede ver en la ecuacion (3-19).
Observe la analogia que se tiene con lo visto en el tema Estado de esfuerzo.

(o)=L )= & |00 319

g)cz z

Finalmente, haciendo uso de los versores m y m, se puede calcular la deformacion lineal
unitaria (¢ ) y la distorsion (g ) asociadas a la direccion de andlisis n, con su signo correcto y
nico, como se muestra:

e={n} {D"}={n, nz}{D m"} (3-20)

D).

g={m}' {D"}={m, mz}{D(n)x} (3-21)

D™

Se hace énfasis ahora en que la aplicacion mas importante de estas herramientas, tiene que ver
con la posibilidad de modelar deformaciones que implican cambios de configuracion (que con
base en lo acordado, podremos ahora visualizar en el primer cuadrante y mas adelante en
analisis espacial en el primer octante). Si se ubican puntos vértice de configuracion inicial que
coincidan con los ejes del sistema de referencia (recordemos que el sistema de referencia esta
asociado a la configuracion inicial) proponiendo una configuracion inicial con forma de
cuboide (paralelepipedo rectangular), se pueden conocer las coordenadas de los puntos vértice




en la configuracion final después de aplicar a la configuracion inicial un cierto estado de
deformacion, a través del denominado tensor deformacion. Se puede comentar ahora que,
aunque un cuerpo real en configuracion inicial pudiera no tener forma de paralelepipedo
rectangular, se pueden ubicar puntos de referencia dentro del cuerpo modelando los vértices de
un paralelepipedo rectangular inicial, antes de hacer las mediciones del cuerpo deformado
posteriormente.

En la configuracion inicial queda implicito un vector que une el origen del sistema de
referencia con un punto vértice que esté sobre el eje X (4 ) y otro que se encuentre sobre el eje
Z (C) (esta es la razon por la que se eligié usar para configuracion inicial en andlisis plano,
cuadrados o rectangulos, ya que con estas figuras forzamos a tener siempre dos puntos vértice,
coincidentes con cada eje del sistema de referencia). Los vectores del origen a punto vértice
sobre eje de referencia son:

Para el eje X

{0— 4} =(x,-0)i+(0-0)k (3-22)
Para el eje Z

{0—-C}=(0-0)i+(z, -0)k (3-23)

Si en la deformacion el punto vértice sobre el eje X (4 ) pasa al punto 4”a través del vector
desplazamiento, implica que el vector que va del origen al punto 4”se puede conformar como
una suma de dos vectores, como se muestra:

[0 at={0-> 44+{v, M} ={0> 44 +{4> 1} (3-24)
Para el analisis en direccion del eje Z se tiene, por analogia:
[o>ct={o-cl+{v, "} ={o>cl+{c> ) (3-25)

Se comenta, a manera de aclaracion, que cualquier “flecha” dentro del paréntesis de la forma
“{}” expresa de qué punto sale el vector y a qué punto llega (de un punto inicial a uno final).

De lo anterior se deduce que el vector desplazamiento se puede calcular como la resta de dos
vectores que parten del origen, como se muestra:

v} ={a- at={0> a}-{0—> 4} (3-26)

v} ={c>ct=fo-ct-{o>c} (3-27)




La ventaja que se tiene al hacer un manejo de configuraciones en el primer cuadrante (en
Analisis plano), es que los componentes de los vectores de las ecuaciones (3-24) y (3-25) son
los mismos de las coordenadas de los puntos prima (de la configuracion deformada), como se
ejemplifica:

{0 A =xitz,k = A (x, z,)
{0->Cl=x itzck = C(x zo)

Si del tensor deformacion es posible desarticular el vector deformacion asociado a cada eje del
sistema de referencia (cada columna), se puede conocer el vector desplazamiento en un
analisis de primer cuadrante asociado a cada uno de los ejes, como sigue:

e SR A BN = o

gXZ

{D<Z)}={g:} = {UIC(Z)}=zi{D<Z)}={UI‘( } (3-29)

Vea que con este razonamiento se pueden ubicar los puntos vértice de la configuracion final o
deformada, haciendo posible el poder predecir el cambio de configuracion (cambio de forma)
por efecto de aplicar cierto estado de deformacion, en un analisis de primer cuadrante.

3.12. Ejemplos de aplicacion con método analitico tensorial de
deformaciones en Analisis plano y comentarios sobre la solucion
grafica del polo fijo

EJEMPLO 3.1

Se realizd una prueba de tension simple a una probeta metalica cilindrica que tiene como
dimensiones iniciales una altura H; = 19,893 7 cm y un diametro D; = 10,093 6 cm. Se le
aplico un incremento de fuerza en la direccion de su eje de rotacion (Z ). Al estabilizarse su
deformacion bajo la accidon antes comentada, se midieron como dimensiones finales una altura
Hy=20,052 6 cm y un didmetro Dy = 10,071 7 cm. Se recomienda ubicar el problema en un
Analisis plano de deformaciones. Proponiendo plantear las configuraciones en primer
cuadrante para la resolucion, se pide calcule el valor correcto de la deformacion lineal unitaria
y de la distorsion que se producen en la direccion de un versor que abra desde la direccion
horizontal con sentido positivo (eje X) un angulo de 60° y que apunte hacia arriba.




Célculo de los vectores desplazamiento asociados a las direcciones X y Z, en notaciéon de
Gibbs.

U, ={4— 4’} =(10,0717 —10,093 6)i +(0—0)k cm =—0,021 9i + 0k cm

U, ={C—C"}=(0-0)i+(20,052 619,893 7)k cm = 0i +0,158 9k cm

Célculo de los vectores deformacion asociados a las direcciones X y Z, con cuatro cifras
significativas.

U, -0,0219i+0k cm

DY =L ~-2,170i+0k x 10
X, 10,093 6 cm
(Z) .
poUe 00189k em . J oemi 107

z; 19,893 7 cm

1

Con estos datos se esta en posibilidad de formar el tensor deformacion como primer paso.

2,170 0 )
[E”']z[ 0 7,987}(103

En la figura 3.25 se observa el versor en la direccion de analisis para este problema.

zZ
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FIGURA 3.25. Versor que define la direccion de analisis del ejemplo 3.1

En este caso el versor #, como un segundo paso necesario, debe ser:

V3

n=cos60’i+cos30°k =%i+7k = 0,500 0i+ 0,866 Ok

Por lo que el versor m debe cumplir con ser:




B

m =7i—%k = 0,866 0i—0,500 Ok

Como un tercer paso, calcularemos ahora el vector deformacion asociado a la direccion de
analisis operando matricialmente.

2,170 0 0,500 0] [~1,085
[p"}=[E,]in}=| ™ x1074° =~ Pl x 107
I 0 7,987 0,866 0/ | 6,917

Como pasos cuarto y quinto, finalmente calculamos con un producto escalar la deformacion
lineal unitaria y la distorsion, asociadas a la direccion de andlisis que define el versor n.

-1,085

e={n} {D"}={0,5000 0,866 0}{ 6017

} x 107 =5,448 x 107°
-1,085

T
= D™1={0,8660 —0,5000
g={m}' {P"}~{ }{6,9”

} x 107 =—4,398 x 10~

En la figura 3.26 se muestra la solucioén grafica del mismo ejemplo, pero haciendo uso del
método del polo fijo, aunque ahora utilizando la version del plano de Mohr de deformaciones,
como se comprueba en la misma figura.
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FIGURA 3.26. Solucion grafica con el método del polo fijo del ejemplo 3.1

EJEMPLO 3.2

Se desea modelar en Andlisis plano, como una estimacion de ingenieria, la deformacion de un
cuerpo de cierto material con forma espacial inicial de cuboide (paralelepipedo rectangular),
con dimensiones: x; = 30,264 7 cm; y; = 30,264 7 cm; z; = 19,653 1 cm. En Analisis plano, el
mismo cuerpo se puede modelar en configuracion inicial como un rectangulo con una base de




30,264 7 cm y una altura de 19,653 1 cm. El andlisis se va a plantear en el primer cuadrante
del sistema de referencia cartesiano usado en el curso y con las recomendaciones antes vistas.
Se desea aplicar al cuerpo, en las condiciones comentadas, (usando como base de apoyo el eje
X) un estado de deformacion definido por el tensor deformacion que se presenta:

4,137 -3,896] |
[E, ]~ x 10
-3,896 —1,979

Con acuerdo a plantear las configuraciones en el primer cuadrante, las coordenadas de los
puntos vértice de la configuracion inicial deben ser:

A (30,2647 0)cm

B (30,2647 19,653 1)cm

C (0 19,6531)cm
En una primera etapa de calculo, obtenga las coordenadas de los puntos vértice asociados a los
anteriores, pero ahora para la configuracion final (en analisis de primer cuadrante).
Posteriormente, en una segunda etapa de calculo obtenga, para el estado de deformacion
comentado, cudl seria el valor de la deformacion lineal unitaria y de la distorsion, asociadas a
la direccion de un vector (o versor) que guarde con la direccion horizontal 35° y apunte hacia
arriba en el primer cuadrante.

SOLUCION

Del tensor deformacion se desarticula el vector deformacion correspondiente a cada eje del
sistema de referencia, como sigue:

e (4137

{D(X)} = T t= x 107
g.) 1-3.89
~3,896

[D?) =18 1= x 107
e [ 1-1.979

Se calcula ahora el vector desplazamiento asociado a los ejes X y Z. Posteriormente, se
calcularan las coordenadas del punto B” con datos de la diagonal que va del vértice origen al
punto vértice B.

U, =x, DY =(30,264 7 cm)4,137i 3,896k x 107 =0,125 2i—0,117 9k cm

lc

U, =z D% =(19,653 1 cm)—3,896i—1,97% x 10~ = 0,076 57i—0,038 9k cm

le




En notacion de Gibbs los vectores que van del origen a cada punto vértice de configuracion
inicial sobre cada eje del sistema de referencia deben ser:

[0 — 4}=(30,264 7—0)i+(0—0)k cm = 30,264 7i +0k cm
[0 —C}=(0-0)i+(19,653 1-0)k cm = 0i +19,653 1k cm

El vector que va del origen a los puntos asociados a cada eje del sistema de referencia, en la
configuracion final 4’y C’que se puede escribir en forma matricial, debe ser en cada caso:

30,264 7 0,1252 30,3899
{0—)A'}={O—)A}+{UIC(X)}:{ ’0 }cm+{ ' }cm:{ ’ }cm

-0,117 9 -0,1179
que en notacion de Gibbs se puede escribir como:
{O — A'} =30,38991-0,117 9k cm

Calculamos lo analogo con asociacion al eje Z.

4 (2) 0 -0,076 57 -0,076 57
{0_>C}={0_)C}+{Ulc }= cm+ cm = cm
19,653 1 -0,038 9 19,614 2

que también se puede escribir:

{0 — C’}=-0,076 57i +19,614 2k cm

Como los vectores que se muestran al final salen también del origen del sistema de referencia,
sus componentes son los mismos de las coordenadas que deben tener los puntos que estamos
buscando de la configuracion final o deformada. Al final del ejemplo se listaran las
coordenadas de los puntos vértice en configuracion final.

Calcularemos a continuacion el vector desplazamiento {B—B” }, antes de poder escribir las
coordenadas del punto B”.

Como primer paso, se calcula primero el vector de la diagonal que va del vértice inferior

izquierdo, que coincide obligadamente con el origen, al superior derecho que se puede
visualizar como un vector {O—B}, que en notacion de Gibbs se puede escribir:

{0 — B} =(30,264 7-0)i+(19,653 1-0)k cm = 30,264 7i+19,653 1k cm

El modulo de este vector es igual a la longitud (inicial) de la diagonal de vértice a vértice o de
la hipotenusa de un tridngulo rectangulo, como se muestra:




L 4o ={O — BY| = /(30,264 7 cm)’ +(19,653 1 cm)’ = 36,086 0 cm

El versor en esa direccion de analisis, en notacion de Gibbs y con seis cifras significativas, se
puede calcular como:

_{0—>B} {0—B} 30,264 7i+19,653 1k cm
fo-B} L 36,086 0 cm

i diag.

= 0,838 683i+0,544 618 k

Ahora debemos calcular el vector deformacion asociado a esa direccion y para el estado de
deformacion planteado, de modo que:

» 4,137 -3,896] (0,838 683) [ 1,347 80 ,
[D"}=[E, |{n}= x 10 ~ x 10
3,896 —1,979 0,544 618] | —4,345 31

El vector desplazamiento asociado a la direccion del versor antes calculado, que a su vez debe
salir del vértice B, seria:

" " 1,347 80 (0,048 637
[} =1{Dp"}~36,086 0 cm x 107 = cm
4,345 31 0,156 804

Finalmente, para concluir este célculo, el vector que va del origen al punto B” es:

, (n) 30,264 7 0,048 637 30,3133
{0—)B}={O—>B}+{Ulc }z cm+ cm = cm
19,653 1 —-0,156 804 19,496 3

Otra forma de plantear la obtencion de este vector es definirlo como la suma de los vectores
que van del origen a cada vértice asociado a la direccion de un eje de referencia, para
configuracion final, por ejemplo:

, , , 30,389 9 —0,076 6 30,313 3
{0—>B}={O—>A}+{O—>C}z cm+ cm = cm
-0,117 9 19,614 2 19,496 3

Finalmente, ya estamos en posibilidad de presentar las coordenadas de los puntos vértice en la
configuracion deformada, aprovechando que, como todos los vectores salen del origen del
sistema de referencia, los componentes de los vectores son los mismos de las coordenadas de
los puntos vértice en este plano cartesiano. Con base en lo dicho y cerrando hasta milésimas
de milimetro o micrémetros, tenemos que:

A47(30,3899 -0,1179)cm

B’ (30,3133 19,4963 )cm




C’(-0,0766 19,6142)cm

Pasamos ahora a la segunda etapa de calculo, en la que se nos pide el calculo de €y g
asociadas a la direccién que se nos ha solicitado. El tensor deformacion estd dado como
propuesta, de modo que nos falta obtener los versores #n y m para esta parte de la solucion. En
la figura 3.27 se muestra la posicion del versor n respecto del sistema de referencia XZ.

35

FIGURA 3.27. Versor que define la direccion de analisis del ejemplo 3.2

Los versores n y m sistema derecho en su version matricial deben ser:
cos 35° 0,819 2 0,573 6
{n}= = = {m}=
cos 55° 0,573 6 -0,819 2
Calculamos ahora el vector deformacion asociado a la direccion del versor n definido:

4137 -3,896 0,8192] [ 1,154
{p}=[E, J{n}= {_3 896 —1’979} X107 {0’573 6}z{—:1 327} X107

Por tltimo, como pasos cuarto y quinto, calculamos la deformacion lineal unitaria y la
distorsion, asociadas a la direccion de analisis.

1,154

e={n}" {D"}={0,8192 0,573 6}{_4 197

} x 107 =-1,537x 10°°

1,154

T
= D"1~{0,5736 -0,8192
g={m} {D"}~{ }{ 307

} x 107 =4,207 x 10°°

En la figura 3.28 se muestra la misma solucion, pero haciendo uso del método grafico del polo
fijo, ya visto en el tema de Estado de esfuerzo, pero ahora en el plano de Mohr de
deformaciones.




(- 1,54 4.21)
X

FIGURA 3.28. Solucién grafica con el método del polo fijo del ejemplo 3.2

3.13. Analisis espacial de deformaciones con base en configuraciones

Se habia comentado que, por razones didacticas, se inicia el capitulo de Estado de
deformacion, con la concepcion de Analisis plano, por lo que ahora toca ver el caso de anélisis
espacial. Asi como se decidié utilizar para la configuracion inicial de cuerpos en analisis
plano, Ginicamente cuadrados o rectangulos; en el analisis espacial (o tridimensional) se elige
hacer uso Unicamente de cubos o cuboides (paralelepipedos rectangulares) para modelar la
configuracion inicial de un cuerpo. Para modelar la configuracion final en este caso,
unicamente se tendran paralelepipedos (que cuando modelen cambio de forma pueden ser
rectangulares o no).

Con analogia a lo visto en el tema Estado de esfuerzo, en analisis tridimensional de
deformaciones no es posible expresar la distorsion con signo unico (no es posible para este
caso tridimensional plantear un versor m). Con analogia al caso de Analisis plano, la figura
3.29 muestra, con fines didacticos, deformaciones exageradas para poder ver con claridad el
vector desplazamiento asociado a cada uno de los ejes de referencia.

FIGURA 3.29. Puntos vértice asociados a las configuraciones y sus vectores desplazamiento




Observe en la misma figura que se estd planteando un analisis de cambio de configuracion,
exclusivamente haciendo uso del primer octante del sistema de referencia XYZ. El vector
desplazamiento va de un cierto punto vértice de configuracion inicial, que coincide con alguno
de los ejes del sistema de referencia (puntos 4, B o C), a su correspondiente en configuracion
final (puntos A%, B0 C”). En un analisis de particula, el vector deformacién asociado a cada
eje del sistema de referencia se podria ver como se ejemplifica en la figura 3.30, donde la
configuracion inicial debe ser un cubo con lados unitarios.

X Vpx

FIGURA 3.30. Vector deformacion asociado a cada eje del sistema de referencia espacial

Se plantea como condicion, para manejar a la configuracion final en el primer octante, que se
haya hecho una correccion de rotacion del cuerpo, ya que el tensor deformacion en analisis
espacial también debe ser simétrico (para cumplir con la compatibilidad de las
deformaciones). En los casos de prediccion de configuracion final, se la obtendra siempre en
su forma de tener eliminada la rotacion, ya que se generan los vectores deformacion a partir de
un tensor simétrico.

Si se conocen las coordenadas de los puntos vértice de configuracion final (47, B’y C”) y las
coordenadas de los puntos vértice de configuracion inicial (4, B y C), podemos iniciar el
camino de obtener el tensor deformacion con solo conocer el vector desplazamiento asociado
a cada eje y la dimension inicial del lado del paralelepipedo asociada a cada eje.

Con analogia a lo visto en el tema de Estado de esfuerzo, donde iniciamos obteniendo los
componentes del vector esfuerzo asociado a la direccion del eje ¥, aqui se muestra para ese
mismo eje el vector desplazamiento, que no se debe olvidar tiene unidades de longitud. Vea la
figura 3.31.
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FIGURA 3.31. Vector desplazamiento asociado al eje ¥y sus componentes escalares

Con base en la figura 3.31 se muestran en la ecuacion (3-30) las componentes del vector
desplazamiento asociado a la direccion del eje ¥, en notacion de Gibbs.

U, " ={B—>B}=8"i+5"j+5, " k=6,i+0,j+5 Kk (3-30)

El subindice “1,” significa que se estd haciendo un manejo de configuraciones en el primer
octante del sistema cartesiano de referencia X¥Z. Ahora, por analogia, se podrian obtener los
componentes de los vectores desplazamiento restantes, que también son dimensionales.

U, ={4— 41=6"i+6"j+5 " k=6i+6 j+d.k (3-31)
U, " ={C—C1=6"%1+3"j+3k=6,i+4,j+ok (3-32)

Se pueden calcular las coordenadas de los puntos vértice, en andlisis espacial y para
configuracidn final, aplicando una analogia a lo visto antes en Analisis plano, haciendo uso de
las siguientes expresiones:

[o- a}={0—> 4}+{v,"} (3-33)
{o-B}={0-B}+{Uv,"} (3-34)
{o-ct={o-ci+{v,”} (3-35)

Las coordenadas de los puntos vértice prima deben tener los mismos componentes de los
vectores del origen a los puntos prima, en este analisis de primer octante.

Si ahora dividimos las deformaciones lineales y transversales entre la longitud inicial en la
direccion del eje ¥ de andlisis, se tiene que:




gyzg :l—:—yy:—y (3'36)

Analogamente para el calculo de las distorsiones asociadas al eje de analisis tenemos que:

5 M J,
gyx - T (3_37)
yi yi
y
5 (SO
gyz =tz 2 (3-38)
J/,« yi

El vector deformacion asociado a la direccion del eje ¥, se obtiene en un solo paso de dividir
el vector desplazamiento asociado a esa direccion entre la dimension inicial del cuerpo en esa
misma direccién, como se muestra a continuacion en notacion de Gibbs.

D(Y) — Ulo(Y) — {B - B,} — atx(Y)i + 5I(Y)j + 6tz(Y)k

Vi Vi Vi

=g itejtg. k (3-39)

Este vector deformacion que se ha obtenido y sus componentes escalares, se muestran en la
figura 3.32.

D]o%gyz

> _gv__,/l)/gyx Y

x* 1

FIGURA 3.32. Vector deformacion asociado al eje ¥y sus componentes escalares

Por analogia, se puede decir que los vectores deformacion restantes deben ser:

’ (X)s (X) (%)
D(X):UIU(X):{A%A}ZQ 1+5ty J+6tz k
X. X. X.

i i i

=eitg,jte.k (3-40)

U

lo

@ fc-cy 8%1+6,"5+6%k

Zi Zi Z;

D(Z) —

=gzxi+gzyj+£zk (3-41)




- 3.14. Obtencion del tensor deformacion en el espacio

En este caso espacial, los componentes de los vectores deformacion en notacion matricial
deben ser:

£

PV} = 2 (3-42)
g)CZ

gyx
{p"}=1¢ (3-43)

¥y

gyz

[p"}=1g, (3-44)

De modo que, también con analogia a lo visto antes en el tensor esfuerzo y en el tensor
deformacion de Andlisis plano, el tensor deformacién tridimensional se puede formar
colocando los componentes de los vectores deformacion en forma de columna y en orden de
ejes, como se muestra en la ecuacion (3-45):

& &y &.
I: Ey:l - [ DY p» D(Z)] =| g, gyy g, (3-45)
8. 8. E&

La obtencion del tensor deformacion pudiera ser el primer paso, para posteriormente calcular
en una direccioén dada, asociada a la direccion de un versor n, la deformacion lineal unitaria y
la distorsion asociadas a esa misma direccion. Adicionalmente a lo antes comentado, se acepta
que, habiendo obtenido el tensor deformacion, se pueden calcular, en analogia a lo visto en
Estado de esfuerzo, las deformaciones principales lineales unitarias y la direccion donde acta
cada una de las tres deformaciones lineales unitarias principales.

Se puede demostrar para el tema de Estado de deformaciones que también se cumple, si las
deformaciones lineales unitarias principales son diferentes, el poder visualizar un elipsoide de
Lamé de deformaciones. Este elipsoide de Lamé estaria asociado a un tensor principal y
ordenado. Para los casos de Analisis plano, se podrian visualizar elipsoides de revolucion, con
un eje de rotacion particular para cada caso. También se puede demostrar que, a partir de un
tensor deformacion en su forma principal, se puede conocer la regiéon de Mohr que representa
a ese particular estado de deformacion, ahora en el plano de Mohr de deformaciones.




3.15. Método analitico tensorial en analisis espacial de deformaciones,
para determinacion de la deformacion lineal unitaria y la

distorsion asociadas a la direccion de un versor n

El versor se maneja en este tema en forma idéntica a como se hizo en Estado de esfuerzo, de
modo que el versor tridimensional en notacion de Gibbs y en notacién matricial es:

n

X
n=ni+nj+nk ; {n}=1in (3-46)
nZ
La decision de poder definir cierta direccion en la que se desea hacer el analisis, se logra con
definirla a través del versor, como un segundo paso necesario para los calculos que se deben
realizar. Como un posible tercer paso, ahora estamos en opcion de calcular el vector
deformacion asociado a una direccion particular de andlisis, aprovechando aqui para mostrar
sus componentes escalares en tres dimensiones, de modo que:

£ & & || D",
{D"}=[E, [{n}=|2, & &, |in,=1D"" (3-47)
gxz gyz D(n)Z

)
S

La deformacion lineal unitaria, asociada a la direccion del versor (de analisis), se puede
calcular por medio de un producto escalar, en analogia a lo que se hacia al calcular el valor del
esfuerzo normal en Estado de esfuerzo:

e={n}" [D"}={D") [n} (3-43)
Se podria calcular el vector deformacion lineal unitaria, pero en este tema no lo haremos.

El valor de la distorsion como escalar se puede calcular haciendo uso también del teorema de
Pitagoras, como se muestra:

|D(n) 2 —el+ g (3-49)

Se hace el calculo usando los componentes escalares del vector deformacion, como se muestra
en su forma expandida en la parte final de la ecuacion (3-50), recordando que en el analisis
espacial no se puede eludir el doble signo de la distorsion.

g= i\/|D(")

2 =i\/(D(n)x )2 +(D", )2 (D, )2 ~(e) (3-50)




En el ejemplo que se plantea a continuacion, se presenta la solucion analitica tensorial y, como
complemento, se presenta también la que debe ser la solucion grafica de Mohr.

3.16. Ejemplo de aplicacion usando el método analitico tensorial de
deformaciones en analisis tridimensional y comentarios sobre la
solucion grafica de Mohr equivalente

EJEMPLO 3.3

A una probeta de cierto material con forma inicial de paralelepipedo rectangular, que se va a
analizar en el primer octante, se le quiere aplicar el estado de deformacion definido por el
tensor que se muestra a continuacion:

0 3 =2
[E;]=|3 0 -2(x10”
2 2 5

La probeta orientada respecto del sistema cartesiano de referencia espacial, tiene como
dimensiones iniciales:

x;=52,483 7 cm
yi=39,8724 cm
z;=30,6752 cm

1. Se quiere predecir, con base en la teoria de deformacion, las coordenadas de los puntos
vértice A7, B” y C” de la configuracion deformada.

2. Posteriormente, se desea calcular cudl es la deformacién lineal unitaria y la distorsion
que sufre el cuerpo en una direccion particular, si se plantea como direccion de anélisis
la definida por el vector V'=—2i—j + 2k.

3. Para finalizar, se pide se verifique este ultimo resultado, haciendo uso del método
grafico de Mohr, pero ahora aplicado a deformaciones en el espacio.

SOLUCION
1. Primeramente calcularemos las coordenadas de los puntos vértice que se piden.

Las coordenadas de los puntos vértice de la probeta (como cuerpo) en su configuracion inicial
y colocada en primer octante, deben ser:




A (52,4837 0,0000 0,0000) cm
B (0,0000 39,8724 0,0000) cm
C (0,0000 0,000 30,6752) cm

No se utilizan comas para separar los componentes numéricos de los puntos, en razon de que
en este texto se hace uso de la coma como separador decimal, como se recomienda para
México desde 1993 en la norma oficial NOM—-008—SCFI-2002. En este texto, la separacion
de datos de coordenadas se hara a través de un espacio.

Para el calculo de las coordenadas del punto 4" se va a desarticular el vector deformacion
asociado al eje X (primera columna del tensor deformacién), como se muestra.

0
[D"}=13 1 x107 oennotacion de Gibbs D™ =0i+3j-2k x 107
)

Haciendo uso de la expresion (3-40), pero ahora mostrando el vector desplazamiento en forma
matricial, se tiene que:

0 0
[, "M =x P} =52,4837cm | 3 { x10° =1 0,157 451 } em
-2 0,104 967

Para el célculo de las coordenadas del punto B’ se va a desarticular el vector deformacion
asociado al eje ¥ (segunda columna del tensor deformacion), como se puede ver

3
{D(Y)} =40 ¢ x10° oennotacién de Gibbs D" =3i+0j—2k x 107
-2

Calculando ahora el vector desplazamiento en forma analoga, se tiene

3 0,119 617
{UIO(Y)} =y {D(Y)}=39,872 4emd 0 bx107 = 0 em
-2 —-0,079 745

Para el calculo de las coordenadas del punto C”se va a desarticular el vector deformacion
asociado al eje Z (tercera columna del tensor deformacion), como se observa:




-2
{D<Z>} ={-24x107 o ennotacién de Gibbs D) =—2i—2j+5k x 107
5

Procediendo en forma analoga, se calcula el vector desplazamiento asociado a la direccion Z.

-2 ~0,061 350
{0, =2{P"}=30,67520m {2} x 107 ={-0,061 350} cm
5 0,153 376

Los vectores del origen a los puntos vértice de interés de configuracion inicial en cada eje del
sistema de referencia, deben tener iguales componentes que las coordenadas del punto
correspondiente, de modo que:

52,483 7 0 0
{[0>4=7 0 {cm;{0—B}={398724}cm; {0>C}={ 0 |cm
0 0 30,675 2

Observe que la exactitud en la medicion de los datos de partida, corresponde a poder medir
hasta micrometros (milésimas de milimetro). En los datos de coordenadas deformadas
buscaremos cerrar los datos a esa misma exactitud.

Las coordenadas de los puntos vértice de interés en configuracion final, se pueden obtener con
los mismos componentes de vectores que van del origen a esos puntos, los que son la suma del
vector que va del origen al punto vértice inicial, mas el vector desplazamiento que
corresponda. De acuerdo con esto se procede como sigue.

Para analisis asociado al eje X

52,4837 0,000 000 52,483 7
[0 4}={0> 4+{v,} =1 00000 } em+{ 0,157451 { cm =4 0,1575 { em
0,000 0 0,104 967 0,105 0
Para analisis asociado al eje ¥
0,000 0 0,119 617 0,196
{0-B}={0- B}+{U,/"} ={39,8724} cm+{ 0,000 000 { cm=139,8724 ¢ cm
0,000 0 0,079 745 ~0,079 7

Para analisis asociado al eje Z




0,000 0 —0,061 350 ~0,061 4
O0-Cl=l0-C +{u, 1 <10,0000 ! cm+{-0,061350! cm ~{-0,061 4} cm
lo
30,675 2 0,153 376 30,828 6

Con estos vectores calculados que parten del origen del sistema de referencia, podemos
mostrar las coordenadas de los puntos vértice de interés en la configuracion final, ya que los
componentes coinciden con las coordenadas del punto buscado en el espacio cartesiano.

A’ (52,4837 0,1575 -0,1050)cm
B’ (0,1196 39,8724 -0.0797)cm
C’(-0,0614 -0,0014 30,8286)cm

En la figura 3.33 se muestran esquematicamente las configuraciones de cuerpo que modelan el
estado de deformacion que se ha representado con el tensor, donde para fines didacticos los
vectores desplazamiento se han exagerado cuarenta veces, para ver amplificadas las
deformaciones calculadas en un analisis de primer octante.

FIGURA 3.33. Configuraciones de cuerpo que modelan el estado de deformacion del ejemplo 3.3

2. Calcularemos ahora lo que se nos solicita, con el propésito de obtener la deformacion
lineal unitaria y la distorsion, asociadas a la direccion del vector V.

El versor que tiene la misma direccion y sentido del vector V, se obtiene como sigue.

pot o2oitk 2, 1. 2y

V| V4+1+4 3 373

Calculamos ahora el vector deformacion asociado a la direccion del versor obtenido.
%
0 3 =2 3 -2,333
(D"} =[E,J{n}=| 3 0 —2|x1071- [/h=0-3333; x10°
-2 2 5 2 5,333
7




Ya estamos en la posibilidad de calcular la deformacion lineal unitaria asociada a la direccion
de analisis, por medio de la expresion (3-48).

2,333
e={m}'{p"}~{-24 -1, %] —3,333333 x 107 =6,222 x 107
5,

Finalmente, calculamos la distorsion con su doble signo utilizando la expresion (3-50).

g ~+(<2,333) +(-3,333)’ +(5,333)’ =(6,222)° (x107)=~+ 2,507 x 10~

3. Se muestra el calculo de lo mismo, pero ahora haciendo uso de la solucién grafica de
Mohr.

Para poder entrar a la solucion grafica, se requiere partir de un tensor en su forma principal y
ordenada. Lo primero que se debe hacer es obtener las deformaciones lineales unitarias

principales.

Se calcula el primer invariante del tensor deformacion:
I,=(0+0+5) x10° =5x 107
Se calcula el segundo invariante del tensor:
0 3
I, =
30

Por ultimo, se calcula también el tercer invariante:

-2 5 |0
x 107 +

x 107 + 0

X 10"3> =-17x107°

0 3 =2
I=det|E,|=3 0 -2/x10°=-21x10"
2 2 5

Se forma ahora la ecuacion caracteristica, en forma analoga a lo que se hizo en el tema Estado
de esfuerzo, desarticulando momentaneamente, para este fin, la fraccion de los invariantes.

P-IA¥+LA-1,=0 = A -51-174+21=0

Las raices de este polinomio, incorporando ahora nuevamente a la fraccion que corresponde
(en notacion cientifica) son:

A=1x10" ; A4,=-3x10" ; A4=7x10"




Ordenando estos valores de mayor a menor para identificar cada una de las deformaciones
principales (lineales):

=7x107 ; &=1x10" ; &=-3x10"

B

Ahora se deben calcular las direcciones principales, pero para no ocupar mucho espacio, se
presentan ya calculadas, con su signo unico y habiendo obligado a que formen sistema
derecho, como se aprendi6 a hacerlo en el tema de Estado de esfuerzo.
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La matriz de rotaciéon que permite rotar tanto al versor como al tensor, de modo que este
ultimo se obtenga en su forma principal y ordenada es, en este caso:

1

{Aij}= -

\S]

5
Gl &l -

El tensor deformacion rotado a su forma principal y ordenada (asterisco) debe tener la forma:

70 0
[E/]=[0 1 0|x10°
00 -3

El versor rotado (referido ahora al mismo sistema de referencia asterisco) debe ser:
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Para entrar a la solucion grafica, desde un tensor principal y ordenado, se calculan los angulos
directores en este caso asterisco ¢ y ¥, en el nuevo sistema de referencia, como se muestra:

o =cos'n, =cos" 0,952 6=17,71
¥ =cos'n =cos'-0,2357~103,63°

La solucion grafica de Mohr que corresponde a la parte 3 de este problema, se muestra en la
figura 3.34.

FIGURA 3.34. Solucién grafica de Mohr de la parte 3 del ejemplo 3.3

Con informacion de esta solucion grafica, la deformacion lineal unitaria y la distorsion valen
aproximadamente (en este caso con dos cifras significativas):

£=6,2x107

y

g=~%25x10"




3.17. Rosetas

Existen instrumentos que permiten medir las deformaciones lineales (después las lineales
unitarias) asociadas a cierta direccion (extensémetros mecanicos o electronicos). Para analizar
deformaciones lineales en una superficie (de una placa, por ejemplo), se puede hacer uso de
una resistencia embebida en una cinta plastica, parecida a una “curita” (que se usa para
curaciones superficiales de la piel), pero transparente, denominada en espafiol como galga
extensométrica (strain gage, en inglés). Las galgas extensométricas permiten deducir cambios
de longitud a través de cambios de voltaje, detectados por un voltimetro integrado a un
circuito eléctrico. Observe en la figura 3.35 una galga extensométrica individual.

( Conexion /Resistencia

Cinta plastica

FIGURA 3.35. Esquema de una galga extensométrica

Cuando se colocan varias de estas galgas con cierto arreglo, orientadas en direcciones
especificas, en ocasiones parecen flores, por lo que se les ha denominado como rosetas
(palabra proveniente de “rosa’), aunque desde el punto de vista del autor se parecen mas a las
flores margaritas. En la figura 3.36 se muestra la representacion de una placa metalica de poco
espesor que se ha instrumentado con galgas extensométricas, formando una roseta de 45°, que
esta previsto pueda modelar un “Estado plano de deformacion” en el entorno del punto P. Se
denomina de 45° por tener, aparte de galgas en direccion de cada eje (X y ¥), también una
galga en direccion tal que guarda este angulo con el sentido positivo de ambos ejes.

T

Pl ,
aca gyi\ 8/{ 450
.

\(L/v )\—X>
I+ O

FIGURA 3.36. Placa instrumentada con roseta de 45°
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Conviene recordar que en el denominado “Estado plano de deformacion” no se exige cumplir
con que dos deformaciones lineales unitarias principales deben ser iguales. Observe el sistema
de referencia que se propone, dado que en este caso se hace la prueba en un plano horizontal
(de la placa), se utiliza el sistema de referencia XY (También para no producir confusion con
lo visto antes como “Analisis plano de deformacion”). Vea en la misma figura la disposicion
de las galgas y como una de estas esta conectada a un circuito eléctrico. En el circuito también
se tienen una bateria, un interruptor y un voltimetro.

Cuando se calibran las galgas a través de producir cambios de voltaje por variar la resistencia
eléctrica, al cambiar la longitud de la galga en una direccion especificada, se puede deducir la
deformacion asociada al cambio de voltaje. Si se conocen la longitud inicial de la galga y la
deformacion deducida (a través del cambio de voltaje), se puede evaluar la deformacion lineal
unitaria que se produce en la direccion elegida para la galga, cuando se pasa de una
configuracion inicial, antes de aplicar ciertas fuerzas, a una configuracion final o deformada
(sosteniendo fijas las deformaciones). De aqui en adelante, con fines de simplificacion, se
asociara a la direccion de una galga la deformacion lineal unitaria (€ ) obtenida al deformar
una placa.

En la figura 3.37 se muestra otra forma de arreglo para una roseta de 45°.

Y‘ n/

<

& 45°

[y

k
P & X

FIGURA 3.37. Otra forma de roseta de 45°

El tensor deformacion general (simétrico) en el caso de Estado plano de deformacion,
independientemente del tipo de la roseta, pero para un plano horizontal, es de la forma:

£ &y
[E, ] =L7xy . } (3-51)

El versor que se va a usar en este caso particular de “Estado plano de deformaciones”, para
hacer un contraste con lo que hemos denominado en este curso “Analisis plano de
deformaciones” y dado que se muestra en el plano XY, debe ser:




n=ni+nj ; {n}= {Zx} (3-52)

¥y

Una roseta formada por galgas extensométricas que uUnicamente permiten medir
deformaciones lineales, nos ayuda a deducir, con herramientas operacionales vistas en este
texto, el valor de la distorsion en el tensor y la deformacion lineal unitaria en direccion del eje
Y, en el caso de una roseta de 60°, como se vera en un ejemplo mas adelante. En la figura 3.38
se muestra una roseta radial de 60°.

FIGURA 3.38. Roseta radial de 60°

En la figura 3.39 se muestra una roseta de 60° en Delta que se opera en la misma forma de una

roseta de 60° radial.
n //\Y/ n ’

60°

"o

60° 60° X

FIGURA 3.39. Roseta Delta de 60°




EJEMPLO 3.4

Con base en la roseta radial de 45° de la figura 3.40 y a partir de los datos de deformaciones
lineales unitarias alli mostrados, obtenga la forma numérica del tensor que modela el estado de

deformacion sufrido por la placa, cuando se consideran los datos reportados por las galgas
extensométricas.

=
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s S 45°
IF N

I ¢

W

%
3 £=125x10" X

FIGURA 3.40. Roseta radial de 45° del ejemplo 3.4 con datos medidos en prueba de laboratorio

A partir de los datos que se aportan de la roseta, podemos formar provisionalmente un tensor
deformacion, en parte numérico y en parte algebraico, para poder deducir posteriormente la
distorsion, que en este caso es una incognita, aprovechando que el tensor deformacion debe ser

simétrico (g,, = g,,)-
1,25 125
[E, |= v 15107 = v 1 x 107
g, L5 g, 175

El versor que esta a 45° de los sentidos positivos de los ejes del sistema de referencia XY (en

el primer cuadrante) debe tener como componentes, tanto en notaciéon de Gibss como en
notacion matricial:

1
Lo a2
ﬁlﬁ'ﬁ] ; {n}= N

NG

Ahora vamos a operar rumbo a calcular matricialmente la deformacion lineal unitaria (de la
que conocemos su valor como dato de medido), en direccion del versor n”. Primeramente,
obtendremos en forma numérico-algebraica el vector deformacion asociado a la direccion del
versor prima, con solo componentes enteros en el tensor (para facilitar los calculos).




1) (125, 8.
NG N \f' L
(o[ ,,Ju{gxy } SRR
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Al operar para obtener la deformacion lineal unitaria, vamos a introducir el valor medido por
la galga extensométrica que se encuentra en la direccion del versor n”,

125 g,
g’=100x10-4={l l} NG x 107 =122 80 8 175 0
2 V2fg, 175 2 2

NN

Se recomienda que para despejar la incognita, en este caso gy,, de momento no se tome en
cuenta la potencia fraccionaria externa (para no provocar confusiones) y después se
reconsidere en el momento de conformar el tensor definitivo.

2
l00=[3%, 28,
2 2

200-300=2g,,

—-100
gy =T=—50 (x 107)

Finalmente concluimos que el tensor numérico, considerando varias presentaciones correctas,
se puede expresar de las siguientes formas.

125 -50] ., [125 -5 L [L2s -05]
[E, = x 107 = x 107 = x 10
-50 175 -5 17,5 -0,5 1,75

EJEMPLO 3.5

Con base en la roseta de 60° en delfa de la figura 3.41, y a partir de los datos de deformaciones
lineales unitarias alli mostrados, obtenga la forma numérica del tensor que modela el estado de
deformacion aplicado a la placa, cuando se consideran los datos de deformacion estabilizados
y reportados en la direccion de las galgas extensométricas mostradas.




e=0

FIGURA 3.41. Roseta en delta de 60° del ejemplo 3.5 con datos medidos en prueba de laboratorio

En este caso se debe conformar un tensor provisional numérico-algebraico, basado en los
datos de la roseta, donde g, y &, se tienen como incognitas.

[El.jjz[ 0 i"y} x 107

g.Xy y

Se eligio la fraccion de las milésimas para buscar un tensor final que esté formado con
nimeros enteros en todas sus componentes, ya que en los datos de roseta se tiene informacion
en dos 6rdenes de magnitud diferentes.

En este caso se presentan galgas en direccion de dos versores (prima y biprima) que, con
acuerdo a su orientacion, para cualquiera de los casos vistos de roseta de 60° son:

n’ =cos 60°i + cos 30°j=%i+§j

1
a2
, {"}—ﬁ

2
Yy
1
n”’ =cos 120°i+cos30°j=—li+£j ; {n"}= ’
2 2 V3
2

Procederemos ahora en forma andloga a como lo hicimos con la roseta de 45°, pero ahora con
la variante de que habremos de obtener dos ecuaciones (a) y (b) para formar un sistema de dos
ecuaciones con dos incognitas. Vamos a comenzar con el andlisis en direccion del versor n”,




1 0+—g"y\/§
, 0 g Sl 2 2 _
DN =[E [n}= ?1x107 = x 107
{ } I: /:I{ } |:gxy gy:| ﬁ gxy+8y\/§
2 2 2
g.\3
0+xy_
3 3 3¢
e’=—10><10—3={l ﬁ} 2 ly107= 0+ﬂ+ﬂ+—y x 107
2 2 @Jrgy\ﬁ 4 4 4
2 2

Ignorando de momento la potencia fraccionaria, podemos escribir que:

4 4

Finalmente, se puede presentar la primera ecuacion (a) que toma la forma:
2, \3+3e,=-40  (a)

Procederemos ahora en forma analoga, con el fin de obtener la segunda ecuacién requerida
(b), para poder completar numéricamente el tensor deformacion. Ahora procedemos a realizar
el andlisis en direccion del versor n”,

1 gxyx/g

-3 0+

m |0 g 5 2 2 }
{D' )}z[Ey]{n}z[gw gw}x103 5 = x 107

y

+_
2 2 2

2 2
Ignorando de momento la fraccion, podemos escribir que:

_5_[_M+3i]

B 4 4

Se puede ahora definir que la segunda ecuacion (b), toma la forma:




~2g,V3+3e,=-20 (b)
Se procede ahora a formar el sistema de dos ecuaciones para despejar las incognitas.

2g,3+36,=-40  (a)
-2g,\3+3g,=-20 (b)
_ _ -3
0+6¢, =—60 = g,=-10 (x107)

Este ultimo dato lo vamos a sustituir en la ecuacion (a) para despejar el valor de la distorsion.
2g, 3 +3(-10)=—40
Despejando la distorsion se obtiene:

05, -2,8868 (x107)

BB B

Finalmente, se introducen los valores numéricos obtenidos en la posicion que antes era de la
incognita, para concluir que el tensor deformacion numérico, en sus formas entera y decimal
debe ser:

0
0  -2,8868
[E,]= V3 x 107 = x 107
TS -2,8868  —10

Una forma de verificar que el tensor deformaciéon calculado es el correcto, consiste en
proceder a operarlo con alglin versor de los antes utilizados, en una direccion donde se conoce
el valor de la deformacion lineal unitaria como dato de partida, verificando que, con
operaciones Unicamente numéricas, se corrobora la igualdad o similitud (dependiendo de la
exactitud de los datos) del valor calculado, como se muestra a continuacion.

, 0 2,888 0,5 2,500 1
{p"}=[E, J{n'} = : x1074 7 A~ x 107
-2,8868  —10 0,866 03] | 10,104

-2,500 1

& ={0,5 0,866 03} {
~10,104

}x 107 =-10,0004x 10° =-10x 10~ =-1x 107

El célculo anterior verifica que el tensor deformacion conformado es correcto.
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4. PRINCIPIOS GENERALES DE LA MECANICA

- 4.1. Introduccion

Los principios que se presentan mas adelante son leyes fundamentales que rigen el

comportamiento mecanico de un material real, que se puede modelar como un medio

continuo. Son principios que es importante que se tomen en cuenta en los materiales que

utiliza el ingeniero civil, aunque en muchas aplicaciones es comin que se ignoren. Estos

principios en este tema se exponen en forma muy general y sintética para no complicar

demasiado el texto con elementos que no se van a utilizar, dado que se trata de un texto basico, 2
se ha decidido no incluir ejemplos.

- 4.2. Principios generales

Estos principios enuncian leyes de conservacion de ciertas cantidades fisicas que es deseable
se consideren para un material cuando se analiza como un medio continuo.

1. Principio de conservacion de la masa (implica la llamada ecuacion de continuidad).

2. Principio de la conservacion de la cantidad de movimiento (implica las ecuaciones de
equilibrio y de cantidad de movimiento angular).

3. Principio de la conservacién de la energia, asociado a la primera ley de la
termodinamica (ecuacion de la energia). 5

4. Principio de aumento de entropia, asociado a la segunda ley de la termodindmica
(desigualdad de Clausius—Duhem).

En ocasiones, en el analisis de los fenomenos mecanicos reales, es frecuente no tomar en
cuenta estos principios, ya que se considera que sus efectos son tan pequefios que se pueden
despreciar. Al proceder de esta forma se obtienen ecuaciones mas simples para poder modelar
al fenomeno que se analiza. Cuando se plantea un modelo de comportamiento para un
material, es comun que ciertas cantidades fisicas se muestren como integrales de superficie y
otras como integrales de volumen. Lo anterior implica que se debe aplicar el teorema de Green
en analisis planos y el teorema de Stokes para analisis espaciales.
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4.3. Principio de conservacion de la masa
Este principio establece que en el interior de un volumen de control geométricamente definido,
no hay creacién ni destruccion de masa. Este principio es valido para evaluar a un cuerpo

solido, o para evaluar el movimiento de un fluido a través de una superficie de control.

Si la masa permanece constante en el volumen de control, su derivada material debe ser nula.
Si mzjyp dv ; donde p=f(x y z 1)

donde
P, densidad del material
Entonces se tiene como implicacion que:

dmd

= jp(xyzt)dV 0

{ [ v, ov ﬂ “-1)
= j x4 Y4z (=0
dx dy oz

Si el medio se supone incompresible, entonces se acepta que:

dp
4P _y 42
o (4-2)

Lo que implica que:

v, aVy ov.
—2 4+ -z =0 4-3
p[ ox dy i 0z ] @3

Bajo esta suposicion se debe cumplir con la ecuacion de continuidad, que se expresa como:

X

ox dy az

0
s +—= vy o, =0 (ecuacion de continuidad) (4-4)

Se ignoran en este caso las implicaciones relativistas de la masa, que estan dadas por los
postulados de Einstein:

a) No se puede detectar el movimiento absoluto uniforme.

b) La velocidad de la luz es independiente del movimiento de la fuente emisora.




Aqui se tiene que:
m, , masa relativista
mgy, Masa en reposo
v, velocidad del cuerpo
c, velocidaddelaluz ; donde: c=299 792 458 m/s
mO

m, = (4-5)

V2
1=
C

4.4. Principio de la conservacion de la cantidad de movimiento

Este principio se basa en la segunda ley de Newton y establece que la variacion para cada
unidad de tiempo de una parte arbitraria de un medio continuo (o de un sistema mecanico) es
igual a la resultante de las fuerzas exteriores actuantes sobre esta parte o sistema considerado.
Este principio también implica a la tercera ley de Newton, en el equilibrio de la accion y la
reaccion, entendiendo que las fuerzas externas al sistema son equilibradas por fuerzas internas.
Por este principio se implica el equilibrio de un tensor esfuerzo (que obliga a que cumpla con
ser simétrico).

En este texto nos hemos concentrado exclusivamente al equilibrio estatico, aunque se puede
plantear un equilibrio dinamico, apoyado en este mismo principio.

4.5. Principio de conservacion de la energia

Este principio establece que la energia no se crea ni se destruye, solo se transforma. Este
principio es una consecuencia de la primera ley de la termodinamica.

Al enunciar el principio en esta forma, no se estan considerando los efectos relativistas que
rigen la transformacion de masa en energia, segun la relatividad de Einstein, donde:

Ey, energia en reposo

E,=m, ¢’ (4-6)




Si unicamente se consideran cantidades mecanicas en un medio continuo, la expresion que
representa a este principio, se puede deducir directamente de las ecuaciones de movimiento.
Se define que:

K, energia cinética

U, energia mecanica interna

W, cantidad de trabajo realizado por las fuerzas masicas y superficiales
Para el caso comentado, el principio quedaria como:

dK dU dw
—t— = 4-7)

dt dt dt

La “d ” diferencial en este caso se usa para expresar que esta no es una ecuacion diferencial
exacta.

Si se consideran ambas energias, la mecénica y la no mecanica (calorifica), se llega a la
expresion de este principio en su forma mas general. Antes de mostrar la ecuacion, se define
adicionalmente que:

0O, cantidad de calor en el medio continuo

De modo que el principio de conservacion de la energia, para un medio continuo
termomecanico es:

dK U _dW  dQ

4 (4-8)
dt dt dt dt

4.6. Principio de aumento de entropia

Este principio completa la caracterizacion de un sistema termodindmico (para nosotros, de un
medio continuo que cumpliera esta condicion) y permite describir el estado del sistema. Esta
descripcion, en general, se especifica mediante varias cantidades termodinamicas y
cinemadticas denominadas variables de estado.

Un proceso termodindmico se caracteriza por un cambio en sus variables de estado,
consideradas con respecto al tiempo.

Existen relaciones funcionales (unas resultan ser funcidon de otras) entre las variables de
estado. Estas relaciones se expresan a través de las denominadas ecuaciones de estado.




El primer principio de la termodindmica postula la intercambiabilidad de las energias térmica
y mecanica, poniendo de manifiesto la conversion de trabajo en energias cinética e interna
durante un proceso termodinamico. Sin embargo, el primer principio no puede responder en
qué medida un proceso es reversible o irreversible.

Todos los procesos reales son irreversibles, pero suponer a un proceso como reversible, puede
constituir una suposicién muy util cuando en algin caso particular la energia disipada se pueda
considerar despreciable. Todos los procesos irreversibles tienen en comun que el sistema y su
entorno se desplazan hacia un estado menos ordenado.

El Segundo Principio de la Termodinamica define la existencia de dos funciones de estado
independientes: a) La temperatura absoluta 7'y b) La entropia S.

T es una cantidad siempre positiva que es solamente funcion de una temperatura
absoluta y empirica denominada 6.

S es una propiedad extensiva, es decir, la entropia total del sistema es la suma de
la entropia de sus partes. Es una medida del desorden del sistema.

Se define la variacion de la entropia cuando un sistema pasa de un estado a otro como:
a9

AS = [ (4-9)
5

donde:

dQy.,. es el calor que debe afiadirse al sistema, siguiendo un proceso tedéricamente
reversible para llevarlo de un estado inicial a su estado final.

Al extraer calor del sistema “dQ,.,” se considera negativo y también lo es la variacion de la
entropia del mismo. Bajo este concepto se debe cumplir que:
a) Enun proceso “reversible” la variacion de entropia del universo es nula.

b) En un proceso “irreversible” la entropia del universo aumenta.

¢) En cualquier proceso la entropia del universo nunca disminuye.
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S. ELASTICIDAD LINEAL

- 5.1. Introduccion

En este tema se presentan los conceptos fundamentales de la elasticidad lineal con la que se
modelan muchos fenémenos en la ingenieria civil. Se presenta cada uno de los parametros de
la elasticidad lineal y las suposiciones que la justifican. Se muestran ejemplos que buscan
obtener los parametros de esta teoria o que hacen uso de estos. Posteriormente se pasa a la
elasticidad lineal generalizada que permite resolver problemas en el espacio (tercera
dimensioén). También se muestran ejemplos para este ultimo caso. 2

- 5.2. Modelacion elastica lineal

Desde hace mucho tiempo, el ser humano ha tratado de entender como se comportan los
materiales que utiliza, con el fin de aprovecharlos de manera mas eficiente para su beneficio.
El primero en intentar la modelacion de la madera como material, con el auxilio de conceptos
fisicos y matematicos, fue Galileo Galilei (padre de la ciencia moderna y de la fisica, en
particular). Galileo razon6 con una concepcién que podemos calificar de tempranamente
moderna. Elabordé una metodologia (que perfeccionada la conocemos ahora como método
cientifico). Fue el primero en intentar predecir las deformaciones en el extremo libre de una
viga de madera empotrada que se flexiona por efecto de variar cargas en ese extremo. 4

Una preocupacion de los ingenieros modernos, similar a la experimentada por Galileo,

consiste en poder construir modelos matematicos (ecuaciones constitutivas) que permitan

predecir el comportamiento de los materiales. Esta modelacion implica que, si se pueden

conocer algunos parametros mecanicos particulares del material que van a alimentar a las

ecuaciones constitutivas correspondientes, es posible predecir el comportamiento del material 5
y definir su mejor dimensionamiento. Es de mucho interés para los ingenieros predecir las

deformaciones si se conocen las fuerzas (o incrementos de fuerza) aplicadas, o poder deducir,

como ejercicio inverso, las fuerzas que deben actuar para producir las deformaciones que se

desean.

La teoria de elasticidad lineal es la mas simple para explicar el comportamiento de los 6
materiales. Se basa en la llamada ley de Hooke (cientifico contemporaneo de Newton) que
postula para un resorte deformaciones proporcionales al aplicar cargas incrementales (dentro
del tramo lineal de comportamiento). Considerar que las deformaciones son proporcionales a
los incrementos de fuerza (o de esfuerzo), nos permite plantear ecuaciones constitutivas
realmente sencillas. La linealidad del comportamiento a bajas deformaciones posibilita aplicar
un principio que se conoce como principio de superposicion de causas y efectos. Ademas de
teoria de la elasticidad, existen otras teorias del comportamiento de materiales que se utilizan
en la ingenieria civil, como son la teoria de la plasticidad y la teoria de la viscosidad lineal.
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Modernamente se considera que, para cualquier teoria del comportamiento de los materiales,
la modelacion se puede hacer en forma general, a través de un sistema de ecuaciones
diferenciales parciales (llamadas ecuaciones constitutivas). Las ecuaciones constitutivas se
conforman en funcidén de pardmetros mecénicos, que es necesario conocer a través de pruebas
experimentales, a las que se debe sujetar el material que se quiere modelar.

5.3. Parametros de elasticidad lineal
5.3.1. Médulo de Young (o de elasticidad). (Parametro de analisis uniaxial)

Desde los cursos de Fisica de educacion media, el estudiante conoce la llamada ley de Hooke,
explicada por medio de un resorte que es deformado en su tramo elastico (lineal). El
comportamiento de un resorte (o de otro material en ese tramo lineal) se puede modelar como
se muestra en la figura 5.1, suponiendo que el eje de analisis uniaxial fuera el eje Z y este
estuviera en direccion vertical (de la gravedad).

AF,

0.

FIGURA 5.1. Comportamiento lineal de deformacion contra incremento de carga

En esta figura se ve graficado el comportamiento de la deformacion en funcion del incremento
de fuerza. El parametro k. es la llamada constante del resorte, que se expresa en dimensiones
ingenieriles de fuerza entre longitud. Las unidades de la constante del resorte en este texto,
deben ser los kilonewtons en cada metro (kN/m) debido a se pretende utilizar el Sistema
Internacional de Unidades en su primer supranivel, como el mas adecuado para la ingenieria
civil y las ciencias de la Tierra. La constante elastica se deduce como la pendiente de la
relacion planteada en la figura 1, la cual se muestra en la expresion (5-1).




k =—= (5-1)

De la relacion anterior se pueden derivar dos expresiones. La primera permite ver a la
constante del resorte en forma directa, como se observa en la ecuacion (5-2).

AF =k 6. (5-2)

Esta expresion puede modelar, con fines de prediccion, el incremento de fuerza requerido para
producir una deformacién que se quiere producir y que se puede medir, siempre y cuando se
conozca el parametro del material (la constante elastica). También se puede despejar la
deformacioén, como segunda expresion, si se conoce el incremento de fuerza aplicado y el
parametro del resorte o material, que aparece finalmente en la forma de un coeficiente inverso
multiplicativo. Vea la expresion final (5-3).

5 =2 Lar -k ar (53)
Kk

En la expresion anterior se puede valorar la capacidad predictiva de una teoria de
comportamiento. No se debe perder de vista que el analisis que estamos haciendo, implica una
prueba al resorte en direccion de un solo eje (uniaxial). En este caso el subindice “ z ” muestra
la direccion de analisis en el experimento (direccion del eje Z).

Cabe comentar que la teoria de elasticidad lineal se puede aplicar a los materiales mas rigidos
que utiliza el ingeniero civil (acero, concreto y rocas). Se considera que las deformaciones son
pequedias, cuando a estos materiales se les aplican esfuerzos del orden de aquellos que
transmiten las obras de ingenieria civil méas comunes. Como se puede ver, esta condicion es
compatible con la teoria de las pequefias deformaciones que se coment6 en el tema Estado de
deformacion.

En la ingenieria civil es comun probar materiales por medio de una prueba de tension simple o
una de compresion simple (sin confinamiento), aplicada a una probeta cilindrica. El
incremento de fuerza (AF;) (de tension o de compresion) supondremos, se aplica exactamente
en la linea de su eje de rotacion (normalmente el eje vertical Z).

Si se hace trabajar al material Unicamente en su tramo lineal (elastico), graficando ahora
deformacion lineal wunitaria contra incremento de esfuerzo, se puede graficar un
comportamiento, como el que se muestra en la figura 5.2.

Vale la pena adelantar que todos los parametros de la elasticidad lineal que se van a presentar
y demostrar en estas notas deben tener valor positivo. En esta teoria del comportamiento se
plantean los parametros con esta caracteristica. En el calculo de los parametros aparecen
incrementos de esfuerzo (normal y cortante) y deformaciones lineales unitarias (o distorsiones
adimensionales).
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FIGURA 5.2. Comportamiento deformacion unitaria contra incremento de esfuerzo

Normalmente, para calcular predicciones de los materiales mas rigidos se hace uso de las
dimensiones iniciales, que se pueden conocer con gran exactitud, midiendo la probeta antes de
aplicar la variacion de la fuerza que va a provocar las deformaciones. El area transversal
inicial a la direcciéon donde se aplica el incremento de fuerza, se calcula en funcion del
diametro inicial cuando la probeta es cilindrica.

Cuando la deformacion se evalia en la misma direccion de la aplicacion del incremento de
fuerza, se justifica que se trata de una prueba uniaxial. Al acero se le acostumbra aplicar
pruebas de tension simple; al concreto, pruebas de compresion simple. A estos materiales es
costumbre no aplicarles correccion de area transversal al transcurrir la prueba (correccion que
si se hace a las probetas cilindricas de suelos, por ser materiales altamente deformables). Dado
que no se realiza correccion del area transversal, se hace uso del area transversal inicial, antes
de aplicar el incremento de carga (o de fuerza). A la longitud inicial de la probeta cilindrica es
costumbre llamarla altura inicial (H; ). Con acuerdo a lo anterior es que se puede pasar de
datos obtenidos en la prueba (deformaciéon contra incremento de carga) a datos para ser
graficados en el plano deformacion lineal unitaria (&, ) contra incremento de esfuerzo normal o
axial (Ao ), como se muestra en las expresiones (5-4) y (5-5).

d._0._0.
£z= = —=
L z H,

1 1 1

(5-4)

Ao, === (5-5)

La grafica de la figura 5.2 es mas potente que la grafica de la figura 5.1, ya que expresa un
comportamiento que no depende de las dimensiones de la probeta que permitio extraer la
informacion y, consecuentemente, deducir los pardmetros propios del material. Del




comportamiento mostrado en la figura 5.2, se puede deducir el mddulo de elasticidad (o de
Young) como pendiente, a través de la relacion mostrada en la ecuacion (5-6).

E =—": (5-6)

De esta relacion se puede deducir la expresion directa que permite conocer el incremento de
esfuerzo que se debe tener cuando se produce una cierta deformacion lineal unitaria que se
pudiera evaluar. El parametro que permite formalizar esta relacion es el mddulo de Young. A
esta expresion (5-7) se le acostumbra llamar ecuacion constitutiva uniaxial de la elasticidad
lineal (valida para pruebas unicamente uniaxiales).

Ao, =E, ¢ (5-7)

De la relacion original (ecuacion 5-6) también se puede deducir la expresion que predice la
deformacion unitaria, cuando se conoce el incremento de esfuerzo aplicado y el parametro
elastico, como se muestra en la ecuacion (5-8). Observe que en esta ecuacion aparece en su
forma final el modulo de Young en forma inversa (como inverso multiplicativo).

A _
e =2% _ 16 —E'ac (5-8)
E E

z

Los materiales artificiales que produce el ser humano en la superficie de nuestro planeta no se
pueden considerar estrictamente ni homogéneos ni isdtropos respecto del parametro elastico
lineal (en un analisis que habria que realizar con pruebas uniaxiales independientes, en tres
direcciones ortogonales), en la mayoria de las aplicaciones de ingenieria civil se puede aceptar
(para no generar expresiones absurdamente complicadas) que los pardmetros de elasticidad
lineal se supongan isotropos (o isotrdpicos), lo que implica que se considera el mismo valor en
tres direcciones ortogonales, como se observa planteado en la ecuacion (5-9).

E:EszyzEz (5-9)

Mas adelante se escribiran las expresiones sin subindice, aceptando la suposicion de isotropia,
en los parametros elasticos de los materiales usados en diversas areas de la ingenieria.

5.3.2. Relacion de Poisson (Parametro de Analisis plano)

La relaciéon de Poisson, que es una relacion entre dos deformaciones lineales unitarias, es un
parametro que requiere datos obtenidos en dos direcciones ortogonales, a diferencia del
moddulo de Young que es un pardmetro de analisis uniaxial (en un solo eje o direccion). Para
mostrar este parametro, partiremos de la misma prueba de tension simple que se habia
planteado y que ahora se puede interpretar con mas claridad al observar la figura 5.3, donde se
muestra una probeta cilindrica de cierto material (acero, por ejemplo).
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FIGURA 5.3. Probeta cilindrica en prueba de tension simple (inconfinada) y sus dimensiones iniciales

Al no haber incrementos de esfuerzo laterales en la probeta (en direcciones ortogonales al eje
Z), considerando que actia una presién manométrica y aceptando que la presion atmosférica
(p. ) bajo este concepto tiene un valor nulo, se admite lo planteado en la ecuacion (5-10).

Ao, =Ac,=p,=0 (5-10)

De acuerdo a lo anterior, se puede plantear un Analisis en el plano XZ, reduciendo el cilindro
a rectangulos para conformar la configuracién inicial y la configuraciéon final, como se
muestra en la figura 5.4.
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FIGURA 5.4. Configuraciones de cuerpo en Analisis plano de la probeta referida




Con la convencion de signos de este texto y para la prueba que se analiza, el incremento de
fuerza, el incremento de esfuerzo, la deformacion y la deformacion lineal unitaria asociados a
la direccion del eje Z deben ser positivos, como se puede deducir al observar el cilindro de la
figura 5.3. Por razén de un fendmeno denominado efecto Poisson, las deformaciones
ortogonales al eje Z deben ser negativas, ya que se disminuye la dimension de la probeta en
esas direcciones, cuando aumenta en direccion del eje Z. Vea de nuevo la figura 5.4.

Haciendo uso del analisis de deformaciones con base en configuraciones, ahora mostraremos
las llamadas configuraciones de particula, al hacer unitaria por separado para cada eje
(diferente escala para cada eje) la dimension inicial en cada direccion, vaciando esta
informacion con datos que no corresponden a la misma escala en las dos direcciones
ortogonales (ejes X y Z). Destaca en esta representacion la deformacion unitaria en cada
direccion y el signo, respetando la convencion de signos antes acordada. Vea la figura 5.5.
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FIGURA 5.5. Configuraciones de particula con dimension inicial unitaria en cada eje

Observe que las deformaciones mostradas en la figura 5.4, son consistentes en cuanto a signo
con las mostradas en la figura 5.5. Finalmente, la relacion de Poisson se define como la
relacion entre la deformacion lineal unitaria transversal y la deformacion unitaria longitudinal
con el signo cambiado, escribiéndose como se muestra en la ecuacion (5-11).

p=-t (5-11)

El signo negativo que precede a la relacion de deformaciones lineales unitarias, tiene la
finalidad de conseguir que este pardmetro de elasticidad lineal sea siempre positivo,
independientemente de la convencion de signos que se elija (la convencion de ingenieria
geotécnica es contraria a la de ingenieria estructural y mecanica del medio continuo).




Para fines del cilindro en prueba de tension simple que se analiza con rectangulos en el primer
cuadrante del plano como se vio, se cumple que su relacion de Poisson es:

vV, =-— donde en este caso: £ =€ y & =€ =€

Dado que este es un parametro de Analisis plano, cabe la duda si tendria el mismo valor para
el material analizado en los dos planos ortogonales al propuesto. Al igual que con el modulo
de Young, comentamos que todavia no estamos en capacidad de generar materiales que sean
estrictamente homogéneos e isotropos, por lo que al igual que en el caso anterior supondremos
para los materiales reales también esa isotropia, ahora para el pardmetro que se analiza, con
acuerdo a la ecuacion (5-12) y para los tres planos ortogonales.

Vv=v_=V_=V (5-12)

Con todo rigor estos dos parametros (£ y v ) son los unicos de la elasticidad lineal, sin
embargo, se han propuesto otros dos que estan en funcion de los dos primeros.
5.3.3. Médulo de compresibilidad volumétrica (Médulo de analisis espacial)

Recordemos que bajo la suposicion de deformaciones muy pequeifias se aceptd, de acuerdo con
Cauchy, calcular la deformacion volumétrica aproximada como:

E =€ t+E +E, (5-13)
Es comtin en mecanica del medio continuo, bajo la suposicion comentada, sustituir el simbolo

de aproximacion “ = ” por el de igualdad “ = . Por esta razon, para deformaciones muy
pequefias supondremos valido en este tema que:

£, =€ +E, +€E, (5-14)

En la demostracion que se va a hacer de este modulo, se considera valido aplicar el principio
de superposicion de causas y efectos, apoyandonos en que se pueden sumar comportamientos
lineales, aceptados desde el punto de vista de la elasticidad. Supondremos también, como lo
hemos venido haciendo, isotropia elastica lineal para todos los parametros.

Se propone, en primer lugar, aplicar a una configuracion inicial de particula con forma cubica
un incremento de esfuerzo de tension en direccion del eje X. La particula sufrird un
alargamiento en la direccion X, por efecto del incremento de esfuerzo en esa direccion, pero
en las direcciones ortogonales Y y Z, por el efecto Poisson, resentira una disminucion de
dimensiones. De acuerdo con la figura 5.6, se hard un analisis de lo que sucede por la
aplicacion de esta primera accion como un incremento de esfuerzo Ao;.
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FIGURA 5.6. Deformaciones unitarias por efecto de incremento de esfuerzo en direccion X

Analizando la deformacion en el eje X y de acuerdo con la expresion (5-8), se tiene:

Ao,
E =
E

Analizando en direccion del eje ¥y de acuerdo con la expresion (5-11), se concluye que:

En segundo lugar, se va a aplicar a la particula ctibica de configuracion inicial un incremento
de esfuerzo de tension ahora en direccion del eje ¥, después de haber eliminado la accion
anterior. La particula sufrird entonces un alargamiento en direccion del eje ¥, pero en las
direcciones ortogonales X y Z, por el efecto Poisson, sufrird una disminucion de sus
dimensiones. De acuerdo con la figura 5.7 se hard un andlisis del efecto que se tiene por la
aplicacion del incremento de esfuerzo Aoy, de modo que, por analogia, se tiene que:




Anadlisiseneleje ¥: &£ =

Y E
. . g, £, o,
AndlisisenelejeX: v=-——t=-—* = ¢£=-ve=-V
& £, E
. . £ £ Ao
Andlisiseneleje Z: v=——"—t=—-—F = g =-v £,=-V Y
g £

En tercero y ltimo lugar, se aplica a la particula clibica también, bajo la suposicion de que se
han eliminado las acciones anteriores, un incremento de esfuerzo de tensién en direccion del
eje Z. La particula sufrird ahora un alargamiento en esta direccion Z, pero en las direcciones
ortogonales X y ¥, por el efecto Poisson, sufrird una disminucion de sus dimensiones. Con
acuerdo a la figura 5.8 se hara un analisis del efecto por esta tercera accion, aplicando el
incremento de esfuerzo Aoz, de modo que por analogia se tiene:
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FIGURA 5.8. Deformaciones por efecto de incremento de esfuerzo en direccion Z
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Habiendo hecho lo anterior, aplicando la accion en direccion de cada uno de los ejes por
separado, ahora aplicaremos el principio de superposicion, al agrupar las deformaciones en
una sola direccion, por efecto de las tres acciones analizadas anteriormente y que supondremos
ahora aplicadas en forma simultanea. Con esto estamos conformando un analisis que se puede
definir como espacial o triaxial, de modo que, agrupando componentes de cada analisis para
cada uno de los ejes, se llega a las expresiones (5-15), (5-16) y (5-17).

£ = %[AJX ~v(Ac,+Ad.)] (5-15)
£, = %[Aay ~v(Ao,+Ad.)] (5-16)
£ = é[Aaz ~v(Ao, +Ao, )] (5-17)

Antes de continuar, plantearemos el concepto de incremento de esfuerzo octaédrico, con base
en lo visto en el tema de Estado de esfuerzo, de modo que ahora:

Ao = Ao, +Ao,+Ao, Ao, +Ac,+Ao, I
oct. — - Y
3 3 3

(5-18)

El primer invariante planteado en la ecuacion (5-18) se refiere ahora a un tensor incremento de
esfuerzo. En muchas ocasiones, en mecanica del medio continuo, el incremento de esfuerzo
octaédrico se toma como equivalente de un incremento de presion (o incremento de esfuerzo
isotropico), al suponer que:

Ap=Aa,, (5-19)

Por otro lado, regresando a la relacion entre el primer invariante de un tensor incremental de
esfuerzo y el esfuerzo octaédrico incremental, se puede decir que, de acuerdo con la ecuacion
(5-18):

Ao, =Ao, +Ao, +Ao, =], (5-20)




Sustituyendo las ecuaciones (5-15), (5-16) y (5-17) en la expresion (5-14) que se aceptd como
suposicion valida, se llega a que:

£,=€,+€ +E = %[Aax +A0,+A0.-2v(Ao, +Ac, + Ao, )] (5-21)

Sustituyendo la suma de los esfuerzos normales incrementales por tres veces el esfuerzo
octaédrico incremental, de acuerdo con la ecuacion (5-20), se tiene:

E %(1—21/) (5-22)

vV

Si decidimos dejar en el numerador unicamente al incremento del esfuerzo octaédrico y pasar
todo lo restante al denominador, llegamos a:

Ao,
— oct. 5'23
& =—F% (5-23)

3(1-2v)

Es oportuno recordar que este médulo que se va a definir es un modulo de analisis espacial o
triaxial. Finalmente, se define como médulo de compresibilidad volumétrica (que en inglés
lleva el nombre de bulk modulus) a la relacion de pardmetros en el denominador y que se
define con la letra K, de modo que:

E
K=o i) (5-24)

Observe que la deformacion volumétrica unitaria se puede expresar en funcion del médulo de
compresibilidad volumétrica como:

g =80 AP (5-25)
K K

También se puede demostrar, apoyandonos en la expresion (5-23) y desde el punto de vista de
la teoria de elasticidad lineal, que para un valor especifico de la relacion de Poisson se revela
una posibilidad teérica de incompresibilidad del material:

siv=0,5 = ¢ =0 = material tedricamente incompresible

En la naturaleza no se plantea ningun material que pudiera ser definido como incompresible
(que al esforzarlo isotropicamente no se deforme volumétricamente), por lo que desde el punto
de vista de esta teoria y apoyados en resultados experimentales, ningin material real puede
tener exactamente una relacion de Poisson de 0,5.




5.3.4. Modulo de rigidez al cortante (Modulo plano deducido tridimensionalmente)

Para esta tlltima demostracion, original del autor de este texto, se propone el caso de distorsion
en el plano XZ de un cuerpo espacial, por efecto exclusivo de incremento de esfuerzo cortante
positivo en ese plano, como se muestra en la configuracion de particula de la figura 5.9.

X

FIGURA 5.9. Esfuerzos cortantes incrementales en el plano XZ, en particula espacial

El tensor esfuerzo incremental para el caso planteado, toma la forma:

[AT;]=| 0 0 o0 |={0 0 © (5-26)

Como se puede ver en la parte final de la ecuacion (5-26), se decidid eliminar los subindices
por tener el mismo valor, con base en la simetria del tensor que debe garantizar el equilibrio.
Textos clasicos tampoco manejan los subindices.

Para visualizar el estado de deformacion asociado al estado de esfuerzo incremental antes
visto, se plantean las configuraciones de particula mostradas, habiendo eliminado la rotacion y
colocando para su andlisis ambas configuraciones en el primer cuadrante del plano XZ, como
se muestra en la figura 5.10.




FIGURA 5.10. Configuraciones de particula para cortante simple en primer cuadrante del plano XZ

La deformacion planteada se muestra ahora en forma tensorial, eliminando también
subindices. Vea la simetria del tensor deformacion (que garantiza el cumplimiento de las
ecuaciones de compatibilidad) y en la doble acepcion de la literal para la distorsion (g y ¥).

1
0 0g]f0oo0gl |0 037

[E,]=| 0 0 0|=l0 0 0= 0 0 0 (5-27)
8. g00%700

Ahora se van a calcular los esfuerzos principales incrementales, a partir del tensor esfuerzo
incremental planteado en la ecuacion (5-26) y utilizando las herramientas antes vistas.
Recordemos que la ecuacidn caracteristica debe tener la forma que se muestra a continuacion.

A =1LV +LA-1,=0 (5-28)

Para este caso particular analizado, los invariantes son:

I,=0+0+0=0
I,=0-AT"+0=-A7"
I, =det|AT;| =0

de modo que la ecuacion caracteristica en este caso debe tomar la forma siguiente:

A +01-ATA+0=2-AT*1=0




La primera raiz se obtiene muy facilmente: 4 =0. El polinomio entonces se reduce al caso
cuadratico mostrado.

A —AT =0

Se deducen ahora las raices segunda y tercera con la ecuacion cuadratica, obteniendo:
Ay =tNAT

donde en forma individual tenemos:

A=At
A =—AT

Ahora, se deben ordenar las raices obtenidas de mayor a menor para identificar cada uno de
los esfuerzos principales incrementales, concluyendo que:

Ao, =At (5-29)
Ao, =0 (5-30)
Ao, =—AT (5-31)

La region que representa al estado de esfuerzo incremental, definido por las ecuaciones (5-29),
(5-30) y (5-31), se muestra en el plano de Mohr, ahora de esfuerzos incrementales, como se
puede ver en la figura 5.11.
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FIGURA 5.11. Regién de Mohr del estado de esfuerzo incremental deducido




También con estos ultimos datos obtenidos, se pueden calcular las direcciones donde actian
los esfuerzos principales incrementales. Bajo la suposicion de isotropia eléstica lineal, se
puede demostrar que deben ser idénticas a las direcciones donde actian las deformaciones
principales (lineales unitarias). Para el caso planteado por el tensor incremento de esfuerzo,
esas direcciones deben ser:

Ahora, se deben calcular las deformaciones principales a partir del tensor deformacion
definido antes por la ecuacion (5-27). Para el caso particular del tensor deformacion, en
funcion de la distorsion gamma, se calculan los tres invariantes:

1,=0+0+0=0
1 Y 1

L=0-|=y|+0=——

) (27) 472

I, =det|E,| =0

La ecuacion caracteristica para este caso toma la forma:
3.0g2 1
A +04 —Z;/Z/HO:O
Se obtiene como primera raiz: 4, =0. El polinomio reducido ahora toma la forma:
2-ly_g
4

Haciendo uso de la ecuacion cuadratica se obtienen las raices segunda y tercera:




Al igual que en el caso de esfuerzos, se ordenan las raices para identificar correctamente las
deformaciones principales, de modo que:

1
&=57 (5-32)
£=0 (5-33)
1
&==37 (5-34)

La region de Mohr que representa ahora al estado de deformacion planteado por las
ecuaciones (5-32), (5-33) y (5-34), se muestra en el plano de Mohr de deformaciones en la
figura 5.12, en funcioén de la distorsion y.
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FIGURA 5.12. Estado de deformacion deducido en el plano de Mohr y en funcién de y

Recordemos ahora que del andlisis tridimensional de la elasticidad lineal se habia obtenido
que:

€, =1[Aax ~v(Ac,+Ac.)] (5-15)
g, =1[Aay ~v(Ao, +Ac.)] (5-16)
e, =%[A0'Z ~v(Ac, +A0,)] (5-17)

Las mismas expresiones anteriores, pero ahora escritas en funcion de esfuerzos incrementales
principales y deformaciones lineales unitarias principales, toman la siguiente forma:




1
£ =E[A0'1 —V(AO'2+AO'3)] (5-35)
&, =%|:A0'2 -v(Ao,+Acy)] (5-36)

&, =%|:Ao-3 -v(Ao, +Ao, ):l (5-37)

Para llegar a la demostracion prometida, haremos uso de la ecuacion (5-35) donde vamos a
sustituir (en direccion principal mayor) los datos obtenidos en las expresiones (5-32), (5-29),
(5-30) y (5-31), obteniendo lo siguiente:

Sy=—[ar-v(0-a7)]=—[ar+mac]=—[ar(1+v)]

Si ahora se simplifica, al poner el incremento de esfuerzo cortante fuera del paréntesis
cuadrado, se tiene:

1 AT
—y=—""(1+v 5-38
57 E( ) (5-38)

Si se despeja finalmente a ¥, pasando los parametros eldsticos al denominador y dejando
unicamente al incremento de esfuerzo cortante en el numerador, se concluye que:

At
y=—pf— (5-39)

2(1+v)

Al denominador que ahora queda unicamente en funcién de los pardmetros elasticos, se le
llama modulo de rigidez al cortante y se abrevia con la letra mayutscula “G ™. La forma en que
aparece este parametro en textos de elasticidad lineal es:

E
_ 5-40
=2 (-40)

Definido este parametro, la ecuacion (5-39) se puede escribir ahora la (5-41):

y=—" (5-41)




En direccion del eje principal intermedio se plantearon incremento de esfuerzo y de
deformacion nulos. Se puede buscar el obtener el valor de la deformacion principal & como
incognita, llegando a la conclusion de que sin duda esta vale cero (con acuerdo a las
herramientas de analisis tensorial).

Para el andlisis en la direccion principal menor, usando la ecuacion (5-37) vamos a sustituir
ahora los datos obtenidos en las expresiones (5-34), (5-29), (5-30) y (5-31), para llegar a lo
siguiente:

S r=r[-Ar-v(ar+0)]=1-ar(1+v)]

que también se puede escribir:

1 AT
—y="2(1+
7= (1+v)

Esta tltima expresion resulta ser idéntica a la ecuacion (5-38) obtenida con anterioridad, de
modo que se puede decir que en el analisis de estas dos direcciones principales (la mayor y la
menor), se llega a la misma ecuacion (5-39) al despejar la distorsion “ ¥ ”, logrando de nueva

cuenta demostrar el valor del moédulo de rigidez al cortante “G ™.

Comentaremos ahora que, si en lugar de la distorsiéon  hubiéramos usado la distorsion g, que
vale la mitad de la primera, se hubiera tenido como expresion final:

AT AT 1+v
g—7(1+V)—I—7(AT) (5-42)
I+v

Se puede escribir, por tltimo, en funcion de la distorsion “g” y del parametro “G”, que:

_ A7

=2 (5-43)

g

Bajo la suposicion que hemos hecho de isotropia elastica lineal, se debe entender que estamos
aceptando que este modulo tiene igual valor en tres planos ortogonales, por lo que:

G=0.=G, =G, (5-44)

Para concluir, en esta demostracion el médulo de rigidez al cortante solo se puede obtener bajo
la suposicion de que no se tienen, adicionalmente a la distorsion, deformaciones lineales
unitarias en las direcciones X'y Z.




5.4. Ejemplos de calculo de parametros elastico lineales

EJEMPLO 5.1

En el laboratorio de Mecanica de Rocas se realizd una prueba de compresion no confinada
(unidimensional o simple), a una probeta cilindrica de roca granitica con dimensiones iniciales
de 19,721 8 cm en su didmetro y 28,437 6 cm en su altura. Dentro del tramo elastico lineal de
este material y al estar aplicando un incremento de fuerza de 6,822 3 MN con direccion del eje
de rotacion del cilindro, se midieron como dimensiones finales (“deformadas™) 19,748 1 cm
de diametro y 28,287 6 cm de altura. Calcule para esta roca:

a) Sumoddulo de Young (en MPa).
b) Su relacion de Poisson.

SOLUCION

Como primer paso se va a calcular el incremento de esfuerzo axial, aplicado en el momento de
medir las dimensiones deformadas. Se calcula entonces el area transversal inicial antes de
aplicar el incremento de fuerza axial (sin correccion por el efecto Poisson):

YV z(19,7218x 107 m)’
A,:”(f’) 7 4X ") 30548 x10% m

De modo que:

AF, -6,822 3 MN
AO-Z = = -2 2
A 3,0548x10" m

~-223,33 MPa

Calculemos ahora la deformacion unitaria transversal y también la longitudinal:

X; D, 19,748 1 cm

g=6 =¢ ="t ==L =20 M _|_13335510°
*“ % D 197218cm
z. H.

g oe =L 22828T0em 000107
z, H, 28,437 6 cm

Con lo antes realizado, ya podemos calcular el médulo de Young y la relacion de Poisson,
como parametros de elasticidad lineal de esta roca granitica y con cinco cifras significativas.

a) =80 2D IMP ) 340 Mpa=42,340 GPa
e, -52747x10

z

-3
5,2747x 10




EJEMPLO 5.2

Aprovecharemos los datos del ejemplo anterior para hacer un ejercicio de prediccion.
Supongamos que ahora se propone realizar una prueba de compresion isotropica (compresion
con el mismo valor de incremento de esfuerzo de compresion en tres direcciones ortogonales)
a la misma probeta de roca granitica cilindrica antes descrita, que se puede lograr con un
incremento de presion del tipo hidrostatica (incremento negativo de esfuerzo isotrépico). El
incremento de presion hidrostatica (de compresion) se plantea que alcance un valor de 98,356
MPa, con criterio manométrico. Se pide calcular, como ejercicio de prediccion, cual debe ser
el volumen (en m®) y las dimensiones finales de la probeta bajo esta presion (en cm), de
acuerdo con la teoria de elasticidad lineal y suponiendo isotropia.

Calcularemos ahora el volumen inicial de la probeta con los datos de dimensiones iniciales del
ejemplo anterior.

V.=A H, =~3,054 8x 107 m’(0,284 376 m) =~8,687 1 x 10° m’

Se calcula ahora, con base en los parametros elasticos, el modulo de compresibilidad
volumétrica (Bulk Modulus) de esta roca granitica, usando los parametros calculados en el
ejemplo anterior.

E 42 340 MPa

~ ~ 28 548 MP
3(1-2v)  3[1-2(0,252 81)] !

Desde el punto de vista de presidon manométrica, la presion inicial es igual a la atmosférica
(nula) y la presion final es igual a la que se da como dato, pero considerando que debe tener
signo negativo, ya que se trata de una compresion.

Ap=p, — p, =-98,356 MPa —0 MPa = 98,356 MPa

De acuerdo con lo comentado en el cuerpo teodrico, tenemos la opcion de calcular la
deformacion volumétrica unitaria por efecto del incremento de presion isotropica.

g =—t B T2 T 34453107
K K 28548MPa

Podemos ahora conocer el volumen final de la probeta bajo esta presion, como un calculo
predictivo.

V

=V, (1+¢,)=8,687 1x 10” m’(1-3,4453 x 107) =8,657 2x 10” m’

Suponiendo a la roca homogénea e isotropica y también suponiendo deformaciones pequeiias,
podemos aceptar que:




E =€ =€ = §E=£+E+E =3 = €£=—=

£ =¢,=¢="x—"""=-11484x 107

Finalmente, de acuerdo con todo lo anteriormente supuesto, las dimensiones de la probeta bajo
este incremento de presion deberian ser:

H,=H,(1+¢,)~28,437 6 cm(1-1,1484x 107)=~28,404 9 cm
y
D, =D,(1+&,)=19,7218 cm(1-1,148 4x 107) = 19,699 2 cm

5.5. Elasticidad lineal espacial o tridimensional (triaxial)

En el caso donde se quiera hacer un manejo de la elasticidad lineal en un problema planteado
en el espacio, se aprovecha la simetria de los tensores, tanto el de incremento de esfuerzo
[AT;] (por equilibrio) como el de deformacion [Ej;] (por compatibilidad), ya que, de sus nueve
componentes, solo se requiere conocer a seis para modelar espacialmente cada estado. Por lo
anterior, se puede lograr cierta economia al escribir estos componentes haciendo uso de una
notacién compacta para fines de ingenieria. Se plantean entonces, por un lado, el llamado
vector de esfuerzo incremental {AT;} y, por el otro, el llamado vector de deformacion {Ej}.
Estos se construyen a partir de datos del tensor correspondiente, como matrices de 6 x 1 (R®),
donde se ordenan sistematicamente y en forma de columna los elementos de la diagonal
principal y del triangulo superior de datos de cada tensor, como se muestra:

Ao,
Ao
Ao, Az, At '
Ao, 6 45
[aT,]=|Az, Ao, Az, | = {AT}=, "+ €R (5-45)
AT, At Ao, ”
AT,
Az,




£ 8n 8 gy
[E,]=|2. & & | = {E}= gz e R (5-46)

8. 8: €& g;

g

Bajo la suposicion de que el material es isotropo respecto de parametros elastico lineales, se
puede construir una matriz de constantes elasticas (que en realidad es un tensor por su
condicion de simetria y dimensionalidad), que permite pasar de los componentes de un vector
de incremento de esfuerzo a los componentes de un vector de deformacion y que se
denominara: [C™']. Este tensor condensa la informacion de elasticidad lineal en el espacio,
deducida de la informacion que se obtuvo al demostrar el valor del médulo de compresibilidad
volumétrica y el moédulo de rigidez al cortante, como se puede ver en el tensor mostrado:

A A S S
E E E

vy 1 v 0 0 0
E E E
vy v 1 0 0 0

1+v

0 0 0 =X 0 0
0 0 0 0 HTV 0
0o 0 0 0 0 HTV

A la expresion anterior, se podria desear sustraerle, como factor comin, el inverso
multiplicativo del modulo de Young, pero no lo haremos.

La forma de la relacion buscada, en notacion condensada, se puede escribir como:

{E,}=[C"J{ar} (5-48)

Esta expresion que representa las relaciones de elasticidad lineal tridimensional entre los
incrementos de esfuerzo y las deformaciones adimensionales, tiene analogia y recuerda a la
relacion unidimensional que muestra la expresion (5-8) que ahora se reescribe en otra forma:

e.=(E.")Ao. (5-8)




Dado que en esta expresion el mddulo de elasticidad (o de Young) aparece en una forma de
coeficiente inverso, es la razon por la cual, en el caso espacial, el tensor se presenta con una
notacion de valor inverso.

Bajo la misma suposicion antes comentada, es posible decir que se puede armar otro tensor de
constantes elasticas (también necesariamente simétrico) que permite pasar ahora desde los
componentes de un vector de deformacion a los componentes de un vector de incremento de
esfuerzo, que ahora se denominara: [C]. Este tensor utiliza un parametro que se denomina
constante de Lamé, el cual se define como:

Ev
A= (1+v)(1-2v) 549

También se hace uso, para fines de simplificacion del médulo de rigidez al cortante, del cual
recordamos que tiene la forma:

E
G= m (5'40)

Finalmente, este otro tensor de transformacion que permite operar a la inversa del visto para el
caso anterior, queda definido como:

[A+2G A A 0 0 0
A A+2G A 0 0 0
] p) A A+2G 0 0 0 5-50)
0 0 0 2G 0 0
0 0 0 0 2G 0
L0 0 0 0 0 2G

En este caso, la relacion entre los vectores de deformacion y de incremento de esfuerzo se
puede expresar en forma condensada como:

{AT;}=[C){E,} (-51)

Esta expresion recuerda, por ser andloga, a una expresion unidimensional de elasticidad lineal
antes vista que es:

Ao, =E ¢ (5-7)

Observe que en esta forma de la expresion (5-7) el médulo de elasticidad aparece como un
coeficiente directo, por lo que se entiende ahora que el tensor en analisis tridimensional tiene
una literal de coeficiente directo [C]. Con base en esto se puede afirmar, con la posibilidad de
revisar los tensores (como matrices) de transformacién [C]y [C™'], que:




[C]=/(E) (5-52)

[c']= f(%]= f(E™) (5-53)

Con la intencién de operar en forma simplificada, bajo ciertas condiciones (como isotropia
elastica lineal), se tiene como caso particular el poder partir de un tensor principal (no
necesariamente ordenado), donde tanto los incrementos de esfuerzo cortante como las
distorsiones valieran cero. Para estos casos particulares se puede partir de unos vectores de
incremento de esfuerzo y de deformacion adimensional que denominaremos reducidos (red.),
para operar con unos tensores (como matrices) también reducidos, aceptando que:

Ao, 0 0 Ao,
[AT,]=| 0 Ao, © = {A1;} =iAo, e R (5-54)
0 0 Ao, 0. ).
y
e 0 0 £,
[E;]=|0 & o = {E} =i¢ e R’ (5-55)
0 0 g €

La expresion del tensor de parametros elasticos reducido (req) se simplifica, para el caso de
paso del vector de incremento de esfuerzo al vector de deformacion (lineal unitaria).

1l v _v
E E E
a7 | v 1 v )
e (5-56)
vy v 1
L E E E red.

Para el paso del vector de deformacion al vector de incremento de esfuerzo, en el caso
reducido, se tiene entonces:

A+2G A A
[Cl,=| 4 A+2G 4 (5-57)
A A A+2G

red.

Finalmente, para lograr el paso de incrementos de esfuerzo a deformaciones, en el caso
general espacial, se opera matricialmente, como se muestra para la forma general.




£ i 1l Ao,

L Yy o
E E E

2 vy 1 v 0 0 0 Ao,
E FE E

£, vy v 1 0 0 0 Ao,

_| E E E | (5-58)
+v
gyx 0 0 0 T 0 0 A'Z'yx
1+v

g |0 0 00— 0 |la
o 0 o0 o o ¥

g, L E 1|A7,

Como operacion inversa, para lograr el paso de deformaciones adimensionales a incrementos
de esfuerzo, se opera como se muestra para la forma general:

Ao,| [A+2G A A 0 0 01fe
Ao, A A+2G A 0O 0 O )
Ao, _ A A A+2G 0 0 0 ||& (5-59)
Az, 0 0 0 26 0 0 ||g,.
AT, 0 0 0 0 2G 0 ||g.
At | O 0 0 0 0 2G||g,

Para el caso reducido, que se corresponde con tensores principales y donde se plantea el paso
de incrementos de esfuerzo a deformaciones adimensionales, tenemos:

£, 1 v V| (ac,
E E E
- v 1 v
{Ell }red. - I:C l]red_ {AT‘;j}red_ = gy = _E E _E AO'y (5'60)
vy v 1
gz red. L E E E Jred. AO-Z red.

Finalmente, en el caso reducido, para la operacion inversa que permite el paso de
deformaciones adimensionales a incrementos de esfuerzo, se dispone de:

Ao, A+2G A yl €,
{A]:'j }red. = [C]red. {Eij }red. = AO-y = A A+2G A gy (5_61)
Ao, A A A+2G £

red. red. Z J red.




5.6 Ejemplos de elasticidad lineal tridimensional

EJEMPLO 5.3

Se desean predecir, haciendo uso de la teoria de elasticidad lineal en analisis tridimensional,
las dimensiones finales de un tanque muy largo con forma tubular, que en su condicion final
va a contener un gas a presion. Se conocen las dimensiones iniciales del tanque y los
parametros elasticos del acero con que fue construido. La construccion del tanque se realizo en
su tramo longitudinal con una placa doblada de acero que se cerrd con soldadura de costilla y
con dos tapas con forma de casquete esférico. En el andlisis que se va a hacer, se supone una
longitud del tanque muy larga, para alejarnos de las tapas con forma de casquete que impiden
en los extremos la libre deformacion del tanque. Por lo anterior, el calculo vale estrictamente
para la zona central del tanque que tiene una gran longitud. Los parametros elasticos
asignables a la placa de acero son:

E=22357GPa y v=0,31247.

Las dimensiones iniciales del tanque sin considerar la accion de la gravedad (con presion
interna igual a la del aire atmosférico exterior) se plantean a continuacion:

L;, longitud inicial del tanque
L; = muy larga

D;;, diametro interior inicial
Dii = 2,346 8 m

e, espesor inicial de la placa de acero
e;=1%"=3,175ecm=3,175x 10 m

D.;, diametro exterior inicial
D.;j=Dj;+2e;=2346 8 m+2(0,031 75 m)=2,4103 m

Las condiciones de presion se plantean a continuacion:

pi, presion inicial en el interior del tanque
pi = presion atmosférica (como el ingeniero usa presion manométrica: p, = 0 kPa)

Pr , presion final en el interior del tanque
pr=8783,6 kPa (de compresion)

Es el incremento de presion el responsable de producir las deformaciones, por lo que
tendremos que:

Ap=p,—p,=—8783,6kPa— 0kPa=-28783,6kPa

Dado que el gas trabaja a compresion, se escribe con signo negativo para ser consistentes con
la convencion de signos de este curso. En la figura 5.13 se muestra la vista de un corte de




media cafia, realizado verticalmente con el plano 4—-4”. Recordemos que en este texto la
direccion vertical se reserva para el eje Z. Esta direccion vertical, hay que subrayar, coincide
en la mayoria de los casos con la direccion de accion de la gravedad.

FIGURA 5.13. Corte vertical imaginario de media cafia para el tanque del ejemplo 5.3

Se observa también el lugar que se ha elegido para colocar el punto P para fines del analisis.
En el punto P se coloca el origen del sistema de referencia derecho que se ha decidido utilizar
(se podria proponer otra posicion para el punto P, por ejemplo, haciendo un corte horizontal).

En la figura 5.14 se muestra como se veria el corte imaginario vertical en el tanque desde el
interior en el corte A—A4 "y con una visual en la direccion del eje X.

Z
‘ P
) Y)

l I

FIGURA 5.14. Imagen en una visual en direccion del eje X al corte realizado en el plano 4-4”

Debido a que el tanque se ha definido como “muy largo”, se propone, para fines de calculo de
fuerzas y esfuerzos, limitar la longitud a un valor unitario (en este caso 1 m en direccion del
eje Y). En la figura 5.15 se muestra la misma vision de la figura 5.14, pero limitada a una
longitud unitaria.




1™y

le— I m —=f €

FIGURA 5.15. Misma visual de la figura 5.14, pero reducida a una longitud unitaria

En esta figura se separa la zona que recibe la presion del gas (interna) y la zona que representa
al acero (que se ve como rectangulos pequefios en la figura 5.15). También en esta figura se
muestran esquematicamente las dimensiones iniciales de interés del tanque.

Se aprovecha, para fines de calculo, el principio de la mecanica que tiene que ver con
superficies curvadas (alabeadas) sujetas a la presion de un gas. Este principio establece que se
puede calcular la fuerza en una direccion de andlisis, por efecto de un gas que actlie sobre una
superficie alabeada, si se multiplica el valor de la presion de ese gas por la superficie en que
actla, pero vista esta desde una visual en la direccion de andlisis. En los calculos que se
muestran a continuacion, se aprovecha que se tienen datos con cinco cifras significativas, para
hacer el cierre de los célculos también con cinco cifras significativas.

ANALISIS DE FUERZAS Y ESFUERZO EN DIRECCION DEL EJE X (plano YZ).
Precisamente la figura 5.15 nos muestra lo que se veria en la visual del eje X, pero ahora
considerando una longitud unitaria del tanque. Vamos a calcular la fuerza asociada al efecto
de la presion del gas, multiplicando el incremento de presion por el area que se observa en
contacto con éste, pero como se ve en la figura 5.15 (4rea interna). Calculamos y definimos
primero esa area como:

Axint = Ay, éarea interior de vista normal al eje X

A=A, =D, (1m)=2,346 8 m(1 m)=2,346 8 m’

Calculamos ahora el incremento de fuerza por efecto del gas a presion:

AF, =Ap 4, =8 783,6 kPa(2,346 8 m’ ) =20 613 kN =20,613 MN




Este incremento de fuerza lo dejamos positivo, porque aunque el gas que trabaja a compresion
se considera negativo, el acero lo resiste a tension, por lo que pensando en lo que le sucede al
acero, donde se aloja el punto P, se mantiene el signo positivo.

En este analisis de longitud unitaria, el area de acero que resiste a tension es dos veces el
espesor multiplicado por la longitud unitaria (en metros).

Ay, area de acero normal al eje X

A,=2¢,(1m)=2(3,175x 107 m)(1m)=6,350 x 107 m’

X

El incremento de esfuerzo normal promedio, tomado por el acero a tension, debe ser:

g, =B 2063MN ) 61 Mpa
A4, 6350x10%m

X

ANALISIS DE FUERZAS Y ESFUERZO EN DIRECCION DEL EJE ¥ (plano XZ).

Ahora vamos a calcular el area interior expuesta al gas a presion, para una visual en direccion
del eje Y. Se propone hacer un corte al tanque, con un plano que llamaremos B-B’, que pasa
por el punto P, como se plantea en la figura 5.16.

\\

FIGURA 5.16. Corte imaginario B — B”realizado al tanque, normal al eje ¥

En la figura 5.17 se observa el corte visto como normal a la direccion del eje de rotacion del
tanque, que coincide en este caso con la visual en direccion del eje Y.




FIGURA 5.17. Vista imaginaria sobre la visual del eje ¥ y ubicacion del punto P de andlisis

En la misma figura 5.17 se puede ver que el area interior es funcion del diametro interior
inicial, de modo que:

Ay int, area interior de vista normal al eje ¥

2 2
A =4 = ) _ (2,346 8 m)
4 4

(D

i

~4,3256m’

Calculamos ahora el incremento de fuerza en direccion del eje ¥ por efecto del gas a presion.
AF, =Ap A, ~8 783,6 kPa(4,325 6 m’ ) =37 994 kN = 37,994 MN

A este incremento de fuerza le otorgamos el signo positivo, ya que también el acero lo resiste
trabajando a tension. El area de acero que resiste esta fuerza, lo podemos calcular a través de
una resta de areas, de modo que restaremos el area del circulo interior al area del circulo
exterior de la figura 5.17, como se plantea a continuacion:

Asy =Ay ext_Ay int
2 2
n(D,) m(2,4103m
A= (D) _7( ) ~4,562 8 m’
4 4
A, =4, —A,, ~4,5628m’—4,3256m’ ~0,237 2 m’




En este caso, el incremento de esfuerzo normal de tension promedio en el punto P debe ser:

AF, 37,994 MN
Ao, =—2 =20
"7 4, 0,2372m

sy

=160,18 MPa

ANALISIS DE FUERZAS Y ESFUERZO EN DIRECCION DEL EJE Z (plano XY).
En la figura 5.18 se muestra un corte imaginario normal al eje Z y que pasa por el punto P, que
denominaremos como C —C”.

FIGURA 5.18. Corte imaginario C — C”que pasa por el punto Py es normal al eje Z

En esta figura se han exagerado las dimensiones del espesor del tanque con fines de claridad
didactica. Si el corte, en lugar de ser imaginario se hiciera fisico, se encontraria que al generar
el incremento de presion en el gas, este no puede llegar al corte, por lo que se puede concluir
que a partir del punto Py en direccion del eje Z no hay, en el andlisis planteado, ni incremento
de fuerza ni incremento de esfuerzo. Se acepta entonces que:

Observe también en la figura 5.18 una circunferencia (punteada en la figura incompleta), que
pasa por el punto P y que denominaremos (p,;) perimetro medio inicial (que usaremos mas
adelante). Se establece entonces que se tiene incremento de esfuerzo en las direcciones X'y Y.
En la direccion del eje Z el incremento de esfuerzo es nulo (o con un valor manométrico igual
a la presion atmosférica).




En la figura 5.19, se muestra un cubo diferencial de incremento de esfuerzos que corresponde
al analisis del punto P, asociado a la posicion en que se ubicoé y también al sistema de
referencia que se propuso.

Ao,

FIGURA 5.19. Cubo diferencial de incrementos de esfuerzo, deducido del ejemplo

A continuacion, con base en lo obtenido y que se ha sintetizado en la figura 5.19, escribiremos
el tensor incremento de esfuerzo y el vector de incremento de esfuerzo correspondientes:

32461 0 0 Ac,) (324,61
[AT,]=| 0 160,18 0|MPa = {AT,} ={Ac,{={160,18 & MPa
b Y Jred. Y
0 0 0 Ao 0

¥4

En este caso particular, coincidié que el tensor incremento de esfuerzo resultara ser del tipo
principal y ordenado, lo que permitiria entrar a una solucion grafica, si se deseara, sin
necesidad de realizar una rotacion del tensor. Por otro lado, en la figura 5.20 se muestra el
estado de incremento de esfuerzo en el plano de Mohr, que corresponde al cubo diferencial
que se ha mostrado antes en la figura 5.19. Observe que este plano de Mohr es el plano

incremental de esfuerzo, por lo que los ejes son AG contra AT.




(MPa)

Ao;=0 Aoy = 324,61

50

Ao, = 160,18

FIGURA 5.20. Region de Mohr del estado incremental de esfuerzo del ejemplo 5.3

Se deben operar el vector de incremento de esfuerzo con el tensor de parametros eldsticos

reducidos, para este caso de tensor incremental de esfuerzo principal, que para las condiciones
del ejemplo va a ser:

£, _l v _K— Ao,
E E E
1% 1 1%
£ =l-— = -—= Ao 5-60
7 E F E 7 ( )
vov 1
¢l | E E E |, A%,

Se debe tomar en cuenta que, tanto las unidades de los parametros elasticos como las del

vector de incremento de esfuerzo, deben ser las mismas para llegar a deformaciones unitarias
(adimensionales). Recordemos que:

E=1223,57 GPa=223 570 MPa

v=0,312 47




Por lo que partiendo del vector de incremento de esfuerzo tenemos:

Ao, 324,61
{AT,} =4Ac,; =1160,18. MPa
AO-Z red. 0 red.

y haciendo uso de la relacion:

{Eij }red. = I:C_l :IrecL {A]:f }red

se llega a reconocer, después de operar matricialmente, el vector de deformacion.

g, 12,281
{E;} =16, =412.6278; x107
£, red. _6’ 7756 red.

El tensor deformacion asociado a este estado de deformacion, reconstituido a partir de los
datos antes obtenidos, debe ser:

e 0 0] 12280 0 0
[E;]=|0 & 0|=< 0 26278 0 |x10°
0 0 ¢ 0 0 -6,7756

El estado de deformaciéon representado por este tensor (también principal y ordenado)
corresponde, en el plano de Mohr de deformaciones, a la region mostrada en la figura 5.21.

(x 107

FIGURA 5.21. Regién de Mohr del estado de deformacion del ejemplo 5.3




Como conclusion, podemos decir que, en este ejemplo, el tensor de parametros elastico
lineales tiene la capacidad de trasladar la informacion de la region de Mohr de esfuerzo
incremental (figura 5.20) a la regién de Mohr de deformacion (figura 5.21). Se ha buscado que
esto quede claro, para este ejemplo que maneja informacién de un fendmeno tridimensional.
El otro tensor de parametros elasticos (el inverso al que se ha usado) permitiria proceder al
revés, es decir, pasar informacion del estado de deformacion mostrado en el plano de Mohr
(figura 5.21) al estado de incremento de esfuerzo mostrado como region en el plano de Mohr,
de la figura 5.20.

Finalmente, para concluir este ejemplo con la informacién obtenida de deformaciones,
podemos decir que ya estamos en opcion de calcular las dimensiones finales que se nos
solicitaban en el enunciado del ejemplo.

a) Calculo de la longitud final que dejamos en forma implicita:
L =L(1+¢,)=L(1+2,6278x 10™)

b) Calculo del alargamiento asociado a la direccion del eje X.

Expresiones previas para el calculo del perimetro medio final en funcion del perimetro medio
inicial:
p mi =7 D

mi

Célculo del didmetro medio inicial:
D, =D, +2(%e,.) ~2,346 8m +3,175x 107 m=2,378 55 m
Calculo del perimetro medio inicial:
D =7 D,, =m(2,378 55m)=7,472 4m
Calculo del perimetro medio final:
Doy =D, (146,)=7,4724m(1+1,228 1 x 10°) = 7,481 6 m
¢) Finalmente calculamos el espesor final de la placa que conforma al tanque:
e, =¢(1+£)=31750cm(1-6,7756x 10™)=3,172 8 cm

Como légicamente se esperaba, por efecto del incremento de presion del gas en el interior del
tanque, ya que lo expande, el espesor de acero que lo constituye sufre una disminucién en su
espesor.




EJEMPLO 5.4

En un laboratorio de mecanica de rocas se realizaron varias pruebas mecénicas, haciendo uso
de una muestra de roca sana. De varias pruebas de compresion simple, a probetas cilindricas
de la misma roca, se concluyd que los parametros elasticos asignables (promedio) se deben
tomar como:

E=283726 MPa y v=0,247 82

De la misma muestra se labr6 una probeta con forma de paralelepipedo rectangular, que tenia
como dimensiones iniciales:

xi=49,768 cm ; »;=48534cm ; z=53287 cm

Esta probeta se sometid a una prueba triaxial verdadera, donde se aplicaron incrementos de
fuerza de compresion en las direcciones X y Z. La fuerza incremental se transmitié a la
probeta a través de placas metalicas muy rigidas de un buen espesor, con el fin de uniformizar
lo mas posible el esfuerzo de contacto en las caras normales a los ejes esforzados. Al alcanzar
cierto valor de incremento de fuerza en las direcciones comentadas y sosteniendo fijo el valor
de las deformaciones (dentro del rango elastico), se midieron como dimensiones deformadas o
finales los siguientes valores:

x=49,597cm ; yr=48,695cm ; z=52935cm

Se pide deducir, cdémo un calculo de prediccion a partir de los datos medidos, el valor que
debe tener cada fuerza incremental de compresion, actuando en las direcciones antes
comentadas, para producir las dimensiones deformadas que se midieron en la probeta bajo su
accion sostenida.

Solucién:
En primer lugar calcularemos la deformacion unitaria en cada direccion, aprovechando que las
dimensiones de la probeta se enunciaron en relacion a cada direccion del sistema de
referencia.

X
Y 239597 em 5 4359x 107

tox 49,768 cm

g =20 2B M 551755107
v 48,534 cm
z.

g =222 66057 107
z. 53,287 cm

1

Estos datos calculados modelan, como un gran promedio, las deformaciones en el entorno del
punto centro de volumen de la probeta, por lo que podriamos decir que el tensor deformacion
reducido, bajo la accion que se analiza, debe ser:




e, 0 0] [-34359 0 0
[E;]=| 0 & 0|=| 0 33173 0 |x10°
0 0 ¢ 0 0 -6,6057

Podemos ahora desarticular estos componentes del tensor y formalizar el vector equivalente
reducido con los mismos datos.

-3,4359
{E,} =1 33173 {x 107
~6,605 7

Ahora podemos plantear la operacion tensorial que, a través de la elasticidad lineal
tridimensional, en su acepcion reducida, permite pasar de deformaciones lineales unitarias a
incrementos de esfuerzo normal.

Previamente calcularemos, con una exactitud de cinco cifras significativas, los componentes
que alimentan el tensor elastico lineal que permite la transformacién planteada.

Ev. 837,26 MPa(0,247 82)
(1+v)(1-2v) (1+0,247 82)[1-2(0,247 82) ]

= 329,69 MPa

G £ 8726MPa _is 1o Mpa
2(1+v)  2(1+0,247 82)

Los componentes de la diagonal principal del tensor seran:
A+2G =1000,67 MPa

Formaremos matricialmente los componentes en el orden mostrado.

{A];j }re i [C]red {E ij }red.

Lo anterior nos permite plantear, numéricamente y con una exactitud de cinco cifras
significativas, la operacion obligada:

Ao, 1000,67 329,69 329,69 —3,4359 —4,522 4
Ao, r=| 329,69 1000,67 329,69 [MPaq 3,3173 tx 10 = =0 MPa

y

Ao, 329,69 329,69 1000,67 —-6,605 7 —6,649 2




En la figura 5.22 se muestra el cubo diferencial de incremento de esfuerzo que modela lo que
sucede en el punto centro de volumen del paralelepipedo esforzado, bajo las acciones
calculadas.

Ao. Z

Ao,

FIGURA 5.22. Cubo diferencial que muestra el estado de esfuerzo incremental del ejemplo 5.4

Calcularemos ahora el area normal a cada incremento de fuerza, a partir de las dimensiones
iniciales de la probeta con forma de paralelepipedo rectangular.

A =yrzi = 0,485 34 m (0,532 87 m) = 0,258 62 m*
Az =xryi = 0,497 68 m (0,485 34 m) = 0,241 54 m®
No calcularemos el area transversal (ortogonal) a la direccion ¥, porque desde el enunciado

sabemos que no hay aplicacién de un incremento de fuerza en esa direccion.

Vamos a multiplicar ahora el incremento de esfuerzo por el 4area normal inicial
correspondiente a este, para deducir el incremento de fuerza aplicado en cada direccion, que
han producido las deformaciones que se midieron y que fueron en este ejemplo datos de
partida.

AF, = Ao, - 4, ~—4,522 4 MPa(0,258 62 m’ ) =~ —1,169 6 MN =—1169,6 KN

AF, = Ao, - A, =—6,649 2 MPa (0,241 54 m” ) = —1,606 0 MN =~1 606,0 kN




Debido a que no se aplicd incremento de fuerza en la direccion ¥, estamos seguros de que es
nulo, por lo que podemos escribir ya que:

AF, =0 MN (ya que estrictamente Ao, =0 MPa)

Lo calculado en este ejemplo presupone que lo que se ha supuesto para el punto centro de
volumen, se puede extender para todo el cuerpo, lo que no deja de ser una suposicion que
requiere cumplir con condiciones especificas (placas de un material extremadamente rigido en
intimo contacto con las caras esforzadas para suponer esfuerzo uniforme en toda la cara
analizada y con las mismas dimensiones o un poco menores a las de la cara rectangular
correspondiente de la probeta, para evitar contacto entre placas) como el de ser lisas y por lo
tanto no acumular esfuerzos cortantes al deformarse el cuerpo.

En la figura 5.23 se muestran esquematicamente los incrementos de fuerza que provocaron el
cambio de dimensiones de la probeta planteada, indicando que bajo estas fuerzas (o esfuerzos)
se sostienen las dimensiones que se especificaron como finales del paralelepipedo.

|AF. = 1606,0
A
zf
/
AF=11696]
—~"T  (kN)

i Yr I

FIGURA 5.23. Configuracion final de cuerpo bajo las acciones aplicadas
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6. MODELOS REOLOGICOS

- 6.1. Introduccion
1

En este capitulo se va a modelar el comportamiento deformacion lineal unitaria contra
incremento de esfuerzo normal (o deformacion unitaria—esfuerzo normal incremental) y su
posible evolucion en el tiempo (e-Ao—f) de los materiales reales. Este tipo de comportamiento
se puede modelar con analogias mecanicas ideales (llamadas unidades reoldgicas) que al
combinarlas modelan comportamientos mas complejos (modelos reologicos).

La reologia es la rama de la fisica que estudia el flujo de los materiales (en el tiempo). Como
se puede apreciar en este tema, se estudia por primera vez en este curso el efecto del tiempo en
el comportamiento de los materiales.

Parte de la formacion del ingeniero civil consiste en la adquisicion de elementos que le

permitan modelar el comportamiento de los materiales reales. Conviene para este fin apoyarse 3
en el conocimiento de varios tipos de comportamiento idealizados que se tienen muy bien

estudiados. Se abre asi la posibilidad de modelar comportamientos mas complicados que

presentan los materiales reales, combinando diferentes elementos simples de los cuales se

tiene muy bien entendido su comportamiento individual.

- 6.2. Unidades reologicas (de comportamiento simple) *

A continuacion se enumeran las unidades basicas de comportamiento mecanico que se
manejan en la ingenieria civil (cada unidad modela un comportamiento mecanico elemental).

6.2.1. Unidad de Hooke

5
Representa el comportamiento de un resorte, que puede modelar el comportamiento elastico
lineal de un material. En la figura 6.1 se muestra la representacion del resorte con datos
asociados que se van a utilizar después, como es el caso del area transversal inicial ( 4;).
E P A, 6

|
p— I ——
AF | AF

—0L; — &~ 7

FIGURA 6.1. Unidad de Hooke modelada como un resorte

193



Con base en lo que se vio en el tema de Elasticidad lineal, se muestran de nuevo expresiones
conocidas adaptadas a este tema, ahora como ecuaciones (6-1) y (6-2):

AF
Ao =" (6-1)
A
g 9,
% 6-2
&y L (6-2)

Se acepta, por convencion, que el resorte puede admitir una deformacidn instantanea, es decir,
que se supone se deforma en un tiempo igual a cero. En la figura 6.2 se muestra una grafica
del comportamiento deformacion unitaria contra incremento de esfuerzo de la unidad de
Hooke, modelada como un resorte elastico lineal.

Ao

€

FIGURA 6.2. Comportamiento elastico lineal

Con base en la figura 6.2, se deducen las expresiones (6-3)

&y E

La “H ” subindice nos dice que la deformacion unitaria aportada se obtiene de un
comportamiento “ elastico lineal o de Hooke ™.

6.2.2. Unidad de Newton

Representa el comportamiento de un fluido viscoso y se puede utilizar para representar el
comportamiento viscoso de un liquido o como componente de un solido deformable.

Newton model6 la viscosidad lineal de un fluido entre dos placas (una fija y una movil)
obteniendo las expresiones que se muestran como (6-4).

A A
oA =,u*v— = v=cte. ; v=§N

- (6-4)
te e t




donde:

AF', incremento de fuerza
0, , deformacion de la placa movil (esta placa se supone que se mueve a velocidad constante)

t, tiempo que transcurre conforme se mide la deformacion

A, érea de contacto de la placa movil con el fluido viscoso

e, separacion de las placas en contacto con el fluido viscoso

u*, viscosidad dinamica medida y asociada a las particularidades geométricas del modelo

Se puede modelar, con la intencidén de definir una unidad viscosa, un amortiguador que acepta
o expulsa un fluido con esta caracteristica, como el émbolo que se muestra en la figura 6.3. En
este caso, se exhibe una representacion de la viscosidad asociada al amortiguador concebido
como un émbolo, por lo que ahora se define la viscosidad asociada a este tipo de amortiguador

7 9

(considerando particularidades geométricas propias), como “ " ”.

FIGURA 6.3. Amortiguador modelado como émbolo con fluido viscoso

El comportamiento del amortiguador que contiene un fluido viscoso lineal, se puede modelar
en funcion de la velocidad de deformacion unitaria (€ ) contra incremento de esfuerzo normal
(Ao), como se muestra en la figura 6.4. Observe que en este grafico la viscosidad aparece
como la pendiente de la recta que muestra un comportamiento lineal.

Ao

g
FIGURA 6.4. Comportamiento viscoso lineal (en funcion de la velocidad de deformacion unitaria)
A continuacién se presenta, en la figura 6.5, el mismo comportamiento viscoso lineal, pero

ahora en un grafico de tiempo contra deformacion lineal unitaria. Observe ahora cudl es la
pendiente de la recta mostrada.




Ao
u

1

FIGURA 6.5. Otra forma de representar la viscosidad lineal (en funcion del tiempo)

Con base en los graficos anteriores, suponiendo que esta unidad no tiene limite de
deformacion (se le suministra tedricamente todo el liquido viscoso que se requiera), se puede
ahora escribir algebraicamente el incremento de esfuerzo en funcion de la viscosidad
particular del amortiguador y de la velocidad de deformacion unitaria, como se muestra en la
ecuacion (6-5).

donde

£ , velocidad de deformacion unitaria
U, viscosidad asignable como propia de este amortiguador

Lo anterior implica la relacion mostrada en la ecuacion (6-6).

£ 4o (6-6)

’

tou

Para esta unidad de Newton se puede concluir que la deformacioén unitaria queda dada por la
ecuacion (6-7).

(6-7)

El subindice “N ” expresa que la deformacion unitaria estd asociada a un comportamiento
viscoso lineal de “Newton”.

6.2.3. Unidad de Coulomb

Representa el comportamiento tedrico plastico puro (rigido-plastico). Se puede utilizar para
modelar el supuesto comportamiento rigido-plastico, una unidad que después va a ser til para
reproducir adecuadamente el comportamiento de los so6lidos deformables.




La unidad que modela este tipo de comportamiento, se muestra en su condiciéon de no
deformacion (no deslizamiento) en la figura 6.6.

A;

Bloque rigido i
mese | AF < AF*

Superficie rugosa

L, —

FIGURA 6. 6. Unidad de Coulomb antes de deslizar

Hay un cierto valor de incremento de fuerza (AF *), o de incremento de esfuerzo (Ao *),
donde comienza a deslizar el bloque rugoso. En este caso, adicionalmente se exige la
condicion de que el bloque se deslice a una velocidad constante (no se admite que el bloque se
acelere). Esta condicion de deformacion (deslizamiento) se muestra en la figura 6.7.

v =cte. — /Ai
Bloque rigido -
| rugoso AF = AF*

Superficie rugosa
6 —f—L,—]

FIGURA 6.7. Unidad de Coulomb en condicion de deslizamiento a velocidad constante

Con base en las figuras anteriores y pasando de incrementos de fuerza a incrementos de
esfuerzo normal y de deformaciones a deformaciones unitarias, se muestra en la figura 6.8 el
comportamiento tedrico de un material rigido-plastico.

Ao

£
FIGURA 6.8. Comportamiento rigido-plastico

De todo lo anterior, se puede implicar lo que se muestra en las expresiones siguientes.




& =0 si 0<Ao<Ac* (6-8)
E#0 si Ao=Ac* = elbloque se mueve conv = cte. (6-9)

El subindice “C ”, de “Coulomb”, expresa que la deformacion unitaria estd asociada a un
comportamiento simple de plasticidad pura que fue estudiada por este investigador.

6.3. Modelos reologicos (de comportamiento mas complejo)

Los modelos reologicos se forman uniendo, ya sea en serie, en paralelo o con otras
combinaciones, unidades o modelos, para tratar de explicar comportamientos complejos, como
los que se observan en materiales reales.

Dividiremos esta parte en dos secciones. En la primera veremos los llamados Modelos
viscoelastico lineales que se forman combinando unidad(es) de Hooke y unidad(es) de
Newton. En la segunda seccion, veremos tnicamente un modelo que no es viscoelastico lineal
y que se denomina de Saint Venant o elastoplastico perfecto, formado por una unidad de
Hooke y una unidad de Coulomb en serie.

6.3.1. Modelos viscoelastico lineales

6.3.1.1. Modelo de Maxwell

Formado por unidad de Hooke y unidad de Newton en serie.

En la figura 6.9 se muestra la modelacion de un resorte y un amortiguador en serie.

/

U E A;

FIGURA 6.9. Modelo de Maxwell

La expresion que debe modelar matematicamente este comportamiento, se puede formar
sumando las expresiones de la deformacion lineal unitaria de elasticidad lineal y la
deformacion lineal unitaria de la viscosidad lineal, como se muestra en la ecuacion (6-10).




8M=8H+8N:£+AG,'t:Aa[l+i,) (6-10)
E U E u

El comportamiento tiempo contra deformacion lineal unitaria de este modelo, se muestra en el
grafico de la figura 6.10. Observe que tedricamente se supone que la deformacion aumenta
indefinidamente, por lo que a este tipo de modelo se le asocia con el comportamiento de un
liquido.

FIGURA 6.10. Comportamiento de un modelo de Maxwell

6.3.1.2. Modelo de Kelvin
Formado por una unidad de Hooke y una unidad de Newton en paralelo.

En la figura 6.11 se representa a este modelo, con la condicion de que las placas extremas que
sujetan al resorte y al amortiguador, no se pueden mover de otra forma que no sea en forma
paralela.

E

AW

AF _H AF

I
| T
— L —’|5K"|

FIGURA 6.11. Modelo de Kelvin




En este caso particular, y por lo antes comentado, se tiene como condicion que el resorte y el
amortiguador estén obligados a deformarse en forma conjunta, lo que se puede expresar como
la condicion siguiente.

5K:6H:5N

Lo mismo que se expresa antes, pero ahora en términos de deformaciones unitarias a las que
solo se hara referencia de aqui en adelante, se puede escribir en la siguiente forma.

£ =&, =&, (6-11)

En este caso, por otra parte, se debe cumplir que el incremento de fuerza tiene que repartirse
entre el resorte y el amortiguador. Esto, expresado en términos de incremento de esfuerzo, se
puede escribir como se muestra en la expresion (6-12).

A O.Modelo = AO—Resarte + AaAmortiguador (6' 1 2)

Se busca ahora despejar el incremento de esfuerzo de cada unidad, como se muestra a
continuacion.

g=B%oe o Ao _gp (6-13)
E
AC 4o
E.,' — Amorﬁzguador N A O-Amortiguador — 8 ,U, (6-14)

Y7

Se sustituyen ahora estos incrementos de esfuerzo particulares antes obtenidos en la ecuacioén
(6-12). Se acuerda poner en primer lugar el término asociado al amortiguador y después el
asociado al resorte, como se expresa a continuacion.

&' +eE=A0,,,, (6-15)

La misma expresion anterior, mostrada ahora como ecuacion diferencial y acordando que de
aqui en adelante al incremento de esfuerzo del modelo se le quite la etiqueta, nos permite
escribir la ecuacion (6-16) como:

% [ +6E = Ao (6-16)

Para buscar la solucion de esta ecuacion diferencial, dividiremos todos los términos entre i/,
llegando a la forma mostrada en la expresion siguiente (6-17).




de E Ao
—+—,8=
oy

(6-17)

’

La ecuacion (6-17) resulta ser una diferencial lineal de primer orden, de la forma:

%+P(x)y=Q(x)

La solucion de esta ecuacion diferencial debe tener la forma:

yelr =[o el i c

Para obtener la constante (C) se debe recurrir a las condiciones iniciales del fendémeno. En
este caso, se debe cumplir que para un tiempo cero la deformacion lineal unitaria debe también
valer cero.

La expresion final a la que se llega, que permite modelar a este resorte y a este amortiguador
en paralelo, se muestra a continuacion. Como se puede observar, la ecuacion (6-18) queda
definida en funcién del nimero “€  de Neper.

_Et
e ==2l1-€ * (6-18)

En la figura 6.12 se muestra el grafico que representa el comportamiento de un modelo de
Kelvin.

Linea asintotica —

— &5 — o

FIGURA 6.12. Comportamiento de un modelo de Kelvin




6.3.1.3. Modelo solido de tres constantes
Formado por una unidad de Hooke libre y un modelo de Kelvin en serie.

En la figura 6.13 se muestra la conformacién de este modelo reoldgico.

E;

FIGURA 6.13. Modelo sdlido de tres constantes

La expresion que modela este comportamiento se puede formar sumando la deformacion lineal
unitaria para una unidad de Hooke y la deformacion lineal unitaria para un modelo de Kelvin,
por lo que la ecuaciéon que modela este comportamiento se puede escribir:

Bt
8s3c=€H+€K=A_O-+A_O- 1-e * (6-19)

1 EZ

En la figura 6.14 se muestra graficamente el comportamiento de este modelo reoldgico.

Linea asintotica —

Pg

et Bt

FIGURA 6.14. Comportamiento de un modelo sélido de tres constantes




6.3.1.4. Modelo liquido de tres constantes
Formado por una unidad de Newton libre y un modelo de Kelvin en serie.

La conformacion de este modelo reoldgico se puede ver en la figura 6.15.

E, |
’ |
ﬂ 1 |
\A[ |
AF M2 | AF
|
!
[ L; {013~

FIGURA 6.15. Modelo liquido de tres constantes

La ecuacion que permite modelar este comportamiento, se puede formar sumando la expresion
de deformacion lineal unitaria asociada a una unidad de Newton mas la expresion de un
modelo de Kelvin, llegando a la ecuacion que se muestra a continuacion.

A A -
91,29 1-e ~

Epe =Ey T & = (6-20)

4

H £

El comportamiento grafico de este modelo se puede visualizar en la figura 6.16.

~TAc

& Linea asintotica—__ - C
B P

e

]

FIGURA 6.16. Comportamiento de un modelo liquido de tres constantes

6.3.1.5. Modelo de Burgers
Formado por un modelo de Maxwell y un modelo de Kelvin en serie.

La conformacion de este modelo reoldgico se muestra en la figura 6.17.
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FIGURA 6.17. Modelo de Burgers

Al sumar las ecuaciones de deformacion lineal unitaria del modelo de Maxwell y del modelo
de Kelvin, se llega a la expresion que permite modelar el comportamiento de Burgers.

Ao Aot A o 1 1 o
£, =€, +& =2+ O-,'t+—o- 1-€ * |=Ac —+—t,+— 1-e *

! H £, E, Hy E,

El comportamiento grafico de este modelo se puede visualizar en la figura 6.18.

€ TAe
Linea asintotica - - u“
1
A
e 2
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FIGURA 6.18. Comportamiento del modelo de Burgers

(6-21)




6.3.2. Modelo no viscoelastico lineal
6.3.2.1. Modelo de Saint Venant o elastoplastico perfecto
Compuesto por una unidad de Hooke y una unidad de Coulomb en serie.

En la figura 6.19 se muestra este modelo en su condicion teorica de reposo que se corresponde
con la condicion de deformacion lineal unitaria nula.

Bloque rigido /Ai
rugoso AF =0
7 J

Superficie rugosa

| L; !

FIGURA 6.19. Modelo de Saint Venant en condicion de reposo

En este modelo se puede reproducir el comportamiento elastico lineal teéricamente, desde un
incremento de esfuerzo muy pequefio hasta un valor que no llegue al valor asterisco. Esta
condicion se puede escribir como se muestra en la expresion (6-22).

&y =&; st 0<Ao<Ac* (6-22)

En la figura 6.20 se muestra cierto momento de la condicion antes comentada.

— | 4,
Bloque rigido
rugoso AF < AF*
Superficie rugosa
l Li l 5[-["'

FIGURA 6.20. Modelo de Saint Venant con solo cierta deformacion elastica

En este modelo se supone tedricamente que el final de la deformacion elastica marca el inicio
de la deformacion plastica. La deformacion elastica ya no continia a partir de este ultimo
momento y la deformacion plastica teéricamente sigue en forma indefinida, si se sostiene el




incremento de esfuerzo asterisco como constante. Esta ultima condiciéon se muestra en la
expresion siguiente.

Ey =€, si Ao=Ac* = elbloquese mueve conv=cte. (6-23)

En la figura 6.21 se muestra el modelo de Saint Venant o elastoplastico perfecto, en esta
ultima condicion.

v =cte. — A;
: Bloque rigido |
| rugoso | AF = AF*
7 -7

Superficie rugosa

& —] L Gyt

FIGURA 6.21. Modelo de Saint Venant mostrando solo deformacion plastica

Se le ha denominado a este modelo como elastoplastico perfecto, porque la modelacion queda
compuesta, tanto de una elasticidad lineal primero como por una plasticidad mostrada como
una linea horizontal después y sin ninguna zona de transiciéon, como si se observa en el
comportamiento de los materiales reales.

En la figura 6.22 se puede ver el comportamiento de un modelo (o de un so6lido) elastoplastico
perfecto (Saint Venant). En la misma figura, se aprecia una curva discontinua que representa
el comportamiento real de los materiales y que se sale de los comportamientos lineales. Esta
grafica se puede obtener si la prueba de falla de un material real se realiza bajo la concepcion
de incrementos de carga. Cuando la prueba se hace en un material real con un equipo que
aplica una carga que aumenta bajo la condicion de velocidad constante, el punto que
representa la falla del material se ubica por debajo del punto mas alto de la curva.

Ao

—— Comportamiento
de un material real

Ac*

&

FIGURA 6.22. Comportamiento del modelo elastoplastico perfecto




6.4. Ejemplos de modelos reologicos
EJEMPLO 6.1. Ejemplo de deformacion en el tiempo de un modelo viscoeléstico lineal.

Cierto material real se probo en el laboratorio para conocer su comportamiento deformacion
unitaria contra tiempo. Se decidid modelar su comportamiento comparandolo con el de
modelos viscoelastico lineales. Se concluyd que se puede modelar como un modelo sélido de
tres constantes. Se obtuvo que el valor asignable al resorte libre debe ser de: 93 740 kPa. Los
parametros del modelo de Kelvin, se propone que sean: un modulo de Young de 46 850 kPa 'y
viscosidad dinamica propia del amortiguador del modelo de 505,7 MPa-s.

Con acuerdo a los parametros propuestos y como un ejercicio de prediccion, diga cual es la
deformacion unitaria que se esperaria tener si el material se deforma aplicandole un
incremento de esfuerzo de 1 100 kPa exactamente, obligando que este permanezca constante.
Calcule para:

a)t=0s
b)t=14s

En este ejemplo se debe aplicar la expresion (6-19).

Byt
gs3c=%+A—cy 1-e * (6-19)

1 EZ

Para operar correctamente este tipo de expresion se recomienda elegir, tanto en el numerador
como en el denominador, las mismas unidades, ya que el resultado en este caso debe ser un
nimero adimensional (como lo es la deformacion unitaria). Se recomienda hacer uso de las
unidades que permiten que los numeros sean mas manejables (los pascals no serian
remendables en este ejemplo). Se sugiere usar en este caso los kilopascals o los megapascals
como maximo. En este ejemplo se usaran los megapascals para operar los calculos.

Para el inciso a), donde =0 s, se tiene que:

Ao _ 1,100 MPa

£ =—=————=1173x107 (1,173%)
E, 93,740 MPa

Para el inciso b), donde t = 14 s, se tiene que:

46,850 MPa (14 5)
1,100 MPa I—Q—W

5, ~1173x 107 +
46,850 MPa

~2,879 x 107 (2,879%)




6.5. Fenomeno de relajacion

Se denomina fenémeno de relajacion al comportamiento que tienen los materiales reales al
aplicarles una deformacién instantdnea (muy rapida) que se obliga después a permanecer
constante. Para lograr mantener la deformacion constante, se debe reducir el incremento de

esfuerzo respecto del que logr6 producir la deformacion inicial que se buscaba.

El fenomeno de relajacion se muestra graficamente en la figura 6.23.

Ao

A0y 1

FIGURA 6.23. Representacion del fenémeno de relajacion

Este fenomeno se puede modelar unicamente, con modelos viscoelastico lineales que tienen
un resorte libre (que admite tedricamente una deformacién instantanea). Los modelos que
pueden entrar en este tipo de analisis son el de Maxwell, el modelo sélido de tres constantes y
el de Burgers.

6.5.1. Modelo de Maxwell
Formado por una unidad de Hooke y una unidad de Newton en serie.

Dado que conocemos la expresion para deformacion unitaria, se despeja en este caso el
incremento de esfuerzo para poder analizar su variacion conforme transcurre el tiempo.

Si la expresion anterior para deformacion unitaria del modelo de Maxwell (6-10) es:

e, =£+M,"=Aa[l+i,] (6-10)
E U E u




despejando el incremento de esfuerzo (para este modelo), se concluye que se puede escribir
como se muestra en la expresion (6-24).

Ac, =) (6-24)

6.5.2. Modelo solido de tres constantes
Formado por una unidad de Hooke y un modelo de Kelvin en serie.

Se despeja también en este caso el incremento de esfuerzo, para poder analizar su variacién
conforme transcurre el tiempo.

Si la expresion anterior para deformacion unitaria del modelo solido de tres constantes es:

Eyt Bt
8S3C—AO- Ag)y_ e 3 —Ao|Lil]i_e ®
E

1 2 1 2

despejando el incremento de esfuerzo (para este modelo), resulta la ecuacion (6-25):

€ (cte)
EZ

1-e ~

Aoy, = (6-25)

1.1
EE

6.5.3. Modelo de Burgers
Formado por un modelo de Maxwell y un modelo de Kelvin en serie.

Al igual que en los casos anteriores, se despeja el incremento de esfuerzo para poder analizar
su variacion conforme transcurre el tiempo.

Si la expresion anterior para deformacion unitaria del modelo de Burgers se definid como
ecuacion (6-21), que ahora se reproduce:

A A A _Eyt | _Eyet
g, =22 ¢ 9I,801 e # |-ac —+—t+—1 e«

E, /ul, E2 E, :ul E,




Vamos a despejar el incremento de esfuerzo (para este modelo), que ahora se presenta como
ecuacion (6-26):

€ (cte)
Aoy = E (6-26)
i+L,+i 1-e “
E 4 E

6.6. Ejemplo del fen6meno de relajacion
EJEMPLO 6.2. Que modela la relajacion en el tiempo de un modelo viscoelastico lineal.

Para aprovechar los datos del ejemplo 6.1 anterior, se pide ahora hacer el ejercicio de calcular
la relajacion para el mismo material que se model6 como un sélido de tres constantes.

Con acuerdo a los parametros antes propuestos y ahora como un ejercicio de prediccion,
calcule cual debe ser el incremento de esfuerzo que se esperaria tener si al material se le aplica
una deformacion unitaria instantanea de 2,346%, obligando a que esta permanezca constante
en el tiempo. Calcule para:

a)t=0s
y
b)t=8s

En este caso se debe aplicar la expresion (6-25).

€ (cte.)
Ao, = Byt
L+L 1-e
1 E2

Para el inciso a), donde =0 s, se tiene:
Aoy, =E, -£€=93,740 MPa(0,023 46) =2,199 MPa =2 199 kPa

Para el inciso b), donde ¢ = § s, se tiene que:

0,023 46 ~1,074 MPa =1 074 kPa

Aog,. =
S3c 46,850 MPa (8 s)

1 A 1 |_@ 057 MPas
93,740 MPa 46,850 MPa
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7. TEORIAS DE FALLA Y RUPTURA

- 7.1. Introduccion

Se muestran algunas teorias clasicas de falla y ruptura. En primer lugar se presenta el criterio
de Tresca, que historicamente es el primero que se plantea en forma consistente para falla por
cortante maximo (aplicable a metales). Después se presenta el criterio de Von Mises, conocido
como el de la maxima energia de distorsion. En los dos primeros criterios se parte de una
prueba de tension inconfinada (o simple) aplicada a un metal. Posteriormente se expone el
criterio de Mohr-Coulomb, que aprovecha la posibilidad de graficar en el plano de Mohr los
. . . . . 2
resultados de pruebas de resistencia y definir una envolvente de falla o de resistencia que
tedricamente es una frontera limite (no se puede sobrepasar). En este tema se muestran
graficos de pruebas de compresion realizadas a suelos en un equipo denominado cémara
triaxial. En todos los casos se supone una falla del tipo elastopléstica perfecta. Por ultimo se
muestra una envolvente para roca obtenida a partir de varias pruebas a la falla, asociada a un
estado de esfuerzo en condicion de falla y se hacen algunos comentarios.

3
- 7.2. Criterio de Tresca
El criterio de Tresca también es conocido como del esfuerzo cortante maximo. Esta propuesta
surge de la observacion de que en un material dictil aparece deslizamiento de constituyentes
durante la fluencia (o falla), a lo largo de planos claramente orientados. 4
Analizaremos el caso para una prueba de tension simple, aplicada a una probeta cilindrica de
cierto metal que se sujeta suspendida, haciendo coincidir el eje Z (vertical) con el eje de
rotacion del cilindro, como se muestra en la figura 7.1.
z| >
/Z—‘F\
6
{ AF. 7

FIGURA 7.1. Prueba de tension simple (inconfinada)
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En las dos teorias que se exponen a continuacion, supondremos que el metal que se modela
tiene un comportamiento elastoplastico perfecto o elastico perfectamente plastico (sin
transicion no lineal en el paso del comportamiento elastico lineal al comportamiento plastico),
como se muestra en la figura 7.2. En este caso el subindice “/”” expresa condicion de falla.

Ao,

_________________ A= Ao * = Ad, = (AG-Ac),
;
AG,= A6 -G

&

FIGURA 7.2. Comportamiento elastico perfectamente plastico en dos tramos lineales

En la misma figura se define el incremento de esfuerzo axial (Ao, ) como la diferencia entre
los esfuerzos principales incrementales (Ao, — Ao, ). También se observan en la misma figura

dos trayectorias durante la prueba. Una que se corresponde con la integridad del material en el
tramo elastico lineal, alejado de la falla, y otra que se corresponde con la condicion de fluencia
plastica o condicion de desarrollo de la falla.

En la figura 7.3 se muestran, en el plano de Mohr de esfuerzos incrementales, circunferencias
visibles (en realidad dos sobrepuestas) que representan el estado de esfuerzo que se tiene como
promedio para el centro de volumen del cilindro metalico comentado, para los mismos dos
comportamientos que se mostraron en la figura 7.2, asi como la condicidn inicial en el origen
del plano de Mohr. Se tiene como un punto, en el origen de este plano, al estado de esfuerzo
antes de comenzar a aplicar el incremento de fuerza de tension (el cilindro se sujeta en la parte
superior y suspendido por peso propio se toman sus dimensiones iniciales). Se muestra
también una circunferencia visible discontinua que no es la de mayor didmetro y que
representa el estado de esfuerzo incremental en una cierta condicion que no es la de falla (en el
tramo elastico lineal), donde el esfuerzo incremental principal mayor esta en el extremo
derecho de la circunferencia.

Finalmente, se muestra una circunferencia visible continua (la mayor), que representa al
estado de esfuerzo incremental en la condicion de falla. Esta tltima circunferencia visible (dos
sobrepuestas) define, con sus puntos el mas alto y el mas bajo, a envolventes paralelas al eje
Ao de fluencia plastica o falla plastica (o de resistencia, porque tedricamente no puede existir
una circunferencia mas grande que rebasara estas envolventes). Vea la figura 7.3 con una
presentacion con acuerdo al método del polo fijo, donde se muestran también las envolventes
de falla (o resistencia).
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FIGURA 7.3. Prueba de tension simple analizada en el plano de Mohr de esfuerzos incrementales

Debido a que la prueba que se representa en la figura 7.3 es inconfinada, esto implica que los
dos esfuerzos principales horizontales deben valer cero (por considerar a la presion
atmosférica con valor nulo, desde el punto de vista manométrico). Lo anterior explica por qué
las circunferencias de esfuerzo representadas, coinciden en su parte izquierda con el origen del
plano de Mohr. Por esta misma razon, el esfuerzo principal mayor incremental en la falla,
coincide con el esfuerzo incremental desviador de falla, al que denominaremos incremento de
esfuerzo que produce una condicion de fluencia plastica Ao, .

Los subindices “yp” en inglés significan “yielding for plasticity” (fluencia por plasticidad).
Comparando las figuras 7.2 y 7.3 se puede ver que la altura que va tomando el grafico en el
plano £ —Ao, de la figura 7.2, se corresponde con el didmetro de la circunferencia visible en

el plano de Mohr de la figura 7.3.

De la misma figura 7.3 se puede deducir, por condicion geométrica, que el esfuerzo
incremental desviador de falla coincide con ser dos veces el esfuerzo incremental cortante
maximo en la falla, ya que el primero es el didmetro y el segundo se corresponde con el radio
de la circunferencia visible de falla, como se plasma a continuacion en la ecuacion (7-1).

Ao, =(Ac,-Acy), =Ao,, - Aoy, =+ 2AT, (7-1)

El doble signo del incremento de esfuerzo cortante en la ecuacion (7-1) representa, en la parte
mas alta de la circunferencia visible de falla, al cortante maximo positivo, pero en la parte mas
baja de la circunferencia visible, se tiene también al cortante maximo negativo (ambos con el
valor del radio de la circunferencia).




Si se despeja ahora el esfuerzo incremental principal mayor de falla en una primera ecuacion
de partida con signo doble, se tiene que:

Ao, =Ao,, + 2A7,

La anterior ecuacion se puede expresar en dos formas aisladas, como se plasma por separado
en las ecuaciones (7-2) y (7-3).

Ao, =Aoy, +2AT, (7-2)
Ao, =Ao;, -2A1, (7-3)

Por otro lado, partiendo también de la misma ecuacion (7-1), podemos implicar las dos
siguientes posibilidades como ecuaciones (7-4) y (7-5).

SiAo,, =0 = Aog,, =7 2A7, (7-4)
SiAo,, =0 = Ao, =% 2Az, (7-5)

Ahora se propone que grafiquemos las ecuaciones (7-2), (7-3), (7-4) y (7-5) en el plano Aoy
contra Ag; (posteriormente empataremos estos ejes de esfuerzos principales incrementales con
el sistema de referencia X¥Z, para evocar un tensor principal no ordenado para la prueba
comentada). Comenzaremos por la ecuacion (7-4), que se muestra en la figura 7.4 como lineas
discontinuas y acotadas a la vecindad de su eje paralelo Aoy y con un desarrollo no lejano al
entorno del origen del plano (aunque teéricamente deben tener una longitud infinita).

Ao;

FIGURA 7.4. Representacion grafica parcial de las rectas que representa a la ecuacion (7-4)




Ahora vamos a graficar la ecuacidén (7-5) con dos lineas discontinuas, cercanas a su eje
paralelo Ao, con un desarrollo no lejano al entorno del origen del plano (aunque en realidad
deben tener una longitud teorica infinita), como se puede ver en la figura 7.5.

| Ao |
(7-5)| 1(7-5)

| |
| |

: :/+2Arf Ao

A 0 I 1
247, | :
|
|
|
|

FIGURA 7.5. Representacion grafica parcial de las rectas asociadas a la ecuacion (7-5)

Ahora vamos a graficar, también con lineas discontinuas a las ecuaciones (7-2) y (7-3), en el
entorno del origen del mismo plano (aunque también son infinitas), como se muestra en la

figura 7.6.
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FIGURA 7.6. Representacion parcial de las rectas que representan a las ecuaciones (7-2) y (7-3)

Si ahora superponemos en el mismo plano a todas las rectas modeladas en las figuras 7.4, 7.5
y 7.6 en una condicion simultanea, obtenemos el contorno que se muestra en la figura 7.7. Este




contorno representa la frontera (o superficies) de fluencia plastica en el plano donde hemos
estado modelando las ecuaciones antes definidas.

Aoy
I
AN
+2A Tj\\\\ Superficies
de fluencia
—2Az, lasti
\ plastica
1] \ T Aoy
+2A7T I
~
—2Art,

FIGURA 7.7. Traza de las superficies de fluencia plastica en el plano utilizado

En la figura 7.7 se observa un hexagono irregular. Los puntos internos al hexagono
representan una condicion de estabilidad (elastica lineal). Los puntos que se encuentran en la
traza del hexagono representan combinaciones de esfuerzos principales incrementales que
provocan ya la fluencia plastica del material (recordemos que la prueba se realiza bajo la
suposicion de aplicarla a un metal). Con acuerdo a lo anterior, no pueden existir puntos
exteriores al hexagono, porque se rebasaria una frontera de fluencia donde el material ya fallo
y ha perdido su capacidad de estabilidad (ya no se puede concebir como un sélido). Dicho de
otra manera, no pueden existir puntos exteriores al hexagono asignables al material probado.

En el interior del hexdgono se tienen combinaciones de esfuerzos que mantienen al material,
teoricamente, dentro de un comportamiento elastico lineal que permite el equilibrio estatico y
donde el metal modelado se comporta como un sélido.

Ahora vamos a voltear el hexagono representado en la figura 7.7, con la intencion de imaginar
que el eje Aoy, ahora concebido para visualizar una imagen tridimensional, sale del origen en
el plano visible con sentido hacia nosotros. Con lo dicho, podemos imaginar un sistema de
referencia principal derecho que empataremos con el sistema de referencia XYZ, reservando la
misma direccion y sentido para los ejes I'y Z (dado que se representa una prueba de tension
simple con eje de rotacion vertical). La figura volteada con las caracteristicas comentadas, se
muestra en la figura 7.8.

Al espacio modelado con los ejes Aoy, AG; y Aos se le denomina espacio de Westergaard (en
este caso incremental), que mas adelante se mostrara para representar las superficies de
fluencia para diferentes teorias de comportamiento de materiales en la condicion de falla.
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FIGURA 7.8. Figura volteada respecto de la 7.7 con ejes de referencia principal empatados con ¥Z

Finalmente, se pide al lector observe de nuevo la figura 7.8, imaginando ahora como se veria
el mismo hexagono, pero desde una linea visual que coincidiera con la direccidon de un versor
que tuviera iguales angulos directores con los ejes del sistema de referencia XYZ (y también

con los del sistema principal): n=+—i=* L jt 1 k.

R

La imagen que resulta, si se procede como se ha comentado, es la que se muestra en la figura
7.9. Se puede ver ahora, un hexdgono regular que se repetiria con igual forma si proponemos
otros planos paralelos de corte, normales todos al versor que se propuso.

Ao
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Y

P Superﬁcm.:s
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FIGURA 7.9. Hexagono regular de Tresca, visto en la direccion visual del versor recomendado




7.3. Criterio de fluencia de Von Mises

El criterio de fluencia de Von Mises también es conocido como de la energia maxima de
distorsion. En esta propuesta se aplica el principio de superposicion de causas y efectos
utilizado en la teoria de elasticidad lineal. Se propone, con acuerdo a lo anterior, restar a la
expresion general para la energia total de deformacion para una unidad de volumen, la energia
de deformacion para una unidad de volumen debida a esfuerzos dilatacionales o volumétricos.
Se obtiene asi la energia de deformacion por distorsion para esfuerzos combinados, que se
puede escribir en funcion de esfuerzos principales incrementales como se muestra en la
ecuacion (7-6).

1
Uper. = @[(Aoq -A0,) + (A0, - A, +(Ac, ~Acy)' | (7-6)

La literal “G” en la ecuacion (7-6) es el modulo de rigidez al cortante de la elasticidad lineal.
En la figura 7.10 se muestra, en el plano de Mohr, la misma prueba de tension inconfinada,
utilizada también por Tresca, pero ahora con la nomenclatura que usaremos para la

demostracion de la superficie de fluencia de Von Mises. Se aplica aqui también el método del
polo fijo del Dr. de La Serna para inferir la relacion de ejes principales.
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FIGURA 7.10. Representacion de una prueba de tension inconfinada usando el método del polo fijo

Aplicando estas ideas de energia de deformacion por distorsion a una prueba de tension
inconfinada, pero analizada en su condicién de falla, se acepta que la ecuacion (7-6) se puede
modificar a la forma siguiente:




1
UDIST,f = E[(AO} - AO‘2 )f2 + (AO‘2 - AO'3 )fz + (AO-3 - Ao-l )fz] (7‘7)

Tomando como base la figura 7.10, donde Ao, =Ao,, =0y Ao, —Ao,, =% 2A7,, se
puede deducir que la ecuacion adaptada a esta condicion es la mostrada como (7-8):

1 1 1
Upisr = E[Aqf +0+A0,” |= E[mq = E[2(2Arf )2} (7-8)

Igualando ahora las ecuaciones (7-7) y (7-8) y eliminando el factor comun, se llega a:

Ao -Ac,)’ (Ao, -Ac,)’ (Ao.-Ac)’
(40, ; ) +< : ; ) +( : : s =4A7,’ (7-9)

Con la idea ahora de manejar el mismo plano inicial que se utilizé para el criterio de Tresca
Ac,Aa;, obligaremos a que en la ecuacion (7-9) se cumpla que Ao, , =0, llegando a:

2

2 2 2
Ao, Aoy, N Ao, B 2A0, Aoy, N Aoy, :4Az'f2
2 2 2 2 2 :
Obteniendo finalmente, al compactar la expresion antes mostrada:
Ao,,’ Ao, Aoy, +Ac,,” =4AT,’ (7-10)

Si dividimos ahora la ecuacion (7-10) entre 4A7 fz , se obtiene la expresion (7-11).

Ac > Ao Ac., Ac.)’
e (7-11)
4A1'f 4A1'f 4Arf

Ahora bien, se debe estar de acuerdo que la ecuacion (7-11) también se puede escribir como se
muestra en la expresion (7-12).

2 2
Ao, Aoy, | Ao, Ao
Lo - = L L | =1 (7-12)
2A7, 2A7, | 2A7, 2A7,
Finalmente, se puede demostrar que esta ecuacion (7-12) representa a una elipse que se
visualiza girada 45° en el plano Ac;A03, como se muestra a continuacion en la figura 7.11.
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FIGURA 7.11. Elipse de Von Mises simétrica al eje a 45, como envolvente de fluencia plastica

Se puede demostrar, de acuerdo con la ecuacion de la elipse antes mostrada como la expresion
(7-12), que los cruces de la elipse de la figura 7.11 con los ejes Aoy y Aoz, son los mismos
puntos que permitieron, como vértices, dibujar el hexagono irregular de Tresca.

En forma andloga a lo que hicimos con el hexagono irregular de Tresca, se propone ahora
invertir el sentido del eje Aoy para imaginar también que el sentido positivo del eje Ao: es

saliente hacia nosotros desde el origen (sistema derecho), como se debe entender para la figura
7.12.

Ao;

yii
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FIGURA 7.12. Elipse invertida respecto a la mostrada en la figura 7.11

En la figura anterior se ha propuesto, también en forma analoga a lo que hicimos para el
hexagono irregular, que se deben empatar los ejes I y Z, en razon de estar analizando una




prueba de tension simple donde el incremento de fuerza actiia en direccion vertical. También
se busca, como se hizo para Tresca, observar con una visual en la misma direccion del versor
que guarde iguales angulos directores con el sistema derecho XYZ. La imagen que se debe ver
se muestra en la figura 7.13, que se corresponde con una circunferencia.
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FIGURA 7.13. Circunferencia de Von Mises en el espacio de Westergaard incremental

A partir de la informacion que aporta la figura 7.13, surge la pregunta: ;Cuanto debe valer el
radio “r ” de la circunferencia de fluencia de Von Mises? Esto es un reto. ;Alguien puede
encontrar la respuesta?

Como ejercicio final, se propone que veamos la elipse y el hexdgono irregular
simultineamente, como se muestra en la figura 7.14.
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FIGURA 7.14. Hexéagono irregular y elipse reunidos en el mismo plano




Ahora se van a visualizar ambos contornos en la direccion del versor antes sugerido con

iguales cosenos directores. Se pueden ver juntos el hexagono ahora regular de Tresca y la
circunferencia de Von Mises, como lo muestra la figura 7.15.
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FIGURA 7.15. Hexagono regular de Tresca y circunferencia de Von Mises reunidos

Ambas figuras se podrian visualizar, tedricamente repetidas, en cualquier plano que se
planteara normal al versor antes sugerido, con los mismos contornos de la figura 7.15. Como

un ejercicio de imaginacion adicional, lo dicho anteriormente se esquematiza ahora desde otra
direccion visual a la anterior propuesta, en la figura 7.16.
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FIGURA 7.16. Imagen parcial de las superficies de fluencia analizadas en el espacio de Westergaard




En la figura 7.16 se muestran juntas las superficies de fluencia de Tresca y de Von Mises.
Ninguna condicion de estabilidad elastica lineal se podria plantear con condiciones en la
superficie de fluencia (segun cada criterio). Una condicion externa a la superficie de fluencia
resulta tedricamente imposible. La condicion més segura, ya que ni siquiera se generan
esfuerzos cortantes (la mas lejana de la falla), resulta estar o encontrarse sobre la linea eje de
rotacion de ambas superficies de fluencia, bajo una condicion isotropa (o isotropica).

Por el tipo de prueba que permitié hacer las demostraciones, tanto de Tresca como de Von
Mises, es que presentamos la imagen de la figura 7.15 con ejes de esfuerzos incrementales
principales (suponiendo esfuerzos iniciales nulos). Se puede demostrar que, en un analisis de
falla rigurosa, se tendria que considerar una imagen andloga para el caso de esfuerzos
principales finales (iniciales mas incrementales), como se muestra en la figura 7.17.

(o2}
Vi
Y

Z X
) I

O; 0

FIGURA 7.17. Espacio de Westergaard para esfuerzos principales finales

7.4. Criterio de Mohr-Coulomb

El criterio de Mohr-Coulomb se puede considerar como una generalizacion del criterio de
Tresca. El esfuerzo cortante final (en realidad siempre son dos, uno positivo y otro negativo)
asociado a la falla (), que en suelos en la mayoria de los casos siempre se encuentra asociado
a un esfuerzo normal diferente de cero, se representa como un punto especifico de la region de
Mohr (en realidad dos). Esta es la razon por la que este criterio propone, en el caso de suelos,
hacer un manejo de este plano, introduciendo una envolvente recta simétrica de falla o ley de
resistencia lineal, que en forma general debe ser funcion de los conceptos “cohesion” y
“angulo de friccion interna”, que se consideran como ‘“parametros” del material. Esta
envolvente de falla o de resistencia, se puede definir experimentalmente en mecanica de
suelos, haciendo uso de un equipo llamado camara triaxial que disefi6 el Dr. Arturo
Casagrande (pionero de esta rama de la ingenieria civil, de la que es fundador Karl Terzaghi).




Estas envolventes lineales se definen para una gama de esfuerzos normales (asociados a
esfuerzos de confinamiento o de presion dentro de la camara triaxial), con base en una
programacion que pretende modelar el comportamiento del suelo, desde esfuerzos anteriores a
los iniciales del suelo en campo hasta esfuerzos posteriores a los finales del suelo en campo,
que resultan de afiadir a los iniciales, los esfuerzos incrementales que produce una obra civil
que se construye.

La ley general del criterio de Mohr-Coulomb, respecto de la resistencia al esfuerzo cortante de
un material (s, shear strength), se puede escribir utilizando la convencion de signos que se
utiliza en este texto y para un analisis de esfuerzos finales (o totales), como se muestra en la
ecuacion (7-13). En la mecénica de suelos la convencion de signos es exactamente la opuesta a
la aqui utilizada.

§S=T,=c—0tg¢ (7-13)

Al angulo “¢” se le denomina en forma cldsica como angulo de friccion interna y también
aparece representado en la figura que sigue. El parametro “c ” se denomind originalmente por
Terzaghi como cohesion y es el valor de la ordenada al origen de la envolvente de falla. En la
figura 7.18 se muestra esta ley lineal y simétrica, en el plano de Mohr. Modernamente se
acepta que estos parametros no pueden ser valores intrinsecos ni permanentes de este tipo de
material, ya que el suelo no es un sélido, sino una estructura soélida porosa que puede contener
agua y/o aire en sus huecos.
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FIGURA 7.18. Ley de resistencia general del criterio de Mohr-Coulomb

En la mecanica de suelos, como rama de la ingenieria geotécnica, este tipo de envolvente es
clasica de suelos “parcialmente saturados” o de suelos “secos cementados”. En un curso de
mecanica de suelos se pueden ver estos conceptos, pero cambiando la convencioén de signos
para los esfuerzos, donde al igual que en la ingenieria hidraulica, las compresiones son
positivas y las tensiones, negativas. Regresando a la figura 7.18 podemos decir que, cuando
una region de Mohr que representara a un cierto estado de esfuerzo se mostrara tocando a la




envolvente de resistencia, el material estaria fallando. Lo anterior implica que no puede existir
para un material particular (en este caso para un suelo) un estado de esfuerzo que rebasara a la
envolvente de resistencia (ya que antes el material habria perdido la capacidad de soportar
esfuerzos adicionales).

En la figura 7.19 se muestra la envolvente simétrica de lo que en mecénica de suelos se define
como la resistencia de un suelo fino saturado por agua, en la condicion de una prueba donde
no se permite la salida de esta, con envolvente de una resistencia constante y con un angulo de
friccion interna nulo. Esta forma de responder de un suelo fino saturado se asemeja mucho al
comportamiento resistente que presenta un metal, aunque hay que aclarar que un metal puede
resistir tension en forma tedricamente permanente, mientras que un suelo, aunque puede
resistir pequeflas tensiones bajo ciertas condiciones, no garantiza resistirlas en tiempos largos
debido a la posibilidad de movilizar agua en los huecos de su estructura.
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FIGURA 7.19. Envolventes de resistencia de un suelo fino saturado en condicion no drenada

La ley de resistencia para este tipo de comportamiento en la falla, en un analisis de esfuerzos
totales y finales (tomando en cuenta conceptos de mecéanica de suelos), se considera con un
valor constante, como se muestra en la ecuacion (7-14).

S:T/_:cu :Su (7'14)

La “u” como subindice de la cohesion (c) o de la resistencia (s), deriva del inglés undrained
(no drenado) como condicion del suelo en la falla y antes de esta. En la figura 7.20 se puede
ver una envolvente simétrica tipica de suelos granulares (gravas y arenas) limpios de finos.
Estos suelos tienen una alta permeabilidad y es por esto que su resistencia no se considera
influida por la presencia del agua en su interior, ya que esta se puede mover muy rapidamente.
Por esta misma razon se dice que el analisis de resistencia de este tipo de suelo se hace bajo el
concepto de esfuerzos efectivos (sin cambio de la presion del agua o del aire dentro del suelo).
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FIGURA 7.20. Envolventes tipicas de suelos granulares limpios de particulas finas

La ley de resistencia para este tipo de comportamiento en la falla, en un andlisis de esfuerzos
efectivos, se evaliia con un unico parametro que es el angulo de friccion interna del material
granular (¢"). Como se puede deducir, a partir de la figura 7.20, cuando este tipo de suelo

tiene un esfuerzo normal nulo (o un esfuerzo de confinamiento nulo), la resistencia es también
nula (condicién en el origen del plano de Mohr, para este tipo de material). La ecuacion de la
envolvente de resistencia para este tipo de suelos y para la convencion de signos de este texto,
se presenta en la ecuacion (7-15).

s=17,=—0 tg¢’ (7-15)

Observe que el angulo de friccion interna asignado a este tipo de comportamiento, se presenta
con un simbolo “prima” adicional. La razon de esto es puntualizar que este parametro se
obtiene de un analisis de resistencia en esfuerzos efectivos (la prueba se hace en condicion de
agua que drena antes de reportar un dato o que el suelo esta seco y solo contiene aire).

7.5. Criterio de falla para rocas usando representacion grafica en el plano
de Mohr

Una muestra de roca sana se puede partir en fragmentos menores y con estos labrar probetas
para diferentes tipos de prueba. Las pruebas de falla mas comunes para rocas son: la prueba de
tension simple (inconfinada), la prueba brasilefia, la prueba de compresion simple
(inconfinada), la prueba triaxial comun (que se puede realizar con diferentes probetas, usando
varios y diferentes confinamientos) y la prueba triaxial verdadera (con region de Mohr
diferente a una tUnica circunferencia visible). Con los resultados de estas pruebas se puede
conformar (definir) una envolvente de falla o de resistencia que en rocas no es lineal, como se
muestra en forma discontinua en la figura 7.21.
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FIGURA 7.21. Envolvente de resistencia de una roca sana y su estado de esfuerzo en la falla

En esta figura se puede observar a un cierto estado de esfuerzo (region tridimensional)
representado por tres circunferencias. Este tipo de estado de esfuerzo es tipico de una prueba
realizada en un equipo triaxial verdadero (donde se pueden aplicar tres esfuerzos principales
diferentes). Observe que la region que representa al estado de esfuerzo toca a la envolvente de
resistencia en dos puntos (uno con cortante positivo y otro con cortante negativo). Cada punto
de contacto representa a un plano de falla, donde se resiente esta extrema condicion.

Con las herramientas que se han presentado en este curso: ;Se puede definir al versor de
alguno de los planos que se encuentra en condicion de falla? ;Alguien puede decir cudles
deben ser los componentes de este versor en el espacio?
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