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Resumen

Las lineas de corriente son una herramienta valiosa para el modelado de yacimien-
tos de hidrocarburos. Su uso se estd adoptando como complemento a los simuladores
numéricos de yacimientos convencionales.

Las lineas de corriente pueden trabajar en conjunto con un simulador de yaci-
mientos convencional o bien pueden utilizarse en el post-procesamiento de datos,
destacando principalmente dos ventajas: a) la interpretacién réapida y sencilla de los
canales preferentes de flujo en yacimiento, y b) el tiempo de simulacién es conside-
rablemente menor, gracias al uso de la coordenada Tiempo de Vuelo.

El Tiempo de Vuelo (en adelante llamado 7) se calcula mediante el Algoritmo
de Pollock, el cual se encarga de rastrear una particula desde la entrada de esta
al dominio de flujo hasta su salida, o bien trazarla en sentido contrario con unas
modificaciones menores al algoritmo. Necesita de las velocidades en cada una de las
caras de los nodos para determinar por donde saldra la particula hasta que esta llegue
a un pozo o se estanque. Por su parte, las velocidades son obtenidas de un simulador
convencional de diferencias finitas; estas se calculan con los datos de potencial en
cada nodo y la movilidad de cada cara mediante la ecuacién de Darcy.

Los efectos de la heterogeneidad del medio son condensados dentro de la nueva
coordenada 7, asi como también lleva implicitas las coordenadas cartesianas conven-
cionales. Este cambio de coordenadas hace que un problema 3D sea reducido a un
problema 1D (pasamos de usar las coordenadas cartesianas x,y, z a usar solamente
7), lo cual simplifica los calculos y reduce el tiempo de cémputo.

Otro punto relevante es que las lineas de corriente son independientes entre si,
es decir, no hay transferencia de masa entre ellas; de esto podemos concluir que
podemos paralelizar los calculos y reducir atin mas el tiempo de céalculo.

Para este trabajo se construyé un simulador de lineas de corriente bidimensional
para modelar la inyeccién de agua a un yacimiento, el cual considera flujo incom-
presible e inmiscible y desprecia efectos capilares y gravitacionales. En primer lugar
se hizo un cddigo en serie, el cual es el caso base de aceleraciéon. Con el fin de op-
timizarlo se usé la biblioteca Numba, de donde tan solo el uso su decorador estrella
@nyit, redujo drasticamente el tiempo de computo.

Luego, con el objetivo de optimizar el tiempo de ejecucién, se hicieron algunas
modificaciones al codigo para poder prelocalizar memoria en la computadora. Poste-
riormente, se le anadieron al decorador diversas opciones que hacen uso de la técnica
de memoria compartida, entre ellas parallel="True, con el fin de optimizarlo aiin mas
y se obtuvieron menores tiempos de ejecucion.

VII



Capitulo 1

Introduccion

Un yacimiento petrolero puede definirse como un medio poroso que contiene hi-
drocarburos. La forma eficiente de explotarlo requiere de una vision técnica-econémi-
ca. Aunque producir un yacimiento a grandes gastos usualmente implica egresos, es
primordial la correcta administracion de su energia y de los recursos destinados para
poder obtener el maximo valor presente neto del proyecto.

Segun Wiggins y Startzman la Administracion Integral de Yacimientos es: “la
aplicacion del estado del arte tecnolégico a un sistema de depdsito conocido, dentro
de cierto entorno de administracién” [5]. El puntero tecnolégico incluye a los recursos
humanos asi como las herramientas que estos emplean en sus actividades dentro de
cada uno de los tres grandes campos de la Ingenieria Petrolera.

Este trabajo se enfoca en el campo de la Ingenieria de Yacimientos, que Mus-
kat definié6 como: “la parte fundamental de la Ingenieria Petrolera que, aplicando
conocimientos cientificos, permite una explotacién racional de las acumulaciones de
hidrocarburos, es decir, obtener su maxima recuperacién al menor costo, benefi-
ciando asi no solo a las empresas productoras o a los paises que poseen los campos
petroleros, sino también a toda la humanidad al garantizar el suministro adecua-
do y oportuno de vitales productos como el petréleo y gas”[6]. Dentro de esta, el
area de Simulacion de Yacimientos tiene una enorme importancia; Abou-Kassem la
define como: “el arte de combinar fisica, matematicas, ingenieria de yacimientos y
programacion computacional con el fin de desarrollar una herramienta para prede-
cir el comportamiento de un yacimiento de hidrocarburos bajo varias estrategias de
operacién” [7]. En la tabla 1.1 se ilustra la clasificacién general de simuladores.

Dentro de los métodos de recuperacién de hidrocarburos se encuentran los meca-
nismos primarios, secundarios y terciarios. La recuperacién primaria hace referencia
a la produccion de fluidos con la energia disponible naturalmente en el yacimiento,
la secundaria se refiere al desplazamiento (inmiscible) de aceite por inyeccién de
agua/gas y, finalmente, la terciaria involucra métodos més avanzados como la inyec-
cion miscible de gas. En este trabajo se simulard la produccién de un yacimiento de
aceite por inyeccion de agua usando el método de Lineas de Corriente.

“Los simuladores de lineas de corriente aproximan los calculos de flujo de fluidos
3D con una suma de soluciones 1D a lo largo de las lineas de corriente. La eleccion
de direccién de las lineas de corriente para los calculos 1D hace a la aproximacion
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Fracturado
No fracturado
Estudios de un pozo
Nivel de Simulacién Region del yacimiento
Escala completa del yacimiento
Gas
Aceite Negro
Geotérmico
Aceite volatil
Gas y condensado
Inyeccion de quimicos
Inyeccion de miscibles
Recuperacion térmica
Monofasico
Bifasico
Trifasico
Composicional
Cero
Una
Dos
Tres
x oz
r
x? y
Geometria X,z
T,z
T,Y, 2
r, 6, z

Tipo de yacimiento

Tipo de Simulacion

Tipo de Flujo

Numero de Dimensiones

Tabla 1.1: Clasificacién general de los simuladores de yacimientos. Modificado de [4]

extremadamente efectiva para el modelado del flujo convectivo en el yacimiento.
Esto es tipicamente el caso cuando la heterogeneidad es el factor predominante
que gobierna el comportamiento de flujo. La geometria y densidad de las lineas
de corriente reflejan el impacto geolégico en las rutas de flujo, brindando mejor
resolucién en regiones donde el flujo es mas rapido.” [8]

En cuanto al esfuerzo que requiere para implementarse, el método de Lineas de
Corriente estd por encima del método de Curvas de Declinacién y Balance de Ma-
teria y por debajo tan solo de la Simulacién Numérica de Yacimientos convencional
y el Modelo Integral de Produccién, como lo muestra la figura 1.1. No obstante,
recientes desarrollos en simulacién de lineas de corriente han hecho que el nivel
que ocupan en la figura poco a poco se acerque a aquel de la simulacion numérica
convencional.

La rapidez y versatilidad del método de lineas de corriente ha llevado a muchas
aplicaciones, donde algunas de las mas importantes son:

» Calculos de volumen barrido.
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Figura 1.1: Comparativa de métodos de simulacién utilizados en la industria. To-
mado de [1].

Asignacion de gastos de produccién y balanceo de patrones de flujo.

Modelado de flujo de trazadores e inyeccién de agua.

Ajuste histérico o integracion de datos de produccién.

Simulacién en mallas de escala fina.

En secciones posteriores se nota que cada linea de corriente es independiente a
las demas, por lo que los cédlculos pueden paralelizarse y de esta manera acelerar
el c6digo. Aunque en simulaciéon usualmente se opta por usar Fortran o C debido
al rendimiento que ofrecen para cémputo cientifico, en el presente trabajo se uso
Python. Este lenguaje ha cobrado gran importancia en los ltimos anos en areas
como la Ciencia de Datos e Inteligencia Artificial donde se trabaja con grandes
volumenes de informacion, razoén por la cual actualmente se cuenta con bibliotecas
de gran calidad que optimizan los calculos usando recursos cémo el cémputo paralelo
a nivel CPU, como lo es Numba.

1.1. Revision historica

Esta seccion incluye un breve repaso histérico de la simulaciéon de lineas de co-
rriente. La mayor parte de esta seccion fue tomada del texto “Streamline Simulation:
Theory and Practice”; sin embargo, se omiten los temas dedicados a métodos analiti-
cos o semianaliticos, ya que no son objeto de este trabajo. Si el lector desea ahondar
mds en estos topicos, se le recomienda leer la referencia [8].

El modelado de flujo de fluidos y transporte usando lineas y tubos de corriente
se remonta al trabajo [9]. Desde entonces varios autores han aplicado y extendido
los conceptos subyacentes para la aplicacion para el modelado de yacimientos petro-
leros. Muchas de estas aplicaciones tempranas usaron aproximaciones analiticas o
numeéricas basadas en tubos de corriente para el modelado del desplazamiento mul-

1.1. REVISION HISTORICA 3
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tifasico, principalmente inyeccion de agua. El dominio de flujo es dividido en cierto
nimero de tubos de corriente, y los calculos de saturacién del fluido se hacen a lo
largo de los mismos. La motivacién detras del modelado con tubos de corriente fue
la falta de dispersién numérica y la ventaja computacional asociada a un campo de
velocidades que varia lentamente durante una inyecciéon de agua. Sin embargo, la
extension directa de la aproximacion de tubos de corriente al flujo 3D no es trivial
debido a las complejidades asociadas al rastreo de la geometria de los tubos en el
espacio tridimensional.

Otros dos métodos comtinmente utilizados para el transporte convectivo son el
rastreo de particula Lagrangiano [10] y métodos interfaciales como el rastreo de
frentes ([11], [12]) y de métodos de ajuste de nivel ([13]). El algoritmo de rastreo de
particula reemplaza a los contornos frontales, por ejemplo, concentraciones de tra-
zador son sustituidas por una coleccién de particulas estaticamente significativas.
Cada particula representa una parcela finita de fluido, ya sea masica o volumétri-
ca. Después, las particulas son movidas resolviendo la ecuacion de velocidad a lo
largo de las rutas apropiadas. La dispersion es contabilizada con un algoritmo de-
sarrollado por [14]; después de la conveccion, cada particula es reposicionada con
una variacion en posicion proporcional a la dispersién. En general, la aproximacién
Lagrangiana funciona bien cerca de “frentes empinados” (perfiles de saturacién con
cambios abruptos) pero no tan bien en perfiles suaves. Otro inconveniente asociado
a estos esquemas es la pérdida de resolucion del frente con la progresiéon del tiempo
y la respuesta de la variacion estatica de la concentracion.

Los métodos de lineas de corriente usan conceptos del rastreo de particula para
definir las rutas en el espacio 3D ([15]; [16]; [17]). La aproximacién no requiere de
geometria del tubo para evaluarse explicitamente y es asi idealmente adecuado para
modelar flujo y transporte en tres dimensiones ([18], [19]; [20]; [21]; [22]). Esto se ha
facilitado bastante gracias a la introduccién del Tiempo de Vuelo en las lineas de
corriente como variable espacial ([16]). El tiempo de vuelo es simplemente el tiempo
de viaje de un trazador neutro a lo largo de las lineas de corriente. La formulacion
del tiempo de vuelo desacopla los efectos de heterogeneidad geoldgica de los calculos
de transporte. Las ecuaciones de saturacion multidimensional son reducidas a series
de célculos 1D a lo largo de las lineas de corriente, que son desacopladas de la malla
geologica subyacente. Esto simplifica considerablemente los calculos de saturacion.
Actualmente, estos calculos son suficientemente generales para modelar la variacién
temporal del campo de velocidades, flujo compresible, gravedad, flujo composicional
y flujo a través de fracturas, etcétera. La simplicidad, eficiencia computacional, y
una generalizacion lista para tres dimensiones resumen el poder de la aproximacién
por lineas de corriente.

1.2. Objetivos de este trabajo

Objetivo general

Desarrollar una herramienta computacional mediante la utilizacién de computo
paralelo de memoria compartida portable y sencilla, con el objetivo de calcular y
mostrar las lineas de corriente para analizar la dindmica del flujo de fluidos agua-
aceite que ocurre en un yacimiento.

1.2. OBJETIVOS DE ESTE TRABAJO 4
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Objetivos particulares
1. Investigar el modelo matematico y numérico de lineas de corriente.

2. Desarrollar un cédigo numérico tipo serie para resolver el flujo bifasico en dos
dimensiones.

3. Aplicar la metodologia para calcular las lineas de corriente al codigo en serie.

4. Comparar los resultados del c6digo con los resultados reportados en la litera-
tura.

5. Desarrollar un c6digo numérico en paralelo tomando como base el coédigo en
serie.

6. Llevar a cabo pruebas de mejora de rendimiento comparando la velocidad de
ejecucion del codigo en serie y del codigo en paralelo.

1.3. Estructura de la tesis

El Capitulo 2 contiene el modelo matematico y numérico para la simulacion de
Lineas de Corriente. Se incluyen al inicio algunos ejemplos de trazado analitico
de lineas por medio de la solucién linea-fuente y después se desarrolla el modelo
numérico, llegando asi al algoritmo de Pollock. Posteriormente, se desarrolla la solu-
cion numérica de la ecuacion de transporte especificamente para el desplazamiento
inmiscible de aceite por agua, considerando flujo incompresible.

En el Capitulo 3 se abordan una serie de conceptos clave para entender cémo
es posible la aceleracion del codigo, asi como una breve introduccion a la biblioteca
Numba, la cual fue utilizada para optimizar el codigo automaticamente..

El Capitulo 4 contiene todas las funciones que componen al simulador en serie y la
explicacién de las mismas mediante diagramas de flujo. En este capitulo se incluyen
varios ejemplos con los cuales se valido la funcionalidad el simulador considerando
medios homogéneos, heterogéneos y diversas configuraciones de pozos.

En el Capitulo 5 se muestran las modificaciones que se le hicieron al cédigo en serie
para paralelizar, incluyendo las opciones de compilacion utilizadas en el decorador.
También se proporcionan los resultados del desempeno de los codigos generados y
se comparan contra los resultados optimizados mediante @Qnjit. Posteriormente, se
extiende esta comparacion anadiendo diversas formas de compilacion con el fin de
identificar la que mejor rendimiento presenta.

Finalmente, en el Capitulo 6 se hacen las conclusiones de los resultados y del
trabajo. Se hacen comentarios de las limitantes del simulador y el trabajo futuro
propuesto.

En cuanto a los apéndices, se incluye el modelo matematico y numérico del si-
mulador IMPES utilizado en este trabajo, asi como conceptos numéricos utilizados
para la discretizacion de las ecuaciones.

1.3. ESTRUCTURA DE LA TESIS 5



Capitulo 2

Lineas de Corriente: Modelo
matematico y numeérico

En este capitulo se abordan las técnicas numéricas para llevar a cabo la simula-
cion de inyeccion de agua para la recuperacion de hidrocarburos por el método de
Lineas de Corriente. La mayoria del contenido de esta seccién fue tomada del texto
“Streamline Simulation: Theory and Practice” [8].

2.1. Modelo Fisico Conceptual

El modelo conocido como five-spot describe el desplazamiento de aceite por agua
en un dominio isétropo, en el cual se coloca un pozo productor y un pozo inyector en
las esquinas opuestas del dominio. Este modo de colocar los pozos emula la simetria
de colocar 1 pozo productor y 4 pozos inyectores equidistantes al pozo productor.
En el modelo conceptual, se toman en cuenta las siguientes consideraciones:

El desplazamiento ocurre en un medio bidimensional.
El medio es isotropo.

Se consideran los efectos de la presiéon capilar.

El efecto de la fuerza de gravedad es despreciable.

Existe una fuente (pozo inyector) y un sumidero (pozo productor).

SARRE AN el A S

Los fluidos son incompresibles e inmiscibles.

O ® Injection

O Production

Figura 2.1: Patrén five-spot clasico. Tomado de [2].
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2.2. Trazado de las Lineas de Corriente

2.2.1. Meétodo Analitico

Para ilustrar el trazado de Lineas de Corriente, se hace uso de la Soluciéon Linea
Fuente y Sumidero. se debe recalcar que esta solucion analitica considera:

= Flujo monoféasico incompresible.

= Yacimiento infinito homogéneo de espesor constante.

» El radio de pozo es pequeno comparado con el tamano del yacimiento.
= Miultiples pozos inyectores y productores.

Segiin Caudle y LeBlanc [23], la presién puede obtenerse de la solucién a la ecuacién
de difusion y aplicando el principio de superposicion:

B - _ 2 N2
Doy =D 47rk:h;qlln((x z:)? + (y — vi)?) (2.1)

donde p, , es la presién del yacimiento y n es el nimero de pozos. El pozo i se ubica
en (z;,y;) con un gasto g;.

Sabiendo que la velocidad es la derivada de la posicién, las velocidades se obtienen
simplemente con las derivadas direccionales de la ecuacién (2.1).

T —x;

v 27Th¢ Z QZ (7 — )% + (y — y:)? (2:2)
7o 1 , Y—Y;
%= 5 Zl PR pr— (2.3)

Las ecuaciones previas pueden extenderse al medio anisotrépico con una trans-
formacién de coordenadas propuesta por [9].

x _ Yy

Ve v=

(2.4)

T =

<

y la soluciéon, en unidades de campo, esta dada por:

_ 70,6uB ke 2>
.y — ln — Y; 2.5

~ IZ_;(?J —yi)? '

- _ 089368 89363 y
ZL‘ - xz (y yz)
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Una vez calculadas las velocidades, es posible rastrear el avance de la Linea de
Corriente dentro de un incremento de tiempo.

Yir1 = Yi + (vgs) At (2.9)

Ahora se cuenta con todos los elementos para programar una rutina que trace las
trayectorias. Se puede usar un ciclo que tenga como limite un tiempo determinado
o bien una posicién (hasta que la linea converja a un pozo productor, por ejemplo).
Ambos ejemplos fueron realizados usando los datos de la tabla 2.1 y los resultados
se muestran en las figuras 2.2 y 2.3.

Es preciso aclarar que aunque todas las lineas de corriente surgen desde las coor-
denadas del pozo inyector, para programarlo se us6 una aproximacion diferente. Con
el fin de crear diferentes trayectorias, se deben crear diferentes puntos iniciales (para
cada linea de corriente). Con este fin, se hizo un circulo alrededor del pozo inyector
que contiene a los puntos iniciales de cada linea, en este caso 40, y se repitié el
algoritmo para cada una.

Parametro Valor
1t 1 [cp]
P 30 %
h 3.28 [ft]
ke 100 [mD]
B 1 [rb/STB]
dprod 800 [BPD]
Coord. inyector (0,0)
Coord. productores | (50,50), (-50,-50)
dt 0.1 [d]
Tiempo Total 12, 36 [d]
Lineas 40

Tabla 2.1: Datos de simulacion para lineas de corriente analiticas.

ke = ky 0.1ke = ky

e AREE==_ S

—40
—40

o /K//ﬁ . 7 >

—a0 20 0 20 40 —~40 20 0
(a) Medio isétropo (b) Medio anisétropo

Figura 2.2: Lineas de corriente isocronales
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0.1k, =k,

40 +

204

-201

—40

(a) Medio isétropo (b) Medio anisétropo

Figura 2.3: Lineas de corriente convergiendo a pozo productor

2.2.2. Meétodo Numérico: Algoritmo de Pollock

Para la implementacién de este algoritmo, como primer paso se necesita la solu-
cion numérica de la ecuacién de presion, ya sea durante la ejecucion de este o como
posprocesamiento del mismo. Estos calculos no son diferentes a los de la simulacién
de diferencias finitas estandar.

La solucién numérica proporciona presiones en el centro de las celdas y las ve-
locidades del fluido en las caras. El algoritmo de Pollock parte de la hipotesis de
que cada componente de velocidad varia linealmente entre los valores de velocidad
en las caras. Esto es, la velocidad en x varia linealmente solo en esta direccion y es
independiente de las velocidades en las otras direcciones, y asi sucesivamente para
los demas ejes, lo cual lleva al siguiente modelo de velocidades en las celdas:

Uy = Vg1 + C(x — 21)
vy = vy1 + ¢y (y — yl) (2.10)

v, =V, + (2 — 21)

donde los coeficientes dependen de la diferencias de las velocidades de Darcy entre
las caras:

Co = (Vg2 — vg1) /A
¢y = (vy2 —vy1)/Ay (2.11)
¢, = (Vg —vs1)/Az

De las ecuaciones (2.10), se tiene

3
V'U:ZCi:Cx+Cy+CZ (2.12)
i=1

Este es un resultado importante, ya que se ha verificado que si la solucién discreta
conserva flujo, también lo hace la velocidad local dentro de las celdas. De esta
manera, para flujo incompresible lejos de fuentes y sumideros, la soluciéon
de diferencias finitas quedara c,+c,+c. = 0. Sin embargo, para flujo compresible
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el resultado sera diferente de cero, ya que las compresibilidades del fluido y de la
formacién actuaran como términos fuente.

Las trayectorias y el tiempo de vuelo pueden calcularse por una integracion di-
recta de las velocidades en la celda.

dr dr dy dz

s w8 (2.13)

Para las velocidades lineales, estas ecuaciones diferenciales pueden integrarse
explicitamente e independientemente para cada direccién. Considérese una particula
partiendo de la ubicacién arbitraria (z0,y0,20) dentro de una celda. La particula
puede salir de la celda a través de cualquiera de las seis caras. Se puede integrar la
ec. (2.13) para obtener el tiempo de vuelo a cada una de las caras.

ATM' /xz dx 1 Vi
= =—In
10) 20 Vg0 + C(z —20) ¢, V0
Tvi _ / Y — I (”—y> (2.14)
¢ y0 Uyo + Cy<y - y()) Cy Uy0

AT, / = dz 1 Vs
= =—In(—
o 0 Vw0t C(2—20) ¢, U0

El indice ¢ = 1,2 indica la cara del bloque en cada direccién. El algoritmo de
Pollock especifica la cara de salida correcta como aquella que requiere menor tiempo
de trénsito (positivo).

AT = Min.Positivo(ATy1, ATya, ATy1, ATya, ATy, AT,o) (2.15)

Sabiendo el tiempo de vuelo de la particula, es posible obtener las coordenadas
de salida simplemente reorganizando la ec. (2.14).

A —1
x = 20 + vy (exp (c CT/¢) ) = 20 + (Vp0)Ns
exp (c,AT/¢p) — 1
y=y0+vyo( (yc/¢) >=y0+(vyo)77y
y
LA -1
z =20+ vy (eXp (c CT/(b) ) = 20 + (v,0)7.

(2.16)

Cuando la velocidad es uniforme (constante a lo largo del bloque en cierta direc-
ci6én), por ejemplo en x, entonces ¢, = 0. En este caso,
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1 ( Vg ) x + 20
—In({— ) —

Cx Uxo Vz0
= (exp (ceAT/P) — 1) AT

Cy

r=2x0+v (£>
x0 ¢

(2.17)

Es sencillo identificar lineas y puntos de estancamiento basados en el algoritmo
de Pollock. Cuando cualquiera de las velocidades interpoladas cambien de signo a
través de la celda, esta debe anularse en algiin lugar dentro de la misma. El tiempo
de vuelo calculado a lo largo de la celda en esa direccion serd infinito, es decir, se
tiene una linea de estancamiento. El tiempo de vuelo en las demés direcciones podria
ser finito. Sin embargo, si todas las velocidades cambian de signo, entonces se tiene
un punto de estancamiento. A manera de resumen la Figura 2.4 muestra el diagrama

de flujo del algoritmo de Pollock.

a = (AT(e1), ATaa), ATy, ATa), AT(er), AT(e))
AT = min.positivo(a)

(A7), y(AT), 2(AT)

.Se llegd al
nodo
productor?

Si

()

Figura 2.4: Resumen del algoritmo de Pollock

2.3. Transporte en las lineas de corriente

2.3.1. Discretizacién espacial

Considérese una linea de corriente en un 1/4 de modelo five-spot. La solucién
numérica de la ecuacién de transporte se lleva a cabo mediante 7 como coordenada
espacial. Para discretizar la linea, naturalmente se opta por seleccionar los intervalos
AT generados durante la integracién del campo de velocidades. Esto tiene la ventaja
de tener las propiedades constitutivas constantes para cada una de las celdas AT;

2.3. TRANSPORTE EN LAS LINEAS DE CORRIENTE 11
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sin embargo, la exactitud y estabilidad de la solucién numérica estaran afectadas
por la distribucién desigual de A7. En general, A7 serd minimo cerca del inyector y
productor y serd mucho mayor en la mitad del dominio debido a las variaciones de
velocidad. Como resultado, el paso temporal en la solucién numérica estara limitado
por el menor Ar.

Una de las principales fortalezas de la simulacién de lineas de corriente viene de
la naturaleza unidimensional de los célculos de saturacién. Notese que los calculos
de saturacién estan completamente desacoplados de la malla espacial subyacente en
coordenadas (z,y, z). En la simulacién de lineas de corriente, las soluciones 1D se
llevan a cabo independientemente de la malla fisica e independiente de cada linea,
usando la discretizacion 7 elegida para cada cual. Adicionalmente, la discretizacion
a lo largo de cada linea puede optimizarse para para obtener pasos de tiempo largos
para las soluciones 1D. Por ejemplo, para flujo bifasico la estabilidad de la solucién
estara dada por:

df, At
Sw =20 ) < ‘
Mazx (dSwAT> <1 (2.18)

De esta manera, pequenos A7 implicardan pasos de tiempo més pequenos. Por
otro lado, si A7 es muy grande, puede llevar a una pérdida de resolucién espacial y
distorsion de los frentes. La optimizacion de la solucién 1D podria ser critica para
la eficiencia computacional. La habilidad de tomar pasos largos de tiempo para los
calculos de saturacion sin importar la malla fisica subyacente es una de las grandes
ventajas que no tiene la simulacién de diferencias finitas.

2.3.2. Calculos de inyeccion de agua

La siguiente identidad del operador es una relacion muy importante en la simu-
lacién de lineas de corriente. Se utiliza para transformar las ecuaciones del espacio
fisico a coordenadas de tiempo de vuelo.

7V = gbé% (2.19)

Considérese la ecuacién de conservacién para la fase agua en el caso de flujo
bifasico incompresible, despreciando efectos capilares y gravitatorios:

05y, = w
¢ 815_ +V- (k)‘wVpo) = q_ (220)
. . . . Aw
Haciendo uso de la ley de Darcy y el flujo fraccional definido como f,, = o la
ecuacion queda. '
0Sy S Gw
V. (f,0) = 2.21
V(i) = 221

Ahora, si se aplica la identidad (2.19) al flujo fraccional,
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V- (fut) = 6V, = 020 (2.22)

Finalmente, sustituyendo la ec. (2.22) en la ec. (2.21) se llega a:

Sy | Ofuw\ _ Qu
p (W N ?) - Lo (2.23)

Y lejos de fuentes y sumideros:
0Sw  Ofw
— +—=—=0 2.24
ot o or (224)
Esta ecuacién puede discretizarse de la siguiente manera:

(Sw)™ ™ — (Syu)" (fw)it1/2 — (fw)z‘—l/Q
At * AT

—0 (2.25)

donde (fu)it1 /2 es el flujo promedio a la frontera entre los nodos i e i + 1y n es el
salto temporal.

Para el flujo entre bloques la ponderacién corriente arriba es la elecciéon mas
simple, que para este caso es estable y proporciona la siguiente ecuacion:

(Sw)n+1 B (Sw)n (fw)z - (fw)z‘—1 o
A7 + v =0 (2.26)

Finalmente, los calculos para la saturacion del siguiente salto temporal quedan
de la siguiente manera:

(Sw)™ = (Sw)" = 5= [(fu); = (fu)isi] (2.27)
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Capitulo 3

Herramientas del modelo
computacional

La primera parte de esta seccién fue tomada del texto “Computo paralelo para la
solucidon de flujo en medios porosos aplicando funciones de base radial ”[3].

La parte correspondiente a la biblioteca Numba fue tomada directamente de su
documentacién; sin embargo, aqui solo se retinen aquellas funcionalidades utilizadas
dentro del simulador. Si el lector desea ahondar mas en la biblioteca, se le recomienda
revisar directamente la documentacion de la bibloteca en cuestion.

3.1. Coémputo paralelo

Remontandose a la década de los 40, las computadoras secuenciales tradicionales
se basan en el modelo introducido por John von Neumann (figura 3.1), el cual
consiste de una unidad central de procesamiento (CPU por sus siglas en inglés),
una memoria principal para almacenar informacién, un camino (BUS) sobre el cual
fluyen los datos y un mecanismo de sincronizacién (reloj).

RELOJ

CPU | — —— MEMORIA

Figura 3.1: Arquitectura de John von Neumann. Tomado de [3].

El nimero de ciclos de reloj por segundo medidos en Hertz [Hz|, caracteriza la
velocidad a la cual se ejecutan las instrucciones en la computadora. La velocidad en
este tipo de arquitectura esta limitada por dos factores:

» razén de ejecucién de las instrucciones (ciclo de reloj) y
» la velocidad a la cual se intercambia la informacion entre la memoria y el CPU

(ancho de banda del bus de memoria).
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En el primer factor, la frecuencia no puede incrementarse indefinidamente: el
consumo de energia de un chip estd dado por la ecuacion

P=CL+xVix*f

donde P es la potencia, C'f, el cambio de capacitancia por ciclo de reloj (proporcional
al nimero de transistores cuyas entradas cambian), Vy, es la tension de alimentacién
y f es la frecuencia de reloj. Un aumento en la frecuencia aumenta la cantidad de
energfa utilizada en un procesador [24]; atin asi no se considera en el consumo de
energia, la maxima velocidad a la cual puede viajar la informaciéon a lo largo de
las conexiones entre componentes, es la velocidad de la luz, en este aspecto, reducir
el tiempo de ejecucion implicaria acortar la longitud de las conexiones, las cuales
también tienen un limite.

En el segundo factor, la velocidad estd limitada por el ancho de banda del BUS de
datos. Para mejorarla existen varias técnicas como incrementar el niimero de canales
sobre los cuales el CPU accede a la memoria (Memory interleaving), incrementar la
razén de cambio de informacion mediante el uso de una memoria relativamente pe-
quena y muy réapida (memoria caché) y el uso de segmentacién encauzada (pipeline),
donde multiples instrucciones pueden ejecutarse simultaneamente, no significando
esto, que se reduzca el nimero de instrucciones que se ejecutan al mismo tiempo

[25].

Todas estas técnicas tienen limitaciones fisicas y econémicas. Una manera alterna
de incrementar la razon de ejecucion de instrucciones, es usando multiples proce-
sadores y unidades de memoria conectadas a ellos de alguna manera, es decir, una
computadora paralela.

Una computadora paralela es un sistema de cémputo multiprocesador que sopor-
ta la programacion paralela. De ella puede hacerse una clasificacion en dos categorias
importantes: multicomputadoras y multiprocesadores centralizados. Como su nom-
bre lo implica, una multicomputadora es una computadora construida de multiples
computadoras y una red de interconexién. Los procesadores en diferentes compu-
tadoras interactiian pasandose mensajes o informacion entre ellos; esta clasificacién
es cominmente conocida como computadora paralela de memoria distribui-
da. En contraste, un multiprocesador centralizado, también llamado multiprocesa-
dor simétrico (SMP), es un sistema méds altamente integrado, en el cual todos los
CPUs comparten el espacio fisico de la memoria global, el que a la vez, es su medio
de comunicacién. De ahi que a esta clasificacién se le conoce como computadora
paralela de memoria compartida [26].

3.2. Computadora paralela de memoria compar-
tida

Un multiprocesador centralizado es una extension del uniprocesador de John von
Neumann. CPUs adicionales se adjuntan en el bus y todos los procesadores compar-
ten la misma memoria principal (figura 3.2). Esta arquitectura es también llamada
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SMP, porque toda la memoria esta en un solo lugar y tiene el mismo tiempo de ac-
ceso para cada procesador. Los datos privados son aquellos que solo un procesador
usa, mientras que los datos compartidos son aquellos que multiples procesadores
usan. En un procesador centralizado, los procesadores se comunican entre ellos a
través de los datos compartidos. Los disenadores de este tipo de arquitectura deben
tener en cuenta dos problemas asociados a los datos compartidos: cache-coherency
y sinconizacion [26], donde en el primero, al haber agregado la memoria caché pa-
ra reducir la contencién entre los procesadores para los datos compartidos y dado
que el caché es una vista de la memoria principal; en el segundo problema, deben
asegurar la exclusion mutua: un solo proceso excluye temporalmente a todos los
demds para usar la(s) locaclidad(es) de memoria compartida de forma que garantice
la integridad de la actividad especifica.

CPU CPU CPU CPU
’ 7 | " | S | /
Memoria Memoria Memoria Memoria
Cache Cache Cache Cache
‘ J / ry | J
Bus
et /o
Principal
/I J

Figura 3.2: Arquitectura de un multiprocesador centralizado genérico. Tomado de

[3].

3.3. Computadora paralela de memoria distribui-
da

En este tipo de arquitectura, cada procesador tiene su propia memoria local, lo
que conlleva las siguientes ventajas: que no exista bus de memora compartida (evita
problemas de ancho de banda y contencién); que no haya limite para el nimero
de procesadores (depende de la red de interconexién) y que no haya problemas
de cache-coherency. Sin embargo, se tiene la desventaja de que las tareas que se
ejecutan en cada procesador solo operan sobre datos locales, por lo que si se requie-
ren datos remotos, se debe realizar una comunicacion con otros procesadores, esto
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implica, mayor tiempo de consumo para construir y enviar un mensaje, asi como
para recibirlo y desempaquetarlo. La arquitectura de una computadora distribuida
aparece en la figura 3.3. Si la coleccién distribuida de memorias forma un espacio
l6gico de direcciones, la computadora paralela es llamada un multiprocesador dis-
tribuido, pero si los espacios locales de direcciones son disjuntos, es llamada una
multicomputadora.

Una forma perfectamente satisfactoria para comunicar a los procesadores que se
encuentran en una computadora paralela de memoria distribuida, es la interfaz de
paso de mensajes (MPI), la cual es una especificacién estdndar que comprende un
conjunto de rutinas para el manejo de procesos e intercambio de mensajes.

CPU ‘ CPU CPU
/ ’ /
| | I
Memoria Memoria Memoria
Caché Caché Caché
|
4 P
ey Dispositivos e Dispositivos iy Dispositivos

E/S E/S E/S

Red de interconexion

s

Figura 3.3: Arquitectura de una computadora multiprocesador de memoria distri-
buida. Tomado de [3].

3.4. Numba

Numba traduce funciones de Python a cdédigo de maquina optimizado en tiem-
po de ejecucion usando la biblioteca compiladora LLVM, estandar en la industria.
Algoritmos numéricos en Python compilados con Numba pueden acercarse a las
velocidades de C o FORTRAN.

No es necesario reemplazar el interpretador de Python, ni hacer nada adicional
con respecto a éste. S6lo hay que aplicar uno de los decoradores de Numba a la
funcién y Numba hace el resto.

Numba ofrece variedad de opciones para paralelizar cédigo para CPUs y GPUs,
usualmente con tan solo unos cambios menores en el codigo. Su funcionalidad cen-
tral, y el que més se usé en el simulador, es el decorador numba.jit(). Usando este
decorador, puede marcar una funcién para la optimizacién por el compilador JIT
(Just In Time) de Numba. Varios modos de invocacién desencadenan diferentes
opciones de compilacién y comportamientos.

3.4. NUMBA 17
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3.4.1. Uso basico de @jit

Compilacién sencilla

La forma recomendada para usar al decorador @jit es dejando decidir a Numba
donde y como optimizar. En este modo, la compilaciéon sera diferida hasta la primera
ejecucion de la funcion. Numba inferird el tipo de argumentos al momento que llama
la funcién, y generara cédigo optimizado basado en esta informacion.

Codigo 3.1: Ejemplo de uso de @njit

from numba import jit

@jit (nopython=True)
def f(x,y):
return x+y

Mas opciones de compilacion
Se pueden pasar una serie de argumentos de palabras clave al decorador @Qjit.

= Nopython: Numba tiene dos modos de compilaciéon: modo nopython y modo
objeto. El primero produce cédigo mucho mas rapido, pero tiene limitaciones
que pueden obligar a Numba a recurrir al segundo. Para evitar que Numba
retroceda y, en su lugar, genere un error, hay que usar nopython=True (@njit
equivale a @jit(nopython=True)).

» Nogil: Cada vez que Numba optimiza el cédigo Python a cédigo nativo que
solo funciona en tipos y variables nativos (en lugar de objetos Python), ya no
es necesario mantener el bloqueo de intérprete global (GIL) de Python. Numba
liberara el GIL al ingresar a dicha funciéon compilada si pasé nogil=True.

El cédigo que se ejecuta con el GIL liberado se ejecuta simultaneamente con
otros subprocesos que ejecutan c6digo Python o Numba (ya sea la misma fun-
cién compilada u otra), lo que le permite aprovechar los sistemas de multiples
nucleos. Esto no sera posible si la funcién se compila en modo objeto.

Al usar nogil=True, se habrd que tener cuidado con las trampas habituales
de la programacién multiproceso (consistencia, sincronizacién, condiciones de
carrera, etc.).

= Cache: Para evitar los tiempos de compilacién cada vez que invoca un pro-
grama Python, se puede indicar a Numba que escriba el resultado de la com-
pilacién de funciones en una memoria caché basada en archivos. Esto se hace
pasando cache=True.

» Parallel: Permite la paralelizacién automatica (y las optimizaciones relaciona-
das) para aquellas operaciones en la funcién que se sabe que tienen semantica
paralela. Esta caracteristica se habilita pasando parallel=True y debe usarse
junto con nopython=True.

Cédigo 3.2: Ejemplo de uso de diversas opciones de compilacion

@njit (nogil=True, cache=True, parallel=True)
def f(x,y):
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return x+y

Llamar e incorporar otras funciones

Las funciones compiladas por Numba pueden llamar a otras funciones compila-
das. Las llamadas a la funcién pueden incluso estar alineadas en el cédigo nativo,
dependiendo de la heuristica del optimizador. Por ejemplo:

Cédigo 3.3: Ejemplo de varias funciones usando @njit

N OO W

@njit
def square(x):
return x **x 2

enjit
def hypot(x, y):
return math.sqrt(square(x) + square(y))

El decorador @jit debe agregarse a cualquier funcién de biblioteca de este tipo,
de lo contrario Numba puede generar un cédigo mucho mas lento.
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Capitulo 4

Implementaciéon computacional del
algoritmo en serie

Esta seccién describe la metodologia computacional para implementar la solucion
del flujo de fluidos bifdsico e incompresible en medios porosos.

Algoritmo general e implementacién

El simulador se compone de tres archivos: un archivo donde se insertan los datos
de simulacién (importado al archivo principal como d), otro archivo que contiene to-
das las funciones utilizadas en el programa principal (importado al archivo principal
como A), y el archivo principal. La razén de dividirlo de esta manera fue acortar el
archivo principal y para que al modificar los datos de simulacién, no modifiquemos
alguna otra parte del cédigo accidentalmente.

Comencemos explicando el simulador mediante la figura 4.1. Se requieren como
insumo las propiedades de la roca y los fluidos, un campo de velocidad total calculado
por un simulador de diferencias finitas y finalmente datos de simulacién como el
nimero de lineas a calcular y el tiempo de simulacién. Nétese que no se requieren
datos de permeabilidad, ya que esta viene implicita en el campo de velocidad.

A grandes rasgos la simulacion es llevada a cabo por dos ciclos. Un ciclo for se
encarga repetir el algoritmo para las lineas de corriente definidas por el usuario;
dentro de este se calcula la trayectoria y se obtiene la discretizacion natural de 7
mediante el algoritmo de Pollock. Posteriormente, ain dentro del for, se entra a un
ciclo while que controla el tiempo de simulacién y es en donde se hacen los calculos
de transporte con la nueva coordenada.

4.1. Funciones auxiliares

En esta secciéon se enlistan y explican todas las funciones que hacen la simulacion
posible. Se omitira el archivo de datos, ya que solo es un documento donde se vacia
informacién, asi como también a la funcion que lee las velocidades de un archivo de
texto. Vale la pena recordar que la libreria numpy es importada como np, tal como
la comunidad de Python lo ha estandarizado. Las funciones se enlistan en orden de
aparicion del programa principal (c6digo 4.1), el cual es basicamente el algoritmo
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Leer: vx_left,vx_right, vy_top, vy_bottom, nodosxz, nodosy
Ingresar: ¢, Sy, So, Sro, Sw,inis Hos w, NUumero de lineas,
Tiempo de simulacién, dt

InitSL — Puntos iniciales de las lineas

algoritmoPollock — z,y, T
Guardar datos: z,y, 7

transporte — S, (7)
Guardar datos: S,

S ., Quedan mas
— lineas por
calcular?

lNo

()

Figura 4.1: Resumen del programa principal

de Pollock.

Cédigo 4.1: Programa principal del simulador en serie

(nx_cell, ny_cell, U_x1l, U_xr, U_yt, U_yb) = A.LecturaVelocidades ()

# Aqui guardaremos las trayectorias, saturaciones y DeltaTau de
todas las streamlines

X_coord = []1 # Coordenadas x
Y_coord = [] # Coordenadas y
Sw_SL = [] # Saturacién
Tau_SL = [] # Tiempo de vuelo

# Cadlculo de puntos iniciales de las streamlines
Xg,Yg = A.InitSL(d.DX, d.DY, d.NSL)

for k in range (d.NSL): # Para todas las SL
# INICIA EL ALGORITMO DE POLLOCK

if (k '= 0):
del csp, cea
s =0

i d.xcell_inj; j = d.ycell_inj # indices de la celda de

4.1. FUNCIONES AUXILIARES 21
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partida
X = np.array([]); Y = np.array([]); DTAU = np.array ([0])
auxl = Xgl[k]; aux2 = Yg[k] # Punto inicial de la linea
X = np.append(X,auxl); Y = np.append(Y,aux2) # Se inicia la
trayectoria

while (i*j != (nx_cell-1)*(nx_cell-2) ): # mientras no se
llegue al nodo productor
if s==0: # Condicional para asignar cara de entrada, al
inicio del algoritmo para una SL
if X[-1] == d.DX:
csp=2
elif Y[-1] == d.DY:
csp=4

cea,i,j =A.cara(csp,i,]j)

auxl,aux2,aux3,csp = A.algoritmoPollock (X[-1], Y[-1], U_x1[
il03j), U_xr[il[j]l, U_yb[il[jl, U_yt[il[jl, cea, i, j, d.
DX, d.DY, d.phi)

X = np.append(X,auxl) # x_new

Y = np.append(Y,aux2) # y_new

DTAU = np.append (DTAU,aux3) # Dtau*phi

s = s+l

X=np.array(X) ; X_coord.append(X)
Y=np.array(Y) ; Y_coord.append(Y)
Tau_SL.append (DTAU)

# INICIAN CALCULOS DE TRANSPORTE

DTAU = np.array(DTAU)

fw = np.zeros(len(DTAU))

Sw = np.ones (len(DTAU))*d.Sw_ini

A.transporte(Sw, fw, d.Srw, d.Sor, d.Muo, d.Muw, DTAU, d.dt, 4d.
TiempoTotal)

Sw_SL.append (Sw)

Aunque por definicién todas las lineas de corriente parten de la misma fuente,
para poder obtener diferentes trayectorias cada linea debe partir de un punto dife-
rente. Esto se logra haciendo que las lineas partan de los bordes del nodo o nodos
fuente de la malla de diferencias finitas. Estos bordes corresponden a un area total
de flujo, el cual serd dividida igualmente entre el niimero de lineas a trazar y en
el centro de cada &area, se ubicard el punto de partida de la linea en cuestion; de
esta manera, conceptualmente cada linea acarreara el mismo flujo a través de si. La
funcién InitSL (codigo 4.2) se encarga de calcular con esta légica todos los puntos
iniciales para un pozo ubicado en la esquina inferior izquierda.

Cédigo 4.2: Init: Funcién que calcula los puntos de partida de las lineas

def InitSL(dx,dy,n):
nnn
Funcidén que nos da los puntos iniciales de las lineas de
corriente, dando como input:
- n: el numero de lineas deseado (debe ser par) vy,
- dx,dy: las dimensiones de la celda

Pensada para un modelo five-spot, donde de la celda del pozo
inyector, que es el punto de partida, solo dos de sus caras
llevaran lineas. Se asume una celda cuadrada.
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np.zeros (n)
np.zeros (n)

Xg
Yg

# Para los puntos de partida de las SL

auxl = (n/2)

# Para dividir una cara en (auxl) partes iguales
aux2 = (dx/auxl)

aux3 = aux2/2

for i in range (mn):
if i < auxl: # para la primera mitad

Xgl[i] = dx
Ygl[i] = aux2*(i)+aux3
cHiSIcE: # para la segunda mitad
Xgl[i] = aux2#*(i)+aux3-dx
Yg[i]l = dy

return (Xg,Yg)

Una vez que se tienen los puntos de partida de las lineas, se procede a trazar
su trayectoria con la funcién algoritmoPollock (cédigo 4.6, figura 2.4), que ocupa
a las funciones velocidad (cddigo 4.4) y pseudotiempo (cédigo 4.3). El rastreo
de la particula requiere de un especial cuidado al ser programado, ya que no hay
manera de predecir por qué celdas ird atravesando. Se optd por crear la funcion
cara (c6digo 4.5) para determinar por qué cara la particula entra en cada celda que
cruce, tomando como referencia a la cara de salida de la celda anterior (csp); este
sistema de orientacién nos permite ir variando los indices 7,7 segin corresponda.
Este proceso se repite hasta que se llegue a una cara del nodo productor o bien a
un punto de estancamiento.

Cédigo 4.3: pseudotiempo: Funcion que calcula el pseudotiempo

def pseudotiempo (c,Dtau):

# Funcidén que se ocupa para el calculo de posicién de la parti
cula, dentro del algoritmo de Pollock

if c==
y=Dtau

else:
y=(np.exp(c*xDtau) -1) /c

return (y)

Cédigo 4.4: velocidad: Funcién que calcula la velocidad

def velocidad(vpl,cp,pl,p):
# vpl=velocidad a la izquierda o al fondo de la celda
# cp=coeficiente
# pl=coordenada a la izquierda o al fondo de la celda
# p=punto de partida, (x/y)
v=vpl+cp*(p-pl)
return (v)

Cédigo 4.5: cara: Funcién que determina la cara de entrada de la particula

def cara(csp,i,j):

nnn
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Funcién que devuelve la cara entrada actual (cea) de la parti
cula, también se encarga de modificar los indices de celda (
i,j) para el siguiente céalculo

= cara oeste
= cara este
cara sur

= cara norte

S wWw N -
]

la cara de salida pasada (csp) es la cara de entrada actual (

cea)

if csp==1: #Sale al oeste
cea=2
i=i-1

elif csp==2: #Sale al este
cea=1
i=i+l

elif csp==3: #Sale al sur
cea=4
j=j-1

elif csp==4: #Sale al norte
cea=3
j=Ji*1

return (cea,i,j)

Codigo 4.6: algoritmoPollock: Funcién donde se implementa el Algoritmo de Pollock

def algoritmoPollock(x0,y0,uxl,ux2,uyl,uy2,cea,i,j,DX,DY,phi):

nnn

cea (cara de entrada actual), csp (cara de salida pasada)
1 = cara oeste

2 = cara este

3 = cara sur

4 = cara norte

Recordando la definicidén de los coeficientes
cx = (ux2-ux1)/DX
cy = (uy2-uy1l)/DY

# Si la velocidad en x,y es constante

if cx == 0 and cy == O:

if cea == 1: # Cara oeste
ux0 = uxl
uy0 = uyl

elif cea == 2: # Cara este
ux0 = ux2
uy0 = uyl

elif cea == : # Cara sur
uy0 = uyl
ux0 = uxl

elif cea == : # Cara norte
uy0 = uy2
ux0 = uxl

Dtau_x1 = (DXx*i -x0) /ux0

Dtau_x2 = (DX*(i+1)-x0)/ux0

Dtau_y1l = (DYxj -y0)/uy0

4.1. FUNCIONES AUXILIARES 24
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Dtau_y2 = (DY*(j+1)-y0)/uy0

# Si cx,cy son diferentes de O

else:

if cea == 1: # Cara oeste

ux0 = uxl

uy0 = velocidad(uyl, cy, j*DY, yO0)
elif cea == 2: # Cara este

ux0 = ux2

uy0 = velocidad(uyl, cy, j*DY, yO)
elif cea == : # Cara sur

uy0 = uyl

ux0 = velocidad (uxl, cx, i*DX, x0)
elif cea == : # Cara norte

uy0 = uy2

ux0 = velocidad (uxl, cx, i*DX, x0)

# Cadlculo de tiempo de vuelo a cada cara para velocidades

en x
if ux0 == 0: # Para evitar la divisién entre cero
Dtau_x1 = np.NaN
Dtau_x2 = np.NaN
else:
if uxl == 0: # Para evitar el log(cero)
Dtau_x1 = np.NaN
ellisie
Dtau_x1 = (1/cx)*np.log(uxl/ux0)
if ux2 == 0: # Para evitar el log(cero)
Dtau_x2 = np.NaN
ellisie

Dtau_x2 = (1/cx)*np.log(ux2/ux0)
# Cadlculo de tiempo de vuelo a cada cara para velocidades
en y
if uy0 == 0: # Para evitar la divisidén entre cero
Dtau_yl = np.NaN
Dtau_y2 = np.NaN

else:

if uyl == 0: # Para evitar el log(cero)
Dtau_yl1 = np.NaN

else
Dtau_y1=(1/cy)*np.log(uyl/uy0)

if uy2 == 0: # Para evitar el log(cero)
Dtau_y2 = np.NaN

else:

Dtau_y2 = (1/cy)*np.log(uy2/uy0)

# Aqui se sale de los condicionales de cx,cy
Dtau_array=np.array ([Dtau_x1,Dtau_x2,Dtau_yl,Dtau_y2])

for i in range (len(Dtau_array)):
if Dtau_array[i]<=1:

Dtau_array[i] = np.NaN

Dtau=np.nanmin(Dtau_array)

4.1.
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# Para devolver la cara de salida

if Dtau == Dtau_array [0]:
csp = 1
elif Dtau == Dtau_array[1]:
csp = 2
elif Dtau == Dtau_array[2]:
csp = 3
elif Dtau == Dtau_array[3]:
csp = 4
x_new = x0+uxO*pseudotiempo (cx,Dtau)
y_new = yO+uyO*pseudotiempo (cy,Dtau)

return (x_new, y_new, Dtau*phi, csp)

Ahora que se calculé la trayectoria desde el pozo inyector al productor y si-
multaneamente se obtuvo la discretizacion de 7, es posible realizar los cédlculos de
transporte. En primer lugar las permeabilidades relativas de las fases son calcula-
das con la funcién kr (codigo 4.7), y posteriormente el flujo fraccional de agua con
fractionalflow (cddigo 4.8).

Dentro de la funcién transporte (cédigo 4.9) hay un ciclo while que repite los
calculos hasta que se cumpla el tiempo total de simulacién. Dentro de éste, cada una
de las saturaciones se calcula mediante un ciclo for. Una vez finalizados los célculos
para la linea, se guardan los datos de su trayectoria, saturacion y 7, y se repite el
algoritmo para las siguientes lineas.

Cédigo 4.7: kr: Funcion que calcula la permeabilidad relativa

def kr(Sw, Srw, Sro):
# Funcidén que calcula las permeabilidades relativas

omega = 2 # Exponente

Scf = (Sw-Srw)/(1-Srw-Sro) # saturacidén efectiva
krw = Scfx**omega

kro = (1-Scf)**omega

return (krw, kro)

Caodigo 4.8: fractionalflow: Funcién que calcula el flujo fraccional

def fractionalflow(kro, krw, Muo, Muw):
# Funcidén que calcula el flujo fraccional de agua

if krw ==
fw = 0
else:
fw = 1/(1+(kro*Muw) /(krw*Muo))

return (fw)

Cédigo 4.9: transporte: Funcion que hace los calculos de transporte

def transporte(Sw, fw, Srw, Sro, Muo, Muw, DTAU, dt, TiempoTotal):

nnnn

Funcidén que calcula la saturacidén explicitamente.
Sw, DTAU, fw son arreglos. Las demds variables son escalares.
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nnn
t=0
while t <= TiempoTotal:
# A lo largo de la streamline.
for i in range (len(DTAU)):
if i==0: # Condicién de inyeccién
Sw[i] = (1-Sro)

# kro, krw se actualizan en cada ciclo

krw, kro = kr(Sw[il, Srw, Sro)
fw[i] = fractionalflow(kro, krw, Muo,

else: # Calculo IMPES
if fw(l[i] ==
break

# kro, krw se actualizan en cada ciclo

krw, kro = kr(Sw[il], Srw, Sro)
fw[i] = fractionalflow(kro, krw, Muo,

aux = (dt/DTAU[i])*(fwl[il-fwl[i-11)
Swl[i] = Sw[i]-aux
t = t+dt

Muw)

Muw)
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4.2. Validacion del simulador

Con el fin de validar al simulador de lineas de corriente, se compararon cualitativa-
mente los perfiles de saturacion que presenta contra los calculados por un simulador
de diferencias finitas. Los datos de simulacion se enlistan en la tabla 4.1.

Propiedad Valor
Lineas 40
Lo 1.14 [cp]
e 0.096 [cp]
é 20 %
L, 1,000 [£t]
L, 1,000 [£t]
Kua 100 [mD]
Ky, 100 [mD]
Sro 20 %
Srw 22 %
S ini 22 %
Tiempo Total | 100 [d]

Tabla 4.1: Datos de simulacion para lineas de corriente numéricas.

Se hicieron diferentes corridas de simulacién variando el tamano de malla, ubica-
cién de pozos y permeabilidad, esta 1ltima aleatoriamente. Al variar las permeabili-
dades se aprovecha al maximo la simulacién de lineas de corriente, pues se observan
los canales preferentes de flujo y el avance del frente de inyeccion con gran claridad
y detalle.

A continuacién se encuentran los resultados calculados por los simuladores, asi
como la discusién de sus resultados.

4.2.1. Medio homogéneo

En la figura 4.2 se tienen imégenes que nos permiten observar cémo se relacionan
la simulacion de diferencias finitas con la de lineas de corriente. Partimos con la figura
4.2a donde tenemos al perfil de presién del yacimiento y sus lineas de isopotencial,
por definicion, las lineas de corriente son ortogonales a éstas y se comprueba con la
figura 4.2b.

Posteriormente, si se agrega la saturacion al grafico de lineas de corriente, se
obtiene la figura 4.2c. Cada uno de los puntos que se observan corresponden a la
discretizacion natural de 7 proporcionada por el Algoritmo de Pollock. Se observa
que las figuras 4.2c y 4.2d presentan cualitativamente los mismos resultados, por lo
que se concluye que el simulador entrega resultados satisfactorios.

Al aumentar el tamano de malla a 60x60 y 200x200, se obtienen los resultados
de la figura 4.3. Es conveniente aclarar que para todos los casos se fijo el niimero
de lineas a cuarenta. Se observa que a medida que refinamos la malla, el frente de
inyeccion retrocede y los puntos comienzan a desaparecer para dar la impresién de
que se tiene una linea continua, aunque no es el caso.
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Presion [psia] Trayectorias
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(a) Perfil de presién (b) Lineas de corriente
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0.32
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(c) Perfil de saturacién (d) Validacién con simulador IMPES

Figura 4.2: Resultados en una malla 30x30

100 150 200 250 300 50 100 150 200
X, [m] x,[m]

(a) 60x60 (b) 200x200

Figura 4.3: Resultados en diferentes tamanos de malla
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4.2.2. Medio heterogéneo

Para este ejemplo se siguié utilizando la misma configuracién de pozos, pero se
modificé el valor de las permeabilidades aleatoriamente de 1-100 [mD] (figuras 4.4a
y 4.4b); haciendo esto, el modelo se acerca mas a la realidad de cualquier yacimiento.
Como se ha dicho anteriormente, las lineas de corriente son extremadamente ttiles
en medios heterogéneos, y es ahora donde se demuestra.

En la figura 4.5, andlogo a la figura 4.2, se encuentran los resultados en una malla
de 60x60 con permeabilidades variables. Observando sélo los mapas de permeabili-
dad (figuras 4.4a y 4.4b) es complicado, por no decir imposible, predecir los canales
preferentes de flujo. Sin embargo, con lineas de corriente es sencillo identificar zonas
de alta permeabilidad (aquellas zonas en donde las lineas casi se empalman), asi
como también zonas en donde podria quedar aceite sin desplazar.

Adicionalmente, con el fin de hacer una comparacion, se cuenta con los perfiles de
saturacion reportados por ambos simuladores. Una vez mas se observa que entregan
resultados similares; sin embargo, vemos que el simulador de diferencias finitas (fi-
gura 4.5b) pierde resolucion en el avance del frente de inyeccion cerca de la frontera
sur del dominio, mientras que las lineas de corriente (figura 4.5a) proporcionan gran
detalle en esta area y en todas, atin en zonas de alta velocidad.

Permeabilidad kxx [mD]
2 VR > ! 4 >, ¢

91

81

71

61

= | - | = | o oy &

§150 e gt ! 5 2 o3 > 51
41

31

21

11

pom

30

100 150 200 250 300
x(m) x(m)

(a) Permeabilidad en x (b) Permeabilidad en y

Presion [psi] Trayectorias
300 3700 300 A =

3675
250 2501

3650 (
200 200 4
3625 — |
1S i

150 =150 |
3600 > |

y,[m]
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Figura 4.4: Heterogeneidad, ejemplo 1: Resultados en una malla 60x60
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Figura 4.5: Heterogeneidad, ejemplo 1: Resultados en una malla 60x60

4.2.3. Alterando la configuracién de pozos

Con el fin de observar diversos patrones de flujo, para estos ejemplos se modifico
la ubicacion de los pozos tal como lo muestran las figuras 4.6 y 4.7. Al igual que en
el ejemplo anterior, el medio es heterogéneo y se puede comprobar observando que
las lineas de isopotencial (figura 4.6a) y las lineas de corriente (figura 4.6b) no son
simétricas.

Una vez més observamos cémo las lineas de corriente no siguen trayectorias sim-
ples, algunas tardan mas que otras (es decir, tienen mayor 7), pero finalmente todas
convergen al pozo productor.

4.2.4. Agregando pozos al dominio de flujo

Con el objetivo de visualizar los resultados del simulador en escenarios mas com-
plejos, en esta seccion se crearon tres nuevas configuraciones de pozos, en la que
cada una va adicionando un pozo productor respectivamente.

Cada una de las configuraciones fue simulada tanto para un medio homogéneo
(figuras 4.8, 4.10, 4.12) como para un medio heterogéneo (figuras 4.9, 4.11, 4.13),
variando la permeabilidad aleatoriamente como en los ejemplos anteriores.

El simulador no requirié de modificaciones para poder simular estos dominios
de flujo, el algoritmo de Pollock automaticamente se detiene una vez que una linea
converge a un pozo. Se aprecia que las lineas siguen trayectorias cada vez mas com-
plejas cuando se anade la heterogeneidad del medio; sin embargo, esto no es ninguna
limitante o contratiempo, pues sigue dando resultados bastante buenos.
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Capitulo 5

Implementaciéon computacional del
algoritmo en paralelo y analisis de
aceleracion

Con el objetivo de optimizar el cédigo, la primera aproximacion fue agregar el
decorador @njit a todas las funciones del simulador (en adelante llamada Configu-
racién A). Aunque los resultados de aceleracién con esta ligera modificacién fueron
drésticos (tabla 5.1), todavia es posible sacar més provecho a Numba haciendo uso
de sus diferentes formas de compilacion.

Como segunda aproximacion, se modificaron aquellas partes del codigo que no
favorecen a la paralelizacion, como el uso de append y el ciclo while, que hacian que
los arreglos de coordenadas y 7 de las lineas tuvieran la longitud necesaria para que
se terminen de trazar; de esta manera, los arreglos de cada linea de corriente podian
tener diferente longitud entre ellas. Ahora, los arreglos de todas las lineas tienen una
longitud fija y sus valores se almacenan en una matriz.

También se aprovecharon los ciclos que contenia el archivo principal para crear
una nueva funcién auxiliar llamada principal (c6digo 5.1). El nuevo archivo principal
se muestra en el cédigo 5.2.

De igual manera, tomando en cuenta que cuando Numba optimiza una funcién, la
primera vez que la ejecuta es muy lenta con respecto a las siguientes, se le quité @njit
a las funciones que se ejecutan solamente una vez y que no contienen funciones dentro
de si. Aquellas que conservaron el decorador se encuentran en la figura 5.1.

Cédigo 5.1: principal: Funcion creada a partir del programa principal del simulador
en serie.

def principal(Xg, Yg, X_coord, Y_coord, Tau_SL, Sw_SL, limit, U_x1,
U_xr, U_yb, U_yt, NSL, xcell_inj, ycell_inj, DX, DY, phi,
Sw_ini, Srw, Sor, Muo, Muw, dt, TiempoTotal):
for k in range (NSL): # Para todas las SL

0 #Contador para los loops del ciclo para cada SL
xcell_inj; j = ycell_inj # es la celda de partida de
cada SL (0,0)

o0
]
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X_coord [k] [0]
streamline
Y_coord [k] [0]
streamline

Xgl[k] # Se inicia la trayectoria de la

Ygl[k] # Se inicia la trayectoria de la

for 1 in range (1,limit-2):

if s==0: # Condicional para asignar cara de entrada, al
inicio del algoritmo para una SL
if X_coord [k] [0] == DX:
csp=2
elif Y_coord[k][0] == DY:
csp=4

cea,i,j =cara(csp,i,j) #aqui se obtiene la cara de
entrada actual (cea) de la particula

auxl ,aux2,aux3,csp = algoritmoPollock(X_coord[k][1-1],
Y_coord[k][1-1], U_x1[i][j], U_xr[il[j], U_ybl[i
1031, U_yt[il[j], cea, i,j, DX, DY, phi)

X_coord[k][1]
Y_coord[k][1]
Tau_SL [k][1]

auxl # x_new
aux2 # y_new
aux3 # Dtau*phi

s=s+1
if s>500: #Maximo de loops por SL
break

# Aqui se hacen los cadlculos de transporte por streamline

DTAU = Tau_SLI[k][:]

fw = np.zeros(len(DTAU))

Sw = np.ones (len(DTAU))*Sw_ini

transporte (Sw, fw, Srw, Sor, Muo, Muw, DTAU, dt,
TiempoTotal)

Sw_SL[k][:]1=Sw

Cédigo 5.2: Programa principal del simulador en paralelo.

(nx_cell, ny_cell, U_xl, U_xr, U_yt, U_yb) = A.LecturaVelocidades ()

limit = 400 # maxima longitud de una linea de corriente

X_coord = np.zeros([d.NSL,1imit]) # Coordenadas x de las lineas
Y_coord = np.zeros([d.NSL,1limit]) # Coordenadas y de las lineas
Sw_SL = np.zeros ([d.NSL,1limit]) # Saturaciodn de las lineas
Tau_SL = np.zeros([d.NSL,1limit]) # DeltaTau de las lineas

# Cadlculo de puntos iniciales de las lineas
Xg,Yg = A.InitSL(4d.DX, d.DY, d.NSL)

A.principal(Xg, Yg, X_coord, Y_coord, Tau_SL, Sw_SL, limit, U_x1,
U_xr, U_yb, U_yt, d.NSL, d.xcell_inj, d.ycell_inj, d4d.DX, d.DY, d
.phi, d.Sw_ini, d.Srw, d.Sor, d.Muo, d.Muw, d.dt, d.TiempoTotal)

Debido a que el objetivo es paralelizar, en primer lugar se agrego la opcién pa-
rallel=True a las funciones que permitian el uso de ésta (aquellas que contienen
algtn ciclo for) y se midi6 su tiempo de computo. Sin embargo, se observé que el
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paralelizado automatico no mejor6 el rendimiento del codigo para ninguna malla.
Este resultado se obtuvo debido a que se utilizaron mallas relativamente gruesas,
ademas de que la velocidad de un solo hilo de procesamiento es superior a utilizar
varios hilos para luego unir la solucion.

Posteriormente se probaron mas opciones de compilacién como nogil, cache y
parallel, hasta que finalmente se encontré la mejor. Las siete configuraciones com-
paradas se ilustran en la figura 5.1.

Funcidn @njit nogil cache parallel
pseudotiempo A BCDETF B F E F
velocidad A B CDEF B CDEF F
cara A B CDEF B
algoritmoPollock |A B C D E F B CDEF C DEF
kr A B CDEF B CDEF
fractionalflow ABCDEF B CDEF
transporte A B CDEF B CDEF
principal B CDEF B D EF C

Figura 5.1: Combinaciones de opciones de compilacién utilizadas.

5.1. Analisis de aceleracion

En esta seccién se comparan los tiempos de ejecuciéon del simulador utilizando co-
mo caso base a la implementacion que usa solamente la biblioteca Numpy, altamente
optimizada por sus desarrolladores, contra aquellas implementaciones que hacen uso
de @njit y sus diversas formas de compilacién (ilustradas en la figura 5.1).

@nijit

Se tienen dos tablas de resultados para comparar la simple adicion del decorador
@njit (tablas 5.1 y 5.2), donde la primera contiene a los ejemplos realizados para
un medio homogéneo y la segunda, aquellos de medio heterogéneo. Para todos los
ejemplos se simularon 40 lineas de corriente con su respectivo perfil de saturacién
a 100 dias con el fin de poder comparar los resultados. Sin embargo, el paso del

tiempo no pudo ser el mismo debido a las restricciones impuestas por el 7 de cada
simulacién (se trabajé con un dt fijo).

En la tabla 5.1 se muestra como a medida que se refina la malla, el tiempo de
ejecucion con Numpy aumenta considerablemente hasta alcanzar casi una hora en
la malla de 200x200. Posteriormente, se observa que el desempeno del simulador
mejora drasticamente con el uso de @njit, obteniendo cocientes de aceleraciéon de
hasta 532 para el ejemplo mas extremo.

Es conveniente mencionar que aunque los tiempos de calculo sin Numba parecie-
ran ser muy lentos, el simulador de diferencias finitas para la malla de 200x200 tardé
media hora tan solo para simular un salto temporal. Esto es una muestra de cémo
aun sin optimizar, la simulacién de lineas de corriente es mucho més rapida que la
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de diferencias finitas, puesto que en esta no se resuelve un sistema de ecuaciones
lineales.

Tamano de Malla | dt [d] | Numpy [s] | Numpy+@njit [s] | Aceleracién
30x30 0.1 7.618 0.944 8.069x
60x60 0.1 15.194 1.007 15.088x
90x90 0.01 219.072 1.279 171.283x

200x200 0.001 | 3491.93 6.557 532.556x

Tabla 5.1: Comparativa de tiempos de ejecucion para los ejemplos en medio ho-
mogéneo.

Ejemplo | dt [d] | Numpy [s] | Numpy+@njit [s] | Aceleracién
1 0.1 16.56 1.021 16.219x
2 0.01 115.12 2.225 51.739x
3 0.1 21.13 1.516 33.727x

Tabla 5.2: Comparativa de tiempos de ejecucién para los ejemplos en medio hete-
rogéneo en mallas de 60x60.

En cuanto a los ejemplos de la tabla 5.2, todos fueron realizados en mallas de
60x60. Se observa que los resultados del primer ejemplo son muy parecidos a su
contraparte de medio homogéneo (en la tabla 5.1), esto puede atribuirse a que las
lineas tienen relativamente el mismo 7 aunque las permeabilidades cambien, ya que
tienen los pozos ubicados en el mismo lugar.

Con respecto a los tltimos dos ejemplos, se tiene que los tiempos de ejecucion
en la implementacién con Numpy simple varian seis veces entre si. En primer lugar,
esto se debe a que se usaron dt distintos y en segundo, a que el ejemplo 2 tiene
mayor 7 en todas sus lineas que los ejemplos anteriores (es decir, las lineas tienen
trayectorias mas largas), lo que a su vez implica més cdlculos de transporte y mayor
tiempo de cémputo.

Anadiendo opciones de compilacion

Se amplié la tabla 5.1 con los resultados de desempeno de las diversas configu-
raciones utilizadas, obteniendo la figura 5.2. A esta se le aplicaron escalas de color
que permiten observar rapidamente qué implementacién arroja los mejores resulta-
dos.

Las configuraciones se fueron creando a medida que se probaba el efecto que
tenian cache y nogil en el rendimiento global del simulador. Cada nueva configura-
cién no necesariamente era mejor que la anterior; por ejemplo, algunas mejoraban el
rendimiento en las mallas mas finas, pero no en el resto o viceversa (configuraciones
B y C). Sin embargo, se notaba que habia cierta correlacién.

Se revisé de nuevo la documentacion de Numba, especificamente de las opciones
de compilacién (incluidas en el Capitulo 3), y fue asi como se llega a la Configuracién
G. En resumen, cache permite ahorrar tiempo de compilacién cada que se invoca
una funcion y nogil libera el bloqueo de intérprete global (GIL) de Python, que ya no
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Configuracién

Numpy| A | B | ¢ | o | E | F | @
Malla: 30x30 7.618 0.944 1.5194 2.1039 2.7386 3.1471 2.9549  0.09904
Malla: 60x60 15.194 1.007 1.5198 2.1065 2.7403 2.9105 3.038 0.1028
Malla: 90x90 219.072 1.279 2.1092 1.3333 1.9563 2.3137 2.1706, 0.6793
Malla: 200x200 | 3491.93 6.557 5.5113 4.814 5.3113 5.554 5.615 3.9859

Figura 5.2: Comparativa de rendimiento entre las diversas configuraciones utilizadas.
Resultados en segundos.

es necesario una vez que las funciones estan optimizadas. Sabiendo que el simulador
tiene varios programas recurrentes, se anadieron ambas opciones de compilacion a
todas las funciones esperando una mejoria.

Es menester mencionar que aunque parallel no se usé en esta configuracién, nogil
aprovecha los multiples nicleos del CPU, ya que el codigo ejecutado con el GIL libe-
rado se ejecuta simultaneamente con otros subprocesos que ejecutan cédigo Python
o Numba (ya sea la misma funcién compilada u otra).

Con el fin de observar adecuadamente los resultados en la figura 5.3 fue necesario
hacer uso de un eje logaritmico. Se observa que los resultados de las mallas forman,
a grandes rasgos, lineas decrecientes. Los tiempos de ejecucién de la implementacion
con Python simple, fueron mejorados varios 6rdenes de magnitud con la Configura-
cién A. Posteriormente, este desempenio fue mejorado ain mas profundizando tan
solo un poco mas en conceptos computacionales y en el propio Python. Numba au-
toméaticamente hizo el resto con tan solo anadir las opciones de compilacion nogil y
cache a las funciones del simulador.
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Malla: 60x60
103 4 —— Malla: 90x90
—— Malla: 200x200
0
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Configuracién

Figura 5.3: Comparativa de rendimiento entre las diversas configuraciones utilizadas.

Finalmente, cabe aclarar que estos resultados variaran segiin el equipo que ejecute
al simulador. Para este trabajo se usé una computadora con un procesador Intel(R)
Core(TM) i5-8300H CPU @ 2.30GHz y una RAM de 8 GB.
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Capitulo 6

Conclusiones

Se investigd el modelo matematico y numérico de lineas de corriente. Con base
en estos, se desarrollé un codigo numérico tipo serie que resuelve el flujo bifasico en
dos dimensiones. Se compararon los resultados del cédigo con aquellos reportados
por un simulador de diferencias finitas en diferentes escenarios, esto con el fin de
validar el simulador.

= Las lineas de corriente demostraron ser especialmente 1tiles al dibujar con
detalle el avance del frente de inyeccién aiin en zonas de alta permeabilidad.

= Se modifico el codigo en serie partiendo del decorador @njit para optimizar
utilizando las opciones de compilacion que paralelizan ciertas funciones, donde
la Configuracién G obtuvo el mejor rendimiento con cocientes de aceleracion
que van desde 1.64x hasta 9.53x.

= Se desarrollé un simulador mediante computo paralelo de memoria compartida
portable y sencillo, que calcula y muestra las lineas de corriente con su pertfil
de saturacién para analizar la fenomenologia de flujo de fluidos bifasico que
ocurre en la simulacion de yacimientos.

Trabajo futuro

1. Como trabajo futuro se propone modificar las funciones del simulador para
que este pueda también ser utilizado en flujo compresible, yacimientos natu-
ralmente fracturados, asi como también en flujo tridimensional.

2. Se propone incorporar un dt adaptativo en lugar del fijo que se implementd
en este trabajo. El uso de éste podria acelerar considerablemente los calculos
aun cuando no se involucren los decoradores de Numba en los codigos.

3. Desarrollar una interfaz grafica que permita el uso del simulador bifasico y del
simulador de lineas de corriente desarrollado en este trabajo de una manera
facil e intuitiva.

4. Finalmente, también se sugiere incluir a la GPU en la paralelizacién del codigo.
En el presente se paralelizé tinicamente a nivel CPU debido a las limitantes
actuales de Numba. Sin embargo, actualmente en Python existen bibliotecas
para explotar la potencia de calculo de las GPU, por ejemplo Cupy.
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Apéndice A

Conceptos

A.1. Diferencias Finitas

La Técnica de Diferencias Finitas se utiliza generalmente cuando se plantean
problemas que no se basan en las leyes de conservacion, sino en principios puramente
matematicos y las Ecuaciones Diferenciales Parciales se resuelven para encontrar
puntos discretos. O bien, el sistema de ecuaciones diferenciales es bien comportado,
hablando numérica y computacionalmente.

La metodologia numérica de diferencias fintas se resume como sigue:

Cuando se usa una aproximacién por diferencias finitas, el dominio del problema
es discretizado tal que los valores de la variable dependiente desconocida se consi-
deran solo en un nimero finito de puntos en lugar de cada punto sobre la regién. Si
n nodos son seleccionados, n ecuaciones algebraicas son desarrolladas discretizando
las ecuaciones gobernantes y sus condiciones de frontera, esto es, el problema de
resolver las ecuaciones diferenciales ordinarias o parciales sobre su dominio, se con-
vierte en la tarea de desarrollar un grupo de ecuaciones algebraicas y resolverlas en
los puntos discretos por un algoritmo recomendable.

Diferencias Finitas Centrales de Primer Orden

Of (x:) _ flzi+h)— flzi—h) (A1)

ox 2h

Diferencias Finitas Centrales de Segundo Orden

O (i) _ (@it h) = 2f(wi) + [(wi = 1) (A.2)

0%z h?

Caso Especial

9 <Aaf(x)) :hiz ( A >+ [f(xi+h$)—f(;pi)]] - (A.3)

oz Ox

&=
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A.2. Modelo de Pozos de Peaceman

Con el fin de implementar los términos fuente/sumidero en el punto P de una
manera adecuada, se considera el modelo de Peaceman.

OLkTOL
Go = WL [ — po — pary(Don — Pa)] (A4)

[e7

Donde el Radio Equivalente, 7., y el Indice de Pozo, W1, se definen de la siguiente
manera;

1 1
kyy 2 T 2
r, =
‘05 oy \ £ 1
() + (i)
2 Az\/kyik
W= I2f vy (A.6)

< In-te— + s>
Twell

Para este caso se desprecian los efectos gravitacionales y de dano en el pozo. De
este modo, los términos fuente quedan de la forma:

(A.5)

Ga kra
= Qoz =W [a (th - pa) (A7)
Pa e

El modelo de Peaceman, para el escenario con un pozo inyector y otro productor,
se usard una vez para el nodo inyector (inyeccién de agua) y dos veces para el
nodo productor (eventual produccién de agua y aceite). Previamente se utilizé el
subindice a para que éste sea sustituido con las correspondientes fases agua y aceite.
Sin embargo, en la ecuacién (A.6) se observa que el W1 es el tinico pardmetro que no
depende de los fluidos, sino de la geometria del pozo exclusivamente. Es por esto que
serd necesario definir dos W1 (del pozo inyector y pozo productor) y tres términos
fuente (inyeccién de un fluido y produccion de dos fluidos).

Indice de Pozo de Inyeccién

2 Az kg ke
szn] = i vy (AS)

(ln Le —i—s)
Twell,inj

Indice de Pozo de Produccién

21 A2y /Fnk
Wyt = w (A.9)

( In—L—— + s>
Twell,prod

Ahora, de la ecuacién (A.7),sustituyendo « por las respectivas fases agua (w) y
aceite (0), y usando la definicién p,, = p, — p., los términos fuente quedan:
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Agua(inyeccién)
QW kT’LU
- = Qw - (W[znj) (pbh +pc - po) <A10>
Pw How
Aceite(produccién)
qO kro
- = Qo = (W[prod) - (pbh - po) (All)
Po Ho
Agua(produccién)
Qu Erw
p_ = Qw == (W[prod) I (pbh +pc - po) (A12)
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Apéndice B

IMPES bidimensional

B.1. Modelo Matematico

= Se tiene un sistema de dos fases, agua (w) y aceite (o).
= Las fases se consideran incompresibles.

= La porosidad de la roca es constante.

Presion J
V- (—%Avpo + kA dgc vsw) = Qu+ @, (B.1)
Saturacion
0Sy . = dp.
Hw = = B.2
6=+ ( kAwVpowAwdSwvsw) Qu (B.2)

Donde k es el tensor de permeabilidad, A es la movilidad total, p, es la presion
del aceite, p. es la presion capilar, S, es la saturacién de agua y @), es el término
fuente/sumidero de la fase a.

B.2. Modelo Numérico

B.2.1. Ecuacion de Presion

Discretizando por diferencias finitas la ecuacion de presion, esta queda de la si-
guiente manera. Es preciso mencionar que para esta discretizacion y la de la ecuacién
de saturacién, ya se implemento6 el modelo de Peaceman.

TE; ;(pe) +TWi(pw) +TNi;(pn) + TS (ps) — TPij(pp) = Bp (B.3)

Los coeficientes que acompanan a las presiones son comunmente llamados Transmi-
sibilidades, y estas se definen:
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kga )
TE”:( S )eAyAz TW”:( S )wAyAz
TN;; = (—kgy)\> AzxAz TS;; = <—k§y>\) AxAz
Yy /. Y Jw

(B.4)

TPz,] — (TEZ,_] + TWz’] —|— TNZ,] + TSZ,_]) + Aw(WIZTL] + W[prod) + )\O(W[prod) (B5)

Debido a que el problema en cuestién es bidimensional, en la discretizacion aparecen
5 transmisibilidades. Cada una de estas correspondera a una diagonal en la matriz
de coeficientes, haciendo a la misma una matriz pentadiagonal. Andlogamente, si se
escalara el problema a 3D, se tendria una matriz heptadiagonal.

Ahora, el vector B del sistema queda:

B dp. dpe dpe dpe
no=(n (5] on[5] o n 5] om %))

(Te [@1 SE + Tw [%} SW + Tn [%} SN + Ts [@1 SS) +

dsS dsS ds dsS
WIinj<)\w)(pbh,inj + pc) + Wfprod()\o + Aw)(pbh,prod + pc) (B6)
T, = K AyAz T, = Rz A AyAz
ox ), or /.,
T - (—kwAW) ArAy T, - (—’W“’> Ardy  (BY)
oy ), oy ),

Cabe aclarar que los coeficientes (B.7) no son los definidos previamente en (B.4).
La unica diferencia entre ellos es que en primer lugar se ocupa en los célculos la
movilidad total (A\) y en este ultimo la movilidad del agua ().

B.2.2. Ecuacion de Saturacion

Para la discretizacién temporal se usa un esquema explicito, lo que significa que
aunque la discretizacion también tenga coeficientes, no se debera resolver un sistema
de ecuaciones como se hace con la presiéon. Esto es debido a que en el esquema
explicito, la saturacién al tiempo n + 1 se calcula con los datos del tiempo n, los
cuales son conocidos. Esto resulta en que el calculo de la nueva saturacién es una
simple sustitucion.

Swif! = — APl (pp) + AEL; (pp) + AW (D) + ANT; (p) + AST;(p5) + B (B.8)

i, J
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kesdw N\ At Eesdw N\ At
”J ( dx )6 AV 70) I ( dx )w Axg
Evodw N At Evudw N At
T A Agn — [ fwtw ) 20 B.
" ( dy >nAy¢ 5 < dy ) Ay (B.9)

dt

AV (B.10)

APl = (AE}; + AW, + AN + ASY) + Ny (W i + W lyroa)

_ ndpcn ndpcn ndpcn ndpcn
o= (351, + a3, e 35, - 5] ) o

€ w n

dp.]" dp. 1" dp. 1" dp. 1"
(AZ{ pﬂ} Sp+ A" {ﬁ} S + A” {ﬁ} SN+AZ[ pC} SS)+

dS as |, as |, dS
dt

(Sw?,j + Ao [(Pon,ing + D)W Lin + (Dohprod + pc)W]pmd])—AV¢ (B.11)

An :kxx()\w)e An :klx(Aw)w

¢ dx.pAx Y dr,0Ax

Kyy(Aw)n Eyy(Aw)y
Al =2 on Al =208 B.12
Oyn @Ay 0yspAy (B.12)

Cuando los calculos involucran los efectos de la presion capilar, los coeficientes se
vuelven mas grandes y a su vez mas complicados de manejar computacionalmente.
Esto ultimo se traduce en que es probable que el dt deba reducirse hasta tal punto
que la simulacién converja.
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