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1 Introduccion
1.1 Estudio de las ondas sismicas; una manera de evitar catastrofes.

Con la gran cantidad de informacidn de la que se dispone hoy en dia acerca de los sismos ocurridos y los dafios
ocasionados por los mismos alrededor del mundo, se cree que cada vez hay mas temblores, sin embargo, esto es falso.
Lo que es cierto es que la mancha urbana sigue creciendo y que, en la mayoria de los casos, estos asentamientos
urbanos carecen de planeacidn adecuada y se desarrollan sobre terrenos sensibles o débiles ante las acciones de los
sismos, ademas de emplearse técnicas empiricas de construccidn, las cuales son inadecuadas.

El estudio de las ondas sismicas es util, como se menciond anteriormente, para conocer la estratigrafia del Valle de
México, para intuir la respuesta dinamica de las distintas capas del subsuelo y de esta manera conocer el
comportamiento estructural de las obras civiles ya que, las ondas sismicas repercuten directamente en las
solicitaciones de las construcciones, también permite dar la debida importancia a la generacién, actualizacion y
aplicacidn de los reglamentos de construccidn, es decir, conocer la forma en la que se propagan las ondas eldsticas en
el subsuelo; es una forma de generar disefios estructurales adecuados con el fin de prever pérdidas econdmicas y
humanas, como lo provocado por los sismos considerados mas destructivos en la historia de la ciudad de México: los
sismos de 1985y 2017.

En la actualidad se dispone de muchos métodos para estimar y conocer la propagacion de las ondas elasticas y la
estratigrafia del subsuelo a través del cdlculo clasico de ecuaciones diferenciales, que con los programas de
computadora cada vez mas potentes, han causado que los disefios estructurales de las Gltimas décadas sean muy
eficientes y seguros, sin embargo, todos los programas y metodologias estudiadas por los ultimos afos tienen
limitaciones, y los programas numéricos al utilizar estas metodologias, no pueden estimar de manera exacta la
propagacion de ondas elasticas y por ende, el comportamiento dindmico del subsuelo y de las estructuras.

Una relativamente nueva solucién a lo anterior es el uso del calculo fraccionario el cual ha sido aplicado en diferentes
areas de las ciencias e ingenierias, fisica, quimica, geologia, electromagnetismo, circuitos eléctricos, dptica, etc.,

Por lo anterior, en el presente documento se presenta la metodologia para estimar la respuesta dinamica de un
depdsito de suelo, mediante la modelacidon del comportamiento usando ecuaciones diferenciales fraccionarias, las
cuales, como se mostrara posteriormente, brindan la posibilidad de optimizar los modelos matematicos respecto a los
modelos cldsicos de ecuaciones diferenciales y a su vez, brindan resultados con mayor apego a la realidad del
comportamiento dindmico de los depésitos del suelo.

2 Sismicidad

2.1 Sismicidad en México

Se le conoce como anillo de fuego del pacifico o cinturdn circumpacifico a la larga zona que rodea el océano pacifico y
la cual registra una enorme actividad sismica y volcanica; es aqui en donde la republica mexicana estd enclavada. La
alta sismicidad en el pais se debe a que las placas tectdnicas de Norteamérica, la de Cocos, la del Pacifico, la de la
Rivera y la del Caribe, ademas de fallas locales peligrosas, interactian entre si, separandose (limites divergentes),
chocando entre si (limites convergentes), o deslizando sus bordes (limites de transformacion), lo que provoca la
formacion de volcanes y la liberacion intensa de energia.



Segun el Servicio geoldgico mexicano (SGM), para fines de disefio antisismico, la republica mexicana se ha dividido en

cuatro zonas sismicas:

eZona A: No se han reportado sismos en los ultimos
80 afios y las aceleraciones esperadas del suelo por
sismos son menores al 10% de la aceleracién de la
gravedad.

eZonas B y C: Son zonas intermedias, los sismos son
poco frecuentes o es una zona afectada por altas
aceleraciones que no superan el 70% de la
aceleracién del suelo

eZona D: Los sismos son frecuentes y muy fuertes, las
aceleraciones del suelo pueden superar el 70% de la
aceleracion de la gravedad.

El centro nacional de prevencidn de desastres
(CENAPRED), muestra el siguiente mapa de la
regionalizacidn sismica de México en su “Guia basica
para la elaboracidon de Atlas estatales y municipales
de peligros y riesgos.

Como se observa, la zona en la que ocurren sismos
mas fuertes y en mayor frecuencia es en la costa en
donde se encuentra Chiapas, Guerrero, Oaxaca,
Michoacan, Colima y Jalisco, mientras que la CDMX se
encuentra en la zona central de todo, es decir, la
Ciudad de México se convierte en su receptor sismico
por estar lo suficientemente cerca de estos estados
como para sentir sus efectos, los cuales se vuelven
mas peligrosos por el terreno en que se encuentra, ya
que, como se sabe, la CDMX esta cimentada sobre un
lago, lo que genera gran preocupacion.

La CDMX se encuentra en la zona sismica B, en la cual
se distinguen tres zonas, las cuales también
menciona el Servicio geoldgico mexicano (SGM).
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Imagen 2.1-1: Regionalizacion sismica de México

(CENAPRED, 2006)

Tipos de suelo en el
Valle de México

B Zona de loma: Suelo
duro, los sismos son
de corta duracion.

Zona de transicion:
Suvelo intermedio
entre duroyblando.

Bl Zona de lago: Suelo
blando, favorece la
duracién de los
SiSMOs.

v
Imagen 2.1-2: Tipos de suelo en el valle de México. (Servicio

geologico Mexicano SGM , 2017)

Los sismos mas destructivos en la historia de la Ciudad de México alcanzaron una magnitud de 8.1y 7.6 el 19y 20 de

septiembre de 1985.

Recientemente el de 7 de septiembre de 2017 tuvo lugar un sismo de magnitud 8.2 en las costas del golfo de

Tehuantepecy, el 19 de septiembre del 2017 ocurrid otro de magnitud 7.1 en Morelos, ambos con alcances similares

a los anteriores que, aunque no han sido los de mayor magnitud, si los que mas pérdidas han causado por el tamaiio,

la densidad y las condiciones de la ciudad afectada.



2.2 Sismicidad en el mundo

En 1964, Alaska fue azotado por un terremoto de 9.2 grados en la escala de Richter, en un momento el terremoto
derrumbo edificios, casas y todo a su paso, dejando 60 victimas, sin embargo, este terremoto ocasioné un maremoto
que produjo la pérdida de 130 vidas mas, y la suma de heridos y las personas sin casa es ain mayor. La capacidad
destructora en esta costa fue equivalente a la de miles de bombas de hidrogeno, y aqui se observd que esta es una de
las zonas sismicas mas activas del mundo.

El 17 de enero de 1995 la ciudad de Kobe al norte de Japdn sufrié un terremoto de 7.3 grados; fue tan devastador que
mato a mas de 6400 personas, dejo a 40000 heridos y causd dafios estimados en 100,000 millones de ddlares. El sismo
durd 20 segundos, provocd derrumbes e incendios que azotaron principalmente a la ciudad de Kobe por ser la urbe
mas poblada de la zona, con entonces 1.5 millones de habitantes.

Imagen 2.2-1: Terremoto de Kobe 1995. (El Comercio EC, 2020)

Georgina Higueras (2011) menciona en el peridédico “EL PAIS” que:

“Las investigaciones posteriores revelaron que no se habian respetado muchas de las estrictas normas de
construccidn, introducidas a finales de la década de los ochenta. En la espectacular reconstruccion, sin
embargo, se han extremado las medidas de seguridad y se han puesto en practica nuevas normas contra la
actividad sismica”

El terremoto de Loma Prieta, conocido como el terremoto mas costoso
en la historia de E.U., ya que los dafios ascendieron a 6 mil millones de
ddlares, ocurrié el 17 de octubre de 1989 al noroeste de Santa Cruz y
fue causado por un deslizamiento en la falla de San Andrés, duré 15
segundos y su magnitud fue de 7 grados; causd la muerte de 63
personas, 3mil 757 heridos, y dafios costosos en Santa Cruz y el condado
de Monterrey, que van desde 12mil hogares y 2 mil 600 negocios
dafiados, ademas de puentes, autopistas y edificios publicos.

Con el tiempo se ha observado que la cantidad de sismos en el mundo
no tiende a aumentar, pero si su devastacion, sin embargo, esto se debe

a la creciente densidad de poblacién en las zonas de riesgo. Los
anteriores terremotos son algunos de los mas conocidos en el mundo, e :
Imagen 2.2-2: Terremoto de Loma Prieta.

pero ademas de todo, son recordatorios de que:
(Calendarz, 2022)



e Se necesitan actualizar constantemente las normas de construccidn.

e Se necesitan mejorar los procesos de construccidn y tratar de evitar, por cualquier medio posible, que el
comportamiento ético de los profesionales de la ingenieria y arquitectura, ademas de los involucrados en la
construccién de obras civiles, se pierda.

e Es necesario el investigar y crear mejores materiales para disminuir los posibles efectos sismicos sobre las
estructuras

Ademas de lo anterior y siendo insistente, es evidente que se requiere de mejores procedimientos y metodologias de
calculo, que muestren de manera mas real y precisa los efectos que los sismos tienen en las obras civiles, ademas de
que el comportamiento dindmico de los suelos puede provocar que estas obras fallen.

éComo se producen los terremotos?

Los sismos transmiten su energia a los diferentes estratos del subsuelo en forma de ondas, las cuales estan
determinadas por la mecanica de los medios elasticos, es decir, las ondas sismicas son ondas elasticas por su necesidad
de propagarse por un medio fisico (y en este caso eldstico como son los estratos del subsuelo) y por lo tanto sus
velocidades dependen de las caracteristicas eldsticas del medio. La manera de estudiar las distintas ondas sismicas es
mediante las leyes de refraccion y reflexion, ya que la tierra estad formada por capas de distinto material, y las cuales
se estudiaran en el capitulo 4.

Las ondas elasticas se dividen en ondas de cuerpo que viajan en el interior del medio elastico, y las ondas de superficie
que se propagan a lo largo de la frontera de un medio semi-infinito, que es como comunmente se idealiza un depdsito
de suelo. Las ondas de cuerpo se subdividen en ondas primarias o de compresion (P) y ondas secundarias o de corte
(S); las ondas de compresién (P) son ondas que provocan que el suelo se comprima y se dilate en la direccion de
propagacion de las ondas, mientras que las ondas de corte (S) son aquellas que vibran de forma perpendicular a la
direccién de propagacion, de tal manera que el movimiento que le inducen al suelo se asemeja al movimiento de una
cuerda agitada cuando esta esta tomada por ambos extremos (ver Imagen 2.2-4 e Imagen 2.2-3).

ONDAS P

Compresiones
Medio Pertuibado ONDAS S

Deble Ampitise

Dilataciones

B et

Imagen 2.2-4:0ndas primarias (P). (Espinoza, 2007) Imagen 2.2-3: Ondas de corte (S). (Espinoza, 2007)

De igual manera, las ondas de superficie se subdividen en ondas de Love y ondas Rayleigh; las ondas Love pueden ser
consideradas ondas de corte (S) ya que tienen el mismo movimiento, solo que las ondas Love estan atrapadas en la
superficie, es decir, solo poseen la componente horizontal a la superficie como se observa en la figura 8; ademas estas
ondas solo ocurren en medios eldsticos estratificados, como es el caso de los depdsitos de suelo. Las ondas Rayleigh
se mueven en la superficie de un sélido, como la superficie de la tierra, estas ondas tienen una amplitud maxima en la
superficie libre y decrece con la profundidad, la trayectoria que siguen las particulas cuando se propagan las ondas
Rayleigh es eliptica, como se observa en la siguiente imagen.



LXreccrin de propagacrin de f2 onda Frayectons L i e p X
o SRS particuias = g i3 onds

Traypeciorie de fas parficulas 2

Imagen 2.2-5: Ondas Love. (www.Ipi.tel.uva.es/, s.f.) Imagen 2.2-6: Ondas Ra}tleigh. (www.lpi.tel.uva.es/, s.f.)

Para la geotecnia, las ondas que son mas convenientes de estudiar son las ondas Rayleigh y las ondas de corte (S), lo
anterior se debe a que es de vital importancia conocer la velocidad de las ondas de corte (Vs) para de esta manera
determinar la forma en la que van a reaccionar las obras civiles a las fuerzas inducidas por las ondas mencionadas. La
velocidad de las ondas de corte (Vs), son importantes para determinar médulos de rigideces al cortante ante pequefias
deformaciones, para la evaluacién del potencial de licuacién de suelos, el anélisis de asentamientos y también para la
interaccién suelo-estructura (Lazcano et al., 2012). Es por eso por lo que, los métodos para determinar las ondas de
corte(S) son considerados mas confiables (aunque costosas), ya que miden directamente las ondas secundarias o de
corte (S), contrario a los ensayos de ondas superficiales que pese a ser menos costosos, son considerados menos
confiables ya que miden las ondas Rayleigh, por lo cual, es dificil obtener buenos resultados y que no sean variables o
que nos permitan obtener de forma correcta el primer modo de vibrar de las ondas Rayleigh.

3 Calculo fraccionario
3.1 Antecedentes

Durante afios, las preparatorias y universidades han ensefiado a los alumnos el uso que tienen las derivadas e
integrales, asi como la relacion que hay entre ellas y su interpretacion geométrica, es decir, en las escuelas se aprende

ar . .
que dx—nf(x) = D™ f(x) es la derivada “n” de la funcidn f(x) con respecto a x, en donde “n” pertenece a los enteros,

es decir, 1, 2, 3.. . n, También se aprende que la integral es |la operacion inversa a la derivada, es decir que I"F(x) =
[ F(x)dx = D™F(x) en donde “-n” representa la n-esima integral iterada de la funcién F(x), sin embargo, no es
comun la persona que se pregunta el ¢Por qué “n” tiene que ser entero?.

La primer persona que se cuestiond ¢qué pasaria si n fuera 7, fue G.A.L'Hopital, que en 1695 le planteé a Leibniz la
problematica del operador no entero, el cual respondié que eso conduciria a una paradoja con utilidades en un futuro.
En 1819 en un libro de Lacroix, se trata el tema como un simple ejercicio matemadtico sin ninguna posibilidad de
aplicacién, lo mismo ocurrié con Fourier en 1822. No fue hasta 1823 que la primera aplicacion del calculo fraccionario
aparecio de la mano del matematico Niels Henrik Abel, que aplicd estos conocimientos a la solucién de una integral
que surgié en la interrogante del problema de la isécrona. Sanchez (2011) afirma:

El problema de la isdcrona consiste en encontrar la forma de la curva sobre un plano vertical, de tal forma
qgue un objeto, al deslizarse por ella sin rozamiento alguno, llegue al final de su recorrido en un tiempo que
es independiente del lugar en que comience el movimiento, es decir dos objetos situados en la curva, uno
situado a mas altura que el otro, recorren la curva en el mismo tiempo.

La solucion a la problematica antes mencionada atrajo la atencion de Liouville a quien se le debe la primera definicion
formal de derivada fraccionaria, la cual fue desarrollada en sus memorias en 1832. En 1847 Riemann modificé el
operador fraccionario de Liouville, accién que dio lugar a lo que conocemos hoy en dia como integral fraccionaria de
Riemann-Liouville.



En 1867, Grindwald propuso una definicidn natural de derivada e integral fraccionaria y en 1868, Letnikov tomé el
trabajo de Griindwald y publicé los primeros resultados de tal operador.

En 1917, Hermann Weyl definié una integral fraccionaria para funciones periddicas y en 1697, Caputo definié una
derivada fraccionaria que interpretaba fisicamente condiciones iniciales de algunos problemas.

Aun asi, no fue hasta 1974 que se publica el primer texto dedicado el calculo fraccionario “The fraccional calculus”,
escrito por J.Spanier y Keith B. Oldham.

3.2 Calculo fraccionario

3.2.1 Funciones especiales: Mittag-Leffler, Gamma y Beta

Funcién Gamma , , , x)

La funcion Gamma ideada por Adrien-Marie Legendre, es denotada = ‘ ' ‘
por I'(Z) y extiende el concepto del nimero factorial de un entero ;| . ' . -
a los numeros complejos.

La funcién gamma est4 definida como -— e L -
s
_ (® ,—tyz-1 [ \ o
[(z) = [, e‘t*'dt 3.2-1 I -
i
La grafica de la funcidon gamma se observa en la Imagen 3.2-1 ok ’ } |‘ ‘1
[
ERINERN
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Imagen 3.2-1: Grdfica de la funcion Gamma

Y tiene como dos de sus propiedades que:

F'z+1) =z parazeZ®* 3.2-2

rz)=z-1'parazez* 3.2-3

Para mas informacién de la funcién gamma se puede consultar la referencia (Garcia, 2016).

Funcion de Beta

La funcidn Beta estd relacionada con la funcién gama y queda definida por:



T'(x)r(y) 3.2-4
I'x+y)

1
B(x,y) =f 1 -t)Y > tdt =
0
De esta funcidn no se profundizard mds ya que no sera utilizada en este trabajo.
Funcion de mittag-Lefler

La funcidn de Mittag-Lefler es de vital importancia para la solucion de ecuaciones diferenciales fraccionarias, tanto
como la funcion exponencial, y el punto es que, la funcidén Mittag-Leffler de hecho es una generalizacion de la funcion
exponencial.

La funcidn Mittag-Leffler esta definida como:

® k
VA
E - E _z 3.2-5
a(2) LT (ak + )

Dentro de los casos particulares que tiene esta funcidn, las mas conocidas o mencionadas son las que se muestran a
continuacion.

1. Exponencial: Como se ha mencionado anteriormente, la funcidon exponencial es un caso particular de la funcién
Mittag-Leffler, esto es cuando a,B=1, por lo que:

E = Z —_— 3.2-6
1) I'(lk + 1)
k=0
Pero:
ke ZK
Z= Yy =y 3.2-7
¢ Z k! Z rk+1)
k=0 k=0
Por lo que:
Ei1(z) = €7 3.2-8

Suma de progresién numérica: cuando a=0,8=1

E0,1(Z) =

2-
11—, 3.2-9



2. Coseno hiperbdlico de una raiz: cuando a=2,8=1

E,1(2) = cosh(Vz) 3.2-10

3. Coseno hiperbdlico de z: cuando a=2,8=1

E;1(z%) = cosh(z) 3.2-11

4. Seno hiperbdlico de z sobre z: cuando a=B= 2

cosh(z
E,,(z%) = —Z( ) 3.2-12

Por otro lado, para evitar confusiones futuras, la funcidon de Mittag-Leffler, cuando B=1 se representa como:

Ea(2) = kZO T'(ak + 1)

También, veremos mas adelante que la integral de e suele escribirse como la funcion de Mittag-Leffler de dos
términos, como se muestra a continuacion:

t aVey(v,at
E(v,a) = f xVle~dx = #
0 r)

En donde y(a, z) es la funcién gamma incompleta definida por:

z

y(a,z) =J t*le~tqt
0

Entonces, se puede afirmar que:

E.(v,a) = E,""(a) = D Ve% 3.2-13
Es de la ecuacidn (3.10) que se pueden presentar varios casos simples:
1. Cuando v=0 entonces:

E.(0,a) = e* 3.2-14

2. Cuando t=0 entonces:



E;(v,a) =0 3.2-15
3. Cuando a=0 entonces:

tv
Et(v, 0) zm 3.2-16

Ya que esta funcidn sera muy importante para dar solucién a las ecuaciones diferenciales fraccionarias, entonces es
necesario conocer ademds de sus propiedades antes mencionadas. La relacion entre la funcién Mittag-Leffler y la
transformada de Laplace, que dentro de las variadas ecuaciones existentes, las siguientes son las mas ocupadas en las
referencias, aunque otras propiedades pueden ser consultadas en Podlubny (1994), que detalla paso a paso cada
transformada de Laplace y su uso en las EDO fraccionarias

1. Transformada de Laplace de E,(—at?%)

a

L{E,(-at®)} =

s(s*+a)
O bien:
= {ﬁ} _ E(—at%) 3.2-17
2. Transformada de Laplace de 1 — E,(—at%)
L{1 — E,(—at®)} = sGYta)
Siendo su transformada inversa de Laplace:
Kl{ﬁ} = 1—E,(—at%) 3.2-18
3. Transformada de Laplace de t“k+‘B'1E§’6(at“)
kls®5

k+B-1rk —
Lo P By (Fat)} = g i

Es decir:

Lt L =tk HE1EL p(+at®) 3.2-19
(s* F a)k+1| — as T e



4. Transformada de Laplace de t“**B-1EX (at%)

Por lo que:
3.2-20

] e
(VsFa) 22

3.2.2 Integraciony derivacion fraccionaria

Para comprender lo que representa la integracion y derivacidon fraccionaria, es conveniente recordar algunas
notaciones del cdlculo elemental, regresar al calculo elemental nos dard un punto de partida para adentrarnos en el
calculo fraccionario.

Sabemos que la n-esima derivada de una funcién f (t) puede escribirse como:

D™f(t) = D[D™1f(t)] Conn€EN 3.2-21

Lo anterior queda verificado si hacemos a n=0

D*f(t) = D[D°1f ()] 3.2-22
Cuyo resultado es f (t), es decir, la funcidn no es alterada, por lo que, si sabemos que la operacién inversa a la derivada
es la integral, entonces:

D7If () = I'[f ()] 3.2-23

Para entenderlo mejor, obsérvese ¢Qué ocurre si se hace n=%?

DMf(t) =D [D§‘1 f(t)] 3.2-24

Como se observa, la igualdad se cumple, sin embargo, lo importante es ver que el resultado antes de simplificarlo por
completo queda como:

DMF(E) = D [D—%f(t) 3.2-25

Es decir:



Si “n” es un numero entero, entonces estamos derivando, pero si “n” es un numero fraccionario, entonces podemos
interpretar que estamos derivando e integrando a la vez, esto es lo que representa la derivada fraccionaria.

Ademas, se observa que se cumple la propiedad de que:
D"DPf(t) = D™Pf(¢)

En el mismo sentido, puede afirmarse que la n-esima integral se define como:

i@ = [ o 220
0
Considerando las propiedades de que
Df(t) =I°[f ()] 3.2:27
Y
181 F() = I**P[F ()] 3.2-28
Para 3.2-26 Cauchy encontrd otra manera de escribirla y demostré que:
3.2-29

1 t
Inf(t) = WL (t - C)n_lf(C)dC, Yn>1

Esta integral es la que marca el inicio de la integral fraccionaria.

3.2.3 Derivada fraccionaria de Griinwald-Létnikov

Anton Karl Griinwald y Aleksey Vasilievich Létnikov proponen la definiciéon de derivada fraccionaria partiendo de la
definicién basica de la derivada de orden entero, es decir, lo que hacen es obtener la derivada primera, segunda,
tercera, etc., hasta la derivada n.

, _ (fx+h)—f(x)
o010

“(x) =i fa+h - ) — i flx+2h) = 2f(x+h) + f(x)
P h = Jim -



to(=1)™ () flx + (m = n)h]

n — J; _
f'(x) = ;lll’)r(l). P 3.2-30
n L ;
En donde (m) es una combinacion de “n” tomado en “m”, es decir:
(n) __n 3.2-31
m/ " ml(n —m)!

La ecuacién 3.2-31 puede ser generalizada para valores no enteros de “n” usando la funcién gamma nuevamente y

. . a
teniendo en cuenta que para a>0 podemos interpretar (m) como:

a al r'a+1)
( ) = = 3.2-32
m/ m!(a—-m)! I'm+DIr(a—m+1)
Entonces considerando una serie infinita se obtiene que:
o a
d\“ o [ SReD" (;) Flx —mh] _—
(E) fe) = s he -

Por otra parte, dado que “h” determinado no tiene sentido en términos de la serie para valores de “m” superiores a

%, ya que f(x) quedaria fuera del intervalo de definicidn [a,b] en donde(—o00 < a < b < 00).

Entonces se llega a la siguiente definicidn:

x—a 3.2-34
D)"Tr(a+1)

R
d\* 1
(E) f(x):ﬂ%h_“ m=01"(m+1)1"(a—m+1)f[x_mh]

. . xX—a
Es decir, conociendo quen = e entonces:

ina | & ey ~ 3.2-35
(E) fG) = lim f 2 (mzor(m n 1)r(aa— —— [x=m (x h a)])



Para comprender mejor lo que representa la derivada fraccionaria, a continuacién, se muestra en la Imagen 3.2-2, la
grafica de la derivada fraccionaria para f(x)=x, con valores de a desde 0 hasta 1.

En la imagen anterior, puede observarse como es que la funcion f(x)=x cambia desde su derivada cero, es decir, desde
que la funcién es una recta con pendiente sin ninguna alteracion, hasta convertirse en una constante, es decir, su
primera derivada. El codigo del programa escrito en Matlab puede encontrarse en los Anexos 9.1

0.6

0.4

0.3

0z

0.1

Imagen 3.2-2: Grdfica de la derivada fraccionaria de F(x)=x para diferentes valores de «

3.2.4 Integral y derivada fraccionaria de Riemann-Liouville.

“, n

Tomando la ecuacidn 3.2-29, tiene sentido que intercambiemos a “n” por un numero a>0 fraccionario y a su vez el
término factorial por su valor en términos de la funcidon gamma, es decir, la ecuacién 3.2-29, quedaria de la siguiente
manera:

1 t 3.2-36
1) = s f (t = 9 f(©)de

La ecuacién 3.2-36 es conocida como integral de Riemann-Liouville, la cual, ademas de muchas otras, tiene como
propiedad que:

Propiedad de semigrupo o ley de exponentes. Sea f € L'[(a,b)] en donde L' es el espacio de funciones
integrables Lebesgue (y del cual si se requiere mas informacidn se pueden revisar las notas de clase de Rene Erlin
Castillo de la Universidad Nacional de Colombia), se verifica que:



IPI1%f(t) = IP*94(t)

Esta propiedad se demostrara por su utilidad en la definicion de la derivada fraccionaria de Caputo, la cual se
presentada en un apartado posterior.

Demostracién de la propiedad de semigrupo:

Para f continuay a,B8 € R+

1 t
ﬁUU&H=ﬁaf(wa*ﬁﬂﬂﬁ
PUSO) = e | € -0 [ - as

_Calc Blc
- )F(B)J"f(s)dfj'<t Yl - 5 d

_ B+a—1
- @ ), ¢ O as

= I5+f(y)

Por otro lado, sabemos que Joseph Liouville (1832) hace referencia en Memoire sur questions de geometrie et de
mecanique..., a los trabajos de Euler, Laplace, Fourier y Lacriox, como punto de partida en su calculo fraccionario.
Liouville partid de la derivada de orden entero de la funcidén exponencial, esto es:

m

dx—me“x =qme®™ 3.2-37

En donde “z” es cualquier nimero real o complejo, positivo o negativo, y de esta manera suponiendo que una funcion

“

y” se puede desarrollar en una serie de exponenciales, establece una férmula general para la derivada.

“

Desarrollando primero “y” como serie de exponenciales:
y= ZiAi e™i* 3.2-38

Luego se deriva término a término para obtener:
dty 3.2-39
— H ,mix :
o = 2 Al e
i

A la expresién 3.2-39 se le conoce como la primera definicién de derivada fraccionaria de Liouville, la cual tiene la
desventaja de que p esta restringida por la convergencia de la serie. Rodriguez (2020) concluye:



Lo que sucede es que, cuando calculamos la derivada fraccionaria de una funcidén, siempre podemos

interpretar que estamos derivando e integrando a la vez; el fallo residia en que la derivada fraccionaria
tiene limites de integracidn. En otras palabras, el cdlculo fraccionario esta condicionado de manera

intrinseca por las condiciones de contorno a diferencia del calculo infinitesimal.

Liouville siguié en su blusqueda de definir una derivada fraccionaria, por lo que usé el llamado segundo método de

Liouville que se aplica a funciones de forma x* con z>0, de la siguiente manera:

f e MyZ 1ldu 3.2-40
0
Aplicando un cambio de variable t=xu y dt=xdu
f e‘xuuz_ldu = <Z_—1+1>f e‘ttz_ldt = <—Z>f e_ttz_ldt 3.2-41
0 X 0 xX=/ Jo
Haciendo las sustituciones necesarias quedaria como:
(i) fwe‘ftz‘ldt = (i)l"(z) 3.2-42
x%) J, xZ
De donde:
-z_(_1 ® _xu,,z—1
x _(F(z)) J, e uldu 3.2-43
Aplicando derivada a-esima en ambos extremos:
a* oz A% (LN ® xuy g1 _ (L) (®,,2-1 9% —xug
dx“x " dxo (F(z)) fO € u du = (F(z)) fO u dx® € du =
(—1 )joouz‘ld—ae"‘”du = (—1 )jwuz_l(—l)“u“e_"”du =
r)/ J, dx® r/)J,
(_1)0( ° Z—1+ae—xudu — (_1)ar(z + (X)
r J, I'(z)xz+a
Quedando la ecuacion conocida como el segundo método de Liouville de la siguiente forma:
a“« _, (-Dr(z+ a) ra 3.2-44

e T O

De la misma manera se puede decir que:



a*  T'(z+1)

— xZI=—_ 7 sz« 3.2-45
dxe ™ F(z—a+1)x

Luego de la formulacién de la derivada fraccionaria de Liouville, comenzaron a surgir aplicaciones y se fueron
modernizando los métodos para formular derivadas fraccionarias. Respecto a la composicidn de la ecuacion 3.2-44,
Sanchez (2011) afirma que.” El término (-1)* de esta segunda definicion, sugiere la necesidad de incluir nimeros
complejos, y de hecho Lioville considerd estos valores, aplicando con éxito el Calculo Fraccional en problemas de Teoria
del Potencial, e incluso traté de resolver ecuaciones diferenciales mediante el uso de esta herramienta”

El codigo del programa escrito en Matlab puede encontrarse en los Anexos 9.1
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Imagen 3.2-3: Grdfica de la derivada fraccionaria de f(x) = (x — 3)?, para diferentes valores de a

En la Imagen 3.2-3, se observa como la derivada cero de f(x) = (x — 3)? la cual es una parabola desplazada 3
unidades, (la funcion sin alterar), se va desplazando punto a punto hasta convertirse en su primera derivada, es decir
f(x)" = 2(x — 3), la cual es una recta con pendiente

De forma similar, en la Imagen 3.2-4 se observa como la grafica de f(x) = sen(0.32 * x), se va desfasando conforme
va cambiando el exponente fraccionario a, hasta transformarse por completo en su primera derivada.



El codigo del programa escrito en Matlab puede encontrarse en los Anexos 9.1

D" (f(x))

X

Imagen 3.2-4: Grdfica de la derivada fraccionaria de f(x) = sen(0.32 * x), para diferentes valores de

3.2.5 Derivada fraccionaria de Caputo

Ciertos problemas, hacen necesario considerar ecuaciones diferenciales de orden fraccionario junto a condiciones
iniciales, sin embargo, la definicién de Riemann-Liouville no es suficiente para solucionar esta necesidad ya que, en
ese caso, las condiciones iniciales correspondientes no tienen una interpretacion fisica. Para solucionar este problema,
Caputo propone una solucién alternativa de derivada fraccionaria.

La derivada fraccionaria de Caputo esta definida como:

JeH@) =1r"*[D™f](t) Parat>=a,a € R+

D =

“Tm—a)), G—owim

1 ft ™) 3.2-46

En donde f™ es la derivada m de la funcién f.



Como se observa, la derivada fraccionaria de Caputo es mas restrictiva que la de Riemann-Liuville, ya que, en este
caso, se deriva primero y posteriormente se integra, es decir, para que la ecuacion 3.2-46 se cumpla, requiere que la
derivada m-esima de la funcidn f, sea integrable.

Ahora por induccidn, se mostraran otras caracteristicas y diferencias importantes que tiene la derivada fraccionaria
de Caputo respecto a la de Riemann-Liouville, se demostrard primero la siguiente proposicién:

Considerando a € R*y m € Z tales que m-1< a <m, entonces, suponiendo que m=1:

1
DFf(t) = Tm—a)

ftfm(c)(t _ C)—a—1+de
1 t »
(= a)fafl(c)(t — O %de

Integrando por partes se tiene que:

1 t
DEFW) = = [~ @~ [ O -0 e

a

_(t-a)™®

= o @+ ra)fa f@(t—o)*tde 3.2-47

Suponiendo que se cumple que m=k:

1 ' —a-1
= = L FEO(t — OF1de
— 1 ‘ -a-1g N (¢~ a)j i J
e RICIR R Y et IO

Considerando que m=k+1:

1

t
Dgf(t) = mfafkﬂ(d(t —o)f %dc

1 ¢
= m[—(t —a) 2 fk(a) + (k — a)f FE(t — )k 1de |

a

- 1 R N o L
T Tkl k—a) +F(—a)fa ) - de TLTGL- '@




k-1 .
(t—a)i—@ 3.2-48

LT +1 —o/'@

1 o
:F(_Q)Lf(c)(t—c) Lde —

Es decir que la ecuacion 3.2-48 es valida para cualquier m que pertenece a los enteros positivos

Veamos ahora que:

dm
dtm

(fatf(C)(t — M de = Ltf(c)(t — o) * tdc

Ir'(—a)

Para ello, a continuacién, se demuestra que la antiderivada de orden m del lado derecho de la igualdad
es [l fO(t — )™ *de

De la ecuacion 3.2-29 se tiene que:

m 1 ‘ n-1
I f(t) = WL (t — C) f(C)dC,

Es decir:

I

t —_—
o | FOE -0 a =

1
a

— 1 jtt— m—1()

Jlf(s)(t —5)"%ds | de,

1

= e, [0 ] € e,

. . .7 =S
Haciendo la sustitucion u = P queda como:

= - t m-a-1 ' 1 m-1y-a=1q4,,d 3.2-49
‘mfaf(s)(f—s) fo( — W)™y duds

Conocemos ademds como se expresa la funcidn beta por la ecuacion 3.2-4, por lo que la ecuacién 3.2-49 quedaria
como:



1 ¢ .
sz(m"Z)Lﬂs)(t—s) ds
_ 1 ¢ ——
“T(m—-a)! m_a)!faf(s)(t—s) s

Ahora, con lo anterior explicado, sabemos que de la ecuacidn 3.2-48 queda de la siguiente manera:

-1
~ (t—a)k

DEf(t) =D*f(t) — mfk(a)
k=0

& DYt — a)k ) 3.2-50
DEf(t) =D*f(t) — Wf (a)
k=0

molo Nk 3.2-51
pef® =7 (0 - ¥ P pria)
k=0

Con las ecuaciones 3.2-50 y 3.2-51 se pueden observar dos cosas:

1. Sif¥(a) =0,parak =0,1,2,...,m — 1 entonces D&f = D*f
2. Sif(t) es una funcidn constante, entonces

DEf(t) =0,0>0

Entonces, en este punto podemos destacar una de las ventajas de la derivada fraccionaria de Caputo sobre la de
Riemann- Liouville que es:

e Para Riemamme-liouville, la derivada de una constante es diferente de cero, mientras que, de acuerdo con
la definicion de Caputo es cero, lo que coincide con la derivada de orden entero

Como ultimo ejemplo, en la Imagen 3.2-5 se observa como la grafica de la tan(x) (derivada cero), se va desfasando
hasta transformarse en f(x)’ = sec?(x), que es su primera derivada.

El cédigo del programa escrito en Matlab puede encontrarse en los Anexos 9.2
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Imagen 3.2-5: Grdfica de la derivada fraccionaria de f(x) = tan (x), para diferentes valores de «

En este punto, entonces es necesario preguntarse ¢Cuando usar la derivada fraccionaria de Rieman-Liuville y cuando
usar la derivada fraccionaria de Griinwald-Letnikov? Rosales y Guzman (2014) mencionan que las ecuaciones 3.2-34 y
3.2-35 “Son muy utiles en el calculo numérico de la derivada de orden fraccionario; en estas formulas a < x es el punto

desde donde se calculara la derivada correspondiente al punto x.” (p.24).

Por lo anterior, en la literatura relacionada a la solucién de derivadas fraccionarias se utiliza preferentemente la
definicion de Riemann-Liuville para la formulacién de problemas o la de Caputo por su facil interpretacion;
posteriormente se utiliza la definicion de Griinwald-Letnikov para ser implementada en calculos numéricos iterativos

(obtencidn de soluciones numéricas).

Para hacer uso de los programas de las ecuaciones diferenciales fraccionarias tiene que descargarse el
modulo “NINTEGER” de Matlab e instalarlo, disponible gratuitamente en linea (Duarte, 2008)



3.3 Ecuaciones diferenciales fraccionarias

3.3.1 Transformadas de Laplace.

Se sabe que transformada de Laplace es una operaciéon muy util, la cual, nos ayuda a pasar del campo de los nimeros
reales al campo de las frecuencias (s), pero no solo eso, las transformadas de Laplace han demostrado ser muy utiles
en la resolucién de ecuaciones diferenciales de orden entero. Es por ello por lo que, se demostrara a continuacién que
la transformada de Laplace es una pieza clave en la solucidn de ecuaciones diferenciales de orden fraccionario.

Conocemos que la transformada de Laplace de una funcién se define como:

LF®) = j et f(0)de 331

Es de la ecuacién 3.3-1 que puede obtenerse la transformada de Laplace de varias funciones, como son algunas de
ellas:

L{tn} = sn+1
L{sen at} = m
L{COS at} = m

c
LCY =~
N

También, de las reglas conocidas de la transformada de Laplace, podemos intuir que:
L{CL = f(6) + C2* g(O)} = C1 = L{f ()} + €2 = L{g(t)}

L{e%f(t)} = L{f(t)} Pero sustituyendo cada “s” con s-a

Con todo lo anterior, uno de los teoremas que nos sera de mayor utilidad para el propédsito del presente documento,
es el teorema de convolucidn

Sabemos que una convolucién se define como:

f *)(0) = f f(t—1)* g(D)dr 332

Y sabemos que:



LIS * g) ()} = F(s) x G(s)

Por lo que:

L )0} = L{ f flE—1) g(r)dr} = F(s) * G(s) 333

La demostracion de la ecuacion 3.3-3 es la siguiente:

Haciendo por simplicidad que &=t — 7 entonces
F(s)*G(s) = [, f(&) x e *&+Ddg][ [ g(2) » e~"dr]

= [PU f®) * e ®Ddg) g(v)dr

Haciendo el cambio de variable t = £+ 7 con dt = d

F(s) *G(s) = fom[frmf(t — 1) *xe™57dt] g(v)dt = fom[f:of(t —17)* g(t) * e S7dt] dt

En este punto se puede cambiar el orden de integracion

0o t
F(s)*G(s) = f [f f—1)*xg(r)dr]e ""dt
o Jo

= L-l{ [re-1 *g(r)dr}
0

Entonces conociendo definicidn de la integral fraccionaria de Riemann-Liouville, ecuacion 3.2-36

1

DO = s jo (t — " f()de

Y sabiendo que:

L{C + f(O)} = C = L{f (D)}



Entonces puede decirse que la integral fraccionaria de Riemann-Liouville es en realidad el producto de la convolucién
f (t) y t*1, de esta manera podemos decir que:

3.34

LD~ f (O} = = LF (O} + L{t*}

1
Ademas de lo anterior, ya conocemos algunas transformadas de Laplace, dentro de las cuales nos es util en este

momento conocer que:

n!
L{t"} =

TL+1

En donde n en términos de la ecuacién 3.3-4 es n=a-1 por lo que la ecuacién 3.3-4 queda como:

(a —1)! (a—1)!
L{D~ af(t)}_m P L{f(t)}—ﬁ T*F(s)

Pero también conocemos la propiedad 3.2-2 y 3.2-3 de la funcidn gama, por lo que:

F(:) L F(s)
S

LD} = 7

(s) 3.3-5

LID™f ()} =

Con el procedimiento tan denso realizado con anterioridad, para deducir la ecuacidn 3.3-5 podemos darnos cuenta de
que es cierto que la transformada de Laplace sera muy util en la solucién de derivadas fraccionarias y, por ende, de
ecuaciones diferenciales de orden fraccionario.

Con lo anterior, se pueden comenzar a adaptar las operaciones que se conocen de las transformadas de Laplace sobre
las integrales y derivadas enteras, a integrales y derivadas de orden fraccionario.

Sabemos que:

L{t"} = I

n+1
La cual, puede reescribirse en términos de la funcién gamma como:

L) = r(n + 1) 3.3-6



Conociendo la transformada de Laplace de la integral fraccionaria de una funciéon (ecuacién 3.3-5) y la transformada
de t" en términos de la funcion gamma (ecuacién 3.3-6), podemos continuar encontrando las transformadas de las
integrales fraccionarias de diversas funciones como se presenta a continuacion.

Paraa>0ym>-1

F(s) r(m+1) I 1
_ s)  om m+
LD~ ™y = —= = —S":a = it 3.3-7
Paraa >0
. 1
-a,mty — s-m __ -
L{D %™} = Ry 3.3-8
Paraa >0
F(s) ooz 1
—_ S 2 2
L{D™%cos mt} = —= = S=7= = Fe=Terypy 3.3-9
Paraa >0
F)  7qm
_ S 2 + mZ m
L{D *sen mt} = =3 = 3.3-10
{ } N N $%(s2 4+ m?2)

Ahora, conociendo de las transformadas de Laplace clasicas que:

L{e*f(t)} = L{f (t)} Pero sustituyendo cada “s” con s-a

Entonces podemos intuir que:

Paraa >0
() ——— (m+1)
—aryktymy — F8) _ -wm+t _ I(m+1 _
L{D™[e"t™]} = 3 @ okt 3.3-11

También resulta de gran utilidad conocer la transformada de Laplace de la integral fraccionaria de la derivada de una
funcién

Paraa >0

_ F(s) 1
LD~ [Df O]} = = *HDf ()

S(Z

LD~[Df ()]} = LSO 3.3-12

= e

Y la transformada de Laplace de la derivada de la integral fraccionaria de una funcién



Paraa >0

» B B ta—l
LD[D™F (O]} = LD~ [DF O} + f (0)*L{F(a)}

L{D™*[Df ()]} = s x F(s) 3.3-13

Con todo lo anterior, practicamente esta todo listo para comenzar a resolver ecuaciones diferenciales fraccionarias,
sin embargo, aun falta mostrar la transformada de Laplace de una derivada fraccionaria.

Recordando que la transformada de Laplace de la derivada n-esima entera de una funcién es:

n-1

LD (O} = s+ F() = ) s*D"R1f(0)

k=0

3.3-14

En este momento también es necesario recordar y dejar en claro dos puntos antes de continuar.

Como ya se ha mencionado anteriormente:

1 Para intuir la derivada de Riemann-Liouville, se consideré que primero se integraba —(m-v) veces y luego se
derivaba m veces, es decir:

D¥f(x) = D™[D~" V) f(x)]
En donde D™ es la derivada usual y D~(Mm=v) g5 |q integral de orden fraccionario.

2 Contrario a la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville, para intuir la derivada fraccionaria de Caputo, se

considerd que primero se deriva m veces y luego se integra —m+v veces, es decir:

D?f(x) = DT™P[D™f(x)]

Ahora, a partir de 3.3-14, se tienen dos definiciones de la transformada de Laplace de la derivada fraccionaria de una

funcidn: La transformada de la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville y la transformada de |la derivada fraccionaria
de Caputo.

La transformada de Laplace de la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville se define como:

n-1

3.3-15
L) = sF () = Y sk k()
k=0

Se puede observar que con Riemann-Lioville, es necesario conocer condiciones iniciales asociadas a derivadas
fraccionarias, las cuales nos presentan dificultades para su interpretacion.



Por otro lado, la transformada de Laplace de la derivada fraccionaria de Caputo, se define como:

L{p™
cpef©) = o mrepprp e = 20 O

= IS0 - kz S“KDETIF(0)] =
=1

= SELF©) = ) s“HDEF(0) =
k=1

= s*L{f ()} — X s*7*7ID¥f(0) 3.3-16

Por lo anterior, se puede deducir que, la transformada de Laplace de la derivada fraccionaria de Caputo, solo requiere
del conocimiento de los valores iniciales de f(t) y de sus m-1 primeras derivadas. Esto facilita el uso de la definicién de
derivada fraccionaria en los problemas con condiciones iniciales.

Algo importante de las dos anteriores transformadas de Laplace, es que, si se consideran las condiciones iniciales
igualadas a cero, lo anterior se reduce a que:

LD ()} = s“L{f (D)}

O de otra manera:

L LIFO} = DUf (1)

3.3.2 Solucion de ecuaciones diferenciales fraccionarias, ordinarias y lineales

La forma de resolver ecuaciones diferenciales fraccionarias de todo tipo es similar a la manera en la que se resuelven
las ecuaciones diferenciales ordinarias; se pueden resolver por varios métodos, sin embargo, en ecuaciones
diferenciales fraccionarias, el uso se la transformada de Laplace es importante ya que cuando se resuelven EDO
fraccionarias, es comun utilizar la funcién de Mittag-Leffler.

Ejemplo 1. Sea la ecuacion diferencial fraccionaria:
1
Dzf(t)+af(t)=0 cont>0
Y la condicion inicial que:
_1
D7z2f(t) =C cont=0

Se comienza aplicando la transformada de Laplace



LIDIF() + af ()} = 0 3317

La transformada de Laplace de la ecuacién 3.3-17 se mostrara a continuacién en partes para tener mayor detalle.

Tomando la ecuacion 3.3-15, es decir la transformada de Laplace de la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville, la
cual es:

LDf ()} = s“F(s) — XkZos“F*7F71(0)

Entonces:

n—-1

1
L{DZf(t) = s%F(s) — )y skfak=1(0)

LDIf(E) = s7F(s) — s°F3°71(0) = s2F(s) — (D2 (0))
Y por otra parte:
Liaf ()} = aF(s)

Por lo que la ecuacién 3.3-17 quedaria:

S%F(S) - {D_%f(O)} +aF(s)=0

Despejando F(s):

Py = O
sz2+a

Pero de la condicidn inicial sabemos que:
1
D2f(t)=C cont=0
Por lo que la ecuacidn 3.3-17 quedaria finalmente de la siguiente manera:

1 3.3-18
1
s2+a

F(s)=C =

Ahora, se tiene que aplicar la transformada inversa de Laplace a 3.3-18, por lo que hay que tomar la ecuacién 3.2-20,
mencionada en el apartado de la funcidn de Mittag-Leffler, la cual es:

= £7 By (av?)
2'2

Comparando la ecuacién 3.3-18 con 3.2-20, se puede concluir que la solucién a la ecuacidn diferencial propuesta es:



F© = €+t FEn((~aVD)
Ejemplo 2. Sea la ecuacién diferencial fraccional:
DOf(t) + DIf(t) = h(t) suponiendo0<q<Q<1
Y la condicion inicial que:
[DI1f(t) + D 1f(t)]=C cont=0
Primero, se aplica la transformada de Laplace:

L{Df(t) + DIf(t)} = L{h(t)} 3.3-19

Tomando la ecuacion de la transformada de Laplace de la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville, la cual es:
LD ()} = s“F(s) — XpZgs*f**71(0)
Entonces:

n-1

LDO() = s°F(s) = ) skfek1(0)

k=0

L{Df(£)} = s°F(s) —s°f97°71(0)
De la misma manera:

LDUf(£)} = sTF(s) —s°f97°7(0)
Con lo anterior, la ecuacién 3.3-19 queda:

s@F(s) — DO71f(0) + s9F(s) — DI71f(0) = H(s)
Reordenando la ecuacién anterior:
F(s)[s® + s — [DI71f(0)+D% 1 f(0)] = H(s)
Pero de las condiciones iniciales sabemos que:
[DI1f(0)+D?71f(0)] = C

Por lo que finalmente la ecuacion 3.3-19 quedaria:

H(s)+¢c s74 3.3-20

F(S)=W=U‘I(S)+6)m



Se puede observar que en nuestra solucidn aparecerd una convolucidn entre la funcién h(t) y una funcion la cual
llamaremos G(t). Ahora es necesario aplicar la transformada inversa de Laplace; Tomando la ecuaciéon 3.3-20 y
comparandola con 3.2-20 la cual es:

L_l k!sa_B — tak+B_1Ek (+ toc)
GFa)| as\Td

Entonces podemos conocer que la solucion a la ecuacién diferencial fraccionaria del ejemplo 2 es:

f@)=Cx+G()+ ftG(t —Dh(t)dr

En donde G(t) es:
G() =tV Ey_go(—t?™D)

Ejemplo 3. Sea la ecuacion diferencial fraccional:
1
D“(DBy(t)) +ay(t) =0 suponiendo0<a<1,0<B<l,a+B= >

Con las condiciones iniciales de que:
D*Y(DBy(t)) =b; cont=0

(DB 1y(t)) = b, cont =0

La transformada de Laplace, siguiendo el procedimiento del ejercicio 1y 2, seria:
5By (s) — D*E1y(0) — s*D?1Y(0) + a¥Y(s) = 0

Conociendo las condiciones iniciales y reordenando la transformada de Laplace, la ecuacidn quedaria:

Y(s)[s**® + a] = s%b, + b,
Despejando Y(s):

s%b, by

(o) = [s*+® + a] + [se+® + a]

Ahora, se compara Y(s) con la ecuacién 3.2-20, la cual es:

L_l M _tO(k+=B—1Ek (+ ta)
(s@ F q)k+t - as\Ta

Y se procede a aplicar la transformada inversa de Laplace para obtener la solucién al problema 3, la cual, de acuerdo
con la ecuacidén 3.2-20, Y(s) queda:

Y(s) = botP By g p(—at®™®) + bt " PTE g 0y p(—at®P)



3.3.3 Aplicacion de la solucién de ecuaciones diferenciales fraccionarias ordinarias, al
movimiento vertical de un campo gravitacional.

Para que sea apreciable lo que podrian llegar a ser las ecuaciones diferenciales fraccionarias en la solucion de
problemas actuales, se procederd a resolver la ecuacion diferencial de un campo gravitacional, con ecuaciones
diferenciales clasicas y luego se introduciran las ecuaciones diferenciales fraccionarias.

La ecuacion de movimiento es:

md_v = g — miy 3.3-21
ac

En donde “k” es la constante positiva de la fuerza de resistencia con unidades de segundos inversos. Las condiciones
iniciales son

v(0) = v,

z(0)=h

Por separacidn de variables tenemos que:

f dv —fdt
—-g—kv

Por separacién de variables tenemos que:

f dv f /
g KU
La solucion a las integ ales es:

gthkv=_Cxe

De donde se puede despejar v, quedando:

C * e—kt -g
v =
k
En donde con la condicidn inicial, deducimos que:
C=Kx*xvy+g

Con lo anterior, la ecuacién de la velocidad queda como:

ge—kt

V =ve * +
0 k

g
k



Ahora se agrupan términos:

Vz(v0 +%)e‘kt—%

. dz . . s .
Con lo anterior, sabemos que v = -, bor lo que nuevamente, separando variables podemos encontrar la solucién, asi

que:

fdzzf(vo +%)e‘kt—%dt

La solucidén a la integracion es:

Pero conociendo la condicién inicial de que z(0)=h, entonces:

Vo 9
C=h+—+=
k k2
Asi que z (t) queda como:
__.9 kel ke d Vo 9
z(t) = —t3 ~ Vo€ tE—e tp+h+7+ﬁ
Agrupando términos, queda una ecuacién mas presentable.
okt g (1) 9 3.3-22
2t)=(1—e )(v0+k) )t th

Ya presentada la forma de resolver el problema con ecuaciones diferenciales comunes, ahora se presentard la manera
de resolver el problema, pero desde la perspectiva del célculo fraccionaria

Primero, a la ecuacion 3.3-21, la cual es:

dv_ "
ma——mg—m v

Se le haran modificaciones para que sea mas sencilla de aplicar la transformada de Laplace; estas correcciones
consisten en normalizar las variables de la ecuacién.

Para normalizar las variables de la ecuacidn, se utilizara el método n de Buckingham, el cual consiste en buscar el
namero de variables (n) adimensionales, a continuacidn, se presenta el procedimiento para la normalizacion de
variables:

dv = (—g — kv)dt
Se puede decir que la dv esta en funcién de:

dv = f(g,k,v,dt)



Es decir, toda la ecuacidn estara en funcion de:
fo=f g,k v,dt)
Las cuales tienen las siguientes unidades fundamentales:
fo=ft L L7271 e th)

Con lo anterior, podemos decir que el nimero de variables involucradas n=5, y el nimero de unidades fundamentales
en toda la ecuacion k=2, que son el tiempo (t) y las unidades de distancia (L). Con lo anterior, se calcula la cantidad de
numeros adimensionales m=n-k, es decir:

mn=5-2=3

De acuerdo con lo anterior, existen 3 numeros que se pueden hacer adimensionales en la ecuacién. Ahora, se eligen
dos variables que contengan unidades fundamentales distintas; en este caso se tomaran las variables “g” y “k”. Estas
variables se elevaran ala “a” y “b” respectivamente y se multiplicaran junto con las variables fundamentales existentes
elevadas cada una a la “L” si es la variable de la unidad de la distancia o a la “t” si es la unidad del tiempo, es decir, el
primer numero 1t vendra dado por la ecuacidn siguiente:

m, = g*kP[unidades fundamentales en ecuacion]
m, = gkP[LFtt]
De lo anterior, se puede formular la ecuacién m; en términos de las unidades fundamentales quedando como:
x = (Lt_z)a(t_l)b[LLtt]

De lo anterior se pueden formular dos ecuaciones en funcién de a, b, L, t

L:0=a+b

t:0=—-2a—-b+t
Al resolver el sistema de ecuaciones anterior se obtiene que:
a=-—L

b=2L+t

Ahora bien, en la ecuacién diferencial, observamos que existen tres variables que se desean normalizar: v, g, t.

Al tomar v, puede observarse que tiene unidades de Lt?, de aqui que L=1 y t=-1, asi que sustituyendo en ay b se
obtiene:

Por lo que para obtener el primer nimero 1, es necesario multiplicar v por el resultado de la funcién i, al ser ingresados
los valores de a y b, quedando como:



my = g%k [v]

m =g 'k'[v] 3.3-23

. . . . . k
Es decir, para que v esté normalizada, esta tiene que estar multiplicada por p

Con el procedimiento anterior, esta vez se elige otra de las variables a normalizar restantes (g, t)

Si se elige a t, sabemos que tiene las unidades fundamentales de L%, asi que se asume que L=0y t=1, valores que se
sustituyen en a y b, obteniendo asi:

Por lo que para obtener el segundo nimero i, es necesario multiplicar t por el resultado de la funcién m, al ser
ingresados los valores de a y b, quedando como:

T, = g°k”[t]
m, = g°k*[t]
T, = k[t] 3.3-24

De las reglas de la normalizacidn de variables, sabemos que la normalizacién de una constante es 1, por lo que, al
normalizar g, seguramente el nimero m obtenido sera g * 7 sin embargo, como ejercicio, y para verificar que el

procedimiento seguido hasta ahora es correcto, se hara paso a paso la obtencidn del tercer nUmero 1t

Si se elige a g, sabemos que tiene las unidades fundamentales de Lt?, asi que se asume que L=1y t=-2, valores que
se sustituyen en a y b, obteniendo asi:

Por lo que para obtener el tercer nimero i, es necesario multiplicar g por el resultado de la funcidn m, al ser ingresados
los valores de a y b, quedando como:

3 = g°k®[g]
T3 = g~ 'k%[g]

1 3.3-25
3 = [g] * —



Ahora, la ecuacion diferencial fraccionaria con sus variables normalizadas conforme a los nimeros 1t de las ecuaciones
3.3-23,3.3-24 y 3.3-25 quedaria expresada de la siguiente manera:

kv
a” _7] +[ kv 1
d[kt]¥ gl
Nombrando a u=— %vy a t=kt la ecuacion diferencial fraccionaria queda:

d'u u=1 3.3-26
dtr? -

Ahora, se aplica la transformada de Laplace, sin embargo, tenemos dos ecuaciones que podemos seguir, es decir,
podemos tomar la transformada de Laplace de la derivada fraccionaria de Caputo o la de Riemann-Liouville

Ya que en los ejercicios 1,2 y 3, se utilizé la transformada de la derivada fraccional de Riemann-Liouville, esta ocasion
se utilizard la de Caputo, es decir:

LID*f ()} = s“L{f ()} — TR s“*71D*£(0))
Por lo que la transformada de la ecuacidn 3.3-26 es la siguiente:
1
sYU(s) —up+U(s) = 3

Despejando U(s)

U(s) = ugs? ™1 N 1 3.3-27
s T sY+1 0 s(sY +1)

Ahora se aplica la transformada inversa de Laplace con las ecuaciones 3.2-17 y 3.2-18 vistas en el apartado de la
funcién de Mittag-Leffler, quedando asi:

u(©) = oy (=) + [1 = Ey (=)
Siguiendo el procedimiento anterior, ahora considerando que:
d7w B B 3.3-28
u(c) = F ......... U(S) =g W(S) —3 _1W(0)
C
En donde:

k?z k2z(0) k2h k
T=kt, W=——0 w(0) = - =——y, U=-—7




Sustituyendo 3.3-28 en 3.3-27 y despejando W(s):

W W sY—1-8 1 sY—1-8
(s) _T+u°sy+1 +s’9+1_sy+1

En donde aplicando la transformada inversa de Laplace y regresando a las variables originales, se obtiene.

1
r@+1)

g(kt)®?
k2

z(t)=h—

~(1+ gvo) EV,BH[—(kt)Y]]

A la anterior solucion, si se le dan valores a B y ¥ de 1, se recupera la solucién z(t) encontrada con ecuaciones
diferenciales comunes (ecuacion 3.3-22).

Si se requiere ver de manera resumida la solucién al problema anterior, se puede consultar la referencia de Guia
Calderon M & Rosales Garcia JJ (2015)

4 Propagacion de ondas en el suelo
4.1 Antecedentes

En el capitulo 2 sismicidad, se dieron a conocer los tipos de ondas que se propagan en el suelo y su importancia sobre
un sitio, sin embargo ¢Como pueden explicarse?

El comportamiento de las ondas (cualquier tipo) puede explicarse mediante las leyes de la dptica geométrica, los
conceptos importantes a estudiar de estas leyes son los de rayo, refraccion y reflexién, que a continuacion se
presentan.

Concepto de rayo:

Los rayos sismicos son simplemente las lineas normales a los frentes de ondas. Estas lineas siempre serdn rectas, y en
el caso de medios estratificados se pueden representar mediante segmentos de linea. Cabe mencionar que estos rayos
sismicos siguen las leyes de la dptica geométrica y los principios de Huygens y Fermat, ademas, los rayos no son reales,
son una abstraccién que ayuda a comprender el fendmeno. (Coorporacion OSSO)

Principio de Huygens:

Establece que cada punto alcanzado por un frente de ondas actiia como origen de un nuevo frente de ondas que se
extiende en todas las direcciones. Si el medio es homogéneo el frente de ondas es esférico en un momento cualquiera
t; después en un tiempo t + At, cada uno de los frentes de onda habra dado lugar a pequefios frentes de ondas esféricos
de radio C *At donde C es la velocidad del medio. El nuevo frente de ondas, en el instante t + At, sera la envolvente de
todos los pequefios frentes de onda y, por tanto, serd una superficie esférica. (Coorporacion OSSO)

Si el medio no es homogéneo, cada elemento del frente de ondas se traslada paralelamente a si mismo durante At,
pero con velocidades distintas a lo largo del frente, por lo que el nuevo frente de ondas no sera paralelo al primero.



Principio de Fermat:
Dice que cualquier rayo, sigue de un punto a otro aquel camino que requiere menos tiempo recorrerlo.

Ley de reflexion

Se presenta cuando una onda encuentra un cambio entre dos . 4
4 #

medios, como es el ejemplo de los suelos que son ‘ . d

k|
estratificados. Parte de la onda incidente es reflejada (cambia PR " p
de direccidn) y la direccion del rayo reflectado es en un plano e e
perpendicular a la superficie reflectante que contiene al rayo Redlaxitn espacular Reflexian dilusa
. X , L. . “ » . superficie pulida) [Supearfice rugasal)
incidente, cuyo angulo de incidencia es “i1”. (Coorporacion
0550) Imagen 4.1-1: reflexion de ondas. (Coorporacion

0SS0)

Ley de refraccion:

Nuevamente, cuando se presentan dos medios distintos y un frente de onda (o su rayo) se encuentra con la frontera
entre ambos medios, ocurre la refraccién. Antonella (2011) afirma:

Cuando un rayo de luz que viaja a través de un medio transparente y encuentra una interfase que lo lleva a otro
medio transparente, parte de la energia es reflejada y parte de la energia pasa al segundo medio. El rayo en el
segundo medio cambia de direccidn, se dice que es refractado.

Antonella (2011) habla en su trabajo de un rayo de luz, sin embrago, como se ha mencionado con anterioridad, las
leyes de la dptica geométrica pueden ser aplicadas a cualquier tipo de onda (o sus rayos) es por ello por lo que se

puede aplicar al caso de suelos estratificados. El dangulo de refraccidon se representa como “i;”, y se pueden relacionar
el angulo de incidencia y el de refraccién mediante la relacién de Snell:

sen(i;) G
sen(i,) €

En donde C1 y Cz2 son las velocidades del medio 1 y 2 respectivamente. En la Imagen 4.1-2: reflexién y la Imagen
4.1-3: Refraccidn se puede observar la diferencia que hay entre la refraccién y la reflexién.

B i
11 1
c1 1 c1
.
Imagen 4.1-2: reflexion Imagen 4.1-3: Refraccion

En cierto angulo de incidencia, conocido como angulo critico (Ci), el dngulo refractado, iz, se refracta a 902 de la normal,
de tal manera que elsen(i,) = sen(90) = 1; asi el angulo critico queda definido solamente por las velocidades de los
estratos.



En la actualidad, se dispone de varias técnicas para medir las propiedades dinamicas de los suelos, tomando en cuenta
el rango de deformaciones caracteristicas de cada aplicacién y utilizando la ley de la éptica geométrica. Las principales
caracteristicas dinamicas de los suelos necesarias para la practica profesional son:

1 Modulo dinamico equivalente de Young (E)
2 Modulo dinamico al esfuerzo constante (G)
3 Razén de amortiguamiento (§)

4 Pardmetros de licuefaccion.



4.2 Pruebas de campo para la estimacion de propiedades dinamicas

Con la teoria del anterior apartado ya comprendida, ahora se puede estudiar lo que hacen las pruebas de campo para
la caracterizacién dinamica de los suelos. Las pruebas geofisicas de campo mas utilizadas desde 1970 han sido las

pruebas de refraccion sismica, dawn hole, up hole y crosshole, aunque desde la década de 1980 se comenzaron a usar
algunas pruebas de onda de superficie.

1  Tendidos de refraccidn sismica:
En estos métodos se mide el tiempo de propagacion de las ondas
eldsticas, transcurrido entre un sitio donde se generan ondas
sismicas y la llegada de éstas a diferentes puntos de
observacién. Para ello, se colocan una serie de sensores en linea
recta a distancias conocidas, formando lo que se conoce como

tendido sismico o linea de refraccidon - o reflexion - sismica. A una
distancia conocida del extremo del tendido, en el punto de disparo,
se inducen vibraciones en el terreno que son detectadas por cada
uno de los sensores en el tendido.

Imagen 4.2-1: Punto de disparo.
(TERRATEC, 2023)

Las ondas que se utilizan en refraccion son generadas por una

perturbacion artificial instantanea, que se conoce como impulso

sismico. Se busca generar el tipo de ondas sismicas producidas por
un unico “evento” de duracion “instantdnea, para evitar la
superposicion de ondas de diferentes eventos en los geéfonos.

La deteccion de los movimientos del terreno se hace a través de gedfonos, el
movimiento del terreno es observado en diferentes puntos a lo largo del tendido
de refraccion sismica. Actualmente se usan 12, 24 6 48 gedfonos.

Se requiere de una unidad de apilamiento y digitalizacién que es donde se
adquiere, digitaliza y procesan los datos. Tiene puertos para recibir las sefales
enviadas por los gedfonos y sus sefales son filtradas y digitalizadas, ademas
recibe al “Trigger”, que es el cable conectado a la fuente sismica. En el instante

Imagen 4.2-3: Gedfonos.

i _ (Vazquez, 2023)
en que se golpea el suelo con el martillo o cuando la carga explosiva es
detonada, el sistema de registro empieza a grabar. (Vazquez, 2023)
=8
E 1500 s
B 100
En la Imagen 4.2-4 se observan dos estratos de suelo, y en la Imagen 4.2-5se 3
L. L. L. L. 21m0 s
puede observar la propagacion, refraccion y reflexiéon de las ondas eldsticas 2
5200
. .2 , . . [N
provocadas por el disparo de la prueba de refraccidon sismica. (Coorporacion “

05S0)

=
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Imagen 4.2-4: Estratos de suelo.
(Coorporacion 0SSO)
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Imagen 4.2-5: Propagacion, reflexion y refraccion sismica (Coorporacion 0SSO)

Del funcionamiento de los gedfonos y del uso de la prueba de refraccion sismica Aponte (2011) menciona:

“Los registros de cada sensor tienen informacidn de los movimientos del terreno en funcién del tiempo
y son conocidos como sismogramas. Estos son analizados en la refraccidn sismica para obtener el tiempo
de llegada de las primeras ondas a cada sensor desde el punto de disparo, y en la reflexién para obtener
informacion de las ondas que son reflejadas en las diferentes interfaces de suelo, para lo cual se estudia
el sismograma completo” (p.18).

La limitacién mas grande de esta prueba es que sélo funciona cuando la velocidad de propagacion de las ondas
aumenta con la profundidad. En el caso de suelos con capas intermedias de menor velocidad el método arrojaria
resultados erréneos, ademas, el tendido necesita ser muy extenso por lo que en la mayoria de las veces solo es
recomendable usarla en terrenos amplios ya que la longitud del terreno esta estrechamente relacionada con el
alcance de la profundidad

Cross Hole

Se requieren montar al menos 1 emisor en una perforacion y dos receptores; el primero emitird la energia y el
segundo medira la velocidad de propagacién de las ondas a través del material encontrado. El ensayo se repite
varias veces a distintas profundidades.

Para este ensayo resulta recomendable utilizar mas de dos sondeos con el fin de minimizar los errores resultados
de las medidas del tiempo de disparo. Los ensayos de

Cross hole tienen la desventaja de que se requieren varias

perforaciones adecuadamente preparadas para tal fin, lo
que los hace muy costosos, y por otra parte la generacién
en profundidad de buenas sefiales no es facil.

Emisor 5 Receptor
: 2

Este método identifica con mayor facilidad los estratos

que la prueba de refraccién sismica no puede detectar, sin Imagen 4.2-6: Prueba de Cross hole. (Bran Sanchez

embargo, las velocidades de las ondas sismicas son et al.,, 2009).
sensibles a la distancia entre emisor y receptor. Ademas,



las velocidades pueden no ser claras al cambiar de un material menos rigido a uno de mayor rigidez en su recorrido
entre emisor y receptor.

3 Prueba Dawn Hole y Up Hole
Estas pruebas son muy similares a la prueba de Cross hole, solo que la fuente emisora se coloca en la superficie
del terreno y el receptor en una perforacidn en el caso de la prueba Down hole, o viceversa, el emisor en una
perforacidn y el receptor en la superficie para la prueba Up hole

El ensayo Down-Hole genera ondas sismicas de corte “s” con mayor facilidad que el ensayo Up- Hole y por lo tanto
su uso es mas frecuente. El objetivo del ensayo es tomar medidas de los tiempos de viaje de las ondas sismicas
internas generadas a partir de la energia de la fuente emisora. Se recurre a la representacién en una curva de los
tiempos de llegada contra la profundidad; el valor inverso de la pendiente de esta curva representa la velocidad
de propagacion de la onda sismica en la distancia total recorrida desde el origen de la onda hasta el sensor.

Receptor
Emisor

Imagen 4.2-8: Prueba Down. (Bran Imagen 4.2-7: Prueba Up Hole. (Bran
Sanchez et al., 2009). Sanchez et al., 2009).

Las limitaciones del ensayo son el grado de alteracion del suelo cuando se realiza el sondeo, el contacto entre la camisa
del sondeo y el suelo circundante, posibles efectos de fluidos en el sondeo, efectos de ruido sismico y efectos del nivel
fredtico. La expansién geométrica y el amortiguamiento pueden influir en las longitudes de onda y por tanto las
velocidades de las ondas S pueden tener una interpretacion incorrecta para profundidades superiores a 60m.

4.3 Pruebas de laboratorio para la determinacién de propiedades dinamicas

Al hacer pruebas de laboratorio se tiene un problema muy grande, el cual consiste en la obtencion de las muestras.
Estas pruebas pueden realizarse sobre suelos inalterados cuando se puede obtener una muestra sin alterar sus
condiciones naturales, o bien, sobre suelos alterados, sin embargo, cuando se toma una prueba alterada (como en los
suelos granulares), la obtencion de las propiedades dindmicas se dificulta debido a que los especimenes deben de ser
remodelados y estos solo reproducen condiciones de esfuerzo y relacidén de vacios, pero no otros efectos de factores
que afectan en dichas propiedades dindmicas.



Las pruebas mas comunes de laboratorio para la obtencidn de propiedades dindmicas son:

Prueba de corte simple ciclica

Se realiza en una prueba cilindrica con un didmetro mayor a
su altura. Se coloca en un pedestal con una tapa superior,
apoyada por una membrana de goma con juntas. Se requiere
mantener un didmetro constante a lo largo del ensayo de la
muestra, por lo que esta Ultima estard dentro de una serie
de anillos de deslizamiento.

En el corte, los anillos se deslizan unos sobre otros; se
aplicara un esfuerzo axial constante en donde se simula el
estado de esfuerzos inicial, y también se aplica un
movimiento ciclico horizontal para inducir esfuerzos

cortantes, hasta que la muestra falle, como se muestra en la

Imagen 4.3-1: Prueba de corte simple
cilindrica. (Diaz, 2021)

imagen.

Top Cap —— Vertical Stress‘ Brass Rings

Imagen 4.3-2: Anillos y fuerzas de la prueba.

e :
l (Diaz, 2021)

Shear Stress

3ase Pedestal

En la consolidacion inicial, la carga axial y las frecuencias son

Transductor de
bajas para evitar que la presidén de poro se dispare y que asi se  Faion neumdtes a:vw
Al
drene poco a poco la muestra. De esta manera, el esfuerzo °
principal mayor (g;) es igual al esfuerzo vertical (o) y el
esfuerzo principal menor (g3) esigual al horizontal (o, = k * 2 e
oy ) a-can_?a Cople de unitn
sl Marco de canga
Prueba triaxial ciclica Presién
Caman
e Cindro de
. . s o
Permite determinar el médulo de Young (E) y el | G-
amortiguamiento (§) del suelo. Este ensayo consiste en A
- Eegeceen
someter un espécimen de suelo a un esfuerzo de de suso
confinamiento, hasta lograr su consolidacidn, y posteriormente

aplicarle un esfuerzo axial ciclico de magnitud y frecuencia i;;ﬁ;gen 4.3-3: Componentes de la
determinada. La deformacion y el esfuerzo axiales resultantes prueba triaxial cilindrica. (Bran Sanchez
son usados para calcular las propiedades mencionadas. et al., 2009)



e  Prueba de la columna resonante

Mide las propiedades dinamicas de los suelos a deformaciones unitarias bajas; se utiliza una muestra
cilindrica que se somete a cargas torsionales (en la parte inferior o superior) con un sistema de carga
electromagnético. En la mayoria de los casos se aplican cargas armodnicas para controlar la frecuencia y
amplitud.

Schematic of RC device

To torssonal-shear
T drives or motor

Dynamic
Wy oscillator

Sol spacimen

Imagen 4.3-4: Prueba de la columna resonante. (Diaz, 2021)

Primero la muestra se prepara y se consolida, luego se inicia la colocacién de la carga sismica. La frecuencia
de la carga inicia con un valor bajo que incrementa gradualmente hasta que la respuesta se maximiza.

Proximitor target

La frecuencia mas baja con Ia

.. Proximitor probe ' Accelerometer
respuesta maximizada es la ‘%;
. Support ring Proxamitor $ Drive coil
frecuencia fundamental de Ila "Bt nolder S [P #
. / 4 \ Drive coil Top cap —— N e Magne
muestra, y esta frecuencia a su vez ; » 7 A Ly g
b v » | - Support ring

esta en funcion de larigidez del suelo (L]

y la geometria de la muestra.

Fluid bath

P P »
— Specimen inner cylinder
Como se asume un sistema de un Fremierembe AcoRacoinm —
|
grado de libertad, se aplican las (@) (b) - TR
DIoUs stone Base pedestal
formulas para la carga torsional y
axial, y se calcula el valor de Go, oy E Imagen 4.3-5: Componentes de la prueba. (Diaz, 2021)

Existen muchas pruebas actualmente que pueden ayudarnos a la obtencién de las propiedades dindmicas de los
suelos, sin embargo, es bueno siempre utilizar mas de una prueba para corroborar datos, ya que, como se ha visto,
todas las pruebas tienen sus pros, pero mas importante sus contras, que pueden ser minimizadas si ocupamos técnicas
0 pruebas que se complementen unas a las otras.

Puede consultarse la referencia de Bran Sanchez, J. B., Gonzales Cruz, R. A., & Ortiz Landaverde, H. A. (2009) para
conocer a detalle las pruebas mencionadas con anterioridad, ademas de algunas otras menos conocidas.



5 Ecuacion diferencial fraccionaria para estimar la respuesta en un deposito de suelo

5.1 Ecuacion diferencial clasica

En general, para estimar la respuesta dindmica de un sistema, se puede considerar un grado de libertad, sin embargo,
esto puede no ser suficiente para representar con precisién el comportamiento del sistema, por lo cual, para el caso
de estudio de este trabajo, se analizara un sistema de varios grados de libertad por su complejidad, el cual, cada grado
de libertad representara un estrato del subsuelo, cada uno con diferentes caracteristicas de masa, rigidez y periodo
de vibrar.

En el caso mads sencillo, es decir, un sistema de un grado de libertad, cuando el terreno experimenta un desplazamiento
horizontal “S” se generan en el sistema:

1. Fuerzas deinercia

y /- 2. Fuerzas de rigidez

Fuerzas de amortiguamiento

= Fanottiganiento PO lo anterior:
Frizidez Finercia = m * ¥(t)

Famortiguamiento = cu(t)

Frigidez = k » u(t)

En donde:

K= rigidez lateral

F 3

C= coeficiente o relacidn de amortiguamiento
Imagen 5.1-1: Sistema de 1GL
X=aceleracion absoluta

Empleando el principio de D’Alambert, el cual establece que las fuerzas actuantes en el sistema dindmico se
encuentran en equilibrio, la ecuacién diferencial del equilibrio dindmico o de movimiento es:

mxX(t) +cu(®)k~u(t) =0 5.1-1
Por otro lado, se define a la aceleracion absoluta como la suma de las aceleraciones en la base del sistema mas la
suma de las aceleraciones en la masa:

£() = §(t) + i(t)

Definiendo también a:
w, = |—:Frecuencia natural del sistema
m

c
& = — fraccion de amortiguamiento critico
cr



cr=2Vkxm o cr=2*m=+* w,

Lo anterior implica que el amortiguamiento critico esta relacionado con la frecuencia fundamental de vibracién. Por
otro lado, se tiene que

2m )
Tn = —: Periodo natural
wn

1 o, .
fn= T =2 Frecuencia natural
n s

Entonces, reescribiendo la ecuacion 5.1-1, y dividiendo todo entre la masa “m” la ecuacion de movimiento queda:
() + 2Ew,u(t) + wy? u(t) = — §(¢) 5.1-2

5.1.1 Sistema acoplado

En un sistema estructural de 3 grados de libertad como el que se muestra a continuacién, las fuerzas a considerar
son las que se muestran en la siguiente figura.

m2 (i + 1)
PR C3(us) Las ecuaciones de equilibrio dindmico para cada masa son:
k3(us —us)
k3(uz —uz) m1(ul + iis) + c1(u1) + k1(u) —k2(u2 —ul) = 0
m2 (i, + 1) )
= C2(uy) m2(u2 + ts) + c2(012) + k2(u2 —ul) —k3(u3 —u2) =0
k(up —uy)
m3(u3 + iis) + c3(13) + k3(u3 —u2) =0
k1(uz —up) m1(iiy + )
C1(uy)
“icuy)

Imagen 5.1-2: Sistema de 3 GL

Expresado matricialmente:

ml O 0 7ful cl 0 O07fut k1 + k2 —k2 0 ul 1
0 m2 O ||lu2|+]0 2 O]|u2|l+]| —k2 k2 +k3 —k3[||u2|=—-tus*m]|1
0 0 m3lLly3 0 0 313 0 —k3 k3 1lu3 1
O bien
1
mii + cu+ ku = —us(t) *m [1] 5.1-3
1

En donde



m: Matriz de masas

c: Matriz de amortiguamiento

k: Matriz de rigideces

ii:Vector de aceleraciones

u:Vector de velocidades

u:Vector de desplazamientos

Por otro lado, para el caso de vibraciones libres sin amortiguamiento, la ecuaciéon de movimiento es
mi+ku=0

Puede suponerse que la respuesta de la vibracion libre del sistema es de tipo armadnico, es decir, el desplazamiento de
cada una de las masas puede describirse mediante una funcidon armdnica. Por ejemplo, puede expresarse la siguiente
funcién:

u = fisen(wt + 6);
En donde
il: vector que contiene las formas del sistema (relacion que guardan cada una de las masas con las demas)
0:Angulo de fase
Si derivamos 2 veces u obtenemos las aceleraciones del sistema
i = —w?isen(wt + 0) = —w?u

Sustituyendo las funcionesuyii en la ecuacién de movimiento

—w?fisen(wt + 0) + kiisen(wt +0) =0
Es decir

sen(wt + 0)[k —mw?li =0

En donde sen(wt + ) es distinto de cero, por lo que la condicién de equilibrio del sistema se satisface de acuerdo
con:

[k —mw?]i=0

La ecuacion anterior representa lo que se conoce como un problema de valores y vectores caracteristicos, en donde
los diferentes valores de w2 que satisfacen la ecuacion son los valores caracteristicos del sistema. Los vectores de
desplazamiento asociados a cada frecuencia w son los vectores caracteristicos del sistema y representan las formas
de vibrar del sistema (formas modales).

Para que existan valores de 1 distintos de cero, es necesario que el siguiente determinante se anule:



[k —mw?]i=0

Desarrollando el determinante de la ecuacién anterior se define el polinomio caracteristico y al cual, resolviendo sus
raices, se obtienen las frecuencias del sistema al cuadrado. Las frecuencias deben ordenarse en forma ascendente,
por lo que

wl

w=|w2]; wl<w2<w3<--wn
wn

En la ecuacion anterior se observa que la matriz de rigidez k no es diagonal, lo que implica que el sistema esta acoplado
y las n ecuaciones diferenciales deben resolverse al mismo tiempo; cuando el sistema es de un grado de libertad, la
ecuacién puede dividirse entre la masa como se menciond anteriormente, obteniendo una ecuacién mas simple, sin
embargo para un sistema de 2 o mas grados de libertad, cada una de nuestras ecuaciones diferenciales contienen
diferentes masas, por lo que dividir cada ecuacidn entre su respectiva masa resultara en una ecuacion mas compleja,
que, pese a que puede ser resuelta sin ningun problema, solo dificulta los calculos.

Por otro lado, al momento de obtener los espectros de respuesta de un sistema acoplado, se obtiene que las 3 masas
se comportan de forma similar, lo cual no es del todo correcto; convienen en este sentido realizar un andlisis dinamico
modal con una superposicion modal para desacoplar las ecuaciones diferenciales asociadas a cada modo de vibrar. Al
momento de desacoplar las ecuaciones diferenciales de un sistema acoplado se logra que en lugar de tener que
resolver las n ecuaciones diferenciales al mismo tiempo, se pueda resolver cada ecuacién por separado como si se
tratase de n sistemas de 1 grado de libertad, lo que a su vez dard una mejor respuesta dindmica de cada masa
considerando todas las formas de vibrar del sistema.

Para lograr desacoplar nuestras ecuaciones, es necesario definir

1. Propiedades de ortogonalidad
Los vectores caracteristicos cumplen las siguientes propiedades:
a) Entre los diferentes modos de vibrar, con la matriz de masas:

aTMa; = 0,i #j
1;, 1ij: vectores para modos i, j condicion valida para cualquier par de modos

b) Respecto a la matriz de rigideces
~Tra
a; Ki; =0
2. Normalizacion
La normalizacidn se plantea para que se satisfaga la siguiente condicidon
oK =1
Por lo tanto, puede calcularse el siguiente escalar

~

m; = A Mil;: Factor de escalar del modo i para cualquier modo i



La forma modal normalizada se expresa como

p i i
LT T =" T
Vg Jarma;
Como consecuencia de la normalizacion de cada uno de los modos de vibrar, se cumple:

PTM@ =1
Donde
P11 @¢12.. @ln
¢=[

¢21 ©22.. ®2nl=[®1, 02,.., ©n] 5.1-4
onl ©On2.. Onn

Se le conoce como matriz modal en donde n es el nimero de vectores

5.1.2 Sistema desacoplado

Existe una manera de diagonalizar la matriz de rigidez k, haciendo un cambio de ejes de coordenadas (De la Colina et
al., 2016):

u(®) = 6q(0)
i(t) = 04 (0
it = 04 (0)

En donde @ es la matriz modal y q,q,{§ son vectores, funciones del tiempo. Se les conoce como coordenadas
geométricas.

La ecuacion de movimiento para 3 grados de libertad puede escribirse ahora como:
1
m@g(t) + cdq(t) + kdq(t) = —us(t) *m|1 5.1-5
1
En donde la diagonalizacidn de K se logra multiplicando cada termino por @ transpuesta
1
PTmoG(t) + 0T cPg(t) + 0TkPq(t) = —@7 us(t) * m |1
1
O bien

1
m () + c*q(t) + k*q(t) = —@T us(t) * m H
1

Donde

m* = @Tmo



c*=0¢Tco
= @Tko

Las cuales son matrices diagonales; para un sistema de 3 grados de libertad queda como

mt* 0 0 1[al] [e1r o o7qrat k1 f1(0)"
0 m2* 0 ||g2[+]0 <20 o0||az2|+ =<F2(t)"
0 0 m31[q3 0 0 a3 k3 300"

Sin embargo, lo anterior aplica para un sistema de n grados de libertad quedando como

cl* 0 0 1ra1 k1* 0 0 7[al f1(e)”
0 ¢2*.. 0[|g2.. 0 k2°.. 0 [|a2..|=1f2()" ..

0 0 qn 0 fn()*

0 mz... 0 |[¢z..|+ +

[m* 0 0 ] ql
0 0 mn*l |dn

En donde se observa que el sistema ha sido desacoplado y pueden resolverse las n ecuaciones diferenciales por
separado

Entonces se tiene que
m*G(t) +c¢q(t) + k7iq(t) = ()", i =1,23,. 5.1-6

Dividiendo las ecuaciones modales entre su respectivo termino m*;

G(@) +

ALICI Loy
m*

i Y
Considerando que
m'; = @' M@, f(); = —(Z)TiMli's(t) *J, Donde ] es una matriz de unos
@;: vectores modales

Entonces las ecuaciones de movimiento pueden escribirse como:

T
G); + 28w;q(t); + w?; qt); = @T M@ us(t) 5.1-7
En donde
(1)2i = kil
m;
¢’
ZE(A),: = m

Al termino



0T M x]

r; = m 5.1-8

Se le conoce como coeficiente de participacion, el cual es una medida de la contribucién del modo i sobre la respuesta
del sistema.

Cuando los vectores asociados a cada forma de vibrar no se normalizan, los factores de participacion suman 1; sin
embargo, cuando los vectores se normalizan, los factores de participacién no necesariamente sumaran 1. En el caso
de estudio de este trabajo, se usaran los vectores caracteristicos no normalizados y los coeficientes de participacion
asociados a los mismos.

Para la solucion de la ecuaciéon de movimiento de un grado de libertad o de un sistema desacoplado, son muy dutiles
los métodos numéricos ya que la funcion iis(t) es aleatoria. De los diversos métodos numéricos que pueden
emplearse, se presenta el método de Newmark a continuacion.

El procedimiento permite estimar el valor de las funciones u, 1 y ii en cada instante de tiempo, conociendo que la
ecuacion diferencial se puede expresar como:

Milyyq + Cljyq + Kjyg = —US(E) 41 * M
Las condiciones iniciales son
. Py—cug+ku, .
a) g = %; donde Py = m = us(ty)

b) Sefijaun At
c) Se calculan las constantes

a; =—m+L
BAL? BAt
az—[mm+(}/—;—1)(f
1 Y
s =(ﬁ—1)m+At(ﬁ—1)c
k*=k+a,

Los pasos para cada paso de tiempo desde i=0,1,2,... son
a) Py =Pt agruitayriytag iy, Py =mxus(tiyg)

Pit1"
k*

b) ujy, =

Q) gy = 5 (iay —w) + (1 —%) 0 + At (1 —%) ii;

1

d) i =707

1. 1 .
(Ui — W) — i~ G~ D
Los valores recomendados parayy

1
y = > B = 7 (metodo de la aceleracion promedio constante)



1
y=3 B = g (metodo de la aceleracion lineal)

5.2 Ecuacion diferencial fraccionaria

Del capitulo anterior, se sabe que la ecuacion de movimiento para sistemas de un grado de libertad es
i(t) + 2Ew,u(t) + wy? u(t) = — §(¢)

También se sabe que para sistemas de 2 o mas grados de libertad, puede desacoplarse el sistema permitiendo tener
n ecuaciones que pueden resolverse por separado

4(0); + 28w;iq(t); + w?; q(t); = —ry * us(t)

Como se observa, las ecuaciones desacopladas tienen la misma forma que los sistemas de un grado de libertad, por lo
cual, se puede tomar una parte y hacerla fraccionaria, es decir

d? q(t); d” q(0); . 5.2-1
e -+ waiidt“ li + w?; q(t); = —r; * us(t)
En donde

a: Orden de la derivada fraccionaria

En este caso, se hace fraccionaria la parte del sistema que contiene el amortiguamiento para observar que es lo que
ocurre en un estrato del suelo cuando se varia el orden de la derivada fraccionaria; sin embargo, también puede
hacerse fraccionaria cualquier parde de la ecuacidn, como la parte que estd relacionada a la masa del sistemay en la
cual pueda observarse que es lo que ocurria con el estrato del suelo al hacer fraccionaria la segunda derivada respecto
al tiempo. Este trabajo puede ser una contribucién importante como una continuacién a este proyecto de tesis.

¢Qué implica implementar una derivada fraccionaria?
Ecuacion diferencial entera (modelo entero)

Una forma sencilla de imitar un sistema de un solo grado de libertad es adaptando el modelo de Kelvin-Voigt como se
indica en la Imagen 5.2-1 (Hermosillo et al., 2018). Estableciendo el equilibrio de las fuerzas de inercia, amortiguacion
y rigidez con la fuerza de excitacion que actua sobre la masa, se define la ecuacidn diferencial de movimiento clasica
(modelo entero):

mdzx(t)+ dx(t)
T

+kx(t) =F(t)

En donde:
m = masa del cuerpo

¢ = coeficiente de amortiguamiento



k = rigidez del sistema
x(t) = funcion de desplazamientos del sistema

F(t) = fuerza de excitacidn

=]

m > F(t)

N k 000

Imagen 5.2-1: Modelo reoldgico de un sistema de un grado de libertad (1GL) (Hermosillo et al., 2018)

Ecuacion diferencial fraccionaria (modelo fraccionario)

La ecuacidn diferencial fraccionaria de movimiento se puede establecer a partir del modelo reolégico fraccionario que
se muestra en la Imagen 5.2-2. Este modelo estd adaptado del modelo reolégico de Kelvin-Voigt con un
amortiguamiento fraccionario (elemento triangular), llamado spring-pot (Hermosillo et al., 2018), que equivale a una
combinacién de resortes y amortiguadores dispuestos como se indica en la Imagen 5.2-3

c*
N

m > F(t)

VAV

*

k 000

VS

2L

/

Imagen 5.2-2:Modelo reoldgico fraccionario de un sistema de un grado de libertad (1GL) (Hermosillo et al., 2018)
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Imagen 5.2-3:Representacion esquemdtica de un elemento “spring-pot” en un modelo reoldgico fraccionario
(Hermosillo et al., 2018)

El “spring-pot” es un elemento que representa el comportamiento de un material que no es ni un sélido elastico
(resorte) ni un fluido puro (amortiguador); dicho material es un conjunto de resortes y amortiguadores que pueden
modelar materiales reales que tienen propiedades tanto sélidas como fases fluidas a nivel molecular. En consecuencia,
cuando a=1, la fase es predominantemente fluida y cuando a=0, predomina la fase sélida. Por lo tanto, un nimero
fraccionario entre cero y uno produce la proporcién sdlida y fluida correspondiente. Esto implica que, cuando hay una
derivada fraccionaria en la ecuacidn diferencial, el término velocidad se reemplaza por un componente entre los
estados fisicos de desplazamiento (a=0) y velocidad (a= 1) que coincide mas con la realidad de los materiales reales.
La constante de viscosidad se convierte en una funcién del material (c*) con propiedades combinadas de viscosidad y
rigidez que dependen del exponente fraccionario; es decir, cuando a@ — 1, ¢c* — viscosidad del sistema (c) y cuando
a — 0, c* - rigidez del sistema (k =k*+3k), por lo que la rigidez total del sistema fraccionario (k*) aumenta en dk.

Esta caracteristica hace que el calculo fraccionario sea superior al calculo entero para modelar problemas dindmicos
porque el modelado fraccionario permite que, tanto la rigidez aumente como el amortiguamiento disminuya, debido
a las acciones dinamicas. Ahora, a partir del equilibrio de fuerzas para el modelo indicado en la Imagen 5.2-2, la
ecuacion diferencial fraccionaria se puede escribir como:

d?x(t) , d*x(t)
m a2 +c die +

k*x(t) = F(t)

en donde

m = masa del cuerpo

c* = coeficiente de amortiguamiento fraccionario
k* =rigidez del Sistema fraccionario

F(t) = fuerza de excitacion

x(t) =funcién de desplazamientos

d%x(t)
dat®

: término llamado velocidad-desplazamiento (Hermosillo et al., 2018)



o, = exponente fraccionario (1 > o > 0)
Para mas detalles se sugiere consultar la referencia (Hermosillo et al., 2018).

La solucién analitica de la ecuacion diferencial 5.2-1 puede encontrarse usando las técnicas de las transformadas de
Laplace o de Fourier como se ha visto en el presente trabajo, aunque también existen otros métodos como el de
perturbaciones donde puede estimarse una funcidn solucidon dependiendo de las condiciones iniciales, orden de la
derivada y la funcion excitadora.

Actualmente existen diferentes algoritmos dedicados a la estimacidn de la solucién de la derivada fraccionaria. En este
trabajo la ecuacién 5.2-1 se resuelve a través de métodos numéricos, para lo cual, se utilizd la plataforma de
SUMULINK de Matlab, la cual permite plantear, a través de diagramas de bloques, la solucidon a la ecuacion de
movimiento fraccionario.

6 Caso de estudio: Deposito de arcilla

6.1 Registros de aceleraciones, sismos 1985y 2017

Como se menciond anteriormente, algunos de los sismos de mayor relevancia en la Ciudad de México han
sido los ocurridos en septiembre de 1985y 2017; de todas las estaciones sismolégicas, para este trabajo se
utilizaran los acelerogramas registrados en las estaciones de Ciudad Universitaria (CU) y la Secretaria de
Comunicaciones y Transportes (SCT), las cuales estan sobre zona de lomas (suelos duros y sismos de corta
duracidn) y zona de lago (suelos blandos y favorece la duracion de los sismos) respectivamente. En la Imagen
6.1-1 se observa la localizacién de ambas estaciones.
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% Limite suelo firme %
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Imagen 6.1-1: Localizacion de estaciones sismoldgicas de CU y SCT. (Instituto de ingenieria UNAM, 2017)



Los registros de las aceleraciones de ambos sitios se presentan en la Imagen 6.1-2 e Imagen 6.1-3
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Imagen 6.1-2: Acelerogramas registrados en las estaciones de CU y SCT, en 1985

ACELEROGRAMA CU Y SCT 2017

—S5CT2017

—CU2017

I\lwl}m PPN 1T YO

11‘
0 , r"'”' IU'”H"’”" LA

t(s)

Imagen 6.1-3:Acelerogramas registrados en las estaciones de CU y SCT, en 2017.



Para cada registro de aceleraciones, se calculé su espectro de respuesta con un amortiguamiento del 5%.
En la Imagen 6.1-4,Imagen 6.1-5,Imagen 6.1-6 € Imagen 6.1-7, se presentan dichos espectros de respuesta. En
este trabajo, se implementd el método de Newmark (De la Colina et al., 2016) para determinar la respuesta
en el tiempo de un sistema de 1GL. Posteriormente, se implementd la posibilidad de calcular la maxima
respuesta en el tiempo para diferentes sistemas de 1GL con diferente periodo de vibrar.
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Imagen 6.1-4: Espectro de aceleraciones CU 1985 Imagen 6.1-5:Espectro de aceleraciones CU 2017
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Imagen 6.1-6:Espectro de aceleraciones SCT 1985 Imagen 6.1-7:Espectro de aceleraciones SCT 2017



6.2 Propiedades dinamicas del depésito del suelo

El propdsito del presente trabajo es encontrar la respuesta de los depdsitos de arcilla ubicados bajo la
estacion sismoldgica SCT, dando como sefial en su base la registrada en CU (manto rocoso), es decir, se
pretende como primer paso dar la sefial en la base o en un suelo duro, para entonces amplificar la respuesta
y observar el comportamiento en suelos superiores mas blandos (arcillosos) como son los de la SCT, por lo
anterior, es necesario encontrar las propiedades de las arcillas en el sitio.

Se sabe que para suelos estratificados:

f =1.2; faltor de forma 6.2-1
para secciones rectangulares

A = area de seccion transversal 6.2-2
H
p = peso volumetrico 6.2-3
I H; = espesor de estrato i 6.2-4
Imagen 6.2-1: Suelos estratificados. G 6.2-5
(Herndndez, 2000) V, = g velocidad de onda S ( de cortante)

Por otro lado, sabemos que

G = (S) VS2 ;modulo de rigidez a cortante dinamico 6.2-6
Gx*A 6.2-7

K = ——;rigidez a cortante
feu"

Para un andlisis mds profundo del calculo del mdédulo de rigidez a cortante y del cdlculo para el periodo
fundamental de vibracién en suelos estratificados, se puede consultar el estudio “PRESENTACION DE UN



MODELO MATEMATICO PARA EL CALCULO DEL PERIODO FUNDAMENTAL DE VIBRACION EN SUELOS
ESTRATIFICADOS CON CAPACIDAD DE PREDECIR EFECTOS DE AMPLIFICACION O ATENUACION DINAMICA”.
(Hernandez, 2000)

De lo anterior, se requiere conocer la rigidez de cada estrato para entonces obtener por medio de un andlisis
dindmico modal, los modos de vibrar y los periodos del suelo; para tal fin es necesario conocer “Vs” que
como se vio en capitulos anteriores. Vs puede ser obtenido por pruebas de campo o de laboratorio, sin
embargo, las normas técnicas complementarias para disefio por sismo, en su apartado 8 “INTERACCION

SUELO ESTRUCTURA” pagina 77, mencionan que de no poderse obtener “Vs” se podra adoptar un valor de

80m . . . .
Vs = —,— como promedio para arcillas de la Ciudad de México.

Los valores de H, se obtendran a partir de estudios locale s de mecénica de suelos o , si éstos son insuficientes para
obtenerlos, se adoptara el valor calculado con la ecuacion 8.4.

VT

H === (8.4)
4

Donde V; debera ser determinada de la misma manera, a partir de estudios locales de mecéanica de suelos. En caso que éstos

sean insuficientes para obtenerla, se podra adoptar un valor de V=80 m/s.

Comentario:

Para estructuras desplantadas en las Zonas Il o 111, los espectros de diseiio para campo libre
especificados en el Capitulo 3 pueden no representar correctamente la excitacion sismica, pues
se han despreciado los efectos de interaccion cinematica debidos a la difraccion de las ondas
incidentes por la cimentacion, asi como los efectos de interaccion inercial debidos a la
flexibilidad del suelo y de la radiacién de ondas.

Imagen 6.2-2: Normas técnicas complementarias para disefio por sismo CDMX, Valor de Vs medio

Por otro lado, la clasificacion sismica de suelos segun el IBC 2006, nos dice que para suelos blandos la
180m

180m 80m
Vs < —,  por lo cual se tomaran los valores para Vs entre estos dos valores. —~ <Vs<

Tipo Wasp (Mis) Descripcion
A = 1,500 Roca dura
B 760 — 1,500 Roca
c 360 — 760 Roca blanda y suelo muy denso
D 180 — 360 Suelo rigido
E = 180 Suelo blando
F Suelos especiales (licuables, colapsables,
arcillas muy plasticas, suelos organicos)

Imagen 6.2-3:Clasificacion sismica de suelos IBC 2006

Se analizara un sistema de 4 grados de libertad, por lo que los valores de “Vs” para los 3 estratos de arcillas
gue se tomaran, seran los siguientes



74.44m

VSl =
85.922m
Vsy = ———=
12.787m
Sy =——m
7.533m
Sp =——

En donde el suelo 1 es el estrato a mayor profundidad, por lo que se puede suponer que es un estrato con
peso volumétrico mayor y que por ser un suelo mucho mas compacto que las arcillas sobre de él, su
velocidad de onda es la mayor.

Ahora, respecto al peso volumétrico de los estratos arcillosos, sabemos que las arcillas en la CDMX van
. t . . .
desde un peso volumétrico entre 1.1 e <y < 1.5—;, por lo que las arcillas analizadas tendran los valores

t
m
de

t
Y1 = 15m
t
Y2 = 14@
Y3 = 12—3
t
Ya = 11—3

Como ya se mostré antes, para el calculo del médulo de rigidez a cortante dindmico “G” se requiere de un
area transversal de analisis, la cual, para fines de este trabajo se tomara de:

A =12000m?



Por ultimo, para el espesor del estrato arcilloso a

S S S S S S —
analizar, se necesita de un estudio de mecanica de 2 ons

suelos para conocer exactamente la estratigrafia

del sitio junto con sus espesores, sin embargo, para o

fines de este trabajo se tomard una media de h

espesores en el sitio de estudio, los cuales, han sido 1940

utilizados en diferentes tesis, estudios, normas, 1955

libros, reglamentos, y que han sido difundidos por e

la comunidad cientifica.

La estacidn sismoldgica de la SCT, que es el sitio con

los estratos arcillosos a analizar, se encuentra en I R RIS 0 SR S SRS .
Av. Universidad entre Cumbres de Maltrata y Xola, o ;ZDH’ZN R R mE o mm s e
Col. Narvarte, sitio en el que, segin las normas ——— i AR

técnicas complementarias para disefio por sismo
Imagen 6.2-4: NTC para disefio y construccion de

cimentaciones; Zonificacion geotécnica de la ciudad de
1l (lacustres), los cuales pueden superar incluso los  péxico (2017).

50 m de profundidad.

de la ciudad de México, se encuentran suelos tipo

h) ZonaIT Transicion, en la que los depésitos profundos se encuentran a 20 m de profundidad, o menos, v que esta constituida predominantemente por estratos arenosos v limo arenosos in

¢) Zona III. Lacustre. integrada por potentes depositos de arcilla altamente compresibles. separados por capas arenosas con contenido diverso de limo o arcilla. Estas capas arenosas son ge
lacustres suelen estar cubiertos superficialmente por suelos aluviales, materiales desecados v rellenos artificiales; el espesor de este conjunto puede ser superior a 30 m.

Imagen 6.2-5: Espesores de estratos segun las NTC-Cimentaciones del RCDF

Por otro lado, Pedro Ivan Martinez Robledo (2019) en su tesis de grado “perfil de velocidad de onda de
corte de la ciudad de México utilizando interferometria sismica”, muestra una ilustracién resumen en
donde se presentan los datos de los espesores de los suelos tipo 3 de la Ciudad de México, que van de
14 < H < 60m (ver Imagen 6.2-6).

LAX6 LAX7 LAX8 LAX10 LAX12 LAX14 LAX16 LAX17 LAX18

CIUDAD DE MEXICO

0 TIAERIALCO (Prrucin 4 8 e

Ao i b a2 RN NN N N
O=2NWARUOINXOO=2NWHAO k
Soodoooooooo0os0s  Vs(km/s)
S0S006566566666660

b)
Espesor (m) Veloadad (m/s] — -
CF e Ivehmdad minima (/5] [Velotidad méxima (w/s) il
1 14.41 60 240 754.3 i lacustres (arcilla, limo y arenas) y aluviales con lentes de pirodastos
2 62.25 500 3476 8204 Depsitos piroclasticos y dasticos fluviales interdigitados con unidades volcanicas
3 7025 1000 7471 1685 Coladas le lava de composicion andecitica-rolitica
4 951.6 1652 1038 2143 |secuencias de tobas, brechas volcanicas con derrames lavicos
5 o » 1268 2576 |calizas fosiliferas y dolomias interestratificadas

Imagen 6.2-6:Espesores de sedimentos lacustres en la CDMX por interferometria sismica



El instituto de ingenieria de la UNAM
realizdé un informe técnico para el
gobierno de la Ciudad de México, de
una actualizacién de la zonificacion
sismica de la Ciudad de México y areas
aledafias, en donde se muestran dos
mapas, un mapa del espesor del suelo
para la ciudad de Meéxico y zonas
aledafias junto con los dafios del sismo
de 1985y 2017, y otro mapa de interés
para este trabajo en el que se muestran
los estratos por
alcaldia en la ciudad de México, mas

los espesores de

especificamente en la alcaldia Benito
Juarez.
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Imagen 6.2-7:Mapa de espesor del suelo para la Ciudad de México y
dreas aledanas segun informe técnico del instituto de ingenieria de
la UNAM. (lingen UNAM, 2020)

En la Imagen 6.2-7 puede observarse que en la zona de estudio (estacidn sismoldgica SCT) se encuentran

espesores de estratos que varian de entre los 23 a los 60m de espesor.
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Imagen 6.2-8: Mapa de espesor del suelo para la alcaldia Benito Judrez. (lingen UNAM, 2020)



Viendo ahora la Imagen 6.2-8, podemos observar mas de cerca la alcaldia Benito Juarez, zona en donde se
encuentra la SCT, y para la cual se pueden observar espesores de estrato de entre 28 a 43m, por lo cual, el
valor que se tomara de espesor de estrato arcilloso a analizar en la SCT sera de

H=H1+H2+ H3+ H4 = 35.686m

Con lo anterior, ya se tiene todo para realizar el calculo del médulo de rigidez a cortante dindmico “G” y
con ello la rigidez a cortante de cada estrato, como se muestra a continuacion.

Se supondran espesores de estratos:

H1 =13.88m
H2 =17.85m
H3 =1.667m
H4 =2.273m

Por lo cual:

gravedad= ~ 9.81 m/s2

SUELO

< E VS [m/s] 74.440 85.922 12.787 7.533
g E P vol [T/m3] 1.500 1.400 1.200 1.100
S 9 H [m] 13.889 17.857 1.667 2.273
e B [m] 10.000 10.000 10.000 10.000
o4 L[m] 1,200.000  1,200.000  1,200.000  1,200.000
S 9 A transv [m2] 12,000.00 12,000.00 12,000.00  12,000.00
= = Peso [T] 250,002.00 299,997.60  24,004.80  30,003.60
. § G [T/m2] 847.30 1,053.58 20.00 6.36
5 = K [T/cm] 6,100.48 5,900.10 1,199.81 279.94
a8 E [kg/cm2] 254.19 316.07 6.00 1.91

POISSON

Imagen 6.2-9: Calculo de médulo G y rigidez K

Con el anterior calculo, obtenemos que los pesos y rigideces que se ingresaran al analisis dindmico modal
seran:

P1 = 250,002[t] K1 =6,100.48 [L]
C

m
P2 =299,997]¢] K2 = 59001 |-
cm
P3 = 24,004.8[t] K3 = 1199.81 [L]
cm

P4 = 30,003.6[t] K4 = 279.94 [i]
' cm



6.3 Ecuacion diferencial clasica

Como se menciond en capitulos anteriores, la @CuaCion ... T o o_sens  ves— s 5 ves e 7sis
de movimiento que se usara serd la ecuacién diferencial *1=t5 — P2=-t0 —  PE=-12 —  P-11 —
HIl = 1388 m H2 =1785m H3 = 166Tm H4=2273m
desacoplada, ya que facilita en gran medida los cdlculos
B=10 m Lo = 1200 m gra = .81 grav = 981
y da una mejor aproximacion para el propdsito de este . _5:._ 100 o1 m ;‘m}_mzz w720
B L gra
trabaJo. FIT EVEELELe Z e a2 = [ 22 ) w82 - 105 x 10°
P2=PV2-H2BLo=299%%76 t wem )
! S, . (P (o2
Con el fin de obtener los factores de participacion, 3 =FV3HiBLo=240048 G = | g J VST = 000
e . . 4 = PV4-H4 o= (PV4Y 2
vectores caracteristicos y periodos de vibrar para cada 7T R 7006 ot = T Jvse’ = 6363
modo, se programé en Mathcad el anadlisis dinamico o
i . m, = = 254844 (G1-Ac)
modal de un sistema de 4 grados de libertad, el cual se ™ e . :[ um}_mo_“ .
L= —— = 303.808 100 om
muestra en los Anexos 9.5 T [(Guﬂ .
m3.=£=3¢.4? o LLZE2] s om
grav 2T w0 T R
Considerando las masas calculadas respecto a los pesos  _ » _, . [fm'-*ﬂ =
. . ) 4 grav o 12-H3 1w 3
de cada estrato obtenidos con anterioridad y al darle las k3 o 1210
rigideces del sistema al andlisis dinamico modal, K, J 13HJ —2m037  em
= 100

programado en Mathcad, como se observa en la Imagen
. . Imagen 6.3-1: Andlisis dinadmico modal 4GL en Mathcad
6.3-1, Se obtiene entonces para ambos sismos lo

siguiente

RESUMEN GENERAL DE RESULTADOS

MASA Y RIGIDEZ FRECUENCIA NATURAL CIRCULAR DEL SISTEMA PERIODO NATURAL DEL SISTEMA
Myacas = augment[ml.m,.ma.m_d = (254844 305808 2447 30.583)
V12 (8337 (0734
Mpigige, = migment(kc; ky Ky k| = (610047995 5900098507 1199814122 279.836915) 3167 Loss
= ams T l2m
\ 7416 L0847
MODOS DE VIBRAR
Sin lizar, para caleulo de partici) Y para ealeulo de Ult) en la ion de
pars tres grados de liberfad
[ 1 1 1
N 1 Ua.Us Uy | 0968196 L6OTI2 1800439 034123
M ; = (U1, U2, U3, U4) =
"modosNoNommalizados = 24Ement( V7| 50503 023 3255506 —2154127
| —0986561 —4821925 795386 043014 |
FACTORES DE PARTICIPACION NO NORMALIZADOS
MiyctPartNoNormalizados = 2ugment(T'1. T2, T3, T4) = (0.03462430939 0.34659441043 0.32797377366 0.27080750632) Tpp =1+ T2+ T3+ T4=1

Imagen 6.3-2: Resultados del andlisis dindmico modal 4GL



Dichos valores de los vectores caracteristicos, factores de participacién y periodos naturales del sistema, se
dan como datos al procedimiento de la solucién de la ecuacién de movimiento desacoplada programada en
SIMULINK de Mathlab, y el cual también puede encontrarse en los Anexos de este trabajo.

Por otro lado, el método programado en SIMULINK para la soluciéon de la ecuacién de movimiento
desacoplada hace uso de dos archivos que le da el usuario, los cuales tienen que ser del tipo *.DAT, en este
caso son llamados “Serie” y “tiempo” , y deben encontrarse en la misma carpeta que el programa en
SIMULINK para funcionar; el archivo llamado “tiempo” es un vector de tiempos de muestreo para la seial
del sismo y el archivo llamado “Serie” contiene un vector con todos los muestreos de las aceleraciones del
sismo, es decir, la combinaciéon de ambos archivos genera el acelerograma o funcién excitadora. En este
caso, el archivo “tiempo” contendra un vector de tiempos con muestreo a cada 0.02s y el archivo “Serie”
contendra los datos de las aceleraciones para el sismo de CU 1985 o de CU2017 de la componente mas
representativa.

Adicionalmente, el método programado en Simulink usa de apoyo a dos programas, el primero es llamado
“Vars3GL_Desacoplada.m” el cual es el programa en Matlab en el que se inyectan todos los datos obtenidos
del analisis dindmico modal y que calcula adicionalmente otros pardmetros. El segundo programa es
llamado “Salva3GL_Desacoplada.m”, cddigo en Matlab que se encarga de tomar los vectores de
aceleraciones relativas obtenidas del programa en SIMULINK y los guarda en los archivos .DAT o .TXT ya
mencionados con anterioridad.

De lo anterior, se presenta un resumen para la ejecucién del conjunto de programas hasta llegar a la
obtencidén de las aceleraciones relativas del sistema.

1. Se ejecuta un andlisis dindamico modal con los datos de masas y rigideces de nuestro sistema
Se obtienen los valores caracteristicos, factores de participacidn y periodos naturales de vibrar del
sistema

3. Se generan los archivos “Serie” y “tiempo” y se colocan en una carpeta junto con el programa de
SIMULINK y los cédigos en Matlab “Salva4GL_Desacoplada.m” y “Vars4GL_Desacoplada.m”

4. Se ejecuta el cédigo en Matlab “Vars4GL_Desacoplada.m” y se le dan los datos de los vectores
caracteristicos, factores de participacion y periodos de vibrar obtenidos en el paso 2

5. Se ejecuta el programa de SIMULINK para la solucién de la ecuacion de movimiento desacoplada
llamado “ec_mov_desacoplada.sIx”

6. Se ejecuta el programa en Matlab “SalvadGL_Desacoplada.m” para guardar las aceleraciones
relativas de las masas en archivos .DAT o .TXT

7. Habiéndose obtenido las aceleraciones relativas, se puede calcular el espectro de aceleraciones
relativo y absoluto.

Nota. Todo el conjunto de programas desarrollados y mencionados para este trabajo se incluyen en los
anexos para que puedan ser reproducidos.



Del punto nuimero 6, el programa en SIMULINK “ec_mov_desacoplada.six” junto con el cédigo
“SalvadGL_Desacoplada.m” genera varios archivos .DAT o .TXT los cuales llevan por nombre “DDQ31",”
DDQ32”,” bDQ33”, ” DDQ34”, los cuales son archivos que contienen los vectores, funciones del tiempo,
que al ser multiplicados por su respectivo vector caracteristico se convierten en las llamadas coordenadas
geomeétricas

Por otro lado, el programa genera otros archivos .DAT o .TXT llamados “DDU1”, “DDU2”, “DDU3"y “DDU4”
los cuales contienen las aceleraciones relativas del sistema completo en las 4 masas, es decir, es la suma de
las aceleraciones relativas de los 4 modos de vibrar del sistema para las cuatro masas ( DDU1 es la suma de
las 4 aceleraciones relativas de los cuatro modos de vibrar en la masa 1, DDU2 es la suma de las 4
aceleraciones relativas de los cuatro modos de vibrar en la masa 2, DDU3 es la suma de las 4 aceleraciones
relativas de los cuatro modos de vibrar en la masa 3, DDU4 es la suma de las 4 aceleraciones relativas de
los cuatro modos de vibrar en la masa 4)

slprj 1

DDQ31.dat 1

DDQ32.dat 1

DDQ33.dat 1

DDQ34.dat 1

DDU1.dat 1

DDU2.dat 1

DDU3.dat 1

DDU4.dat 1

ec_mov_desacoplada.slx 1

ec_mov_desacoplada.slxc 1

ESPECTROS CU1985 A SCT 1985 TESISxsx 1
Salva4GL_Desacoplada.m 1

OoBO0OOoO0oDOoOOODOG

Serie.dat 1
_| tiempo.dat 1
_| Vars4GL_Desacoplada.m 1

Imagen 6.3-3: Archivos y programas para la solucion de la ecuacién de movimiento desacoplada

Ya conociendo cdmo funciona el conjunto de programas desarrollados para la solucién de la ecuacién de
movimiento desacoplada, se presentan a continuacidon los datos obtenidos del andlisis dinamico modal, al
programa en matlab de “Vars4GL_Desacoplada.m”. Los datos de periodo, masa, factores de participaciony
vectores caracteristicos son los mismos para ambos analisis (sismo de 1985 y sismo del 2017).

Para el primer caso (sismo de 1985) se le da al programa la sefial de CU de 1985 y se le da al sistema el
amortiguamiento necesario para encontrar la respuesta correcta (la que alcanza los puntos maximos
comparandolo con la sefial de SCT 1985).

Para el segundo caso (sismo de 2017) se le da al programa la sefial de CU de 2017 y se le da al sistema el
amortiguamiento necesario para encontrar la respuesta correcta (la que alcanza los puntos maximos
comparandolo con la seial de SCT 2017).



FFza=l; FFza=1;
Masal=254.84
Masa2=305.81
Masa3=24.47
Masa4=30.58

Masal=254.84
Masa2=305.81
Masa3=24.47
Masa4=30.58

Tl=z.70z forma T1=z.702 % p forma a
T2=1.3984 forma T2=1.984 % p forma a
T3=0.847 forma T3=0.847 3% p forma a
T4=0.754 forma T4=0.754 % p = forma a
£01=1/T1 fol=1/T1 =
fo2=1/T2 £02=1/T2 %
fo3=1/T3 £03=1/T3 %
fo4=1/T4 foe=1/T4 =

Amort1=0.25
REmort2=0.03
Amort3=0.01
Amort4=0.01
alpha=0.1
Fac=1:

Emortl=0.43
Bmort2=0.03
Amort3=0.01
Amort4=0.01
alpha=0.1
exitadora (: Fac=1;

o omooow
[T

Termino asociado a la

Wdp o0 e P e

%
%
5
5
5
% M

plicador de la

Fparticipacionl=0. Fparticipacionl=0.
Fparticipacion2=0.
Fparticipacion3=0.

Fparticipacion4=0.

Fparticipacion2=0.
Fparticipacion3=0.
Fparticipacion4=0.

Vecarll=l
Vcarlz=1.800433
Vcarl3=3.25559¢6
Vcarl4=7.95386
Vcarzl=l
Vcar22=1.600712
Vcar23=0.462383
Vear24=-4.821925

Vearll=l
Vcarl2=1.800439
Vcarl3=3.255596
Vcarl4=7.95386
Vcar2l=1
Vcar22=1.600712
Vcar23=0.462383
Vcar24=-4.821925
Vcar3l=sl
Vcar32=-0.34123
Vcoar33=-z.l154127
Vcar34=0.43014
Vcar4l=l
Vcar42=-0.965196
Vcar43=6.505243
Vear44=-0.986561

modo y

do modo

modo v

Vecar33=-2.154127
Vcar34=0.43014
Vcar4l=l
Vcar42=-0.9&81%6
Vear43=6.505243
Vcar44=-0.956561

to modo ¥

rto modo ¥y

Imagen 6.3-4: Inyeccion de datos de andlisis dindmico modal al programa “Vars4GL_Desacoplada.m” Matlab
para sismo de 1985 y sismo de 2017 respectivamente

El cédigo en Matlab de “Vars4GL_Desacoplada.m” se puede encontrar en los Anexos 9.3

Una vez ejecutado el procedimiento “Vars4GL Desacoplada.m”, ya se puede correr el programa
“ec_mov_desacoplada.sIx” en SIMULINK, para lo cual, como ya se ha mencionado, se alimenta el programa
con la funcién o los datos de cada sefial (se corre un programa para CU 1985 y otro para CU 2017) y
finalmente se ejecuta el programa Salva4dGL_Desacoplada.m”, para guardar los datos de las aceleraciones
relativas en archivos .DAT

El programa de la solucion de la ecuacidon de movimiento entera “ec_mov_desacoplada.slx” se puede
encontrar en Anexos 9.6
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Imagen 6.3-5: Imagen del programa para la solucion de la ecuacion de movimiento desacoplada entera

Con los archivos obtenidos, ya es posible calcular el espectro de respuesta de aceleraciones para cada masa,
pero principalmente la que es de interés es la cuarta masa, ya que es en donde supuestamente estd
representada la superficie del terreno, es decir, se toma el archivo llamado DDU4, que es la suma de las
aceleraciones relativas de los 4 modos de vibrar en la masa 4 y se calcula su espectro de respuesta

| oo
| ppuz
| pbu3
| DDU4

[ | ec_mov_desacoplada.sh

Imagen 6.3-6: Archivos generados por programa de SIMULINK

El calculo del espectro de aceleraciones absolutas se calcula con la suma de las aceleraciones de la funciéon
excitadora y las aceleraciones relativas en cada masa.

A continuacién, se muestran los dos casos mencionados anteriormente.



Caso 1: Sismo de 1985

En la Imagen 6.3-7 se presentan los espectros de respuesta calculados en cada una de las masas del sistema
de 4GL, teniéndose como excitacidn en la base de dicho sistema, el acelerograma registrado en la estacion
de CU en septiembre de 1985. Los espectros de respuesta se calcularon con el software DEGTRA (Ordaz et
al., 2005), desarrollado en el Instituto de Ingenieria de la UNAM.

ESPECTRO DE ACELERACIONES

1000
900 —— DEGTRA CU1985
~ 800 —— M4, Absol Desac, CU1985
€ 700
% 600 —— M3,Absol Desac, CU1985
g 500 —— M2 Absol Desac, CU1985
B 400 —— M1 Absol Desac, CU1985
< 300
Q
< 200
100 /\_’_/\—/\
0
0.4 0.9 1.4 1.9 2.4 2.9 3.4 3.9

Periodo (s)

Imagen 6.3-7: Espectro de aceleraciones absolutas para cada masa del sistema por método entero CU1985

En la Imagen 6.3-8 se presentan los espectros de respuesta de la sefial excitadora (CU1985), la respuesta del
sistema en la superficie (M4), y la sefial registrada en SCT (1985). Puede observarse que se ha reproducido
aceptablemente la respuesta del depédsito de suelo, conforme lo registrado en la estacién de SCT.

ESPECTRO DE ACELERACIONES

1000
—— DEGTRA SCT1985

< 800 —— M4, Absol Desac, CU1985
g — DEGTRA CU1985
< 600
(0]
c
S
@ 400
Q
3
< 200

/M

0.4 0.9 14 1.9 2.4 2.9 34 3.9

Periodo (s)

Imagen 6.3-8: Espectros de respuesta de la aceleracion absoluta para masa 4 del sistema, de la seiial excitadora
en la base y de la seiial registrada en SCT1985



Caso 2: Sismo del 2017

En la Imagen 6.3-9 se presentan los espectros de respuesta calculados en cada una de las masas del sistema
de 4GL, teniéndose como excitacidn en la base de dicho sistema, el acelerograma registrado en la estaciéon
de CU en septiembre de 2017. Los espectros de respuesta se calcularon con el software DEGTRA (Ordaz et
al., 2005), desarrollado en el Instituto de Ingenieria de la UNAM.

ESPECTRO DE ACELERACIONES

1000
900 —— DEGTRA CU2017
E 800
€ 700 ——— M4, Absol Desacoplada, CU2017
E 600
s 500 ——— M3,Absol Desacoplada, CU2017
8 400
< 300 ——M2,Absol Desacoplada, CU2017
< 200
100 —— M1,Absol Desacoplada, CU2017
0
0 1 2 3 4 5 6 7
Periodo (s)

Imagen 6.3-9: Espectro de aceleraciones absolutas para cada masa del sistema por método entero CU2017

En la Imagen ... se presentan los espectros de respuesta de la sefial excitadora (CU2017), la respuesta del
sistema en la superficie (M4), y la sefial registrada en SCT (2017). Al igual que en el analisis anterior, puede
observarse que se ha reproducido aceptablemente la respuesta del depésito de suelo, conforme lo
registrado en la estacion de SCT.

ESPECTRO DE ACELERACIONES

600
——DEGTRA SCT2017
500
~ —— M4,Absol Desacoplada CU 2017
S~
€ 400
L — DEGTRA CU2017
g
S 300
Q
o
L 200
3
<
100
. h
0
0 1 2 3 4 5 6 7

Periodo (s)

Imagen 6.3-10: Espectro de aceleracion absoluta para la masa 4 del sistema para una excitacion de CU2017, en
comparacion con el espectro de respuesta de la sefial registrada en SCT2017.



Se observa en la Imagen 6.3-8 y la Imagen 6.3-10, que la respuesta del sistema ante las sefales excitadoras de
CU1985 y CU2017 respectivamente, alcanza los puntos maximos en el periodo y la ordenada de aceleracidn
espectral esperada, es decir simulando los espectros de respuesta de las sefiales de la SCT1985 y SCT2017
respectivamente.

6.4 Ecuacion diferencial fraccionaria

Manaifose. 04
MasaZ=305.81
Masa3i=2=24.47
Masa4=30.58

El método programado en SIMULINK para la solucion de la ecuacién de

o)
[=]

movimiento desacoplada fraccionaria, se verificéd al comparar la solucion

J W -
(L]
Iy

00 kHN
ST

HoHHH
oW N

del programa por una ecuacion clasica entera y la solucién del programa
para una ecuacion diferencial fraccionaria, con un exponente fraccionario  foi1=1/71

fo2=1/Tz2

de a=0.9999, es decir, simulando la primera derivada entera. Lo3=1/T3

fod4=1,/T4

Siguiendo el mismo procedimiento descrito para resolver la  =zmesci=o.ss

Amort2=0.03

ecuacion diferencial clasica, se vuelven a proporcionar en el cddigo  *mozz3=c-°*
de Matlab “Vars4GL_Desacoplada.m” los datos del sistema de 4 @
grados de libertad, colocando como valor de la derivada fraccionaria = Frarcicipacioni=o.szs

Fparticipacion2=0.3465

un a=0.9999. Imagen 6.4-1:Definicion del termmo de la
derivada fraccionaria a=0.9999 (o bien,
derivada 1).

Posteriormente se colocan en la carpeta los archivos .DAT de “tiempo” y “Serie” para cada seial (o sismo)
y a su vez se ejecuta el programa en SIMULINK “ec_mov_desacoplada.sIx”, pero el que corresponde esta
vez al método fraccionario, en donde se hace uso del mddulo llamado “Ninteger” (Duarte, 2008) para la
solucidn de ecuaciones diferenciales fraccionarias.
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Imagen 6.4-2: Imagen del programa para la solucion de la ecuacion de movimiento desacoplada fraccionaria



Finalmente se ejecuta el programa “Salva4dGL_Desacoplada.m”, para guardar los datos de las aceleraciones
relativas con termino fraccionario a=0.9999 en archivos .DAT; se presenta a continuacidn la comparacién de
la solucién de la ecuacidon de movimiento desacoplado entero y fraccionario

ESPECTRO DE ACELERACIONES

DEGTRA CU1985

DEGTRA SCT 1985

eeeeess M4, Absol Desac, Alpha=0.999 CU1985

Aceleraciones (cm/2)
(9]
o
)

M3 absol Desac entera CU 1985

Periodo (s)

Imagen 6.4-3:Comparacion de espectros calculados utilizando una ecuacion diferencial entera y una fraccionaria,
para la excitacion de CU1985

ESPECTRO DE ACELERACIONES

600
DEGTRA CU2017
500
DEGTRA SCT 2017
g 400
g eessees M4, Absol Desac,Alpha 0.999 CU2017
g 300 M4 absol Desac entera CU 2017
3
@
@ 200
o
<
100
e
0 .
0 1 2 3 4 5 6 7

Periodo (s)

Imagen 6.4-4:Comparacion de espectros calculados utilizando una ecuacion diferencial entera y una fraccionaria,
para la excitacion de CU2017



Como se observa en la Imagen 6.4-3 y la Imagen 6.4-4, los espectros de respuesta obtenidos para la solucion
para ecuaciones diferenciales enteras son practicamente iguales a los obtenidos con la solucién de la
ecuacion diferencial fraccionaria, con a=0.9999~1, por lo que se puede asumir que el método para resolver
ecuaciones diferenciales fraccionarias esta funcionando correctamente.

El programa para la solucién de la ecuaciéon de movimiento desacoplada fraccionaria se puede encontrar en
los Anexos 9.7

Para hacer uso de los programas de las ecuaciones diferencia fraccionarias tiene que descargarse el mdédulo
“NINTEGER” (Duarte, 2008) de SIMULINK e instalarlo, disponible gratuitamente en linea.

6.5 Analisis de la respuesta del depdsito de suelo
6.5.1 Sismo de 1985

Con la seguridad de que el método
fraccionario para la solucién de la ecuacion de
movimiento desacoplada esta funcionando
correctamente, se realiza un barrido de
diferentes valores para el exponente
fraccionario a aplicando el procedimiento de
solucion para una ecuacion diferencial
fraccionaria; y asi poder observar la
respuesta del sistema para una excitacion de Iﬁﬁéen 6..5”-717:Arclr17i7|;os .DAT generados del barrido de a’s del
entrada utilizando el registro de aceleraciones meétodo fraccionario

del sismo de 1985, almacenando cada archivo .DAT para cada a para su posterior analisis, recordando que

cada uno de estos archivos se proporcionan al programa que calcula los espectros de respuesta.

Ya teniéndose todas las respuestas en el tiempo para los diferentes valores del exponente fraccionario a,
se pueden generar los espectros de respuesta, tal como los mostrados en la iError! No se encuentra el
origen de la referencia.



ESPECTRO DE ACELERACIONES ABSOLUTAS PARA M3 CON
ECUACION DE MOVIMIENTO FRACCIONARIA

3,000.00
—— M4 Absol alpha 0.1 CU 1985
—— M4 Absol alpha 0.2 CU 1985
2,500.00 —— M4 Absol alpha 0.3 CU 1985
—— M4 Absol alpha 0.4 CU 1985
——— M4 Absol alpha 0.5 CU 1985
——— M4 Absol alpha 0.6 CU 1985

& 2,000.00 — M4 Absol alpha 0.7 CU 1985
5 M4 Absol alpha 0.8 CU 1985
9 —— M4 Absol alpha 0.9 CU 1985
§ 1,500.00 ——— M4 Absol alpha 1 CU 1985
2 —SCT 1985
o —CU1985
2 1,000.00

500.00

— = = [
0.00 =
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00 6.00

Periodo (s)

Imagen 6.5-2:Espectros de respuesta para M4 y para diferentes a, desde 1 hasta 0.1 para la seiial excitadora CU1985



6.5.2 Sismo de 2017

En este caso se realizd un andlisis haciendo variar del exponente fraccionario a aplicando el método para
resolver ecuaciones diferenciales fraccionario, y asi poder observar la respuesta del sistema ante la excitacién en su
base CU2017, almacendndose cada archivo .DAT para cada a para su posterior andlisis. Ya teniendo todas las
respuestas del barrido de a’s, se puede iniciar a generar los espectros de respuesta para cada a

ESPECTRO DE ACELERACIONES ABSOLUTAS CON
ECUACION DE MOVIMIENTO FRACCIONARIA

1,400
—— M4 Absol alpha 0.1 CU 2017
1,200 —— M4 Absol alpha 0.2 CU 2017
—— M4 Absol alpha 0.3 CU 2017
1,000 —— M4 Absol alpha 0.4 CU 2017
S M4 Absol alpha 0.5 CU 2017
= 800 ——— M4 Absol alpha 0.6 CU 2017
_g ——— M4 Absol alpha 0.7 CU 2017
§ 600 M4 Absol alpha 0.8 CU 2017
§ —— M4 Absol alpha 0.9 CU 2017

400 —— M4 Absol alpha 1 CU 2017

——SCT 2017

200 —CU 2017

Periodo (s)

Imagen 6.5-3:Espectros de respuesta para la M4, haciendo variar a a, desde 1 hasta 0.1 para la sefial excitadora de
cu2017

De los andlisis presentados se puede comentar que, si se considera que las propiedades de los estratos del suelo
cambian con el tiempo, es posible simular estos cambios por medio de la derivada fraccionaria, pues ésta representa
un ajuste, tanto del amortiguamiento, como de rigidez del sistema. Estos cambios, fisicamente pueden ser producto
de la extraccion de agua en el subsuelo, lo que implica que, con el tiempo, los estratos arcillosos se rigidicen y pierdan
amortiguamiento. De las figuras que muestran los espectros de respuesta para los diferentes valores del exponente
fraccionario, puede observarse que hay una amplitud en la respuesta del sistema, lo cual corresponde a una pérdida
de amortiguamiento. También puede observarse, sobre todo en los espectros de respuesta para la excitacion de 2017,
que algunos periodos se vuelven mas representativos.



En el articulo “Response spectra generation using a fractional differential model” (Hermosillo et al., 2018) se presenta
un analisis detallado sobre la generacion de espectros de respuesta fraccionarios y se comenta acerca del efecto que
tiene el uso de la derivada fraccionaria respecto al comportamiento del suelo, y lo que implica que exista una derivada
fraccionaria diferente de 1. La Imagen 6.5-5 e Imagen 6.5-6 muestran algunos resultados obtenidos, siendo muy
congruentes con los resultados obtenidos en este trabajo de tesis.

Response Spectra Response Spectra
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Imagen 6.5-5:Espectros de respuesta, entero y fraccionarios, para el registro de aceleraciones de la estacion SCT,
para el sismo de septiembre de 1985 (Hermosillo et al., 2018).
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Imagen 6.5-6:Espectros de respuesta, entero y fraccionarios, para el registro de aceleraciones de la estacion SCT,
para el sismo de septiembre de 2017 (Hermosillo et al., 2018).



7 Conclusiones y recomendaciones

De los andlisis realizados para las diferentes seiales de excitacién presentados en este trabajo, puede

observarse que:

1.

Al implementar el anadlisis fraccionario al segundo término de la ecuacidén de movimiento, se
observa que para a=0 el sistema se comporta como un sistema sin amortiguamiento, caso contrario
cuandoa=1, el sistema se comporta como uno amortiguado, y se obtiene el resultado de un andlisis
clasico. Lo que ocurre cuando se adoptan valores de a entre 0 y 1, es que la fraccidon de
amortiguamiento, presente en el segundo término de la ecuaciéon de movimiento, se ve afectada
por el exponente fraccionario a, lo que implica que entre mayor es a, menor es el amortiguamiento
y se da un incremento en la rigidez del sistema.

Al implementar el andlisis fraccionario al segundo término de la ecuacién de movimiento, se esta
considerando a su vez un comportamiento viscoeladstico del material, por lo cual, al observar la
variacién de las respuestas afectadas por a, se puede observar que el método fraccionario implica
una capacidad considerable en el modelado de los fendmenos fisicos en comparacién con las que
ofrecen los métodos enteros o clasicos, ya que, con una ecuacién clasica con exponente entero, no
se reproduce con precisién lo que ocurre a lo largo del tiempo.

De numerosas investigaciones que se han realizado al utilizar ecuaciones diferenciales fraccionarias,
se ha observado que se requieren ecuaciones muy compactas, con pocos términos para reproducir
fendmenos viscoeldsticos complejos; el hecho de utilizar ecuaciones diferenciales clasicas puede
inducir tener que agregar una infinidad de términos a las ecuaciones que simulan algin fenédmeno
natural, lo cual implica una mayor dificultad en la solucidn de dichas ecuaciones diferenciales.

En los analisis presentados en este trabajo, se definidé el segundo término de la ecuacién de
movimiento como una derivada fraccionaria, lo que implica, como ya se ha mencionado, el
considerar un material viscoelastico, sin embargo, también se puede definir el primer término de la
ecuacion de movimiento como derivada fraccionaria, lo que implicaria problemas de propagacion
de onda al estar afectando el término de aceleracion.

Como ya se menciond, el uso de ecuaciones diferenciales fraccionarias nos da un modelado mas
generalizado que las ecuaciones ordinarias, lo que nos permite modelar de forma mas amplia
fendmenos dindmicos en donde el sistema puede estar compuesto de varios materiales con
diferentes propiedades, como es el caso de los suelos que estan compuestos por sélidos, liquidos y
gases.



En el caso particular para los sismos de 1985 y 2017, se observa la pérdida de amortiguamiento al
variar el término fraccionario, incluso, se podria observar un desplazamiento de los espectros, lo
qgue implicaria que en caso de que se existan osciladores que estén fuera del fendmeno de
resonancia, al perderse amortiguamiento, el fendmeno de resonancia se haga presente, es decir,
se podria hablar de una rigidizacion de los suelos a lo largo del tiempo causado por la pérdida de
agua por el uso desmesurado en la Ciudad de México, y que gracias al andlisis fraccionario, es mas
sencillo modelar, y el cual es un tema que podria trabajarse en investigaciones posteriores.

A continuacién, se muestra un ejemplo de lo que se ha mencionado. Es una serie de espectros para
el sismo del 2017 con un sistema de 3 grados de libertad, analisis para el cual por ser un ejercicio
meramente tedrico se consideraron masas unitarias.

ESPECTRO DE ACELERACIONES ABSOLUTAS CON ECUACION DE MOVIMIENTO FRACCIONARIA

——M3 Absol alpha 0.1 CU 2017
1,200.00
——M3 Absol alpha 0.2 CU 2017

——M3 Absol alpha 0.3 CU 2017

1,000.00 ——M3 Absol alpha 0.4 CU 2017

——M3 Absol alpha 0.5 CU 2017

——M3 Absol alpha 0.6 CU 2017
800.00 ol alp!

M3 Absol alpha 0.7 CU 2017
M3 Absol lpha 0.8 CU 2017
0.0 —— M3 Absol alpha 0.9.CU 2017

~— M3 Absol alpha 1 CU 2017

Aceleraciones (cm/2)

400.00 —SCT2017

—CU2017

200.00

0.40 0.90 1.40 190 240 290 340 390

Periodo (s)

El hecho de que a lo largo del tiempo se estén rigidizando los suelos, implica que las estructuras
disefadas con cierto periodo de vibrar puedan entrar en resonancia en periodos para los cuales
estaban seguros, es decir, se podrian estar poniendo en riesgo, no intencionalmente, algunas
estructuras.
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9 Anexos
9.1 Cédigo en Matlab para la derivada fraccionaria polinémica

clear all; close all;

%$h entre mas chico, la malla saldra mas Jjunta, es decir, h es el espacio
%entre muestreos

%t es el intervalo en el que sera evaluada la funcion

%y es la funcion polinomica, si se quiere elevar una variable a un
$exponente se necesita poner un punto antes del simbolo """
h=0.2; t=0:h:20;

y=(t-3) .72

%order es el orden de la derivada fraccionaria
order=0:0.05:1;

for i=l:length (order)

yd (i, :)=fderiv (order (i), vy,h);

end

[X, Y]=meshgrid(t,order);

mesh (Y, X, yd)

%Se colocan etiquetas fijas para la grafica

xlabel ("\alpha'); ylabel ('x'); zlabel ('D"\alpha (f(x))")
%$Se colocan limites para el eje x en la grafica
ylim([0,20])

%$Se pone un color al mapeado por defecto.

colormap jet

9.2 (Cédigo en Matlab para la derivada fraccionaria de funciones trigonométricas

clear all; close all;

%h entre mas chico, la malla saldra mas junta, es decir, h es el espacio
%entre muestreos

%t es el intervalo en el que sera evaluada la funcion

%y es la funcion, si se gquiere elevar una variable a un exponente se
$necesita poner un punto antes del simbolo """

h=0.06; t=0:h:4*pi;

y=tan(t);

%order es el orden de la derivada fraccionaria

order=0:0.05:1;

for i=l:length (order)

yd (i, :)=fderiv (order(i),y,h);

end

[X,Y]=meshgrid (t,order);

mesh (Y, X, yd)

$Se colocan etiquetas fijas para la grafica

xlabel ("\alpha'); ylabel ('x'"); zlabel ('D"\alpha (f(x))")

%Se colocan las etiquetas del eje x con el formato que quiero
yticklabels ({'0',"1/2\pi", "\pi', '3/2\pi", "2\pi', '5/2\pi) ", "3\pi", "7/2\pi"', "4\pi
"1

%Se colocan limites para el eje y,z en la grafica

ylim ([0, 4*pi])

zlim([-5,51)

%$Se pone un color al mapeado por defecto.

colormap jet



9.3 Cédigo en Matlab para inyeccion de datos de sistema de 4 grados de libertad
provenientes del analisis dinamico modal, “Vars4GL_Desacoplada.m”

$Valores de constantes del sistema de 4 grados de libertad

en Simulink

%$Se corre antes de ejecutar el programa
load('serie.dat');

load('tiempo.dat');

funcion=double ([tiempo, serie]);

FFza=1;

Masal=254.84 $Fija

Masa2=305.81 $Fija

Masa3=24.47 $Fija

Masa4=30.58 $Fija

T1=2.702 % periodo, %Inyectar de forma manual de analisis modal
T2=1.984 % periodo, %Inyectar de forma manual de analisis modal
T3=0.847 % periodo, %$Inyectar de forma manual de analisis modal
T4=0.754 % periodo, %$Inyectar de forma manual de analisis modal
fol=1/T1 % Frecuencia natural

fo2=1/T2 % Frecuencia natural

fo3=1/T3 % Frecuencia natural

fod=1/T4 % Frecuencia natural

Amortl=0.43 % porcentaje amortiguamiento Fijo

Amort2=0.03 % porcentaje amortiguamiento Fijo

Amort3=0.01 % porcentaje amortiguamiento Fijo

Amort4=0.01 % porcentaje amortiguamiento Fijo

alpha=0.999 % Termino asociado a la derivada fraccionaria
Fac=1; % Multiplicador de la sefial exitadora (sismo)

Q

Fparticipacionl=0.328 %
Fparticipacion2=0.3465
Fparticipacion3=0.2709
Fparticipacion4=0.0546

o

Vcarll=1l
Vcarl2=1.800439
Vcarl3=3.255596
Vcarld=7.95386 %
Vcar2l=1 %
Vcar22=1.600712 %
Vcar23=0.462383 %
Vcar24=-4.821925 %
Vcar3l=1 %
Vcar32=-0.34123 %
Vcar33=-2.154127 %
Vcar34=0.43014 %
Vcardl=1
Vcard42=-0.968196
Vcar4d3=6.505243
Vcard4=-0.986561 %

o

o°

o° o

oe

Inyectar de forma manual de analisis modal
% Inyectar de forma manual de analisis modal
% Inyectar de forma manual de analisis modal
% Inyectar de forma manual de analisis modal

Vector caracteristico del primer modo y su ler valor
Vector caracteristico del primer modo y su 2do valor
Vector caracteristico del primer modo y su 3er valor
Vector caracteristico del primer modo y su 4to valor
Vector caracteristico del segundo modo y su ler valor
Vector caracteristico del segundo modo y su 2do valor

Vector caracteristico del segundo modo y su 3er valor
Vector caracteristico del segundo modo y su 4to valor
Vector caracteristico del tercer modo y su ler valor
Vector caracteristico del tercer modo y su 2do valor
Vector caracteristico del tercer modo y su 3er valor
Vector caracteristico del tercer modo y su 4to valor
Vector caracteristico del cuarto modo y su ler valor
Vector caracteristico del cuarto modo y su 2do valor
Vector caracteristico del cuarto modo y su 3er valor
Vector caracteristico del cuarto modo y su 4to valor



o

wol=fol*2*pi
wo2=fo2*2*pi
wo3=fo3*2*pi
wod=fod*2*pi
Rigidezl=wol”"2*Masal
Rigidez2=wo2"2*Masa2
Rigidez3=wo3"2*Masa3
Rigidez4=wo4"2*Masa4

wn; frec nat circular del sistema
wn; frec nat circular del sistema
wn; frec nat circular del sistema
wn; frec nat circular del sistema
Se calcula conociendo wo y Masa ;"K"
Se calcula conociendo wo y Masa ;"K"
Se calcula conociendo wo y Masa ;"K"
Se calcula conociendo wo y Masa ;"K"

o0 o o° o° o o

o\

crl=2* (Rigidezl*Masal)~0.5
cl=crl*Amortl
cr2=2* (Rigidez2*Masa2) 0.5
c2=cr2*Amort2
cr3=2* (Rigidez3*Masa3)*0.5
c3=cr3*Amort3

wl=(wol”2- (Amortl/ (2*Masal))”~2)"0.5 % wn; frec amortiguada
w2=(wo2"2- (Amort2/ (2*Masa2))”~2)"0.5 % wn; frec amortiguada
w3=(wo372- (Amort3/ (2*Masa3))"2) 0.5 % wn; frec amortiguada

o

frec amortiguada
frec amortiguada
frec amortiguada

f2=w2/ (2*pi
f3=w3/ (2*pi

o°

A
fl=wl/ (2*pi)
)
)

o°

9.4 Cddigo en Matlab para guardar las aceleraciones relativas del sistema de 4 grados de
libertad, “Salva4GL_Desacoplada.m”

% ESTE PROGRAMA SALVA LAS VARIABLES EN ARCHIVOS
nomfichier="t.dat';

nomfichier="'DDUl.dat"';

save (nomfichier, 'DDULl'", '-ascii')
nomfichier='DDU2.dat';

save (nomfichier, 'DDU2"', "—ascii')

nomfichier='DDU3.dat';
save (nomfichier, 'DDU3"', "—ascii')
nomfichier="'DDU4.dat"';
save (nomfichier, 'DDU4", '-ascii')

nomfichier="'DDQ31.dat';
save (nomfichier, 'DDQ31"', '-ascii')
nomfichier="'DDQ32.dat';
save (nomfichier, 'DDQ32"', '—-ascii')

nomfichier="'DDQ33.dat';
save (nomfichier, 'DDQ33', '-ascii'")
nomfichier="'DDQ34.dat';
save (nomfichier, 'DDQ34"', '—-ascii'")



9.5 C(Cddigo en Mathcad del analisis dinamico modal para sistema de 4 grados de libertad
DATOS DEL SISTEMA

m m m m
VSl = T444 % VE2 = 83022°% V83 = 12787 % V§4 = 7.333%
t t t t
PVl =13 — PV2=140 — PVi=12 — PVd=11 —
m3 m3 m3 m3
El=1388m  H)=178im Hi = 166Tm Hi=22Tim
B:=10 m  Lo=1200 m  gra = 981 grav = 981
(PVLY 2
Ac=FB-Lo= 12000 Gl =1 — |-'V81" = 847205
Pl =PFVI-HI-B-L 230002 L en
=PVI-HI-Blo= t
{PV2
Gl=1— -\"522 = 1.054 x 103
P2 = PV2.H2B-Lo = 2099075 t \ gra
) (PV3y 2
P3=PV3-H3-B-Lo= 24048 t G3 = — |-V83~ = 20.001
\, gra
4 = PVAHIB Lo = {PVL
P4 = PVAHLB Lo = 30003.6 ot | —]-vs42= 5363
\ gra
Pl r A~
m = —— = 25484 (Gl-Ac)
grav 12-H1
) kl ==———= = 610048 t
my = —— = 305808 100 om
grav - o
(G2-Ac) ¢
P3 E— —
m, = — = 2447 12-H2 3
3 . k== =39x 10 cm
grav 5 C .
P4 (G3-Ac) o
my = = 30.585 12.H3 5 cm
grav k,=="""==12x10
3T w0
(G4-Ac) ¢
12-H4 -
k, ==————= =270037 cm
4 100
SISTEMA DE CUATRO GRADOS DE LIBERTAD
Solucion
(ml 1]
| (25484 0 0 0
0 e 0 30588 0 0
M= - .
000 m 0 0 0 2447 0
Lo 0 0 30385
{00 0m
ke i ) 12000570 —~5900.099. 0 0
. T T 7- 5900099 7099913 -1199814 O
L'} ky Eyeky k| 0 1199814 1479731 -279.937
0 0 279937 279937
Lo 0 ky k[
((—254 8440366972477-L + 12000.578737273136 —5000.008807167622 0 0
D% L —5000.098807167622 —303.80793107033634.L + 7099 9129287469750 1199 8141215793539 0
TRoMLT 0 —1109 8141213793539 24 4697247706422 L + 1479.731039607906 —279.93601802835216
| 0 0 ~270.93601802855216 ~30.584709480122324.L + 279.03691802855216
1 3 2

det = |D‘ —» 3.832526124104144766e7-L — B.1615916477230415088e9-L7 + 3 381704883633160054e11-L™ — 3 8350607144361444858e12- L + 1.2080196400665760422e13



(69.505372013854191517

10.030520443495884703
Valmesca.racterisﬁcos = det zolve, L — 5 A064800133055446668
| 54.980081864462638577
(8.337) (0.734))
3.167 x| 1984
¥ = oS caracteristicos | 55 e P
17416 10.847)

w1 = submatix(w.0,0,0.0)-(1) = 8.337

=
fin
[

submatrix(T.0,0.0,0)-(1) = 0.7534
¥y = submatrixz(w, 1.1.0,0)-(1) = 3.167

N'—J
1

submatri(T,1,1,0,0)-(1) = 1.984

vy = submatrix(w,2,2.0,0)-(1) = 2325 .
3 e (1 T; = submatrix(T.2.2.0.0)-(1) = 2.702

Lo e . = T
vy = submatrin(w,3.3.0,0)-(1) = 7416 submateix(T,3.3,0.0)-(1) = 0.847

o
[}

-t L
Los valores caracteristicos entonces son los siguientes.

.0,0.0,0)-(1) = 69.505

1y = submatrix| valores .ppn steristicos

L= submatrix| valores .1,1,0,0)-(1) = 10.031

caracteristicos
13 = submatrix{ valores .ppn staristicos -2+ 2-0.0)-(1) = 3.406

1; = submatrix| valores .3.3,0.0)-(1) = 5400

caracteristicos

PRIMER MODO DL VIDRAR BE LA [STRUCTURA

SUPONIENDO U11=1
1y f —3200.098807167622-U21 — 5712.4508388813731932 3

Pi = (K - M1) ua —14155.382475191260303-U21 + —1199.8141215793539-U31 — 3900.098807167622

=K - M1} —
) U unt —221.02628365220288377-U31 + —279.93601802835216-U41 + —1199,8141215793339-U21

(o) | —1845.8646023230027984-U41 + -279.936018028535216-U31 J

DESPEJAR ECUACIONES

U21 = [submatrix(P1.0.0.0.0)-(1) solve U21 — —0.96819579223685402259] = —0.9681957922368540225%

021 = -0.968

U3l = [submatrix(P1.1.1.0,0)-(1) solve U31 — —11.797979554164677179-U21 — 4.9175107219117676854] = —11.797979354164677179-U21 — 49175107219117676854

U3l = 63505

U4l = [submatrix(P1,.2.2.0,0)-(1) solve U4l — —4286016042574016411-U21 — 0.78935746604904506618-U31] = —4286016042574016411-U21 — 0.78955746604004506618-U31
U4l = 0087

Resultado del primer modo de vibrar

1y [ 1)

u —0.968
Ul = =

Uit 6.505

\ust) | -09s7)



SEGUNDO MODO DE VIBRAR DE LA ESTRUCTURA

(1 ( —3000.008807167622-U22 + 0444 3604172783774082
4032.5000237523779349-U22 + —1199.8141215793539-U32 — 5920.098807167622
Ui - —279.03601802833216-U42 + —1199.8141215793530-U22 + 1234 30606304026173572-U32
\un \ —26.843633670197211683-U42 + —279.93601802853216-U32

P2 = (K - M1,)-

INGRESAR MANUELAMNET LA ECUACION

U22 = submatrix(P2.0.0.0,0)-(1) solve U22 — 1.6007122466830160346
U22 =160

U32 = [submatrin(P2,1.1,0,0)-(1) solve U2 — 3.3600372012233000106-U22 — 491751072191176768354] = 3.3600372012233000196-U22 — 4 0175107219117676854
U32 = 0462

U42 = [submatrin(P2.2_ 2.0.0)-(1) solve U42 — 44092325200348753793-U32 — 4286016042574916411-U22] = 4 409232520034875793-U32 — 4286016042374916411-U22
Ud2 =4822

Resultadn del segundn mada_de vihrar

(1 (1
22 1.601
2= =
Us32 0462

\us2) |52

TERCER MODO DE VIBRAR DE LA ESTRUCTURA

[ ( —3000.008807167622-U23 + 10622.7672352763031232
] u23 5446.5656011037228583-U23 + —1199.8141215793539-U33 — 3900.098807167622
B = (K- M-13:||- [OLE] - —279.036018028535216-U43 + —1199 8141215793330-T23 + 1347.4537414768184036-U33
[ort \ 114.58102224012887446-U43 + —279.93601802855216-U33

INGRESAR MANUELAMNET LA ECUACION

U23 = submatrix(P3,0.0,0.0)-(1) solve U23 — 18004388739826120603

Ul3i=18

U33 = [submatrix(P3.1.1.0,0)-(1) solve U353 — 43393078313740411937-U23 — 40175107219117676834] = 4.3303078313740411957-U23 — 45175107219117676834

Ui =3236

U43 = [submatrix(P3.2.2.0,0)-(1) solve U43 — 48134263630331225460-U33 — 4286016042574016411-U23] = 4 8134263630331225460-TU33 — 4 286016042574016411-123
U43 = 7034

Resultado del tercer modo de vibrar

(1Y) (1

un 18
Us = -

U | | 3236

\vaz) 7954



CUARTO MODO DE VIBRAR DE LA ESTRUCTURA

—5000.008807167622-U24 — 20132902180740652326 3
—0716.4607346192062864-U24 + —1190.8141215793530-U34 — 5000.098807167622
U4 - 134.16131824180931125-U34 + —270.93601802833216-U44 + —1190.81412157935330-U24
\use) | —1401.9157016132328623-U44 + -279.93601802855216-U34 J

_|" 1 |‘

P4 = (K - Mly)-

INGRESAR MAMUELAMNET LA ECUACION

U24 = submatriz(P4,0,0,0.0)-(1) solve U24 — —0.34122001576400671519

U2 = 0341

U34 = [submatrix(P4.1.1.0,0)-(1) solve, U34 — —8.0083050436425735503-U24 — 4.0173107219117676834] = —8.0983030436423735303-U24 — 4.0175107219117676834
Us4=-2154

U4 = [submatrix(P4.2.2.0,0)-(1) solve U44 — 0.47923333795021609275-U34 — 4 2860160425374216411-U24] = 0.47923553793021600279-1U34 — 4 286016042574916411-1124
Udd =043

Resultado del cuarto modo de vibrar

f1Yy o)

UM —0.341
U4 = =

U3 2154

\ua) | 043 )

VECTORES CARACTERISTICOS NO NORMALIZADOS (MATRIZ DE MODOS
NO NORMALIZADOS)

f’ 1 A !' 1 A !' 10 !' 1 ™y
—0.968 1.601 18 —0.341
Pl =Tl = $2 = U2 = $3 = U3 = P4 = U4 =
6.505 0.462 3256 —2.154
\ —o9s7) \—4822) \ 7954 ] \ 043 J

FACTORES DE PARTICIPACION NO NORMALIZADOS

13 17 1y 13
1 1 1
p1T - \ | b2’ M- . | 3T M- . | bt M-
=Lt M _gpss =L M) gagpps L ML g ra=Lt M go5
{p1T g1l (g2l a2} (3T nt-cp3) {paT )

RESUMEN GENERAL DE RESULTADOS
MASA Y RIGIDEZ
Mypggs = augmentm  my my,m, | = (254844 305508 2447 30585)

NlRigidEl = aungﬂt{kl-kz-ks.kﬂ = (610047993 3000.008807 1199814122 270.036018)

MODOS DE VIBRAR

Sin nomalizar pars calculo de participacion ¥ pars calculs de Ujt) en ia ecuacion de movimients
para fres grados de liberiad

[ i i i i 1
—0968196 1600712 1800439 —034123
6303243 0462383 3253306 -2.154127

| —0.086561 —4.821925 7.85386 043014 |

Mo dosNoNomalizados = 2ugment(U1,U2. U3, U4) =

FACTORES DE PARTICIPACION NO NORMALIZADOS

MeyciParfNoNommatizados = Augment(I'L.T2.T3.T4) = (0.05462430939 034639441043 032797377366

FRECUENCIA NATURAL CIRCULAR DEL SISTEMA

(8337
3.167
EEE

\7416)

027080730632)

PERIODO NATURAL DEL SISTEMA

(0.754)
1984
%)

L0847)

T,

ot =T1+T2+ T3+ Ti=1



9.6 C(Coddigo en SIMULINK de Matlab para la soluciéon de la ecuacion de movimiento
desacoplada entera

acElIgrans

A Palwdvn pars W e mada os wbrar

A Pl pars W3 e mada e vibror

A Asiniren pars M1 er modo da vibo

(== > )x] &

A Palvive parm WO e mada os o

A Fobiwde corbdracia on e 4 rodca Sa vReS pars s i

Y
3
FES

A Faisiic pars M 2da modo de vibrr

e e

1'. o e ) e
- X
_J—Ir_ A Flys pars VO 332 mads da whear

(1

A Ralwive pa BY Jer mods de whor

A Fadsiso pars MG Jar rexio de vibrar

A Ralwitv para bl Jar mode da s

A Palwive pars MO Jar mada os vioesr

---:-""l - A Pl s W1 Ja1 mada o v
ey | 4
—— A Ankd W3 Sr oo wibaar
- . I * wa parn W

A Pl pors MO Jar rexio de vibrar

A Falwtive para MO Jar mada de b

. g N




9.7 C(Cddigo en SIMULINK de Matlab para la solucion de la ecuacion de movimiento
desacoplada FRACCIONARIA

REBPUESTAS Prs FRIMER MODD DE VIERAR

Darradn

] I : fmcciareial

r[oa wccdnd) £ |CiY dnsplnzamisrial

A Paslata pars W b raada de b
BERAL INYECTADA OE SIS0 i il

. Ralniva pan b2 1oy mads: de wbrar

[CRCL Ty

. Prninbinn pors W S i 3 wibrar

o8 slbanr pare w1

T o 4 e g v pare wan §

]
. |—'EI

Ed ‘A Raisiren pars, b1 S mexdo 48 vibrar
------ Ed A Rsboiin pars MG 3da mada de vamr
u Feduiyaloamiginecis cie fon 4 raoc ce sbar pars ras §
& [P Ty p——— PN TG Gt TR s T
- L i [ -
,' u | 0
e [T Ee——r—— = H
& Halisdusiomgracts c iow 4 recen o dba par rais 4

.

g
B
i
!
i

13’ (desplasemianin)

. Fistin. pours M Jar oo $e v

A Pisdsiran pars N3 Jer mado da vibor

A, Ralmivn pacn bl Jar rezds da whear

A Fainfinn pors M Jar mocio de vibrar

I

g
£
H

14" (danplazmmiarin)

. iy, o M A Toon 44 b

A Fislain. poarm NG: 40 rrocic da vk

. Faslacin, poarm MO 40 moco da vk

. Ry, o W A ToOn 4 b




