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Todo comenzd hace dieciochos afos, corria el mes agosto del 2006, cuando cursaba por vez
primera la asignatura Hidrdulica Basica, en la Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional
Auténoma de México, era un alumno lleno de suefios e idealista. Tenia amplios conocimientos de
algebra y calculo principalmente, pero siempre tuve problemas para entender las asignaturas que
tenian que ver con la fisica.

En los primeros dias de clase, nos fue mencionado, que la bibliografia basica seria el libro Hidraulica
General Volumen 1 del Dr. Gilberto Sotelo Avila, un libro que a primera vista vi prometedor pero
que con el paso del tiempo me fue resultando cada vez mas dificil de comprender. Desde entonces
vi la necesidad de tener un material que ayudara a visualizar en tercera dimension los graficos que
solamente se presentaban en dos dimensiones.

La primera vez cursando la asignatura Hidraulica Basica no me fue del todo satisfactorio, senti que
no habia aprendido mucho y aun en esa condicién, tuve la oportunidad de aprobar la asignatura
en la primera inscripcién, pero al final abandoné la asignatura para no aprobarla, porque yo queria
entender a la perfeccion el contenido del curso.

Con el paso del tiempo me di cuenta de que parte del problema del por qué no podia entender
algunos conceptos, radicaba en el hecho de que dibujos, esquemas y modelos fisicos se me
mostraban en dos dimensiones y con dibujos hechos en el pizarréon. Fue entonces cuando se me
ocurrié la idea, de escribir y publicar un material que facilite a los estudiantes, la comprension de
los dos capitulos mas complejos del libro Hidraulica General del Doctor Gilberto Sotelo, es decir, el
capitulo 2 Hidrostatica y el capitulo 4 Ecuaciones Fundamentales de la Hidrdaulica.

El material presentado en este trabajo puede ser mejorado por otros estudiantes interesados en el
mismo tema, pero mientras tanto se encontrara disponible en Tesis UNAM.

Como usar esta guia

Esta tesis se compone de 25 problemas resueltos de los capitulos 2 Hidrostatica y el capitulo 4
Ecuaciones Fundamentales de la Hidrdulica. Los problemas estan etiquetados con letras color rojo
oscuro, donde el primer numero corresponde al nimero del capitulo y el segundo nuimero es el
numero del problema, tal como se muestra en la siguiente imagen

Problema 2.01.

Determinar:

a) Llaaltura h que se alcanzard en el bardmetro de la figura (al utilizar

agua en lugar de mercurio) si se encuentra a una presion

Note que en el libro no sigue el mismo formato, tal como se muestra a continuacién
PROBLEMAS

1. Determinar:

a) la altura i que se alcanzard en el bar6-
metro de la Fig. 2.6 (al utilizar agua en
lugar de mercurio) si se encuentra a una
presién atmosférica de 736 mm de Hg y
a la temperatura de 4°C.



La justificacion de realizar el cambio de formato en la numeracion de los problemas fue por
practicidad y para que coincidiera con la numeracion de las figuras en cada uno de los problemas,
Por ejemplo, observe la numeracién de la siguiente figura, que corresponde al problema 1 del
capitulo 2 del mencionado libro

Figura 2.01.a. Se muestra el dibujo original del enunciado

Si comparamos la etiqueta de numeracion de la figura anterior, nos damos cuenta de que es muy
similar a la numeracién que se usa en el libro Hidraulica General; la diferencia radica solo en el
ultimo digito (para el caso de la figura anterior, este digito es la letra a), este digito sera exclusivo
para los dibujos originales, tal y como estan impresos en el libro. Para las demas figuras, el Ultimo
digito serd un nimero que puede comenzar desde el nimero 1 en adelante tal como se muestra
en la siguiente figura del problema 3 del capitulo 2 de esta tesis.

o g -]
E
E [ =
D
T o D o

Figura 2.03.1. Observe que el empuje hidrostatico se ejerce sobre

el anillo circular, en el sentido ascendente.
Otra caracteristica que es importante aclarar son las ecuaciones que estan dentro de un recuadro
color verde, como por ejemplo la ecuacion

L
" cosO v,

o Ecuacion (2.26)
Todas estas ecuaciones fueron tomadas exactamente como estdn escritas en el libro Hidrdulica
General y de hecho se respeta su numeracién, para el ejemplo anterior, la ecuacion (2.26) es la
ecuacion 26 que se encuentra en la pdagina 62 del capitulo 2 del libro de Sotelo. Se hizo de esta
forma porque cada una de las ecuaciones va asociada a una referencia enumerada, las referencias
pueden consultarse en la Ultima pagina de esta tesis. Para mayor claridad, la ecuacién (2.26) esta
asociada a la Referencia 1, la cual se detalla en la seccion de referencias segln las normas APA,

7ma edicién como:
1 Sotelo, G. (1997). Hidrdulica General Vol. 1. Limusa Noriega Editores.

También hay ecuaciones dentro de esta tesis que no estan referenciadas, éstas son ecuaciones
auxiliares para comprender mejor el desarrollo del problema y estan escritas entre paréntesis, a
continuacion, un ejemplo tomado de la pagina 33 de esta tesis



Dado que el lanchén esta en equilibrio
E, — Wianchon = 0
E;, = Wianchén -..02)
Sustituyendo o1) en 02) y recordando que Wiapengn = 500 [Tong]
yvg = 500 ...03)
Despejando v de la ecuacion 03)
500 _ 500 [Tongl

S Trongme] 200 ]

Ty =

Como podemos ver, en la imagen anterior se estan utilizando las ecuaciones 02) y 03) que estan
auxiliando la comprensién del desarrollo del problema. Estas ecuaciones son locales en cada
problema, es decir, la numeracion podria repetirse en los problemas subsecuentes sin que tengan
relacion alguna. Las Unicas ecuaciones que mantienen su numeracion original, son las ecuaciones
que estdn referenciadas al libro Hidrdulica General.

Tomando en cuenta que puede no quedar claro un concepto, también se incluyen varias notas
aclaratorias a manera de notas adhesivas de colores, tal como se muestra en el siguiente ejemplo,
tomado de la pagina 1 de esta tesis

La nomenclatura yy, se refiere al peso especifico del mercurio.

[mm]y, Significa milimetros de mercurio
[m]yg  Significa metros de mercurio.

El elemento mas destacado, sin duda, fue la introduccién de modelos en tercera dimensién,
realizados con el programa AutoCAD de la firma Autodesk Inc. a quien agradezco el haberme dado
la oportunidad de utilizar su software de manera gratuita. Un modelo renderizado con el software
mencionado, se mira como el siguiente ejemplo, tomado de la pagina 25 de esta tesis.

Los errores seran inevitables, pero espero que sean minimos y que el lector tenga los
conocimientos suficientes, para si es el caso, detectarlos y corregirlos.

Es importante mencionar que se ha cambiado la notacién para definir los empujes hidrostaticos,
es decir, ahora todos los empujes estaran definidos con la letra E. Dichos empujes estaban
definidos con la letra P o la letra F.

En la realizacién de este trabajo se utilizé solamente el sistema técnico de unidades, esto con el fin
de que los resultados de cada uno de los problemas estén expresados en las mismas unidades que
utiliza el libro Hidrdulica General.

En algunas imagenes se incluye un cédigo QR que le dard acceso al archivo de AutoCAD que
contiene el modelo 3D, el cual podra visualizarlo mas cdmodamente en su computadora.
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Antecedentes

Capitulo 2. Hidrostatica

La hidrostatica es la rama de la fisica que estudia los liquidos en reposo, es decir aquellos que no estan en movimiento.

Recuerde que esta tesis solo utiliza unidades en el sistema técnico de unidades.

Lo siguiente es un resumen de los conceptos clave en el Capitulo 2 Hidrostatica:

1. Propiedades de los fluidos.

Densidad (p): Es la masa por unidad de volumen de un fluido. Se mide en kilogramos fuerza sequndo al cuadrado por
metro a la cuarta (kg - s2/m*). Los liquidos, para presiones regulares de trabajo, se consideran incompresibles, es decir,
la densidad es constante.

Peso especifico (y): Es el peso por unidad de volumen de un fluido. Se mide en kilogramos fuerza por metro cubico
(kgg/m®).

Presion (p): Es la fuerza ejercida por un fluido por unidad de area. Se mide en kilogramos fuerza por metro cuadrado
(kg¢/m?), es comun también que se exprese en kilogramos fuerza por centimetro cuadrado (kg¢/cm?).

2. Distribucidon de presiones hidrostaticas en un liquido en reposo.

En un liquido en reposo la presion varia linealmente con la profundidad. z es una coordenada vertical medida desde un
origen arbitrario y con direccion ascendente. Esto muestra que a mayor profundidad, la presion aumenta.

}E/ + z = constante Ecuacion (2.12)

3. Presion hidrostatica
Presion en un punto de un fluido: En un fluido en reposo, la presion absoluta en un punto es igual en todas las direcciones.
De la ecuacion 2.13, la presion absoluta se calcula como

Pab = Pat +Yh Ecuacion (2.13a)
Donde:
Pab Presion absoluta en el punto de interés.
Pat Presion atmosférica o presion externa aplicada.
y Peso especifico del fluido.
h Profundidad, a partir de la superficie libre, del punto considerado.

4. Empuje hidrostatico

Sobre superficies planas. El empuje hidrostatico es la fuerza, debida a la presion, que un liquido ejerce sobre una superficie
sumergida en este. En el caso de superficies planas, el empuje se puede calcular considerando la presion del liquido en
diferentes puntos de la superficie. El plano xy contiene a la superficie sobre la cual se quiere calcular el empuje, y z es un
eje vertical con origen en la superficie libre. En cualquier punto del liquido se cumple que y = z sen 6. Vea Figura A.1.

E =yAzg Ecuacion (2.15)
Donde:
E Empuje hidrostatico sobre una superficie plana.
y Peso especifico del liquido.
A Area de la superficie plana.
Zg Centro de gravedad de la superficie plana, medido verticalmente desde la superficie libre.

El centro de presiones, de coordenadas yy, x;, que es el punto por el cual pasa la resultante del empuje hidrostatico, se
calcula como

i o
Ve=—"+1Y¢ Ecuacion (2.17)
Ya
xy = -2 Ecuacion (2.18)
k — . A cuacion (Z.
YA
Donde
72 Radio de giro del area A respecto del eje centroidal paralelo a x.
Ly Producto de inercia respecto a un plano xy.



Figura A.1. Se muestra la posicién del centro de gravedad G y del centro de presiones (X, ¥i)
Para una superficie rectangular simétrica, el calculo del empuje hidrostatico se puede simplificar obteniendo el volumen
del prisma de presiones como se muestra a continuacion (figura A.2)

Figura A.2. Se muestra el prisma de presiones en color rojo y la superficie plana donde actta el empuje, en color verde.


https://drive.google.com/file/d/1Cxmb57jOMT0BTOJCm6VB6V-7rMn7wO6F/view?usp=drive_link
https://drive.google.com/file/d/1W8I-HpIxAKYy3bscvktcP8ifnnUDxJuV/view?usp=drive_link

Si obtenemos el volumen del prisma de presiones

Z, +yz
E = Volumen del prisma de presiones = w (y, —y,)B

La linea de accion pasa por el centroide del prisma y evidentemente, el punto sobre la superficie es el mismo que el
calculado con el método de la expresion general.

Sobre superficies curvas. Para una superficie curva es necesario dividir los empujes en sus componentes horizontal y
vertical para un eje x y un eje z respectivamente. Para la componente horizontal calculamos el empuje como si fuera una
superficie plana con 8 = 90°; para la componente vertical, el empuje es igual al peso del volumen del liquido que se
encuentre sobre la superficie curva, si el liquido se encuentra encima de la superficie curva se considerara solo el peso de
dicho liquido actuando de manera descendente, pero si el liquido se encuentra debajo de la superficie curva se considerara
el peso del liquido virtual actuando de manera ascendente (figura A. 3).

Figura A.3. Del lado derecho se muestran los empujes hidrostaticos, del lado izquierdo el empuje resultante vertical.

5. Principio de Arquimedes

Fuerza de flotacion: Un objeto total o parcialmente sumergido en un fluido experimenta una fuerza de flotacion hacia
arriba igual al peso del fluido desplazado por el objeto. Esta fuerza es la que permite que los objetos floten o se hundan.
Este principio puede expresarse matematicamente como

E, =yv, Ecuacion (2.22)
Donde
E, Fuerza de flotacion ascendente
2 Volumen del liquido desplazado o volumen del cuerpo sumergido.
y Peso especifico del liquido.

Condicion de equilibrio de los cuerpos en flotacion: Un objeto flotara si su densidad es menor que la del fluido en el que
estd sumergido. La altura metacéntrica (h) es un parametro clave en la estabilidad de cuerpos flotantes, como barcos o
plataformas. Representa la distancia vertical entre el centro de gravedad del cuerpo (G) y el metacentro (M), que es un
punto tedrico relacionado con el comportamiento del cuerpo al inclinarse, se representa matematicamente como

= I—z —hy Ecuacion (2.22)
cos B v,
Donde
I, Momento de inercia del area de la seccion del cuerpo, a nivel de la superficie de flotacion.
Por otro lado
hy = Gy — G,

Donde
G,: Centro de gravedad del cuerpo completo respecto a un eje de referencia.
G;: Centro de flotacion respecto al mismo eje de referencia que G,.


https://drive.google.com/file/d/1qtRyOTHCAOJVMZdIhsqOa2G5r91-RJTb/view?usp=drive_link
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Presion =N
atmosférica

Figura 2.01.a. Se muestra el dibujo original del enunciado

Temperatura T en [°C] Peso especifico y en [kgf/m3]

Problema 2.01.

Determinar:

a) Laaltura h que se alcanzaraen el barémetro de la figura (al utilizar
agua en lugar de mercurio) si se encuentra a una presion
atmosférica de 736 [mm de Hg] vy a la temperatura 4 [°C].

b) Laaltura barométrica, si la temperatura del agua se eleva a 20[°C]
y 80[°C].

Las magnitudes del peso especifico del agua para las diferentes

temperaturas son:

4° 13,600
20° 13,546
80° 13,400

Tabla a. Tomada de Vukalovich, M. P.; Fokin, R. V. Thermophysical
Properties of Mercury, Standards Press, 1971, 311 pp.

Nota

Usualmente el peso especifico se representa con la letra griega
y y suele agregarsele un cero como subindice cuando se trata del
peso especifico del agua, es decir y,.

Si no se menciona lo contrario, el peso especifico del agua lo
podremos representar simplemente comoy.

Nota

Se debe observar que la ecuacion 02) debe ser coherente con el
liquido que se utilice. Es decir, si se va a calcular la presion
barométrica en un barometro de mercurio, debe emplearse el
peso especifico del mercurio y no el del agua. Sin embargo, es
posible usar el peso especifico del agua (manteniéndose la
misma presion atmosférica), ya que se compensaria con laaltura
de la columna de agua. En otras palabras, |a presion atmosférica
es la misma, independientemente del tipo de liquido utilizado
para medirla; lo que varia es la altura h de la columna de fluido
en el barometro.

En la practica, no es comun encontrar un baréometro que utilice
agua en lugar de mercurio.

4°C 20°C 80°C
¥, enkg;/m?3 1,000 998.2 971.8
Solucion.
De acuerdo a la ecuacion fundamental de la hidrostatica

Como queremos encontrar la altura de la columna que se formaria si
ésta fuera agua, despejamos h de 01), es decir

h="2

.02
Yo 02)

Segun la tabla proporcionada por el enunciado del problema
ParaT = 4[°C]
Yo = 1,000 [kg/m?]
Segun la Tabla a.
ParaT = 4[°C]
Vg = 13,600 [kge/m?]

La presion barométrica p se calcula multiplicando la altura de la
columna del liquido en el bardmetro y el peso especifico del liquido en
el barometro. Considerando que la columna de mercurio es igual a
736 milimetros de mercurio o 0.736 metros de mercurio, la presion
barométrica es

k k
p = 0.736 [m] (13,600 [ﬁgf]) — 10,009.6 [i,j]
m m

Finalmente, sustituyendo los valores obtenidos en la ecuacion 02)

_p 10,0096 10.01
Y% 1,000
h =10.01 [m] Solucién a)



Para el inciso b), basandonos en los resultados anteriores y en la tabla
proporcionada por el enunciado del problema, tenemos que
(considerando que la temperatura del mercurio no cambia, es decir,
THg =4 [OC])

k
p = 0.736(13,600) = 10,009.6 [m;ng]

Para una temperatura del agua T = 20[°C], segun la tabla del
enunciado del problema y = 998.2 [kg;/m3]

De la ecuacion 02) y con base en los resultados calculados
anteriormente

10,009.6
h=> -

=——"=10.03
Yo 9982 [m]

Para una temperatura del agua T = 80 [°C], segUn la Tabla del
enunciado del problema y = 998.2 [kg;/m3]
De la ecuacion 02) y con base en los resultados calculados
anteriormente

_p _10,009.6

=L =10.30
Yo 9718 [m]

Finalmente tenemos que

hTZZO[OC] == 1003 [m]

Solucién b)

hT=80[°C] =10.30 [m]

o



3 Capitulo 2

T

Figura 2.03.a. Se muestra el dibujo original del enunciado

E
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Figura 2.03.1. Observe que el empuje hidrostatico se ejerce sobre
el anillo circular, en el sentido ascendente.

Figura 2.03.2. El empuje del agua se representa con flechas .

Problema 2.03.
Un recipiente abierto en ambos lados se encuentra en equilibrio
estatico sobre un émbolo inmovil; el recipiente tiene un peso de
W = 16 [kgs] y se compone de dos partes cilindricas con didmetros
D = 0.50 [m] yd = 0.30 [m]. Determinar el volumen minimo de agua
gue debe verterse sobre la parte superior del recipiente para que éste
flote sobre el émbolo. La friccion entre ambos es despreciable.
Solucion.
De acuerdo al diagrama de cuerpo libre de la figura 2.03.1, podemos
observar que la fuerza de presion ascendente que ejerce el agua sobre
el recipiente hueco es aplicada en el contorno entre el émbolo y el
recipiente tal como se muestra en la figura 2.03.2. Del diagrama de
cuerpo libre de la figura 2.03.1 nos resulta la siguiente igualdad.
E=W ...01)
Donde
E es el empuje vertical ascendente ejercido por el agua sobre el
recipiente.
W es el peso del recipiente.
De acuerdo al principio de Pascal E = yAh, donde y es el peso
especifico del agua, 4 es el drea de la corona circular que se muestra
en la figura 2.03.2 y h es la altura minima para que se cumpla la
ecuacion 01), finalmente W es el peso del recipiente cuyo valor es
W =16 [kg;] . De acuerdo a lo expuesto anteriormente vy
considerando la ecuacion 01)
yAh = 16
v%(Dz—dz)h= 16 .. 02)

Corona T
_"rpz2 _ g2
circular = 4 (D —d*)

Tabla 1. Area de la corona circular.
El valor del area se obtuvo de la Tabla 1 para la corona circular.

Sustituyendo los datos del problema en la ecuacion 02).
s
1,000 -1(0.502 —0.30%)h =16

Haciendo los calculos respectivos, encontramos que el valor de h es
h=0.1273 [m]

Con el valor anterior, calculamos el volumen minimo de agua
necesario para que esta se derrame por los costados del recipiente. En
esta ocasion, utilizaremos el area de la circunferencia que forma el
diametro d. Sabemos, de acuerdo a la ley de Pascal, que la presion en
el interior de un liquido es la misma a una determinada profundidad y
se ejerce en todas direcciones. Es por esto que la presion del liquido
puede levantar el recipiente. Sin embargo, para calcular el volumen
de agua necesario para que esto ocurra, no es relevante la fuerza que
actua sobre la seccion de la corona circular. Teniendo en cuenta lo
anterior, finalmente obtenemos:

v, —Edzh—g0302-01273
mm_4 _4 . .


https://drive.google.com/file/d/1ttdXhWJS5Uy4kB5rUUbks50pU3f36c6O/view?usp=sharing

Problema 2.05.

La compuerta plana que se muestra en la figura tiene las dimensiones

L=25[m], B=10[m] y eleva el nivel aguas arriba hasta

H = 2.3 [m].

Determinar:

a) Laresultante T de las fuerzas de tension del cable que mantiene la
compuerta en la posicién indicada.

b) El momento maximo de flexién M sobre la compuerta.

c) Lafuerza de reaccion Ry sobre el apoyo inferior.

Solucidn.
Primero obtenemos el empuje total sobre la compuerta basandonos
en el diagrama del volumen de presiones de la figura 2.05.1 (pintado
de rosa), es decir
E= %(yH)LB = %(1,000 -2.3)(2.5)(10)

E = 28,750 [kg;]
Cuyo punto de aplicacion estara a un tercio de L con respecto al punto
A, llamémosle a esta esta distancia dy, es decir

dy = 1L = 1(2.5) = 0.833 [m]

3 3
Supongamos que el cable que sostiene la compuerta estd anclado en
el punto C (figura 2.05.2), ademas, si consideramos que la compuerta
esta articulada en 4, nos resultaria un diagrama de cuerpo libre como
el delafigura 2.05.2.

Definimos primero un eje y' que es coplanar y ortogonal al eje y.

Del mismo diagrama de cuerpo libre de la figura 2.05.2 podremos
calcular finalmente la tension del cable haciendo una sumatoria de
momentos de fuerza respecto al punto 4, es decir
XMt =0 —0.833E+2.5T =0

—0.833(28,750) + 2.5T =0

Para calcular el momento maximo, vamos a considerar que el peso de
la compuerta es despreciable, al punto A como una articulacion libre
de friccion y que en el punto C actUa un cable ligero, resultando un
diagrama de cargas distribuidas como el mostrado en la figura 2.05.3.
La solucion se calcula como sigue
w = yHB = 1,000(2.3)(10)
w = 23,000[kg¢/m]

2.5 Y _y 23000
w _wy' Wy =o5W T 25 7
w, = 9,200y

Considerando que w,, tiene una distribucion triangular, entonces

1 1
E, =-wyy= > (9,200y)y = 4,600y2

2
Donde
w Fuerza distribuida del empuje total sobre la compuerta.
y Distancia respecto al punto C.
w,, Fuerza distribuida del empuje a una distancia y respecto al
punto C.
E, Fuerza concentrada debido a una fuerza distribuida de

empuje a una distancia y respecto al punto C.

\

!

Figura 2.05.2. Diagrama de cuerpo libre de la
compuerta.

Figura 2.05.3. Diagrama de cuerpo libre de cargas distribuidas.


https://drive.google.com/file/d/1vrgM7C78tbhPv2DPojyomak0FLipSOzt/view?usp=sharing
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Figura 2.05.4. Diagrama de cuerpo libre para el calculo del
momento de flexion maximo. Se muestra un tramo de la
compuerta cuya figura fue rotada para facilitar su comprension.

MA

9771110000

5000

1.443 2 y

-5000 :
Figura 2.05.5. Para un valor de y = 1.443 se obtiene el

momento maximo de flexién sobre la compuerta.

Nota

Recuerde que el punto de aplicacion de una fuerza concentrada,
originada por una fuerza distribuida triangular, coincide con el
centroide del triangulo formado por la fuerza distribuida
triangular.

Figura 2.05.6. Se muestra un modelo aproximado del sistema.

La sumatoria de momentos, respecto a un punto B (siguiendo el
diagrama de cuerpo libre de la figura 2.05.4) quedaria como sigue
M, =0 —M—(3y)(4600y%) +yT =0

4,600

M = 9,583.33y — y

Podemos calcular el momento maximo (Referencia 2 p. 355),
considerando que se tendra un valor maximo del momento
(figura 2.05.5) cuando

dM 0
dy
Aplicando este criterio para la ecuacion antes obtenida
am  d(9,58333y - 230y3)

=9,583.33 —4,600y2 =0
dy dy y

Resolviendo respectoay

y = |———— = 1.443 [m]

Con este valor de y finalmente tenemos que el valor del momento
maximo de flexion sobre la compuerta es

4,600
M = 9,583.33(1.443) — ——— (1.443)°

M = 9.221 [Ton; - m]

Solucién b)

Para calcular la fuerza de reaccion R, haremos una sumatoria de
fuerzas en y’, basandonos en el diagrama de cuerpo libre de la figura
2.05.2 (los ejes coordenados se muestran en la misma figura), es decir

YFy=0 R +T—E=0

R, =E—T = 28,750 — 9,583.33
R, = 19,166.67 [kg]

Solucion c)

Como Ultimo recurso se muestran dos representaciones en tercera
dimension del sistema de la compuerta y la polea en la figura 2.05.6 y
figura 2.05.7.

Figura 2.05.7. Se muestra un segundo modelo aproximado del
sistema.



Problema 2.07.

La compuerta de la figura tiene por dimensiones 9.3 X 31 [m] y se
encuentra articulada en el punto 0, ademas de estar apoyada en A. Se
piensa estructurar (como se muestra en la figura) formando tableros de
ancho a = 1.8 [m], apoyados sobre las viguetas B. Determinar.

a) El empuje total E del agua sobre toda la compuerta;

b) La magnitud de la reaccién R, en el punto A.

c) El momento flexionante sobre las viguetas B.

Solucién

Primero obtenemos el empuje total sobre la compuerta basandonos
en el diagrama del volumen de presiones de la figura 2.07.1 (pintado
de rosa), es decir

1 1
E =5 (yH)LB = (1,000 - 9.0)(93)(31) = 1,297.35 [Ton]

E = 1,297.35 [Tong]

Como solucion extra podremos encontrar también el punto de
aplicacion de dichafuerza, dicho punto de aplicacion estarad a un tercio
de L = 9.3 [m] con respecto al punto 4, llamemos a esa distancia d
(figura 2.07.2), es decir

1 1
dy, = §L = 5(9.3) = 3.10 [m]
Segun lo anterior
Yy =L—d, =93-3.10 =6.20 [m]
La solucion anterior la utilizaremos para resolver el inciso b. Para

resolver dicho inciso observe primero el diagrama de cuerpo libre de
la figura 2.07.2.

Definimos primero un eje y' que es coplanary ortogonal al eje y.
De la figura 2.07.2 y considerando los resultados obtenidos
anteriormente, resulta la siguiente ecuacion de equilibrio
XMg*t =0 Ei) =Ry (L) = 0
(1,297.35)(6.20) — R,,1(9.3) =0
R,y = 864.9 [Ton¢]
Pero
R, = R,y cosa

De acuerdo a la figura 2.07.2

cosa =9/9.3
Finalmente
9
R, = 864.9 (ﬁ)

Para poder resolver el inciso c) primero debemos considerar que cada
una de las viguetas soportara la fuerza de empuje del agua sobre una
columna de placas de ancho a = 1.8 [m] tal como se observa en la
figura 2.07.3. El enunciado del problema no menciona el numero de
viguetas que tendra la estructura.

La fuerza de empuje total del agua E, sobre la columna de placas de
anchoa = 1.8 [m] sera

Problema 2.07. 6
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Problema 7

Figura 2.07.a. Se muestra el dibujo original del enunciado

Figura 2.07.1. Diagrama del volumen de presiones. La figura
presenta un sombreado en la modalidad de rayos X.

Figura 2.07.2. Diagrama de cuerpo libre de la compuerta.


https://drive.google.com/file/d/1GOJHriv_RYAgQMXXrdPrdlTkIzRRGv6N/view?usp=sharing
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Figura 2.07.3. Diagrama del volumen de presiones que actla
sobre el area de influencia, de la columna de placas de la
compuerta.

o~

Figura 2.07.4. Diagrama de cuerpo libre referente el area de
influencia de la columna de placas de la compuerta.

Figura 2.07.5. El procedimiento utilizado en este diagrama es
conocido como Teorema de Tales.

E, = %(yH)La = %(1,000 -9.0)(9.3)(1.8) = 75.33 [Ton]

Con éste Ultimo resultado ya podremos calcular el valor numérico de
las reacciones 0,1, y Ay, (figura 2.07.4)

Del diagrama de cuerpo libre de la figura 2.07.4 nos resultan las
siguientes ecuaciones de equilibrio
ZFyl=0 Ay’a+0y'a=Ea 01)

TMJt =0 Eyi—Aya(L) =0

(75.33)(6.20) — A,/,(9.3) =0

Ay =50.22 [Tong]
Sustituyendo el valor numérico de A/, en 01) tenemos que

0,74 = 7533 —50.22

0,,=25.11[Tony]
Los valores calculados de A, y 0,1, seran de utilidad para formular
la ecuacion de momento flexionante que se calculard mas adelante.
Procedemos ahora a calcular la fuerza de empuje total distribuida

sobre la placa de ancho a por unidad de longitud y, a la que

llamaremos e,
e, = (yH)B = (1,000-9)(1.8)

Tong
ea=16.2[ o ]

El valor de e, anterior nos servira para calcular la fuerza de empuje
total distribuida como funcion de la distancia y con respecto al
punto 0.
Para realizar lo anterior definimos una regla de tres basandonos en el
teorema de Tales, es decir
ea _ €(y)
Ly
€q 16.2
eq(y) = Ty = W
e,(y) =1.742y
Para que le sea mas entedible el procedimiento, observe el diagrama
de la figura 2.07.5.
Tenga cuidado con la expresion e,(y), dicha expresion no es el

producto de e, y y sino que es la funcion e, respecto de la variable y.

Para que podamos encontrar la ecuacion del diagrama de momentos
necesitaremos calcular ahora la fuerza de empuje total como funcion
de la distancia y (considerando que e,(y) es una carga distribuida
triangular), es decir

Ea0) =5y ea) = 3y (1742)

E, = 0.872y>
De igual modo la expresion E, (), noes el productode E, y y sino que
es la funcion E, respecto de la variable y, note también la diferencia
entre las funciones e, (y) y E;(y), la primer funcion, es la fuerza de
empuje total distribuida a una distancia y y la segunda, es la fuerza de
empuje total concentrada a una distancia y, ambas respecto al
punto 0.



Para entender el calculo de E,(y) observe de nuevo la figura 2.07.5,
note que el valor de E,(y) es igual al area del diagrama de cargas,
dicha area corresponde al triangulo mostrado cuya base es y y su
altura es la funcién e, (y). Es poreso que E,(y) = %y e, (V).

Recuerda que el area de un triangulo es, un medio de su base por su
altura.

Ahora vamos a analizar una seccion de la vigueta para encontrar la
funcion de momento. Basandonos en el diagrama de cuerpo libre de
la figura 2.07.6, nos resulta la siguiente ecuacion de equilibrio

ot 2 Sy =
ZMC =0 _M_Ea(y) 3y+0y’a _’y—O

M= Oyla'y_Ea(y)'g
Recordando los valores obtenidos anteriormente
0yrq = 25.11 [Tong]
E,(y) = 0.872y2
Finalmente tenemos que
M = 25.11y — 0.872y>2 §
M = 25.11y — 0.291y3

Esta Ultima ecuacion es la funcion de momento flexionante que
queriamos calcular.

La grafica que resulta de la ecuacion anterior se veria como se muestra
en lafigura 2.07.7.

Segun la Referencia 2 p. 355, podremos calcular el momento
maximo, considerando que se tendra un valor maximo del momento
cuando
M
E =0
Aplicando este criterio para la ecuacion antes obtenida
dM  d(25.11y — 0.291y3)
dy ~ dy

=25.11-0.873y? =

Resolviendo respectoay

25.11

y= m =5.363 [m]

Con este valor de y finalmente tenemos que el valor del momento
maximo de flexion sobre la vigueta es

M = 25.11(5.363) — 0.291(5.363)3

Solucion c)

Finalmente, se muestran dos representaciones en tercera dimension

M = 89.78 [Ton; - m]|

de la compuerta (figura 2.07.8 y figura 2.07.9).

Problema 2.07. 8

Figura 2.07.6. Se muestra una seccién de la viga en estudio con
el fin de obtener la funciéon de momento flexionante.
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Figura 2.07.7. Se muestra en color rojo el grafico de la funcion
momento flexionante, en azul se muestra la recta M(y) = 89.78.

Figura 2.07.8. Se muestra una representaciéon en tercera
dimension de la compuerta que se menciona en el problema.

Figura 2.07.9. Se muestra otra representacién en tercera
dimension de la compuerta que se menciona en el problema.
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Problema ¢

Figura 2.09.a. Se muestra el dibujo original adaptado del enunciado

BAL AR LR -

Figura 2.09.1. Diagrama del volumen de presiones. En la figura
solo se acotan la altura y la base, dado que no piden el valor yy.

Hi1=2.00

Figura 2.09.2. Diagrama del volumen de presiones para una

—

altura de contacto hipotética H; = 2.00[m].

Nota

Si tienes dudas respecto a como calcular el centroide de un

triangulo, revisa la Referencia 2 p. 455.

y

r

(7]

=1.333
Y1 y

Problema 2.09.

La compuerta rectangular —mostrada en
dimensiones H = 4 [m] y B = 6 [m] (ancho) y sirve para contener el
agua en un recipiente. Determinar la magnitud E del empuje total
debido al agua; la profundidad y a que deben colocarse las viguetas

para que soporten el empuje de manera que se distribuya con la misma

la figura— tiene las

intensidad; por ultimo, el momento flexionante M de cada vigueta
suponiendo que se encuentran sélo apoyadas en sus extremos.

Solucién
Primero obtenemos el empuje total sobre la compuerta basandonos
en el diagrama del volumen de presiones de la figura 2.09.1 (pintado

de rojo), es decir

E= %(yH)HB = %(1,000 - 4)(4)(6) = 48,000 [kg]

Solucion a)

Dado que queremos dividir el empuje hidrostatico en 4 partes para
cada una de las viguetas, entonces el empuje individual para cada

E = 48 [Tong]

vigueta es
48

T4

= 12 [Tong]

E
Eindividal = Z

Es decir

Eingividal = Ex = E; = E3 = E, = 12 [Tong]

Para la primera vigueta debemos tener, como lo dice el problema, un
empuje de 12 [Tong] . Para encontrar a qué altura tendremos un

empuje de dicha magnitud, basta con despejar la altura H; de la
ecuacion que genera el volumen del prisma de presiones de la

figura 2.09.2, es decir
1
E; = E(VH1)H1B

1
E1=§(VH12)B
Despejando H; de la ecuacion anterior y

E; = 12[Tons] = 12,000[kg¢], tenemos que

B %_ 12,000(2)%
_[ vB ] _[1,000(6)
H; =2 [m]

Definimos también un eje ¥y’ que es coplanary ortogonal al eje y.

recordando que

H,

Una vez que hemos encontrado la altura de agua que soportara la
primer vigueta, solo nos resta conocer, donde tendremos que
colocarla para que cumpla las condiciones mencionadas, es decir, que
la presion sea igual a E; = 12 [Tong]. Dicha posicion de la vigueta
corresponde precisamente al centro de presiones y,; que de acuerdo
a los ejes coordenados lo llamaremos y; . El centro de presiones lo
podemos calcular facilmente sabiendo que dicho punto coincide
exactamente con el centroide correspondiente al area que forma el
prisma de presiones de la figura 2.09.2, es decir

2 2
Yian = V1= §H1 = 5(2) = 1.333 [m]

y; = 1.333 [m]

Solucion b)


https://drive.google.com/file/d/10V6Hh-25uzFjadlZHJE9RryKyo6Hje1V/view?usp=sharing

Note que estamos sustituyendo el valor de |a fuerza de presion en kg
y no en Tonyg, esto para que sea consistente con las demas unidades.

Utilizando el mismo procedimiento anterior podremos calcular los
valores faltantes. Para el caso de y, primero calcularemos la fuerza de
presion en términos de las alturas H, y H, basandonos en el prisma de
presiones que se muestra en la figura 2.09.3 (lea la nota color
purpura), es decir

1 1
E, = E [y(H, + H,) + yH,]H,B = EY(2H1 + H,)H,B

Recordando que, E, =12,000 [kgs] , que H;=2[m] y que
B = 6 [m], tenemos que

1 1
E; =2 y(2Hy + H)H;B =5 (1,000)(2 - 2 + Hy)H; (6)

1
12,000 = 2 (1,000)(2 - 2 + H,)H,(6)

Simplificando la ecuacion anterior, tenemos
(3,000)(4 + H,)H, = 12,000
(4+H,)H, =4

H:4+4H,—4=0
Resolviendo la ecuacion de sequndo grado

H, =0.828 [m]
Una vez conocido el valor de H, solo nos resta encontrar el punto de
aplicacion de la fuerza de empuje E, = 12,000 [kg¢]. La posicion de
V2 = Y, coincide exactamente con el centroide correspondiente al
area que forma el prisma de presiones que se muestra en
la figura 02.09.3, por otro lado, el centroide de un trapecio se puede
calcular con la siguiente ecuacion (vea la figura 2.09.4 como
referencia)

.01)

h(2b+a

Y= 5( b+a )
Para este problema en particular, los valores de y, h, b y a serian
equivalentes a los siguientes valores

Sustituyendo todos los valores anteriores en la ecuacion 01)
_H, [Z(H1 + H,) + Hl]

Ve T TS, + Hy) + H,
Despejando y,
H,(2(H,+H,)+H
y, = (2T H) T H L 02)
3\(H,+H,)+H,

Los valores de H; = 2 [m] y H, = 0.828 [m] ya han sido calculados,
solo resta sustituirlos en la ecuacion 02), finalmente tenemos que

©0.828(2(2 +0.828) + 2
2= 73\ (2 +0.828) + 2

> +2 = 2.438[m]

Solucion c)

vy, = 2.438[m]

Problema 2.09.

10
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0

y

H=2.00 y, = 2.438

H2=10.828

Figura 2.09.3. Diagrama del volumen de presiones para una
altura de contacto hipotética H; = 0.828 [m].

: 1
Trapecio | »4 E(B + b)h

Tabla 1.a. Area de un trapecio.

Para el calculo de E, primero necesitamos tener claro que el
prisma de presiones respectivo es un prisma trapezoidal.

De acuerdo a la Tabla 1.a las dimensiones del trapecio en el
prisma trapezoidal son las siguientes.
B =y(H, + H;)

b =yH,;

h=H,
Con la aclaracion anterior, podremos ahora entender mejor
como se obtuvo E,.
Para las fuerzas de presion E; y E, se utilizara un procedimiento
similar al utilizado al calcular la fuerza de presion E,.

Figura 2.09.4. En la imagen estan acotados los valores necesarios
para calcular el centroide de un trapecio generalizado.
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Hi=2.00 Yy
" y3=3.157
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Figura 2.09.5. Diagrama del volumen de presiones para una
altura de contacto hipotética H; = 0.828 [m].

Nota

Para el célculo de y; segun la ecuacion para el calculo del
centroide de un trapecio

__h(2b+a

V= §< b+a )
Los valores equivalentes del prisma de presiones en el trapecio
segun la figura 2.09.4 son

b =H; + H, + Hs;a = Hy + Hy; h = Hs; y = y3 — (Hy + H3)

y
0

Hi = 2.00

L)

ys=3.739

H2 =0.828 -
Hz = 0.637 -
Ha=0.537

Figura 2.09.6. Diagrama del volumen de presiones para una
altura de contacto hipotética Hy = 0.537 [m].

Analogamente, para el caso de y; primero calcularemos la presion en
términos de las alturas H,, H, y H; basandonos en el prisma de
presiones que se muestra en la figura 2.09.5, es decir

1
E; = E [y(H, + H, + H3) + y(H,+H,)|H;B

Realizando las respectivas operaciones y recordando que
E; = 12,000 [kg¢], B = 6 [m], podemos reducir la ecuacion anterior,

de modo que
E; = %y[(Hl + H, + H3) + (H,+H,)]H;B
E; = %y[ZHl + 2H, + Hy|H,B
12,000 = %y[Z(Hl + H,) + H;]H,B

12,000 = %1,000[2(2 + 0.828) + H;]6H,
12,000 = 3,000[2(2.823) + H;]H;

4 =[2(2.823) + H;]H;

H% +5.646H; —4 =0
Finalmente resulta una ecuacion de segundo grado, cuya solucion es

H; =0.637 [m]

Para encontrar la distancia y; seguiremos el mismo procedimiento
que utilizamos para encontrar la distancia y,, es decir encontraremos
primero el centroide del area del prisma de presiones que se muestra
en lafigura 2.09.5.

El centroide referenciado al punto O (el origen de coordenadas) sera
entonces (revise la nota de la izquierda)

E(Z(Hl + H,+ H3) + (H, + Hz)) ..03)
3\(H,+H,+H;)+(H, +H,)
Los valores de H;, H, y H; ya han sido calculados, solo resta
sustituirlos en la ecuacion anterior, despejando y; de la ecuacion 03)
y recordando que

y3 — (Hy + Hy) =

H,+H, =2 +0.828 = 2.828

Finalmente tenemos que
_ 0.637 2(2.828 + 0.637) + 2.828
Y3 =737\ (2.828 + 0.637) + 2.828

5 = 0.212(1.551) + 2.828 = 3.157 [m]

Para el caso de y, seguiremos el mismo procedimiento utilizado para

) + 2.828

hallar y, y y5, es decir calculamos primero E, y después y,.
Basandonos en la figura 2.09.6 tenemos que

1
Ey= 2 [y(H, + Hy + H3 + H,) +y(Hy+H,+H3)|H,B

E,= %y[Z(Hl + H, +H3) + H,]H,B
Recordando que E, = 12,000 [kg], H, + H, = 2.828 y H; = 0.637
12,000 = 3000[2(2.828 + 0.637) + H,]H,
[2(3.46) + H,JH, =4
H2+692H,—4=0
Finalmente resulta una ecuacion de segundo grado, cuya solucion es
H, =0.537 [m]



Para encontrar la distancia y, sequiremos el mismo procedimiento
que hemos estado utilizando, es decir, encontraremos primero el
centroide del area del prisma de presiones que se muestraenla figura
2.09.6.

El centroide referenciado al punto O serd entonces
_H, 2(Hy+H,+H;+H,)+ (H,+H,+H)
_?((H1+H2 + Hy + H,) + (H, + Hy + H;)
b = H, (3(H1 + H, + H3) + 2H,

4

~ 3 \2(H,+H, +Hy)+H,
Los valores de H,, H,, H; y H, ya han sido calculados, solo resta
sustituirlos en la ecuacion anterior, finalmente tenemos que

H,+ H,+ H; =2+ 0.828 4+ 0.637 = 3.465 [m]

0.537 (3(3.465) + 2(0.537)
= 4
V4= 73 ( 2(3.465) + 0537 ) T (3465
¥4 = 0.179(1.536) + (3.465) = 3.739 [m]

Solucion e)

En la figura 2.09.7 se muestra un resumen de todas las distancias
calculadas.

Ya >+(H1+H2+H3)

>+(H1+H2+H3)

Entonces

y, = 3.739[m]

Para encontrar el momento flexionante M de cada vigueta
(suponiendo que se encuentran sélo apoyadas en sus extremos, en los
puntos Ay B), primero debemos recordar que cada vigueta soporta la
misma fuerza de empuje E = 12,000[kg;], por tanto el momento
flexionante es el mismo para cada una de las viguetas. El diagrama de
cuerpo libre de la vigueta se muestra en la figura 2.09.8.

Considerando lo anterior, resultan las siguientes ecuaciones de
equilibrio

YF, =0 Ay +By =E ..01)

TMIt =0 —E (g) +B,(B)=0

6
—(12,000) (E) +B,(6)=0
By = 6,000 [ke]

Sustituyendo el valor numérico de B, en 01) tenemos que
A, =12,000 — 6,000 = 6,000 [kg]

El punto C que se muestra en la figura 2.09.9 es un punto arbitrario a
una distancia x con respecto al punto B, no confunda el punto B con
el ancho B de las viguetas de la compuerta.

Analizando ahora una seccion de la vigueta, nos resultan las siguientes
ecuaciones (vea la figura 2.09.9 como referencia)
YMSt =0 —M—E(x)-§x+3y,-x=o
X
M =B, -x—E(x) 2
M = 6,000x — (2,000x) g
M = 6000x — 1000x?

Problema 2.08.

12
yﬂ'
()
Hi = 2.00
L)
ys = 3.739
Hz=0.828 —
Hs = 0.637 g
He=0.537

Figura 2.09.6 (repetida). Diagrama del volumen de presiones
para una altura de contacto hipotética Hy = 0.537 [m].

r

y
7]
y, = 1.333
- 8
Hi=2.00 il g E Y
(]
T B
) 8 I :
H2 = 0.828 - =
y -
-
Hi=0.637 L
Ha = 0.537 H

Figura 2.09.7.5e muestra un resumen con todas las dimensiones
gue se calcularon tanto para H como para y.

Figura 2.09.8. Diagrama de cuerpo libre de una de las vigas de la
compuerta, la direccion de los ejes coordenados se mantiene.

|

|

l .
-t

x—-—'

—

e

| _
——
,+"’

Figura 2.09.9. Diagrama de cuerpo libre para una seccion de una
las vigas de la compuerta. Las lineas discontinuas de color rojo

indican la presencia de una carga distribuida.
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Nota

Recuerde que el punto de aplicacion de una fuerza concentrada,

originada por una carga distribuida rectangular, se encuentra

exactamente a la mitad de toda la longitud donde esta aplicada

dicha carga. Revise la Referencia 2 p. 183-184, para mayor

claridad.

Observe que E(x) no es el producto del empuje E y x, sino que

es

independiente x.

10000

B0

la funcion del

empuje E

respecto a la variable

/

1 2

-1000

3

4 5 E\

Figura 2.09.10. Se muestra en color rojo el grafico de la funcion
momento flexionante M(x), en color azul se muestra la recta
M(x) = 9,000y en verde la recta x = 3.

Esta Ultima ecuacion es la funcion de momento flexionante que
estdbamos buscando.

La grafica que resulta de la ecuacidn anterior se veria como se muestra
en la figura 2.07.10.

Podremos calcular el momento maximo, considerando que se tendra
un valor maximo del momento cuando (Referencia 2 p. 355)
M
i
Aplicando este criterio para la ecuacion antes obtenida
dM  d(6,000x — 1,000x?)
dx dx

= 6,000 — 2,000x =0

Resolviendo respecto a x
6,000 3.00 [m]
X ==——==3.00 [m
2,000
Con este valor de x finalmente tenemos que el valor del momento
maximo de flexion sobre la vigueta es

M = 6,000(3) — 1,000(32)
M = 18,000 — 9,000
M = 9,000 [kg- m]

M = 9 [Ton¢ - m]

Solucién f)




Problema 2.11.

Un ducto rectangular de dimensiones H X C se proyecta construir en
una presa para alimentar una turbina. Para posibles reparaciones del
propio ducto o de la turbina es necesario obturar el ducto con una serie
de viguetas especiales de medidas h X B = 1.2 X 3.4 [m], cada una de
ellas provistas de 2 pares de rodillos en sus extremos.

a) Determinar las fuerzas de empuje hidrostatico del agua, E; y E5,
sobre la primera y séptima vigueta, asi como el momento
flexionante en las mismas.

b) Determinar las distancias Ah, y Ah, entre el centro de presiones
y el centro de gravedad para la primera y séptima viguetas

Solucién

Primero obtenemos el empuje que se ejerce sobre la vigueta 1

basandonos en el diagrama del volumen de presiones de la figura

2.11.1 (pintado de rosa), es decir

1 1
E; == (yh)hB =2 (1,000 - 1.2)(1.2)(3.4) = 2,448 [kg;]
E, = 2.448 [Ton,]
Para obtener el momento maximo de flexion en la vigueta,
supondremos que esta simplemente apoyada. En esta ocasion,

determinaremos el momento maximo de forma analitica, con el
objetivo de simplificar los calculos en problemas similares en el futuro.

Para lograr esto, analizaremos una vigueta cualquiera, como la que se
muestra en la figura 2.11.2. A partir de ahi, se obtienen las siguientes
ecuaciones de equilibrio.

XE, =0 Ay +By=E ..01)
TMIt =0 —E (g) +B,/(B)=0
B
5,0 (2)
E
Byl E
Sustituyendo el valor de B, en 01) tenemos que
Ak E _E
VTET2TR

Vamos a definir también a w como la carga distribuida que actiua

sobre la vigueta y que esigual a

w=-
B
Es decir, w esigual a la carga concentrada E entre la longitud total de

la vigueta (para este caso, dicho valor es B).

Dicho lo anterior, la reaccion B, seria igual a

B _E_WB
)

Problema 2.11. 1 4

Tablero Nam. 1
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Figura 2.11.1. Se muestra el diagrama del prisma de presiones
(prisma triangular) para el empuje E;

Figura 2.11.2. Diagrama de cuerpo libre de una de las viguetas de la
compuerta, la direccion de los ejes coordenados se mantiene.
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Figura 2.11.3. Diagrama de cuerpo libre para una seccion de una
las viguetas de la compuerta. Las lineas discontinuas de color
rojo indican la presencia de una carga distribuida.

Rodillos Y

Figura 2.11.4. Se muestra el diagrama del prisma de presiones
(prisma trapecial) para el empuje E7

Definimos también a E(x) como la carga concentrada a cierta

distancia x con respecto al punto C y que esigual a
E wB
E(x) =§x =?x = wx
El punto C que se muestra en la figura 2.11.3 es un punto arbitrario a
una distancia x con respecto al punto B (no confunda el punto B con

el ancho B de las viguetas de la compuerta).

Considerando lo anteriory analizando ahora una seccion de la vigueta,
nos resultan las siguientes ecuaciones (vea la figura 2.11.3 como
referencia)

Y Mt = ~M —E(x)>x+ By -x =0
X
M=Byf-x—E(x)-§

Sustituyendo los valores obtenidos anteriormente

M_WB X
= 2x wx2
wB w
M=—x—— .02
X 2x )

Esta Ultima ecuacion es la ecuacion de momento o funcion momento
de la vigueta respecta a la variable x.

De acuerdo a la Referencia 2 p. 355, se tendra un momento maximo

cuando
aM

dx
Aplicando este criterio en la ecuacion 02), tenemos que
wB w
am _d(Fx-3%") _ws

T & — g wr=o

Resolviendo respecto a x

=0

x=§

Con este valor de x y sustituyendo en la ecuacion 02), finalmente
tenemos que el momento maximo de flexion sobre la vigueta es

M _WB(B) W(B)Z_ B*\ w(B*\ w(B?
mx =5 \2)"2\2) TW\a ) 2\¢) "2\
wB?
MméX:T ...03)
Ahora simplemente sustituimos w y B en la ecuacion 03), recordando
que

w=—==

E; 2 448 [Tonf
B

Entonces
_ 0.72(3.4%)

max, — 8

M = 1.04 [Ton; - m]

maxq
A continvacion calcularemos el empuje que se ejerce sobre la
vigueta 7 basandonos en el diagrama del volumen de presiones de la
figura 2.11.4 (pintado de rosa), es decir

By =3 170/h) + 6m) 1B = 3 [13(/0)]hB

1
E; = > [13(1,000 - 1.2)]1.2(34) = 31,824 [kg(]
E, = 31.824 [Ton,]



Para calcular el momento de flexion maximo en la vigueta 7 ya no es
necesario hacer el analisis completo desde cero, puesto que ya lo
hicimos en la pagina anterior, ahora solo nos limitaremos a sustituir
los valores respectivos en la ecuacion 03), es decir

Siendo
_E 3182 Tonf]
WEB T34 7
Entonces
wB?
Mméx = T
9.36(3.42%)
ma; =g

M,,sx, = 13.525 [Tong - m]

A continuacion se muestra un resumen de los valores que nos pedia
calcular el enunciado del problema

E, = 2.448 [Tony]
M; = 1.04 [Ton¢ - m]
E, = 31.824 [Tony]
M, = 13.525 [Tons * m]

Solucidn a)

Para el inciso b) nos piden encontrar |a diferencia de alturas entre el
centro de presiones y, y el centro de gravedad y; para la vigueta 1y
lavigueta 7.

Para ambos casos (vigueta 1y vigueta 7) el valor de y; es el mismo,

puesto que las viguetas tienen las mismas dimensiones, es decir
h 12
yG=E=7=0.60[m]
Para la vigueta 1, en la figura 2.11.5 se muestra la ubicacion de y, y
Vi . De acuerdo a la Referencia 1 p. 48-49, y al ser una placa
rectangular que soporta una distribucion de presiones triangular, y,

se calcula como
2 2

Entonces
Ahy =y, — ¥y = 0.80 — 0.60

Ah; = 0.20 [m]
Para la vigueta 7, en la figura 2.11.6 se muestra la ubicacion de y,_ .
De acuerdo a la Referencia 1 p. 48-49, al tratarse de una placa
rectangular que soporta una distribucion de presiones trapezoidal,
Yk, se calcula segun la siguiente ecuacion

_:ﬁ(2b+a) ..04)

Y=3\b+a
Los valores equivalentes del prisma de presiones en el trapecio segun

lafigura 2.11.7 son
y =Yx, —6h; h="h; b =7h;a =6h

Sustituyendo los valores anteriores en la ecuacion 04)

6h = h[2(7h) + 6h| h(20h> _h (20)
Yo "N =3 7+ 6n | T 3\13n) T 3\13
Despejando y,., de la ecuacion anterior
h (20
7o =3(5) * o

Problema 2.11. -
16

Rodillos y

vy

Figura 2.11.5. Se muestra la ubicacion de yg v Y, en la vigueta 1,
observe que la figura de la compuerta ha sido recortada para
mejorar la visualizacion.

I

Rodillos y

Figura 2.11.6. Se muestra la ubicacién de la distancia y;,_ vy todos
los valores necesarios para obtener su valor.

Figura 2.11.7. En la imagen estan acotados los valores necesarios
para calcular el centroide de un trapecio generalizado.
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Sustituyendo valores
1.2 /20
Yk, = ?(E) +6(1.2) = 7.815 [m]
En este caso, como estamos referenciando las distancias respecto al
origen, el valor de y; para la vigueta 7 serd diferente, lamemos a este
valor y;., es decir

Y6, = ¥ + 6h = 0.60 + 6(1.2) = 7.80 [m]

Finalmente, ya podremos calcular Ah,, entonces
Ahy = Yy, — yg, = 7.815 — 7.80
Ah, = 0.015 [m]
A continuacion se muestra un resumen de los valores que nos pedia
calcular el enunciado del problema para el inciso b)

Ah; = 0.20 [m] Solucién a)
Ah, = 0.015 [m]



Problema 2.13.

La compuerta que controla las descargas sobre un cimacio tiene una

altura H = 6 [m] y ancho B = 30 [m]. En la parte superior tiene una

compuerta giratoria superior que puede incrementar el nivel del agua

enAH = 1.5 [m].

Determinar:

a) Los empujes hidrostaticos horizontales E; y E, sobre la
compuerta plana cuando se baje la compuerta giratoria y cuando
ésta se levante;

b) Ladistancia x entre los dos sistemas de rodillos, de tal manera que
sea igual la fuerza sobre ellos cuando se baje la compuerta
giratoria, siendo la distancia a = 0.2 [m];

El peso total de la compuerta es W = 150 [Tong|; el didmetro,

D = 0.6 [m], de los rodillos, d = 0.3 [m]; el coeficiente de friccién

interna de los rodillos f =0.01, el didmetro de los pernos

d=03[m]; b =0.1[m]yelanguloa = 120°.

Solucién

Obtengamos el empuje E; (recordando que B =30[m] ),
basandonos en el diagrama del prisma de presiones triangular de la
figura 2.13.1, de la siguiente manera

1
E, = 3 (6y)(6)(30) = 540y = 540(1,000) = 540,000 [kg(]
E{ = 540 [Tong]

Cuyo punto de aplicacion estara a dos tercios de H con respecto al
punto O (dado que la distribucidon de presiones es triangular), esta

distancia es de hecho y,, es decir

2 2
Vi, =3H =§(6)

Vi, = 4 [m]

Para el empuje E,, al ser una distribucion de presiones trapezoidal,

tenemos que (vea la figura 2.13.2)

1
E, = =(7.5y + 1.57)(6)(30) = 810y = 810(1,000) = 810,000 [kg]

T2
E, = 810 [Tony]
A continuacién, se muestra un resumen de los valores hasta ahora
obtenidos

E; = 540 [Tong]
E, = 810 [Tong]

Solucion a)

De acuerdo a la Referencia 1 p. 48-49, al tratarse de una placa
rectangular que soporta una distribucion de presiones trapezoidal,
Yk, se calcula segun la siguiente ecuacion

yzﬁ(2b+a) ..01)
3\b+a

Problema 2.13. 1 8
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Problema 13

Figura 2.13.a. Se muestra el dibujo original del enunciado
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Figura 2.13.1. Se muestra la ubicacién de y, para el empuje E;



Figura 2.13.3. En la imagen estan acotados los valores necesarios
para calcular el centroide de un trapecio generalizado.

y
?————— H=6m] ————
| @ — —- yk=4m] ——
E4 | 1[|
rudlllu rodlllo
= U O)J(O)-
_——— x ——

a=0.2[m]

Figura 2.13.4. Note que el dibujo de la compuerta se ha rotado, para
facilitar la comprension del analisis de fuerzas.

Los valores equivalentes del prisma de presiones en el trapecio segun
la figura 2.13.3 son

Y=Y, —AH; h=H; b=H+AH;a = AH

Sustituyendo los valores anteriores en la ecuacion 01)
_H 2(H + AH) + AH _H<2H+3AH)
(H+AH)+AH | 3\ H+2AH

Vi, —

Despejando y, de la ecuacion anterior
H (2H + 3AH 6[2(6) + 3(1.5)
ST ik ) WP CIORS: GE) P
2 3\H+2AH 3 6+2(1.5)

Yk, = 5.167 [m]

Para el inciso b) nos piden calcular la distancia necesaria x para que la
fuerza (Ilamemos a esa fuerza Fqqi1,) que soportan los rodillos sea la
misma, una vez que la compuerta giratoria se ha bajado, es decir,
cuando solo la compuerta plana recibe el empuje producido por el
agua.

Para resolver lo anterior veamos primero la figura 2.13.4, de ahi se
obtienen las siguientes ecuaciones de equilibrio

% Fy =0 2F roqio —E1 =0
E, 540
Frodillo = 5T T 270 [Tong]
Z Mn+ =0 _Frodillo(6 -02- x) +E; (4) - Frodillo(6 - 02) =0

—Frodilio (5:8 = X) = Froqine (5.8) + E;(4) = 0
Frodilio * X = 2F;o4i110(5-8) — E1(4)

_ 2F 040 (5.8) — E; (4)
Frodillo

... 02)

Sustituyendo los valores obtenidos anteriormente en la ecuacion 02)
tenemos que

_ 2(270)(5.8) ~ 540(4) _ 972
270 ~ 270
#=36n]



Problema 2.15.

La compuerta articulada
LXB=3x4[m] y soporta los tirantes de agua H; =5[m] ;

(ver la figura) tiene las dimensiones

H, =2 [m]
Determinar:
a) Lareaccion Ry que se produce sobre el apoyo 4;
b) La magnitud de la tension T necesaria para mover la compuerta,
considerando despreciable la friccion en la articulacion.
Solucidn

Primero obtendremos los empujes totales (E; y E, ) sobre la
compuerta basandonos en el diagrama del volumen de presiones de
la figura 2.15.1 (pintado de rojo) y la siguiente figura, es decir

Hi-L
Hi1=5.00

L=3.00 3
Ha = 2.00

o YH; ;

1 1
E, = > (yH, +y(H, —L))LB = Ey(Hl +(H,— L))LB

YHyo-

E, = %y(zyl —L)LB = %(1,000)(2 5-3)3)4%)
E; = 42,000 [Kg,]

1 1
B, =5 (yH)H, =5 (1,000 (4)
E, = 8,000 [kg;]

Para las fuerzas E; y E,, por convencion, calcularemos los puntos de
aplicacion de dichas fuerzas respecto al punto O, como se muestra en
la figura 2.15.2
Para el caso de E;, el punto de aplicacion d,; coincide exactamente
con el centroide del trapecio mostrado enla figura 2.15.2, el centroide
del trapecio lo calcularemos como sigue (para este caso y = dj,)
Los valores equivalentes del prisma de presiones en el trapecio segun
la figura 2.15.b son

Figura 2.15.b. En la imagen estan acotados los valores necesarios
para calcular el centroide de un trapecio generalizado.

Problema 2.15.
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Problema 15

Figura 2.15.a. Se muestra el dibujo original del enunciado

Figura 2.15.1. Diagrama del volumen de presiones. El prisma de
presiones de la izquierda es un prisma trapezoidal mientras que
el de la derecha es un prisma triangular recto.

Nota

Recuerde que el centroide de un trapecio se calcula como
_ h (Zb 1k a)
Y=3\b+a

H=3500,, 1714
L=3.00

dy, =2.333
H2=2.00

Figura 2.15.2. Se muestran todas las dimensiones necesarias
para el calculo de dy; vy dg;. Dichas dimensiones estan
referenciadas respecto al punto 0.
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diy = 1.714

L=3.00 diz = 2.333

Figura 2.15.3. Diagrama de cuerpo libre para la compuerta.
Observe que el origen del coordenadas es el punto O.

dkz = 2.333

Figura 2.15.4. Diagrama de cuerpo libre auxiliar para encontrar
la magnitud de la tension T en el cable.

Figura 2.15.5. Vista isométrica de la compuerta, donde se ha
representado el agua, la compuerta y el mecanismo que eleva la
compuerta.

Con base en lo anterior tenemos que
do. = E(ZH1 +(H, - L)) E(SH1 - L) _3.00 <3(5) - 3)
K73\ H, +H,—-L)) 3\2H,—-L/~ 3 \2(5)-3
dy; = 1.714 [m]
Para el caso de E,, el punto de aplicacion d,; coincide exactamente
con el centroide del tridngulo rectdngulo mostrado en la figura 2.15.2,

el centroide del triangulo rectangulo lo calcularemos con el siguiente
razonamiento
di, =L— %Hz =3.00 —%(2.00)
dy, =2.333 [m]
Fue asi calculado porque necesitamos que el punto de aplicacion dy,

esté referenciado respecto al punto 0.

Basandonos en el diagrama de cuerpo libre de la figura 2.15.3
podremos calcular finalmente la reaccion R, haciendo una sumatoria
de momentos de fuerza respecto al punto O

YMZ* =0 —1.714E, + 2.333E, + 3.00R, = 0

3.00R, = 1.714E, — 2.333E, ..a)

Segun los resultados calculados anteriormente
E, = 42,000 [kgy]
E, = 8,000 [kg(]

Sustituyendo los valores anteriores en la ecuacion a)
3.00R, = 1.714(42,000) — 2.333(8,000)

[1.714(42,000) — 2.333(8,000)] = 17,774.77 [kg;]

Solucién a)

Para el inciso b) del enunciado del problema, nos piden ahora calcular
la tension T que soportara el cable, es decir, la reaccion R, ya no es

R = 1
473.00

R, = 17.775 [Ton{]

necesaria y sera ahora remplazada por una tension en el cable. Es facil
deducir que en el inciso a) del enunciado del problema, el cable no
estaba soportando ningUn tipo de fuerza.

De acuerdo al diagrama de cuerpo libre de la figura 2.15.4 nos resulta
la siguiente ecuacion de equilibrio respecto al punto O.

XMyt =0 —1.714E; + 2.333E, + 3.00T cos 60° = 0

3.00T cos60° = 1.714E, — 2.333E,

T (1.714E, — 2.333E,)

~ 3.00 cos 60°

Sustituyendo los valores correspondientes

[1.714(42,000) — 2.333(8,000)] = 35,549.33 [kg,]

Solucion b)

En la figura 2.15.5 se muestra una representacion tedrica en tercera

T =300050)
T = 35.549 [Tong]

dimensidn de la compuerta.



Problema 2.19

La compuerta de sector (mostrada) tiene un radio R = 4.5 [m], soporta
un tirante de agua H = 3 [m] y gira alrededor del punto 0. Su peso es
W =1 [tong/m] localizado a la distancia ¢ = 0.6 [m] ; ademds,
a=4[m]yb=0.3[m].

Calcular la fuerza T de reaccion sobre el punto A en la compuerta por

metro de longitud.
Solucidn

Primero obtendremos los empujes totales ( Ey para el empuje
horizontal y E, para el empuje vertical) sobre la compuerta,
basandonos en los diagramas auxiliares que se muestran en las
figuras 2.19.1, 2.19.2y 2.19.3.

Para el caso del empuje vertical Ey,, primero debemos encontrar el
area Ay, que resulta de la sustraccidn entre un segmento circular (al
que llamaremos A;) y un tridngulo (al que llamaremos A,). Para
facilitar la comprension del calculo de dicha area Ay, vea la
figura 2.19.1.

Calculemos primero el area A, (las dimensiones del area A, se
muestran en la figura 2.19.2).

Note que la longitud L; fue una longitud propuesta para facilitar los

calculos del area A4,
El area A, seria entonces
A, =§(R—L1)H ..01)

Pero

Ly
cosa=E:. L; =Rcosa

Sustituyendo el nuevo valor de L, en 01) tenemos que
1 1
A, = E(R — Rcosa)H = ERH(l —cosa)
Pero

H 3.00
a =sen! (—) = sen~!

R (4.50) = 41.81

Sustituyendo el valor de a en 4, finalmente tenemos que

A, = %(4.50)(3.00)(1 — co0s(41.81°))

A, =1.718 [m?]
Procedamos entonces a calcular el valor de X, basandonos en la
figura 2.19.2, podemos notar facilmente que el centroide pasa
exactamente por x =§(R — L) respecto al punto 0, dado que la

figura es un triangulo. Entonces, recordando que L, = Rcosa
tenemos que

1 1
%, =3 (R~ L) = 5 (4:50 — 4.50 cos(41.81°))
%, = 0.382 [m]

Problema 2.19.
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Figura 2.19.b. Se muestra una primera representacion en 3D de
la compuerta.

C B

y “ A/

0 0 0

Figura 2.19.1. El drea Ay, es el resultado de la sustraccion entre
Az Y Al'

R-L u
y
Ja
H =3.00 R=4.50
O L/ASK g
R=4.50

Figura 2.19.2. El drea A, corresponde a un tridngulo rectangulo
de base R — L, y altura H = 3.00 [m].
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Y

Ja

R=4.50

0 o g

R=4.50
Figura 2.19.3. El area A, corresponde a un segmento circular con
un radio R = 4.50 [m] y un &ngulo @ = 41.81° = 0.7297[rad].

o ——————
R Sector R2
Circular |4 = P (@ —sena)
a
S

Tabla 1.b. Area de un sector circular (Basada en Referencia 1).

YA Y6
R=4.50
6
¢
)
9, 4 / 4 g X
La L3

R=4.50

Figura 2.19.4. La longitud L, es igual al valor de X; (observe que el
angulo a = 28).

Para el calculo de 4; nos basaremos en la figura 2.19.3.
Por otro ladoy de acuerdo a la Tabla 1.b el area A, seria entonces

RZ
Ay =?(a—sena) ..02)

Recordemos que el valor de @ en la ecuacion 02) deberd estar en

radianes y sen «a se calcula usando grados sexagesimales, por lo tanto

VA
Q= 41.81°(1800) = 0.7297 [rad]

Sustituimos ahora el valor de a calculado anteriormente, en 02)
2

0
>—(0.7297 — sen(41.81°)) = 10.125(0.7297 — 0.667)
A, = 0.638 [m?]

Para el caso del calculo de i;, el procedimiento no es tan sencillo, pero

A =

nos serd mas facil si nos basamos en la figura 2.19.4 para su mejor
comprension.

Observe que la longitud L, y la longitud y,; es paralela a la recta que
pasa por los puntos C y G. Las longitudes L; y L, son paralelas al
eje x. Por otro lado y de acuerdo a la Tabla 2.1 del libro de Sotelo, la
longitud y se calcula con la siguiente ecuacion (Considerando que
a = 20)

_r(1 4(sen6)® \ e(1
Ye = 3a —3sena)
Recordando que

R =4.50; a = 41.81° = 0.7297 [rad]
0 =a/2 =41.81°/2 = 20.905°

4 (sen 0)3 )

3a—sena

Entonces

4  (sen20.905)3
30.7297 —sen 41.81°

Ye = 4.50 (1 ) = 0.176 [m]

Observando de nuevo la figura 2.19.4 podremos notar que

LZ =R — yG = 4.50 - 0.176
L, =4.324 [m]
Y que

L
cos@ = L—3 o Ly = L, cos 6 = 4.324 c0s(20.905°)
2

Ly =4.039 [m]
Finalmente tenemos que
L,=% =R—L; =450-4.039
x; = 0.461 [m]
Como lo menciona la etiqueta de la figura 2.19.4, la longitud L, es de
hecho la misma que la longitud X; que es la que necesitabamos
calcular.

Dado que ya hemos calculado las areas A; y A,, el area A, sera
finalmente
Ay =4,—A,=1718-0.638
Ay = 1.08 [m?]

Aunque ya hemos calculado los valores de x; y X, nos restaria aun
encontrar el centroide de la figura compuesta Ay, y al ser asi, no
podremos calcular su centroide X}, de manera directa.



Es decir, tendremos que calcular el valor de los centroides de las areas
A,y A, de manera separada y con base en eso, calcular x;,.

De acuerdo a la Referencia 8 (Apéndice A.2) podemos calcular el
centroide de una figura compuesta utilizando el concepto de primer
momento de un area, con la siguiente ecuacion (para el caso de x)
%, = LiAi%; ..03)
PHYE
Sustituyendo los valores obtenidos anteriormente en la ecuacion 03)

 SA% A%, — A%, 1.718(0.382) — 0.638(0.461)
ESA T a4 1.08
%, = 0.335

Recuerde que todas las distancias calculadas estan referenciadas
respecto al punto 0.

De acuerdo a la Referencia 1 p. 52, el empuje vertical que el agua
ejerce sobre una superficie curva, es igual al peso de la columna
vertical del liquido (agua), que se apoya sobre dicha superficie (vea la
nota a su derecha), es decir

By = Ayy = (108 [m?]) (1 [T;I;f])
Tonf] .

EV—108[

En la figura 2.19.5 podemos observar la fuerza resultante Ey
indicando claramente la posicion de su punto de accion o centroide,
sobre el eje x.

Para el caso del empuje horizontal E basta que calculemos el area
lateral del prisma de presiones (pintado en color gris) cuyas

dimensiones se muestran en la figura 2.19.6, es decir
1 1
E, = E(yH)H ==|1 (3.00 [m])
Tong
Ey =4.50 [ ] -

El punto de accion de la fuerza Ey estara a una distancia
Yy = G)H = G) (3.00) = 1.00 [m] respecto al punto O, esto

Ultimo por tratarse de un tridngulo.

En la figura 2.19.6 estan sefialadas todas las fuerzas que hemos
calculado hasta ahora, asi como las fuerzas que nos sefala el
enunciado del problema; se marcan también sus puntos de accion
respecto al punto O.

La fuerza R marcada en color amarillo es una fuerza concentrada,
generada por una fuerza distribuida rectangular p = yH que actUa en
la base de la compuerta debido al empuje del agua. Para que la fuerza
distribuida p sea una fuerza concentrada necesitaremos multiplicar
dicha fuerza por su longitud total, es decir

[m])(4.00 [m]) T
Tonf]

R =pa =

R =12. 00[

Problema 2.19.
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%, = 0.335

Ey
R = 4.50

o C
Figura 2.19.5. En la figura esta claramente indicado el punto de
accion de la fuerza Ey,.

X

Nota

Es importante notar que el resultado de las fuerzas esta
expresado en toneladas-fuerza por metro lineal, ya que se nos
solicita un resultado por unidad de longitud. En este caso, la
unidad de longitud corresponde a la unidad de ancho. Observe
que el enunciado del problema no proporciona dicha longitud.

=0.335

H=3.00
i =1.00

Figura 2.19.6. Diagramas de los volimenes de presiones. Para la
compuerta hay dos diagramas, uno horizontal y el otro vertical,
en la base de la compuerta se presenta un diagrama rectangular.
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v =0.335
Y
y Ja
H=3.00 R =4.50
,/E—") TT
W= 1.00 E 5 x
v
'.,60 b=0.30
2.00
x3=3.85 —
a=4.00

Figura 2.19.6. Se muestran todas las fuerzas involucradas.

Xy = 0.335 [m] Ey = 1.08 [Tong/m]
vy = 1.00 [m] Ey = 4.50 [Tong/m]

W = 1.00 [Tong/m]
x; = 2.00 [m] R =12.00 [Tong/m]
X3 = 3.85 [m]

Tabla 2. Para comodidad del lector se han resumido todos los
valores obtenidos en la solucion del problema.

Figura 2.19.7. Vista tridimensional de todo el sistema.

Figura 2.19.8. Se ha representado el agua, la compuerta y el
mecanismo que permite la apertura de la compuerta.

Al ser una fuerza distribuida rectangular, su punto de accion estara a
una distancia x, = a/2 = 4.00/2 = 2.00 [m] respecto al punto 0.

Respecto al peso de la compuerta W, el enunciado del problema solo
dice que su centro de masa esta a 60 [cm] respecto del punto O.

La tension T, es la fuerza que el enunciado del problema nos solicita
encontrar. Dicho enunciado no menciona la posicion exacta de la
tension T, por lo que, por practicidad, supondremos que se encuentra

a una distancia x5 respecto al punto O (vea figura 2.19.6).

b 0.30
X3 = a—5 =400~ —— =400~ 0.15 = 3.85 [m]

Con todos los resultados obtenidos anteriormente (Tabla2) y
basdndonos nuevamente en la figura 2.19.6 finalmente podremos
calcular las respectivas ecuaciones de equilibrio y por ende, la
magnitud de la tensidon T, es decir

YMJ* =0  %,Ey+yuEy + 0.60W —x,R —x,T =0

0.335(1.08) + 1.00(4.50) + 0.60(1.00) — 2.00(12.00) — 3.85T = 0

Tong
T =4.82 [ ] \)
m

La magnitud de la tension T es de direccion contraria a la direccion

supuesta por el enunciado del problema.

Como un recurso extra, se muestran dos representaciones en tercera
dimension de la compuerta, en la figura 2.19.7.y 2.19.8.

T = 4.82 [Tong/m]



Problema 2.29.

Determinar el empuje hidrostatico, por metro de ancho, sobre la
superficie parabdlica del muro mostrado en la figura cuya ecuacion es
z = 4x2.

Solucion.

Para encontrar la fuerza de empuje total que nos pide el problema
utilizaremos las componentes horizontal y vertical de dicha fuerza.

Comenzaremos calculando la fuerza horizontal, como referencia, en
la figura 2.29.1 (en rosa), se muestra el diagrama del volumen de
presiones para el empuje horizontal, recordando que la fuerza
horizontal que se ejerce sobre el muro se calcula sobre la proyeccion
normal al eje horizontal de este muro y dado que nos piden la fuerza
de empuje por metro de ancho:

¢ )(9.00 [m])(9.00 [m])
Tonf]

P—1 +9.00 900—11
=5 (r-9.00)0. )——(

« = 40. 50[

Para el caso de la fuerza de empuje vertical necesitaremos calcular el
area superior (figura 2.29.2 en color rosa) delimitada por la parabola
z = 4x?, es decir, la funcién que define dicha condicién seria una
nueva funcidn que podremos llamaru = 9 — z = 9 — 4x? (Analice la
figura 2.29.c), recordando que el area bajo la curva, es igual a la
integral definida entre dos puntos (Referencia 3 p. 275 - 276),

finalmente, el area que buscamos sera

1.50 4 4
Ay = f (9 — 4x?) dx = 9x]§5° — §x3]},'5° =9(1.50) — §1.503
0

Ay =9.00 [m?]
Una vez calculada el area, calculamos la fuerza de empuje vertical la
cual es igual al peso de la columna real del liquido sobre el muro, y
dado que se determinara por unidad de ancho se tiene

P, =y4, = (1 Tong )(9.00 [m2])
Tonf]

p, —900[

Una vez que hemos calculado, tanto la fuerza horizontal, como la
vertical, la fuerza resultante sera

on
P= JP2+P2—J40502+9002—4149[ mf]

Solucion

P = 41.49 [Tong/m]

Si nos basamos en el célculo del drea

con la grafica de la izquierda, ?
podremos hacerlo restando el area 8
que forman las dos lineas azules 7
discontinuas y el area bajo la curva 6
z = 4x?, es decir
15 5
Ay = 9(1.5) —J- 4x2%dx = 9 [m?] 4
0
La grafica de la derecha es la funcion 3
espejo de la funcisn z=4x% 2
desplazada una distancia z =9, es 1
/ decir, es una nueva funcion
y X ) S
0 05115 u=9-4x

Figura 2.29.c. Se muestra dos maneras de calcular el drea 4.

Problema 2.29.
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z
I/ 7.0

Problema 29

Figura 2.29.a. Se muestra el dibujo original del enunciado

Figura 2.29.b. Se muestra una representacion en 3D de la
superficie parabdlica del problema.

©1.50
<

9.00

Figura 2.29.01. Diagrama del volumen de presiones para el
empuje horizontal P,.

1.50"
z

9.00

Figura 2.29.02. Diagrama del volumen de presiones para el
empuje vertical P,.


https://drive.google.com/file/d/1XN_0H_-EzyuqGMK2m4aqjCjYIjLEPoQj/view?usp=sharing

Problema 31

Figura 2.31.a. Se muestra el dibujo original del enunciado

—
|

Figura 2.31.1. La resultante de los empujes verticales E se
obtendra con la suma vectorial de los empujes generados por
las columnas virtual y real del agua.

« )

P

E3

Figura 2.31.2. Se muestra una visualizacion en tercera dimension de
la figura 2.31.1.

R e010_gE— ===

R=050 p - 0.40
'R=050

i ht = 0.40 R 05
=0. | |
R ‘YL

a=,R,,',h1,=,Q-1Q,, S

tr=030"

d=0.60

Figura 2.31.3. El volumen V} consiste en una esfera truncada en sus
extremos superior e inferior y con un hueco cilindrico en su interior.

Problema 2.31.

Determinar la resultante de los empujes verticales sobre la esfera
mostrada en la figura para los datos: d = 0.6 [m]; R = 0.5 [m];
h =4 [m].

Para calcular la resultante de los empujes verticales E, primero nos
basaremos en el diagrama de la figura 2.31.1, lo que facilitara la
comprension del procedimiento. El primer diagrama del extremo
izquierdo (figura 2.31.1) equivale al peso de la columna de liquido
virtual, que genera un empuje vertical ascendente sobre cierta zona
de la esfera. Para que entendamos mejor la superficie donde actUa
dicho empuje, vea la figura 2.31.2, este diagrama se muestra en tres
dimensiones, observe la diferencia en la visualizacion entre el
diagrama en dos dimensiones y en el de tres dimensiones.

El segundo diagrama en el centro de la figura 2.31.1, equivale al peso
de la columna de liquido real, que genera un empuje vertical
descendente sobre cierta zona de la esfera. Para que entendamos
mejor la superficie donde actua dicho empuje vea la figura 2.31.2. La
suma vectorial del primery segundo diagrama (figura 2.31.1) nos dara
la resultante de los empujes verticales. Como vemos, en el diagrama
de la resultante de los empujes verticales, se tienen dos volUmenes
diferentes, el volumen V; genera un empuje vertical descendente y el
volumen V, genera un empuje vertical ascendente.

Observe que el volumen V; estd compuesto de un cilindro (ahuecado
con un cilindro de radio d = 0.6 [m]) que estd unido a una semiesfera
(ahuecada con el mismo cilindro de radio d = 0.6 [m] y truncada con
un casquete esférico en la parte inferior), mientras que el volumen V,
esta compuesto por un cilindro que esta truncado en su parte inferior
con una semiesfera de radio R = 0.5 [m].

Procederemos entonces a calcular el volumen V,, para eso nos
basaremos en la figura 2.31.3. Como podemos observar existen tres
volUmenes que necesitamos obtener, el primero sera el volumen de la
esfera de radio R = 0.50 [m], el sequndo sera el volumen del cilindro
de radio r = 0.30 [m] y altura 2h,, finalmente, el tercer volumen
seran dos casquetes esféricos situados en los extremos verticales de
la esfera.

El volumen de la esfera (vea Tabla 3) sera

4 4
Vesfera = §7rR3 = §7r(0.50)3 = 0.524 [m3]
r i .
: oL Esfera V= - 3

Tabla 3. Volumen de una esfera.


https://drive.google.com/file/d/1zlx2524yiXM1XctfFjhi1q6jkK7wJ8GQ/view?usp=sharing

El volumen del cilindro (vea Tabla 4) sera
Veilindro = 7r2H' = 1(0.30)2(0.80) = 0.226 [m3]
Donde (segun la figura 2.31.3)
H' = 2h; = 2(0.40) = 0.80 [m]

Segun la figura 2.31.3, h, se obtuvo con el siguiente razonamiento

h, = jRZ - (g)z = jo.so2 - (@)2 =+/0.16 = 0.40 [m]

2

El volumen del casquete esférico (vea Tabla 4 y figura 2.31.3) sera
0.10m
6

wa
Vcasquete = ? (3b2 + aZ) = (3 . 0-302 + 0.102) =0.015 [m3]

Donde (Segun figura 2.31.3)
b=r=d/2=0.60/2=0.30 [m]
Una vez obtenidos los volUmenes indicados, el volumen V, sera

Vs = Vestera — Veilindro — 2Veasquete = 0524 — 0.226 — 2(0.015)
V, = 0.268 [m3]

Procederemos ahora a calcular el volumen V;, para eso nos basaremos
en la figura 2.31.4. Como podemos observar, existen dos volUmenes
que necesitamos obtener, el primero serd un cilindro de radio
r = 0.30 [m]y altura H = h — 2h, (al que llamaremos Vjjindro) Y €l
segundo volumen sera un casquete esférico de radio r y altura a.

El volumen del cilindro (vea Tabla 4 y figura 2.31.4) serd

|/ = nr?(h — 2h,) = 1(0.30)%[4.00 — 2(0.40)] = 0.905 [m?3]

cilindro

El volumen del casquete esférico (vea Tabla 4 y figura 2.31.4) serd

0.10m
6

mwa
Veasquete = ¢~ (317 +a2) = (3-0.30% + 0.10%) = 0.015 [m?]

Una vez obtenidos los volumenes indicados, el volumen V; sera

V3 = c’ilindro - Vcasquete =0.905 —0.015

V5 = 0.890 [m?]

El volumen necesario para calcular la resultante de los empujes
verticales sobre la esfera sera entonces

Ve = —Vs +V, = —0.890 + 0.268 = —0.622 [m?]

El volumen V; se considerd negativo porque produce un empuje
descendente y V, se considerd positivo porque produce un empuje
ascendente, fisicamente sabemos que los volUmenes negativos no
existen, pero se sefiala el resultado con el signo menos para indicar
que el volumen resultante producira un empuje descendente.

Una vez calculado el volumen resultante, finalmente podremos
calcular la resultante de los empujes verticales como sigue

T
Ep=yVy =1 [ ;gf] (0.622 [m?]) = 0.622 [Ton,] |

Como Ultimo recurso, en la figura 2.31.5 se muestra una
representacion en tercera dimension de todo el sistema en cuestion.

Problema 2.31. 2 8

Cilindro V=mnr?H
Casquete na

_ 2 2
Esférico T 6 (3b* +a®)

H=h-2m=320

Figura 2.31.4. El volumen V3 consiste en un cilindro truncado en su
extremo inferior con un casquete esférico de radio 7, en la imagen
se muestra también una ampliacion o detalle del casquete esférico.

Figura 2.31.5. Se muestra una representacion en tercera
dimension de la esfera sumergida en el agua.
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Problema 39

Figura 2.39.a. Se muestra el dibujo original del enunciado

Circunferencia A=—-D2

Tabla 1.c. Area de una circunferencia.

h=1.500 _
( Gy -0.016
G=1936 : =190

ho=0976 G =0.96!

Figura 2.39.1. En la figura se sefiala la ubicacion de G tanto
respecto al espejo del agua como desde la base del cilindro.

Problema 2.39.

Determinar la posicion del centro de gravedad que debe tener un cajon
cilindrico cuyas dimensiones se muestran en la figura (peso
W = 24 [Tong] ) y que requiere para su estabilidad una altura
metacéntrica h = 1.5 [m]

Solucion.

Como no nos proporcionan mas datos, asumiremos que el peso
especifico del liquido es el del agua, es deciry = 1 [%] .

Como primer paso vamos a calcular el area de la seccion transversal

que en este caso sera la de un circulo de diametro D = 4 [m] tal como
loindica la figura 2.39.a, la Tabla 1. cy la figura 2.39.1, es decir

A= %(4)2 = 12.566 [m?]

Con el valor obtenido anteriormente, podremos ahora calcular la
altura sumergida H del siguiente modo

Del principio de Arquimedes (Referencia 1 p. 59).
E, =vyv, ...01)
Donde E,, es el empuje vertical que produce el agua sobre el cilindro;
v, es el volumen de liquido desalojado y y es el peso especifico del
agua
Dado que se asume que el cajon estd en equilibrio
E, = Weilindro = 0

E, = Weilindro -..02)
Sustituyendo 01) en 02) y recordando que Wejjinaro = 24 [Tong]
YV, = 24 ...03)

Despejando v, de la ecuacion 03)
24 24 [Tong]

== —— = 3
Y0 =y = TlTong/m?] 24 M)
Pero
vo = AH ...04)
Despejando H en 04) y recordando que A = 12.566 [m?]
v 24 [m3
H=2 [m] = 1.910 [m]

A~ 12566 [m?]
El dato anterior también nos lo proporciona el enunciado del
problema, en este caso es H = 1.92 [m], para evitar problemas o
confusiones utilizaremos el valor que proporciona el enunciado.

A continuacion calcularemos el centro de flotacion G; que al ser una
seccion rectangular, se calcula como G; = H/2 (Referencia 4 p. 15),

entonces

G—H—1'92—096[ |
LTt e
El valor de G; esta referenciado respecto a la base del cilindro, tal

como se muestra en la figura 2.39.1

Una vez calculado el centro de flotacion solo nos restaria calcular el
momento de inercia, para finalmente calcular el centro de gravedad
respecto a la base de la caja cilindrica, el cual llamaremos G, para no
confundirlo con el centro de gravedad G referenciado respecto al
espejo o superficie libre del agua.


https://drive.google.com/file/d/1HcvdaawsoJPME-UI6bfMRBiUryvVoPmw/view?usp=sharing

Para el caso de la altura metacéntrica, sabemos que se calcula con la
siguiente expresion (Referencia 1 p. 62)

Iy

=—= _h Ecuacion (2.26)
cos B v,

0
Donde
h:  Altura metacéntrica.

I, Momento de inercia del area de la seccion del cuerpo a nivel de
la superficie de flotacion.

vo:  Volumen del cuerpo sumergido
0: Angulo de inclinacién respecto al espejo de agua.

Por otro lado
hy =Gy — Gy
Donde
G,: Centrode gravedad del cuerpo completo respecto ala base dela
caja cilindrica.
G,: Centro de flotacion referenciado respecto a la base del cilindro.

Segun la Referencia 1 p. 61, se debe considerar la seccion transversal
del cuerpo en contacto con el espejo de agua tal como se muestra en
la figura 2.39.2.

El momento de inercia para un circulo (Tabla 5) se calcula como

Iz = ZT[TA = ZT[(Z)“’
1, =12.566 [m*]

Sustituyendo los valores antes calculados en la ecuacion (2.26) y
considerando que segun el enunciado h = 1.5[m] tenemos que

_ 12566 (G, — 0.96) = 1.5
" cos0°(24) o
De aqui despejamos a G, y nos queda como sigue

Gy, = —0.016 [m]

El valor anterior es valido si se toma como referencia la base de la caja
cilindrica; es decir, el centro de gravedad G, de la caja esta por debajo
de ésta. Otra forma de expresar el resultado seria tomando como
referencia el espejo o nivel del agua, de modo que

G =H -Gy =1.920— (=0.016) = 1.936 [m]

G = 1.936 [m] (Desde el nivel del agua)

Esimportante aclarar que el resultado, aunque es correcto, contradice

el hecho de que el centro de gravedad del cuerpo no puede por si
mismo estar debajo de este.

Como Ultimo recurso se muestra una representacion en tercera
dimension en la figura 2.39.3.

Problema 2.39. 3 0

x| Circulo L=-mrt

Tabla 5. Momento de inercia de un circulo.

Figura 2.39.2. Para el calculo del momento de inercia debe
considerarse el drea completa de la seccion transversal en
contacto con el espejo de agua, sin considerar huecos .

Figura 2.39.3. Se muestra una representacion en 3D del cajoén
cilindrico.
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Problema 41
Figura 2.41.a. Se muestra el dibujo original del enunciado
y
0.50
G=1.00 ! ;
0.50 » H =050
0 G1=0.25 :
X
<050 1.50 1050

Figura 2.41.1. Se muestra la seccion transversal del cuerpo,
mostrando la ubicacién del centro de flotacion y el centro de

gravedad respecto al punto 0.
z z'
T I = —th
b C X Rectangulo
_ 1
_L_ : X sz = Ebha
h ®

Tabla 6. Momento de inercia de un rectangulo.

Seccion transversal
, en contacto con el
espejo de agua.

~

Figura 2.41.2 Para el célculo del momento de inercia debe
considerarse el area de la seccion transversal en contacto con el

espejo de agua, sin considerar huecos, tal como se indica.

Problema 2.41.
Calcular la altura metacéntrica del cuerpo mostrado en la figura para las
condiciones de flotacion indicadas.

Usando los datos de la figura 2.41.ay basandonos en la figura 2.41.1,

podremos calcular como primer paso, el valor de h,

(Referencia 1 p. 63), es decir
0.5
hy=G—G, = (0.5+0.5)—7= 1—0.25=0.75 [m]
Donde.
G:
G;:

Centro de gravedad del cuerpo completo respecto al punto O.

Centro de flotacion o de carena respecto al punto O que de
acuerdo a la Referencia 4 p. 15, esiguala G; = H/2.

Con el valor de h, obtenido anteriormente, solo nos resta calcular el
momento de inercia I,/ o I+ (el enunciado del problema no especifica
qué altura metacéntrica debe calcularse) y la magnitud del volumen
sumergido v, , los cuales sustituiremos en la ecuacidon (2.26)
(Referencia 1 p. 62)

L »
=————h, Ecuacion (2.26)
cos v,
Donde
h Altura metacéntrica.
I, Momento de inercia del area de la seccion del cuerpo a nivel de
la superficie de flotacion.
2 Volumen del cuerpo sumergido.
0 Angulo de inclinacién respecto al espejo de agua.

El volumen sumergido es igual a

vy = 0.50(0.50)b + 0.50(0.50)b = 2(0.50)(0.50)b
vy = 2b(0.50)2
Es decir, dos veces el volumen del prisma rectangular color blanco de
base B = 0.50 [m] y altura a = 0.50 [m] tal como se aprecia en la
figura 2.41.2.

Para obtener el valor de I, en la ecuacion (2.26) nos auxiliaremos de la
figura 2.41.2, por otro lado, segun la Tabla 6, el momento de inercia
de un rectangulo, con las dimensiones dadas en el problema (sobre el
eje BB') seria

I,

1
— 3
12b(2.50)

Observe que si obtenemos la altura metacéntrica sobre el eje AA’
(paralelo al eje x y donde I,» = 2.50b3/12) no podremos resolver el
problema puesto que no conocemos el valor de b, en cambio si
obtenemos la altura metacéntrica sobre el eje BB' (paralelo al eje z) y
sustituyendo el valor de I,, de hy = 0.75 y v, = 2b(0.50)? en la
ecuacion (2.26) tendremos lo siguiente:

b(2.50)3/12

= o5 0° [26(0.50)7] 0.75 = 2.604 — 0.75 = 1.854 [m]

Solucion

h = 1.854 [m]


https://drive.google.com/file/d/1YcOjS9HfGNNNK7nqggnjNzQq79eXxK1W/view?usp=sharing

Observamos que el valor de b no fue necesario para calcular el valor

.. Problema 2.41.
de la altura metacéntrica h. 32

Como Ultimo recurso, en la figura 2.41.3 se muestra una
representacidn en tercera dimension del cuerpo analizado en este
problema.

Figura 2.41.3. Se muestra una representacion en 3D del cuerpo
en estudio.
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Problema 2.43.

Un lanchon  tiene forma de paralelepipedo rectangular de
9.2 X 24.5 X 2.45 [m]; pesa 500 [Ton¢] cargado y tiene su centro de
gravedad a 3 [m] del fondo. Hallar la altura metacéntrica para la
rotacion alrededor del eje x, asi como determinar si es estable. Cuando
el lanchon gire 5° alrededor de este eje ¢ Cuan serd el par de equilibrio?

- X
] Z ion.
% 24!5111 Sm e e Solucién.
e I L J d _;—:":;_..‘_ Antes de comenzar con la solucidn de este problema, es importante
: 245m i aclarar que no podemos basarnos en el eje x mostrado en la

Problema 43
Figura 2.43.a. Se muestra el dibujo original del enunciado

Figura 2.43.1. Se muestran las dimensiones principales del
lanchén

Figura 2.43.2. Se muestran las dimensiones basicas necesarias
para el célculo de hg.

figura 2.43.a, ya que hacer esto complicaria o haria confusos los
calculos. Por esta razon, hemos propuesto ejes en diferentes
posiciones, como se vera en las siguientes figuras de este problema.
Calculemos primero la distancia sumergida del barco d, haciendo uso
del principio de Arquimedes (Referencia 1 p. 59), es decir

E, =vyv, ...01)
Donde E,, es el empuje vertical que produce el agua sobre el lanchon;
v, es el volumen de liquido desalojado y y el peso especifico del agua
Dado que el lanchon esta en equilibrio

Ey, = Wianchon =0

E, = Wanchén -..02)
Sustituyendo 01) en 02) y recordando que Wi nchsn = 500 [Tong]
yv, = 500 ...03)

Despejando v, de la ecuacion 03)

500 500 [Tong]
YT T TiTong/m]
Por otro lado, el lanchdn es un cuerpo regular (paralelepipedo
rectangular) por lo que el volumen sumergido puede obtenerse como

el producto de su base por su ancho y por la altura sumergida d
(figura 2.43.1), es decir

=500 [m?3]

vy = Bad = 24.5(9.2)d ...04)
Donde
B Base del lanchon
a Ancho del lanchon
d Distancia sumergida del barco.

Sustituyendo v, = 500 [m3] en 04) y despejando d tenemos que
500 500

= B2~ @amnEy ~ ~A18m]

Con el valor calculado de d podremos ahora calcular el valor de G;
(Referencia 4 p. 15), es decir
G, =d/2=2218/2

G, =1.109 [m]
Como el valor de G lo proporciona el enunciado del problema,
también podremos calcular el valor de h, , recordando que
(Referencia 1 p. 63)
hy =G -G,
Sustituyendo los valores correspondientes, tenemos que
hy=G—G, =3-1.109

hy =1.891 [m]

Los valores obtenidos anteriormente se muestran en la figura 2.43.2.



https://drive.google.com/file/d/1M1J5KyUKvta2QqxiYk2o5e9Ei_yYyP1F/view?usp=sharing

La altura metacéntrica la calculamos con la ecuacidon (2.26) de la
Referencia 1 p. 62

I .
=2 0 Ecuacion (2.26)
cos 6 v,
Donde
h Altura metacéntrica.
I, Momento de inercia del area de la seccion del cuerpo a nivel
de la superficie de flotacion.
Vo Volumen del cuerpo sumergido.
6 Angulo de inclinacidn respecto al espejo de agua.

De los valores mencionados anteriormente, solo nos falta calcular el
momento de inercia para finalmente obtener la altura metacéntrica h.
Para calcular el valor de I, nos apoyaremos de la figura 2.41.3.
Ademas, segun la Tabla 6, el momento de inercia de un rectangulo,
con las dimensiones proporcionadas en el problema seria:

B, 24

_ 5
| = — = — 3 = 4
Iy =130 =5 (92)* = 1,589.821 [m*]

Para este caso, el eje z' se encuentra exactamente sobre el eje AA’".

Sustituyendo todos los valores obtenidos a lo largo del problema (vea
el resumen en la Tabla 7) en la ecuacion (2.26) finalmente tenemos
que

I, 1,589.821

h =m—ho =m— 1891 = 1289 [m]

Solucion a)

Por otro lado, segun la Referencia 1 p. 61, el par de desequilibrio se
calcula con la ecuacion (2.24).

h=1.289 [m] >0

h = 1.289 [m] El lanchén es estable

F,f=M=vytan61I, Ecuacion (2.24)

Donde

M: Par de desequilibrio ocasionado por una fuerza externa.

y: Peso especifico del aguay = 1[Tong/m3].

0: Angulo de inclinacion del cuerpo en estudio.

I: Momento de inercia del area de la seccion del cuerpo en

estudio a nivel de la superficie de flotacion.

Para un angulo 8 = 5° el par de desequilibrio sera

M =ytan@ I, = 1[Ton;/m3](tan 5°)(1,589.821 [m*])

M = 139.1 [Ton; - m]

Como Ultimo recurso se muestra una representacion en tercera

M = 139.1 [Ton; - m]

dimension del lanchon en la figura 2.43.4.

Problema 2.43.
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Figura 2.43.3. Se muestran las dimensiones necesarias para
calcular el momento de inercia I,/

z z'
_ 1
T I+ =-—hb?
X *' 712
b c Rectangulo
_ 1
_L_ : X Iz" = Ebhg
h o

Tabla 6. Momento de inercia de un rectangulo.

I,/ =1,589.821 [m*]

g=0°
vy = 500[m?3]
he = 1.891[m]

Tabla 7. Para comodidad del lector se han resumido todos los
valores obtenidos en la solucion del problema.

Figura 2.43.4. Se muestra una representacion en 3D del lanchén
en estudio.
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Antecedentes

Capitulo 4. Ecuaciones Fundamentales de la Hidraulica

Las ecuaciones fundamentales de la hidraulica son principios matematicos que describen el comportamiento de los fluidos
en movimiento. Estas ecuaciones permiten analizar el flujo de liquidos, como el agua, en canales, tuberias y otros sistemas

hidraulicos. Las ecuaciones que utilizaremos en esta seccion seran las siguientes:

1. Ecuacién de continuidad.
La ecuacion de continuidad se deriva del principio de conservacion de la masa. En funcion del gasto, cuando el flujo es
permanente se tiene que la suma de gastos que entra en un volumen de control es igual a la suma de gastos que sale del

mismo.

Ecuacion (4.7b)

2. Ecuacion de la Energia
Se basa en la conservacion de la energia para un fluido en movimiento. Relaciona la energia cinética, potencial y de presion
del fluido, y la irreversibilidad en el proceso. Es usual emplearla en términos de energia por unidad de peso, por eso las

dimensiones de cada término son de longitud.

Ecuacion (4.20)

Para un sistema que no considera pérdidas de energia, se denomina ecuacion de Bernoulli:

Ecuacion (4.21)

Donde

z Carga de posicion medida respecto a un Nivel Horizontal de Referencia (NHR)
p/y Carga de presion

V2/2g Carga de velocidad

Y2h, Pérdida de energia (por unidad de peso) entre dos secciones.

En cada seccidn, la suma de estos tres términos es la carga total H
VZ
H=z+ P +5=
Yy 29
3. Potencia Hidraulica.
La carga total H representa la energia por unidad de peso que posee el fluido que atraviesa la seccion transversal, por lo
que para determinar la energia E, basta multiplicar la carga H por el peso del fluido W, tal que E = WH. El peso es
W = yv, (siendo v el volumen) de donde E = yvH. La transferencia de energia en la unidad de tiempo o flujo de energia

es la potencia. En el caso de la potencia hidraulica Py, ésta representa la rapidez con la cual el fluido proporciona energia

a un sistema de generacion hidroeléctrico o una bomba entrega energia a un sistema de bombeo, entonces

Py =yQH



Eficiencia. Es una manera de medir qué tan bien se convierte la energia suministrada en energia Util o aprovechable, se

expresa matematicamente como:

Para unabomba

n= P,
Para una turbina

n= P,
Donde
P, Potencia nominal de la maquina

4. Energia afiadida o aprovechada por una maquina.
La energia por unidad de peso, conocida como carga que una bomba afiade al sistema se expresa como:

_1h

H, =
P yQ

Ecuacion (4.26b)

La energia que una turbina extrae del sistema se expresa como:

Py :
H,=—— Ecuacion (4.26a)
nyQ
Donde
n Eficiencia de la maquina (bomba o turbina)

5. Ecuacion de la Cantidad de Movimiento

La ecuacion de la cantidad de movimiento aplicada a un fluido que pasa por una tuberia se deriva del principio de
conservacion de la cantidad de movimiento (o0 momento lineal). Este principio establece que el cambio en la cantidad de
movimiento de un fluido a lo largo del tiempo es igual a la suma de las fuerzas que actUan sobre el fluido. Dicho principio

se expresa matematicamente como.

F,+ Fo+ F. = pZ(QﬁV) Ecuacion (4.33)
Donde
E, Fuerza de superficie debido a la presion que se genera dentro de una tuberia.
F, Fuerza de superficie por el esfuerzo cortante que se genera debido al arrastre en la tuberia.
F, Fuerza de cuerpo generalmente debidas al peso del volumen de control.
B Coeficiente de Boussinesq.

Las fuerzas de superficie debido a la presion F), siempre se dirigen hacia dentro del volumen de control. Cuando realice sus
calculos considere también la direccion de los ejes coordenados o los ejes de referencia. Por otro lado, cada término del

lado derecho de la ecuacion (4.33) tendra signo negativo si el gasto entra al volumen de control y positivo en caso contrario.



Dado que en esta tesis se trabaja exclusivamente en el Sistema Técnico de Unidades, sera mas comodo que exprese la

densidad en términos del peso especifico, es decir

p=-
g

. . ) m . .
Donde g se puede considerar como la aceleracion de la gravedad estandar g = 9.81 [5_2]’ al menos que se indique lo

contrario.
Cuando resuelva problemas que involucren la ecuacion de la cantidad de movimiento, debe tener bien presente si la tuberia

es horizontal o vertical, ya que esa diferencia podria involucrar el uso de la fuerza de cuerpo F,.
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Problema 4.03.

Determinar la componente v,, de la velocidad (con la diferencia de una
constante aditiva) para los siguientes flujos bidimensionales e
incompresibles; indicar cudles son irrotacionales.

a) v, = x?2 b) v, = 6x + xy
— 42 _

C) UV, =X + x d) UV, = W

e) v, = xz_:;z f) v, = 2xy?

Por ser un flujo bidimensional e incompresible se cumplen las
siguientes igualdades (Referencia 1 p. 97, 116)

v,=0
p = constante
dp
— =0
Jat

Por otro lado, segun la Referencia 1 p. 116, la ecuacion para un flujo
incompresible sea 0 no permanente es

div(v) =0 Ecuacion (4.3)

Dado que v, = 0, entonces
av,
0z

0

Recordando que (Referencia 5 p. 1,094)

dv, O0v, OJv
di =Xy 72
iv(v) % + 3y + e

Finalmente concluimos que el fluido debe cumplir la siguiente
condicion.

ave | Oy

div(v) = o T o

...01)

Tomando en cuenta los resultados anteriores y considerando la
ecuacion (4.3), el inciso a) donde v, = x? se resuelve como sigue
2
v,  0v, d0(x?) dv, B

div(v) = =2 + 20+ 22 =
“’v_ax dy  ox ay_x dy

0

Resolviendo la ecuacion en derivadas parciales anterior, la
componente de la velocidad en y sera

v, = —=2xy + f(x)
La funcion f(x) es para este caso la constante aditiva.

Para comprobar si el flujo es irrotacional (Referencia 5 p. 1,094) se
debe cumplir que rot v = 0, tomando en cuenta que v, = 0, tenemos

i j k
_ a 0 0 ovy, . 0v,, [(0v, 0v,
Al Pl e Rl il R (W‘@ k
vy v, 0

rotv = 0i+ 0j + (—2y + f'(x) )k



Dado que rot v # 0 el flujo es rotacional

v, = —2xy + f(x), flujo rotacional

Para el inciso b) donde v, = 6x + xy y considerando todas las
condiciones mencionadas al inicio de la solucion del problema,
tenemos que:

) ov, dv, 0d(6x+xy) OJv, v,
dlv(v)_6x+6y_ % +6y_(6+y)+6y_0

Resolviendo la ecuacion en derivadas parciales anterior, la
componente de la velocidad en y sera

vy=—(6y+y7>+f(x)

La funcion f(x) es para este caso la constante aditiva.

Para comprobar si el flujo es irrotacional se debe cumplir que
rot v = 0, tomando en cuenta que v, = 0, tenemos que

i j ki
_ da o 0 . . v, 0v,
rotv = I @ 37 =01_0]+<H_E>k
vy v, 0

rotv = 0i—0j + (f'(x) — )k

Dado que rot Vv # 0 el flujo es rotacional

2
v, = — (6y + y?) + f(x), flujo rotacional

Para el inciso ¢) donde v, =x?+ x y considerando todas las
condiciones mencionadas al inicio de la solucion del problema,
tenemos que

) v, 0v, 0d(x*+x) OJv, dv,
le(V)—Eﬁ-E—T'FW—(2x+1)+W—0

Resolviendo la ecuacion en derivadas parciales anterior, la
componente de la velocidad en y sera

v,=—Qx+1Dy+fx)
La funcion f(x) es para este caso la constante aditiva.

Para comprobar si el flujo es irrotacional se debe cumplir que
rot Vv = 0, tomando en cuenta que v, = 0, tenemos que

i j k
_ da a 0 . . v, 0v,
Y=ok oy o ZO'_O’JF(E‘W)k
vy v, 0

rotv=0i—0j+ (—2y + f'(x) — 0)k

Dado que rot v # 0 el flujo es rotacional

v, = —(2x + 1)y + f(x), flujo rotacional

Problema 4.03.
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Nota

Para calcular la derivada de la funcién v, respecto de x

Donde
x

x =ty y2
Utilizamos la Regla del cociente (Referencia 3 p. 112)
Sean f'y g funciones derivables con g(x) # 0. Entonces

<§ ) () = I D — ')

g%(x)
Es decir,
5 <f (x)> _ 9GIDf(x) = f()Dxg (x)
\g() g*(x)

Aplicando la Regla del cociente para calcular dv,/dx vy
considerando que f(x) = x y g(x) = x? + y?

o, (*+y)-x2x)  y*-x*  yr-x*

Ix (x2 + y2)2 - (x2 + y2)?2 a (yz + x2)2

Para calcular la integral en derivadas parciales de dv,,/dy haremos
un cambio de variable
u=y/x
au=(1)a
u=()dy
dy = xdu
Entonces
_ e
dvy = T+ x2)2 dy
dv, = — [ L =%
Uy = (72 + x2)? dy
x(x?u? — x?) (x?u? — x?)

vo=— |22 T gy =y | T2
(quz +x2)2

du
y (x2u? + x2)2

Factorizando la expresion anterior

5 (x%u? — x?) P f x*(u?-1) ;
Wy = =2 (x2u? + x2)2 B= = x4 (u? +1)2 &
1[0 @W?-1) u+Du-1)
Vy = —— 761” = —— _ =
4 x) (u?+1)2 x (u? +1)?

Desarrollando la expresion anterior en fracciones parciales
(u+1)(u—- 1)

YU ox) @r+1)?

f [uz +1 (u2 + 1)2] du

Aplicando la Regla de la suma
1 1

v”:_—fu2+1 f(uz+1)2
De las tablas de integrales (Referencia 6 p. 279, formula 77)
1
fuz 1 du = arctan(u) + C
Para la integral

du =arctan(u) + FC

2 u
(u? +1)2? 1+ u?
Se deja al estudiante encontrar su solucion como ejercicio
A continuacion y con base en los resultados obtenidos

V.

1 1
y = —;arctan(u) F p [arctan(u) aF

u u
1 +u2] _;(1 +u2>
Recordando que u = y/x y sustituyendo en la ecuacion anterior

1 i—/ 1 x%y Yy
Ty 1+y2/x2 | x2\x2+y2) x2+y2

Para el inciso d) donde v, = —-—; y considerando todas las

condiciones mencionadas al inicio de la solucion del problema,
tenemos que

x
diV(V)=%+%=M+aﬁ:—yz_x2 +%=0
0x ay ox ay (XZ +y2)2 ay

Resolviendo la ecuacion en derivadas parciales anterior (revise la nota
a su izquierda), la componente de la velocidad en y sera

y
vyzxz +y2+f(x)

La funcion f(x) es para este caso la constante aditiva.

Para comprobar si el flujo es irrotacional se debe cumplir que
rot v = 0, tomando en cuenta que v, = 0, tenemos que

i j k
_ |9 a 91 oi—oi+ v, O, K
rotV=19% 3y oz| - 1t o "oy
v, v, 0
—_— = = 2
rotv = 0i — 0j + [ ﬁi‘f(x)-l-m]k

rotv = 0i— 0j + ' (x)k

Dado que rot v # 0 el flujo es rotacional

+ f(x), flujo rotacional

—2— y considerando todas las
+y

by = x2+y?
Para el inciso e) donde v, =

condiciones mencionadas al inicio de la solucion del problema,
tenemos que (para la solucidn de las derivadas e integrales basese en
la nota que se muestra en la pagina 38):

a( Z_y 2) d
.
Ay %

dv, Ov 2x ov

div(v) = —x +—2 = - Y Y _ )
dy dx dy (x2+y2)2 oy

Resolviendo la ecuacion en derivadas parciales anterior, la

componente de la velocidad en y sera

x
Uy=y2+x2+f(x)

La funcion f(x) es para este caso la constante aditiva.

Para comprobar si el flujo es irrotacional se debe cumplir que
rot v = 0, tomando en cuenta que v, = 0, tenemos

vi j Ki
_ a o 0 — 0i — 0i + vy, 0v, K
otV =19% dy oz -0+ 9x 0y
v, v, 0
~ _ y? — x2 y? — x?
rotv = 0i — <( 21 ) +f() m k

rotv = 01—0] + f'(x)k

Dado que rot v # 0 el flujo es rotacional

X o .
iy + f(x), flujo rotacional

Vy=



Para el inciso f) donde v, =2xy? y considerando todas las
condiciones mencionadas al inicio de la solucion del problema,
tenemos que

ov, 0v, 6(2xy2) v, v
div(v) = == =2y2+—=2=0
iv(v) +— y o +— 3y ye+ 3y

Resolviendo la ecuacion en derivadas parciales anterior, la

componente de la velocidad en y sera

2 3
-3V + f(x)

v, =
La funcion f(x) es para este caso la constante aditiva.

Para comprobar si el flujo es irrotacional se debe cumplir que
rot v = 0, tomando en cuenta que v, = 0, tenemos que

i j Kk
_ |0 0 0  0i—0 v, 0v,
Al P o L A P
vy v, 0
rotv =0i—0j+ (0 + f'(x) — 4xy)k = 0i — 0j + (f'(x) — 4xy)k

Dado que rot Vv # 0 el flujo es rotacional

v, = —§y3 + f(x), flujo rotacional

Problema 4.03.

Nota

Para calcular la derivada de la funcién v, respecto de x
Donde

s
x% + y?

Uy =

Utilizamos la Regla del cociente (Referencia 3 p. 112)
Sean f 'y g funciones derivables con g(x) # 0. Entonces

([)' (x) = gf'(x) — fg'(x)
g 9%(x)
Es decir,
5 (f (X)> _ 9C)D.f(x) = f(x)Drg(x)
g 9*(x)

Aplicando la Regla del cociente para calcular dv,/dx vy
considerando que f(x) = —y y g(x) = x? + y?

v, (*+y)(O)+y(2x)  2xy 2yx

T (x2 + y2)? T (x2 +y2)? (yz + x2)2

Para calcular la integral en derivadas parciales de dv,,/dy haremos

un cambio de variable

u=y?+ x?
du = 2ydy
Entonces
v, = ——22*_4
Vy = (y + x2)2 v

fd J‘ 2yx
Vy = (72 + x2)2 dy

x 2 X X
vy, =— —Zdu=—x udu=——=—
u —u u

Recordando que u = y? + x?
Finalmente nos resulta:

y=y2+x2
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Figura del problema 7.

Figura 4.07.a. Se muestra el dibujo original del enunciado

Figura 4.07.1. Se muestra la grafica de v = 0.0225 — (x? + y?)

Problema 4.07

Por el interior de un gran conducto circular de 0.3 [m] de didmetro
fluye agua con velocidades que siguen la distribucién sefialada en la
figura, segin la ley v =10.0225—712 (en [m/s]). Determinar la
velocidad media con que el agua sale por las tuberfas de 0.05 [m] de
didmetro.

Solucidn.

Para obtener el gasto necesitaremos hacer uso de la definicion
general de gasto (Referencia 1 p. 104) dada por la siguiente ecuacion

Ecuacion (3.12)

Donde

Q Gasto en [m3/s]
v Velocidad del fluido en [m/s]
dA  Elemento de superficie diferencial del area

Para obtener la velocidad media nos basaremos en la ecuacion (3.13)
(Referencia 1 p. 104)

Ecuacion (3.13)

Donde
Q Gasto
A Area total del conducto por donde circula el agua

Segun el enunciado del problema, la distribucion de la velocidad

estaria definida por
v =0.0225 -2 01)

Procederemos ahora a calcular el gasto seqgun la ecuacion (3.12)

0= [ vis

De acuerdo a la Referencia 5 p. 999-1,000 la ecuacion anterior se
podria reescribir como

Q= ﬂvdA = ﬂ (0.0225 — r?) rdrd6 02)
A A

Donde
dA = rdrd6

Procederemos ahora a definir los limites de integracion.

Para el caso de r, su limite de integracion inferior seriar =0y su
limite de integracion superior seria r = 0.15 que es el radio del
conducto circular por donde fluye el agua.

Para el caso de 6, su limite de integracion inferior seria @ = 0y su
limite de integracion superior seria 8 = 2m, es decir se integra sobre
todo el perimetro de la circunferencia que forma el conducto circular
por donde fluye el agua.



Ahora que conocemos todos los limites de integracion, la
ecuacion 02) se reescribiria y resolveria de la siguiente manera:

2w 0.15
Q=ﬂ- (0.0225—r2)rdrd6=f f (0.0225 — r¥)rdrdo
A 0o o
2m 0.15 2m 0.15
Q=J’ J’ [(0.0225—r2)rdr]d6=f f [(0.0225r — r3)dr]d@
0 0 0 0

2

[ (0.0225721™*°  [r4™®
o= [ 155, 5], o
0 0 0

21
_f 0.0225(0.15)% 0.15* "
Q= 2 4
0

2

Q= f [[2.53125 x 10™* — 1.26563 x 10~*]|d6
0

2

Q= f [1.2656 x 10~*]d@
0

Q =[1.2656 x 107*0]3™ = 1.2656 x 107*(2m) = 2.53 x 107™*%
Q =7.948 x 10~* [m3/s]
Una vez calculado el gasto Q solo nos resta calcular el drea total del
conducto por donde circula el agua (Tabla 1.c) para finalmente
obtener la velocidad media en el conducto (seccion 1), recordando
quer = 0.15 [m]y que D = 2r, es decir:
D? (2r)?
2"
Calculamos ahora la velocidad media que hay en el conducto circular
de 0.3 [m] de didmetro (seccion 1) utilizando la ecuacion (3.13)
Q7948 107*
174, 00707
Por otro lado y de acuerdo a la ecuacion de continuidad
Q:=0Q;+0; 03)
Es decir, el gasto que fluye por el conducto circular de 0.30 [m] de
diametro debe ser el mismo que fluye por las dos tuberias de 0.05 [m]
de diametro (vea la figura 4.07.2). Dado que no se tienen mas datos,
se considera que

A= =nr? =1(0.15)?> = 0.0707 [m?]

=0.0112 [?]

Q=05

Entonces

Q; =20, 04)
También

D2 0.052
Qz = V2A2 = Vz T[T = Vz s 4 = (6.25 X 10_4)7-[‘/2

Recordando que Q = Q; = 2.53 X 10~ *mr y sustituyendo en 04)
2.53 x 107 *w = 2[(6.25 x 10~ H)nV,]

Finalmente, tenemos que la velocidad en cada uno de los tubos de la

bifurcacion esigual a
V= 2.53x107*n
27 2(6.25x 1079w

— 0.2024 [?]

Problema 4.07.

40

- Circunferencia

= —DZ

s

Tabla 1.c. Area de una circunferencia.

Figura 4.07.2. Se muestran los puntos 1, 2 y 3 en color amarillo.
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Figura del problema 11.

Figura 4.11.a. Se muestra el dibujo original del enunciado

Nota

En caso de que se presente alguna situacion donde existan
pérdidas, entonces se utilizara la ecuacion (4.20) de la
Referencia 1 p. 127. En este problema, no se menciona que
existan pérdidas, por lo tanto, solo utilizaremos la ecuacion
(4.21).

29

P1 Vi D2
+ b= ot
Zy Y aq Zg Zy v ar

-2
2
'l

4.60 [m]

NHR n=00pl '™ o il

Figura 4.11.1. Se muestran la posicion del NHR vy los datos
proporcionados por el enunciado del problema.

Problema 4.11

Un chorro de agua es descargado por un chiflén, de 2.5 [cm] de
didmetro, en direcciodn vertical y ascendente; suponemos que el chorro
permanece circulary que se desprecian las pérdidas de energia durante
el ascenso.

a) Calcular el didmetro del chorro, en un punto a 4.60 [m] sobre la
boquilla del chiflén, si la velocidad del agua al salir es de 12 [m/s]
(considerar que el coeficiente de Coriolis & = 1).

b) Determinar la presion que debe leerse en el mandmetro M, si el
didmetro en la tuberia es de 0.10 [m] y el desnivel (z; — z,) es de
0.40 [m]. Considere despreciable la pérdida de energia entre las
secciones 0y 1.

c) Sielchorroforma con lahorizontal un angulo de 45°y se desprecia
la friccidn con el aire, determinar la altura maxima que alcanzaray
la magnitud de la velocidad en ese punto.

Solucion.

A partir de esta seccion y en todo el Capitulo 4, utilizaremos la
ecuacion (4.21) para la solucion de cada uno de los problemas que se
nos presenten (considerando que no haya pérdidas en el sistema), es

decir, la ecuacion de Bernoulli para una vena liquida
(Referencia 1 p. 127).
1204 24 .,
i —t+—=z, +—=+ = Ecuacion (4.21)
Ty 29 Ty 2g

Tenga presente que el subindice de las ecuaciones (4.20) y (4.21) son
propuestos, es decir no siempre serd la seccion 1y la seccion 2, el
subindice siempre lo podremos proponer, se recomienda utilizar
numeros enteros positivos o letras mayUsculas.

Con base en la figura 4.11.1y analizando el sistema entre la seccion 1
y la seccion 2 y utilizando la ecuacion (4.21), tenemos que:
A —t—=12 Pz Vi
Y 29 Yy 29
Sustituyendo los valores respectivos para cado uno de los términos de
la ecuacion anterior, tenemos que

122 V2
040 +0+—=5+0+—=>
29 2g
040+122—5+V22
' 29 T 29
V22—04o+122 5
Zg_ ) 29

122
(0.40 + 2~ 5) 2g =+/(2.7395)(19.62) = V/53.749

Vv, =7.331 [?]

Vamos ahora, a explicar con claridad, cada uno de los resultados
anteriores.



La presion en la seccion 1 (es decir p;) es nula debido a que no existe
presion manomeétrica una vez que el agua sale de la tuberia. De igual
manera la presion p, es nula porque tampoco existe presion
manométrica dado que el agua estd en contacto con la presion
atmosférica.

Por otro lado, segun la ecuacion (3.13) de la Referencia 1 p. 104 el

gasto se puede calcular considerando la velocidad media V a través de
la superficie S de area A.

Ecuacion (3.13)

_e
V_A

Considerando entonces la ecuacion (3.13), la Tabla 1.c y los datos
proporcionados por el enunciado del problema (vea la nota azul a la
derecha), tenemos que

d? (0.025)?
Q=V,A =V, (nf) =12 [nT]

m3
Q@ =0.00589 -

Para calcular el diametro en la seccion 2 podremos utilizar la

ecuacion (4.7b) de la Referencia 1 p. 119, también conocida como
Ecuacion de Continuidad, para un flujo permanente e incompresible
Q =V,A, =V,A, Ecuacion (4.7b)

Observe que el gasto es el mismo para cualquier seccion del sistema

en cuestion, siempre y cuando el flujo sea permanente e
incompresible.

Aplicando entonces la ecuacion (4.7b) para las secciones 1y 2
Q = V]_A]_ = VZAZ = 0.00589

2

dy
V2A2 = VZ T[T = 0.00589

d,?
7331 m—— | = 0.00589

Y 0.00589(4)_0032[ :
2% |T7331  ooeim

Problema 4.11.

Nota

Recuerde que

NHR significa Nivel Horizontal de Referencia

42

Circunferencia A

Tabla 1.c. Area de una circunferencia.

Nota

Los siguientes valores los proporciona el enunciado del

problema
d; = 2.5 [cm] = 0.025 [m]
Z, — 2, = 4.60 [m]
V, =12 [m/s]
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43

e

Z; = 5.00 [m] - dy

4.60 [m]

—

z; = 0.40 |m|

Figura 4.11.1 (Repetida). Se muestran la posicion del NHR vy los
datos proporcionados por el enunciado del problema.

Nota

Los siguientes valores los proporciona el enunciado del

problema
Z1 —Zy = 0.40 [m]
V, =12 [m/s]
dy = 0.10 [m]
Nota

Recuerde que
k
1 [ gf]_00001 [ gf]
cm?

El peso especifico del agua es
y = 1,000 [kgr/m3]

Por otro lado, basandonos en la figura 4.11.1y analizando el sistema
entre la seccion 0 y la seccion 1 y utilizando la ecuacion (4.21),
tenemos que

Do 0 _ p, V¢
ZO+y+2 =z v T 29
Po , V& | VP
—t—=(z—-2z)+—+—
y 29 07 29

Sustituyendo los valores respectivos para cado uno de los términos de
la ecuacion anterior (vea la primera nota a la izquierda), tenemos que

po V¢ 122
242 =040+0+—
Y 29 29
V2 122
Poy 2% — 040+
2g 2(9.81)
Do

=4+ =77395 ..01)
2g

14

Para calcular la velocidad V; haremos uso una vez mas, de la
ecuacion (4.7b), es decir, de la ecuacion de continuidad.

Q=V,A =V,A, Ecuacion (4.7b)

Aplicando entonces la ecuacion (4.7b) entre la seccion 0 y la seccion 1
y sustituyendo los valores conocidos

Q =V, A, = VoA, = 0.00589

2

dy

0.102
Vo|m—— ) = 0.00589

_ 4(0.00589) _ [E]
S

°7 7(0.01)
V, en 01) tenemos que

Sustituyendo la velocidad V/

Po_, 075 _ s
1,000  2(9.81)

Po 0.752

1,000 77395 2(9.81)
Do _

1000~ 7.7395 — 0.029

Po

1000 = 7.7105

kgf m?

kgy

kg¢
=0.771 |—
Po [cm2

Solucion b)

Para obtener la velocidad que nos piden en el inciso c) haremos uso de

las ecuaciones de tiro parabdlico (Referencia 7 p. 39-43)

V,() = Vysen6 — gt ...02)
...03)

... 04)

1
y(t) = (Vysen8)t — Egt2
V.(t) = V,cosb



Donde

V,(t) Componente vertical de la velocidad en uninstante t en [m/s].

V,(t) Componente horizontal de la velocidad en un
instante t en [m/s].

|4 Velocidad inicial en [m/s].
t Tiempo en [s].
6 Angulo de inclinacidn inicial, en este caso 8 = 45°.

g Aceleracién de la gravedad g = 9.81 [m/s? ].

y(t)  Posicion vertical de la particula en un instante t en [m].

La velocidad V, sera nula cuando la alturay = y(t) sea maxima, es
decir, una vez que el chorro, que tiene un comportamiento de tiro

parabdlico, deje de ascender para comenzar su descenso.
A la altura méaxima la llamaremos h,,;4,; observe la figura 4.11.2.

De acuerdo a lo expuesto en el parrafo anterior y sustituyendo los
valores V,(t) = 0 [m/s], Vo =12 [m/s] y 6 = 45° en 02) y 03),
tenemos que

0 = 12sen45° —9.81t ...05)

1
y(t) = Ay, = (12 sen 45°)t — E(9.81)t2 ... 06)

Resolviendo el sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas anterior,
tenemos los siguientes resultados

Rpsy = 3.67 [m]
t = 0.865 [s]

Sustituyendo el valor V; = 12 [m/s] en 04) tenemos que
V. (t) = 12 cos45° = 8.49 [m/s]

Finalmente

m
Rpax = 3.67 [m], V,.(t) = 8.49 [?] Solucién c)

Problema 4.11. 44

Figura 4.11.2. Se indica la posicion del NHR asi como la altura
maxima que alcanza el chorro de agua a 45°.
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Problema 4.13

En el sifon —mostrado en la figura— calcular la velocidad del agua, el
gasto y la presion en la seccidon B, en el supuesto de que las pérdidas
fuesen despreciables.

Solucion.

Figura del problema 13.

Figura 4.13.a. Se muestra el dibujo original del enunciado

1.80 [m]

D=020[m]

3.60 [m]

Figura 4.13.1. El punto 1 coincide con el nivel de espejo de agua.

Nota

Recuerde que
NHR significa Nivel Horizontal de Referencia
Y que
1 [%] = 0.0001 [%]
El peso especifico del agua es
y = 1,000 [kg;/m3]

Dado que no se consideran pérdidas de energia, se emplea la ecuacion
de Bernoulli para una vena liquida (Referencia 1 p. 127).
p. V%

e
Y 29

Ecuacion (4.21)

VZ
Z +_+_=ZZ
! g

Tenga presente que los subindices de la ecuacion 4.21 son
propuestos, es decir no siempre serd seccion 1 y seccion 2, el
subindice siempre lo podremos proponer. Se recomienda utilizar
nUmeros enteros positivos o letras mayuUsculas.

Con base en la figura 4.13.1y analizando el sistema entre la seccion
que coincide con el espejo de agua (seccion 1) y la seccion C, y
utilizando la ecuacion (4.21), tenemos que

43 V2
& + _1 — ZC + p_C + _C

Z, +
Yy T2 Y 29

Sustituyendo los valores respectivos para cado uno de los términos de
la ecuacion anterior, tenemos que

4
36+0+0=0+4+0+—"=
2g

4
3.6 =-%
2g

V2 = 3.6(29) = 3.6(2)(9.80) = 70.56
V, = 70.56 = 8.40 [?]

Para que no exista confusion, vamos a explicar primero, con claridad,
cada uno de los resultados anteriores.

La presion en la seccion 1, es nula debido a que no existe presion
manomeétrica en la superficie libre del agua, ademas, la velocidad V; es
muy pequefa ya que se considera la seccion transversal en la superficie
libre del agua también. De forma parecida, en la seccion C no existe
presion manométrica dado que el agua ha salido de la tuberia.

Por otro lado, la carga de posicion z. medida respecto al nivel
horizontal de referencia NHR es cero, tal como se observa en la
figura 4.13.1.

Considerando entonces la ecuacion (3.13) tenemos que

D? (0.20)?
Q = VCAC = VCnT = 8.40m

m3
= 0.2639 [T]

Solucion a)

3
0 = 0.2639 [mT]


https://drive.google.com/file/d/1PSte7m6jejg8szJUr0f4spLYRFC-KzNO/view?usp=sharing

De la ecuacion de continuidad
Q =VgAdp =V, A; = 0.2639 [m3/s]
Por lo que la velocidad en la seccion B se determina como:

0.20)2
Ap = Ac =T[( 7 ) = 0.0314 [m?]
02639 m
Ve =Ve =Go312 ~ 40 [?]

Evidentemente, como el area de las secciones By C es la misma, la

velocidad no cambia.

Planteando ahora la ecuacion de la energia entre la seccion 1y la

seccion B
Vi vz
PO S S
Yy 29 Y 29
Sustituyendo los valores respectivos, tenemos que
8.40?

Ps
. = (3. 1. —t—
36+0+0=3.6+ 8)+y+2(9.81)

3.6 =540+ p73 + 3.60

%B =3.6— (5.40 + 3.6)

kg¢ kg
pp = —5.40y = —5.40(1,000) = —5,400 [F = —0.54 [W

Al mismo resultado se llega si se establece la ecuacion de la energia

entre las secciones By C.

En las figuras 4.13.2 y 4.13.3 se muestran dos representaciones en
tercera dimension.

Problema 4.13. 46

Figura 4.13.2. Se hizo una representacion 3D mds 0 menos cercana

Figura 4.13.3. Se muestra un sistema mas bien ilustrativo que real
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Agua -

—~7

0.90 m

Figura 4.15.a. Se muestra el dibujo original del enunciado

Fig

<

Nota
Recuerde que

1[cV] = 75 [kngm]

0.25

H,0 ™ TDl:
N
1
a
]

1

AH =0.90

|
i
<‘: NHR

Figura 4.15.1. Note que las alturas z; y z, son iguales; se muestra
la posicion del NHR, asi como los diametros de las tuberias.

D2=0.20

D1=0.25

AH =0.90

AH

L

! !

C _NHR ¢

f y
Figura 4.15.2. Note que el tubo de Pitot es visible a pesar de
atravesar la segunda tuberia, esto se responde aclarando que la
presente figura es una representacion tipo rayos X, es decir el
tubo de Pitot efectivamente atraviesa la tuberia.

Problema 4.15
Si la bomba —de la figura— desarrolla 5 CV sobre el flujo, écudl es el

gasto?
Solucion.

De la Referencia 1 p. 129, la carga de bombeo que desarrolla una
bomba se puede calcular utilizando la ecuacion (4.26b)

_1h

H. =
20)

Ecuacion (4.26b)
Donde

B, Potencia nominal de la bomba, en [kg; m/s]

y Peso especifico del liquido, en [kgg/m3]

Q Gasto, en [m3/s]

n Eficiencia de labomba

Carga de bombeo (energia/unidad de peso) desarrollada por la
bomba desde una seccion a hasta una seccion b, en [m]

De acuerdo al enunciado, la bomba desarrolla una potencia hidraulica
de 5 [CV], es decir Py = nP, = 5[CV].
Considerando que y = 1,000 [kg¢/m3] tenemos que
g Pa_ sl SV ey _ 0375
yQ 1,000 [kge/m*]Q 1,000 [kge/m3]Q Q

Observe que se hicieron las respectivas conversiones de unidades para

ser consistente con las unidades que menciona la ecuacion (4.26b).

Para calcular el gasto haremos uso de la ecuacion de la energia, enla
que se considera la adicion de la carga de bombeo entre las secciones
1y 2, resultando la siguiente ecuacion

..01)

De acuerdo a la figura 4.15.1 podemos notar que z; = z,, por tanto,
solo nos resta calcular las presiones en la seccion 1y la seccion 2, asi
como sus respectivas velocidades.

Para el calculo de las presiones tendremos que hacer primero un
analisis manométrico basandonos en la figura 4.15.2, es decir

py = —ay — Ahyyy — vy,
py = —ay —Ahy —cyyy

Restando p, de p;

Py — Py = —ay — Ahy — cyyy — (—ay — Ahyyy — cYug)
pz — 1 = —Ahy + Ahyy, = Ah(VHg - V)


https://drive.google.com/file/d/18o8OOqCVMPg81WwFDiKF94xXZFqv0o_H/view?usp=sharing

Dividiendo ambos miembros de la ecuacion anterior entre y
MzAh(M)zAh<m_g_1> ..02)
14 Y Y

Debido a que usamos un tubo de Pitot para calcular la presion en la
seccion 2, note que no hemos obtenido la presion p, sino la presion
p5 . La presion p; es equivalente a la presion que se genera en la
seccion 2 mas una carga de velocidad producida en el mismo punto
multiplicada por el peso especifico, es decir

V2

Pr P2ty - 03)

Sustituyendo 03) en 02) tenemos que

p s y—p
2 — M1 —
— (—y“gy y) = Ah (—y;g - 1)

— V2
P27 P +-2 = Ah (yH_g — 1)
14 29 14
Finalmente
— VZ
u=Ah<YH—g—1)——2 ... 04)
Y Y 29
Reconsiderando la ecuacion 01)
P VP p. | V7
Zi+—+—+Hpg=2z,+—+—
Yy 29 Py T 2g
Y recordando que z; = z,
P VP P, V7
=+ —4Hp=—+-"—
vy 29 % v 2
Reordenando términos y factorizando las presiones p; y p,
p.—p1  VE-V?
= H ... 05
Y 29 + Hp )
Sustituyendo 05) en 04)
VE — V2 %4
L z + HB = Ah <]/H_g - ) - _2
2g Y 29
VZ
—1+HB=Ah<yH—g—1> ...06)
2g Y
Recordando que
Hp = T; Ah = 0.90 [m]; yy, = 13,600 [F] y = 1,000 [F]

Sustituyendo los valores anteriores en 06)

V2 0.375 13,600
— = 0.90(

29 Q 1,000

Finalmente

- 1) =0.90(12.60) = 11.34

VZ 0.375
— 4+ ———=1134 ..07)
2g Q

Problema 4.15.

Nota

Recuerde que

El peso especifico del mercurio es
Yug = 13,600 [@]
Hg ¢ m3
El peso especifico del agua es

kg
¥ = 1,000 [m—]

438
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Figura 4.15.3. Representacion isométrica 3D del sistema.

\

Figura 4.15.4. Segunda representacion isométrica 3D del sistema.

Dado que

_Q
=4
Tenemos que
@
4,) 0375
+ =11.34 - 08)
29 Q
Pero
D? 0.252
A =n—+=m = 0.049 [m?]

4
Sustituyendo este Ultimo resultado en 08) y considerando que

g =981 [Sﬂz] tenemos que:

2

(0.(()2—49) | 0375

=11.34
2(9.81) Q 3
QZ
00492  0.375
—— 4 ——=11.34
1962 Q 3
Q% 0375
227 g1 ...09)
5ot 7 11.34

Multiplicando ambos miembros de 09) por Q

Q3
0.047 + 0.375 = 11.34Q
Q3
0047 11.34Q + 0.375=0 ... 10)
Resolviendo la ecuacion cUbica obtenida en la

ecuacion 10) obtendremos tres valores del gasto, es decir
m3
Q =0.033 [T]

m3
Q =0.713 [T]

m3
Q = —0.746 [—]
s
El gasto con signo negativo no tiene significado fisico. Considerando
el gastode 0.033 [m3/s] la velocidad resulta

Q 0.033
v, = A_1 = 0019 = 0.674 [m/s]
En cambio, para Q = 0.713 [m3/s] la velocidad V; es
0713 ,
Vl = m = 14.55 [m /S]

Este Ultimo valor es extraordinariamente alto para la conduccion, por
lo que el resultado aceptable es Q = 0.033 [m3/s]

Q =0.033[m3/s ] Solucién c)

Por Ultimo se muestran dos representaciones tridimensionales del
sistema en la figura 4.15.3 y figura 4.15.4, note que no es una
representacion exacta del sistema, como podra observar, labomba no
estd empotrada o fijada a algun elemento estructural, el tubo de Pitot
tampoco se mira que tenga alguna estructura que lo sostenga.



Problema 4.19

Un aceite fluye por el tubo circular de 0.20 [m] de didmetro, que se
muestra en la figura; el flujo es permanente y el gasto es de
0.114 [m3/s]. El peso especifico del aceite es 770 [kg¢/m?3]. La presion
y condiciones de elevacion son p, = 0.56 [kg;/cm?]; h, = 1.50 [m];
pp = 0.35 [kge/cm?]; hy = 6.10 [m]. Determinar la direccién del flujo
y la disipacion de energia entre los dos puntos A y B.

(Las presiones dadas son manométricas.)

Solucidn.
Con base en lafigura 4.19.1y analizando el sistema entre la seccion A
y la seccion B, y aplicando la ecuacion de la energl'a tenemos que

Pa VAZ_ Z
2 e Tt 2g+ h,

Vaceite Yaceite

Sustituyendo los valores respectivos para cado uno de los términos de
la ecuacidn anterior y dado que 10,000 [cm?] = 1 [m?], tenemos que

B
0.56(10,000) VA 0.35(10,000) V# Z
1.50 + T 2g—610 T-{--—i‘ h
% 12 <
150 +7.2727 + 2 = 6.10 + 4.5455 +—+Zhr
29 29 &
87727+VA2 = 106455+VB2 +zB:h
: 29 Y 29" 2" ..01)
Dado que
Ay = Ap
Por ende
VA = VB 02)

Sustituyendo la ecuacion 02) en 01) tenemos que
2

Vi Vi
87727 454 = 106455 +5 + >,
A

29
B
Z h, = 8.7727 — 10.6455 = —1.8728
A

Al ser las pérdidas negativas podemos concluir que la direccion del
flujo es contraria a como se habia propuesto al inicio, es decir, el flujo
se dirige desde B hacia A y la disipacion de energia es

A
> hy =hy,, = 106455 - 8.7727 = 18728 [m]
B

El flujoesde Ba A

Problema 4.19. 50

A hB

By J

Figura del problema 19.

Figura 4.19.a. Se muestra el dibujo original del enunciado

Do Z
= = Ecuacion (4.20
zl+y+a12g zz+ +a22 + > h, )

) zp = 6.10 [m]
.................... 7y =150 [m]
NHR

Figura 4.19.1. Se indica la posicion del NHR (Nivel Horizontal de
Referencia) asi como la ubicacion de z4 v zp.

Q=V,A =V,A, Ecuacion (4.7b)

Nota

Aunque el problema no lo menciona, el valor del Coeficiente de
Coriolisesigual a 1, es decir @ = 1. De aqui en adelante, sialgun
problema no proporciona el valor del Coeficiente de Coriolis,

vamos a suponer que vale & = 1.

Las pérdidas de energia se pueden expresar de cualquiera de las

dos siguientes formas
B
Z hr - rAB
A
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N

Figura del problema 23.

Figura 4.23.a. Se muestra el dibujo original del enunciado

Figura 4.23.1. Se muestran la posicion del NHR vy la ubicacion
de z,.

Q=V,A; =14,

Ecuacion (4.7b)

Problema 4.23

Una bomba de flujo axial eleva el agua desde un canal y la descarga
hacia una zanja de riego cuyo nivel se encuentra 1.5 [m] por encima del
nivel del canal, tal como se muestra en la figura. Si el gasto requerido
es de 3.785[m3/min] y la eficiencia de la bomba es del 65%,
determinar la potencia aproximada que requiere el motor.

La potencia que se pide calcular es la potencia nominal de la bomba.
Para calcularla haremos uso de la ecuacion de la energia,
considerando la carga de bombeo que adiciona la maquina.

Tomando en cuenta lo anterior nos resulta la siguiente ecuacion

p, V¢ p. | V7
2414 H, = — 4+ = ...01)
at Ay =t
Donde
Hg  Carga hidraulica, conocida como carga de bombeo, que genera
la bomba.

De acuerdo a la figura 4.23.1
z; =0
z, = 1.50 + 0.30 = 1.80
En la seccion 1, la presidn es nula dado que la seccion coincide con la
superficie libre del agua, y la carga de velocidad se considera
despreciable. De igual manera la presion p, es nula ya que descarga
en condiciones atmosféricas.

Considerando lo anterior y sustituyendo valores en 01) tenemos que

V2
0+0+0+HB=1.80+0+i

2

V3
Hp =1.80 + —= .02
B + 29 )

Por otro lado, aunque el enunciado del problema no lo dice, el flujo lo
podemos considerar permanente e incompresible, de modo que
podremos utilizar la ecuacion (4.7b) de la Referencia 1 p. 119 también
conocida como Ecuacion de Continuidad, es decir

Q1 =0,
V14, = V4,
2 2
()= (%)
Pero
dy =d,
Finalmente
v, =V, ...03)
Sustituyendo 03) en 02) tenemos que
43 V2
E + Hp = 1.80 + 5
Hp =1.80

Por otra parte y de acuerdo al enunciado del problema

3
0 = 3785 [m_]

min



3
Convirtiendo el gasto Q a [mT]

3

= 3.785 m”  1min = (0.063 m’
Q=3 min 60s | s

Recordando la ecuacion (4.26b) de la Referencia 1 p. 129 y
sustituyendo los valores que proporciona el enunciado del problemay
el obtenido anteriormente Hz = 1.80, tenemos que

0.65P,
1,000(0.063)
0.65P, = 1,000(0.063)(1.80)

0.65P, = 113.40
_ 113.40

p =
n 0.65

1.80 =

= 174.462 [kgf?]

De igual modo, se nos pide expresar la potencia nominal en caballos
de vapor, es decir

1[cv]
75 [f8Lm]

m
P, = 174.462 [kgf?] = 2.326 [CV]

_nh
** 7 yQ

=
|
|

Nota

Problema 4.23. 52

Ecuacion (4.26b)

Observe la notacién H, j, en la ecuacion (4.26b) que difiere de
la notacion Hy usada en este texto, para efectos practicos

ambas notaciones significan lo mis

Recuerde que un caballo de vapor es igual a

1[cv]=75[

mo.

kg - m

S|



Problema 4.25

~apitulo 4 L - .
El agua de un gran depdsito, como se muestra en la figura, tiene su

N
('S

superficie libre 5[m] arriba del tubo de salida. Segiin se muestra, el
agua es bombeada y expulsada en forma de chorro libre mediante una
boquilla. Para los datos proporcionados, écual es la potencia en caballos
de vapor requerida por la bomba?

Con base en la figura 4.25.1y analizando el sistema entre la seccion
que coincide con el espejo de agua (punto A) y la seccion E y aplicando

Figura del problema 25. la ecuacién (4.21), tenemos que
pa , Vi _ ve V¢
Figura 4.15.a. Se muestra el dibujo original del enunciado at— E tHp=2zp+—+ Z
145 145 Sustituyendo los valores respectivos para cado uno de los términos de
z; + &l + L= Zy + Lo Ecuacion (4.21) Y , . P P
Yy 2g Yy 29 la ecuacidn anterior, tenemos que
Vi
_ 5+40+0+H;=154+0+—
1] Zg
VZ
A Hp = 3.5+ = ..01)
6.00 2g
D2=0.10 [m]
5.00 Js° Para obtener la velocidad V; haremos uso de las ecuaciones de tiro
01020 E . '50 parabdlico (Referencia 7 p. 39-43) ya empleadas en el Problema 4.11
_1 € - NHR - - |ycuyasvariables ya fueron definidas (siendo en este caso, el chorro de
I— agua la particula)
V,(t) = Vysenf — gt ...02)
Figura 4.25.1. Se muestra la ubicacion de cada uno de los puntos 1 )
de anélisis, asi como el Nivel Horizontal de Referencia NHR. y(©) = (Vo sen0)t — Egt ... 03)

7= |De acuerdo a las condiciones iniciales V,(t) = 0[m/s] cuando
y(t) = 6 [m], es decir, se alcanzara la altura maxima cuando la
velocidad V, sea cero porque el chorro hace un cambio de direccion,

! 6.00

es decir, cambia de un movimiento ascendente a uno descendente, en
ese cambio de direccion, forzosamente debe existir una velocidad
vertical nula, observe la figura 4.25.2

De acuerdo a lo expuesto en el parrafo anterior y sustituyendo los
valores V,(t) = 0 [m/s], y(t) =6[m] y 6 = 45° en 02) y 03),

Figura 4.25.2. Se muestra la ubicacion de los ejes coordenados y
tenemos que

el vector velocidad inicial V.
0=1V,sen45° —gt
1
6 = (V, sen45°)t — Egtz
Resolviendo el sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas anterior,
tenemos los siguientes resultados

Vo = 15.344 [m/s]

Nota t = 1.106 [s]
Para efectos practicos, hemos considerado la velocidad inicial V; Sustituyendo el valor Vy = 15.344 [m/s] = Vg en 01) tenemos que
2
igual a la velocidad media V. H. = —3.5 15.344 = —35+12
B = 2(9.81) o

Hg =8.5[m]



https://drive.google.com/file/d/1xfGy34DzPnEAnToZZc3Oaw3IQi9QwvR4/view?usp=sharing

Recordando la ecuacion (4.26b) de la Referencia 1 p. 129, donde el
término nP, es igual a la potencia hidraulica que proporciona la
bomba Py que es precisamente lo que queremos encontrar, es decir

P, P
Hp = Mn _ 2n
ye ve@

Despejando Py de la ecuacion anterior y sustituyendo el valor

obtenido anteriormente Hy = 8.5 [m]y el valory = 1,000 [kg¢/m3]
por tratarse de agua

Py = HgyQ = 8.5(1,000)Q = 8,500Q ... 04)

Ahora solo nos queda determinar el valor del gasto. Para ello,
utilizaremos la ecuacion (3.13) de la Referencia 1 p. 104, es decir
Q=VA

Dado que V, = 15.344 [m/s] = V; y el didmetro Dy = 0.10 [m],
sustituyendo este valor en 04) considerando que el gasto Q = V;Ag
tenemos que

0.102
P, = 8,500Q = 8,500V A, = 8,500(15.344) (7‘[ Z )

Py = 1,024:348 [kgr—|

Ahora solo nos resta hacer la respectiva conversion a caballos de
vapor, es decir

m] LICVI 3658 [cv]

Py = 1,024.348 [kg,— m

S

Por ultimo, en la figura 4.25.3 y figura 4.25.4 se muestran dos

representaciones tridimensionales del sistema.

Problema 4.25. 54

_ S (426b)

_ S (313)

Nota

Recuerde que

El area de un circulo es

Asi como también

Figura 4.25.3. Representacion isométrica 3D del sistema.

Figura 4.25.4. Segunda representacion isométrica 3D del sistema.



5 5 Capitulo 4

] D=0.20
p =3 kg/cm’ =
@' D=0.10m
. . (T}—-—I%m—»
77 TR

Figura del problema 27.

Figura 4.27.a. Se muestra el dibujo original del enunciado

143 VZ
Z; +&+—1 =2, +&+—2 Ecuacion (4.21)
Y 29 Yy 29

p = 3 [kgg/cm?] D=0.20m
D=0.10m
(7 S N
i i | 8[m/s]

Figura 4.27.1. Observe que z, y Z¢ estan al mismo nivel gue el

NHR (Nivel Horizontal de Referencia), es decir son iguales a
cero.

Q=V,A, =V,A, Ecuacion (4.7b)

Circunferencia

o

Tabla 1.c. Area de una circunferencia.

Problema 4.27

Despreciando la friccion en la tuberia (mostrada en la figura) calcular la
potencia —en caballos de vapor— desarrollada en la turbina T, por el
agua procedente de una tuberia a 3 [kg¢/cm?] de presion.

Analizando el sistema entre la seccion A y la seccion C, y utilizando la
ecuacion (4.21) dela Referencia 1 p. 127, considerando que

a) Existe energia cedida a la turbina, entre la seccion A y la
seccion C tal como se muestra en la figura 4.27.1.

b) No existen pérdidas de energia o son despreciables.

c) Lacargacedidaa laturbinaes H,.

d) La presion en la seccion C (vea figura 4.27.1) es nula porque el
chorro ya ha salido de la tuberia.

Tomando en cuenta lo anterior nos resulta la siguiente ecuacion
2 2
pa Vi Pc V_c

Sustituyendo los valores respectivos para cado uno de los términos de
la ecuaciéon anterior y recordando que 1[m?] = 10,000 [cm?],
tenemos que

44 V2
0+PA4 A g —0+0+-5
Y 29 29
3 [ %8¢ . 10,000 cm?
cm? 1 m? V_AZ_ _8_2
1,000 29 ' 2g
30,000 V2 0 - 64
1,000 29 ' 2g
44 64
30+ —H, =— ... 01)
+2g £t 2g

Ahora solo nos resta encontrar la velocidad V, para lo cual haremos
uso de la Ecuacion de Continuidad, ecuacion (4.7b) de la
Referencia 1 p. 119, considerando que el flujo es permanente e
incompresible, es decir
Q4=0c
Valy = VcAc

D? D}

De la ecuacion anterior conocemos los siguientes valores:

Diametro D, = 0.20 [m] , velocidad V,=8[m/s] y diametro
D, = 0.10 [m]. Sustituyendo todos estos valores en 02) y de acuerdo
alaTabla 1.c, tenemos que

J (0207 _ (0102
a\" g )T\,
o (010?
m=z— _8<0.102

( 0.202) 0.202
=z

Volviendo a la ecuacion 01) y sustituyendo el valor de la velocidad
V, =2 [m/s]

VA =

) —8(0.25) = 2 [?]

22 y _64
2g t_Zg

H, =30+ * 64—26942
=30+ 5= 5= 26942 [m]

30 +



El gastoes

Q=V, nD—j =2 n0'202 = 0.06283 m
4 4 S

La potencia hidraulica que se proporciona a la turbina es

P, =yQH, = 1,000(0.06283)(26.942)
m
P, = 1,692.766 [kgf?]
Haciendo la conversidn correspondiente a caballos de vapor tenemos
que

7 LI _ ) s571cv)

sl7s [kgf%]

P, = 1,692.766 [kg;

Problema 4.27. -
56

Nota

Recuerde que

El peso especifico del agua es
y = 1000 [@]
m3
La aceleracion de la gravedad es
m
g=>. s2
981 [5]

Asi como también
kge - m

1[cv]=75[ ]
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d= 015 m
R = 0.60 m

=
—_—

p=1kgfcm? Curva

G X

V= L5 m/seg D =030m

Figura del problema 31.

Figura 4.31.a. Se muestra el dibujo original del enunciado

Q = V1A1 = VzAz Ecuacion (47b)

D, = 0.15 [m]
y
p = 1[kgg/cm?
0 X '

V; = 1.5 [m/s]

LDI =0.30 [m]

Figura 4.31.1. Se indican los puntos de control en color azul.

Problema 4.31
Calcular la fuerza que produce el flujo de agua sobre la curva vy la
boquilla del chiflén, mostrados en la figura; el agua abandona la
boquilla como un chorro libre. El volumen interior del conjunto del codo
y de la boquilla es de 115 litros y todo el conjunto esta contenido en un
plano horizontal.

Para obtener la velocidad V, vamos a hacer uso de la ecuacion de

continuidad
V1A, = V,4,
D?
A4 T2 D} (D1)2 01)
4

De 01) podremos obtener I, como (vea la figura 4.31.1)

D;\? 0.30\2 m
Vv, =V, (D—) = 1.50 (E) = 6.00 [?]
X .

Calcularemos también el gasto Q con los valores de V 'y 4 en la
seccion 1 los cuales ya habian sido proporcionados, es decir

D? 0.302 m3
Q=ViA, =V, (m— ) =150 m—,—) = 0.1060 |—

Por otro lado, para calcular las componentes de la fuerza requeridas,

necesitaremos utilizar las ecuaciones de la cantidad de movimiento
(Referencia 1 p. 133), a saber:

Ecuacion (4.33)

Fy+ Fo+ Fo=p ) (QBV)
Donde

F,, Fuerzas de presion que actuan desde el exterior hacia el volumen
de control.

F, Fuerzas debidas a los esfuerzos cortantes.

F. Fuerza de cuerpo debida al peso del volumen de control.

Q Gasto en la seccion considerada.

B Coeficiente de Boussinesq.

V  Velocidad media.

Con base en lo anterior y segun el enunciado del problema, se
concluye lo siguiente

a) Las fuerzas debidas a los esfuerzos cortantes se consideran
despreciables.

b) Al ser el flujo permanente e incompresible el gasto Q es el mismo
en toda la seccion.

c) Elcoeficiente de Boussinesqesigualal(f = 1)

d) La densidad p es igual al peso especifico y entre la aceleracion de
la gravedad g, es decir p = y/g, donde g = 9.81 [m/s?]

Considerando lo anterior, la ecuacion (4.33) se reescribiria como

Fp + W= gz Qv Ecuacion (4.33d)



De acuerdo con el diagrama de cuerpo libre de la figura 4.31.2 y segun
la ecuacion (4.33d), debido a que en la seccion 2 la descarga es libre,
no hay fuerza de presion estatica. Por lo tanto, la ecuacion de cantidad
de movimiento resulta

Y
R+F,, +W=§(—QV1+QVZ) . 04)

Dado que la tuberia esta contenida en un plano horizontal, no hay
componente del peso, tanto en la direccion x como en la direccion y.

Descomponiendo 04) en sus componentes escalares xy y
14
“Rithy, = g (_Qle N QVZx) - 05)
R, =0 ... 06)
Recordando que F, = pA Yy sustituyendo en 05)

Y
—R, +py A = g (—Qvy, —QVs,) -.07)

Recuerde que el gasto en la seccion 1 lleva signo negativo porque
entra al volumen de control, mientras que la velocidad V; _ es positiva
por tener una direccion positiva en el eje x. El gasto en la seccion 2
tiene signo positivo porque sale del volumen de control, mientras que
la velocidad V, es negativa segun lo indican los ejes coordenados.
Tenga en cuenta que no hay valores escalares para el eje y, ni existe
presion manomeétrica en la seccion 2, debido a que en dicha seccion,
el agua ya no se encuentra dentro de la tuberia.

Una vez explicada la teoria, procedemos entonces a calcular la
reaccion R, que se aplica desde el exterior al volumen de control, para
eso vamos a sustituir los valores anteriormente obtenidos en 07)
recordando también que

D? 0.302

A1=T[T=T[ 2

= 0.07069 [m?]

Nos resulta entonces
k
—R, + 10,000 %] (0.07069) [m?]
1,000 [k—%f]
_ m

- W(o.me [m;D(—l.so [?] ~6.00 [?])

—R, + 706.9 = 101.9368(—0.159 — 0.636)
—R, 4 706.9 = 101.9368(—0.795)
R, = 706.9 + 81.040
R, = 787.94 [kg(]

Problema 4.31. ~
58

Figura 4.31.2. Se indican todas las fuerzas que actian en el sistema.

Nota

Recuerde que

El peso especifico del agua es
y = 1,000 [%]
m3
La aceleracion de la gravedad
g =981 [?2]

Asi como también
k k
1 [ifz] = 10,000 [—ng]
cm m
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L.

py =10 kg/em?

Figura del problema 37,

Figura 4.37.a. Se muestra el dibujo original del enunciado

/@,1?1 =10 [kgs/cm?]
T 0
V =15[m/s]

6m

Figura 4.37.1. Se muestran los puntos 1 y 2 en la tuberia horizontal.

Ecuacion (4.21)
)

Ecuacion (4.7b

p V7

7 Y2
29 Y 2g

Nota
Recuerde que
El peso especifico del agua es
y = 1,000 [%]
m3
Asi como también
k k
1 [i‘;] = 10,000 [izf]
cm m

Problema 4.37

Una tuberia horizontal de 6 [m] de didmetro tiene un codo reductor
que conduce el agua a una tuberia de 4 [m] de didmetro, unida a 45°
de la anterior. La presion a la entrada del codo es de 10 [kge/cm?] y la
velocidad de 15 [m/s]. Determinar las componentes de la fuerza que
han de soportar los anclajes del codo. Despreciar las pérdidas en el codo
y el peso del liquido dentro del mismo.

Con base en la figura 4.37.1y analizando el volumen de control entre
la seccion 1y la seccion 2, utilizando la ecuacion (4.21)

43 V2
P WY o R

Y 29 Y 29
Dado que es una tuberia horizontal

z; =2, =0 [m]

..a)

Sustituyendo los valores respectivos (revise la nota a su izquierda)
para cada uno de los términos de la ecuacion a), tenemos que

kge 10,000 cm?
0+10 [sz T L/ e T
1,000 2g y 2g
43 V2
100 + - =P2 4 22 ..01)
29 v 29
Para obtener la velocidad V, vamos a hacer uso de la ecuacion (4.7b)
V1A, =V;4,
A HDT% D? D;\*
V. =V. L=y =V—1=V<—1) ..02)
2 1A2 1 D22 1 D22 1 D2
T3

De la ecuacion 02) podremos obtener V, como
2

D;\? 6 m
v,=V, (D—2> =15 (Z) = 33.75 [?]

Calcularemos también el gasto Q con los valores de V 'y 4 en la
seccion 1 los cuales ya habian sido proporcionados, es decir

D2 62 m?
Q=ViA, =V, (no ) =15(n | = 424115 | —

Por otro lado, sustituyendo la ecuacion 02) en 01) tenemos que

242
Ve P_z+[V1(g_l)]

100 + —— =
29 vy 29
P2 D, * V12
22 _ 100+ 1_<_) — ..03)
Y [ D,/ [2g

Sustituyendo los datos proporcionados por el enunciado problema

D, =6 [m], D, =4 [m]yV; =15 [m/s] en 03) tenemos que
4 2
Pr__ _ (9) 157
1,000 100+ [1 4 ]2(9.81)
14,625
P2__100- [—
1,000 32(9.81)

P2
1000~ 53.411697

kg
p, = 53,411.697 [F]



Por otro lado, para el célculo de los componentes de la fuerza
requeridos, necesitaremos utilizar las ecuaciones de cantidad de
movimiento, a saber

Ecuacion (4.33)

Fy+ Fet Fe=p ) (QBV)

Segun el enunciado del problema, se concluye lo siguiente:

a) Las fuerzas debidas a los esfuerzos cortantes se consideran
despreciables.

b) Elpeso del liquido no se considera porque no se tienen datos
y es poco significativo comparado con las fuerzas de presion.

F, =§Z Qv

De acuerdo al diagrama de cuerpo libre de la figura 4.37.2 y segun la

Por lo tanto

Ecuacion (4.33d)

ecuacion (4.33d) nos resultaria la siguiente ecuacion:

~R+F, +F, = gQ(—Vl +V5) - 04)
Descomponiendo 04) en sus componentes escalares xy y
—R,+F, —F, cosf =§Q(—V1 +V, cos8) - 05)
R, — szy senf = gQ(V2 sen 8) - 06)
Recordando que F, = pAy sustituyendo en 05) y 06)
—R, +p A, —p,A,cos6 = gQ(—V1 +V,cos6) - 07)
..08)

R, — p,A; sen 8 = gQ(VZ sen6)

Procedemos entonces a calcular primero la reaccion R,, para eso
vamos a sustituir los valores anteriormente obtenidos en la
ecuacion 07) recordando también que (Tabla 1.c)

D? 6° 5
A= == 28.274 [m?]
D? 42

= _—= _—= 2
A, =1 Rl 12.566 [m?]
Nos resulta entonces
—R, +pA; —p,A,cos6 = gQ(—V1 +V, cos6)

—R,, + 100,000(28.274) — 53,411.697(12.566) cos 45°
1,000

= W (424115)(—15 + 33.75co0s 45 )

—R, + (2,827,400) — 474,589.837 = 43,232.926(8.865)
—R, +2,352,810.163 = 383,259.889
R, = 2,352,810.163 — 383,259.889
R, = 1,969,550.274 [kg;]

Haciendo la conversion correspondiente a toneladas fuerza tenemos
que

1 [Tong]
1,000 [kg]

R, = 1,969.55 [Tong | «

R, = 1,969,550.274 [kg;] = 1,969.550 [Tony]

Solucion a)

p1 = 10 [kgg/em?]
6m 2 —_—
10
@

Figura 4.37.2. La posicion de la resultante R ha sido supuesta tal
como se muestra en la imagen .

Nota

Recuerde lo visto en teoria: las fuerzas de presion F), siempre se
dirigen hacia dentro del volumen de control. Por eso, £, v Fy, |
son negativas, ya que apuntan hacia dentro del volumen de
control y, segun los ejes coordenados asignados, indican una
direccion negativa. Por otro lado, cada término del lado derecho
de la ecuacion 04) tendrd signo negativo si el gasto entra al

volumen de control y positivo en caso contrario.

Circunferencia A= %DZ

Tabla 1.c. Area de una circunferencia.

Nota

Los siguientes valores los proporciona el enunciado del
problema
V, =15 [m/s]
P, = 100,000 [kgs/m?]
0 = 45°
Los siguientes valores fueron calculados anteriormente
P, = 53,411.697 [kgs/m?]
Q = 424.115 [m3/s]
V, = 33.75 [m/s]




(7 l Capitulo 4

Nota
Recuerde que
El peso especifico del agua es
— 1,000 &f
v =100
La aceleracion de la gravedad es
g =981 [?z]

La conversion de toneladas fuerza a kilogramos fuerza es
1 [Tong] = 1,000 [kgs]

Para el caso de la reaccion R, vamos a sustituir los valores
anteriormente obtenidos en 08), es decir
R, —p,A,senf = gQ(V2 sen 0)

1,00

0
Ry = 53,411.697(12.566) sen 45° = -~ (424.115)(33.75 sen 45°)

R, —474,589.837 = (101.937)(424.115)(23.865)
R, —474,589.837 = 1,031,755.801
R, =1,031,755.801 + 474,589.837
R, = 1,506,345.638 [kgy]
Haciendo la conversion correspondiente a toneladas fuerza tenemos

R, = 1,506,345.638 [kg;] 1 [Ton] = 1,506.346 [Tong]
y = LoUb,5%0. 8f 1,000 [kg;] = 1,506. ong

R, = 1,506.346 [Ton; ] 1
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Conclusiones

La labor docente es de gran importancia para el progreso de cualquier pais, especialmente en México, que
sigue siendo catalogado como un pais en vias de desarrollo. Su relevancia radica en la transmision de
conocimientos a futuros ingenieros, quienes, a su vez, contribuirdn con sus habilidades a la solucion de
problemas reales que puedan surgir en el futuro. Uno de estos problemas es el del agua, considerado critico
por todos los paises del mundo. La hidraulica es la ciencia que estudia el comportamiento del agua, vy el
objetivo de este trabajo es precisamente contribuir a la comprension de dos de sus temas mas
representativos: la hidrostatica y las ecuaciones fundamentales de la hidraulica.

En estas Ultimas lineas concluyen una parte importante de los conocimientos adquiridos a lo largo de mi
estancia en la Universidad Nacional Autonoma de Mexico.

El trabajo de edicion de esta tesis fue exhaustivo debido a la complejidad de encontrar un disefio adecuado
que facilitara la comprension de los temas. La realizacion de los graficos, esquemas, representaciones
tridimensionales, la redaccion, la revision de errores, el disefio de colores, las portadas, entre otros
atributos fue también un desafio.

Estas son mis Ultimas palabras como alumno de la Facultad de Ingenieria. Me llevo gratos recuerdos de ella
y de la cual quiza pude haber sacado mas provecho.
Gracias por todo.



