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siempre los tendré en mi memoria por los buenos momentos que pasamos.

Agradecimientos

Por su apoyo al “Capital Semilla de Apoyo para Proyectos de Investigación y
Desarrollo Tecnológico (CAPSEMI+DT)”, con t́ıtulo “Identificación de modelos epi-
demiológicos de dimensión infinita para el estudio de la infección provocada por el
virus SARS-COV-2 en México” a cargo de la Dra. Anah́ı Flores Pérez, DCB, Facul-
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Caṕıtulo 1

Introducción

En diciembre del 2019, en China [1], se reportaron una serie de casos de pacientes
hospitalizados con una nueva enfermedad caracterizada por provocar neumońıa e
insuficiencia respiratoria, esta a causa del virus denominado como SARS-CoV-2, por
su similitud con el SARS-CoV descubierto en 2003 [2]. Después de 1 mes, esta ya
hab́ıa sido catalogada como Emergencia de Salud Pública de Alcance internacional.
La Organización Mundial de la Salud (OMS) nombró a esta enfermedad COVID-19
(Coronavirus Disease, 2019). El 11 de marzo de 2020, la OMS declaró, en una rueda
de prensa mundial, pandemia [3]. En México, el primer caso se detectó en febrero de
2020 [4] y hasta marzo de 2023 se cuenta con más de 7,500,000 de casos confirmados
y 334,000 defunciones provocadas por este virus en todo el páıs [5].

Con el paso del tiempo todos los virus tienden a cambiar y de igual manera
sucede con el SARS-CoV-2 [6]. En la mayoŕıa de los casos estas mutaciones tienen
un impacto escaso o nulo sobre las propiedades del virus [7]. Sin embargo, algunas
mutaciones pueden dar lugar a cambios en caracteŕısticas importantes del virus
que pueden afectar su capacidad de propagación y/o su capacidad de causar una
enfermedad más grave [8]. Cuando un virus presenta una o más mutaciones ya
caracterizadas se denomina “variante” del virus original. La aparición de variantes
del COVID-19, a finales de 2020 [9], hizo que la OMS empezara a caracterizar algunas
de ellas como variantes de interés (VOI por las siglas en inglés de variant of interest)
y variantes preocupantes (VOC por las siglas en inglés de variant of concern), con el
fin de establecer prioridades en el seguimiento y la investigación de estas, aśı como
orientar y adecuar la respuesta ante el virus [10]. A partir de mayo de 2021, la OMS
empezó a asignar denominaciones sencillas y fáciles de pronunciar a las variantes
clave [11].

Las primeras variantes de preocupación designadas fueron las variantes Alfa y
Beta, siendo catalogadas aśı a finales de diciembre del 2020 por la OMS y los Centros
de Control y Prevención de Enfermedades (CDC por sus siglas en inglés de Centers
for Disease Control and Prevention) [12]. Posteriormente en junio del 2021 surgió
la variante Delta [13]. El 24 de noviembre de 2021 se notificó sobre una nueva
variante nombrada B.1.1.529 en Sudáfrica [14], la cual presentaba un gran número
de mutaciones y se denominó a esta variante como Ómicron. En comparación con las
variantes anteriores, Ómicron representa la variante de preocupación más divergente
vista hasta ese momento, y sigue evolucionando en los planos genético y antigénico,
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dando lugar a una gama cada vez mayor de sublinajes, los cuales se caracterizan por
su capacidad de evadir la inmunidad existente en la población en comparación con
las anteriores [15].

En México, el 3 de diciembre de 2021, se confirmó el primer caso de la variante
Ómicron [16]. A finales de diciembre del 2021 y hasta marzo del 2022 se presentó la
cuarta ola de coronavirus en México, siendo este peŕıodo en el que se presentaron más
casos de contagios simultáneos desde que se declaró la pandemia hasta julio del 2023,
aumentando los casos confirmados acumulados en casi 1.9 millones de individuos en
este periodo de tiempo [5].

A partir del 23 de diciembre del 2020 empezó a nivel nacional la estrategia de
vacunación contra COVID-19 para disminuir la carga de enfermedad en la población
general [17]. Para el 25 de enero del 2022 se teńıan más de 200 millones de dosis
aplicadas y 76 millones de mexicanos vacunados con esquema completo desde el inicio
de la estrategia [18]. Dicho esto, durante la cuarta ola la variante predominante fue
la Ómicron [19], esta se propagó con mayor rapidez, pero la gravedad de los casos fue
menor en comparación con olas previas [20]. A comienzos de la pandemia, se previó
que el COVID-19 presentara un número de reproducción básico R0 de 2, es decir que
cada paciente infectado teńıa la capacidad para infectar a 2 personas susceptibles
a contraer la enfermedad. Posteriormente, en abril del 2020, se descubrió que el
número de reproducción básico R0 era de casi 6, al menos para la variante Alpha.
La variante Ómicron, durante su apogeo, presentó una R0 aproximada de 10, lo cual
no solo demostró la facilidad con la que pod́ıa ser transmitida, sino lo lejos que se
estaba de poder controlar la propagación de la enfermedad [21].

Durante la pandemia, en lo que respecta al sector salud, se detectó una fuerte
falta de insumos y equipos de trabajo indispensables para realizar sus funciones [22].
Es indispensable conocer el número de reproducción básico de una enfermedad para
prever y planear de manera eficaz un plan de contingencia, aśı como preparar las
herramientas necesarias en el sector salud para combatir y aminorar el impacto que
esta pueda tener en la sociedad [23].

1.1. Motivación

A finales del año 2019 nadie se imaginó que iniciaŕıa una emergencia sanitaria a
escala mundial, lo que tomó a todos desprevenidos en México y en el resto del mun-
do. Las medidas sanitarias tomadas para evitar contagios se notaron escasas, dado
que fue poco previsible que una enfermedad pudiera ser tan contagiosa y presentar
unos ı́ndices de mortalidad tan altos. La epidemioloǵıa inició como un concepto del
cual los mismos médicos se notaban incrédulos, pero con el paso del tiempo esta
rama demostró ser importante para ayudar a la prevención y control de emergencias
sanitarias.

Llegados a este punto, los modelos matemáticos son un apoyo importante para
comprender y predecir el comportamiento de un sistema mecánico, eléctrico, qúımi-
co, etc., aśı como aprender a identificar sus parámetros para poder estimar datos
haciendo uso de observadores.

Por otro lado, el cálculo fraccionario aún se presenta como un área de estudio
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relativamente joven, dado que su interpretación f́ısica aún se encuentra como un
campo abierto de investigación. Sin embargo tiene gran relevancia en aplicaciones
epidemiológicas ya que presenta distintos efectos que no dependen únicamente del
estado presente, sino también de estados pasados.

1.2. Descripción del documento

Este trabajo presenta una aproximación basada en observadores para la identifi-
cación de parámetros y estimación de estados de los modelos SIR y SEIR de orden
fraccionario, aplicado en el análisis de la propagación de la variante Omicrón del
SARS-CoV-2 en México en el periodo del 26 de diciembre de 2021 al 6 de marzo del
2022. Al utilizar mediciones de los cambios en la población infectada, se propone un
observador robusto para reconstruir la tasa de transmisión en el modelo fraccionario.
Este método toma en cuenta casos de mediciones con ruido e incorpora reconstruc-
ción paramétrica y observación de estados. La aproximación propuesta se demuestra
a través de resultados numéricos, mostrando sus capacidades al estimar de mane-
ra efectiva parámetros y estados. Los resultados de este estudio tienen importancia
para formular estrategias para prevenir, reducir y detener la propagación de enfer-
medades infecciosas, al ofrecer conocimiento para combatir brotes de enfermedades
futuras.

1.3. Planteamiento del problema

El estudio de las dinámicas epidemiológicas es un método importante ya que
permite conocer cómo se va a propagar una enfermedad infecciosa, estas toman en
cuenta factores como el crecimiento de la población, factores sociales, aśı como las
condiciones que pueden ser favorables para que una enfermedad se propague, etc.
Estos resultados permiten predecir la tendencia de desarrollo de una enfermedad
durante un periodo de tiempo, aśı como los factores clave para su propagación y el
desarrollo de estrategias para el control y prevención de estas [24].

Existen múltiples modelos epidemiológicos que describen el ritmo de propagación
de un virus [25], siendo uno de los fundamentales el modelo SIR [26, 27], en el cual se
consideran tres compartimientos principales para dividir la población: susceptibles
(S), infectados (I) y recuperados (R). Si la enfermedad presenta un periodo de in-
cubación especialmente largo, este modelo tiende a ser menos efectivo para modelar
su comportamiento [28]. Para compensar esto se considera el modelo SEIR, el cual
incluye a la población expuesta (E) como un nuevo compartimiento y son aquellos
que contrajeron la enfermedad, pero aún no son infecciosos [29].

Durante una pandemia se conducen múltiples estudios para modelar la velocidad
de propagación de una enfermedad y predecir los parámetros que conducen a esta
[30]. Uno de los parámetros clave a estimar es la tasa de transmisión per cápita β, la
cual es relevante para determinar la incidencia máxima, el tiempo para alcanzar la
incidencia máxima, aśı como la duración de una epidemia [31]. También es posible
determinar el número de reproducción básico R0, con el cual es posible conocer
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la cantidad de infectados promedio que genera un infectado durante su periodo
infeccioso [32].

Al modelar sistemas epidemiológicos es esencial identificar los parámetros de
estos, los cuales pueden ser estimados haciendo uso de observadores [33]. En estos
casos el filtro de Kalman ha sido reportado como una herramienta para generar
estimaciones del proceso y las mediciones de un sistema dinámico lineal, al suponer
que las perturbaciones del sistema son aditivas, con media cero y de distribución
Gaussiana [34]. En el caso de que el sistema sea no lineal se hace uso del filtro
de Kalman Extendido (EKF), en el cual el modelo es linealizado haciendo uso de
la media y la covarianza [35]. Haciendo uso del EKF es posible analizar modelos
epidemiológicos y estimar su ritmo de crecimiento a pesar de que este sea variante
con el tiempo [36].

Al hacer uso del cálculo diferencial de orden entero en aplicaciones epidemiológi-
cas, se ha demostrado en diferentes estudios[37, 38, 39, 40, 41, 42, 43], que para
modelar cierto tipo de dinámicas que presentan comportamientos de larga memoria
este no es del todo preciso, ya que el operador es local y depende únicamente de
los estados actuales sin tomar en cuenta el historial de la operación en fenómenos
de larga memoria. En este sentido, la aplicación de modelos fraccionarios adquiere
relevancia, ya que permite describir mejor la propagación de una enfermedad, debido
a que el umbral entre la extinción y la persistencia de una enfermedad se ve despla-
zado [44]. Esto puede ser de utilidad al momento de establecer medidas de control
sanitario o para hacer un uso eficiente de recursos limitados. Se ha demostrado en
distintos estudios, como lo son [45] y [46], que al emplear modelos fraccionarios SIR
y SEIR con valores de derivada fraccionaria cercanos, pero no iguales a la unidad, re-
presentan de forma más adecuada la dinámica de persistencia que la que se presenta
en el caso entero.

En el periodo de diciembre de 2021 al 26 de marzo del 2022, en México, se
presentó la denominada cuarta ola de COVID-19 [18, 47]. La variante Ómicron
presentó mutaciones importantes, en la que cabe destacar su capacidad para evadir la
inmunidad existente en la población a pesar de presentar un esquema de vacunación
avanzado [48]. Al mismo tiempo, en este periodo se presentó una crisis en el sector
salud debido a que esta variante tuvo un impacto mucho mayor que sus variantes
antecesoras, esto provocó que en distintas regiones se presentara una escasez de
insumos y personal [22]. Una correcta estimación de parámetros puede ayudar a
crear estrategias para controlar la propagación de enfermedades, aśı como estrategias
para la distribución de insumos.

En este trabajo, se presenta un enfoque diferente para mejorar la estimación de
parámetros y predicción de comportamiento de los modelos epidemiológicos com-
partimentales al proponer un sistema de identificación y observación basado en una
extensión de un observador robusto para los modelos SIR y SEIR de orden frac-
cionario, empleando únicamente los cambios hechos en las mediciones de infectados
para reconstruir la constante β de transmisión per cápita, y un filtro de Kalman
Extendido de Oden Fraccionario (FKEOF) adaptado de [49], y por lo tanto ayudar
a prevenir y controlar la propagación de una enfermedad. También, se consideró una
reconstrucción paramétrica usando mediciones con el ruido e incertidumbre inheren-
te a las mediciones.
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1.4. Hipótesis

Hacer uso del cálculo fraccionario aplicado a modelos epidemiológicos permite
describir el comportamiento de la propagación de la variante Ómicron durante la
cuarta ola de la epidemia de COVID-19 en México de mejor manera. Para prevenir
de forma eficiente la propagación de enfermedades, aśı como desarrollar estrategias
óptimas para prevenir epidemias es necesario hacer uso de observadores para estimar
en los modelos. La estimación de parámetros del sistema de orden fraccionario para
el caso de la ola Ómicron con base en el modelo no lineal de orden fraccionario puede
hacerse mediante un observador óptimo de orden fraccionario.

1.5. Contribuciones

Como resultado de este trabajo, en conjunto con Marcos A. González Olvera el
art́ıculo “Robust Observer-Based Parameter Identification and State Estimation for
COVID-19 Modeling: Analyzing the Omicron Variant in Mexico using Fractional-
Order SIR and SEIR Models” para el Congreso de Control Automático del año
2023 y en conjunto con Anah́ı Flores Pérez y Marcos A. González Olvera el art́ıculo
“Numerical Exploration of the Parametric Identification and Delay Reconstruction
Problem on Epidemiological Models using Evolutionary Algorithms” para el Con-
greso de Control Automático del año 2024.

1.6. Objetivos

Proponer un observador robusto para la identificación y estimación de paráme-
tros de la variante Ómicron del SARS-CoV-2 en México en el periodo que
abarca del 26 de Diciembre del 2021 al 6 de Marzo del 2022.

Aplicar el observador a los modelos SIR y SEIR de orden fraccionario para
identificar y estimar parámetros de estos.

Reconstruir un parámetro haciendo uso del observador, los datos reales reca-
bados por el CONACyT y los modelos propuestos.

Comparar la efectividad del observador aplicado a los modelos de orden entero
y los modelos de orden fraccionario para determinar las ventajas y desventajas
que se presentan en cada caso.



12 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN



Caṕıtulo 2

Antecedentes

2.1. Modelos Epidemiológicos

Las dinámicas epidemiológicas son un método importante para estudiar cómo se
propagan las enfermedades infecciosas, sea de forma cualitativa o cuantitativa. Se
basa en la propiedad espećıfica del crecimiento poblacional, las reglas de propagación
de enfermedades, factores sociales, etc., para construir modelos matemáticos que
reflejen las dinámicas de estas, analizar su comportamiento y realizar simulaciones
[50].

Los resultados ayudan a predecir la tendencia sobre la cual se van a desarrollar las
enfermedades, determinar sus factores clave de transmisión y buscar las estrategias
óptimas para la prevención y control de propagación de enfermedades [50].

A pesar de que la epidemioloǵıa tiene una historia larga, el estudio matemático
de enfermedades y su propagación tiene únicamente 350 años. El primer estudio
estad́ıstico de enfermedades infecciosas es atribuido a John Graunt (1620-1674),
quien en 1663 a través del libro “Natural and Political Observations Made upon
the Bills of Mortality” mostró interés por las estad́ısticas en los métodos de salud
pública. Un siglo después, Daniel Bernoulli uso métodos matemáticos para analizar
la mortalidad de la viruela [51].

A mediados del siglo XIX, Louis Pasteur hizo avances importantes en la preven-
ción de enfermedades. Redujo la mortalidad de la fiebre puerperal y creó las primeras
vacunas para rabia y ántrax. Casi al mismo tiempo, el fundador de la bacterioloǵıa
moderna, Robert Koch, identificó los agentes causantes de la tuberculosis, cólera
y ántrax, dando apoyo experimental a el concepto de enfermedad infecciosa. Más
tarde en ese mismo siglo se dio a conocer el concepto de contagiar una enfermedad
bacteriana a través del contacto entre un individuo infectado y uno sano, lo cual
abrió el camino para el modelado matemático de enfermedades infecciosas [52].

A principios del siglo XX apareció Sir Ronald Ross, quien es considerado el
padre de las matemáticas epidemiológicas modernas, descubrió que la malaria se
transmite entre humanos y mosquitos. Por este trabajo recibió el premio Nobel en
1902. A pesar de sus contribuciones, no logró convencer a sus colegas que la malaria
pod́ıa ser erradicada al reducir la población de mosquitos. En 1911, en su libro “La
prevención de la Malaria”, desarrolló modelos matemáticos de la transmisión de la
malaria, derivando en un ĺımite cuantitativo, conocido hoy en d́ıa como el número
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de reproducción básico [52].
En 1927 la matemática epidemiológica se elevó a un nuevo nivel por el modelo

de propagación de enfermedades infecciosas publicado por William Ogilvy Kermack
y Anderson Gray McKendrick en su art́ıculo “A contribution to the mathematical
theory of epidemics”, donde publicaron por primera vez un modelo epidémico de-
termińıstico que inclúıa individuos susceptibles, infectados y recuperados, que no
inclúıan tasa de natalidad ni mortalidad y, en consecuencia, modelaban únicamen-
te brotes de enfermedades. En 1932 y 1933 publicaron la parte 2 y parte 3 de su
art́ıculo, para capturar los modelos de enfermedades que pueden aparecer en una
población y persistir [52].

Los modelos matemáticos de enfermedades infecciosas ganaron importancia en
1980 con la aparición de la epidemia provocada por el virus de inmunodeficiencia hu-
mana (VIH). A partir de ah́ı, se han creado, analizado y empleado un gran número de
modelos para el estudio de su propagación. Hoy en d́ıa, los modelos matemáticos, aśı
como las matemáticas epidemiológicas están haciendo contribuciones significativas
a las matemáticas y salud pública [52].

2.1.1. Modelo SIR

Es un modelo matemático propuesto por Kermack-McKendrick que explica la
evolución de una enfermedad infecciosa creada por un virus o una bacteria. Es bien
sabido que la propagación de una enfermedad contagiosa no solamente involucra los
factores relacionados tales como el agente infeccioso, modos de transmisión, peŕıodos
de incubación, etc. También incluye factores sociales, culturales, económicos, de-
mográficos y geográficos. Los modelos matemáticos se han vuelto herramientas im-
portantes en analizar la propagación y controlar las enfermedades infecciosas [53].
Cuando una enfermedad se propaga en una población, se separa a la población en
clases. En el más simple de los escenarios, se tendrán 3 clases:

La clase de los individuos que están sanos, pero pueden contraer la enfermedad.
Se les conoce como individuos susceptibles. Denotados por la letra S.

La clase de los individuos que han contráıdo la enfermedad y ahora están
infectados con esta, los llamamos individuos infectados. También se considera
que estos individuos son infecciosos. Denotados por la letra I.

La clase de los individuos que se han recuperado y no pueden contraer la enfer-
medad o contagiarla por un lapso de tiempo, llamados individuos recuperados.
Denotados por la letra R.

El número de individuos en cada clase cambia con el tiempo, esto es, S(t), I(t)
y R(t) son funciones del tiempo t. La población total de tamaño N es la suma de
los tamaños de las 3 clases mencionadas:

N = S(t) + I(t) +R(t) (2.1)

Este modelo se conoce como el modelo epidemiológico SIR, fue propuesto por Ker-
mack y McKendrick en 1927 y fue uno de los primeros modelos epidémicos propuestos
[52].
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En este modelo, la población N es siempre un valor constante dado que el modelo
no toma en cuenta nacimientos o muertes. Para desarrollar e implementar un modelo
matemático realista, Roy Malcolm Anderson y Robert McCredie May investigaron el
uso de dinámicas vitales para que el tamaño de la población fuera variable. Al asumir
que existe una tasa de natalidad “a” y una tasa de mortalidad “µ”, los modelos
con dinámica vital presentan una población variante con el tiempo que modelan
apropiadamente la propagación de una enfermedad. La población incrementa a un
ritmo “a” y se reduce a un ritmo “µ” [54, 55].

El modelo SIR de Kermack-McKendrick era gobernado por una ecuación inte-
gral no lineal, la cual da forma al siguiente modelo conocido como el modelo SIR
Kermack-McKendrick sin dinámica vital:

dS

dt
= −βSI (2.2a)

dI

dt
= βSI − γI (2.2b)

dR

dt
= γI (2.2c)

En este modelo se asume que no hay nacimientos ni muertes en la población y
que el número total de la población es constante. Un promedio de la población hace
contacto suficiente para transmitir la infección a otros a un ritmo de βN por unidad
de tiempo. Los infectados abandonan la clase de infectados a un ritmo de γI por
unidad de tiempo.

La constante positiva β es la tasa per cápita de transmisión de la enfermedad y
γ es la tasa de recuperación diaria (por lo cual el peŕıodo de recuperación es 1

γ
). En

este modelo se asume que cuando un sujeto susceptible es infectado, este pasa a ser
inmediatamente infeccioso, sin un peŕıodo de incubación.

Por ejemplo, si se realiza una simulación del modelo mencionado asignando valo-
res con una población total N = 10000, susceptibles iniciales S(0) = 8000, infectados
iniciales I(0) = 50, una tasa de transmisión β = 1,5 y una tasa de recuperación de
γ = 1

5
d́ıas. La simulación resultante se muestra en la figura 2.1.

En la figura 2.1 se observa que la población de susceptibles e infectados tiende a 0,
mientras que la cantidad de recuperados tiende al valor de los susceptibles iniciales.

Al extender el modelo SIR para incluir la llamada dinámica vital, es decir na-
cimientos y muertes provocadas por la enfermedad y causas naturales es necesario
agregar los términos de tasa de natalidad “a” por unidad de tiempo y tasa de mor-
talidad “µ” (per cápita), entonces el sistema de ecuaciones toma la forma:

dS

dt
= −βSI − µS + a (2.3a)

dI

dt
= βSI − γI − µI (2.3b)

dR

dt
= −γI − µR (2.3c)

Al agregar el valor de la natalidad, aún es posible decir que la población total es
constante, debido a que la escala de tiempo para cambios sustanciales en nacimientos
es mayor que la mortalidad provocada por una enfermedad [56].
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Figura 2.1: Simulación del modelo SIR de orden entero sin
dinámica vital y valores iniciales de N = 10000, S(0) = 8000,
I(0) = 50, β = 1,5 y γ = 1

5
.

Tomando los valores del modelo sin dinámica vital de la figura 2.1, considerando
los valores de tasa mortalidad µ = 0,005 y tasa de natalidad a = 0,001 es posible
simular nuevamente el modelo resultando en la figura 2.2.

Figura 2.2: Simulación del modelo SIR de orden entero con
dinámica vital y valores iniciales de N = 10000, S(0) = 8000,
I(0) = 50, µ = 0,005, a = 0,001 β = 1,5 y γ = 1

5
.

Con las nuevas variables de mortalidad y natalidad agregadas al sistema, la
población pasa a ser variante en el tiempo; a pesar de esto, la cantidad de infectados
aún tiende a cero con el paso del tiempo. Esto se debe a que la natalidad requiere
de un plazo de tiempo amplio para que tenga un impacto en la población.
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Puntos de equilibrio

Dado que la variable R no está presente en las primeras dos ecuaciones y que
el comportamiento de interés se encuentra en cómo se propaga la enfermedad, se
puede reducir el sistema a las primeras dos ecuaciones:

dS
dt

= −βSI − µS + a

dI
dt

= βSI − γI − µI
(2.4)

La matriz Jacobiana del sistema de ecuaciones es:

J(eq1) =

(
−µ −βa

µ

0 βa
µ
− µ− γ

)
(2.5)

Los puntos de equilibrio se obtendrán cuando no se halle población infectada, es
decir cuando I = 0 y cuando se tenga población infectada, es decir I > 0.

Si “I = 0”:

(Seq1 , Ieq1) = (
a

µ
, 0) (2.6)

El punto de equilibrio Eq1 es localmente asintóticamente estable. Por lo tanto,
no habrá población infectada, la epidemia no puede suceder.

Es fácil notar que J(eq1) tiene dos eigenvalores en λ1 = −µ y λ2 = βa
µ
− µ − γ,

de estos valores se puede decir que λ1 < 0 ya que µεR+. Al desarrollar el valor λ2,
se tiene:

βa

µ
− µ− γ < 0

βa

µ
< µ+ γ

βa

µγ + µ2
< 1 (2.7)

El valor βa
µγ+µ2

es el número promedio de infectados producido por un solo indi-
viduo infectado durante el peŕıodo en el cual es contagioso en una población suscep-
tible, y se le conoce como el número de reproducción básico R0.

Al punto (2.6) se le conoce como el punto de equilibrio libre de enfermedad
(Disease Free Equilibrium), que es cuando “R0 < 1” como se muestra en la figura
2.3.

Cuando I > 0 se tendrá que:

(Seq2 , Ieq2) =
[γ+µ

β
, µ
β

[
R0 − 1

]]
, (2.8)

dado que (R0 − 1) > 0 entonces R0 > 1, el patógeno es capaz de infectar a más de
una persona por cada peŕıodo de tiempo y la población se infectará.
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Figura 2.3: Simulación del modelo SIR de orden entero con
dinámica vital y valores iniciales de N = 10000, S(0) = 8000,
I(0) = 50, κ = 3, β = 0,8 y γ = 1

5
. Al tener R0 = 0,78 el sistema

se encuentra en el punto de equilibrio libre de enfermedad y la
cantidad de infectados tiende a desaparecer.

2.1.2. Modelo SEIR

En muchas enfermedades infecciosas existe un peŕıodo de exposición posterior
a la transmisión de la infección desde miembros susceptibles a aquellos que son
potencialmente infecciosos pero antes de que estos individuos desarrollen śıntomas
y puedan transmitir la enfermedad [57]. Al buscar un modelo más generalizado
que el modelo SIR, el modelo SEIR asume que los individuos susceptibles, pasan
por un peŕıodo latente como individuos expuestos, la duración de este peŕıodo de
incubación depende de la enfermedad, para posteriormente volverse infectados y
eventualmente recuperados. Esto tiene como resultado el modelo SEIR, en el cual
la E denota el compartimiento de individuos expuestos. Esto quiere decir que será
añadido un compartimiento donde habrá individuos que se encuentran contagiados
con la enfermedad, pero dado que se encuentran en un peŕıodo de incubación, no
muestran ningún śıntoma y no pueden infectar a otros [55].

El modelo SEIR está gobernado por las siguientes ecuaciones[56]:

dS

dt
= −βSI (2.9a)

dE

dt
= βSI − κE (2.9b)

dI

dt
= κE − γI (2.9c)

dR

dt
= γI (2.9d)

Similar al modelo SIR sin dinámica vital, en este modelo también se asume que no
hay nacimientos ni muertes en la población, por lo cual el número total es constante.
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N = S(t) + E(t) + I(t) +R(t) (2.10)

A diferencia del modelo SIR, en el modelo SEIR se manejan 3 parámetros: β y γ
proporcionan la misma información que en el modelo SIR, la constante κ es la tasa
de incubación, por lo tanto 1

κ
representa el peŕıodo de incubación.

Al simular el modelo mencionado asignando valores de con una población total
N = 10000, susceptibles iniciales S(0) = 8000, expuestos iniciales E(0) = 200,
infectados iniciales I(0) = 50, tasa de transmisión β = 1,5, tasa de recuperación de
γ = 5 d́ıas y una tasa de incubación κ = 3 d́ıas, se tendrá un resultado como el
mostrado en la figura 2.4, donde se puede observar que al igual que en el modelo
SIR sin dinámica vital, la cantidad de susceptibles, expuestos e infectados tienden a
desaparecer, aśı mismo los recuperados tienden al valor inicial de los susceptibles.

Figura 2.4: Simulación del modelo SEIR de orden entero sin
dinámica vital y valores iniciales de N = 10000, S(0) = 8000,
E(0) = 200, I(0) = 50, κ = 3, β = 1,5 y γ = 5.

Al incluir una tasa de natalidad “a” por unidad de tiempo y una tasa de morta-
lidad “µ” per capita, entonces el modelo pasa a tener dinámica vital y la población
se describe mediante:

dS

dt
= −βSI − µS + a (2.11a)

dE

dt
= βSI − (µ+ κ)E (2.11b)

dI

dt
= κE − (γ + µ)I (2.11c)

dR

dt
= γI − µR (2.11d)

Debido a que la escala de tiempo para cambios sustanciales en nacimientos es
mucho más pequeña que la mortalidad provocada por una enfermedad, es posible
asumir que el tamaño de la población es constante [56].
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Al simular con los valores tomados anteriormente en el modelo sin dinámica vital
y agregando los valores de mortalidad µ = 0,005 y de natalidad a = 0,001 se obtiene
un modelo cuya respuesta se muestra en la figura 2.5.

Figura 2.5: Simulación del modelo SEIR de orden entero con
dinámica vital y valores iniciales de N = 10000, S(0) = 8000,
E(0) = 200, I(0) = 50, µ = 0,005, a = 0,001 β = 1,5 y γ = 5.

Con la dinámica vital agregada el modelo se vuelve variante en el tiempo, se puede
apreciar cómo la cantidad de infectados y expuestos son los únicos que tienden a 0, los
recuperados y susceptibles cambiarán con respecto al tiempo debido a la población
variable.

Puntos de equilibrio

Ya que la variable “R” no se encuentra incluida en las primeras 3 ecuaciones y
que el punto de interés se encuentra en como se propaga la enfermedad, es posible
reducir el sistema a las primeras 3 ecuaciones:

dS
dt

= −βSI − µS + a
dE
dt

= βSI − (µ+ κ)E
dI
dt

= κE − (γ + µ)I

(2.12)

La matriz Jacobiana del sistema de ecuaciones será:

J =

−βI − µ 0 −βS
βI −(µ+ κ) βS
0 κ −(γ + µ)

 (2.13)

Al igual que con el modelo SIR, se tienen 2 puntos de equilibrio, cuando “I = 0”
y cuando “I > 0”.

Cuando “I = 0” se tiene que:
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(Seq1 , Eeq1 , Ieq1) = (
a

µ
, 0, 0) (2.14)

Al sustituir los valores en la matriz Jacobiana:

J =

−µ 0 −βa
µ

0 −(µ+ κ) βa
µ

0 κ −(γ + µ)

 (2.15)

Al obtener los eigenvalores de J(eq1):

λ1 = −µ

λ2 = −k
2
− γ

2
− µ−

√
µγ2−2µγκ+µκ2+4aβκ

µ

2

λ3 = −k
2
− γ

2
− µ+

√
µγ2−2µγκ+µκ2+4aβκ

µ

2

Ya que el valor de µ ∈ R+ en todo momento, entonces se sabe que λ1 < 0, al
desarrollar λ2,3:

λ2 = −k
2
− γ

2
− µ−

√
µγ2−2µγκ+µκ2+4aβκ

µ

2
< 0

−

√
µγ2−2µγκ+µκ2+4aβκ

µ

2
<
κ

2
+
γ

2
+ µ

Multiplicando ambos lados por 2 y elevando ambos lados al cuadrado:

µγ2 − 2µγκ+ µκ2 + 4aβκ

µ
< (κ+ γ + 2µ)2

En este punto es posible notar que λ2 y λ3 llegan al mismo resultado:

µγ2 − 2µγκ+ µκ2 + 4aβκ < µ[(κ+ γ + 2µ)2],

4aβκ < µ[(κ+ γ + 2µ)2 + (−γ2 + 2γκ− κ2)],

4aβk < µ[4γκ+ 4γµ+ 4µ2 + 4κµ]

aβk < µ[γκ+ γµ+ µ2 + κµ]

aβk < µ(µ+ κ)(µ+ γ)

aβk

µ(µ+ γ)(µ+ κ)
< 1 (2.16)

De esta última expresión es posible definir el número de reproducción básico del
modelo SEIR que resulta en:

R0 =
aβk

µ(µ+ γ)(µ+ k)
(2.17)
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Cabe destacar que el punto de equilibrio Eq1 es localmente asintóticamente estable,
la población infectada tiende a desaparecer y no podrá ocurrir una epidemia, este
es el punto libre de enfermedad donde R0 < 1.

Por otro lado, si “I > 0” el punto de equilibrio es:

(Seq2 , Eeq2 , Ieq2) =
[

(γ+µ)(γ+µ)
βκ

, µ(γ+µ)(R0−1)
βκ

, µ(R0−1)
β

]
(2.18)

Es forzoso que R0 > 1 para que se cumpla la condición I > 0, por lo tanto al
tener una R0 mayor que 1, el patógeno se contagiará con una tasa de más de una
persona por cada infectado y con el tiempo más población será infectada.

2.2. Cálculo Fraccionario

El cálculo fraccionario ha ganado una cantidad considerable de popularidad e
importancia durante las últimas décadas, se debe principalmente a que se ha demos-
trado que tiene diversas y amplias aplicaciones en diversos campos de las ciencias e
ingenieŕıas.

Se cree que el concepto del cálculo fraccionario nació de una pregunta hecha en
1695 por el marqués de l’Hôpital (Guillaume François Antoine) a Gottfried Wilhelm
von Leibniz, el cual le buscaba sentido a la notación “ d

ny
dxn

” de Leibniz para toda
derivada de orden n ∈ N0 :={0, 1, 2, . . . } cuando n = 1

2
. En su respuesta, que data

del 30 de septiembre de 1695, Leibniz escribió lo siguiente “...Esta es una paradoja
aparente de la cual, algún d́ıa, se obtendrán consecuencias útiles. ...”[58].

Más adelante se hicieron algunas menciones de las derivadas fraccionarias, por
ejemplo, en 1730 por Euler, en 1772 por Lagrange, en 1812 por Laplace, en 1822 por
Fourier, en 1867 por Grünwald, en 1968 por Letnikov, etc. [59].

A continuación, se presentarán las principales definiciones del cálculo fraccionario
propuestas en 1832 por Joseph Liouville y Bernard Riemann, posteriormente en 1868
por Anton Karl Grünwald y Alekséi V. Létnikov y finalmente en 1967 por Michele
Caputo. También se presentará la definición de la función Gamma la cual es una
herramienta muy útil para el cálculo fraccionario.

2.2.1. La función Gamma

La función Gamma es una de las funciones básicas del cálculo fraccionario ya
que permite generalizar la función factorial para que esta pueda tomar valores no
enteros. La definición de la función gamma está dada por la integral:

Γ(z) =

∫ ∞
0

e−ttz−1dt (2.19)

Al graficar la función de la ecuación 2.19 resulta en:
Donde el dominio en el que converge es en todo el plano complejo excepto para

los enteros negativos [60, 58].
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Figura 2.6: Gráfica de la función Gamma.

2.2.2. Definiciones de Derivadas Fraccionarias

Existen distintas definiciones para las derivadas e integrales fraccionarias, en
este caso se pueden destacar 3 definiciones, Grünwald-Letnikov, Riemann-Liouville
y Caputo.

Para el caso de condición inicial igual a cero, las definiciones de Grünwald-
Letnikov y Riemann-Liouville pueden ser aplicadas para modelar la dinámica del
sistema de orden fraccionario. Por otro lado, la definición propuesta por Caputo es
más útil si la aplicación tiene condiciones iniciales distintas de cero.

Derivada Fraccionaria de Riemann-Liouville

El primer estudio sistemático en cálculo fraccionario fue hecho en 1832 por Jo-
seph Liouville, quien formuló una definición en la cual él pod́ıa obtener la derivada
fraccionaria de x−a, siempre que x,a y n fueran positivas. Aśı mismo fue el primer
cient́ıfico que intentó resolver ecuaciones diferenciales usando operaciones fracciona-
rias.

Después de Liouville, Bernhard Riemann desarrolló una teoŕıa diferente, usando
una generalización de la serie de Taylor para derivar una fórmula para la integración
de un orden arbitrario como se mostrará a continuación [59].

Las integrales fraccionarias de Riemann-Liouville para un intervalo finito [a, b]
donde (−∞ < a < b < ∞) sobre el eje real R. Las integrales de Riemann-Liouville
de orden α ∈ R se definen por:

RLIαa+f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1f(τ)dτ , (t > a;α > 0) (2.20)

y

RLIαb−f(t) =
1

Γ(α)

∫ b

t

(t− τ)α−1f(τ)dτ , (t < b;α > 0) (2.21)
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estas integrales se llaman integrales fraccionarias por el lado izquierdo y por el lado
derecho respectivamente.

Las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville de orden α ∈ R se definen
mediante las fórmulas:

RL
a+D

α
t f(t) =

(
d

dx

)n (
RL
In−αa+ f(t)

)
RL
a+D

α
t f(t) =

1

Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ t

a

(t− τ)α−1f(τ)dτ , (t > a) (2.22)

y

RL
t
Dα
b−f(t) = −

(
d

dx

)n (
RL
In−αb− f(t)

)
RL
t
Dα
b−f(t) = − 1

Γ(n− α)

(
d

dx

)n ∫ b

t

(t− τ)α−1f(τ)dτ , (t < b) (2.23)

donde n ∈ Z+.
Para el caso particular en el que a = 0 comúnmente se hace uso del caso de la

integral y derivada fraccionaria por el lado izquierdo, resultando en:

RLIα0 f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− τ)α−1f(τ)dτ , (α > 0) (2.24)

Finalmente la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden α ∈ (0, 1)
con a = 0 se define por:

RL
0D

α
t f(t) =

(
d

dt

)(
RL
I1−α

0 f(t)
)

(2.25)

Cabe destacar que la ecuación (2.24) se conoce como la fórmula de Riemann y
si se cambiara el ĺımite de integración inferior 0 a −∞ entonces esta se convertiŕıa
a la Formula de Liouville [59].

Comúnmente se usa el caso en particular cuando el ĺımite inferior de la inte-
gral es igual a 0, debido a que en este caso los operadores fraccionarios tienen una
transformada de Laplace directa [61].

Derivada Fraccionaria de Grünwald-Letnikov

En 1867, Anton Karl Grünwald propuso una de las más dif́ıciles, y de cierta
manera la más natural, aproximación para los diferenciales fraccionarios. Su método
se basaba en la generalización de la diferenciación finita de cocientes para derivadas
fraccionarias. Desafortunadamente, aunque esta era correcta, no era matemática-
mente rigurosa.

La primera demostración rigurosa de su fórmula fue dada por Alekséi V. Létnikov
en 1868, solamente un año después de la aparición del art́ıculo de Grünwald. Cabe
destacar que, a diferencia de la aproximación de Riemann-Liouville, la formulación
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de Grünwald-Letnikov enfrenta el problema desde una perspectiva derivativa como
se mostrará a continuación [59].

La definición de la derivada fraccionaria de Grünwald-Letnikov se basa en una
generalización de una función f(t) de orden n ∈ N a partir de cocientes diferenciales,

fn(t) = ĺım
h→ 0

Dnf(t)

hn
, (2.26)

donde Dnf(t) es un diferencial finito de orden n ∈ N0 de una función f(t) con
un paso h ∈ R y centrado en el punto t ∈ R definido por:

Dnf(t) =
n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
f(t− kh) , (x, h ∈ R;n ∈ N) (2.27)

y

D0
hf(t) = f(t) (2.28)

De (2.26) se define una derivada fraccionaria, al reemplazar n ∈ N en (2.27) por
α > 0. Resultando en:

Dαf(t) =
∞∑
k=0

(−1)k
(
α

k

)
f(t− kh) , (x, h ∈ R;α > 0), (2.29)

donde
(
α
k

)
son coeficientes binomiales y se calculan de la forma:(

α

k

)
=
α(α− 1) . . . (α− k + 1)

k(k − 1) . . . 1
=

Γ(α + 1)

Γ(k + 1)Γ(α− k + 1)
(2.30)

con toda k > 0.

Las series de (2.29) convergen de forma absoluta y uniforme para cada α > 0.

Con lo anteriormente expuesto es posible decir que la derivada fraccionaria de
Grünwald-Letnikov en un intervalo finito [t, a] se define por:

GL
aD

α
t f(t) = ĺım

h→ 0

1

hα

[(t−a)/h]∑
k=0

(−1)k
(
α

k

)
f(t− kh) (2.31)

para toda α > 0[61].

Otra forma en la cual se puede encontrar la derivada de Grünwald-Letnikov y
que es equivalente seŕıa:

GL
0D

α
t f(t) = ĺım

N→ ∞

1

hαN

N∑
k=0

c(α, k) × (t− khN) (2.32)

donde hN = t
N

, v(α, k) = Γ(α+1)
Γ(α−k+1)Γ(k+1)

y c(α, k) = (−1)kv(α, k).[62]
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Derivada Fraccionaria de Caputo

Para los casos en los cuales las definiciones fraccionarias de Grünwald-Letnikov
o Riemann-Liouville son utilizadas, la condición inicial [RLaD

α
t ]t=a es complicada de

medir haciendo uso de sensores, y esta limitante raras veces resulta en el uso de los
operadores fraccionarios de Grünwald-Letnikov y Riemann-Liouville en modelado
de sistemas reales de orden fraccionario, dado que la mayoŕıa de los sistemas poseen
condiciones iniciales distintas de cero. De forma alternativa se definió la derivada
fraccionaria de Caputo, que probó ser una herramienta útil al momento de enfrentar
problemas con valores iniciales distintos de cero [60].

En 1867 se presentaron las llamadas derivadas fraccionarias de Caputo, las cua-
les están estrechamente relacionadas con las derivadas fraccionarias de Riemann-
Liouville. Al tener un intervalo de tiempo finito sobre la ĺınea de los números reales
R, para una α ≥ 0 entonces las derivadas de Caputo se definen como:

C
a+D

α
t f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

f (n)(τ)

(t− τ)α−n+1
dτ =

(
RL
In−αa+

(
d

dt

)n
f(t)

)
(2.33)

y

C
t
Dα
b−f(t) =

1

Γ(n− α)

∫ b

t

f (n)(τ)

(t− τ)α−n+1
dτ =

(
RL
In−αb−

(
d

dt

)n
f(t)

)
, (2.34)

estas derivadas se conocen como las derivadas fraccionarias de Caputo de orden α
por la izquierda y por la derecha respectivamente.

Un caso particular se presenta cuando 0 < α < 1, entonces:

C
a+D

α
t f(t) =

1

Γ(1− α)

∫ t

a

f ′(τ)

(t− τ)α
dτ =

(
RL
In−αa+

(
d

dt

)
f(t)

)
(2.35)

y

C
t
Dα
b−f(t) =

1

Γ(1− α)

∫ b

t

f ′(τ)

(t− τ)α
dτ =

(
RL
In−αb−

(
d

dt

)
f(t)

)
(2.36)

Las ecuaciones que relacionan las derivadas de Caputo y Riemann-Liouville son:

C
a+D

α
t f(t) =

(
RL
a+D

α
t

[
f(τ)−

n−1∑
k=0

fn(a)

k!
(t− a)k

])
(2.37)

y

C
t
Dα
b−f(t) =

(
RL
t
Dα
b−

[
f(τ)−

n−1∑
k=0

fn(b)

k!
(b− t)k

])
(2.38)

respectivamente.
Un caso particular que será usado posteriormente es cuando 0 < α < 1, entonces

las relaciones de las ecuaciones (2.37) y (2.38) toman las formas:

C
a+D

α
t f(t) =

(
RL
a+D

α
t [f(τ)− f(a)]

)
(2.39)

C
t
Dα
b+f(t) =

(
RL
t
Dα
b+ [f(τ)− f(b)]

)
(2.40)
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Finalmente, si se tiene que a = 0, la ecuación de (2.39) tendrá la forma:

C
0D

α
t f(t) = RL

0D
α
t f(t)− t1−α

Γ(1− α)
f(0) (2.41)

De forma alternativa, la derivada fraccionaria de Caputo se define como:

C
aD

α
t f(t) =

1

Γ(m+ 1− α)

∫ t

a

f (m+1)(τ)

(t− τ)α−m
dτ (2.42)

Donde 0 ≤ m ≤ α < m+ 1, esta ecuación esta definida de tal manera que es posible
atacar los problemas que presentan condiciones iniciales distintas de cero.

Haciendo uso de la ecuación anterior se puede definir la siguiente relación entre
el operador fraccionario de Caputo y el de Riemann-Liouville:

RL
aD

α
t f(t) =

m∑
k=0

fk(a)(t− a)−α+k

Γ(−α + k + 1)
+ C

aD
α
t f(t) (2.43)

Aśı mismo, el operador de fraccionario de Caputo y de Grünwald-Letnikov pre-
sentan la siguiente relación:

C
aD

α
t f(t) = GL

aD
α
t f(t)−

n−1∑
k=0

fn(a)

Γ(k − a+ 1)
(t− a)n−α (2.44)

Se puede concluir en base a las ecuaciones (2.43) y (2.44) que las derivadas frac-
cionarias de Caputo, Grünwald-Letnikov y Riemann-Liouville pueden ser tratadas
como la interpolación de dos derivadas consecutivas de orden entero [60].

2.2.3. Discretización de modelos enteros a orden fracciona-
rio

Un problema fraccionario de valor inicial en el sentido de la definición de Caputo
esta dado por: 

C
aD

α
0 x = f(x)

x0 = x(0)

xka = xk(a), k = 0, ..., α− 1

(2.45)

donde xk(a) = dkx
dtk

∣∣∣
x=a

[63].

Como se mencionó anteriormente, la ecuación (2.44) puede ser usada para de-
terminar una solución para un problema fraccionario con condición inicial. Estas
soluciones numéricas sobre un intervalo [a, b] se pueden dar por la siguiente relación:

xi+1 = hα

(
f(ti, xi) +

α−1∑
k=0

xkat
k−α
i+1

Γ(k + 1− α)

)
−

i+1∑
k=1

c(α, k)xi−k+1, i > j (2.46)
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de un conjunto de soluciones iniciales C = (x0, x1, ..., xj) conocidas del sistema de la
ecuación (2.45). Aśı mismo con h = (b−a)/N , t0 = a, ti = t0+ih, i = 0, ..., N , donde
N es el número de particiones en [a,b]. Ahora bien, dicho lo anterior, es necesario
definir un método que pueda ser usado cuando una sola condición inicial es conocida
y esta no sea necesariamente cero.

Dado un α > 0 y la discretización dada por la ecuación (2.46), es posible esta-
blecer un método para resolver:

CDα
0 x = F (x)

x0 = x(0)

xk0 = 0, k = 1, ..., α− 1, si α > 1,

(2.47)

sin un conjunto de condiciones iniciales C = (x0, x1, ..., xj). La única condición inicial
necesaria de C es x0, la cual es una condición inicial de (2.47).

Al tener un problema fraccionario con valor inicial como el que se presenta en
(2.47), una discretización para obtener una solución numérica con un paso de tamaño
h con un efecto de memoria infinita y con una condición inicial x0 está dada por:

xi+1 = hα(f(xi, ih))−
i+1∑
k=1

c(α, k)xi−k+1 + x(0)(1 +

[i+1]∑
k=1

c(α, k)) (2.48)

Donde i indica el tiempo de muestreo, xi = x(ih), h es el paso de integración de

la solución numérica (t = ih), c(α, k) = (−1)kv(α, k) con v(α, k) = Γ(α+1)
Γ(α−k+1)Γ(k+1)

,

donde α es el orden fraccionario [63].

2.2.4. Propiedades y aplicaciones

Una de las propiedades más importantes que todas las definiciones de la deri-
vada fraccionaria comparten, es que los operadores derivativos fraccionarios son no
locales”. Esto significa que el valor de Dα

t0
f(t) depende de todos los valores de f en

el intervalo [t0, t];i.e., de todo el historial de la función f .
La derivada fraccionaria tiene una correlación global que puede reflejar de me-

jor manera el proceso de dependencia histórica durante el desarrollo de la función;
mientras que la derivada entera presenta localidad, lo cual no es adecuado para des-
cribir el proceso de dependencia histórica. El uso de menos parámetros puede traer
consigo buenos resultados. Al describir sistemas f́ısicos complejos, comparados con
el modelo no lineal, el significado f́ısico del modelo fraccionario es más claro y la
expresión es más concisa [64].

Las aplicaciones en ingenieŕıa del cálculo fraccionario se retrasaron debido a que
este tiene múltiples definiciones y no tiene una interpretación geométrica simple a
diferencia del cálculo entero que, a primera vista, es suficiente para resolver pro-
blemas de ingenieŕıa. A pesar de esto, muchos fenómenos naturales se describen
mejor a través de una formulación de orden fraccionario ya que toma en cuenta el
comportamiento pasado y es compacto al expresar dinámicas de alto orden.

Adicionalmente al problema de cual definición escoger basados en sus propiedades
o complejidad de implementación, los ingenieros deben de tomar en cuenta qué
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herramienta matemática usar y las implicaciones que esto conlleva. Una manera
fácil de comprender las implicaciones al hacer uso del cálculo fraccionario o el de
orden entero es al graficar el resultado y observar qué sucede al aplicar uno u otro.
En el caso del cálculo de orden entero, hay muchas interpretaciones geométricas que
son muy bien aceptadas y se relacionan con cuantificaciones f́ısicas, por ejemplo, la
tasa de cambio instantánea de una función explica completamente la relación entre
conceptos como posición y velocidad de un objeto. Desafortunadamente, hasta la
última década no exist́ıa una interpretación geométrica de las derivadas fraccionarias.

El orden fraccionario puede representar sistemas con un alto orden de dinámicas
y fenómenos no lineales usando pocos coeficientes, dado que el orden arbitrario de
las derivadas otorga un grado de libertad adicional para adaptar un tipo de com-
portamiento espećıfico. Como se mencionó anteriormente, la no-localidad permite
que dependan de todo el historial de la función lo cual es útil cuando el sistema
tiene memoria a largo plazo y para cualquier evaluación que dependa de algún valor
pasado de la función. Sin embargo, esto también presenta un problema cuando las
derivadas fraccionarias se implementan en circuitos lógicos, debido a que requieren
de una enorme cantidad de memoria f́ısica [65].

Dicho todo lo anterior, es importante mencionar que, para la epidemioloǵıa, el
cálculo fraccionario es una herramienta muy útil. Esto es importante ya que es bien
sabido que el presente es explicado por el pasado, es decir que es posible utilizar un
sistema de ecuaciones diferenciales fraccionarias para estudiar el efecto de memoria
durante la evolución de una pandemia. Un tipo de memoria que se ha observado
ampliamente en ecoloǵıa y epidemioloǵıa es la histéresis. En la histéresis, el esta-
do actual del sistema no depende únicamente de las condiciones actuales, también
depende de condiciones anteriores, esto es, los eventos pasados influencian a las
dinámicas actuales [66].

2.2.5. Modelos epidemiológicos de orden fraccionario

Cuando el estado actual de un sistema es influenciado por las dinámicas de su
historial, se dice que el sistema presenta el fenómeno de histéresis. En general, la
histéresis es un tipo de ventana de memoria sin ĺımite (solamente limitado por el
origen), aśı que se puede formular matemáticamente con un núcleo de convolución
desde el origen. Este núcleo se define t́ıpicamente en los operadores diferenciales
de orden fraccionario, como la derivada de Caputo. Se puede observar que en las
fórmulas (2.25) y (2.43) la memoria de los eventos más recientes tiene más influencia
que aquellos de tiempos anteriores. Es importante destacar en este trabajo que el
orden fraccionario será 1 > α > 0, por lo tanto, los tiempos recientes tendrán una
mayor influencia que los tiempos pasados [66].

Modelo SIR de orden fraccionario

En [56], el modelo SIR con dinámica vital (incorpora nacimientos y fallecimien-
tos) está descrito como:

ẋ =

(
−βx1x2 − µx1 + a
βx1x2 − γx2 − µx2

)
, (2.49)
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donde x1 representa la cantidad de individuos que no presentan inmunidad al agente
infeccioso (Susceptibles), aśı que pueden volverse infectados si se exponen; x2 son
los individuos que están infectados y pueden transmitir la infección a los individuos
susceptibles con los que tengan contacto (Infectados); β es la tasa per capita de
transmisión de la enfermedad; γ es la tasa de recuperación diaria; a es la tasa de
natalidad por unidad de tiempo y µ es la tasa de mortalidad per capita. La escala
de tiempo para que se tengan cambios sustanciales en nacimientos es mucho más
pequeña que los cambios provocados por la mortalidad con una epidemia, aśı que
es posible asumir que el tamaño de la población es constante. En este caso, de
acuerdo con [67], el modelo SIR de orden entero resulta observable para la variable
de medición de I y β.

Por lo anterior, de acuerdo con [56], se puede extender un modelo SIR a orden
fraccionario mediante:

C
0 D

α
t x =

(
−βx1x2 − µx1 + a
βx1x2 − γx2 − µx2

)
(2.50)

donde 0 < α < 1.

Modelo SEIR de orden fraccionario

En [56] el modelo SEIR con dinámica vital se describe como:

ẋ =

−βx1x3 − µx1 + a
βx1x3 − (µ+ κ)x2

κx2 − (γ + µ)x3

 (2.51)

donde x1 representa la cantidad de individuos susceptibles, x2 a los individuos que
fueron expuestos al patógeno y están infectados de forma latente, y x3 son los indivi-
duos que están infectados y pueden transmitir la infección a los individuos suscepti-
bles con los que tengan contacto (Expuestos). β, γ, µ y a son los mismos parámetros
que los descritos en el modelo SIR, y κ es la tasa de incubación de la enfermedad.
De esta forma, el modelo SEIR de orden fraccionario puede ser descrito por:

C
0 D

α
t x =

−βx1x3 − µx1 + a
βx1x3 − (µ+ κ)x2

κx2 − (γ + µ)x3

 (2.52)

donde 0 < α < 1.

Modelos epidemiológicos de orden entero vs orden fraccionario

Los modelos fraccionarios son más complejos de resolver, tanto por el efecto de
memoria como por su complejidad. Pero sus ventajas son notables, como se mostrará
a continuación.

Por ejemplo, se tiene un modelo con los siguientes datos:

Población total N = 100, 000.

Tasa de transmisión per capita β = 2,3.
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Tasa de recuperación γ = 1
6
.

Tasa de mortalidad µ = 0,01.

Tasa de natalidad a = 0,002.

Población susceptible inicial S(0) = 60, 000.

Población infectada inicial I(0) = 100.

La cantidad de interés son los infectados que se tendrán con el tiempo, es decir
x2.

Haciendo uso de las ecuaciones del modelo SIR con dinámica vital de (2.4) se
obtiene un número de reproducción básico de R0 = 2,6, lo cual indica que se va a
presentar un brote, la gráfica respectiva del modelo se muestra en la figura 2.7.

Figura 2.7: La ĺınea roja representa el modelo SIR de orden ente-
ro, el resto de las ĺıneas representan el modelo SIR con diferentes
valores α de orden fraccionario.

El modelo SIR de orden entero mostrado en la figura 2.7 presenta un peŕıodo
transitorio mucho mayor que el modelo fraccionario, aśı mismo entre los 50 y 100
d́ıas se puede destacar que la cantidad de infectados tiende a 0 en el modelo entero y
posteriormente presenta un peŕıodo transitorio hasta tender a un equilibrio endémi-
co; mientras que los modelos fraccionarios presentan un peŕıodo transitorio mucho
menor en comparación al modelo entero aśı como una tendencia al equilibrio más
rápida.

Por otro lado, cuando el valor α se aleja del valor unitario, la diferencia entre la
cantidad de individuos que permanecen infectados aumenta.

Tomando los datos del modelo anterior y adicionalmente agregando el valor de
expuestos iniciales E(0) = 6, 000 para el modelo SEIR, el número de reproducción
básico R0 = 2,5 y con este valor se tendrá un brote en la población.
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Al graficar el modelo SEIR con dinámica vital de la ecuación (2.12) con estos
valores, aśı como al usar distintas magnitudes de orden fraccionario α, la gráfica
resultante se muestra en la figura 2.8.

Figura 2.8: La ĺınea roja representa el modelo SEIR de orden
entero, el resto de las ĺıneas representan el modelo SEIR con
diferentes valores α de orden fraccionario.

Al igual que con la cantidad de infectados del modelo SIR, los infectados del mo-
delo SEIR tienden a desaparecer entre los 50 y 100 d́ıas posteriores al pico máximo,
para después de este tiempo presentar un repunte.

En las figuras 2.7 y 2.8 se puede observar cómo los modelos de orden fraccionario
tienen un peŕıodo transitorio menor y tienden al equilibrio más rápido al ser compa-
rados con el modelo de orden entero. Aśı mismo, es posible observar cómo el umbral
de la persistencia de la enfermedad se desplaza dependiendo del orden fraccionario
α seleccionado, esto es importante ya que, como en este ejemplo, el umbral tiende a
mantenerse muy bajo o desaparecer en intervalos cuando en realidad la enfermedad
pasa a ser endémica y a prevalecer en la población.

2.3. El filtro de Kalman

El filtro de Kalman fue desarrollado por Rudolf E. Kalman en 1960 y es un algo-
ritmo para la estimación de variables de estado no observables basados en variables
observables que pueden tener algún tipo de error de medición. En otras palabras,
permite la identificación de estados de un sistema dinámico lineal de la misma forma
que el observador de Luenberger pero también funciona cuando el sistema está sujeto
a ruido blanco aditivo. Dado que este filtro es un estimador lineal y óptimo, desde
una perspectiva de mı́nimos cuadrados, y debido a que fue usado ampliamente en
la resolución de problemas, se volvió una necesidad extender su uso a sistemas no
lineales. En 1960, Rudolf E. Kalman presentó su publicación a Stanley F. Schmidt
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en el Centro de Investigación de Ames (ARC por sus siglas en inglés) y a otros
investigadores quienes estaban en medio de un trabajo de navegación y gúıa para la
misión en la órbita de la luna de 1959. El problema al que se enfrentaban era que
modelaban con sistemas no lineales, pero el filtro usado era lineal. Sin embargo, la
propuesta de Kalman era de gran interés para estos investigadores ya que el nuevo
filtro podŕıa ser adaptado y usado no solo como una solución para sus problemas,
también para mitigar los problemas de cálculos en las computadoras IBM 740 [68].

Posteriormente, los estudios acerca del Filtro de Kalman conducidos por la rama
de análisis dinámicos de la NASA fueron una pieza fundamental para lo que hoy se
conoce como Filtro de Kalman Extendido (EKF por sus siglas en inglés).

En la realidad, la medición de estados o funciones de estados no pueden ser
medidas a la perfección debido a la incertidumbre provocada por el ruido, pero
es posible realizar una aproximación al forzar un modelo matemático del sistema
dinámico para seguir los estados de la planta o los objetos a controlar. Los efectos
del ruido de estado pueden ser compensados al propagar de manera eficiente este a
través del modelo matemático y filtrarlo de los estados estimados con un peso que
depende del ruido de medición. Se sabe que no se requiere de una solución anaĺıtica
ya que las ecuaciones diferenciales del estado y del ruido son resueltas de forma
recursiva para hallar los estimados del estado. Uno de los modelos matemáticos más
comunes y que está asociado a algoritmo de supresión de ruido es llamado el filtro
de Kalman.

Los filtros de Kalman están presentes en muchos sistemas de control que son fa-
miliares. Sistemas de navegación para aviones, barcos y naves espaciales basados en
estos filtros son bastante comunes, aśı como sus aplicaciones en sistemas de navega-
ción de automóviles. Control del comportamiento para estos sistemas de transporte
incluyendo estimadores óptimos también son muy comunes.

El filtro de Kalman es, en esencia, un observador que busca compensar el efecto
de las perturbaciones y minimizar el efecto de estas en la reconstrucción de los
estados, opera al implementar ecuaciones que describen como se propaga la media
y la covarianza del estado con el paso del tiempo en el sistema del cual se busca
estimar sus estados. Estas ecuaciones forman la base del filtro de Kalman ya que
la media del estado es el estado estimado del filtro y la covarianza del estado es
la covarianza estimada del filtro de estado. Cada vez que se tiene una medición, la
covarianza y la media se propagan por el estado y se actualizan. Aśı mismo, el filtro
de Kalman también es usado para predecir el comportamiento futuro aproximado
de sistemas que no es posible controlar.

Es necesario entender que los algoritmos de estimación como el filtro de Kalman
son formulados usualmente con matrices. Una matriz arbitraria Z con una cantidad
r de filas y n de columnas se expresa con la matriz de dimensión r× n:

Z =

Z11 · · · Z1n
...

...
Zr1 · · · Zrn

 ,
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y la matriz transpuesta ZT se expresa por medio de la matriz de dimensión n×r:

Z =

Z11 · · · Zr1
...

...
Z1n · · · Znr

 ,

Cabe destacar el uso de la notación Zij para indicar el escalar de la i-ésima fila
y la j-ésima columna de la matriz Z. Una matriz simétrica es tal que Z = ZT .

Si se tiene un vector z de dimensión n× 1. Es posible calcular el producto de
zzT de la siguiente manera:

xxT =

x1
...
xn

 [x1 · · ·xn
]

=

 x2
1 · · · x1xn
...

. . .
...

xnx1 · · · x2
n


Al tener un sistema con ruido de medición agregado v de dimensión q × 1 con

media cero e independiente, la matriz de covarianza se calcula de la forma [35]:

Q = E(vvT )

=

σ
2
1 · · · 0
...

. . .
...

0 · · · σ2
q

 ,
donde E denota la esperanza matemática.

En muchas situaciones prácticas, muy pocas partes de los estados o funciones
de los estados de un sistema dinámico pueden ser medidos directamente sin ningún
error. En general esto ocurre debido a que los estados o las mediciones de los estados
(comúnmente ambos) sufren interferencias por ruido [69]. En experimentos e inves-
tigación de filtros óptimos, comúnmente es necesario simular ruido blanco. Para esto
es necesario crear un vector aleatorio cuyos elementos estén correlacionados entre si
de acuerdo a una matriz de covarianza predefinida. Para generar un par de vectores
aleatorios w de r× 1 cantidad de elementos y v de q× 1 cantidad elementos, ambos
con media cero y matrices de covarianza Q y R respectivamente:

Q =

σ
2
1 · · · σ1q
...

...
σq1 · · · σ2

q

 , (2.53)

R =

σ
2
1 · · · σ1r
...

...
σr1 · · · σ2

r

 , (2.54)

siendo w ∈ Rq y v ∈ Rp, aśı como las matrices de covarianza Q ∈ Rq×q y R ∈ Rr×r

[35].
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Este ruido será representado de la siguiente forma:

w ∼ (0, Q) (2.55)

v ∼ (0, R) (2.56)

Esta notación indica que w y v son variables aleatorias con media 0 y matrices de
covarianza de Q y R respectivamente. Siendo w y v ruido blanco Gaussiano de media
cero, con matrices de covarianza siendo Q y R respectivamente. Los términos w y
v corresponden al ruido de proceso y de medición, por lo tanto Q y R serán las
matrices de covarianza de ruido de medición y de proceso. Los componentes de las
fuentes de los ruidos de estado y de medición se asume que son no relacionados.

De la ecuación (2.55) se tiene:

E[w(t)wT (τ)] = Qδ(t− τ) (2.57)

y de (2.56):

E[v(t)vT (τ)] = Rδ(t− τ) (2.58)

donde δ representa la respuesta a la función impulso. El ruido blanco en tiempo
continuo es contra intuitivo, dado que w(t) esta correlacionado infinitamente con
w(τ) en t = τ , pero no está relacionado de ninguna manera cuando t 6= τ , sucede lo
mismo con v(t). Sin embargo, esto puede ser una descripción aproximada en procesos
reales [35].

En muchos casos, es razonable considerar el problema de encontrar el estado
óptimo de todos los estados del sistema tomando en cuenta las mediciones ruidosas
de algunos o todos los demás estados. Se le dice “óptimo” en el sentido de mı́nimos
cuadrados, varianza mı́nima, o algún otro criterio de optimización [69].

Al suponer que se tiene un sistema del cual se busca estimar su estado y que sus
mediciones de salida se relacionen de forma lineal con el sistema, las ecuaciones del
modelo lineal y las mediciones de este estarán dadas de la siguiente manera [35].

La ecuación de estado es:

ẋ = Ax+ w(t), (2.59)

y la ecuación de salida es:

y = Cx+ v(t), (2.60)

donde x ∈ Rn es el vector de estados, A ∈ Rn×n es la matriz Jacobiana de la
función, y ∈ Rp es el vector de medición, C ∈ Rp×n es la matriz de salidas, w(t) es
el ruido de proceso y v(t) es el ruido de medición en el momento t.

El objetivo será encontrar el estimado n del vector de estados x, representado
por x̂.

Al momento de hacer la primera iteración del estimador es necesario inicializarlo,
para que sea posible predecir el estado siguiente, ya que los estados iniciales son
desconocidos, pero es posible estimarlos [35].

Para calcular los estados iniciales del estimador x̂ y de P (0) se hace uso de las
siguientes ecuaciones:
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x̂(0) = E[x(0)] (2.61)

P (0) = E[(x(0)− x̂(0))(x(0)− x̂(0))T ], (2.62)

siendo E(X) = µξ donde µξ es la media de la variable.
La ecuación diferencial que puede ser usada para estimar el estado en tiempo

continuo esta dada por:

˙̂x = Ax̂+K(y − Cx̂) (2.63)

La variable K representa la ganancia de Kalman, la cual es un filtro que minimiza
la varianza del estimado y se calcula de la forma siguiente:

K = PCTR−1 (2.64)

La ganancia de Kalman es es el peso de la medición, es decir, define el peso
que tienen las mediciones y el estimado cuando se forma una nueva estimación.
Indica que tanto cambia la medición del estimado. Usando la ganancia de Kalman,
se puede calcular una ecuación mas compacta y conveniente que en (2.62), la cual
seria la ecuación de Ricatti óptima para el observador:

Ṗ = −PCTR−1
c CPA+ AP + PAT +Q (2.65)

La ecuación Ṗ es conocida como ecuación diferencial de Ricatti, puede ser usada
para calcular el error de estimación de la covarianza y actualizar la ecuación para el
filtro de Kalman.

En esta ecuación el termino AP + PAT representa la respuesta interna del sis-
tema debido al ruido del proceso Q (el cual incrementa la incertidumbre estad́ıstica
debido al ruido del estado). Estos 3 términos juntos con la derivada del tiempo son
la ecuación de Lyapunov dependiente del tiempo para el sistema. El término nega-
tivo −PCTR−1CPA, representa la disminución de la incertidumbre general como
resultado de las mediciones.

Se puede pensar en la solución de la ecuación de Riccati como un método para
utilizar la información a priori disponible sobre el estado y el ruido de medición
para encontrar el error de covarianza del sistema en un tiempo t dado [69].

Las ecuaciones (2.59)-(2.65) representan el filtro de Kalman en tiempo continuo.
Una vez que el filtro de Kalman es inicializado, estima el siguiente estado del sistema,
una vez que recibe una medición el filtro corrige el estimado. De igual manera el
filtro predice los siguientes estados y aśı sucesivamente.

El algoritmo del Filtro de Kalman asume que la distribución de todas las varia-
bles aleatorias es Gaussiano. Para sistemas no-lineales, esto ya no es verdadero. El
algoritmo puede volverse inestable y conllevar errores de estimación significativos
[35].

2.3.1. El filtro de Kalman para sistemas no-lineales

Hasta este punto se han considerado filtros lineales para sistemas lineales pero
todos los sistemas son, en última instancia, no lineales. Es decir que solo son una
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aproximación en un rango limitado de operación. Sin embargo, muchos sistemas
se encuentran cercanos a la linealidad como para que las estimaciones lineales den
resultados satisfactorios. Pero “cercano” solo puede ser satisfactorio hasta cierto
punto. Eventualmente, habrá sistemas que no se comporten de formal lineal incluso
en un rango de operación limitado, y las estimaciones no darán buenos resultados.
En este caso es necesario un estimador no lineal [35].

La serie de Taylor

Una herramienta importante para el filtro de Kalman aplicado en sistemas no
lineales y que es importante mencionar es la serie de Taylor.

Para usar herramientas de la teoŕıa de sistemas lineales para sistemas no lineales,
es necesario linealizar estas no linealidades y encontrar un sistema lineal que sea
aproximadamente equivalente al sistema no lineal.

Para explicar esto, primero es necesario tener un sistema no lineal escrito de la
forma:

ẋ = f(x, u, w), (2.66)

y = h(x, v), (2.67)

donde x ∈ Rn y y ∈ Rp, siendo f(·) y h(·) funciones arbitrarias, w ∈ Rq y v ∈ Rp

son ruido de proceso y de medición respectivamente. Se puede decir que f(·) es una
función vector no lineal de un escalar x. Al expandir esta función con la serie de
Taylor alrededor de un punto de operación nominal x = x, definiendo x̃ = x− x:

f(x) = f(x) +
∂f

∂x

∣∣∣∣
x

x̃+
1

2!

∂2f

∂x2

∣∣∣∣
x

x̃2 +
1

3!

∂3f

∂x3

∣∣∣∣
x

x̃3 + · · · (2.68)

suponiendo que x es un vector de n × 1, esto indicaŕıa que f(x) es una función no
lineal, haciendo que la expansión de la serie de Taylor sea:

f(x) = f(x)+

(
x̃1

∂

∂x1

+ · · ·+ x̃n
∂

∂xn

)
f

∣∣∣∣
x

+
1

2!

(
x̃1

∂

∂x1

+ · · ·+ x̃n
∂

∂xn

)2

f

∣∣∣∣∣
x

+
1

3!

(
x̃1

∂

∂x1

+ · · ·+ x̃n
∂

∂xn

)3

f

∣∣∣∣∣
x

+ · · · (2.69)

Al definir una operación para la serie tal que Dk
x̃f sea:

Dk
x̃f =

(
n
i=0x̃i

∂

∂xi

)k
f(x)

∣∣∣∣∣
x

(2.70)

es posible reescribir la expansión de la serie de Taylor de f(x) como:

f(x) = fx) +Dx̃f +
1

2!
D2
x̃f +

1

3!
D3
x̃f + · · · . (2.71)
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Si la función no lineal f(x) es suficientemente suave, entonces las derivadas de
orden más alto de esta debeŕıan ser pequeñas. Además, si f(x) se expande alrededor
de un punto tal que x sea cercano a x, entonces x̃ será pequeña y las potencias más
grandes de x̃ serán pequeñas. Esto justifica la aproximación:

f(x) ≈ f(x) +Dx̃f

≈ f(x) +
∂f

∂x

∣∣∣∣
x

x̃

≈ f(x) + Ax̃ (2.72)

Volviendo al sistema no lineal de la ecuación (2.66), es posible expandir esta alrede-
dor del punto de operación (x, u, w). Obteniendo la aproximación:

ẋ = f(x, u, w)

≈ f(x, u, w) +
∂f

∂x

∣∣∣∣
(x=x0,u=u0,w=w0)

(x− x) +
∂f

∂u

∣∣∣∣
(x=x0,u=u0,w=w0)

(u− u)

+
∂f

∂w

∣∣∣∣
(x=x0,u=u0,w=w0)

(w − w)

= ẋ+ Ax̃+Bũ+ Lw̃ (2.73)

Ya que w es ruido, es posible decir que w = 0 aśı que w̃ = w, simplificando la
ecuación (2.73):

˙̃x = Ax̃+Bũ+ Lw (2.74)

Finalmente, es posible observar que se obtiene una ecuación lineal para ˙̃x en
términos de x̃, ũ y w. Se tiene una ecuación lineal para las desviaciones del estado
y del control de sus valores nominales, mientras estas desviaciones se mantengan en
valores bajos la linealización será precisa y la ecuación lineal describirá con precisión
las desviaciones de x de su valor nominal x̃.

De manera similar es posible hacer la expansión de la serie de Taylor para la
ecuación de mediciones alrededor del punto nominal x = x̃ y v = ṽ = 0, lo cual
resulta en la ecuación:

ỹ =
∂h

∂x

∣∣∣∣
0

x̃+
∂h

∂v

∣∣∣∣
0

ṽ

= Cx̃+Dv (2.75)

Como se muestra en las ecuaciones (2.74) y (2.75) es posible linealizar modelos
no lineales con la ayuda de la expansión de la serie de Taylor [35].

El filtro de Kalman linealizado en tiempo continuo

Se pueden estimar los estados de un sistema no lineal utilizando el filtro de Kal-
man, basado en linealizar el sistema alrededor de una trayectoria de estado nominal.
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Dicho lo anterior, si se tiene un sistema no lineal con la ecuación del sistema
presentada de la forma:

ẋ = f(x, u, w, t), (2.76)

y sea la ecuación de medición:

y = f(x, v, t), (2.77)

siendo las ecuaciones (2.76) y (2.77) funciones no lineales.
Aśı mismo u(t) y v(t) serán perturbaciones en el sistema con:

u ∼ (0, Q) (2.78)

v ∼ (0, R) (2.79)

Es posible asumir que los valores del ruido blanco w0(t) y v0(t) tienen media
cero, no están relacionados y tienen matrices de covarianza conocidas Q y R respec-
tivamente.

Los valores nominales del sistema están basados en suposiciones a priori de como
podŕıa ser la trayectoria del sistema. Pero la trayectoria actual del sistema debe ser
cercana a la trayectoria nominal, en este caso la linealización usando la serie de
Taylor debe ser aproximadamente correcta.

La linealización usando la serie de Taylor de las ecuaciones (2.76) y (2.77) serán:

ẋ ≈ f(x0, u0, w0, t) +
∂f

∂x

∣∣∣∣
0

(x− x0) +
∂f

∂u

∣∣∣∣
0

(u− u0) +
∂f

∂w

∣∣∣∣
0

(w − w0)

= f(x0, u0, w0, t) + A∆x+B∆u+ L∆w (2.80)

y ≈ h(x0, v0, t) +
∂f

∂x

∣∣∣∣
0

(x− x0) +
∂f

∂v

∣∣∣∣
0

(v − v0)

= h(x0, v0, t) + C∆x+M∆v (2.81)

El sub́ındice “0” de las derivadas parciales significa que son evaluadas en los
valores nominales de control, estados, salidas y ruido respectivamente. Aśı mismo
las definiciones de los cambios ∆x, ∆u, ∆w y ∆v son evidentes en las ecuaciones
anteriores.

Se puede asumir que los valores de ruido nominales de w0 y v0 son iguales a 0
para todo tiempo. Teniendo en cuenta la consideración anterior se puede ver que
∆w(t) = w(t) y ∆v(t) = v(t). Con todas las condiciones anteriores, la trayectoria
nominal se puede definir como:

ẋ0 = f(x0, u0, 0, t) (2.82)

y0 = h(x0, 0, t) (2.83)
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La desviación de la derivada del estado verdadero de la derivada del estado
nominal y la desviación de la medición verdadera de la medición nominal se define
como:

∆ẋ = ẋ− ẋ0 (2.84)

∆y = y − y0 (2.85)

Dicho esto, las ecuaciones (2.80) de estado toman la forma:

∆ẋ = A∆x+ w̃

w̃ ∼ (0, Q̃), Q̃ = LQLT

(2.86)

y (2.81) de medición toma la forma:

∆y = C∆x+ ṽ

ṽ ∼ (0, R̃), R̃ = MRMT

(2.87)

La ecuación de estado (2.86) es un sistema lineal aśı como la ecuación de medición
(2.87), aśı que es posible utilizar un filtro de Kalman para estimar ∆x.

Posteriormente, las ecuaciones de filtro de Kalman para el filtro linealizado son:

∆x̂(0) = 0

P (0) = E[(∆x(0)−∆x̂(0))(∆x(0)−∆x̂(0))T ]

∆ ˙̂x = A∆x̂+K(∆y − C∆x̂)

K = PCT R̃−1

Ṗ = AP + PAT + Q̃− PCT R̃−1CP

(2.88)

La covarianza del error de estimación está representada por P , en el filtro de
Kalman linealizado esto ya no es verdad debido a que hay errores que se presentan
en la linealización de las ecuaciones (2.80) y (2.81). A pesar de esto, si los errores de
la linealización son pequeños entonces P puede ser aproximado al valor de covarianza
del error de estimación [35].

Finalmente para estimar el estado:

x̂ = x0 + ∆x̂ (2.89)
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El filtro de Kalman Extendido

Gracias a los estudios de la rama de análisis dinámica de la NASA y a su primera
aplicación, se logró demostrar la adaptabilidad de la teoŕıa original de Kalman a
problemas no lineales, se desarrolló el EKF, el cual redujo los efectos de los problemas
que surǵıan debido a sistemas no lineales al conducir una linealización sobre la mejor
estimación del estado real. La reformulación del algoritmo original de Kalman en
porciones separadas de tiempo de actualización y tiempo de medición ayudó de tal
manera que las mediciones pod́ıan ser procesadas en cualquier intervalo de tiempo
arbitrario, demostrando el potencial del filtro de Kalman a través de su aplicación en
una simulación puramente digital que resolvió el problema no lineal de navegación y
orientación que ocurŕıa en una nave espacial. Esto permitió incorporar el algoritmo
en el sistema de control y navegación de la nave Apolo.

La extensión del Filtro de Kalman se logra al usar la aproximación de Taylor, a
través de la cual un sistema puede ser linealizado empleando técnicas de estimación
[68].

Dado que el filtro de Kalman estima el estado del sistema, ese estimado puede
ser utilizado como la trayectoria del estado nominal. Lo que se hace es linealizar
el sistema no-lineal alrededor del estado estimado por el filtro de Kalman, ya que
este último está basado en el sistema linealizado. Este es el principio del Filtro de
Kalman Extendido (EKF por sus siglas en inglés) [35].

Al tomar las expresiones de ẋ0 y de ∆ ˙̂x se obtiene la ecuación:

ẋ0 + ∆ ˙̂x = f(x0, u0, w0, t) + A∆x̂+K[y − y0 − C(x̂− x0)] (2.90)

Con x0(t) = x̂(t) de tal manera que ∆x̂(t) = 0 y ∆ ˙̂x = 0. En otras palabras, la
linealización de la trayectoria X0(t) es similar al estimado x̂(t) del filtro de Kalman
linealizado.

Por lo tanto, la ecuación de la medición nominal toma la forma:

y0 = h(x̂, v0, t) (2.91)

y finalmente la ecuación de ˙̂x:

˙̂x = f(x̂, u, w0, t) +K[y − h(x̂, v0, t)] (2.92)

Esto es muy parecido al filtro linealizado de Kalman excepto porque se toma
x0 = x̂, de esta forma x̂ es obtenida de forma directa. Otro cambio importante es
que con la ganancia de Kalman también entra la medición “y” de forma directa, y
la salida del estado estima x̂ directamente.

Las ecuaciones para el filtro de Kalman extendido son:
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x̂(0) = E[x(0)]

P (0) = E[(x(0)− x̂(0))(x(0)− x̂(0))T ]

˙̂x = f(x̂, u, w0, t) +K[y − h(x̂, v0, t)]

K = PCT R̃−1

Ṗ = AP + PAT + Q̃− PCT R̃−1CP

(2.93)

con los valores de ruido nominales de w0 = 0 y v0 = 0. También es conocido
como el filtro de Kalman-Bucy.

Estimación de Parámetros

La estimación puede ser usada no solamente para estimar los estados de un siste-
ma, también puede ser usada para estimar parámetros desconocidos. Si se presenta
el modelo de un sistema, pero el sistema matricial depende de una forma no lineal
de un vector de parámetros desconocidos p:

xk+1 = Fk(p)xk +Gk(p)uk + Lk(p)wk

yk = Hkxk + vk

p = Parámetro desconocido

Se asume que la medición es independiente de p, pero esto es por conveniencia de
notación. También se asume que p es un vector de parámetros constantes. En este
caso en particular, lo que es realmente de interés es estimar p, estimar los estados
no es algo de interés.

Para estimar el parámetro p, primero se aumenta el estado con el parámetro para
obtener un nuevo vector x′:

x′k =

[
xk
pk

]
(2.94)

Si pk es constante, se agrega un pequeño valor de ruido artificial para que el filtro
de Kalman cambie su valor estimado del valor pk. El modelo del sistema aumentado
se puede escribir como:

x′k+1 =

[
Fk(pk)xk +Gk(pk)uk + Lk(pk)wk

pk + wpk

]
=f(x′k, uk, wk.wpk) (2.95)

yk =
[
Hk 0

] [xk
pk

]
+ vk (2.96)

Cabe destacar que f(f(x′k, uk, wk.wpk)) es una función no lineal del estado au-
mentado x′k. Se puede usar un filtro de Kalman para estimar x′k [35].
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Para sistemas en tiempo continuo, el filtro de Kalman extendido puede ser des-
crito por las ecuaciones:

˙̂x = f(x̂′, 0) +K(y −Hx̂′) (2.97)

K = PHTR−1 (2.98)

Ṗ = FP + PF T + LQLT − PHTR−1HP (2.99)

donde H es la matriz de medición, Q es la matriz de covarianza de ruido de
proceso y R es la matriz de covarianza de medición. Aśı mismo se tiene que:

F =
∂f

∂x′

∣∣∣∣
x̂′,w′

0

L =
∂f

∂w′

∣∣∣∣
x̂′,w′

0

2.3.2. El Filtro de Kalman Extendido de Orden Fraccionario

Cabe destacar que los resultados del filtro de Kalman Extendido solamente pue-
den ser usados para la estimación de parámetros de sistemas lineales y no lineales de
orden entero. Para la estimación de sistemas fraccionarios lineales y no lineales con
parámetros desconocidos necesitamos un filtro de Kalman distinto, el cual pueda ser
usado aunque se tenga un modelo de orden fraccionario [70].

De la definición de la derivada fraccionaria de Grünwald-Letnikov (2.32) se puede
inferir la siguiente equivalencia:

GL
0D

α
t xi =

1

hα

i∑
j=0

(−1)j
(
α

k

)
xi−j (2.100)

donde α nos indica el orden fraccionario, h es el tiempo de muestreo e i es el
número de muestras para el cual la derivada es calculada. El coeficiente binomial(
α
k

)
se puede calcular de la forma:

(
α

k

)
=


1 para k = 0

Γ(α + 1)

Γ(k + 1)Γ(α− k + 1)
para k > 0

(2.101)

Un modelo discreto no lineal de orden fraccionario se puede dar por medio de
las ecuaciones:


Dαxi+1 = f(xi, ui) + wi,

xi+1 = Dαxi+1 −
j=1∑
i=1

(−1)jαjxi+1−j,

yi = Cxi + v(i)

(2.102)
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donde i es el tiempo de muestreo, α es el orden fraccionario, f(·) y C(·) son
funciones no lineales, las cuales pueden ser linealizadas por medio de la expansión
de la serie de Taylor. Aśı mismo xi son las variables de estado, ui es la matriz de
entradas de control, yi son las mediciones.

Los términos wi y vi son sistemas de ruido blanco Gaussiano con media cero, las
cuales están caracterizadas por matrices de covarianza Q y R respectivamente.

Al tomar el modelo de (2.102), para estimar con precisión la variable de estado
xi usando la información disponible de las dinámicas del sistema y las mediciones
disponibles de las mediciones yi, el filtro de Kalman extendido de orden fraccionario
(FKEOF) puede ser diseñado por medio de la ecuación:

x̂i+1 =fh(x̂i, ih)−
i+1∑
k=1

c(α, k)x̂i+1−k + (Ki + θi)(yi − Cx̂i)

+ x̂(0)(1 +
i+1∑
k=1

c(α, k))

(2.103)

donde x̂i+1 indica la estimación del estado en el instante i + 1, Ki es la ga-
nancia de Kalman que será determinada posteriormente. θi es es la incertidumbre
estocástica aditiva en la ganancia de retroalimentación, la cual puede ser causada
por incertidumbre al momento de computar, se toma como una constante de diseño.
Esta incertidumbre θi tiene media cero, no esta relacionada con el ruido de proceso,
ruido de medición ni estado inicial.

Aśı mismo, se requiere la matriz jacobiana de proceso A en el instante i en el
estimado x̂ definido por:

Ai =
∂fh(x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=x̂i,t=hi

= hα
∂fh(x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=x̂i,t=hi

igualmente la matriz jacobiana de la matriz de medición C definido por:

Ci =
∂h(x)

∂x

∣∣∣∣
x=x̂i

(2.104)

La ganancia de Kalman se puede calcular por medio de:

Ki = (AiPiC
T + v(α, 1)PiC

T )×D−1
i (2.105)

donde P en el momento i+ 1 se calcula de la siguiente manera:

Pi+1 =AiP
T
i A

T
i +Qi + λmax(Di)δI

+ AiPiv(α, 1) + PiA
T
i v(α, 1)

+
i+1∑
k=1

v(α, k)2Pi+1−k − (AiPiC
T + v(α, 1)PiC

T )

×D−1
i × (AiPiC

T ) + v(α, 1)PiC
T )T

(2.106)
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donde δ es un parámetro de diseño, I es la matriz identidad y Di es:

Di = CPiC
T +Ri (2.107)

Las ecuaciones (2.103)-(2.107) representan las ecuaciones para un filtro de Kal-
man de orden fraccionario según [49] y [62]. Este filtro propuesto, puede ser aplicado
a sistemas no lineales de orden fraccionario de manera exitosa.

Aśı como con el filtro de Kalman extendido de orden entero, este filtro de Kal-
man de orden fraccionario puede ser aplicado a sistemas no lineales para estimar
parámetros desconocidos [49, 62].
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Caṕıtulo 3

Observación de estados

Para el diseño del observador, es necesario definir que modelos serán utilizados. El
modelo SIR simplificado del sistema de ecuaciones (2.4) visto en el caṕıtulo anterior:

dS
dt

= −βSI − µS + a

dI
dt

= βSI − γI − µI
(3.1)

Las constantes utilizadas en el modelo serán γ = 1
5

es decir, que la enfermedad
supuesta tiene un tiempo de recuperación medio de 5 d́ıas, una tasa de mortalidad
µ = 0,005, una tasa de natalidad a = 0,002 y una transmisión per cápita β = 1,5. La
población total de N = 10000 individuos, con una cantidad de susceptibles iniciales
S(0) = 8000 e infectados iniciales I(0) = 50.

Con todos los datos anteriores se tendrá un número de reproducción básico R0 =
2,93, dado que R0 > 1 se desatará una epidemia. Simulando un modelo SIR entero
con los datos anteriores:

Figura 3.1: Simulación del modelo SIR de orden entero con
dinámica vital con valores iniciales de N = 10000, S(0) = 8000,
I(0) = 50, µ = 0,005, a = 0,002, β = 1,5 y γ = 1

5
.
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A pesar de que R0 > 1 la cantidad de infectados tiende a desaparecer si se
permite que la simulación se ejecute durante un tiempo mayor:

Figura 3.2: Simulación del modelo SIR de orden entero con
dinámica vital y valores iniciales de N = 10000, S(0) = 8000,
I(0) = 50, µ = 0,005, a = 0,002, β = 1,5 y γ = 1

5
durante 350

d́ıas.

Es notable como la cantidad de infectados es menor a 1 y tiende a desaparecer,
tiempo después hay un repunte, este comportamiento se puede atribuir a que el
sistema es de orden entero y no toma en cuenta estados anteriores, para contrarrestar
este comportamiento la mejor opción es el uso de un modelo de orden fraccionario.

3.1. Modelo Fraccionario del Sistema

Al aplicar el método de discretización de la ecuación (2.48) es posible hacer que el
modelo SIR anterior tome valores fraccionarios. Retomando la ecuación del modelo
SIR fraccionario:

C
0 D

α
t x =

(
−βx1x2 − µx1 + a
βx1x2 − γx2 − µx2

)
(3.2)

Esta última expresión permite que el modelo sea operado con términos fraccio-
narios aunque la condición inicial sea diferente de cero. Al simular el sistema esté
toma la forma vista en la figura 3.3.

Al cambiar el valor α en la simulación se pueden observar los cambios vistos en
la figura 3.4.

Es importante notar que conforme cambia el valor α, se modifica la persistencia
de la enfermedad ya que el valor de infectados deja de aproximarse a 0, esto se debe
al efecto de memoria y no localidad.
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Figura 3.3: Simulación del modelo SIR con orden fraccionario
α = 0,98, dinámica vital y valores iniciales de N = 10000,
S(0) = 8000, I(0) = 50, µ = 0,005, a = 0,002, β = 1,5 y
γ = 1

5
durante 350 d́ıas.

Figura 3.4: Simulaciones del modelo SIR con distinto orden
fraccionario, dinámica vital y valores iniciales de N = 10000,
S(0) = 8000, I(0) = 50, µ = 0,005, a = 0,002, β = 1,5 y γ = 1

5

durante 350 d́ıas.

Por conveniencia se tomará el valor de α = 0,98, ya que la persistencia de la
enfermedad se conserva en una cantidad aproximada a la real y no presenta pertur-
baciones o tendencias por debajo de la unidad.
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En la figura 3.4 el modelo llega al equilibrio después de 250 d́ıas. A pesar de esto,
aún se tiene que considerar cierta incertidumbre al hacer las mediciones, ya que
siempre se presentan inexactitudes, población asintomática que no es reportada,
que no se reporta enferma, diferentes factores sociales los cuales se deben tomar en
cuenta. Para considerar estos factores se debe agregar al modelo una cantidad de
ruido blanco para el estado medido.

3.2. Modelo del sistema con ruido

Al agregar ruido blanco al estado medido, el modelo SIR tendrá la forma:

ẋ =

[
−βx1x2 − µx1 + a
βx1x2 − γx2 − µx2

]
(3.3)

y = Cx′ + v(t) (3.4)

Siendo v una señal aleatoria de ruido blanco Gaussiano de media cero con una
matriz de covarianza conocida Q. De esta forma el ruido tendrá impacto en la me-
dición y, al simular el modelo, va a adquirir la forma:

Figura 3.5: Modelo SIR de orden fraccionario con ruido agrega-
do.

De esta forma es posible observar como la cantidad de infectados presenta varia-
ciones debido al ruido agregado al sistema.

La constante de interés en este caso es la “β” de transmisión per cápita, ya que
esta constante permitirá calcular la R0 de reproducción básica, la cual ayuda a prever
la cantidad aproximada de infectados durante un periodo de tiempo.

En el modelo supuesto a la variable β se le asignó un valor de 1.5, pero en la
realidad este valor es desconocido y tiene que ser estimado. En este punto es donde
el Filtro de Kalman se vuelve la herramienta óptima para este problema, ya que
permite estimar el estado del sistema, aunque este presente perturbaciones.



3.3. DISEÑO DEL OBSERVADOR 51

3.3. Diseño del Observador

Para estimar el parámetro β es necesario el uso del filtro de Kalman, al ser un
modelo de orden fraccionario es necesario implementar un filtro que pueda ser usado
para este tipo de modelos. Aqúı es donde será usado el filtro de Kalman de orden
fraccionario.

3.3.1. Estimación de Parámetros

Para estimar un parámetro es necesario crear el vector de estados aumentado
con β como la variable desconocida, resultando en:

ẋ =

−x3x1x2 − µx1 + a
x3x1x2 − γx2 − µx2

x3

 (3.5)

donde x1 representa la cantidad de individuos susceptibles (S), x2 es el estado
medido y representa la cantidad de individuos infectados (I), x3 es el parámetro β
que será estimado por el filtro.

Aśı mismo, es necesario considerar el ruido para que el filtro pueda estimar el
parámetro según las ecuaciones (2.95) y (2.96), esto resultará en:

ẋ =

−x3x1x2 − µx1 + a
x3x1x2 − γx2 − µx2

x3 + w

 (3.6)

y = Cx+ v (3.7)

Una vez obtenido este modelo, se puede usar el Filtro de Kalman Extendido de
orden fraccionario desarrollado en el caṕıtulo anterior para estimar el parámetro β
desconocido.

Al aplicar el filtro de Kalman de orden fraccionario al sistema, es posible observar
cómo el modelo SIR se suaviza en la figura 3.6.

Al momento de hacer uso del filtro es necesaria más de una iteración para llegar
a un valor estable de β, aśı que se realizarán múltiples iteraciones sobre el sistema.
Con cada iteración es posible observar cómo el parámetro estimado β tiende a esta-
bilizarse a pesar del ruido presente en el sistema, como se puede apreciar en la figura
3.7. También se puede apreciar que después de 10 iteraciones el valor de transmisión
per cápita β tiende a mantenerse alrededor del valor real de β = 1,5 a pesar del
ruido presente en el sistema.

En la figura 3.7 se puede apreciar la estimación del valor de la tasa de transmisión
per cápita y cómo el filtro compensa el ruido en cada iteración.

Finalmente, es posible observar cómo el FKEOF estima correctamente la canti-
dad de infectados del modelo SIR aśı como la β de transmisión per cápita desconocida
del modelo.
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Figura 3.6: La ĺınea azul representa el modelo SIR de orden
fraccionario con ruido agregado, la ĺınea roja representa los datos
estimados por el FKEOF.

Figura 3.7: Variación de β en cada iteración al aplicar del Filtro
de Kalman Extendido de Orden Fraccionario.



Caṕıtulo 4

Resultados

4.1. Observación de estados

El sistema experimental se tomó durante el periodo de la cuarta ola de COVID-
19 en México, en este periodo de tiempo la variante dominante fue Ómicron (esto se
puede apreciar en la Figura 4.1), tuvo una duración aproximada de 90 d́ıas (26 de
Diciembre de 2021 al 26 de Marzo del 2022). Los datos recabados por el CONACYT
en asociación con otras dependencias se muestran en la Figura 4.2 [5].

Figura 4.1: Distribución nacional de variantes de COVID-19 al
31 de agosto de 2022. El color verde representa las variantes
desde la Alpha a la Gamma, el color amarillo a la variante Delta
y el color naranja a la variante Ómicron.

Con base en estos datos se tomaron las siguientes consideraciones:

La tasa de recuperación de un individuo infectado es de 6 d́ıas.

La tasa de mortalidad para los infectados fue de 1.2 %.

La tasa de natalidad durante este periodo de tiempo fue de 0.2 %.

53
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Figura 4.2: Datos de individuos infectados en el periodo del 26
de Diciembre de 2021 al 26 de Marzo del 2022 proporcionados
por el CONACyT.

Dado que la infección ya se encontraba presente es posible inferir ciertas condi-
ciones iniciales, las cuales se toman en base a los datos reales, las cuales son:

La población de casos acumulados durante este periodo de tiempo fue de
1,729,000 personas aproximadamente.

Los infectados iniciales son 3400 individuos (I(0) = 3400).

Como se explicó anteriormente, el modelo SIR también toma en cuenta factores
sociales, aśı que ciertos individuos son menos susceptibles a contraer la enfermedad
debido a las medidas sanitarias tomadas.

4.1.1. Modelo SIR

En este modelo, las primeras dos ecuaciones pueden ser resueltas de forma inde-
pendiente, aśı que el sistema se puede simplificar, resultando en:{

dS
dt

= −βSI − µS + a
dI
dt

= βSI − γI − µI
(4.1)

Donde “a” representa la tasa de natalidad porcentual, “β” es la tasa de contagios
per cápita y “γ” es la tasa de recuperación (siendo “ 1

γ
” el periodo de recuperación).
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Reconstrucción Paramétrica

En todo momento se conoce la cantidad de individuos infectados reportados por
el CONACyT durante la duración de la cuarta ola, pero la constante de interés es
β de transmisión per cápita. Para estimar un parámetro es necesario decir que la
constante β será el tercer estado y el modelo aumentado tendrá la forma:

ẋ =

−x3x1x2 − µx1 + a
x3x1x2 − γx2 − µx2

x3

 (4.2)

El vector de salida será:
y = Cx′ + v(t) (4.3)

Ya que en el modelo solo es posible medir el número de infectados, la matriz de
medición C será:

C =
[
0 1 0

]
(4.4)

y v(t) el ruido que recibe el sistema para la medición de infectados. En este caso, el
ruido de medición ya se encuentra en los datos recabados por el CONACyT como
se puede apreciar en la Figura 4.2.

Una vez que se tiene el sistema definido, se puede usar el filtro de Kalman para
filtrar el ruido del sistema y estimar los estados próximos de este. Las ecuaciones
que definen el FKEOF son:

x̂i+1 =fh(x̂i, ih)−
i+1∑
k=1

c(α, k)x̂i+1−k + (Ki + θi)(yi − Cx̂i)

+ x̂(0)(1 +
i+1∑
k=1

c(α, k))

Ki =(AiPiC
T + v(α, 1)PiC

T )×D−1
i

Pi+1 =AiP
T
i A

T
i +Qi + λmax(Di)δI

+ AiPiv(α, 1) + PiA
T
i v(α, 1)

+
i+1∑
k=1

v(α, k)2Pi+1−k − (AiPiC
T + v(α, 1)PiC

T )

×D−1
i × (AiPiC

T ) + v(α, 1)PiC
T )T

Di =CPiC
T +Ri

Aplicando este con diferentes valores α de orden fraccionario, será posible obser-
var el impacto que tiene esta variación en el filtro.

En la Figura 4.3 se observa que los estimados del FKEOF se alejan de los valores
reales conforme α se aleja del valor unitario. De acuerdo con [45] y [46], se ha
observado que el empleo de modelos de orden fraccionario SIR y SEIR con valores
de la derivada fraccionaria cercanos, pero no iguales a la unidad, permite una mejor
representación de la dinámica de persistencia que la presentada en el caso unitario.
Debido a esto se seleccionó el valor α = 0,98.
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Figura 4.3: La ĺınea negra representa los datos de individuos
infectados proporcionados por el CONACyT. El resto de las
ĺıneas representan el Filtro de Kalman de Orden Fraccionario
con distintos valores de α.

Al aislar el filtro cuando este presenta un valor α = 0,98 se tendrá el resultado
de la Figura 4.4.

Figura 4.4: La ĺınea negra representa los datos de individuos
infectados proporcionados por el CONACyT. La ĺınea roja re-
presenta el FKEOF con valor α = 0,98.

Al momento de hacer una estimación paramétrica con el filtro de Kalman ex-
tendido (FKE) de orden entero se requieren de múltiples iteraciones para hacer una
estimación exacta y precisa. De manera similar, es necesario realizar múltiples itera-
ciones del algoritmo del FKEOF, una vez terminada una iteración el valor estimado
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se reimplanta usando el valor estimado final de la iteración anterior. Al realizar este
proceso múltiples ocasiones será posible observar que el estimado del FKEOF es
más preciso y suave. Como se observa en la figura 4.6, con cada iteración el valor
desconocido β tiende a cambiar, hasta que después de 20 iteraciones este empieza a
estabilizarse, por esto es que con cada iteración se presentan cambios en el estimado
del FKEOF.

Figura 4.5: La ĺınea negra representa los datos de individuos
infectados proporcionados por el CONACyT. La ĺınea roja re-
presenta el FKEOF con valor α = 0,98 al pasar múltiples itera-
ciones.

Conforme aumentan la cantidad de iteraciones, el valor β se aproxima a un valor
estable, como se aprecia en la siguiente gráfica:

El valor se estabiliza tras 50 iteraciones aproximadamente, si se obtiene un pro-
medio con las ultimas 100 iteraciones de la β estimada, se tendrá valor medio de
”β = 0,936”.

El valor del número de reproducción básico R0 se calcula con la ecuación:

R0 =
βa

µγ + µ2

Con los valores conocidos de γ = 1
6
, µ = 0,013, tasa de natalidad a = 0,002 y

β = 0,936 de contagios per cápita:

R0 =
(0,936 · 0,002)

0,013 · 1
6

+ 0,0132
= 0,8 (4.5)

Este valor de R0 indica que cada individuo infectado contagiará a un promedio de
0.8 personas por unidad de tiempo. Ya que R0 < 1 la propagación de la enfermedad
se hará más lenta con el tiempo y tenderá a desaparecer. Este resultado se encuentra
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Figura 4.6: La ĺınea roja representa la variación de β conforme
el FKEOF se repite durante 200 iteraciones.

muy por debajo de distintos resultados obtenidos cuyos valores de R0 estimados son
de 10 [21], 5,08 [71] y 1,9 en los 2 últimos reportes [72, 73], estos vienen de distintos
páıses y son múltiples estimaciones del valor del número de reproducción básico. Los
dos primeros son especialmente altos ya que estos se hicieron como estimación inicial
entre noviembre y diciembre de 2021 en páıses como Estados Unidos, Japón y Corea
por mencionar algunos. Por parte de las autoridades de salud de México no hubo un
valor de R0 publicado de forma oficial, de acuerdo con [74] en México el número de
reproducción básico del COVID-19 se encontraba en un estado de contención para
diciembre de 2020, es decir, que se manteńıa ligeramente por encima de 1. En lo que
respecta a la estimación mostrada en (4.5) el valor resultó tan bajo con respecto a
otros páıses debido a las medidas de prevención tomadas durante este periodo.

Si se calcula el valor del error entre el observador y los datos proporcionados
por el CONACyT se observa cómo el error tiende a volverse cero. Esto indica que
el observador sigue correctamente al estado x2. Esto se puede observar en la Figura
4.7.

Las subidas y bajadas que presentan los datos se deben a cuestiones metodológi-
cas en la obtención de los datos como un efecto de los fines de semana, el modelo no
lo considera, pero se puede destacar cómo el observador es capaz de seguir el estado
x2.

Por otro lado, una vez conocido el valor de β, también es posible hacer una
simulación para comparar los datos simulados con los datos proporcionados.

Al realizar una simulación haciendo uso del valor estimado de β = 0,936, del
modelo SIR fraccionario con un valor α = 0,98 y los datos proporcionados por el
CONACyT, se puede apreciar en la Figura 4.8 cómo esta se asemeja a los valores
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Figura 4.7: La ĺınea roja representa el error que hay entre el
valor real x2 y el valor estimado x̂2.

reales a excepción de los picos que presentan estos datos.

Figura 4.8: La ĺınea roja representa la simulación del modelo
SIR fraccionario con α = 0,98 y β = 0,936, la ĺınea negra los
datos proporcionados por el CONACyT.

Como se menciona [45] y [46], al hacer uso de un modelo fraccionario con valor
α cercano a la unidad proporciona un comportamiento mejor de la dinámica de
persistencia, esto se refuerza al observar las figuras 4.5 y 4.8. Si se buscara ver el
resultado para los distintos valores de α propuestos inicialmente para rectificar que
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el valor α = 0,98 es el más adecuado. Al repetir el proceso se obtienen los resultados
de la Figura 4.3, las β resultantes seŕıan:

Figura 4.9: Valores de β obtenidos por el observador para dis-
tintos valores de α fraccionarios.

Como se observa en la Figura 4.9, entre más alejado se encuentra el valor α del
valor unitario, β toma un mayor tiempo en estabilizarse. Aśı como con la obtención
del valor de transmisión per cápita para α = 0,98, se hará un promedio de los últimos
100 valores de cada una de las betas respectivas, resultando en:

Cuando α = 0,96, β = 1,054.

Cuando α = 0,94, β = 1,15.

Cuando α = 0,92, β = 1,191.

Cuando α = 0,9, β = 1,189.

Una vez obtenidos estos valores, es posible simular el modelo SIR respectivo:

Como se observa en la Figura 4.10, entre más alejado se encuentra el valor de
α del valor unitario, la simulación tiende a alejarse de los datos proporcionados por
el CONACyT. Dicho esto y con la Figura 4.8 es posible concluir que el valor de
α = 0,98 es el que mejor se ajusta a los datos reales.

4.1.2. Modelo SEIR

Similar al modelo SIR, el modelo SEIR puede ser reducido ya que las primeras
tres ecuaciones se pueden resolver de forma independiente de la cuarta ecuación,
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Figura 4.10: Distintas simulaciones del modelo SIR con distinto
orden fraccionario y los valores de β reconstruido.

esto reduce el sistema a las primeras tres ecuaciones, tomando la forma:
dS
dt

= −βSI − µS + a
dE
dt

= βSI − (µ+ κ)E
dI
dt

= κE − (γ + µ)I

(4.6)

Donde a representa la de tasa de natalidad, β la tasa de transmisión per cápita, γ
la tasa de recuperación, µ la tasa de mortalidad y κ que es la tasa de incubación
(siendo 1

κ
el periodo de incubación).

Reconstrucción Paramétrica

Para reconstruir el parámetro β es necesario que este término sea el estado au-
mentado, dado que los datos reportados ya presentan una cantidad considerable de
ruido, no es necesario agregar este al sistema. Resultando en:

ẋ′ =


−x4x1x3 − µx1 + a
x4x1x3 − (µ+ κ)x2

κx2 − (γ + µ)x3

x4

 (4.7)

Ya con estos elementos del modelo se puede aplicar el FKEOF, la cantidad de in-
fectados iniciales del observador será similar a la cantidad de infectados iniciales
reportados durante la cuarta ola de COVID-19 de acuerdo a los datos recabados por
el CONACyT. Aśı como en la Figura 4.3, con el modelo SEIR se aplicará el filtro
con diferentes valores fraccionarios.

En la Figura 4.11 es posible notar que el modelo SEIR, entre más alejado se
encuentra del valor unitario, se vuelve menos exacto al momento de estimar los
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Figura 4.11: La ĺınea negra representa la cantidad de infecta-
dos proporcionados por el CONACyT. El resto de las ĺıneas re-
presentan las estimaciones hechas por el FKEOF con distintos
valores fraccionarios.

estados. En este caso se usará el valor α = 0,98 a pesar de que en este valor sigue
presentando discrepancias al momento de realizar la estimación.

Aśı como con el modelo SIR, para el modelo SEIR se usará una orden α = 0,98
y para que el valor se estabilice, se repetirá el proceso del FKEOF en el modelo
SEIR y se harán múltiples iteraciones con el valor del parámetro desconocido siendo
reiniciado al final de cada iteración y sustituido con el valor final de la iteración
anterior. Una vez que se hacen múltiples iteraciones se tendrá una señal más clara,
el resultado se muestra en la Figura 4.12.

El filtro de Kalman fraccionario toma tiempo para estabilizarse y tender al valor
real del parámetro β, se requieren de múltiples iteraciones para llegar a este. Tras
hacer 200 iteraciones se puede observar cómo el parámetro se estabiliza.

Una vez que el valor es estable, se pueden promediar los últimos 100 valores
resultando en una β = 0,599.

Al graficar el error entre el observador y los datos proporcionados por el CO-
NACyT como se observa en la Figura 4.14, se destaca cómo este tiende a cero, pero
a diferencia del modelo SIR, este error es mayor a pesar de que el modelo SEIR,
al tener más estados, debeŕıa de ser más preciso. Como se menciona en [75], en
el caso del COVID-19, se cuenta con los mismos conjuntos de datos de infectados
confirmados, pero los modelos más complejos no son necesariamente más confiables,
debido a que más parámetros de estos deben ser estimados y esto puede llevar a
inconsistencias.

Ya conocido este valor solo resta calcular el número de reproducción básico R0.
Para el modelo SEIR se calcula con la fórmula:

R0 =
aβk

µ(µ+ γ)(µ+ k)
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Figura 4.12: La ĺınea negra representa la cantidad de infectados
proporcionados por el CONACyT y la ĺınea roja representa las
estimación de infectados hecha por el FKEOF tras 200 iteracio-
nes.

Figura 4.13: La ĺınea azul representa la variación de β en cada
una de las 200 iteraciones.

Sustituyendo los valores mencionados anteriormente para el modelo y con la β
recientemente calculada:

R0 =
0,002 · 0,599 · 0,33

0,013(0,013 + 0,16)(0,013 + 0,33)
(4.8)

R0 =0,49 (4.9)

Ya que R0 < 1 con el tiempo la enfermedad tenderá a desaparecer. Con el valor

β = 0,599 reconstruido por el observador y al simular el modelo SEIR es posible
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Figura 4.14: La ĺınea roja representa el error que hay entre el
valor real x3 y el valor estimado x̂3.

observar en la Figura 4.15 como este es similar a los datos reales. Al hacer una
comparación de la simulación del modelo SIR mostrado en la Figura 4.8 se puede
destacar como el modelo SEIR presenta un error mucho mayor al simular con la tasa
de transmisión per cápita reconstruida.

Figura 4.15: La ĺınea roja representa el modelo SEIR de orden
fraccionario α = 0,98 simulado y la ĺınea negra los datos pro-
porcionados por el CONACyT.

Al realizar la reconstrucción del valor de tasa de transmisión per cápita para los
diferentes valores fraccionarios α que se muestran en la Figura 4.11 a excepción de
α = 0,98. Los resultados del valor β se observan en la Figura 4.16.
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Figura 4.16: Valor de la tasa de transmisión per cápita β re-
construida por el observador con distintos valores fraccionarios
α.

Si se hace un promedio de los ultimos 100 valores de cada β estimada se tiene:

Cuando α = 0,96 se tiene β = 0,922.

Cuando α = 0,94 se tiene β = 1,082.

Cuando α = 0,92 se tiene β = 1,085.

Cuando α = 0,9 se tiene β = 1,01.

Al simular el modelo SEIR con distinto orden fraccionario y sus respectivos
valores α, el resultado se puede observar en la Figura 4.17.

Es fácil observar en la Figura 4.17 que entre más se aleja α del valor unitario, el
sistema tiende a separarse del valor real.
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Figura 4.17: La ĺınea negra representa los datos proporcionados
por el CONACyT, las demás ĺıneas representan el modelo SEIR
de orden fraccionario simulado con distintos ordenes α y sus
respectivos valores β reconstruidos con el observador.
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Discusión

Una vez vistos todos los resultados anteriores, se puede destacar primero como
el observador, tanto del modelo SIR como del modelo SEIR de orden fraccionario,
logran seguir correctamente la señal de la cantidad de infectados que se tienen en el
periodo de tiempo de 90 d́ıas, como se muestra en la figura 5.1.

Figura 5.1: La ĺınea negra representa los datos proporcionados
por el CONACyT, la ĺınea azul los resultados del observador
con el modelo SIR fraccionario de orden α = 0,98 y la ĺınea
naranja los resultados del observador con el modelo SEIR del
mismo orden fraccionario.

De igual manera, con el apoyo de las figuras 4.9 y 4.16, es posible inferir que entre
más cercano se encuentre el valor de orden fraccionario α a la unidad, el parámetro
β de transmisión per cápita tiende a estabilizarse más rápido.

Ahora, como se puede observar en la figura 5.2, al comparar los errores que ambos
observadores presentan con respecto a la señal original, se destaca la efectividad del
observador con el modelo SIR al seguir la señal con una precisión mucho mayor que
al hacer uso del modelo SEIR.
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Figura 5.2: La ĺınea azul representa el error entre el valor real
x2 y el valor estimado x̂2 del observador para el modelo SIR
de orden fraccionario, la ĺınea naranja representa el error entre
el valor real x3 y el valor estimado x̂3 del observador para el
modelo SEIR de orden fraccionario.

Al comparar las simulaciones del modelo SIR y modelo SEIR de orden fraccio-
nario mostrados en las figuras 4.8 y 4.15, se obtiene la gráfica mostrada en la figura
5.3.

Figura 5.3: La ĺınea negra representa los datos recabados por el
CONACyT, la ĺınea azul representa el modelo SIR fraccionario
simulado con orden α = 0,98 y β = 0,936, la ĺınea naranja
representa el modelo SEIR de orden α = 0,98 fraccionario y
β = 0,599.
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Es evidente que el modelo SIR fraccionario es mejor al momento de describir el
comportamiento de la enfermedad a comparación del modelo SEIR del mismo orden.

Posteriormente, al comparar ambos modelos de orden fraccionario con los mo-
delos de orden entero, se puede observar como el comportamiento de los de orden
entero es similar al de orden fraccionario, pero se puede destacar el comportamiento
de prevalencia de la enfermedad en el modelo fraccionario. Este comportamiento se
puede ver más a detalle en las figuras 5.4 y 5.5.

Figura 5.4: La ĺınea negra representa los datos recabados por el
CONACyT, la ĺınea azul el modelo SIR fraccionario simulado
con orden α = 0,98 y β = 0,936, la ĺınea roja el modelo SIR de
orden entero.

Figura 5.5: La ĺınea negra representa los datos recabados por el
CONACyT, la ĺınea azul el modelo SEIR fraccionario simulado
con orden α = 0,98 y β = 0,599, la ĺınea roja el modelo SEIR
de orden entero.
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En las figuras 5.6 y 5.7 se compara el error generado entre los datos recabados por
el CONACyT con las simulaciones de los modelos SIR y SEIR de orden fraccionario
y el error de los modelos de orden entero, se puede destacar como los modelos de
orden fraccionario presentan un error menor en un principio con respecto al orden
entero, pero este se vuelve mayor entre más tiempo pasa, siendo el que presenta un
menor error al final de la simulación el sistema de orden entero. Con esto es posible
decir que para tener una simulación más precisa de los datos es necesario aproximar
el valor fraccionario α al valor unitario, pero sin tocar este valor.

Ahora, para estimar correctamente el comportamiento de un virus, como este
se va a propagar y determinar las acciones a aplicar para controlar su propagación
en la población, hay distintos factores a considerar. Uno de ellos es el número de
reproducción básico R0. La variante Delta que se presentó antes de la Ómicron,
presentó una R0 promedio de 7. Posteriormente, la variante Ómicron, al presentar
una mayor tasa de transmisión, presentó una R0 de hasta 10.

Figura 5.6: La ĺınea azul representa el error del modelo SIR
fraccionario de orden α = 0,98 simulado con transmisión per
cápita β = 0,936, la ĺınea naranja representa el el error del
modelo SIR de orden entero.

Dicho lo anterior, al retomar a los resultados de las ecuaciones 4.5 y 4.9, es
evidente que el número de reproducción básico se encuentra muy por debajo de lo
que se estimaba debido a las mutaciones y su transmisibilidad. Esto se debe a que
los modelos epidemiológicos toman a consideración los factores sociales, es decir, no
toma en cuenta únicamente la tasa de transmisión per cápita, tasa de mortalidad,
tasa de recuperación, etc. Si no que, la población total se ve reducida por aquellas
personas que respetan las normas (uso de cubre bocas, aislamiento, etc.).
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Figura 5.7: La ĺınea azul representa el error del modelo SEIR
fraccionario de orden α = 0,98 simulado con transmisión per
cápita β = 0,599, la ĺınea naranja representa el el error del
modelo SEIR de orden entero.

Se ha determinado que el cálculo diferencial de orden fraccionario es muy útil
al representar fenómenos f́ısicos, qúımicos, biológicos, etc.; donde las dinámicas de
los sistemas están gobernadas por una ecuación de difusión. Para dominar todos los
nuevos problemas encontrados en los sistemas fraccionarios, el análisis de ecuaciones
de orden fraccionario se convertido en un objetivo de suma importancia. Uno de
estos problemas es el de las condiciones iniciales en las ecuaciones diferenciales de
orden fraccionario, desde un punto de vista práctico. Este es un problema recurren-
te en la derivada fraccionaria, especialmente en el contexto de Riemann-Liouville,
Caputo y Grünwald-Letnikov [76]. La inicialización propia de las funciones integra-
les y diferenciales de orden fraccionario es por funciones no constantes (variantes
en el tiempo). Esto se generaliza en el caso de orden entero, en el cual las deriva-
das e integrales son inicializadas por constantes, las cuales representan el efecto del
pasado. El impacto de esta inicialización constante es profundo, ya que afecta la
definición de integral y derivada fraccionaria [77]. Caputo, logró formular este pro-
blema en una forma adaptada, modificó la definición de la derivada fraccionario en
orden para introducir condiciones iniciales compuestas de valores de la función y de
sus derivadas sucesivas de orden entero. A pesar de que su solución parece bastante
obvia, la derivada de Caputo no puede proveer una solución satisfactoria para el
problema de condiciones iniciales en ecuaciones diferenciales de orden fraccionario
[76].

Se han propuesto múltiples aproximaciones para resolver este problema, es po-
sible dividir estas en 2 grupos. La primera categoŕıa se basa en el concepto de una
función de inicialización. Pero, se ha comprobado en que esto no solamente es dif́ıcil,
sino que es fácil encontrar situaciones en las que las ecuaciones diferenciales fraccio-
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narias pueden llegar a trayectorias erróneas si el modelo no se encuentra en el origen
al momento de inicializar. La segunda categoŕıa se basa en un espacio de estados
del modelo, se les considera una aproximación indirecta porque el modelo de esta-
dos no se refiere expĺıcitamente a la derivación fraccionaria. Esta aproximación da
resultados satisfactorios de forma general, pero el problema prevalece en situaciones
prácticas debido a la definición del vector de estados[78, 76].

Por otro lado, la definición de las derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville
y Grünwald-Letnikov jugaron un papel importante para el desarrollo de derivadas e
integrales fraccionarias por sus aplicaciones en matemáticas puras. A pesar de esto,
las demandas de la tecnoloǵıa moderna requieren una cierta revisión de la aproxi-
mación de las matemáticas puras. En distintos trabajos se ha demostrado que los
modelos fraccionarios se usan para una mejor descripción de las propiedades de los
materiales, especialmente en teoŕıas de viscoelasticidad y mecánicas de sólidos here-
ditarias. Este modelado matemático de ecuaciones diferenciales de orden fraccionario
conduce naturalmente a la necesidad de la formulación de las condiciones iniciales
de estas.

Desafortunadamente, las aproximaciones de Riemann-Liouville requieren de con-
diciones iniciales que contengan los valores ĺımites de las derivadas fraccionarias en
el ĺımite inferior t = a, por ejemplo:

ĺım
t→a a

Dα−1
t f(t) = b1

ĺım
t→a a

Dα−2
t f(t) = b2

...

ĺım
t→a a

Dα−n
t f(t) = bn (5.1)

donde bk, k = 1, 2, ..., n son constantes dadas.

A pesar de que los problemas con este tipo de condiciones iniciales dadas pueden
ser resueltos matemáticamente, sus soluciones son inútiles de forma práctica, debido
a que su interpretación f́ısica es desconocida para este tipo de condiciones iniciales.
En esto es posible observar un conflicto entre la teoŕıa matemática que está tan bien
establecida y pulida y las necesidades prácticas.

Como se observa en (2.44), la aproximación de Caputo provee de una interpo-
lación de derivadas de orden entero. La principal ventaja de esta aproximación es
que las condiciones iniciales para las ecuaciones diferenciales fraccionarios toman la
misma forma que las ecuaciones de orden entero, es decir, contienen los valores ĺımite
de las derivadas de orden entero de las funciones desconocidas en el ĺımite inferior
t = a.

Otra diferencia por considerar entre las definiciones de Riemann-Liouville y
Caputo es que la derivada de Caputo de una constante es cero, mientras que en
los casos de valor finito con un ĺımite inferior a para la derivada fraccionaria de
Riemann-Liouville de una constante es distinto de cero, dando un resultado de:

RL
0D

α
t C =

Ct−α

Γ(1− α)



73

Para resaltar la diferencia con respecto a las condiciones iniciales que deben
acompañar a las ecuaciones diferenciales fraccionarias en términos de las derivadas de
Riemann-Liouville y Caputo, es posible hacer uso de las fórmulas de la transformada
de Laplace para el caso donde a = 0.

La fórmula de la transformada de Laplace para la derivada de Riemann-Liouville
es: ∫ ∞

0

e−st(RL0D
α
t f(t)) dt = sαF (s)−

n−1∑
k=0

sk RL
0D

α
t f(t))

∣∣∣∣
t=0

, (5.2)

(n− 1 ≤ α < n),

mientras que la derivada de Caputo para la transformada de Laplace resulta en:∫ ∞
0

e−st(C0D
α
t f(t)) dt = sαF (s)−

n−1∑
k=0

sα−k−1fk(0), (5.3)

(n− 1 ≤ α < n),

Es importante notar cómo la transformada de Laplace para el caso de la derivada
fraccionaria de Riemann-Liouville requiere del uso de condiciones iniciales de la
forma 5.1, las cuales pueden causar problemas por su interpretación y obtención.
Por otro lado, la transformada de Laplace con la derivada fraccionaria de Caputo
permite el uso de valores iniciales de derivadas de orden entero con interpretación
f́ısica conocida.

Volviendo al cálculo fraccionario, no es precisamente una fracción del cálculo
(sea integral, diferencial o cualquiera de sus variaciones). El cálculo fraccionario es
el nombre para las integrales y derivadas de orden arbitrario, las cuales generalizan
las nociones de la diferenciación de orden entero y la integración de n-partes.

La idea de usar controladores de orden fraccionario para sistemas dinámicos
pertenece a Alain Oustaloup, quien desarrolló el llamado controlador CRONE (del
fránces Çommande robuste d’ordre non entier”, cuyo significado es Çontrol Robusto
de Orden No Entero”), el cual es descrito en una serie de libros de aplicaciones de
derivadas de orden fraccionario en teoŕıa de control. Este demostró la ventaja del
controlador CRONE en comparación con un control PID clásico. El uso de derivadas
e integrales de orden fraccionario en teoŕıa de control llevó a mejores resultados a
comparación de las aproximaciones de orden entero [79].

Otro aspecto importante por considerar al hacer uso del cálculo fraccionario
es que es una herramienta muy efectiva al momento de describir fenómenos reales
debido al efecto de memoria. Las ecuaciones diferenciales clásicas de orden entero
no presentan este efecto, ya que sus soluciones no dependen de los instantes previos.
Por ejemplo, si se tuviera la función f(t, x0) como una solución de una ecuación
diferencial de primer orden con condición inicial en x0 en el instante t = 0, entonces
se tendŕıa que f(t+s, x0) = f(t, f(s, x0)), lo cual significa que la solución no cambia
al considerar f(s, x0) como condición inicial dado que f(s, x0) pertenece a la solución.
Por lo tanto, dado un valor inicial, la solución depende únicamente de cualquier
punto del dominio. En general, esto no es verdad para las ecuaciones diferenciales
de orden fraccionario.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

Los modelos epidemiológicos no solo son un apoyo importante para predecir la
evolución de una enfermedad, también son importantes para planificar la distribución
de recursos sanitarios y económicos para el combate contra una enfermedad. Además,
con estos modelos es posible estimar la cantidad de contagios que se tendrán en un
periodo de tiempo, aśı como la duración que tendrá esta enfermedad. Todos estos
parámetros son importantes, ya que con estos es posible predecir el impacto de una
enfermedad y estar preparados para ella.

Al hacer una comparativa de los modelos epidemiológicos de orden entero y de
orden fraccionario, es posible notar cómo los datos finales presentan discrepancias
con respecto a los datos reales. Como se ha mencionado anteriormente, una de las
ventajas que presenta el cálculo fraccionario es la presencia de la no localidad, es
decir, el efecto de memoria, esto permite un mejor modelado ya que se toma en cuenta
no solo el presente de su comportamiento, sino también el pasado. Aunado a esto,
en aplicaciones epidemiológicas, permiten una mejor descripción de la propagación
de una enfermedad, ya que el umbral entre la extinción y la persistencia de esta
se ve desplazado. De esta forma, es posible observar cómo con los modelos SIR y
SEIR fraccionarios con un valor de derivada cercano a la unidad, es posible hacer
una mejor representación de la dinámica de persistencia a diferencia de la que se
presenta en el caso unitario.

Por otro lado, para este caso se optó por hacer uso principalmente de la deri-
vada fraccionaria de Caputo, debido a que con el método de Riemann-Liouville se
requiere definir una función especial para las condiciones iniciales del sistema en el
intervalo [−∞, 0], lo cual genera un problema debido a la dificultad de obtención,
interpretación y peso al computar. A diferencia de Riemann-Liouville el método de
Caputo permite hacer uso de condiciones iniciales de orden entero, las cuales se
pueden definir fácilmente y su interpretación es conocida.

Dicho lo anterior, la memoria es importante por el efecto de histéresis, ya que,
durante la evolución de un fenómeno biológico, como lo es una epidemia, es de vital
importancia considerar los efectos de eventos pasados en las dinámicas actuales.
Teniendo esto en cuenta, se puede resaltar cómo el cálculo fraccionario presenta una
ventaja significativa a comparación del cálculo de orden entero. A pesar de que el
cálculo de orden entero presenta un error menor que el cálculo fraccionario al final
de la función, no quiere decir que el cálculo entero sea mejor. Dado que durante
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una emergencia sanitaria, como lo es una pandemia, el interés no debe centrarse
únicamente en cómo se comporta el sistema al término de esta, lo que realmente
debe ser de interés es todo el comportamiento a lo largo del tiempo. Esto debido a
que, si se tiene una predicción precisa de cómo se puede propagar una enfermedad,
es posible generar mejores descripciones de como será el comportamiento de estas.

En este caso se presentó un filtro de Kalman Extendido de orden fraccionario
para los modelos epidemiológicos compartimentales SIR y SEIR. Se mostró como el
observador puede ser usado para la reconstrucción del parámetro β de transmisión
per cápita usando únicamente las mediciones realizadas por el CONACyT en el
cambio de la cantidad de infectados. Aśı mismo, se mostró como el uso del cálculo
fraccionario permite una mejor estimación de los datos en los modelos SIR y SEIR
de orden fraccionario.

6.1. Trabajo futuro

En una pandemia, como lo fue la generada por el SARS-COV-2, es necesario
tener una herramienta que pueda estimar y predecir uno o más parámetros. En este
caso resta hacer un análisis de observabilidad para más parámetros y estados en los
modelos de orden fraccionario SIR y SEIR, aśı como en casos de enfermedades con
naturaleza similar.
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[44] Urszula Skwara, José Martins, Peyman Ghaffari, Maıra Aguiar, Joao Boto,
and Nico Stollenwerk. Fractional calculus and superdiffusion in epidemiology:
shift of critical thresholds. In Proceedings of the 12th International Conference
on Computational and Mathematical Methods in Science and Engineering, La
Manga, 2012.

[45] Christopher Angstmann, B. Henry, and Anna McGann. A fractional order
recovery sir model from a stochastic process. Bulletin of Mathematical Biology,
78, 2016.

[46] Md Rafiul Islam, Angela Peace, Daniel Medina, and Tamer Oraby. Integer
versus fractional order seir deterministic and stochastic models of measles. In-
ternational Journal of Environmental Research and Public Health, 17(6), 2020.

[47] E. Murillo-Zamora, X. Trujillo, M. Huerta, M. Rı́os-Silva, A. Lugo-Radillo,
L.M. Baltazar-Rodŕıguez, and O. Mendoza-Cano. First-generation bnt162b2
and azd1222 vaccines protect from covid-19 pneumonia during the omicron
variant emergence. Public Health, 207:105–107, 2022.
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doval, Leonardo Medina Arias, Miriam Ixchel Garćıa Franco, Leticia Ramı́rez
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de Control Automático, 2022:368–373, 2022.

[63] Eduardo M.A.M. Mendes, Gustavo H.O. Salgado, and Luis A. Aguirre. Nume-
rical solution of caputo fractional differential equations with infinity memory
effect at initial condition. Communications in Nonlinear Science and Numerical
Simulation, 69:237–247, 2019.

[64] Qingxia Ma, Xianguang Lin, and Huijuan Li. A comparative teaching of frac-
tional calculus and integer calculus. 01 2018.

[65] Ricardo Gutiérrez, Joao Rosario, and José Tenreiro Machado. Fractional order
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