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SERIZ II ; Coh
3 USANDO LA NOTACION INDICE, PROBiR LAS SIGUIENTIS RELACIONES: Lo TR
e R N ‘
a! UxVY==VxU - S
. UxVe uvE .2 Segin la ecuacién (1.7.7) y donde E. . es el sfmbolo de
’ J k gkl l permutacién, Jkl
pero E, ,1 E‘jl Por las propiedades del simbolo de permutacién,
Por lo Ux Ve av(= Jio wmem v, 0 B i, me - ¥x U l.q,d.d
tantor = X L 8V l=E g)ag A TP ES] ~l.q.d.d.
b) (8x22)*(UxY) (8T "N=-(5°3)(2°0)
Bitjiijk%k e S T Bxuitjvj - 8V tjuj (Seglin las ecuaciones 1.7.7
¥ 1.6.10)
R A R PO e A A B A LY
Analizemos ¢l primer miembro:
Trataremos de simplificar el produoto de los simboloa de permutaocidn:
“ijkEhnk - B%j1ﬁim1 + Eijzﬂimz + Eﬁj3xim3 De sousrdo a 1a Gefinicidén 1.5.2
_ Analizando el desarrollo de los simbolos de permutacién, podemos observar, que
de acuerdo a la definicidén 1.5.5, y para que estos simbonics puedan tomar un va

| ' lor diferente de cero, los Gniocos valores posibles que pueden tomar los subin-
dioes i, j, 1, m, serdns

. B Bt * Bij2 Bina ¥ B3 fies
By B3 Eg3p Bi3p Foqps 123
Bag Bipp  Bgo Baqp Foy3fhyy

Da ésto, vemos que analizando los 2 desarrollos anieriores, en ambos ca-
sos, 86 cumple quel '

iwml Y que para cada sumando, 6l resultado es (+1), SIENDO =N ;
j=n TODOS LOS DEMAS CASOS, IGUAL A CERO, :

Pero ademés, no es —ésa la Unica permutaciﬁn posible de los zsubindices; las -
otras posibilidades pueden ser les que permuten los subindices seglin se muestra -
& continuaoidbns

E
£23 ;.33" Ba Byt 32‘2
- 5% * BT VT
’ De aqui, observamos que si analigamos de nuevo, en ambos casos se cumple que:

.. ‘ j=1 Y que para cada sumando, el resultado es (=1)
N\ ‘i em 1
siendo también, como en el oaso enterior, igusl a cero si no se cumplen las = |

oondiciones dadas. 4

Ahora bien, qué simbolo de los definidos Lasta acui, durante el iranscurso # 4
del semestre, oumplird con las condicionoa impucstas auics?

Do la definiocida (1.5.4) vemos gue la DELTA DE KRONECKER satisfaoe 10s re—
querimientos, quedando, para ambos casoas
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Por lo tanto, la expresién finalquedards
B jxBnk " (gngm ) ;18 im
Sustituyendo la expresién anterior en nuestra ecuacién, se tendr4s
5t upve( 840 85n = 81 8a) = myuityvy - 8yvityn
8, tjulvmgilg:jm - Bit,)ulvm :jlgim - 8.0, tjvj - aivit:juj

Cuando se satisfacen las condiciones para que tengan sentido las Deltas de Kromecker,
se verifioa ques .

gt uv, -8t u.v, -sutvj-s.v.t.u. l.q.d.d,

i34 i1 i1y 1747373
) i 3 2’ .
—c) rot(rot y)= grad. div. y -V ¥ Analizando el primer miembros
Tot (rot V) = ot U = E, Y% -i-k
1367 7 |
donde: U= - B 9¢ b//f y sustituyendo en la
39/ Q,Z/m eouacién anterior:
z
rot (rot ¥ ) = rot Um= E ( ﬁ) ol 5%1
ijk 3/2/ Elmi ljkElmiQZ"/‘éZm-*

Sustituyendo el producto de los simbolos de permutaocién por la expresién encon
trada y demostrada en el problema anterior:

%%
rot rot U = (gjlgkm - 53“‘81‘1)32’5}/
3 Z‘/Hacz.endo que las Deltaa Sey/ Kroneckeratengan sentido, sae obtiene:
" Ay 2 ‘v
ot rot V = i, = i - i
57, & Eayy L m 5 227
Teniendo en cuenta ques ‘/ —Zé --k y Ve V111 se oconcluyes

rot rot ¥ = V( @ivy ) - V‘z = grad, div. ¥ - V*Y

2.~  DETERMINAR:

_a) Los veotores de posicién de los punios

A, By C
OA = a = 21, + 24,
0B = b= 4L, + 2
X =g= 2-.1"'22.3

b) El vector que une los puntos A y B y su tamafio.
Determinaremos este vector por una suma de vectores,
5._9_ (1=0) 1, + (0=2) i, + (2..2)._{1_3 - i, -2,

C_B (4=-1) i +(2-o)1 +(o..2);_ - 3, + 24, - 2i,
—— Q-d-ACQ-CB-(i -2;2)+(31+212_21). 43y = 243
(48] = | &l = (d.h=7/42+2% « V20 = 441

¢) La distancia ded origen al triéngulo ABC
Efeotuémoslo de aouerdo al siguiente razonamientos

G¢2).




Y DENIL L1

ygc//;), 25 Hoja No, 3
i’ .
Conocida la normal al planoa%E = (4, B, C) y el vector de posicifan da un punto

cualesquiera del plano Yp= (x ,)3) que sea oonocido, al considerar 0fr0 - -
&

x x
p1? “p2’?

vector de posicién de un punto onalquiera del plano V = (11, Zoy 13); el vector - =
Yy - _Y,p debe estar oontenido en el plano y ser, por lo tanto, perpendicular a la Lor—

mal al mismo,
(x,d; =(xp ) « 7y = O
s s x . "\ x ) &)l
XiT1350d "( g)xrl-i-k‘ll = 517051 ‘( Dkrl&k_l = xp7p ="pjry = 0

\
xr X, xp - Q Que es la esouacidn del plano en foime 6s50a-
1 1 N5
. lar, y que pasa por el punto de coordenadas

(*p),

. . r, X.
Si queremos ahora conocer la distancia de este plano a un punto Pd ("u,‘_, d

x(13),' trazamos el segmento dirigido del punte Pp (xp1,xp2,xp3) al punto Pd.

La distancia perpendicular d, es igual a la proyecoidn del segmento dir_i.gido

~

) . NP ! -
3 i /0
P Pd. sobre el veotor R perpendicular al planos _P; = 1‘6//(‘//777“(2/@ Ll

771J“ —m

J :/294/_?, &&: 27 . -—f:f-’——-/ /< - 7:2—41 ’ﬁz/a/)m M&/’z//é)njéim‘: 72 LQ/I;/}*Q;%};’]

/7/ (7 2)% (7 72)%
74 [(24)s - ()e]
pRm——D> d = Proyr P Pd [ £ ”:; =
B )

Desarrollpndo la ecuacidn yanterior, llegamgs a la expresidn que nos da la dig

tancia buscada,

donde {x_), son las cooxdenadas de un puy

to cua gui ido del planoy (x.)}, =
C/ 726/2{/)[, - \'/2})/5 0 ‘auﬁ eriii conoeido del plangy (X,/;
= / A 4 son la;; coordenadas del punto al quo nosg
(72 #2) 7

tros qjeremos caloular la distzncia, y -~

T, son las componoentes del v.ohon nownl
{4 + 82 # LAy, = (AL 6%, +ELE)
Y et re®
Sustituyendo simplemente el punio P.{0,0,0; y P_(0,2,2)
4 o o) =20) =) = [EA ) f NG A ]
=" —Y =

L OV INE )

La distapoia d es positiva si el punto outquiera comocide del pleuc se a::-:;ae_:__z
tra del lado dpl plano hacia donde apunta el vegjor normal, 4 ests Togidn 48l £6PG—m »~
cio se le llamp positiva. Ser-d negativa an cas¢ conirario, Esta s lu raxdin del do~f

ble signo en ql denominador de la expresién,
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d) El 4rea del tridngulo ABC y sus éngulos internos,.

El médulo del proJucto oruz nos8 proporoiona el 4rea del triéngulo ABC,

ABx AC = -41 -2i -813

|aBxaclmp/16+ 4+ 64" w84 = 9.18
Los ~éngulos internos los obtendremos de la definicién de producto escalar.

A CUB = (4g, 4B) cos (42, 42) = "'“/gz" /g/

| A€ . 48 = (1) (4) + (<2) (0) + (0) («2) = 4
48] = (AC v £C )% = /1 + 4 = 2,236
" 4 ' 4
cos (&2, 4B) ® Tz 33gy (g gy = Tio = O
9:(;42. 4B) =K CAB = cos~! (0.4) = 66.4° = 66025¢ | i
~ Caloulemos ahora el &ngulo CBA, -
A B = (=B, ~B) | gé- 49

008 (=CB, =AB)sém
- = (@8] /A8]
CB ., ABw (3) (4) + (2) (0) + («2) (~2) m 12 + 4 = 16

|cB|w (CB-CB)JE 79+4+4 - /17 = 4.125

16
(e} (-CB, —AB)- —(4 125) (4.47) - 18.42 L 0.87

A CBA w K (=GB, -AB) = cos™! (0.87) = 29.8¢ = 29948

Caloulemos ahora el édngulo BCA.
£ BCA = (CB, -AC) cos (CB, =4C) =

GB. 4= (3) (1) +(2) (-2) + (-2) (0) m 3-4= -1
08 (ﬂ, -A_Q) . -

-1 1
(4.125) (2.236) " 9.22 = 0.1085
A BCA = _& (CB, -AC) = o0&™' (0.1085) = 83.78° = 8347

Comprobemos:

' CAB = 660 25
4 CBA m 290 48¢

X BCA = __83° 47°
180° 00*

e) VUsando - El vector perpendioular a la linea AB y que pasa por el punto C,
? Usando el producto vectorial, obienemoss

AC x AB
Proy. ortog. de AC sobre AB =
[£2




C x AB = ~ABx AC = 41, +2i, + 83

= = 3

2 8
ummnd Proy. ortog. de AC sobre AB = - i, + i, + i
| y200 SV g0’ 2 400 3
APERDICE:
En el inciso o) deofamos ques “oonooida la normal al plano, ouyo vec
tor ten{a por nimeros direotores (4,B,C)...." y empezdbamos a hacer nuestro de
sarrollo, Sin embargo, en el cuerpo de la soluciUn del problema, no aparece la

forma en que se obutuvo dicha normal, El proceso es el siguisntet
ABx 40 = (41, = 24,) x (L, - 2i,)

!L, L 4
ABxiCe |, o ol = iy ()-ip(2) vy, (-8)

1 -2 0

4B x 4C w =qi, =2i, =84y
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