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SERIE II 

.1.- ,USA}IDO LA NOTACION INDICE, PROBAR LAS SIGUIENTES ~L;iCIOlms, ti rmr1·~ 
'H 'f ¡~,,: 

..,tl ,YxY,•-!X!! 

Por lo 
tantos 

'\ 

!! x ! • ~jvkEjklil Según la eouaoión (1.7.7) y donde E;kl es el símbolo de 
permu.taoión. " 

pero E.,¡• -E. .1 Pol' las propiedades del símbolo de perm11taoidn. 
J.iC lc:J 

U x V• 11.v. (-E_ .~)i1 • - vkajE. .1i 1 - - V x U 
- - J ;e 7'.J J. - lCJ - - -

s1u.t.v. -
l J J 

Ánalizemos el primer miembroz 

(Segiín las eouacionos 1.7.7 
:, 1.6.10) 

Tralaremos de simpli!icar el producto de los aímboloa do perm~taoi6n: 

EijkElmk • Eij 1 E¡m1 + Eij2 E¡m2 + Eij3 ~ 3 De aouGrdo a la d.of'inicidn 1.5 .2 

Analizando el desarrollo de los símbolos de permutación, ,ademas observar, ~uo 
de acuerdo a la def'inioicSn 1.5.5, y para que estos GÍmbo:-.,a p11edan tomar un va 
lor diferente de oero, los IÍnioos valores posibles que pueden tomar los subín:' 

dioea i, j, 1, m, serán& 

Rij1 ~1 + Eij2 ¾zi2 + Eij3 ~3 

E231 E231 E132 

~21 E321 ~12 

E 123 E123 

E 213 E213 

De ,ato, vemos que analizando los 2 desarrollos ante~io~ea, en ambos ca­
sos, se cumple que& 

i • l 
j • m 

Pero además, no 
otras posibilidades 
a oontinuaoi6ni 

Y que para cada sumcndo, el resultado es (+1), SIENDO EN 
TODOS LOS DEMAS C.ASOS, IGU.íiL A CERO. 

es ~ésa la dnioa permutaoi6n posible de loe cubíndioes; las -
pueden ser las que permuten loe s~bíndioes sogdn se muestra -

~~~· 
~?~+ 

De aquí, observamos que si analizamos de nuevo, en ambos caeos se cumple que: 

j • l Y que para cada sumando, el resultado es (-1) 
• i • m 

siendo tambi4n, como en el oaeo anterior, igual a oero si no se cumplen las -
oondioionea dadas. 

Ahora bien, qué a:!mtol.o de los definidos .e.o ata a(;:.!, du:rante el transcurso ,,¡. 
del semestre, cumplirá oon las oondioiouúJ imp~vatas ª"tcG? 

De la detinioión (1.5.4) ve~os q~e la DELTA DE KRONECKER satisface los re-­
querimienioa, quedando, para ambos casos1 

( ~il & jm) 



• 
Roja No. 2 

•· 
Por lo tanto• la expreai6n finalq~edarás 

EijkEimk • ( S 11S jm - & jlb im) 

S11eti tu_yendo la expresi6'n anterior e:n nuestra eouaoi6n, se tendl'ál 

sitjulvm( &11 s·jm - ~jl~im). eiuitjvj - sivitllj 

8 it3'11vm&11bjm - 81tj'11vm~j1&1m • 8 iu.itjvj - 8 ivitjuj 

Cuando se satisfacen las oondioiones para que tengan sentido las Deltas de Kroneoker, 
se veritioa que, 

s.t.u1v. - s.t.u.v. • s.ú.t.vj - s.v.t.u. l.q.d.d. 
l. J J 1 J J l l l J l l J J 

. :2, 

o) rot( rot v ). grad. div • .,, - "V v . - - - _ - Analizando el primer miembros 
rot (rot V)• rot U• E.j. oUi ik: 

- - l ~--

do:ndea U~ rot V • E.. O'f/i i v sustituyendo en la 
- - -imn - -n ., JJ::m eouaoi6n anterior: 

( ) ó ( d'fYt.) J~z;d, rot rot ! • rot ,!! • Eijk- E.. 1 - 1,_ • E.jkK 1 Z i,_ 
óZJ -im JX-rn -... 1 -im ';;)(¡ óXrn -,-

Sustituyendo el produoto de los símbolos de permutaoidn por la expresidn enooll 
trada y demostrada en el problema anterior: 

e)-¿ Pi 
rot rot ! • ( ÓjlÓkm - O jm8 kl)J/4Íc1):! !k 

Haciendo que las Deltas de Kronecker tengan sentido, se obtiene: 
rot rot V • d z ~ i - - 0 z ~ i • 2_ d llj· i - d z 'M i 

- :JJ{¡Jk~ ~~·Jl(·-1 e>~ J~j ~ :t>~·J;tJ-1 
Teniendo en cuenta quea . ~V • ¡-z'- ik :, !, • v111 se ooncluyes 

rot rot ! - Je div ! ) - V'! • grad. div. ! - v.t! 

2.- Dlill'EBMINARa 

..!,) Los veotores de posioidn de los p1mtoa 
A, B:, C 

~ - !. - 2~ + 213 

.Q! • ;'e • 41, + 2~ 

.Q.Q. - .2. - 11 + 213 

b) El vector que une los puntos A y B:, su tamaño. - Determinaremos este vector por una suma de vectores. 

•. !2, • (1-0) 1, + (0..2) ,!e + (2-2) 13 • 11 - 2~ 

.Q! • (4-1) 1, + (2-0) .!,¿ + (0..2) 13 • 31, + 212 - 213 

~ !!! • A • !9. + ~ • (1, - 212> + (3!1+212-213) • 411 - 213 

I !!i / • / s. 1 • <s. • s.>t • / 4 
2 

+ 2
2 

' • 1120 • 4.47 

• c) La distancia de~ origen al triángulo ABC - Eteot~,moslo de acuerdo al siguiente razonamientos 



.:>~,'i.i. ~ l.1 ... 

yec Ío1 es Hoja No. 3 

Conocida la normal al planoªld,i • (A, B, C) y el vector de posici6:o de un punto 
cualesquiera del plano Y,p- (x 

1
, x 2 , x 

3
) que sea conocido, al considerar otro - -

p p ¡> 
veoto:r de posioi6n de un punto 011alquiera del plano y• (x

1
, x2 , x3); el vector - -

! - Yp debe estar oontenido en el plano y ser, por lo tanto, perpendicular a la nor-

mal al mi amo. 
(x. i. -(x ) j_k) 

J-J p-'lt 

xjrl1j •l-.1 -(xI;\l1ik•i1 • 

rl ( xl _ _(xpi ) • O Que es 
lar, y 

(x:p)¡ 

la eouaoi6n del plano en fo1·r:ia esca­
que pasa por el pu.nto de coordenadas 

Si queremos ahora oonooer la distancia de este plano a un punto Pd (zdí,xd21 
X ) l p (X X X ) l • p d3 , trazamos el segmento dirigido de punto p P1 , P2, p3 a punvo d* 

La distancia perpendicular d, es igual a la proyeooi6n del segmento dirigido 
n r('Y ' ¡ / • -¡ ' P Pp d. sobre el veotor ,!i perpendicular al plano & P1-u rd = L1 ;<.,J)

171 
_ (/4¡i,)~,J i: m 

F 

Desarroll~ndo la eou.aoi6n anterior, llegam~p a la expresión que nos da la diE_ 

tanoia busoada 4 

d ==- 71 (t,)L ,roo 7f {r¿J ~ 
( 7'j 1-j) /2 

donde L,c
1
) 1 son las ooo¡,denadE.c d.E, u::, :PUJ. 

to oua;,.ruiera oonooido del pla:uo; (xd\ 

son la¡; coor-denadas del punto al quo r~os,2. 

tros q¡~e:rer;ios calcular la dict";ncia, .V -

r
1 

son las oorr.ponen tvi> dc.l v . oto:c ;,,:;:..';;¡ - : 

1lZr{ f 8Z/2 -f ~4 -( 114, f 81.fi, leZ;.:,.3) 
d • ~, '~-·· -----± .¡/;/z ¡.gz.¡..ez• < 

Su.stitu.y,ndo simplemente el pllllto Pd(o,o,a¡ y ?P(o,2,2) 
d • _;1"'/4) -~(j) -J>(o) - [f-f!) (~) -;f;i)(,2,); r-?) /:zJ} = __ ±:_,~/:; 

'!: ✓ -f! .z -/-,,2,Z -¡1¿2 .!" ;½;(~;,¡.::;;;/ 

La dista41oia d es poai ti va si el punto cuiqq:uiera oonocido del pl.::nc- ciG e~1co.e~ • 

tra del lado ~fll plano haoia donde apunta el vec,ff or nol'mal. A esta rof/ ón d.el fSp.-::.­

oio se le llatqti positiva. Ser-á negativa an oas~ Qo~trario. Esta ea lo razón de:. do­

ble signo en ~l denominador de la expresi6n. 



.. SERIE II 
Hoja No. 4 

J) El área del triáng11lo ABC y sus ángulos internos. 

El m6dulo del proJucto cruz noe proporciona el área del triángulo ABC. 

~ X !Q. • -4~ -2,i2 -8,!3 

/ !! x !Q.I • V 16 + 4 + 64 
1 -184' • 9.18 

Los -ángulos internos loa obtendremos de la definioi6n de producto escalar. 
, • ) . Ic, iiB 

~CAB • (~, ,!1!) oos (~, il • /f&J /~/ 

AC • AB • (1) (4) + (-2) (O) + (O) (-2) • 4 
- 1- 1 

1 !2.I = <~,, !2. )lr • 11 + 4 • 2.236 

( B) in 4 _ti.._,_ 
OOB !Q_, !_ • l"2,236) {4.47) • 10 

~ (AQ, ,!!1) •*CAB • ooa-1 (0.4) • 66.4° • 

Calculemos ahora el ángulo CBA. 

• 0.4 

ea .. ;:;a .j: CBA • (-~, -,!!) - -oos (-fil!, -~)- -------
' ~/ / IIB/ 

fil! . A! • ( 3 ) ( 4 ) + ( 2 ) _(O) + (-2 ) (-2) • 12 + 4 • 16 

l 2!!., _ (g.g)i· - ti 9 + 4 + 4 
1 

- f17 - 4.125 
16 16 

oos (-fil!,-~)- (4.125) (4.47) • 18.42 -
~ CBA • j:. {-.Q!, -.il,) • oos-1 (0.87) • 29.8t • 

0.87 

Calculemos ahora el ángulo BCA • ~ _ .LJ e 
• ../ BCA • (.Q!, -~) oos (~, -!Q.) • ------

/ Y ( IA3-f 
.Q.!. !Q.. (3) (1) + (2) (~2) + (-2) (o). 3 - 4 • -1 

Comprobemos s 

-r CAB • 66° 25' 
-j:- CBA • 29° 48• 

~ BOA • 83° 47' 
180° ºº' 

1 
9.22 • 0.1085 

e) Usando - El vector perpendicular a la línea AB y que pasa por el punto c. 
~ 

Usando el producto vectorial, obtenemos: 
• AC x AB - -Pro:,. ortog. de !2., sobre~ • ------

lil I 



••---➔., Proy. ortog. de .AC sobre AB • ~ 1.¡ + 2 

- - yiii1 ~ 

APENDICEi 

SEaIE II 

Hoja No. 5 

8 

En el inciso o) decíamos que, "oonooida la normal al plano, cuyo ve.2, 
tor tenía por números direotores (A,B,C) •••• " y empezábamos a haoer nuestro d,! 
aauollo. Sin embargo, en el cuerpo de la eoluoi0n del problema, no aparece 1! 
foma en que se obutuvo dioha normal. El prooeso es el siguien,es 

A:B x AC • -- -

Dí:PFI 

1 




