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MECANICA DEL MEDID CCNTIN~O 

No tas p relimina res pa ra un p rimer c ur so . 

Ramón Ce r vdntes Belt rán * 

Vic tor Porra s Silva 

* Pro fe sores i nvesti ga dore s, Facultad 6e l ngen i err a , UNAM. 

C A P I T U L O 2 

D E P O R M A C I O N 

2.1. Introducción 

Es un hecho exper i mental el que todos los cue rpos construidos 

con alguna substancia naturalilsint@tica cuando s e les somete 

a cargas externas sufren cambios de forma y se mueve n. Es el 

propósito de este cap!tulo desarrollar las bases necesa r jas 

que permitan medir el movimiento y los cambios geométr i c o s 

de los puntos de un medio continuo sin importar el tipo de 

substancia y las fuerzas en cuestión. 

El desarrollo de este cap!tulo conduc i rá a la o btenci6 n de un 

modelo matemático que exprese las caracter!s t icas f ís i c a s del 

problema. En un principio se manejar án fen6me nos d e la f!sica 

y su representaci6n matématica con sus r e spec tivas manipulaci~ 

nes para construir el modelo. 

La observaci6n, muestrJ •·a un cuerpo que posee un cier t o vo lu­

men con una forma determinada. Desde el punto de vista matemá­

tico al cuerpo anterior se le identificará por un conjunto de 
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puntos denominados puntos materiales que forman un volumen 

NtÍ limitadc por una superficie cerrada ,:f. Es conveniente 

hacer énfasis en la existencia de puntos interiores y de pu~ 

tos frontera que forman la superficie Y. El conjunto de 

puntos materiales interiores y de frontera forman una región 

By se expresará con la ecuaci6n 

Regi6n B = B = "'V°+ e] ( 2.1.1.) 

En lo que sigue el cuerpo queda representado por la ec 2.1.1. 

y el movimiento y el c ambio de forma de dicha regi6n repre­

sentará al movimiento y al cambio de forma del cuerpo. 

2.2 Sistemas de Referencia. 

La localizaci6n de los puntos de la regi6n B se har~ en base 

a un sistema de referencia cartesiano. 

Definici6n 2.2.1. A la pos i ci6n que guardan todos los puntos 

materiales en un instante dado se llama configuraci6n. 

Entonces,la reg i 6n en un i nstante dado está dada por la con-

figuraci6n corre spondiente. 
~ue 

El movimiento y el cambio de form<!A.sufre un cuerpo de un tiempo 

t 1 a o·tro tiempo tn se podrá conocer si se conocen las 

configuraciones correspondientes a cualquier tiempo t compre~ 

dido e ntre t 1 y tn es dec i r, t 1 ~ t ~ tn. La fig 2.2.1 mues­

t ra en forma esqu emática el movimiento y cambio de forma 

del cuerpo B en el intervalo t 1 ~ t ~ tn . 

.2~~b 



2 - 3 

'-1, 
~ 

~ 

t = t 1 t = t2 

ª1 = "Y, .¡. ':J, ª2 =vi{+~ 

~ 

t = t 

Bn 

n 

=-V-+ :Ín 
I') 

fig 2.2.1 

cuerpo B. 

Esquema para el movimiento y cambio d e forma del 

Si se conocen las leyes que permitan pasar d e la confi~uraci6n 

B a la configuración B2,el proceso se repetiría con las conf! 

guraciones subsecuentes hasta llegar a la configuración final Bn. 

En este capitulo únicamente se desarrollarán las leyes que rela­

cionan a dos configuraciones sucesivas. A la configuración pri­

mera se le llamará configuración no deformada y a la sucesiva se 

le llamará configuración deformada. 

A los puntos que constituyen la configuraciOn no deformada se 

denominan puntos materiales y su localización se hará mediante 

un sistema de referencia cartesiano denominado material o 

Lagrangiano. Todas las variables medidas en el sistema lagrangi~ 

no se representarán con letras mayúsculas. 

A los puntos que constituyen la configuración deformada se deno­

minan puntos espaciales y su localizaciOn se hará con otro siste 

ma de referencia cartesiano denominado sistema espacial o eu1e­

riano. 

Así mismo la representaci6n de las cantidades en este sistema 

X 
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se hará mediante letras minJsculas, La fig 2,2,2 muestra las 

definiciones anteriores. 

X.3 

a) Sistema material o lagrangiano 

para localizar la configuración 

no deformada en el tiempo t=O 

B ='V+ cJ 

b=v-+s 

~. 
b) Sistema espacial o euleriano 

para localizar la configura­

ción deformada en el tiempo 

t = t 

Fig 2.2.2 Sistemas de referencia en dos configuraciones sucesi- · 

vas. 

De acuerdo c o n l a terminolog1a anterior se podrá definir a la 

deformació n y al movimiento como el transporte de los puntos 

espa=iales en un tiempo t. La expresión matemática de lo ante 

rior será 

xk xk (Xl, x2, X3, t) xk (Xk, t) (2.2.1) 
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la expresión inversa de lo anterior será 

Xk Xk (x1 , x 2 , x 3 , t) xk (xk, tl (2. 2. 2. l 

en-"9tación vectorial simb6lica las ecs,quedarán expresadas 

como 
( el) /b) 

~ ~ C!,tl X X (~,t) (2. 2.3) 

La ec 2.2.3á. representa un mapeo de puntos ·de la región 

Bala regi6n by la ec 2.2.Jb mapea puntos de la región 

bala región B. En lo que sigue se supondrá que el mapeo 

indicado en las ecs.2.2.3 es monovaluado y las derivadats parci~ 

les respecto a sus argumentos son continuas hasta el orden 

deseado. Además se supondrá que la ec 2.2.1 es la inversa 

única de la ec 2.2.2. y viceversa. 

La hip6tesis anterior se conoce como el axioma de continuidad 
,k 

en la teor!a de medios continuos y expresa el hechoAque la 

materia no se destruye ni se genera y además es impenetrable. 

Lo anterior es equivalente a as(l~u.rarque una regi6n de volumen\ 

finito no puede deformarse en otra región con volumen nulo o 
• d«. i.a_ Ct>n( 1j u,-a<:.;ct, 1.. 

volumen infi,nito y que dos o más P?ntoo/Vlo deformad8 no pueden 

estar representados por uno solo en la región deformada. 

El axioma de continuidad se asegura con el teorema de la fun­

ción impl!cita y se jnuncia a continuaci6n. 

Teorema 2.2.1 Teorema de la función impl!cita. S1 para un 

tiempo t las funciones xk (Xk,t) 

1) Son continuas con derivadas parciales de primer orden con­

tinuas en una vecindad I Xk - Xk 1 .:::.., t, , 

del punto P 
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Íi) El jacobiano j de la transformación en la misma vecindad no 

se anule, es decir 
1 

ax1/a x1 ax1/ a x 2 a x1;a x 3 

\ 
axk \ 

a x 2/a x1 ax 2;ax2 ax 2;ax3 j = 
. axk, 

= ,~ ( 2.2.4) 

a x 3/a x1 ax3/a x 2 ax 3/ax3 

entonces existe Una inversa única dada por la ec 2.2.2 en una 

.,,/vecindad I xk - xk I z a del punto P en el mismo tiempo t. 

{ - Ejemplo 2. 2 .1 La descripció_n euleriana del movimiento de un 

cuerpo dada por 

y,. 
xl = (2A xl + B) 

x 2 = cx2 

x 3 = DXJ 

(2.2,Sa) 

(2.2.Sb) 

(2.2.Sc) 

donde las coordenada.Xk y xk son cartesianas y A,B,C, y D son 

constantes. S~ pide calcular, en caso de ser posible, las ecua­

ciones lagrangianas del movimiento. 

De acuerdo con el teorema de la funci6n impl!cita si dada la ec 

xk xk (Xk, t) (2 .2.1) 

para que exista la ecuación inversa 

xk = xk (xk, t) ( 2. 2. 2) 

se deberán cumplir los requisitos especificados en dicho teorema 

y son ,, ,.,,. • .,,..,...,..,¡,,·,-

1 ~ -:,-1 '"1-=-·~ ~ ' ;, t . 1 ,. 
(;' V· JL ''•"· ' 
'I ¡ H - M ... 1 • : 

'1 "' • 

r. 
" ' 

•·- , · o· _______ ¡ 

• .\ ~ ~-. • 
1!J : 1'J:'.ES SE ,~ 

";•. 1 lQ 1 
¡ ,., 
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a) Que las funciones xk sean monovaluadas y continuas en las 

vecindades de los puntos. 

Por inspecciOn se puede asegurar que las ec~ 2.2.5 son mono­

valuada.ssiempre y cuando en la ec 2.2. Sa se especifique 

únicamente un solo valor ya sea el positivo o el negativo 

del radical y continuas en cualquier vecindad seleccionada. 

b) Laa primeras derivadas parciales de las funciones xk también 

deben ser continuas. 

El cálculo de los elementos del gradiente de deformación x~.-k 

quedará 

~ 

ax
1 

_ A -~ 'el x, ax
1 

= o 
-- =-o x;:--;_ 2AX

1
+B' xl ""oX1.. ax; 

a x 2 = o ax2 = e a x2 = O 
ax

1 ' ax; ax; 

d x
3 = o a x3 = o ax3 = D 

a x1 ax
2 ax3 

También por 

parciales 

inspección - se concluye que las primeras derivadas 
a xk 

a xk 
son continuas 

b) El jacobiano de la transformación debe ser distinto de cero 

en la misma vecindad 

f ~ ., · c\c-.1=1·0~ o~ so\:d "YV\oc~WV1A-v.i 

Y.e. F~~-
P .. ~ -\-,cQ He.JI 

?c..~- ¿¡...¡. 

2 - 8 

R.~.1 ax:1 Jlx1 

~ ax
2 ax

3 

o 
-J¡ 

A (2AX.1 tB} :t. O 

j = det <ªxk) =I· axk 1 =lªx2 
ax2 ax2 

~ ~ ax1 ax; ax3 o e o 

ax3 ax
3 ax3 

~ ax; ax;-· o o J) 

_1¡ 
j = ACD (2AX

1
+ B) 2 

para que el jacobiano de la transformaci6n sea distinto de cero 

se requiere que 

A t O , C t O y D t O 

De acuerdo con lo anterior se puede asegurar la existencia de 

las ecuaciones Lagrangianas del movimiento y resultarJn ser 

i) De la ec 2.2.Sa se tiene que X = l 2 
1 2A (xl -B) 

Ü) De la ec 2.2.Sb se tiene que x 2 

.~~ ) De la ec 2. 2. Se se tiene que x3 

:x2I e 
x 3/ D 

Entonces las ecuaciones anteriores definen el movimiento la­

gr~ngiano del cuerpo. 

De acuerdo con la fig 2.2.2 se podrán escribir los vectores 

de posición de cualquier punto ya sea material o bien espacial 

mediante las expresiones 

P = Xk !.k Vector de posici6n, punto material (2.2.6a) 

Í!. = xk !Je Vector de posición, punto espacial (2.2.6b) 

los vectores infinitesimales d~ y dE_ se podr4n obtener de las 

ecs 2.2.6 de la forma siguiente 

dP a~ dXk 
axk 

dXk !ic (2. 2. 7a) 
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d'P a I?. dx ""Ti" k"' dx xk k .!_k (2.2.7b) 

El tamaño de los vectores dP y dg se calculará mediante 

(dS)2 =ld~l 2 dP.dP (dX]{ !.x-l. (dXL!_L)=4<4d)'~XL=dXJtlX¡r (2.2.Ba) 

(ds)2 "'.idE.12 dE_. dE_ (dxk .!_k). (dx1.!_1 l=S.,.,J~dxk=dxkdxk (2.2.Bb) 

NOTA 2. 2 .1. Los sistemas de referencia lagrangiano y ,,v/,-riano 

se han seleccionado c artesianos y por lo tanto SU$ 

vectores base correspondientes son ortónormales. 
~ 

Entonces,el producto ,escalar 

!_k • .!_k .!_k • lk = Ó k.lL = s k. k: (2. 2. 9) 

proporciona los cosenos directores entre los sistemas de refe­

rencia. Conviene enfatizar que el sistema de .referencia lagran­

giano se defini6 para medir una configuraci6n no deformada y el 

' f ~ sistema de referencia eu.. e rtano,,-1defini6 para medir una config~ 

raci6n deformada,y para tener presente esta distinci6n,al produ~ 

to escalar indicado por la ec 2.2.9 se representará por el sÍmh2_ 

lo ~Kk y se bautizará con el nombre de cambiadof pero se opera-__. -

rá con las reglas indicadas en el inciso 1.9/ y por lo tanto el 

cambiador r Kk es idéntico a la matriz (gm0. 

De acuerdo con esta observaci6n,si se tienen las componentes vk 

de un vector medido en el sistemi': eu&rLano, sus componentes 

VK en el sistema lagrangiano se podrán obtener de acuerdo con 

la expresi6n 
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V'it = $"Kk Vk (2. 2. 9) 

o bien si se conocen sus componentes Vk en el sistema 

lagrangiano sus correspondientes en el sistema eú~eriano se 

calcularán mediante 

vk = S'Kk V~ (2. 2 .10) 

Además la ec 1.9.17 conduce a las relaciones siguientes 

s Kk dLk = ~KL 

ÓKk sKl = skl 

(2.2.lla) 

(2.2.llb) 

Es de observarse la diferencia que existe entre las deltas de 

Kronecker JKL o &1 y los cambiadores ÓKk . 

2.3 Gradientes de - deformaci6n y Tensores de deformaci6n (defor­

mation). 

Oefinici6n 2.3.1. Se define la notaci6n derivada parcial de una 

funci6n escalar~ o una vectorial Uk respecto a las variables 

independientes xj mediante las expresiones 

~ =~,i 
axj 

a tti. 
axj 

L/11., j 

en ~aso de tenerse derivadas parciales de orden superior se 

escribirán como 

ª-..:1 - ,J. • 
a X .a X - 'f, J k 

J k 

--;/ u lt. 
¿,t:t'Jz,,-::,..:~ 

u'- ' J. ,,, >l . . . ) (J.,te. 
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Las dife renc iale s de l as ecuacione s de movi mi e nto ( ecs 2.2. 1 

y 2. 2 .2 ) queda rán: 

J X, ::: l~3c r) X~ =- -;( ~ J ;<_ el X k 
~ ~v -

~ ~ ?::. 2.3. la 

cJ Xr: ~ ) X ;.__ e! .e¡¡_ --~--;:~ \ \:: , ,,__ d X1¿ ( 2.3.lb) 

Las can tidades x ._,i<. == '?> x.~_/DXk J xk,i,¿_..,, ~X,:./?i:c1¿ 

reciben el nombre de gra dientes de defo rmaci ón. De acjerdo con 

la regla de la cadena, las ecs. 2.3.1 conducen a l as ecs. si -

guiente~: 

'2>X2 ') X K. _ 

.K é) Xa._ -
d X 1,__ 

d x. ~ 
o b;r_,,_ X , .. k Xk.,¡ .. , ....____,. 

\.,,- _,/ 
= Ók.. t 2.3. 2a 

'J x k J xi,, _ e! x.: 
_e) X._ .-2, x_L - J >< L 

1T l,,,_, X . :X:¡, . = l i,: L 
r-,) '-.. ,;L ( 2. 3 . 2b ) 

Las ecs. 2 . 3 .2a o 2.3.2b r epre senta n sistemas de ecuac iones 

algebraicas, es deci ~ nueve ecuac ione s con nueve i ncógn i tas. 

En caso de con s idera r como incógn i ta s a los valore s de x~ ~ 
?~ 

y de acuerdo con la r eg la de Kramer se tendrá: 

X,,_. - ( 07c,e ./o , -::C i.. , k 
..._ , ''- -· --- - ----'-,¡ 

,': ~ k LM E\ h,,x:1,L x.,.,,, ,._, ( 2 . 3 . 3 
)f"\\ 

<7 
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J == \ xe. ) k \ = L e lc.LM e1c1tr1 X11.)1:::. X.t..,L. x:...,)"" 
( 2.3.4 ) 

Al der iva r la ec. 2.3.4 se podrá obtener la identidad de Ja­

cobi expresado como: 

é¡ e) J _ = c o[ac-Íor X e; k. =j Xk , k_ ( 2.3.5 ) 

'c) .XRJ~ 

J 
Sust ituyendo en las ecs . 2.2\j/ las correspondiente dadas --

por las ec~ 2.3.1 se obtendrá: 

d f = ( Xt:::)t .J;K) di~ -= ~k. c;Jx.lt ( 2.3 .6a 

df = ( xl>k lit.) dXk ::: Sk dX1:. ( 2. 3. 6b ) 

En l as ecs. 2.3.6 se definen en forma na t ural dos nuevos -­

vecto re s ba se los f. k. y los ~K de acuerdo con las expresio -

nes. 

~ t -= e;: k. ( ~ , -1:.) = X K '~ -h '¡e:. 
( 2.3.7a 

_§_k :: f fe. ( ~ ~ t) = X~ i 'f:.. k le. ( 2.3.7b 

Usando las ecs. 2.3.7 y las relaciones dadas por tas ecs. -

2.3.2 se obt endrán las expres i one s inversas de las ecs. 2.3.7 

quedand0 
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'Ji::.-::;- ':('- /K f1c.. ( 2.3.8a ) 

h = Xk. , k § k. ( 2.3.8b ) 

Otra forma de calcular la s magnitudes de los vectores di • 

ferenciales dfydf ;,e obtendrá usando las ecs. ( 2.3.6 ). 

_(dS)"= clf · Jf =(S:. ~ ch'.it)· (~tclXt) 

= fk.. S( c:lxlo. o!Xt =: Cu clxle. dX~ J. 2. 3. 9a ) 

~/ = d± • cil:= (§1:. dX,.J· (qlL dX1..) 

•• § k • 01.. cJXI:. dXl = 9Kt.. dXK. dX 1.. ( 2.3.9b ) 

En las ecs. 2.3 .9 se uti !izan las definiciones dadas por las 

expresiones s i gu ien tes : 

cee =- ~11. • f~ =(Xk,12.JkJ • (XL,{ JL) 
-= ó1.::LX1::. 1" '1-.L ,t = X1::. ,1t X1::. ,e :::: C!t1z.. ( 2.3. lOa) 

qkL =- ~ k.: ''J L = ( t~,I::. ~¡¡_)' (X¡ , !. it) 

= JH ~ ,1:: xt,L = :X-11,1:. :í.k,L = {iLk. 2.3 .10b) 

Definición 2.3,2. Al elemento C•t cuyos valores se calculan 

con la ec. 2.3 . IOa se le llama tensor de deformación ( defor­

mation ) de Cauchy.¿ ste t en so r permite cuant if icar en e l sis-
.::'.J/'.._• , -_\ > . 

tema de referencify\la magnitud del vecto r 1t asociado a una 

conf i guración no defo r,ada me diante la ec. 2.J.9a . 

2 • 14 

Definición 2.3.3. Al elemento GK~ cuyos valores se calculan . 

con la ec. 2.3. IOb se le I lama tensor de deformación deforma• 

tia~ ) de Green. Este tensor permi te cuantificar en un sistema 

de referencia lagrangiano la magnitud del vector df a una con•• 

figuraci ón deformada mediante la ec . 2.3.9b. 

2.3 .1 Car acter fstica tensorialde los tensores de defor­

mación de Cauchy y de Green. 

Para demost rar que una cantidad e6 un tensor se deberá estu­

diar su ley de transforma~ ión al cambiar la referencia en que -

se mide. En la demostración del carácter tensorial de los ten---sores de Cauchy y de Green se trabajará únicamente con el tensor 

de Green que opera en el sistema de referencia Lagrangiano. La 

demostración para el tensor de Cauchy se rá enteramente similar. 

Supóngase que el sis tema coordenado XK se transforme a otro 

X~de acuerdo con la ecuación 

Xk 
f / / 

X1::. (X 1 ) X,._ ) X3 ) 

Entonces la diferencial cl_X1:;_ quedará 

dXk 
1 ?J Xk d X,.,, 

ax',v¡ 

l 

( 2. 3. 11 ) 

( 2.3.12) 
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Sustituyendo la ec. 2.3.12 en la ec. 2.3. 10b se tendrá 

2 d'I dX I l / 1 / 

(ds) = Cq"L. ~--+ --; el XM el X,.¡ -= L"/11AJ ::JX11 dX"' 
X1-1 óXij 

donde 

I 

G¡MN 
- ~ ~ xk:. '); '/..L. 
- k.¡._ 2l X~ ) X 11,.) 

2.3. 13 ' 

(2.:3 .14 ) 

Los 
c4 ,4R 9 /J,rt.dr if",'"'- -,,c__ 

tenso r e;{ ~cn cantidadc~ que se tran sfo rman de .acuerdo 

{ con l a ley de transformación espec ificada en la ec. 2.3.14 

~ / Ej empl o 2.3.1 ut ilizando los dates del ejemplo 2.2. 1 . 

Calcu'e los con ~eptos s i~uiente s 

i ) L,~ s comp...:nerles de los vcctore5 .::i.. y ~~ 

i i) Los co,nponente~ <Je los tensores de ~a uchy CH y de Green ~k.L.. 

i i i) El incremento de cama"o del vecto r dife rencial al ocurrir 

la defo··;r.3ci6n, ,:: -, a.,1bo :. :, istema:. de referenci a,)' compruebe su 

e~uiva~tnci..1. 

ue ac uerdo con la ec. 2 .3 . 7v ~"' tiene que 

Q_1z. = x~,k. J: K 

.'i ~.) , ' c; ·: c c .. , 11..JL:i - los --l emencos del gradi;nt-z de defo rma­

c i ón 

2 - 1G 

1&_ e: !_1_ ó X, dX, 
-- = o - - :: o 

ó '<, A c)X;,. ó X:?, 

?/i,1- _ == o & -= ..L. ó'k, .. -- :::. [' 

,n:. , o.e,._ c. rx~::a 

oX.3 == 0 el X.!, =- o 
-ó~ - J 

c\X, ?ixJ.. dX3 
- 1) 

C! = óX, I + ""?J X2. r + d~ ~:, = ~ ::r.1 -, o _, 
?> X - .1. o :(1 A x, c. 1 

~;l...-= 
';) X, T 

-+ d X-z I +- o'/....?., I 3 -=- ...L .I c>x.l.. -= , -- _ :¡_ ox.,_ - e - !l. ó X::,_ 

~~ = d X, I + ax~ I + ~ 'l(~ I. =- _1_ T 
°d:(3 _, o .Y -.1. - - _ ?, l) ==, 

.3 dX.!, 

De a~uerdo cvn la ec. 2.3.7~ se tiene que: 

<:i.1::. == X1:.>i::: i:t 

En e l ejerc:ci o 2 .2.1 ya se calculdron los elementos del -­

grddience ae deformaci ón Xt , k, entonces 
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-- - é)x, . + ~ x~ i, + d X?, e 
~ L 

'::!, - - l., 

= ax, -, óX -2. ó'/.. -~ X. -1 ' 1 1 1 

G _ oX, '°?>:J..,_ ' oX~ • ::, - --c., 
4- - - - L l.. + ·-- L ~ = C l.. -;.. ::ix _, 

óX~ - ?lX:t - - a. ,: l. 

6 ==- "'dx, ¿ -t- Ó X4 L + Ó 'i~ ú = b l.,~ 
- ?, '21X~ -1 ¿¡X -:. 'dx -?, 

5 3 

Las componentes del tensor de Cauchy se determinaJ según la 

ec. 2.3.IOa quedando su arreglo en forma matricial de la forma 

siguiente : 

f 1 • f 2_ 
1. f, . ~ , ~., 'f !J X:, 

o A'L 

e 

o 

[cu] =- 1 ~~ -1 f.,_. ~'.l. 5;;3. • f.~ = o 1 o c .. 

fa· ~, !:~ • fz e¿.3.~=, o o 

El tensor de ~reen ;e co,stru irá de acLee,~ CJ ,1 la oc. 

2.3 .lOb y queda 

~, -~, §, ·~.1. ' 0, ·~3 
A.t 

ó o X~ 

r~k¡_J =: 1 ~A • §' {¡_J ·fz:i.. !i.1.·§., ~ = o e o 

f:Í 3' ~, ~:--0 ~ -~., C) e J::/ 

1 
¡;-1.. 
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El erunciado del inciso iii) se expresa de acuerdo con la -­

ecuaci6n siguiente: 

(d~/'- ( d5/'== 1 J.rj ~ - l d Elz ~i3ltS" 

La Ecuaci6n 2.3.15 se puede cuantificar tanto en un sistema 

lagrangiano como en un sistema euleriano. 

Para vdl uar la ec. 2.3.15 en un sistema de referencia espa ­

cial o euleriano se podrá hacer de la forma siguiente: 

(_g,s/--==. I dtli.= dx.lt. cJx~ = du J 4. dx.( ( 2. 2. 8b ) 

2. I¡ T ] ( el S) == / d f :: c:!H cUe. d X,t -= d '5: [ Ctt el "5: ( 2. 3 .9a ) 

donde d ~,. = d x.'- kit -= [ el x, cli. ,._ dx~] 

(dS)i[dx, d~ dx.,] 1i~ o o dr, 1 ( a ) 

A1 

o 1 o d :X:t l = x.,: (d x, )\. (d x .• f'+ ( cJ xS e<-

' 
A- e " D2. 

o o !)~ dx.-' 

De acuerdo con las ecs. 2.2.8b y a se tiene 

(d :-,/-(ds((, - ~~
2

J(Jx,1"+(i-~,fdx}+(1-¿1)(dx!;{ ( b) 
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Para encontrar el valor de la ec. 2.3.15 en el sistema de -

referencia material o lagrangiano. 

{_d~/== 61:: ¡_ dX't:. clXi..=cllT[(;~L.J df { 2.3.9b ) 

donde d~ =dXK :¡k ==- [ dX, dX2 dX.3] 

(J5{=- [ dX, dX:i. dX,J f~ o o dX 1 1 { c ) 
::i:-¡_ 

1 

. 1 A" z l. l "-J ¡ o c1... o dX z. -= z (dx,) +e (d:c,)+ 1) ( :S) 
~ . . 

.D'.l_l I dX3 o o 

usando la ecs. c y d se obtiene 

,,. ,·l I J¡.,·1. JX IV 5;' J V J ✓ (d ~) ::= 1 r¡ !_ = • \<. CI /\ i:. ::- :::, k. L. ,:;¡ ., k el/\ L ( 2.2.Sa) 

usa~do las ecs. 2.2.Ba y c se tendrá 
1¡ 

cc1d--o:=:.). ,,{ ~.~: - ,)Cd x/ + ( c1-1) (dX1)~(D.1-,) (d t, )2-
( d ) ' 

La forma de compr,Jbdr las ecs. by d anteri ores(cuantifican 

la misma can tidad pero ~n diferentes s istemas)se hará usando -

las ecuac!.:ines 2.2.5 y 2.3.1 
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rlx 1 = ~~:-. d X 1<. -==- . ~ 
clX'c. -:t. 1 

dX, 

d :t:i.. = éhz d 'f 1<.. == e dX'1-. 
o Xi:.. 

1 

d X i'..- ::· dX3 . 0 / X t.. = b d X3 

ó XI( 

{ e ) 

Sustituyendo las ecs. e en la ec. b se obtiene la ecuación -

siguiente: 

(ds)'-Cds)\ ( A: - ,)(dXl + ( e ~-,)(d X.i )''+ ( t{-1) ( d X_,, l 
x, 

que es la ecuac ión d. 

2.4 Tensores de deformación { Strain) y vector desplazamiento. 

Observando las ecs. 2.2.8 y 2.3-9 se resume que han desarro­

llado dos expresiones para cuantificar el cuadrado de las mag-­

ni tudes (ch/ - (clS/ del vector diferencial defonnado y no de -­

formado d~ ~df. Las dos formas corresponden a mediciones asocia­

das a los sistemas de referencia que se han convenido usar, es 

decir 

< ,,.. ·. ~ - X d .. , 
, (J -0 ,' :::=: e) kl_ el k. , ,\1_ = e,¡_ -:;IX~ el X.t 

( 2 .4. la ) 

( el ;:,) : :-: .---
Z=¡~L dXk. dX1... = d/¿ ¿ ·h:1? ,::h.R_ 

( 2. 1, . 1 b ) 

" 
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Je 
Una medida de cambio,.,{forma de un cuerpo se podrá cuantificar 

a través de la diferencia (J~t _ _ (dS)~asociada a cada punto del -

cue rpo. 

Es de esperarse que cuando la diferencia anterior se anule -

para todos los puntos del cuerp~el movimiento que estl única-­

mente podrá ser de cuerpo rTgido. Al cuan tificar la diferencia en 

un mismo sistema de referencia se tendrán las expresione~ ~¡ -­

guientes: 

(Js /- (dS).t. = (q;:1.._ dX;:. clX¡_ - J;C1...c/X1<. c/X1.. = (CiK1.. - á~) dX1< dX1... 
• 

::: ~ Ek.L dXr.. dXL (e,, aP ~,si,,,,,,,.. Ra~,,, ••3i'am)( 2.4.2a ) 

(ds)2- ( d:S):O ~t d ti¡ dt( -~u dXI! Jx_f::: a;,l - ck() ol:t:1,_ cJX.f.. 

= :e.¡¡_1,_cl X.11_d Xi ( ~" J 1i:s¼»1c,,., 12uft.,..,"a.,,,o) ( 2.4.2b) 

Debido a la igualdad de la s ecs, 2.4 .2a y 2.4.2b se podrá 

escribir : 

(d s/ _ (dS/-= .2Ei,:l dXt. dXl =- 2eld cl X12. dxt ( 2 . 1+.3 ) 

Do!1de se definen dos cant i dades nueva:. de acuerde ccn las -

expresiones siguientes 
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! EKI... ( f4K¡_ ~L) ( 2.4.4 ) 

..t e1,_t ( d1tt - c~l) ( 2.4.5 ) 

Defi ni ción 2.4. 1 Al elemento E~!.. cuyos valores se calculan con 

la ec. 2.4.4 se le llama tensor de deformación ( Strain) de -

Lagrange. Este tensor permite cuantificar el cambio de longitud 

(ds/--(dS/asociado a un punto de un cuerpo, cuando éste pasa de 

una configuración lagrangiana a una configuración euleriana. 

Las componentes de 4~están referidas a un sistema lagran­

gia~o. El tensor de deformación de Lagrange es simétrico debi­

do a que el tensor de Green y la delta de Kronecker tamb i én lo 

son. 

Definición 2.4,2 Al elemento ekl cuyos valores se calculan 

con la ec. 2.4 .5 reciben el nombre de tensor de deformación 

Strain ) de Euler. 

Este tensor permite medir el mismo cambio de longitud que -

el tensor de Lagrange pero en un sistema de referencia euleria­

no. El tensor de deformación de Euler es simétrico puesto que 

el tensor de Cauchy y la del ta de Kronecker también lo son. 

NOTA 2.4.1 Al definir los tensores de deformación de Cauchy -

y de Green se les asoció la palabra inglesa " deformation " y 

a los tensores de deformación de Lagrange y de Euler la pala-­

bra "Strain ". La razón de tal hecho se debe a que en espai'lol 

no cx :~te una traducción bien definida. Desde luego que todos 

los tensores anteriores permiten cuantificar el cambio de for-
1 , I 

:;,a µero cada u;•c lo hace co,, ">'a c a.rae.fe ,• ,5,, ca espoec/a/ 



2 - 23 

Para e vi ta r confu si ones se convend rá asociarle al término 

ten sor el nombre con que fueron bauti zados y el estudi ante debe• 

rá t ener pr esente la disti nción entre ellos. Asr al tensor ck t 

se l e llamar á tensor Cé de formación de Cauchy , al censor ~~~ 

se l e ll amará tensor de deformac ión de Gr een , a l tensor E~ ~ 

tensor de deformación J e Lagrange y al tensor elttensor de de­

fo rmac ión de Eul e r. 

Usando l as ecs. 2.3.1 y 2.4.3 se puedenobtener las relac io-

nes siguien tes : 

f:1:;L e et X'-)~ X l ~ l. < 2.4.6a ) 

eiti = E1c:L X1c,1e.XL,2 
( 2. 4.6b ) 

Definición 2.4.3 . Se llamará vector de ~plazamiento ~ de un -

punto de un .-nedio continuo, al vector que une a un r.1 ismo punto 

en dos configuraciones. El extremo inicial del vector desplaza­

miento se encuentra en la configuración no defo,mad~ y e l ext r ~ 

mo final en la con fi3uraci6n defo rmada • 

La fig. 2.4.1 muestra el vector desplazamien to. 
C!:!_er po B _ __,/ --,) Cu_erpo b 

/ 

X 1 

X.3 ; 
r-t-- - ---=-uc_:__+ ..::d::..:!..=-' r / 

__ y --ib/ ;¡1:(~ --
I, -± 1

-· - X-
- - -o --

:l. ;\ - ¡, 

º- i9[' :!'. / -r..'}.. -;.~ ,",: 
o -.l.. 

!< , x,¡ 

Fig . 2.4. 1 Vecto r desp laz amientc. 
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De la fig. 2 . 4 .1 se pue de escrib i r : 

u. ::: ,\'> p -l -'-i ~, - X L. ~ L + L ( 2.4.7 ) 

Los vectores U y ~ se pueden re fe r i r a cualquier sistema de referep 

cia, asr . 

u - 1) T 
L ::: L = Ll_¿ ~l ( 2.4.ea J 

6 B L-. ~ L 
b;_ 1 

== 
""- ~t ( 2. 4.8b ) 

Multipl ica ndo escalarmente ambos miembros de la ec. 2.4.7 por los -­

vectore s }l se tendrá 

U • !e. '- ==- X¡ .: e L 1 
- t 

X I . ¿L + b. l:. k_ L _ L _.., -

Sustitu yendo las ecs. 2.2.9 y 2.4.8 en la ecuación anterior se obti~ 

ne 

uk. = x"- - Yu~. XL -t b, ( 2 .4 _9 ) 

Si a hora s e multiplica esca l a rm,.nte la ec. 2.4.] por el vec tor J.kY 

e fectua ndo un¡.,-ocQso a ná logo al ante rio r se obtiene la ecuación sig.: 

u k. =- "c)k. [ x;_ - xk + R" ( 2 .4. 10 ) 

La def i nic ión del vec t ~r de despl azami entos permite expresar a los 

tensores de deformación en términos de las componentes de dicho vec­

tor de a~uerdo con e l desarroll o presentado a continuación. 

.-
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De l..:;5 <lCS. 2.3.7 y 2.4 .7 se podrán calcular los vectores §.k_ y 8.: 

~I:: 
= '?) !: 

;;, '-is 

_f> _(f -L U 
:. X_._ 

l:?_j=';)p 
•.'•}'.¡-_ 

+ ?; y =-: J: 1- +- ~~1, 
'?lX1... • 

( 2 .4. 11 ) 

1~ o· "2l_r ,:l ( - Ll .. ~) ::e ~t' 
el.Y.,,_ 

Ó~ _ LI, - U.,.,, , I.:. ~,.,., - - -
UX1t '•( ''-

( 2 . 4. 12 ) 

Los tensores de deformación de Cauc~y se La lcularán mediar.te las 

ecs . 2.3.10 , 2.4.11 y 2. 4.12 

(i1:i. = ~" • (¡ 1..::: ( :ft: + U;;,;:: J;,,..1). (¿L.+ U11,J.. ~AJ) 

riK.L ::. 5 k L + uk,L. + ul..,\<. + ó111-1 u,,,,k. U,v,L 

(! • • ' ) ( • • \ 
12.u = ~ t • ~l = ( ..lt - t.{, .. , 1,_ ~ ,., , !et - u •1, 1 !:. n ) 

.2.¡,, = ' CH L/k,~ - lit,¡,_+ ó,,, ,., tJ" '_,J~ ll",t 

• 

( 2 .4 . 12 ) 

( 2 . 4. 14 ) 
'l. 

Lo:. l ensore::. de C:eformac ion de Lagrange y Euler se calcularái:,usan­

do l as ecs. 2.4.4., 2 . !+ .S, 2.4.13 y 2.4 .1 ¼ 

ir._ . . -;,,-,,., · l:.,, +U¡ ,::: +- r,..,,1 u,.,, K UN.I.._ 
... 1'.).... ) ., -

( 2. 4. 15 

;., e, ,_ = ;ft! - c. .. t = ~~,t -t l.11,1,,, - J'..,~ u,., , lt. u. , l ( 2 .4. 16 • 

Es U!> ua l escrib i r a los tensores de de formación en fc, r :, ,a na tricia l -

qu edando - , 
E' ,,_ 

e, '2. e,;, 

· ¡.,f 

r
:·· ~· ,,l 

[

e,. 

[ E" k l J::: E. , 1 .E 2! e., -~ [eHJ ::: :l.l 
e,.,._ 

~~ <~- 1 
( 2.J.f, .17) 1 

r :'1 1 t- - ;. . '- " 'j ...:: ."') \ C· •. l 
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Debido a la simetrra de los tensores fKL j e~ , , de las nueve 

cantidades que forman a dichos tensores se requiere conocer -­

únicamente a sei s; los tres aloj ados sobre la diagonal princi­

pal y los otros tres serán los que están arr i ba o abajo de la -

diagonal principal. 

j 
Cuando se tiene el modelo matemático desarrollado)se 

busca el mé todo de soluci ón, es prác tica us ual trabajar con 

variabl es sin subrndices.segOn se muestra en la figura 2.4.2 

l 
P(XJy,l.) 

1. 

~(XJ~ J ~) 

y ----J 
t¿ = [ u V w ] 7 

X 
U:::U(X,Y,2 ) 

(.,t = q (X., J,Z) 

a) Sistema de referencia 

Jag rangiano . 

b) Si s tema de referencia 

euleriano. 

f ig. 2.4.2 Variables en los sistemas de referencia para 

representar los mÓdelos matemáticos en su e­

tapa de solución. 

Al expresar las ecs. 2.4.15 y 2.14.16 en tales sistemas se 

tendrá. .._,, · ,:,, u)'· ( c· )'2. "' ,..,. .., V ,, '{ 
"I' e ':: (;,XX - 1 - .. ':- .:.. +- ( - ·+- 1 -,_ -
""- ,_XX - c1 X 2J)( \. o'( 

,•)•.;!.,' '. ;¡_ 

6>'~ 
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.t J -
- t ~,) V /_ d rJ ) ( d V\ (. "2J w \ "-

2J::yy ~ ~ yy - I = ay +\,_Ty + ?J y} +-- el '/ ) 

t k
2 

= c:ru - I = 2 el w + (?; tJ );, + ( E..':!.. \~ + ( u W ) :: 
z 02 vz. J t-. 1 3 2 ( 2.4. 18a 

?J1Jau_ + ~ 7)v + -:iw h 1. Fxy = Jfyx = Gxy = 'q_Q_ + ~v__ + 
c'J'f oX dX ;; y uX ?iy o X ?Jy 

J. ~ y¡_ =- JF:z y = Cíy-¡ ::: ~~ ➔ Q..W -+ 
• cJ Z 'J Y 

aiL ~.V+ ?J'.Jc)I/ + ¿) W c) w 

?y J¡ Jy bz cJY ·:! 

J E¡j.:: J.kx;,:. = 67,¡x = ';lw .+- ?JU + 
<>X ;¡j 

qld 'JU + 'q_y ~V ,. 9 11:' -2.1-l:" 
;;,.2 c>X ¡)2 dX ol ax 

.~"=>::( =- 1 - C,:x_ = ). ~ ll _ ( ~)~- f?nr) 1 
_ ( .) ·u:) :z. 

.,,x_ ,h. \~ ;;)x. 

.te~~ = 1 - "'.J :J ~ 2.. dU- -(~).t - ('é)v-) 2. -(ªw- )2-
dj d~ <J~ Gl j 

.1 e1'1' :-- 1- C,z,. = ~ ) ·w- -( ~1<)2 _ (~y-\2 _ (;¡ 1;.f\ 2. 
J ;;. o;I. o..!) J~) 

{ 2 . 4 . 18b 

~2x:u= :e:1;;:::: .- ::,,'{ ~ ) q +- dv _ ~ ';) tl _ ;J v- J,t _ ?i w- Jw-
- • tJ ;/ •X. ') ~ J:¡ ;;J x. dj dX: :;i_'f 

J.. e1,:.; : e 2 ,., .,;- .- L, "" d tr , )v..r _ ) t< ull - ?v- ~~ _ ,h.v ~~ 
~ a.l Jj d:J 

, ... ) ;. ª:J &.i ú .t.. c.;:,_, 

2 e.2 z. " ~ex :1, = - cr. = J.,._·· + -;Ji.( _ JI)_ a t.l ~tr ~)v- - Jw' ~:':"" 
"- ox él,;. h ~ - él;{ ,);e ;, l. J.i:: 

De í in 'c.,.'.>n2. 4 . !. Los ~0,r-µf'\,.,enuis de los censo res de deformación EKL 

y E\e c9n aubrodice re pe Lido, e~ deci r, lo s que están alojados sobre la 

d i ugonal or·,,cipa l e-i la ec. 2 .4.1 7, rec iben e' nombre de de formacio • 

'1eS :on9· : ud'., a l~s • no~m0 les , ,ni entra s c¡:Je 10 ;, que e s t án alojad os 

fuerd d~ I¿ d iagonal princi pal se l l • ~a n deformdciones aogu l dre s o de 

cor e. e ~ 
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Ejen~lo 2.4.1 Uti li za ndo los datos del ejemplo 2.3.1 

Calcule los conceptos siguientes: 

i ) El tensor de defo rmac ión de Euler eH utilizando el tensor 

ele Cauchy e.u 

i i) El censor de deformaci ón de Lag range ·utilizando 41 tensor 

de Green (qJq_ 

iii) El tensor de deformaciones de Euler uti ]izando el tensor 

de Je formaci ones de La yra ng e . 

iv) El tensor de deformaciones de lagrange utilizando el ten­

so r de deformaciones de Euler. 

De acuerdo con la ec. 2.4.S se tiene que 

,_ eet =(~t - ~~d 

En el ejercicio 2.3.1 ya se calculó el tensor Ctl , enton-

ces 
t 

1- ~ o o A~ 

L ekt] == 
..L o 1- _J_ o 

1 ( a ) :<. 2'-

o o 1 - _I_ 
J') l. 

De acuerdo con l a ec. 2. 4.4 se tiene que 

,t. EkL. == ( 9kt. - ól<'L) 

Utilizanéo los r e su lt ados obtenidos en el ejercicio 2.3.1 

para e 1 te '1 sor de Green C:i..:.L se ti e ne 
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A 1.. 
"X,l. -1 o o 

[ fKL ] = ~ o e~ - 1 o 1 ( b ) 

o o :tl- 1 

.se 
El inciso i ; i) se resuelve ut i lizando la ec . 2.4.6b que).exp r ~ 

sa como 

rr 

e l?( -= E/c_l... x k , h.. XL,t ir [ ekl]::[x"it] [E~Ll[XL,tl 

Util i zando los e lementos del gradiente de de formacrón calcu ­

lados en el ejercicio 2.3.1 se tiene 

r
....!.. o 

(eet]=~-t 
ü o j rAi. j ~ 1-,- '- J O .....,_-\O o Jo () i-X, O O 

C Ó< C"l.-\ CJ ,; /:_ O = tº l ._- -¿"i O 

•• o ó 1 e 0 ...'.... o ,::, 1 - .l. 
.b_ . D-~ ..Dj b~ 

( c ) 

El inciso i v) se resuelve con la ec. 2. 4. 6a que ~e expre sa 

como 

El<L"" eH x k) k x l , L 
, ¡-,... -1 f 7T[ ][ ·· l º Lt: 1::-Lj '"' LxlzJ),:..j eu -<. :, 1.. 1 
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Empleando los r esu ltados obtenidos en el ejercicio 2.2.1 -­

para el gradiente de deformación Xt, ~ se tiene 

A r 1-

o º-/,~ ºl rl 

- o o 
1

1- s.. o --1 o o x, A1 x, 

D e::. :,. C 2_
1 [E~LJ =I o 

1 
1-.L o o o 1 ( d ) c. 

º l º e ci.. 

o o DI o o l-~J I o o .D J lo o 1/- I 

Se hacenoótar en e s te problema las distintas formas de cal­

cular los tensores de deformación, dependiendo de las cantida ­

des que se conozcan. Asr, en el inciso i) y i ii ) se calcula e l 

tensor de deformaciones de Euler en dos formas distintas y los 

resu ltados,como es de esperarse,son iguales. Lo mismo se pue­

de decir del ten sor de Lagrange calculado en los incisos i i) y 

iv) . 
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Ejemplo 2.4.2 Sea e l campo de desplazamiento referido a un si5-

tema de re f erencia euleriano X :l~ el dado por 

:t - · 
_L- 2 I >- -\--3.,J,( \¡ 1 

Ll= f¡:r ,: .~ ; \ 1 ;; 7,,- - I - -1- ¡ - -- 7- -
Í~ \ )- 4 / ' , r· "'.\-

) 
--=------

r !> 
_, .J 

' == ( xz + 

,, 
,_ , - ,. ;"/ l.. A ) > '.l , ( son consta n 

donde 

tes. 

- .) 

Calcular e l t.:nsor de deformac ione s de Euler e 11_s en e l pcm to 

de coordenadas (13 ¡ -h, 
1
7";) y con valores de las co,nstantes 

.,._ L- ::.,-

A =.c3Í3-,_ J!)~, )_-=-ID~ :,, ~:3X.IO 

De ac11erdo con la s ec::.. 2.4.18b para va lua r las componentes 

del tenso r se tendránque calcular los elementos de l gradiente de 

desplazamiento como s i gue 

1 , /1 ¡. 
f -'- ,, + 7-· ll _ ,- '-

í 

r.)r- - "­·ox ::. 

~-~~? 
•, -( 

-' - ,; - ' 

r-1/2 r -~ 

::'-1-;- r -;: ~ Q __ 
- ~ X' 

-1 
( ) :-:. t" X 

-- ? , X. 

¡" 

0 4 

1_{ --3 
> 1 

_, 
- , • ~ -' 

-' 

-5 -= '(' ~ 

-::Je , 1 i 
~02 

- ~ - :'l 
Q.i_ =_yrJtc 

' -, !' )' 

~-A Ac:,(x.,~·_¡ ,
1
l~f-?:·,\ ': -i1 ·\= ~-;r ( r"- ., x:.<-) 

_ r __ --- . - /-1 • • • J \ 
Ye a <. - • r º 

2J ll. A d _- ; r ú (/ fa Y. ( ~ o 

- ::: .'(_ ~ \__ _ - ", f1 f , ./ 
- - r-- -

~j (j - -
) ¿\,l \ :F 

- ,- d ·L- A~ ~ ') 
Z,1.r _ Aj ( , ,>) 

-ci ir:: _ ~A'l'.~1. ,-· 1 

-- = - ( I' - ~- ~~ • ~- - r- .?;.:, 

~ :1 ¡-5 - ) ·-=- r!r 

7' '.( 
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') -w- = A [12cPf° ~ ... (>.,~_1:_-) ot-I= 
é);(_ ox. \ 4,/A 7)-x._ _, 

_ g f 3 t.~,:,.. ( 7, ·-:L_ \) ,i lj 
r5L >-+/ 

- A~ f :l;_ 1- /}'~),'-J-, cl __ :t~ -
c'j 

',) ?Ar -

~t -

r -c:· L \ >- _, l'-

A~ 
1) r ~ ¡:~di'.i (>-· 3¡.1,_ ) '2i '.J _ A~l '·r.2 -(!9!-) 1.J-2 - -· + - + _ _¿_ ~ 2: __ -32. -1. r 

d 1. ;n_ ~ +¡-<- r s >.,f 

-· 6 5" 
Pdra los vdl,1re s de A :o-3 V9'1--/0r.J ),=-10 ; /=3)( /0/ 

X. =J = 2 ~ _l.. 
f3 

se tien(; 

'dU - e) l.,{ ¿i v- ,)-V- o 
ull 

-~ _¿r1r=_ 3 ~,o 
- ¿);(_ 

ox - 'al ~= = 
;) 1.. 

'¿Jw- - ';)w-_ - 10-::,- JI. ,o-2 
.I 

2l l(. - aj -
4.t~ 

entonces su stituyendo en}2.4.1 8b 

., º'.:1 
-2 

o -W-:- - 'f, SX.10 
;J =' 

- si -1 7 X/() - ¡/ 0.:l.S-XI!)- = - 0.0l/9J5 }. e 0 _ ::: o - o 

~ = () O e¡ -'¡( - ,¡ e ~~~:.i ::- - - Y..1O- I/O.JS"<J0 ==-t>,c-Jl,:J.:í 

1 e; ~· -::: -1x10-t-o-o -110-:i. .. -x10-'i= - º· 09 ~0 .1.::i-

,e,.'.1-:: ~ eo y :-
- " - :2. / -</ - .3><. 10 "-_ ::', /'0 -O - o . - J (),.2SXl0=-~.o ~ /O ~S-

J. t:.; ' ,e. _,:~ - O - !() , é"'i.lÚ-2.. - D - o - -,1¡,::;s XI ()--,!=- - o. IO'l·ns 

;J. C.::.,¡,¡__ ::= :i. ex.,: = -Iosy10 .. 1 - c. - L1 _ ó ~i 7 . .2s -,uo· f= -o-tD97:tS 

.,., . 

r _ b . ('¡ I 'I i :."' - •C, el 1r-:1 5' - O, 10 91 ;. S" 

Ler,J 1 - ¡ - o.o 11 q : _:; - o.//) f:I ;¡ 5' 

.::5 1 Y)'!Í • !,-,1 

L - :,, (''1,:¿_j:;:_ 
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2. 5 Representación geométrica de la deformac ión. 

De las ec s . 2 . 4 .1 1 y 2.4,12 se podr~n expre sar las di f e renc ia les 

de los vectores 

dt = <;i. ., dXt = (~./::. -J. u,., ,1c. )JfofdX~ =- .ft Jx1r.. ( 2 . 5 . l ) 

ol.f =- ~~ dtt =- (Ym¡¡_ - u.., , 1r1.) i"" el X'- = T K d X\< ( 2. 5.2 

Puesto que la defo rmaci ón trans f or ma a l vec t or df en JI vector de, •· 

entonces es · convenien t e observar cómo se de forman las f i guras geomé• • 

tricas elemental e s . 

La fig. 2.5 . l mues tra COOK> se de forma un paralelepfpedo r ec t angu• 

lar en .un paraleleprpedo recti lfneo y cómo se c uant i f i can l a s a ri s tas 

de éste. 

dP =J 1:. cl X._ 
____..... - - , ~ ,, Jx~ 

:f, ax,, "'--i---Y 

ª A> =.i:fi ¡._;_ Ik 

( b) 

x 1 

a) Pard lelep ipe ci~ r ec La ngul a r b ) Pa r a iel ep i pe do rectil 1neo 
e n la con f igurac ión no defo rmaoa. en l a con.figurac ión <iefor-ma 

fig. 2 .5 .1 De fo rmac ión de un pa r a lelepfpedo en un a r ep.r esen tacT ó'n da 

lagrangiana. 

,,.,._¿-
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En la fig. 2 . 5 . 2 se presenta la geometría que deber!a de tener un 

cuerpo para que en su configurací~n deformada le corresponda un 

paralelepípedo rectangular. 

,...,. d E --= ~ k. d x: .l 

f3 j :( ~ 

- ~• 5 1 d .i:: , 

_, cJ v '-
~ '-;_ 

~ ~ clx ".> 

ap = ~lt cU k. 

(a) ~.,_ dxt 

a) Paralelepípedo rectilíneo 

en la configuración no 

def ormada 

(b) 
1. , 

b) Paralelepípedo rectangular 

en la configuración deformada. 

Fi g . 2. 5 .2 Deformación de un paralelepípedo en una representación 

eule r iana 

Las ecuaciones 2. 5.1 y 2.5.2 al multiplicarse escalarrnente por 

l os vector e s base !k y .!_K quedar4n corno: 

dxk = ( ~MK + uM, k) ~ - ~k dXK = (Ó MK + UM,k) s Mk dXK (2.5.3) 

dXk = ( á°rnk - urn,k) ~- .!_K dxk = ( c)mk - um,k) 6 rnk dxk (2.5.4) 



2.6 Deformaciones y ro 

Al observa r las expr~~• 

servar Ja presencia e~ 

Definición 2,6.1. '>e de 

--i nf in i tes I ma l es E: 

términos l ineares 

De acuerdo con las e~, 

{' 

E,c¡_ = X ( UK.,J.. + U'--,k- ) 

el!t = f ( li¡eA -+- /{(,k,) 

flnit<' 

so, t ~ 

)i~•ilcs y t.fr ir.(1-, Ce i 

:-,..> t ormc1c ·r,I e: 

~oree form~~os con los 

, ,,, ,,por _·ientes EKL. 'J e-:'~-~ 

'> y 2J lb se ten¿:-á: 

2 .6. 1 ) 

• 

{ 2. 6.2 ) 

Los tensores infinites ima les anteriores son si~trlcos'. 

Definición 2.6.2. Los tensores de rotación infinitesimales 

se definen con las expresiones sigui·entes : 

R~'- =- f- ( Ur, 1... - l,t,t) ( 2. 6.3 ) 

,,._ 
rH :::. t ( IJ,e,e_ - U,1,Jt.J 

{ 2. 6 .4 

Al analizar las ecuaciones anteriores se puede conc l ui r que los 

tensores de rotación infinitesimales son antislméir icos, es dec i r 

satisfacen la expresión. 

,.._ 
Rl::L 

r'"" 

RL.~ J 

,.., 
Í~ t = ín, ( 2 .6 .5 ) 

. 

..... o . S ,Jedan como 
,J 

., ,. 1 1 º r;,, r.~ 

1"-1'.Í,_, ~ L\..,._. º i~~_1 
,... ,... l 

, ~< rll i :::: 1-1
, l 

p rA.3 
{ 2.6 .6 ) 

.... ,·· 1 \ ~~ • e,.,, -~"-3 º..., 
N 

-í" () 

!'uc ;to 
n cada ter,s.lr de rotac iones infinitesimales existen Oni-

c.:m(' ,t 

esentr.~ 

s c.omponentes independientes, entonces se puede pensar en re• 

c,r Jn vector al tenso r anti simétrico de la forma sigui ente . 

- ,._ - ,.., 
f.o} 2.6. 7a ) f.: ..- ~. t..'..R~WI Ítm r r- J.. [r: -~3 

~ 
- - !1. ' 2~ 

~ ,... i =t1}~ 
,... 

f¡2.} 2.6.Jb ) 
p • ~ el<:.LM l<1..M 

Ir -~,?, 

;. 

Al sumar las ecs. 2.6.1 y 2. 6.3 se obtiene 

Uu o:; E., -t- Ri,: ¡_ 
"-> L .. 1. 

( 2. 6 .8 .) 

5umo11do ahora las ecs . 2.6.2 y 2.6.4 

,.._, ,..., 
\, 

{ 2.6.9 ) 

ú1eJf. .,-:; e~l + 

Su, 

obtenctrán 

.i!. ecs. 2.6 d y 2.6.9 en. las ecs. 2.4.1.5 y 2.4.16 ,.., 

ecu,ciones siguientes : 

,.__, 
-:- E¡: 2 ( f:~k. + R;1~) ( fHL +- ¡:¡Hl.) { 2.6.10 ) 

( 
. I:.:' ?,v. Y<.) (E~ »•i + F',.,i ) { 2.6.1 1 ) 



- 37 9ue. 

De la ec . 2. 6 .10 se µu ede concluir:pdr_,9,llos tensores Et<:. L Y 
1''- ,.,--... ,,_,, 

E sean l guales se requiere que los térmi nos 
k.J... .~ ,...._ r-- _ _, 

cuadráci cos E,1 1< E, ,;__ 

,.., -- ,, R r d • f • r, f... ._, .1:.:,. ,k. ,. ,.A . -1 ~1 1 ..• t.... 11 L Se?t' -:.! o raen 1 ~, er I or 
f, M,c l lL, · ·- .-, 

re specto d • 

los l i neale s para que ad icionados no modif i quen a los térr .. : ncs 

lineales. lo mi smo se µo drá decir para los términos no li nea les 

de la ec. 2.6.1 l; con lo anter ior en me nte se debe rá tener qu<:, 

é.':; t: k '-· ~ ¡;- 1· j e ~t "u 

ek t 
( 2 .6. l 2 ) ~J 

También,usando l a s ecs. 2. 5. 3, se podrá calcu lar l a expres ión 

siguiente 

x~il:: xe ,L = ( Y11k. + u~k)(&L. +u,JJL.) át-11¿ JNR_ 
2 .6. 13 ) 

Considerando la hipótesis de que los elementos U¡ , k :j UµJL 
) 

corresponden a deformaciones ¡nfinitesimales se ten dr á que 

::(l.; k ):',¡ j L ~- dMtc. dN¡__ Óf-'.k_ ~,(_ 'V \ SL o "-" dk b_ __, ,i; 
2.6. 14 

Sustituyendo la ec. 2.6 . 14 en la ec. 2.4.6a se llega a 

~ "'- -;-
f'" 1':L. ~ eica t C)K\:, JL t 

1,nálogarftente la ec. 2.4.6b se trans f orma en 

E\ z. ,'\_, 
~ 

, V \ 

EkL dkl,_ di_ i 

( 2 . 6 . 15 

( 2 .6.16) 

' 

1L 
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En base a las consideraciones enunciadas para las deformaciQ 

nes inf in l tesima l~s y las ecs . 2.5.3 y 2.5.4 los cambiadores -

de la ec. 2.6.16 se convierten en deltas de Kronecker y,por lo 

tanto,sc pierde la distinción en tre una referencia lagrang i ana 

y una e u ieri anu . Po r loanter~r se puede concluir que donde se 

uti lizan tensores de deformaciones infinitesimales no se hace -

1ecesaria la ucil'z ac 'ón de lo~ dos si~cen~~ de referencia. 

Es conveniente ~nfatizar que en general el hecho que el 

tensor de deformacione s infinitesimales se anule (Ef¡_L =o) 

no implica que el tensor de deformaciones de Lagrange también -

se anule (E°10,=o) y por lo tanto la condici6n ¡;."::_1..,= o no es -­

una c<::d ición suficien t e para movi miento de cuerpo r(gido :/ª -

que Ekc no es una medida de la deformación, sino una apro-­

ximaci ón para e l caso infinitesimal. 

Ejemplo 2.6 .1 Utilizando los datos del ejemplo 2.4.2 ... 

Calcu le los conceptos siguientes : 
~ i) El tensor de defo rmac iones i nfinitesimales e/te y comparar-

l o con e l tensor de deformaciones finitasek1expresando en por -­
J 

cien to lasdiferenclas entre la s componentes respectiva$ de ambos 

tensores . 

~ ii) El tensor de rotaciones infinitesimales1tt 

De acue rdo con la ec . 2.6.2 se tiene que 

e i, r "" -X ( U¡, ( + º< ;,_) 



2 - 39 

En el ejercicio 2.4.2 ya se calcularon los e lementos del 

gradient~ de desplazamiento, entonces : 

~ V 

e)<"'i( 
)_!:L -:-- o 

= -2).,(._ 

,-~ 
'd u-e u ~ -; o 

..J _ ; 

:, ~ 

·- ~ ,..;r- -
-:t_ 

e.7 ;? -- - i/,5 X 10 

é)~ 

e ,; - .L ,'2, u, __¡_ ~ir] -n-:z, 
X .U :: '-- J :r • 1 ) · -:-, - - = ·- 3 i,., -

.J - - <- :ié -z>x 

e5i = ez.:1 
_ _¡_ r -;:i ·r- J ...,.,,-- l _ '-
~ L ~:·7 +- - -= - 5.;,~ )( ,o 

~ - é) j j 

~ ' \ "2) -v.t: + cll.i j e ~ - º 
e ;?)( = e xz -= ~ L ,_1x.. 

·ai:. =- - .J • .,.,:; :<.. ,o 

u~ 1 e.~l 
r--
eH, 

,t. ]J¿ ! e,,.e '/ '.' :--, 
,-, .¿;.,/'&~ 14.. ~" ~ 

e>/() 
= 

~

- o. oos9G :zs 

~ ::J - o . o e j-q? ~ 5 

o 

o 

_ ¡ óO 

- 'ºº 
---- ---

E bc t;,:;-

::}SS- / J.f 

x, 1- c.o ;~~i=I 

-- O, 0 4 5' 
--- -- - 1--

- {). O 3 
----1-

- O. o S ~;; 

- :; . 7-.~ 

- / S.t.:, 
- --

- t/. 3 
•-·• . --

!.>-:: 1 _ e . , 5 -1 ~ e :i.. 5' - - -o, o s~ .s- - t/-, 3 1 

1 

;¡. E-r~ ¡f; • J:. .". ~~.1 •1.; .-'; !J.- ~ • .... .,_, _, ! ,I' ¿t¡.._,1 r '"?'(' • ,.,; ~ ,,~ .. ·,,,,el) ~b IJ T~.$ .Lli 
e~t 
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El inciso ii) se resuelve utilizando la ec. 2.6.4 que se ex-­

presa como 

'fa=1_(~t, e._- ~L , t-) 

su st i tuyendo los resultados obtenidos en el ejemplo 2.4.2 para -

los elementos del gradi~nte de desplazamiento, se tiene 

rx~ =- r;~ == G2 "' 0 

Yt:_'.l = - CJX.. = ....L ( ~ _ ó ir) _ _¡_ ( ) - 1 
:J.. é!j él)( - ,_ -31-?> ~10 =o 

~ - ) A. 
1.:u_ -=- -1z.l(. = 1('vl{ _'t)u.r)= -;_( Ol-10. S" X/O- :5".:JSXIO-~ 

02 °x. 
N ¡:: _ _j_( ,l tr 
'JJ. = - 1:J - :¡_ Ji 

,__ 
_ r-,)0~ ) ~ 1. { o .;. 10,s)x 1ó~ 5. 1:s-1.1t/-l 

o o o .c.s,s 

[~t] =1 o o 
(!) . 0 s '-5 

- o. 08;.::, - , .c5 ~s 
L__ o 

_j 

1 
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Ejempl o 2.6.2.Dado el gradien.e de de sp lazamieRt o en f c~n2 ma-­

tricial como 

[uK,L]-

r; 
! 

l: 
Determinar los t ensores 

o 

3 

o 

"'-

Rl<L 

_-;1 
3 

o 

J E1::.1... 

De acuerdo a la ec. 2.6.8 que se exp resa como • 
..... ,.,_ 

[uk,L] = [ ¿,7 -J_ [ ~] Uk -= Ek. +R1:. ,r 
,L l. i.. 

Por lo tanto sust ituyendo 

r3 o - :>l 
.:: [: o ~l r: e:> (J7 - - 1 

1 ,.J :> 1 1-~ 1 o 3 3 + o 
1 

oj 1 
- .:> o -~ 1 ·.:r o l L_o -1 -s aj '---- .J 

l uego 

[ i:J= Í! o -?,] 
_;'¡ 

L 

l~ ,., o 

[ R,J" [: 
o ~j o 

-j.) . o 
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2.7 Interpretación geométrica de los componentes de los 

tensores de deformación y de rotación. 

Existe una forma de asignarles un significado geométrico a -

los elementos de los tensores de deformación y de rotación, me-

diante el cálculo de los cambios en ángulo y de longitud que se 

presentan en el proceso de deformación. 

-!_1 ti1'1 

1'3 

x, 

o 

.J;:,d:t:.3 

'I,.,._ 

.Al = di ::TK dXi:.. 

~ 3 dX_~ 

df -= d_X: = ~k dXk::. 
§, d'i.?-.. 

. 9( ~ ) á'n gu lo que forman I os 
<=, e}.'/.. 1,..._ 
-1 1 vectores ~,cl'i, '::i ~2dX~ 

Fi g. 2.7.1 Deformaci ón de un paralelepfpedo redtangular 

En la fig. 2.7.1 se muestra la deformación que sufre un pa-

ralelepTpedo rectangular infinite~imal en una representación la 

grangiana. Si se definen a dos vectores unitarios~ :'.l ~ alojados 

en las direcciones de c-lf j ol±'. respectivamente, entonces sus 

expresi ones serán 
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~ = df ~ el ~ ::: d X N _ dX1t:. 
tr k. - --ldPJ ld~l dS ds 

( 2. 7. 1 ) 

4-t_ dx df 
ir Y) - d X1z, J\= =--=--=- la_--ld~I I d!i ds Js 

( 2 .7 .2 ) 

Definición 2.7.1. Al cociente constituido con las magnitudes de 

los vectores diferenciales \de! j ict.!?l se denominará alarga -

mi ento y se representará por la letra griegñ /1('::!.) ó ,\'G) según 

se exprese en términos de cantidades medidas en un sistema de 

referencia lagrang iano o euleriano, es decir • 

Acl:l) 
cJs 

= -= 
dS 

✓c;;1c,._ dx.,_ c/xL' _ fk. 1. dxi. c1xL.' 
d S - dS JS 

'= V<;;,c.1.. /J'c. lvL
1 

). (~) ::- ~ = _j__ := ' 
Js dS V.i,.¡ :1:x.ci.c, 

-::: 

V(! ,:Uti J.t1 
e< - -

"'s ds 
ds ~ 

-:-,(r.1:===::::;-, 
~H n~ Yit 

( 2.7.3 ) 

( 2.7.4) 

Desde luego que l os a1ar9arnienfos 1\(1v) J 1\c!!) son iguales, - -nada m,Ú que\cuantifican en diferentes sistemas de referencia. 

Para tener una i dea más objetiva sobre el alargamiento, consj-

dérese que 

N 1 =: 1 > 

está a loj ado sob re el ej e X, , entonces 

l'JfJ. = J'.~ = o 

../\. - 1-;:::--, (,) - V --=t,, (,.,... e;,,, z. 
= A c,J ( 2.7,5) 
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También se deberá tener que 

Y11 = 1 

' ..,, '-.\) 

\ll!l. = Yl::, = o 

_I~ 
V c., 

i-- e!,. =:: 

;\ {t ) 
(2 . 7 . 6) 

Los resultados anteriores ejemplifican que la ec. 2.7,3 in­

di ca que I a componente de I tensor ~.t:.l. en I a d I rece i 6n de t!_ es­

tá dada por el cuadrado del alargamiento en la misma dirección -

mientras que la ec. 2.7 .4 establece que la componente de <!d en 

1 a d(recci.ón de '0. está dada por el recfproco del cuadrado del -

alargamiento en tal dirección. 

Definición 2.7 . 2 Se define a la extensión, cuya representación 

está dada mediante Ec~) r e(".2),de acuerdo con la expresión si-­

guiente 

~!'!) = e(~ ) .-= A ct:J.) -1 ==- >..e~) -f = ds - dS 
dS 

( 2.7.7 ) 

La extensión, para el caso de estar !:::! orientado en la --

dirección del eje X1 ; valdrá 

E:c1i = A(,) - ~ = / G,,,
1 -4 -== V 1 + 2 E:,, - ~ ( 2.7.8 ) 

,r bie.n 

'2. 

¡;.:-11 = ½[C ¡+E"c,)Yt- 11 =-½(.J\(,)- 1) ( 2.7 , 9 ) 
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La expresión anterior permite cuantificar las componentes nor­

males del tensor de deformación de Lagrange en términos de las -

extensiones o de los alargamientos asociados a las mismas direc• 

c iones . 

Al desarrollar l a ec. 2.7.9 se obtiene 

...L. :t. 
E"11 = E(,) + ;... Fe, ) ( 2.7. 10) 

En la teorfa de la deformac iones infinitesimales los términos 

cuadrá t i cos son de orden in ferior a los l i neales;se tendrá que 

,...., 
E11 ~ E" ~ E'c1) 

r 2. 7. 11 > 

La ec. 2.7.11 permite aseverar que las componentes normales -

del tensor de deformaciónajinfinitesima les son aproximadamente -­

iguales a las extensiones asociadas a las direcciones de los ejes 

del sistema coordenado de referencia para el caso de la teoría -

de la deformación infinitesimai. 

Al calcular las ex t ensiones en un sistema de referencia eule­

riano se tendrá 

C> ) c1i - 1 =- _ I 
'-(1) = 

.¡, - ~e.1~ ( 2.7.12) 

.;- b :'.2, 

• ~] ( 1 ) e-_1..[1-(1+e) =-.i 1- - -11 - ~ ( 1) t._ • 2. 
A( ,) 

( 2.7.13) 

:l._ 3 J e 
11 

:. t [ 1 - ( , - ;. ec 
1
) + 3 e e I i - '-/ ec,) .,.. • • • ) e 2 • 7 • 14 

2 - 4q, 

Para el caso de deformaciones infinitesimales en donde los -

términos elevados a una potencia igual o mayor a dos son de orden 

superior a los términos lineales , se tendrá 

f'.., 

e11 ~ e1, ~ e.(!) 
( 2.7.15 ) 

que viene a comprobar lo afirmado para los tensores.de deforma­

ción de Lagrange y de Euler para el caso especi al de la teoría de 

deformaciones infinitesimales. 

Para visualizar el significado geométrico de las deformacio­

nes de con te ~:. ~ [;13 , E.1. :3 de 1 tensor de deformac i one:., se ca 1-

cu I ará el cambio de ángulo que sufren dos direcciones tv1 .::l f:!:i.,. 

Para simplificar el proceso se • considerarán los dos vectores 

±
1
clX, 'j ~.2. dX2._ los cuales en la configuración deformada, 

corresponden a los vectores §., dX 1 ~ f/,_dX;. respectivamente ---

( ver fig. 2,7,1 ). De acuerdo con la definici ón de producto -

escal ar se tendrá : 

~ .l:,,¡ 
<!.o5 Qc

1 
~A~ 1dx1),(g~dx,..) = ~.i = 

J i'1.1dXij \'5tdX1I V<:;,,<$_;; (1 .. ~~,, ~ 
( 2. 7. 16 ) 

la ec. 2.7.16 se puede transformar usando la ec. 2.7.8 y quedá. 

'-.12
1
~= (¡ ~Ec,))( !+ j:;~.t)) C!o~{)(,, .t) 2 . 7 .17) 

Para el caso. de las deformaciones infinitesimales la ec. - -

2,7,17 se puede escribir COIIIO: 

•-, "'1 ••• • ~ ... - • •_ •~,w 
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,,.__, 
,.1::~ , ~ '-1..l~,1., ~ ~º~ g( ,, :t) 

( 2. 7. 18 ) 

el cambi o de ángulo que s ufren los vectores I. 1 dX
1 

j ~;¡ dx':t , 

inicia lmen te rectos, se escribirá como 

n _'íf e vb· Q,, ='!I._n 
ic,,:t>- -¡- c , i d 1-1>-, 1..1,2.) J.. ' c,, ~J , 2.1.19 > 

Como se consi de ra peque rio es te cambio de ángulo, se justifica 

la operaci ón siguiente 

,,, ... ,{::, = ~~5 [ rr- - Ce J = .f h 1 i' = {Íc 
L,U.., DC 1,2. ) :¡ 1,1.)- c,,:i.) I , ,, :;,) 

.. 
2.7.20) 

sust i t uyendo ~ l a ec. 2 .7.20 en la ec. 2.7. 18 se obt iene 

.:-- "'-.., T1 :,._E,,_ ~ :J..J"-,').. "-' e,,~) ( 2. 7. 21 

La ecuación anterior establece que las de formaciones de corte 

infinites imal es so n aproximadamente igua les a l a mitad del cam -

bio de ángulo que sufren· los ej es coordenados inicialmente rec -

tos. 

También de la ecuación 2.7.16 se concluye que, para que en una 
0

configu rJci6n deformada no ocurran cambios de ángul~~ s condi 

ción neces aria y suficiente que se anulen las deformaciones de -

cortante del tensor de deformaciones. Además,de la ecuación 2. ].8 

se concluye que, para que se anule la extensió.n,es necesario y 

suficiente que se anulen las deformaciones normales del t e nsor 

de deformaciones de Lagrange 'f::.
11 

= ,€~ 2. =E:
3 3 

= o o bien 

que las deformaciones normales del tensor de Green sean iguales 

·3 1 a unidad; ~" = '7" 2. ==- ~ 3 ~ =- / 
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Re ~umie ndo las conclusiones se puede ase ve rar que, ?ara que un 

mov imiento sea una deformación de c uerpo rígido,se requiere que 

se satisfagana lgunas de las condiciones siguientes: 

Gk.i.. ~ J°',q_ 
( 2.7 .22a ) 

<!..ét = YH ( 2. 7. 2 2b ) 

EK,_-= e.Ir.(.= o 
( 2.].22c) 

L s elementos del tensor de deformaciones infinitesimales -­

ti~nenot ra interpretación gráfica más objetiva que la anterior y 
5e 

es l a queAdescribe a continuación. 

Para las deformaciones normales considérese la compone nte , a 

lo largo del eje X, como se muestra en la fig. 2.7 .2 en donde S~ 

X,. , 
e e, e., l A A,\ = \ B B, 1 = cW1 =-?; u, el X 

1 

diJ □-- ·: - - ~x, 
1 ¡ ___ ,._ X

1 O A. A, 
1,( dX¡ ~ 

Fi g. 2.7 . 2 De fo rmación nor ma l del t e nsor de deformaciones infinite­

·sima les. 

,1 :uestra la caradel paraleleprpedo rectangular contenido en el -

plano fo rmado por los ejes coordenados X,., X,_ La configuq¡ 

c · ón no deformada se rá el rec lángul o oAeC y la configuración 

de fnr.~~ da, pa r a el caso en que existan únicamente deformaciones 
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,io rrnal es, seré la del rect ángulo OA BC.. . Tomando en cuenta la 

igualdad entr~ extensiones y deformacione s no rma le s se tendrá 

-au, dx.1 
{'o, - dU, 

dX, 
\~\-\OA\ 

\OA \ 

dlJ, - ox, _ ou, ¡¿ =- l::c ,) 
11 

dX, dX, - .;)XI 

Para el caso de que exi s tan únicamente de f o rmac iones de corte, 

e n l a fig. 2. ].3 se muest r a la ~onfiguraciór no defo rmada por el 

rectángulo OAeC y la configurac ión defo rmada por el para l e le pT-

pedo O A , e , C. 1 • 

X1 
U,~ componente del vector desplazamiento 

en la d irección del eje X 
-1 e - - -·• e, , 

e , ---

dX1. 0 l ,~<.:..•'--
º "-

f-- d x., ---i 
X1 

U= compone nte del vector des-
t plazamiento en la di rección 

del eje )(2.. 

F: g. 2._7 . 3 Defom1ación de cortante del tensor de deforma­

ciOnasinfinitesimales. 

Si f; ·· ~ r. : son los ángulos que forman las linea s Oti t-. OA 
-1 • ; l. , . .; - '.'. l 

::,O<;l.mOl respectivamente y considerando que son infinitesimales 

se deberá tener . : 

f = t~Y\..(1A,oJ\) = ~ A1 o f\ 
1 

G. ~-tc,__,. (4'.'.c.o c,\ = 2(.C. oC 1 -:::-

c)U~ d X, 
'2l X, 

dX, 
-=-

OU, /V 
~ C- l\ z 

d X,_ 

~ L{,__ 
~x, 

cHJ, 
- 2':l,z. 
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Entonces e l cambio de ángulo que sufren los ejes coordenados 

>< : ) X~ se podrá calcular como 

n­
,__ 9c., ,.t. T1 +- T1 

1 :l. 
~ 
"--

,..._ 

o U, + ~ U.t. -= ~ E 11.., 

ax,_ élX 
1 

El s ignificado geométrico de las rotaciones infinitesimales -

se hará en base a la definición de la rotación media de un punto 

i ntroducida por\Jovozhi lov y la terminologfa se presenta en la -

fig. 2.] . 4. Sea ~ un vector unitario a•ojado en el plano- - --

X, 

½ 
t, 

X-z.. 

Fig. 2.]. 4 Representación geométrica ~ara l a rotación 

med i a de un punto. 

X 
1

, Y-.-,__ e nla configuración no deformada y sea '!} el mismo vec-

ter pero en la configuración deformada. Sea G
3 

el ángulo que 

g ira la dirección N respecto al eje X yse.-á función de <p 
- .3 

No·,ozhilov , VV.," Foundations of the Nonlinear Theory of 
Elas ticity "• Graylock Press ( 1953 ) 

.V 

~ 

(J 

"' "' ~ 
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Definición 2.7.3.Se define al valor ¡;,edio de tane3 J (< ftwt''.,> ) 

s·obre todo el r an go del ángulo, cp ( OJ ~rr) median t e la expre-­

sión siguiente 

J. {r 

.;::_ t tt,,,,.. o,, ;, "' - 1 J t"-" f)~ C.. cJ ) d cJ 
q_ r;-

,:¡ 
( 2.7.23) 

d d 
4 1 • ' ' 1 e acuer o con Er ingen a expres 1on ante rior resu ta ser 

~ 
< t-{.,1., 93) = -

R. ,~ 
~ ..... ) LC 1 + fll ) ( 1 + l:~.t -

f f..l '/ ~ -R,A 
l ';l., l., ,., 

( 2 . 7. 24 ) 

la ecuación anteri or e s t a bl ece l a re l ación entre la ro~ación me­

dia de un punto y las componentes del tensor de rotación infini­

tes imales. 

Ejemplo 2.7.1. Sea e l c uadrado infinitesimal mestrado e n la figura 

X3 

R.i: ;¡Q ""li 

JL 

o - X1... 

y._ , 

Para la descripción euleriana de l movimiento 

e A 
v r , \/2. y n V -x:, ::. ~ "1 + o) ., ~ 2. ::. ..... "'1.. 

., X3 = v X=-

del problema 2.2. 1.,.> Calcular los alargamientos A(>:}_) J )C!!)Y las 

extensiones Ec~) .J ec"0 ) ?:3 t a 

i) El elemento OP parale lo al eje X 2.. 

2 Eringen, t. . C. "Mech,mis~ of Co,-,ti ·1 ·a •· J ::,h ;i ,.· l e y ( 19':.7 ' 
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i i) El e l emento diagonal oq_ 

De acuerdo a las expresiones 2.7.3 y 2.7.4 se tiene que 

't. 
A C~') = (q K.J... AJk. A)~ r A\·Al) = !Y'[Gk.L] tj 

\
't. - 1 _l_ '!'.) T L C!..u] ~ cr = 
(~) (\ t Yl11. nt. '2. 

:i\c.!'l) 

Para la dirección parale la a l eje X1.. 

Nt = [_o 1 o] 

En el ejercicio 2.3.1 ya se calcuJ¿ el tensor &rkL.) entonces 

~

l. 
o 

:Jt:1=c' 
x.7-,_ 

c. 2. 
Ac1c1,i_) = [o 1 • o] o 

o o 

Para calcular A(~)es necesario obtener ~ es decir la direc­
-/ 

ción paralela al eje 'J..., en la configuración deformada, por lo tau 

to: 

~~ ;: l. o o ] 

En el ejercicio 2.3. 1 ya se calculó el tensor C~l entonces 

_J_ = [o 1 o J I Xi'° J o I IC> 
'2. A~ 

>-c:!:!'l 
ó 

c2. o 11 1 1 cz.. 

' C' ~ -:;::-;.. 110 
--' 
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De acuerdo a la expresión 2.7,7 

e:c ~ ) = e e ~) -= A< Jl) - 1 :: > ('!! ') - 1 =- e - 1 

Para resolver e l inciso i i) se determinará !:} j !} 

rección de la diagonal O~ 

enla di-

IJ - 1 (o .r -r-dLI2_+d L~!i):::_I [_o 
- -1 - ir,:_ 

Y dL

7 

+ clLz r¡Z. O ºJ rO -j ~ - o ..L ...L. l 1'.," z. :z 
Aes\ - [ ;,: r, J O e, º, t., ~ -J: ( e + D ) 

0 o h -'-
.¡-;: • - -

t] 

A<~1 =- Jk(C.?+1.i-¿ ) 

Para encontrar Y\ se tiene 

OQ -= o ::E'• + dL__ .I.1.. 1- cll.I-~ 

utilizando la transformación dada por la descripción euleriana -

del movimiento las posic iones de los puntosDjQson ( eV.t ; ó Jo) 

~ ( e. 1h__, CdLJ bol.L)re spectivamente 

1 uego <'.2,9 = e i. 1 + C. d L ~2. + t dL ~~ 

1 OQ \ = V e~ -f- t/ 
1 

d L 
J 

n = 

_,-(-/~[o c. 'D l 
1 

x,Z 
f\? 

'/ c.7.+l) '-
(~ ) 

o 

o 
-

oQ__ _ __L_[o 
'og \ - jc2~:z 

e o C) 

el 1 D -
~ -

o -'- D 
t)<-

e_ D] 

~ -
c. Z.4 .D-¿ 

, z) J ~ ( ~ ª+ b,) 1 )..
í... - + ce~+ t) ).<-~):::: (~¡- J 
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finalmente 

Ec~) = e.e~) 

Ejemplo 2.7 .2 

por 

J -} ( C z + D" )' - I 

El campo de des pl azam iento ee un cuerpo está dado 

u,= e X:i. + e x.3 

U,_ =- - A X3 +- C X1 

¼=,A~ - BX 1 

donde A, 8, C, son constantes pequeñas. Si se considera válida 

la teorfa de defo rmacione s pequeñas, investigar bajo que condicio 

nes ~l cuerpo tiene una deformación de cuerpo rfgido. 

Para que la deformación sea de cuerpo rfgido se debe satisfa­

cer cualquiera de las condiciones expresadas por las ecs. 2.7.22 

como 

&/kJ.. = ¡;L. t( "'~l E1:.'- ,. et! = o 

Para el campo de desplazamiento dad~ uti ! izando la ec. 2.4.12 

se tiene 
1 2 1. 2 "?.. G,11 = +-o+ o+- o + c. -+ B = 1 + c. + lo 

4 .a =- 1 +- o +- o+ e:: t.~ ó .. A 2 = 1 + e z + A z. 

<43 ~ = 1 .J.. C) ~ o + ,::: ~ ;' ' ..1. e = 1 + e 2 -+ fl z. 

,,.- o-e.+(~ o + O - /.11=) =- - Al3 

,::;,,?>: 0+•3-B+c -AC+D = -A( 

~,~:: 0-Jll+ II -CB -+-O +O= -C.B -

despreci[anldo ~é~m]inosde orden 

[4Íi<L]::: O I O I 

o o 1 

superior. 

luego se trata de una deformación 
de cuerpo rfgido. 
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2.8 Elipsoide de deformación. Teoremas de Cauchy. 

Para fortalecer la noción de la deformación local en la ve -

cindad de un punto P de un cuerpo no deformado, se estudiará l a 

deformación de una esfera infinitesimal de radio constante 

con centro en el punto P local izado por el vector de posición~­

Si dX es la representación de cualquier radio de la esfera in­

fini tesima l, su ecuación estará dada po r 

~t:.LdX1:.dXL= d~. d'6 -=.(d'S/-= k2. ( 2 .8. 1 ) 

La ecuación anterior es una forma cuadrática posltfva defini-

da. 

La forma cuadrática de la ecuaciÓn2.8.2 medida en una confi­

guración deformada queda-rá, de acuerdo con la ecuación 2.3.9a 

)
~ l 

~tt clxlt. dxc = ( d 5 = K ( 2.8.2 ) 

que tambfén será una forma cuadrática positiva definida y la for 

ma geométrica será un elipsoide~ 

De manera similar considérese una esfera en la configuración 

deformada con radio cons ta nte ds , cuya ecuación será una forma 

cuadrática dada por 

C" t 2 º1te d xi.. el x1 ~ (d~) = k. ( 2.8.3 ) 

en la configuración no deformada, la esfera se transforma en 

una forma c~adrá tica según la ecuación 2 . 3.9b que corre sponde a 

un elipsoide . 

3 N. E Fimov., " Formas Cuadráti,cas y MaLrices " , Edi tor,ial MIR ( 1970~ 
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c;,-1::.L dX1,:. d XL. = ( ds)'- = ¡/· ( 2.8.4 ) 

A los elipsoides anteriores se les conocen con el nombre de -

elipsoide de deformación de Cauchy. El el i psoide dado por la 

ec. 2.8.2 se conoce con el nombre de elipsoide material de Cauchy 

y el descrito por la ec. 2.8.4 elipsoide espacial de Cauchy. El -

estudio de las caracterfsticas básicas de alguno de los elipsoi­

de contribuirá a clasificar el carácter de la deformación en la 

vecindad de un punto. 

Un análisis que proporc,ona mucha información consiste en es­

tudiar cómo se deforma una terna de radios de la esfera construi­

da en el punto P 

Este problema se contempla en los teoremas de Cauchy descri-­

tos a continuación. 

Teorema 2.8.1 . Primer teorema de Cauchy. 

Los diámetros perpendiculares en una esfera infinitesimal en 

~ se deformanen diámetros conjugados de elipsoide material en 

~ 

La de rnoshación de I teorema se hace a I considerar dos vecto--

res diferencia I es ortogona I es dX 4 d xi.. según se muestran en - -
-..) -

la fig. 2 .8 .1 

~ 
( --~ -~ 

\ 1'q) 

' a ) esfera b) Elipsoide Material 

Fig. 2.8.1 Deformacrón de una esfera en un elipsoide de Cauchy. 
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De l a fi g. 2.8 . la. se ti ene que la condi c i ón de o rtogona l i -

dad queda r á 

dt • ¡-.J 
, .._ 

' · =o 

De ac ue r do con l as ecs . 2 . 3. 7 

transforma e n : 

C·lkc!x.~ ) - (~ecix;) = <?.H dx
1 

( 2.8. 5 ) 

l a ec uación anterior se 

z 
el :(_J. = D ( 2.8 .6 l 

La ec . 2.8 .6 indica que el vector gra d ien t e de l elipsoi de en 

' d ' t el extremo de el~ > ~(!ltf Z~ es perpendicu la r al vector el ~ 

También se puede interpretar como el vector gradieJte del 

elipsoide en el extremo de d~1., :i.ekt dx/ perpend icular al vec-

tor dx.1 Lo anterior se muestra con la fig.2.8.lb. 

De acuerdo con las propiedades geométricas del elipsoide se -

puedenconclurr los corolarios siguientes: 

Corolario 2.8.1 . En un punto P OS ) de la configuracíón no 

deformada existen,al menos, tres direcciones mutuamente perpen­

diculares, las cuales en la configuración deformada permanecen 

mutuamente perpendiculares y constituyen los ejes principales 

del el i psoide de deformación en el punto ~ ( ~). 

El corolario anterior se debe a que en un elipsoide existen al 

menos tres diáine-tros que son perpendicu lares a sus planos conju• 

gados y son pre~isamente los ejes del elipsoide 

Corolario 2.8.2 . Si el tensor de Cauchy en el punto P es tá -

referido a los ejes principales, las deformaciones de cortante se 

anulan; es decir <?,~ = :-.,:, = <!,_?. = e ,, ::- e ,. ~ ~., o 

" 
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Lo anterior se basa en el hecho de que si se construye un -­

paralelepípedo rectángular en la terna de diámetrosen P., corre! 

pondientes a los e jes principales del elipsoide de deformación 

en t, el ~aralelepípedo sigue siendo rectangular por no ~~ber -

cambios angulares de los ejes sobre los que se construyó. 

Coro l a rio 2.8.3. La deformaciónpira los ejes principales del --­

elipsbide de defo rmación en 6 a los ejes principales del elip­

so i de de deformación en ~ 

La fig. 2.8.2 muestra las aseveraciones del corolario 2.8.3 - , 

para los e l i psoides de Cauchy material y espacial. 

a ) El ipso ide materia l 

b ) Eli pso i de e spacial 

Fig. 2 .8 .2 Rotación de los ejes principales con la deformación 
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Baju condici ones espec tales los e l i~soides pJ¿den de generarse 

en e l elipsoide de ro t ac ión o e n esfe ras . En el caio cie e l i psoi • 

des de rctaci6n, l a ce rn a de ej e s pri nc ipales se defo rma~á de -­

tal ~ancra qu e en e l plano perpendicu la r a l eje de rotaci ón se -

pueda se l eccionar c.ual ~ui er pa r de ej es pe rpendicul ares y e l res_ 

t a~te ser5 el aj ~ de rotación. En e l caso en que e l elipsoide se 

degene re en una esfe r a , cualquie r terna ortogonal serán los ej es 

p r i ne i pele~ . .i 1• , .;- th thia ,¿.., fe,,,.,- g,,,. J ,,u,,if.,_. v>tA-/4 .¡,J p i4I 1- ~ rm <IIN L 
'j!Je, Ct16 a=.o/?'"'5 f ' ..,_ ,-- &UfO 

Se' ha ob~e r vad_o/\ en l os diámetros de t.n a c 1 i;:soide en 1.;l punt ,:-

espac i al f. Po r lo ta nto se puede conc luir que los a l argamientos 

son ks coc i ent es f o rmados con los d iáme t ros de l e li'psoide en tre 
• 

los diár:,e tr us c.urre~ pond i ente s ae l a esfera. 

En un elipsoide se puede observar que l a s long.itudes de los -

ej e s principa les son tales .que a l menos i.:Ao es ma yor, otro es -­

me nor y e l terce ro es tá entre los anteri o res. 

Teo re(.1a 2.8.2 Se gundo teorema de Cauchy. 

En cua l qu i er pu nto ,P ex i s t ene l menos tres di rece iones mutua ­

men te perpend icul a r es en donde 3e presenta la particularidad si­

g•J í ente 

i ) Sobre a lguna d irección se pre senta que el alargamie~to no -­

es mtnor que para cualq u ier dirección. 

il ) De la s do s d irecc ione s ~, stantes, en alguna se presen ta rá -

un -alargamientQ que no e's: ma_y,QI'. qu.~ en otr~ _di recci' ó~ cual.-esqui~ 

ra. 
,~-: 

iii) En la tercera d ire cción el ala-rgamie·nto· es un minimax. 

Cuando los alargami entos _se ordenan como _/\ .. (,) ~ /\_c.2.) ~ i\ ( ::l ) ~ 

se conse r varán en la pro.por:ción . Ác_ ,): /\(¿) !l\,'f' l a !ongi tud d~ 

lo, ej e s pr i nc ipal es del e l i psoide de de fo r~ación . 
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De acuerdo con lo anterior la extensión máx ima E c1) = . Í':.. ( i} - 1 

ocur rirá a lo la rgo del e j e ma yor del elipsoi de de defo rmac i ón , 

~ ientr as que l a ext~nsión menor Ec~) oc urrir á sobr e e l ej e 

,r,e1or . . A la~ ext ensi ones que ocurrar1 sobre l <?s ej es princ i pa l es -

de l e l i ,:iso ide de de f ormaci ón se de nomina rá n exten si on es pr i nci - ­

pal es. 

Co n l os raz onamient os pre se nt ados en este inci so se puede a- · 

seve r ar que e l proceso de l a de formación loca l queda l o sufici e~ 
1 

t•= c l a ro. También se puede sinte t iza r que los puntos materiales . 

l oca l i zados -;obre l a es f e r a e n el punto P y sob re s us diámetros_,,' 

adquieren una posición final s obre un elipsoide en f:> y sus 

diáme t ros correspondientes. La posic ión fin a l se puede visuali--

z a r en l a s tres e tapas mos t r adas en 
ch,/-trr>rla. do.._ 

~---
1 
Ao 

'\ , _ 

a.) ~ovimiento de cuer po 
rrg ido . Tra slación. 

b') Mov im i ento de cue rpo r f-
g ido. Rot ación. 

1) Cambi o de geometrra. 

c-;g. ..., e ~ 
¡_. ,._, . .) C~ fo rmación de una 

e s fe ra diferenci ~l 

en " 1 pu nto P 
/ 

/ 

d L/,,Y,..vtad~ 

Ao 

Q,, 
~ } 

(O..) 

(h) 

/ 
-~ 

(_e ) 
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En e l movim ie nto asociado a las e t a;,a s a y b se p reser1,1n 

la s dis tanc ias origina les en t re los punt os matericlles y es ?O r 
a 

eso que se l e 1 1 0 ,11¡¡ :novim i,lnt ,'.> ds: cut-r;.io rf g i jo . En la etap3 c 

un i c amente se modi fic an l as distanc i a s ori gi n~l es y por lo t anto 

e l camb io de gecmet rf a . 

El ? ~c~e so de l a defo rmJc ión se r es ume en e l t eorema sigui e n­

t e cuya demost rac ión se enc uen tra en e l li b ro de Eringen
1 

Teo rema 2.8 .3. La defor mac ión e n un punto, de cualqu ~e r elemen t o 

l inea l se puede cons i derar como el result ado de un a tr ansl ac ión 

y una rotación de cuerpo rfgido de los ejes pr i nc i palis de de -­

formac ión y de a l a r gami e ntos a lo largo de dic hos ejes . 

' Ejemp lo 2.8.1 Da dJ la éescr i pc i ón eu l e r iana del movi miento po r 

)(_-::: 2.-X, 
°'-

.J j = '/ 

.ver i fi ca r que est a t r an sformación rnapea. ; 

( 
b~ ) X 'L t • ?. ., ~ t. 1 z.. i ) La e 1 i µ se ~ + ·y ::: b en e 1 e I rcu I o X -" ~ "" o 

i i) r 1 : 1'r c J lo 'i(::z. ..J.Y ~c/-1;;n l a el i pse ( ª.,~)x''- +.'.J-z;a.'­

A,-, l ic.:id ,, 1;, t r.:iri sformac i6n x~ 1x • 'f ~ 'jª la elipse 

( ~i ) X'"+~ z :: bz se tiene X 2,..:, z = b 'l.. 

Pe... re 2 1 -, _ 'so ii ) se o?lic a l a tr"lsfo rmaci ón ¡¡ I circu l o 

'x.z+'li :-,, r.. l' , e t ie ne ( i~) t = a. i. 

.. ,, L. ( a i • J.. - -l. " e =- ,::¡_ 
\ -¡:;1- ) 

(J 

"" i[l V 
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2.9 Defc mac ione s y direcc ion es principal es . 

En e l inciso ¡inte ri or se dijo que la de for ma c ión gira las di-

recciones pr incipa l es de l e lip so i de de deformación en P a las 

di reccione s princ ipa les de l e l i psoi de de defonnación en t 
También se d i jo que en l a s direcciones pr i nc ipa les se presen­

t an los valores extremale s de los a l a rgamientos. Entonces convi~ 

ne conocer las or ientaciones de l a s d i recciones princi pal es res­

pecto a l s i s tema de r e ferencia que se esté utilizando;para ello 

se requiere plantear el problema para encontrar los valores ex-· 

tremales de los alargamientos. 

Si 1,)1<.. ==-
JXI<. 
~ 

son las componentes de la dirección-

unitaria de u~o de los ejes principales, el cálculo del alarga - ­

miento en dicha dirección se hará de acuerdo con la ec. 2.].3 

,., 
J\ (~) ~kJ... ¡\)k !.I¡_ ( 2.9. 1 ) 

en donde N.1:. debe satisfacer la cond i ción de ser un a d i rección 

unitari a . 

~l.. µk:¡\)t._ .:: ¡ Ir l,i,,,, ~l.. /J"'-NL -f =o.::. 1 -J'k, /JI<. /\,t ( 2.9.Z ) 

El problema de encon t rar los va l or es ~~ t~amales de la ec . 2.9.1 

con l a condic ión de que las variables independientes satisfagan 

la restricc ión indicada en la ec. 2.9.2, se simplifica si se 

utiliz a e l metodo de los mult ip l icadore s de Lagrange4 Si e;¡ es 

el multi o l icador de Lagrange, l a f unc ió r por mi ni mizar será 

4 ,,er"' por ej em. Co 1Jr ~n t , R. Y :-P~bert , D. 11 i-1 t-::; 1;c,d -: of Ma ther.,4 ti ­
c;, l Phy s ; cs" i nte rs c ie nce ? ubl ; shers, 1953 
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F ::: ~1:.1- ~< !{__ + ~ ( I - J.;¿_ ,,t{ ~ ) ( 2.9,3 ) 

de l a condición 

0? [ G, é L )J¡,_ N1.,. + {j ( 1 - J"k l.. ¡\),k A{) J 
e,1,\J11 

o ( 2.9.4 ) 

se obt ienenla s exo res ione s siguientes 

(<:r,:L - (,dkL )N¡_::: o 2.9 . 4) 

• 
El problemz indicado po r l a ec. 2.9.4 esun caso particular 

de un mode lo matemático conocido con el nombre de Problema de 

Val ores Caracter(st i cos y expr esado en forma ma~ricial de l a -

forma s iguien te: 

6 'í ).. )( ir b'+''- ( 6 - ) I J t o ( 2.9.5 ) 

De finición 2 . 9 . 1. A los vectores 2; .que satisfacen la ec. 2.9.5 

se ~es conoc1c: con l os nombres de vecto.-e s ca racterfst icos, - -

eigenvectores o vectores prop ios . 

Def in ición 2. 9.2 , Los , a tores del parámetro). que sat isfacen 

l e ec.2.9. 5 rec ioen el nombre de va lore s caractedsticos, ei gen ­

va lores o va lores propios . 

La identificación e-: '0° t~rm ' nos de l a ec . 2.9.4 c~n l;, ec. 

2,9.5 sen tal e; que al .e:1sor de Gre e--i <,·k:.. le corre sponde h 

ma't r i z 

identidió d 

6 / 

.I. 
-) 

l a delt a de Kronecker <l~l. 

e l mu l ~ipl ic Jdo r de Lagran ge 

" 

con la mat r iz 

q con 

'.-
"/ 

e l vv l or carac te rrstico 
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,;\ y e l vector asociado a l a direc 

ción de los ej es principales NL con el vector caractedstico ..2;, 
La ec. 2.9,4 se pue de expresar en terminas del tensor de La -

grange E~~ usando la ec. 2.4.4 y queda 

(E"r..J... - f: ";;k J.. )'N¡_ = D ( 2.9.6) 

donde 

I= = ± (G,-1) ( 2.9.7 ) 

valo,eo. ' 
; ,. 

El metodo ·que mas se .icomoda para resolver el problema d~ca -

rac ter fs,ti·cos, ya que <!ik'- :r4L son matrices de 3x 3, e$ el de 

encontrar las r a (ces del polinomio caracter(stico~ 

Oefinición , 2.9.3. Se denomina polinomio caracterfstico al deter­

minante del s istema indicado por las ecs, 2·.9,4. o 2.9.5 o --

2.9.6 igualado a cero. Asr para la ec. 2.9.6 el polinomio carac 

terfstico será 

Eir.é - 1:,1. JE','b 

\EkL -E~L, = 1 ~~, fJ,_ - E" i;;,. ?> 
1 ~ o ( 2.9 .8 ) 

¡;:3 1 E.3:z. E., 3 -E 

De acuerdo con teoremas desarrollados en la teot-ra del pro-

b l ena de •1¿; 1 ores caracter r st i cos se puede · co~c I uf r 1 o sigui ente 

oa •ra el c ase Muy espec ia l de l a matriz '=1c.1..,. 

5 ve r .~or ej,,r,,. t/11:.:í,ison , J. H. "The Al gebraic Ei ge n·,al<.!e 

?rcb]c,;;,, :la1·c,0Jori Pr,ess (1965) 
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i ) Ex i sten t res valores de e: ind i cados por 

re s vec t ores 1::1, AJ~ µ , a ca da va lo r ;.o( 
J - ~ ., -,, 

E:, J €a ':) E..3 . 
) 

le corres~onde un 

vecto r !}o1. o( & 1, :J., ?) • 

i i ) Po r ser e l te nso r ~k L rea ljsi métr ico s e puede a severa r que 

los valo res caracte r(sci cos f:,x y los vectores car ac te rtst icos 

/::!o<. son real e s . Además los vectores carac ter(s t icos se r~n ~­

ortogonal es . 

De f in ición 2 .9. 4. A l os va l o res de l mul t iplicador de lagrange /Eo< 

que viene n a ser l os va lo re s ca r acter ( s t icos de l a ec . 2 . 9. 6 , 
d..e./o , ,.,.:~ l.-4#,1.4,.,J., )', ~◄ J¿jJa.~ . he. c.t..!,.t.l .. ,.I ...,. <!.6 .i ~A -.,,, •• l' lerL,,._, ei..(__ 

rec i be n e l nombre do/'\_s o luc i ón sel eccionado, las deformaciones · • · 

pr i nci pa le s se obtienen a l ca lcu l a r las rafee s del polin~ io ca­

racter(s tico. 

Al des a r ro ll ar l a ec. 2 .9 .8 se ob tiene 

!, - 2. 
-E + II:'. /:::. TT E E-+-N = 0 

E' 
( 2 .9 .9 ) 

donde los coeficientes del po i inomi o e stán da dos por las expre­

s iones 

_rE E;:1:: = f::11 +- E:;;.~ +- E'3 3 ( 2 .9 . 1 O ) 

R e,- - J:." , , " 
..:rr = ~ ~ -3=- ~ ::.3 3 "'11 + ,, ;:: ~1- - ,:. ~~ - .!"3 , - .1:,; 

E' 

ic., , F:~ :s ii=, 1 E,3 E II E ,:¡ 

JI 1: =1 + + 1 ( 2 . 9. 11 ) 

lé'~ !1_ f"'~ ., ~ 31 €3~ ¿ ~I i=,_ !l. 
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JII;;-
l. 2. - 1.. 

= )=,, ~,. €:,3 + ~ k,~ E,,.'!>~ , - Je:,, F-U - ;€_u E3, - J:~3 ,1;;, , :¿ 

R'// 12, 2. € ,:, 

11I,t == l ~~ I f:é._, :;_ E :,.'f!> 1 ( 2.9. 12 ) 

.E:31 K3 2,_ E 3 ?> 

Definición 2.9. 5 . A los t r e s vec t ore s car acte d st icos /::do<. a- · 

soci ados a las t res de for mac iones pri nc i pales ~"'-- ;, se ~es ! laman 

direcc iones pri nci pa l es . De sde l uego que, de acue rdo con e l mét odo 
~e. 

seleccionado, l a s direcciones principales_Acalcularán de los siste 

mas de ecuac i one s homoge neaSque resu l t en al sustituir los vale - ­

res E .( en la ec. 2.9.6 es decir 

i) Para ~, ,se forma el s istema (1:: 1<.1..., - 1:1 ó1<.i .. ) AJ, L = O 

i i ) Par a .E se f orma el sistema (i<k.t... - E:,_ J;,,_) 41... 
: D 

1. ) 

i i 1) Para ~ I 
se fo rma e 1 si stema ( li,,,._ - "'..3 I'it._) ~'- = o 

El Tensor de deformación se simpli f ica sensiblemente cuando 

e l s istema de r e ferencia ut ilizado para su medición coincide con 

l as direcc iones principa le s. En este sistema de referencia la s 

direcciones pri nci pales ~~ debe rán sa t i sfacer 

No<.k. = D pa,r ""- cJ. =f k. 

~ o(, K. 
po..,,r"'-, o( = k:. 

ent onces 1'k~ en este s i stema de re ferenci a e s una de lta de - -

kronecker, e s dec i r 

tJ-<. k. = Óo( t, 

( 2 .9 .. 13 ) 
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Al sustit uir¼_j,-¿,:..._en la ecuación 2.9. 6 s e tiene 

E¡::¡__ tJ,; L E r{ rk L ~':f. L = E~ rJ~ t ( 2 .9. 14 ) 

NOTA 2.9 . 1. Una ray a ho rizonta l sobre un (ndice indica rá que se 

destruye l a notación suma; es deci r 

¡;; "'- }) :-:_ i,,_ ~ ;n d ic2 suma sobre e l i nd ice o( 

susti t uyendo la ec. 2 .9.1. en l a ec. 2 .9 .14 se tiene 
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(A./ -=- t = G/t::.L ti xk dXL =- ¿_ (q-< (d x-<.):i.. ( 2.9,17) 
-<. 

donde lo s <'.:;e< ll amados números propi os se calcul a n con la ec . 

2 . 9. 7. 

Los alarg am ientos ca l cu lados con las ecs , 2,7,3 y 2.7.4 toma n­

do en cuent a 12 ec . 2. 9.1 7 y l a ecuac ión del e l ipso l de e s pacia l -

en t érminos de los números propios~~ ~ ~kt qued an 

El:L ó"' L-= E~ 6~t_ , - , Á. 
A( o('\ -= ~ -= ~ 

_:x,,"-
que se transforma en 

e::-l:"'- =- [':1 t)~ \( t 2. 9. 15 ) 

La ecuación anter ior puesta en forma ma tr i cial queda 

E:,, ¡;;¿ /:J.. ~ !: .R' o 0 

E,_, ~, ~ ¿J.3 :::. o E.,_ ºI ( 2 . 9. 16 ) 

k.31 .E;;,_ .1.:.3 !:J o () E.~ 

Lo anterior denie str a. que la s deformacion es princi pa les Ec. 

son- deformaciones norma 1 es a see i adas a I os ejes pr i ne i ¡:>a l e s . 

Tamb ién se ouede ase ve r a r que l as componentes de cortante 

·(E;:._ p~-,,. k.-:#-J..)se anulan e111 un sistema de referencia paralelo a 

!os ejes ~ri~c i~ales . 

La ecua ción del e li psoi de de deformacion ref ,:; rido a un si s ­

tema de referencia princi pal queda como 

d .t.( = 1 
A ( ><) -= -

le. J ~ 1 ( 2 .9. 19 ) 

como Ac"'- l == >. co( l se tiene qu e 

t 
4o< = _j_=);o( 

~ 
2 .9. 20 ) 

Tamb ién se puede demostra r q~e las direcciones principal e s del 

elipso ide de de forma ci ón maLer i al est~n re lac ionad-,s con las 

dircc~ione s pr! nc ipa le s de l e lip soide de de fo rmación espacial 

me dian te las e~¡:iresiones si guientes 

No<.K.== xk,1r. '{\~e./vc.~' ( 2 .9. 21 ) 

flc1~ r-;;,, = Xe. 1::- N~ ~ V "-o( ., 
( 2.9.22 ) 
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Lo s coef i c i en tes de la ecuación carac t e r ( st i ca c uando se 

utiliza el tensor de defo rmaciones refe r i do a l os eje s p rincipa­

les ( ec. 2.9. 16 ), quedan 

IE'= E, +-E,.+ E:?, ( 2.9 . 23 ) 

TI__ = E.t E3 + ~3 E
1 

+- E., 6 2. 
t: 

1I[E = E. 1 E~ E~ 
0 

( 2.9 . 24 ) 

2.9.25 ) 

• 

Puesto que las longitude s f ísicas no cambian en una transfor­

mación de coordenadas, se tendrá que los términos .Ic > .JT,. .:J 

.ill'E son invariantes respecto a cualquier t ransformación de coor­

denadas. 

Definición 2.9.6 . Al término I E se le llama primer inva---

riant e o i nvariante lineal del t ensor de deformaciones E.,,_ . AJ --
.n., 

t é rmino/-. se le ll ama segundo invar i ante o invariante cuadrático 

del tensor de deformacione s E1::.. y,al t érmi no illc<se le denomina -ee,o, r 

invariante o invariante cúbico del tensor de deformaciones, 

Des de luego que exis t en invar i antes de l os te nsor e s de de for ­

mación de Cauchy, Green y Euler y se puede demos trar qu e son - - ­

válidas las r e laciones siguientes 

¾ "' 3 + Te; ( 2. 9 . 26 ) 

_n:Gí = :3 + i.¡ I~ .¡.._ '-1 JI.~ ( 2.9.27 ) 

• 
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II[~ =- ~ + '- If!: + <I ITE: + t/ m:~ ( 2 .9. 28 ) 

...e'- = 3 - ~ re. ( 2. 9. 29 ) 

TI(!_ =- 3 - '-l I-e._ 
2 ,9 ,301

) 

TII.(! = 1 - ~.Ie. ...¡.._ ,¡. .fI e. - ~]II. e. 2.9,31 

Nota 2 .9,1 . La rep resentación g rá f ica de l e s tado de deformac ión de 

un cue r po en un pun t o, se hace medi ante los conocidos círculos de 

Mohr. De bi do a que esta r ep re sen t ación g r áfica es similar a la del 

e s ta do de e sfue rzos en un punto, l a descripción de los círculos de 

Mohr se ha rá en el cap itu l o 4 , pa ra no hacer má s ex tenso el capf -

t u lo e n desarrollo. 

Ej emp lo 2.9.1. Dado el t enso r de defo rmaciones de Lagrange 

como 

O . 0 0 9..s - O. O(; :l o 

[ f"t.L] = - t: . oc 9.. :> , O o 1 _ o .t e I 

() - o. ó O ( ('.) , () O f 

deter~1nar las defprmaciones y direcciones principales pa ra e st a 

de fo rmac ión. 
Rt 

De ac uerdo a 1~2.9.6 el problema de deformaciones y d i reccio 

ne s pr i nc ipa l es se r e duc e a r esol ve r e l modelo s i guiente 
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(fk i.. - E J::i) }JI.. = i) 

' 'c a fnrm.~ rle enc0nr:-2r los va lores de F . ~s re 0,o1vie nd0 l a 

ec. caracte rf stica dada ?O r 2.9.9 como 

3 • •¿ TT r TrT 
- ¡¿ J... I¡; t:; - L;; i::: +- G.. ~ = u \o , 

Uti lizan do las aes. 2 .9. 10 a 2 .9.12 

I k :. r.:1t;e_ == S·S'XJ0-3 ,'r 
\ \) 

¡'º 
• 

-1 ff -
¡¿ 

:l._,, "/1 
-1 ., lx ,ó º ¡+ =i. s-

~ j I é) 

DI - =i I j_, s 
X/O + '/-U!'?=:¡, 'é:X!0- 3 

::l. - ~ 

"'"' o 

TI[ =: 
. [ 

:;_. y 

-~ 

o 

- '.2.. {) 

~ -1 

- 1 

,o 
¡,,/ 

, 
,v 

- S -3 
;< / 0 : ::i_ 'J../ O 

,v 
-~ 

3 -3. 2. ,)- ~ . ~:; 
- k - s. ::;'l._'¡.[)_ E. - :¡., [;'.¡ I D E -+ ~ ::i.lü· .:: o 

1~es ; 

haú.c ,,¡_,.., 
\ /'7 

/e)' 

\O 

3 - 'f 
11 • X/ D'- - L > 

v ~ 

)..,::c.EXLO
3 

- 'I , 
x 10 A~+ 7, s 

- '! ,. ., . ; 1 
I o A + ... . , ''-' = ó 

, 
)_~ ~ r ~ ;/~ J 

/ ( ~\ 
t 

- ::- ::: )._ .+ ::¡. s \ 

Uno de los mé todos uti l izados pa r ~ reso l ver la ec . 

e a) 

(b) 

( ,. \ 
•~ e l de Newton Rap hso n y divis i ón sintética en donde se 

/ 
ti e ne 
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"P(;,-) =- 1 S, 5 ;._ + 1- , 5 /\ - 2. = D 

l '2. P().') =- 3 ), - tl )\ + :/.!-J-

las ra(ces se pueden obtener mediante 

'\;,+¡ = '\· - ?('() 
l. 

?1(fc l 
( Q) 

'° I Por l o tanto, see (; =o . 5 

,º 
5.s -=7-' ~-

t) . s -~.s-
-$,O ~ 

_..:..........:. __ __:::...:..:..:...: __ ~ 
b.~-1 _; ?Cr,)=-o.s-

3 -1 I :¡ • :;- r· :.í 

1· 5 -1/,iS-

.3 -Cf,'S' ;) ,+ S-

1 

PC 1i) ~ J .-:;.s 

,/ 

Ap I i c an do <'.!. 
J 

r~ ::. o, S-
~.S' - O,s - O,IJ'=CJ./3::i.., 
~- ;r.s -

i' ' - $, s ::/-. ,-

tJ , .3.Q. I • '::¡ 

- :l . D 

/, ,¿, ::¡. 

e .. 2;:_ 

- S - 18 s, ?3 - 0,13 pu;_)-= - t). ¡3 .,, 

3 - I I 
:J ,-, . .:, 1 ,::, , -311... 

(!). 1 ' - 3. ~ 

1 ; : ¡ -
P ic-r;__) =- /, 3 

3 - JO, ú </, 3 ,) 
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A,11: cando cz 
./ 

re. = {) . .3 :i. - - º· ,.t 
..¡. ~ -

0,3:;--1-0.<l!) 

5. '5' :¡, s - :;. t;,3$ 

o - !, g J.. 

-s. ,::r .s.:¡. l:) 

Luego )_ I = O. 35' 

la zc. cúbica se reduce: o una ec. de ;ºgr¿:Jo dada ;,or 

2.. >- -$.IS)\ +5-:.-=o 

resolviendo esta'ecuación se tiene 

1' = ;¡ • ::,-:¡s -+ (i..~ -S-·7 
1 ~ J. :;-¡.,s-, !: O, ,¡~­

por lo :anto 

>-¡ - ).l..ts 
l. -

l\~=3.S'"--S 

o. :35" 

Su5¡_ituyendc los valores de )
1

, ).l...Y ;>.;> en (a) se obtienen 

las deformaciones principales 

-'3 
;;:

1
-:::o-~sx,o 

,.1 

- _ _, 
(:....,:1,,,.s;1.10 

~ 

~ -~-~-,:sx,o-:. 
3 -

La~ direccicnes principales asociadas a cada va,or de la de­

form;,ci6n pri,icipal, se obtienen al substituir los valores !:o( en 

la ec. 2.9.6,e 0 de:ci, 

Para ~,, se forma el sistema 

( EKi_ - €, • ¡-1'-L.) "1t- -= e) 
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l

~- :,--o.?,!, 

-!'<. 

o 

- :l. 

A. - O,!,,s 

-◄ 

:{• , ~ /J,, - ::i_lJ,'t ,a ,) 

-~AJ
11 

+ ¡. ,s- ¡\_)•'l - N,a.,, il 

·o I rll 
-, 1v,2. 

1-0.3S /J
1
1:) 

-::.. D 

(dJ 

(+'J 

(J_l 
- AJ, ,. + o. ,s JJ,?, = e) 

que es u,i si5:ema Je tre~ ecuaciones con tres incógnitas ?ero s6 -

lo dos de éllas son independientes y la tercera ecuación resulta 

de la condición 2.9.2 dada por 

t 'L t. 
IJ., -+ lv, 'L + tJ,:, =-

"l; (h ) 

&.,,te,&;, 

despejando de¡l(d)y (g) N,, 
.u..u... 

y AJ,!> respectivamente y sustituyeo-

do en). h se tiene 

JJ :: 1 ' o +::s >J,, ' 1 , ... ., 

N 
1 

..?2 -:::. 1. ~ :;,- N 11 
(¿) 

'2. 
z. ,. +! !\.),, ::. / 

Al,, + /. ;5N11 + 
~ -

JJ,, =- Vi,¡; · -
-1 

+- ,f.ss x, o 
l/, ~~ N, 2 

=- 1 ' ,; 

sustituyendo en ( i ) 
_, 

tJ,1.:: ! ..¡ , ~, Y.10 

De manera similar se obtiene 

' 

-1 
-1 

+ + ,";S'~I D . N - + 3, lÍY. 10 
4 i - -

I.J~, -= - ..., 

¾,::- t9.':/XID-t , AJ,;,. = 
+ 'f. t/H-10-( 

-( 
(\), 

3 
: !' :/ · S 'J( 1 0 

; N.
,. - 'f -, :.~ = ~ S· XIO 

., ,.V_,
3 

= + /,=ll'XIO-/ 

Existen otros métodos para resolver el ·p roblema de valores ca­

rae - ter(,ticcs, y uno de los mis utilizados es el método de Ja -

cob;. En el ~pendice A se describe un programa de computadora ' 

que resuelve el problema de va lores caractertsticos por este méfodo. 
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2. 1'' i:cuac iones de Co,npa t ibi l; dad. 

Se hJ trabajado e n un es pac i o de t res dimensi one s y se hande­

fi nido l os tensores de de formación de Green y de Lag range en 

té rm inos de se i s componen te s i ndependi e ntes. Dd acuerdo con la 

ec~ación : , ~. 15, dichos •en seres se ?Ueden exp re sar en té rmi nos 

de las t r e s compone ntes de l vector desplazamientoU~ 

/ ,...... ) - 1.(U, k -kL=1::l<q,.t:1... -o)G¡__ - :i.. 1e)¡_+ 1J L;1<.+ U,..,,)k. u ,..,) L..)c 2.10.1 

Es fie l I comprobar que si el vector desp lazami ento Lk, po -

see deri vadas pBrcia le s de pr imer o r den contin uas, entonces se 

podrln calcular las seis componentes independ ientes de los ten­

sores f1e.L. y C?é:1.. , segCi n I a ecuación 2. 1 O. 1 . 

Tambi én as v~!i ¿~ ~l ~nte a r e l p roblema i nverso; e s dec ir , st 

da da s la s sei s componentes del tensor de deformaci ón k¡"-'-- ' 

exis t e un campo de despl azamie n to cont inuo, rnonova l uado ~sacia­

do a d icho t ensor de def ormaciones. Al obser va r la ecuación 

2.10. 1 se pu ede concluir que es un sistema de se i s ec uac iones 

en de r i vadas parc ia l e s - una pa ra. c ada componen t e in dependien­

te de l t ensor - con tres incógnit~s U.1:: . Es de a firmarse 

que el sis t ema 2. 10 . 1 pue de no t ener solución par; las tres 

incógnita s Uk. , a meno s que se sat is fagan c ie rtas cond ici ones 

de i nt egr abi l i dad. _La s cand i :i one s de inte grabi 1 idad consti t u 

yen un con j unto de ecu c lones e n derivadas parc ial e s que l nvo 

h c r 2n ún e amen t e a ! '~ componen tes de E kL y ~e denomi nan e­

- uac i one . 0 P compa ti b i l idad . Cua ndo , 2 vial n l a s ecuaci ones de 

comp2ti b i 1 i d .. ·1d ha br-~ .~e ·· spe r ar se campo s de 1espl 3 z amicr. to ~ue 
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no sea>' ·.Íricos como los mostrados en la f ig . 2.10 . 1 . En la f i g. 

2. 10. la se tiene loca l izado un triángulo en un cue r po no defor­

mado. En las f i gs. 2.10.1 .by C se pre sent an pos i ble s confi gu -

raciones deformadas asociada s a deformqc ione s que vl ol an l as e - ­

c uaciones de compa ti bilidad. 

@ 
a ) C~n f ¡s1 rcciOn 

no d·sf - - ·od '-' . 

b) Conf i 311 raci 6n 

de for r:da . 

' ,,.,- .;: 
·•t_"'- (@ ~ e 

e) Configur ac ión 

du formada . 

~ig 2 . ln . l. ll us trRc :on esGuemat ica de configu r¿c ione s de fonrada~ no 
c om·1 .c:-i t- ~b l es. 

Un a forma de obt e ne r las ecuacrone s de compatibi I idad con---

s is te en e liminar los desplazamientos Uk.. de la ecuación 2. 10. 1. 

Ta l e l imi nación se deber á l l evar a ca bo mediante de ri vaciones -

pa rc ' al es . Es conveniente acl;,rar que pai::~.e,I c aso de de f orma -

c ione s infini te si males este proceso es relat ivamente si mple -

mientras que ~a ra las defo rmaciones f ini ta s el proce~o ,~sy l ta 

se r t ed io so . 

Otr o'! forma pa r· a obte ne r las ecuac iones de compatibi 1 idad 

con si ste en hacer uso del teorema siguiente 
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Teo r1:?rna 2 . ! 'J. 1. Te -:, r ¿,r:,u J~ R i eniann. Las cond i :: iones n~cest r i --:, 

y s ufic ientes pa r a que un tens or s imétrico a ~, Jea un t ensor 

mé t ri co en un e sp ac i o e uc l idaanc serin: 

i) Que Q¡ze sea un t enso r no s i ngular, posi ti vo de fin i do. 
(<,) 

i i) Que se anul e el t e nsor de Ri ema nn • Chri , toffe l , Rl! Wtn 

formado con ta l t ensor. 

Pa r a a rgumentar el JSJ de l teo r ema de Rieman n convie ne recor ­

dar que l a s config urac iones no deformadas están referi cas a un -

s istema ca r tesiano. Tamb ién las ma gnit udes a l cua drado de los -­

vectores d.f' '.l el J: están dado s po r las ecs. 2 .4. 1, e s decir 

(d S)\::: ~K I... clXl'.: dXL.. = ~id dZ1t. d:(p ( 2. 1 O. 2a ) 

(Q~) ~= G~L dX1edX1... = Ók~ chic. dL~ ( 2. 1 O 2b ) 

Desde luego qu~ se consideró que e l cuer po en su conf iguración 

no defo rmada como en s u conf iguración deformada e stá en un es- ­

paci o eucl ideano. La ec. 2. 10 .2a indica~"" la long i tud original -­

se puede calcular e n e l sis t ema X.~ siemp re y cuando se conoz­

ca el t ensor de deformac i ón de Cauchy. La ec. 2.10.2b implica -­

que la longitud deformada se puede calcular en la refere ncia ---

X~ c ua ndo ~e conozca e l tensor de de formación de Green. S i se 

p iensa en el movi mieni:o d.e:finid.o por la ec. 2.2 . 1, es decir 

X1z.. = Xt, ( X,'c. 1 f; ) , ( 2. 1 O .3 ) 

como una transformación de coordenadas de la referencia r ec--

ta ngular Xk. la curvi I ínea X1z. entonces el tensor de - -

,.., ~9 

G,;.:Jc~., <!..1ee juc:ga -..'1 por,~ Je un :.c:n~~r né t r =c._. en la::: ::.ocrdcna- · 

de.is curv:lfn~a s Xi,.. Lo ni-5;"T"c ~S: ... tiliJo ,>aru ~¡ tensor de Green 

G-, ~¡_ en el movimiento i,,e·,o dddu por }¡¡ ~c. 2.2.2 . A ... .:!:ná~ - -

con,iene recor dar q ue ¿1 ..,_:--1 t.::)p¿:•,:. i.., c: ... .... i ·.._;~._ nu sei s cu .... . ,.H.1 1.H ... ..;. 

cualesq v-i e ra aJt.q consti tuyen -,n t"~sor mét.ico s i satisfuce n 

e 1 teoreH10 de R i ema nn . 

Conviene r ecorda r que los tensore , <?.te '.:16.t¿ sat i ,facen el · n­

ciso ;¡ ue l Teoreru de Rl ~md nn. ·Además e l tensor de Rieman n- ChriJ 
(c..l 

to ffel, R._ 1,,.._ 
) 

fo rmado con e I t ensor O.¡¡~ re s u I ta se r 

(a.) 

R ~h"'YI.= -t ( ª '-11., ' "'- +- Oi ,,,-'1e,,_ - ª~,,,,) u1 - 01. ... , i. ...,._) , 2. 104 i 

+ a~~ ( [l l->11 s J [ ~ "', Y~ ] - [ ;1"', =-] [ k "', ,-] ) 

donde [lz.R ? ,v1J es el s(mbol o de Chr i s toffel de ;irimera clase - ­

cuya ex pre si ón está da da po r 

[H,tYt] = -k ( Q i!.wtJt + úe""', k. - ª ke ,w. ) 
_, 

y Q,s e s e l i nvefSP de C( rs de t a l mane ra que deberá satis-

facer la expresión si guiente 

-\ 
a.,,s C?s~ = Ci t1 5 

-1 

ª!, ~ -:a Ót1( ( 2. 10~5) 

Entonces para c;'..J e C!Hj'1éL seun censare; mé tr ' ccs ,e re c, u i e ren 

que sat i s fa ga n l as exp res iones siguientes 

(ti) 

RtU•(N == o 

( C!. ) 

f< tt ,,,,. -e::: o 

( 2. 10 .6 ) 

2 . 10 . 7 
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DE 
MEXICO 

El tensor de Riemann- Chriestoffel I Rklmn en -un espaci;o de tres OEPF 
1 

d i menc iones posee 81 c omponentes pero únicamente se±s s on alge­

braicamente independí.entes y no representan 1.1na :Ment±dad de 

ceros, La ec. 2 .10,6 conduce a ecuaciones en derivadas parcia
0

les 

en términos de GKL y constituyen las ecuaciones de compatibili-

dad para dicho tensor. Las ecuaciones de compatibilidad para el 

tensor de Cauchy se obtendrán de la ec, 2,10,7, Las ecuaciones 

compatibilidad para los tensores de deformación de Lagrange EKL 

y de Euler ekl se obtendrán usando las ecs, 2 . 10 ,6 y 2.10,7 

junto con l as ecs. 2 . 4.4 y 2.4.5 dados por 

EKL = ! ( GKL - á°KI/ ) 
2 

ekl = ! ( ckl - ~ kl ) 
2 

(_ 2 ,10, 8) 

(_ 2,10.9) 

Si se sus t ituye la ec . 2.10,9 en la ec. 2 .10,7 se obte ndrá la 

expresión siguiente: 

ekn, 1m + elm , kn - e1n, km - e. l¡:m, ln ~.· ,,. •.• ~~ 

- l 
-crs [ (e + e '" - e ) kr,n nr, k kn,r (e1S 1m + ems , l - elm,S) (2,10.10) 

(e + e - e ) (e e - e . ,l kr,m mr,k km,r 1S,n + nS,l ln,SJJ = O 

Para el caso de querer l a s ecuaciones de compatibilidad del 

tensor de deformaciones infini tesimales e;_1 los términos 

lineales de la ee·, 2.10.10. son los únicos que se conservanrán, 

quedando : 

e +;;- - e -e kn,lm lm,kn km,ln ln,km o (2,10.11) 

También se presentará el método de eliminar las·: componentes 

de desplazamiento para obtener l as ecuaciones de compatibili­~ dad del tensor de deformaciones infinitesimales ekt , De 

acuerdo con las ecs. 2.6 . 2 se tendrá: 

"· e-_, 

,t 
2- 8C 

ek ,: 1 Ll -z \..__ /¿) l_ 
...l.. Ue , )' 

' ) I,,_ ( 2. l O. 12 ) 

der ivan do dos v¿ces pa r c i almen te la ec uac i ó n an t er io r respe c to a 

1..,.1 '_; X71 se obtendrá 

,:::, 
-l-,( 

= ..J_ ( U, . " + L/ 
),.,. , ·r: !-l ,c; :;i<h1Y\ ( . 

) ( 2. 10. 13 ) 

de manera si mil ar s e podrin ob~erer las expre ~i o nes sig u ientes 

, . ._ ,, 
e.Ml'\; ~t =-1:( u..,,,111.2.-!... Un)r>t tt.) 

( 2. 10 . 14 ) 

r--

e. l..v\ ) !.:, ~ L -k_ ( U.e.;11!.:,m + U ,-; , .Ut l•' ) 
( 2 . 10. 15 ) 

,. . .._ ~ 

~ ( e. . - _J_ :),,, + (), . 
I,_ yV\ J 1 >'- - ~ ·- , h1 ..e n, r~ J ~ l.. YL) 

( 2. 10. 16 ) 

: omb inando l ~s ecs. 2.10 . 13 a 2 .. 10. 16 se obtend r á la ex pre- - ­

sión s iguiente 

"" ~ A..., 

e 1el , ";""' t-
CJ 
l..._"vt1 1 d .. e. !,·,';, •• e1;: ,,,, u 1 ( ) ( 2. 10. 17 ) 

es f~c i I demostrar que 

A-

e.¡z e, ~1 "'-- +- e "" ,,_. k i 

De las 81 ecua c i ones 

"--

e b, 1 .• -t­
, ¡\ ~ 

e< l-l· j. ~ ·c. 
( 2. 10. 18) 

indicadas por las ecs. 2 .10 . Í1 o 2.10.17 

unicamen te s eis s on a l gebraicamente independientes. Las seis 

ecuaciones de c ompati b il idad expresadas en un sistema de refereo 



cia rec t angu l a r con , ad ables X,J , ;t. quedan 

...... ~ ,._ 
.::. e..6L 
~ 3 a;: 

'?) ( e) t ,-
-- -- -~ 

ox. '?l :.c. 

~ 

.•-... 
~~ 

<)_:.:::.g 
e) j 

~, . 
v1.e~'.j ~2-(-
~ -:- =.- ~ " 

d ¿~v i. 
--....-:, 

cJ. ~7.X. 
+ -----

o A.. :., ,L. -
l , 

...._, ,._ 
C)' ----, 

'-' -~ 
') :,¡ ¡¡ :; -

-2_( - )~ -
d ii!: \ Jx. 

~ j 

A., 

d e.!X. 
e) _'.) 

2l2..x :j )=o 
D :ii 

\ ~ ) - ,, e;,.. ·1 
~ -D 

c) ;t -

+ .d e'x..:)-, 
.,;,; .z' - [) 

-. ~ ., ? , ...._ ~ r-

é) e.u .. +- 0 -e~j _ ,. o exc; =- ~ 
) ~ t .:):ti. ~ :t v -1 
~ ~ 

.t ..,__ 2. :z. ...... 
')E:.;:; . .L. r.) e,-,_, _ ,t ?_E!~~? _ _ 

0 

J z:.. ~ J j J 2- -

- .., -- - •• ,, .. ~'e ....,_ ,-= 
Q -" ;< • (., __: ., • - x"~ - O - -,,( - -- -

j ~z 2 =,· a, 02 

( 2.10.19a} 

( 2 . 10 . 19b) 

( 2. 10 .1 9c) 

( 2. 10 . 19d) 

( 2 . 10 . 19e} 

( 2 . 10.13f) 

:j ..., , ,.. L :.u-Jo ..... ~ . ..._ - ·~= de f'),~;, ..i:,·,21;:, in fi ri it ~ sin;~Lz;; 

:ie un c vr:.: r,:,o 

Leu] -=-

corro 

.X 

... ~ 
.J 

:.:o:. 

.,. 
J ., 

r-

., 
;i: .e 

;"L _,.. J 

L- 32 

,..·r · ,.; ... r ~¡ : -J _-, ¿::, ch.'.U CJl1, ... _ _ ¡::J,1 Ce :lctor1uci ó;1 

c~er¿o a l as ec s . 2 .1 0 . ~: -~;:r e s en tc:v1 ?us ecs . de co-·1;,u :::: c 

'i ja .. , ¡''I las cua1es, ':>Í ::.;.! su tisf .: c 0;: 11 , ~e dS CS Jra que 1.:l ;~~cJdo 

d"Z.:fc r ,ncc i ~, es ccm?a t ibl e 

,:' :¿ .z l. 
J °d ( )¡ i. - -;; y;_ - J ~ !.. ) 

¡¡ ,:_ ) X. 
~ :=. i) 

J_1 ;;,1 tJ ~ :.:+:. 

2. 10.19a se satis f ace 

\" z ' ti2 * \ / J-:J~- i)-X ¿ 
-- + v ( - , •• -/.. - ~~ ) = u dr .,¿ ~:j DX... ,)'1 

" 

s~ t l s f¿;c\;., 2.iC. 19b se 

Y(s ) 
- - - ¿ ·-
J ( ) -;~ 

;:_ ·:-:...-
) "f ~ 

1 ~ 
+- ~-:;_~ )' = i) '. , 

,-:•L 

¿,~ ~~ 

2, 10. 19c 

;J" X L 

• iJJ l., 

s~ saLis f oce 

+ 
"\ . " e, · e 

~ 

2 . 10 .l9d , e sat is f ~c e 

3 71, 

J.: 2. 

..¡. " : U) 

L, z 

2. 10. 19e se , a ti sface 

"c) <- { s ) .¡. 
¿)-' '[ 2. 
--¿; x_ 7.. '-" '-':: -

,.,a.). ... '.. 

:i. ;) 2 j'l. 
= D 

,>:t J .J 

r 
'"\ ! 

'~---
;. J ) ¡ 

1 tlz _¿ .1'.. 

't)X. g ,r;_ 
! 

=- i) 

No se sa t i :, f acen 2 . 1 O-. 19 f 

"-

;, . "'-

1 ·Je go el t ensor eil l no represent a Jn .. s ta dc compatible de dehr . 

mación. 
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2.1 1 Deforn,aciooc s de á reas y vo lÚ11le ne~ diferenci.Jl e s . 

Las ex pre si ones de l as d iferenc ial¡_;~ de á rea como vec t c, ;' ~, 

y de vol ornen el •1r en un si stema de re fe rencia eul er'ano , son -

J~ ,_¡,.;o "rc ..:ucnt~ en l ::J ~~t cá,.,i ca del Medio Cont i nuo por eso es 

conve n iente cu a,¡,_¡ fi ca rlas . 

En l a, f : gs . 2. 5. 1 y 2 .7 . 1 se ha pre . enta do la deformac i ón de 

u~ pa ra l ela~ •~edo r ec Lan gula r. Ce nJcvo se g r nficará e5 t e para l e ­

l ep fpedo e n la f l g. 2.11 , 1 con ~ I f l~ de v is ual i zar los des a r ro - -

!, ,{t., 

J A ~ -r ~'/.. ~ Cl ·3 ¡ ..... ....> 
- l77'[ 

,~=-~_/ l:I::1. dX:i. 

: _ _ .,...., ./ ' f-'-!_ 

:¼l ~.-;, 
a) Configuración 

no deformada 

~ 2 dXz 

b ) Configuración 

deformada 

Fig . 2 .11.1 Deformación de un paralelepÍ!pedo rectangul a r 

infinitesimal . 

11 os ; i gu i e n tes 

E 1 ,,ec to r .;/q~ se cal c~la rá de acuerdo con e l producto --

vec torial de l o s vec tore~ ~ 
1 

dX. ,,-
u L'"?" e/'/(~~ 
_) --

~, C'- ,· · u X: (r • \ 
"7 _J ,, ' '-=' ·-/ , 

... _, 1 / - 2 , / ' :!. ' 
C, y (:. • 1 :<¡ :·• "< z. -- I 1 - _; :i_ ( 2 . 11 . 1 ) 

2-8 4 

usan do la ec. 2.3.7b y e l hec ho que dk~ ::- j xi dX2. la ec . 

2, 11 . 1 se tr ansfo rma en 

ºª= = xi?_,¡ X;, :.!::.h. :< L.< JA.'!!> = e~e.,, i k_, 1 ·.1t, :¿ .i:w,df1 c 2. 1 1 .2) 

Al de sarrollar la ec. 2.3.4 se I lega a l a exp resión 

J "'" lx.~, :.:. \ = e. etW\i ►1. ,(; - i. ,, , ~ 
; ~ 

( 2 . 11 . 3 

o bi en 

,' \/ -
c.J 1\ 3, Y', 1 

- e ¡¿,¡-,.., X;.,d Y..y ; t. 
2. 11 . 4 

s ustituyendo la ec . 2.11. 11 en l.:i ec . 2 . : 1.2 se tiene que 

el ª '.:, = J. 'l.. ~ J W\. !:. ,,.., d A :J { 2.11.5 

los va lore s de .::/ 91 j 4C::.:·~edr análogos al de l a ec. 2 .11 . 5 . 

El vec tor d~ es ta rá cado po r 

d g_ ,: d g 1 + d º- i ~ rl ci .. =-j (X, , 1e_ J4, +- Xz.., k. d A~ 4 X 3 , e dli.,, ) 11-¿ 

el 9: =- j ;( 1c. ) ;¿_ d A t ( 2 . 11 . 6 ) 

d a,t ,:; d x ~) .t., e\ A'c { 2 . 11 . 7 ) 

La magni t ud del área da..., se calculará med ian te el produc-­

to escalar, e s decir 

l d 1 '2 _ ¡ Z _ d r/ , _ • 2 y. '✓ d n -J A ( 2 • 1 1 • 8 ) 
(U - C,IC\. - ~• - ~ -J f\i:'.; ~ /\L ,~¡_ Mlc: e, l. 



.;.. ~ ..J .. 

De acuerdo con 1A ec. 2.3 . 10b y 2. 11 .3 lo oeiin i c iúr, d:i -

~r..:.er ¡¡. ..,•or:.Jntt.: ~~ : r. .. n:ior ~kL se t¿ndr~ 

\ Gi.t:.,._ /-:: \ X1t,1<- Xz,L) :: :i.. l: e, 1::. = -m -·----? J ~ ( 2 . 1 1 . 9 

De la def ;n'.::'ón del rw e rso del ten sor lq,tL se ten drá 

{qt.:.. 
- 1 

1-M Óc.l'-f ( 2. 11 .10 

, .. st ituyen J0 !,; <2c . :.3 /Ob en la ec. 2.1 1. 10 ·: e tiene 

-i 
X1i., k.. 1.¡l ) l C¡L.M == '¿jtf•1 ( 2 . 1 l. 11 

mult ipl ic.:-" ~º ame,~ mi e,,·o r os por Y1:., 1z. '/..l;h_ 't tomando en c uen­

ta la d C. 2.3.2b se tendrl 

-i 

X1: i t. X1,_ ¡k XL,,~ X k.,L c, L M 

-1 
Gf1."1 ::: ~,y X ~,le. XL ¡ le. 

-/ 

0¡k.L ==- X¡::,..: 
'/ 
.• \ ._ ) .._ 

~ l'-f 'Á k.J ;?.. ') L. l l,_ 

2. 11.' 2) 

sust!tu yc:nd, las »cs. 2. 11.9 y 2.11.12 en l a ec. 2. 11.8 se llega 

ex .) -~s .c.n 

' ' '.l'.J '" = r;r 
J--~ 

>i::,•.Ji•.::nte 

_, 

G-, Je. ~ -dA i:. jA l \ c.. ' 1 . i 3 

: .~:., 

De lo ec. 2 . 11 .7 s~ tiene que 

' -1 
.:)A ~'" J Xtc.,\<::. '.JO(. ( 2 . 11 . 14 

J b I~n 

d ~ = i -
1 

xi'{ ) ,c::. d a 1i. ! 1:: ( 2. 1 ! . 15 ) 

Fa r c: .;dlcclar 1~ · ; r~ -¿n.., · at de ,olume n eul e r ianc dv- se hará 

,.:, dé. ':; '.S . 1. 11 . 1 b .... 1 ,.. ~~ ~ ~ Yo li.tt,1 u -1 .l ~ t3 l _ l ez-1ipeCc -

es t ará dado por 

dv=d ª~ - <;i'!;dX 3 Z. 11. 16 

Sust ituyendo en l.; .;; c_ac ·:.~ "'"~er o r el val,~r de d<;l '!> cado 

,mr la ec uación 2 . 11 5 ,' el v::;lo r de ~ 3 dado po la ecuación -

2.3. 7b se ob t endrl 

. . \ , . ' ' . • 1 \ 
d 1,- = C1 x,,,f,_ ~lt cltle,j· (!-....,),~ k ,,., clX3) =J x? , I?, X:,. ,, ~ h~' ~- (1 A~cI ~3 

clv-=J·X~_, ~ í,.,, 3 ;:,""JV::j'X ~,~X1z. ,?>o\V~j ,:\V ( 2 . 1' . 1 7 ) 

Tomando en cuenta e CLélCi ~I' 2.'1.9 , l a (;(.JélC ÍÓn 2.11,17 - -

se puede escrioir -::orno 

c/,r = ..Í c1 V =- {fil 1 ~, dv ( 2 . 11. i8 ) 

u~ando las e c uaci one s 2 . !1 . 18 , 2.9.28 se poará escr ib ir la -

~x;. ·es;ó" _i:2J·erite 
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dV 
. , /-. 
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1 

=- ( 1-+~IE" + 'IJJ:; ~ ~,7:) 1
2 

( 2 . 1 i . 19 ) 

Pa ra e l caso espec ia l de las de formaciones i n f in! tesl ma la • , -

la ec ua c ión 2 . 11 . 19 ~e pu ede esc rib ir corn o 

clv- ~ 
clv 

) 
1/ 2 

( ¡ + ~ I~ .= 1 + If 

o b i en ,Je 1 a _fo r ma s igu i2-, ce 

dv- r.J I/ 
dV ~ le '--- T~ ,,...._ -e. 

. ( 2 . 11 . 20 ) 

2. 11 . 21 } 

La ec uación an te ri o; i ndicª que an la teo,ra de deformac i ones 

i-f ' -,'tc,; i,· 1 se l , ncr ~n:ento de -✓ol..:men entre e l ·10l;,.1e r i r.i ~¡.,¡ 

es igu.;l "'' ;rime r inva r i ante ..J.. 1:~=-J:¿- , de l ~ensor de defor­

maci o "I P. ~ in f i n ites i ma les. A l té rm i ,10 (d1r-tJ.V)/cJl/ se le ll ama d i -
\J"Ot c,C.M·LL t, t"c OJ 

1a cac i 6'}\_ y wn i c ament : en l~ t eo,(a de las jeformaciones inf i ni-

te si;nal es es igual .il _, r i.r.~r i r v¡¡r i an t e de l ~ensor de defr.. r -naci o­

ne s . 
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MECAN ICA DEL t1 EDIO CONTINUO 

Nocas prelim inares pa~a un primer cur~o. 

Ramón Cervantes Beltrán* 

V'ctor ?o r rdS J il ,a 

* Pro fe sorel 1,.esci ~a~ores, Facultad de lngen ierra, UNAM. 

C A P T U L O 3 

M C 1¡ M l N - O 

3 . 1 1 n t ·oducc i ón . 

E" el _apr culo ante ri or se es:udid lJ fo rma de poder rel acio- l 

n,r dos configuracio nes en oos instdntes específicos del mov imien 

t o. E~ deeci,· có,110 -nedir los conceptos de un .nedio continuo ¿¡I - ­

pasar de una configurac ión ,o deformada a ot ra deformada . ~s ob­

jeto de este cap TtL.lo el poder est udiar al movirniento como el 

:ambi o cont i nuo de confi guraciones respecLo a l t iempo . Por l o 

ta nto en los ~oncepcos qu e a qu{ se van a introduc ir juega un pa -

;;el ,-:L¡ i m;Jo.~t~,, ce la var:uble t_¡cmpo~ 

3.2 Rapidez de Va riación res pecto al tiempo de Vectores. 

En la cinemática de los medi os cont inuos es usual trabajar 

con rap i deces de variación respecto al tiempo de cant idades ve,­

tcrial~s asoc iadas a pu nt os mate r iales . En la determinación de 

las rapiaeces de variac ión respecto al tiempo de cantidades de 

;- 2 

c ampo transport ada s por un punto ma ter ial se oeoe tener en cuen ta 

ademá s Jel cambio en un punto espacial fijo ( c ambio local ~ el 

camb io en el ca~po como el observado por la ;, art ícL. la debi do Gni 

c amen te a si.. :novimien to { cambio conve::tivol, 

Def in ición 3.2.1. la rapidez de variación mater ial respecto al -

tiempo de un vector o t ensor ;;f e ~eriv 3da re s~~cto dl tiempo 
o 

d. <1n veccor,\ttnsor .;f. se defin~ meJ· 3nt~ i¿ ¿x ~resi~n s;guiente 

d i _ • _ o¡/ j 
d-t. - j - ~ ~ ( 3. 2. 1 ) 

lo anterior implica que las variables 2S_ p:,manece" cons• 

can t es en el proce so de deri vaci6n. Si Y ~~ una func.:6n naterial, 

es decir 

j =-, :f ( 'é, t.) _¼ ( X, t.) .r~ { 3 .2 .2 ) 

e ntonces de acuerdo con la =C . 3.2.l se de be~J tener que 

~ .. ~~~~ ( 3. 2. 3 ) 

puesto que las VG( : ,::; _ : e-=,~,i 1rn i ndt!pendiences en la r :!f ~rcnci ¿: 

mate r ial o lagrangiana y ademés _I_¡1c. es un vector fijo. Si;/_ es 

una función espacial, se tendrá que 

i = !j (:;E;~ -f) "" y,,., ( ~' i) ~~ 
( 3. 2 .4 ) 

y aplicando la ec. 3.2.1 a la funci6 , espacial a~t e r ' or se obten 





2 
dr~ la ex pres ión sigu ient e 

o-= 
--¡ 

I a_y'..ÁI ! oJÚ _g.:r'.t, ) _¡_ 
:. / -~ I -:r.: + .. :, f. -A 

, "d r: t - CJ.Z¿ . .- • ( 3 . 2 .s ) 

l o anterior .;e presenta y; ql.le de UC\Jerdo con la 1.: cuac iói1 de ,1;0 .. 

vL,,iento dado po r la ec . 2 . 2.1 se tiene que id var i able x en -

l a f unción :!/, , :Jmbi én es f ,nci6n de l;i va ri cble ~ , es decir 

~=- ,:; ("?5,,.-é) 

'r } , lf":.y' ( ~ .. =- ; =z . =:E: ('6, -= , t J 

La ec . 3 . 2 . S se ,)Uede esc :i bi r come 

,d.J • .vh . 
':,! - /_ - .,¿,_ J t - .:!. - :z:>t _ ,.. = 1Í , ..-<, L 

.._IJ¿ ---

¡ De fi n ic i ón 3.2 . 2. i. a deriva da mate r ia l d~ 

~ est~ da da por l a ecua.;ión si gcdenté 

~ t ~ = ~ -: ;-, + ~L ~tL 

( 3. 2 .6 ) 

3 . 2. 7 ) 

( 3 . 2 .8 ) 

una f~nc i ón e spac i a l 

( 3. 2. 9 ) 

A l prir.1e r t é r ·n: no •-el ,·~nbr~ .. e l e c.::·ec ha ce la · ec. J .2 .9 

se le ! lama rapide z local o e s tac ionar ia ~ientras que a l seg un­

do se . le l lama r ap idez convect ; va. 

Se puede usar e l s rmbo lo ;:t pa r a i nd i ca r l a de rivada mater ·ia l 

de vectores es pac iales y ve ccores mat e ria les de acuerdo con I Js 

expre s iones sigu ientes 

3~ U 

i) veclo res materiales X= Y'"' ( ::5,-!:) 

j.) 

z; t ¼ = X = °¿j { 3 . 2. i O ) 

i;) ve c t.:,res -é!Spac; Fl la~ ; ~ = ;4 '(t5,-~-/-.J 

:t- .'(. = $ == !f/= r !/¡u ~ 3. 2. 11 ) 

NO TA 3 . 2. 1. J~sé rvese que , en gene ral ,~ara J n YactJr es paci e! se 

pr~sen t a l a desigual d2d siguien te entre operadores 

o _L _E_ ~ -r . ,....J_ 
d4- ..J-/ '-- ( 3. 2. 12 ) 

Es fjc i l co,nprol;ar nt.e l ::; deriv.:; ca ,nacer ; .:3J ;;oedece 1", r e gl .,, 

de der ivac ión parcia l que i nvo lucran suma s y p roductos , es dec :r 

~(~+~)= :z~ +- ~ ~ 

~ 01._2,t ) = ~ ~ ÍL,{ -t- ~ * ~ 
Jcfi:1ic i~, 3 . 2. 3. El •, :::ct J r V.:: J..ic:da d _!f 

3. 2. 13 ' ) 

3. 2. 14 ) 

?.a t.., 
de una par t (cul o/\;a- -

~idez Je variaci ón 

;:,osici6n . 

mate ri al re3 pecco a! tiempo ae su ve c tor de - -

~ ? / 
~o.. 

.!/::.J!(~,-1) =--# = ~ /4 

donde ;)4 • 
Í"~=-- ~ - :nl - 2> 

.adj,adJ. 

( 3 . 2 . ¡ 5 ) 

( 3 . 2. 16 

.,. -,~-·--- . 



oond ~ ~ ¿, cc ~ctante en 
:X:.4.: ~,~,o 

De a cue, ·du con l a ec. 2. 4 . 7 se tiene que 

¿ = .!? + . t~ - .§. ( 3. 2. 17 ) 

Corno !z "" 1..n vector con stante y P e s i ndependiente de l -­

tie~po se cendr t qae en Ldse a la ec. 3 .2 . 17 la ec. ~.2.1 5 s e -

r educe d 

'Í=& ? C /t'/) ~-: ~ .X,,t ( 3 . 2. 18 ) 

consi de ra.ndo a >< constante. 

En la ec . 3. 2. 15 se puede con s idera r que s e co noce la i denci­

darl c!e 1c p.:ircrc'Jla ~ ,' '-.:;f'i!r 

:f: Y(~,-0 ( 3. 2. 18 ) 

i "'; 
¡:iues t o,\de .:icuerdo con el mo·,i mien to i nverso da do po r la téC . 2 . 2.2 , 

e s ¿.., ._ : r ;< :o ~ : ::±: , r: ) , i a ec uac ión 3 . 2. 18 que da 

:¿ -~ ~' : >< ,' .,._ .. e, ) ' 1:] :::: (7, ~;) ( 3. 2. i 9 

Entonces se pue de co ncl ufr que ex isten do s for ma s pa ra de s - ­

crib i r a l vec t or veloci dad 1/; l a descr ipc ión mate rial dada 
fac~ L:.- ,12c:. . 2.::2. ,1,;> / (., /e.J.' ,.·r·•''k ,,;,, •. ,,d ,/,../.,_ 
por l a ec. 3. 2.1 9. 

Defini ción 3. 2.4 . El vec to r .:iceler 1c i6n ~ de una partFcu -

la es l e ~apidez Je ,ar•a~ión respecto al tie~pu del vecto r ve-

>6 
Je· 1ad c c r res pc nd i ente. ~~ 1iecir 

tfl-.; d.!t ~ ~ _,iL ,::;- qft_ .!.1t 
- ol-t "2) -

~Á.; ~r + ~L~ 

( 3 . 2. 2ü ) 

( 3. 2. 21 l 

NOTA 3. 2 , 2. En la r ep resentac ión lagrangiana, ~s identificable--­

l a pJrt Tcula ~ate r la l con una ~e loci da d o aceleración dada s . Este 

esquema e s una extensión inmed iata de la ,necánica de la part(cula . 

Sin embargo l • de·scri pc i ón eule r i ana no ti-zne equivalencia en l a 

mecáA ica de la pa rt!cu l a y lo que sucede e s que en un ti empo t 

se conocen l os vecto res ve loc idad y ace leración a soc ia do,a cada 

punto e spacial pe ro no se conoce la partícula que l o ocupa. Como 

el mov irn; ento mapea puntos rna terial es a ,;unto~ .o Spác iales, el 

punte ,napeado a oqu i r i,J 'a , e lcc idad y l a 3ce l~rac'0n a soci a ¿% _ 

a ta 1 pun to en ta 1 i ns tan te . 

Def inici ón 3.2.5. Pun to de es tancamiento e s aquel en el cua l --

~ = 2 

Definiciór. 3.2.6. ;•.Gvim i ento es t aciona rio es , quel que su ve lo­

c idad no va r(a con e l t i empo, ¿5 Jec;r }/= ij( 2=) 

De fi:.:L.·6 - ., 2.7 ;1ov·rriento uni d i men si v""..::1 iineal ¿s aquL i en 

que se an ulan dos com~onentes del vec tor ve locidad y la tercera 

componen t e depende de una sol a var iable espacial. Las ecuac iones 

SÍ !:, ,. ie.1tc, , ;.1efinen o ta l movi mi ento 

Í· /-=- l r; {..,;::..,?¿) ..,; :: ~(; =o ( 3. 2 . 22 l 

En furrna anJlos a se ,.iuc,:.!e definir el 111ovi ,n iento p lano. 

··---

" 
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Una \eZ def:ni.:'·:) t..;l 1,.. _;.:, 1,,.. -.:;µtu ..:.2. dc..··: v . . j,;.¡ ¡:1v:c!ria 1 C'Jn·:·,.· ne 

ap lica rlo 3 los C'Jncep tos qu<:: e s ta n presences ¿n los axiom;:: s t: J-. 

sicos de l a Hecan ica . C "t•~ de l os conca~ .o~ s~ ~-~ nt an la. 

rer.: !.,l es fo 1 ~'1 9ÍLu¿ , cU?e rf i ci c y de vo l ur.1en, l as int<.gra les 

qu~ i nvo lucran reg iones tales corno l fn ea s , s uperf:c i e s y vo lúmenes 

1os ter sort:: s ,:e Cer~,r: a:'.ú.-, etc. ~n ""..'./ inciso3·3 ~-= ptc:;e n t .J n ta­

les apl ;c¿c ione s . 

Ejempl o 3 . 2.1 . ~ 1 -~mpo ~1e cie s ., l2z3m ;ent 0~ d~ un cu~rpo ~st á 

··\• 'e ..::!il .;u f~ 1
- ~ ~t"l(J;.:- n :J ':Gil";'"\ J.= O • t 

Vi·= e+.(Xi -X3)/2 + et(Xi-X.!,)/:t. -X1 ; ½ = e-t cx,.+ x;)/,.. - e· ex~-'/:; ) /2 -X3 
De :e:r-i nar L..is com?C;"?n · .. ~ -..!e ·,;elj-:;i (.ILJd ,=,-- ::;.1 f 0--•· . .-J ' 1g:-:-.,gic1n2., 

De acuerdo a 1~ E~ . 3.2.18 s e tíene q0e 

Y.= CF = b U 
!) t 

Co~o U ?5 una f ~rc:ón ~a-e ria l 

V - o~ 
- - Dt . 

en tci1 C.:: .5 

?r 
',, ov._ 

I = - -
''<. át 

....... 

i • -t t -t 
v, ~ o j vt =e.ex,.+ x~ )h - e CX.1 -x3)h. j V3 :e: e xl+x.3)/,. + e rx~-x!,)h. 

~j empl o 3. 2.2. El =ampo de ve l cci da ~e s de un cuer~o ~scj da­

do por 1 0 5 ~1 gui e n tes e ~uaci o ~~~ 

'\T,"=X, /(r+t) 
,J 

'j. :: H~ / ( 1+ t) j v; = 3X:,/( 1+-l) 

De::e rninar l .; ,; cnr.~c-,~7l~-:; de ac ~le r ~~ ...::<Jn ,.1a ra -~s t ~ ,nov !111ien ~o . 

De 1c1 ..... : roo L l t/· . : : . .. . s2- t i ene 
a = D:L 

'J) -i. 

i::c,no '!... c .; ..J na •u11 - 'é:1 c: •i paci:-l po r la Ec. 3.2.9 

tf-· ~ ( t?· + 
'v 1!"1¡ ~ \¿t 
JY( ';)1:_ I -

D - c)\J. - ~ = ~~!c. + -útz. ,· F
1 

+ v7,, lJ; 4 l'k ,, ·J;_ ~ ve - ~ + , ,, i, l.. 
tT - dt ' 

"f .. ...... -

0°C 

a - D.,- - ::i'., 1 ( X, ) -J.. o -~ o 
' - - -~ = + =- o 

DI: ( '+t)' J-l--i. 1-H / 

q :::.- b lJi 
t)t 

Cl .3 :::.- 1) V~ 
bL 

X~ + 0 + 2. ( ,O{ :i. ) _ 
- - -- +D -
( 1+t) 2 (1-'-t) ¡+t 

= - ~:t!> 
{i+t)'Z,. 

+ O 4-- o + ~ e !X~ \ 
(l~) -¡7:f/ = 

3.3 De r·vd ~a ~ Ma t e ,·i~ 1es a~ d iferc ,ci ale~ . 

:., X,,. 

( \ '- t ~ ~ 

<:, Í3 

(1+t)-? 

Se ~~ui ere es te t i po de rap ideces de ~a rtación ya que ~pa re ­

cen accmpaft ados CO'l los cp, ra j a res de 1 nc egraci6n. 

Para l o~ Jesdrrol los que siguen se r~.:c ~i ta cc~oce r la deriv~ 

da ma térial de lo; 3 rao ; entes ce c.::esplazami,,nto . 

La de ,..iv.2:Jo 1na ce· .. ;a1 de ia (~ i f cren'- : .:.::! :l.:.:cti se obtendrá u~endo 

1 a ;; ;: . 2. 3. la 

~ (el.~ = ~ ( ~! d-x") ( 3. 3 . 1 l 

pu~sto qu e en L.:t O:~fin ici ón C..; der : ✓~oa :n.51.: c?ria l )f se ctJn s i d~ 

ra f' j a y adem~ s los o::,eru-::~orcs ~✓-¡__~ son i n t erc .:1mbiab?,:;; , en .. 
IJ-r: I .} X¡,::, 

t onces l a ec . 3.3.1 5e reduce a 

.1.-t. 
('-.~X¿, I = b ..D-: 

é7Y.-,,· ( .:-tJr • J J--;< /L. ( 3 . 3 . 2 ) 

s t s ~i t-..¡endo !a ec. 3.2.16 ¿,-, la ec. 3.3.2 y usando la regl a 

de la cadena pa ra derivadas parcia les ; e tendr~ que 

;_ (d..t: 

·l,.' bJ l -< 

......, -d.t. ::f J,.l. 

·,t.¡; 

0 • '.:,. ;;J.:1.:.1 1 ·,< · -
- ~ -:::--;- ✓ --
~ ·..:,_ ,,>.,¡... 

. r:.:.::- -"", ! j.:z;(_ 

( 3 .3 .3 ) 
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s; s,n ;d ec. 3.3.2 .:e su!>tituye s,1 v.., lor ce J:x.,. ,:o,"' dado 

en ld ec . 2.3.la. se t e-idrj 

~ I / ) 7) (:::>..: ,, ,1,: ) IX ¡- ·c. /v ( ' ., . 
- - .X ~ X == - -,, ..,;{ ·."- = ~./, ¡ - _j '- l'',K :, , .,) . i ~-t: \ '.J2.,.-.:- J¿ .:Di ,I ,JN~ 

ia ec 1Jaci6n an teri o r se puede eS,cribi r como 

z; - :-;:e,.,,-) = '7,½_¿ 2.,_;, 
.J.;-1:: ( 3 . 3. 5 ) 

x~ , ~ Par~ calcular la der ivada de l grddiente de deformació~e 

de l 2 ec. 2 . 3 . 2 ·1 

~ ¡ J, \ - :.D ' ) _¿; I 
.:Dt , ~-.t 1 - .:Df l ::t::,...,.K X¡¿_, i = .P.(; ¿..2-,,. __ "'.., ><-1-,,: + , 3. 3. 6 

- ·1 . :.:, · -. 1 ) 
, :...,~ .J ... f l ~ '""..,,,t. 

, ·,1.r 

t or.1r.1-- :io e ri cue-- c.:, q.1e ftl.¼~L ) -::: __.o , ! .J ec ... . .., . .., ) 1~ ¿e_ 3.3 .~ ~ P -

reduc e .:, 

X i,,._ ::i(Y1<-,.k) +-zI:,111 .x,.,, !(. Y.. "', I = 0 ( 3 ,3 .7 

·---------
toman do en cue nta que la ic-. 2.3 .2a es~abl ccc que 

.:::Cm, ¡,¿. X _l,,(_,J¡ = ~ 11f 
( 3. 3. S 

sust ituyendo l a ec . 3.3. 8 en la ec. 3. 3.7 se ti ene 

XÁ!!,. K 
L r· 
- ( X./L ;.,_ ) + -V~, m ,:{",,-,,/ = O 

..1.J-t I ( 3 .3 . 9 , 

mul t ipl ic il ndo l a ec. 3.3.9 por '!<i,:,f y c..s ando ld ec . 2. 3.2 :, 

se ;: : t nc 

:LJ , ><.,.,,, ...C.¡,,¡.,-_ ;5j {><:.:.,_,,,_ +- " I-;, { Xi<:,¿' e=- o 

·---·- . 

e :;i er: 

6_1,; i (-Y:~,k.) + .J;,L )(.IL,f = 0 
( 3 -3 . 10 ) 

-~ ec. 3.3 . 10 se puede escri bir como 

D 
.x-1: (X1<.,./2) - -J;, , )<'. ¡~, t 

( 3 .3. 11 ) 

Tecrema 3 . 3.1 la derivada ;,1ate r ial del cu.idrado de la diferencial 

de longitud est¿ dada po r 

~ (_ d.s / = 2 j k i _j ..:Z::¡~ i.Lt 
X;: 3.3.12 

¿once d1t¿e s el tensor rapidez Je c!dfo rmac ión de Euler cuya exp r1; 

r.i ó n esta rt d~da por . 

d.1,1 -¡,(k,iJ = ,; (-zl;,,L + ·? f:t) 3 .3. 13 ) 

De ac ~~rdo con l a ec. 2. 2.8 y la ec . 3.3.3 se t iene e l ~esa ­
rrol !0 ·'9uie-i te 

_z; (v. J)
2 = ~ (dX¡¿_ dx.,,:) = :zdx¡,:_ .r,, (dx,,) = 

:vt .:;;x: ..1., c ( 3 .3.1 3) 
2~:z., ,:;-/:x,-é. d .Zt 

To,,,ando e n cuenta que ia ec . 3.J.1 3 es s;m,hri ca, 

eser i b ir co:,o 

, 4 
./.¿..,e 

,,. , / 
+ 71.,,_,, .f ) d _e,; ,/ _,~ = 2 el/., 1 .:,l_c,, d .:r, 

se pod rá 

3 , 3. l 2 ) 
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q ..;1.:., ~s ¡.; ,;:-._i u,,. _ntc ia t. ..:. 3 . ... ! ~ 

O~ l a ec . 3 3.12 s~ pt¡~ J¿ d i ~Ver·J r q~c - l-j~' : (: ; : / -

sólo si .J,,, ~ o Lo antc1· i c1· 1m? ) i~d 4u~ l a di~tancid L. r . r·~ 

dos p~ n ;: .• ~ v .::ci noJ /.J!; ¡ 
, 

, ~o va r 1 .:J re:j µec to a 1 _; ern ;:io, que e s po r 

definici .,; r. t:!i 1TIO'v•i m :c"" t-_ JL. (..J~rpu ;~~-do. Lo u:1t..=rior e:s t .J ..:o--¡ -

t~1t1~ iJ j o ~ -- _1 L~ ~ r ~m~ K:: 1; ng . 

Teorernü 3.'. 2 ";eor':!11:-1 de K; i l ing. La anulación del t en sor de de-

~or~ 3c i ón de ~ ... ;..: ; <.,...,; :.~ ci t uye la c onC: i..., i6n ~ec c;sa r :u 

;,..r-rcz,. "'/ ..! / rn · ·,:,,,. l,i ,r/'c, ~ ,,. t: ; .· .- ·,,,. 'l-.'·-' .J t". - .,·t. ~,f 

i µ,/,c/, ., /.t 

' ' . 
... :¡, ... 
~ 

Teore~a 3. 3.3 . LJ Jer7 1~~a ~ate~ial 

c¡ti dad3 po ~ la ecuac i~n siguiente 

:z::, 
.z :-::', 

Ci-.. , ) -== -V r rJJ n1 c/a;.l. 
< 

:/ / .. -, 

...: .,./,.J..,¡ ... ,~ 

de la ai fef enc i al de 
, 

.1 r t.::: ó, 

./ ,:·?n~ ( 3-3. 13 ) 

?a··a ~- :: .. •O!> tiar l :¡ e~. J ~.13 :; e , r-;ui~re c .:: lcul a r la jerivada 

:ria ._ eri ,;d 1:.:c.l j a:.:.obiano de L:'. ... -arisf .;-r:ac i ~~ , j 

:;)_ ,,,, -
..I;>f V 

.f.; 
--;i /.,x , ,- ~ .-1 ,.,, /e , -

J(::,;,14 y ) 

L /~ ~/•": ( 3.3.1 4 ) 
_¡_":-:: 

,_ 

sustituyendo l:s ec : . 2 . 3 . 5, 3.3.5 en 13 ec . 3 . 3 . 14 ~e ob tiene • 

1~ ~- □ r~~: ~ , 3i~- ; ~~-- ~ 

L •t 
- (>( ¡¿, ;¿ 

u v ... .z:,., t. :Xr, " 
- , í 

:= ,( d1,·{ .:.. /.,,( ·- u 
¡/ 

Para c¡¡}cu lar :::: ch4 ~'" 1-,a : á v so de ia c e . 2. 11.7 . 
.!Je 

{ 3. 3. 15 

:]) ( _; .;l,t- J / . , ; . ¡ ti - .¡ U / = .-¡ 1" ~r. ;' ,.::.1 · ~- ~ t .- L / 
' I \ :' ,.· .( -t./-, ;.,: ( 3 .3 . 1 6 

su~ t: t -y~ ndo IJs ecs . 3,3 . l i y 3.3. 15 en ]¿ ec 3.3. 16 se obtiene 

,,~ 
-- / ) -= j · .,;,,,, ,,, y'.g, )!. J.,::.,... - / -,;;,,L Y:1.: ,, dA;,:. ( 3.3 . ; 7 ) 

' (J • 1-" 

J sJ:ido 1"' c:c . 2 . 1 1 . 7 5<! t e; , J • " 

~ '- ... b,1,) -= 
-i.-'t 

.,.., ,1,., ,rJ ,/ a/4 -

que es l ¡¡ ac . ; . 3 . 13 , 

,.,, 
#:_1 /..:.. ., / I ,1 r ( 3 .3. 13 ' 

Tc:01"' ~¡•1d J .3. 4. La de rivJda ,,;;te ,i a l de la di ~~renci 31 de: volumen 

está ida da por la expre s i ón 

~tM = -r~ dv= r.J.J.v ~t . 
( 3 .3 . 18 ) 

donde ,I_./ es el p rimer invari ante del tensor rapidez de defor:;,a ­

c ión de Eu ler. 

P~ra la CJ t! i.l'-'s r <Jc "é<' Ce e~t .z: 1:i.;Oít:fi1c..i -:, ¿ ha rá uso de las ecs. -

2. 11. 13 y 3 .3. 14 cbtenlé~;;!osE: 

E 
:e ' 

,i ,, ... ,1 -= z; - • I -- 1 
r 1 J 1....(/ ,,. 

\ 3. 3. 18 

~, e, I: -/ ,F -=j·· · r, 

.~ 
,:,, ,. ,..:: ,./:Í 

... T,/ 
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;.'t ~,: das n1aL~riales de int~~ :!~~ . 

[n 1~ Mecanica ~tl Me diu Continuo Sb pr e se~tan LOn~eptu s ex • 

pr e::, ... c;u_ s j tr avés de ;n tegr ~ lcs ' . , 
\_¡e a I í. ea , s.upt;r fi cit ,' volu,nen. 

A cor •inu~c :6n se presentan las der ivJdd s ~ace rial e s de t al es i ,, . 

t...:y··~ 1 :: :;:. . 

La der i vada material de la I ntegral je lfnea de cua lqu ier cam­

;i o ¡ sobre una curva mate ri3 l C , está da-.:0 por 

L, I., ¡; • - , 1 't'J -'-/_ = ( 
-C), .1 - C 

• ':L + $ .,; t d::.. ·J 
:;t. .,j ~, . ' ( 3 .4, 1 ) 

Puestc qL <.. 3 Cur va e es mate riw l, id ;,1Legr ,,I sobre t.3 1 cu r-

va t endr a un 1r~ite fijo e, 'a je~c rip - i6r ~ate r ia l y ~e podrJ 

~r~ctJ e :- 1 ¡ ... -~ -cambi~ Ce l rr #.;.;? .. ador es deri ,,a·da r::u:.er i zd e in ­

tes,--~ ; . .'.::ntonce s, trabajando ..:.J, el t~nni no ¿e ia i4~ui -~rda de L.:1 

ce. 3. 4, f , se ti ene 

J2.... J i· Jx4'. =Jr E... (r.tJ 4i,t xt .J-t ..) 
e. : 

=fe :Jc1 :.t.¡ + f ~ 4;.t-,,;j ~ 3 . 4 • 2 ) 

e 
~ 

5l' Stit :.1 ye.,do 1a ec. 3 .. :.L3 en ,a ~c. 3 . 4.2 .>e tener~ la ec . 3.4.J. 

.:._,..1 ,"lOO 1.:i i"1 .. eg r a l se hace ::iobte una cu r va esp .. )cia l f ija , :d 

·J ~ri\ -ª m~._;: i.J! :-,.:::S-.JÍ t 4 ré .>er 

-;:)[ al e 'f J ,.4 
r oJl =j -=:-"' dz✓.. 

Jt: .... ( 3 . 4 . 3 l 

l 3 de•ivaaa ma terial de una integral de superfic ie de c ual- -

quie r campo sobre ~na j uperfic·z i~·~t~r • ·1 ~ 

las expr~~· r ~~s slg - u ie ntes 

e ; ta ~á cada po r 

r 
!} l_y··u. -
- ··_/,,. 

1·· • 

I c.: .../;l + .. / " ( -✓~ _· _/ k - z I L -/:z, ) 7 ( 3 . 4. 4 ) 

7' ( • 

~ -J'I i ;,, ,h,,,.-= J/11.- + i_ -;-~.t - ;.L J;,,, ) cia-f. ( 3.4.5) 

la ce~c s craci6n dé l ds ecs. 3.4 .4 y 3.4. 5 ,e ~ace al ,ode r in ­

t e rcambiar los ope rado res y uti ]i zando la ec. 3. 3, 13 . PdrR el ca­
':::f••jc 

;:J de;l l.c ;u :,erficie de int05~a ~: ~n s ea espacial y fi ja :;e deber~n 

~en~ r l a~ ~xpre s :cne ~ . 

~ f .. ' ...E::_ dü/_:::: i 
• / V, 

/ ..;. -
C' , ___ , _ 

v•+. 
A,i:-

2) ?: d..,:,~ = 1 
Z)c ,z /.l. ,.,, 

,_.: ....:: /¿ _.,i :f. /é 

c) r 

t 3 .4 .6) 

( 3 .4 . 7 ) 

Li: ~eri\¡,Jjj mc : -=:r · - ¡ ·J e une i n tegral Je . ~i u!T~cn de cua 1qu i ::: r 

C3mpo sob re un vol ume n ,T,ate r i a l est _1rj :!ad.a po; l~ exp resión 

:t j :f a'I' := j < j + ;f :-j.,J,,) d f =/-{!1- r ( :f ~),A] d.r ( 3 . 4 . 8 l 
';/' -✓ Af/ 

La demostración de la ec. J. 4.8 s~ ha ce a l i n tercambiar los • 

O?eradores y cil u ti I iza r la ec , 3.3. 13. 



3.5 Tensores -'7'!piJel de ¿~:-v:-maci6n. 

c.ar, 10 

3e ha de.F:r¡ :fo 11 t~nso r rapidez de Je fo rmaci ón d,2 E .; lc¡ A l o 

parte simétrica del gradiente Je velocidades y est a' dado pe e l a 

ec . 3. 3 . 13 

e/,;,¡ : -tf-t_L} = :: ( i&, 1 + 1[Í,1,_ ) ( 3 .s. 1 

Ta:rtbi •~ n s(;; "JJede ~e-=in: - u:'\ tensor an ~is4rnét r:c o con ! -· · r-:. ..... 

ant i~·~étr icE del ~rJd!en· e de veloci¿aJe s . Ta l tensor se rep r e -

5¿nt a por e l símbolo Wfe~ y se denom i na tensor giro ( 

,.­
Ú,/ ,'" ··.1,,,; I (A- ./ - JI-:,.) =- .:....- {, ✓.t., ~~.e . 

:: -

spir, ) . 

( 3 .s .2 

Al suma, las ecs. 3. 5 . 1 'f 3 .5.2 se obtiene la exp resión 

·V,'..!,(::" !':"?,,:/ ../-- 1-t,,•f ( 3. 5 . 3 

De ma'1t: r :i s im i !ar ¿¡ _ :l\nO ,; e t .·abaj,{ Cún el tens o r de ro t acio ­

nes i -, f ' nites imal es, de1 • =nsor ª" ~iro se p~ede con struir un 

vec.c:· .JV : ,, 1 uJ; 'l ~rna~o ve c t0r de ~ ~1·t ic iJ2 d. 

w~~ ei!,L,,1 ,,,J,;, l = ~/...:;.,, 4 L ( 3.5.4) 

o bien 

.,_, := .r-1 .J..'. ( 3.5.5 

3 - 1;; 

El significado f ísi co de las .. com¡,onentes de los tensores ra '-

.. ,' dez de deformaciór. ·• giro se e '1 tenaerJ ~:?l y .:~:ne se hi ·e ,,ara 

l os tensor <! s de dei' ors1a<..i6n , o sea,me dicnt e el esludio dt !a rapi­

dez de variac ión re specto al tiempo ¿e las long itudes y ángul os . ,. 
P.:.r"'J ~l í: .... :.,O de ? t~n ~-:.lr r;: · Jez di? dei:Cí'71acf6:i e~ E·1 1-:>r, d.t¿ 

se definirá., las cant i dades ffsicas si gui~nLes. 

J~Fi ni ciór 3.5.i. S¿ aritenC€r iJ ;o:-- r ~:.,);¿ez ._je .31Jrgai.'.i~ nto en l a 

di rección c.nita, i a !l. E'n un ¡Ju ci :c. _?.S., a la C3'1ti d:id d (rJ. ) :!af:-,ida 

~or !a ex ~res: 1n s=s~i~nte. 

,/ 
d.l.!3J = d.:; 

=:r.n~,; r:;z_ 

~ ( d-J) '?.,- e/,,, r l ,, r''.L 
_¡;.f: ,-

dx." 
~ 

-
3.S. 6 l 

3.5. 7 

Def'r:c;ón 3 .5 .2 . Se define a la r api dez de corte -& (Q,,:J~)" l a 

rap 'dL: jz ,ar lac'ón r especto al c!2mpc dt l JngJlc que •crman 

do~ •;c c , o-es v,i t.:ir ios r!.t y J:1. 2 en el :,unte ::fe 

· ; l as di recci 0ne s un i t <J r;as !] 1 , y !:, estfn dad as por la 1.:x­

p r esión 

cf. . .f , 
IJ.,= d✓J, .,· r-'i = 

.:Í'if, :., ( 3 . 5 .8 ) 
'./_•! 

L r 3p' J-,.:: ~•:c. .:;:, - ~z -é-(r!,,t_:2,) -.;= ob te:idrl de la expresión 

--é- (rz,, ;J,) .$ C'1 G (ij•, ?J.z) = 2 d..,¡ -Y¼/ / -[ cf(t:f.1} .. ~.jcos e (,;!,,[!,) ( 3. s .9 ) 

,._ 
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: ' l '-.: ne_~ ..: ~ _!} ,:le ~ ) .~.é ~~ ,~ ciu., i.l cL • ,: 1 --.:. n ~ ; a 

~ ~ t ~~i~::¿J con u ~ = J - :0c-JendJC, J¿;,,;;¡ !:. - - ::' ¡ .eje: :::i_, En' 

t or.: _:; ~':. t .... '1d ró que- -r., : ! 1; 1. • /'l, ::: O . 

C•~ n ':a l '? ,;: •:alores , !o rap;dez e~ c !ar ;_. : ~r.t,~ ~ le i ars .: 

e~e :x , ,...., _1..! ! t a :i c r , óe a..: uerdo c or- la ec . 3.5 .6, 

el(/) "" d11 3 -~. 'V 

_,3 ndo :e h.z:ce coi n...:l .. ." :· .:.: D .:on ! os et/:,:; ,~j .. ..: 2r.drá c¡1-.t 

clc;.) :-=<-/2.;¿ ,_,.,r~; =- d'J,~ ( J. 5. 11 

s· l .:;·:; dir -2c= i .1n ~s >:] t
1

[1z. q\.:e ñe c:r~cn :: L:; :-- ¿¡~ i ,~~ z de cor ~e -­

-é- (~, ,[!t.) se '1acen coi f"c: d i r ,;:-on a 1 gunas ..!i.·c ,c;~icriec; de ! '.'";; ejes 

CO:")r denados, por ,¿ j ¿ ;1-?}:: )j, C~': ::Z:-1 Y1z t:or. ::Z:.2 s:: te n .::~ , .:Je 

acue-Jc co n 1~ ~c. 3 .5.9. 

- -e ·· 1, :z J = 2d1z ( 3. 5. 12 ) 

lo ,. :=; i:, , .... i .... ,.., te.:- ... ~:; · l t. ¿:¡-i~s s .a obtienen al t crr,..,r lo s pares re s ta n 

~es :t~ ~ :.;5 ~j -:. ... ::c:..'. ... · -iaJ0; 

· - -e ( --:1,;;..J = 2d2'?, ,/ ·- &-2' I == _¿::/31 3 .5. 13 

~r~ -e= J l ~a ¿cs ;ndicados cor 1~s ec s . 3.5. ~0 a 3 .5. ' 3 3 ~ r ~ -

~u,,..0 n -=- :i e 1 t eor r.. ·u s i g...: i en t~. 

3. • e 

T1::o rt: .i 1~ 3.5. 1 . Las componentt?~ :i0 r:;12l~s d.:? 1 tensor rc0!d;-: z de 

c'2 f cr ::~uci ~-1 d ... • [,.d ¿,r :;, on l a':: :·c"'! ,~ideces Je a l ar5¡;,wl:::n to en las 

:'i rccc.;or ·~s de 1os ~jes ccu rdcn a9cs '/ l os compon..;:í'tes :1: ixtcS son 

l a mitad de l a5 ra?ideces d~ co r:c de los ej es coordenados . 

P.e r.3 v· .:,~3 1 izar ;:;i 5i gnificado f f s!co (~e l tenso r- de Ji ro se -

deberj calcwla r la rapide2 con l rl cua l un ~ l emen to oi fer enc ial 

d,1,; ::,' -:, Jl <edzdor de un a di r ,~cci ón un; :a.-ia _J¿ 

Si aí( ¡)r1 l - ~.; el .;ngulo t al que Ji_,_, 

CO.=, ! e J n) -= e CJ ;. (y_' ' d_:?;:) _,_ 
.... 

d--:c./.< :)A: = r¿1,: "4. 
el-> 

( 3 . 5. 14 

al calcu lar l a deri va da ma te ri ~I da la ec. 3.5.14 ,e tiene 

_ 11'1 ., ) - , n tJ .~ ) 
J(~~ - :f(. ~~ 

- 1Jv r7, -:). _ _/(r l 1 ~:;;;. --r,· J r?) - ...t'j,.': 1,-z { - - ../ . _,._ 
3. 5. 1 t. ) 

Si e l ,fo9 ul o ,r iginal e n t r -;e d":!:. y;} es de ½ , la ec . 3.5. JI; 

se transfo rm~ ~ ~ 

/r~!J) = -~ 1,: rl1z J,L 

:; j2 :/!2 -;e hacen ;..:o!nc : d~r co ; l os ~jes (.oor der:Cos, 

j e··.;;1o, :! CO'l --::e, ¡: .. :-:e n -C.z , l a ec. 3. 5. · 5 ::,¿ r educe a 

3 .5. 15 ) 

pcr ~ 

,j,-2 == J;,</. ( 3. 5 . l é ) 

:J:e acue r ~c co n id ec . j_ 5_ 1ó se ,.)ue¿e a fi r rr.a r que ·¡.,· /,,,;¿ es 1a 

ra ? 1 ¿ez a la c ual ur ele~ento a :oj a¿o en l a dire~c i ón de l ej e -

"f..)_ , c ,; tá ro t ¡,, ndo haci a la d i rección ;:dejada 2 n e: ej,- -X 1 y ;;en 

c; ent iCo ccnt r ario a ?d; ra ne:i ~ l a:; dr.:1 re!oj . 
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'-ª ~- ;.~ .. ~ue ~ .ra 1.:3 cw¡.) _~ -J2z _; ~ r o:.:ición Je l e. ~ ej~s.::..:. 1 7 lA-

J, acuerdo ;on e l conce p LD 

" ; k 
~ 1 . ' 

' 
-"..,--;J~ 1 

,~10 ·· ,~ 

(o 
1 .. ..:.t 

\ 
t 

) 
- ½,, 

X , 

F; S 5: r. 1 ° .:,'1 ..1~ -- ! ~ e:.;; ro t...i:.: i "'r riele -; ·,] es cco r .1enc--:os X , 1 X.¿· 

,.,. !,Y Jt-7' 

r api dez J e cor te, !s ta se pod e~ ca i ~ul a r de ~cuerdo cc n l os con • 

ce~~os i rd i c~ J~s en la ~:g. .5.' qu.:, da 

- Ge, 1.) 
LO 

1 1 :.:... 
ul = .<d ,2.. 
1 e ¡ 

( 3. s .. 14 ) ~ 

~h O" d ::: : .!n, p3 r 3 c3 l c c.J la r l a r'ao iclez de r o::a::ión ~n J l se , tido 

con ·:3- '. 0 ') 13s naneci l l J s del r e h j , :J2 acu" reo ccn 1, f i g. 3 . : . 1 

s e t:.:rdd que .,, 
~ ' 

0 - ¡{ -== V, . . - , r.:i 1 = 1 J,.t ( 3.5.15 ) 
,:.(,_,J : ,~ '~ ) 

Ertonces la ec·. 3.5.15 est ab.lece que la component e 1.ú;:1,. del 

te ns0 r de giro , e s l a mitad de la di f e r encia rel a ti va de las ra -

pi deces de rot ~ci6n - 2n ~entido ccntra r io a 13s ~anecillas de l 

··.:! loj ~e 1..;,s .,_• j 1...s ...:oc r dc nd c.::.; -:i::, 1 /~ • ln cc t" 1Jr ~::..,¡ .:: :on~~ ~ ;;-'2: ---

:- - .. .,l,.. .:1 - ~lcgas se pod rf an ~.:i c¿r p:.;r.J la s ccn1p;;n~ntc,; rt;:3t a 7t;.; s 

j~ : .. ·:;-: ~:)r .je J i r o. 

J tr a i~t e rpret¿ ión flsica que puede ~soc: ~r &ele a l censor ~e 

giro s~ :Jede conclu ,r de l ce sa rrc 11o sisJ :ente 

:Sean .., V<"> Cto r ü,1 i .. a ri c o¿iJr:, .J~,. i-J ~c . .,;,. 5. "", _l: .. .? ;i•,1 .3 1 .. ... ·, 

ma ter ial ~s t ~r~ dada por 
¡;. -' " x~, \ 

- L.,{ \ e,1 ,,, ) e=. J ,:.. 

la ex:,r esi ón 

~ ( ::-::,, 
ti-! • 

(-~~ :1: ,¿__ ~ . + , ' 

-~ '-4 ·:.. ) 

l .J ~c . 3.~.l < c;e tra nsfor ·ia c ri h_::- .J ~.a:'i .:!C S· . 3 . ~ 

c. F •la 

ri;,_::. 
:,., t - clc >1 ;:i,,._ ) :·, :: L L·12i _ • .. v•;,~ - ac ..,, > c.:zt 

~. \. -

- ' n!.:. = t ::t" · - ,1• -L ] . i,. +- ¡,,, 'l/-, 
'( : .s. 1"' 

Si ""I -= ~ un.J j>•c :ci 6n ~í'.r"ciµai \, ;1 ten ~cr ~u¡J;~cL oe (c . ..... 

__ ¡,.:: ., de Euler , c r t::,r,r:e': ut! ~: ;J ; "3 i:'3ce r ér • r: ~ ... 

( ' el - ' ' t;J~ t. - ( ~ J .:.,.: t ( I t ~ _:= :; 
3 .5 . 113 ) 

-: 1:onc 2; ... 2 r ,.1 ¿1 ca se di::' .:; r r¡ , • ::~ Gi r ecc ·:- .., .t: s 'lri r.c i¡'.::Ji~ 

je1 ' t· -!'1SOr j ll ·) ~ 3 t :ene que ,1 fo-~~ es pec: a 

deb ~ r --;e r l .J J ~gui e:nt:\.o., ·.;n ~i:.c;e J l~ ·! :. 3 . .; . ¡ 3 

' 
'{1~ '..).)- y) .e. 

ll.t 

.__ · 3 -~ . 17 

( ' e • ~ 

LB ec. 3 . 5 ZO ,,er--:;i ::·1 l a i rit;:?r_~ ... ~ t a c : ,") '1 Ff.;;:cJ ,,,=l : .~ ... - .... ,. l_¡ _: 

gir ") :-: - ~.:r : n r. ¿ ! ~<;!Ü l SL ¡ ~·~ " ,;! 

r~o r ~11 . ., 3 .5 . 2. 

El tenso r de g iro es l a .veloci dad '!_pgul a r de l os ej:s ,: r, ncj_ 

¡,ales del censor ~Jpi dez de de f or:r J~i~-, t:;; :::~ i¿;, . 

Teo rema 3.5.3 

La s deri vad as material e s de los tensores de def o -~ac;ón ~e 



L, i:J r.i:-, ~~ y C..; Eui c- 3~ ....:u nt'f icJn .. 1 .: c;L.:. ... ..; r J o con :as ~xp:·¿:;í o 

nes s : guiertc~ 

El( 1..::: 

e.Id 

ü 
1) 1:: 

Ek!... 

l',, -,-_ 
~ ,.u,_ 
~, .J. " . 

cl1e1 :(k '< . ) 
X.e, :_ 

1, . -...: a ~J: e)l·t ¿ v~.i ". - 2...-1¿ ")_,1:: ... t 

( 3. 5 . 20 ' 

( 3 .5. 21 ) 

Pa ra de~ost rd r I J ac. 3. 5.20 s~ pa rt i rá de la de fini c ión de 

der ivada material, e; cecir 

E._'-= o~ 
f)i:~l. 

:::: ~1-:'­
'ci l • 

( 3.5.22 

la · ec"'. · J,~.2'2 se des;i r rolfará 1rando l a ec . 2.4.4 
~-... , ·.e 

¡;-/- -
~ ( /" 
lJ !lcL 

--:-- - ' 
J¡f: 

(. ;- . J -
l." :::. ] . 5 . 23 J .... 

en base a la ec. 2.3 .IOb lJ ec . 3 .5. 23 e pu~de e3cribir como 

E;r c 
::C. _j_ ~ (:c~,k x.~., ) :: .1.[D(x;.,1~) x¡¡;L + l .,,k D(x~J 

.-1.. .Di. • - , 1 te . tt 'k 3. 5. 24 

-1'., 

la ec . 3. S .24 se tra., s fon1u e n 1a e c . 3. 5 . 20 a l hace r u;dr d~"' la 

ec. 3. 3.5 . 

Pa ra demost 1·a.- l a ec . 3.5. 21 5¿ hac¿ uso de la ec. 2.4.6b. 

Así 

. 
e H 

\) 

I:.. 
( t~l.. x . / • x, , ) = E :<'..(_ x i<. ;,_ 1,L e. + '=KJ._ ~ex"'-~· \XL , 

• .... ., 1\- ~, ' .,, ' ~ Dt #t./ J \ 

+ E kL ')(~, Í:. ~t: XL, l ( 3 .5. 25 ) 

3 -.Z 2 

¿¡ ] ~ _1;j~i t 11ir lu :> ~e :; . 3. 5. 20 y 3.~ . : ~ 8n l .J ec . 3'. 5.25, és ... ~ se 

tr an fcrma en l a ec . 3. 5.21. 

fa, :. :. i én e_~ faci 1 demo,trar '-]Ue . 
4 k.1.., ;;:; ~ [;k.,L_ 3. 5: 25 

(!.H - - ::t. ¿k~~ - ~ u- - ~ - C~~ ~ . ¿ - Mt :.,,·;lrl.l ;_ 
3.5. 26 

De las 2~ s 3 . 5.lQ y 3.5.21 se puede cbse rvar que t5~to 
,.. 
e: l::t.., 

1 

C')rno e!:L. son dic;Tinto s de 1~·7 Pa ,a :!1 cJ . e.; ~tci ... , l J·2 ... , , ..:. • 

é-::..o, es Cec ir ~n l a - .:>nfic¡urac i 6n no C\.!cOr~ada -:~ t ~nd;-á q...:e 

V ,;;- · ( 
I\ \::_ -= C) 1:: I¿_ , ;¿___ ~ •. \ 3 • !; , 2 / 

..:. ( ·/ 
l::1::.:.. ~ , o) 

e_kt ( ! o) 

1 

·- c'P.!_ ,:,!-- ,: o..: 

J, ' - - a ,J < 

3.S .28 ' 

( 3.5. 29 ) 

Para e] ~a s0 de ~d :¿or1a de ~¿For~¿c¡ c ne3 infini t~~ i~2! es 

los grad'feflt es de detormac ión so:1 ap rox·nadame nte igual ~s a los 

cambiado r ~s y est os a su vez ~0:1 deltas Je Kr onecker . Por lo · 

t3 '1t o . d~ :,'-•1~;--c .:- cor: la ec. 3. 5.20 ~¿ teriir ~ q..:~ 

"'· 
E"''- ~ H ~t. O R L 3.5. 30 ) 

P3ra nue 5e present2 la ~ondic i Sn s i guie nt e 

e ke. ~ d1e-1. ( 3.5. 31 ) 
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se r,qui:re c,;e tdnto '2u , JH y k¡¡_ se ,111 ;,-,fi nitesi,oal<:0s para ,1,.,e 
~~· 

de 17 ec. 3,5.21 se pued a pa sar a la .ec. 3. 5,31. 
, :\-~~ 

Ejempl o 3 .5 .1. s~a 13 descripci-on ~ ~ del movi miento de 

v n ,c 1.:.:e rpc 

xi 

-.3 t . 
x , -:: r ·< ("' - 1 \ ~ - •; 

x,. ::: ·x r -:. -1. ' :. +- x~ -~ -1 ) 

.X::, = x.3 

Con siderando vái ioa la teoría :le d~fo.·,nac.io-,e5 pequeñas, y lo; 

• 's :em, _ -,0,·-;~nados O'< , \:.. / 

ca!cL..Ler los si,3u iente s conc;e?tos 

.... 1 --C.::. ,{~ super~ues t o~ con !?.:==V 

i) Los camoo• de de sp ! aza~·e~cns ve 1 oc r dad~5: 

ii) Los Lens.:>res infi ni tesi ma le s de ce fn r;--,.:;,:ión e,,t •¡ de ro ta- -

~ 
c i ón í~,:. 

ii i) L-::.s t ensores in f i 'l 'tesimal e s r a¡:,idez cie clefo r~;a-.. ión ~óe<. 

y gir o ( ,;:; in) w¡;(.. 

i v) los te 'l so r e s e;~ y 
"' 
l.. :., 

l o; 0b ter i :o- er e l ·,v_isc ; i i). 

De ac11er <io c o,1 ld ec . 2. 4.9 

"~ -~i~ -'k ~ , . "'- L. 

¡ comoar ar l e, re5,tl t .i dos ::e, -

por l o t anto 
., L -•-t 

U: =- -¡>;,(e~ -1 ) , u,,_ = 1~ e e· : 1 ) ,/ U.3 == D 

util i zando l a ec. 3.2.18 

'l. :e-
'D i1 
1.:;t 

.> -l4 

i::::: ,:-,o !:!_ e s ·..:na 7·~.;it"I•~ ~ ':.;'· _(.. .; t ¡ 1 Í .:d 1 .J 3 ♦ 2 . 

t iene 

\¡ = b~ 
bt. 

= ( au.., 
:;,.o + 

,u,: _ ')u~ +- ?;U ¡, -¡;-
1?. - ~ ~ ( 

,., - -
"' ¡ - =- ....-_3 e3 6 

~ 

,.• •J ,, 

~ •. ', 
'):t~) !:. 1e. 
-;.~ 

= )u ~ +- é'l u ;¿, v~ +- 'd. u '1.. v':1. + ?> 1.ti. -.r:!, 
~~ dx , ~ u-t:.~ 

,-. ,· J 
v;_ = - ~ -~~ ._ e-; -

Para r esolver el I nc iso ii ) se hace uso de la expresi ón 2. 6.9 da-

da pc r 

Ui,,:. 

¿. u, 
~ 

¿,>tJ, 

&J.Í_5;, 

::.. 

r-. "2-
E.L i + ':., ;_ 

,u , 
;, X.z 

- .3i 
...:, 
~ 

-1 

e) tí'!. 

ex, 

¡ 

~

.-, !J 
1 

:x, 

-::... ::--' -:.. 
!::,;,.,~ 

; 

od, 

¿) './, 
~ -.· •·,j 

L
-., 7 I;;' -1· - -·..,,,., . -=- ... _,, 4 .l. 1 1 

J'- ..J • - ~ -

"c)ll 
'd~ ,, 

-:_ t 

-:~:·~ 
°7_.t:.2, 

e - ¡ 

~ 

1 ' 

... :i .. 
....1· :; 

;-r:~ 

e 
-~ t 

2 -,' 
i :x .... 

[u~ll ::: 1 ·?~~-- .::.,~ 

1 ~ é 
:r.:.!. 

?o, l 
s _¡· 
~ 

~ :.J. 
V ,. 

el:(> 

i 

1 
! 

::::. C) o 

i 
-.:. ~ 1 
,~ . I 1 

1 
<Jll5 

- 2:i..., 
;)!_·¿_ 

·--~2_ 

) ll3,_ 

;·~J 

1 

é) (.) 
0 ,¡ 
-' 

.:ci ~CT-ponienac la matriz 0 ~ .... ~ ~ p.:,r:-;
1 

si r~ t .. lcz / .: n ea 8flt ¡ = i ~f",,. i 

ca: 
_3(. 7 i ~ 

- ,::J ~ 

~u,-11, - ..!. í 1 : 
l 
' ~t; ·º e - 1 - ,__ 

-:-! 
o 0 _; ~ - 1 

1 ~l.: o 

~

"- .., 

ei!L 1:::: o 

- .. . f 

.::--~""t e_-, 

_;,! 1 
e ..::. .:.¡ . 

e 
-,-- 1 ,.e..:, 

-.:.t ! 
e-, o .J 

-:,< e_, 

,f~, 1 

'.) 1 _. 

-1-

r 
o 

_l I O 
'.l.. ¡ 

l -3 
- e ., 

,::, 

o 
-2:( 

-e_ ~ l 

,:;-~~ 7 

- -t~JI ¡ e_, 

D 
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l
0 o e:'~7j· 

"' 1 o o -,-1: ,-+ 

[i--~d ·"' :l. 
e - 1 

-3t -~~ 
-e ... 1 -e • ◄ (!) 

Pe ra reso l ve r e) :rc i ~o i i i) s~ hace uso de 1~ exp resión 3 .5.3. -

da da por 

1-f,.t :: r4,. -uf<. 
-u -r 

1 -

'::JL, -

Q u; =­
'o [?, 

Cut,t] 

"\ \,.~ 

,J ".,1 

;,x i. 
d'r::. 
,) I , 

-3t 
3 c. 

=Ir~:·. 
- 1,,_ 

1 -7 ~~ 

IL G1U3 
i)X , 

¡;- [ 
- 1 '7 ~v.r. 1 

v;,1. ] =- L :;iu j + L. HJ 

d•,;; ·::i ~; 
": - ":"'." ~ 

J~~ u v'; - e) 
-::. - ·-·· -

_, 

d;.: ~ 

¿) 1~ 

.;x,. 

!)i.'I., 

ov; 
;,.,-z_ 

¿y.;, r):1 ' 

;; •f2. ::: 
1 - ; z:. 

- ,.z e. 
;, .... _,. 

-o-.: ,, 7 

¡,~- ¡o 
1 

t)_:i : 
. Y:, 

;)v; 
a:r.3 

~ l: 

~ :('1.,.. 

o ~-
<!' 

o 

-.3l 7 
- 3 e • 

-_¿ l i 
-~ ¿ i 

Q 

i 
1 
1 
1 
i 

..J 

h.,c¡endc 12 descon;,:,c _;;,:,ón de la mat riz en una ,:>a r t e s i,.,é trica y 

1Jna 3, ti s i~é cr i ca , s e t iene 

~: o - .3e3t- T 
i fo º - -~t_¡!I 

- -3f- l D o _ 3 e • 
":E 

c_fl 

1 

e 1 e.-2I: 1 -

e) 
- º 1 -

/ ·D o 
1 

1 

ó ó 

10 D 

!- ~ e·.•l -it 
¡_..: -e 

-1 e,.;t-l 
-.ti • 

- e Qu] = 

¡ 
i ¡ 

--ti,; . + 1 o 
~- ..,, ~ • -1.l 

¡ 
1 - e. z, -e ' ! 

o 1 1 3) - 2-l 1 ~?. e o i L?"~ ....! 1 -

-;/ -~i --Je - e 
¡__ o J 

V 

· -26 
í 

e (' - 3e, ~ 

l~tl =¡ º 
- ¿l [j ,, 

o -e•l-
e; .:a, !) 

Ef' i i;ici so i v •) se r esuel ve ut i li zando _,J c o - ncepto de deri vada 

a t er! a l, es dec i r ~ D e"-.t 
~ = M 

,,... 
co:no E:¡¡l 

pac ial , ut i ! i;: ..c -,do la exp resi ón 3 . :: .~, se t i ene 

,._ ' -- --
~ e i,1.. =- ~ e "' f. 1 e. l!.t ;it,.._ 
l)t ~ -é: -;ix,"- ~t 

"-

es una f un ción ~~ 

~ é:, ;: e e n, =- ~ e. - ~ e,~ 
!>t 3.?, - t:+c. 

- 'ti e~, =- CY 
- H, l'lt ti: _,_ 

~ - i:i e -31: .!?_ e.,~ -- 3 1 ::: - 3 e 
t)t Dt -

_._t ,~ --
.=:: - ;!'2.. 1) ~ ~ e.3~ 

b-t :: 
!)t. 

[i~L] 
Ir 

--;::-t D 

1 
-.Ji 

-3e. 

-3 /: 
-3e 

- !.I: 

o -.;_ : )e. J 
- Je.. 2) 

resu ltado qu¿ es é~ e~tr arse , ~cbiJo a l a ax~resión 3, 3. ;,~ed i a~ 
_t ~ ""' . r , ¡ -'- ' t e la cua l , U tl. ~ '--t(t, ,/ _,.,,a .,,.e ,. e 

r~ '.:, - e;-i 3 1:-7 

[ r. 1 _ _J_ 1 º ª - :le.-
1 tl 

ltl J - ;,... 1 1 
"3e..J./: , i!.. O-

.._ 

de donde 

r:l 
\.. 
"- H _ 

• 
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.;,,ó hx i o:nas fundamentdles de la Mcc~,!ca del Medio Continuo. 

En este inciso se definen los elementos necesarios para enun-­

ciar cuatro de los c irco pr inc;pios bási cos que se va n a utilizar 

en e l desarrollo de la teoria de la Mecáni ca del Medio Continuo. 

Los princ ipios básicos se con!>ideran que ,,on los ;-esultados aut -:i­

evidentes de nuestra expe r iencia con e l mu ndo flsico . 

En la mec§nica a cada cuerpo se leasoci a una n~ dida de lama -

te r ia, denomi nada -:1asa. 

Jefinlción 3.6.1 . Se defi0e a la ~~sJ M de un cuerpo , como una 

cant i dad no ¡:¡egati va, aditiva e. i nlta.ri ante al movimie nto. Son vá ­... 
1 idas l as aseveíacicne s s:gu ientes 

i) La masa se de fine con su prop ia dimensión, independie·n te 

la lo ngitud y de l tiempo. 

de 

i i) Si la rr.asa es absolu:amente contim . .J en las \d ri ¡:¡bl e s espaci ~ 

les , =xi ste entonces una densidad de n•a s a r' t a l que la masa to -

tal del cuerpo se ~odr j c~lcular con la exp resión, 
~l-

M-5: dv 
·.:,,\_ 

. _'} ' 
n;~~r,._ 't· ,,..,;_ ~ . .,,.. ; 

( 3 .6, 1 · ). 

La dens id2d f cent•J unida des de masa po r unidad de volumen , 

e s decir-, ML~ 
•. u 

i i i} la densidad de rra s a serA qil. qu.e cumpja la cond ici ón 

o < f < <>Q 3,6 . 2 

":.V 
-.¡• - ... ,.,._. 

3-23 
□~f:~ición 3 .6.2. La c~Pcida¿ de :o~i1,1i~r~o o Cdntidad je movi --

"'t<:"' l !r,eal 5) ~'.e.; un .n~dio _...,,,:inc,._, de ;--;1 :le1 C·,L~: '-V-, ~.:: \..?.:. - • 

fine medianLe la expresión siguiente 

<})"'Í PY..d~.r-
- Jv1( 

( 3 . 6 . 2 ) 

donde V ~sel ,,¿c tcr vel oc idad i fJ la ¿,~rsidad de ,,asa del rce -

diQ. ? ~s \..o!"'~ C.;'1t i dad v-eccoti..:..:. 

D¿.fi ni ci6:1 3.6.3 . El -:10;-¡¡.;;it_ ~ ... le c.;;;n"ida::J .Je . .o:ovi11:.:.-:1to o ca~ ­

º -.::duc.i Je .no\i>1:ier:to ungula rrf_ ,...:::spec to al v,.iJen O, de;_¡·;' rnedío 

con tiriuo d2 vo1~'t.-:::n total "'1Í , :2 J_f·.-;.! ..:c·,-o 

'1-f. 

1" 
]l:)"t 

= r f tx'j_ clv¡ 
¡J,.y 

_; .6. 3 

as 21 ~~ctor de posición de 1~ ;~rtrc~l~ ~e~ J:c~r.~~~=d 1 L2 
o 

dm = pd'll . T~nóiér !J. es sna c:n::du d ,eCtQrial. 

·nc:i 

Defir=~i6n 3 .6.4 . L-a e n,-rgia ;:.in,;tica "''/{ 
~- ·-t-.._.;;; 

dE: un ,i1edi0 con t : :iuo ~d~ 

vc1um~n ~ se -:.icfire rnedia rt e 

'"k =ir P y_. Y. Jv­Jv 
La ene rgla cinéti~~ es un¿ can1iJad ¿1cal a r, 

3 .6.4 l 

Las ec s . 3.6.2 a }.6 .4 , ~v0resa das en té rmiros de las co-:100-

nen tes en L.n si .;c~.;,a cartesi ano de referencia, quecan 

pr¿ 
:,f p 1{ d··.r ,, 

""t" 

' "1-{~ -= 

1<.= 

r f e.._i~ te. ~, ,;d -ir 

J'i" • 
.J.Jfú1,.'t\chr 
~ ,-y 

( 3.6.5 

(' 3 .6 .6 ) 

3 .6 -7 

Ax;omil Funda,nerta l lfo . 1 - PRINCIP IO DE tA' C-CNSERVi:.C! ON :)E -

~,4 1-'iAS A . La 1;1asa tot 2l .:2 1 cuerpc ;--;o cambi a du rante el rnov imi en­

~c. c~a~do este principío es v~lido pdra una vec in daJ infi~ itesi-
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ma l de cJdd pJnto :1.üt>cr i ui , SL! dic12 que 1.J ,,as..t se ~on.> er ',.J l c~u l-

ne n t e . 
() 

s i i'o J c 5 l a densidad de ,,·¡¡5¡¡ i ni cial del med•o conr;rLo , l.!n -

tc ,-; ces SJ ,füJsa t ot a l M en cualquier confi gurac ión debe se r l,1 mi~ 

L -:, -"' n t-:: r: ~:-- o:; 0 ~;,,µ - e~~ .... o~ 

M= j fdv -::j fº;l v 
"Y V 

( 3 .6.8 l 

Otrd fcn,a c.~ :<? resa 1· 'a co:1<ser •,aci 6n de l .:masa consis t e e n ha - -

D 
I':t 

caro su de r i ,ad,.; c,1.;teria l, es decir 
( 1: dv 

=:. D ( 3 . 6 -9 ) 

Al t r abaj ar con e l c·ite ri o da do po r l a ec . 3. 6 .8 se ?ue óen pre- ­

• en tar l a s f ormu s s i gJ;ent~s Dura e l p r inci p io da conservac ión de 

1 a . .1.:-.s~. 

i ) Conse rvJci6n g,oba l de l a ,na3a . Us a ndo l a ec . 2 .11. 18, la ec. 

3.6.8 se trJns fo rma en 

\ (f. - jf ) cl V:: u 
.J v 

3 .6 . 10a 

( ( f - S1fJ d .r 
J ,,r 

=o ( 3 . 6. 10b 

i i ) Conservac_ión loca l de l a ma sa. Al hacer V '""'7 O en l a ec . 

3. 6 .1 0 .:i , s e 

fo =-jf 

t end•j qve 
~ . ,¡ 

,P V JJJ.,; = ( 1-U.Ii; + f fl:: .. f [JJ) "!-
( 3 .6 . 1 l a ) 

Al ruce r ~o e" l a ce . 3 . 6 .lOb ~e ob ti ene 

f 
__ , . 

- 1 './ 
- ._¡ I ,.; 

,......---,- ' / iT ) 1, 
:- ,,•'. ',/iK,; -=- P., \ 1 - 1Ie .¡... ' .le. - r R,_ 2 ( 3 . 6 . 11 b 

Al trabaj ur con ~ I c r it e ri o dado po r la c e . 3.6.9 se ll e ga a l a • 

fo-~¿ s i gl1 ; 2~ t e Jc l ~r ;nc ip io de cc,s~rvaci ón de l a mas a 

3-3;i 

i) Con ser vación ~lcba l d~ 'a mu ,~ - Intercamb ia ndo operadore 3 en 

1= ec . 3 .ó .9 y us ando l a ec . 3. 3. i8 se obtend r~ 

Q. Í p cJ '\T = j 1
;. ( p .; r) ::: -~ 

[\ :._ L ': ( 3 • 6 0 1 LLJ 

~ "~ "'Y 

s. 
t • íc • - \ 1'rd? (, 1 ..Q. _fd, ,- - [P+1Ji" .]d ,r:::. j f~ p v., ,, Jv.:: ¡¡+rf v,_.,_ );;( 3. 6 . 126 

1)' • 1 , ,.. ¡ - .. , 

~ "'V ..... ; .-1,v --v - :::. a 
i i ) Conse r vac ión l ocul de l a masa . Al hacer o/-" en las ec s . -

3.6. 12 s~ obt i ene 

~ ( f cilf ) = e 
Dt 

') f + ( 
·,.T 

í \ .. () 
l., " 'J f¿ -

3 6. l Ja 

;. .6 . 13b 

Algu no s au·ores acos t umbran 1 lamd r ec~uciones de con tin u i dad a 

l as ecuaci one s r e su l ~an tes de l p ri nc1p i o de con se rvaci ón je l a ma 

sa . 

Axioma f undament ~I ~o. 2 . PR'~C IPiU L~L 9h . " NCE ~: LA CAN TIDAD -

DE MOV IMIEN TO. La rap ide~ J 0 c.:inbi o r~ spec:o al t iempo de la ca~ 
(,:-" 

t i da d de ~ov imi entc es igual a la fu e rza resu l t ant e ~ .~e accaa 

sob re d ' cho cue r po. 

d '? 
Tt 

o bien 

C:'-ff 

l?__ J ¡;-J;, 
bt ,y-

v,'­
v- :..: )'. 

" 
Ax :oma f u-idam; nta l No . 3 . 

( 3 .G. 14a ) 

\ 3 .ó. 14b 

PRINCI PI O DEL e~LANCE DEL MOMENTO DE LA 

CANTIDAD DE MOVIMIENTO. la ra pidez de camb io res pecto a l t iewpo 

de l mame rto C:e la cont idad c.!e mc v irn•er,t o 3l reaedo r de -1 n ?U nto f.!_ 
o 

jo O, e s igua l a l momento re s u ltante Ji , , respecto al mismo ¡::un-

to O, que a ctúa e n di cho cuer po . 

el 7-f 
el {-_ ' ==- J'1 ( 3. 6 . 15a ) 

) 



o bien 

1?_ J f e¡,e n-t -:f.t 
Dt ,ef 

?[ 
h1 dv-
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" J'{, 
;.!_ 3 . 6 . l Sb ) 

No t a 3.6.1. Las ecs. 3.6. 14 y 3 .6 . IS ~on las ecuac· o, es de Eul e r 

"del movimiento y se pueden considera r corno ,:;xtensi ones de las l e­

·¡es de Newcon del mov imiento par a u11a pa rtícuLi. 

Axioma fundame nta l No. 4_ PRINCIPIO OE LA CONSERVAC : ON OE LA E~ER 

GIA . La ra pi dez de cambio de la energ fa cinéti ca r"!{, r. ,ás la e ne.!: 

gía interna 'g , e s igual a la suma del trabajo GUe desarrollan 

las fuerzas ex te rna s poT unidad de tiempo "11/' más otras energTas 

que e ntran o sa le 11 de l cue r~o, po r uni dad de tiempo •~ 

~ ( rk + ~ ) == Nu/ + .Z 'Z(..é 
u! ~ 

Las fu entes de energía por unidad de t i empo "t-(., pue den ser de ener. 

$fa calorff i ca , ene r gí a e léctri ca, energf a ~ufmi c a , etc . Este 

ax ioma implica que las energ fas son uditivas '/ q~e e l t ~rmino que 

sirve par a balancear t oca s l as energfas debidas u efec tos exte r--

• 1 r • -,-, nos e s a energ a int e r na~ . Pa ra l os Me di o s Con tinuos se sup2 

ne una densidad de energfa i nte rna po r un idad de masa, E, t al -

qu e 

'& = r,é º,:,. ' J-y 3 .6. 16 

En los ca pítu los que siguen se estudiarán en forma minuci o sa 

los axiomas fundamentales 2. 3 y 4 y también se plantearán las -­

bases para el ax ioma fund ame nta l No. 5-

3.7 T~~ scr e s obje ti ~o~. 

Conviene introduci r en e~cc cap í t ulo un concepto rel aci c n~cu -

ccn e l n~ vimiento del obse r vado r. 

Defi11 ic ; ón 3.7. 1. Se llaman cantidades objetivas aquellas cu yo -

valor es independiente ~e l movi rai en t o del observa dor . 

Ejemplos de cant i dade s objetiva s l o son l a d ist ancia entre do s 

pu n tes, el ángul o en tre do~ d i recc iones, las ~ropie dades q~e def i­

nen a un materia l, etc. Cantidades como la posi ción y la velocida~ 

de ~n pu; t o s í dependen de la posición deJ obse rvador y por lo -­

tanto no son cant idades obje t ivas. 

Si se tiene que un sistema de r e ferencia rectangu1c r "2 est ·á 

en movimien to de cuerpo r ígido r especto a ot ro sistema de r efere~ 

ci a tambi é n rectangular~, e ntonces un pun to de coorde nadas re,s 

ta ngu l ares lt.. e n la refe r encia 'R. y en el tiempo t, tendrá coo r-
, dJ I 

denada s r ect angu lares X~ en la r e fe rencia 1\. en el ciempo t '. 

Pue s to ~ue ambas re ferencias estAn en movimiento de cuerpo rí g ido 

una re specto de ot ra, se debera tener l a re lación s iguience 

X~ U')-== Qü (_t) X-( .J- lié O ) ,) 
t = ¿_ - <-1.. ( 3 . 7 . 1 

La co,stante Q, per mi t e sel eccionar e l o ri5en de l os ti e~pos 

e n l as rc~e renc ias ~ y ';!;_ 1 
. Desde lu ego que l as cantidades 

°'H(d.=Q(b) :yk{f)son f unciones del tiemp o puest o qu e }?(.t) e s -

el movimiento del origen del sistema "f?. y Qu {t) son los cosenos 
• . • ' . I -

di recto res · de 1 a r e ferencia o/?. respecto a "í?._ . Es decir 

QH._ ~ h1{ -=: Q-Re., Q,j¡,,¡ : ¾W\. 
( 3. 7. 2 

Se puede demostra r que lá tran sformac ión dada por l a ec. - --

3.7.1 con la condición i nd icada por la ¿c. 3. 7.2 es l a i: 1~s gene --
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r a l e n do 1dc ?ernanece n i nvariarLas lu lonsitcj e l camb;o de ~ng~ 

lo . 

Un vector obj et i·vo ~ en 1 a refe rene i a 'K , tendrá componen tes 

4 ,1_ mientras que en la referencia 1(_ tendrá 

I 

Ú .+., :a Qlt.t c,l. 

Definici ón 3.7.2. Dos 1nov:¡11ientos 

( 3.7.3 

YJ:lt í) y J.{ ('t_ , t ') son ob-

je ti vamente equ ivalentes sr y sólo sr sat isface n l a expresión 

x1; ('l, l~: == C!uCiJX¿(~)-1.)~b4.UJ -t.~/~i-o.., ( 3.7.~) 

/'\ 1,, 
con 1.x kC (-:. ; re:.t r i ng ido por 1 c1 ec. 3 . 7. 2. 

Cos mo vimie n tos objcti,ament-:: equivalentes di fieren únicamente 

e n la referenci a y en el ori ger de los tiempos . 

As f, si una r-eferenci a es t~ f ija y para un tiempo también fijo, 

los nov·., ; entos pueden h;;c e~se coinciJir mediante l a su pe r posic ión 

de un movi mi e n t o de cuerpo rfg i do y un movimiento del origen de -­

los tiempos. 

uef inición 3.7 .3 . Se dice que una cantidad tenso r ia l e s obj~tiva 

si en c ua l c;,: ier par de movimie ntos , obje t iv.:i,,,en te cqc1 ive l en tes , -

obedecer las l eye s de t r a nsformac ión ap rop i adas para cada t ensor 

y p~ .a :ocos los tiempos. 

S' :J)¡_ e s un ve c t or y ~k ( un tenso~ de se gundo orde n , amD;:;s -

objeti ·,os , e'ltonces,en dos movinlientos objetiv.:imente equi va l e ntes 

debe n satis facer las leyes de tra nsforn~c ión siguientes 

ro J ( \/ , , ,. / /. \ _ ' j :::- Q k t ( i ) Q, 
1 

V .¡.) 
' • ' ~ 1 ~ 3.7 .5 

s~': ( 'i, ( ) = Q..,,1J t) Q1. 1, (-1.).S», ,1 (~) -t) 3.7.6 

Desee !ueg~ ~uc ta~os lcr cer sorcs Gt! e ~on i" ~e pe~ ~ iente s del 

3-3~ 

t i en~o son objetivos ~~ro lo s qu e si de~enden del ci e~po ouede ~ue 

no lo sean. Por ejemp lo, cons i dére5e el vector velocidüd 

Usando l a ec. 3.7.4 se tendrá 

,.- , 
Vlz. 

~ x:'e =- Q 1z, i~ + Q;.l Xe +- b1t, 
J)l i 
o bien: 

1 v¡_ -= Q,u vn 
< +- Qkl '({ -t b, ,¿, 

( 3. 7. 7 ) 

3. 7 .8 ) 

desde luego s e puede otsen·a r que la -? C. 3 .7. 8 no es de lü forma -

dada por l J ec . 3.7.5 y ?O r lo tanto, l a ve l oc idad no es un tensor 

obj" t ¡ve . 

Te-:,r .:-m.: 3 . 7. 1. El tenso,· rapicl<::¿ de def v~Taciór. de Eul er e/¡¿ es 

~n ten sor obj et ivo. 

Usa ndo la ec . 3.7.8 y l a r~ slü J~ l r c udena se ouede obtener -

la expresión 

1 \ • 
LJ. - n-. iI'. !) t 11. + Q ') _r.,'-

1t. , - ~t...,, ""~ ..-1 ~ - Ju,1. ---
, ,., C. .(¿ 'tlx I 

? ' 1 1 d • d o X, , ' :ra c c: c ~"·' a er1va a ___ 
ax e 

Es i~ci r, despej and o X¿ se obtie ne 

s~ hará use de l a ec . 3.7.1. 

3.7 .9 ) 

:X1¿_ - ~:v:t_ (X~~ - b,. 1) 3. 7. 10 ) 

e ri :c --.ces 

~ '",, --,-
d.l¿ 

-= Q ,1{ ( 3. 7. 11 ) 

usa ndo la ec . 3.7.11, la ec. 3.7.9 se tr ;ins forma en 

i . 

½ . .:. -:- l-<t•· ._,· :,, .. ,, 

. 
" -: • . +- q é: lY l - ,,, ) . ~ G¿_~W\. ( 3 . 7.' 2 ) 

2n t! l o9omt-: ""l te , ;e ?odrá obt e ner 1, exr ·esión sigui e nte 

,. l r:- , 
( J ·;: 

~ /" • I.X. 
: ~ ¡- J..t • ... i ~I~ 

¡, Q .()1 ' 

,. 
~ /¿ ;v(_ 

( ; . 7. 13 
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Suma ndo 1: s ec~. 3.7.12 y 3.7.13 3 2 otti~n~r 

1 1 • • 0 

e \]k)¡+ ü¿l¡J = Qiu,, Qll'1 ( v;.. , >l·➔ vn) rfl)+-qr.111 /,¡1 YY1 + ~m ~ k. ¡,y¡ 3. 7. 14 ) 

Tomd ndo en cuenta l e e~ . J.7.2 s~ ;~~de tener 

"D ( \ i ( QH Q,,,¿) 
o bien 

u F1t .. ) = 

Qkl Q ,,.,, ' l:J I 
a ::: ~Qke ,i,,,i? 3 . 7. 15 ) 

Usando la ec. 3.7.15 y la definición del tensor rapidez de defor - ­

mación, la ec. 3. 7.1 4 se trar s f orma en 

c/1!¡ :::. QtY' Qp;, d }1t11 ( 3. 7 . 16 \ 

l o cual d::mue s t ra al teorema. 

Tamb ién se pu ede demostr2r cue el tensor de g iro -u{_¿ no es- · 

ob Jet: ·,/o . L::i Gcmo st,·sc i~r 2 hcce :, 1 tener ~n c ue nt a la de fí!l: ci6n 

,:iel tenso r ··u{l. y la s ecs . .3 .7.12 '/ 3.7 . 13. 

E"l concepto de obj e •i , id,,d tiene un~aplicacióh muy importante 

en l ~ teor la constituti va da los mate riales c o~o se ver~ e n el ca 

pftulo 6. 
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