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Interpolaciéon con incrementos variables por sistema de ecuaciones

En la vida real, los datos obtenidos en algun experimento o un estudio estadistico pueden
analizarse como un conjunto de puntos que nos describen un fenomeno. Existe una gran
cantidad de métodos para convertir dichos puntos en una funcién matematica. Con dicha
funcién pueden realizarse prondsticos para la toma de decisiones.
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Interpolaciéon con incrementos variables por sistema de ecuaciones

Ejemplo: Un experimento arrojo los siguientes datos: (0,7.5), (3, 7), (9, 4.5) La grafica con
esos datos es:
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Interpolaciéon con incrementos variables por sistema de ecuaciones
Si uniéramos los puntos con rectas tendriamos lo siguiente:

g
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Interpolaciéon con incrementos variables por sistema de ecuaciones

Si quisiéramos conocer la ordenada cuando la abscisa vale 6 podriamos obtener un valor
aproximado con base en la grafica de 5.8 unidades:

U L == 4w Se interpola un dato con base

en los resultados conocidos

A —————
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Interpolaciéon con incrementos variables por sistema de ecuaciones

Si quisiéramos conocer no solo uno, sino todos los puntos de la curva que se originé del
experimento, debemos recurrir a un método matematico.

Partiendo que tenemos 3 puntos podemos obtener como maximo un polinomio de grado 2
(numero de datos menos 1)

Su ecuacion tendria la siguiente estructura:

p (x) =a,x +ax +a,x’

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolaciéon con incrementos variables por sistema de ecuaciones

Evaluando el polinomio para los 3 puntos proporcionados, nos queda un sistema de 3x3
que se puede volver en uno de 2x2:

p(O)zaO(O)O+a1(0)1+a2(0)2=7.5 10 0 1.5
0 1 2 ) || 3 9 |=| 7

p(3)=a0(3) —|—al(3) +a2(3) =7

p(9)=a,(9) +a,(9) +a,(9) =4.5 oA,

a,=17.5 a,=-0.0833 a,=-0.0278

|

p(x) =-0.0278x" +-0.0833x+7.5=0

M.I. Victor Manuel Duran Campos



UNAM - FI

Analisis Numérico

Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas

Interpolaciéon con incrementos variables por sistema de ecuaciones

Si graficaramos esa curva y la sobrepusiéramos sobre la grafica de los puntos
proporcionados tendriamos:

8 p(x) =-0.0278x> +-0.0833x+7.5=0
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Interpolacion con incrementos variables por Polinomio de Lagrange

Si se tiene una gran cantidad de puntos proporcionados la solucion de sistemas de nxn es
algo complicada y requiere de mas potencia de calculo. Analizando este problema
LaGrange propuso un método para interpolar datos.

Analizando el problema con el método de LaGrange:

(0,7.5) (3, 7) (9, 4.5)

|1 T 1]

Xo Yo XY X Y,
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Interpolacion con incrementos variables por Polinomio de Lagrange

El polinomio de LaGrange se define como:

p(x) = Yol / / 14
k=0
en donde ¢/ / 14 ula de la siguiente forma:
1=n _
/ I X—X ;
j=0,5%i X5 — X;

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolacion con incrementos variables por Polinomio de Lagrange

Calculando las Li:

| ii‘-’ffﬂ(;/i@[:Z’;z)=(;“:8)(§:§)=“*’Jf;-”

4
/ X—X, _
Xy — X, x1 x}/[ X, 9—
; M.. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolaciéon con incrementos variables por Polinomio de LaGrange

Sustituyendo en la ecuacion general de LaGrange

p(X)=nmt L e ‘

k=0

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolaciéon con incrementos variables por Polinomio de LaGrange

Graficando

=[Lj(—3x2 ~9x +810)
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Interpolaciéon con incrementos variables por Polinomio de LaGrange

Comparando ecuaciones:

Por sistema de ecuaciones

p(x) =-0.0278x" +-0.0833x+7.5=0

Por LaGrange

p(x)= ﬁ (—3x* —9x +810)

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolaciéon con incrementos variables por Polinomio de LaGrange

Obtener la ordenada cuando la abscisa vale 6

648
108—54+810 —6
p(x)= (108)( +810) =705

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Tarea obtener la curva interpolada con base en los siguientes datos vy calcular las

ordenadas si x=1, x=2 x=0.6 x=1.6:

x|y

0.25
0.5
0.75

1.25
1.50
1.75

11.997
0.844
5.64

-5.827
-9.844
-9.185

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Analisis de diferencias para polinomios interpolantes
Par analisis de puntos equidistantes (escala constante) :
¢ Progresivas
*» Regresivas

+» Centrales

Par analisis de puntos con separaciones o escalas variables :

+» Divididas

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Diferencia progresiva, regresiva y central con separacion constante

Diferencia progresiva:
Ax, = f(x, +h)— f(X) =YV — Vi

Diferencia regresiva:

Vx, Zf(xk)_f(xk +h) = Vi = Vin

Diferencia central: ’

S f(x,+h)—f(x,—h) _ Vit ~ Vi
‘ 2h 2h : o | 7S | ¢

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Tablas de diferencias finitas progresivas con separacion constante

25

iferencias progresivas

——— e —————

2 Diferencias 1
centrales |

151 ) : Diferencias regresivas
|
|
|

0.5

2 [u] 0z EII.4 EI:E EII.EH 'I1 1.2 1.4 1.6
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Tablas de diferencias finitas progresivas con separacion constante

Ejemplo:

NENEA

0

0

0

27

64

250 1

200 A

160 4

100 4

a0 1
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Tablas de diferencias finitas progresivas con separacion constante

Ejemplo:
R Y
0
1 1 ——1 G—
= A Y YK+1 YK
2 8 7—>6 —_
2 1 1
3 27 19 12—6—_ AYy =AY, —AYy
g S | 2 | L 6 = 00—, ANY, =AY, — AT,
5 125 61 24 6 0— 0 —,
6 216 91 30 6 0 0—0
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Tablas de diferencias finitas progresivas con separacion constante

Diferencias progresivas (por partes):

function D=DIFP(datos)
n=size(datos,1); x=datos(:,1); y=datos(:,2);
D(:,1)=y(2:end);

for i=1:n-1
D(i,2)=y(i+1)-y(i);
end
end

Se ejecuta con la siguiente instruccion en la ventana de comandos:

datos=DIFP(datos)

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Tabla de diferencias hacia atras o regresivas con separacién constante

D

0 0 0
A
1 1 -7 12 6 0 - 0 .
T VYK :YK_YK—I

2 8 -19 18 6 0 ) 1 1
3 27 37 24 — 6 VY, =VY -VY,

_ S /v 3 _ 2 . 2
4 64 61 30 VY, =VY, -V,
5 125— 91
6 216

VY, =v'Y, -v¥Y,
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Tabla de diferencias centrales con separacion constante
(se utilizan en el método de Stirling que no se analizara en clase)

ENEAEAEACAEAECAEA . _Y-% _8-0_,
0 o0 I

2h 2(1
1 1 4 -y 27-1_

A - T 2(1) .

2 8 13 12

O\

3 27 28 18 6 ly _ Sl —_
sy, ~O%=8Y 284
4 64 49 24 2h 2(1)
125 76 N-1 N-1
5NYK:5 Yoo, — O YK_1=49_13=18
2h 2(1)
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Tabla de diferencias divididas hacia adelante con separacion variable

Las diferencias se calculan de manera recurrente;:

FN—I [XK+1] _ FN—I [XK]

FN[XK]:

vk ~ Xk

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Tabla de diferencias divididas hacia adelante con separacion variable

Para el caso de que la separaciéon entre elementos sea variable, las diferencias se
calculan de manera recurrente de la siguiente forma:

0 0

1 1 1 (1-0)/(1-0)=1

2 3 9 (9-1)/(3-1)=4 (4-1)/(3-0)=1

3 4 16 (16- 9)/(4 3)=7 (7-4)/(4-1)=1 (1-1)/(4-0)=0

FOlXol

1 FO [x,] F1[x,]

2 3 FO [x,] FL[x,] F2[x,]
! 3 4 FO [x,] FL[x,] F2[x,] F3[X,] B

[N
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Trayectorias en los diagramas diferencias para polinomios interpolantes

A continuacion se muestra una tabla con las trayectorias de varios métodos de
interpolacion:

Newton-Gregory progresivo => Diagonalmente hacia abajo
Newton-Gregory regresivo => Diagonalmente hacia arriba
Gauss progresivo => En zig-zag y el primer paso hacia abajo
Gauss regresivo => En zig-zag y el primer paso hacia arriba
Stirling => Horizontal comenzando en Yo

Bessel => Horizontal comenzando entre Yoy Y1

Newton con escala variable => Diferencias divididas

s M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Polinomio de interpolacion basado en diferencias finitas progresivas

Este método es llamado Interpolacion de Newton-Gregory progresivo

s(s—1 s(s—1)(s—2 s(s—1)...(s—n+1) _,
P(x)=f,+sA'f, + ( )Afo ( 3)'( Iarf o+ 3 )n(' A s,
(S, XXy xpunto_interes B xpunto apoyo
Pn(x) - f O+ Z(ZjA ﬁ) S = h o Espaciamiento_datos

i=1

Donde:

n.: grado del polinomio a usar,

1, ordenada (y) del punto de apoyo para el cdlculo (normalmente el punto mas
cercano al punto de intereés),

s. variable auxiliar,

I: indice de la sumatoria
; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Polinomio de interpolaciéon basado en diferencias finitas progresivas

Para determinar el grado maximo del polinomio dependera de dos factores: Que las
diferencias ya no se puedan calcular, o que sus valores en toda la columna tiendan a

cero.

x| flo) | Af | A%, | A%, | A%, | ASF, | A%F,
0 0
1 1 1

Para este ejemplo el
_ grado es 3.
5 125 61 24 6 0 0

6 216 91 30 6 0 0 0

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Polinomio de interpolaciéon basado en diferencias finitas progresivas

Ejemplo: Para esta tabla el grado podria ser desde 1 o para darle mas precision

podriamos llegar a un maximo grado 6.

1 1

1.01 1.005
1.02 1.01

1.03 1.0149
1.04 1.0198
1.05 1.0247

1.06 1.0296

0.005

0.005

0.0049

0.0049

0.0049

0.0049

0

-0.0001

0

0

0

0.0001

0.0001

0

0.0002

-0.0001

0

UNAM - FI
Analisis Numeérico

-0.003

0.001 0.004
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Polinomio de interpolaciéon basado en diferencias finitas progresivas

¢ Qué diferenciales tenemos que tomar en cuenta?.

1 1 1 Dibujar las lineas que
x=1.5 g se muestran entre el
punto de apoyo Xoy

@ 6 _ el punto de interés X.
Las diferencias que

queden por encima

seran las que se

@ 0 tomaran en cuenta en
el analisis
NO °

6 216 91 30

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Polinomio de interpolacion basado en diferencias finitas progresivas

Aplicando el método se debe obtener un polinomio de grado 3 y luego evaluarlo en el
punto de interés x=1.5

s(s—1)(s—2) Af,

P,4(1.5)=fo+%Af0 + S(SZ_I)AZfO +

Sustituyendo valores:

X% _ 1.5-1 05
h 1
P L5) :1+$(7)+ 0.5(02.5—1)(12)+ 0.5(0.5—2)(0.5—2)(6)

P.(1.5)=3.375

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Polinomio de interpolaciéon basado en diferencias finitas regresivas

Para este caso la formula es casi la misma pero la unica diferencia es en el calculo de las
diferencias y en la forma en que se obtienen.

Pn(x)=fo+SVf0+S(Sz_'1) szo_l_S(S—l3)$s—2) V3ﬁ)+...+S(S_1)";?_n+1) v/
E(X)=f0+i(jjvfjg s = x;lxo

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Polinomio de interpolaciéon basado en diferencias finitas regresivas

Por que utilizar este tipo de diferencias?. Por ejemplo si se buscara interpolar el punto

X=557
0 0
1 1 1
Si se utilizara el
método anterior
2 8 7 6
no habria datos
3 27 19 12 6 para calcular

24 6 0 0

30 6 0 0 0

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Polinomio de interpolaciéon basado en diferencias finitas regresivas

Pero si utilizaramos las diferencias hacia atras las rectas de apoyo las pusiéramos al
reveés? Tendriamos lo siguiente:

x| fo) | VA V| VA | VR | VER | VR,
0 0 —1 6 —6 0

Las diferencias que
queden por debajo del
punto de interés seran

_ las que se tomaran en
cuenta en el analisis

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Polinomio de interpolaciéon basado en diferencias finitas regresivas

Aplicando el método se debe obtener un polinomio de grado 3 y luego evaluarlo en el
punto de interés x=5.5 y el punto de apoyo x=6.

])’1(55):f0+%Vf0 _|_S(ST_1)V2f0+S(S—lé(S—2)V3fO

0.5 -0.5(-0.5-1)

P (5.5) = 216+T(_91)+ L 70.5(=0.5-1)(-0.5-2)

(30) 6 ()

P (5.5)=160.75

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Polinomio de interpolacion basado en Diferencias Finitas Centrales
Polinomio de Stirling

5 5 2 2 12 53 ) _|_53 .
P (s)=f + S[f1/2;' f+1/2]+~;'52f0+S(S3'1)[ f1/22 f1/2:|+
5™ (s —12)5 ‘ry Sz(sz—lz)(sz—zz) [55f_1/2+55f+1/2]+
41 0 5 5

el

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Este método se aplica para datos con separacion variable y se basa en la tabla de

diferencias dividas.

Ejemplo: Para los siguientes datos:

X

Xo X1

X,

y

0 Y1

2

X
Con un nodo: v ‘

Con dos nodos:

T

Po(x):FO[Xo]:YO

= R0 = A0+ F[x,](x-1)

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Polinomio de interpolaciéon de Newton con escala variable

X X X X
Con tres nodos: 0 = z

Yy Yo Y, Y,

l—» P (x)=P(x)+ F*[x,](x = x,)(x—x,)

Con cuadro nodos:

|—> P(x)=P(x)+F’ [XO](x—xO)(x—xl)(x—xz)

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Polinomio de interpolaciéon de Newton con escala variable

Para un polinomio de grado n, la formula seria:

P(x)=F"[x, |+ F'[x,[(x = x,) + F*[x, [ (x =%, ) (x — %, ) + ...
.+ F :XO:(x—xo)(x—xl)(x—xz)...(x—xn_l)

1 1 FO [x,] F1[x,]
2 3 FO [x,] Ft [Xl]Q i \
3 4 FO [X,] \ F1 [X,] Fz[Xl] F3[X0]

Grado 1 Grado 2 Grado 3

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Polinomio de interpolaciéon de Newton con escala variable
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Para los siguientes datos obtener el polinomio interpolador de Newton con escala variable:

0 0
1 1
3 9
4 16

15 1

10 +

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Polinomio de interpolaciéon de Newton con escala variable

La tabla de diferencias divididas:

0 0
1
2
3

16 7 1 0

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Polinomio de interpolaciéon de Newton con escala variable

Con cuadro nodos: - Xo Xy X2 X3
y Yo Y, Y, Vg

P(x)=F"[x,]+ F'[x,](x=x,)+ F*[x,](x = x, ) (x = x,) +
+ F° [XO](x—xo)(x—xl)(x—xz)

!

P.(x)=0+(1)(x=0) +(1)(x=0)(x=1)+(0)(x=0)(x 1) (x - 3)

!

B(x)=x+(x)(x—1)=x+x"—x=x

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Polinomio de interpolaciéon de Newton con escala variable

Obtener el polinomio de sexto grado interpolante de Newton con escala variable para la
funcion y=cos(x) en el intervalo de x=[0,2] con separaciones de 0.25 unidades.

0.0000 1.0000
0.2500 0.9689
0.5000 0.8776
0.7500 0.7317
1.0000 0.5403
1.2500 0.3153
1.5000 0.0707
1.7500 -0.1782
2.0000 -0.4161

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Tabla de diferencias divididas

K
0
1
2
3
4
5
6
7
8

Xk

0.0000
0.2500
0.5000
0.7500
1.0000
1.2500
1.5000
1.7500
2.0000

FOlxy]

1.0000
0.9689
0.8776
0.7317
0.5403
0.3153
0.0707
-0.1782
-0.4161

Fx,]

-0.1244
-0.3652
-0.5836
-0.7656
-0.9000
-0.9784
-0.9956
-0.9516

F2[x]

-0.4816
-0.4368
-0.3640
-0.2688
-0.1568
-0.0344
0.0880

F3[x,]

0.0597
0.0971
0.1269
0.1493
0.1632
0.1632

F4[%,]

0.0373
0.0299
0.0224
0.0139
0.0000

Polinomio de interpolaciéon de Newton con escala variable

Fo[x,]

-0.0060
-0.0060
-0.0068
-0.0111

UNAM - FI
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Folx ]  F7Ixy]

F8[x,]

0.0000
-0.0006
-0.0028

-0.0003

-0.0013 -0.0005

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Polinomio de interpolaciéon de Newton con escala variable

Calculando el polinomio

P ( X) _ == Primer grado

+ (—O. 1244) (x — O) €= Segundo grado

(—0.4816)(x —.25)(x — 0) €= Tercergrado
+(0.597)(x—0.5)(x—.25)(x —0) <= cuartograco

+(0.03173) (x —0.75)(x —0.5)(x —.25)(x —0) <= Quintogrado
+(~0.0060) (x —1.00)(x = 0.75) (x — 0.5) (x —.25)(x = 0) *= 270

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Polinomio de interpolaciéon de Newton con escala variable

Polinomio Interpolantes

Function
----- [ ] Pl(x] =1-01244=x 1.5

----- ® P2(x) = —0.4819x* — 0.003866 x + 1

----- @ P3(x) = 0.06057 x (x — 0.75) (x — 0.25) (x — 0.!
----- ® P4(x) = 0.03619 x° — 0.0299 x* — 0.0117x% — 0.
----- ® P5(x) = 0.036187 x° — 0.020897 x* — 0.011696 x
----- ® f(x) = cos(x)

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Analisis del error

Si se conoce la funcion original, podemos calcular el error de la interpolacion, el cual seria:

error = f(x)— Pn(x)

Xo. X Xn1 Xn

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas

Errores al calcular los polinomios interpolantes

Caso en el que se tengan solo dos puntos (interpolacion Lineal)

Teorema: Sea f(x) una funcion dos veces derivable en un abierto que contiene
al intervalo (a, b). Sea P,(x) el polinomio de interpolacion lineal:

R(x){x_lf)f(a){;:;ljf(b)

a_

Existe un punto en el que se presenta el error maximo & € [a,b] tal que:

e(x)= £ (x)-B(x)=(1/2)(x~a)(x-B)/"(§)  a<E<b
] ]

Error en el punto x Error maximo en el intervalo [a,b]

M.I. Victor Manuel Duran Campos



UNAM - FI

Analisis Numérico

Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas

Errores al calcular los polinomios interpolantes

Ejemplo: Sea la funcidén f(x)=x3 y los puntos a=(1,1) y b=(3,27). Obtener el
polinomio interpolante con esos dos puntos y calcular el valor de épsilon en x=2
(punto medio).

Pl(x):(%_;j(l)+(;c_;j(27) 13x—12
f(x)=x
=/(x)-R(x) "

&(x)
5(x)=x (13x 12) ¥ —13x+12
f(x)=

20

-10

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Errores al calcular los polinomios interpolantes

Calculando el valor de épsilon:

g(x):(1/2)(x—a)(x—b)f"(§) a<<&<b
Sustituyendo valores:

¥ —13x+12=(1/2)(x=1)(x-3)6(&)

Despejando y evaluando en x=2:  * —13x+12=(1/2)(x—1)(x-3)6(¢)

(¥ -13x+12) (2°-13(2)+12)

3(x=1)(x=3) 3(2-1)(2-3)

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas

Errores al calcular los polinomios interpolantes

El error maximo al utilizar un polinomio lineal puede aproximarse a:

Max‘g(x) :%i‘f"(xm )‘ Donde: h=b-—a

a<x<b

Max‘g(x)

a<x<b 8

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Errores al calcular los polinomios interpolantes

Para el caso de n+1 puntos, la formula para determinar el épsilon es:

Para a<<&<b y

P(x)=Polinomio Interpolante

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Derivacion numérica

Estos métodos se aplican cuando:

¢ La funcién a derivar es muy compleja.
* No se tiene la funcion original y solo se cuenta con datos equiespaciados

con respecto a la abscisa, y con una separacion entre ellos que tiende a
cero.

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas

Diferencia progresiva, regresiva y central con separacion constante

Definicion de la derivada de una funciéon (pendiente de la recta tangente a un
punto)

£'(x) =lim

h—0

JOx+h) - f(x)
h

nectas secantes

e

]
e
o
' recta tangente
1
1
1

fla) p---== il L oo o oooeeeee :

— = i 1
i

i

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas

Diferencia progresiva, regresiva y central con separacion constante

Diferencia progresiva:
Que representa la pendiente
de la cuerda BC 2]
x.+h)— f(x
ey =Lt D=1 ()
h
1.5 -
Diferencia regresiva:
Que representa la pendiente
de la cuerda AB
x)—f(x. +h -7
f'(xl'):f(l) f(z ) ng |

h jr"

Diferencia central:
Que representa la pendiente

de la cuerda AC
Xi-h Xi Xi+h
' - f(xl + h) _f(xl _h) g 0 g DI.4 g ufs * 1'_2

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Derivacion numeérica

Por ejemplo: si se quisiera obtener |la derivada de la siguiente funcién cuando x=5, por
medio de la formula tendriamos:

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Derivacion numeérica

Si quisiéramos aplicar un método numeérico tendriamos que basarnos en la definicidon
formal de la derivada, la cual nos servira para poder calcular las tablas de diferencias
hacia adelante, hacia atras o central (estas tablas tendran una pequena modificacién
en la formula del calculo de sus elementos de las utilizadas anteriormente).

Jx+h)—f(x)
h

£'(x) =lim

h—0

fO ) = () ()~ ()

h lh

Diferencia hacia adelante

; M.I. Victor Manuel Duran Campos

f'(xi) .
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Derivacion numeérica hacia atras

Ejemplo: Calcular por medio de derivacion numeérica la derivada cuando x=5 de la

siguiente funcion.

yzln(x)

T

—>

Calculando puntos atras
y hacia adelante del
punto de interés

4.7

4.8

4.9

5

5.1

5.2

5.3

1.5476

1.5686

1.5892

1.6094

1.6292

1.6487

1.6677

UNAM - FI

Analisis Numérico

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas
Derivacién numeérica hacia atras

Creando la tabla de diferencias hacia atras con h=0.1

4.7 1.5476 XXX

1.5686

5 1.6094
5.1 1.6292
5.2 1.6487
53 1.6677

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas
Derivacién numeérica hacia atras

Creando la tabla de diferencias hacia atras con h=0.1

x| fx) | D | D | D

4.7 1.5476 341 0.017542

-0.04166

5 1.6094
5.1 1.6292
5.2 1.6487
53 1.6677

; M.I. Victor Manuel Duran Campos



UNAM - FI

Analisis Numérico

Interpolacion, derivacion e integracion numéricas
Derivacion numérica

Si calcularamos con la formula el valor exacto de las 3 primeras derivadas de la
funcion f(x) y las comparamos con los valores obtenidos por el método numérico

tendriamos:
V(5) =22l 02 mmmp ERP= ‘0'2_0‘2020‘(100) —1.01354 %
X 5
N P (~0.04)—(-0.04166)
PE)==5= 5) = —DEsz‘ o ‘(100):4.14497 %

0.016-0.017542
0.016

= ERP:‘ ‘(IOO):9.63819 %

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Derivacion numeérica hacia adelante

Calcular la derivada empleando las diferencias hacia adelante

x| fx) | D | D | D

4.7 1.5476
4.8 1.5686
4.9 1.5892
5 1.6094 \

1.6487

X B XXX\

5.3 1.6677 XXX — XXX

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas

Derivacion numeérica hacia adelante

Creando la tabla de diferencias hacia atras con h=0.1

4.7 1.5476
4.8 1.5686
4.9 1.5892
5 1.6094

0.198026

5.2 1.6487 -0.03845

53 1.6677 0.190482 -0.08699 0.014651

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas
Derivacion numérica

Calculando el error para las diferencia hacia adelante

(100) = 0.986864 %

1'(5)=0.2  =m=p ERP= ‘0-2—0.198026‘

1 (—0.04) - (~0.03845)
"5) = — _ m)  RP = 100) = 3.86464 %
2 0.016—0.014651
'=—— =0.01 mmm) [LRP= 100) = 8.434046 %
J 125 Leble ‘ 0.016 ‘( )

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas
Derivacién numeérica

Comparando los errores con los dos métodos:

Hacia atras Hacia adelante
% %

F’(x) 1.01354 0.986864
F’(x) 4.14497 3.86464
F'”’(x) 9.63819 8.434046

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas

Derivacion numeérica

Algunos libros presentan formulas para primera, segunda y tercera derivada, pero

mas que formulas son en realidad los elementos de la tabla de diferencias hacia
adelante o hacia atras:

Primera derivada por diferencias hacia atras :

L S
T Py LO) =G
f(xi—l) —>D(Xl-) :(f(xi)_f(xH))/h ‘ X )=

X, 2
y ) /

I

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas

Derivacion numeérica

Segunda derivada por diferencias hacia atras :

o) - L= () )

x| k) | DR Dh
Yo (%) D(x,.,) :(f(xi—l)_f(xi—2))/h e D2(xi) :(D('xi)_D(xi—l))/h

Xi1 f(xi—l) D(xi) = (f(xi)—f(xi_l))/h /
i f('xi)

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas

Derivacién numeérica
Segunda derivada por diferencias hacia atras :
f(xi) _f(xi—l) _ f(xi—l) _f(xi—Z)

D2 (x) = D(x,) _hD(xi—l) _ h ; h

Dz(xi) _ f(xi)_f(xi—l);l[(xi—l)_l_f(xi—Z) _ f(xi)_zf(;;—l)+f(xi—2)

; M.l. Victor Manuel Duran Campos



UNAM - FI

Analisis Numérico

Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas

Derivacién numeérica
Primeras 3 derivadas por diferencias hacia atras :

J ()= f(x)
h

J) =2/ )+ /(%)
72

f'(xi) —

f "(xi) —

Jx)=3f(x_)+3f(x_,)—f(x5)
PE

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas

Derivacion numeérica central

F, 4.7 1.5476-_

F, 48 1.5686- ’(f—l—f_g

)
F, 4.9 1.5892/\;,(/[0_/[—2)/2]1 (D, —D.,)/2h

F,5  1e09a. (i—[ /2}1\}\131 D) /2 D} -D?)/2h

)
F, 51 1.6292 \/qu—fo)/zh (D, - DO)/2h
)

/\\

F, 52 1.6487° (i1

/
/

F, 53 1.6677

; M.I. Victor Manuel Duran Campos



UNAM - FI

Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas

Derivacion numeérica central

Creando la tabla para h=0.1

F, 4.7 15476
F, 48 15686
F, 49 15892
F, 5 1.6094
F, 51 1.6292
F, 52 16487
F, 53 16677

-

0.208
0.204

Analisis Numérico

-0.0400

= 0.200 = -0.0375=> 0.0125

0.1965
0.1925

-0.0375

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas
Derivacion numérica

Calculando el error para las diferencia central

0.2-0.2

y'(5)=02 == ERP:‘ ‘(100):0 %

(~0.04) - (-0.0375)
0.04

y"(S) _ ;_; —_0.04 —p ERP = (100) =6.25 %

Y=—2 20016 == ERP=‘
125

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Extrapolacion de Richardson

Para disminuir los errores de la derivacion numeérica Richardson creo un
meétodo que se base en los datos obtenidos en la derivacion numérica
basica. Este método obtiene por asi decirlo un promedio de ellas.

D (ho ) —  Derivada numerica para una separacion h,

D(h,/2) = Derivada nimerica para una separacion h,/2

N D(hy,)=D(h)) 4
3 3

s M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas
Extrapolacion de Richardson

Ejemplo: Calcular la primera derivada de la funciéon f(x) en x=0.35, utilizando
diferencias centradas y el método de extrapolacion de Richardson con separaciones
de ho=0.25 y ho/2= 0.125.

f(x)=5xe™

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas
Extrapolacion de Richardson

Para los datos del problema tenemos:

f(x)=5xe""
£1(x) = 5e-10xe ™
f'(OBS) =0.7449 E) \a/or real de la derivada

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Extrapolacion de Richardson

Calculando las derivadas para las dos separaciones y aplicando la interpolacion de
Richardson:

D(r=035) =L Gu)= 1) | FOO-FO _oee,

A=025 2h 0.25%2
D(X: 035)h i f(xz+1)2hf('xl 1) f(O 351)25{;(20 25) 08047

1

£1(x) == 2 D(0.8047) - :

3

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Integracion Numérica

La integracion de manera geométrica se define como el area bajo la curva. La cual la
podemos calcular de manera aproximada apoyandonos en figuras geométricas
conocidas como rectangulos, trapecios y parabolas.

/

. / ‘ /
.. 3_

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas

Integracion Numérica

Si utilizamos rectangulos:
B - X3
J'(x) == hf (X)) + hf (x,) + hf (X5)
4- s
[ ==h(f&x)+f(x,)+ f(x,)) X,
n ‘--—-E__-—--"""'H 0
fl(x)==h) f(x;) Fox) | Foc) | Foxy
i=l T
- o 0 5 (| il 2 25
h h h

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolacion, derivacion e integracion numéricas

Integracion Numérica — Regla del trapecio simple

Si utilizamos el trapecio que nos da una aproximacion mas cercana a la real vy
calculando el area de esa figura.

A=(b-a) hl_;hz

fla)+ [ (D)
2

A:(b—a)

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas

Integracion Numérica — Regla del trapecio simple

Si consideramos un solo trapecio para toda el intervalo de analisis, y ademas que la
integral es igual al area bajo la curva, tenemos

f@)+7(b)
2

A= f(x)dx~(b-a)
A

Ta Sl

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas
Integracion Numérica — Regla del trapecio Compuesta

Si quisiéramos obtener la integral pero utilizando mas divisiones, tendriamos:

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas

Integracion Numérica — Regla del trapecio Compuesta
Los datos que tendriamos serian:

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas

Integracion Numérica — Regla del trapecio simple

El area para la funcién anterior con 4 divisiones seria:

A= [ f0)dr= 4+ 4, + 4, + 4,

Azh{f(xo);ff(xl)}rh{f(xl);f(x2)j+h(f(xz)+f(x3)j+h[f(x3)+f(x4)j

2 2

Factorizando:

Azg(f(x0)+f(xl)—l—f(xl)+f(x2)-|-f(x2)+f(x3)+...+f(xn1)+f(xn))

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas

Integracion Numérica — Regla del trapecio simple

Agrupando términos:

Az%(f(x0)+2f(xl)+2f(x2)+2f(x3)+...+2f(xn_1)+f(xn))

Azh(f(ZxO)+f(x1)+f(x2)+f(x3)+'"+f(xn1)+@j

Azh(f(x");f(x”)j+h(f(x1)+f(xz)+f(x3)+"'+f(xn1))

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas

Integracion Numérica — Regla del trapecio simple

Factorizando y acomodando elementos tenemos:

Azjjf(x)dxz (f(xo);f(xn)]_I_h(f(xl)+f(x2)+f(x3)+...+f(xn1))

Si f(x)=f(a) Y f(x)=/f(a+1*h)
f(xz):f(d+2*h)

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas

Analisis Numérico

Ejemplo calcular por el método del trapecio el valor de la siguiente integral para n=4:

fx)=x

La integral real vale:

A:j02x3dx

T

-1
L

1 12 1.4 16 18 2

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas
Integracion Numérica — Regla del trapecio Compuesta

Aplicando la formula:

h=2""205
4

Azjo f(x)dxz%[f(o);f(z)+f(%j+f(§j+f(%j)

o2 (4 2] o

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Analisis Numérico

Ejemplo Demostrar que si aumentamos n=10 la integral de la funcion calculada en el

ejercicio anterior tiene un valor:

A_, =~ j2x3dx =4.04

0

T

[u]

B T T T T T T T T T
0z 04 o0& W] 1 1.2 1.4 16 1.8 2

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas

Integracion Numérica — Regla del trapecio Compuesta

Tarea:
Para que valor de n la integral tiene un error de 0.001

A _, zjzx3dx=4.001

1 0

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Integracion Numérica — Simpson

Este método en lugar de tomar un trapecio para calcular el area bajo la
curva utiliza una parabola que pasa por 3 puntos.

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Integracion Numérica — Simpson

Sean los puntos pertenecientes a la funcion f(x) y por donde se quiere pasar
la parabola.

(. f(x)) oo—) V= ax’ +bx+c

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Integracion Numeérica — Simpson

Como esos puntos pertenecen a las dos funciones, podemos sustituir sus valores
y obtener un sistema de 3x3 con incognitas a, b y ¢ que posteriormente podemos
reducir a uno de 2x2.

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas

Integracion Numérica — Simpson

Sustituyendo valores y reduciendo tenemos:
f(x) =a(x0)2 +b(x,)+c
f(x)=a(x, +h)2 +b(x,+h)+c
f(x,)=a(x, +2h)2 +b(x,+2h)+c

|

f (%)= f(x,)+2ahx, +ah® +bh
f(x,)=f(x,)+4ahx, +4ah’ +2bh

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas

Integracion Numérica — Simpson

Si se despejan los siguientes términos:

f(x5) =2/ (x)+ (%)
2h°

a:

4f (x)=3f (%)= /(%)

2ax,+b=
2h

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas

Integracion Numeérica — Simpson 1/3 Simple

Sustituyendo la curva por la porcion de la parabola:

2 2 3 2
A jx°+2h(ax2 N bx+c) Jr— 2 6x°,+12x,h"+8h T 4x _h+4h +e(2h)
X0 3 2
A" = 2h(ax02+bxo+c)+2(2X0+b)h2+§ah3
Ax°+2h= g(f(x0)+4f(xl)+f(x2)) mmm) Para un intervalo de x, a x,

X0

; M.l. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas

Integracion Numeérica — Simpson 1/3 compuesta

En general el area para n divisiones esta dada por la ecuacion:

[[7(x (f (x0)+41 (3)+ f(x))+
%(f(x2)+4f(x3)+f(x4))+....+
h

S ()44 (5)+ f (x)

Si se agrupan términos tendriamos:

J.jf(x)dxz —(f(x0)+f(xn))+4(f(xl)+f(x3)+...+f(xn_1))+2(f(x2)+4f(x4)+...+f(xn_2))

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas

Integracion Numeérica — Simpson 1/3 compuesta

Finalmente tendriamos:

Impares Pares

n/2 l n/2-1 l

F(x)+f(x, +4Zf (1) +22f ()

e

S
~
—
=
N—
=~
Q
Wl | =

h=(b-a)/n

Nota: La regla 1/3 de Simpson requiere contar 3,5,7.... Puntos (que
es equivalnte a n pares), en caso de que se tengan un numero
diferente debera combinarse con otra técnica.

; M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Integracion Numeérica — Simpson 1/3 compuesta

Finalmente tendriamos:

Simpson 1/3 Simpson 1/3

M.I. Victor Manuel Duran Campos
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Interpolacidn, derivacion e integracion numéricas

Integracion Numeérica — Simpson 1/3 compuesta

En caso de solo se tengan 3 puntos, se puede obtener lo que se conoce como Simpson 1/3
simple:

J-bf(x)dXz ﬁ(f(xo)-l—f(xz)+4f(xl))

fbf(x)dxz (b_a)(f(a)+4f(xmedi0)+f(b))
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Ejemplo calcular por el método Simpson 1/3 calcular el valor de la integral para la
funcion f(x) en el intervalo a=0 , b=2 y n=4:

Real:

sz3dx= — =—=4
0 4 4 4
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La tabla que define los puntos para la aplicaciéon del Simpson 1/3 es:

0
0.5
1.0
1.5
2.0

o

=

X X X X X
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>

Puntos= n+1

T

0
1/8
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Aplicando la formula tenemos:

[ xdv g((f(xo)+f(x4))+4(f(x1)+f(x3))+2f(x2))

Sustituyendo términos:

J2x3dxz 1/Tz((O+8)+4(1/8+27/8)+2(1)):é(8+14+2):2—64:4

0
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TAREA:

Calcular el valor aproximado de la integral

/1 rdx
o (z+1)(z+2)

utilizando la regla de Simpson compuesta con n = 8.
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Si en lugar de utilizar un polinomio de grado 2, utilizaramos uno de grado 3, podemos
obtener de manera similar al procedimiento utilizado para Simpson 1/3, la regla de
Simpson 3/8:

[ F()des 2 f) f(5)+3 3 7(0)+3 3 fx)e2 3 7(x)

8 i=1,4,7,... i=2,5,8,... I=

h=(b-a)/n

Nota: La regla 3/8 de Simpson requiere contar 4,7,11.... puntos, en
caso de que se tengan un numero diferente debera combinarse
con otra técnica.
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Finalmente tendriamos:

351

34 X4

nterpolacion, derivacién e integracion numéricas

Simpson 3/8 Simpson 3/8
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Ejemplo calcular por el método Simpson 3/8 calcular el valor de la integral para la
funcion f(x) en el intervalo a=0 , b=2 y n=8:

fx)=x

Puntos= n+1

Puntos= 8+1=9
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La tabla que define los puntos para la aplicacién del Simpson 1/3 es:

X, 0 0

X, % 1/64
X, % 1/8
X, % 27/64
X, 1 1

Xe 5/4  125/64
X, 3/2 27/8
X, 7/4  343/64
Xq 2.0 8
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Integracion Numérica — Simpson combinado

En ocasiones no se cuenta con el numero exacto de intervalos para poder aplicar
solamente un método, sino que debe realizarse una combinacién de técnicas de Simpson
1/3 y Simpson 3/8.

Simpson 1/3 Simpson 3/8
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