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1. Definicion de Cédnica

Figura 1. Cono que muestra tu
recta directriz (negro) y su cur-
va generatriz (rojo). Los conos
siempre tienen dos hojas unidas
por el vértice.

Dentro de la Matematica la Geo-
metria Analitica se encarga del estu-
dio de conjuntos de puntos que satis-
facen una o varias condiciones. Uno
de los tipos de lugares geométricos
que existen son las curvas, las cua-
les son sucesiones infinitas de puntos
que cambian de direccién. Dentro de
las curvas son trascendentes aquéllas
que se obtienen a partir del cono.

Un cono es una superficie que se ge-
nera al mover una recta que tiene
un punto fijo (el vértice) y es dirigi-
da por una curva; la recta se conoce
como generatriz y la curva como di-
rectriz. En la figura 1 se observa un
cono de revolucién (la curva direc-
triz es una circunferencia), el cual es

una de las dos superficies que generan las curvas conicas.

Para generar una curva se requiere de dos superficies que se corten
entre si; el lugar de interseccién son los puntos que conforman la cur-
va. Para las cdnicas, el cono debe cortarse con una superficie llamada
plano, el cual sera estudiado a detalle mas adelante en el curso.

Q

Q

Una cénica es una curva generada por la intersecciéon de un plano y
un cono. Dependiendo de la posicion del plano la curva de intersec-
cién resultante se nombra de diferente forma.

Circunferencia. Surge de la intersecciéon del cono y un plano
perpendicular al eje de revolucion del cono.

Elipse. Esta curva es la interseccién del cono con un plano cuyo
angulo con el eje de revolucion es mayor que el angulo entre la
generatriz y el eje de revolucién.

Parabola. Es la curva de interseccién entre el cono y un plano
paralelo a la recta generatriz.

Hipérbola. Se obtiene al cortar el cono con un plano cuyo angu-
lo con el eje de revolucién es menor que el angulo formado por
la generatriz y el eje de revolucién.
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La figura 2 muestra las conicas generadas por la interseccion.

Figura 2. Curvas coénicas formadas por la interseccién de un cono con un plano:
a) circunferencia; b) elipse; ¢) pardbola; d) hipérbola.

La definicién mediante interseccion de superficies no es la tnica ma-
nera de concebir a las conicas; también existe la definicién a partir de
una curva plana (contenida en el plano zy). Cada una de las cénicas

posee puntos de la curva y puntos fijos fuera de ella que permiten
darles una clasificacién.

2. Clasificacion de las Coénicas

Para clasificar las conicas hay que establecer los puntos fijos que per-
miten definir al lugar geométrico; estos puntos son: vértices, centros
y focos. En algunas curvas estos puntos coinciden o bien no existen.

Las cénicas como ya se ha especificado, se clasifican en circunferencias,
elipses, parabolas e hipérbolas.

Una circunferencia es una curva cerrada cuyos puntos P equidistan
de un punto fijo, fuera de la curva, conocido como centro C' (véase
la figura 3).

&

Figura 3

Una distancia trascendental en la circunferencia es el radio r, el cual
se define como la distancia del centro a cualquier punto de la circun-
ferencia. La figura 3 ilustra un radio en la circunferencia.
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La circunferencia es la curva por excelencia. A pesar de la existencia
de una infinidad de curvas, es la circunferencia la que se toma en cuen-
ta para caracterizar al resto; a partir de la circunferencia se definen
la longitud de arco, la curvatura y la torsién, que son caracteristicas
a estudiar en la Geometria Diferencial.

Una elipse es una curva cerrada donde la suma de distancias desde
cualquiera de sus puntos P hasta dos puntos fijos fuera de la curva,
llamados focos F', es constante y mayor a la distancia entre los focos
(véase la figura 4).

Figura 4

Las elipses poseen un centro C' que se encuentra fuera de la curva y
sirven para ubicarla en el plano coordenado. Las distancias méxima y
minima medidas desde el centro hasta cualquier punto P de la elipse
se llaman semieje mayor a y semieje menor b, respectivamente. En la
figura 4 se muestran los dos semiejes de la elipse.

La elipse y la circunferencia estan relacionadas, ya que una circun-
ferencia es una elipse cuyos focos y centro son el mismo punto. Mas
adelante se estudiaran las diversas ecuaciones de estas curvas, las cua-
les corroboraran que forman parte de la misma familia de lugares
geométricos.

Una parabola es una curva donde cualquiera de sus puntos P equi-
dista de una recta fija, llamada directriz d, y de un punto fijo, fuera
de la curva y de la directriz, llamado foco (véase la figura 5).

P
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Figura 5

Todas las pardbolas poseen la misma forma a diferente escala; si dos
parabolas se ven diferentes se debe al acercamiento o alejamiento del
espectador. La distancia trascendente es la distancia focal a.

Una hipérbola es una curva donde el valor absoluto de la resta de dis-
tancias desde cualquiera de sus puntos P hasta dos puntos fijos fuera
de la curva, llamados focos F', es constante y menor a la distancia
entre los focos (véase la figura 6).

F a £y

Figura 6
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Al igual que la elipse y la circunferencia, la hipérbola posee un centro
para ubicarla en el plano cartesiano. También posee dos distancias
trascendentales:

U la menor distancia desde el centro a la curva, llamada semieje
transverso a.

U el semieje conjugado b, que es una distancia perpendicular al se-
mieje transverso y que se mide desde el centro hasta el rectangulo
auxiliar de las asintotas.

Las asintotas son dos rectas que se cruzan en el centro de la hipérbo-
la; son rectas a las cuales la hipérbola se acerca conforme sus ramas
crecen indefinidamente. El rectangulo auxiliar es un cuadrilatero de
lados 2a y 2b, donde las asintotas son sus diagonales.

3. Ecuaciéon General de Segundo Grado

Todas las conicas representan curvas de segundo grado; es decir, el
maximo exponente en sus ecuaciones es dos. Todas las cénicas se re-
presentan mediante una unica ecuacion, y caracterizan a una u otra
curva dependiendo de los coeficientes que estén presentes.

La ecuacion general de segundo grado es la expresién en términos de
z 'y y (en el sistema cartesiano) de la forma

Ax? + Bry+ Cy* + Dz + Ey + F =0 (1)

Al menos uno de los coeficientes A, B o C' debe ser diferente de cero.

La expresién (1) define la posicién y tipo de cénica que se esté anali-
zando. Respecto a la posicion, el coeficiente B indica si los ejes de la
cénica son oblicuos al sistema de coordenadas:

Q B = 0 indica que los semiejes o directrices de la cénica son
paralelos a alguno de los ejes.

Q B # 0 indica que los semiejes o directrices de la conica son
paralelos a alguno de los ejes.

Si B = 0, los coeficientes A y C indican el posible tipo de cénica:

A = C y ambos positivos, es una circunferencia.

A # C ya ambos positivos, es una elipse.

A =00 C =0, pero nunca ambos, es una parabola.
A>0y C <0,y viceversa, es una hipérbola.

U000

Se habla del posible tipo pues con los primeros coeficientes no hay
informacion suficiente para un dictamen certero, ya que la ausen-
cia o signo de los coeficientes D, F y F pueden conducir a un lu-
gar geométrico inexistente. Cuando se presenten las ecuaciones de las
cénicas en forma canodnica, ya se tendran los elementos suficientes para
determinar el tipo exacto de conica.
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1. Identificador

Ya se ha comentado que la ecuacién general de segundo grado

Ax* + Bey+Cy* + Dx+ Ey+F =0 (1)
representa analiticamente a las cénicas. A partir de esta ecuacién se
deduce una expresiéon que permite identificar a una conica. Lamen-
tablemente, la justificacion completa se demuestra mediante Algebra
Lineal, por lo que la demostracion sera breve sin abundar en conceptos

avanzados.

Toda ecuacién como (1) tiene una parte de segundo grado que se co-
noce como forma cuadratica:

Az? + Bry + Cy? (2)

A la expresion (2) se le puede calcular un nimero especial llamado
discriminante, el cual se calcula como

B? —4AC

El discriminante de una conica es la expresion
B* —4AC

que la caracteriza segun los coeficientes cuadraticos de su ecuacion.
La clasificacion se rige por los casos siguientes:

Q  Si B?—4AC =0, la cénica puede ser una parabola.
Q Si B?-4AC <0, la cénica puede ser una elipse.
d Si B?2 — 4AC > 0, la cénica puede ser una hipérbola.

Ejemplo. Determine la conica que representan las ecuaciones:

a. 3’4 2zy+y?—6x+4y+2=0.
b. 922 —4y* — 54x — S8y + 113 = 0.
c. 4x% — 20x — 24y + 97 = 0.

Para determinar el tipo de coénica, solo se aplica el discriminante.
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a. Para 322 +2xy+y?—6x+4y+2 = 0 los coeficientes son A = 3,
B =2y (C =1, y el discriminante es

B? — 4AC = (2> —4(3)(1) = -8

Como el discriminante es negativo, la conica es una elipse.

b.  Para 922 —4y? — 54z — 8y + 113 = 0 se tiene que A =9, B =0
y C'= —4, y por lo tanto,

B? —4AC = (0)* —4(9) (—4) = —144

indica que se trata de una hipérbola.

c. Finalmente, para 42% — 20z — 24y + 97 = 0 los coeficientes son
A=4B=0y C=0.

B? —4AC = (0> —4(4)(0)=0

La curva es una parébola.

2. Ecuacion en Forma Canodnica

Una ecuacion de segundo grado no surge sin incluir los puntos y dis-
tancias trascendentes en la conica. Para encontrar dicha ecuacion se
recurre a las llamadas ecuaciones en forma candnica.

Las ecuaciones en forma canénica hacen uso de los centros (o vérti-
ce en el caso de la pardbola) de las curvas. Ademds, contemplan las
longitudes de los ejes asociados a cada conica; tienen la forma
2 2
(0, b
2 2 -
u v

donde h y k son la abscisa y ordenada del centro de la conica, y u y
v son las longitudes de los semiejes de la respectiva conica.

Sea una circunferencia con centro en el punto C' (h, k) y radio r. Su
ecuacion en forma candnica es
(@ —h)+(y—k)* =1 (3)
o bien
(x—h)?  (y—k)?
r2 + r2 =1 (4)

La forma canénica (3) de la ecuacién de la circunferencia es la expre-
sién de la distancia entre dos puntos (el centro y cualquier punto de
la circunferencia).

Ejemplo. Obtenga la ecuacién en forma canoénica de la circunferen-
cia con centro en C' (2,3) y que contiene al punto P (5,0).

El centro ya es dato, por lo que falta el radio. Para determinarlo,
solo se obtiene la distancia entre ambos puntos:

r:\/(2—5)2+(3—0)2
=V9+9
r=3v2

La ecuacién en forma candnica es
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Sea una elipse con centro en el punto C (h, k), semieje mayor a pa-
ralelo al eje x y semieje menor b paralelo al eje y. Su ecuacién en
forma canénica es

(z —h)? N -k _
a? b2 a

Si el semieje mayor a es paralelo al eje y y el semieje menor b es
paralelo al eje x, entonces la ecuacién en forma candnica es

=1 =k _

b2 a? 1

La ecuacion en forma canodnica de la circunferencia es la misma que
la de la elipse, cuando a = b que es el radio r.

Ejemplo. Obtenga la ecuacion en forma candnica de
52% + 3y* —40x + 12y + 77 =0

Ademas, construya la grafica de la conica.

Como la ecuacién en forma canodnica posee binomios al cuadrado,
en la ecuacion de segundo grado hay que completar los binomios y
simplificarlos.

522 +3y? —40x + 12y + 77 =0

(52 — 40z) + (3y* +12y) + 77 =0

5(2% —8z) +3(y* +4y) +77=0

5(2? —8x+16) +3 (¥ +4y+4) +77—-80—12=0
5(r—4)+3@y+2°-15=0

Ahora solo hay que dividir entre 15 para recuperar la forma candnica.

5(x—4)°+3@y+2°-15=0
5(z—4)°+3@y+2)°=15

5(x—4)2+3(y+2)2 15
15 5 15

Por lo que la ecuacion en forma canoénica es

(95—34)2+(?JJ;2)2_1

Ya se obtuvo la ecuaciéon. Ahora se requiere la grafica.

De acuerdo a la ecuacion en forma canédnica, el centro de la elipse
se encuentra en x = 4y y = —2; es decir, el punto C (4, —2). Con
respecto a los semiejes, los valores a del semieje mayor y b del semieje
menor se obtienen de los denominadores de la ecuacién candnica:

a=+5
b=1+3

Con estos datos se puede dibujar la grafica, mostrada en la figura 1

=5 =
¥ =3 =

2,,

Figura 1
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Sea una parabola con vértice en V' (h, k) y distancia focal a paralela
al eje y. Su ecuacion en forma candnica es

1 2
y—k=—(@—-nh
1@ =h
si la pardbola es concava hacia arriba. Si es céncava hacia abajo, su
ecuacion es
1
2
y—k=——(@—-n
4a ( )
Si la distancia focal es paralela al eje  y la curva es concava hacia
la derecha, la ecuacion corresponde a

1 9
—h=—(y—k
r 4a(y )

Cuando la curva es céncava hacia la izquierda, la ecuacién es

1 2
h=——(y—k
T 4a(y )

La ecuacién de la parabola, y su respectiva concavidad, permite rea-
lizar aproximaciones a otras curvas para caracterizar sus puntos mas
altos y mas bajos (méximos y minimos)

Ejemplo. Determine el vértice y la distancia focal de la pardabola

2420 —4y—11=0

Se requiere la ecuacién en forma canodnica para caracterizar la curva.
Al igual que el ejemplo anterior, hay que completar los cuadrados.

P 4+20—4y—11=0

2?4220 =4y + 11
P +2r+1=4y+11+1
(z+1)° =4y + 12

(x+1)7%=4(y+3)

1
Z($+1)2=y+3

El vértice se encuentra en V (—1, —3). Para la distancia focal:

= — = a=1

Sea una hipérbola con centro en el punto C' (h, k), semieje transverso
a paralelo al eje x y semieje conjugado b paralelo al eje y. Su ecuacion
en forma candnica es

(x—h° W=k’ _

a? b2

Si el semieje transverso a es paralelo al eje y y el semieje conjugado
b es paralelo al eje z, entonces la ecuacién en forma candnica es

_(x—h)2+(y—k)2:1

b2 a?

La ecuacion en forma candnica de la hipérbola permite definir las lla-
madas funciones hipérbolicas, las cuales seran estudiadas a detalle mas
adelante en el curso.

Ejemplo. Sea la hipérbola mostrada en la figura 2. Obtenga la ecua-
cién de segundo grado de la conica.
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5 4
N _/
3 T ——
1
9 | C
2
g 7?’\
-3 2 1 1 2 3 4
14
—91
Figura 2

La figura indica que el valor del semieje transverso es a = 1 y es
paralelo al eje y; el valor del semieje conjugado es b = 2. El centro
de la cénica estd en C'(1,2). La ecuacién en forma candnica es

(@—h)° (y—k)" _

B2 + a? =1
- W=
22 12
(33_1)2 2
— -2 =1

Ahora se desarrolla y simplifica la ecuacién candnica:

—@—i—(y—Q)Q:l

(m—1)2—4(y—2)2:—4
a:2—2m+1—4(y2—4y+4):—4
22— 20 +5—4y* + 16y —16=0

2 —4y? =204+ 16y —11=0
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1. Traslacion

Anteriormente se ha comentado que, en la ecuacién de segundo grado
Az? + Bey + Cy?* + Dx+ Ey+ F =0 (1)

los coeficientes A, B y C' denotan la parte cuadratica de la cénica.
Por otro lado, los coeficientes D y E denotan la parte lineal. Estos
coeficientes no estan presentes en todas las conicas, cosa que si sucede

con al menos un coeficiente de la parte cuadratica.

Tomando, por ejemplo, la ecuaciéon en forma canénica de una elipse

(x_h)2_|_<y_k)2 -1 (2)
a? b2

al desarrollarla se obtendra el origen de los coeficientes lineales de la

ecuacion de segundo grado.

2 2
(z aZh) LW ka)
v (z—h)+a*(y — k) = a®b?
b? (a:2 —2hx + h2) +a? (y2 — 2ky + k2) = a%b?
b’z? — 2b%ha + b*h? + a*y® — 2a*ky + a®k* — a*b* =0
v’a? + a’y? — 20°ha — 2a°ky + (°h* + a’k* —a®?) =0 (3)

=1

Al comparar término a término (1) con (3) se observa que los términos

lineales dependen de las coordenadas del centro de la cénica:
—2b%hx = Dx —2ad%ky = Ey

Si la conica tuviese su centro en el origen de coordenadas, los valores
de h y k serian nulos; en consecuencia, los coeficientes D y E son

—2b%hx = Dx —2a%ky = Ey
—2b%(0) = D —2a*(0) = E

De esta forma se muestra que si la cénica estd fuera del origen, en-
tonces los términos lineales en la ecuacién de segundo grado estan
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presentes; en caso contrario, la ecuacién de la conica es puramente
una forma cuadratica.

A partir de esta idea nace un procedimiento que permite trasladar los
ejes coordenados al centro (o vértice) de la conica.

Para comenzar, el nuevo sistema de coordenadas es uv, donde u es el
nuevo eje x y v es el nuevo eje y. Como las proporciones de la cénica
no cambian, las distancias trascendentes deben conservarse.

Tomando la ecuacién (2), su representacion en el sistema uv es

w0
Lt =1 (4)

Las ecuaciones (2) y (4) son la misma cénica, por lo que pueden igua-
larse término a término:

(x=h® _u? =k _v*
a? a? b2 b2
(¢ —h)* =u? (y— k) =°
r—h=u y—k=uv

Las ecuaciones ¢ —h = u y y — k = v se conocen como las ecuaciones
de traslacién entre el sistema xy y el sistema uv.

La traslacién de ejes coordenados es el proceso por el cual el sistema
de coordenadas xy se mueve hacia un punto P (h, k) fuera del origen.
Las ecuaciones de transformacion para trasladar ejes son:

T:{u:x—h Tl:{x:u+h
v=y—k

y=v+k
Las ecuaciones T cambian del sistema uv al xy, v las ecuaciones 77!
son su inversa (zy a wv). La figura 1 indica la traslacién de ejes.

AR
NP

Figura 1

Ejemplo. Sea la hipérbola
T2? — 5y? + 420 +20y +8 =0

cuyo centro se encuentra en C'(—3,2). Obtenga la ecuacién de la
cénica en el sistema trasladado wwv.

Se requiere trasladar del sistema de coordenadas zy al sistema uv,
ubicado en el punto C (—3,2). En este caso se utilizan las ecuaciones
inversas de traslacion para pasar de xy a uv:

r=u—3
y=0v-+2

r=u+h =
y=v+k =

Al sustituir estas ecuaciones en la ecuacion de la conica se obtendra
la ecuacién de la hipérbola en el sistema trasladado uwv.

T2 — 5y? + 422 4+ 20y +8 =0
T(u—3°=5w+2)°+42(u—3)+20(v+2)+8=0
T(u—3)°—=5w+2)"+42u — 126 + 200+ 40 +8 =0
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7(u® —6u+9) =5 (0> +4u+4) +42u+20v — 78 = 0
Tu® — 42u + 63 — 50 — 200 — 20 + 42u + 200 — 78 = 0
Tu? — 50? + (42u — 42u) + (200 — 20v) + 63 — 20 — 78 =0
Tu? — 5v% + (42u — 42u) + (200 — 20v) — 35 =0
Tu® — 50 —35=0
La nueva ecuacién ratifica que la coénica estd centrada en el nue-

vo origen de coordenadas. La figura 2 ilustra la curva situada en el
sistema coordenado uwv.

J

Figura 2

2. Rotacion

Cuando el término B esta presente en la ecuacion general de segundo
grado, significa que los ejes trascendentes de la cénica son oblicuos al
sistema coordenado xy.

La rotacion de ejes coordenados cobra importancia al momento de
caracterizar la coénica en el plano de una manera eficaz. El sistema
rotado se conocerd como uv, donde el eje u es el eje x rotado y el eje

v es el eje y rotado. La figura 3 muestra la rotacién de ejes.

De acuerdo a la figura 3, se for-

man dos triangulos rectangulos: el v y
triangulo AOAP tiene como cate-
to adyacente a xp y cateto opuesto Yp g--mmmmos
a yp; el tridngulo AOBP tiene co-
mo cateto adyacente a up y cateto '
opuesto a vp. El angulo conocido de -0
AOAP es ¢ + 0, mientras que pa-
ra AOBP el angulo es #. Con es- 0 Iy
tos datos se aplica tanto para ¢ + 6
como para theta la definicién de las
razones trigonométricas seno y co-
seno; debe considerarse que ¢ + 6 es
una suma de angulos, por lo que de-
be recurrirse a las identidades trigo-
nométricas

Figura 3. Transformacién de ejes
coordenados zy a uv mediante
rotacién. Nétese que el angulo de
rotacién entre sistemas es .

sin (a + b) = cosbsina + sinbcosa

cos (a + b) = cosbcosa — sinbsina

para hallar las ecuaciones de transformacién. Aplicando seno y coseno
para ¢ + 6 se obtiene:

sin (¢ +0) = yf
hsin (¢ +6) = yp
h (cos 0 sin ¢ + sin 0 cos p) =
hcos@sinp + hsinf cosp = yp (5)
cos (p +0) = %3

hcos(p+0) =ap
h (cos 0 cos p — sin @ sin @) =
hcosfcosp — hsinfsinp = xp (6)
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Para 0 las funciones son

sinez% = hsin® = vp (7)
cos@z% = hcosf = up (8)

En las expresiones (5) y (6) se sustituyen (7) y (8) para dejar a xp y
yp en términos de up y vp. La primera sustitucion es

hcosfcosyp — hsinfsiny = xp
(hcosf)cosp — (hsin®)sinp = xp

Up COS P — VpSINY = Tp
La segunda es

hcosfsiny + hsinf cosp = yp
(hcosf)siny + (hsin®) cosp = yp

Up SN Y + Vp COS p = Yp

Ya se tiene una manera de rotar el sistema coordenado.

La rotacién de ejes coordenados es el proceso por el cual el siste-
ma de coordenadas xy gira sobre el origen un angulo ¢ en sentido
antihorario, convirtiendo al punto P (x,y) en el punto P (u,v). Las
ecuaciones de transformacién para rotar ejes son:

T {u:xcosgo+y81n<p

71 T =UCoSp —vsine
v = —xsiny 4+ ycosy

Yy =using 4+ vcosy

Las ecuaciones T cambian del sistema uv al xy, v las ecuaciones 77!
son su inversa (zy a uv). La figura 1 indica la traslacién de ejes.

Las ecuaciones de transformacion para rotar ejes coordenados consi-
deran que el dngulo de giro ya es conocido. Sin embargo, no siempre
sucede este escenario y se requiere una manera de calcular el angulo
para rotar correctamente los ejes coordenados.

Los coeficientes de la conica que se desea analizar aporta informacién
suficiente para calcular el dngulo de rotacién. Puesto que la parte li-
neal de una cénica no siempre esta presente, los coeficientes de la parte
cuadratica intervienen en el calculo del dngulo buscado para realizar
la rotacién de ejes.

Al evaluar Az + Bay+ Cy? con las ecuaciones de transformacién 7'~
se obtiene la forma cuadratica A'u? + C'v?:
Az? = A (ucos g — vsing)”
= Au? cos® ¢ — 2Auw cos psin ¢ + Av?sin® ¢ 9)
Bxy = B (ucosp — vsinp) (usin g + v cos @)
= Bu? cos psin ¢ — Buvsin? ¢ + Buw cos® ¢
— Bv*cospsinp (10)
Cy? = C (usin ¢ + v cos @)°
= Cu?sin®  + 2Cuw sin @ cos p + Cv* cos® ¢ (11)
Al sumar y simplificar los términos (9), (10) y (11) se obtendrén los
coeficientes de la conica en el sistema uv.
A'u? + C'v* = (Acos® ¢ + Beospsing + C'sin’ p)u?
+ (—2A cos psin g — Bsin? ¢ + Bcos® ¢
+2C sin ¢ cos p)uv
+ (A sin? ¢ — B cos psin ¢ + C cos? <p)"u2
El coeficiente B (en rojo) debe ser nulo, por lo que se convierte en

una ecuacion cuya unica incégnita es ¢. Para simplificarlo se aplican
las identidades
sin 2a = 2sinacosa cos 2a = cos’ a — sin®a
La simplificacion es
0 = —2Acos psing — Bsin? ¢ + B cos® ¢ + 2C sin ¢ cos ¢
= (C — A)2cospsing + B (cos® ¢ — sin® ¢)
0= (C — A)sin2p + Bcos2p (12)
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Para despejar ¢ de (12) se aplica la definicién de tangente y de su
funcién inversa el arco tangente:

0= (C— A)sin2p + Bcos2p
(A —C)sin2p = Bcos2p

sin2p B
cos2p A—-C
tan 2 B
an2p = ——
A-C
B
gpziarctanA_C (13)

Con (13) se calcula el angulo de rotacion.

Ejemplo. Obtenga, en el sistema de coordenadas rotado uv, la ecua-
cion de la conica

3x2+2\/§xy+y2—x+\/§y:0

Primero se calcula ¢ con A =3, B=2V3y C = 1.

2v/3
( = — arctan
2 3—1

1
= §arctan\/§ = Y= %

Una vez calculado el angulo, ya puede trabajarse con las ecuaciones
de transformacion
T T

I =ucos— —vsin— = IT=—u-——0
6 6 2 2

N +ucos~ = 4
= uSsim — U COS — = —-U —7
4 6 6 y=34T

Por lo tanto, la conica en el sistema uv es

0 =32+ 2v3zy +y*> — 2+ V3y

= <\/—§u - 11}) +2V3 (?u - 11}) <1u + \/—51})

2

+ (%u—i— ?v) — (%gu— %v) +3 (%u+\/7gv>

9 3v3 3 3 3 1 3
:ZUQ—%—UU+Z—1@2+§U2+\/guv—§v2+1u2+§uv
3, V3 1 V3 3
+ZU —7u~|—§v+7u+§v
0 = 4u® + 2v
v = —2u?

La coénica es una parabola con centro en el origen, distancia focal
a= % y concavidad hacia abajo en el plano uv. La figura 4 muestra
la geometria de este problema.

30°

Figura 4
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Las funciones en Caélculo Diferencial tienen, en general, al dominio
y codominio como subconjuntos de nimeros reales. La naturaleza de
los elementos del dominio y codominio designan a las funciones como
reales de variable real.

1. Dominio

Se ha mencionado que una funcién posee dos conjuntos: el dominio
y el codominio. Para definir al dominio es necesario considerar una
funcién, como por ejemplo

f:D;>Cp = f(a:):,/ii

Como se estipuld anteriormente, z es la designacién estandar de un
elemento genérico del dominio; f () es la regla que asigna a cada ele-
mento x su correspondiente pareja en el codominio. Con esta funcién
hay que hacerse una pregunta importante: ;qué elementos x pueden
evaluar la regla de correspondencia de f7

Puesto que la regla de correspondencia de la funcién f contiene un
cociente y una raiz cuadrada, no es posible que cualquier elemento
x pueda pertenecer al dominio. Por lo tanto, hay que analizar las
restricciones que plantea la regla de correspondencia: solo pueden cal-
cularse raices cuadradas de nimeros mayores a cero y el denominador
no puede ser nulo. Asi, el dominio de la funcién f es

z+1
Dy = ‘
/ {xw 1

>O,$—1#O;9§€R}

Esto nos indica que el dominio de una funcién no es cualquier con-
junto, sino un subconjunto que cumpla con restricciones dadas por la
regla de correspondencia.

Sea f : Dy — Iy una funcién con regla de correspondencia y = f ().
El dominio Dy de la funcién es el subconjunto de valores reales x
que pueden evaluar a la regla f (z) para obtener el elemento y en el
codominio.

Es importante reconocer el dominio de cualquier funcién, ya que es el
subconjunto que se puede controlar para obtener ciertos valores en el
codominio. Por ello es que a los elementos del dominio se les conoce
como la variable independiente, v a los elementos del codominio se les
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asigna el nombre de variable dependiente.

La regla de correspondencia indicard quién es la variable independien-
te vy qué condiciones debe cumplir el dominio. El calculo de dichas
restricciones conlleva la resolucion de ecuaciones y desigualdades, cu-
yas soluciones seran el dominio de la funcién.

Ejemplo. Sea la hipérbola

C @-27 (-1
0 S

Obtenga una funcién f a partir de C' y calcule su dominio.

Una hipérbola no puede definir una funcion, por lo que debe acotar-
se para que cumpla con la definicion; se restringiran los valores de y
para que a cada valor x le corresponda solo un asociado. La mejor
forma de hacerlo es despejar a y:

(x-2° (y—-1)
9 4
36=4(x—2)7-9(y—1)°

9(y—17=4(x—2)*—36
3(y—1) = /4 ((z — 2)* - 9)

2
y—lz:l:gy/(:c—2)2—9

yzlig (z—2)7%-9 (1)

1=

Debido a la raiz cuadrada existen dos posibles valores de y. Los valo-
res que son mayores a la ordenada del centro C' (2, 1) estan denotados
por la suma

2
y=1+§ (513—2)2—9

Mientras tanto, los valores menores a la ordenada del centro se cal-
culan mediante la resta

2
y:1—g (x—2)7%-9

Para que la hipérbola designe a una funcion, debe elegirse alguna
de las dos secciones mencionadas. Como es indistinto qué seccién se
seleccione, se tomard a la resta como la funcién solicitada:

fiDpsC = f@=1- 279

Para calcular el dominio de la funcién hay que resolver la desigualdad
(z—27-9>0

que viene de la condicién del radical: solo hay raices cuadradas de
nimeros no negativos. Para resolver la desigualdad se requiere la
factorizacion de la diferencia de cuadrados:

(z—2"—=9>0
(x—2=-3)(z—2+3)>0
(x=5)(z+1)>0 (2)

La desigualdad (1) indica que el producto de dos ntimeros es mayor
que 0. De acuerdo a las reglas de los signos en la multiplicacion, el
producto de niimeros positivos es un nimero positivo, o bien, el pro-
ducto de dos niimeros negativos es un niimeros positivo. Estos dos
casos representan que el dominio se encuentra comprendido por dos
alternativas. La primera de ellas es

r—5>0 N z+1>0
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Ambos son ntmeros positivos, por lo que su producto es positivo y
satisface (2). Sus soluciones son:

r—5>0 N
r>5H N

r+1>0
r>—1

Como ambas condiciones deben cumplirse, la interseccion es la solu-
cién general. La figura 1 muestra la solucién de este caso.

o—
[

Figura 1
La segunda alternativa es
r—5<0 N r+1<0
r <5 N r < —1

En la figura 2 se muestra la solucion después de la interseccion.

Figura 2

Al unir ambos intervalos, se obtiene el dominio de la funcién f:

Dy ={z|]z < -1U5 < z;z € R}

Dependiendo del tipo de funcion, la forma de obtener el dominio pue-
de variar. En cocientes hay que remover los denominadores nulos; o en
raices y logaritmos, se debe asegurar que los argumentos sean mayo-

res a cero. Si no existen restricciones en las operaciones, como en las
funciones polinémicas, entonces el dominio serd todo el campo real.

2. Imagen

El codominio de una funcién es el subconjunto companero del domi-
nio, al cual se accede mediante la regla de correspondencia.

Sea una funcién f : Dy — Cf real de variable real con regla de co-
rrespondencia y = f (z). El codominio C es el subconjunto de los
posibles niimeros reales que y puede tomar.

En general, el codominio de una funcién siempre es el propio conjunto
de los ntmeros reales, a menos que se especifique lo contrario.

A pesar de que el codominio es una parte fundamental de la funcién,
no presenta la misma relevancia que el subconjunto que agrupa todos
los elementos que poseen un asociado en el dominio: la imagen.

Sea una funcién f : Dy — Cy real de variable real con regla de corres-
pondencia y = f (z). La imagen I; es el subconjunto del codominio
C' que contiene todos los elementos f (z) para todo x € Dy.

En otras palabras, la imagen (también denominada como rango o re-
corrido) agrupa todos los elementos resultantes de evaluar la regla de
correspondencia con los elementos del dominio, y siempre es parte del
codominio.

El subconjunto imagen permite saber qué sucede con los elementos del
dominio al aplicarse la funcion, lo cual corrobora el papel del dominio
como variable independiente y ahora establece que la imagen es la
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variable dependiente. Geométricamente, la imagen estd representada
mediante la gréafica de la funcion.

La obtencion de la imagen sigue procesos mas variados que el célcu-
lo del dominio: puede realizarse un analisis mediante la evaluacién
del dominio, dibujar la grafica, despejar la variable independiente o
analizar la variacién de la funcién.

Ejemplo. Sea la funcion

_33:—2
44—z

g9 (z)

Determine el dominio y la imagen de g.

Para calcular el dominio solo hay que satisfacer la condicion del de-
nominador no nulo:

4—x#0
4+ x

El dominio de la funcién es D, = {z|z # 4;z € R}.

Para calcular la imagen se despejara la variable independiente.

_ 3r—2
L p—
y(4—x)=3cr—2
4y — xy = 3x — 2
4y 42 = zy + 3z
dy+2=ux(y+3)
4y + 2
=x

La ecuacién (3) indica todos los valores que y puede tomar al evaluar
la funcién con el dominio:
y+3#0
y# -3
Por lo tanto, la imagen de la funcién es I, = {yly # —3;y € R}. La
grafica de la funcién se muestra en la figura 3, donde puede obser-
varse que existe una interrupcién en r =4 y en y = —3.
Cl
of |
of |
e
. 1 | 1 x
e AR L
.
ol
—12 | i
~15{
Figura 3

y+3

Para un calculo mas eficiente de la imagen es recomendable considerar
los siguientes procedimientos:

0  La grafica es recomendable cuando se trata de funciones que vie-
nen de conicas o funciones donde x no puede ser despejada, por
ejemplo f(x) =z + %

Q  El despeje de la variable es recomendable en funciones donde
cada elemento y del codominio solo tiene un asociado x en el
dominio, como en la funcién del ejemplo anterior.

U El analisis de elementos del dominio complementa los casos an-
teriores.

@  Laimagen es R en funciones como f (z) = a,a" +- - -+ a1+ ay,
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1. Funciones Constante e Identidad

Existen funciones en las cuales el valor de la imagen y estd asociado
con todos los elementos del dominio.

Otra funcion importante es aquélla donde cada valor del dominio esta
asociado con sigo mismo.

Sea ¢ (x) una funcién cuyo dominio es el conjunto de los nimeros
reales. La funcién ¢ (z) es constante si la imagen de todos los ele-
mentos del dominio es k£ € R. Su regla de correspondencia es

clx)=k

La grafica de la funcion constante se muestra en la figura 1.

- M w =
<
I
o~

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
—14

21

Sea e (z) una funcién cuyo dominio es el conjunto de los nimeros
reales. La funcion e (x) se conoce como identidad si cada valor del
dominio es su propia imagen. Su regla de correspondencia es

e(x)==x
La gréafica de la funcion identidad se muestra en la figura 2.

y y=z

—_ (%) w -
+ + + +

Figura 1
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Este par de funciones son importantes para ciertos conceptos del
Calculo Diferencial que se revisaran méas adelante.

2. Funcion Valor Absoluto

Otra funcién importante es aquella que asigna a cada elemento del
dominio su valor absoluto.

La funcién a (z) = |z| se conoce como valor absoluto, si cada ele-
mento del dominio esta asociado con su respectivo valor absoluto.
Su regla de correspondencia es

T, x>0
|z| =

-z, <0
Su grafica se muestra en la figura 3.

Y y =zl

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4
-1

—2 |

Figura 3

Por la definicién algebraica de valor absoluto, la imagen de |z| es el
conjunto de los niimeros reales positivos junto con el cero, Ry .

Debido a sus condiciones algebraicas, el valor absoluto posee las si-
guientes propiedades:

L z-y| = |||yl

2. |z’ =22
3. |z|<a=-a<z<oa
r>0 = |z|==x r<a
o
r<0 = |z|=-x —r <«
T > —Q

La conjuncion y indica interseccién entre intervalos, por lo que
x € [—a,al. |
4. lz] >a=2r< —aUa <.

r>0 = |z|=2

r<0 = |z|]=-2

e
r < —«
La conjuncién o designa uniéon entre intervalos, por lo que
x € (—o0, —a] U [, 00). [ |
5. |z +y| <|z| + |y| (desigualdad del tridngulo).

Tanto las definiciones como las propiedades pueden aplicarse a fun-
ciones que contengan el valor absoluto para determinar el dominio y
la imagen de las mismas.

Ejemplo. Sea la funcion

fa) = VBT 31

Obtenga el dominio, la imagen y la grafica de f.

La raiz y el valor absoluto se trabajan juntos para obtener el dominio.
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La restriccion de la raiz es

VI2x —3| -1 =

La desigualdad resultante se resuelve mediante las propiedades del
valor absoluto, mas especificamente mediante la propiedad 4.

22 -3/ —1>0

20 -3 —-1>0
|20 — 3| >1 (1)

De acuerdo a la propiedad del valor absoluto, la desigualdad (1) se
descompone en dos casos:

20 —3 < —1 U 1 <2x—3
20 < 2 4 <2z
r<1 2 <z

De esta manera el dominio de la funcién es Dy =
{zlr <1U2 < z;z € R}

Para la imagen se harda un analisis de la regla de correspondencia
junto con el dominio. La raiz indica que el nimero resultante no
puede ser negativo, por lo que la imagen contiene niimeros positivos
o cero. Para determinar la cota inferior de la imagen se evaltian los
intervalos del dominio en la regla de correspondencia.

r=1 =  f) =21 -3 -1
=+v1-1
=0

r=2 =  f@2) =202 -3 -1
=+v1-1
=0

Ambos valores son 0, por lo que se trata de la cota inferior.

Para determinar si existe alguna cota superior en la imagen se eva-
luaran dos elementos genéricos de los intervalos que componen al
dominio. Primero se toma a < 1, el cual al evaluar la funcién hace
que el argumento del valor absoluto se vuelva un niimero negativo; el
valor absoluto de un niimero negativo es positivo que al sumarle —1
sigue siendo positivo (no puede ser negativo ya que la cota inferior
de la imagen es 0).

Para los valores 2 < b el producto 2z del valor absoluto se vuelve
mayor a 4, que al sumarle —3 se vuelve un nimero positivo mayor a
1. Al restarle —1 se conserva la naturaleza positiva del radical.

En ambos casos, conforme se acerca a los extremos de la recta real
el resultado del radical aumenta, por lo que la imagen de la funcion
parte de 0 y no tiene cota superior. La imagen de la funcién es

Ir ={yly > 0;y € R}

La grafica de la funcién, ilustrada en la figura 4, corrobora el dominio
y la imagen encontrados.

Figura 4

La funcién valor absoluto es el ejemplo clasico de las funciones seg-
mentadas, en las cuales un intervalo del dominio evalia a una regla
de correspondencia y otro intervalo evaltia a otra regla.
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3. Funciones Inyectivas y Suprayectivas

3.1. Funcién Inyectiva

El concepto de funcién indica que a cada elemento del dominio le co-
rresponde uno y solo uno en el codominio. Esto lo cumplen todas las
relaciones que son funciones.

Hay un tipo especial de funcion que aplica la definicién en sentido
reciproco; es decir, a cada elemento del codominio le corresponde un
asociado, y solo uno, en el dominio. Estas funciones se conocen como
inyectivas.

Sean f una funcién real de variable real, y los elementos x;, x5 € Dy,
donde Dy es el dominio de f. La funcién f es inyectiva, si f (z1) =
f (x2) tal que 1 = 5. La figura 5 muestra el diagrama de Venn de
una funcion inyectiva.

Figura 5

En otras palabras, una funcion es inyectiva cuando es uno a uno: cada
elemento del dominio tiene una imagen y una imagen viene de un solo
elemento del dominio.

Determinar si una funcién es inyectiva, implica la evaluacion de la
funcién con dos elementos del dominio que son iguales, conservando
la condicién inicial de igualdad entre valores del dominio.

Ejemplo. Determine si las siguientes funciones son inyectivas:

z+1

Para determinar si una funcién es inyectiva, la condicién a = b de-
be conservarse para f(a) = f(b). Para determinarlo, la igualdad
f (a) = f (b) debe simplificarse a su minima expresién.

Para f:
f(a) = ()
at+t1l b+1
a—2 b-2

(a+1)(b—2)=(0b+1)(a—2)
ab+b—2a—2=ab+a—2b—2
3b = 3a

b=a

Después de la simplificacion de las evaluaciones, se llega a la conser-
vacion de la condiciéon inicial. La funcién f es inyectiva.

Para g:
g9(a) =g(b)
a?—2="0" -2
at =1
N
a==xb
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En este caso a resulta igual a dos valores diferentes de b. Por lo que la
funcién g no es inyectiva. La figura 6 muestra las gréficas de ambas

funciones.
\ Y 9 (@)

<

|
NWwW e

——t———t—
-5 —4 -3 -2

) ) b)

Figura 6. a) funcién inyectiva f (z). b) funcién no inyectiva g ().

La grafica de una funcién inyectiva se identifica mediante la intersec-
cién con rectas horizontales: si una funcion f es inyectiva, cada recta
horizontal trazada corta una vez a la grafica f; en caso que una recta
horizontal corte en dos o méas lugares a la gréfica, la funcién no es
inyectiva. La figura 6 del ejemplo anterior muestra esta interpretacién
geométrica de las funciones inyectivas.

3.2. Funcion Suprayectiva

Otro tipo de funciones son aquéllas en las que todo elemento del co-
dominio posee su respectivo asociado en el dominio. En ocasiones se
considera que el codominio y la imagen son el mismo conjunto. In-
dependientemente del criterio que se siga, estas funciones se llaman
suprayectivas.

Para efectos de este curso, se considera que una funcién suprayectiva

utiliza a la imagen dentro de la definicién.

Sean f una funcién real de variable real, con dominio Dy e imagen
I;. La funcién f es suprayectiva, si todo elemento y € I posee su
respectivo asociado € Dy. La figura 7 muestra el diagrama de Venn
de una funcién suprayectiva.

Figura 7

Debido al criterio que se seguira de aqui en adelante, la definicion de
funcién coincide con la de funcién suprayectiva. Por lo tanto, toda
funcién se considerara suprayectiva.

3.3. Funcion Biyectiva

Cuando se combinan la suprayectividad con la inyectividad se habla
de una funcién conocida como biyectiva o invertible.

Sean f una funcion real de variable real. Si f es inyectiva y a la vez
suprayectiva, se conoce como biyectiva.

Estas funciones se conocen como invertibles debido a que son la ca-
racteristica fundamental de la llamada funcién inversa. Este caso de
funciones se estudiard més adelante.
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1. Igualdad entre Funciones

Las funciones, al ser expresiones matematicas estan sujetas a compa-
rarse entre si. Como el conjunto de funciones no es ordenado, la nocién
de una funcién mayor a otra queda descartada, y en consecuencia, la
comparacion en funciones solo contempla la igualdad.

Sean f (z) y g (z) dos funciones con dominios Dy y D,, respectiva-
mente. Si f es igual a g, entonces f () =g (x) y Dy = D,.

La definicion de igualdad entre funciones indica que las funciones f y
g deben tener el mismo dominio y la misma regla de correspondencia.
Aunque parezca obvio, la igualdad en funciones es especifica y a veces
dos funciones parecen ser iguales, aunque no lo son.

Ejemplo. Determine si las funciones

fla)=2+2 y 9 ()

son iguales.

Aplicando la primera parte de la igualdad en funciones hay que ve-
rificar la igualdad entre reglas de correspondencia.

f(z)=g(z)
2 _
x+2:x +x—2
r—1
s (x+2)(x—1)
z—1
rT+2=x+2

Después de la simplificacién algebraica se corrobora que las reglas
de correspondencia son iguales. Ahora se verificara la segunda parte
de la igualdad.

Para f. No existen restricciones en la funciéon x — 2, por lo que su
dominio es Dy = R.

Para g. La restriccién del cociente es el denominador no nulo

r—1#0
x#1
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De esta forma, el dominio de g es D, = R —{1}. Como los dominios
de ambas funciones son conjuntos diferentes, ambas funciones son
diferentes.

A pesar de que las reglas de correspondencia del ejemplo anterior sean
iguales algebraicamente, el dominio no es el mismo es el factor deter-
minante para concluir que las funciones son diferentes.

2. Suma y Multiplicacién con Funciones

Las funciones son reglas que transforman un nimero real en otro;
es decir, toman un ndmero real (del dominio) en otro nimero real
(la imagen). Esta caracteristica permite someter a las funciones a las
operaciones que se realizan con los niimeros reales.

Sean las funciones f (z) y ¢ (x). La suma de ambas funciones estd
definida como

f () +g(x)=(f+g)(x)

El dominio de la funcién suma estéd definido como

Dyyg=DyN Dy

En general, toda funcién es el resultado de sumas de otras funciones.
Por ejemplo, la funcion

h(z)=2>+x+1

es el resultado de sumar las funciones f, (z) = 22, fo(z) = x y

Sean las funciones f (x) y ¢ (x). La multiplicacién de ambas funciones
estd definida como

f(x)g(z)=(fg)(z)

El dominio de la funciéon multiplicacién esta definido como

Dy =D¢N Dy

La multiplicaciéon complementa a la suma en la creacién de funciones.
Por ejemplo, la funcién

g(r) =2 +2vr+1

estd formada por la suma de las funciones f () = 2% y fo(x) =
xvx + 1; a su vez, fy(x) es el resultado de las funciones hy (x) =z y
hg (I) = VI -+ 1.

Los casos especiales de las operaciones, resta y cociente, implica el uso
de la propiedad de elementos inversos en la respectiva operacion.

Sean las funciones f (z) y g (z). La resta de las funciones f y g es

f(@)—g(z)=(f—-g) (2)

La divisién de las funciones f y g se define como

donde g (x) # 0.

Al ser casos especiales de la suma y la multiplicaciéon, el dominio de
la funcién resultado es la interseccién de los dominios de las funciones
operando involucradas.




Ing. Aldo Jiménez Arteaga

Célculo y Geometria Analitica - 2020

Debido a que solo existe una variable independiente en las funciones
operando, es recomendable que la regla de correspondencia del resul-
tado se reduzca hasta su minima expresion.

Ejemplo. Sean las funciones

f(x) =Va? -6, g(z)=2—-2, y h(z)=z+3

Obtenga la regla de correspondencia de la funcién ( f— %) (x).

De acuerdo a la operacién establecida, solo la funcién f presenta res-
tricciones para el dominio de la funcién completa. La primera de ellas
es el valor del radical; la segunda es que no puede ser nulo debido a
que se encuentra como denominador. Por lo tanto,

2 —6>0
(2= V6) (+V6) >0 (1)

Como la desigualdad (1) designa valores positivos, los casos que de-
vuelven el dominio de f son

r>vV6 N z>-V6 0]

Al realizar la interseccion entre cada caso y la consecuente union,
f tiene como dominio a Dy = {x\:c < —V/6UV6 < T, r € R}. Las
funciones g y h tienen como dominio al conjunto R. El dominio es

r<VvV6 N x<-V6

Dy.w = DyND,N D,

:{x|x<—\/6U\/6<x;x€R}ﬂRﬂR

Df_%:{x|x<—\/6U\/6<x;xER}

La operacién con las reglas de correspondencia es

f 2 —6
o x2—6)2 2 +x—6
B 22—-6  Vi2-6
_ (#*—6) — (2 + 2 —06)
- 22 —6
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1. Composicion de Funciones

Las funciones toman un ntmero y lo transforman en otro. Esto defi-
ne una nueva operacion: si g (z) arroja un valor y, entonces se puede
evaluar una funcién f (y). Esta operacién se llama composicion.

Sea f (z)y g (x) dos funciones reales de variable real. La composicién
f o g se define como

f(@)og(x)=f(g(x))

donde I, C Dy. La figura 1 muestra la composicién de funciones.

Figura 1

Como se menciona en la definicién, la composicion solo existe cuando
el dominio de la funcion evaluada f es un subconjunto de la imagen
de la funcién evaluadora g.

Para determinar si la composicion existe se debe realizar la compo-
sicién entre las reglas de correspondencia, y a partir de la funcién
compuesta se calcula el dominio.

Ejemplo. Sean las funciones

fa) = Y2EH] y

p— g(z) =42

Obtenga el dominio y la imagen de la funcion f o g.

La composicién de funciones se opera de la misma forma que una
evaluacion usual de una funcion; la diferencia es que en lugar de
evaluar con un niimero, se evaliia con una regla de correspondencia,
realizando las simplificaciones pertinentes. Asi es como la composi-
cién f o g se calcula como
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vVor+3

r—1

(fog)(x) =

De acuerdo a la regla de la funciéon compuesta, las restricciones del
dominio son x — 1 # 0 y x + 3 > 0. Por lo tanto, el dominio es

Doy = {z|z > =3, # 1,z € R}

La imagen de la funcién se obtendra mediante andlisis del dominio,
pues x no puede despejarse facilmente.

Primero, el numerador de fog siempre tiene un signo positivo, por lo
que debe analizarse la naturaleza del denominador. De acuerdo a las
restricciones del dominio, el denominador de la funcién compuesta
tiene los siguientes casos:

d 1 < z. El denominador es un nimero positivo que divide al
numerador positivo; por lo que la funcién arroja niimeros ma-
yores a cero, ya que conforme aumenta el valor del dominio el
denominador aumenta y la fracciéon disminuye.

d —3 < z < 1. El denominador es un nimero negativo, que al
dividir a un nimero positivo da como resultado un niimero ne-
gativo, y conforme el denominador se acerca a 0, el cociente se
aleja del origen; en x = 3 la funcion se anula.

Por lo tanto, la imagen de la funcién es el conjunto de los niimeros
reales en su totalidad:

Ijog =R

La gréfica de la funcion f o g se ilustra en la figura 2.
Yy \foyg
4 4
3 4
2 4
1 4
-3 — 1 1 2 ‘}3 4 5 6
-2
-3
—4
Figura 2

La composiciéon de funciones presenta las siguiente propiedades para
tres funciones f (x), g () y h(z):

A a@o(9@of@) = (h@og@))ef (@),
Q g(x)of(x)# f(x)og(x), de manera general.
Q f(z)oe(x) = f(x).

En conjunto con la funcién identidad, la composicién definird una fun-
cién especial que revierte los cambios hechos por una funcién inyectiva;
es la llamada funcién inversa.

2. Funcion Inversa

Una vez que se conoce la composicién, ya se tiene la nocion de eva-
luacién de una funcién con otra funcion. Por ejemplo, la funcion

Ay — 9
f )= ;+1
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puede evaluar a la funcién

_as+2
4

g9(x)

y asi, se obtiene una tercera funcién. La composicién es

g(f (93)) —y (45;12)

dz—2
x+1 + 2

4dr—2
4 - z+1
drx—242x+2
x+1
dr+4—4x+2
z+1
drx—242x+2
r+1
drx+4—4x+2
r+1

bz
6
(gof)(z)=x

La composicion fog también existe y dara el mismo, es decir la funcién
identidad. Este caso en el cual la composicién de funciones conmuta
se conoce como funcion inversa.

Sean las funciones inyectivas f(z) y g (x), tales que Dy = I, y
Iy = D,. Si fy g satisfacen

f(x)og(x) ==
y a la vez
g(@)of(r)=ux

entonces f es la inversa de g, y viceversa. Se denota como f~! (z) =
g(z)y f(x) =g ! (x). La figura 3 muestra el diagrama de Venn de
la funcion inversa.

Figura 3

Como en las funciones inyectivas cada elemento de la imagen se co-
rresponde con un solo elemento del dominio, su naturaleza permite
ir del dominio a la imagen mediante la funcién f, y volver desde la
imagen hasta el dominio a partir de la funcién inversa f~!.

Puesto que en las funciones inversas se intercambian los papales de
las variables dependiente e independiente (dominio por imagen, y vi-
ceversa), entonces el célculo de la funcién inversa se basa en dejar a x
en términos de la variable y.

Ejemplo. Sea la funcion

T+ 2

o) =2

Obtenga el dominio, la imagen y la grafica de la funcién f=1 (z).

La imagen de la inversa se obtendra a partir de la funcién origi-
nal. El dominio de f se calcula mediante la restriccién que aporta el
cociente:

xr—2#0
x # 2
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El dominio de la funcién es
Dy ={z|zr # 2;z € R}

y en consecuencia es la imagen de la inversa. Para el dominio de la
inversa se calculard la regla de correspondencia de la inversa. Como
se comentod antes del ejemplo, el despeje de la variable independiente
denotara la regla de correspondencia de la inversa.

x+2
r—2
ylr—2)=x+2
yr —2y =x + 2

yr —xr =2y +2
r(y—1)=2y+2
2y+2
=1

T

Al intercambiar los papeles de las variables, se tiene la regla de co-
rrespondencia de la inversa:

_2;15—1—2
-1

7 (@)

cuyo dominio se obtiene con la restriccion
r—1#0 = r#1
Es decir,
Dy = {z|x # 1;z € R}
Resumiendo, el dominio de la funcién inversa es Dy =

{z|z # 1;2 € R}, su imagen es [;-1 = {z|x # 2; 2 € R} su regla de
correspondencia es

_2x—|—2
-1

f ()

La gréfica de la funcién se muestra en la figura 4 junto con la funcién
original.

61| | f(=)
Figura 4

La geometria de la funcién inversa

es un reflejo de la funcién original. y

Esto se debe al intercambio del do- I @) il

minio y la imagen, ya que el dominio il

de la funciéon f se ubica en el y de j

la funcién inversa f~', y viceversa o =

(véase las figuras 4 y 5). Al NI 2 8
ol

Es importante destacar que toda —3| 7M@)

funcién inyectiva posee inversa. En —4 |

caso que la funcién no sea inyecti-
va, la restriccién del dominio permi-
tird volverla inyectiva. Por ejemplo,
f () = 2% no es inyectiva, pero si lo
es cuando = < 0; su funcién inversa

serd f~!(z) = —\/x (figura 5).

Figura 5. Las funciones f (x) =
22,2 <0y f~1(z) = =/ son
simétricas respecto de la funcién
identidad y = x. Esto se debe al
intercambio de dominio e imagen
entre una y otra.
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1. Funciones Polinomicas

A pesar que las funciones son un conjunto infinito con multiples for-
mas, pueden clasificarse en seis grandes grupos. El primero de ellos
son las funciones polinémicas.

La funcién f (z) es polinémica, si solo contiene potencias enteras no
nulas de la variable independiente; es decir, f (z) es de la forma

f(2) = anx™ + ap_12™ ' 4 -+ agx® + a1 + ag

El dominio de las funciones polinémicas es D; = R, en tanto que su
imagen depende del grado n (valor del méximo exponente):

Q  sinesimpar, la imagen es I; = R.

Q  sinesparya, > 0,laimagenes I; = {yly > m;y € R}, donde
m es la cota inferior de la grafica (minimo).

Q sinesparya, <0, laimagen es Iy = {yly < M;y € R},
donde M es la cota superior de la gréfica (mdximo absoluto).

Las funciones polinémicas son reconocidas por ser aquéllas en las cua-

les se obtienen las llamadas raices. Estas raices se observan en la grafi-
ca del polinomio mediante los cruces con el eje de las abscisas.

Las graficas de las funciones polinémicas presentan diversas formas,
pero tienen caracteristicas comunes segun su grado y el signo de su
coeficiente principal (de mayor grado). Para dibujar la grafica del po-
linomio hay que tomar en cuenta los puntos expuestos a continuacion.

Q  Existen desde 0 hasta n cruces con el eje x cuando f (z) = 0,
donde n es el mayor exponente.
@  Solo hay un tnico cruce con el eje y cuando y = f (0);
u Si el exponente méaximo n es impar hay dos casos:
O  la gréfica crece predominantemente de izquierda a derecha
si el coeficiente principal a,, es positivo.
O la grafica decrece predominantemente de izquierda a dere-
cha si el coeficiente principal a,, es negativo.
d Si el exponente maximo n es par hay dos casos:
O la gréfica decrece por la izquierda y crece por la derecha si
el coeficiente principal a,, es positivo.
O  la gréfica crece por la izquierda y decrece por la derecha si
el coeficiente principal a,, es negativo.
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La figura 1 muestra las graficas de funciones polinémicas.

Figura 1. Gréficas de funciones polindmicas; los puntos de interseccién con los ejes
estan en color rojo: a) funcién de grado 3 y coeficiente principal positivo; b) fun-
cién de grado 2 y coeficiente principal positivo; ¢) funcién de grado 4 y coeficiente
principal negativo; d) funcién de grado 5 y coeficiente principal negativo.

Ejemplo. Obtenga la grafica de la funcién polindémica

1 2 11

Para encontrar los cruces con el eje x, la funcion se iguala a 0.

1, 2, 11
Z 2 4=
3V T3 T3
1
5(:6—1-1)(:1:—3)(1:—1-4) =0
Al igualar cada factor a cero se obtienen los valores ©r = —1, x = 3
y © = —4. Los métodos para factorizar un polinomio son propios del

curso de Algebra y no se discutiran aqui. Para el cruce con el eje y
implica que f (z) se evaluard en = = 0.

1 2 11
f(x) :§m3+§x2—?x—4
1.3 2, .5 11
0)=-(0 -(0)"=—=1(0) -4
£(0) =50+ (0 == (0)
f(0)=—4
El cruce con y se da en y = —4. Finalmente, como el grado del polino-

mio es 3 (impar) y tiene coeficiente principal %7 por lo que la funcién
crece predominantemente de izquierda a derecha como se muestra en
la figura 2. El método para dibujar la grafica de un polinomio serd
completado en el tema de variacion de funciones.

Figura 2
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2. Funciones Racionales

Las funciones polinémicas estan sujetas a las operaciones con funcio-
nes; al aplicarles la suma, la resta, la multiplicacién y la composicién
el resultado es otra funcién polindémica. Sin embargo, al aplicar la di-
visiéon a dos funciones polinémicas no se obtiene una funcion de la
misma naturaleza, sino un cociente llamado funcién racional.

Sean a (z) y b(x) dos funciones polindmicas. La funcién

se conoce como funcién racional. El dominio de la funcién racional es
Dy = {z|r # a1,2 # ag,- -+ , & # ay; v € R}, donde m es el grado
de b (x) y los valores a; son sus raices, llamadas polos. La imagen de
la funcién racional depende del cociente y el residuo arrojados por
la divisién de funciones.

Los momentos en los cuales una fun-
Ty cién racional no existe se dan cuan-
do la funcién denominador b(z) es
nula. Las raices «; del denominador
2 | son excluidas del dominio de la fun-
K cion racional, y geométricamente de-
notan rectas cuyas ecuaciones son de
la forma

Tr = O

Estas rectas se conocen como asinto-
tas verticales de la funcién racional y
su desempeno geométrico es el aco-
tar la grafica de la funcion, sin cor-
tarla; la funcién nunca interseca sus

Figura 3. La funcién racional
f (z) se encuentra acotada por
la asintota vertical x = 1, y la
asintota no vertical y = x.

asintotas verticales. La figura 3 muestra una funcién racional acotada
por sus asintotas verticales.

Las funciones racionales no solo poseen asintotas verticales, también
poseen asintotas rectas que son horizontales u oblicuas, e incluso po-
seen curvas polindmicas asintoticas. Al realizar la divisién se obtienen
un cociente y un residuo; en términos de funciones polinémicas

0@ _ v
) 19T

donde ¢ (z) es el cociente y r(x) es el residuo. La funcién cociente
q () es la asintota no vertical de la funcién racional

a ()
xTr) =
@ =50
La figura 3 muestra una funciéon con una asintota no vertical. Una ca-

racteristica de las asintotas no verticales es que éstas si pueden cortar
la funcién que acotan.

Las funciones racionales heredan de las funciones polinémicas la na-
turaleza de los cruces con los ejes coordenados: si f () = 0, existen
cruces con el eje z; con y = f (0), denota el cruce con el eje y.

Ejemplo. Obtenga el dominio, la imagen y la grafica de la funcién

3 =222 — x4+ 2
Sr —4

f(x) =

La tnica restriccion en el dominio de la funcién se da en los polos
del denominador. La funciéon f solo posee un polo:

8z —4+40

1
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Asi es como el dominio de la funcién f es
1
Dy = {x\x;ﬁ 31T € ]R}

La imagen se determinara a partir de la grafica de la funcién. Para
encontrar la gréafica se recurrird a localizar las asintotas tanto verti-
cales como no verticales, asi como los cruces con los ejes coordenados.
Los cruces con el eje = se obtienen al igualar la funcién a 0, y al ser
una division, esto solo es posible cuando el numerador es 0.

f(z)=0
x3—2x2—x+2_

8r — 4 B

= -2 —x+2=

(=1 (z+1)(z—2)=0

Los lugares donde la funcién se anula son x = -1, x =1y z = 2.
Por otro lado, el cruce con el eje y se da en z = 0:

f0)=y
(0)* =2(0)" = (0) +2 _

Ya determinados los cruces con los ejes coordenados, se calculan las
asintotas. Gracias al dominio, se conoce la asintota vertical x = %
Para la asintota no vertical se realiza la division polinémica usual.

=22 —x+2 1, 3 7 9
=l ——=2r—= |+ ——
8r —4 8 16 32 64x — 32
La asintota no vertical es la curva y = %mz — %m — 312 Con estos

elementos puede dibujarse la gréafica, que es mostrada en la figura 4.

Figura 4

La grafica indica que la imagen de la funcién es Iy = R.

El tema de variacién de funciones complementara la obtencion de
graficas, dominio e imagen de funciones racionales.

3. Funciones Irracionales

Las funciones racionales extienden las funciones polinémicas al plan-
tear exponentes enteros positivos o negativos para la variable indepen-
diente. Cuando en una funcién racional existe al menos un término
donde la variable independiente posee un exponente fraccionario, se
habla de las funciones irracionales.

Una funcién f (z) es irracional cuando viene del radical de una fun-
cién racional o polindémica g (x); en otras palabras,

Estas funciones tienen la particularidad de satisfacer las condiciones




Ing. Aldo Jiménez Arteaga

Célculo y Geometria Analitica - 2020

del radical, de acuerdo a la naturaleza del indice, para calcular el
dominio. Una funcién f (z) = {/g¢ (x) cumple uno de dos casos:

Q  Sin esimpar, el dominio de f (z) es igual al dominio de g (z).
d Si n es par, el dominio de f (x) posee las restricciones del domi-
nio de g (z) y ademds se cumple que

g(z) >0

Las graficas de estas funciones son mas complicadas de dibujar, por lo
que el analisis del comportamiento de estas graficas se llevara a cabo
mas adelante mediante los métodos de limites al infinito y variacién
de funciones.

Ejemplo. Obtenga el dominio de la funcién irracional

f(x):\/(x+1)(:v+2)

T

Esta funcion esta sujeta a las restricciones x # 0 y

($+1)(1’+2)20 (1)

i

La restriccion (1) es el producto de tres niimeros, el cual debe resultar
en un numero positivo. Debido a esta caracteristica, la desigualdad
(1) se descompone en los casos enunciados a continuacién.

1. Los tres factores positivos:
z+1>0 N r+2>0 N x>0
x> -1 x> =2

La intersecciéon entre los tres intervalos es x > 0.

2. Los factores del numerador negativos y denominador positivo:
z+1<0 N r+2<0 N x>0
r< -1 r< =2

Aqui solo hay intersecciéon entre v < —1 y = < —2, por lo que
la solucién del caso es el conjunto vacio.

3. Primer factor del numerador negativo, segundo factor del nu-
merador positivo y denominador negativo:

r+1<0 N
r<-—1

r+2>0 N <0
T > —2

La interseccién entre los tres intervalos es —2 < x < —1.

4. Primer factor del numerador positivo, segundo factor del nu-
merador negativo y denominador negativo:

r+1>0 N
x> —1

r+2<0 N <0
< =2

En este caso existen la interseccién entre v < -2y z < 0, y
por otro lado la interseccion entre z > —1 y z < 0. Como no
hay interseccion entre los tres intervalos de manera simultanea,
la solucién de esta desigualdad es el conjunto vacio.

La solucién completa a la desigualdad se da al unir las soluciones de
los casos 1 y 3. Por lo que el dominio de la funcién es

Dy ={z|lr >0U—-2<z< -1,z €R}




Calculo y Geometria Analitica
Lectura 10: Tipos de Funciones II, Trigonométricas y sus Inversas

Ing. Aldo Jiménez Arteaga

Julio de 2020

1. Funciones Trigonométricas

En la figura 1 se muestra una cir-
cunferencia unitaria, donde el radio
denota la hipotenusa de un tridngu-
lo rectangulo con arco t, opuesto a
la altura y. Esta situacién geométri-
ca define una razén llamada seno de
t de la siguiente manera:

) .
1= sin ¢
y =sint (1)

Figura 1. La altura y de un
triangulo rectangulo, dentro de
la circunferencia de radio 1, cam-
bia su longitud segin el arco in-
terno t. Es el principio de las lla-
madas funciones circulares.

Conforme el valor del arco t varia,
el valor de y también varia; es de-
cir, si t cambia, el valor de la altu-
ra y puede aumentar o disminuir e
incluso puede cambiar su direccién
de crecimiento (ya sea hacia arriba
o hacia abajo de la horizontal). La
expresion (1), denota que la altura opuesta y depende del valor de ¢,
por lo que se trata de una funcion. Esta es la llamada funcién seno.

Repitiendo el razonamiento anterior, pero con la base x del triangulo
(adyacente al arco t), se obtiene la funcién coseno:

xr = cost (2)

Tanto (1) como (2) son parte de una coleccién de funciones especiales
que toman en cuenta la definicién de las razones trigonométricas para
crear funciones. Se conocen como funciones trigonométricas.

Una funcién trigonométrica f (t) relaciona la dimensién del cateto
opuesto y o el cateto adyacente x, de un triangulo rectangulo de
hipotenusa unitaria, con el arco de circunferencia ¢t de acuerdo a
la definicién de razon trigonométrica. Las funciones trigonométricas
fundamentales son

sint =y

cost =x

En tanto que las funciones trigonométricas complementarias se defi-

nen a partir de las fundamentales, y son
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sint cost
tant = ——, cott = —
ost sint
1 1
sect = —, csct = ——
cost sint

La figura 2 ilustra las graficas de las seis funciones trigonométricas.

-

ML
FANR

a ——sint  ——cost b) —tant ——cott

1\ GARC'TAAN

1'123456789101112

(AN AN

—sect —csct

2
3

1llw789 11

Figura 2. a) seno y coseno; b) tangente y cotangente; ¢) secante y cosecante.

El dominio e imagen de las seis funciones se muestran en la tabla 1.

Funcién Dominio Imagen
sint teR —1,1]
cost telR [—1,1]
tant t#(n—%)w,‘v’nEZ R
cot t t#nm,VneZ R
sect t#(n—3)mVneZ (—o0, —1] U [1,00)
csct t#£nm,Vnel (—o0, —1] U [1,00)
Tabla 1

Los arcos de circunferencia se miden
en radianes, y esto es debido a la re-
lacion que existe entre 7 y el perime-
tro de la circunferencia (la cual es un
arco completo). Es por ello que en
Célculo Diferencial siempre se utili-
zan radianes.

La funcién trigonométrica posee més
elementos de los que se han mencio-
nado. Estas funciones son periédi-
cas; o sea, se repiten cada cierto
intervalo del dominio. Cada repeti-
cion se denomina ciclo, el cual posee
4 elementos que le dan una carac-
teristica tnica a cada funcion. Asi, la
forma completa de una funcién tri-
gonométrica (en este caso el seno) es

f(z) =B+ Asin (w (z — ) )

MBS
|eo
BT

—
wo

| |
Ao
T

Figura 3. La funcién f (x) se de-
ﬁneconA:Q,w:Zxo:%ﬂ'
y B = 3; la funcién g (z) lo ha-
ce con A = ,wzl,x():%w
y B=—4. El ciclo principal, asi
como el lugar de inicio, de cada

funcién se encuentra resaltado.

donde cada coeficiente que acompana a la funcién tiene un significado

especifico:

0  w es la frecuencia y designa cuantos ciclos de la funcién hay en

el intervalo 0 < x < 27;

O 1z es el desplazamiento horizontal e indica el valor de la abscisa
donde comienza el ciclo principal de la funcién;

Q B es el desplazamiento vertical y designa el valor de la ordenada
donde se ubica la recta base de la funcién, paralela al eje x;

Q A eslaamplitud e indica la distancia maxima, paralela al eje vy,
entre la funcién y el valor de desplazamiento vertical.

La figura 3 ilustra dos funciones trigonométricas con amplitud, fre-
cuencia, desplazamiento vertical y desplazamiento horizontal diferen-
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tes. Estas caracteristicas permiten a las funciones seno y coseno ser el
modelo matematico para fenémenos fisicos oscilatorios simples como
los resortes (o muelles) o los péndulos.

Ejemplo. Dibuje la grafica de la funciéon coseno que cumpla con

las siguientes caracteristicas: amplitud igual a 3, frecuencia de 2

37
desplazamiento vertical de 1 y desplazamiento horizontal %7?.

La regla de correspondencia de la funcién que debe dibujarse es

Para comenzar a dibujar la grafica debe ubicarse el punto inicial
del ciclo principal. En la funciéon trigonométrica y = cosx el punto
inicial se da en # = 0 (no hay desplazamiento), y en consecuencia
y = cos (0) (no hay desplazamiento). En este ejemplo, el valor inicial
se da en = 27; por lo tanto, la funcién se evalda en dicho valor.

6
f (%T) =1+ 3cos (; (gw— gw))
=1+ 3cos(0)

=4

El desplazamiento vertical en y = 1 y el punto inicial calculado, se
muestran en la figura 4.

.
el

Figura 4

Para encontrar el valor x donde se cierra el ciclo principal de la fun-
cién el argumento del coseno se iguala a 27, ya que cos (27) = cos (0)
y 143 cos (0) es el valor de inicio del ciclo, que es igual al valor final.

2

2 = - x—§7r
3 6

37r:x—67r

5
37T+67T:

23

—T=x

6
Por otro lado, en la figura 4 la distancia entre la ordenada de inicio
del ciclo (y = 4) y la ordenada de la recta base (y = 1) es 3 (la am-
plitud); ese mismo valor debe verse reflejado por abajo de la recta
base, por lo que el punto mas bajo de la funcién se ubica en y = —2.
Tanto la amplitud por debajo de la recta base como el punto de fin
de ciclo principal se muestran en la figura 5.

'Y e .

T
1 5 23
21 6 6

Figura 5

=N

Todas las funciones coseno siguen el mismo ciclo: a un pico le sigue
un valle y después otro pico; la abscisa del valle siempre esta a la mi-
tad de distancia entre dos picos. Por otro lado, a mitad de distancia
entre un pico y un valle esta el cruce de la funcién con la linea base.
Esto indica que el valle del ciclo principal de encuentra en

1(23 5) 5
|\ =7—zm )+ m=2
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1 )
5(37r)—|—67r
7
—T=ux
3

1/7 Y b} 1 /23 7 7
5(57—67)—1-67?:1: §(E7r—§7r)+§77:$
1/9 b} 1/9 7
5<6”)+6”: 5(6”>+5”:

19 37
EWZLL’ Ew:x

Con estos puntos ya es posible trazar el ciclo principal de la funcién
f (z), y repetir el trazo a lo largo del eje z. La figura 6 muestra los
puntos encontrados recientemente junto con la grafica de la funcion.

Figura 6

inyectiva.

Tomando por ejemplo a la tangente, cuya gréafica se muestra en la fi-
gura 2, cada ciclo de la funcién puede interpretarse como una funcion
inyectiva independiente, por lo que al acotar el dominio a un solo ciclo,
la funcién se vuelve inyectiva y en consecuencia existird la inversa.

Como una funciéon trigonométrica relaciona un arco de circunferencia
x con una razon trigonométrica, entonces la funcion inversa relacio-
nard el valor de una razén (dominio) con un arco de circunferencia
(imagen). Este tipo de funciones se conocen como funciones arco.

2. Funciones Trigonométricas Inversas

Las funciones trigonométricas pueden definir sus respectivas inversas
si se acota adecuadamente el dominio.

Puesto que las funciones trigonométricas son ciclicas, un valor cual-
quiera y de la imagen aparece periédicamente a lo largo del dominio.
Esto indica que existen multiples valores del dominio asociados con
la misma imagen, y en consecuencia una funcion trigonométrica no es

Sea f (z) una funcién trigonométrica. Su funcién inversa, llamada
funcion arco, es aquélla que devuelve el arco de circunferencia asocia-
do al cociente que denota una funcién trigonométrica. Las funciones
trigonométricas inversas son

5
TR

donde el dominio de f (x) debe acotarse a 0 < x < m para las funcio-
nes coseno, cotangente y secante, y —5 < z < § para las funciones
seno, tangente y cosecante, respetando las respectivas asintotas de
la secante y la cosecante.

En la figura 7 se muestran las graficas de las funciones trigonométri-

cas inversas, con sus respectivas funciones trigonométricas.
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— cotw -3 — secT B & — cscx
— arccot —— arcsec® ——arcescx
4 4 4

Figura 7

Usualmente a las funciones trigonométricas inversas se las denota co-
mo, por ejemplo, sin”! z. Sin embargo, esta notacién puede llevar a
confusiones con las leyes de los exponentes, ya que

= cscx
es igual de valido que
sin™!z = arcsinx

Sin embargo, arcsin no es lo mismo que csc, por igualdad de funciones.

Ejemplo. Determine la relacién de la funcién reciproca csc z con la
funcién inversa arcsin z.

Primero, se tomarda en cuenta que

1
cscy = — (3)

Al aplicarle a (3) la funcién arco cosecante se obtiene

1
y = arcesc (4)

La igualdad (3) puede reescribirse en términos del seno y despejar y
mediante la funcién inversa arcsin:

1

cscy = —

x

11

siny

siny =x
y = arcsinx (5)

Las ecuaciones (4) y (5) son la misma funcién, por lo que

arccsc — = arcsin
T

De esta forma, la relacion entre la funcién reciproca cosecante y la
funcidn inversa arco seno es a través de la funcién inversa arco cose-

cante, por lo que no hay igualdad entre arcsin y csc.

Para evitar la confusion debida a la notacion, en este curso se utilizara
arcsin, arccos, y asi sucesivamente, para las funciones trigonométricas
inversas.




Calculo y Geometria Analitica
Lectura 11: Tipos de Funciones III, Exponenciales y Logaritmicas

Ing. Aldo Jiménez Arteaga

Julio de 2020

1. Funcién Exponencial

Como se ha estudiado anteriormente, una funcién f (z) toma un ele-
mento real x y lo relaciona con otro nimero real y. Una de estas
funciones establece que existe una relacion uno a uno entre x € R y
el resultado de y = a”.

Para que la funcién y = a® pueda existir, a debe cumplir con carac-
teristicas especificas:

U a” satisface las leyes de los exponentes, ain cuando x es el ar-
gumento de una funciéon. Como =z € R, entonces se le pueden
aplicar las operaciones de suma y multiplicaciéon. De esta forma

m+x = "t =a"a”
max = a™ = (a™)"

x " .
E = am = (\/a)x

()
—x = at=-
a

Q a#0.SizeRyax =0, entonces a’ debe ser un resultado

valido. Como se revisard posteriormente en el curso, 0° es una
forma indeterminada, y por lo tanto a no puede ser 0.

Q  a > 0. El nimero a” es un nimero que debe existir, por lo que
si z = & con b € Z, entonces

2b
1
a2 = %

y en consecuencia a siempre es un numero positivo.

A a#1. Cuando a = 1, el valor 1* tiene dos inconvenientes: 1) si
r € R, entonces 1¥ = 1 y no se cumple la relacién uno a uno
entre r vy y = a”, pues la funciéon y = 1 es contante y no es uno
a uno; 2) cuando se analiza la tendencia de = hacia infinito, 1
es una indeterminacion (se revisard mas adelante en el curso).
Se concluye que a no puede tomar el valor de 1.

Al nimero a se le denomina base y a la funcién y = a” se le conoce
como funcién exponencial.

La funcién de la forma y = a” se conoce como funcién exponencial,
donde @ > 0y a # 1. Su dominio es D; = R mientras que su imagen
es Iy = RT. Su gréfica (mostrada en la figura 1) se caracteriza por

ser una curva que crece o decrece subitamente.
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3 4 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4

b) -

Figura 1. Gréficas de las funciones exponenciales: a) y = a®, funciones crecientes;
b) y = a~%, funciones decrecientes.

Las funciones exponenciales tam-
bién pueden representarse como

3e2®

1
—2e7 57

f(x) = ka®™

donde k,b € R. Al evaluar una fun-
cion exponencial en x = 0 se ob-
tendra el valor de la ordenada al ori-
gen; es decir,

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

S| 1 (0) = ka"®
: g ) = ka"
Figura 2. La funcién y = 3e“*
es una exponencial creciente, cu- f (O) =k

yo ascenso se da muy cercano a
- 1,

x = 0; la funcién y = 2e75% es

decreciente, cuyo descenso se da

a lo largo de todo el dominio.

En consecuencia, el coeficiente &k de
una funcién exponencial es el valor
donde la grafica de la funcion corta
al eje y (véase la figura 2).

Por otro lado, el coeficiente que acompana a x establece el crecimiento
o decrecimiento de la funcién (figura 2), ademds de caracterizar que
tan inmediato dicho fenémeno:

Q b < 0. La funcién decrece. Cuando |b| se acerca a 0, entonces
la funcién decrece lejos del eje y; en caso contrario, la funcion
decrece subitamente cerca y antes de x = 0.

Q b > 0. La funcién crece. Cuando |b| se acerca a 0, entonces la
funcién crece lejos del eje y; en caso contrario, la funcion crece
stubitamente cerca y después de x = 0.

La descripcion anterior de las funciones exponenciales contempla
k > 0. Cuando k < 0, el crecimiento se invierte; es decir, si la funcién
y = ka® crece, entonces y = —ka®® decrece.

Un caso especial dentro de las funciones exponenciales es aquélla que
tiene como base al ntimero irracional e. Este nimero fue reconocido
por el matematico escocés John Napier, quien introdujo los llamados
logaritmos naturales, donde establecié como base a e atn sin calcular
su valor. Las funciones exponenciales con base e son de suma utili-
dad, pues intervienen en conceptos como el crecimiento poblacional,
el interés compuesto o la desintegracién atémica.

Ejemplo. El crecimiento de una poblacion de bacterias se modela
mediante una funcién exponencial p = k - 2%, donde p es el ntimero
de bacterias en un determinado tiempo t en horas. Si inicialmente se
tienen 5200 bacterias, y al cabo de dos horas el cultivo tiene 20800
bacterias, obtenga la funcion que modela la poblacién bacteriana.

La funcién p es creciente, ya que en el tiempo inicial ¢ = 0 hay
5200 bacterias y en el tiempo t = 2 la poblacion ascendié a 20800
bacterias. Por lo tanto, £ > 0y b > 0.

Por otro lado, la ordenada al origen se obtiene cuando ¢ = 0:

p(t) =k-2"
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p(0) = k- 2"
=k-2°
5200 = k

Ahora, cuando t = 2, el valor de la funcién es 20800. En este caso,
la funcién arroja la ecuacién siguiente.

p(2) = 5200 - 2%
20800 = 5200 - 2%
4 =2% (1)

La ecuacién (1) se resuelve al encontrar el valor del exponente al cual
se eleva 2 para obtener 4. Este razonamiento indica que

4=2?
22b:22
2b =2
b=1

Asi es como la funcién buscada es

p = 5200 - 2!

2. Funcién Logaritmo

Puesto que una funcién exponencial es uno a uno, se trata de una
funcién inyectiva que posee una inversa. En el ejemplo anterior, la
ecuacion (1) plantea obtener un exponente a partir del resultado de
la exponenciacién; asi es como se da a conocer la funcién logaritmo.

Sea x = @Y una funcién exponencial. La funcién logaritmo es aquélla
que obtiene el valor de x dado y; es decir,

x=a’ = y =log, x
Toda funcién logaritmo f (z) = log, = siempre es inversa de la expo-
nencial. y en consecuencia a > 0 con a # 1. Su dominio es Dy = R*

y su imagen es I = R. Su grafica (mostrada en la figura 3) es una
curva que crece o decrece sosegadamente.

2”y 2”y

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

log, = | | log, (—)

— Inz =51 S5 |— In(—x)
— loga L — log (—x

a) —6 'b) -6 g( )

Figura 3. Gréficas de las funciones logaritmicas: a) y = log,, x, funciones crecien-

tes; b) y = log, (—x), funciones decrecientes.

En general, una funcion logaritmica se representa por la regla de co-
rrespondencia

y = klog, (bx)

donde a es la base, b es un nimero real diferente de 0 y £ € R. Al
igual que la funcién exponencial, los valores de los coeficientes permi-
ten caracterizar la curva logaritmica.

Q b > 0. Implica que x > 0 y la funcién crece del cuadrante IV al
I con k> 0; si k <0, entonces la funcion decrece del cuadrante

[al IV.
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Q b < 0. Hace que x < 0y la funcién decrece desde el cuadrante 11
al I con k£ > 0; si k < 0, entonces la funcion crece del cuadrante
IIT al II.

Las funciones logaritmicas siempre poseen una asintota vertical en
x = 0, por lo que solo poseen un cruce con el eje x:

0 = klog, (bx)

= log, (bz)
20 — loga(be)
= bx
1 J—
=7

De esta forma, la raiz de una funciéon logaritmo se encuentra en el
reciproco del coeficiente del argumento.

Las funciones logaritmicas definen una escala de medida de diversos
fenémenos; ejemplos de escalas logaritmicas son la escala sismoldgica
de magnitud de momento (Myy ), la escala acistica en decibeles (dB),
o la escala del indice de explosividad volcanica (VEI). Otras apli-
caciones se encuentran en fractales, teoria de nimeros, complejidad
computacional o probabilidad; el pensamiento humano, por naturale-
za, estima cantidades en forma logaritmica.

Ejemplo. Sea la funcién f (x) = 3e2”. Obtenga la funcién logarftmi-
ca que es inversa a f ().

Como k=3yb= % son positivos, entonces la funcién crece; puesto
que b es una fracciéon cercana a 0, el crecimiento se da lejos del eje
de las ordenadas. Con k = 3 se obtiene la ordenada al origen y = 3.
La figura 4 presenta la grafica de la funciéon exponencial; nétese que
las caracteristicas enumeradas se satisfacen en la grafica.

Para encontrar la funcién logaritmica, se despeja x de la funcion
exponencial.

Y= Be%x
1 1,
— — e2
3?/
1 1
In—y = Ine2”
| 11
n 3y = 295
21 1
n-—y==zx
39
La inversa buscada es
1 1
7 (z)=2In 3%

Como k =2yb= % son positivos, la funcién crece del cuadrante
IV al I; el cruce con el eje de las abscisas se da en el reciproco de b,
es decir z = 3. La figura 4 muestra la grafica con las caracteristicas

mencionadas.

8Ty | f
6 -+
4 -+
/' 1
-8 —6 —4 -2 4 6 8
91
—4
—6
—8 1
Figura 4
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1. Funciones Hiperbdlicas

1.1. Definicién con la Funcion Exponencial

Figura 1. Las funciones hi-
perbdlicas se definen a partir del
area limitada por el arco de una
hipérbola equilatera; la trigono-
metria hiperbdlica es andloga a
la trigonometria circular.

Anteriormente se definieron las fun-
ciones trigonométricas a través de
una circunferencia unitaria. Existen
otras funciones que, en lugar de defi-
nirse por una circunferencia, se defi-
nen mediante la hipérbola equilate-
ra (la longitud de semiejes es la mis-
ma); dichas funciones se conocen co-
mo funciones hiperbdlicas.

En la figura 1 se muestra la hipérbo-
la equildtera (sus semiejes tienen la
misma longitud)

-yt =1 (1)

donde el punto P (z,y) de la

hipérbola y el origen forman el segmento de recta r. El 4rea ence-
rrada por el eje horizontal, el segmento r y el arco de hipérbola AP
tiene una magnitud de %, donde t se conoce como angulo hiperbdlico.
Las coordenadas de P son el seno y el coseno hiperbélicos de t:

x = cosht (2)
y = sinht (3)
Para definir analiticamente a las funciones hiperbdlicas, hay que con-

siderar las funciones trigonométricas y nimeros complejos. Primero,
hay que recordar la identidad trigonométrica fundamental

cos?u + sinu = 1 (4)

Al sustituir las funciones (2) y (3) en la hipérbola (1) se obtiene la
llamada identidad hiperbdlica fundamental:

2 — y2 =1
(cosht)? — (sinht)® =1
cosh®t —sinh®t = 1 (5)

Las identidades fundamentales (4) y (5) tienen en comun el resulta-
do unitario, por lo que pueden igualarse seno con seno y coseno con
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coseno. En esta igualdad se debe considerar que v —1 = 1.

cos?u + sin? u = cosh? t — sinh? ¢

cos® u + sin?u = cosh?t + (— sinh? t)

cos® u = cosh®t

cosu = cosht (6)
sin?u = — sinh?¢

sinu = v/—1sinht

sinu = isinht (7)

Ahora, mediante la forma exponencial del niimero complejo

e" = cosu +isinu (8)
y de su conjugado

e " = cosu — isinu (9)

se obtendra la forma analitica de las funciones hiperbdlicas. Para co-
menzar, se suman, término a término, (8) y (8) para despejar el coseno.

e +e " = (cosu+isinu) + (cosu — isinu)
= 2cosu
eui + e—ui
2

Al sustituir (6) en (10), y considerando u = ti, se obtiene la expresién
analitica del coseno hiperbdlico:

= cosu (10)

eui + e—ui
——— = cCosu
2
(ti)i —(ti)i
& = cosht
2
t —t
cte = cosht
2

Mediante el mismo proceso, pero restando (8) y (9) antes de hacer
sustituciones, se obtiene la expresion del seno hiperbdlico:

t —t

e
C  —sinht
5 S1n

Las funciones hiperbdlicas son analogas a las funciones trigonométri-
cas, pero basadas en la hipérbola equildtera 2> — y? = 1. Se definen,
con base en la funciéon exponencial, como

Las funciones hiperbdlicas complementarias se definen a partir del
seno y el coseno hiperbdlicos.

sinh ¢ cosht
tanht = ——, cotht = —
cosht sinh ¢
1 1
sec cosht’ o8¢ sinh t

En la tabla 1 se muestra el dominio y la imagen de cada funcion.

Funcién Dominio Imagen
sinh ¢ teR R
cosh ¢ teR 1, 00)
tanh ¢ telR (—=1,1)
cotht t#0 (—o0, —1] U [1,00)
secht telR (0,1]
cscht t#0 (—00,0) U (0, 00)

Tabla 1
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La figura 2 ilustra las graficas de las seis funciones hiperbdlicas.

4|+ 4

a) ——sinht  ——cscht b) ——cosht  ——secht

4 -3 -2 -1 1 2 3 4

44

tanht  ——cotht

c)

Figura 2. a) seno y cosecante; b) coseno y secante; ¢) tangente y cotangente.

Dentro de las funciones hiperbdlicas, el coseno hiperbdlico es de su-
ma importancia. Cada que un hilo, una cadena o un cable (todos de
masa distribuida uniformemente) estd suspendido por sus extremos,
se obtiene una curva especial llamada catenaria (del latin catenarius,
propio de la cadena).

Todas las catenarias poseen como modelo a la funcién

x
y = a cosh —
a

Este modelo se obtiene al estudiar
todos los esfuerzos que presenta la
cuerda suspendida por sus extremos.
Las caracteristicas que hacen posible
esta forma son: la masa de la cuer-
da estd distribuida uniformemente y
sujeta a un campo gravitatorio uni-
forme (como el terrestre).

Figura 3. Un arco puede disenar-
se con base en el coseno hi-
perbdlico, pues por propiedades
fisicas los esfuerzos se distribu-
yen por la estructura (flechas ro-
jas) soportando su propio peso.

Fisicamente, la catenaria no posee
tensiones laterales y minimiza los
esfuerzos de tensién (o compresién
cuando la cadena se convierte en un
arco). Esto indica que la catenaria
es un modelo de construccién para
arcos, ya que no requiere de estruc-
turas adicionales laterales para mantener la estabilidad (véase la figura
3). Ejemplos de uso de la catenaria en construccién son el arco de Tag
I Kisra en Irak, la catedral de la Sagrada Familia en Espana o el
Gateway Arch en Estados Unidos.

1.2. Identidades Hiperbdlicas

Al igual que las funciones trigonométricas circulares, las funciones hi-
perbdlicas plantean identidades que estdn basadas en la geometria de
la hipérbola equildtera (1).

Las identidades hiperbdlicas principales son:

cosh?z —sinh?z =1
sech?z + tanh®xz = 1

coth?z —csch?z =1
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Las identidades para la suma y resta de argumentos son:

sinh (z + y) = sinh x coshy & cosh z sinh y
cosh (x + y) = cosh x cosh y £ sinh z sinh y
sinh 2z = 2sinh x cosh

cosh 22 = cosh? z + sinh® z

Ejemplo. Demuestre la identidad hiperbdlica

sinh 2z = 2sinh x cosh x

La identidad se demuestra al sustituir las definiciones de seno y co-
seno hiperbdlicos y simplificar las operaciones pertinentes.

sinh 22 = 2 sinh x cosh

_ 9 et —e® et +e”
2 2

()’ = (=)

sinh 2z = con t=2x

sinht = [ |

2. Funciones Hiperbdlicas Inversas

Al estar basadas en funciones exponenciales, las funciones hiperbdlicas
poseen sus respectivas inversas, las cuales se basan en funciones loga-
ritmo. Sin embargo, dos funciones hiperbdlicas requieren restringir el

dominio para volverse inyectivas: el coseno y la secante hiperbdlicas.

Sea f (x) una funcién hiperbdlica. La inversa f~! (), también cono-
cida como area cuya funcion hiperbélica es, se define como:

arsinhz = In <x + Vx4 1)
arcoshz = In <a: + Va2 — 1)

1 1
artanh z = an < +$)

f(x) =sinhz =

f(x) =coshx = f~'(x):

f(r) =tanhax = f(2):

11—
1 1
f(x) =cother = f(2): arcothx:—ln<x+)
2 r—1
» 1 1

f(z)=sechz = [ (r): arsechz=In{—-+4/——1
x x
» | 1

f(z)=cschz = f7(x): arcschx=In|—-+4/—5+1
x x

Tanto el coseno hiperbdlico y la secante hiperbdlica deben restringir
su dominio al intervalo [1,00) para que exista su inversa.

Ejemplo. Calcule la funcién inversa, el dominio y la grafica de la
funcién

f (z) =tanhz

Por definicién de f a partir de su forma exponencial se calculara la
inversa, considerando que debe obtenerse una regla de corresponden-
cia con base en logaritmos.

y = tanhx
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Por lo tanto, la funcién inversa buscada es

I (x):%m(lm)

11—z

El dominio requiere que

1+x>
1—2z

Los casos a resolver son:

1—2>0 = 1+z>0
cuya solucién esta en 1 > x Nx > —1; o bien,
1—2<0 = 1+2<0

cuya solucién estd en 1 <z Nz < —1.

En el primer caso la solucién es el intervalo —1 < z < 1, mien-
tras que en el segundo la solucién es el conjunto vacio (pues no hay
interseccién). De esta forma, el dominio de la funcién inversa a la
tangente hiperbodlica es

Diyr={z]-1<z <1z eR}

La grafica de la funcion se muestra en la figura4.

1]
2
-4 +
——tanht ——artanht
Figura 4
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1. Funciones Par e Impar

Dentro de la geometria de la grafi-
ca de una funcién existe una carac-

/ teristica que la relaciona con el sis-
tema coordenado cartesiano: la si-
metria.

En la figura 1 se muestra un par de
funciones en las cuales se puede es-
tablecer la simetria de la grafica con
respecto del eje y o del origen.

La simetria respecto del eje de las or-
denadas permite establecer que para
un valor a, que pertenece al dominio,
existe el valor —a, también pertene-
ciente al dominio, tal que ambos po-
seen la misma imagen (grafica roja
de la figura 1). A las funciones que presentan esta caracteristica se les
conoce como funciones pares.

Figura 1. La funcién f (z) pre-
senta simetria respecto del eje
y, y se le llama par; la funcién
g (x) presenta simetria respecto
del origen, y se le llama impar.

La funcién f (z) es par, si la imagen de a € Dy es la misma que la
imagen de —a € Dy; es decir,

La paridad de una funcion se refleja en una grafica que es simétrica
respecto del eje y.

Una consecuencia de las funciones pares es que no son inyectivas, y
por lo tanto su dominio debe restringirse para calcular una inversa.

Por otro lado, una funcién con simetria respecto del origen indica que
la imagen de un valora y la imagen del valor —a poseen signos contra-
rios (grafica azul de la figura 1). Estas funciones se llaman impares.

La funcién f (x) es impar, si la imagen de a € Dy es el inverso aditivo
de la imagen de —a € Dy; es decir,

fla)=—f(=a)

La imparidad de una funcion se refleja en una grafica que es simétrica
respecto del origen de coordenadas.
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Conmtrario a las funciones pares, las funciones impares pueden o no
ser inyectivas. La funciénes 2% es impar invertible; en cambio, la fun-
cion impar tan x debe restringir su dominio para tener inversa.

Ejemplo. Determine si las funciones
f(z) =coshz y g(z)=sinx

SOon pares o impares.

De acuerdo a las definiciones, las funciones deben evaluarse en = y
—ux para determinar si sus imédgenes son iguales o varian en signo. Se
comenzara con la funcién coseno hiperbdlico.

f(x) = coshzx f(=z) = cosh (—x)
e et
2 N 2

et te”
=0

La evaluacion en ambos valores resultan en la misma imagen; por lo
tanto, el coseno hiperbdlico es una funcion par. Ahora se verifica el
mismo concepto con la funcién seno.

g(z) =sinz g (—z) =sin(—x)
=sin (0 — )
=sin0cosx — cosOsinx

= —sinx

Las imégenes difieren en el signo, por lo que la funcién seno es impar.

Las funciones que no cumplen con las definiciones de funciéon par o

impar no tienen una clasificacién especifica.

2. Expresion de una Funcién

Una funcion siempre posee una regla de correspondencia para rela-
cionar al dominio con la imagen. Sin embargo, esta regla no posee
una unica expresion; toda funcién f puede expresarse de tres maneras
diferentes: en forma explicita, implicita y paramétrica.

2.1. Forma Explicita e Implicita

La forma explicita es la que se utiliza usualmente para denotar a una
funcion; ésta consiste en mantener a la variable dependiente totalmen-
te despejada.

Una funcion f esta en forma explicita cuando la variable dependiente
esta expresada en términos de la variable independiente; es decir,

y=f(z)

La contraparte de la forma explicita es la manera implicita de escribir
la regla de correspondencia de una funcién. En este tipo de expresién
las variables dependiente e independiente se encuentran mezcladas,
por lo que se requiere establecer las condiciones del dominio y la ima-
gen desde un principio.

Una funcién f estd en forma implicita cuando las variables depen-
diente e independiente son parte de una sola expresion:

f(z,y)=0
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Se debe aclarar que una funcién en forma implicita no es una funcién
multivariable, ya que ésta ultima relaciona una variable dependiente
z con dos (o0 mds) variables independientes; o sea, z = f (x,y) es una
funciéon multivariable y no una funcién en forma implicita.

En términos generales, una funcién en forma implicita puede expre-
sarse en forma explicita cuando la variable y puede despejarse. El caso
contrario (forma explicita a implicita) revierte el despeje de la variable
dependiente.

Ejemplo. Sea la funcién en forma implicita
fo (=274 (y+1)"—4=0, y=>-1

Obtenga la forma explicita de f.

El despeje de y arroja la funcién en forma explicita. La condicion
y > —1 ayuda a determinar la seccion de la relacién que define a la
funcién.

(=2 +@w+1)?—4=0
(y+1)*=4—(z—2)°

y+1==+1/4—(z—2)

y=—1%+1/4—(z—-2)

Como las imagenes deben ser mayores a —1 la raiz negativa se des-
carta, arrojando la regla en forma explicita:

f(x):—1+\/4—(:1:—2)2

Algunas funciones en forma implicita no poseen representacion en for-

ma explicita pues la variable dependiente no puede despejarse, por
ejemplo ze¥ — y = 0. En este caso, la funcién siempre se maneja de
manera implicita.

2.2. Forma Paramétrica

Una tercera forma para expresar una funcion es aquélla en la cual
tanto x como y dependen de una tercera variable, usualmente ¢, co-
nocida como parametro. Debido al nombre de la tercera variable, esta
representacién se conoce como forma paramétrica.

Sea y = f (z) una funcién. La forma paramétrica de f se establece
cuando tanto x como y son funciones de la variable independiente .
Su expresion es

f: {y: fa (1)

El dominio de la funcién en forma paramétrica incluye todos los
elementos ¢, tales que t € D, N D,,.

A diferencia de las formas explicita e implicita, la forma paramétrica
no viene exclusivamente de un despeje. Para parametrizar una funcién
puede acudirse a uno de tres métodos.

Q  El pardametro es igual a la variable independiente original. En

este caso se establece que x = t, y en consecuencia la funcién
parametrizada es

r=1t
F): {yzf(t)

Q  El pardmetro se obtiene por un cambio de variable. Es similar
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al método anterior, sin embargo no se trata de una igualdad
directa, ya que z debe expresarse como una funciéon inyectiva
dependiente de t; es decir

. = fi(t)
f: {y: fa (1)

Q  El pardmetro es igual a una identidad que combina las varia-
bles dependiente e independiente originales. Para este método
la funcién esta en forma implicita y se aplica una identidad tri-
gonométrica o una factorizacion con la cual incluir al parametro.

Vi=f"(z)

Ejemplo. Sea la funcion

Obtenga la forma paramétrica de f.

Mediante el primer método se establece que x = t, por lo que si
y = f (z), la funcién en forma paramétrica es

=1
[ .
y=vit=—1

Con el segundo método se requiere una funcién inyectiva que re-
presente al parametro. La funcién original puede reescribirse de la
siguiente manera:

Vi<-1Ul<t

y=vVar?-1
y=+(r—-1)(z+1) (1)

Uno de los dos binomios de (1) se establece como funcién inyectiva
que contiene el parametro; en este caso,

t=z—-1 =  z=t+1 (2)

Al sustituir (2) en (1) se obtiene
y=+(r—1)(z+1)

=t+1-1)(t+1+1)
y=+/t(t+2)

Con este método, la funcion f parametrizada es

' r=1t+1
I {y: t(t+2)

Con el dltimo método se requiere a la funcién en forma implicita:

Vi< -2U0<t

y=vr2—-1
2_ .2 1
1=a" -y (3)

Para parametrizar la funcién (3) se puede hacer uso de una iden-
tidad trigonométrica, una identidad hiperbdlica o una diferencia de
cuadrados. Se utilizaré la identidad hiperbélica 1 = cosh?t — sinh? ¢
para sustituirla en (3) e igualar término a término:

1=212"—y
cosh?t = 22
cosh’t —sinh®t = 2% —¢y> = 1o
sinh”t = y?

Por lo que la funciéon f en forma paramétrica es

£ {:c:j:cosht V>0

y = sinht
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Todas las formas paramétricas de una misma funcién son validas; se
recomienda utilizar la parametrizaciéon que haga més eficiente el pro-
cedimiento para resolver un problema dado.

La forma paramétrica de una funcién es sumamente importante para
la representacion vectorial de lugares geométricos, la cual se estudiara
en el tema de Algebra Vectorial. Ademads, la representacion paramétri-
ca define las funciones vectoriales de variable escalar, las cuales definen
la Geometria Diferencial que se estudia en Calculo Multivariable.

3. Funciones Segmentadas

Una forma de representar a las funciones consiste en asignar una re-
gla de correspondencia diferente a diversos intervalos del dominio. Por
ejemplo, la funcién f (z) puede expresarse como

filz), z<a
f@)=1qfolz), a<z<b
fs(z), b<=x

donde cada regla de correspondencia estd asignada a un intervalo del
dominio de f. Para disenar estas funciones se debe cuidar que las co-
tas de los intervalos no se superpongan y asignen dos imagenes a un
mismo valor del dominio.

Ejemplo. Obtenga el dominio y dibuje la grafica de la funcién seg-
mentada

2?2 +6x+11 < -3
g(x) =<5 —coshx —3<z<3

Va2 —4x 3<x

Esta funcion se compone de tres intervalos, cada uno con una regla
de correspondencia especifica.

En el intervalo x < —3, la funcién es polindémica y su dominio esté
acotado por el mismo intervalo; es decir Dy, = {z|r < —3;2 € R}.

Para el intervalo —3 < x < 3, la funcién es coseno hiperbdli-
co y, nuevamente, el dominio estd acotado por el propio intervalo:
D,, ={z] -3 <z <3;z €R}.

En el intervalo 3 < x se debe resolver la restriccién 2 — 4z > 0.
2
¢ —4x >0

x(r—4)>0
r<0Nx—4<0

{xzomx—4zo

La solucién de la desigualdad yace en x < 0 U4 < z. Por lo tan-
to, tomando la restricciéon 3 < x, el dominio en este segmento es
el subconjunto Dy, = {z]|4 < z;2 € R}. La gréfica de la funcién se
muestra en la figura 2, y el dominio de toda la funcién es

D,: z¢€(—o00,—3)U[-3,3]U[4,00)

D/

- —4-3[-2

Figura 2. Gréfica de g (x). La marca hueca indica que no se incluye z = —3.
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El modelado de funciones permite utilizar una funcién para repre-
sentar un problema determinado. Este concepto es el principio del
modelado matematicos de diversos fenémenos conocidos, por ejemplo
geométricos, fisicos, financieros, computacionales, biolégicos, médicos,
entre otros.

Para modelar un problema a partir de una funcién se deben conocer
todas las condiciones que relacionan una variable dependiente con la
respectiva variable independiente; las relaciones pueden estar defini-
das por condiciones propias del problemas o por conocimiento externo
(como identidades o definiciones). También debe considerarse que el
dominio y la imagen de la funciéon modelada satisfaga las condiciones
o resultados del problema especifico.

1. Problemas Geométricos

Los problemas geométricos son muy usuales en el modelado de fun-
ciones. Entre los problemas que pueden encontrarse incluyen longitud,
superficie o volumen como dependientes de angulos, lados o aristas.

Ejemplo. Obtenga la funcién que modela el drea del tridngulo
isosceles, mostrado en la figura 1, a partir del angulo desigual .

b

Figura 1

Como se observa en la figura, la altura h divide por la mitad al
tridngulo, obteniéndose dos tridngulos rectangulos con la misma al-
tura h y base %; ademas, la misma altura biseca al angulo ¢, dejando
en cada tridngulo rectdngulo un dngulo superior igual a Z.
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La relacién entre la base g y el dngulo £ se establece mediante la

funcion trigonométrica seno:

b

nf_z2

Sln2 5

b

10
1osm§=b (1)

Para la relacién entre la altura h y el 4ngulo % se utiliza la funcién
trigonométrica coseno:

cos 2 = h
2 5
5cos§:h (2)

Las expresiones (1) y (2) se sustituyen en el drea de un rectdngulo
para tener la funcién buscada.

bh

<1O sin g) <5 Cos g)

B 5(2. ®» go)
= — S111 — COS —
2 2 2

Alp) =

NN — DN

Ap) = ?singp

Para completar el proceso de modelado se requiere definir el dominio
de la funcién. Las condiciones a contemplar son:

U Las dreas no son negativas, por lo que sin ¢ solo toma valores
positivos; en consecuencia, el dngulo toma valores entre 0 y 7.

U Los valores sin 0 y sin7 son nulos, por lo que no exitiria area;
por lo tanto, 0 y m quedan excluidos del dominio.

Después de este andlisis, la funcion solicitada con su respectivo do-
minio es

25

Alp) = Zsing

5 Vli<p<m

2. Problemas Fisicos

En el caso de los problemas fisicos, el modelado de funciones permite
controlar un fenémeno mediante alguna variable fisica, por ejemplo
tiempo, temperatura, longitud, fuerza, entre otras.

Nuevamente, el dominio de la funcién que representa al fenémeno debe
ajustarse para ser coherente con la realidad del fenémeno.

Ejemplo. Obtenga la funcion polinémica de primer grado que mo-
dela el cambio de grados Celsius a grados Fahrenheit.

Las equivalencias 0 [°C| =32 [°F] y 100 [°C]| = 212 [°F| permitiran
calcular la funcién buscada. Como se desea convertir escala Celsius
a Fahrenheit, la primera sera la variable independiente.

Como la funcién solicitada es polinémica de grado uno, el modelado
debe realizarse sobre una funcién del tipo F' = mC + b. Al evaluar
la primera condicién de equivalencia se obtiene:

F(C)=mC+b
F(0)=5b
32=050
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La segunda condicién permite encontrar la funciéon completa:

F(C)=mC + 32
F (100) = 100m + 32
212 = 100m + 32

180 = 100m
9
— m
5

De esta forma, la conversién de grados Celsius a grados Fahrenheit
se da mediante la funcién

F(C):§C+32 VCeR

Como las temperaturas pueden tomar cualquier valor, el dominio de
la funcién modelada se establece sobre el conjunto real.

3. Otro Tipo de Problemas

Dentro de este modelado se engloban problemas de diferentes naturale-
zas y que pueden o no incluir caracteristicas geométricas o fisicas. Las
funciones modelo que se obtengan en este tipo de problemas tendran
un dominio que puede satisfacer condiciones de intervalos (como en los
casos anteriores), o bien, de naturaleza numérica del dominio (funcién
con nimeros naturales, enteros o racionales).

Ejemplo. El costo de admisién a un parque de diversiones es de
$180.00 por persona. El parque tiene una politica de descuento para
grupos con mas de 10 y hasta 25 personas: por cada entrada adicional
al grupo de 10 se hace un descuento de $5.00 en la admision. Exprese
el importe total, que un grupo sujeto a descuento debe pagar, como
funcion del nimero de personas del grupo.

El costo de la entrada individual al parque se establece como
180 — 5p (3)

donde p indica el nimero de personas adicionales al grupo de 10.
Por otro lado, el grupo tiene una base de 10 personas y se agregan
p integrantes adicionales, por lo que

p+ 10 (4)

indica el niimero de personas en el grupo. Para calcular el costo que
un grupo debe cubrir se multiplican (3) por (4):

c(p) = (180 — 5p) (p + 10)

Como la politica indica que el descuento es aplicable a partir de 11 y
hasta 25, el nimero de personas adicionales al grupo de 10 va desde
1 hasta 15; por lo tanto, la funcién solicitada con su dominio es

c(p)=—bp* +130p+1800 1<p<15peEN
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1. Definicion

Una vez que se ha establecido el concepto de funcion, asi como otras
de sus caracteristicas, se puede investigar qué sucede con la funcién
cuando la variable independiente se acerca a un valor especifico. Es
obvio que al variar un elemento del dominio, la funciéon cambiara su
salida; lo importante es dictaminar hacia dénde se dirige dicha salida
con la modificacién de la entrada. Por ejemplo, la funcion

no esta definida en z = 0, sin embargo, antes y después de 0 si existe.
Los elementos del dominio que rodean a 0 permitiran determinar qué
sucede con la funciéon conforme se acerca o se aleja del valor men-
cionado. Para realizar el analisis correcto, hay que definir qué valores
alrededor de 0 se tomaran en cuenta; esto se conoce como entorno.

Un entorno de a es el intervalo abierto (a — 0, a + 6) tal que |z — a| <
0. Se expresa como

E(a,8) = {z||z —a| < §;2 € R}

La figura 1 muestra la geometria del entorno.

a—9 a a+9d

-~ } —

Figura 1

El entorno permite demarcar el lugar del dominio que sirve para el
analisis de la salida de la funcién.

Al acotar el dominio de una funcién en un entorno se esta acotando la
imagen. Esta demarcacién permite conocer mas especificamente qué
sucede con la funcién dentro del entorno. Al momento de recorrer los
elementos del entorno hacia el centro, simultaneamente se recorre la
funcion a lo largo de la imagen acotada; el lugar al que llega la funcién
cuando el dominio se acerca al centro del entorno se llama limite.

Sea f (x) una funcién definida en un intervalo abierto alrededor de
r = a, excepto en a. El limite de f cuando x se acerca (tiende) a a
es L, si para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que |f () — L| < ¢, siempre
que 0 < |z — a] < J. Se expresa como

lim f(x) =L

rT—a
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Puede considerarse que la definicién
de limite es un tanto confusa, pero
su interpretaciéon geométrica es mas
clara. Cuando se define el entorno

L
f(z —a) ‘ 777777 0<|zr—a|l<o (1)
?T éste debe ser capaz de mapearse ba-
v—a a z+a jo una funcién f en
Figura 2. El limite de una fun- ‘f (33) _ L| <e (2)

cion es el valor L al que se acerca

x) cuando x se acerca a a. . . . .
f(z) Esta correspondencia indica que si

x se acerca al centro a, entonces la
funcion f (x) se acerca hacia L, independientemente si a es parte del
dominio o no. En la figura 2 se muestra cémo el entorno (1) se trans-
forma en el entorno (2), por lo que si z tiende hacia a, entonces la
funcién f (x) tiende hacia L. Se aclara que L es parte del codominio.

Ejemplo. Calcule, mediante la definicién,

lim 2z + 3
r—3

Para comenzar con el calculo del limite se debe establecer el entorno
en el dominio de la funcién. Como § es desconocida, solo debe asu-
mirse que es positiva:

|z —3] <9 (3)

Por otro lado, en el codominio de la funcion, con € positiva descono-
cida, se establece que

|(2c+3)— Ll <e (4)

Para calcular el limite (4) se trabaja para obtener (3).

|2z +3)— Ll <e
1

20 +3—L
2

+3_L <
x P —
9

3—L
$—3+3+T <

<

IO DM NI, DM DN O™

T3+ ——|<

: 5)

Para que la expresién (5) sea la misma que (3) se requiere que

9-L
r—3=x—3+——

g
0=— =
2 2

Al simplificar la igualdad consecuente se obtendra el valor del limite
buscado.

Por lo tanto,
lim2x+3=9
z—3

La funcién f (x) = 2z + 3 no tiene restricciones en su dominio, por
lo que el limite debe ser parte de la imagen.

Al ser parte del codominio, el limite puede pertenecer a la imagen;
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esto es de esperarse, pues el limite denota el elemento al cual se dirige
la funcion segun la variable independiente. Con esta caracteristica se
puede acelerar el calculo del limite al evaluar la funcién en el elemen-
to del dominio al cual tiende la variable independiente. Sin embargo,
hay ocasiones en las cuales el limite de una funcién solo pertenece
al codominio, debido a que el valor x = a no es parte del dominio.
Ademas, existen ocasiones en las cuales el limite no existe como tal,
aun cuando x = a pertenezca al dominio de la funcién.

2. Existencia del Limite

Para que un limite exista, debe verificarse que al recorrer un entorno
alrededor de z = a, la funcion tienda al mismo valor del limite.

El entorno E (a, d) definido para calcular un limite est4 compuesto por
dos secciones: parte izquierda (intervalo (a — d,a)) y en parte derecha
(intervalo (a,a + 0)). Cuando el acercamiento a a, tanto por la dere-
cha como por la izquierda, hacen que la funcion se dirija al valor L,
entonces el limite existe y es L. La idea de acercarse tanto por derecha
como por izquierda da origen a los limites laterales.

Sea f (z) una funcién, donde z se acerca al valor a en el entorno

E(a,0) ={z|0 < |z —a| < §;x € R}

Limite por la derecha

Si 2 toma valores mayores que a y f (x) tiende al valor LT, se dice
que el limite por la derecha existe y se denota como

lim f(z)=L*

z—at

Limite por la izquierda

Si z toma valores menores que a, entonces f (z) tiende al valor L~
describiendo que el limite por la izquierda existe. Se denota como

lim f(x) =L~

r—a~

Existencia del Limite

El limite de f (z) cuando x tiende a a existe si los limites laterales
son iguales; es decir

lim f(x)= lim f(z) = lim f (z) =L

z—a™t T—x T—a

Puede parecer obvio que si el limi-

te de una funcién existe, es porque 41
los limites laterales son iguales. Sin
embargo, no siempre es trivial ve- 9l

rificar que eso realmente suceda en
una funcion determinada. Por ejem-
plo, para verificar si el limite

existe, hay que verificar los limites

laterales: 1

Figura 3. En la funcién f (z) = ¢
los limites laterales no convergen
hacia x = 0: cuando z — 0~ la
1 1 funcién va a —oo, mientras que

cuando x — 01 va a oo.

Analiticamente, pareceria que convergen al mismo lugar %. No obstan-
te, el acercamiento a 0 por la izquierda se da desde la parte negativa
del eje z, lo cual hace que la funcion se dirija a —oo; mientras tanto, el
acercamiento a 0 por la derecha es desde el eje x en su parte positiva
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lo cual hace que la funcion crezca hacia co. Asi es como el centro del
entorno no tiene correspondencia en el codominio. La figura 3 muestra
la geometria de la situacion expuesta.

Ejemplo. Sea la funcion

x4+ 1, r <1

f(z)=
>
w3 =1
Calcule
lim f (z)

Puesto que la funcién es segmentada, se recurre a los limites laterales
para calcular el limite general. A la izquierda de x = 1 se encuentra
la regla de correspondencia x + 1, por lo que

lim f(z)= lim z+1

rx—1- rx—1-
=1+1
lim f(x) =2 (6)
r—1—
A la derecha de x = —1 se encuentra 43:4—73
, , 4
4
4-3
1, = 4 7

Dado que los limites laterales (6) y (7) son diferentes, se concluye
que el limite general no existe.

lim f(z) # lim f(z) = lim f (z) =A

z—1— z—1t z—1

La figura 4 muestra la grafica de la funcién y geometria del limite
inexistente.

LT =4

Figura 4

Una caracteristica importante del limite lateral es que por si mismo,
siempre existe. Esto hace posible calcular el limite de funciones en las
acotaciones superior e inferior del dominio, ya que la existencia del
mismo se reduce a la existencia del limite lateral.

Si el dominio de la funcién f (x) es Dy : x < a entonces

lim f () = lim f(x)

r—a r—a~

Si el dominio de la funcién f (x) es Dy : b < x entonces

lim f () = lim_f(z)

z—bt
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1. Propiedades de los Limites

Al fundamentar el concepto del limite, es necesario estudiar la manera
en la cual se trabaja su calculo. Se ha establecido que para evaluar un
limite en © = a basta con evaluar la funcién en a. Sin embargo, no
siempre puede realizarse este proceso, ya que a puede no pertenecer al
dominio de la funcién analizada y en consecuencia se vuelve inviable
la evaluacién directa.

La manera més adecuada de evaluar limites consiste en aplicar pro-
piedades que permitan descomponer el cdlculo para evitar las llama-
das formas indeterminadas (divisiones %, %, entre otras) o cocientes

inexistentes 5. A continuacién se listan las propiedades de los limites.

Limite de la funcion constante

Sea f (x) = k una funcién constante. El limite de f (z) cuando z se
acerca a a se define como

limk =k

Tr—ra

Limite de la suma de funciones

Sean las funciones f (x) y g (z). El limite de la suma f (z) + g ()
cuando x se acerca a a es

lim (f (x) + 9 (x)) = lim f () + lim g (2)

r—a

Limite del producto de una funcién por una constante

Sean la funcién f (z) y k£ € R. El limite del producto kf (z) cuando
T Se acerca a a es

limkf (z) = klim f (z)

r—a T—ra

Limite de la multiplicacion de funciones

Sean las funciones f(x) y g(z). El limite de la multiplicacién
f(z)g(x) cuando x se acerca a a se define como

I (7 () () = (lim f () (1im g (x))

Limite de la division de funciones
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Sean las funciones f () y g (x). El limite de la divisiéon £& 8 cuando
T se acerca a a es

it _ r—a . It 0
M@ img@)  am07

Limite de la potencia y la raiz de una funcion

Sea la funcién f (z) y n € N. El limite de la potencia (f (z)" ) cuando
x se acerca a a se define como

lim (f (2))" = (lim £ ()"
r—a T—a
El limite de la raiz {/f (z) cuando z se acerca a a se define como

lim </ f = ; /hmf
T—a

{ >
lim f () >0

2. Calculo de Limites

Una vez conocidas las propiedades que rigen a los limites, el célcu-
lo de los mismos puede tomar diversos caminos y puede hacerse mas
eficiente.

Ademas, la evasién de expresiones indeterminadas o inexistentes se
vuelve més clara y eficiente mediante la aplicaciéon de las propiedades
de los limites.

Ejemplo. Calcule

V33— —V3+=x
lim

z—0 €T

Al evaluar el limite, se llega a un cociente indeterminado

C V3—z—V3+1r V3-0-3+0
lim =

—0 X O
_V3-V3

Es necesario recurrir a las diversas propiedades ya descritas para tra-
bajar el limite. Algebraicamente, se puede racionalizar el numerador
de la funcién al multiplicar y dividir por su conjugado:

\/3—x—\/3+x_
x N x

\/S—x—\/3+x.\/3—x+\/3+x
V3—r+V3+x

Al simplificar el producto se obtendra una regla de correspondencia
equivalente a la funcion original.

\/3—13—\/3—|—x \/3—55—\/3—1—:1: V3—x++V3+ux
x x \/3—x+\/3+x

B (\/3—m)2— (\/S—i-x)

B v (V3—z+V3+7)

3—z—(3+x)
v (V3—z+V3+1)
B 3—r—3—=x
z(V3—1++3+7)
V3—r—3+x —2z
x _x(\/3—m—|—\/3—|—x)

Ahora puede calcularse el limite equivalente

-2
lim I

=0 (3 —z+3+1)
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Pero, antes de realizar la evaluacién, se deben aplicar las propiedades
del producto y el cociente de limites para simplificar la expresion:

9y —2limz
lfm = 220
=01 (V3 —1+V3+2) (lin%x> <1in(1](\/3—:1c—|—\/3—|—x)>
T— T—
—2
lim (v3 -2+ 3+ 1)
B —2
V3 0+v340
—2

RVEERNYE
—2x 1

1fm =——

=0z (v3— 143+ ) V3

En el ejemplo anterior se hizo uso de la racionalizaciéon para aplicar
las propiedades y calcular el limite. Otras funciones permiten facto-
rizar la regla de correspondencia en lugar de expandirla como en la
racionalizacion.

Ejemplo. Calcule

3 4 64
im
z——4 72 — 16

Al evaluar directamente el limite se obtiene uno de los cocientes in-
determinados:

B +64  (—4)°+64
1m = 3
e—472 =16 (—4)° — 16
—64 + 64

24+64 0
im = —
a—>—422—-16 0

Para evitar la indeterminacién se debe reescribir la regla de corres-
pondencia mediante factorizacion:

* 464  (z+44)(2* — 4z + 16)
2 —16 (x —4)(x+4)

Por lo tanto, el calculo adecuado para el limite es

, , 2

im =
-4 732 — 16

lim (z —4) lim (x+4)
r——4

r——4

lim (z* — 4x + 16)

r——4

lim (z —4)

r——4
(—4)° —4(—4) + 16
—4—4
16 4+ 16 + 16
—16

3464
x° + __3

im =
z——4 32 — 16

16 — 16

La simplificacién de funciones para aplicar propiedades también es
valida para las funciones segmentadas.

Ejemplo. Calcule

|z — 10|
1m
z—10 x — 10

En este ejemplo se requiere de propiedades y limites laterales.
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La funcién en su forma seccionada es

—1
t=10 S0
xz — 10

f(x) =
r—10 <10
——
x—10’

AL evaluar cada limite lateral y verificar si existe igualdad se ob-
tendra el valor del limite.

Limite por la izquierda:

g1 Mm (w—10)
lim — —=
e—10- = — 10 lim (x — 10)
z—10~
— 1
Limite por la derecha:
c—10 M (z—10)
fm = =
e—10+  — 10 lim (x — 10)
z—10*
=1

Como los limites laterales son diferentes entre si, se concluye que no
existe el limite de la funcién f (x).

Cabe aclarar que la accién de aplicar la simplificacion después de las
propiedades, puede realizarse directamente en la funcién y después
evaluar el limite.
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1. Infinito

Uno de los conceptos matematicos méas importantes es el infinito. La
idea de infinito se establece en diversas ramas de la Matematica (co-
mo Teoria de Conjuntos, Geometria Analitica, Calculo, Algebra, entre
otras) o de otras ciencias como la Fisica y la Astronomia.

Se debe aclarar que infinito es un concepto; considerarlo como una
cantidad o una ubicacién es erréneo, porque no es un valor determi-
nado. La discusién sobre el concepto de infinito queda fuera de los
alcances de este curso, por lo que solo se estableceran las propieda-
des que le rigen en el estudio del Calculo Diferencial, asi como de las
formas indeterminadas en las cuales aparece.

Las propiedades para trabajar con infinito y z € R son:

Q zrt+oo=00

d 2—-—00=-00

Q Siz>0,entoncesx-0c0o =00y z-(—00) =—00
Q Siz <0, entonces z-00=—-00y - (—00) =00
Q

o0+ 00 =00

00000
n
g
N
g
!
8

2. Formas Indeterminadas

Anteriormente se ha mencionado que al evaluar un limite es necesario
evitar expresiones como %, ya que este valor no esta determinado.

Al indicar que % es un resultado no determinado, quiere decir que no

se conoce el valor que se obtiene al realizar dicha operacion.

Ejemplo. Muestre que % es un cociente indeterminado.

La prueba usara la demostraciéon por contradiccion. Se asume que
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s=1 (1)

Ahora, (1) se multiplica a ambos lados por un nimero cualquiera
b€ R, tal que b # 1:

b.g:b (2)

Yy
0
b0
Z =
0
0
Yy 3
0 (3)

La igualdad en (3) se contradice con lo estipulado al inicio de la prue-
ba, pues se asumio que o solo posee el valor de 1 y como b # 1, el

cociente % no puede tener un valor determinado; consecuentemente,
es una forma indeterminada. ll

El cociente 2 no es la tdnica expresién indeterminada. Existen siete
0

principales expresiones que pueden presentarse, y que deben evitarse
en el calculo de limites.

Una forma indeterminada es un resultado que no aporta informa-
cion sobre el limite al cual se acerca una funcion, después de haberse
evaluado. Existen siete formas indeterminadas:

0 2

1. —
0

— 00 4. 0-00 6. 1%

5. 0° 7. o

A continuacién se probaran algunas de las formas indeterminadas.

Ejemplo. Muestre que 22, co—o0 y 0-00 son formas indeterminadas.

Las pruebas se realizaran mediante la demostracién por contradic-
cion o por reduccién al absurdo.

Forma &
o

Se asume que

X _q
o0
oo—i—oo:1
o0
o0 o0
—+—=1 (5)
o0 o0

Por lo tanto, 22 no es igual a 1. Por lo tanto no puede determinarse
el valor de . W

Forma oo — oo
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Se asume que
oo —o00=0 (7)
Por propiedades del manejo de infinito

oo —o0 =0
(004 00) —00 =10
00+ (00 —00) =0 ()

Al sustituir (7) en (8) se obtiene un absurdo:

00+ (00 —00) =0
00 +0=0

oo =0
Lo cual hace concluir que es falso el asumir (7). Por lo tanto, co — oo
no tiene un valor determinado. Wl
Forma 0 - oo

Debido a la definicién de inversos aditivos, x — x = 0, la forma se
desarrolla de la siguiente manera:

0-00=(x—1x) 00

r-o 0 —T- -0

=0 =

Por lo que 0 - oo desemboca a una forma indeterminada. H

Para evitar las indeterminaciones, se deben aplicar procedimientos
algebraicos junto con propiedades de limites para remover las expre-
siones que crean el conflicto en el cdlculo del limite.

3. Limites a Infinito

Dentro de los limites que involucran a infinito existen aquéllos que
tienden a infinito, y aquéllos donde la variable independiente es quien
tiende a infinito.

Ambos tipos de limites contribuyen a establecer el comportamiento
de una funcién y su grafica. Los limites que involucran infinito indi-
can cuando existen asintotas verticales u horizontales, o bien que la
funcién crezca o decrezca hacia los extremos de los ejes coordenados.

Se hace hincapié en el hecho que los limites que involucran infinito de-
ben manejarse con sumo cuidado, ya que la manipulacion incorrecta
de infinito puede dar lugar a resultados incorrectos.

3.1. Limites que Tienden a Infinito

Hay funciones que el valor de su limite, cuando x tiende a a, no se
dirige hacia algun valor, sino que tiene una tendencia a crecer cons-
tantemente (tiende a infinito) o a decrecer continuamente (tiende a
menos infinito) en la imagen (a lo largo del eje y).

Sea la funcién f (z). Si

lim f (z) = o0

r—a
entonces f (z) crece (o decrece) arbitrariamente para toda x suficien-
temente cercana al nimero a, por ambos lados. Geométricamente,
la funcién posee una asintota vertical en x = a.

Se recuerda que el limite, aunque tienda a infinito, existe, si los limites
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laterales existen. También hay que mencionar el hecho que en ciertas
funciones las asintotas verticales existen aun cuando no exista el limi-
te, como por ejemplo en la funcién 1 cuando z se aproxima a 0.

xT

Ejemplo. Calcule

i 1
im ——
z—=1 32 — 20+ 1

Al observar el limite no existe simplificacién alguna, por lo que se
procede a evaluarlo directamente.

1 1
lim — =—
eolat =20 +1 (1) =2(1)+1
1

0

Se obtiene un cociente inexistente, por lo que se procede a analizar
la gréafica de la funcién, mostrada en la figura (1).

2,,

—2 1 2 4
r—= 1" T ~—— gz 1"

—92 |

Figura 1

En la gréfica se observa que conforme z se acerca a 1, tanto por
derecha como por izquierda, la funcién crece a lo largo del eje y.

Respecto al limite, se puede asegurar que

) 1
lim ——— =
=132 — 2z + 1

Se corrobora que el lugar donde existe la asintota corresponde con

el valor para el cual el limite de la funcién se aproxima a infinito.

Como se observa en el ejemplo, es importante destacar que cuando el
resultado de evaluar un limite es el cociente inexistente %, entonces el
limite como tal tiende a infinito o a menos infinito.

3.2. Limites Donde la Variable Independiente
Tiende a Infinito

Un limite también puede evaluarse cuando z se acerca a infinito. Co-
nocer qué sucede con la funcién cuando se incrementa arbitrariamente
la variable independiente, permite conocer si la funciéon posee o no una
asintota horizontal, o bien saber si la funcién crece o decrece conti-
nuamente.

Sea f (x). Si

lim f(x)=1L

r—+o0

entonces f (x) se acerca tanto como se desee a L mientras z se vuel-
ve arbitrariamente grande. Geométricamente, se tiene una asintota

horizontal en y = L.

Dependiendo del tipo de funcion, la forma de analizar los limites cuan-
do x se aproxima a infinito es diferente:

QO  Funciones polinémicas. Se factoriza la mayor potencia para eva-
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luar el limite.

Funciones racionales. Tanto numerador como denominador se
dividen por el término que posea el mayor exponente.
Funciones irracionales. Dependiendo de su forma, se aplican las
reglas de funciones polinémicas y racionales.

Funciones trigonométricas. Los limites de este tipo no existen.
Funciones exponenciales y logaritmicas. Por si mismas,

U U

(N

lim Inz = o0 lim e*
Xr—r 00 T—r 00

I
g

Il
o

lim ¢
r—r—00

En composicion con otras funciones hay que manejarlas segtin
el argumento sea polinémico, racional o irracional.

Ejemplo. Calcule

ot =28+ —1 . 3 2
ey v Mmeeteatoe

Para el primer limite se tiene una funcién racional, por lo que debe
dividirse tanto el numerador como el denominador por el término de
la variable independiente con mayor exponente:

ot =24 —1 ) —214(x4—2x3+x—1)
lim = lim =
oo 2t + a2 -3 w00 sip (20t + 22 — 3)

1 1 1 1
, x4—2x3+x—1 , E—E—F@—m
lim 1 5 = lim T 3
T—00 20t + x4 — 3 T—00 ]_—|—W_m
1_ 1 1 _1
_ 2 o0 2003 2004
= i 3
1+2002 2004

ot =234 -1
lim —
z—oo  2xt 412 -3

N —

El segundo limite es para una funcién polinémica, por lo que debe
factorizarse la mayor potencia de la variable independiente, inclu-
yendo al coeficiente.

T—00 T—r00

222 1

2—00 T xr2 x3
2 1 1
. 3
= (%) (—“g—g @)
oo (—1)
lim -2 +222 -2+ 1= —00

T—00
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1. Limites Trigonométricos

La evaluacion de limites trigonométricos se realiza de la misma forma
que un limite usual.

Ejemplo. Calcule

cos
m ————
6—0 3 4 sin §

Al evaluar directamente el limite se obtiene

cos 6 cos 0
im - = -
0—03 +sinf) 3 +sin0
1
T 0+3

m-—— =
6—0 3 + sin @

0
cos 1
3

A pesar de un resultado directo en la evaluacién del limite anterior,

existen otros casos en los cuales se llega a una forma indetermina-
da que debe manipularse algebraicamente, como con cualquier otro
limite, para sortearla.

Dentro de las acciones que deben
considerarse existe un limite especial

que incluye a la funcién seno: 2

%‘j\
-6 -4 -2 b2 46

I
:1 1%07*”2 «— 2z 0"

sinx

lim
x—0

sin x

La figura 1 muestra a la funcién
f(z) = 22 Se observa que el en-
torno alrededor de x = 0 indica que
el limite existe y es 1. Para demos-
trar el resultado del limite se acude

al teorema del emparedado.

Figura 1. La funcién presen-
ta una singularidad en z = 0,
ya que no existe asintota vertical
atun cuando la funcién no existe
en dicho lugar.

Sean las funciones f (z), g () y h (z) definidas en el entorno E (a,r),
excepto en a. Si en el entorno E se tiene

g(x) < f(x) <h(x)
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y se satisface que

lim g (x) = lim h (z) = L

T—a r—a

entonces

lim f(z) =L

T—ra

En la figura 2 se muestra la trigono-
metria involucrada entre el seno y la
tangente de una funcion y la longi-
tud del arco de circunferencia. Esta
relacién indica que

sine < zx <tanzx

) .
sine <z < e (1)
cos

Figura 2. Tomando en cuenta
que las longitudes sinx, x y tan x
tienen diferente magnitud, cuan-
do x se aproxima a 0 las tres con-
vergen al mismo punto.

donde x es la longitud, medida en
radianes, del arco de circunferencia
con radio unitario. Al tomar recipro-
cos, la expresién (1) se convierte en

1
sinx

COS T

gég @)

sinx

Al multiplicar (2) por sin z, considerando unicamente el entorno cerca
de 0, no se altera la desigualdad y se obtiene

Cos T 1 1
. . L
(sinx) e = (Slr.l x) ~ < (sinx) pr
sin x
CoS < < 1
x

Y al tomar el limite cuando x se aproxima a 0 se obtiene el limite de

tres funciones convergentes al mismo valor

sinx

lim cos x < lim <lim1

z—0 z—0 X z—0
. sinx

1 <lim

z—0 X

<1

Por el teorema del emparedado

., sinx
lim =1
z—0 X

La figura 1 confirma este valor. Todo limite trigonométrico que pueda
presentar una indeterminacién puede modelarse mediante la funcion
SLE para obtener un resultado concreto.

T

Ejemplo. Calcule
. bxcot3x
lim ——
z—0 2secx

Al evaluar el limite

, brcotdr 0-cotl

lim =

=0 2secx sec(
B 0 cosO
1 sin0
B 0
0

se observa que debe aplicarse la manipulacién de la funci on para
evadir la indeterminacion. Mediante equivalencias trigonométricas
se simplificara el limite hasta eliminar el cociente que provoca la
indeterminacion.

cos 3x
{ ox sin 3x
z—0 2 1
cosx

. bxcot3x
lim ——— =
z—0 2secx
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5z cot 3x 5 CcoS T cos 3x
m—=lm—
=0 2secx z—0 2sin 3x
, 3%): - DX COS T COS 3T
= lim T
z—0 3—2 sin 3x
X
5rcot3r ,  2cosxcos3w
m——=lm—
z—0 2secx z—0 2%

El fragmento del limite que puede causar incertidumbre es % Pa-
ra conocer el valor se hace el cambio de variable 3z = u, y para saber
cual es el valor al cual tiende u se aplica la igualdad

lim 3z = lim u
x—0 u—ra

O=a

Por lo tanto, la evaluacion del limite es

52 cot 3z gglgr(l)cos:ccos&v
a0 osecz 2 lfm Sinu
u—0 Y
~ 5cos(0)cos(3-0)
B 6(1)
dbrcot3xr 5
aclgtl) 2secr 6

2. Limites Exponenciales

Los limites de las funciones exponenciales pueden desembocar en la
indeterminaciéon 1°°, por lo que deben tratarse con sumo cuidado para
obtener el resultado correcto.

Sean f () y g () tales que sus respectivos limites cuando « se apro-
xima a a existen. Si f (z) > 0, entonces

i (7 ()" = [t ()]

r—a r—a

Para obtener el valor correcto de un limite exponencial, se requiere
conocer el valor del limite exponencial

) \"
Jim, (1 * ;) 3)

Al evaluar directamente (3) se obtiene 1°°, por lo que deben remo-
verse los elementos que provocan la indeterminacion. Para manejar al
limite se hara uso del desarrollo del binomio de Newton; en notacién
de suma, el desarrollo del limite es

tm (142) =t S (ay (L '
vl n _nggok kl'(n —k)! n

i n!
~ b — k! (n — k)In*
¢ n! n! n! n!
- nh_{lolo (ﬁ + (n—1)n + 2(n—2)!n? + 3!l(n—3)In3 T

nn
n—oo n—oo

1 n
lim (1 + ﬁ> = lim (1 R T L) (4)

El limite (4) puede resolverse como un limite de funcién racional cuan-
do la variable independiente tiende a infinito.

1 n
lfm (1 + E) — lim (1414 25e 4 2sdnein gy L)

n—o0 n—oo

1—-Lr 1-342
:lim(l—l—l—l— nopn ”2+~~~+in>
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If 1+1 ' 1+1+1+1+ (5)
1m — = — —
n—oo n 2 6

El célculo del limite llega a un valor especifico, que contiene infinitas
cifras decimales; se trata del ntimero irracional e:

, "
lim (1 + —) =e
n—oo n

De esta manera, cualquier limite exponencial puede reducirse a (3)
para remover las posibles indeterminaciones en el limite.

Ejemplo. Calcule

2% — 3 3x+4
lim
Z—00 <2x — 5)

Para resolver este tipo de limites se requiere modelar a la funcién al
limite (3). Este método permite saber de antemano que, mediante
cambio de variable, debe obtenerse e como parte del resultado.

27 — 3 3x+4 o0 — 3 3z+4
lim (22 —lim (14272

2r —5H
n:
2
, . 2x—5
limn = lim
n—b T—00 2
b=o0

Para tener el limite completo se debe multiplicar y dividir por n en
el exponente.

3z+4n

o0 — 3 3r+4 1 =
lim (= = lim (14 =

3z+4n

, Iy =
= lim (1 + —)
n—o00 n
3xz+4

) 1\"]
= lim [(1+—) ]
n— o0 n

Mediante el limite exponencial y, volviendo del cambio de variable,
se obtiene el valor del limite buscado.

3z+4

9 — 3x+4 1 n P
lim (223 — lim | (14>
z—oo \ 20 — 5 n—o00 n
3044

nq lim
]_ n—oo M
= [h’m (1—1——) ]
n—o00 n

lim 32+
T —00 21{5

=€

lim Szt8
— ezr—0oo 2z—5

2y — 3r+4
lim r=3 =3
z—00 \ 20 — H

Ahora puede realizarse el cambio de variable
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Cuando se estudié el dominio de funciones, se observé que ciertos
valores reales no pueden evaluar a algunas reglas de corresponden-
cia. Geométricamente, los valores que no pertenecen al dominio de
una funcién se reflejan como secciones donde la grafica no existe. El
fenémeno que las funciones presentan cuando existen o no secciones
de su grafica se conoce como continuidad.

Sea f (z) una funcién definida en un intervalo abierto (a,b). Supo-
niendo que a es un punto dentro de dicho intervalo, entonces f (x)
es continua en a si

lim f (z) = f (a)

Tr—ra

La continuidad es la propiedad de las funciones que permite predecir
el comportamiento de su grafica en un punto particular.

El caso contrario a la continuidad es la llamada discontinuidad. Todas
las funciones que presentan asintotas verticales en x = a son disconti-
nuas en dicho lugar. También existe cierto tipo de funciones que son
discontinuas en algin punto z = a del dominio y que no poseen asinto-
tas; este segundo tipo de discontinuidades se presentan frecuentemente

en funciones segmentadas.

Los diversos casos de discontinuidad pueden englobarse en dos grandes
grupos: las discontinuidades esenciales y removibles.

Sea la funcién f(x) que presenta un punto de discontinuidad en
x =0b. 51 h’mb f (x) no existe, entonces la discontinuidad en x = b es
Tr—r

esencial. En cambio, si lim f (x) existe, entonces la discontinuidad es
z—b

evitable. La figura 1 muestra ambos tipos de discontinuidades.

~
|

a) b)

Figura 1. a) discontinuidad esencial; b) discontinuidad removible.
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Una vez que se ha detectado una discontinuidad en una funcién, se
debe investigar si se trata del tipo esencial o removible. Para ello, el
limite de la funcién cuando x se aproxima a la discontinuidad es el
criterio que permitirda conocer mas a fondo a la funcién.

Ejemplo. Sea la funcion.

ix + 3, r< =2
f(x) =1 2% —2<z<1
1+iva2 -1, 1<uz
Determina si f (z) es continua en x = -2y z = 1.

La funcion es seccionada, por lo que deben analizarse los limites
laterales para determinar si la funcién es continua.

Para z = —2:

1
lim f(z)= lim Zx—i—?)

T——2" T——2"
1 5
=—(-2)+3 = =
4 =2+ 2
If = lim 2’
A, T = Iy

= (—2)? = 4
Como los limites laterales son diferentes, entonces

lim_ [ (x) =

r——2

Se concluye que la funcién posee una discontinuidad esencial en
r = —2.

lim f(z) = lim 2?
z—1" T—1-

=1 = 1

1
lim f(z) = lim 1—|—§Vx2—1

r—1t r— 1+

1
=l+yM'-1 = 1

Ambos limites son iguales, por lo que

lim f(z) =1

z—1
Ahora se procederia a evaluar la funcién en x = 1; sin embargo, co-
mo el dominio de la funciéon no incluye dicho valor, se concluye que
la funcion es discontinua en x = 1. La figura 2 muestra la grafica de
la funcion.

5 4
4 4
3 4
/ 2 1
1 4
3 2 -1 1 2 3

71 1

Figura 2

Algo a destacar en las discontinuidades evitables es su posible remo-
cién. De acuerdo a la definicion de continuidad, el limite de la funcién
debe ser igual a la funcién evaluada en el valor x = b. De esta manera,
la discontinuidad en la funcién se elimina al momento de agregar la
condicién de continuidad a la funcién; es decir, si en x = b hay una
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discontinuidad removible, entonces la funcién se complementa con

f(b) = lim f ()

z—b

Ejemplo. Sea la funcion

f ) = {e”;“, r < —1

x4, —-1l<x

Determine si f (z) es discontinua en x = —1; en caso de serlo, re-
mueva la discontinuidad si se trata del tipo evitable.

De acuerdo al dominio, el valor de f(—1) no estd definido pues

x = —1 no es parte del dominio. Esto indica que hay una discon-
tinuidad en x = —1; para verificar su tipo se evaluaran los limites
laterales.
lim f(z)= lim "t
r——1" rz——1"
= 1T = 1
lim )= lim 2?
r——171 f ( ) T——11

=(-1) = 1

Como los limites laterales son iguales, entonces el limite de f (z)
cuando x se aproxima a —1 existe, y en consecuencia la discontinui-
dad en x = —1 es removible.

Para evitar la discontinuidad se debe igualar el limite a la funcion
evaluada en x = —1:

f(=1) = lim f(x)

r——1

Finalmente, la funcién sin discontinuidad es

et r < —1
g1 (z) =41,
x2, ol

r=—1
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1. Razén de Cambio Promedio

Los limites indican el valor L al cual

una funcién f (z) se aproxima con-

forme la variable independiente = se
o) acerca a un valor a. Esta es una ca-
3 racteristica importe al momento de
! analizar la continuidad de una fun-
f(a) | *"A;**J cién.

Otra de las caracteristicas que per-
\ mite definir a la funcién es la forma

en la cual cambia; o sea, pronosti-
car el cambio de la funcién conforme
cambia la variable independiente.

Figura 1. Al incrementar x desde
a hasta b, la funcién también se
incrementa (la grafica va desde el

to P hasta el t . . .y
punto P hasta el punto Q) Suponiendo que una funcién f(x)

estd definida en un intervalo [a, ],
se puede establecer un indicador que permita definir el cambio que
sufre f desde f (a) hasta f(b). Cuando la variable independiente x
cambia desde a hasta b, se dice que x ha sufrido un incremento, que

es denotado como
Axr=b-—a

Este incremento Az se refleja en un cambio en la funcién f (z), deno-
tado como

Ay = f(b) = f(a)
Para medir Ay respecto de Ax, se recurre a una razon para genera-

lizar el indicador a toda la funcion respecto de todo el dominio; a la
division propuesta se le conoce como razén de cambio promedio.

Sea f (z) una funcién definida en el intervalo [a, b]. La razén de cam-
bio promedio de f se define como

Ay _ f(0) = f(a)

Az b—a

e indica, en promedio, la diferencia que sufre f cuando z = a se
incrementa hasta x = b.

En la figura 1 se muestra que la razén de cambio promedio represen-
ta la pendiente de una recta secante que toca a la funcién f (z) en

P(a, f(a))y Q(b, f (b))
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Ejemplo. Sea la funcion

4z
2+ 1

f(x) =

Calcule la razén de cambio promedio en el intervalo [—1,1].

Conocidos los extremos del intervalo, se evalia la funcién en ambos y
se tienen todos los datos necesarios para calcular la razén de cambio
promedio.

o 4= _ 4@
= 0=
=-2 =2
Por lo tanto,
Ay 2—(=2)
Az 1—(-1)
=4/2
Ay
N 2

2. Razoéon de Cambio Instantaneo y Defi-
nicién de Derivada

Conocida la razén e cambio promedio, cabe realizarse la siguiente pre-
gunta: jqué sucede cuando el incremento Ax, en la razén de cambio
promedio, es muy pequeno? La respuesta yace en la aplicacién de
limites.

Como se ha comentado, e ilustra-
do en la figura 1, la interpretacién
geométrica de la razém de cambio
promedio es la pendiente de una rec-
ta secante que contiene a los puntos | !
P(a, f(a)y Q (b, f (b)). En la figu- | Ay
ra 2 se ilustra el caso de la pregunta O+ P |
que se realizé anteriormente, donde 1
se observa que conforme el punto @)
se acerca hacia P, el incremento Ax ‘ ‘
se aproxima a 0 y en consecuencia / a b—a \
la recta secante tiende a ser una rec-
ta tangente. Esta idea plantea que

Figura 2. Al disminuir el incre-
mento Az, el punto @ se apro-

b es a incrementada; por lo tanto,
b = a+ Az, y el intervalo de la razén
de cambio promedio es [a,a + Ax].

xima a P lo cual provoca que la
recta secante se aproxime a una
recta tangente a la curva.

Al evaluar la razén de cambio en el
intervalo reescrito se obtiene

Ay _ fla+Az)— f(a)
Az Ax (1)

Como el incremento Az se aproxima a 0, entonces hay que tomar
el limite a la expresién (1). Este limite se conoce como la razén de
cambio instanténeo.

Sea f (z) una funcién definida en z = a. La razén de cambio ins-
tantaneo de f en a se define como

lim 2y = lim flat+Az) = fla)
Az—0 Ax Az—0 Ax

La razon de cambio instantaneo indica cudl es la variacion de la fun-
cién f () respecto de la variacién de la variable independiente x, por
lo que la definiciéon debe ser aplicable a cualquier valor a = = dentro
del dominio de f. Esta generalizacién introduce una de las herramien-
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tas fundamentales de la Matemadtica, la Fisica y la ciencia en general:
la derivada.

Sea f (z) una funcién continua en el intervalo [z, 4+ Az|. La deri-
vada de la funcién f se define como

d .. flz+Azx)— f(z)
@_Alggo Az

En esencia, la razén de cambio instantaneo es la derivada de una fun-
cién; la deferencia radica en que la primera es la segunda evaluada en
un punto, ya que la derivada de una funcién es otra funcion.

Ejemplo. Calcule la derivada de la funcion

El calculo de la derivada requiere resolver un limite, por lo que se re-
quiere la manipulacion algebraica para evitar las indeterminaciones.
El proceso comienza al aplicar la definicién ala funcién en cuestion:

dg ., g+ Azx)—g(z)
dr A, Ax
A _
o YEFATVE 2)
Az—0 Az

Al evaluar directamente el limite se llega a la indeterminacién %; para
removerla se multiplicara y dividira por el conjugado del numerador.

dg . Vr+Ar—\/r

— lim

dr  Az—0 Az

. Vr+Ar—r Vr+Ar+Jx

= lim .
Vi+ Az + .z

(3)

Az—0 Az

La simplificacién de (3) permitira evaluar el limite.

dg lim Vao+Ar—r Vr+Ax+r
dr — Az—0 Az V4 Az ++/z

o (VTEBD) — (VE)*
se-0 (Az) (Va + Bz + /z)

~ lim r+Axr—x
Az=0 (Az) (Vo + Az + x)
= lim A
A0 (Az) (Vo + Az + /)
1

lim
Az=0 \/x + Ax + /T
1

T Vi+ T
dg 1

dr 2w

La derivada representa al cambio en una funcién conforme se modi-
fica la variable independiente. Este cambio se manifiesta de manera
fisica en fendmenos mecédnicos, termodinamicos o electromagnéticos.
Geométricamente, la derivada es la pendiente de la recta tangente a
la curva que representa graficamente a la funcién; en Calculo Multi-
variable se estudiard que la derivada es un vector tangente que dirige
a la recta tangente a una curva.

Un aspecto importante de la derivada es su forma de representarla.
Las diferentes notaciones existentes indican las diversas extensiones y
significados que tiene la derivada en la Matemdtica y otras ciencias.
Desde la primera notacion, dada a conocer por Isaac Newton, hasta
las mas recientes, como la de Gustav Jacobi, la derivada siempre ha
representado lo mismo: el cambio.
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A continuacion se expone un listado de las diversas notaciones de la
derivada, asi como su uso primordial:

d Notacién de Isaac Newton:
Y

Se utiliza en Mecanica para denotar a la velocidad o la acelera-
cion respecto del desplazamiento: v = g, a = 4.

a Notacién de Gottiried Leibnitz:

dy

dx
Una de las notaciones mas usuales. Su uso permite definir el con-
cepto de diferencial e interpretar a la derivada como el cociente
de diferenciales. Es muy usada en Matematicas, y permite defi-

nir el método de separacién de variables para resolver ecuaciones
diferenciales.

Q0  Notacion de Joseph Lagrange:
f' ()

Otra de las notaciones usuales. Es utilizada en Matematicas para
representar ecuaciones diferenciales de orden n.

O  Notacion de Antoine Arbogast:
Df

Esta notacién es utilizada para definir al operador lineal dife-
rencial D. Se usa en Algebra Lineal para definir un método de
solucion de ecuaciones diferenciales mediante el llamado polino-
mio caracteristico.

Notacién de Gustav Jacobi:

of
ox

Es la notaciéon por excelencia para las derivadas parciales, un
tipo especial de derivada que se aplica a funciones multivariable

como f (x,y).
Notacién de Leonhard Euler:

Dy f

Estéd basada en la notacién de Arbogast, con la diferencia que
se escribe de manera explicita la variable sobre la cual se deriva.
También fue predecesora para las notaciones

fa O f

usadas en derivadas parciales.
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1. Derivada de una Constante

La derivada constituye un indicador de cambio en una funcién. El tni-
co tipo de funciones que no presenta cambio alguno es una constante,
ya que todos los elementos del dominio estan relacionados con la mis-
ma imagen. De esta forma, cuando en una funcién constante f (z) = k
se incrementa la variable independiente x, se presenta la igualdad

k=k
f(z+Az) = f(x) (1)

Al sustituir (1) en la definicién de derivada se obtiene

d .. flz+Az)— f ()
dr Algilo Az

o f@) = f(=)

- Alggo Az

= Iim 0
Az—0

df
=0

Sea f(r) = k una funcién constante. La derivada de una funcién
constante siempre se calcula como

d

—k=0

dz
debido a que esta funcién no presenta cambio alguno en todo su
dominio.

2. La Derivada como Operador Lineal

Una de las propiedades mas importantes de la derivada es su capaci-
dad para conservar la suma de funciones y la multiplicacion por un
escalar.

Tomando en cuenta las propiedades de limites, al aplicar la definicién
de derivada a la funcion

f(x) = kg (x) + h(z)

se obtiene
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I St An) - @)

dr — Az>0 Az
_ lim kg(x+Ax)—k:g(x)+h(x+Ax)—h(x)
Az—0 Ax Az
— k lim g(x+ Az) — g (z) © lim h(x+ Azx) — h(z)
Az—0 Az Az—0 Az
df . dg dh
dr kdaz + dx

El fenémeno de conservar la suma y la multiplicacién por un escalar
recibe el nombre de linealidad, que es sujeto de estudio en el Algebra
Lineal. La denominacién de operador indica que la derivada toma una
funcién y la transforma en otra funcion.

Sean las funciones g (z) y h(z). La derivada de la suma y multipli-
cacion por un numero k € R se define como

dg dh

d
—(k h) =k—= + —
dx(g+) dw+dx

Debido a esto, la derivada es un operador lineal.

Esta propiedad aplica de la misma forma a la resta, ya que ésta es un
caso especial de la suma.

3. Derivada del Producto de Funciones

Una vez que se conocen las derivadas de la suma de funciones y la
multiplicacién de una funciéon por un escalar, hay que definir la regla
de derivacién para el producto de funciones y consecuentemente para
el cociente.

Considerando que la funcién f (z) se define como

la derivada del producto de funciones se calcula mediante la definicién:

ar lim g(x+ Az)h(x+ Azx) — g (z) h(x)

dr  Az-0 Az

(2)

En la expresién (2) no existen términos para realizar factorizacién
alguna, por lo que debe completarse el numerador para encontrar fac-
tores comunes. El método mas usual es sumar un cero que contenga
una mezcla de los términos que desean factorizarse; en este caso se
desea trabajar con g (z + Az)h(x + Az) y g(z) h(z), por lo que el
término para factorizar debe ser g (x + Ax) h(x), el cual se sumard y
restara al numerador de (2) para conservar la igualdad.

af i g(x+Az)h(z+ Az) — g (x) h(z)
dr  Az—0 Ax
~ lim (g(ﬂﬂﬂLAu"U)h(JCZxAI)—Q(I)h(fﬁ)Jr
Lg@t An)h (x)A—xg (z+Ax)h (I))
) g(x+ Ax)h(x+ Az) — g (x + Ax) h (x)
:AI;IEO< Ax -
ol 8 (o) =0 ()4 (2)
R L

Por las propiedades de los limites, la expresién (3) permite calcular dos
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limites, uno de ellos con base en el limite de un producto de funciones.

af ., h(x+ Ax) — h(x)
A, (g (z+ Aq) Ar *
g(x+Ax) —g(x)
+h (z) Ao
Y ., h(z+ Azx)—h(x)
N Alolcglog (v+ Az) Alggo Ax *
+ lim h(x) lim gle+aw) = g()
Az—0 Az—0 Ax
df dh dg

De esta manera se obtiene la regla de derivacion del producto de dos
funciones.

Sean las funciones ¢ () y h (). La derivada del producto entre g y
h se define como

d dh dg
Z(ah) = g— + h—=2
dx (gh) gdx + dx

La regla del producto de funciones permite deducir la forma de de-
rivar el cociente de funciones. Sin embargo, es necesario revisar las
derivadas de la funcion potencia z" y de la funciéon compuesta; ésta
ultima regla se revisara mas adelante.

4. Derivada de la Funcion Potencia

Después de la derivada de la funcién constante, la derivada de la fun-
cién potencia x™ es fundamental para calcular correctamente el resto
de derivadas.

Sea la funcién f (z) = 2™. La derivada de f se calcula como

ﬂ = na" !
dx

Al derivar la funcién f(x) = x mediante la definicién se obtiene la
siguiente expresion:

d i (x + Azx) —x
—z = lim
dzx Az—0 Az

oy Az

= Anto Ax

= lim 1

Ax—0

d
—r=1 4
s (4)

Se observa que se satisface la regla que enuncié para funciones poten-
cia.

Para demostrar de manera completa esta regla de derivacion se acu-
dird al método de inducciéon matematica, recalcando que se tomara
n € N.

Ejemplo. Demuestre, mediante induccién matematica, que
d
— 2" =na"! Vn e N
dz
Para n = 1:
d . 1-1
—x =)z~
v =(1)
= :CO
d
— =
dz
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El caso es valido por (5).

Paran = k:

d
— " = kot

dx

Es la hipotesis de induccién, y por lo tanto es cierta.

Paran =%k + 1:

ikarl = (k + 1)$(k+1)71

dx

Es la tesis de induccién, y se trabajara del lado izquierdo mediante
las leyes de exponentes y la derivada del producto.

d g d oy

dxx C dx (x :v)

d p1 g d d

dxx =z dx:c—l—:cdxx (5)

En el primer sumando de (5) se encuentra la derivada calculada en

(4), mientras que en el segundo sumando se encuentra la hipdtesis
de induccion.

= 2" (1) + x (ka7 ")

A At

= 2% + ka®
d
— " = (k+1) 2"
dx
Se verifica la veracidad de la regla de derivacion. |

nimero real. La demostracién correspondiente se pospondra hasta re-
visar reglas de derivacion exponencial.

Ejemplo. Obtenga la derivada de la funcién

f(z) =3z -2+ (2 +1) V&

Para obtener la derivada completa se aplican las reglas revisadas.

df d

o (32" — 22 4 (2% +1) V)

4 d d 9
x(BZL')—F%(—QZ')—F%(((T +1)\/5>

d , d 9 d d ,
= 3—dxa: — 2_dxx + (:U + 1) —dx\/i—i— \/E—dx (x +

1)
= 3(a) ~2(1) + (o2 4 1) e 1V (%IQ v (1))

dzr
@
d

1 .
=122 — 2+ (2* 4+ 1) (§x_2) +Vz (224 0)

d 241
—f—12x3—2+$ il + 2V a3

dr 2\/x

Esta regla de derivacién puede extender el exponente a cualquier
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1. La Regla de la Cadena

Una de las operaciones importantes en las funciones es la composicién:

h(z) = f(z)og(x)
h(z) = f(g(x)) (1)
La forma en la cual se deriva la composicion involucra a las deriva-

das de las funciones que intervienen en la operacién. Al aplicar la
definicién de derivada a (1)se tiene la expresion

d . flg(z+Az)) — f(g(x))
e (9(2)) = lim Ao

(2)

Para encontrar la derivada de la funcién compuesta, el limite en (2)
se multiplicard y dividird por Ag = g (z + Az) — g (x), que es el in-
cremento de la funcién g (z), para reorganizar los denominadores.

dh_ L flglet Ar) -~ flg(a)
dx Az—0 Ax

_ iy 9@+ A2)) — flg(2) gz +Ax) —g(2)
g(x+ Az) — g(z)

dh _ . flg(a+ Ax)

dh )—flg(@) g+ Ax)—g(x)
dr  2Az—»0  g(z+ Azx) —
(

g(x) Ax )

El cociente en la izquierda de (3) puede cambiar de variable, ya que
el denominador es el incremento Ag:

Ag=yg(zr+ Az) —g(z) (4)
g(z)+Ag=g(x+ Azx)
= g+Ag=g(z+ Ax) (5)

Para completar el cambio de variable, con (4) se obtiene el valor al
cual Ag debe aproximarse:

lim Ag = Ah’mog (x + Az) — g (2)
z—

Ag—7?

lim Ag=g(z+0)—g(z)

Ag—7?

lim Ag=0 = Ag—0 (6)
Ag—7?

Por propiedades sobre limites, la derivada (3) se descompone en

o L9+ A0) — £ (9 (@)
Az—0  g(x+dx) —g(x)

(7)
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y en la derivada de ¢ respecto de x:

. gl@+Ar)—g(z) dg
1 = =
A;rgo Az dx (8)

Al sustituir las expresiones (4), (5) y (6) en (7) se obtiene la derivada
de f respecto de g:

o Tl An) o)
Az=0  g(x+0x)—g(x)

. flg+Az)—f(g) df
AI;IEO Ag T dg ©)

De esta forma, al sustituir (8) y (9) en (3), se obtiene la regla de
derivacién buscada

dh _ . flg(z+Az) — flg(2) g(z+Az)—g(z)
de  Az—0  g(r+ Az) —g(x) Ax

dh . f(g+Az)—f(9) . gl@+Azx)—g(2)
— = lim lim

dr  Ag—0 Ag Az—0 Ax

dh _ df dy

de  dgdx

Sean las funciones f(x), g(x) y h(x). La derivada de la funcién
compuesta

se define como

dh _ df dg
dr  dgdx

Esta regla se conoce como regla de la cadena.

La regla de la cadena es una de las formas de derivacién méas usuales,
ya que permite aplicar consecutivamente derivadas anidadas simples
para obtener la derivada de una funcién mas compleja.

Ejemplo. Obtenga la derivada de la funcién

22—z

p(z) =

Para derivar esta funcién se aplicara la regla de la cadena; es con-
veniente establecer cuales son las funciones que intervienen en la
composicion. De inicio se establece que

q(z) =2~

y en consecuencia

donde puede observarse que se esta aplicando la composiciéon de fun-
ciones. Asi, la derivada que se desea obtener es

dp _ dpdq
dr dqdz

Derivando p respecto de ¢ con la regla de la funcion potencia:

dp _ d
dg ~ dgV!

_4d.
dp 1 1
- — _q 2
dg 2

Ahora, se calcula la derivada de ¢ respecto de x aplicando la lineali-
dad y la regla de la funcién potencia:

dq d
@@ V)
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dq_ d , d 1
dx_dxx dxx
oy 1ol
=2z 233

Entonces, la derivada completa de la funcién p original es

dp _ dpdq
de  dgdx

1 1
:m(%‘m)
1 dan/z — 1
2 xQ—\/E( 2Vx )

dp  zyx—1
T

La regla de la cadena se realiza cada ocasién que se deriva una funcién,
no importando si se especifica o no la composiciéon de transformacio-
nes. Usualmente, esta regla se aplica cuando se enuncia: la derivada
se calcula como el exponente como coeficiente por la funcion elevada
a una unidad menos por la deriwada de la funcion dentro.

2. Derivada del Cociente de Funciones

Ahora que ya se conoce la regla de la cadena, puede deducirse la re-
gla que permite calcular la derivada de la funcién cociente. Para ello
se partira de la regla que permite derivar un producto de funciones,

considerando a la divisién como un caso especial. Tomando la funcién

g (x)
ésta puede expresarse como
h=f(9)"
cuya derivada es
dh d 1 1 d
A — 1
il O ) B (10)

Para derivar (g)_1 se aplica la regla de la cadena junto con la regla de
la funcién potencia:

a
dx

o d

(9" ==(0)" g (11)

Para tener la derivada completa se sustituye (11) en (10) y se realiza
la suma de fracciones.

d

dh . d _1 1
B o d . d
=Sl g+l of
[ d g d
g dmg+ g% dx

dh _gf — I

dx g2

La regla para derivar la divisién de la funcién f (z) entre la funcién
g(x) es

(-

dr \ g g?
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Ejemplo. Obtenga la derivada de la funcién

vo+1
x2 4+ 2

h(x)=

De acuerdo a la regla del cociente, la derivada es

d d
2 _ 2
dh (2% +2) —dx\/a:+1 \/x+1—dm (2% +2)

de (2 +2)°
) 1
(z* +2) SNCES (1) = Vo +1(22)

(a2 +2)*
% 42 42% + 4x
Wrtl 2/z+1
(22 +2)°
2?4+ 2 —42% — 4z
W+ 1 (224 2)°
dh —32% — 4z +2

Al aplicarle la derivada, se debe aplicar la regla de la funcién com-
puesta:

d, . .\ d
%f (f (JU)) = %33
FU @) ) =1
d
@f (x)

-1
-1

Sea f (x) una funcién inyectiva. La derivada de la funcién inversa a

fes

dr 2z +1(a2 +2)

3. Derivada de la Funcion Inversa

La regla de la cadena también permite deducir la manera de derivar
una funcion inversa. La definicion de la funcién inversa estipula que

F( @) =2

d 1
_f_l r) = ———
! i)
Ejemplo. La funcion
3r—1
J (@)= x+1
posee como inversa a
-1 . T + 1

Calcule la derivada de f~! mediante la regla de la cadena.

Para calcular la derivada de la inversa primero se deriva la funcion
original:

daf (z+1)LBx—-1)—-Bz—1)L(z+1)
dr (z +1)°
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d _ (+1)@)-Bz-1)(1)

dr (z +1)°
o 4
dv — (z+ 1)

Ahora se evalia la derivada con la funcién inversa.

4
! -1\ __
/ (f ) r+1 L 2
3—x
4
%

=

_ 3—2)?

fl (f 1) — ( 4 )

Por lo tanto, la derivada de la funcién inversa es
d , 4 1
AT

1
S (3-w)’
4
d , 4
- ) =

La derivada de la funcién inversa es tutil cuando se emplea con fun-
ciones que no son faciles de manejar, como lo son las funciones trigo-
nométricas inversas o la funcion logaritmo.
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1. Derivada del Seno y del Coseno

Para calcular las derivadas de la funcién trigonométrica seno hay que
recordar dos limites importantes:

lfm 2 g (1)
u—0 U
y
1 _
lim —— % (2)
u—0 u

Ejemplo. Obtenga, mediante la definicién, la derivada de

Yy =sinx

Por la definicién de derivada, la derivada del seno se desarrolla como

, ., sin(z+ Az) —sinz
—sinz = lim
dx Az—0 Ax

sin z cos Az +sin Az cosx — sinx

—sinz = lim
dx Az—0 Az
,  — (sinx — sinx cos Ax) + sin Az cos ©
= lim
Az—0 Ax

sin Az

(3)

d . , .l —cosAx )
—SINnxTr = hm —smyr———— + hm COS T
dx Az—0 Az Az—0 Az

Al evaluar la expresion (3) con los limites (1) y (2) se obtiene

. i . 1—cosAx i sin Ax
—sinz = lim —sinxg——— + lim cosx
dx Az—0 T Az—0 x
_ o 1—rcosAzx . sinAx
= —sinz llm ——— 4+ cosz lim

Ax—0 Ax Az—0  Ax
= —sinxz (0) + cosz (1)
d

—sinx = cosx
dx

Una vez conocida la derivada de la funcion seno, mediante la identidad
pitagérica fundamental

sin?z +cos?z =1
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= cosz =V 1—sin’z (4)

y la regla de la cadena, se calcula derivada de la funcién coseno.

La derivada de las funciones sinx y cosx son

—sinz = cosx y —cosx = —sinzx

dx dx

Ejemplo. Obtenga la derivada de la funcién

Y = CoST

Mediante la identidad despejada (4) se deriva el coseno:

cosr =V 1—sin’zx
d d 5
—cosx = —V1—sin“x

dx dx
d
T

1
- % (1-sin’x
2¢/1 —sin’z d ( )
1
=———— (—2sinz) —sinx

2v/1 —sinz dx

d sin x cos x
—CcoST = —

dz 1 —sin’z

Al aplicar nuevamente el despeje del coseno en la identidad pitagori-
ca, se tiene la derivada buscada.

d sin x cos x
T C0ST = —
dz v1—sin“zx
sin & cos &
CcOS T
—Ccosx = —sinx
dx

Es importante destacar que el fenémeno circular que presentan estas
derivadas permite plantear ecuaciones diferenciales de segundo orden,
las cuales pueden resolverse mediante niimeros complejos. Incluso la
equivalencia entre las funciones trigonométricas seno y coseno y la fun-
cién exponencial esta justificada mediante la derivada y los niimeros
complejos.

2. Derivada de Otras Funciones Trigo-
nométricas

El resto de derivadas de las funciones trigonométricas se pueden cal-
cular mediante las reglas de derivacion ya establecidas.

De esta manera se ha establecido las derivadas de las funciones trigo-
nométricas fundamentales.

Ejemplo. Obtenga la derivada de la funcién

y =tanx

La tangente puede definirse a partir del seno y del coseno como

sin x

tanx =
CoS T

entonces la derivada del cociente permitira encontrar la derivada de

la tangente.
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d ; B d (sinzx
dx anx—dm CoS T

CoS .rdi sinx — sinz-% cos x
— T dx
cos? x
cosz (cosz) — sinz (—sinx)
cos? x
2 .9
COsS“ T +sin“x
cos? x
1
cos? x

— tanz = sec® x

dz

para obtener la derivada de una funcién inversa:

d ., .1
@ = Ty

Debido a que las funciones cotangente, secante y cosecante son cocien-
tes de las funciones seno y coseno, entonces sus respectivas derivadas
se calculan de manera similar.

Las derivadas de las funciones trigonométricas secundarias son:

— tanx = sec’ x —cotx = —csc’x
dx dx
d
—secx = tanxsecx —cscxr = —cotxescx
dx dx

3. Derivada de Funciones Trigonométri-
cas Inversas

Existen muchas formas de obtener las derivadas de las funciones trigo-
nomeétricas inversas. En este apartado se aplicard la regla de la cadena

Ejemplo. Obtenga la derivada de la funcién

Yy = arcsinx

Antes de obtener la derivada hay que recalcar que si

f'(z) = arcsinx

entonces
f(z) =sinz
De esta manera, la derivada de la funcién inversa a sinx es
d ) 1
o arcsin x =
x d (o
I (sinz) |
arcsinx
1
cos T
arcsin x
) 1
—arcsing = ———
dx cos (arcsin z)

Para simplificar lo méas posible la derivada se aplicara la identidad
trigonométrica fundamental:

sin?u + cos?u =1

= cosu =V 1—sin*u
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En la derivada, considerando a u = arcsin x, se tiene:
) 1
—arcsing = ———
dx cos (arcsin z)
1
/1 — sin? (arcsin x)
1
. . )
\/1 — (sin (arcsin x))
) 1
— arcsine = ——
dx V1— 22

Una caracteristica particular de las derivadas de las funciones trigo-
nométricas inversas es que no son circulares ni estan relacionadas con
las funciones no derivadas, cosa que si se observa en las funciones
trigonométricas directas.

Las derivadas de las funciones trigonométricas inversas son:
d . 1 d 1
7 resin = ﬁ 5 e cos = —ﬁ
1 d 1
Iz arctan = x2—+1 Iz arccot = T
1 d 1
o, aresec = W 7, aeese = —W
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1. Derivada de Funciones Exponencial y
Logaritmica

Como se estudié anteriormente, existen funciones que crecen muy rapi-
damente conforma se avanza en el dominio; son las llamadas funciones
exponenciales

y=a

Este tipo de funciones poseen limites especiales, relacionados con el
numero e, definidos como

3=

1 n
lim (1+—> =e, lim (1+m)m =e
n—00 n m—0
Mediante estos elementos, ya conocidos, se obtendra la derivada de la
funcion exponencial. Para comenzar la deduccion se aplica la defini-
cion de la derivada:
dy d

dr  dzx

T

dr  Az=0 Az

= lim
Az—0 Az

= lim
Az—0 AZB
; . aA:c -1
= lim & lim
Az—0 Az—0 AQS’
a®r — 1

Az (1)

dy v 1.
—~ =4 lim
dx Axz—0

El limite en (1) se resuelve utilizando el cambio de variable

de donde se obtiene a Az en términos de m:

m=a®" —1
m+1=a>*
log, (m +1) = Az (3)
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Para completar el cambio de variable se requiere reevaluar el limite:

Iim Az = lim log, (m + 1)
Az—0 m—b

0=log, (b+1)

a® = ¢lo8.(0+1)
1=0+1

0=5b (4)

Al sustituir en la derivada (1) las expresiones (2) a (4), ésta se con-
vierte en

dy_l, T a®® —1
de Arso® Arso Az
T m
=a" lim ————
m-0log, (m +1)
L im
=a” lim
m=0 - log, (m + 1)
dy . 1
—~=a"lim ——
dx m=0log, (m+1)™

Por propiedades de limites, éste se intercambia con el logaritmo

dy . 1

— =a" lim ————

dr "m0 log (m+ 1)

- 1
= Qa 1

lim log, (m +1)™
m—0

d 1

o= ; (5)

dx log, lim (m +1)m

m—0

En (5) se obtiene el segundo de los limites involucrados con la funcién
exponencial, por lo que se sustituye el valor y se aplica el cambio de

base a logaritmos naturales.

dy - 1
29 _ -
dx log, lim (m + 1)=
m—0
., 1
=aqa
log, e
L, 1
— % e
Ina
_ oo
Ine
dy o]
—~ =ad"lna
dx

Esta derivada es general para cualquier base positiva a, incluyendo el
nimero e.

Sea la funcién exponencial f (x) = a®. Su derivada se calcula como

iaa’ =ad’lna
dr

El caso especial con el nimero e como base es

d
— et = ¢®

dx

Ejemplo. Obtenga la derivada de la funcién

y = 4(1—362) arcsin x

La funcién en cuestion es compuesta, ya que el exponente es la fun-
cién v = (1 — x?) arcsin z; es necesario aplicar la regla de la cadena:
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dy d ., du
dr  du dx
Por lo tanto, la derivada es
@ — i4(1—z2) arcsin x
dr dx
B d
= 4(1_’”2) aresme 1y 4% (1 — $2) arcsin x

= 4(1_’”2) aresinz 1) 4 <(1 — :L'2) di arcsin x
T

d
. _ 1_ 2
+ arcsmxdm ( T ))
(1-2?)
V1—a?

d 2 -
d_y = 4(17:” ) arcsin e In4 (\/ 1 — 22 — 2x arcsin m)
o

_ 4(1—952) arcsin In 4 < — 97 arcsin x)

Por otro lado, las funciones logaritmicas, inversas a las exponenciales,
pueden derivarse utilizando la definicién o bien mediante la derivada
de la funcién inversa.

Para una funcién exponencial f (z) = a” se tiene su inversa

f7H () =log, @

Mediante la derivada de la funcion inversa por regla de la cadena, el
resultado de derivar la funcion logaritmica es

d -1
log,x = 2 ()

d | 1
o Oga xr =
dx a®*Ina
log, =
B 1
 alg.Tng
d 1 1
—log x =
dx Ba zlna

La funcién logaritmica f (z) = log, = posee como derivada a

1

rlna

1 -

Como caso especial, la derivada de la funcién logaritmo natural es

d1 1
— nxy = —
dx T

Ejemplo. Obtenga la derivada de la funcién

COsS T

y =In p

Al igual que en el ejemplo anterior, la derivada de esta funcién se
obtiene por regla de la cadena:

1 d cosx

i e it
082U uln2dz x?

Por lo tanto, la derivada es

dy 1 d cosx
dr  “*In2dr 2?
z? d _,
— T “COST

- In2cosz dx
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dy B x? 5 d n d _,
dr  In2cosz v dx cos T cosa:dxx
2
X _
~ In2coszx (_I
dy tan x 2

2sinx — 2273 cos x)

dr  In2 zln?2

2. Derivada de Funciones Hiperbdlicas y
sus Inversas

Debido a que las funciones hiperbdlicas se definen con base en la ex-
ponencial de base e, sus respectivas derivadas deben calcularse con
base en la derivada de la funcién exponencial.

Ejemplo. Calcule la derivada de la funcion

y = tanh x

Para calcular esta derivada se recurre a la definicion en términos de
la funcién exponencial.

y = tanhx
B et — e~

La derivada de la funcion es:

dy —de"—e™®
dr dre*+e®

(e® + e ") % (e —e™) — (e* —e™®) L (e +e77)

dz
B (e + =)
(e Fe)(e"+eT) —(e" —e ") (e —eTT)
B (e7 + e~)
(€2 +2+4e72) — (2 — 2+ 727
B (e 4+ e7)°
B 4
9 2
& _ sech?

dx

Al analizar las derivadas de las funciones hiperbdlicas, se observa que
se corresponden con sus homologas trigonométricas, aunque algunas
varian en signo.

Las derivadas de las funciones hiperbdlicas son

o sinh = cosh z T cosh = sinh z

T T

— tanh = sech® x — coth = —csch®z

dx dx

— sech = — sech z tanh « — csch = — csch z coth z
dx dx

El comportamiento circular de las derivadas de las funciones trigo-
nomeétricas se debe a las funciones hiperbdlicas, ya que estas ultimas
se definen con base en la exponencial (cuya derivada es la misma). Esta
relacién est4 ligada a la definicién de un ntimero complejo z = e¥* en
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su forma trigonométrica, la cual fue comentada cuando se conocieron
por primera vez las funciones hiperbdlicas.

En lo que respecta a las funciones hiperbdlicas inversas, su derivada
estd relacionada con el logaritmo, ya que éstas se definen con base en
la inversa de la funcién exponencial.

Ejemplo. Calcule la derivada de la funcion

y = arsinh x

La definicién del seno hiperbdlico inverso es
arsinhz = In <$ + Va2 + 1>

Su derivada debe calcularse de acuerdo a la derivada de la funcion
logaritmo, utilizando la regla de la cadena.

%arsinhx: %m (Hm)
:x+\/19027dx <:c+\/3327)
::)3+\/1$27(d W)

x+\/:1327( 2\/3727>
<x+\/x27>

l’—l-\/332

— arsinhx =
dx x2 +1

Respecto a las funciones hiperbdlicas inversas, también se observa que

existen similitudes con sus analogas inversas trigonométricas.

Las derivadas de las funciones hiperbdlicas inversas son

) 1
— arsinhy = ——
dx |
4 prtanh ] < 1
— artanhz = x
dx 2’
1
— arsechz = —

dx zV/1 — a?

1
— arcoshz = ——
dx 2 —1
4 prcoth 2] > 1
—ar —
dxaco x T >0 |

1
arcsch z

dx el VaEr 1
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1. Derivabilidad

Debido a que la derivada es un limite, ésta puede o no existir en un
punto dado del dominio de la funcién original f (x). La razén radica en
que la derivada f’ (x) también es una funcién con su propio dominio
que puede o no coincidir con el de f.

Ejemplo. Obtenga la pendiente de la recta tangente a la funcién
f@)=3y@@-1D"enz=1

La derivada de la funcion es

El dominio de la funcién f’ (x) indica que el inico valor no aceptado
es z = 1. Por lo que no existe la derivada en dicho punto. La figura
1 muestra las graficas de las funciones f y su derivada.

Figura 1

En la figura 1 puede apreciarse que la funcion f del ejemplo anterior
no es suave en x = 1, el lugar donde la derivada no existe. Geométri-
camente, el pico de la grafica en x = 1 puede tener una infinidad de
rectas tangentes pues por definicion cada recta tocaria a la funcién en
ese lugar. Esto hace conjuntar tres caracteristicas que influyen en la
inexistencia de la derivada: no existe el limite de definiciéon de deriva-
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da, la curva no es suave y el dominio de la derivada excluye al valor.
Esta situacién se conoce como derivabilidad.

Una funcién f (x) es derivable en z = a si

f'(a) = lim M (1)

Tr—a r— a

existe; esta propiedad se llama derivabilidad. Geométricamente, se
expresa en una grafica suave sin bordes.

Dos cuestiones importantes de la derivabilidad son los limites latera-
les y la continuidad. La primera radica en las caracteristicas propias
de los limites, para que la derivada exista los limites laterales deben
existir y ser iguales; es decir,

S =@ f@) =)

z—a™t r—a T—a~ Tr—a

Estos limites se conocen como derivadas laterales.

Sea la funcién f (x). Los limites
i IO-@ ) - f @

z—at Tr—a T—a~ Tr—a

se conocen como derivadas laterales y se denotan como f} (a) y
f" (a), respectivamente. Si f es derivable, entonces las derivadas la-
terales deben ser iguales.

La existencia de f’(a) mediante (1) y las derivadas laterales es in-
dicativo de continuidad en la funcién derivada cuando z = a. Esto
hace tomar en cuenta la continuidad en la funcién f (z) para saber si
existe alguna relacion entre la derivabilidad y la continuidad. Antes
de tomar el cociente para la razén de cambio instantédneo (1) se puede

plantear el limite:

tin [ (@) - / (@)] i (2 — ) LB = (@)

r—a r—a xr—a

Por propiedades, el limite planteado se simplifica a la definicién de
continuidad:

lim | (2) ~ f (@) :i%(x—a)w
f@) = fla)

= lim (z — a) lim
T—a T—a r —a

= (0) f"(a)
lim f () — lim f (a) =0

T—a Tr—a
lim f () = lim f (a)
r—a r—a

Esto es posible siempre y cuando la derivada exista, por lo que la
derivabilidad implica que la funcién es continua.

Sea f(x) una funcién definida en x = a. La funcién f es continua
si la derivada f’(a) existe. Es decir, una funcién es continua si es
derivable.

Esta relacion no es reciproca ya que una funcién continua no da cer-
teza de su derivabilidad, tal como lo ejemplifica la funcién f(z) =

4 . :
'/ (r — 1) analizada anteriormente.

Ejemplo. Determine los valores de a,b € R para que la funcién

2> +ar+2b—2, <0
fla)=49",
—x°+ 3x + b, x>0

sea derivable en x = 0.
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Para que exista derivabilidad, las derivadas laterales deben existir y
ser iguales:

fr(07) =f(0%)
i 2 _ _ i 2
e (2° + az + 2b — 2) - (—2” + 3z +b) o
[2.%’ + a]x:O = [_23: + 3]:)::0
a=3

Por otro lado, la derivabilidad asegura continuidad y eso permite
igualar los limites laterales de f en x = 0:

lim (a:2+ax+2b—2) = lim (—xQ—{—Bx—l—b)

z—0— z—0t
26— 2 =10
b=2

Con los valores obtenidos se corrobora que f(0) = 2; por lo tan-
to, a = 3 y b = 2. La figura 2 muestra la situacién de la funcién
segmentada, donde se aprecia que en x = 0 la gréafica no presenta
bordes o separaciones que impidan la derivabilidad y continuidad de
la funcién segmentada.

for= —22+3x+2

Figura 2

2. Derivadas de Orden Superior

Con la derivada se analiza el cambio en las funciones; las reglas de
derivacion ayudan a encontrar la expresion que estara sujeta al andli-
sis del cambio. Sin embargo, tanto la derivada como las reglas para
obtenerla tienen un efecto secundario interesante: la derivada de una
funcién también es una funcion.

En esencia puede considerarse a la derivada como una funcién de fun-
ciones; es decir, la derivada es una funciéon cuyo dominio e imagen
contiene a las funciones reales de variable real. Esta caracteristica
también incluye la aplicacion de operaciones en funciones, por lo que
es comun encontrar operaciones entre derivadas. Con esta idea se fun-
damenta en el Algebra Lineal que la derivada es un tipo especial de
funcién llamada transformacion lineal.

Una de las operaciones especificas en funciones es la composicion: la
evaluacion de una funcién con otra; un caso especial es evaluar una
funcién consigo misma. Como se ha planteado, la derivada es una fun-
cién y como tal puede aplicarsele la composicién con ella misma; o
sea, a una derivada se le aplica la propia derivada:

IO
dg d [df
5@ = T E (d_)

Este concepto puede simplificarse como la derivada de una derivada,
lo que es conocido como derivadas de orden superior.

Sea f (z) una funcién derivable. Una derivada de orden superior n
es aplicar la derivacién sobre f de manera recursiva:

i (i (5 ()
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La notacién que describe a una derivada de orden superior tiene las
formas comunes

arf

dan

/" (@)

En el caso de la notacion de Lagrange, las primeras tres derivadas se
escriben como f/, f” v f"”; a partir de la cuarta derivada n se expre-
sa en nimeros romanos, como f o f%, o bien en nimeros ardbigos
entre paréntesis, como f® o f®),

De las derivadas de orden superior, la segunda es la mas destacada
debido a su aplicacion directa: la primera derivada indica la razon
de cambio instantaneo de una funcion; la segunda derivada indica la
razén de cambio de segundo orden, el cambio que sufre el cambio
en la funcion. Por esta situacion es que la segunda derivada describe
matematicamente a la aceleracién, ya que este fendmeno mecanico es
la medicion del cambio en la velocidad que a su vez mide el cambio
de posicién respecto al tiempo. Se estudiara un poco al respecto del
movimiento y la segunda derivada mas adelante.

Las derivadas de orden tres en adelante tienen aplicacion directa en las
llamadas ecuaciones diferenciales, las cuales también hacen uso de la
propiedad de linealidad en la derivada para plantear y resolver proble-
mas diversos en termodinamica, mecanica cuantica, teoria de ondas,
fisica nuclear o hidrodinamica entre otros. Una ecuacién diferencial li-
neal, homogénea de orden superior con coeficientes constantes es una
expresion como la siguientes:

d* a3 d? d

Ejemplo. Obtenga la segunda derivada de la funcion
T —2
vo—1

f(x) =

El calculo de la primera derivada incluye aplicar las reglas de la
cadena, del cociente y de la funciéon potencia:

VT Td(c—2) —(e—2) 4z 1
(Va=T1)°
\/x—l—Q\x/;%

f'(x) =

x—1
fe) = ——
21/ (z—1)°

La segunda derivada se obtiene al aplicar la derivada a f’(z); co-
mo dicha funcién sigue siendo un cociente se aplican las reglas del
cociente, la cadena y la funcién potencia:

1" _i xz
reo-gle— 5

2\/(z = 1)°4L () —a ik (2 (z — 1)3)

(2 (z — 1)3)2
x4+ 2

44/ (xz —1)°

[ (@) = =
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Al momento, la forma de derivacién estudiada ha sido mediante fun-
ciones expresadas en forma explicita. Pero, al existir otras represen-
taciones de la misma funcién, es necesario conocer el mecanismo de
derivacion que rige a las formas paramétrica e implicita.

1. Derivacion Paramétrica

Dentro de las formas de expresar una funcién f existe la parametri-
zacion que, como se ha visto, permite fundamentar a las variables
clasicas x y y en términos de una tercera incoégnita t:

x=ux(t)
{y =y (1) .

Para derivar a la funcién parametrizada (1) respecto de z, el proceso
obvio es despejar al parametro ¢t para que quede en términos de x y
después rearmar la funcion en forma explicita. Esto no es eficiente y
terminaria siendo un proceso de derivacion usual.

Para trabajar directamente con la funcién parametrizada es mejor

idea derivar cada componente de (1) respecto a t:

r=x(t) = C;—f =2’ (¢) (2)
y=y) = L=y Q

Para derivar en forma paramétrica a (1) solo se dividen (3) entre (2)
para simplificar los incrementos del parametro:

@y

0
dy-dt
dr-dt

dy _y'(t)

dr ' (t)

Sea la funcién en forma paramétrica

{x:x(t)
y=y(t)

La derivada paramétrica de f respecto de x se calcula como
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donde

=% v ="

Las derivadas de orden superior en forma paramétrica también son
calculadas mediante la derivacion del parametro t pero con el uso de
la regla de la cadena: la derivada n — 1 de f respecto de z se deriva
primero respecto de ¢t y se multiplica por la derivada de ¢ respecto de
x. Por ejemplo, la derivada de segundo orden es

dy Y ()
de ' (t)

d(d) d_d(f0) @

dt \dr) dr dt \2/(t)) dx
/(¢

d*y % (3/8

dx? dz

Sea f una funcién paramétrica

{x:x(t)
y=y(t)

n veces derivable. La derivada de orden n de f es

d (dly
dy  dt \dan?

n dx
dx yr

Existe otra forma de calcular la derivada paramétrica haciendo uso
de vectores para representar a la funcién. Sin embargo, en este curso

solo se estudiara el caso de la relacion entre la parametrizacién y los
vectores; la derivada vectorial se estudia en Calculo Multivariable.

Ejemplo. Sea la funcion en forma paramétrica

r- z(t) =3+ 2cost
|y (t) = -2+ 3sint

Obtenga la segunda derivada de f respecto de x.

Primero se procede a calcular la primera derivada:

2’ (t) = —2sint y' (t) = 3cost
dy _y (1)
de 2’ (t)
_ 3cost
- —2sint
dy 3
2 = _Zcott
dx 2 «©
Ahora, se calcula la segunda derivada:
Py _ ()
dx
dx? o
d (_3
_ qi (-5 cot t)
—2sint
3 —osc?’t
4 sint
d*y B 3
de?  4sin’t
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2. Derivacion Implicita

No todas las funciones pueden expresarse en forma explicita o for-
ma paramétrica, lo cual es una situaciéon complicada al momento de
calcular la derivada. Por ejemplo, y = € es una funcién en forma
implicita en la cual y no puede ser despejada para dejarla en términos
de x, por lo que no puede calcularse la derivada como hasta ahora se
ha estudiado.

El escenario anterior hace que se busque una manera para derivar las
funciones en forma implicita, y dicho método yace en la funciéon com-
puesta. Para derivar a la funcién f (y), donde y (z) se aplica la regla
de la cadena:

d df dy

all =2 .22 4

o W) 0 (4)
Esto es aplicable a las funciones en forma implicita, puesto que la va-

riable dependiente sigue siendo funcién de la independiente a pesar de
no poderse despejar.

Sea la funcién en forma implicita f (z,y) = 0. Para derivar a f res-
pecto de x se hace uso de las reglas usuales de derivacién, se aplica
la regla de la cadena a toda funcion y y se despeja S—Z.

Ejemplo. Obtenga la recta tangente a la funcién
vty =ay+y

en P(1,1).

Antes de comenzar a derivar, la funcién debe escribirse en forma
implicita completa.

Yoy =ty +y
y' — Py +ay—y =0

Ahora se aplica la derivada a la igualdad y se usa la linealidad.
y - oty +ay—y=0

d
— -2ty +ay—y) =

dx
d , d , d d
S22 Sy — —u =0
dxy da:x yt dwxy dxy

Cada sumando se estara derivando con las respectivas reglas, y para
y se aplica la regla de la cadena.

d
PO e e
dy 2 dy y dy
- _ - 2 - — 2 =
yd (:vd +y(m))+<xd +y (1) y
dy  ,dy dy dy
2= — 222 _ 9 AP -
ydw xd:v xy+xdx+ dx 0

: : . dy
Para encontrar la derivada es necesario despejar T
x

dy  ,dy dy dy
2y—2 — 22~ — 2 oy L=
yd;v xdx :vy+mdm+y dz 0

d
(—x2+2y+x—l)£:2my—y

dy 2zy —y
dr  —22+2y+x—1

Una vez que la derivada ha sido calculada, el punto P donde se busca
la recta tangente se sustituye en la derivada para tener la pendien-
te; la ordenada al origen se calcula mediante la pendiente, P y la
ecuaciéon de la recta.




Ing. Aldo Jiménez Arteaga

Célculo y Geometria Analitica - 2020

dyp _ 2001 =)
delp — (1) +2(1)+ (1) -1
Wl

dxlp

= y=mz+b
1=1+b
0=0b

La recta tangente a la funcion en el punto P es y = z.

Se reitera que las funciones en forma implicita son diferentes de las
funciones multivariable y, en consecuencia, la derivacién implicita es
diferente de la derivacion parcial.

3. Derivacion Logaritmica

Una aplicacion especial de la derivacién implicita yace en funciones en
forma explicita que se basan en productos, cocientes, potencias, raices
o exponenciales. Cuando se tiene una funcién de la forma

()

la derivada por las reglas usuales es laboriosa, ya que se aplica la re-
gla del producto dentro de la del cociente dando como resultado la
expresion

h@) (£ @) @)+ F @) g @)~ F ) g @) (@)
h(z)”

/

y:

(6)

El proceso de derivacién de (5) es largo, pero mediante logaritmos y
derivacion implicita el trabajo del calculo de la derivada se reduce.

Primero, se toman logaritmos a (5) y se aplican sus propiedades.

~ [(z)g ()
YT W)
lny = In f (?(z)(ﬂf)

Iny=Inf(z)+Ing(z) —Inh(z)

En seguida se puede derivar a la suma de logaritmos.

=Inf(x)+Ing(z)—Inh(x)
g’ fi@)  g'z) M(x)
y @ g k)

Finalmente, se despeja la derivada.

v _f@)  ¢@) )
y @) g(@) k)
A O G A )

Y=V ) TV YR

(7)

A pesar de tener mas términos, la derivada (7) es menos demandan-
te que (6) debido a la facilidad de derivar el logaritmo natural. Esta
forma de derivacién se conoce como derivada logaritmica.

Sea f(x) una funcién definida mediante productos, cocientes, po-
tencias, raices o exponenciales. La derivada de f puede calcularse
mediante logaritmos y derivacion implicita:

d d
@) = () I f (@)
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Ejemplo. Calcule, mediante con ayuda de logaritmos, la derivada
de la funcién

f(a) =2V

La funcion en este ejemplo estd definida con base en potencias y
exponenciales, por lo que es candidata a la derivacién logaritmica.

y = x\/m—Q—I
Iny =Inzv*!

Iny=+vz+1lnx
d d
%lny = (vx+ 1ln$>

/

d d
= =vVz+ 1%ln$+ (Inx) %\/SB—I- 1

, (\/x—|—1+ Inx )
v=9y x 2V +1

V¥ Ing

2vVre +1

< <

y = VI e 1+

A pesar de no ser necesario, es buena practica tratar de reducir al
maximo las derivadas logaritmas. Esta conveniencia permite expresar
a la derivada de la forma mas compacta posible.
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1. La Recta Tangente a una Curva

Figura 1. Geométricamente, las
razones de cambio promedio
(azul) y de cambio instantdneo
(rojo) son pendientes de dos rec-
tas: secante para la primera y
tangente para la segunda.

La definicién de razdon de cambio
promedio,

INIOEYI0)
m="=e W

se interpreta de manera geométri-
ca como la pendiente de una recta
secante a la grafica de una funcién
f (z), como se ilustra en la figura 1.

Dentro del intervalo, b puede alcan-
zarse al incrementar a; es decir, b =
a + Az. Ademas, el incremento Ax
puede reducirse de forma que sea
lo bastante pequeno para que pa-
ra la recta secante se convierta en
una tangente; es decir, el incremen-

to tiende a 0. Aplicando estas observaciones, la expresion 1 se convierte

_f) -1l
b—a

fla+Azx) - f(a)

lim m = lim

Az—0 Az—0 Az
. fla+Ax) — f(a)
m= AT A )

La expresién (2) es la razén de cambio instantdaneo en a que, como
indica la figura 1, geométricamente sigue siendo la pendiente de una
recta pero de naturaleza tangente. Si se usa la derivada evaluada en
a en lugar de la razén de cambio instanténeo, (2) se convierte en

m=f(a)

Sea f (z) una funcién derivable en = a. La pendiente m de la recta
tangente a la curva definida por la grafica de f en a es

m = f'(a)

Dado que la derivada permite calcular la pendiente de una recta, con
base en la funcion se puede obtener la ecuacién y = max+b de la recta.
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En la figura 2 la recta tangente tiene
como pendiente m a la derivada de
la funcién f (z) evaluada en z = a,
como ya se ha comentado. Pero tam-
bién puede observarse que se conoce
el punto de tangencia entre la cur-
va que representa a la grafica de la
funcion y la recta.

Para calcular la ecuacion de la rec-
ta tangente se requiere el valor de la
ordenada al origen b. Como se co-
noce la pendiente m = f'(a) y el

Figura 2. La recta tangente a la
grafica de una funcién tiene una
ecuacion que se calcula por el
método punto pendiente: la deri-
vada es la pendiente, y la funcién

punto P(a, f(a) ) de la curva, estos
aporta el punto.

datos se sustituyen en la ecuacién
general de la recta para calcular el
punto B (0,b) que es la ordenada al origen de la recta tangente.

y=mz+b
fla)=f"(a)a+b
fla) = f'(a)a=b

Por lo tanto, la ecuaciéon de la recta tangente a una curva en x = a es

y=1(@)z+(f(@) - f(@)a)

Sea f(x) una funcién derivable en x = a. La recta tangente a la
grafica de f en x = a se calcula como

L y=f@a+(f0)-f(a)a) (3)

Toda funcién derivable tiene rectas tangentes para cada uno de los
puntos que componen a su dominio. En Célculo Multivariable se ana-
liza esta situacién desde el punto de vista de una funcion vectorial,

donde la recta tangente se expresa en términos de un llamado vector
director. Esta forma de la recta se analizard mas adelante en la parte
de Geometria Analitica de este curso.

Ejemplo. Sea la circunferencia
C:  (@+2°+@w-1)7=4

Calcule las ecuaciones de las rectas tangentes a C' que son paralelas
a la recta y = o + 2.

La pendiente de la recta y = x4+ 2 es m = 1; como las rectas tangen-
tes buscadas deben ser paralelas a y = x + 2, entonces la pendiente
m da esa caracteristica.

Por otro lado, la ecuaciéon de la circunferencia se interpreta como
una funcién en forma implicita y puede derivarse como tal:

(z+2°4+@y—-1>=4

d
2(:C+2)+2(y—1)d—i20

@_m—i—Z

dr  1—y

Como m = 1, entonces 2| = 1:
b dy P
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(4) se sustituye en la ecuacién de la circunferencia para encontrar
los valores de z y los de y, y con eso calcular las ecuaciones de las
rectas tangentes.

(x+2)°+(y—1)*=4
(z+2°+(—z—2)7=4
2(z+2)° =4
r=-2++2
En (4) se sustituyen los valores de x, dando como resultado los

puntos de tangencia de la recta buscada: P; (—2 —V2,1+ \/5) y
P (—2 —+ \/5, 1-— \/5) Para la recta tangente se toma en cuenta que

y=f(a)y fla)=1
Para P : y:x+<3+2\/§>

Para P, : y:x+<3—2\/§>

La figura 3 muestra a la circunferencia con las rectas tangentes en

los untos calculados.

Figura 3

2. La Recta Normal a una Curva

En conjunto con la recta tangen-
te existe otra recta que permite
analizar contundentemente la geo-
metria de cualquier curva. En la fi-
gura 4 la recta tangente a f (x) tiene
una acompanante perpendicular en

el mismo punto P(a, f(a) )

Para calcular la recta perpendicular
se hace uso de la relacion entre la
perpendicularidad y la pendiente:

1 Figura 4. La recta normal es una

m, = —— (5) perpendicular a la recta tangen-
m te y simultdneamente a la curva

dibujada por la grafica de la fun-

Como m = f’(a), y mediante la con-
dicién de perpendicularidad en (5),
con el punto conocido P la ordenada al origen de la recta perpendi-
cular queda estipulada como

cién f (z).

y:—ixjtb
m
a
f(a):_f’(a) +b
fla)+ 5o =1b

f'(a)

Por lo tanto, la ecuacién de la recta perpendicular es

=7t 10 77g)

Esta recta se conoce como recta normal y es perpendicular tanto a la
recta tangente como a la curva de la funcién f (x).
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Sea f () una funcién derivable en x = a. La recta normal a la gréfica
de f en x = a se calcula como

L: y=—

rat @+ 50) ©)

En conjunto, las rectas (3) y (6) son importantes para caracterizar
geométricamente a una curva: la recta tangente permite calcular la
longitud de arco, en tanto que la recta normal se utiliza para obtener
la curvatura. Estas caracteristicas se estudian a fondo en el Célculo
Multivariable, pues forman parte de la llamada Geometria Diferencial.

Ejemplo. Sean las funciones

f@)=—ztyfite v g@)=ata+l

Obtenga = € Dy para que la recta normal a f sea tangente a g.

La condicién del ejemplo especifica que la tangente a g (x) sea per-
pendicular a la tangente a f (z). Esto se logra con la condifién de

ortogonalidad m, = —%, que en términos de derivadas es
1
/
g (x) =—
f' (@)
1
2r+1=——
2 i-‘,—az

/1
20 +1=-2 Z+m

Al resolver esta ultima ecuacion se obtendra el valor buscado para
x, que debe satisfacer al dominio de la funcion f.

/1
20 +1= -2 Z—i—x

(2x+1)2:4(%+x>

44 +1=1+4x
422 = 0
z=0
Como f(0) = 0, entonces es parte del dominio y es el valor donde la

recta normal a f (z) es la recta tangente a ¢ (x). La figura 5 ilustra
el escenario de este ejemplo.

3. Angulo de Interseccion entre Curvas

Una de las aplicaciones mas importantes de la recta tangente a una
curva es el angulo.

Para calcular un angulo entre las rectas L y R se hace uso de las
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respectivas pendientes y la funcion tangente inversa:

mpr —Mmg

< (L, R) = arctan
+mprpmpy,

(7)

Si L es la recta tangente a f (x) y R
lo es de g (x), ambos en z = a, en-
tonces mgr = f'(a) y mp = ¢ (a) y
en consecuencia puede calcularse el
angulo entre las curvas.

En la figura (6) se observa que las
funciones f y ¢ se intersecan en x =
a, justo el lugar donde se mide el
angulo entre L y R. Asi, el angu-
lo entre curvas se calcula al sustituir
las respectivas derivadas en (7):

g (z) = f' (z)
L+g (x) f' (x)

A las rectas tangente y normal se
anade a la geometria de curvas el angulo de interseccion. Es nece-
sario que las funciones tengan al menos un elemento del dominio en
comun para que exista la interseccién entre sus graficas.

Figura 6. El angulo entre rectas
tangentes se extrapola a la cur-
vas, y con ello existe un angulo
de interseccién entre curvas.

< (f,g) = arctan

Sean f(x) y g (x) dos funciones derivables en x = a, que es el lu-
gar de interseccion entre las graficas de las funciones. El angulo de
interseccién se calcula como

g (x) - f'(z)
L+g (z) [ (2)

< (f,g) = arctan

Ejemplo. Sean las funciones

Calcule el angulo de interseccién entre f y g.

Para el angulo, se requiere el lugar de interseccién. En este caso

f(z)=g(z)
rl=—z142
207 =2

l=2x

Ambas funciones estan definidas en x = 1, por lo tanto existe un
angulo de interseccion. Ahora pueden calcularse las derivadas para
encontrar las pendientes de las rectas tangentes y obtener el angulo:

fla)=a" g(z)=—27"+2
fw) = = g (@) =a"
r=-1 g (=1

Por lo tanto,

< (f,g) = arctan

g (1) —f (1) ‘
L+g'(1) /(1)

e | 1= (D)
-t | )|
:arctan%

<(f,9) =90°
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1. Movimiento

En 1665 Isaac Newton desarrollo el Método de Fluziones, donde des-
cribi6é las variables fluentes representadas por z, y y 2z, que fluyen
con el tiempo; asimismo, describié las razones de cambio de fluentes
respecto del tiempo a las que llamé fluriones y denoté como z, y y
Z. Newton aplicé su Método de Fluxiones a diferentes cantidades en
movimiento o cantidades que fluye con el tiempo (un fluente), como
la posicion de un cuerpo. Esto desemboco en la fundamentacion del
estudio del movimiento y la Mecénica conocida actualmente.

Sea P una particula cuya posicién estd definida por el par ordenada

r(t) = [ 1o }

donde t es el tiempo. La razén de cambio de la posicién de la particu-
la respecto al tiempo es

%r(t) = v() = {f,l(t)}

donde v se conoce como velocidad. La razén de cambio de la veloci-
dad respecto del tiempo se define como

d? d 0
E=gv = a0=| ]

donde a se llama aceleracion.

ACLARACION: tanto la velocidad como la aceleracién son canti-
dades vectoriales, las cuales son manipuladas mediante entidades alge-
braicas llamadas vectores. En este curso los vectores se estudiaran mas
adelante en el tema de Algebra Vectorial, y la relacion de velocidad
y aceleracion con los vectores se estudiaran en Célculo Multivaria-
ble. Por ahora, tanto la posicién como la velocidad y la aceleracion
simplemente se representaran como

f@, w®)=r), al)=r"@

Cabe aclarar que en algiin momento dado tanto la velocidad como
aceleracion podran tener un signo negativo; esto se debe a que en las
cantidades vectoriales se incluye una referencia representada por una
orientacion. La velocidad negativa indica que el sentido en el que se
realiza el movimiento es contrario al que se estipula en el sistema de
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referencia utilizado; la aceleracién negativa indica que la velocidad
disminuye conforme se avanza en el tiempo siempre que se siga la
direccién del movimiento.

Ejemplo. Una pelota es lanzada y su posicién cambia con el tiempo
segun la funcién

f(t)=—16t>+48t+6 [m]

donde el tiempo ¢ estd en segundos. Determine:

a. el intervalo de tiempo en el cual la velocidad del proyectil es
negativa; interprete qué sucede con la pelota en este intervalo
de tiempo.
la posicion del proyectil cuando su velocidad es igual a 16 [%] .

c. la aceleracion de la pelota.

Para responder cada uno de los puntos solicitados se necesitan las
derivadas de la funcién de posicion:

f(t)=—16t* + 48t +6

% (t) = —32¢ + 48 (1)
) = 32 )

Puesto que la aceleracién es la segunda derivada respecto del tiempo,
el tercer inciso tiene como respuesta a la ecuacién (2):

d2

Ef=-32 = a=-3 (%]

El segundo inciso se responde a partir de (1), pues se conoce la ve-
locidad y puede determinarse en qué tiempo t se da dicho valor:

d
7 (t) =v(t) = v(t) = —32t +48
16 = —32t + 48
—32 =32t
1=t

Al sustituir el valor de t en f (¢) se obtiene la posicién de la pelota:

f(t)=—16t> + 48t +6
f(1)=—16+48 +6 =

El primer inciso nuevamente hace uso de (1), solo que en este caso
debe resolverse una desigualdad donde la derivada es menor a 0:

38 [m]

v(t) <0
=32t +48 <0
48 < 32t

Ly
2

La velocidad es contraria al sistema de referencia cuando ¢ > 3 [s].

La sitiuacién de la pelota se plantea a partir de la grafica de su po-
sicion. En esencia, puede notarse desde la definicion de velocidad y
aceleracion que la trayectoria es una funcién en forma paramétrica:

=1t
r(t)_{yzf(t)

Esta parametrizacién toma al tiempo como la variable independiente,
y permite que la posicion en el sistema de coordenadas xy dependa
de esta magnitud fisica (tal como lo planteé Newton en las fluentes).
En el caso de la pelota, la parametrizacion de su posisicon es:
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r(t)— =t
|y =—-16t2+48t+6

La interpretacion geométrica de la parametrizacién indica que, por
cada t segundos que transcurren, la posicion de la pelota cambia
x = t metros horizontalmente y y = f (t) metros verticalmente.

Como la ecuaciéon de la posicién es una parabola con vértice en el
punto V' (%, 48) y apertura hacia abajo, significa que la pelota fue
lanzada hacia arriba y en el intervalo de tiempo a partir de % [s]
comienza su trayecto hacia abajo, tal como se muestra en la figura
1. Esta es la razén por la cual la velocidad es negativa en la segunda
parte de la trayectoria.

50

40
30
20

10 4/

Figura 1

2. Razones de Cambio

Como el movimiento no es la tnica cantidad que puede variar con
el tiempo, también pueden plantearse fendmenos en los cuales existe
un cambio en determinado intervalo. Incluso, puede ser que alguna

cantidad A varie segin otra cantidad B, que a su cambia conforme
transcurre el tiempo. Este tipo de situacién se conoce como razones
de cambio relacionadas.

Ejemplo. El volumen de una caja rectangular es V' = xyz. Cada
arista se expande a razon de 0.5 [ng;] Obtenga la razén a la cual
se expande el volumen de la caja cuando = 50 [em], y = 30 [cm]

y 2 =20 [em].

cm
min

En este caso las aristas cambian a razon de 0.5 [ ], lo que se

expresa commo

dx om

dz om

dy _ om

La razoén de cambio del volumen indica su derivacién respecto del
tiempo:

V =uayz
= ay2)
at  dz ' Y*

a " Yt

En el instante que se desea calcular el cambio del volumen las aris-
tas tienen una longitud conocida: z = 50 [em], y = 30 [em] y
z = 20 [em]. Al sustituir estas medidas y la razén de cambio de
las aristas se obtiene la razén de cambio del volumen.

av dz dy dx

s = :cy% + :Uz% + yza

= (50) (30) (0.5) + (50) (20) (0.5) 4 (30) (20) (0.5)
av 3

2 1550 [ﬂ]
dt mwn
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Ejemplo. Un velero se dirige hacia un acantilado vertical, tal como
se ilustra en la figura 2. Determine:

a. la expresién que relaciona las razones de cambio de a, h 'y ¢.
b.  larazén de cambio del dngulo ¢ en radianes cuando h = 16 [m],
a = 8/3 [m] y las razones de cambio de h y a son, respectiva-

mente, V3 [%] y 2 [%]

Figura 2

A partir de la figura 2 se observa que se forma un tridngulo rectangulo
con hipotenusa h, cateto paralelo al mar a y cateto paralelo al acan-
tilado. El angulo ¢ es opuesto a a, por lo que la relaciéon entre ambos
es mediante la funcion seno:

sinp = % (3)
a (4)

hsing =

Al derivar (4) se obtiene la relacién entre las razones de cambio.

hsinyp = a
d da
pr (hsiny) = s

hd < L dh  da
inp mp—r=—

dt
dh  da

d
hcosgod—f —|—sin<p% = —

dt (5)

Para conocer la razon de cambio en el instante solicitado se requiere
calcular ¢ a partir de (3):

8v/3 1
— =

sinp = 16 90:§7T

Con los datos completos, se sustituyen los valores h = 16, a = 8V/3,
o =3m, & =3 3y % =2 en (5) para calcular la razén de ¢:

h cos (pojl—f + sin gpfg %

g )(;w)‘jl— (s 3) (v8) =>
w(3) 5+ (7) ()

8 42 =9
dt 2
dp 1
L — =
dt 2
d_QO — i [rad}
dt 16 - %
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1. Diferenciales y Aproximaciones

La recta tangente a una curva per-
mite analizar la razén de cambio ins-
tantaneo de una funcién en un punto
P (a, f (a)) (la derivada en = = a);
este cambio no es constante a lo lar-
go de toda la funcion. De acuerdo
con la figura 1 el punto P se tras-
lada al punto ) cuando = = a se
incrementa a x = a + Ax, y por lo
tanto la funcién y = f (a) cambia a

fla+Azx) =y+ Ay

fla+ Azx) +

a a+ Az

Figura 1. El cambio en la funcién
f (z) puede aproximarse median-

te el cambio en la recta tangente, fla+Az) = f(a) + Ay (1)
segun la variable independiente

se incrementa. Como Ay varia segin Az, es poco
eficiente calcular constantemente (1) cada vez que la variable inde-
pendiente es modificada. Pero, puede utilizarse la recta tangente a la
grafica de la funcién en x = a. En la figura 1, la pendiente de la recta
tangente se calcula como

dy
Ax

m

que en términos de la derivada es

dy
L (a) &)
La pendiente (2) no puede utilizarse para calcular directamente la
funcién incrementada, pues existe una discrepancia entre Ay y dy. No
obstante, esta diferencia puede minimizarse al momento de seleccionar
la longitud de Az: mientras mas pequeno sea el incremento en x dy
se acercara mas a Ay. En consecuencia,

dy

N f'(a)
dy = f'(a) Az
Ay~ ['(a) Az (3)

Al sustituir (3) en (1) la aproximacién a la funcién incrementada es

fla+Azx) = f(a)+ Ay
fla+Ax) = f(a) + f' (a) Ax (4)

Cuando Az posee una longitud menor, entonces dy se acerca a Ay,
nunca llegan a ser iguales pero la discrepancia entre ellos se minimiza.
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Estas aproximaciones son lineales, pues la recta tangente se acerca a la
curva (una recta tiene una ecuacién lineal), y se llaman diferenciales.

Sea y = f () una funcién derivable en z = a. Al incremento Az se
le conoce como diferencial dx y permite calcular la diferencial

dy = ' (z)dx

que es una aproximacion al incremento Ay. La funcién incrementada
f (a + Ax) se aproxima con diferenciales mediante la expresion

fla+Az)~ f(a)+ f'(a) Az

La aproximacién por diferenciales puede realizarse mediante exceso o
defecto; es decir, la funcién puede estar por arriba de la recta tangen-
te (por defecto), o puede ser que la curva se encuentre debajo (por
exceso). Ambos escenarios se muestran en la figura 2.

L I S 2

a) a a+ Az b) //aa—|—Ar

Figura 2. a) Aproximacién a f (a + Az) por defecto, donde la curva queda por
arriba de la recta tangente. b) Aproximacion a f (a + Ax) por exceso, en el cual
la curva esté debajo de la recta tangente.

Ejemplo. Mediante diferenciales, calcule el valor de /9.

La funcién que debe utilizarse es f () = /z, cuya derivada es

La tltima raiz cibica exacta antes de v/9 es /8 = 2, por lo que se
toma como valor inicial a = 8; para alcanzar 9 se incrementa 8 en 1:

at+Arx =8+ Ax

Con estps datos, la aproximacién por diferenciales es

fla+Az)~ f(a)+ f'(a) Az
FE+) = fB®)+f(8)1)

, 1
f(9)~\/§+3\3@
f(9)%2+é

Con este célculo, V9 ~~ 2.1666.

2. Error Absoluto y Relativo

En el ejemplo anterior se ha obtenido un valor aproximado a partir
de un valor conocido. Al ser una aproximacion existe una diferencia
entre el valor obtenido y el valor real. Para catalogar cuan precisa es
la cantidad aproximada se la pueda comparar con el valor exacto o
esperado, y asi conocer el grado de separacion entre ambos. Este tipo
de andlisis se conoce como errores absoluto y relativo.
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Sean b una cantidad exacta y b’ una aproximacion a b. El error ab-
soluto e, se define como

g =0b-10
El error relativo se basa en el error absoluto:

€4l

b

e, =
También puede expresarse en términos de porcentaje:

e
e, % =

?a x 100 %

Estos no son los tinicos tipos de errores ni las unicas formas de medir
el grado de discrepancia entre la cantidad esperada y la obtenida, pe-
ro dichas técnicas son parte del curso de Estadistica y escapan de los
alcances de este curso.

Ejemplo. Mediante diferenciales, calcule un valor aproximado de
cos 121° con 7 = 3.1416 y /3 = 1.7321. Indique el error relativo en
porcentaje de la cantidad obtenida.

El coseno exacto méas cercano a cos 121° es cos 120° = —%, por lo que
el incremento Az a utilizar debe ser 1°. Sin embargo, debido a que
se esta trabajando con funciones en nimeros reales, 120° y 1° deben
convertirse a radianes:

T 2
120° x —— = =
“180° 3"

La derivada de cosx es —sinx y la aproximacion es

flatAz) = f(a) + ['(a) Az
2 s 2 , (2 T
f(§7r+@>%f<§7r)+f (gﬂ')@
(107) = (5) o0 (57) 5
fl—m)~cos|=m)]—sin|=-7m]-—
180 3 3/ 180

1.7321 3.1416

05 Ty
121
— ~ —0.5151
f <1807T> 0.515
La cantidad real a seis cifras es cos 121° = —0.515038, por lo que el

error absoluto tiene un valor de

e, = —0.515038 — (—0.5151)
e, = 0.00062

Finalmente, el error relativo en porcentaje es

o _ | 0-000062
" 120515038
e, % = 0.012%

‘ x 100 %
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1. Teoremas de Weierstrafl y Bolzano

1.1. Teorema de Weierstrafl

|
a 1 2 b 3

Figura 1. En un intervalo del do-
minio de una funcién existen va-
lores maximo M y minimo m ab-
solutos, los cuales sobresalen del
resto de imagenes.

Las funciones pueden caracterizar-
se por su dominio, la estructura de
su regla de correspondencia (tipo de
funcién), los valores de imagen hacia
donde se dirigen (limites) o bien me-
diante el cambio instantdneo que su-
fren. Esta ultima situacion se realiza
mediante la derivada, ya que es la
herramienta que describe de forma
precisa el comportamiento del cam-
bio en la funcion.

La primera de las caracterizaciones
del cambio se da en la existencia de
imégenes que poseen el mayor o me-
nor valor en un entorno del dominio,

que se reflejan en la grafica de la funcién como los puntos més alto o
mas bajo, tal como se observa en la figura 1. El matematico aleman
Karl Weierstrsmostré que toda funcién en un intervalo de su dominio
posee cimas y valles, llamados maximo M y minimo m absolutos.

Teorema de Weierstraf]

Sea f(x) una funcién continua en un intervalo [a,b]. La funcién f
presenta, al menos, dos valores xy, 25 € [a, b] tales que

f(z1) < flx) < f(x2)

donde m = f(z1) y M = f(x2) se conocen como valores minimo y
maximo absolutos, respectivamente.

1.2. Teorema de Bolzano

Otra de las situaciones involucrada con el cambio de la funcion es el
conocer cuando la grafica de la funcién corta al eje x. Esta situacién
tiene dos implicaciones: analizar el cambio de la funcién cuando las
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imédgenes pasan de ser negativas a ser positivas, y postular una técnica
dénde se localiza la solucién de ecuaciones como los polinomios.

Esta nueva caracteristica fue anali-
zada por el matematico nacido en
Bohemia (regién de la actual Che-
quia) Bernard Bolzano, que mostré
cémo el cambio de imagenes positi-
vas a negativas, o viceversa, en una
funciéon continua indica que existe
un lugar donde la grafica cruza al
eje x y es donde se encuentra la solu-
1 cion de una ecuacion, como se ilustra
en la figura 2. Esto permite funda-
mentar la localizacién de soluciones
o raices de una funcién como ecua-
cién y se enuncia mediante el teore-
ma de Bolzano.

Figura 2. El cruce de una fun-
cién con el eje x yace donde sus
imagenes cambian de signo.

Sea f (x) una funcién continua en el intervalo [a,b]. Si f(a) < 0 <
f (b), entonces existe al menos un valor ¢ € (a,b) tal que f (c¢) = 0.

2. Teorema de Rolle

Una situacion interesante para el teorema de Weierstrafles cuando el
valor extremo de f (x) estd dentro del intervalo [a, b]. Suponiendo que
el maximo absoluto del intervalo es M = f(c), donde a < ¢ < b,
entonces f (a) < f(c)y f(b) < f(c). Por otro lado, cuando ¢ se
incrementa la funcién incrementada serd menor que el méximo f (c):

fle+Ar) < f(c)
flet+Ax) = f(c) <0 (1)

Al dividir la desigualdad (1) entre el incremento Ax y aplicar el limite
cuando éste tiende a cero se obtiene la definicién de derivada en x = ¢:

fle+Ax) = f(c) <0
fletAx) - f(e)

, < tm
Algilo Az - Al;:rgo Az

f(e)<0 (2)

Si ahora se toma al minimo absoluto como m = f(c), también

con a < ¢ < b, el escenario cambia a las siguientes caracteristicas:
fe)<fla), f(c)<f(b)y f(c) < f(c+ Ax). A la ultima desigual-
dad se le divide entre Ax y aplica el limite cuando Az — 0:

0< flc+Az)—f(c)
flc+Ax) = f(c)

lim i < lim

Az—0 Az — Az—0 Ax
0<f'(c) (3)
De inicio, se hizo la suposiciéon que en z = c¢ existe un minimo o

maximo absoluto pero cuando se desconoce la situacion se deben con-
juntar las desigualdades (2) y (3), resultando en un tnico criterio para
determinar el maximo o minimo absoluto en el intervalo [a, b]:

f(e)=0

Sin embargo, no todo esta establecido. Lo primero que debe conside-
rarse es que [’ (c) debe existir, y como a < ¢ < b, entonces la funcién
f (x) debe ser derivable en (a,b). En segunda instancia también debe
tomarse en cuenta que

fla) < fle)y f(b) < fleo)
si se tiene un maximo, o bien
fle)<fla)y fle)< f(b)

en el caso del minimo. En ambas situaciones puede presentarse f (a) <
f () o f(b) < f(a), donde ambas se satisfacen con f (a) = f (b). Este

0<f(c)<0 =
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desarrollo se conoce como el teorema de Michel Rolle, y es el pilar
fundamental para el cdlculo de médximos y minimos en una funcion.

Sea f (z) una funcién derivable en el intervalo (a,b). Si f (a) = f (),
entonces existe al menos un valor ¢ € (a,b) tal que f'(¢) =0.

Geométricamente, el teorema de Ro-
lle permite identificar una recta tan-
gente con pendiente nula en el pun-
to donde se encuentra el maximo o
minimo absoluto del intervalo tal co-
mo se muestra en la figura 3. Tam-
bién puede apreciarse que en camino
de llegar a un maximo la gréafica de
la funcion crece y a continuacién de-
crece; el proceso contrario se presen-
ta cuando se trata de un minimo.
Ese cambio de crecimiento a decreci-
miento, y viceversa, permite catalo-
gar a los maximos y minimos como
lugares donde la funcién no cambia,
y como consecuencia se tendra una
derivada anulada.

Figura 3. Por el teorema de Ro-
lle, en una funcién f (z) don-
de f(a) = f(b) existe un valor
x = c en donde la recta tangente
posee pendiente nula.

Ejemplo. Determine si la funcion
flx) =vV1—a?

satisface el teorema de Rolle en el intervalo [—%, %}

El dominio de la funcién establece que 1 — 22 > 0 por lo que
D; : =1 < 2 <1y en consecuencia la funcién es continua en el
intervalo de anéalisis.

La derivada de la funcién es

x
/
r) = ——
P ===
la cual no existe en los valores x = —1 y x = 1. Se concluye que en el

intervalo [—%, %} la funcién es derivable. Para observar la aplicacion

del teorema de Rolle se verifica la tltima condicién:

Todas las condiciones de aplicacion se satisfacen, ahora solo se busca
el valor en el cual la derivada es nula:

f(x)=0
Vi
x=0

Entonces, el teorema de Rolle se satisface en x = 0.

3. Teorema del Valor Medio del Calculo
Diferencial

El teorema de Rolle puede generalizarse a partir de dos valores cua-
lesquiera f (a) y f (b) que no necesariamente son iguales.
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En la figura 4 la recta secante a la
4 funcién f (x) que contiene los puntos
, ‘o Ala, f(a)) y B(b, f (b)) tiene como
1 pendiente
) fla 1
| i f(b) — f(a)
() 4
~ y su ordenada al origen con uso del
: a ; ‘C T punto A es

Figura 4. El teorema del valor
medio muestra una recta secan- b—a
te y al menos una recta paralela

tangente en ¢, donde a < ¢ < b. Entonces, la ecuacion de la recta se-

cante es
NN IUES (NP IS IGN
b—a b—a
y=TO D s pw)

Por otro lado, se puede definir una funcién que sea la resta de f(x)
menos la recta secante:

_ )~ fla)

L)~ f (@)

Como f () y y son dos funciones continuas y derivables en el intervalo
(a,b), entonces g (z) también lo es; incluso, la propia g satisface las
condiciones propias del teorema de Rolle:

ota) = 1 () - LU=

= [(a) =0~ f(a)
g(a)=0

f(b) = f(a)

g)=f) = ————(b-a)=f(a)
=f(b)—f®)+ f(a)— f(a)
g()=0

En consecuencia, existe un valor ¢ dentro del intervalo (a,b) donde
g'(c) =0:

g@)=fo - 1O ) pa)
(@) = ') - TS
g0 =fe- =T
0=s'(o - LU=1@ o)

La igualdad en (5) contiene a la pendiente (4) de la recta secante y
f' (c) es la pendiente de la recta tangente a f en x = ¢. Como su resta
es 0, entonces las rectas secante y tangente son paralelas; esta relacién
se conoce como el teorema del valor medio del Célculo Diferencial.

Si f (x) es una funcién derivable en el intervalo (a, b), entonces existe
al menos un valor ¢, tal que la recta tangente a f en c es paralela a
la recta secante que une los puntos (b, f (b)) y (a, f(a) ); es decir,

f(b) = f(a)

7o) =2

El teorema de Rolle es un caso especial del teorema del valor medio,
ya que como f(a) = f(b) entonces la recta secante que contiene a
Ala, f(a))y B(b, f (b)) tiene pendiente 0, que es el valor de la deri-
vada en un valor minimo o maximo c.

El teorema del valor medio del Célculo Diferencial es parte esencial
del teorema fundamental del Calculo, ya que es uno de los dos pila-
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res que lo fundamenta; el otro pilar es el teorema del valor medio del
Calculo Integral, que se estudiara en la signatura de Calculo Integral.

Ejemplo. Sea la funcion
f(z)=2%— 62>+ 92

Obtenga los valores de = € [0,4] donde se satisface el teorema del
valor medio.

Para obtener los valores de x primero se calcula la pendiente de la
recta secante:

_fW-fO
N -0
4—0
4
m=1

Ahora la derivada debe ser igual a la pendiente m encontrada:

f(z) =2 62"+ 92
f'(z)=3>—122+9

1=322—-122+9
0=3z%2—12x+38

12+ /144 — 4 (24)
= T =
6
12448

6

~12+/48
-

2
szigx/g

X

Los valores que satisfacen el teorema del valor medio son x = 2+§\/§

yr=2-— %\/3 En la figura 5 se muestra la situacién geometria de
f (x) bajo el teorema del valor medio.
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1. Crecimiento y Decrecimiento

De acuerdo al teorema de Rolle, en
un intervalo del dominio de una fun-
cién existe un valor x = ¢ donde la
derivada se anula. Geométricamen-
te, la situacion representa el lugar
de la gréfica de la funcién donde la
recta tangente posee pendiente 0.

Al recorrer todo el dominio de una
funcion, no en todos los lugares se
tendra una derivada nula; es decir,
existiran intervalos donde la pen-
diente de la recta tangente sera po-
sitiva o negativa. Para analizar qué
sucede con la funcién se puede tomar
a la recta tangente como referencia,
ya que la pendiente indica cuando la
ordenada de la recta aumenta o disminuye su valor conforme la abscisa
se incrementa. La forma de mostrar este comportamiento es mediante

Decre¢cimiento ), Crecimiento
3] |
I

Figura 1. La derivada indica la
pendiente de la recta tangente a
la curva, y su signo permite iden-
tificar el crecimiento y decreci-
miento de la funcién.

limites a infinito.

Siendo
y=mzx+b (1)
una recta con m > 0, entonces el limite cuando z tiende a infinito es

lim mx +b=m (c0) + b

T—00
=o00+b

=0

El resultado indica que conforme x aumenta su valor, entonces y tam-
bién aumenta; es decir, la recta (1) crece conforme z crece. Por otro
lado, si m < 0 entonces el limite con = hacia infinito es

lim mx +b=m (c0) + b

T—00
=—o0o+b

= —00

En este caso conforme x crece, el valor de y para la recta decrece.
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Dado que la recta tangente a una funcién posee una pendiente calcu-
lada a partir de la derivada, entonces el signo de ésta indicara cuando
la funcion crece y decrece, tan como se muestra en la figura 1.

Sea f (z) una funcién derivable en todo su dominio. La funcién serd
creciente en los intervalos del dominio donde f’ (z) > 0 y decreciente
donde f’ (z) < 0.

El conocimiento de los intervalos de creciemiento y decrecimiento de
la funcién, en conjunto con los limites a infinito, permiten conocer
de mejor forma el comportamiento de una funcién y asi, esbozar la
respectiva grafica de forma exacta.

Ejemplo. Determine los intervalos donde la funcion
f(r) =2 + 2% ®

crece y decrece.

Los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la funcion se obtie-
nen a partir de la derivada.

f(x) =
f'(@) =
f'(x) =

Para los intervalos crecientes la derivada debe ser positiva:

e + x?e
37 430%™ — e 4+ 2pe”"

—x
3 —x 2 —x —z
—x’e ¥ 4+ 2zx% e * + 2zxe

f(xz)>0
—2%e " 421%™ + 2ze7" > 0 (2)

La funcién e” es positiva; la desigualdad (2) se divide entre ella para
resolver la ecuacion:

—23e™® + 22%e 7 + 227" > 0
224+ 222 422 >0

—a:(x—l—\/§><x—1+\/§>>0 (3)

Los tres factores de la desigualdad (3) plantean cuatro escenarios.

Q Caso—2z>0 N z—-1—-v3>0 N z—1++v3>0, que
arroja las soluciones

£L'>1—\/§

donde no existe interseccion de los tres intervalos.

0>z x>1+\/§

d Caso —z >0 N z—-1—-vV3<0 N z—1++v3<0,

dando las soluciones

m<1—\/§

donde la interseccion de las tres soluciones resulta en el inter-

valo z < 1 — /3.

0>z x<1+\/§

d Caso —x <0 N z—-1—-v3<0 N z—1++v3>0,
cuyas soluciones son

O<z a:<1—|—\/§ x>1—\/§

con una interseccién en el intervalo 0 < z < 1+ /3.

a Caso —z<0 N x—-1—+v/3>0 N :U—1+\/§<O,en
el que las soluciones son

0<ux r>1+V3 r<1-—+3

mas no existe interseccion.
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Asi, a partir de la derivada positiva la funcién crece en el intervalo

r<1-—+3 U 0O<z<1+V3

Debido a que la funcién f (z) es el producto de funciones exponen-
ciales y polinémicas entonces es continua en todo su dominio. Por lo
tanto, el intervalo donde la funcién decrece es el complementario al
intervalo donde crece:

1-V3<2<0 U 1+V3<uz

No se incluyen los valores 1 — /3, 0y 1+ /3, pues éstos anularfan a
la derivada. En la figura 2 se ilustra la grafica de la funcién con los
intervalos de crecimiento y decrecimiento.

ATy :
e—>]
| i Decrece
I I
I ]
i 9|  Crece |
I I
I I
| |
I I
+ L 4 : 4 :B
-2 [ 2 4
| |
v <0 f' %0
=2 |
i i
| |
Figura 2

2. Valores Estables: Maximos y Minimos

De acuerdo con el teorema de WeierstraBen un intervalo [a, b] del do-
minio de una funcién derivable f (x) existen los valores maximo M y
minimo m absolutos. Al tomar el dominio completo, M y m se con-

vierten en relativos pues pueden existir valores mayores o menores
fuera de [a, b]. Por lo tanto, el valor del dominio donde existen valores
maximos o minimos pueden estudiarse en un entorno a él.

Sea f (x) una funcion derivable en todo su dominio. El valor M maxi-
mo se encuentra en zg si en el entorno |x — xg| < 0 se satisaface

f(x) < f(rp)

En cambio, si para xg en el entorno |z —xg| < § existe un valor
minimo m entonces

fx) > f(zp)

Ahora puede considerarse el siguien-
te escenario: a partir de x = a f cre-
ce indicando que la derivada es po-
sitiva; a continuacién existe un va-
lor donde el signo de la derivada
cambia de positivo a negativo, in-
dicando decrecimiento, para llegar a
x = b. Esto involucra al teorema de

Rolle, ya que el crecimiento y pos- 5 /,1 1}
terior decrecimiento es muestra que C‘/ece Decrece | Crece
f (a) = f (b) en algiin momento, por

lo que existe un valor = ¢ donde
f'(¢) = 0, como se ilustra en la fi-
gura 3. Este elemento c es el lugar
donde la derivada cambia de signo.

Figura 3. El cambio de signo de
la derivada se da en f’'(z) = 0,
lugar del punto estable.

Como se menciond en la interpretacion geométrica de los teoremas
de Rolle y Weierstra$, el valor donde f’(c) = 0 es donde se tiene
un valor maximo o minimo. Mediante los intervalos de crecimiento y
decrecimiento, el comportamiento de f se describe con dos casos:
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Q  crece, llega a un valor alto (maximo) y después decrece.
Q  decrece, llega a un valor bajo (minimo) y después crece.

Este comportamiento muestra que al crecimiento de una funcion le si-
gue un maximo y después decrecimiento, y viceversa para el minimo.
Ademas, los maximos o minimos son los lugares donde hay paso de
aumento a disminucion en la funcién y justo en dicho lugar no exis-
te cambio en la funcién pues la derivada es nula. Por esta situacion
a los maximos y minimos se les conoce como puntos estables y para
identificarlos se utiliza el signo de la primera derivada de la funcién.

Sea f (x) una funcién derivable en todo su dominio. Un punto esta-
ble (zg, f (zg)) de la grafica de f es aquél en el cual f' (xg) = 0. Los
puntos estables se clasifican segin el criterio de la primera derivada:

Q sif/(x) > 0 antes de zg, entonces f (rg) es maximo.
Q i f'(z) <0 antes de zg, entonces f (xg) es minimo.

Ejemplo. Sea la funcion

22 -2z +1
) =
/(@) r+1
Obtenga:
a. Los valores de x donde existen puntos estables.
b.  Los intervalos donde la funcion crece y decrece.
c. la naturaleza de los puntos estables.

Para comenzar se calcula la derivada de la funcién:

_x2—2a:+1

/(@) z+1

24+ 2x—3

f(x) = (m—|—1)2

Al igualarla a 0 se tienen los valores de x donde hay puntos estables:

0=f"(x)
_x2+2x—3
 (z+1)?
=2>+2x—3

r=-3

r=1

0=(x+3)(z—1) = {

Para los intervalos de crecimiento se debe resolver la desigualdad

(x+3)(x—1)>0

Caso 1:
z+3>0 N r—1>0
> -3 z>1
La interseccién se da en x > 1.
Caso 2:
r+3<0 N r—1<0
< -3 r <1

La interseccién se da en z < —3.

Los intervalos de crecimiento de la funcién son z < =3y 1 < x.
En consecuencia los intervalos de decrecimiento son —3 <z < —1y
—1 < x < 1, pues la funcién no estd definida en x = —1.
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Por tltimo, después de crecer en x < —3 viene un decrecimiento, por
lo tanto en x = —3 hay un méaximo. Como en —1 < x < 1 la funcién
decrece, entonces en x = 1 hay un minimo. En la figura 4 se muestra
la gréfica de la funcién con sus valores estables y sus intervalos de
crecimiento y decrecimiento.

r=-3

M|

‘ —— Crece —— Decrece

Figura 4
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1. Ciriterio de la Segunda Derivada

El criterio de la primera derivada para clasificar puntos estables es muy
potente pues permite identificar el comportamiento casi completo de
la funcién. Sin embargo, no es muy eficiente debido a la complejidad
de resolver desigualdades.

Otro método para determinacion de la naturaleza de los puntos esta-
bles incluye a la segunda derivada. Una funcién f (x) derivable en [a, b]
posee una funcién derivada f’(x) = g (x), y puede asumirse que en
rg existe un punto estable, tal que a < zg < b. Tomando el intervalo
la, 2] a g (x) se le aplica el teorema del valor medio del Célculo:

g (xE) —9g (CL) /
o (c) (1)
donde @ < ¢ < xp. Antes de simplificar (1) hay que hacer algunas
especificaciones: la primera es que f’ (z) = g (z) y consecuentemente
f" (z) = ¢’ (x); la segunda viene en el valor xg, donde hay punto es-
table, que provoca f’(xg) = 0; la tercera es que xg —a > 0. Asi, (1)
queda simplificada como

g(xE) _g(a) g/ (C)

f,(mngE):gl(a) :f//(c)
—f'(a) = f"(c) (xp —a) (2)

Como zg — a > 0, el signo de f” (¢) depende del signo de f’ (a):

Q  sif'(a) >0, (2) sesatisface con f” (¢) < 0. Como f’ es positiva,
hay crecimiento en [a,zg| y en 2x debe existir un méaximo.

Q  sif'(a) <0, (2) sesatisface con f” (¢) > 0. Como f’ es negativa,
hay decrecimiento en [a,zg| y en xzx debe existir un minimo.

Para corroborar este planteamiento se analiza el intervalo [xg, b] de la
misma forma, pero después del valor estable.

20 =928) _ )
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f1(b) = f"(d) (b — zg) (3)

En esta situacién con b — zg > 0 los casos a analizar para (3) son:

Q  sif'(b) >0, entonces f”(d) > 0. Ahora f’ es positiva en [z, b],
por lo que hay crecimiento y en g debe existir un minimo.

Q  sif/(b) <0, entonces f”(d) < 0. Ahora f’ es negativa en [z g, b,
por lo que hay decrecimiento y en xg debe existir un maximo.

Considerando el intervalo completo [a, b], la segunda deriva es positiva
cuando hay decrecimiento antes de xp seguido de crecimiento (mini-
mo). En el caso que la segunda derivada sea negativa, entonces hay
crecimiento previo a xg y decrecimiento después (méximo). En ambos
casos puede incluirse el valor de xp para evaluar el signo de la segunda
derivada, lo que es conocido como el criterio de la segunda derivada
para maximos y minimos.

Sea f (z) derivable en segundo orden (segunda derivada). Si en =g
existe un punto estable, entonces:

Q  es un minimo si f” (zg) > 0.
Q  esun maximo si f” (zg) < 0.

Si f” (zg) = 0, entonces el criterio no decide.

La razon por la que f”(zg) = 0 no decide la naturaleza del extremo
en rp yace en las igualdades (2) y (3): si f” = 0, entonces f'(a) y
f'(b) serfan nulas y tiene que modificarse el intervalo de aplicacién
del teorema del valor medio. Para evitar dicha situacién se recomien-
da analizar la geometria de la grafica de la funcién a partir del criterio
de la primera derivada.

Ejemplo. Determine, mediante el criterio de la segunda derivada,
la naturaleza de los valores extremos de la funcion

1 1
h(z) :§x3+§$2+1

Se calculan los valores del dominio donde hay puntos estables.

1 1
h(x) :§x3+§x2+1

R (z) =2 + 2

O=z(z+1) = {

r =

r=-—1

Mediante la segunda derivada

B (v) =2* + 2
" () =2z +1
Alevaluaren x =0y x = —1:
" (x) =22z +1 " (x) =2z +1
R (0) =1 h" (-1) = -1

La segunda derivada es positiva para z = Oy se concluye que exis-
te un minimo. Por otro lado, en x = —1 la segunda derivada es
negativa, donde se tiene un maximo.

2. Valores Criticos

Al momento se han conocido y estudiado los valores estables (méaxi-
mo y minimo) que son trascendentes para conocer la variacién de una
funcién. Sin embargo, no son los tinicos tipos de valores importantes
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en las funciones, ya que incluso existen maximos y minimos que no
pueden calcularse mediante la derivada. Incluso, hay tipos de valores
importantes para caracterizar a la funcién que satisfacen f’(x) = 0,
aun cuando no son maximos o minimos pero si estables. En su con-
junto, todos estos tipos de valores se conocen como criticos.

Sea f (x) una funcién cualquiera. Si en f (x) existen valores x¢ € Dy
tales que

f/(l’o)zig

entonces ¢ son conocidos como valores criticos.

f (zc)=0 0

Los valores criticos se clasifican en dos grandes grupos:

Méximos
Minimos
Valores de inflexion

Valores criticos ¢ valores extremos

Ambos tipos pueden encontrarse mediante f’ = 0 o bien f’ = 3. Los
extremos que se han estudiado hasta ahora son los estables, pero tam-
bién pueden localizarse a partir de las funciones donde no existe la
derivada. Se aclara que el criterio de la segunda derivada no es apli-
cable a este tipo de valores extremos, por lo que debe analizarse el
crecimiento y decrecimiento mediante la primera derivada.

Ejemplo. Determine la naturaleza de los valores criticos de la si-
guiente funcion

f(x) =

e(t

Se obtiene la derivada para encontrar los valores criticos.

3:C2
fle) ="
z 2 3/ 92 x
63%— xrce
o) =T
2—3
fw) = s

3 wer

El valor critico que es estable se encuentra en

0=2-3zx
3r =2

2
= -

3

Ahora, la naturaleza del valor critico donde la derivada no existe y
del valor estable se analiza mediante crecimiento y decrecimiento.

2—3x>0
3rer
2 —3x
>0
Jx
Caso 1:
2—3x>0 N Vo >0
2> 3x z >0
2>
- >z
3

La interseccién se tiene en 0 < x < %

Caso 2:

2—3x <0 N




Ing. Aldo Jiménez Arteaga

Célculo y Geometria Analitica - 2020

2 < 3x N x <0
2

- <
3 T

Aqui no existe interseccién. Entonces, la funcién crece en el intervalo
0 2
<zr <=
3

La funcién f posee al conjunto R como dominio, ya que tanto e”
como +/x aceptan cualquier nimero real, por lo que el intervalo de
decrecimiento de la funcién es

r<0 U 2 <z
3
El valor donde la derivada no existe es x = 0; antes de 0 la funcién
decrece y después comienza a crecer; este comportamiento ilustra
que en x = 0 existe un minimo. El valor x = % se encuentra entre
el intervalo de crecimiento y la segunda parte del intervalo de de-
crecimiento, por lo que aqui existe un maximo. La figura 1 indica la

grafica de f (z) donde se observa la descripcién de la funcion.

4ty |
|
31
i
o
i
o
‘M
-1 m 1 2 3
I
| de=g
—— Decrecimiento —— Crecimiento

Figura 1

Hay que poner mucha atencién al dominio de la funcién cuando se
analicen los puntos criticos, ya que es facil confundir que la deriva-
da no exista para valores que no estén presentes en el dominio de la
funcion. Como caso especifico, la funcion

tiene un dominio real donde x # 0. Al derivar h se tiene la funcion

1

h/ (IE) = —;

donde x # 0 y en consecuencia la derivada no existe en ese valor.

Sin embargo, esta funciéon no tiene valores criticos ya que no puede

igualarse a 0 y el valor donde no existe la derivada no pertenece al

dominio. Por esta razon, si existen valores donde la derivada no esta

definida, hay que revisar el dominio de la funcién para verificar si
dichos valores estan o no presentes.
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1. Concavidad de una Funcion

Figura 1. La funcién f crece de
una forma en x < 0 (concavidad

hacia abajo) y de manera com-
pletamente diferente en % <z

(concavidad hacia arriba).

El crecimiento y decrecimiento de
una funcién son caracteristicas im-
prescindibles para conocer la gréfica
de una funcién. Sin embargo no es
suficiente para caracterizar comple-
tamente el cambio de una funcion.

Cuando se habla de crecimiento de
una funcioén no se conoce la direccién
que toma ese cambio. En la figura 1
la funciéon muestra dos intervalos de
crecimiento, no obstante la forma en
la cual la funcion crece es diferente:
en el primer intervalo el crecimien-
to disminuye conforme la funcién se
acerca al maximo, en tanto que en el
segundo intervalo el crecimiento au-

menta conforme se aleja del minimo. La forma en la cual cambia el
cambio en la funcién se conoce como concavidad, y al ser la variacién

de un cambio se calcula mediante la derivada de la derivada.

Sea f (x) una funcién continua y doblemente derivable en un inter-

valo [a, b]. La funcién f presenta:

Q  concavidad hacia arriba si f” (z) > 0.
Q  concavidad hacia abajo si f” (x) < 0.

Puede afirmarse que la concavidad
indica la aceleracion de la funcién,
pues ambas se calculan mediante
la segunda derivada y ambas mi-
den que tan rapido aumenta el cre-
cimiento o decrecimiento. De acuer-
do a la figura 2, conforme la funcién
decrece las pendientes de las rectas
tangentes van aumentando en mag-
nitud; es decir, al avanzar sobre el
eje x la recta tangente pasa de ser
una pendiente negativa a una posi-
tiva y eso se logra al incrementar la

—— Concava abajo | Y /
Céncava arriba

1,,

Figura 2. La concavidad ilustra
el cambio en la pendiente de la
recta tangente a la funcién.
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pendiente (una derivada creciente).

Sabiendo que la pendiente de la recta tangente es m = f’ (), entonces
para analizar su cambio se recurre a su derivada: si la derivada de la
pendiente es positiva, entonces hay crecimiento; en caso contrario hay
decrecimiento.

m=f (z)

m = " () {f” >0, m crece

f" <0, m decrece

El crecimiento en la pendiente m es indicativo que, al decrecer, la
grafica de la funcién adquiere una forma similar a la de un tazén en
su posicion natural, lo que es conocido como cancavidad hacia arriba.
En cambio, cuando la pendiente m decrece (pasa de ser positiva a ne-
gativa) la grafica toma la forma de un tazén boca abajo, siendo ésta
la concavidad hacia abajo.

Ejemplo. Obtenga los intervalos de concavidad para la funcién

h(z) =2+ Jx

Las derivadas sucesivas de la funcion son:

hiz)=a®+ Uz
1

h’($)=2x+m
2

" _ =

' (z) =2 07

Para resolver los intervalos de concavidad hacia arriba se resuelve la
desigualdad siguiente.

2
2 — >0
9/ 25
18V x5 — 2
>0

9V a5
Los intervalos donde esta segunda derivada es positiva se obtienen a
partir de dos casos.

Caso 1:
18V25 — 2> 0 U 9IVad >0
Vad > % Vs >0
x > ! x>0

V729

La interseccién de estas soluciones se obtiene en \5/% < .

Caso 2:
18V25 —2 <0 U 9IVa? <0
Vi < % Vs <0

1

T < z <0

V729

Ahora la interseccién se da en x < 0. Por lo tanto, la funcion es
concava hacia arriba en

U O<zx

1
v/ 729
Como la funcién es continua en todo su dominio, entonces la grafica

es concava hacia abajo en el intervalo complementario a la concavi-
dad hacia arriba.
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<z <0

1
V729
En la figura 3 se muestra la grafica de la funcién con sus respectivos
intervalos de concavidad.

—— Concavidad abajo Concavidad arriba

Figura 3

2. Puntos de Inflexion

Dentro de los valores criticos que se estudiaron anteriormente también
se incluyeron los llamados valores de inflexion. Este tipo de valores son
la frontera entre la concavidad hacia arriba y hacia abajo; en otras
palabras, los valores de inflexion se presentan en los lugares donde el
cambio de la pendiente de la recta tangente a la curva es estable o
bien no existe.

Puede notarse que los valores de inflexion representan los extremos en
la derivada, por lo cual se calculan de la misma forma que los extremos
pero con la segunda derivada.

Sea f (x) una funcién continua. Si en f (z) existen valores x; € Dy
tales que

f"(zr)=0 0 [/ (xr) =4

entonces z; son conocidos como valores de inflexién.

Ahora, los valores criticos pueden definirse como extremos donde la
primera derivada es nula o no existe, y como de inflexién donde la
segunda derivada es nula o no existe.

Hay ocasiones en las cuales puede confundirse un valor extremo con
uno de inflexién, y esto se debe a que tanto la primera y segunda
derivadas son nulas o bien ambas no existen. Para dictaminar la natu-
raleza se recurre al andlisis de crecimiento o concavidad: un valor de
inflexién estd contenido en intervalos de crecimiento o decrecimiento,
en tanto que un valor extremo estd contenido en intervalos de conca-
vidad hacia arriba o hacia abajo.

Ejemplo. Sea la funcion

1 7 1 3 1
> o+ —rt 4 a2’ - —x

() = 500" 10" Tt 10

Obtenga los valores de inflexién de la funcion.

Para los valores de inflexion se aplican las primeras dos derivadas.

1, 7, 1.4 3, 1
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A partir de la segunda derivada se obtienen los valores de inflexion.

2 —Tr* + 4z +12 =
(x—2)(x—6)(x+1)=0
Por lo tanto, el cambio de concavidad se da en los valores © = 2,

xr =06y x = —1. En la figura 4 se muestra la grafica de la funcion
con los respectivos puntos de inflexién y sus intervalos de concavidad.

Cty l

4 |

l l l

21 |
VA 1 | x
—4 [-2 P 4 \ﬁ s/ 10

_1.2 is : |

l l l

| |

r=-1, =2, =6,
—— Concavidad abajo Concavidad arriba

Figura 4
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Los maximos y minimos son cualidades de la variaciéon de funciones
importantes para el planteamiento y resoluciéon de problemas. La na-
turaleza de los extremos permite forzar una situacién particular a
adquirir un valor éptimo a partir de datos de acotacion; este tipo de
problemas se conoce como optimizacion de funciones.

Para establecer un buen planteamiento para la optimizaciéon de un
problema se deben identificar dos datos importantes: la funciéon obje-
tivo a optimizar (funcién a maximizar o minimizar) y un conjunto de
restricciones que limiten al objetivo. El uso de restricciones permite
acotar a la funcién para obtener maximos o minimos absolutos.

Por otro lado, el resultado del problema que se optimiza también res-
tringe los extremos segin la validez de los valores obtenidos. Por ejem-
plo, si se estd optimizando un volumen los extremos deben fijarse a
valores positivos ya que valores nulos o negativos no tendrian sentido
para el problema.

Ejemplo. Se tienen 100 [m] de alambre con el cual se delimitard un
terreno rectangular. ;Cudles deben ser las dimensiones del terreno
para que el area sea maxima?

Las dimensiones del terreno se denotan como b (base) y h (altura).
La funcién objetivo es el area rectangular, ya que debe ser la mayor
posible:

A=bh (1)

La restriccion esta sentada por el perimetro rectangular y que no
puede ser diferente de 100:

100 = 2b + 2 (2)

La restriccién (2) sirve para despejar una variable y sustituirla en
el area (1) y asi tener una funcién en una variable para calcular los
extremos.

100 = 2b 4+ 2h
50—b=nh

=  A(b)=b(50—0b)
A(b) = 50b — b?

Ahora se aplica la primera derivada para cédlculo de extremos.
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A (b) = 50b — b? d(A,B) = \/(:EB - 9UA)2 + (yp — ZJA)2
A’ (b) =50 — 2b D(A,B) = (x5 —x4)* + (yp — ya)*

0=50—2b 9
b o D(z) =2+ (2* - 5)

La derivada de la funcién es
Al sustituir el valor de = en (2) se obtiene y:

D' (z) =2z +2 (2> — 5) (2z)

100 = 2b + 2h
=2(25) +2h Para los valores extremos se resuelve la derivada igualada a cero.
100 — 50 = 2h I 0
25 = h (2) =
2042 (2* —5) (22) =
Por lo tanto, el terreno debe tener una base b = 25 [m] y una altura (22) (1 + 227 — 1()) =
h = 25 [m] para maximizar su drea. (22) (22 — 9) = 0
Ejemplo. Encuentre los puntos sobre la pardbola y = 22 que estén Las soluciones, que representan los valores estables son z = 0, z = \%
més cercanos al punto A (0,5). yx = —%. Al ser tres se deben evaluar en la funcién distancia al
cuadrado para conocer cudles representa minima distancia.
Para z = 0:
Al hablar de lugares mas cercanos se hace referencia a minimizar la ) ,
distancia recta. Por lo tanto, la funcién a optimizar es la distancia D(0) =(0)"+ (0—5)
entre dos puntos: D(0)=25

4(A, B) = /(w5 — 24 + (y5 — ya)’

Aqui se hacen varias aclaraciones. La primera es el punto A (0,5),
que es fijo y una restricciéon. La segunda es el punto B (x,2?), que

pertenece a la parabola para y es la segunda restriccion del proble- D (
ma. La tercera aclaracién es la distancia, pues la raiz complica la
derivada por lo que puede utilizarse la distancia al cuadrado como D ( )
objetivo. Entonces, la funcién a optimizar es
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_ 3.
Para z = 7

Las tres evaluaciones indican la minima distancia se da en x = \%

y T = —\%. Por lo que los puntos méas cercanos a A(0,5) en la

parabola son:
3 9 3 9
B | —, = By | ———, =
1<\/§’2) ' 2( \/5’2>

Ejemplo. Encuentre dos nimeros positivos a y b, cuyo producto es
400, tales que la suma del doble de a y del triple de b es minimo.

Este problema plantea un producto de inicio que es la restriccion:
ab = 400 (3)
El objetivo es la suma minima:
s=2a+3b (4)
De (3) se despeja by se sustituye en (4):

400
n a

b

= s=2a-+3b

o) =243 ()

a

12
s(a):2a+¥

Al derivar se tienen los valores extremos.

1200
=2
s(a) =2a -
1200
s'(a) =2— =
2a% — 1200
0 = 2a% — 1200
1200 = 24

10\/6(1

El primer valor es @ = 10v/6; no se considera la raiz negativa porque
el problema indica que los niimeros son positivos. Al sustituir en (3)
se obtiene el segundo valor:

ab = 400
10v/6b = 400

b=

W
SIE

Por lo tanto, el segundo valor es b = f‘/—%
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1. Segmentos Dirigidos

En Geometria Analitica plana se sa-
be que la distancia entre dos puntos
esta denotada por la expresion

d= \/(ﬁQ —xp)* + (yo — yp)”

donde P (zp,yp) v @ (2g,yqg) son
los puntos involucrados. Los cuadra-
dos dentro de la distancia se obtie-
nen a partir de dos restas: una entre
abscisas y otra entre ordenadas. Ca-
be destacar que esta distancia es una
aplicacion del teorema de Pitdgoras
(figura 1).

Figura 1. La distancia entre dos
puntos es una aplicacién del teo-
rema de Pitdgoras y permite de-

finir al segmento dirigido. Debido a los cuadrados en la distan-

cia, es indistinto que se realice la res-
ta @Q—P o P—(@. Sin embargo, cuan-
do se dota a esta distancia de un sentido es necesario especificar si se

realiza un viaje de P a (), o viceversa. Este nuevo elemento geométrico
se define como segmento dirigido.

Sean los puntos P (zp,yp) v Q (rg,yg)- El segmento dirigido PQ es
el segmento de recta que inicia en P y finaliza en (). Se calcula como
la resta de las coordenadas de () menos las coordenadas de P:

- o — T
PQ=|""¢ P}
“ {?JQ—ZJP

Este segmento posee las caracteristicas de longitud (distancia) y sen-
tido (si la resta se realiza @ — P o P — Q). Geométricamente, se re-
presenta mediante una flecha con base en P y senala hacia (), como
se muestra en la figura 2.

/Q
p PQ

Figura 2
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Los segmentos dirigidos permiten representar a una de las cantidades
mas importantes en la Matemaética: los vectores.

2. Vectores

2.1. Definicién

Usualmente se tiene la nocién que un vector es un elemento con mag-
nitud, direccién y sentido, pero eso es incorrecto ya que esas carac-
teristicas se definen en la Fisica como cantidades vectoriales, cuya re-
presentacion es mediante segmentos dirigidos. La definicién de vector
se menciona a continuacion.

Sea V' un conjunto de elementos. Si en V' se definen

u+v suma de vectores

au multiplicacién de vector por escalar

donde u,v € V y a € R, entonces a los elementos de V' se les llama
vectores.

La definicién matemaética de vector incluye a expresiones como po-
linomios, matrices, funciones, entre otros. En este curso, el término
vector sélo aplicara a las llamadas parejas y ternas ordenadas:

xz
y z

Todos los conceptos que se estudiaran son aplicables a vectores con
dos o tres componentes (excepto el producto cruz que solo es aplicable
a tres componentes), aunque se definan en dos o en tres dimensiones.

La representacion geométrica de un vector se realizard mediante un
segmento dirigido entre dos puntos. Esta representacion indica que los
puntos estédn relacionados con los vectores, de tal forma que pueden
obtenerse puntos a partir de vectores y viceversa.

Ejemplo. Obtenga el vector w que geométricamente es igual al seg-
mento dirigido AB, donde los puntos involucrados son A (—3,1,4) y
B(2,1,0).

El segmento dirigido se obtendré restando coordenada a coordenada.
El punto de inicio es A y el punto final es B:

2 — (—3) 5
AB = 1—-1 = AB=1| 0
0—4 —4

Como w = AB, entonces

5
w = 0
—14

Existe una relacién muy cercana entre punto y vector, ya que las coor-
denadas de un punto ayudan a calcular vectores. Pero los vectores y
los puntos son diferentes; entre sus diferencias se encuentran:

QO  los puntos poseen coordenadas; los vectores componentes.

U un punto carece de dimensiones; los vectores tienen una norma
o médulo.

Q0  un punto es fijo; un vector se mueve libremente.
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0  los puntos se expresan en letras maytsculas junto a sus coor-
denadas, por ejemplo A (—2,1); los vectores se representan con
letras minusculas en negrita e igualadas a una columna que con-

_12 ] Otras nota-

ciones del vector son A = (—2,1) (comun en la Fisica), o bien
a = (—2,1). En este curso no se utilizardan éstas ultimas no-
taciones, pues pueden confundirse con puntos o con el llamado
producto interno.

tiene sus componentes, por ejemplo a = {

U un vector senala a un punto.

El ultimo punto define lo que es un vector de posicion. Todos los pun-
tos poseen un vector de posicion, incluso el origen: O (0,0,0) tiene
como vector de posicion al vector nulo O.

Sea P (z,y,z) un punto en el cubo cartesiano. El vector de posicién
p del punto P se define como el segmento dirigido que parte del
origen O y llega al punto P

x—0
p=|y—0 =  P=|Y
z—0

2.2. Igualdad y Suma de Vectores

Como en muchos elementos matematicos, en los vectores existe la
igualdad. Hay que considerar que al tratarse de columnas, los vec-
tores son un caso especial de las matrices y algebraicamente estan
sujetos a las mismas reglas de igualdad; de esta manera solo pueden
sumarse vectores que tengan la misma cantidad de componentes.

Dos vectores u y v son iguales si, y solo si:
1. tienen el mismo nuimero de componentes, y

2. la componente de u en la posicion n es igual a la componente

de v en la misma posicién n.

De la misma forma que la igualdad, la suma de vectores se realiza
siguiendo las reglas del dlgebra matricial.

(51 U1 .
Sean los vectores u = [ u } y Vv = [ y } La suma vectorial se
2 2

realiza de la siguiente manera:

]l
u+v= +
U9 (%)

_ Uy + Vg
U + Vg

La suma entre vectores puede pre-
sentarse graficamente mediante los
segmentos dirigidos, véase la figura
3. Esta representacion gréafica es la
conocida como el método del para-
lelogramo, donde un segmento diri-
gido se posiciona en el final del otro;
los extremos que quedan libres for-
man el vector suma.

Analiticamente, la suma vectorial
involucra a las componentes. Cun se-
gundo punto @) cuyo vector de posi-
cion es el vector suma: considerando
al punto P (xp,yp), su vector de po-

Figura 3. La suma vectorial con
segmentos dirigidos permite al-
canzar el punto (Q desde el punto
P. Nétese que se trata del méto-
do grafico del paralelogramo.
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sicion es p = { zp ]; definiendo otro punto Q) (zg,yq), su vector de
P

LQ
Yo o
que es el segmento dirigido PQ:

= To — X1
PQ = =
Q=w [?h—lh}

Si ahora se realiza la suma entre p y w

x To—T

yp Yo —yr

YaQ
Por lo tanto, si se suman dos vectores, siendo el primero el vector de
posicién de un punto P, entonces se alcanzara

posicion es q = { } . Entre los dos puntos se calcula el vector w,

q=p+Ww

3. Escalares

3.1. Definicion

En la definicién de vector se establecieron dos operaciones; una de
ellas (la suma) se estudio en la seccién anterior. La segunda operacién
no solo involucra a un vector, también incluye un elemento diferente
al vector que no posee las mismas caracteristicas tanto geométricas
como fisicas, aunque si parte de las algebraicas.

Estos elementos se conocen como escalares; son nimeros o € R que
permiten modificar a los vectores para que se ajusten a las necesidades
algebraicas de problemas geométricos.

Sea V' un conjunto de vectores. La operacion
au YueV

se denonima multiplicacion por un escalar, por lo que al elemento
a € R se le llama escalar. A diferencia del vector el escalar no tiene

representacion grafica, solo modifica el sentido y tamano del vector.

3.2. Multiplicacién por un Escalar

(75} T . .
Sea el vector u = } . La multiplicacién por un escalar se realiza

Uz
al multiplicar el escalar por cada componente:

auy
au =
AU

La multiplicacion por un escalar do-
ta a los vectores de un mecanis-
mo para cambiar su sentido, o bien,
cambiar su longitud para crear los
llamados efectos geométricos; los dos
efectos producidos son:

Q  Escalamiento. Permite cam-
biar la longitud del vector, ya
sea aumentando o disminuyen-
do su tamano.

Figura 4. La multiplicaciéon por
un escalar permite aumentar o
disminuir el tamano del vector,
ademds de permitirles cambiar
su sentido.

Q  Simetria. El producto de un
vector por un numero negativo cambia de signo a cada una de
las componentes y las refleja respecto del punto O (0,0, 0).
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3.3. Combinacion Lineal

Cuando se aplica a los vectores las operaciones conocidas, se gene-
ran nuevos elementos; esta mezcla de vectores utilizando la suma y la
multiplicacion or escalar se conoce como combinacion lineal.

,Vn} v el conjunto de
, @, }. Una combinacién lineal es una ex-

Sean el conjunto de vectores A = {vy,vy,---
escalares B = {ay, o, - -
presién de la forma

a1vy +oagve 4+ -+, Vv, =V

La combinacién lineal es una herramienta poderosa, pues permi-
te plantear las ecuaciones que representan a lugares geométricos.
Ademas, es la generalizacion de la regla del paralelogramo de dos
a n vectores.

Ejemplo. Sean los vectores

3 2 —2
u= 1 , v= |4 |, w = 1
-2 2 3

Exprese a w como combinacién lineal de u y v.

Se plantea la combinacién con los escalares a; y as desconocidos:

a4+ v =w

Al aplicar la multiplicacion por el escalar y la suma

30[1 2042 —2
(051 —+ 40[2 = 1
—20é1 2042 i 3
3aq + 20y |
a1 + 4oy =
—201 + 20z |

La igualdad entre vectores arroja un sistema de ecuaciones lineales,
cuya solucién son los escalares buscados.

3&1 —|—20é2 = -2 1
aq +4ay = 1 ar=—1,a9 = §
—2@1 +2CK2 =
1

La expresién es —u + V=W

Gracias a la combinacion se establecen las propiedades de las opera-
ciones, y con ellas se define al espacio vectorial.

El espacio vectorial es un conjunto de vectores, apoyado por un con-
junto de escalares, donde la adicion vectorial y la multiplicacion por
escalar cumplen las siguientes propiedades:

acucV
(af)u = a(bu)
(4 f)u=au+ fu
a(u+v)=au+av
lu=nu

ut+velV 6.
ut+(v+w)=(u+v)+w 7.
ut+v=v-+u 8.
u+0=u 9.
u+(—u)=0 10.

Uk o=

El vector denotado como 0 se conoce como vector nulo y representa
al vector de posicién del origen.
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1. Norma de un Vector

Un segmento dirigido posee una

magnitud, la cual se calcula median-

te la distancia entre los puntos que
encierran al segmento. Por ejemplo,
) en el plano coordenado xy, para cal-
cular la distancia entre el origen y
el punto P (z,y) se aplica el teore-
ma de Pitagoras en su forma de la
distancia entre puntos:

Figura 1. La distancia entre el
inicio y final del segmento diri-
gido que representa al vector u
se calcula a partir del teorema de
Pitagoras en tres dimensiones.

r= e =07 + (-0
= VET P

Al trasladar la distancia a tres di-
mensiones se obtiene un triangulo rectangulo cuyos catetos son z y
r = /2% + y?, como se muestra en la figura 1. De esta manera la
magnitud del segmento entre el origen y un punto U (x,y, z) se calcu-

la como:

d=r?+z?
2
(x/:zc2 ~|—y2) + 22
= Va2 +y? + 22

Esta magnitud trasladada al concepto algebraico de vector se conoce
como norma o maédulo.

x
La magnitud del vector u = | y

z
como norma del vector, y se calcula como

[l = vVa? + y* + 22

, denotada como ||u|, se conoce

La norma de un vector interviene en varias propiedades geométricas
de los vectores: vectores unitarios, angulo entre vectores o productos
escalar y vectorial.

La norma vectorial es la manera general de definir una magnitud. El
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teorema de Pitagoras es una aplicacién de la norma a la Geometria
Euclideana y a la Trigonometria; por ello, todo conjunto de vectores
que posea una norma definida se le llama espacio vectorial euclideano.

-3
Ejemplo. Calcule la magnitud del vector u = 1
4

Al elevar al cuadrado cada componente, sumar y tomar la raiz cua-
drada se obtiene la norma:

lull = /(=3)” + (1)° + (2
Y T
Jul| = V26

2. Vector Unitario

De especial importancia son los llamados vectores unitarios. Este ti-
po de vectores permiten simplificar situaciones geométricas, forman lo
que en Calculo Vectorial se conoceran como el triedro movil de la Geo-
metria Diferencial, y la base unitaria de los sistemas de coordenadas
curvilineos.

Sea un vector cuya magnitud es igual a 1. Dicho vector, que se de-
notara como 1, se conoce como unitario, donde

[afl =1

Encontrar un vector unitario puede parecer una tarea ardua, ya que al
existir una infinidad de vectores existe infinidad de magnitudes. Pero,
a partir de cualquier vector puede obtenerse un vector unitario.

x
Considerando al vector u= | y
z

Jul] = Va2 +y? + 22 (1)

Para que u sea unitario, su norma es 1; al dividir (1) entre si misma,

Jul| = Va2 +y? + 22
- Vat+y?+ 22
Va4 y? + 22

Por édlgebra de exponentes y fracciones,

2+ 4 22
Y S
x? 4+ y? + 22

LU2 y2 22
= —- -
x2+y2+22 x2+y2_|_22 x2+y2+22

2

Su norma €s

2 2

x Y z

/[E2+y2+22 /x2+y2+22 /x2+y2+22

Por la definicién de norma, cada componente del vector esta elevada
al cuadrado; por lo tanto, el vector unitario tendra cada una de sus
componentes de u dividida entre su propia norma.

1 X

Yy
Vai+yr+22 |

u=

Se concluye que para obtener un vector unitario se debe dividir cual-
quier vector entre su norma.
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Sea un vector u de magnitud mayor a 0. Para obtener un vector
unitario a partir de u, éste debe dividirse entre su norma:

. 1
a=—nu

[l

Este proceso se conoce como normalizar, y se dice que el vector u ha
sido normalizado.

Geométricamente, los vectores unitarios siempre definen una circun-
ferencia o una esfera de radio unitario, dependiendo de la dimensién
del vector (circunferencia en dimensién dos, esfera en dimension tres).

Ejemplo. Calcule el vector unitario de

-7

y muéstre que v se encuentra en una circunferencia de radio 1.

La norma de v es
VI =37+ () = VD
El vector unitario en la direccion de v es
. 1 -3
=m0
Ahora, considerando la ecuacién de una circunferencia de radio 1,

x2+y2:1

y sustituyendo las componentes de ¥ en la ecuacion,

3\ 1)’
() () -
10 10
9 N 1
10 10
se observa que se satisface. Efectivamente, el vector ¥ esta sobre la
circunferencia unitaria, como se ilustra en la figura 2.

Figura 2

3. Cosenos Directores

Ya que un vector se representa con un segmento dirigido de recta,
forma angulos con cada uno de los ejes coordenados, como lo muestra
la figura 3. Estos angulos indican la direcciéon del vector respecto del
sistema coordenado, que en general sera el sistema cartesiano zy.

Cada componente de un vector es la distancia que lo separa del ori-
gen sobre un eje coordenado en particular; es decir, si se considera al
vector como una hipotenusa, las componentes son los catetos en cada
una de las direcciones de los ejes coordenados (véase la figura 3).
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Mediante trigonometria, se puede
calcular cada angulo con base en el
coseno: cada componente entre la
longitud del vector es la definicién

3 de la razén trigonométrica coseno.
Y

con norma |[ul|, el &ngulo que forma
con el eje x se calcula como

T
Q. — arccos ,—-

|

|

|

|

|

|

|

|

|

! . T
| Considerando al vector u =
|

|

|

|

|

|

|

|

|

l

e [[u]]

El angulo formado se conoce como
angulo director, en tanto que el co-
seno se llama coseno director. Para
cada componente de un vector, ya
sea en el plano o en el espacio, exis-
te un angulo y un coseno director.

Figura 3. Las componentes de
un vector son los catetos de un
tridngulo rectangulo, por lo que
el vector forma angulos con sen-
dos ejes coordenados.

x
Seau = |y
z

un vector con norma |lul|. Sus dngulos directores
son:

U «a, medido desde la parte positiva del eje x hasta u.

Q [, medido desde la parte positiva del eje y hasta u.

U v, medido desde la parte positiva del eje z hasta u.

Cada angulo posee su propio coseno director calculado como

x Yy z

cosa = —, cosff = ——, cosy = ——
[[all [[all [[all

Notese que cada una de las componentes de un vector unitario @ coin-
cide con los cosenos directores del vector u; esto se debe a que ambos
poseen la misma direccion.

4. Base Canonica

De entre los vectores unitarios, son de especial interés aquéllos que van
en la direccién de los ejes coordenados. Cada eje coordenado sigue una
direccion establecida y por lo tanto, es susceptible de tener un vector
unitario; este vector se conoce como vector candnico.

Sean los ejes coordenados del sistema de coordenadas cartesianas.
Los vectores candnicos son vectores unitarios, perpendiculares entre
si, que tienen direccion y sentido hacia la parte positiva de cada uno
de los ejes coordenados. Dichos vectores son:
T

Q i= | 0 |, en direccion del eje z.

0

0
O j= | 1], en direccion del eje y.

0
U k=] 0 [, en direccién del eje z.

1

A menudo, los vectores candnicos se llaman base candnica y pueden
agruparse en el conjunto B = {i,j, R} Este término es muy utiliza-
do en Algebra Lineal, pero también puede aplicarse a la Geometria

Analitica. El término canénico quiere decir que al tomar los tres vec-
tores juntos se obtiene la matriz identidad, que es la matriz en forma
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candnica escalonada:

~
I
—)
o)
=
—_
o O =
O = O
— O O

Mediante combinacién lineal y la base candnica, un vector puede ex-
presarse de manera diferente a una dupla o tripleta ordenada.

x
Sea el vector r = | y |. La expresién de r mediante combinacion

z
lineal de la base candnica es

1 0 0
r=ux +y|l 1| 4+2|0
| 0 0 1
o bien
r = xi+yj + 2k (2)

La expresién (2) se conoce como expresion canénica del vector r.
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1. Producto Escalar

Una de las operaciones especiales con vectores involucra realizar un
producto entre sus componentes, de tal forma que solo se obtenga
un numero unico que es el resultado de realizar dicha operacién bina-
ria. Este producto especial se conoce como producto escalar, producto
punto o producto interior.

x a
Sean los vectores u = | y | y v = | b |. Su producto escalar,
z c

punto o interior se define como

x a
Y b | =xa+yb+ zc
z c

y se denota como u - v.

Una definicién alternativa del producto punto es

lo cual corrobora que los vectores son un tipo especial de matrices, y
que el producto matricial es el resultado de aplicar el producto escalar
varias veces dependiendo de los 6rdenes de las matrices involucradas.

Ejemplo. Determine el valor del producto punto entre los vectores

-3 2
1 y vV = 4
-1 -5

u

Al realizar el producto punto se calcula la suma de los productos de
las componentes de cada vector:

-3 2
u-v=— 1 4
-1 -5
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1 4 1 =(=3)2)+ 1) @)+ (=1)(=5)

= —6+4+5
—3

Dentro de la Matematica el producto escalar permite definir muchos
elementos geométricos como la norma, las proyecciones y el concepto
de perpendicularidad.

Por otro lado, también posee propiedades importantes que permiten
justificar el comportamiento de los lugares geométricos y las ecuacio-

nes que los rigen. Las propiedades del producto escalar V u,v,w, «
son:

1. Linealidad

(au)- (v4+w)=a(u-v)+a(u-w)

2. Simetria

3. Positividad

u-u>0 Vu#o0

donde 0 es el vector nulo.

Estas propiedades permiten aplicar el producto escalar a las combi-
naciones lineales, e incluso redefinir la norma vectorial. Bajo la posi-

x
tividad, la norma de un vector u= | y
z

[ufl = Vu-u

La norma y las combinaciones lineales no son la tnica aplicacién del
producto escalar.

se define como

2. Angulo entre Vectores

Considerando un tridngulo cualquie-
ra, como el mostrado en la figura
1, es posible determinar el angulo
que forman dos de sus lados cuan-
do estan definidos por vectores.

Para determinar el dngulo ¢ entre
dos vectores u y v se partira de la
suma vectorial en la cual

vV+w=u

w=u-—vV (1)

Figura 1. Para calcular el angulo
entre los vectores u y v se hace
uso de la suma vectorial y de la
ley del coseno.

El dngulo esta entre los lados cono-
cidos, por lo que se aplica la ley del
coseno, donde las longitudes de los
lados son las normas de cada vector:

2 2 2
[wl™ = llafl” + Iv]I" = 2[[ul[||v] cos ¢ (2)
Por la expresion (1), la expresién (2) se convierte en

2 2 2
[w =" = J[al]” + [[v[| = 2{[ul[{[v][ cos ¢ (3)
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Debido a que la norma puede expresarse con base en el producto pun-
to, la expresién (3) puede reescribirse y simplificarse. Aplicando las
tres propiedades del producto punto, (3) es:

2 2 2
[a =" = J[ul]” + [[v[|” = 2{[ul[ {[v][ cos ¢
(u—v)-(u—v)=u-u+v-v—-2Jul||vl]cose
u-(u—v)—v-(u—v)=u-u+v-v-—2|ull|v|cosep

u-u—u-v—v-u+v-v=u-u+v-v-—2|ullv]cosy

—2u-v ==2|ul||v] cos
Al despejar el coseno,
u-v
cosp = ————
[all{Iv]

se obtiene una manera de medir el angulo entre vectores.

Sean u y v dos vectores que parten del mismo punto. El angulo ¢
entre ambos se calcula como
u-v

© = arccos
[[ul {]v]]

Puesto que dos vectores pueden formar dos angulos, por convencién
el angulo de menor magnitud es el que se tomard en cuenta.

V3 —-3v/3
yq= -3 |,

1
2V/3 —2v/3

Ejemplo. Dados los vectores p =

calcilese el angulo entre ellos.

El producto punto entre ambos vectores es:

pra=(v3) (-3v3) + (1)(-3) + (2v3) (-2v3)
9-3-12 = -2

Por otro lado, las normas de cada vector son:

Ioll =/ (v3)"+ 7 + (2v3)°
lall = \/(—3\@)2 + (-3 + (—2\/5)2 —~ 43

= 4

Con estos datos, el angulo entre los vectores es

—24

W @ = 150°

@ = arccos

3. Ortogonalidad

Una de las caracteristicas mas importantes del angulo entre vectores
es la ortogonalidad; es decir, el andlisis de los vectores que forman
angulos rectos.

Los vectores u y v son ortogonales (perpendiculares) si

u-v=20

Como el coseno de 90° es igual a 0, eso hace que el producto punto
entre dos vectores sea nulo:

cos90° =0
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u-v
[all vl
u-v=20

Un caso especial de la ortogonalidad es la base candénica B = {i,j, R},

ya que se trata de vectores unitarios que son ortogonales entre si; este
tipo de conjuntos vectoriales se le llama base ortonormal.

—2
Ejemplo. Sea el vector w = 1

5
todos los vectores ortogonales a w.

. Obténgase el conjunto de

Como no se conocen los vectores ortogonales a W, Se asulne un vector

x
genérico x = | y | y se aplica la condiciéon de ortogonalidad:
z
w-x=0
-2 x
1 y | =
5 z
—2x4+y+52=0

De esta ecuacion se despeja y y se sustituye en el vector x, resultando
el conjunto de vectores ortogonales buscado:

T
W = 2r — bz
z

r,z € R

En la figura 2 se muestra la situacién geométrica del vector w junto
con sus vectores ortogonales.

Figura 2. El conjunto de vectores ortogonales a w yace sobre un plano, conocido

como plano normal a w.

La ortogonalidad es parte importante de la definicién para la ecuacién
cartesiana del plano, la cual se estudiara a fondo mas adelante en el
curso.
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El producto escalar es una herramienta que permite hacer mediciones
entre vectores: distancias, dngulos y orientaciones. Otra herramienta
fundamental, debidas al producto escalar, es la proyeccion.

1. Componente o Proyecciéon Vectorial

Por suma de vectores mostrada en

la figura 1, un vector u puede expre-

sarse como p +d, donde mathbfp es

la proyeccién de u sobre la direccién

de v y d es un vector perpendicular
u a v; es decir,

v u=p-+d (1)

Como p se encuentra en la misma

direccién que v se reescribe como
Figura 1. El cateto p del triangu-
lo rectangulo es la proyeccién de
u en la direccion de v.

p=kv (2)

Sustituyendo (2) en (1),
u=*kv+d (3)

Recordando que los vectores v y d son perpendiculares, entonces
v -d = 0. Al aplicar el producto punto con v a ambos lados de (3),

u-v=kv-v+d-v

u-v==kKtkv-v
por lo que puede despejarse k y obtener el calculo de la proyeccién p:

= =
< <
I

kv-v
k

<
<

que al sustituirse en (2), devuelve la proyeccién de u en la direccién
de v; es decir
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La proyeccion del vector u en la direccién del vector v se conoce
como componente vectorial, y se calcula como
u-v

CompVect,u = —v
V-V

Otras formas de expresar a la componente vectorial son

u-v,

—V
vl

CompVect,u=(u-v)v

CompVect, u =

Notese que al proyectar sobre un vector unitario, el cociente de la
proyeccion tendra denominador unitario, al tratarse de la norma del
vector sobre el cual se proyecta.

La componente vectorial permite conocer la accién de un vector u
sobre otro vector v; es decir, la influencia de u en la direcciéon de v se
mide mediante la componente vectorial.

Ejemplo. Sea el paralelogramo mostrado en la figura2.

C

Figura 2

4 2 1 =
CalculeelpuntoEsiC(agg))u: {4} YVZE{ 1].

Para encontrar el punto E, se planteara vectorialmente la estructura
del paralelogramo:

1. A partir del punto A el vector u recorre la base del paralelo-
gramo, mientras que v es el vector que va desde A hasta C.

2. La figura 2 muestra que el segmento que corre desde E hasta
C' es perpendicular a u; entonces, AACFE es rectangulo.

3. Al redibujar el paralelogramo con vectores (véase la figura 3),
se concluye que el vector que inicia en A y termina en F es la
componente vectorial de v en la direccién de u.

CompVect,, v

Figura 3

La componente vectorial descrita es:

CompVect, v =
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Ahora, tomando los vectores de posicién de los puntos A, E'y C, y
relacionandolos con el vector v y la componente vectorial calculada
se obtendran las coordenadas de E. Por suma de vectores

a+ CompVect, v =e (4)
at+tv=c (5)

De (5) se despeja a y se sustituye en (4):

at+v=c

a—=—C—V

a+ CompVect, v=-e
¢ — v + CompVect,, v =

sla] -3l ]+ [6]-
JHR

Finalmente, las coordenadas buscadas son (?, %)

2. Componente o Proyecccion Escalar

En la componente vectorial se incluyen las tres caracteristicas del seg-
mento dirigido: magnitud, sentido y direccion. El sentido y la magni-
tud forman una parte de la componente; la direccién otra.

Se comentd que la componente vectorial mide la influencia de un vec-
tor sobre otro. Si se desea medir esa influencia en términos escalares,
entonces es necesario extraer la parte que indica la magnitud y el

sentido en la componente vectorial.

Partiendo de la definicién de componente vectorial,
u-v
CompVect, u = ——v
V-V
se puede multiplicar y dividir por la norma del vector v para no afectar
a la componente:
u-viv|
CompVect, u = —+——v 6
PR =y ) R
Por definicién, la norma al cuadrado del vector es ||v||? = v - v, por lo
que la expresion (6) se reescribe como

u-v vl
CompVect, u = —V (7)
VI {vl]

En la expresién (7) aparece la divisién de la norma por si misma; de
esta fraccion el numerador puede asociarse al cociente con el producto
punto y el denominador al vector v; es decir,

(u-v) vl v

(8)

CompVect, u =
Y [vi[z vl
Al simplificar (8) por leyes de exponentes y por la definicién del vec-
tor unitario, se encuentran la parte escalar y la parte vectorial de la
componente vectorial:

CompVect, u = v
v
. u-v .
El cociente W es la parte escalar de la componente vectorial y se
\%

conoce como Componente escalar.

La componente escalar de un vector u en la direccion del vector v es

CompEsc = vy
v
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CompEsc > 0

CompEsc < 0

Figura 4. La componente escalar
serd positiva si los vectores in-
volucrados senalan a direcciones
similares; en cambio, serd nega-
tiva, si los vectores involucrados
senalan en direcciones opuestas.

La componente escalar es la medida
de la influencia de un vector sobre
otro, sin tomar en cuenta la direc-
cion del vector sobre el cual se pro-
yecta. Sin embargo, si toma en cuen-
ta el sentido: si al proyectar el vector
u sobre el vector v la componente
escalar es positiva, significa que am-
bos vectores apuntan hacia direccio-
nes similares; en cambio, si la com-
ponente escalar es negativa, significa
que ambos vectores apuntan en di-
recciones completamente contrarias.
Estos casos geométricos se ilustran
en la figura 4. La tinica manera que
la componente escalar sea nula es
cuando los vectores son ortogonales,
ya que u-v = 0.

en la figura 5.

Ejemplo. Sea el paralelogramo del ejemplo anterior, que se ilustra

Figura 5

Mediante la componente vectorial, calcule la altura h.

Como el vector v y las coordenadas de los puntos C' y E ya se cono-
cen, se puede calcular la componente escalar de v en la direccién del
vector w = EC, que corresponde a la altura h buscada. La compo-
nente también puede calcularse mediante el vector —w = C'E, con
la especificacion que dicho resultado tendra un valor negativo. Para
evitar esta situacion, se puede aplicar el valor absoluto al resultado
de la componente escalar.

h = |CompEscy, v|
Calculando el vector w:
B 1 41 1 13 N } -9
W=sla3 | 5| 11 51 12

Entonces, la altura es

L] —9
i[5 ]
(9 + 216)
5v/81 + 144
225
5v/225
225

5(15)

h=3

La altura del paralelogramo es 3 [u].

En este problema puede argumentarse que mediante la norma de w
se obtiene h; esto es correcto debido a que la componente escalar es
una norma con signo.




1. Producto Cruz

n=uxyv

Figura 1. El producto cruz es una
operacion vectorial binaria cuyo
resultado siempre es un vector
perpendicular.
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El producto escalar asocia dos vec-
tores con un escalar; también sirve
para encontrar vectores perpendicu-
lares entre si, entre otras utilidades.

El producto punto no es la tnica
operacion binaria vectorial denomi-
nada producto; existe un segundo
tipo de producto entre vectores, el
cual arroja un resultado vectorial en
lugar de un escalar. Mds interesante
aun es que dicha operacién asocia,
a cada par de vectores, un resultado
que es ortogonal a los elementos que

se operan mediante este tipo de producto.

Este producto se conoce como producto vectorial o producto cruz y
solo es aplicable a vectores del espacio R?, pues en R? es imposible ob-
tener un vector perpendicular a otros dos estando los tres en el mismo

plano.
U1l U1

Sean los vectores u = U y Vv = Vg pertenecientes al es-
Uus U3

pacio R3. El producto vectorial, o producto cruz, es una funcién
R3 x R3 — R3 tal que

n=uxyv
Ug U3 |2 uy usg | Uy Usg |
— - j+ k
Vg U3 V1 U3 V1 U9

donde n es un vector perpendicular al plano que contiene a los vec-
tores u y v.

Dentro de las propiedades del producto cruz se listan

(uxXV)XwW#ux (vxw)

uUXv=-vxu

Si u x v = 0, entonces los vectores son paralelos.
(u+v)xw=(uxw)+ (vxw)

(I Iy W
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Q ux(vxw)=(u-w)v—(u-v)w

Q Auxv)=(Au)xv=ux(\v)

Q  JJuxv| = [ull||v]sinep, siendo ¢ el dngulo entre los vectores
involucrados.

Q  u(v x w) es el producto mixto, también expresado como [uvw].

Estas propiedades son consecuencia de la naturaleza algebraica del
célculo del producto cruz, ya que éste puede reescribirse como un de-
terminante:

n=uxyv
i j k
= | Uy Uy U3 (1)
V1 V2 Us

Por ejemplo, si se intercambian dos renglones del determinante (1)
su valor cambiara de signo; es justo lo que define la propiedad
u X v =—v x u del producto cruz.

Geométricamente, el producto cruz resulta en un vector perpendicu-
lar, pero el orden en el que se realiza afectara la direccion del resultado.
En consecuencia, es necesario conocer con anticipacion la direccién del
vector resultante del producto cruz, y para ello se establece el sentido
antihorario como positivo. El método para determinar la direccion del
producto cruz se llama método de la mano derecha, ilustrada en la
figura 2, y sigue los siguientes pasos:

1. La mano derecha debe tener los dedos indice a menique exten-
didos hacia el frente; el pulgar debe estar perpendicular al resto
de los dedos (apuntando hacia arriba). El pulgar representa el
resultado de u x v, y los demas dedos representan el vector u.

2. En la posicién descrita en el paso 1, solo es posible girar los cua-
tro dedos juntos en sentido positivo (antihorario), lo cual indica
que u gira hacia v y el vector u x v tiene direccién hacia arriba.

3. Si el giro descrito en el paso 2 no puede realizarse, a menos que
la mano completa se gire para que el pulgar apunte hacia abajo,
entonces v gira hacia el vector u (sentido negativo, horario) y
producto que se realiza es v X u con direccion hacia abajo.

El uso de la regla de la mano derecha
se debe a dos cuestiones principales:
la primera es para determinar si un

uxv
sistema de coordenadas es derecho, ‘

(I —
donde el método de la mano dere- '/f t:/’ :'
cha se usa para saber la direccién \‘a'~ e~
del eje z cuando el eje x gira hacia
el eje y; la segunda es debido al uso ‘\{}V_X/ v
de la mano derecha para determinar
la direcciéon de la corriente eléctri-
ca generada por un campo magnéti-
co, donde la corriente es el pulgar y
la direccion del campo magnético se
senala con el resto de dedos.

Figura 2. La regla de la mano de-
recha indica el sentido del vector
perpendicular resultante de cal-
cular el producto cruz.

-2
Ejemplo. Calcule el producto cruz entre los vectores u = 3 y
2
-3
vV = 1 y muestre que el resultado es un vector perpendicular.
4

El calculo se realiza con el determinante que define el producto cruz:

i j k
uxv=| -2 3 2
-3 1 4
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3 2.
1 4" | =3 4

= (12-2)i—(-8+6)j+(-2+9)k
uxv=10i+2j+ 7k

uXV:‘ J+

N ‘—22

- ‘—23

Al realizar el producto punto entre el resultado y los operandos,

—2 10
3112 | =E=200+6)(2)+ @)
2 7

= —20+6+ 14

=0
-3 10
Lo 2 | =(=3)10)+1)(2)+#)(7)
4 7

= —30+2+28

=0

se corrobora que, efectivamente, hay ortogonalidad entre el plano
formado por u y v y el resultado del producto cruz u x v.

El producto cruz se realiza mediante el calculo de determinantes por
cofactores; este método se formaliza en el curso de Algebra.

2. Area de un Paralelogramo

Considerando un paralelogramo como el mostrado en la figura 3, don-
de dos de sus lados concurrentes son los vectores u y v, el producto

cruz permite determinar su drea. En este analisis se considerard que el
paralelogramo yace sobre uno de los planos coordenados para facilitar
los célculos.

u

Figura 3

Tomando que el paralelogramo se encuentra sobre el plano xy, las
componentes z de los vectores son nulas:

Uy U1
u = U9 s vV = (%)
0 0

El producto cruz entre ambos vectores es

~ ~ ~

i j k
uxv=|u u 0
V1 Vg 0

= (ul?}g — UQ’Ul) R
cuya norma es
ux v = |uivs — ugvi] (2)
Mediante el producto punto, el coseno del dngulo entre los vectores es
u-v

COS P = ———
[[al[ vl
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y mediante la identidad pitagérica fundamental, el angulo ¢ puede
expresarse en términos del seno:

sin? o + cos? p = 1

sin? p =1 — cos? ¢

. 1 u-v 2
S1n = — _—
4 [l V]

2 2 2
_ (7" = (u-v)

2 2
[[al™ vl
2 2 2
PP - )
sinp =
[[af {]v]]
de donde se obtiene la expresion
. 2 2 2
Jall [[v]|sine = \/IIUII v[" = (u-v) (3)

Si se obtiene la expresién (3) mediante las componentes de los vectores
involucrados,

2 2 2 2
VIR IV = () = /(2 + ud) (03 + 02) — gy + upvs)

cuyo desarrollo en su parte derecha es

2,2 4 2202 | 22,2 | 222 2,2 2,2
\/ulvl + uvs + uiv? + usvs — (uivd + 2uiviusve + uZv3)

\/u%v% + uv? + u2v? + udvd — udv? — 2u ViUV — udv?

\/u%vg + u2v? — 2u v Uvy

\/ufvg — 2 (u1v2) (ugvy) + uv?

\/(Ulvz - U2U1)2

[ul[ Iv]lsine = |urvy — ugvy (4)
Puede observarse que las expresiones (2) y (4) son iguales, por lo tanto
[Ju s vl = fful[ |v]}sine ()

De manera geométrica, el significado de la norma del producto cruz
se relaciona con el paralelogramo de la figura 3. Para calcular el area
de un paralelogramo se requiere multiplicar la longitud de la base por
la altura, que en términos de normas es

A= [[u][|[h]

Pero por la definicion del seno de ¢, la altura se reescribe como

sin p = M
90 =

vl
[v][sine = [

Por lo tanto, el area del paralelogramo es
A= |lulff[v]sing (6)

Ahora se observa que las expresiones (5) y (6) son iguales. Se concluye
que el médulo del producto cruz es igual al area de un paralelogramo.

Sea el paralelogramo P cuyos lados son los vectores concurrentes u
y v. La norma del producto cruz entre ambos vectores es

[u v = Jull {[v][sine

y es igual al area de P.
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Ejemplo. ;[Cudl es el area del paralelogramo que tiene vértices en
los puntos A(2,0,—1), B(1,—-1,3) y C(4,3,1)?

Para obtener el area del paralelogramo se obtendran dos vectores
concurrentes, por ejemplo al punto B. Por lo tanto

1
u=a—>b = u= 1
—_4—
S
v=c—b = v = 4
—_2—
Aplicando el producto cruz
ij k o
uxv=|11 —4 = uxv=14i-10j+k
3 4 =2

Finalmente

u x v|| = /196 + 100 + 1

y el drea del paralelogramo es A = 3v/33 [u?].
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1. PI‘O ducto MiXtO llama relaciéon ciclicas:

Una vez conocidos los dos tipos de productos vectoriales, puede in- [uvw] = [vwu] = [wuv]

troducirse el concepto del producto mixto, el cual es una combinacion

del producto punto y el producto cruz.
Ejemplo. Calcule el producto mixto entre los vectores u =

U U1 wh
Sean los vectores u = | uy |, v= | vy VW= | W pertene- _3 _9
. . 3 s . s . s . v=| -3 |yw=]| -2
cientes al espacio R°. El producto mixto o triple producto vectorial es 3 0

una funcion especial que involucra los productos escalar y vectorial

de la siguiente manera:

[uvw] =u- (v x w) El producto mixto de los tres vectores es:

[luvw] = :)Ll :2 53 Lol
n wl 'w2 w3 luvw]=| -3 -3 3
Puesto que se trata de un determinante, cumple con la propiedad del =1 ‘ _;’ 3 ‘ —-1 _g 3 ‘ 49 ‘ _‘;’ _2 ’

cambio de signo en el intercambio de filas; si esta propiedad se aplica
dos veces, el valor del producto mixto no se altera. Esta propiedad se

= (6) = (6) +2(0)
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[uvw] =0

Como u es perpendicular al producto cruz entre v y w, el producto
mixto es 0.

2. Volumen de un Paralelepipedo

El producto mixto estd relacionado con un paralelepipedo como el
mostrado en la figura 1.

Figura 1

Los vectores u, v y w son tres aristas concurrentes a un vértice del
cuerpo geométrico; la altura h del paralelepipedo es perpendicular a
la base. El volumen del paralelepipedo se calcula al multiplicar el area
de la base por la altura; en términos de los vectores por los que esta
formado, el volumen es

V' = ABase HhH <1>

donde el area de la base es el drea de un paralelogramo cuyos lados
son los vectores v y w. De esta manera, el area se calcula mediante el

producto cruz:
ABase - ||V X WH (2)

Como el vector h es perpendicular a la base, entonces uno de sus vec-
tores paralelos puede calcularse mediante el mismo producto cruz que
se utilizo para obtener el valor del area de la base:

n=vVXxXWw (3)

Para calcular la norma exacta del vector h, el vector u se puede pro-
yectar sobre n para tener la altura correcta; como solo se requiere la
magnitud, la proyeccién debe ser la componente escalar, considerando
el valor absoluto para realizar la medicién:

u- |

i

Pero, al sustituir (3) en la componente escalar

[l =

= W]

v w]
Finalmente, se sustituyen (2) y (4) en (1),

V = ABase HhH

Sea el paralelepipedo P cuyas aristas son los vectores concurrentes
u v y w. El volumen de P es el valor absoluto del producto mixto
entre los tres vectores concurrentes:

V = |[uvw]|
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Ejemplo. ;Cual es el volumen del tetraedro cuyos vértices de la Y, finalmente,
base son A (1,1,1), B(1,-2,3) y C(4,3,2), mientras que el punto .
D (—3,2,5) es el vértice superior? V = G (70)

El volumen buscado es 22 [u?].

Se tomard al punto A como concurrente, donde las aristas son los
segmentos dirigidos u = AB, v=AC y w = AD, por lo que

0 3 —4
u=| -3 |, v=1| 2|, W = 1
2 1 4

Como el volumen a calcular es un tetraedro, hay que considerar las
siguientes caracteristicas: el tetraedro es una piramide, y por lo tanto
tiene un volumen que es un tercio del volumen del paralelepipedo; la
base es triangular, por lo que el area de su base es la mitad del area
de la base de un paralelepipedo (un paralelogramo). Se concluye que
el volumen de un tetraedro es

1 1
V:§ u-§(v><w)‘
CJu (v x w)
=—ju-(vxw
6
El producto mixto es
0 -3 2
u-(vxw)=| 3 2 1
—4 1 4
2 1 3 1 3 2
_0‘1 4‘*3 4 4‘*2’—4 1‘
= 3(16) +2(11)
=70
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1. Ecuaciones Paramétricas

Una de las maneras de expresar una funcién es mediante su forma
paramétrica: las variables x v y de la funcién dependen de un tercer
elemento ¢ independiente llamado parametro:

x=x(t)

t € Ds, N Dy,
y=1yl(t) ! !

y=f(v) = f:{

Cuando se habla de situaciones geométricas, la forma paramétrica re-
presenta a la grafica de una funcién, por lo que se trata de una pareja
ordenada. Esta representaciéon de un lugar geométrico (grafica de la
funcién) se conoce como ecuaciones paramétricas de una curva.

Sea C' la curva que representa a la grafica de una funcion f. La forma
paramétrica de f se conoce como las ecuaciones paramétricas de la
curva C'.

Las ecuaciones paramétricas de una curva permiten expresar a un
lugar geométrico a partir de cada una de sus componentes.

Ejemplo. Sea la curva C' cuya ecuacién cartesiana es

r+3
r—1

Obtenga unas ecuaciones paramétricas de C.

Al igual que en las funciones, existen muchas formas de expresar las
ecuaciones paramétricas de una curva cualquiera. Para este caso se
propone que t = x — 1 para obtener las expresiones de x y .

t=x—-1 = r=1t+1

Al sustituir tanto t =z — 1 como z =t + 1 en la ecuacidn cartesiana

de la curva se obtiene la expresion de y:

z+3
r—1
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(t+1)+3
t
t+4

t
—1+4
y= t

Las ecuaciones paramétricas de la curva son:

r=t+1
C: 4
y:1+¥

2. Ecuaciones Vectoriales

Los vectores permiten definir cues-
tiones geométricas como métricas
y orientaciones; también pueden
! senalar el lugar donde se encuentran
! puntos. Esta caracteristica permite

tar realizar el siguiente planteamiento
7 y cuestionamiento: una curva repre-
— senta un conjunto de puntos que va-
ria segin cambia una variable inde-
pendiente; cada punto puede tener
su propio vector de posicién; enton-
ces, jcada vector puede cambiar de
acuerdo a la variable independien-
te como si fuese una funcion? La
respuesta es si; las ecuaciones pa-
ramétricas son el vinculo entre las
ecuaciones cartesianas y los vecto-

o t1g t11

Figura 1. Las ecuaciones vecto-
riales y paramétricas controlan,
mediante ¢, un vector de posicién
para alcanzar todos y cada uno
de los puntos de una curva.

res, tal como se ilustra en la figura 1.

Las ecuaciones paramétricas de una curva plantean a x y y como
dependientes de t. Esta idea permite establecer que las ecuaciones
paramétricas son un par de componentes, las mismas que posee un

vector u = [ g } cualquiera.

Si una curva C' posee ecuaciones paramétricas

x=x(t)

© y=y(t)

éstas pueden sustituirse en el vector u = [ ‘;7 1 :

3]

Asi, se obtiene la ecuacién vectorial de una curva.

Sea C' una curva con ecuaciones paramétricas

La ecuacién vectorial de la curva se obtiene al sustituir las ecuaciones
paramétricas en un vector u genérico:

x(t

y(tg }

La ecuacion vectorial de una curva siempre depende de la parametriza-
cién de la ecuacion cartesiana, por lo que cada conjunto de ecuaciones
paramétricas poseen su respectiva ecuacién vectorial.

C:u=|
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Otra forma de denotar a la ecuacién vectorial de una curva es mediante
la notacién candnica:

~
.

u(t)=a(t)i+y)j

Generalmente, esta forma de expresion se utiliza en Célculo Multiva-
riable para denotar a las funciones vectoriales de variable escalar.

En tres dimensiones las ecuaciones paramétricas y vectoriales se calcu-
lan y expresan de la misma forma que en dos dimensiones; la diferencia
radica en anadir la componente respectiva a z:

~
.

C:u=z®)i+yt)j+z(t)k

Q
<
I
<
U

N
|
N
—
~

Ejemplo. Obtenga la ecuacién vectorial de la curva C' que satisface
las ecuaciones cartesianas

1=
ol { rT+y+z
l=2+4+yz

Este caso toma a una curva en tres dimensiones, por lo que se tienen
dos ecuaciones cartesianas en lugar de una. El proceso para obtener
la ecuacién vectorial es el mismo tanto en dos como en tres dimen-
siones: se despejan z, y v z para que dependan de un solo parametro.

Para despejar, se debe resolver el sistema de ecuaciones

r+y+z=1 (1)
r4+yz=1 (2)

Al despejar z de la ecuacién (2) y sustituirla en (1) se obtiene:

r4+yz=1
r=1-—yz (3)

r+y+z=1

(I-yz)+ty+z=1
—yz+y+2=0 (4)

En la expresion (4) se despeja y para que quede en términos de z:

—yz+y+2=0
y(—z+1)=—=2
B z
1z
z
= 5
y=o7 (5)

Al sustituir la expresién (5) en (3) se tiene a x en términos de z:

r=1—-yz
z
=1- z
z—1
2
z
=1- 6
x o (6)

Las ecuaciones paramétricas se conforman con (5) y (6) tomando a
z como el parametro:

2

z
r=1-—
z—1
C: .z
y—z—l
Z2=2z

En consecuencia, la ecuacién vectorial de la curva es
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La forma de calcular la ecuacién vectorial de un lugar geométrico de-
pende de la parametrizacién. En el ejemplo anterior se pudo utilizar a
Yy 0 a x como parametros; las ecuaciones resultantes representan a la
misma curva C', aunque su ecuacion vectorial tendria diferente forma.

3. Ecuacion Vectorial de las Cénicas

Para cada una de las conicas se puede obtener las respectivas ecuacio-
nes vectoriales. La parametrizacién ya conocida de la circunferencia y
la elipse son generales, y puede decirse que son estandar. En cambio,
la parametrizacion de la parabola y de la hipérbola puede cambiar y
acoplarse a las necesidades del lugar geométrico estudiado.

Sea C' una elipse con centro C' (h, k) y semiejes a y b. Las ecuaciones
paramétricas y vectorial de la elipse son, respectivamente:

=h+ t

y=k+bsint
C:u=(h+acost)i+ (k+bsint)j

Si C es una circunferencia con centro en C (h, k) y radio r, entonces
las ecuaciones del lugar geométrico son:

r=h+rcost
: { teR

y==k+rsint

C:u= (h+rcost)i+ (k+rsint)]

Las ecuaciones paramétricas y vectoriales de la pardbola y la hipérbola
pueden presentarse en diferentes formas: con funciones trigonométri-
cas, hiperbdlicas, polindmicas, racionales o irracionales.

Sea C' una hipérbola con centro C (h, k) y semiejes a y b. C' puede
parametrizarse en términos de las funciones trigonométricas secante
y tangente:

=h+ t 1
C: ‘ ee t#|n—=|mteRneZ
y=k+btant 2

También puede parametrizarse con las funciones hiperbélicas seno y
COSeno:

x=h=xacosht
C: teR

y =k + bsinht

Incluso puede parametrizarse mediante funciones racionales:

t#0,teR

Je=h+g5+5t
Cy=k+2-U

La parametrizaciéon preferida depende del problema en cuestién, aun-
que se prefiere aquélla que exprese a la curva con el menor nimero de
ecuaciones (dos, una para x y una y) y el menor nimero de valores
excluidos en el dominio. En la hipérbola se han descrito tres formas
de parametrizaciéon, de las cuales la tercera es la que mejor se ajusta a
las caracteristicas mencionadas. Incluso, pensando en la utilidad de la
parametrizaciéon en el Calculo Multivariable, la tercera forma para la
hipérbola es muy ttil para calcular derivadas vectoriales a diferencia
de las dos primeras estructuras.

El caso de la pardbola es un tanto méas escabroso ya que, al ser una
curva que presenta linealidad con una de sus variables, ésta puede pa-
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rametrizarse con mayor eficiencia y un dominio que cubra a todo el
conjunto de los ntimeros reales.

4. Conversion de Ecuaciones Paramétri-
cas a Cartesianas

La transformacion de una ecuacion cartesiana a parametricas puede
revertirse. Dado que x y y dependen de una variable ¢, ésta puede ser
despejada para recuperar la expresion de y en términos de x, indepen-
dientemente de la parametrizacién que se tenga de una curva.

Ejemplo. Sea la cénica C, representada por la ecuacion vectorial

u= (2 =3)i+ (2 +1)j

Determine el tipo de conica del cual se trata.

Para caracterizar a la cénica se requiere eliminar el parametro de la
ecuacion vectorial. Para ello se utilizan las ecuaciones paramétricas:

r=1*-3
y=2t+1

De la ecuacion en y se despeja t y se sustituye en x:

y=2t+1
y—1=2t
1
Sly—1)=t

2

r=1"-3
1 2
— S (y—1°-3
-1
1 2
3= (y—1
T+ 4(y )

Se dictamina que la cénica C' es una parabola con vértice en C' (—3, 1)
y distancia focal a = 1 paralela al eje x.




| /
RECTA Y

0 s
PLANO as

5
L —5
, B 5 "
CALCULO

Y GEOMETRIA
ANALITICA



Calculo y Geometria Analitica
Lectura 42: La Recta y sus Ecuaciones

Ing. Aldo Jiménez Arteaga

Julio de 2020, Rev. Enero 2021

1. Definicion de Recta

Figura 1. Una sucesién de pun-
tos que posee una direccién es
una recta; la direccién la define
un segmento dirigido.

El punto es el lugar geométrico mas
simple ya que carece de dimensiones.
Cuando se aumenta a una dimension
se habla de una sucesién de puntos
que lleva una direccion. Esta idea de-
fine a los lugares geométrico de di-
mensién uno, y presenta dos escena-
rios: que al recorrer la sucesion exis-
te un cambio de direccion, o que el
recorrido se haga con direccion cons-
tante. El primer escenario se conoce
como curva, el segundo caso es la lla-
mada recta.

A pesar que existen varias definicio-
nes de recta, se considerara la si-

guiente como estandar para el resto del curso.

Una recta es el lugar geométrico de la sucesion de puntos que en
todo momento estd orientada en una direccién constante.

En la figura 1 se observa que el conjunto de puntos mostrado siempre
sigue una direccion estipulada. Esta caracteristica define a una recta
de manera geométrica a partir de un punto y un segmento dirigido.

2. Ecuacion Vectorial de la Recta

Como se mencion6 anteriormente, los puntos de una recta son orien-
tados en una direccién especifica y constante, especificada por un seg-
mento dirigido.

Tomando un punto inicial P de la recta, éste posee su respectivo vec-
tor de posiciéon p, y como el segmento dirigido que dirige a la recta
es otro vector u, entonces se puede realizar la suma entre ambos para
obtener un tercer vector q, el cual senala a un punto Q);:

qQ=p+tu (1)
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Este proceso se puede realizar para obtener otro punto ()2 de la recta.
Sin embargo para que (), sea diferente de ()7 se utilizara a este ultimo
como nuevo punto inicial:

Q2 =q; +u (2)

Este proceso se realiza reiterada-
mente, para nuevos puntos de la rec-
ta (U3, (4, y asi sucesivamente has-
ta Q;_1 v ;. Estos nuevos puntos
se obtienen mediante las siguientes
combinaciones lineales:

Q3 =92 +tu (3)

Q-1 =Q—2tu (t-1)
Figura 2. Cada punto de una rec- QG =q_1+u (t)
ta puede alcanzarse mediante el
segmento director que la orienta

y un punto base.

Para generalizar este proceso itera-
tivo, hay que contemplar todas las
ecuaciones anteriores y realizar sus-
tituciones sucesivas. Por ejemplo, (1) se sustituye en (2), mientras que
(2) se sustituye en (3), y asi sucesivamente hasta llegar a (t-1) en (t):

g2 =q: +u

=(P+u+u =  g@=p+2u
3 =9qz2+u

=(p+2u)+u — q; =p+3q

qi-1 = Qgi—2 + U
=pP+({t—-—1)u)+u —

qt =qi—1 +u
=(p+({t—1)u)+u —

q1=p+({t—-1)u

q: = p+tu

La combinacién lineal obtenida al final de las sustituciones sucesivas
permite calcular cualquier punto de la recta, a partir de p y de asig-
nar valores arbitrarios a t € R para multiplicar a u. La expresion se
conoce como la ecuacién vectorial de la recta.

Sea L una recta orientada por el vector u y que contiene al punto
conocido P. La ecuacién vectorial de L es la combinacion lineal

L: q=p-+tu

donde q es el vector de posicién de cualquier punto @) de la recta, p
es el vector de posicién del punto P conocido, t € R es un pardametro
libre y a u se le conoce como vector director de L.

Para calcular la ecuacion vectorial de una recta se debe satisfacerse
uno de los siguiente escenarios:

O  conocer un punto de la recta y el vector director de la recta.

U conocer dos puntos de la recta.

Q0  conocer un punto y la orientacién de la recta respecto de ejes o
planos coordenados, otras rectas, o puntos.

Ejemplo. Sea R la recta que contiene al punto A (—2,3,1). R for-
ma 30° con la parte positiva del eje z y estd contenida en un plano
paralelo al plano xz. Obtenga la ecuacion vectorial de R.

Para obtener la ecuacién de la recta, ya se tiene el punto base de ella.
Por otro lado, el vector director debe cumplir con la condicién de ser
paralelo al plano zz; esta caracteristica indica que la componente y
es nula, por lo que el vector director posee componentes en x y z.

Por el angulo que forma la recta con la parte positiva del eje z, es
conveniente utilizar un vector unitario como director.
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o>
I
[a)

COS

COS Y

COS &

cos 30°

Para calcular la componente en x se hace uso de la norma unitaria:

[all =1
Veos? a + cos?230° = 1

cosla+ = =

4

COS2 a =

B~ =

1
cosaq = +—
2

Se obtienen dos valores el vector unitario:

1 -1

Las ecuaciones vectoriales de las rectas que cumplen con las carac-
teristicas descritas son:

La figura 3 muestra la geometria de las dos rectas.

Figura 3

Se debe aclarar que la ecuacion vectorial de una recta L no es tnica,
ya que el punto base puede ser cualquiera que pertenezca a L y el
vector director puede tener magnitud arbitraria.

3. Ecuaciones Paramétricas de la Recta

En la ecuaciéon vectorial de la recta se ha introducido un parametro ¢
que sirve para controlar el recorrido de la recta: al variar el parametro,
la magnitud del vector director cambia y se alcanza diversos puntos.

Lo que sucede con el parametro de la ecuacion de la recta, es el mismo
fenémeno que se estudio con la parametrizacién de funciones y curvas.
Esto indica que la recta también tiene una representaciéon mediante
ecuaciones parameétricas.
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Todo punto P que pertenezca a una recta L tiene vector de posicion

b1
P=| P2 (4)
Ps3

El vector director también puede expresarse en términos de sus com-
ponentes:

Uy
u = U2 (5)
Uus

Para que un punto Q (z,vy,z) pertenezca a L, su vector de posicién
debe satisfacer la ecuacion vectorial

L: q=p+tu (6)
Al sustituir (4) y (5) en (6) se realiza una igualdad entre vectores:

L: g=p-+tu
[ 1 Uy
= | p2 | +1 | u
| P3 | U3
x _pl—l—tul_
D2 + tus
z | p3 +tug |

T = p; + tug
= L: Qy=mpy+tus
z =p3+tus

Se observa que la igualdad entre vectores arroja a cada componente
de q como funcién del parametro de control de la ecuacién vectorial;
es decir, cada componente z, y y z es funcion de t € R, por lo que se
tienen las ecuaciones paramétricas de la recta L.

Uy
Sea L una recta, cuyo vector director es u = | us

us
al punto P (p1,p2, ps3). Las ecuaciones paramétricas de L se definen
como

y que contiene

T = p; + tug
L: Sy=py+tuy teR
z = p3 + tus

Debido a que una misma recta L tiene una infinidad de ecuaciones
vectoriales, también también tendra una infinidad de ecuaciones pa-
ramétricas, debido a que éstas ultimas siempre estaran ligadas a las
primeras.

Ejemplo. Sea L la recta que se forma al intersecar las superficies
S1 y S, cuyas ecuaciones respectivas son:
S x+4+2y—32=1 Se: 2 —y+2=0

Obtenga las ecuaciones cartesianas de L.

Como L es resultado de la interseccion de Sy y S, v las superficies
se definen mediante ecuaciones lineales, la interseccién se logra al
resolver ambas ecuaciones simultaneamente; se recurrira al escalona-
miento para resolver el sistema.

r 42y -3z =1 1 2 31

2 =y 4z = 0 {2—110}

1 2 =31 1 2 -3 1
2 -1 1 0 0 -5 7 =2
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1 2 -3 1 12 -3 1 10 —
0 -5 7 =2 01 -1 2 01 —

El sistema de ecuaciones lineales equivalente es

o o=
1

G ~3 U=

T—=-z=
5

L

y 5 -

Ut Do Ot =

Al despejar x y y de la solucién se obtiene x = % + %z yy = % + %
Puede observarse que tanto x como y dependen del valor de z, por lo
que dichas incégnitas ya se encuentran en forma paramétrica. Para
completar las tres ecuaciones buscadas, se asume que z = z, donde
z € R. Por lo tanto, las ecuaciones paramétricas de la recta son:

x:%+%z
L: yz%%—%z z€eR

Z =2z

La situacion geométrica del problema se muestra en la figura 4.

Figura 4. De las ecuaciones de L se obtiene el punto P (%, %,0) y un vector
director u = %i + 15—43 + 2k con z = 2.
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1. Pertenencia de un Punto a una Recta

Una vez que se ha definido la forma de representar a una recta, tanto
vectorial como paramétricamente, es importante conocer la manera
que se relaciona con su entorno geométrico.

La relacién geométrica més simple se da con entre un punto y una
recta: pertenencia del punto a la recta, distancia de la recta al punto,
y el punto simétrico respecto de la recta.

La primera relacién geométrica se da cuando un punto pertenece a la
recta de estudio.

Sean P un punto y L una recta con ecuacién vectorial r = a + tv.
El punto P pertenece a la recta L si existe t € R, tal que

p=a-+tv

Esto quiere decir que un punto pertenecera a una recta, si el primero
satisface las ecuaciones (vectoriales o paramétricas) de la recta. En
términos algebraicos, se trata de resolver un sistema de ecuaciones

lineales compatible (con solucién).

Ejemplo. Sea la recta

552%1—525
R: y:%—t
z=1-3t

Determine si el punto P (3,0,0) pertenece a R.

Para determinar la pertenencia o no de P a la recta, es util contar
con las ecuaciones paramétricas de R. Esto permitira sustituir las
componentes del vector de posicién del punto en las ecuaciones.

=3
p=13,00] = y=0
z2=10

Por lo tanto, en las ecuaciones paramétricas se obtiene:
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3:%?-& (1)
0=2- 2
— 13t 3)

De (3) se puede despejar el parametro ¢ para conocer su valor:

0=1-3t
3t=1
1
t=-
3

Si el punto P pertenece a la recta, entonces el valor de ¢ encontrado
debe satisfacer a las ecuaciones (1) y (2):

3—14 5t 0—1 t
3 3
14 5 1 1
3=—_—Z= 0=—-——
3 3 3 3
9
3

Se observa que efectivamente las ecuaciones son resultas con ¢t = %,

por lo que se tiene un sistema de ecuaciones lineales compatible de-
terminado. En conclusién, el punto P pertenece a la recta R.

2. Distancia entre Recta y Punto

Se ha conocido la forma de determinar si un punto P pertenece a
una recta. Ahora se analizara el siguiente caso: si el punto P no esta
contenido en una recta, entonces existe una distancia entre ambos.

Se hace hincapié en la siguiente cues-
tién: cuando se habla de distancias
entre elementos geométricos, se ha-
ce referencia a la minima separa-
ciéon entre estos; es decir, se toma
en cuenta la distancia recta que, si-
multaneamente, es perpendicular a
los elementos geométricos involucra-
dos. En la figura 1 se muestra como
la distancia entre un punto y una
recta se mide en la forma descrita.

Figura 1. La distancia entre ele-
mentos hace alusién a la minima
distancia, la cual se mide de ma-
nera perpendicular.

Esto permite establecer que la mini-
ma distancia entre un punto P y una
recta L, siempre se mide a lo largo
de una recta secundaria que es perpendicular a L y que contiene a P.

La distancia entre la recta L y el punto P, fuera de L, es aquélla que
une a ambos elementos de manera perpendicular.

La distancia perpendicular (minima) puede lograrse al considerar el
concepto de componente vectorial o escalar ya que, en esencia, las
proyecciones minimizan las distancias entre elementos geométricos.

Ejemplo. Sean el punto P (3,1,2) y la recta L, cuya ecuacién es
p=(3-6t)i+(—14+3t)j+ (-1+5)k

Obtenga la minima distancia entre Py L.

Se conoce un punto de la recta, A{3,—1,—1}, debido a los términos
independientes de cada componente en la ecuacion vectorial.
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La figura 2 muestra que, con un segmento dirigido entre A y P, se
forma un tridngulo rectangulo, donde un cateto es la distancia.

Figura 2

De acuerdo con la figura 2, el triangulo rectangulo tiene los siguientes
elementos: la hipotenusa es la norma del segmento dirigido u = AP,
uno de los catetos se encuentra sobre la recta, y el segundo cateto
es la distancia que se solicita calcular. Esta situacion geométrica es
la definiciéon de las componentes escalar y vectorial, las cuales pue-
den utilizarse para plantear el teorema de Pitdgoras con todas las
distancias involucradas en el tridngulo rectangulo:

|u||* = d® + |CompEsc; ul|? (4)

La componente escalar sobre la recta L puede realizarse mediante su
vector director que, de acuerdo a la ecuacién vectorial de la recta, es
v = —6i + 3j + Hk.

Por otro lado, el vector u se calcula como

0
p=|2
3

Ahora se calcula la componente escalar:

|CompEsc; u| = |——

(0)(=6)+(2)3) + (3) (5)

V62 + (37 + (5)°
i
V70

|CompEsc; u| =

La norma del vector u es

lull = /(0)% + (2)° + (3
lul| = V13 (6)

Al sustituir (5) y (6) en (4) se despeja y obtiene la distancia.

|u||* = d® + |CompEsc; u|*

324
13=d*+ =
70
162
13— = =d
35
@ = 2
35

2
J23 g
35

Por lo tanto, la distancia existente entre la recta L y el punto P es

d= /22 [ul.
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La componente vectorial puede utilizarse en obtencién de distancia,
mas ain cuando se busca el punto de la recta L més cercano a P.

3. Simétrico Respecto a una Recta

La distancia esta relacionada a la simetria. Cuando se habla del pun-
to simétrico P" del punto P respecto a una recta L, se busca el lugar
geométrico que cumple con las siguientes caracteristicas:

@ P’y P pertenecen a la recta perpendicular a L que la interseca.
Q P’ estd a la misma distancia que P pero en sentido opuesto.

En otras palabras, el simétrico del punto P se obtiene al reflejarlo
perpendicularmente sobre la recta L.

Sean la recta L y un punto P cualquiera fuera de L. El punto P,
simétrico de P respecto de L, es aquél que equidista de L y pertenece
a la recta perpendicular cortante a L a la que también pertenece P.

El calculo de un punto simétrico
respecto de una recta es similar al
calculo de la distancia. En la figura 3
se muestra que alrededor de la recta
L, se forman triangulos rectangulos
congruentes con P y su simétrico P’
como sendos vértices.

De acuerdo a la figura 3 se puede
calcular un vector entre un punto A
de la recta y el punto P. Dicho vec-
tor puede proyectarse sobre la recta,
de la misma forma que se hace para

Figura 3. Puntos simétricos que
forman triangulos rectangulos
como las proyecciones.

conocer la distancia. La diferencia radica que ahora no se buscan mag-
nitudes, sino puntos, por lo que se requiere a la componente vectorial
para realizar los calculos.

En la figura 4 se observa que existe
un vector u entre los puntos A y P,
el cual se proyecta sobre el vector di-
rector v de la recta para obtener a
w; es decir,

w = CompVect, u (7)

En la misma figura 4 se encuentra un
punto B, que es el punto de intersec-
cién entre L y la recta perpendicular
que contiene al punto simétrico P’
B se alcanza mediante la suma vec-
torial de a y w

Figura 4. Con el vector distancia
d y la componente vectorial w se
alcanza el punto simétrico.

b=a+w (8)

Mediante suma vectorial, entre el punto P y el punto B se calcula el
vector distancia d que separa a la recta del punto, tal como lo ilustra
la figura 4.

p=b+d
p-b=d (9)

Al sustituir la ecuacién (8) en la expresién (9) se tiene

p—b=d
p—(a+w)=d (10)

Para alcanzar el punto P’ desde B se deben sumar los vectores —d y
b. Al sustituir (8) y (10), y después (7) se obtiene la expresién para
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calcular el simétrico de un punto.
b=i+j+k =  B(1,1,1)

p=b-d
=(a+w)—(p—(at+w)) Con el punto B conocido, ya pueden calcularse los vectores v (direc-
—=2a+2w —p tor de la recta) y u (de un punto de la recta a P):
p’ = 2a+ 2 CompVect, u — p F 1
Con esta tultima expresién se calcula el simétrico con base en P, Ay v=b-a = V= 1
el vector v mostrados en la figura 4. [ =2
F 4]
Ejemplo. Sea el punto P (—4,1,5). Obtenga el punto simétrico de u=p-—a = u= 1
P respecto de la recta R, la cual contiene a los puntos A (0,0,3) y B, i ]
donde el vector de posicién de B tiene norma |/b|| = /3 y cosenos

directores iguales y positivos. Para la componente vectorial:

—4) (1 1) (1 —2)(2
Comptect, u — AN MM+ (9@)
(17 + (1 + (-2)
Antes de calcular el simétrico se debe obtener el punto B. Para ello, 5 1
hay que considerar la definicion de b en términos de su vector uni- 7% 1
tario: —2
b = |b|| b De esta manera, el simétrico de P, respecto de R, es:

/ JE—
Ahora se considera la caracteristica mencionada del vector unitario: p = 2a+ 2CompVect, u — p

cosenos directores iguales y positivos: 0 5 1 —4
=2|0|—-=| 1 |- 1
1 = \/cos® + cos? § + cos?y 3 31 o 5
= 3cos’ o ) 7
1 r_ 2|
— = cos P =3 8

/3 13

Por lo tanto, el vector de posicion de B es:
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1. Angulo entre Rectas

La geometria alrededor de una recta
L mno solo se involucra con puntos,
otras rectas también intervienen.

La relacién inmediata entre un par
de rectas es angulo entre ellas. Como
cada recta esta dirigida por un vec-
tor, entonces el angulo entre rectas
estd dado por el angulo entre vecto-
res. Pero, las rectas se prolongan a
ambos lados de su direccién, por lo
que se forman dos angulos y solo se
selcciona uno (véase la figura 1).

Figura 1. El angulo entre rectas
es el menor formado al cruce.

Sean L y R dos rectas, cuyos vectores directores son m y n, respec-
tivamente. El dngulo entre ambas rectas se calcula como

< (L, R) = arccos [m - n|

[[m| {jn]]

Como se mencioné anteriormente, a diferencia del angulo entre vecto-
res, entre las rectas se forman dos dngulos, de los cuales solo te toma
en cuenta el menor, como se muestra en la figura 1. Para asegurar esta
caracteristica, se debe tomar en cuenta el valor absoluto del producto
punto entre los vectores directores; esto permite al coseno del angulo
ser positivo y en consecuencia encontrarse entre 0° y 360°.

Ejemplo. Calcule el angulo entre las rectas L y R, tales que la
ecuacion vectorial de L es

1—2t
L:p=] 1—-t
1—t

y R contiene a los puntos C' (1,—1,0) y D (0,0, —1).

Por la ecuacién de L, su vector director es u = —2i —j — R, mientras
que el vector director de R es el segmento dirigido C'D:

v=d-c
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1 0
v=|-1]—-10
| 0 | -1
v= | —1
- 1 -

El dngulo entre las rectas es:
ju- v

[[ul[[v]]
2

V6v/3
< (L, R) = 61.8745°

< (L, R) = arccos

— arc cos

Las condiciones de perpendicularidad y paralelismo entre rectas tam-
bién son heredadas a través de sus vectores directores.

Ejemplo. Calcule la recta L que contiene al punto P (—2,1,3) es
perpendicular a la recta

M: m=ti+(-1+1t)j+1tk
y paralela a la recta

N:n=(—2-5)i+B—-5)j+(2+2sk

El vector director de L, se asume como w = xi—{—yj%—zf{ Para encon-
trar la recta perpendicular M, se aplica la condicién de ortogonalidad
con su vector director, u =i+ j + k:

w-u=20

(2) (1) + (y) (1) + () (1) =0

r+y+z=0 (1)
Ahora, para encontrar la recta paralela N, se aplica la condicién de
paralelismo con su vector director, v = —i— j+ 2k:
wXxv=0
i j k
vy z|=Qyt+2)i-(2e+2)j+(-r+yk
-1 -1 2
2y +2=0 (2)
20+ 2=0 (3)
—r+y=0 (4)

El vector director de la recta L es la solucién del sistema formado
por las ecuaciones (1) a (4). De la ecuacion (4) se obtiene y = =,
mientras que de la ecuacién (3) se deduce que z = —2x. Al sustituir
estos valores en las ecuaciones (1) y (2) se satisfacen sin encontrar
un valor especifico, lo cual indica que que el sistema de ecuaciones
es compatible indeterminado. Por lo tanto, el vector director de la
recta L es:

w =i+ a:j — 27k
Tomando un valor x = 1,
w=1i+j—2k

y con el punto P proporcionado, la ecuacion vectorial de la recta L
buscada es:

q=(—2+)i+(1+t)j+ B -2k
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2. Cruce, Interseccion y Distancia entre
Rectas

Ademas del angulo, las rectas también tienen una relacion geométrica
particular: el cruce o la interseccién.

Sean las rectas L y R. Si las rectas no son paralelas, entonces se
cumple uno de dos escenarios:

O L y R se cruzan. Quiere decir que las rectas se interponen
mutuamente, pero con una distancia minima de por medio.

d L y R se cortan. Esto indica que las rectas se interponen mu-
tuamente, pero tienen un punto en comun (de interseccion).

En la figura 2 se muestra la situa-
cion de tres rectas L, M y N: dos de
ellas poseen un punto en comun, por
lo que ambas se cortan en el lugar de
interseccién; otro par de ellas estan
separadas por una distancia, por lo
que ambas se cruzan. En el segun-
do caso hay que destacar la carac-
teristica de la distancia; ésta es per-
pendicular a ambas rectas, y en con-
secuencia permite calcular una recta
perpendicular a ambas.

Figura 2. Las rectas L y M se
cruzan, pues hay una distancia
que las separa; las rectas M y N
se cortan, al tener un punto en
comun. Ambos casos tienen dis-
posicién en forma de 7 X”.

Se debe tomar en cuenta que ambos
escenarios comentados presentan la
misma situacién geométrica: calcu-
lar una distancia entre rectas; si las
rectas se cruzan, entonces existen una distancia no nula, mientras que
si se cortan la distancia entre rectas es nula.

La distancia d que se busca entre dos rectas debe ser aquélla que forma
angulos rectos, de manera simultdnea, con las rectas de analisis; esto
también involucra a un par de puntos (uno para cada recta) que se
encuentran mas cercanos entre si, y son los extremos de un segmento
de recta que representa la distancia d.

Ejemplo. Sean las rectas

2 1
R:r=|1|+p| 2
3 2
r=1420
S:qy=2+o0
z=—-2—20

Determine si las rectas se cruzan o se cortan. Si se cortan, calcule el
punto de interseccion; si se cruzan, calcule la distancia entre ambas.

Para tomar en cuenta ambos casos en uno solo, se calculara directa-
mente la distancia; si ésta es nula, entonces las rectas se cortan.

Como se ha comentado anteriormente, la distancia es perpendicular
tanto a R como a .S, por lo que debe calcularse un segmento dirigido
d entre ambas rectas que cumpla esta condicién.

Primero se asume que P pertenece a la recta R, por lo que las coor-
denadas de dicho punto satisfacen la ecuacién vectorial respectiva:

a=2+p
P (a,b,c) = b=1+2p
c=3+2p
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Con el punto @ (x,y, z) de S se aplica la misma idea:

r=1+4 20
Q(w,y,2) = y=2+o
z2=—-2—20

El segmento dirigido d entre P y @) representa a la distancia entre
rectas; no interesa el sentido, ya que lo importante es su norma:

d=q-p

[ 2+ 14 20

=|1+2p | — 240

| 3+ 2p —2—20

14+p—20

d=| -14+2p—-0 (5)
| 5+ 2p+ 20

El segmento dirigido d debe ser perpendicular, de manera si-
multdnea, a los vectores directores de sendas rectas: u =i+ 2j + 2k
de Ryv=2i+j—2kdelS.

‘u =
1+p—20 1
—1+4+2p—0 2
5+2p+ 20 2
94 9p = (6)
d-v=0
1+p—20 2
—14+2p—0 |- 1 =0
5+2p+ 20 -2

—9—95 =0 (7)

Al resolver las ecuaciones (6) y (7) se obtienen los valores de p y o
para calcular el vector distancia.

9+9p=0 = p=—1

—9—-90=0 = o=-1
1+p—20 2
d=| -14+2p—0 = d=| -2
54 2p+ 20 1

El vector d no es nulo, por lo que las rectas se cruzan y existe una
distancia entre ellas:

d(R,S) = [|d]

— 2+ (=2 + (1)
d(R,S) =3 [u]

La figura 3 muestra la situacién geométrica de las rectas.

Figura 3
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1. Definicion de Plano

El punto es un lugar geométrico sin
dimensiones. A partir de una suce-
sién de puntos que siguen una direc-
cion se construyd una recta, la cual
es un lugar geométrico cuya dimen-
sién aumenta a uno; coloquialmente,
la recta posee una longitud que de-

]

wt

=
%\
—
—

-5 - ——

S
— nota la dimensién uno: el largo.
_5 \
0 0 5 .,
5 5 Puesto que la sucesion de puntos au-

menta la dimensién y crea la recta,

entonces una sucesién de rectas au-
tas paralelas, formadas sobre una . .
segunda direccién, generan un menta, nuevamente la dimension, y
plano. construye un nuevo lugar geométri-

co; dicha dimensién seria dos y da

la nocién de largo y ancho. EL lugar
geométrico que se describe es el plano.

Figura 1. Una sucesién de rec-

Un plano es el lugar geométrico de la sucesion de rectas paralelas GG
dirigida por una recta no colineal fija D.

La figura 1 ilustra cémo es que un conjunto de rectas paralelas siempre
sigue una direccién estipulada, la cual se debe a un vector director (o
bien, otra recta que no es paralela a la sucesién). Esto permite definir
al plano de manera geométrica a partir de un par de rectas, o bien, a
partir de un punto y dos segmentos dirigidos no paralelos.

2. Ecuacion Vectorial del Plano

Para generar un plano se requiere una recta L y un vector director v
que no sea paralelo a la recta, como se muestra en la figura 2. También
se debe considerar que la recta posee un punto B del cual se parte
y su propio vector director u. Con estas caracteristicas, la ecuacién
vectorial de la recta L es:

q=b+tu (1)

Para obtener un punto A; del plano, se suma el vector v a la ecuacién
vectorial (1), como se observa en la figura 2; es decir:

ay=q+v
=(b+tu)+v
aj=b+tu+t+v (2)
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Figura 2. Un plano se genera me-
diante la suma de la ecuacién
vectorial de una recta L y un vec-
tor v que salga de L hacia un

Para obtener un nuevo punto A, se
puede utilizar el vector v y sumarlo
a la ecuacion (2):

as =a; +vVv
=(b+tut+v)+v
ay =b+tu+2v (3)

Para obtener a As, A, y asi sucesi-
vamente hasta el punto A, del plano
se realiza recursivamente el proceso
para calcular (3); de esta manera se
llega a la combinacion lineal

punto que no le pertenezca.

a,=b+tu+sv

la cual es conocida como la ecuacion vectorial del plano.

Sea L la recta que tiene como vector director a u y contiene al punto
B. El plano P orientado por L y por el vector v, que no es paralelo
a u, tiene como ecuacion vectorial a la combinacién lineal

P: a=Db+tu-+sv

donde a es el vector de posicion de cualquier punto A del plano,
b es el vector de posicién del punto B conocido, t,s € R son dos
parametros libre independientes entre si, y a los vectores u y v se
los conoce como vectores directores de P.

Como se estudio en Algebra Vectorial, la suma de dos vectores genera
un paralelogramo, que es una figura plana; por ello, la interpretacién
geométrica de la ecuacion vectorial del plano es correcta, pues los
vectores directores son lados de un paralelogramo. Si los segmentos
dirigidos que generan el plano son perpendiculares, entonces se tiene
un largo y un ancho que indican la dimension dos del lugar geométrico.

Los planos son mas versatiles que las rectas al momento de calcularlos,
ya que hay mads escenarios geométricos que resultan en la superficie.

una recta y un vector no paralelo a la primera.
tres puntos del plano.

una recta y un punto.

un punto y dos vectores no paralelos.

dos rectas paralelas diferentes.

dos rectas que se crucen.

[ Iy I Iy Iy

Ejemplo. Sean R, la recta que corta perpendicularmente al eje y
y contiene al punto M (1,4,1), y el punto @ (2,1, —3). Obtenga la
ecuacion vectorial del plano W que contiene a Ry a ().

No se conoce completamente la recta R, pero de la informacion pro-
porcionada, el punto donde corta al eje y debe ser C' (0,y,0), y con
M se puede obtener un vector director de R:

u=—m-—_c
[ 1 0
_1 0
[ 1

u= | 4—-y
i 1
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Por otro lado, la recta es perpendicular al eje y, y en consecuencia,
u es perpendicular al vector j:

Con esto, ya se tienen dos puntos de la recta: M (1,4,1) y C'(0,4,0);
no es necesario calcular su ecuacion vectorial, ya que solo se requiere
su vector director, el cual es u =1+ j.

Por otro lado, el segundo vector director del plano puede calcularse
como el segmento dirigido entre M y @), o bien, entre () y C"

v=q—¢C
' i 0
= 1 |-]4
| =3 | 0
[ 2

v=| =3
__3_

Utilizando cualquier punto de los conocidos (C, M o Q) y los vectores
u y v, la ecuacién vectorial del plano es:

1 1 p
W: p=|4|+t|0]|+s]| -3
1 1 -3

En la figura 3 se muestra el escenario geométrico que representa al
problema presente.

Figura 3

3. Ecuaciones Paramétricas del Plano

Como toda ecuacién vectorial, la del plano tiene una representacion
paramétrica que le permite expresar a cada componente de un fector
como una funcién; en este caso, se entra al terreno de las funciones
multivariable. Dentro de la ecuacion vectorial

a=Db+tu-+sv

cada vector puede expresarse con sus respectivas componentes:

T b1 U1 (%]
y | = by | +t| u | +5| v
z b3 us V3

Por combinacion lineal e igualdad entre vectores, las ecuaciones pa-
ramétricas del plano son:

x:bl—l—ult—i-vls
P = y:b2+U2t+’U28
Z:b3+U3t+'U38

Puede observarse que las componentes son funciones que dependen de
las variables t y s; por lo que son funciones multivariable.
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Uy
Sea P un plano, cuyos vectores directores son u = U |y
us
U1
v = | vy |, ¥y que contiene al punto B (b1, by, bs). Las ecuaciones
U3

paramétricas de P se definen como

r = by + tug + svq
P Yy = by + tus + svy
z = by + tug + svs

t,s € R

4. Ecuacion Cartesiana

Debido a que un plano P, como el
mostrado en la figura 4, es dirigido
! por los vectores u y v, son suscepti-
" bles de involucrarse con el producto
| cruz; como no son paralelos, enton-
ces el vector resultado sera no nulo:

-5 n=uxyv

5 5 Se recalca que n es perpendicular
tanto a u como a v. Por otro lado,

Figura 4. Todo plano posee un la ecuacién vectorial del plano P es

vector n, el cual es perpendicu-
lar a la superficie y da origen a
la ecuacion cartesiana del plano. a=Db+tu+ sv (4)
El producto punto entre (4) y n
arroja una ecuacion muy particular:

a=Db-+tu+sv

a-n=b-n+tu-n+sv-n
a-n=b-n
a-n—b-n=0
(a—b)-n=0 (5)

Con las componentes de los vectores involucrados, la ecuacién (5) es

(a—b) - n=0
T by nq
y | —| b ng | =
z bs ng
(z —=b1)n1 + (y —b)na + (2 — bz) nz =
n1x + nay + nzz — (byng + bang + byng) =0 (6)

donde a'y b son vectores de posicién del punto A (z,y, z) v B (by, b, b3)
del plano, v n = n;i+ naj + nsk. La expresion (6) resultante es una
ecuacion lineal conocida como ecuacion cartesiana del plano P, mien-
tras que n es el vector normal a P.

Sea P un plano, donde n = n;i+nyj+nsk es un vector perpendicular
a €l, llamado vector normal. La ecuacion cartesiana del plano es

T+ noy +nzz —ng =0

donde ny = byng + bang + byng viene del punto B (by, by, b3) conocido
del plano. Otra forma de la ecuacién cartesiana es

(a—b) - n=0

donde a es el vector de posicién del punto A (z,y, z) del plano.

Como se habré notado, la ecuacién cartesiana del plano es lineal y
objeto de estudio de la teoria de sistemas de ecuaciones lineales; al
resolver un sistema de este tipo se busca la interseccion entre planos.
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Ejemplo. Sea V un plano que contiene a las rectas paralelas

T =—2+ 3\ T =—30
M - y=1-2\ N : y=2+20
Z=A z=1—o0

Obtenga la ecuacién cartesiana del plano que contiene a M y a N.

Las rectas son paralelas, y no es posible utilizar sus respectivos vec-
tores directores para calcular la ecuacién cartesiana. Lo que si puede
realizarse es obtener un segmento dirigido entre M y N para tener
un vector no paralelo a las rectas. La figura 5 muestra esta situacion.

Figura 5

Con P(—2,1,0) de M y Q(0,2,1) de N, el vector entre ambos es

Tomando al vector director de M, u = 31 — Zj + lA<, se calcula el
producto cruz entre u y v para obtener al vector normal a V.

n=uxyv
i j k
=3 -2 1
-2 -1 -1

n=3i+j—7k

Entonces, para la ecuacion cartesiana se toma el punto (Q € N:

(a—q) n=0
T 3
y—2 |- 1 —
z—1 -7

3r4+(y—2)—T7(z—1) =
r+y—T7z+5=0

Se puede comprobar que la ecuacién pertenece al plano al sustituir
el punto P en ella:

3x+y—Tz45=0
3(=2)+ (1) = 7(0)+5 =
—64+1+5=0

0=0

La ecuacion se satisface y en consecuencia, en forma cartesiana, el
plano se presenta por

Vi 324+y—72+5=0
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El plano puede relacionarse geométricamente con puntos, rectas y
otros planos; la geometria con el punto es la méas basica.

1. Pertenencia de un Punto a un Plano

La pertenencia de un punto a un plano se analiza de la misma forma
que cuando un punto pertenece a la recta: satisfaccién de las respec-
tivas ecuaciones. La ventaja del plano es su ecuacién cartesiana, que
no requiere de la solucién de un sistemas de ecuaciones lineales.

Un punto @) pertenece a un plano P, si el primero satisface todas las
ecuaciones del segundo. Dependiendo del tipo de ecuacion del plano,
se tienen dos escenarios:

0  Las coordenadas de () son una combinacion lineal de las ecua-
ciones vectorial o paramétricas de P, que plantean un sistema
de ecuaciones lineales compatible determinado si (Q € P.

U Las coordenadas de () son una solucién de la ecuacién carte-
siana de P, si Q € P.

Ejemplo. Sea el plano P que contiene al punto A (—2,3,1) y a la
recta

2 —1
L:p=1|3]|+t| 2
1 1

Determine si @ (—5,1,0) pertenece a P.

Para determinar si el punto pertenece al plano se requiere alguna
de sus ecuaciones. Se obtendra una ecuacién vectorial y después la
ecuacion cartesiana para verificar los dos escenarios comentados en
la definicién.

Para la ecuaciéon vectorial del plano, uno de los vectores es el di-
rector de la recta, mientras que el otro puede partir del punto base
B (2,3,1) de la recta al punto A.

v=BA

v=a—b
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—2 2
v = 3 -1 3
1 1
[ —4
vV = 0
- O -
Tomando al punto A y los vectores vy u = i+ Qj + R, la ecuacién
vectorial del plano es
-2 -1 —4
r= 3 |+A| 2 [4+0of| O
1 1 0

Al sustituir el vector de posicion de @) en la ecuacién vectorial se
plantea un sistema de ecuaciones lineales.

-2 -1 —4
q= 3 | +A| 2 | +0f O
1 1 0
-5 —2—-A—4do
1 = 342\
i 14+ A
A —4o = -3
2\ = =2
A = —1
El sistema de ecuaciones obtenido arroja como solucion a A = —1

y 0 = 1, por lo que existe soluciéon y en consecuencia el punto ()
pertenece al plano.

Un segundo proceso es obtener la ecuacién cartesiana del plano.

n=uxyv
i j k
=1 -1 21
—4 0 0
n = —4j + 8k

Mediante el punto A, la ecuacién cartesiana del plano es:

0 T+ 2

8 z—1

—4y+12+82—-8=0
—y+224+1=0

Al sustituir las coordenadas de () en la ecuacion cartesiana se observa
que la satisface; es decir, el punto @) es la representacién geométrica
de una solucién particular de la ecuacién cartesiana.

—y+22+1=0
—(1)+2(0)+1=
—1+1=0

Se reitera que el punto () pertenece al plano.

2. Distancia entre Plano y Punto

Cuando un punto estd fuera de un plano, entonces existe una distancia
que separa ambos lugares geométricos. Al igual que con la recta, la
distancia que debe medirse es la minima posible; es decir, la distancia
entre punto y plano se mide de manera perpendicular a ambos.
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La figura 1 muestra que la distancia
entre un punto A y un plano P es
perpendicular, y en consecuencia es
paralela al vector normal al plano.

Si se selecciona un punto B cualquie-
ra del plano y se calcula el segmento
dirigido BA, se forma un tridngulo
rectangulo donde uno de sus catetos
es la distancia que separa a A y al
plano P (véase la figura 1).

Figura 1. Para calcular la distan-
cia entre un punto A y un plano
se hace uso del vector normal n;
el punto C del plano minimiza la
distancia al punto A.

BA=a-b (1)

Para calcular el cateto d que denota
a la distancia, hay que proyectar (1)
sobre el vector normal n al plano.

d = CompVect, BA (2)

El vector distancia permite calcular el punto del plano que se encuen-
tre mas cercano al punto A, su magnitud es la minima distancia, que
también puede obtenerse mediante la componente escalar.

|d|| = |CompEsc,, BA|

Sean un punto A y un plano P cuyo vector normal es n. La distancia
entre A y P estd definida como

d (A, P) = |CompEsc, BA

donde BA es el segmento dirigido que inicia en un punto B conocido
del plano y termina en A. El punto C' € P mas cercano a A se calcula
como

c = a — CompVect,, BA (3)

Ejemplo. Determine la distancia entre el plano
P: 3v—2y+4z=4

y el punto B (3, —2,5).

Para seleccionar un punto cualquiera del plano basta con proponer
dos coordenadas y despejar la tercera; es decir, resolver la ecuacion
lineal.

472 y =2

3 1
—1-24)+=(2

1 W+5(2)

El punto del plano a utilizar, A (4,2, —1), es el inicio del segmento
dirigido que se proyectara sobre el vector normal para calcular la
distancia.

u=b-—a
[ 3 ] 4
= | =2 | — 2
i 5 ] —1
S
u=| —4
— 6 =

Tomando al vector n = 3i — Zj + 41A<, normal al plano, y al vector u
calculado, la distancia entre el punto B y el plano P es:

d (B, P) = |CompEsc, u|
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u-n
4B P) =
_‘—3+8+24‘
V9 +4+16
2
d(B,P) = =L

Por lo tanto la distancia entre el punto y el plano es v/29 [u]. En
la figura 2 se muestra que el punto B, efectivamente, estd fuera del
plano y existe una distancia.

Figura 2

3. Simétrico Respecto a un Plano

Ya se ha estudiado que todo punto A tiene su simétrico A’, respecto
de una recta. Si se sustituye la recta por un plano P, se preserva la
simetria entre A y A’. En este caso, ambos puntos pertenecen a una
recta perpendicular a P que es guiada por el vector normal al plano.

De acuerdo con la figura 3, el vector m normal a P sera el di-
rector de la recta L que contiene a A y su simétrico A’, donde

d(A,P)=d(A,P)

Como la recta que contiene a A y a
A’ corta al plano, el punto de inter-
seccién serd el mas cercano a A en P
(y por simetria, también lo es a A’).
Siguiendo la figura 3, el punto A’ se
obtiene a partir de C' en direccién de
—d, que son las expresiones (3) y (2)
en sentido contrario, respectivamen-
te. Asi, el punto simétrico es

Figura 3. El cédlculo de puntos
simétricos A y A’ respecto de un
plano hace uso del vector normal.
El punto C del plano es el més
cercano a A; ambos definen una
recta perpendicular al plano.

a=-d+c
a’ =a—2CompVect, BA  (4)

tomando en cuenta que B es un punto conocido del plano.

Sean P un plano y A un punto tal que A ¢ P. El punto A’, simétrico
de A respecto de P, se calcula como

a’ = a — 2CompVect, BA

donde n es el vector normal a P, y BA es el segmento dirigido que
une al punto B € P con el punto A.

Se observa que la expresion (4) es la misma expresién que se dedujo
para obtener el punto simétrico respecto de una recta, salvo que el
vector sobre el cual se obtiene la componente vectorial es el vector
normal al plano, en lugar de algtin vector director.

Ejemplo. Sean el punto A (4,—3,1) y el plano

or — 3y — 2z = —11
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Determine:
a. el punto C' del plano, més cercano a A.
b. el punto A’, simétrico de A respecto al plano.

Nuevamente, se requiere un punto cualquiera del plano, que puede
obtenerse arbitrariamente:

153 v=1
Ty Tt el =2
11 5 3
— 2 -
L lm-2e
z=9>5

El punto conocido del plano es B (1,2,5). Para trabajar se requiere
el vector w = BA:

w=a—b
3
w=| =5
—4

Ahora puede calcularse el punto C, mediante la componente vectorial
sobre el vector normal n = 5i — 3j — 2k.

¢ = a — CompVect, w

B B B EES GRS N
| B |
[ -1

c=1] 0
—3—

El punto en el plano més cercano a A es C'(—1,0, 3).

Por suma vectorial, el simétrico es

a’ = ¢ — CompVect, w

| s 2
R
[ 6

a=1| 3
-~ 5 -

Las coordenadas del punto simétrico son A’ (—6,3,5). En la figura 4
se ilustra el escenario geométrico resuelto.

Figura 4
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Dentro de la geometria entre planos y rectas se considera la extension
infinita de ambos lugares geométricos; esto se traduce en solo dos po-
sibles escenarios: la interseccion o el paralelismo. La interseccion entre
plano y recta se presenta cuando la segunda pertenence al primero, o
bien, existe un angulo diferente de 0° entre ambos.

1. Pertenencia de una Recta a un Plano

Todo plano esta formado por una infinidad de rectas, por lo que cada
una de ellas estara contenida en el plano. Tomando una recta R, con
punto base @ (xo, Yo, 20) y vector director v, que estd contenida en el
plano P, de ecuacion cartesiana Az + By + Cz 4+ D = 0 y un vector
director u, entonces las siguientes condiciones deben satisfacerse:

1. @ satisface la ecuacion Ax + By + Cz + D = 0. Como R estéa
contenida en P, entonces cada punto de ella es un punto del
plano; en consecuencia, () satisface a todas las ecuaciones de P.

2. v es perpendicular al vector n = Ai + Bj + Ck. Como R estd
contenida en P, entonces su vector director puede ser uno de los

directores del plano junto con u; por lo tanto, u X v = n.

La recta R, con ecuacién vectorial r = q + tv, estard contenida en
el plano P, con ecuacién cartesiana n - (a —b) =0, si

n-(a—q)=0 y n-v=_0

Se debe hacer la diferencia entre una recta contenida y una recta pa-
ralela a un plano, ya que ambos deben satisfacer la ortogonalidad con
el vector normal plano, mas no la satisfaccion de ecuaciones; la figura
1 muestra las dos situaciones de paralelismo entre recta y plano.

Ejemplo. Sea el plano W que contiene a los puntos D (2, —1,1),
E(-1,3,0) y F(—1,—1,—1). Determine si la recta L, con punto
base A (5,—9,1) y paralela al eje y, pertecence a W.

En el escenario planteado se requiere de la ecuacion cartesiana del
plano, que puede calcularse con base en los puntos E, D y F': entre
los tres puntos se calculan los vectores directores, y a partir de ellos
el vector normal.
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u=e—d

= 3i+4j -k
v=~f-d

= —3i—2k
n=uxv

= —8i—3j+ 12k

Con el vector normal, se calcula la ecuaciéon cartesiana del plano
tomando como punto base a D y un punto cualquiera a B (x,y, z):

n-(b—d)=0
—8r—3y+122+1=0

Al evaluar la ecuacién cartesiana del plano con el punto A, éste la
satisface, de tal manera que el primer requisito para la pertenencia
al plano se cumple:

—8r—3y+12z+1=0
—8(5)—3(-9)+12(1)+1=
—404+27+13=0

Sin embargo, el vector director de la recta L es j, que no es perpen-
dicular al vector normal de W. Esto indica que la recta en cuestion
no puede pertenecer al plano:

(j) : (—81 _ 34 1212) £0
340

Se concluye que la recta L no estd contenida en el plano W, pues
solo satisface una de las dos caracteristicas necesarias para cumplir
con la condicion de pertenencia.

2. Distancia entre Recta y Plano

La figura 1 muestra como un par
de rectas paralelas se encuentran
en diferente situacion respecto a un
plano. La recta R se encuentra con-
tenida en el plano P, en tanto que
la recta L no lo esta. Ya se cono-
ce la manera de determinar la per-
tenencia de una recta a un plano;
ahora, es necesario conocer qué su-
cede cuando una recta es paralela
al plano, pero existe una distancia
entre ambos. Para ello, es necesario
considerar que una recta estda com-
puesta por una infinidad de puntos,
cada uno de ellos a la misma distan-
cia del plano. Esta idea permite de-
ducir que al calcular la distancia entre el plano P y cualquier punto
() de la recta, se tendra la distancia entre ambos lugares geométricos;
el que todos los puntos de la recta equidisten del plano también es
indicativo del paralelismo entre la recta y el plano, y enfatiza la ca-
racteristica enunciada en la pertenencia: el vector director de L y el
normal a P son perpendiculares.

Figura 1. La recta R estd con-
tenida en el plano P; la recta L
es paralela a P, por lo que existe
una distancia entre ambos.

Sean L una recta con vector director v y punto base (), y P un plano
con vector normal n. L y P son paralelos si

n-v=_0 y Qe¢r

La distancia entre L y P es igual a la distancia entre ) y P.

Se aclara que esta situacion geométrica no arroja un punto del plano
mas cercano a la recta; en su lugar, existe una recta sobre el plano
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que es la proyeccién de la recta paralela.

Ejemplo. Sean el plano P: z+y+ 3z = —5 y la recta

-3 —1
R: r= O | +A] 1
) 0

Determina si P y R son paralelos. En caso afirmativo, calcula la
distancia entre ellos, y la recta en P que es la proyeccion de R.

Para verificar si ambos lugares geométricos son paralelos se verificard
si el vector director de R y el vector normal a P son perpendiculares
y se calculara la distancia. La segunda accion tiene el objetivo de
catalogar simultdneamente al paralelismo o la pertenencia al plano:
si la distancia es nula, entonces la recta esté sobre el plano.

-1 1
n-v-=— 1 -1 1
0 3

=—-1+1

n-v=20

Se confirma que existe paralelismo, aunque no se sabe si la recta
estd sobre el plano o no. Para calcular la distancia se hace uso de la
distancia plano-punto mediante la norma de la componente vectorial:

d(B, P) = ||CompVect, AB]|

donde A es un punto del plano y B el punto base de la recta. Pa-
ra calcular a A solo deben asignarse valores aleatorios a x y y para
sustituirse en la ecuacion cartesiana del plano, y asi despejar z. Una
opciéon puede ser x = 2, y = 2, por lo que

T+Yy+3z=-5
(2)+(2)+32=-5
3z =-9

z=-3

Por lo tanto, con el punto A(2,2,—3) y B(—3,5,5) se calcula la
distancia entre lugares geométricos.

BA = —5i+3j+8k
——T1
- BA
=  d(B,P)=|~ 1
11
3
2
=] 2
6

d(B,P) =211

La distancia no es nula y como el vector director de R es perpendi-
cular al vector normal del plano, significa que R y P son paralelos;
existe una distancia d (R, P) = 2/11 entre ellos.

La recta L que R proyecta sobre el plano posee las siguientes carac-
teristicas: ambas son paralelas y mediante un vector perpendicular
cada punto de L se obtiene a partir de cada punto de R. La figura 2
muestra el escenario las carcateristicas de las rectas L y R.

Como la distancia entre R y el plano es fija, entonces la componente
vectorial calculada en la distancia permitira calcular L mediante R:

L: p=r— CompVect, AB
= b + Av — CompVect, AB
=q-+ v
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-3 -1 2
L: p=1| 5 |+Xx| 1 |12
5 i ] 6
[ —5 [ —1
L: p=| 3 [+X] 1
__1_ _0_

3. Interseccion entre Recta y Plano

Cuando un plano y una recta son paralelos, entonces no existe algin
punto en comun entre ambos lugares. En otra circunstancia, debido a
que tanto el plano y la recta se extienden indefinidamente, existe un
punto en comin entre ambos. No importa dénde se encuentre la inter-
seccién, un plano y una recta siempre se cortaran en algiin momento.

La interseccién entre un plano y una recta se da en el punto que satis-
face, simultaneamente, las ecuaciones de ambos lugares geométricos.

Si el plano P tiene ecuacién cartesiana Ax + By + Cz = D y la recta
L posee ecuaciones paramétricas

=fi(t)
= f2(1)
= f3(t)
entonces, el punto de interseccién se da en la solucion de la ecuacion
cartesiana con las ecuaciones paramétricas. El calculo de la intersec-

cién se obtiene al sustituir cada ecuacién paramétrica en la ecuacién
cartesiana y resolver una ecuacion lineal para el parametro ¢:

Az +By+Cz=D
A(fi (1)) +B(f2(t)) +C(fs(t)) =D

z
L: Y
z

4. Angulo entre Recta y Plano

La interseccion entre planos y rec-
tas no es el unico fenémeno que se
da cuando ambos no son paralelos;
la falta de paralelismo muestra que
existe un angulo diferente de 0 que
se forma entre el plano y la recta, tal
como se muestra en la figura 3.

En la figura 3 se observa que exis-
te un angulo « entre la recta L y
el vector n normal al plano P. Este
angulo puede calcularse mediante el
angulo obtuso 6 que forman la recta
y el plano y el vector normal:

0 =a+90° (1)

Figura 3. Angulo e interseccién
entre plano y recta. Los angulos
0 y ¢ son suplementarios, y « es
parte de # pero se encuentra en-
tre la recta y el vector normal.
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Aligual que en el angulo entre rectas, se toma como angulo entre recta
y plano al de menor magnitud, que en el caso de al figura 3 es ¢:

¢ = 180° — 0 (2)

Al sustituir (1) en (2), se tiene la expresién para calcular el dngulo
entre la recta L y el plano P

p=180°—46
= 180° — (v + 90°)
0 =90 —«

donde o = < (n, L). El dngulo entre la recta y el vector normal es el
mismo que el angulo entre los vectores normal y director de la recta;
para asegurar un angulo agudo, debe contemplarse el valor absoluto
en el cdlculo del angulo entre vectores.

Sean L una recta y P un plano no paralelos. El angulo entre L y P
se calcula como

< (L, P) = 90° — < (n, V)

donde n es el vector normal a P y v es el vector director de L.

Ejemplo. Obtenga el punto y angulo de interseccion entre el plano

0 -1 -3
P p=| 0 | +A| 1 [+pu]| 1
-1 -1 0
y la recta
-1 -2
R r= +t| 3

Como la ecuacién del plano se encuentra en su forma vectorial hay
que calcular la ecuacién cartesiana, pues se requiere el vector normal
para calcular el angulo.

~ A ~

i j k
n=|-11 -1
-3 1 0
n:i+3j+2f<
1
= 3
2 z+1
=x+3y+22+2
r=—-1-2t
Las ecuaciones paramétricas de la recta son R : <y =2+ 3t ,
z=1+41

las cuales se sustituyen en la ecuacién cartesiana para encontrar el
punto de interseccién.

r+3y+224+2=0
(—1—=2t)+3(2+3t)+2(1+t)+2=0
9%+9=0

Por lo tanto, t = —1. Al sustituir el valor del parametro en las ecua-
ciones paramétricas de la recta se tiene como punto de interseccion
a I(1,—1,0). Para el d4ngulo se hace uso del vector normal n y el
vector director de la recta v:

o n- vl

Q(P,R) =90° — arCCOSW
=90° — —
arc cos 14

< (P, R) = 49.99°
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1. Distancia entre Planos Paralelos

El paralelismo entre rectas describe
dos rectas que se ubican en diferen-
te lugar, pero que llevan la misma
orientacion; es decir, el paralelismo
entre rectas se da mediante el para-
lelismo entre sus vectores directores.

Para saber cuando dos planos son
paralelos, se enuncian las mismas
caracteristicas que en el parelelis-
mo entre rectas, solo que esta vez
la orientacion comun se da en dos
direcciones, y para englobarlas si-
multaneamente se hace uso de los
vectores normales (véase la figura 1).

Figura 1. Planos paralelos con
sus vectores normales, también
paralelos. La distancia entre pla-
nos se mide con el vector normal.

Los planos V' y W son paralelos si sus respectivos vectores normales
ny y ny son paralelos entre si.

El fenémeno derivado del paralelismo es la distancia entre lugares
geométricos, que en el caso de los planos se calcula de manera simi-
lar que entre rectas: se traza un segmento dirigido entre los planos
que se proyecta sobre el vector, en este caso, normal; la norma de la
proyeccion es la distancia entre planos (véase la figura 1).

Sean V' y W dos planos paralelos con vector normal n, donde A es
un punto de V' y B es un punto de W. La distancia d (V, W) entre
los planos se calcula como

d(V,W) = HCompVectn EH

Al momento, puede notarse que préacticamente la distancia entre lu-
gares geométricos se calcula del mismo modo en todos los escenarios
geométricos descritos al momento.

Ejemplo. Sea el plano V : 4x + y + 2z = 18. Obtén la ecuacion
cartesiana de un plano W, que es paralelo a V' y dista 6v/2 [u] de él.

El vector normal a V también normal a W:
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VHW = ny H nyy ny = ny

Como cada punto A de V' se encuentra a 6+/2 unidades de distancia
de W, entonces un vector normal con magnitud 6v/2 puede restarse
de Ay asi determinar un punto del plano W. Para calcular el vector
normal con la longitud adecuada, se hace uso del vector unitario y

la magnitud de la distancia.

1 . 1 -

. 4 .
n—4di+tj+k - A= —it bk
. 32 3v2 ' 3v2

= d = 6v2n
d = 8i+2j+ 2k

A se calcula asignando arbitrariamente valores a la ecuacion carte-

siana del plano. Si se toma z = 2 y y = 3, entonces z = 7 y el punto
es A(2,3,7). Por lo tanto,

b=a—-d
_ (2i+3j+7f<> . (8i+2j+2f<)

b= —6i+j+ 5k B(—6,1,5)

Figura 2

Finalmente, con el vector normal n = 4i+j+k y el punto B (—6,1,5)
se calcula la ecuacion cartesiana solicitada:

<4i+j+f<)-((x+6)i+(y—1)j+(z—5)12> —0
dz+y+z+18=0

La figura 2 muestra los planos paralelos. Si en lugar de restar a me-
nos d se suman, también se encuentra el punto de un plano paralelo
que satisface las condiciones establecidas en el ejemplo.

2. Interseccion entre Planos

2.1. Sistemas de Ecuaciones Lineales

Cuando dos planos no son paralelos,
al extenderse infinitamente a lo lar-
go de dos direcciones, en algiin mo- aney

mento se cortaran y produciran un | /
nuevo lugar geométrico. Si dos pla- 5
nos o mas planos no paralelos

Pli All'—l-Bly—l—ClZ:Dl
P2 . A2$+Bzy+CQZ:D2 (1)
Pg . A3$+B3y+03Z:D3

se intersecan, entonces existe un lu-
gar geométrico formado por un con-
junto S de puntos A (z,y, z) que sa-
tisface simultaneamente las ecuacio-
nes cartesianas de los planos. Alge-
braicamente, este escenario describe a un sistema de ecuaciones linea-

les (SEL).

Figura 3. La interseccién entre
planos define un sistema de ecua-
ciones lineales. La soluciéon del
SEL sera una recta o un punto.
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Si el SEL (1) es compatible indeterminado (multiples soluciones), en-
tonces la solucion tendra un parametro libre y geométricamente, defi-
nird una recta. Por otro lado, si (1) es un SEL compatible determinado
(una solucién), la solucién definird un punto. La figura 3 ilustra los
dos casos mencionados.

El caso de un SEL incompatible para (1), muestra que no existe in-
terseccion entre los planos. Un SEL de este tipo denota paralelismo
entre planos o falta de concurrencia al mismo conjunto de puntos.

Las ecuaciones cartesianas de dos o mas planos definen un sistema
de ecuaciones lineales, donde la solucién es la interseccion entre los
planos. Si el sistema es:

U compatible indeterminado, la interseccion es un punto.
U compatible determinado, la interseccién es una recta.
U incompatible, no hay interseccion.

2.2. Ecuaciones Cartesianas de la Recta

Como la solucién de un SEL compatible indeterminado es una recta,
entonces existe una nueva expresion algebraica que se une a las ecua-
ciones vectorial y paramétricas de la recta: las ecuaciones cartesianas.

Sea L la recta de interseccién entre dos planos. Las ecuaciones car-
tesianas de los planos también son las ecuaciones cartesianas de L:

AlfL‘ + Bl’y + C’lz = D1
AQ[L‘ + Bgy + CQZ = D2

L: (2)

El SEL indeterminado (2) tiene como solucién a un conjunto de ele-

mentos que puede representarse como

T =q1 + tu
S = y=qo+tuy | [tER (3)
z = q3 + tus

El conjunto (3) contiene ecuaciones paramétricas, y en consecuencia,
para transformar las ecuaciones cartesianas de una recta en ecuaciones
paramétricas solo se obtiene la solucién al SEL (2).

La transformacion inversa (de ecuaciones paramétricas a cartesianas),
se da con la eliminacién del parametro. Las ecuaciones paramétricas

T =q +tu
L: Y= qz+tup
z = q3 + tus

de la recta L poseen al parametro t € R, el cual puede despejarse de
cada ecuacion y asi dejar expresiones en términos de z, y y z:

r=q1+ tuy = =140

Y = qo + tus = t =2

z = q3 + tus = t==%8

Las tres ecuaciones estan igualadas al mismo valor ¢, por lo que pueden
igualarse entre si:

__ T—q1
t = ”
— r—aq Yy—qz T —(q3
2 U1 Ug U3
__ 2743
t = -
La igualdad puede tomarse en pares, es decir =4 = £ y 492 —
’ Ul u2 u2

%. Estas son dos ecuaciones cartesianas que en conjunto representan
a la recta L. La particular expresién (4) de las ecuaciones cartesianas
de una recta se conocen como ecuaciones en forma simétrica.
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Sea la recta L con vector director u = u1i + usj + usk y punto base
Q (q1, g2, g3). Las ecuaciones cartesianas de L en forma simétrica son:

T—q1 Y—G T—(3

U Uz us

Ejemplo. Obtenga las ecuaciones en forma simétrica de la recta L de
interseccién entre los planos P, @ z+3y+22 =0y P : x+2y+2z = 0.

El primer paso para obtener la recta es resolver el sistema de ecua-
ciones lineales definido por las ecuaciones cartesianas de los planos.

r+3y+22=0 N 1 3 2

r+2y+2=0 1 21

1 3 2 1 3 2 1 0 -1
1 21 011 01 1
T —z=0 N =2z

y +z2=0 y=—z

Para tener las ecuaciones paramétricas de la recta z se iguala a ¢, se
sustituye en la solucién del sistema. Las ecuaciones paramétricas de
la recta de interseccion son

El parametro t ya esta despejado de las ecuaciones en x y z; para la
ecuacion y se obtiene —y = t. Finalmente, las ecuaciones en forma
simétrica de la recta de interseccion entre P; y P, son

L: rT=—-Yy=2z

3. Angulo entre Planos

La interseccion entre dos planos
arroja dos elementos geométricos
importantes: una recta y un angulo
de interseccion.

En la figura 4 se ilustra que la inter-
seccion entre los planos V' y W arro-

ja dos angulos suplementarios, uno -5

agudo ¢ (dngulo principal entre pla- s

nos) y uno obtuso 6: S0 3 5 0
180°=p+ 0 (5) Figura 4. El 4ngulo entre vecto-

res se calcula con el angulo entre
sus vectores normales, tomando

También se observa que los vectores
el de menor magnitud.

normales ny y ny, v los planos for-
man un cuadrilatero. Puesto que los
angulos internos de todo cuadrilatero suman 360°, entonces puede
plantearse la ecuacion

360° =0 +w; +wr+¢€ (6)

Los angulos w; y wy son rectos, ya que estan formados por V' y W con
sus respectivos vectores normales. Se sustituyen estos datos en (6):

360°:9+w1+w2+e
=0+ e+ 180°
180° =60+« (7)

Las ecuaciones (5) y (7) son la misma pues ambas expresan al 4ngulo
llano como la suma de # mas otro angulo que debe ser ¢ = €. Por angu-
los opuestos por el vértice, € es el angulos entre vectores normales, y
también es el dngulo ¢ entre planos.
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El angulo de interseccién entre los planos V' y W, cuyos vectores
normales respectivamente son ny y nyy, es

ny - nyy|

< (V,W) = arccos
[y ([ [

Puede notarse que el angulo entre lugares geométricos (par de rectas,
par de planos, recta y plano) estd ligado a los vectores que les de-
finen (vector director, vector normal), y en consecuencia, el algebra
vectorial es la mejor herramienta disponible al momento.

Ejemplo. Calcule el dangulo de interseccién entre los planos P :
y—2+2=0yQ: y+2=0.

Cada plano tiene su respectivo vector normal:

A ~

P:y—2z42=0 = np=j—k

Q: y+2=0 = no = j

Una vez obtenidos los vectores normales se procede a calcular el
angulo entre planos.

np - ng|
< (P, = UL I 2
(F,Q) = arccos 1ol
(i-%)-(3)
= arccos ———4—
Hj—k ;
1
= alrc COSs —=

V2

< (P.Q) = 45°

4. Los Planos Coordenados

Un caso especial de los planos y las
rectas es el cubo cartesiano (figura
5). Cuando se habla del sistema de

coordenadas rectangulares o carte- 5 y=0 " e 0
sianas se especifica que hay planos y ] b

ejes que permiten ubicar cada pun- 0 : /T\ ;

to; es decir, los planos y ejes sirven T "
como un sistema de referencia. Para - i I :

calcular las ecuaciones de dichos pla-
nos se analiza qué coordenada (abs-
cisa, ordenada o cota) es nula.

Figura 5. El cubo cartesiano esta
formado por tres planos coorde-

nados, cuyos vectores normales
son los vectores candnicos.

Por ejemplo, un punto en el espa-
cio R3 se expresa como P (z,y, 2); si
P esta sobre el plano xy, entonces
z =0y por lo tanto
z=0 = 0x+0y+2=0 nxy:f{
En consecuencia, la ecuacién cartesiana del plano zy es z = 0 y su
vector normal es R, como efectivamente se sabe. Este razonamiento
es aplicable a los planos restantes, asi como a los planos paralelos so-
bre cada uno de los ejes coordenados. En la tabla 1 se condensan las
caracteristicas de los planos coordenados.

Plano | Ecuaciéon  Vector Normal  Planos Paralelos
xy z2=0 k 2=k
yz x=0 i r=Fk
Tz y=20 j y==Fk

Tabla 1. Descripcién de los planos coordenados con k € R.




