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Capitulo 1

Introduccion

La teoria del control es un area de las matemaéticas aplicadas y de la ingenieria
que se encarga del estudio de sistemas dinamicos y del diseno de sistemas de control.
Controlar un sistema significa realizar una accién para modificar su comportamiento
de tal manera que cumpla una meta. Para lograr influir sobre un sistema se han
desarrollado equipos que permiten implementar las diversas estrategias de control;
por ejemplo, el regulador de velocidad de méquinas de vapor disenado por Watt o los
complejos microcontroladores que surgieron a partir del crecimiento en la computacion
1]

El crecimiento exponencial que ha tenido la computacion permite hoy en dia apli-
car leyes de control de mayor complejidad para una variedad de sistemas fisicos, que
van desde las hoy indispensables centrales eléctricas o el sistema eléctrico nacional,
hasta las plantas industriales, la aviacion, la industria aeroespacial o la roboética.

Dada la complejidad cada vez mayor de los sistemas y su enorme diversidad, uno
de los problemas recurrentes a los que un ingeniero de control debe enfrentarse es el
desconocimiento de los pardmetros exactos de la planta, asi como de las perturbacio-
nes externas que afectan al sistema fisico. Como se menciona en [2] las incertidumbres
paramétricas del modelo llevan a una disminucién en el rendimiento o incluso a una
pérdida de estabilidad.

Los controladores robustos se encargan de lidiar con estas perturbaciones y sus
efectos nocivos. Una de estas estrategias de control robusto es la conocida como con-
trol por modos deslizantes [3]|. El control por modos deslizantes es un método de
control no lineal discontinuo que fuerza las trayectorias de los estados de un sistema
a alcanzar y permanecer, para todo tiempo, en una variedad previamente disenada
denominada superficie de deslizamiento. Por la estructura misma de esta superficie, al
estar sobre ella, las diferencias en los parametros de la planta con respecto al modelo
matemaético, asi como cierto tipo de perturbaciones externas, no afectan al modo de
deslizamiento, siendo asi un control robusto.

Uno de los problemas centrales del control por modos deslizantes es el diseno de
una superficie de deslizamiento apropiada. Dentro de la literatura existen varios mé-
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1.1. Motivacion y Estado del Arte Capitulo 1. Introduccion

todos, entre los que se encuentran el método basado en la formula de Ackermann [4]
o el diseno via LQ singular [5|. Otro método de control robusto es el llamado redise-
no de Lyapunov, que también nos puede ayudar a disenar superficies de deslizamiento.

El rediseno de Lyapunov clasico se basa en obtener un control estabilizante para
el sistema nominal, para luego disenar otro control que nos ayude con las perturbacio-
nes. Utilizaremos una metodologia similar, donde el control estabilizante del sistema
nominal sera un regulador cuadratico lineal, mientras que disenaremos controladores
por modos deslizantes que lidiaran con las perturbaciones. La diferencia entre la me-
todologia que utilizaremos y el rediseno clasico de Lyapunov es que, en este tltimo, se
busca que el producto de la derivada parcial en los estados de la funciéon de Lyapunov
que encontramos al utilizar el controlador estabilizante por la parte del modelo por
donde entra la perturbacion y la senal de control mantenga que la derivada tempo-
ral de la funcion candidata de Lyapunov sea negativa definida. Mientras que en el
método utilizado, desarrollado por Estrada, Fridman y Moreno [6] buscamos que ese
mismo sea cero y, por lo tanto, buscamos que esta sea la superficie de deslizamiento
que alcanzaremos en tiempo finito y se mantendra en cero en todo tiempo futuro.

1.1. Motivacién y Estado del Arte

El control automatico o teoria del control se encuentra cada dia méas presente en
nuestro dia a dia. Por ello, el estudio de sistemas no lineales toma especial relevancia.
De estos sistemas dependen el funcionamiento de nuestra sociedad tal como la cono-
cemos, el GPS que utilizamos todos los dias para desplazarnos se sostiene en una red
de satélites manejados por sistemas de control, el piloto automéatico de los aviones no
es mas que un algoritmo de control, los robots que trabajan en las fabricas también
utilizan leyes de control.

Este no es s6lo un tema de actualidad, hoy en dia se estan realizando grandes
avances gracias a las nuevas metodologias de control. Robots que hardn operaciones a
corazon abierto en hospitales, coches con sistemas de conducciéon automética o cohetes
con sistemas de propulsion reciclables. En definitiva, el control automatico esté en un
punto algido y no parece que vaya a caer pronto.

La importancia presente y futura del control de sistemas no lineales presenta una
gran oportunidad de desarrollo personal y profesional, es por ello que se decidi6 reali-
zar esta tesis, buscando entender el funcionamiento de estos, asi como los algoritmos
de control que nos permiten guiarlos, con la ambiciéon de aplicar el conocimiento
adquirido y poder seguir aprendiendo acerca de ellos.

En este trabajo abordaremos un problema de control con un sistema de bola y
placa (Ball and Plate) donde el objetivo de control es la regulacién en un punto de
equilibrio y el seguimiento de trayectorias. Existen numerosos trabajos en control de
un sistema “Ball and Plate”. En [7] y [8] encontramos el disefio de diferentes con-
troladores por modos deslizantes para la regulacion o el seguimiento de trayectorias
sobre el Ball and Plate, en [9] incluso encontramos controladores de segundo orden.
También se han utilizado controladores para el seguimiento de trayectorias, como en

12



Capitulo 1. Introduccion 1.1. Motivacion y Estado del Arte

[10] donde utilizan un controlador PID con anti-windup.

La principal diferencia entre los controles por modos deslizantes utilizados y el nues-
tro es la metodologia de diseno. Como mencionamos en la introduccién, buscamos
utilizar una metodologia basada en el rediseio de Lyapunov donde, a partir de un
controlador estabilizante y de la dinamica del sistema en lazo cerrado, podemos en-
contrar una superficie de deslizamiento para los controladores por modos deslizantes.
Esto nos permite evitar disenar la superficie de deslizamiento.

Por otra parte, utilizaremos controles por modos deslizantes. Este tipo de contro-
ladores es robusto a perturbaciones, a diferencia de controladores como el PID con
anti-windup.

El equipo cuenta con un controlador PD de fabrica. Los resultados experimentales
muestran resultados limitados para regulacion y para el seguimiento de trayectorias.
Como se observa en las figuras|l.1)y|1.2 el error de regulacion es de alrededor de 1[cm)]
sobre el eje y y de hasta 2[cm| en seguimiento, donde también se puede observar que
existe un desfase entre la trayectoria deseada y la obtenida.

1 10
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Figura 1.1: Regulacion del controlador de fabrica
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Figura 1.2: Seguimiento de trayectoria con controlador PD

Es de nuestro interés realizar el diseno de controladores por modos deslizantes a
través de una metodologia de rediseno novedosa que permita rechazar perturbaciones

y disminuir el error de regulacion y de seguimiento comparados con el controlador de
fabrica.
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Capitulo 1. Introduccion 1.2. Objetivos

1.2. Objetivos

Los objetivos que nos planteamos en este trabajo de tesis son los siguientes:

Objetivo General:

= Implementar controladores por modos deslizantes modernos, a través de una
metodologia basada en el redisenno de Lyapunov que nos permita robustecer el
sistema frente a perturbaciones que, a su vez, permitan realizar la regulacion y
el seguimiento de trayectorias para un sistema MIMO no lineal reduciendo los
errores de regulacion y de seguimiento en comparacion con el controlador PID
de fabrica.

Objetivos Particulares

1. Modelar el sistema 2 DOF Ball Balancer de Quanser.

2. Diseniar un controlador clasico (LQR) para regulacion y para seguimiento de
trayectorias para el sistema nominal.

3. Verificar experimentalmente el funcionamiento de la metodologia de rediseno y
discutir los resultados.

1.3. Contribuciones
A continuacion describimos las principales aportaciones de este trabajo de tesis:

= Se realiz6 el analisis dindmico del sistema MIMO con dos grados de libertad
"2DOF Ball Balancer"para posteriormente poder diseniar controladores por mo-
dos deslizantes.

= Se linealiz6 dicho sistema con el fin de aplicar un controlador LQR base de
nuestra metodologia de redisenio y que garantizara la estabilidad del sistema
nominal.

» Gracias a algoritmos de control de modos deslizantes STA y VGSTA cumplimos
con las metas de control: regulacion y seguimiento de trayectorias.

1.4. Estructura de la tesis

El capitulo segundo expone el marco teérico, donde se abordan los conceptos
utilizados para el diseno de controladores por modos deslizantes, asi como la meto-
dologia clasica de rediseno de Lyapunov.

En el tercer capitulo realizamos, por el método de Euler-Lagrange, el modelado
matematico de nuestro sistema de pelota y placa. Presentamos los ajustes hechos al
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1.4. Estructura de la tesis Capitulo 1. Introducciéon

modelo con base en las especificaciones del fabricante.

Para el cuarto capitulo utilizamos lo expuesto en el marco tedrico para disenar
controladores por modos deslizantes, adaptdndonos a la metodologia de rediseno ex-
puesta.

El capitulo cinco se enfoca en verificar, por medio de la simulacion, que los di-
senos de nuestros controladores cumplen con los objetivos de control.

Finalmente, en el capitulo seis se discuten los resultados de los experimentos y
el trabajo a futuro, dando pie a las conclusiones del trabajo.
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Capitulo 2

Marco teoérico

2.1. Control por modos deslizantes clasico

2.1.1. Diseno convencional de controladores por modos desli-
zantes (SMC)

En cualquier problema practico de control van a existir discrepancias entre la
planta y el modelo matematico utilizado para el diseno de controladores. Estas dis-
crepancias existen ya sea por perturbaciones externas, porque se desconocen ciertos
parametros de la planta o por dindmicas no modeladas. Para garantizar que la planta
actiie como es deseado a pesar de las perturbaciones, se han desarrollado controla-
dores robustos que resuelven el problema. Uno de ellos se llama control por modos
deslizantes y sera el que desarrollaremos en este documento.

Tomando como ejemplo el sistema dinamico como el mostrado en [11] p.27 que
representa la dindmica de una masa:

1= 2 21(0) =2
{ fy =t flegat) L0 (2.1)
y==

donde 1 y x5 son la posicion y la velocidad de la masa, y es la salida controlada, u
el control y f(xy,zy,t) una perturbacion acotada por |f(zq,x2,t)|< L > 0.

Buscamos disenar un controlador por modos deslizantes que permita a la salida y
seguir asintoticamente una referencia y4. El controlador v debe llevar el error de se-
guimiento a cero (y;—y = 0) con la presencia de una perturbacion acotada f(x1, xs,t).

Para el sistema[2.1)sabemos que al derivar dos veces la salida obtenemos la entrada
de control, es decir, el grado relativo del sistema es 2.

y® =u+ f(y.9.t) (2.2)

17



2.2. Concepto de control equivalente Capitulo 2. Marco teorico

Establecemos el error de seguimiento como e = yu(t) — y(t), donde y4(t) repre-
senta la trayectoria que deseamos seguir y y(t) es la salida de la planta. Definimos la
superficie s como en (|11]), es decir,

s=¢é+ce, c>0 (2.3)

Disenando un SMC u que lleve s a 0 en tiempo finito ¢ tal que 0 <ty <ty < ooy
que lo mantenga sobre dicha superficie a partir de ese instante. Una vez s alcanza 0, el
error de seguimiento e va a obedecer la ecuacion diferencial de primer orden definida
en que converge a cero asintOticamente.

La dinamica de la superficie de deslizamiento esta dada por

gp(y, yv t) - yd + C?Jd - f(ya ya t) - Cy (25)

donde Y4, 4 ¥ 9a son conocidas en tiempo real.

Si tenemos una perturbacion ¢(y,y,t) acotada, es decir, existe una M > 0 tal que
lo(y, 9, t)|< M se puede disenar un control SMC convencional utilizando la condiciéon
de existencia de un modo deslizante, reescrito como:

55 < —- |4 (2.6)

V2

De la definiciéon de la perturbacion y de la dindmica se tiene que
s$ = s(p(y,y,t) —u) =< |s|M — su (2.7)
Eligiendo u = p sign(s) y sustituyendo en obtenemos:
ss < [s|(M —p) (2.8)
Si igualamos el lado derecho de 2.6)y 2.7

sI(M — p) = —=|s| (29)

Despejando p y conociendo M y proponiendo v podemos encontrar la ganancia del
controlador que nos permite alcanzar nuestra meta de control:

«

=M+ 2.10
p 7 (2.10)
2.2. Concepto de control equivalente
Consideramos un sistema convencional en el espacio de estados:
i = flr,u,¢) (2.11)

18



Capitulo 2. Marco teorico 2.2. Concepto de control equivalente

donde x € R™ es el vector que representa los estados y u € R™ es la entrada de
control. Se asume que f(x,u, ) es diferenciable con respecto a x y absolutamente
continua respecto al tiempo. ¢ € R? representa las perturbaciones externas al sistema
que supondremos que estan acotadas, es decir, existe una M > 0 tal |p|< M.
Considerando la superficie dada por:

S={z:s(z) =0} (2.12)

definimos el control equivalente |11, p. 47] como la acciéon de control necesaria para
mantener una trayectoria deslizante ideal en S. Para ello se usard que en modos
deslizantes convencionales s = s = (. Lo anterior se puede reescribir como:

0s dx

Os
8= Or dt 8—$f($au790) =0 (2.13)

Como ejemplo, considerando un sistema convencional afin:
&= f(z)+g(z)ute (2.14)
Sustituyendo en [2.13el control equivalente u., es tal que

0s 0s

O0s
2 ) + 2 playueg + 220 =0 (2.15)

Si 22¢(x) es invertible, entonces:

Ueg = —(%g(@)lg (x) — (%g(z)) 1% (2.16)

Sustituyendo en obtenemos la respuesta en lazo cerrado:

i = (I—g@)(%g(@)‘l%)ﬂx) + (f— (%m)-l%)so (2.17)

Observacion 1

= La expresion del control equivalente [2.16|es independiente de la senal de control.
Esta puede ser discontinua.

» El control equivalente u., depende de la perturbaciéon ¢ que normalmente es
desconocida. De esta manera u., no es fisicamente implementable.

= Es mejor considerar al control equivalente como un concepto abstracto para
facilitar la creacion de una expresion de orden reducido en [2.17], estableciendo
una ecuacion diferencial desde la cual estudiar la estabilidad del sistema en lazo
cerrado.
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2.3. Disenio convencional de controladores Super-Twisting STA Capitulo 2. Marco
tedrico

2.3. Diseno convencional de controladores Super-Twisting
STA

El uso de controladores por modos deslizantes de conmutacién de alta frecuen-
cia que son discontinuos y, por ende, poco practicos hace que surja el algoritmo de
Super-Twisting (STA)un controlador por modos deslizantes continuo que no tiene las
desventajas de los controladores discontinuos [11]. E1 STA reduce el efecto del “Chat-
tering Effect” que puede llevar a desgaste de piezas mecanicas y reducir la precision
del controlador [12].

Partiendo de la necesidad de llevar la variable de deslizamiento s a cero en
tiempo finito, proponemos el siguiente control continuo:

v =k |s|"?sign(s), k1 >0 (2.18)

Asumiendo que la perturbacién ¢ = 0 en la dindmica de la variable de deslizamiento,
la dindmica compensada resulta:

§=¢(y,9,t) —u (2.19)
§ = —ky |s|"%sign(s), s(0) = sg (2.20)

Integrando la ecuacion (2.20]) obtenemos:

k
e (2:21)
Si buscamos identificar el instante de tiempo t = ¢, tal que s(¢,) = 0 de la siguiente
manera:

ty = —|s0]*/? (2.22)

El control (2.18]) lleva a la variable de deslizamiento a cero en tiempo finito ([2.22)).
En el caso donde la perturbacion ¢(y,y,t) # 0, la dindmica compensada de s es igual
a:

$=o(y,9,t) — ki|s|"sign(s), s(0) = sg (2.23)

y la convergencia a cero no ocurre. Si encontramos un término que anadir al control tal
que siga a la perturbacion ¢ en tiempo finito, entonces la perturbacion se compensara
completamente. En cuanto la perturbacién es cancelada, la dinamica de la superficie
de deslizamiento coincidira con (2.20) y s = 0 en tiempo finito.

Asumiendo que ¢ < M el siguiente control

Usm = k101(S) + koo
donde
¢1(s) = |s|"/*sign(s)
P2(s) = sign(s)

(2.24)
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VGSTA
Seleccionando las ganancias k; y ks como en Seeber y Horn [13]:
ki =15vVM; ke =1.1M (2.25)
Podemos obtener la dinamica compensada de s:
SRl e) + o= 220)

qbg = kﬁg Sign(s)

De esta manera, (2.24) hace que ¢ sea igual a ¢(y,y,t) en tiempo finito, de tal
manera que (2.26)) se vuelve ([2.20)), asi s va a 0 en tiempo finito.

2.4. Diseno Variable Gain Super-Twisting Algorithm
VGSTA

El disenio de un controlador VGSTA es similar al del STA pero esta hecho de
manera que se disminuyan algunos inconvenientes del STA tradicional. Los contro-
ladores VGSTA permiten reducir el “Chattering Effect” y compensar perturbaciones
cuyas cotas sean dependientes de los estados, como se menciona en Gonzalez, Moreno
y Fridman [14].

El VGSTA propuesto en Gonzalez, Moreno y Fridman [14] es el siguiente:

o = —1 ()1 () — /0 hnlt, 2)ba(s)dt (2.27)
donde (2.28)

61(s) = |s]2sian(s) + kss, ks > 0 (2.20)
ba(s) = %sign(s) + gk3|s|1/231gn(8) + k2 (2.30)
(2.31)

Se puede observar que al hacer ks = 0 se obtiene el STA estandar. La ganancia k3
permite lidiar con las perturbaciones que crecen linealmente en s, es decir, afuera de
la superficie de deslizamiento. Por otra parte, ki y ks permiten que perturbaciones
acotadas por funciones conocidas sean rechazadas y no afecten a la superficie. Al igual
que el STA tradicional, el control es continuo, a diferencia de SMC.

El VGSTA no es capaz de rechazar todas las perturbaciones de la forma |p(z,t)|<
p(x) donde p(x) es una funciéon conocida y ¢(z) es la perturbacion. Esto se debe a

que es un controlador continuo; sin embargo, es capaz de rechazar perturbaciones ¢
compuestas por d; y ¢ que satisfacen lo siguiente:

p=d+9 (2.32)
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Las funciones p; y po son propuestas como en [14] y deben cumplir con las siguientes
desigualdades:

|di(z,5,0)|< pr(t,2) d1(s)|= pa(t, ) (L + ksls] /]| |2 (2.33)

d 1 3
|520(, 5, 1)< po(t, )| da(5)|= 5t @) + hapa(t, 2)[5 + ksl 7]ls2 - (2:34)

donde py(t,x) > 0y po(t,z) > 0 son funciones continuas conocidas.
Las ganancias k; y kg son variables y estan definidas en (|14, p. 2102]):
1
ki(t,z) =6 + 3 {£[2ep1 + po)? + 2€ps + € + [2e + p1] (B + 4€%) } (2.35)
ko(t,w) = B+ 4€* + 2¢ky (¢, ), (2.36)

dénde 8 > 0, ¢ > 0, 6 > 0 son constantes arbitrarias positivas y que sirven como
parametros de diseno para nuestro controlador. p; y po deben cumplir con ??7 y con
7?7 respectivamente.

2.4.1. Rediseno de Lyapunov

En esta seccion, siguiendo [15], consideramos un sistema de la siguiente forma:
= f(t,x)+ G(t,x)[u+ p(t, z,u)] (2.37)

donde x € R” son los estados y u € RP el control. Las funciones f, G y ¢ estan defini-
das para (t,z,u) € [0,00) x D x R, donde D C R" contiene el origen. Las funciones
f v G son conocidas, mientras que ¢ es una funcioén desconocida que involucra varios
valores inciertos debido a simplificaciones en el modelo, incertidumbres paramétricas,
entre otros. La funcién ¢ esta acoplada al control.

Tomando un sistema nominal sin perturbaciones:

T = f(t,z)+ G(t,x)u (2.38)

Se disenia un controlador estabilizante (v = (¢, x)) utilizando el modelo nominal de
tal manera que el origen del sistema nominal a lazo cerrado es uniformemente estable.

Asi,
= f(t,x) +G(t,z)Y(t, ) (2.39)

Buscamos ahora construir un control robustificante. Para ello, suponemos que conoce-
mos una funcioén de Lyapunov V para ([2.39)) que satisface las siguientes desigualdades:

oV (x)
Ox

[f(z) + G(x)Y(x)] < =W (z),Vx € D, (2.40)

donde W es una funcion positiva definida. Consideramos perturbaciones que satisfa-
gan:
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(8, @, (¢t 2) + 0)[[< pl(t, ) + Kol[vl], 0 < ko <1 (2.41)

donde la funcién p es conocida y kg es una constante positiva. Si conocemos V', p y ko,
podemos disenar un controlador v adicional tal que el controlador total u = (¢, z)+wv
estabilice el sistema en presencia de perturbaciones [15].

El sistema en lazo cerrado aplicando el control robustificante es de la siguiente manera:

T = f(z,t) + Gz, )(x,t) + Gz, t)[v + ¢(t, z,u)] (2.42)

Considerando la funciéon de Lyapunov para el sistema nominal como candidata a
funcion de Lyapunov para el sistema perturbado:

oV oV
aplicando un cambio de variable:

' = —@, (2.44)
obtenemos
. ov
V= %[f + GY) + sTv+sTp (2.45)

Recordando que 2% [f + Gy < —W (z) donde W (z) es una funcién positiva defini-
da y observando la ecuacion [2.45 podemos escoger una v para cancelar el efecto deses-
tabilizante de ¢ en V. Una manera de garantizar esto es haciendo que s7v+s7p < 0.
De acuerdo con la hipotesis de la perturbaciéon en tenemos

sTo+ st < stv+||s]la] @] [2< sTv + ||s||2[p(x) + kol [v]|2]; 0 < ko <1 (2.46)

Podemos proponer un control discontinuo de la forma:
S

[Isll2

v=—n(zr) (2.47)

Con lo que:

s'v+ 5T < —n(@)||sll2+Isl|20(2) + kon(2)][slla= —n(1 = ko) Is|l2+]Is|lzp  (2.48)

Recordando que para garantizar que cancelamos el efecto desestabilizante de ¢ bus-
camos que s7v + s < 0 encontramos la siguiente desigualdad partiendo de

—n(1 = Ko)l[s[|2+][s|l2p < O (2.49)
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Despejando 71 encontramos que:

(2.50)

Por lo tanto, podemos garantizar que V, para el sistema perturbado, es negativa
definida, es decir:

V< -W(x) (2.51)

Por el método directo de Lyapunov podemos garantizar que el sistema en lazo ce-
rrado perturbado es asintéticamente estable y rechaza los efectos de la perturbacion.
Si bien el controlador aplicado u = 9 + v es discontinuo, se pueden utilizar otros
controladores por modos deslizantes como el STA o el VGSTA que también sean
robustos y garanticen la estabilidad, pero que no sean discontinuos. Nuestro dise-
no de controladores se basa en el rediseno de Lyapunov, pero utiliza estos ultimos
controladores.
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Capitulo 3

Modelo del sistema

En este capitulo describiremos y obtendremos el modelo matemético de un sis-
tema bola y placa (“Ball and Plate”) con las especificaciones del equipo “2DOF Ball
Balancer” de la compaifiia Quanser.

El equipo “2DOF Ball Balancer” esta compuesto por un sistema de bola y placa, dos
servomotores y una camara. En las figuras[3.2]y [3.3 se pueden observar dos esquemé-
ticos del sistema bola y placa y en la figura [3.1| una imagen de la planta de Quanser.

|

Figura 3.1: Imagen de la planta “2DOF Ball Balancer”
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Capitulo 3. Modelo del sistema

Figura 3.2: Sistema a modelar vista aérea

Figura 3.3: Sistema a modelar vista lateral

Utilizaremos la metodologia de rediseno por modos deslizantes basada en el re-
diseno de Lyapunov disenado en @ sobre el sistema MIMO “2DOF Ball Balancer”
con el fin de hacer la regulaciéon en un punto de equilibrio y hacer seguimiento de
trayectorias.

La metodologia mencionada utiliza un controlador LQR disenado a partir de un
sistema linealizado. Debemos entonces modelar el sistema y linealizarlo para poder
implementar nuestro rediseno.

El equipo de Quanser mide cuatro variables: las posiciones de la pelota sobre el
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plato gracias a la camara y las posiciones angulares de los servomotores.

Al poder medir tinicamente las posiciones, requeriremos de un observador o de un
derivador para obtener las velocidades angulares y lineales. En nuestro caso, utiliza-
remos un derivador de Levant [Apéndice B.].

3.1. Modelado matematico

Buscamos encontrar un modelo del sistema que nos permita realizar el diseno de
controladores. Para ello, nos basaremos en el modelado de Euler-Lagrange y encon-
traremos las ecuaciones de movimiento del sistema.

Para de obtener las ecuaciones del sistema, tomamos en cuenta las siguientes consi-
deraciones:

La friccién es despreciable.

El plato y la pelota estédn siempre en contacto.

La bola rueda sobre el plato, no se desliza.

La pelota es simétrica y homogénea.

Tabla 3.1: Variables del sistema

H Simbolo Descripcion Unidad H
Ty Posicion de la pelota en x [m]
Tp Velocidad de la pelota en x [m /s
a Angulo del plato sobre el eje y [rad]
& Velocidad angular del plato [rad /s
U Posicion de la pelota en y [m]
Up Velocidad de la pelota en y [m /s
o4 Angulo del plato sobre el eje x [rad]
& Velocidad angular del plato [rad /s
0. Angulo del servomotor [rad|
0, Velocidad angular del servomotor —[rad/s|
0, Angulo del servomotor [rad]
0, Velocidad angular del servomotor [rad/s|

Todos los parametros de diseno utilizados a continuaciéon fueron obtenidos del
manual del equipo de Quanser y presentados en la siguiente tabla:

Para obtener la ecuacion de Euler-Lagrange partimos de obtener la energia cinética
de la pelota, que esta compuesta de la energia de rotacion respecto a su centro de
masa y a su energia lineal:
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Tabla 3.2: Especificaciones

H Simbolo Descripcion Valor Unidad H
L Longitud de la superficie 27.5 [cm]
Tarm Longitud del centro del SRV02 a la articulacién 2.54 [cm]

b Radio de la pelota 1.96 [cm]

my Masa de la pelota 0.003 [kg]
Altitud de la camara 69.5 [cm]

[ Constante emf del motor 7.68 x 1073 N.m/A

R, Resistencia del motor 2.6 Ohms|()]

K, Proporcion del engranaje 70

Nm Eficiencia del motor 0.69

ur Eficiencia del Gearbox 0.9

Jeq Momento de inercia equivalente sin carga externa 9.76 x 107° kg.m?

B, Coeficente de amortiguamiento viscoso 0.015 N.m/(rad/s)

T, = S+ ) + 5 (w? + ) (3.1)

donde my, es la masa de la pelota e I, su momento de inercia. Ademas, , v 9
son las velocidades de traslacion de la pelota sobre los ejes x y vy, w, y w, son las
velocidades rotacionales.

Tomando en cuenta que no existe deslizamiento de la pelota, tenemos la siguiente
relacion entre velocidades de traslacion y de rotacion.

Ty = rpwy, Yp = rpWy (3.2)

Por otra parte, la energia cinética del plato consiste en la energia rotacional respecto
a su centro de masa:

T, = %(QQ +6%) + %mb<xbd + yB)> (3.3)

La suma de las dos energias cinéticas anteriores da por resultado la energia cinética
del sistema:

T=T,+1T, (3.4)

1 Iy . ) 1 . . 1 . .
T = §(mb + T—Z)(w% +95) + §(Ip + 1) (&" + B%) + §mb(95ba + y8)° (3.5)
b

La energia potencial relativa al plano horizontal en el centro del plato inclinado se
puede calcular como:

Vy = mpgh = mypg(xp sin(a) 4 y, sin(f)) (3.6)
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Utilizando el Lagrangiano:
L=T,+T,-V, (3.7)

Podemos derivar las ecuaciones del sistemas

oL _ mpc (x4 yB) — mygsin o (3.8)
83:;,
oL Iy .
—al:b = (mp + T_g)xb (3.9)
oL : ,
— =mpf(a+yph) —mgsinf (3.10)
Oy
oL Iy .
- _ - A1
% (my + rg)yb (3.11)

Por la metodologia de Euler-Lagrange, podemos escribir:

d oL 0L Iy

aa—xb — 8_1:;, = (mb + ﬁ)xb - Tnb(l'b(j‘2 + ybd6> + Mg SiH(Oz) =0 (3'12>
b
d OL 0L Iy .. : L .
%a—yb — 8—% = (mb + (r_g)yb - 77/’11)(341)52 =+ xbOéﬁ) + g Sln(ﬂ) =0 (313>
b

De las dos ecuaciones anteriores complementadas con dos ecuaciones proporcionadas
por el fabricante obtenemos un primer modelo no lineal. El modelo de los servomotores
esta realizado con el angulo y la velocidad angular del servomotor como variables de

estado por el fabricante y [3.17]

1, )
(mp + T—g)xb — 771(,(55170'42 + yp&f) + mpgsin(a) =0 (3.14)
b

Iy . . . . '

(mp + T—Z)yb — my(yp8° + 1 8) + mypg sin(B) = 0 (3.15)
b

é _ ngkgnmkth B Beq

’ Ry Jeq

9‘ _ ngkgnmkt@ _
v Jeq Jeq Jeq

) 1

7 0, (3.16)

B .
<9, (3.17)

El modelo en este momento estd dado en dos partes que aparentemente no tienen

relacion: las ecuaciones v [3.15] y las ecuaciones y 317 Esto se debe a que el

modelo fue realizado con los angulos del plato.
Quanser proporciona una relaciéon entre los angulos del plato y de los servomotores
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[16], lo que permite aplicar el siguiente cambio de manera que obtenemos el modelo
en términos del angulo del servomotor.

_ 2rgpmsin(f,)

plate
2 arm 1 0
sn) = 2o ) (3.19)
plate

0, y 0, son angulos que estan acotados entre £45, por lo que utilizando la aproxima-
cion de angulo pequeno sin(f) ~ . Considerando esto, las relaciones y se

traducen a:

o 2Tarm

o= 0, 3.20
Lplate ( )
2r

=9 3.21

B Lplate Y ( )

Se realizo el cambio de variable hacia los &ngulos del servomotor, ya que son los que
se ven directamente afectados por nuestra entrada de control V,,, y V,,,,. Obtenemos
el modelo con respecto a 0, y 0, :

(my, + %)ib — my(xp(cla)” + yy(c0.)(ch,)) + mygsin(ch,) = 0 (3.22)

(my + %)y'b - mb(yb(céy)2 + xb(cém)(céy)) + mygsin(cb,) =0 (3.23)

9‘ _ ngkgnmkth . Beq
; Rm Jeq Jeq
.. NgkgNmki Vin,  Beg ;

0, = ——-—= 0 3.25
Yy Rm Jeq Jeq Yy ( )

0, (3.24)

(3.26)
Donde:

2Tarm
C =

(3.27)

Lpl(zte

Finalmente, podemos obtener nuestro modelo en su espacio de estados definiendo los
siguientes estados:

Tabla 3.3: Estados del sistema

’ Estados del sistema eje x  Estados del sistema eje y

T1 =Ty Ts = Yb
Ty = Ty T = Ub
:)53:6’96 1‘7:9y
$4:9m xgzéy
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i = f(z) + g(a)u (3.28)
_ . 1 )
" —[x1(cxy)? + T5CT4CT8 — gSin(cTs)] 0 0
mb+i 0 0
Ty 0 0
Beq'u k mk 1
= v Il 0 Viny
T 0 0 Vm2
Mo (w5 (cas)? + xycxgcrs — gesin(car)] 0 0
T X 0 0
8 kgnmke 1
B |0 MR

(3.29)

El redisenio que haremos esta pensado para sistemas lineales, por lo que en la
siguiente seccion realizaremos la linealizacion que, a su vez, nos permitira realizar el
diseno de los controladores por modos deslizantes.

31



3.1. Modelado matematico Capitulo 3. Modelo del sistema

32



Capitulo 4

Diseno de controladores

4.1. Modelo linealizado

El primer paso que debemos realizar para disenar un controlador LQR que nos
servird de base para el resto de controladores es hacer una linealizaciéon del sistema
alrededor de un punto de equilibrio. Se consider6 la posicién de la bola en el centro
del plato.

La linealizacion por método del Jacobiano puede encontrarse en el Apéndice A.
El modelo linealizado resulta en:

& = Az + Bu, (4.1)
y = Cu,

Doénde A, B y C son las siguientes matrices:

01 0 0 00 0 0
00 17981 0 00 0 0
00 0 0 00 0
00 0 —809 00 0 0
A=1loo o0 0 01 0 0 (4:3)
00 0 0 00 —1.7981 0
00 0 0 00 0 1
00 0 0 00 0  —860.96
- .
0 0
0 0
13156 0
B=|", 0 (4.4)
0 0
0 0
0 13156
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(4.5)

o O O
o O OO
o O = O
o O OO
o= O O
o O OO
_— o O O
o O OO

4.1.1. Modelo linealizado desacoplado

De[4.3] [4.4] [4.5| podemos observar que podemos desacoplar el sistema, la dindmica
de x1, 9, x3, x4 por un lado y la dindmica de x5, x4, x7, g por otro. Esto resulta en
dos sistemas lineales:

01 0 0 1zl [ 0 ]

oo —17981 0 s 0

Ta=10 0 0 1 o B YV (4.6)
00 0 —860.96 | |z [1315.6]

y

01 0 0 JTzs] [ 0 ]

o loo —17981 0 6 0

W=l 0 0 1 o O (47)
00 0 —86096 | |=s] [1315.6]

Las matrices A, B y C son idénticas para ambos sistemas, por lo que el disenio de
un controlador para [4.6] puede ser utilizado para [4.7]

4.1.2. Estabilidad

Recordando que nuestra metodologia de rediseno utiliza un controlador estabili-
zante, es de suma importancia verificar la estabilidad del punto de equilibrio sobre el
que linealizamos. El Método Indirecto de Lyapunov afirma que el punto de equilibrio
es asintoticamente estable si todos los eigenvalores de A tienen parte real negativa.
Obtenemos los eigenvalores de nuestra matriz A:

AA)=[0 0 0 —860.96 0 0 0 —860.96]"

Nuestra matriz A cuenta con eigenvalores en cero y el Método Indirecto de Lya-
punov no es concluyente. Debemos recurrir al siguiente teorema:

El punto de equilibrio z = 0 de & = Ax es estable si y solo si todos los eigenva-
lores de A satisfacen Re\; < 0 y por cada eigenvalor con Re)\; = 0 y multiplicidad
algebraica ¢; > 2, rank(A — \;I) = n — ¢;, donde n es la dimension de z. El punto de
equilibrio x = 0 es global y asint6ticamente estable si y solo si todos los eigenvalores
de A satisfacen Re); < 0 (Khalil [15])
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Valorando la multiplicidad algebraica de los eigenvalores con parte real igual a
cero, obtenemos que ¢; = 6. Obtenemos también que rank(A — A;) = rank(A) =6 #
n —q; = 8 — 6 = 2. Por lo tanto, el punto de equilibrio es inestable.

Al tener un punto de equilibrio inestable, buscaremos un controlador LQR que
nos permita estabilizar el sistema para luego robustecerlo ante perturbaciones y poder
cumplir nuestra meta de regulaciéon y de seguimiento.

Otro requerimiento para garantizar que nuestras metas de control se cumplan son
los conceptos de controlabilidad y de observabilidad.

4.1.3. Controlabilidad y observabilidad

Se dice que una ecuaciéon de estados , o un par de matrices (A, B), es contro-
lable si, para cualquier estado inicial x(0) = zo € R™ y cualquier estado final z; € R",
existe una entrada que transfiere el estado = de xy a 1 en tiempo finito [17]. Es decir,
que saber si el sistema es controlable nos permite saber si podemos llevar al sistema
a cualquier estado final en tiempo finito, sin importar qué trayectoria se siga, o qué
entrada se use.

Una metodologia para saber si un sistema es controlable es obtener su matriz de
controlabilidad [17]:

C=|[B AB A’B .. A" 'B] (4.8)

Si el rango(fila) de la matriz de controlabilidad es igual a n, el sistema es contro-
lable .

Con ayuda de MATLAB obtenemos de manera sencilla el rango de la matriz de
controlabilidad. Obtenemos qué rank(C) = 8. Al ser el rango igual a n, podemos
decir que el par de matrices (A, B) es controlable y, por lo tanto, podemos llevar al
sistema a cualquier estado final en tiempo finito, lo que garantiza que podamos hacer
regulacion y seguimiento de trayectorias.

Como mencionamos en la secciéon de modelado, las salidas de nuestro sistema son
las posiciones. Sin embargo, estas no son los tnicos estados del sistema; debemos
encontrar las velocidades para poder hacer realimentacion de estados.

El concepto de observabilidad analiza la posibilidad de estimar el estado del siste-
ma a partir de su salida. La ecuacion de estado (4.2)) es observable si para cualquier
estado inicial z(0) (desconocido), existe un tiempo finito ¢; tal que el conocimiento
de la entrada u y la salida y sobre el intervalo [0,¢;] es suficiente para determinar
el estado inicial z(0) [17]. Es decir, necesitamos un sistema observable para poder
garantizar que podemos obtener todos los estados.
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De una manera similar a la comprobaciéon de Controlabilidad, obtenemos la matriz
de observabilidad y si el rango (columna) de la matriz de observabilidad es igual a n
el sistema es observable.

CA
CA?

_OATL? 1_.

En el caso de nuestro sistema, con la ayuda de MATLAB, obtenemos que rank(C) =
8 , es decir, es observable. Esto nos garantiza poder obtener las velocidades angulares
y lineales con un derivador de Levant.

Una vez que sabemos que el punto de equilibrio sobre el que linealizamos es inesta-
ble, necesitamos un controlador que garantice su estabilidad y que nuestras metas de
control se puedan cumplir. Garantizamos que nuestro sistema es observable y pode-
mos obtener sus velocidades, lo que nos permitira realizar realimentacion de estados.
Ya que el par (A, B) es controlable, podemos utilizar la metodologia de rediseno pro-
puesta para disenar nuestros controladores estabilizantes y robustos para alcanzar
nuestras metas de control.

4.1.4. Rediseno de Lyapunov basado en control por modos
deslizantes

En esta seccion utilizaremos una metodologia basada en el rediseno de Lyapunov
desarrollada en Estrada, Fridman y Moreno [6] con el objetivo de poder realizar
regulacion y seguimiento de trayectorias con el sistema Ball Balancer.

Partiendo de un sistema con la misma estructura que el sistema de Ball and Plate
linealizado:

&= Ar+ B(u+ ) (4.10)

donde ¢ es una perturbacion cuya cota conocemos, nuestro primer paso es disenar un
controlador que estabilice el sistema nominal. Esto garantizaré la estabilidad del punto
de equilibrio de nuestro sistema “Ball Balancer” linealizado. Consideramos entonces
el sistema nominal para la dindmica de x1, z9, 3 v x4 :

&y = Ax + Bu (4.11)

Para el sistema nominal v = 1, donde % es un controlador estabilizante. En
nuestro caso, el controlador disenado es un controlador LQR, que tiene una ganancia
de la siguiente forma:

Y =—R'BTPx (4.12)
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Una vez disenado el controlador LQR, tendremos el control estabilizante necesario y
el sistema nominal tendra la siguiente dindmica estable de lazo cerrado:

i, = Az + By (4.13)

Para robustificar, utilizamos el control disenado para el sistema nominal y anadimos
un controlador robustificante v por modos deslizantes.

w=1+uv (4.14)

Sabemos que al haber disenado un controlador estabilizante:

V= Z—Z[Ax + By] < W () (4.15)

donde W es positiva definida.
La perturbacion debe cumplir con la siguiente hipotesis:
lp(t, @, +0l|< p(t, 2) + Kol [v]|, 0 < ko <1 (4.16)
El sistema con el controlador robustificante tiene la siguiente forma:
&, = Ax + By + Blp + 0] (4.17)

Utilizando la funcién de Lyapunov del sistema nominal como candidata a funcion de
Lyapunov del sistema perturbado:

. oV oV
ov
T _
st = e B (4.19)
Obtenemos
V= Z—Z[Ax + By] + sTv+sTp (4.20)

En el rediseno de Lyapunov tradicional buscamos un controlador que haga que sTo+
sTp < 0 de tal forma que también V < —W.

En nuestro caso, se puede observar en que, cuando s = 0, también la funciéon
V < 0. Entonces, si definimos nuestra superficie de deslizamiento como s = BT ( %—‘;)T
y hacemos, con un controlador por modos deslizantes, que esta se vaya a cero, obten-
dremos un controlador estable y robusto.

Coémo objetivos de control establecimos la estabilizaciéon en un punto de equilibrio
y el seguimiento de una trayectoria senoidal.
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4.2. Regulacion

4.2.1. Diseno LQR del modelo nominal

En esta secciéon veremos el diseno de un controlador LQR para el sistema nominal.
utilizaremos el modelo linealizado 4.6 para el disenno de controladores, sin embargo,
el control disenado es aplicable al sistema [4.7]

&, = Ax + Bu (4.21)

El primer paso en la propuesta de rediseno es disenar un controlador que estabilice
el sistema nominal. El controlador elegido para este propoésito es el controlador LQR.
El diseno de controladores LQR se basa en determinar el control w(t) 6ptimo que
minimice el indice de desempeno definido por:

J = / (z"Qx + u” Ru)dt, (4.22)
0
donde ) y R son matrices reales definidas positivas.

De acuerdo con Ogata |18] una forma de minimizar el indice de rendimiento es
resolviendo la siguiente ecuacion algebraica de Riccati:

ATP+ PA—-PBR'B'P+Q =0 (4.23)
Para ello proponemos dos matrices positivas definidas:

100 0 0 0
0 0.000022 0 0
0 0 0.000022 0O
0 0 0 0.0

Q= , R =0.0011 (4.24)

11

Con las cuales, al resolver con MATLAB la ecuacion algebraica de Riccati, obtenemos
la siguiente ganancia de control.

Ky =R (B"P)=[-300 —109.016 35.6 2.58] (4.25)

4.2.2. Rediseno

Diseno del control nominal

Partiendo del trabajo realizado por Estrada, Fridman y Moreno [6], realizando el
diseno del control nominal con la perturbacion igual a cero, consideramos la ganancia
de control obtenida por la solucién de la ecuacion de Riccati y seleccionamos una
funcién candidata de Lyapunov de control como V = z? Pz; la derivada temporal
satisface V = —z7Qz [6].
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Control por modos deslizantes basado en rediseno de Lyapunov

Tomando la V = 2T Px para el sistema perturbado, la superficie de deslizamiento
tiene la forma:

oV’

s = BT(% ) =2B"Px (4.26)
Y la dindmica de la misma es:
$ = 2BTP[Ax + B(u + ¢p)] (4.27)
Sustituyendo un nuevo controlador u = — R~ BT Pz + v y obteniendo la dindmica de
s en lazo cerrado:
§=2B"P(A—~ BR 'BTP)x +2BTPB(v + ¢p(t,z)) (4.28)

Podemos obtener el controlador robustificante despejando v de 4.28}

v=—2(B"PB)"'(2B"P(A — BR™'BTP)x — tgn.) (4.29)

sustituyendo en [4.28}
$ =2BTPBy — tgne (4.30)

donde ug,. corresponde a un controlador por modos deslizantes a implementar. Es
importante observar que la perturbacion ¢ estd escalada por una constante por lo
que los controladores por modos deslizantes podran compensarla.

Los dos controladores por modos deslizantes elegidos como controladores robustifi-
cantes son el controlador Super-Twisting Algorithm y el controlador Variable Gain
Super-Twisting Algorithm cuyos disenos se realizarédn en las siguientes secciones.
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4.2.3. Control Super-Twisting Algorithm

La primera generacion de controladores por modos deslizantes contaba con un

inconveniente, la existencia de “Chattering”. Para algunos sistemas es de suma impor-
tancia reducir el efecto “Chattering”, por ejemplo, en la industria aeroespacial donde
las superficies aerodinamicas de una aeronave no pueden oscilar a frecuencias muy
altas pero sigue siendo deseable mantener el aspecto robusto del control por modos
deslizantesShtessel, Edwards, Fridman et al. [11].
En la ultima década se desarrollaron varias estrategias de mitigacion del “Chattering”,
surgieron los controladores del tipo “second-order sliding mode”. El tinico control del
tipo “second-order sliding mode” que no requiere del conocimiento de la perturbacion
es el controlador Super-Twisting de Pérez-Ventura, Escobar, Fridman et al. [19], un
controlador por modos deslizantes absolutamente continuo.

El control Super-Twisting Algorithm no requiere el conocimiento de la pertur-
bacion, pero si necesita que la perturbacion esté acotada |¢|< M. Las limitaciones
fisicas del sistema sirven para garantizar que la perturbacion esté acotada.

En el caso abordado en este trabajo, los servomotores tienen una velocidad maxi-
ma de operacion de 628.3[rad/s],el voltaje maximo aplicable al motor que forma los
servomotores es de 15[V, la superficie del plato tiene una longitud de 27.5[cm]. To-
dos estos limites permiten saber que la perturbacion esta acotada, sin necesariamente
saber el valor de la cota.

El controlador Super-Twisting Algorithm esta descrito de la siguiente manera

Usme = —k191(s) +w (4.31)
W = —kya(s) (4.32)

donde ¢,(s) = |s|"/?sgn(s) y ¢(s) = sen(s)
Escogemos ki y ko como en |13,

ki =1.5VM (4.33)
ko =1.1M (4.34)
(4.35)

para el diseno de los controladores la cota M utilizada para el diseno del controlador
fue obtenida experimentalmente y tiene un valor de M = 100[V/s]. Al aplicar toda
la metodologia de redisenio y sustituyendo g, en obtenemos el controlador
aplicado directamente al sistema:

u=—RYB'P) - 2(B"PB)'2B"P(A — BR'BT"P)x — (—ki¢1 + w)] (4.36)
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4.2.4. Control Super-Twisting de Ganancia Variable (VGSTA)

El segundo controlador por modos deslizantes que utilizaremos en nuestro rediseno
es el Variable Gain Super-Twisting Algorithm mostrado en [14] que, como se mostro
en la seccién 2.4, se propone como:

Usme = —k1(t, 2)p1(s) — / ko(t, z)pa(s)dt (4.37)
0
donde (4.38)
d1(s) = |s|*2sgn(s) + kss, ks >0 (4.39)
Pa(s) = %sgn(s) + gk3]s|l/28gn(s) + k3s (4.40)
ki(t,z) =6 + % {£[2ep1 + po)? + 2€ps + € + [2¢ + p1] (B + 4€%) } (4.41)
ko(t,w) = B+ 4€* + 2¢k(t, ) (4.42)
(4.43)

Para disenar las ganancias k; y ko, propondremos las constantes §, (3, € y ks.
La perturbacion ¢ se debe poder descomponer como en [14] de la siguiente manera:

o=d +0 (4.44)

Las funciones p; y ps son propuestas como en [14] y deben cumplir con las siguien-
tes desigualdades:

(2, 5,0)|< pr(t,2)|d1(5)|= pa(t, ) (L + Kas] 7] s|/2 (4.45)

%5(1’7 $,1)|< pa(t, )| P2(s)|= %P2(ta z) + kspa(t, w)[g +kals[V][sV2 (4.46)
Donde p;(t,x) > 0y po(t,z) > 0 son funciones continuas.
En Gonzélez, Moreno y Fridman [14] consideran el efecto de una parte del sistema
como perturbacion para el otro; de una manera analoga, consideraremos el efecto del
eje y sobre el eje x como perturbaciéon y viceversa.

Recordando que el sistema linealizado puede desacoplarse en dos y 4.7 Par-
tiendo de uno de los modelos lineales desacoplados con una perturbacion ¢, que

cumple con [4.44}

&y = Az + B(u+ ¢,) (4.47)

Y con una superficie de deslizamiento con la siguiente forma:

5 = BT(E ) =2B" Pz (4.48)
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Cuya dinadmica de deslizamiento es la siguiente:
$=2BTPBy, — tUgne (4.49)

Basandonos en [20] y utilizando una perturbacion como [4.44]

donde dy, = 0 y, entonces, @, = J,.
Como sabemos que la posicion esté acotada por las dimensiones del plato, proponemos
0, = C,x1 cuya derivada con respecto al tiempo es:

d
700 = Cattz < Collan]|< pa(t, 2)|¢a(s)] (4.51)

De esta manera, encontramos pi, y poz:

Plz = C1 (4.52)
P2x = Ox||$2||+02 (453)
donde C, >0, ¢ >0y ¢y > 0.

De manera anéloga, para el control del segundo modelo lineal [£.7] del sistema “Ball
and Plate”™

&, = Az + B(u + ¢y) (4.54)

proponemos una ¢, tal que

(py = dly + (Sy (455)
Donde d; = di, = diy y 9, = Cyz5 de tal manera que obtenemos p1, y p2, como:
Ply = C3 (456)
pay = Cylle||+cs (4.57)
donde C, =Cy > 0,¢c1 =c3 >0y co=1cy >0.

Los valores propuestos de los parametros de diseno , seleccionados de manera
empirica, son los siguientes:
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ks=1 =1, e=10,6 =10 (4.58)
Co=Ch=c1=c=c3=c4=1. (4.59)

Con estos valores y con p;, ps obtenemos el controlador VGSTA diseniado y al susti-

tuirlo en obtenemos:

u=—R"'(B"P)

—2(BTPB) 2B P(A -~ BR'BTP)x — (k101 — / t kogodt)] (4.60)
0

donde
¢
Usme = —k1(t,2)p1(s) — / ko(T,2)po(s)dT (4.61)
donde 0 (4.62)
$1(s) = [s]'?sgn(s) + ks, ks >0 (4.63)
Pa(s) = %sgn(s) + gk3]3|1/28gn(s) + k3s (4.64)
(4.65)
Para el sistema desacoplado las ganancias ki y ko son:
F(tz) = 10 + [}1[40;)13:  pa]? + 20pss + 10 + [20 + pra](401)] (4.66)
ko(t, x) = 401 + 20k, (¢, x) (4.67)

Mientras que para el otro sistema desacoplado las ganancias ki y ko son:

1
Fa(t, x) = 10 + [ [40py, + pay)* + 205, 4+ 10 + [20 + p1,])(401)] (4.68)

4.3. Seguimiento de trayectorias

Nuestro segundo objetivo de control es el de seguimiento de trayectorias. Para
realizar el diseno de los controladores para seguimiento de trayectoria es fundamental
analizar la dinamica de error de seguimiento.

4.3.1. Dinamica de error de seguimiento

Tratando de manera independiente los ejes x y y, podemos establecer la dinamica
del error de seguimiento para cada uno de ellos, considerando una referencia sinusoidal
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en ambos ejes, de tal manera que al utilizar dos referencias sinusoidales adecuadas,
podamos obtener una trayectoria circular en el plato.
Partiendo del sistema linealizado para el eje x con la forma siguiente:

0 1 0 0 T 0
.10 0 —1.7981 0 To 0
00 0 —860.96 Ty 1315.6
a1 = 1
93 — —1.7981
asqy = 1
Qg4 = —860.96
by, = 1315.6

Definiendo el error de seguimiento en  y y como e, = 1 — 14 ¥ €41 = Y1 — Yid
respectivamente.
Tomando las ecuaciones de estado:

T1 = Q1272
Ty = Q230rp
Q1 = 34002

@2 = Ay409 + b4u

Tomando las derivadas temporales de e,; hasta encontrar el error de control (grado
relativo):

1) _ (1)
€1 = Q12T2 — Tqq

(2) _ L )
€r1 = Q1272 = Q12023000 — Ty,

(3) _ S .03
€r1 = Q120230 = Q12023034002 — T4

65541) = (1202303402 = 1202303404402 + A44b4U — ZU%)

donde eg(ﬁ) representa la n-ésima derivada temporal del error e,; y :Bgz) la n-ésima
derivada temporal de la trayectoria deseada x14. El controlador u se encuentra en la
cuarta derivada temporal. Por lo tanto, el grado relativo de la salida e, con respecto
a la entrada es 4. Debido a que la dimension del sistema y su grado relativo son el
mismo, 4, entonces la salida e,; es una transformacion no lineal que toma el sistema
en en su forma no lineal de controlabilidad. Considerando el siguiente cambio de
variable:

(1)

xl

(2)

xl

®3)

xl

4.71
4.72
4.73
4.74

é1:€2:€
é2:€3:€
é3:€4:€

: 4 (4)
€4 = eW = 1202303404402 + Qg4bst — 7

o~ o~ o~ o~
~— — ~— “—
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Se puede obtener una linealizacion exacta donde u tiene la siguiente forma:

1
U = — (a12a23a34a44a2 - [L’Yil) - U) (475)
o

De esta forma, el sistema a lazo cerrado esta dado por:

é1:€2 (476)
é2:€3 (477)
é3:€4 (478)
é4:U (479)
Reescrito de manera convencional:

é1 01 0 0] [eg 0

el 10 0 1 Of [e2 0

esl — 100 0 1 les| T ]o]? (4.80)

éy4 0 0 0 0Of |eq 1

Es posible utilizar un controlador lineal LQR. Sin embargo, para conocer los términos
1209303404409 — xﬁ) v a44by se requiere un conocimiento exacto de la planta, lo que
es imposible en la practica. Por esta razén, un controlador robusto es necesario; los
controladores STA y VGSTA pueden compensar este error o desconocimiento de los
parametros al estar acoplados al control wu.
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Capitulo 5

Simulaciones

Los controladores por modos deslizantes, por norma general, producen “Chatte-
ring”, que a su vez puede generar vibraciones de alta frecuencia que tienen el inconve-
niente de reducir la precisiéon del controlador y aumentar el desgaste mecénico. Para
intentar minimizar el dano al aplicar estos controladores a la planta y para poder
sintonizar ciertas ganancias de nuestros controladores, realizamos un modelo en Si-
mulink que se muestra en la figura [5.1]

VM)

VM2

Perturbacion

Trayectoria

uy ‘

Controlador

equis1
equis2

equis3

equis4

igriega1

igriega2

igriega3

igriega4

Modelo no Lineal

Figura 5.1: Modelo de Simulink para simulaciones

47



5.1. Simulaciones regulacion Capitulo 5. Simulaciones

5.1. Simulaciones regulaciéon

En esta seccion buscamos simular la respuesta del sistema al aplicar los tres con-
troladores disenados (LQR, STA y VGSTA) para el primer objetivo de control, la
regulacion en un punto de equilibrio. Buscamos llevar la pelota a (z1,x5) = (0,0), es
decir, el centro del plato.

Regulacion de la posicion en el eje x Entrada de control en x LQR
0.06
m
—_ x1d 0
£,0.04 =
= =
\ Q
3 )
‘% 0.02 S -5
& >
0
-10
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Tiempo [s] Tiempo [s]
Regulacion de la posicion en el ejey Entrada de control en y LQR
0.06
m
— yld 0
£,0.04 S
S Q2
© 8
‘% 0.02 S 5
& >
0
-10
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura 5.2: Simulaciones regulacion LQR sin perturbacion

Regulacion de la posicién en el eje x Entrada de control en x STA
0.06
a —
— x1d 0
£,0.04 =
= 2
\ (]
S )
2 0.02 S -5
& >
0
-10
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Tiempo [s] Tiempo [s]
Regulacion de la posicién en el eje y Entrada de control en 'y STA
0.06
Vi E—
— yld 0
£,0.04 =
= 2
\ (]
S )
g 0.02 £ 5
g >
0
-10
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura 5.3: Simulaciones regulacion STA sin perturbacion
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Regulacién de la posicion en el eje x Entrada de control en x VGSTA
0.06
@ —
—_ x1d 0
£.0.04 S
S &
3 0.02 s 5
g >
0
-10
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Tiempo [s] Tiempo [s]
Regulacién de la posicion en el eje y Entrada de control en y VGSTA
0.06
i
— yld 0
£0.04 S
S &
3 0.02 £ 5
g >
0
-10
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura 5.4: Simulaciones regulacion VGSTA sin perturbacion

Se puede observar que sin perturbacion tanto el LQR como los controladores STA y
VGSTA tienen un rendimiento similar y logran llevar la posicion de la pelota a z; = 0
y ay; = 0 sin mayor complicacion. Esto es esperado ya que el sistema sin perturbacion
es el sistema nominal. Ademas, al tratarse de simulaciones, los pardmetros son exactos;
es decir, no existen diferencias entre el modelo y la planta.

5.2. Simulaciones de regulacién con perturbacién

De manera anéaloga a la seccién anterior, buscamos observar la respuesta del sis-
tema con los tres controladores disenados, esta vez con una perturbacion.
Con el fin de simular un comportamiento no ideal del sistema, anadimos una senal
formada por diferentes sinusoidales que actuarda como perturbaciéon. La ecuacién que
define esta perturbacion es la siguiente:

@ = Acos(wt) + 0.5Acos(50wt) + 0.1Acos(200wt) (5.1)
donde A = 0.7[V] y w = 6[rad/s]. En la figura se puede observar graficamente

esta perturbacion.
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Capitulo 5. Simulaciones

15

Voltaje [V]
o

15 I I I

0 1 2 3
Tiempo [s]

Figura 5.5: Perturbacion Simulada ¢ = Acos(wt) 4+ 0.5Acos(50wt) + 0.1 Acos(200wt)

En las figuras [5.6] [5.7] y 5.8 podemos observar la dinamica de las posiciones de la

pelota utilizando cada uno de los controladores disenados.

Regulacion de la posicién en el eje x Entrada de control en x LQR
0.06 i T I I 1 I I I I
x1
—_ x1d
£.0.04 1 <
: %
he] <
3 0.02 =
g >
0
| I I I 10 I I I I
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Tiempo [s] Tiempo [s]
Regulaciéon de la posicién en el eje y Entrada de control eny LQR
0.06 1 I I I I
yl
—_ yld
E,0.04 S
S B
3 0.02 =
g >
0
I I I I -10 I I I I
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura 5.6: Simulaciones regulacion LQR con perturbacion
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5.2. Simulaciones de regulacién con perturbacion

Regulacion de la posicidn en el eje x

Entrada de control en x STA

0.06
x1
—_ x1d 0
E£,0.04 s
= 2
\ 3]
S )
g 0.02 = 5
e >
0
| I I I 10 I I I I
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Tiempo [s] Tiempo [s]
Regulacion de la posicién en el ejey Entrada de control en y STA
0.06 T T I I I I I I
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£ 0.04 <
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e =
i3} s
g 0.02 s 5
g >
0
! I I I 10 I I I I
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura 5.7: Simulaciones regulaciéon STA con perturbacion

Regulacién de la posicién en el gje x

Entrada de control en x VGSTA

0.06
x1
—_ x1d 0
£004 =
5 >
S 8
g 0.02 £ 5
e >
0
I I I I 10 I I I I
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Tiempo [s] Tiempo [s]
Regulacion de la posiciéon en el ejey Entrada de control en y VGSTA
0.06 v
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E004 >
c
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:8 0.02 g
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0
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0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura 5.8: Simulaciones regulacion VGSTA con perturbacion

A diferencia de las simulaciones sin perturbacion, se puede observar de mane-
ra clara que los controladores por modos deslizantes compensan dicha perturbaciéon

de manera que alcanzan la posiciéon ;1 = 0 y y; = 0 sin mayor complicacion; son
controladores robustos.
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5.3. Simulaciones de seguimiento

De acuerdo con la secciéon de la dinamica de error de seguimiento [4.3] esperamos
que el controlador LQR no sea capaz de compensar la cuarta derivada de la trayec-
toria deseada, es decir, que, sin aplicar una perturbaciéon externa, deberia existir una
perturbacion que el LQR no pueda compensar.

Regulacién de la posicién en el eje x Entrada de control en x LQR

x1d

0.05

Posicién [m]
o
Voltaje [V]
N o
‘\

-0.05
0 5 10 15 20 0 1 2 3 4 5
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Regulacién de la posicién en el ejey Entrada de control en y LOQR
— yld
E —
: 2.l
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g >
-0.05 2
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
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Figura 5.9: Simulaciones seguimiento LQR sin perturbacion

Regulacion de la posicion en el eje x Entrada de control en x STA

x1d
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o
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Figura 5.10: Simulaciones seguimiento STA sin perturbacion
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Regulacién de la posicién en el eje x Entrada de control en x VGSTA
0.05 xl ) [——]
— x1d
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= =
) @
s 0O g or
a S
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-0.05 2
0 5 10 15 20 0 1 2 3 4 5
Tiempo [s] Tiempo [s]
Regulacién de la posicién en el eje y Entrada de control en y VGSTA
— yld
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Figura 5.11: Simulaciones seguimiento VGSTA sin perturbacion

Los tres controladores implementados siguen la trayectoria deseada de manera
correcta; esto no es lo esperado si consideramos lo mencionado acerca del error de
seguimiento que no puede compensar el LQR. Por otra parte, observamos que, en
los picos de la senoidal, los tres controladores presentan un error. Esto tiene una
explicacion: al haber linealizado sobre un punto de equilibrio y al alejarnos de él, la
linealizaciéon es menos precisa y empiezan a haber discrepancias entre la planta y el
modelo linealizado.

5.4. Simulaciones de seguimiento con perturbacion

Para realizar el seguimiento de trayectorias planteamos dos trayectorias sinusoi-
dales que, al aplicarse independientemente a cada uno de los ejes, producen una
trayectoria circular.

Las sinusoidales utilizadas tienen una amplitud de 6 [em] y una frecuencia de
w = 0.5 [rad/s|. Para el caso de z, la sinusoidal tiene la forma de = = A cos(wt),
mientras que sobre y tiene la forma de y = Asin(wt).

Buscamos observar la respuesta del sistema con los tres controladores y con una
perturbacién. Utilizando una perturbaciéon como la de la figura obtenemos los
siguientes resultados:
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Figura 5.12: Simulaciones seguimiento LQR con perturbacion
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Figura 5.13: Simulaciones seguimiento STA con perturbacion
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Figura 5.14: Simulaciones seguimiento VGSTA con perturbacion

Al aplicar una perturbacién acoplada al controlador observamos que el controlador
LQR no es capaz de compensarla y tiene un error notable. Por otra parte, observamos
que los controladores por modos deslizantes son capaces de compensar la perturbacion
y presentan errores tnicamente en los picos de las senoidales que, como fue mencio-
nado previamente, son debidos a la linealizaciéon. Este comportamiento es el esperado
recordando que los controladores por modos deslizantes pueden compensar cierto tipo
de perturbaciones acopladas [2.3] al canal del control.
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Capitulo 6

Resultados experimentales

En esta seccion se presentan los resultados experimentales realizados sobre la plan-
ta de la empresa Quanser. Al no tratarse de simulaciones, existen diferentes factores
que influyen sobre el sistema, por mencionar algunos: ruido, dindmicas no modeladas
0 juego mecanico. La resolucion de la camara, asi como el algoritmo de deteccion de
la pelota, afecta a la precision de las medidas.

Se realizaron, al igual que en las simulaciones, experimentos sobre el seguimiento
de una trayectoria circular, asi como sobre la regulaciéon en un punto.

6.1. Planta fisica

Coémo se menciond en la seccion de modelado matematico, la planta con la que rea-
lizamos los experimentos es el equipo “2DOF Ball Balancer” de la compania Quanser
presentado en la figura|3.1

Esta planta cuenta con cuatro salidas, las posiciones de la pelota y los angulos
de los servomotores que mueven el plato. Buscamos la manera de encontrar las velo-
cidades tanto de las posiciones como las angulares. Para encontrarlas, utilizamos un
derivador de Levant como el mostrado en Levant |21] y utilizando un set de ganancias
de los especificados en Pérez-Ventura, Escobar, Fridman et al. [19] que permiti6 ob-
tener las velocidades a partir de derivar las posiciones. Los dos derivadores de Levant
utilizados se pueden observar en el [Apéndice [B].

6.1.1. Regulacion controlador LQR

Siguiendo la metodologia mencionada en la seccion 4] disefiamos un controlador
LQR que nos permitié estabilizar el sistema nominal alrededor del punto de equili-
brio. Como se puede observar en la figura logramos la meta de regulacion al
posicionar la pelota alrededor de (0,0). Sin embargo, es claro que el error en estado
estacionario es grande, de alrededor de 1[em| en z y 0.75[cm| en y.
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Figura 6.1: Regulacion en x; = 0 y y; = 0 con controlador LQR

Es de nuestro interés comparar el rendimiento de este controlador no robusto con
el rendimiento de los controladores robustos VGSTA y STA disenados a partir de
la metodologia de rediseno. Esperamos que, al aplicar controladores robustos que
cuentan con una parte integral y que son robustos, se reduzca el error en estado
estacionario comparado con el error utilizando tnicamente el LQR.

6.1.2. Regulacién controlador STA

El primer control diseiado con el objetivo de robustecer nuestro controlador fue el
Super-Twisting Algorithm. Los resultados experimentales de la regulacion alrededor
de (0,0) se muestran en la figura
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Figura 6.2: Regulacion en 7 = 0 y y; = 0 con controlador STA

Los resultados experimentales muestran que el controlador STA cumple de mejor

manera con la meta de regulacion. Es evidente que el controlador STA reduce el error
en estado estacionario; esto es esperado, puesto que el controlador STA tiene una
parte integral que elimina el error. Por otra parte, el error presente en el LQR puede
deberse a perturbaciones, las cuales el STA compensara siempre y cuando estén aco-
pladas al controlador y su derivada esté acotada.
Comparando las senales de control del LQR y del STA, es importante mencionar
que la senal de control del STA es de mayor amplitud que la del LQR y con cam-
bios méas abruptos. Este es el precio a pagar por tener un controlador que rechace
perturbaciones y reduzca el error.
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6.1.3. Regulacion controlador VGSTA
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Figura 6.3: Regulacion en x; = 0y y; = 0 con controlador VGSTA

Por su parte, el controlador VGSTA también es capaz de cumplir la meta de
regulacion y tener un error menor que el controlador LQR. Si observamos la grafica[6.4]
y comparamos los tres controladores implementados, resulta claro que el controlador
LQR tiene un error mucho mayor que los dos controladores por modos deslizantes. Las
graficas muestran que, en el periodo de 9.8[s] a 10[s], el controlador LQR mantiene
un error mayor a 0.2[cm| para el eje x y mayor a 0.5[cm] en el eje y. El controlador
STA mantiene un error menor a 0.2[cm] en ambos ejes. Por su parte, el controlador
VGSTA es capaz de mantener el error menor a 0.15[cm] en x y menor a 0.2[cm] en
1y, excepto en dos instantes donde lo supera ligeramente.
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6.1. Planta fisica
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Figura 6.4: Comparacion errores de regulacion con controladores LQR, STA y VGSTA
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6.2. Seguimiento de trayectorias

En esta seccion se presentan los resultados de la implementacion del seguimiento de
una trayectoria sinusoidal sobre z y y que, al complementarse, forman un circulo. Las
sinusoidales utilizadas son las mostradas en la subseccion 5.4 Donde z = A cos(wt)
y = Asin(wt) con A = 6[cm] y w = 0.5[rad/s].

Como se pudo observar en la seccién [5| esperamos que el controlador LQR tenga
problemas siguiendo la trayectoria debido a las perturbaciones que no pueda compen-
sar, que los dos controladores por modos deslizantes sean capaces de compensarlas y
, por lo tanto, cumplan de mejor manera con la meta de seguimiento de trayectorias
y que, en los picos de las sinusoidales, tengamos un error considerable al alejarnos del
punto de equilibrio de la linealizacion.

6.2.1. Seguimiento de trayectorias LQR

A continuacion podemos observar los resultados experimentales para el controla-

dor LQR.
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Figura 6.5: Seguimiento de trayectoria con controlador LQR
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Una primera observacion acerca de los resultados es que al observar el seguimiento
de la trayectoria para el controlador LQR es que con este controlador, por su propia
cuenta, es capaz de realizar el seguimiento de trayectorias de una manera correcta y
que solamente en y contamos con un error de hasta 1[cm] en el pico de la senoidal.

6.2.2. Seguimiento de trayectorias STA y VGSTA

En esta seccion buscamos observar los resultados experimentales del seguimiento
de trayectorias implementando el controlador STA y el controlador VGSTA.
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Figura 6.6: Seguimiento de trayectoria con controlador STA

63



6.2. Seguimiento de trayectorias Capitulo 6. Resultados experimentales

10 0.5
xd sl
X
5 H

s =
5 0 % 0
2 s
3 >
a

-5

_10 1 1 _10 L 1 1 _0.5 1 1
0 10 20 30 0 10 20 30 0 10 20 30
Tiempo [s] Tiempo [s] Tiempo [s]
10 : ; 10 : : 0.5
—yd uy s2
Yy

5 L
s s
§ o & 0
2 s
3 >
a

5t

-10 - - -10 - - -0.5 - -
0 10 20 30 0 10 20 30 0 10 20 30
Tiempo [s] Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura 6.7: Seguimiento de trayectoria con controlador VGSTA

Ambos controladores STA y VGSTA son capaces de realizar el seguimiento de
trayectorias y que, de igual manera, inicamente en los picos de las senoidales presen-
tan errores considerables. Es importante notar que, si bien son capaces de seguir la
trayectoria, las diferencias respecto al LQR no son sustanciales.

6.2.3. Comparacion seguimiento de trayectorias

Como se muestra a continuacion en las figuras [6.§ y [6.9 y comparando con el
controlador PID presentado en la seccién [l es evidente que los tres controladores
cumplen de mejor manera con la meta de control de seguimiento de trayectorias que
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el controlador PID de fabrica, pero no es evidente el beneficio de los controladores
por modos deslizantes con respecto al controlador LQR.
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Figura 6.8: Comparacion errores de seguimiento con controladores LQR, STA y VGS-
TA

Esto se puede explicar de diferentes maneras; la primera es que las perturbaciones
pueden no estar acopladas a la entrada del controlador de manera que los contro-
ladores por modos deslizantes no sean capaces de compensarlas, o que simplemente
no sean lo suficientemente notables para que utilizar un controlador por modos des-
lizantes sea necesario. Por otra parte, es posible que la vibraciéon generada por los
controladores por modos deslizantes tenga un efecto perjudicial que no permita ob-
servar un beneficio claro de los controladores por modos deslizantes con respecto al
controlador LQR.

Esto dltimo es més facil de observar en el rendimiento de los derivadores de Le-
vant utilizados para obtener las velocidades. El diseno de derivadores de Levant se
encuentra en [Apéndice B.| pero su funcionamiento es visible en las figuras y[6.11]

Al observar las Figuras[B. 1]y nos podemos percatar, al fijarnos en la velocidad
lineal y en el 4ngulo, que el derivador de Levant aplicado en el sistema con un contro-
lador por modos deslizantes presenta vibraciones o “Chattering” que pueden explicar
que el rendimiento de los controladores por modos deslizantes no sea notablemente
mejor que para el LQR.
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Figura 6.10: Funcionamiento derivador de Levant LQR
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Figura 6.11: Funcionamiento derivador de Levant VGSTA
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Capitulo 7

Conclusiones

Utilizamos un método de rediseno por modos deslizantes que nos permitié sim-
plificar el diseno de controladores por modos deslizantes partiendo tinicamente de un
controlador para un sistema nominal y que evita realizar la bisqueda de una super-
ficie de deslizamiento para el disenio de controladores por modos deslizantes. Ademés
de esto, pudimos confirmar que esta metodologia de rediseno se puede utilizar para
sistemas MIMO, como el presentado en esta tesis.

Para el problema de regulacion, los controladores STA y VGSTA pueden compen-
sar perturbaciones externas y disminuyen el error de regulaciéon en comparaciéon con
el controlador PID de fabrica. Esto es de esperar; la planta fisica no se comporta exac-
tamente como el modelo realizado y los controladores por modos deslizantes rechazan
las perturbaciones acopladas al canal del controlador surgidas de esta diferencia. Ade-
mas, al utilizar controladores continuos, reducimos el efecto de “Chattering” mientras
conservamos la robustez de los controladores por modos deslizantes.

Si bien los controladores por modos deslizantes disenados son capaces de cumplir
con la meta de seguimiento, observamos que el rendimiento de los controladores por
modos deslizantes no es mucho mejor en comparacion con el rendimiento del contro-
lador LQR. Esto se debe a una restriccion holonémica que no permite que el sistema
siga la trayectoria exactamente y que no se puede compensar por los controladores por
modos deslizantes. Ademés, al compensar las perturbaciones, los controladores por
modos deslizantes acttian de la misma manera que el controlador LQR. El ruido pro-
ducido por los controladores por modos deslizantes genera grandes vibraciones que,
al existir en un sistema con tanto juego mecénico como el nuestro, pueden acoplar
los ejes del sistema de manera que ya no se comporten como sistemas desacoplados
y el efecto de los controladores afecte a ambos canales simultaneamente y empeore el
rendimiento de dichos controladores.
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7.1.

Trabajo Futuro

Los resultados obtenidos muestran una mejora clara respecto al control de fabrica;
sin embargo, existen areas de oportunidad considerables.

Linealizacién alrededor de la trayectoria. La linealizacion se realiz6 sobre
un punto de equilibrio esperando que los controladores por modos deslizantes
compensaran la diferencia entre el modelo linealizado en el punto de equilibrio
y el linealizado sobre la trayectoria. Obtener la linealizacion sobre la trayectoria
puede mejorar el rendimiento en seguimiento de trayectorias.

Comparacion con controladores robustos. Buscar controladores robustos
para comparar con los STA y VGSTA. Controladores robustos que no sean por
modos deslizantes no tienen el problema de “Chattering” y pueden tener mejor
rendimiento en una planta con tanto juego mecéanico.

Sintonizacién de las ganancias. Se pueden encontrar ganancias que arro-
jen mejores resultados. Partimos de un controlador LQR y encontrar mejores
ganancias para este afectara a los demés. El controlador VGSTA tiene cuatro
variables de diseno y es posible que existan combinaciones de ellas que mejoren
los resultados.

Sintonizacién o cambio de los derivadores. Como observamos en la seccion
experimental los observadores aplicados al sistema con controladores por modos
deslizantes presentan problemas de “Chattering”. Sintonizar de mejor manera
estos derivadores o utilizar derivadores lineales puede reducir el efecto del “Chat-
tering” y mejorar el rendimiento de los controladores por modos deslizantes al
reducir las vibraciones.
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Apéndice A

Linealizacién por método del
Jacoblano

Una metodologia para encontrar la linealizacién un punto de equilibrio es el de
linealizaciéon por el método del Jacobiano. Este método consiste en obtener el Jaco-
biano de f con respecto a x y con respecto a u y de evaluarlo en el punto de equilibrio
deseado.

Con MATLAB realizamos el célculo del Jacobiano de la funcién f con respecto a

gﬁ .. gﬁ
a 1 T
A: _f(xejue) = (Al)
O On . |y =g
o On e
U = Uy
El resultado del Jacobiano obtenido es:
[0 1 0 0 0O 0 O 0]
azr 0 azs ag azs 0 0  ags
0 0 0 1 0O 0 O 0
of 0 0 O aua O O O 0
9z o 0 0 0 0 1 0 0 (A.-2)
agt 0 0 ass ags 0 aer aes
0O 0 0 0 0O 0 O 1
| 0 0 0 0 0 0 0 ass]
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Donde:

ag = 0.03422

ass = —1.8cos(x3)

aoa = 0.068x124 — 0.034x528
ass = agy = —0.034x,428

aog = —0.034x 425

aqq = agg = —860

Agq = —0034.7)11’8

gy — 003433'8
agy = —1.8cos(x7)

gy — 00681’51’8 - 0034.7}11’4

Al evaluar en el punto de equilibrio:

2e=100 000000 0"; u=_[Viieg Vinzea] = [0 0]

Obtenemos la siguiente matriz A de nuestro sistema lineal:

0

SO OO oo

0

0
—1.7981
0
0
0
0
0

0

0

0

S OO OO oo

S OO OO OO

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0
~1.7981 0

0 1

0 —860.96]

(A.3)

(A.4)

Por otra parte, obtendremos la martiz Jacobiana de f con respecto a u y evaluaremos

en el punto de equilibrio:

B =

El resultado de obtener el Jacobiano es:

gi
of o
7 \Le, Ue) = :
5y (Leo e) .
oul

[0

0

0
of 13156

ou | O

0

0

| 0
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oft
Oun
% T = T,
U = U
0
0
0
0
0
0
0
1315.6

(A.5)

(A.6)
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Al evaluar en el punto de equilibrio obtenemos la matriz B de nuestro sistema
lineal:

0 0
0 0
0 0
13156 0
B=|", 0 (A7)
0 0
0 0
| 0 1315.6)

Una vez obtenidas A y B contamos con el sistema linealizado alrededor del punto
de equilibrio y tiene la forma:

& = Az + Bu (A8)
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Apéndice B
Derivador de Levant

Coémo fue mostrado en la secciéon de modelado matemético, nuestro sistema cuenta
con Unicamente cuatro salidas, las posiciones en x y en y y los angulos a y 5. Para el
diseno de nuestros controladores buscamos encontrar las derivadas de estas en tiempo
real.

Para obtener las senales de velocidad (&, ¢, ¢y ﬁ) necesarias para los algoritmos
de control, disenamos un derivador de Levant de orden 3 que cuenta con la ventaja de
asegurar convergencia en tiempo finito y que al tener un orden mayor reduce el efecto
del “Chattering” producido por el derivador de modos deslizantes. Basandonos en el
trabajo realizado por Levant [21] podemos disenar el siguiente derivador tomando las
ganancias mencionadas en Pérez-Ventura, Escobar, Fridman et al. [19]:

Z:O = —]{?()L% [Z() — fJ% + 21, (Bl)
Z'l = —k’lL% I—ZO — fJ% + 29, (BQ)
Zy = —ka[zo — f]° (B.3)
(B.4)
Donde
ko - 452, kl = 50, kg == 101 .
(B.6)

Contamos también con un parametro extra de diseno, la ganancia L. Esta ganancia
la obtuvimos experimentalmente y es diferente para obtener las velocidades lineales
L = 1.2 y las angulares L = 20.

A continuacién se muestran los resultados de los derivadores de Levant para el segui-
miento de las trayectorias con los controladores LQR y VGSTA en el eje x.
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Apéndice B. Derivador de Levant

Posicion [cm]

Angulo [rad]

10 T T T T
o
0.2
5 -
o 0.1
E
©
0 8 0
[®)
i)
()
> 0.1
-5+
-0.2
-10 : : -0.3 : :
0 10 20 30 0 10 20 30
Tiempo [s] Tiempo [s]
1 T T l T T
0.5 = 05
o
)
=
0 g o
<
©
@
o
©
9
- D -
0.5 < 0.5
-1 : : -1 : :
0 10 20 30 0 10 20 30
Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura B.1: Funcionamiento derivador de Levant LQR
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Posicion [cm]

10 T T T T T T T T T
dx
8 -
0.2H i
6 -
41+
0.1H E
2 7
E
°
or g o |
5]
S
(3]
-2 >
-0.1 B
-4
-6
-0.2 E
8t N
-10 L L L L -0.3 L L L L L
0 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Tiempo [s] Tiempo [s]
1 T T T T 1 T T T T T
0.8 E 0.8H E
0.6 E 0.6 E
0.4r 1 0.4H
w
K
0.2r b = 0.2H
k<
>
of g op
e}
]
o
-0.2 R 'S -0.2
o
(]
>
-0.4 E 0.4
-0.6 E -0.6 E
-0.8 E -0.8 E
-1 L L L L -1 L L L L L
0 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
Tiempo [s] Tiempo [s]

Figura B.2: Funcionamiento derivador de Levant VGSTA

7



Apéndice B. Derivador de Levant

78



Bibliografia

1]

2]
13

4]
[5]

[6]

17l
18]

19]

[10]

[11]
[12]

[13]

E. D. Sontag, Mathematical control theory: deterministic finite dimensional
systems. Springer-Verlag New York Inc, 1998.

J.-J. E. Slotine y W. Li, Applied Nonlinear Control. Prentice Hall, 1991.

V. Utkin, “Variable Structure Systems with Sliding Modes,” IEEFE Transactions
On Automatic Control, 1977.

J. Ackermann y V. Utkin, “Sliding mode control design based on Ackermann’s
formula.,” IEEE Transactions On Automatic Control, 1998.

I. Castillo, M. Jiménez-Lizarraga y E. Ibarra, “Higher order sliding modes mani-
fold design via singular LQ control,” Journal of the Franklin Institute, vol. 352,
n.° 7, pags. 2810-2830, 2015.

M. A. Estrada, L. Fridman y J. A. Moreno, “Passive fault-tolerant control via
sliding-mode-based Lyapunov redesign,” IEEE Transactions on Automatic Con-
trol, 2024.

H. Bang e Y. S. Lee, “Implementation of a Ball and Plate Control System Using
Sliding Mode Control,” IEEE Access, vol. 6, pags. 32401-32408, 2018.

H. Liu e Y. Liang, “Trajectory tracking sliding mode control of ball and plate
system,” en 2010 2nd International Asia Conference on Informatics in Control,
Automation and Robotics (CAR 2010), vol. 3, 2010, pags. 142-145.

A. Barth, C. Weise y J. Reger, “Application of Higher-Order Sliding-Modes to
a Ball and Plate System,” en 2018 15th International Workshop on Variable
Structure Systems (VSS), 2018, pags. 192-197.

B. Tomar, N. Kumar y M. Sreejeth, “Real-Time Balancing and Position Trac-
king Control of 2-DOF Ball Balancer Using PID with Integral ANTI-WINDUP
Controller,” Journal of Vibration Engineering € Technologies, 2024.

Y. Shtessel, C. Edwards, L. Fridman y A. Levant, Sliding mode control and
observation (Vol. 10). New York: Birkhauser, 2014.

V. Utkin, “Chattering Problem,” IFAC Proceedings Volumes, vol. 44, n.° 1,
pags. 13374-13 379, 2011.

R. Seeber y M. Horn, “Stability proof for a well-established super-twisting pa-
rameter setting,” Automatica, vol. 84, pags. 241-243, 2017.

79



Bibliografia Bibliografia

[14]

[15]

[16]
[17]

18]
[19]

[20]

[21]

T. Gonzalez, J. Moreno y L. Fridman, “Variable Gain Super-Twisting Sliding
Mode Control,” IEEE Transactions on Automatic Control, vol. 57, no. 8, pp.
2100-2105, 2012.

H. K. Khalil, Nonlinear systems 2ed. Upper Saddle River, NJ: Prentice Hall,
2002.

2 DOF Ball Balancer Workbook Student Version, Quanser Inc., 2023.

J. H. Braslavsky, Controlabilidad y Observabilidad, https://www.eng.newcastle.
edu.au/~ jhb519/teaching/caut2/clases/Cap6.pdf.

K. Ogata, Modern control engineering. Addison-Wesley, 2010.

U. Pérez-Ventura, J. Escobar, L. Fridman y R. Iriarte, “Design of the second-
order robust exact differentiator: A describing function approach,” International
Journal of Robust and Nonlinear Control, vol. 33, n.° 15, pags. 8890-8910, 2023.

M. A. Estrada, L. Fridman y J. A. Moreno, “Control of Fully Actuated Mechani-
cal Systems via Super-twisting Based Lyapunov Redesign,” IFAC-PapersOnLine,
vol. 53, n.° 2, pags. 5117-5121, 2020.

A. Levant, “Robust exact differentiation via sliding mode technique,” Automa-
tica, vol. 34, n.° 3, pags. 379-384, 1998.

80


https://www.eng.newcastle.edu.au/~jhb519/teaching/caut2/clases/Cap6.pdf
https://www.eng.newcastle.edu.au/~jhb519/teaching/caut2/clases/Cap6.pdf

	Índice de figuras
	Índice de tablas
	Introducción
	Motivación y Estado del Arte
	Objetivos
	Contribuciones
	Estructura de la tesis

	Marco teórico
	Control por modos deslizantes clásico
	Diseño convencional de controladores por modos deslizantes (smc)

	Concepto de control equivalente
	Diseño convencional de controladores Super-Twisting sta
	Diseño Variable Gain Super-Twisting Algorithm vgsta
	Rediseño de Lyapunov


	Modelo del sistema
	Modelado matemático

	Diseño de controladores
	Modelo linealizado
	Modelo linealizado desacoplado
	Estabilidad
	Controlabilidad y observabilidad
	Rediseño de Lyapunov basado en control por modos deslizantes

	Regulación
	Diseño lqr del modelo nominal
	Rediseño
	Control Super-Twisting Algorithm
	Control Super-Twisting de Ganancia Variable (VGSTA)

	Seguimiento de trayectorias
	Dinámica de error de seguimiento


	Simulaciones
	Simulaciones regulación
	Simulaciones de regulación con perturbación
	Simulaciones de seguimiento
	Simulaciones de seguimiento con perturbación

	Resultados experimentales
	Planta física
	Regulación controlador lqr
	Regulación controlador sta
	Regulación controlador VGSTA

	Seguimiento de trayectorias
	Seguimiento de trayectorias lqr
	Seguimiento de trayectorias sta y vgsta
	Comparación seguimiento de trayectorias


	Conclusiones
	Trabajo Futuro

	Linealización por método del Jacobiano
	Derivador de Levant
	Bibliografía

