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En Mecanica es usual estudiar el comportamiento de un cuerpo, considerandolo como

cuerpo rigido. Asi, analizamos el equilibrio o el movimiento de una estructura ante la ac-
cién de cargas externas que obran sobre ella. Sin embargo, también nos interesa investigar
lo que ocurre dentro de un cuerpo: como se distribuyen los esfuerzos y como ocurren las
deformaciones en el interior de este. Para llevar a cabo esta investigacion se hace la hipo-
tesis de que el material que forma el elemento es un medio homogéneo y continuo, de ahi
que esta materia toma el nombre de Mecanica del Medio Continuo.

Considerar que nos encontramos en un medio continuo tiene, entre otras, la ventaja de
que podemos establecer que el esfuerzo o la deformacion son funciones continuas y de-
rivables, lo que nos permite llevar a cabo un analisis exhaustivo sobre dichas funciones.
Asimismo, en un medio continuo podemos trazar un plano y examinar el estado de es-
fuerzo en dicho plano.

Con estos prolegémenos, la Mecanica del Medio Continuo estudia el estado de esfuerzo, el
estado de deformacion, las relaciones esfuerzo-deformacion, el comportamiento elastico,
viscoelastico y plastico de un cuerpo formado por un medio homogéneo y continuo.

Lo anterior es la base para el estudio en ingenieria de la resistencia y deformabilidad de las
piezas estructurales (trabes, columnas, etcétera), de la masa de suelo, de un macizo rocoso,
etcétera.

Como podemos apreciar, la Mecanica del Medio Continuo desempena un papel funda-
mental en la ingenieria civil, ya que es un campo de estudio que abarca la comprensién
y analisis del comportamiento de materiales y estructuras bajo cargas y condiciones va-
riadas. Este enfoque, que considera los materiales como medios continuos en lugar de




Prélogo

elementos discretos, permite a los ingenieros modelar y predecir el comportamiento de
estructuras y suelos. Desde la planificacion y disefio de edificios, puentes, presas y tineles
hasta la evaluacién de la estabilidad de suelos y rocas, la mecanica del medio continuo
proporciona las herramientas necesarias para entender cémo los materiales se deforman
y responden a las fuerzas externas. Lo anterior es crucial para garantizar la seguridad,
durabilidad y eficiencia de las infraestructuras civiles. Al profundizar en conceptos como
el estado de deformacidn, el estado de esfuerzo, la elasticidad, la viscoelasticidad y los cri-
terios de falla, los ingenieros civiles pueden tomar decisiones durante todas las etapas del
ciclo de vida de un proyecto. En resumen, la mecanica del medio continuo es una piedra
angular de la ingenieria civil que proporciona los fundamentos tedricos y las herramientas
practicas necesarias para el disefio y construccion de infraestructura.

En el capitulo 1 de este trabajo, Estado de deformacion, se aborda la distribucion de la
deformacion dentro de un cuerpo, tanto en el espacio tridimensional como en el plano
bidimensional. Se proporcionan ejemplos para calcular los tensores gradiente de defor-
macion, deformacion unitaria y de rotacion. Ademas, se modelan las deformaciones uni-
tarias, tanto lineales como angulares, en cualquier direccion. Se incluye un analisis especi-
fico con rosetas de deformacion para determinar el tensor de deformacion.

El capitulo 2, Estado de esfuerzo, se enfoca en el calculo de los esfuerzos en planos per-
pendiculares a los ejes coordenados, lo que permite calcular los esfuerzos normales y de
corte en cualquier plano. Se discuten estos conceptos utilizando tanto ecuaciones de equi-
librio estatico como dindmico, ofreciendo dos enfoques diferentes, no solo fisicos sino
también matematicos. Se incluyen ejemplos ilustrativos para una mejor comprension.

En el capitulo 3, Principios generales de la mecanica, se presentan los principios de con-

servacion de masa, cantidad de movimiento, energia y aumento de entropia.
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El capitulo 4, titulado Modelos que representan el comportamiento de los materiales,
tiene como objetivo plantear las ecuaciones constitutivas de la elasticidad, la viscosidad y
la viscoelasticidad. Se parte de los modelos reoldgicos de Hooke, Newton, Kelvin-Voigt,
Maxwell y Burgers para este fin.

En el capitulo 5, Elasticidad Lineal, se parte de la ley de Hooke en una dimension para
generalizarla al espacio tridimensional. Se muestra cémo obtener, tanto los esfuerzos pro-
vocados por un estado de deformacién, como las deformaciones causadas por un estado
de esfuerzo. Se incluyen varios ejemplos de aplicacion para ilustrar estos conceptos.

El capitulo 6, Teorias de falla y ruptura, presenta criterios de fluencia, la teoria del maxi-
mo esfuerzo (criterio de Tresca), la teoria de la energia de distorsion (criterio de Von
Mises) y las teorias de las lineas de deslizamiento. Concluye con una aplicacién sobre la
capacidad de carga para un material cohesivo.

Finalmente, el capitulo 7 aborda el tema de Viscoelasticidad, explorando conceptos aplica-
dos ala teoria de ondas. Se analiza el movimiento de los cuerpos considerando la disipacién
de energia, estimando el movimiento de un cuerpo sélido como la suma de un componente
solido y otro viscoso que tiene en cuenta la disipacion de energia mediante el uso de un
coeficiente de viscosidad. Ademas, se presenta un programa de computadora desarrollado
en Fortran para la teoria de elasticidad y para determinar esfuerzos y deformaciones.
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Estado de
deformacion




Estado de deformacién

1.1 Deformacion unitaria

Consideremos un cuerpo que sufre un cierto estado de deformacion, pasando de la confi-

guracion inicial a la configuracién deformada (figura 1.1).

Configuracion
deformada

P Configuracion
inicial

Ap

Figura 1.1. Deformacion de un cuerpo
Se define el vector desplazamiento de un punto P al vector cuyo punto inicial es Py cuyo
punto terminal es P, siendo P y P’ los puntos correspondientes a las posiciones antes y

después de la deformacion, respectivamente (Figura 1.1).

Se define el vector deformacién de un punto P, con respecto a otro punto P, como la dife-

rencia entre los vectores desplazamiento s, y s, es decir
As =5, =5 (1.1)

As = vector deformacién
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Estado de deformacién

Se define el vector deformacion unitaria de la siguiente forma

O bien

= ap5o Jap| (1.2)

&u = A_| (1.2a)

1.2 Obtencion de la matriz gradiente de deformacion

Los puntos P (x,3,2) y P, (x,,y,,z;) tienen los siguientes vectores de posicion (Figura 1.1)

El vector A P vale

Mientras que el vector dp es

X
2= b}
Z
X1
.- f}
Zq

X1 X Ax
Ap=£1—£=i}’1—y}=iAy} (1.3)
B Z1 z Az
dx
dp = {dy} (1.4)
dz

Como x, y y z son variables independientes, entonces dx = Ax, dy = Ay, dz = Az; por lo

tanto

dx Ax
dp=qdy;=1Ay;=Ap, dp (1.5)
dz Az

1 oymyde)



Estado de deformacién

El médulo del vector Ap toma el siguiente valor

Ap|=ldp|=dp (1.6)
El vector desplazamiento del punto P vale (Figura 1.1)
u
I
El vector desplazamiento del punto P, vale
st
S1 = [21]
Wy
El vector deformacioén entre los puntos Py P,
U u Au
A§=§1—§={U1 - V}={AV}
w1 w Aw
Au
As = {Av} (1.7)
Aw
También
(1.8)

du
ds =1{dv
dw

Como du =Au, dv =Ayy dw =~Aw, entonces ds=As, |Ap| =

Au

|ap|

_As ) Av
§u=@_ |AB|
Aw

foo]

dp,y, de acuerdo con la ecuacion 1.2

d_u
dp
vl _ds 1.9
dp [~ dp (1.9)
dw

dp

IR

1 oymyde)



Estado de deformacién

Por otra parte Au .
7 u
|an] o
~ s A Javl s (1.10)
fu = p| o[ = Yar [~ @
- Aw d_W
o]} e

Para ilustrar el concepto de diferencial de una funcién, tomemos como ejemplo una fun-
cién u = u(x). La diferencial de la variable independiente, dx, es igual al incremento de
dicha variable independiente, Ax (Figura 1.2). El incremento de la funcién, Au, se toma
sobre su curva de variacion, como se muestra en la Figura 1.2. La diferencial de la funcién,

du
ds ={dv
dw

La diferencial de la funcién, du, se mide sobre la recta tangente a la curva en el punto P

du, se define

(Figura 1.2). Conforme disminuye la diferencial de la variable independiente dx, se acer-
can mas los valores de Au y de du. En el limite cuando dx-> 0, du = Au.

u

du

| dx =Ax |
[ |

Diferencial de una funcion

1 oymyde)



Estado de deformacién

Sustituyendo en la ecuacién 1.9

Judx 4 c')udy+6udZ\
Oxdp 0dydp 0zdp
dvdy dvdy oOdvdz
—t T+ = g
ox dp dy dp 0z dp
ow dz N ow dx N ow dz
\dxdp OJdydp 0zdp/

u ou Jujrdx
ox dy O0z||dp
QZ 22 v dy

ax dy oz||dp (1.11)
ow odw Jdw dz
ox ay 62 dp

Usamos el signo de igualdad en la ecuacién 1.11 para fines practicos, sabiendo que dicha

ecuacion sdlo se cumple cuando dx > 0, dy > 0, dz > 0, es decir

=De (1.12)
donde
gux
&u = [Euy
SU.Z
ou ou ou
ox Jdy 0z
v v  dv
D=\ % oz (1.13)
w ow ow
Ldx 0Jdy 0z
E{
dp
dy
e=\aw (1.14)
dz
dp

A la matriz D se le denomina matriz gradiente de deformacion (Malvern, 1969).

1 oymyde)



Estado de deformacién

Demos una interpretacion geométrica al vector e
; {gx} ; {jx} o
E= N (=T (T T
dp dz |4p] Az |AB|

Observamos en esta ecuacion que el vector tiene la misma direccién y el mismo sentido

del vector Ap, pero su tamarfo es unitario (Figura 1.3)

Por lo anterior, el vector mide la direccion en la que se esta calculando la deformacion

unitaria.

Figura 1.3. Vector de direccion e

En la ecuacién 1.13 observamos que la matriz gradiente de deformacién D es la derivada
del espacio vectorial del vector desplazamiento s = [u, v, w]’, con respecto al espacio vec-
torial del vector de posicion p = [x, y, z]". A la matriz D se le denomina en matematicas

matriz jacobiana.

1 oymyde)



Estado de deformacién

1.3 Descomposicion de la matriz gradiente de deformacion en el tensor
deformacion unitaria y en la matriz de rotaciéon

De la ecuacién 1.13

ou

ox
1 ov 0Ju
2 %% tey
1 ow Odu
| 2% T2

IS
Il

Es decir

Donde:

rdu du  du
ox dy 0z
v dv Odv
D=|— = =
= |0x Jdy o0z
ow ow Jdw
[dx Jdy 0z
1 0u Jdv. 1 du OJw_] 1 du Jdv. 1 du
=(—+=) s(—+— 0 - =(
20y 0x° 2°0z Ox 20y O0x° 20z
ov 1 dv odw 1 dv Odu 1 ov
v 2% | &y * 3G
1 ow 0dv ow 1w Odu 1 0dw 0dv
2 6y+62 0z 2°0x 0z° 20y 0z
D=E+Q
du 1 0u Jdv., 1 odu oJw_]
ax 29y X 2%z ox
1 odv Jdu av 1 dv dw
E=|- (—+—=— — —(—+ =
= |2 “dx 0dy dy 20z OJy
1 ow du 1 dw 0Jv ow
2°0x 0z° 20y 0z 0z
0 1 0u Jdv., 1 odu oJw_]
2% 7% 2%
1 ov du 1 dv dw
2= Gz oy 0 %
1 ow du 1 dw OJv
2°0x 0z° 20y 0z 0

La matriz E es denominada tensor deformacion unitaria porque tiene propiedades inva-

riantes, relacionadas con la deformacion del cuerpo. A la matriz Q se le denomina matriz

de rotacion.
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Estado de deformacién

Ejemplo E1.1 Dado el campo de desplazamientos u, vy w, determinar en el punto P (0.1, 0.2,0.3)
a) Eltensor gradiente de deformacién D

b) Eltensor deformacion unitaria E
¢) La matriz de rotacion Q

/\ (u, v, w)

—— P(0.1,0.2,0.3)

"y

Figura E1.1-1 Campo de desplazamientos

Donde
u=2x*yz
v=2y* xz
w=xyz
Solucién

Obteniendo las parciales de u, vy w con respecto a x, y y z, y valuando en el punto P, resulta:

9
% — 4xyz = 4(0.1)(0.2)(0.3) = 0.024

ou

22 = 2x27 = 0.006
ay

2y — 0004
aZ = 4X y = U.

av

— =2y27 = 0.024

0x

1 oymyde)



Estado de deformacién

(’)v_4 = 0.024
ay_ yxz = 0.
017_22 = 0.008
Fr y*x = 0.
aW— = 0.06
Ox_yz_'
ow
—=xz=0.03
dy

6w_ = 0.02
az—xy—.

Inciso a) Tensor gradiente de deformacion

0.024 0.006
0.024 0.024
0.06 0.03

D=

Inciso b) Tensor de deformacién unitaria

E =

0.015 0.024

[0.024 0.015
0.032 0.019

Inciso ¢) Tensor de rotacion

0.0 —0.009
0.009 0.0
0.028 0.011

O =

Consideremos por un momento que la matriz £ =

0.008

0.004]
0.02

0.019

0.032]
0.02

—0.028
—0.011
0.0

0

Ju Jdv OJw
= = =0

ox 9y 0z
1 6u+6v B :au
2(6y ax)_ dy
1 6u+6w _O:Ou
2(62 Ox)_ 0z
1 6v+6w _0:)611
2(62 ay)_ 0z

_ v
T ox
_ ow
T ox

ow
=%

|

1 oymyde)



Estado de deformacién

Se observa que cuando E = 0 y Q# 0, inicamente se presenta rotacion del elemento, com-
portandose este como cuerpo rigido. Por esta razén a la matriz Q se le llama matriz rota-
cional.

Consideremos ahora que E# 0y Q =0:

1(6u 617)_0 au_av

2\ay  ox 3y ox
1 du oJw _ :au_aw
29z ox’ 9z ox
1 dv oJw av_aw

= e —
2°0z Oy dz dy

Se observa que cuando Q = 0, la matriz E es una matriz simétrica con respecto a la diago-
nal principal.

En esta ocasion, veremos la mecanica de los cuerpos deformables y no vamos a estudiar
la rotacién como cuerpo rigido, por lo que en el resto del curso consideraremos que la
matriz rotacional Q = 0, y que D = E. Por lo tanto

rou du dunq
ax 9y oz
dv ov Odv
E=lox o a2 (1.15)
ow oJow dw
lox dy 0z

Donde

u_ov u_ow v _ow
dy 9x 9z ox’ 9z 9y

Hagamos el siguiente cambio de notacién

f o v _ow
X 7o’ Y 9y FT 8z

ou v ou ., . ou 1 .,
Yoy =7+ =2 % deformacién del angulo recto xy ; 9y 2 Vay € la deformacioén

dy  0x

en direccién de uno de los ejes x 0 y

1 oymyde)



Estado de deformacién

_ou ow
Yoz = 0z ox

en direccién de uno de los ejes x 0 z

ov ov

u ou 1
=2 3 deformacioén del angulo recto xz; 9z 2Vxz es la deformacion

v | ow . . 1 .
Yyz =35, F 3y 2 —, deformacion del dngulo recto yz; 5~ = 7 Vyzs esla deformacion

0z
en direccion de uno de los ejes y o z

El tensor deformacion queda

1 1
Ex E Yxy 5 Yxz
1 1
E = 2 Vyx gy 2 yyz
1 1

2 Vzx 2 Yzy &z

11 11 11
Donde Eny = Eyyxa nyz_zyzxa Eyyz = Eyzy

(1.16)

En las Figuras 1.4 y 1.5 se exhibe una interpretacion fisica del tensor deformacion E dado

por la ecuacion 1.15. Puesto que, para deformaciones pequefias

du . Au __ Au P
— = llm — = —, etcétera
dax Ax—0 Ax AX
A
du . Au |

_Au .
— = lim — = —, etcétera
0y  Ay-04y Ay

9,

6\\ ASW //

4 Vf& 2 "
///// 6“ 6)(

l¢ >l »l
[ > ql

By

Figura 1.4. Estado de deformacion en direcciones paralelas a los ejes coordenados
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Estado de deformacién

Apreciamos que la diagonal principal de la matriz mide las deformaciones unitarias li-
neales de los ejes x, y y z, respectivamente (alargamiento o acortamiento de dichos ejes),
mientras que los elementos fuera de la diagonal principal miden las deformaciones unita-

rias angulares de los ejes coordenados (giros de los mismos).

Cara superior

\

Figura 1.5. Estado de deformacion en direcciones paralelas a los ejes z y x

Ejemplo E1.2. Dado el estado de deformacién plana mostrado en la Figura E1.2.1, obtener
la matriz de gradiente de deformacién D, el tensor deformacién unitaria E y la matriz de

rotacion Q.
Y
B| 0.04cm
2cm
0.02 cm
P 2cm A X

Figura E1.2.1 Estado de deformacion plana
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Estado de deformacién

Solucién

Usamos las ecuaciones 13, 14’y 14”

[Au  Au
_|AX AY

D= Av  Av

LAX  AY

0 0.04

D= 20| [0 002
- 0.02 0 0.01 0

L 2.0

E= [0.815 0'%15]

a=[ 0 0005

—0.005 0

El desplazamiento que sufren los puntos A y B por deformacién es 0.015(2) = 0.03 cm, y
por rotacién es:0.005(2) = 0.01 cm. En la Figura E1.2.2 se muestran los desplazamientos
por deformacién y por rotacion del cuerpo. Vemos que los puntos A y B sufren un despla-
zamiento lineal de 0.03 cm y un desplazamiento por rotacién como cuerpo rigido de 0.01

cm en sentido horario.

0.01cm 0.03 cm

Y y /
B

Figura E1.2.2. Desplazamientos y rotaciones en el plano
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Estado de deformacién

1.4 Calculo de la deformacion unitaria lineal y de la deformacion unitaria
angular en una direcciéon dada

Dado que E = D, de la ecuacién 1.12
=Ee (1.17)

El vector Ds se puede descomponer en los vectores As, y Asg, el primero paralelo a Ap y
el segundo perpendicular a Ap (figura 1.6). El vector As,, denominado vector deforma-
cién lineal o vector deformacién longitudinal, mide la deformacién en la direccién de
los puntos P y P;, mientras que el vector Asy, denominado vector deformacién angular o
vector deformacidn transversal, mide la deformacion en direccion perpendicular a la de

los puntos Py P,.
De la Figura 1.6

AS = AS; + AS, (1.18)

Figura 1.6. Vector de deformacion lineal As; y vector de deformacion angular As,

Dividamos ambos miembros de la ecuacion 1.2 entre | Ap |

AS _ AS; | ASe
lap|  ap| * |ap]
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Estado de deformacion

es decir
&y =& t¢& (1.19)
AS
&u =711
2]
[ = B3
= o] (1.20)
ASe
& = [ap] (1.21)
De acuerdo con la figura 1.7
(e-e)
l&t| = proyee = ]
pero |e| = 1, por lo tanto
g =la|=(ce) (1.22)
a=¢&e (1.23)
&u =& T &
g9 =&u—& (1.24)

La magnitud de e, se obtiene calculando |gy|.

Figura 1.7. Vector de deformacion unitaria lineal ¢, y vector de deformacion unitaria angular e,

9 onyde) Ml ¢ onyden M ¢ onyden M ¢ onyden Ml 7 opnuden M 1 opnyded

0
ae)
=
(=
j
o
N



Estado de deformacién

También observamos que (Figura 1.7)
|§9| = |§u|sen9 (1.25)
Por otra parte, el médulo del producto vectorial tiene la siguiente propiedad
e % €| = |eu||e|send = |e,|send (1.26)
Comparando las ecuaciones 1.21 y 1.22
|eo| = |eu x €] (1.27)
También se puede hallar e, = Y2 Y2empleando el teorema de Pitdgoras. De la Figura 1.7
g2 =& + &}
& =& — & (1.28)

gg = |et —&f (1.29)

1.5 Calculo dela nuevalongitud y del giro que experimenta un segmento de
recta, al pasar de la configuracion inicial a la configuracion deformada

Sea un segmento de recta que va del punto P al punto P,, y que sufre el estado de deforma-
cion indicado en la Figura 1.1. En la Figura 1.6 se muestra el vector deformacion As, asi
como sus componentes: el vector deformacion lineal Ag, y el vector deformacién angular As,,.

El vector PP, aumenta su longitud en la configuracién deformada. Su nueva longitud vale
(figuras 1.1 y1.7)

= J(|£&| +|as) + |asol’ (1.30)

P'P;
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Estado de deformacién

El giro del segmento de recta es

__ lasel
tanp = [opf ] (1.31)
4s,
=17
|ap|
la| =& = [ap)] 4s, %
_ 4sg
0= Jap]
leg| = g | |A_9_|AAL:|
|Asl| =g |Ap|
|A59| = &y |Ap|

Lo anterior, recordando la propiedad de algebra lineal
Seaa=Ab,[a, b €V, A un escalar]

Se cumple que |a| = |A||b]

Sustituyendo en las ecuaciones 1.30 y 1.31

|PPi| = PP | VA + 207 + &7 (1.32)

Si g4 €s pequefio

|PEi| = |epy| (1 + &) (132)
_ olap|
1 = (Taglveyfoo])
tanf = £

_% 1.33
(1+g) (1.33)
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Estado de deformacién

Si g es pequeno: tan P=ey; P=e, (B en radianes). Vemos que, para deformaciones pequenas,
&g mide el giro en radianes del segmento de recta PP,, cuando pasa de la configuracion

inicial a la configuraciéon deformada.
Ejemplo E1.3.
Un prisma de base rectangular experimenta las deformaciones indicadas en la Figura E1.3.1.

a) Calcular las deformaciones unitarias lineal y angular en la direccion de la diagonal AB.
b) Hallar la nuevalongitud y el giro que sufre la diagonal AB, después de la deformacion.

y/ ol |o Gdem

6 cm

B
1
1
A i
, -y
y I
/
s s
/ // .‘?'(
4 Qb‘f s /
p 7
4 cm

Figura E1.3.1. Prisma rectangular

Soluciéon

a) El tensor deformacidn vale (ecuacién 1.16)

E=|0 010 0

0 0 0.083

0.5698
e =|0.4558

0.6838

012 0 0 ]
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Estado de deformacién

De la ecuacién 1.17

012 0 0 1[0.5698] [0.06838
§u=§g=[0 010 0 ”0.4558‘=[0.04558]

0 0 0.0831L0.6838 0.05698

De la ecuacién 1.22

g,=(e - )= (0.06838,0.04558,0.05698) - (0.5698,0.4558,0.6838)
g,= 0.09870

De la ecuacién 1.23

0.05624
g=¢e=0.09870(0.5698 0.4558 0.6838)= |0.04499
0.06749

De la ecuacién 1.24
0.06838] [0.05624] [ 0.01214 l

g =& —& = [0.04558 0.04499 0.00059
0.05698 0.06749 —0.01051

|£_9| = &y = +/(0.01214)? + (0.01214)% + (—0.01214) = 0.01607

b) Aplicando la ecuacioén 1.32

|AB| = |Bﬂ| VA +)? + g2 = 8.775/(1 + 0.0987)2 + (0.01607)2 = 9.642 cm

Aplicando la ecuacién 1.33

£ 0.01607

t = =
anf = A e) = 14001214

= 0.01462

p =0.01462 rad = 0.8378°
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Estado de deformacién

Resolviendo el problema con algebra de vectores, obtenemos

cos B ABsAB/ cos B = AB-AB’ = (5 4 6)(6 44 65 _ 0.999893129
|AB||AB/| |AB|'|AB|"  (8.7749644)(9.64209521)
5
AB =a{[cm]
6
5.6
AB’ = 14.4¢[cm]
6.5

|AB| = 8.7749644 cm
|AB’| = 9.64209521 cm

cos § = 0.999893129

B = 0.837664°

1.6 Deformaciones unitarias principales

Cuando en una direccion se presenta tnicamente deformacion lineal y la deformacion
angular vale cero, a esta direccion se le llama direccion principal, mientras que a la defor-
macion unitaria lineal que ocurre en dicha direccién se le denomina deformacién unitaria

principal.

De acuerdo con la Figura 1.8

Direccion
principal

Figura 1.8. Direccion principal
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Estado de deformacién

Pero, en una direccién principal

Por lo tanto

Es decir

& = &y

Utilizando las ecuaciones 1.14 y 1.16

Es decir

Ee=cee
1
gxcosa + nyycosﬁ + nyzcosy = g cosa

1 1
7 Vyxcosa + &y cosa + > VyzCOSY = gcosP

1
> YaxCosat + Eyzycosﬁ + £,cosy = g cosy

(&x — g)cosa + %yxycosﬂ + %yxzcosy =0
1 1 -
> Yyxcosa + (ey — sl)cosa + > Yyz€OSY = 0

%yzxcosa + %yzycosﬁ + (e, — &) cosy =0

(1.34)

(1.35)

Despejemos los cosenos directores cos a, cos p y cos y del sistema de ecuaciones 1.35. En
este caso no es aceptable la solucion trivial cos a = cos f = cos y = 0, pues los cosenos di-

rectores deben cumplir la condicién

cos?a + cos?f + cos?’y =1

(1.36)
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Estado de deformacién

En consecuencia, para que haya una solucién diferente de la trivial, el determinante del
sistema de ecuaciones 1.31 debe ser igual a cero

1 1
& —&  SVxy 5 Vxz
1 1
E= Ve & T&  SVyz | T 0 (1.37)
1 1
5 Vex SVzy €27 &

Las deformaciones unitarias principales €, €, y €, se obtienen desarrollando el determi-
nante de la ecuacion 1.37. Dado que la matriz E es una matriz simétrica, las raices de la
ecuacion son tres numeros reales (Apostol, 1969), los cuales miden las deformaciones
unitarias principales. La ecuacion caracteristica queda

_813 + 11812 - Izgl + 13 =0 (13761)
donde
11 =£x+£y+£z (1371?)
1 2 1 2 1 2
I, = ex&y + 646, + €6, — (nyy) - (nyz) - (Eyyz) (1.37¢)

13 = ExEy&y — &y (% sz)z — &y (%sz)z +2 (% )/xy) (% )/xz) (% sz) (1'37d)

En otras palabras
I 3=detE (1.37¢e)

Como el tensor deformacion unitaria E mide un fenémeno fisico, ademas de las propie-
dades de una matriz simétrica, tiene propiedades adicionales. Por ejemplo, las magnitudes
de los coeficientes I, I, e I; de la ecuacion cubica son independientes del sistema coorde-
nado que se utilice, y, por esta razon, a los coeficientes I, I, e I; se les denomina invariantes
del tensor deformacion.
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Estado de deformacién

Las direcciones principales se hallan sustituyendo cada raiz en el sistema de ecuaciones
1.35, empleando ademas la ecuacidon 1.36. Por ser la matriz E simétrica, las direcciones

principales son ortogonales entre si (Apostol, 1969).
Ejemplo E1.4

Dado el siguiente tensor deformacion unitaria, hallar las deformaciones unitarias princi-
pales y las direcciones principales.

2 3 1
E=|[3 4 2]*10-4
1 2 3

Solucién
Desarrollando el determinante (ecuacién 1.37)

L=&+e+e=02+4+3)x107*=9x10"*
2

1\ /1 1
I, = ExEy T ExE&; T &yE; — (Eny) - (Esz) - (EVyz)

L=2*107)(4*10™%) + (2 10™)(3 * 10™%) + (4 * 10™*)(3 » 107%)
—(3%107)2-(1*1074)2-(2%x10™%)2 = 12 108

2

2 3 1
I3=detE=1|3 4 2|x107*=-3%10"12
1 2 3

§3—9x10"%2 +12%10785+3%10712 =0

Obtenemos las raices de la ecuacién:

g =7.2998x10"
e, =1.9148x10"
g;=-0.2146x10"
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Estado de deformacién

Sustituyendo en el sistema de ecuaciones 1.35

(2-7.3)cosa + 3cosfB + 1cosy =0
3cosa + (4-7.3)cosf + 2cosy =0
lcosa + 2cosf + (3-7.3) cosy =0

Multiplicando por (-2) la ecuacidn a y sumandola a la ecuaciéon b
(10.6)cosa - 6¢osf3 - 2cosy =0
3cosa + (4-7.3)cosP + 2cosy = 0
13.6cosa - 9.3cosf =0
cosa = 0.68382cosf

Multiplicando por (-3) la ecuacién ¢ y sumandola a la ecuacién b
-3cosa-6c0s + 12.9 cosy =0
3cosa - 3.3cosfp + 2cosy =0

-9.3cosf3 + 14.9cosy =0
cosy = 0.62416cosf

Se debe cumplir (ecuacion 1.36)
cos®> a + cos* S+ cos* y =1
Sustituyendo las ecuaciones d y e en la ecuacion f
0.46761cos* 8 + cos* 3 + 0.38958cos* f=1
cos B, =0.73379
cos 3, =0.73379

Sustituyendo en la ecuacién d

cosa; = 0.50178

(a)
(b)
(c)

(a’)
(b)

(d)

(c)
(b)

(e)

(f)
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Estado de deformacién

Sustituyendo en la ecuacién e
cosy,=0.4580
Procedemos en forma andloga para hallar las otras direcciones principales

cosa*=- 0.3892
cosf3*=-0.2813
cosy*= 0.8771
cosa’® =- 0.77216
cos3*=0.61857
cosy®=- 0.14539

Nota: Se deja como ejercicio al lector verificar que las direcciones principales son ortogo-

nales entre si.

1.7 Representacion grafica de Mohr

Consideremos el siguiente tensor deformacion

&g 0 0
0 0 &

Donde g, > ¢, > &,

Grafiquemos los valores de ¢, €, y €, y tracemos los circulos indicados en la Figura 1.9. A
estos circulos se les denomina circulos de Mohr.

Se puede demostrar que un punto de coordenadas P (g, €,), que mide las deformaciones
unitarias lineal y angular en alguna direccion dada, tiene que quedar necesariamente den-

tro de la zona achurada de la Figura 1.9 (Castillo, 1985).

Procedamos a demostrar la afirmacion anterior.
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Estado de deformacién

Delaecuacion 1.17:¢,=Ee

)

Regién de
deformaciones

Figura 1.9. Circulo de Mohr

rcosa
cosf
| cosy

|
I

r€1C0SQA

&, = |&2c0sp
| e5c08Y

De la ecuacion 1.18: g,=(g - e)
&= ¢ C0S* & + &, c0s* B + & cos* y (1.38)

Aplicando la ecuacién 1.28 €3 = &2 — ¢
e2=¢l +¢&§

Pero

e = \/efcosza + e2cos?fB + e5cos?y

e’ + e = e2cos?a + e5cos?pB + 2 cos?y (1.39)

37
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Estado de deformacién

Agrupemos las ecuaciones 1.38 y 1.39 junto con la de los cosenos directores:

g1cos?a + £,c082B + g3c05%y = g
e2cos?a + e2cos?P + e3cos?y = e + €} (1.40)
cos?a + cos?p + cos’y =1

Despejemos cos® « del sistema de ecuaciones 1.40, utilizando la regla de Cramer

&l & &3
ef+ep &2 &2
2 _ 1 1 1
cos’a = —m—5—¢
e & &
1 1 1
cos?a = [e1(e; + €3) (e, — €3) — &2(ef + €5) + e262 + e3(ef + €5) — e3€2]
[e1(e; + &3)(ey — &3) — 82 + £,€2 + &3 2 — g365]
cos?a = [_51(52 +&3)(e3 — &) + 52(512 + 55)(53 — &) + &e3(e3 — 52)]
[e,(e; + €3)(e; — €3) — €8 (3 — €3) + £365(e5 — &)]
5 [(e2 + €§) — e1(e; + &3) + £263]
cos’a =
[(e2 — 1) (g5 — &1)]
2 2
(g2 t+&3) (e + &3)
elz —gle, +85) + [T + 85 = —&,63 + — + [(g5 — &1) (g3 — &1)]cos?a

2 2
[gl—@] +85=[@] +[(e2 — £)(e5 — &)]cos?a

2 .12
e =22+ e = [ 4 [(ey — ) (1 — £)]cos%a (1.41)

Observamos de la ecuacién 1.41 que ¢, y e, estdn relacionados mediante la ecuacion de un
circulo, cuyas propiedades dependen de a. En otras palabras, la ecuaciéon 1.41 corresponde

a una familia de circulos en funcién de a; el centro y los radios minimo y maximo de esta
familia son
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Estado de deformacién

(&2 + &3)
B

Rpin = —(82;83) [cos a=0, a= %]

Roar = [ “52]" + 161 - e)er — )] [cosa =1, a = 0]

En la Figura 1.10 se muestra la familia de circulos a.

89 A
Familia de circulos o

&
Figura 1.10. Familia de circulos
En forma analoga se obtienen las familias de circulos Sy y:
Familia de circulos f3
2 o2
[el - @] +ef = [@] + [(e1 — &2) (&3 — &3)]cos?B (1.42)

o[22

RMn=JF§@f+Ka—Qx%—@n [cosfp =1, f=0]

T

(e1—¢3)
Rmax=% [cos,[?=0,ﬁ=;]
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Estado de deformacién

Familia de circulos y

2 _ 2
[81 - (82281)] +ef = [(82281)] + [(e2 — &3) (&1 — &5)]cos?y (1.43)

ofe12

_ (e1-83)

Rmin =*252 |cosy =0,y =]

Rpax = \/[@]Z + [(e2 —&3)(e1 —&3)]  [cosy =1, y=0]

Grafiquemos ahora el circulo a de radio R =R, el circulo b de radio R =R, y el circulo
g de radio R =R, (Figura 1.10).

€p

Figura 1.11. Circulo de Mohr en tres dimensiones
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Estado de deformacién

Debido a que e,y e, estdn relacionados entre si mediante las ecuaciones 1.41, 1.42 y 1.43, el
punto P (g,g,) debe quedar en cada circunferencia «, 8y y. Dado que el circulo a tiene que
ser mayor o igual que el correspondiente a a = n/2, que el circulo g tiene que ser mayor o
igual que el circulo y = /2, y que el circulo b tiene que ser menor o igual que el circulo =
n/2, el punto P(e,¢,) tiene que quedar necesariamente en la zona achurada de la Figura 1.9.

1.8 Determinacion de las deformaciones unitarias lineal y angular en una
direccion. Método grdfico de Mohr
Consideremos que deseamos determinar el estado de deformacion en la direcciéon dada

cosa
e= [cosﬁ]

cosy

por el vector

El procedimiento grafico consiste en lo siguiente:

a) Tracemos a partir del tensor deformacion los tres circulos del plano de Mohr (Fi-
gura 1.11).

b) A partir del punto A se traza una paralela al eje e;; a continuacion, se traza, tam-
bién a partir del punto A, una recta que forma un dngulo a con la paralela al eje e,
Esta recta corta al circulo b en el punto A, y al circulo g en el punto A”.

c) A partir del centro C, se traza un arco de circunferencia que corte los puntos A’y A”.

d) Por el punto C se traza una paralela al eje e ; a continuacion, se traza, también a
partir del punto C, una recta que forme un éngulo g con la paralela al eje e,. Esta
recta corta al circulo b en el punto C) y al circulo a en el punto C”.

e) Por el centro C, se traza un arco de circunferencia que corte los puntos C’y C”.

f) Las coordenadas del punto de interseccién D (Figura 1.11) de los dos arcos re-
presentan la deformacién unitaria lineal y la deformacién unitaria angular, en la
direccién dada por el vector e.

Demostremos primeramente que el punto C’ (Figura 1.11) pertenece a un circulo cuyo
coseno director es . Con el procedimiento analitico, las deformaciones lineal y angular

valen (ecuaciones 1.17, 1.18 y 1.23)
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Estado de deformacién

e,=Ee(1.44) (1.44)
g=¢, ¢e(1.45) (1.45)
&= e, x e (1.46) (1.46)

Como el punto C’ esta en el circulo = %, cosf =0, y el vector e queda

cosa

cosy
Ademas, se debe cumplir

cos> o + cos* f + cos’ y = 1
Por lo tanto

cosa=sen y

Sustituyendo en las ecuaciones 1.44 a 1.46

g = g.5en’y + &5 cos?y (1.47)
&y X e = —jl(gseny cosy — e3seny cosy) = [—(&; — €3)seny cosy]j
go = |ey X €] = (&1 — &3) cosy seny (1.48)

Obtengamos ahora graficamente las deformaciones lineal y angular del punto C’; de la

Figura 1.11

OE=0C+CE

CC’=CAsenvy

OE=¢, sen’ y+e; cos’ y (1.49)
También

EC’=CC’ cosy

CC'=(¢g,-&; ) sen y
EC’=(¢,-¢;) seny cosy (1.50)
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Estado de deformacién

Comparando las ecuaciones 1.47 y 1.49, y las ecuaciones 1.48 y 1.50, apreciamos que en
efecto las coordenadas del punto C’ miden el estado de deformacion en la direccion dada
por el vector ¢'.. Por lo tanto, el punto C’ pertenece al circulo cuyo coseno director es cos
y; cualquier circunferencia que pase por este punto, con centro en Cy, representara defor-
maciones en una direccién con coseno director cos y.

Procediendo en forma analoga, se demuestra que el punto A’ pertenece al circulo cuyo
coseno director es cos a; cualquier circunferencia que pase por este punto, con centro en

C, representara deformaciones en una direccién con coseno director cos a.

El punto de interseccion de los dos arcos de circunferencia mide el estado de deformacién

cuyos angulos directores son a y y; ahora f3 es diferente a /2, pues queda obligado por ay y.
Con lo anterior, hemos demostrado que las coordenadas del punto D de la Figura 1.11
miden: su abscisa la deformacién unitaria lineal y su ordenada la deformacién unitaria

angular, en la direccion dada por el vector e.

Ejemplo E1.5. Dado el siguiente tensor deformacion:

6 0 0
E=|0 3 0[x1073
00 1

Hallar las deformaciones unitarias lineal y angular en la direccién dada por el vector

4
AB=3
2

Utilizar el procedimiento grafico de Mohr.
Solucién

El vector unitario e en la direccién de AB vale

0.5571
0.3714

g:

0.7428‘

1 oymyde)
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Es decir

a = 42° = 56°%y = 68°

Figura E1.5.1. Circulo de Mohr en tres dimensiones
En la Figura E1.5.1 se exhibe el procedimiento grafico para obtener el punto D, cuyas
coordenadas miden las deformaciones unitarias lineal y angular en la direccién del vector
e. Obtenemos de la Figura E1.5.1.

£=0.0044 y £,=0.0019

Ejemplo E1.6 Dado el siguiente tensor deformacién unitaria

3.0 0
E=|0 1 0|x1073
0 0 4

Hallar las deformaciones unitarias lineal y angular en la direccién dada por el vector

8
AB = |7
9
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Estado de deformacién

Utilizar el método grafico de Mohr.
Solucion:

El vector e vale

AB [0.5744]
e=——=10.5026
[4B] - [0.6462
a=549°
B =59.8°
y=49.7°

En la Figura E1.6.1 se muestra la solucion grafica. Las coordenadas del punto D propor-
cionan las deformaciones unitarias lineal y angular en la direccion de vector e. En la figura
medimos:

§=29x10"
gy=1.2x 107

€p1 0"3

Figura E1.6.1 Circulos de Mohr
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1.9 Estado de deformacion plana

Se define un estado de deformacién plana cuando se cumple

1 1
€z = E]/xz = E]/yz =0
El tensor deformacion queda
1
€x 2 Vxy 0
= |1
E “Vyx &y 0
0 0 O
1
E= Ex Eny
271
ey & (1.51)
De la figura 1.12: cos f = sen a,y = 90°cos y = 0, por lo tanto
cos
e= lcos p
0
y
e
p
o
X
Figura 1.12. Vector de direccion e. Estado de deformacion plana
o= [cos a
€= lsen a (1.52)
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Aplicando la ecuacién 1.17

e =Ee

gu_l

€x %ny cosa
[sen a]
&y

E VYxy

1
ExCOSA  SVxySena

gu - 1
E)/xy cosa Ey sena

Aplicando la ecuacién 1.24

g =(ee)

€1 = &,c05%a + g,sen’a + yy,sen a cosa (1.53)

Cuando la deformacién unitaria lineal es de extensidn, dicha deformacién tiene signo
positivo (ecuacion 1.53). En cambio, si al aplicar la ecuacion 1.53 obtenemos una cantidad
negativa, la deformacion unitaria es de compresion.

La deformacidn unitaria angular la hallamos empleando la ecuacion 1.27
g0 = |2o| = |zu x ¢
eo = (&x — &y)sen a cosa + %;—y (sen?a — cos?a) (1.54)

Para conocer el sentido del giro de ¢, observamos que el producto €, x e es un vector per-
pendicular al plano xy, es decir

&uXe=ck (1.55)
En la Figura 1.13 apreciamos que, si el giro del segmento de recta PP, es en sentido ho-

rario, ¢ > 0; mientras que si el giro del segmento de recta PP, es en sentido antihorario, ¢
< 0. Pero el valor de c de la ecuacion 1.55 es la magnitud del vector ex e, y la magnitud de

1 oymyde)



Estado de deformacién

este vector corresponde a la deformacién unitaria angular &, de la ecuacion 1.27 o de la

ecuacion 1.54, es decir, &,y ¢ valen la misma cantidad; por lo tanto, si al aplicar la ecuacién
1.54 ¢, da positivo, la recta PP, gira en sentido horario; en caso contrario, la recta PP, gira

en sentido antihorario.

Figura 1.13. Giro del segmento de recta PP,. Estado de deformacién plana

Las ecuaciones 1.53 y 1.54 se pueden poner en funcién del angulo doble 2a. Empleando

las identidades trigonométricas

5 (14+cos2a)
cos‘a = —
2
5 (1—cos2a)
sen‘q = ———
2
sen2a
senacosa = 5

Obtenemos

Extey (sx—sy

%
)0052a+—xysen2a
2 2 2

Ex—¢ y.
gg=(—2)sen2a—2cos2a
2 2

(1.56)

(1.57)
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Las deformaciones unitarias principales las hallamos de la ecuacién 1.37

1
& — & nyy 0

E: =0

1
Eyy" &y — & 0
0 0 —&

Desarrollando el determinante obtenemos que una deformacion principal es €, = €; = 0. Las
otras dos deformaciones principales las hallamos con la ecuacion caracteristica reducida

2
el —elex+e) +ee, — (Yx_y) =0

2
es decir
=2y (a2 (1)
e = 5o ((;Zy))z + (VTy)Z (1.59)

Una direccién principal es la del eje z, dado que en ella la deformacién angular vale cero.
Las otras dos direcciones principales las obtenemos con el sistema de ecuaciones 1.35

(ex — €)cosa + S VaySen a = 0

1
(& — g)cosa = ——y,ySen a
) y

sena (& — &)

- 1
cosa _nyy
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(81 - Sx)
tana = —/——
nyy
(e1—¢x)
a; = ang tan—5—=
1 9 L ey (1.60)
“¥Yxy
a, = ang tan —=2 (1.61)
2 g (ey—22)

Dado que estamos considerando y = 90°, cos y = 0, los resultados presentados en este inci-

so son tinicamente validos para calcular deformaciones paralelas al plano xy.

Hemos llamado e, y e, a las deformaciones unitarias principales en el plano xy, y e; a la
deformacién unitaria principal paralela al eje z. Sin embargo, en el espacio e; puede ser
una deformacion principal intermedia o mayor; por ejemplo, si g,> 0y &,< 0, €, resulta la

deformacidn unitaria principal intermedia.
Ejemplo 1.7.
Dado el estado de deformacion plana indicado en la Figura E1.7.1, calcular:

a) Las deformaciones unitarias lineal y angular en la direccion del vector e (a = 30°)
b) La magnitud y direccion de las deformaciones unitarias principales
c) Lanuevalongitud y el giro que experimenta el segmento de recta PE

Soluciéon

—-0.10 0.08 1 —.05
Ey =——— = —0.05, & = T = 0.04, nyy = T = —0.025

1 oymyde)



Estado de deformacién

0.05 cm
B\
N [ 0.08 cm 72
S A 5 / /
- -
E|~—
/
2cm /
~ a=30°
~ ‘

e ~ -

I

OvO? cm -~ 10 cm

€ lo10em. P 0.0é em| A
Sem
A
2cm
D
— T <
0.08cm| \
\ \D'
1 0.05cm
‘- 2cm A 2cm _‘

Figura E1.7.1 Estado de deformacién plana

El tensor deformacion queda

—0.05 -0.025

E= [—0.025 0.04

a) Paraa=30°

Aplicando las ecuaciones 1.53 y 1.54
& = gxc05°a + g sen’a + yy, sen a cosa

g = —0.05 cos?30° + 0.04 sen?30° — 0.05sen 30° cos30° = —0.04915
g0 = (ex — &y)sen a cosa + VxTy (sen?a — cos?a)

gg = (—0.05 — 0.04)sen 30° cos30° — 0.025(sen?30° — c0s?30°) = —0.2647
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b) Deformaciones unitarias principales

Empleando las ecuaciones 1.58 a 1.61

o), [y

(—0.05 + 0.04) (=0.05 — 0.04)\°
£ = - + - +—0.0252 = 0.04648
(51 - Sx)
a; = ang tan———
nyy
- (0.04648 — (=0.05)) _ 75 470
1 = ang tan ~0.025
. = (ex + &) _ (ex — ey) . (yx_y)z
z 2 2 2
(—0.05 + 0.04) (=0.05 — 0.04)\
£ = - +—0.0252 = —0.05648
2 2
a, = ang tan —2—>—
(gy - 32)
t 0025 14.53°
a, = an an = .
2 = I 0,04 — (—0.05648))
c) Aplicando la ecuacion 1.32

|LPI’| - |£ﬂ| V(A +&)? + &2

|PE’| = 2.309/(1 — 0.04915)2 + (—0.02647)% = 2.1964 cm

Usando la ecuacion 1.33

& —0.02647

tanf =t g) T 1= 004915

—0.02784, f = —1.59° = —0.02783 rad
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Ejemplo E1.8.
Los puntos Ay C del rombo de la Figura E1.8.1 experimentan unicamente desplazamientos

lineales §, = 8, y los puntos B y D experimentan unicamente desplazamientos lineales §,
= §4. Determinar la relacién entre §,, §;, a y b, de tal forma que no cambie la distancia AB.

Figura E1.8.1

Solucion
ex=%l, €y=(2—b, yxTyzo
. -a
cosa = T
_ b
sena = NrEw

En la direccién de la recta AB (ecuacion 1.53)

& = &ccos?a + g,sen’a + yy, sen a cosa

E14R = ExCOS*a + gysen’a =0
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Sustituyendo valores

5 a
1.10 Circulo de Mohr para el estado de deformacion plana
Del tensor (Ec. 1.51)
1
Ex E VYxy
2rxy &y
Donde ¢, < ¢,.

Las deformaciones unitarias lineal y angular estan dadas por (ecuaciones 1.56 y 1.57)

el=m+ “)cos2a+2sen2a (1.56)
2 2 2

gg = (gx;gy) sen2 a —yizycosZ a (1.57)

Demostremos a continuacion que e, y e, estdn relacionados a través de la ecuacién de un

circulo. De la ecuacion 1.56

g — gngy = (ngy) cos2a+ V;—ysen 2a (1.62)

Elevando al cuadrado y sumando las ecuaciones 1.62 y 1.57

[0 - 225 g2 = (5%)" 4 (M2 (1.63)
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. ./ ; Exte .
La ecuacion 1.63 es la ecuacion de un circulo con centro C (%, O) y radio

R= )+ (2

A este circulo se denomina circulo de Mohr, el cual se muestra en la figura 1.14.

€

& € i 8/

Circulo de Mohr en el plano

(1.64)

Consideremos el estado de deformacién indicado en la Figura 1.15a. El circulo de Mohr

se exhibe en la Figura 1.15b.

Para hallar las deformaciones unitarias lineal y angular en la direccién del vector e (Fi-

gura 1.15a) se emplea el procedimiento del polo de las deformaciones, que consiste en lo

siguiente (Alberro, 1970):

a) A partir del punto A, que representa el estado de deformacién en direccién x, se

traza una recta paralela al eje x (Figura 1.16).

b) A partir del punto B, que representa el estado de deformacién en direccion y, se

traza una recta paralela al eje y.

c) El punto donde se intersecan ambas rectas corresponde a la posicion del polo de

las deformaciones.
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d) Parahallar el estado de deformacién en una direccion definida por el vector e, que
forma un angulo a con el sentido positivo del eje x, a partir del polo se traza una
recta paralela a dicha direccidn. El punto donde esta recta corta a la circunferencia
(punto Dj; Figura 1.16) proporciona las deformaciones buscadas: su abscisa da la
deformacién unitaria lineal y su ordenada la deformacién unitaria angular, en la

direccion del vector e.

Demostremos que el estado de deformacion en la direccién que forma un angulo a con
el eje x esta dado por el punto D del circulo de Mohr de la Figura 1.15b, es decir, por un
punto que forma un angulo 2a con el punto A, medido a partir del centro del circulo.

€y

Figura 1.15. Estado de deformacién plana. Circulo de Mohr
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€

Polo

Figura 1.16. El polo. Circulo de Mohr en el plano

Con el procedimiento analitico habiamos encontrado que las deformaciones unitarias va-
len (ecuaciones 1.56 y 1.57)

_ Extey

Ex—& ¥
&g = +(%)0052a+%sen2a

Ex—E y.
g =(x2 y) senZa—%COSZa

Probemos que con el método grafico de la Figura 1.15 se llega a las deformaciones dadas
por las ecuaciones 1.56 y 1.57. Las coordenadas el punto D valen (Figura 1.15b):

& = —Sx;rgy + Rcos A (1.65)
&g = —Rseni (1.66)
A= -2«

Pero (Figura 1.15b):

A=p-2a (1.67)
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Sustituyendo la ecuacion 1.67 en la ecuacion 1.65

& = ngy+R cos(B — 2a)

extey

g=——"+ R cosfcos2a + Rsenfisen2a
Pero
_ Sx+£y _ 1
R cosf = > YV Rsenf = > Vay

Por lo tanto

Extey
+
2

Ex—E& Y .7
& ( xz y) cos2 a + %Sen 2 a, que es la ecuacion 1.56

Sustituyendo la ecuacion 1.67 en la ecuacion 1.66

g9=- Rsen (f-2a)
&9= - Rsenfcos2a + Rsen2Zacosf3

£,—€ y. .
gg = (%) sen2 a ——*cos2 a, que es la ecuacion 1.57

Por lo tanto, con los procedimientos analitico y grafico se llega a los mismos resultados.
Con esto verificamos la validez del uso del angulo doble del método grafico.

En la Figura 1.16 apreciamos que con el procedimiento del polo de las deformaciones se
llega al mismo resultado, pues un angulo inscrito en un circulo es igual a la mitad del an-
gulo medido a partir del centro del circulo.

Debido a que todos los angulos inscritos en un mismo arco son iguales, el polo se puede
ubicar en cualquier punto de la circunferencia, y la tinica condicion es que el angulo a se
mida a partir del punto A, en sentido antihorario.

Ejemplo E1.9.

Dado el siguiente estado de deformacién unitaria plana:

i

—0.05 —0.025]
—0.025 0.04
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hallar

a) Las deformaciones unitarias lineal y angular en la direccion del vector e (« = 30°)
b) La magnitud y direccién de las deformaciones unitarias principales. Utilizar el
método grafico de Mohr

Soluciéon

En la Figura E1.9.1 se muestra el estado de deformacién unitaria del elemento, y en la
Figura E1.9.2 se exhibe el circulo de Mohr correspondiente. Para hallar el polo, a partir
del punto A (que representa el estado de deformacién en direccion del eje x) se traza una
paralela al eje x; a partir del punto B (que mide el estado de deformacién en direccion del
eje y) se traza una paralela al eje y (Figura E1.9.2). El punto donde se intersectan ambas
rectas es el polo de las deformaciones (Figura E1.9.2). Para obtener las deformaciones en
la direccion del vector e, a partir del polo trazamos una recta paralela a dicho vector ¢;
el punto donde esta recta cruza a la circunferencia proporciona el estado de deformacion
unitaria en la direccion del vector e. Las deformaciones unitarias y las direcciones princi-
pales se obtienen en forma similar (Figura E1.9.2). En la Figura E1.9.2 medimos

el =-0.049, eq = -0.026

el =0.046, al = -75°

€2 =-0.056, a2 = 15°

1 0.04 //7g

0.025

/// 300
-
-

N [ S L~

I
T
|
|
| ~
|
\
|

0.025

l 0.04

Figura E1.9.1. Estado de deformacién

1 oymyde)



Estado de deformacién

£y

0.06

afoosoozs) | N\peeTT S R
—— Direccioén

principal
mayor

. I \
Di 'reC'CIon B (0.04,-0.025)
principal
menor

-0.06

Figura E1.9.2. Circulo de Mohr en el plano

1.11 Deformacion de un angulo

Consideremos que el angulo APB se deforma al angulo APB’ (Figura 1.17). Se define la

deformacion del dangulo APB como la suma de los angulos 0, y 6,, es decir

Deformacion £ APB = 6a + 6b (1.68)

Figura 1.17. Deformacién en un angulo
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Supongamos que los angulos 6, y 6, son suficientemente pequefios, entonces

0= - 02 Y Op=co»

Por lo tanto

Deformacion £ APB = gy, — €, (1.69)

1.11.1 Deformacion de un angulo recto

Sea el angulo recto APB de la Figura 1.18. Para angulos pequefios

y y'
B| Au
0y
Ay
Xl
O AV
P AX A X

Figura 1.18. Deformacion de un angulo recto

9 onyde) Ml ¢ onyden M ¢ onyden M ¢ onyden Ml 7 opnuden M 1 opnyded

0
ae)
=
(=
j
o
N
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Sino se presenta rotacion del cuerpo %ny = %yyx. Sumando las dos ecuaciones anteriores
Yay = 0 + 6, (1.70)

Por la ecuacion 1.68
Deformacion ZAPB = y,,, (1.71)
También podemos obtener la deformacion del angulo recto APB usando la ecuacion 1.54:

Y
o = (&x — &y)sen a cosa + % (sen’a — cos?a)

Yx
Para a = 0 (eje x): Eoa = — -
o/, ; _ Yxy
Para a = 90° (eje y): gop = =~
(v = 13x)

Aplicando la ecuacion 1.69 se llega a la ecuacion 1.71

Deformacion <APB = gg,, — €9q = Vxy (1.71)
Por la ecuacién 1.71 se dice que v,, mide (para pequefias deformaciones angulares) la de-
formacion del angulo recto APB de la Figura 1.18.
1.12 Deformacion unitaria natural

Consideremos una barra prismatica de longitud inicial L, sometida a un esfuerzo normal
de tension bajo el que sufre una deformacion total §. La deformacion unitaria lineal serd

)
& = (1.72)
Lo
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A e, se conoce como deformacién unitaria de Cauchy. Sin embargo, se puede dar otra de-
finicién de deformacién unitaria que tome en cuenta la variaciéon gradual de la longitud
de L,a L, Asi, para una longitud L entre L,y L, el incremento de deformacidn unitaria es

dL
dglnat = T (1-73)

y la deformacién unitaria, al pasar de L, a L;sera

L¢dL L
emat = 7 T = In (Ly = Lo) = In (i) (1.74)
Lf 5
Como Lf = Lo+ 6, —= 14— entonces
Lo Lo
Emat = In(1 + &) (1.75)

A la deformacién g, se le conoce como deformacién unitaria natural. Fue definida por
primera vez por Ludwik en 1909. Para deformaciones pequenas, los valores de ¢, en la
ecuacion 1.72 y de g, en la ecuacién 1.74 practicamente coinciden. Sin embargo, para
grandes deformaciones es preferible emplear ¢,,,,.

Ejemplo E1.10

Una barra prismatica de 15 cm de longitud se somete a un esfuerzo normal de tensién
y sufre una deformacién de 0.3 cm. Hallar la deformacién unitaria lineal de Cauchy y la
deformacioén unitaria lineal de Ludwik.

Soluciéon

Aplicando la ecuacién 1.72

§ 03
Q=== 0.02 (Cauchy)
Usando la ecuacién 1.75
Emat = M1 + &) = In(1 4+ 0.02) = 0.0198 (Ludwik)

(La diferencia entre la deformacién de Cauchy y la de Ludwik es de 1% en este caso).
3
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1.12.1 Roseta de deformacion a 60°
Una roseta de deformacion a 60° (equiangular, Figura 1.19) consiste en producir una re-

lajacion de esfuerzos medir las deformaciones unitarias lineales en tres direcciones € 5, €
a> ¢b
y € (Alberro, 1983)

Eb Ec

60° 60°

€a

Figura 1.19. Roseta de deformacion equiangular

Con estas tres deformaciones se puede calcular el tensor deformacion en direccion para-
lela a la pared (aun cuando se trata de un estado de esfuerzo plano, se pueden aplicar las
ecuaciones correspondientes a un estado de deformacion plana, por la presencia de algu-
nos ceros en el tensor deformacion unitaria y en el vector de direccién e). Sila direccién a

coincide con el eje x, aplicando la ecuacién 1.53

&) = £,C0s*a + g,5en*a + Yy, S€N A COSA

Paraoa = 60°% ¢, = %fx +%€y +§ny (@)
Paraa = 120% ¢, =§sx+§sy—§yxy (b)

Restando (a) y (b)
1
Ep — & = Eﬁyxy

VYxy = 2 (Sb\/_;c) (c)
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Sustituyendo (c) en (a)

\/§ &p — &
£b=ZSa+ZSy+TZ( \/gc)

=2+ 22(%5) - o)

g, = (Z(Sb_;c)_sa)

El tensor deformacién unitaria queda

< Eb— &c
(%)
E = (sl)\/—ZEC) [Z(sb—?c)—sa] (176)

(Cabe aclarar que &,# 0, pero al ser nulo el tercer elemento del vector e la magnitud de e,
no afecta los resultados del cdmputo de las deformaciones unitarias).

La magnitud y direccion de las deformaciones unitarias principales se obtiene empleando
las ecuaciones 1.58 a 1.61.

_ (extgy) ex—gy\% | (Vay\?
q= oty (o) () (1.58)
_ (€x+5y) \/ Ex—E&y 2 Yxy 2
e =" (552) + (%) (1.59)
a; = ang tan(gll_—gx) (1.60)
2Vxy
1
_ —3Vxy (1.61)
a, = ang tan =)

Ejemplo E1.11

Los resultados de mediciones de una roseta de deformacién a 60° se presentan en la figura
E1.11.1.

g, = 0.0002, g, = 0.0001, €, = 0.00015
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ep =0.0001 €.=0.00015

60° 60°
€,=0.0002

Figura E1.11.1. Roseta de deformacién equiangular
Determinar la magnitud y direccién de las deformaciones unitarias principales
Solucién

El tensor deformacion unitaria esta dado por la ecuacion 1.76. Sustituyendo valores

& — € 1-1.5
Yoy _ ( b\/§ C) = ( )x10—4 = —0.28868x10~*

2 V3
2(g, — ¢ 21—15)-2
< & “) ) = < ( . ) )xlo—4 = —1x107*
B —0.28868] . ~_4
E= [—0.28868 1 ]x10

Aplicando las ecuaciones 1.58 a 1.61

6 = (&x ; £y) N j((fx ; 5y)>2 N (VxTy)z

2
2—-1 2+1
g = ( )+ \/<( )) + (—0.28868)? | x10~* = 2.02753x10~*

2 2

. (81 &) _ o (2.02753 — (2))
aq, = ang tan = ang tan 02886 =

E Vxy

g, = (x -; &) j((sx ; gy)>2 N (%)2

—5.45°
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2
2—-1 2+1
& = ( 3 ) - \/<( > )) + (—0.28868)2 | x10™* = —1.02753x107*

- %ny . 0.2886 84,550
—=——F=ang tan = o4.
(ey — &) g (-1 - (-1.02753))

a, = ang tan

En resumen:
g; =0.0002027, a, = -5.45°
g, =-0.000127, a, = 84.55°

1.12.2 Roseta a 45°

En la roseta a 45° (Figura 1.20) se miden las deformaciones a 0°, 45° y 90°.

Ec €b

45°

€a X

Figura 1.20. Roseta de deformacion a 45°.

Asi

€, = Epor &y = € 450, & = Egpe
&, =&, =&y

€, = &, = Egpo
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Para obtener la deformacién unitaria angular (1/2)y,, utilizamos &, con a = 45°

& = £xcos”a + g,sen’a + yy, sen a cosa

1
sen(45°) = cos(45°%) = —

V2
1 1 1
€450 = Ep = Ega +5£c +nyy

Yy = 2¢, — (ga + gc)

1 (g0 + €0
€ =5 Vxy =&~ 5

El tensor deformacién unitaria queda

&q g——7— 0

(ea +&0)
B
0 0 &

E
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Estado de esfuerzo

Las cargas externas que actiian en un instante en una cierta porcion de cuerpo libre, dentro
de un medio continuo, se clasifican en dos clases: fuerzas de cuerpo y fuerzas de superficie.

2.1 Fuerzas de cuerpo y fuerzas de superficie

Las fuerzas de cuerpo actian sobre elementos de masa o de volumen dentro del cuerpo,
por ejemplo, la accion de la gravedad o fuerzas de origen magnético. Estas son cargas de
accién a distancia; usualmente se consideran por unidad de masa o, en ocasiones, por

unidad de volumen.

Las fuerzas de superficie son cargas de contacto que actiian precisamente sobre la superfi-
cie de un diagrama de cuerpo libre. Comunmente, se consideran por unidad de area de la
superficie sobre la cual actiian.

En mecanica, las cargas reales siempre se ejercen por un cuerpo sobre otro, posiblemente
por una porcién de un cuerpo actuando sobre una porcidn del otro, independientemente
de si ellas son fuerzas de cuerpo o de superficie. Siempre estan involucrados dos cuerpos,
y por la tercera ley de Newton, la carga ejercida por un cuerpo sobre otro es igual en mag-
nitud y de sentido contrario a la fuerza ejercida por el segundo cuerpo sobre el primero.

Las llamadas fuerzas de inercia, empleadas para establecer un estado de equilibrio ficticio
en dinamica, no son cargas reales, puesto que no son ejercidas por cuerpos; la tercera ley
de Newton no se aplica a estas fuerzas ficticias. Cuando el método de las cargas dinamicas
se utiliza en mecdanica del medio continuo, las cargas de inercia se incluyen como fuerzas

de cuerpo (Deméneghi, Magafia y Sanginés, 1986).
2.2 Estado de esfuerzo en planos perpendiculares a los ejes coordenados

En los siguientes parrafos consideraremos que en el entorno de un elemento de material
(Figura 2.1) existe un campo vectorial de fuerzas que es una funcién continua y diferen-
ciable en dicho entorno. Asi

N, =N,=N,(x)2)

T, =T,(xyz)

sz = sz(x,y,Z)

N, =N,=N/(xy2), ...
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Estado de esfuerzo

Sea un elemento de material sometido al sistema de cargas indicado en la figura 2.1. Con-
sideremos las caras del elemento paralelas a los planos xz y yz (Figura 2.2); para las fuerzas
y areas usaremos la siguiente convencion de signos: las fuerzas son positivas, si tienen el
mismo sentido del eje al que son paralelas. Para las dreas utilizamos el sentido del vector
normal a la cara externa: si el vector normal tiene el mismo sentido del eje al cual es para-
lelo, el area es positiva. Tomemos como ejemplo la cara anterior: la fuerza ANxx= ANx es

positiva y el area AAx’ es también positiva, como se aprecia en la Figura 2.2.

z
Asz
.
ATy,
anf A
ANxx
AA, ATYX<—/
AAx v AT,
AT,, ATz
AN
Y ANy,
AT,y
AT,y p y
///
AT/
/ AAx
/
//
/| Tix
// ANxx
i
o/ ATx
/
/
/ AT,
g / y AAy
/// ANz AA,
%
X

Figura 2.1 Sistema de fuerzas actuando en planos perpendiculares a los ejes coordenados
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Figura 2.2. Fuerzas actuando en planos perpendiculares a los ejes x e y

Veamos el concepto de esfuerzo en la cara anterior del elemento. El esfuerzo normal me-
dio 5,,, lo obtenemos de la siguiente forma

AN
Oxm = AA:;x (2.1)

Dado que AN,.> 0y AA > 0, el esfuerzo s,,, es positivo en la cara anterior del elemento. En
la cara posterior (figura 2.2) el esfuerzo normal medio esta dado también por la ecuacién
2.1; como AN,,< 0y AA,< 0, el esfuerzo o,,,, es también positivo. Vemos entonces que el
esfuerzo normal medio o,,,, es positivo, tanto en la cara anterior como en la cara posterior

del elemento.

Definamos al esfuerzo normal 6, de la siguiente forma

= lim ANy =6Nxx

o
XXM pAy—0 DMy 0Ax

(2.2)
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Obtengamos a continuacion el esfuerzo cortante medio ¢,,,, en la cara anterior (Figura 2.2)

AT,
Txxm = Ex:: (2.3)

Como AT,>0y AA,> 0, el esfuerzo t,,, es positivo. En la cara posterior el esfuerzo cortante
t,.m € obtiene con la ecuaci6n 2.3; como AT, < 0y AA<0, ¢, es también positivo. Por lo

tanto, para el sistema de fuerzas actuando en el elemento de la Figura 2.2, los esfuerzos cor-

tantes en las caras anterior y posterior, obtenidos ambos con la ecuacion 3, son positivos.

El esfuerzo cortante ¢, se define de la siguiente forma

AT, aT
. VX yx
Tyy = lim —— =—=
YX T AA—0 DAy DAy (2.4)

En forma analoga, el esfuerzo cortante t,, se define

= ATy  OTgy
AAx—0 DAy 0Ax

Tzx (2.5)
En las caras paralelas al plano xz (Figura 2.1) los esfuerzos 6,,, 7,y 7,,, y en las caras pa-
ralelas al plano xy los esfuerzos ,,, 7,, y 7,,, se obtienen usando un criterio similar al dado
por las ecuaciones 2.2, 2.4y 2.5.

En ocasiones se grafica el estado de esfuerzo como se indica en la Figura 2.3. Cabe aclarar,
sin embargo, que el sentido de los esfuerzos no corresponde necesariamente al sentido de
los ejes coordenados. Por ejemplo, el esfuerzo normal s,, en la cara posterior del elemento
de la Figura 2.3 tiene sentido contrario al eje x, y se podria pensar que es negativo; no
obstante, como ya indicamos en parrafos anteriores, el esfuerzo s, es positivo. Por lo tanto,
a los esfuerzos indicados en la Figura 2.3 los podemos denominar esfuerzos aparentes. De
hecho, el sentido de los esfuerzos aparentes corresponde en realidad al sentido de los in-
crementos de fuerza que actuan sobre el elemento, como se puede constatar comparando
las Figuras 2.1y 2.3.
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Ejemplo E-2.1

Figura 2.3. Esfuerzos aparentes

Ozz
A
Tyz
Txz
O xx
L YX<_ /
Y Tzy
Txy Tzx
O,
Y (o} yy
T Xy
‘Czy
/

//

/

Tzx
A
rd
/ // T
rd 4 -
Oxx
//
/ Txz
//
A
i o
//
/ Ozz

>y

Dado el sistema de incrementos de fuerza actuando en el elemento de la Figura E-2.1.1,

hallar los esfuerzos normales y cortantes en las caras de dicho elemento.
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y
6kN
n
AA= 4 cm? {
Y 8kN
Cara CAA« =4 cm?
izquierda )
8kN 8kN
NX<—1p- +——>NX
10kN = TO0KN X
AAc=-4cm? Cara derecha
PR | 8KN
AA, =-4 cm i
ny
6kN
Figura E-2.1.1. Fuerzas actuando en un elemento
Solucién
ON, AN -10 kN
Cara derecha Oy = ——=—> = =-25—
04,  AA, 4 cm?
Oy AT, -8 kN
W04, T A, 4 cm?
Cata ipauierd _ONy BN, -10 kN
ara izquierda ox =5 YtV R s,
0Ty, AT, -8 kN
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N, AN, —6 kN

Cara superior Oy =d A "4 -1 5@
y y

0Ty ATy, =8 _ kN

x TG T aa, 4 cm?

Cara inferior oo = oNy ANy =6 _ _1_5k_N

Y04, A4, 4 cm?

T,x AT, -8 kN

YT T aa, T 4 “em?

2.3 Definicion de esfuerzo en un plano inclinado

Consideremos un cuerpo sometido a un sistema de fuerzas, como el tetraedro mostrado

en la Figura 2.4. Las fuerzas de superficie en las caras verticales y horizontal del elemento

las hemos traducido a esfuerzos, como se indica en la Figura 2.4.

z

C

1>

Oz

Figura 2.4. Fuerzas de superficie sobre el elemento
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Definimos el vector esfuerzo S, en la cara inclinada del tetraedro de la siguiente forma

Sm =1, (2.6)
Y el vector esfuerzo s
s = lim =
=7 AA—0Q AA (27)

En la Figura 2.5 mostramos al vector s actuando sobre la cara inclinada del elemento.

Figura 2.5. Vector s actuando sobre la cara inclinada del elemento

Por otra parte, la fuerza AF tiene las componentes

AE,
AF = AFy
AE,
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Por lo tanto

AFy
lm —

AA—0 AA

lim AL li —AFy

= — = m —=
AA—0 AA AA—0 AA

2
I
SN

lim =
AA—0 AA

Es decir

AF, AF,

Yy Yy

S, = lim = ==
y AA—0 AA AA

S " AF, AF,
X AAS0AA T MM

Las fuerzas de cuerpo las tomamos en cuenta con el vector

()
x

NS

Donde b estd en [H\;}
m

La condicién de equilibrio dindmico, digamos en direccion x, establece que

9%u

YAF, = ma, = m-—

Donde

m = masa del elemento

a, = aceleracion del centro de masa del elemento, en direccion x

u = desplazamiento del centro de masa del elemento, en direccion x

La masa la obtenemos con

m = p(Vol)

~

AF,

A4
AF,

AA
AF,

AA

(2.8)

(2.9a)

(2.9b)

(2.9¢)

(2.10)

(2.11)
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siendo p la masa especifica del material, en Mg/m®

Establezcamos el equilibrio dindmico del tetraedro de la Figura 2.4 en la direccién x

0%u
at2

ogm@)—QWMAQ—mmmAg+Aa4§bAA%XA@=§pmAguu) (2.12)

Se puede demostrar

AA, = (4A)cosa
AA, = (AA)cosp

AA, = (4A)cosy

Donde AA es el area de la cara inclinada del tetraedro, y cos &, cos By cos y son los cosenos

directores del vector normal a la cara inclinada del tetraedro.

Tomando en cuenta la primera de las ecuaciones 2.9
AE, = S, (AA)

y reemplazando en la ecuacién 2.12

2

1 u
Sx = 054COSA + Ty, COSP + Ty cO08Y + §p(Ax)cosa 323 b, (Ax)cosa

En forma analoga
2

1 Jév 1
Sy = Tyxcosa + g, cosf + T,,cosy + §p(Ay)cosﬁ 323 by, (4y)cosp

1 ’w 1
S; = TzxC08a + T4,c05P + 0,c05y + §p(AZ)cosyW —3 by (4z)cosy

Es decir
0%u
A -
Sx Ox Txy Txz](COSX (4x)cosa 652 b, (4x)cosa
Sy :[ryx gy Tyzl{cosﬂ}+§ (Ay)cosﬁ‘;T‘z’ _é b, (4y)cosp (2.13)
S, Tzx  Tzy Oz )\cosy P by (4z)cosy
(4z)cosy —

at2
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Consideremos ahora que las dimensiones del tetraedro tienden a cero

Ax=>0
Ay->0
Az>0
La ecuacion 2.13 queda
Sy Ox Txy Txz](COSQ
Syt = [Tyx gy TyZ] {cosﬁ} (2.14)
S, Tzx Tzy Oz ]\cosy
Es decir
s=Sn (2.15)
Siendo
Sx
s =15 (2.16)
Sz
Ox Txy Txz
S= [Tyx Oy TyZ] (2.17)
Tzx Tzy Oz
cosa
n= {0053} (2.18)
cosy

Observamos que la ecuacion 2.15 se cumple cuando las dimensiones del tetraedro de la

Figura 2.5 tienden a cero.

A la matriz S se le conoce como tensor esfuerzo, y mide, fisicamente, los esfuerzos exis-
tentes en tres planos mutuamente perpendiculares entre si. El nombre de tensor esfuerzo
se debe a que, como representa un fendmeno fisico, tiene propiedades adicionales a una
matriz comun y corriente. Como se verd en los incisos siguientes, la matriz S es una matriz

simétrica cuando no ocurre rotacion del elemento, y posee propiedades que no varian aun
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cuando se cambie el sistema de coordenadas; asi, por ejemplo, la suma de los elementos
de la diagonal principal es siempre la misma. El tensor esfuerzo S tiene otras propiedades
mas generales que no tocamos en este trabajo por tratarse de materiales que no se utilizan

en ingenieria civil.

2.4 Descomposicion del vector esfuerzo en vector esfuerzo normal y vector
esfuerzo cortante

La fuerza AF de la Figura 2.4 la podemos descomponer en una fuerza normal y en una

fuerza cortante a la cara inclinada del tetraedro, es decir

Dividimos entre el area AA de la cara inclinada

AF _4N 4T
AA  AA T AA
Tomamos limites cuando AA > 0
AF AN AT
lim —= lim —+ lim —

AA—0AA 4450 AA  4A-0 ﬂ

Es decir
S=G+T (2.19)
clz
Donde
. AN _ AN
g = Allﬁlleoﬂ = (220)
= lim 2L~ 4L
L= 24 = 2a (2.21)
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En la Figura 2.5 se exhiben los vectores s, 0 y 7, actuando sobre la cara inclinada del te-
traedro.

Cabe aclarar que, en el desarrollo de este capitulo, haremos la hipdtesis de que las dimen-
siones de los elementos con los que trabajamos son suficientemente pequeiias, para que
los esfuerzos medios son equivalentes a los esfuerzos que ocurren cuando el drea en que
se definen tiende a cero (es decir, se cumplen las aproximaciones de las ecuaciones 2.20
y 2.21). Esta hipotesis es necesaria en numerosas aplicaciones de la mecdnica del medio

continuo a la ingenieria.

Obtengamos a continuacion los esfuerzos normal y cortante sobre un plano, en funcién
del vector s y del vector normal, , al plano inclinado del elemento. De acuerdo con la Fi-

(s n)
|

o| = proy,S =
|| p y‘I‘L_ |n

gura 2.5

pero |n| = 1, por lo tanto

(2.22)
g=on (2.23)
T=5—0
- T~ (2.24)
La magnitud de 7 se obtiene calculando | 7.
También observamos que (Figura 2.5)
T= |§|sen9 (2.25)

Por otra parte, el médulo del producto vectorial tiene la siguiente propiedad

|s x n| = |s||n|sen6 = |s|send (2.26)
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Comparando las ecuaciones 2.25y 2.26
Tl =7 = |s X n| (2.27)

También se puede hallar 7 = | 7 |empleando el teorema de Pitdgoras. De la Figura 2.5

s?=0%+12

2 _ o2 2 (2.28)
— 2 _ 42
t=Vst—o (2.29)
Ejemplo E-2.2

Hallar los esfuerzos normal y cortante en el plano ABC de la Figura E-2.2.1.

z

c 4 6000 kN o
8000 kN
/
/
/
7/
3cm
_
2200 kN
«——
2200 kN
P B V
y
8000 kN

4cm
|
I
A 6000 kN l

5cm /
/ (Mc Esfuerzo Figuras 1110)

X

Figura E-2.2.1. Incrementos de fuerza sobre un prisma en el espacio
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Solucién _E. 8000 53333 kN
“TATBG) = em2
_Fy_ 2200 oo kN
YTATR@ -
_F _ 6000 kN
ZEAT WG m?
53333 0 0 1; kN
S = 0 183.33 0 [—2]
0 0 300] €™

Las coordenadas de los puntos son

A(4,0,0)

B(0,5,0)

C(0,0,3)

AC = (-4,0,3)

AB = (-4,5,0)

AB x AC = 15i + 12j + 20k

| ABx AC | =27.73 cm

n =0.5409i + 0.4327j + 0.7212k

Aplicando la ecuacién 2.15
0.5409
n = (0.4327
0.7212

533.33 0 0 1[0.5409] [288.497 r
0 18333 0 ||0.4327]=179.30 [—2]
0 0 300/ lo.7212]  [216.300 '™

s=35n
s = 288.49i + 79.3j + 216.3k

Utilizando la ecuacion 2.22

o0=s-n=(288.49, 79.30, 216.30)-(0.5409, 0.4327, 0.7212)

kN
g = 346.4 [—2]
cm
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Usando la ecuacion 2.23
o0 =on=346.4 (0.5409, 0.4327, 0.7212,)

kN
o= (18736, 149.8, 249.8) [—2]
cm

Empleando la ecuacion 2.24

T=s—0=(28849, 79.30, 216.30)—(187.36, 149.8, 249.8)

7= (1009, -70.6, - 33.6)

|z] = ¥/100.92 + (=70.6)2 + (—33.6)2

kN
|z| = 127.8 [W

2.5 El esfuerzo como la derivada de un campo vectorial

Sean F el campo vectorial de una fuerza:

E:

N RUL e

y A el campo vectorial de un area:

Sea n el vector unitario perpendicular a cualquier drea en el entorno del elemento. El es-

fuerzo lo definimos como la siguiente derivada

s = F (45n) = fim "4 T
= ==/ h50 h
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Es decir (Apostol, 1969)

donde S es la matriz jacobiana de F en A, y esta dada por

It

OFx
0Ax
oFy
0Ax
0Fz

0Ax

s=3

OFx
0Ay
dFy
0Ay
0Fz

0Ay

dFx
Az
OFy
Az
0Fz

0Az

(2.31)

Las ecuaciones 2.17 y 2.31 miden el mismo fenémeno fisico y sus elementos representan

esfuerzos actuando en planos perpendiculares a los ejes coordenados. En la Figura 2.6 se

muestran como ejemplo incrementos de fuerza (debidos a un campo vectorial) actuando

en planos perpendiculares a los ejes x e y.

. ——

n
w o

T AFX

Cara AAX

izquierda

AF, AF,
nxX <— —+—>nXx
AFx X
———AFx
AA, Cara dercha

- AFx

AF

y

Figura 2.6. Incrementos de fuerza en un campo vectorial
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2.6 Convencion de signos para el estado de esfuerzo

El vector esfuerzo en un plano inclinado esta dado por la ecuacion 2.15. Como se trata de
un vector, el esfuerzo en el plano queda definido en magnitud, direccién y sentido por el

vector s de dicha ecuacién 2.15.

Sin embargo, para la formacion de los elementos de la matriz de las ecuaciones 2.17 o
2.31, como se trata de la matriz jacobiana, usaremos la convencién de signos indicada en
el inciso 2.2, correspondiente al estado de esfuerzo en planos perpendiculares a los ejes

coordenados.
Ejemplo E2.3

Dado el sistema de fuerzas actuando en el elemento de la Figura E-2.3.1, hallar el vector

esfuerzo en el plano inclinado mostrado en dicha figura.

Solucién
Cara derecha _E —10 e kN
T4, 4 Tem?
F, -8 kN
= == -2 —
Yy T A, T 4 cm?
Cara izquierda
_ B _10_ kN
T aa, T e T om?
_Fx 8 _kN
T T T T T2
Cara superior
_ B _=6__ kN
YT, T d T T 7 om?
F 8 kN
VX
= = =2
A N
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Cara inferior

_ B _6 _ kN
YTaa, T AT o
oo 8 KN

VA4, -4 T cem?

Figura E2.3.1. Fuerzas actuando en un elemento

El tensor esfuerzo queda
_[-25 -271kN
2= [ -2 —1.5] cm?
El vector normal al plano vale

e

¢ opurde



Estado de esfuerzo

Aplicando la ecuacién 2.14

Sx Ox Txy Txz](COSX
R A I e i B
S, Tzx Tzy Oz |\cosy : . .

Ejemplo E2.4.

Este ejemplo lo podemos resolver obteniendo la fuerza en el plano inclinado y dividién-
dolo entre la magnitud del drea de dicho plano (Figura E2.4.1):

AA, = AAcos 30° = 4cm?; AA =

En la figura E2.4.2 se muestran las fuerzas actuando en el elemento. Estableciendo el equi-

librio en el mismo hallamos la fuerza AF

<

2 kN/cm2

—————————>

—— ——e i ———— —_————
2.5 kN/cm2 |

Am cm %

2kN/cm2
1.5 kN/cm2

Figura E2.4.1. Esfuerzos aparentes
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8 kN

4.618 kN

3.464 kN

Figura E2.4.2. Sistema de fuerzas sobre el elemento

45 =[] )

AA | —11.464 2482 cmz

—14.618
AF 1" 4619 ‘ [—3 165
4.619

2.7 Simetria del tensor esfuerzo

Demostremos a continuacién que cuando no existe rotacion del elemento, y sus dimen-
siones tienden a cero, el tensor esfuerzo resulta una matriz simétrica con respecto a su dia-
gonal principal. (Cabe aclarar que el cuerpo puede estarse moviendo, incluso con cierta

aceleracion, lo que no puede tener es un movimiento de rotacion).

¢ opurde



Estado de esfuerzo

Consideremos un elemento sometido al estado de esfuerzo indicado en la Figura 2.7.

.“!‘v“. 1
Oz
Ox
i _
T zy
754
h’/’
T zx
T, == ———
T Xy !
X T
Oy - : | ”
T
Yy } } Xz .
'
v Txe b i Gy
Tyz /// i Ny
s - X ‘ny
Pk
S
// b+
7/
P
-/
7/
7/
A
]
G x
G
_ dy i

Figura 2.7. Estado de esfuerzo en un elemento

Tomemos momentos con respecto al centroide del elemento de la Figura 2.7:

__ Tyzdxdydz 7ydxdydz + Tyydxdydz + Tyydxdydz
x 2 2 2 2

M =0

Pero

(2.32)

(2.33)

(2.34)
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Sustituyendo en la ecuacién 2.32 y simplificando
ot ot
_ yz zy
21y, = 214, — <—6y >d + < 57 )dz

Silas dimensiones del elemento dy y dz tienden a cero

T,,=T,, (2.35)
Ademas, de las ecuaciones 2.33 y 2.34
T'yz = Tyz
Z"zy Tzy
Procediendo en forma andloga
M y = 0
M =0

Silas dimensiones del elemento dx , dy y dz tienden a cero

TXZ = TZX (2.36)
XY = TYX (2.37)

Vemos entonces que cuando no existe rotacion (es decir, cuando hay equilibrio de mo-
mentos) y las dimensiones del elemento tienden a cero, el tensor esfuerzo es una matriz
simétrica con respecto a la diagonal principal. Ademas, en estas condiciones, los cuatro

esfuerzos cortantes (por ejemplo 7',,, 7,,, 7’, ¥ 7,5 Figura 2.8) sobre el elemento son iguales
entre si.
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CARA POSITIVA - Tyx
CARA NEGATIVA
n
Ty i
. ~CARAPOSITIVA
Tyx CARA NEGATIVA

Figura 2.8. Esfuerzos cortantes sobre el elemento

2.8 Esfuerzos principales

Cuando en un plano se presenta tinicamente esfuerzo normal y el esfuerzo cortante vale
cero, se le llama plano principal. A la direccion del vector normal al plano principal se le
denomina direccién principal, y al esfuerzo normal, que ocurre en dicha direccidn, se le
llama esfuerzo principal.

Veamos a continuacion la forma de hallar los esfuerzos y las direcciones principales. De
acuerdo con la Figura 2.9

s=S8n
o=g0n
Pero, en una direccién principal
g=3
Por lo tanto
g=Sn=an
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n
Direccién principal
O=S
P. =0
Figura 2.9. Direccion principal
Es decir
Sn=gn (2.38)
Utilizando las ecuaciones 2.17 y 2.18
0, COS & + T,, COS B + T, COSy = 0 cOs
T,y COS & + 0, cos B + T, cosy = 0 cos f3
T, €OS & + T, cos 3 + 0, cosy = 0 cos fB
Es decir
(0,-0) cosa + 7, cos § + T, cosy =0
T, cosa + (0,-0) cosp + 1, cosy = 0 (2.39)

T, €0s& + T, cos B + (0,-0) cosy = 0
Despejemos los cosenos directores cos a, cos by cos g del sistema de ecuaciones 2.39. En
este caso no es aceptable la solucion trivial cos « = cos f = cos y = 0, pues los cosenos direc-
tores deben cumplir la condiciéon

cos?a + cos?f + cos?y =1 (2.40)

En consecuencia, para que haya una solucién diferente de la trivial, el determinante del

sistema de ecuaciones 2.39 debe ser igual a cero

Oy —0 Ty Tyy
Ixy Oy—0 Tyz |=0
(2.41)
Tyz Tyyz ‘o0, — 0
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Desarrollando el determinante arribamos a

-0+ 16> —Lo+13=0 (2.42)
donde
Iy =0y +0,+0, (2.43)
I, = 040y +0,0, 40,0, — T3, — T2, — T3, (2.44)
I3 = 0,0,0,0, — 0xTZy, — OyT3; — 0,5, + 2Ty Ty Ty, (2.45)
En otras palabras
I, = detS (2.45a)

A los coeficientes I, I, e I; se les denomina invariantes del tensor esfuerzo . Asi, I, es el

primer invariante; I, el segundo; e I; el tercero.

Los esfuerzos principales ¢,, 0, y g; se obtienen desarrollando el determinante de la ecua-
cién 2.41, o usando las ecuaciones 2.42 a 2.45. Dado que la matriz S es una matriz simétri-
ca, las raices de la ecuacion son tres nimeros reales (Apostol, 1969), los cuales miden los
esfuerzos principales.

Las direcciones principales se hallan sustituyendo cada raiz en el sistema de ecuaciones
2.39, empleando ademas la ecuacion 2.40. Por ser la matriz S simétrica, las direcciones
principales son ortogonales entre si (Apostol, 1969).

Ejemplo E-2.5

Dado el siguiente tensor esfuerzo, determinar
a) Los esfuerzos normal y cortante actuantes en un plano cuyo vector perpendicular
es v=4i+2j— 1k

b) Los esfuerzos y las direcciones principales aplicando el método de Durelli (1985 ).

S =

300 400 200
100 200 300

200 300 100
[kPa]
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Estado de esfuerzo

c) Los esfuerzos normal y cortante actuantes en un plano cuyo vector perpendicular
v = 4i + 2j — 1k es respecto a los ejes X Y Z, pero referido al tensor principal

d) Los esfuerzos normal y cortante actuantes en el plano cuyo vector perpendicular
es u = 1{ + 1 + 1k, directamente referido tanto al tensor principal como al general

Soluciéon

a) Los esfuerzos normal y cortante en la direccion de la normal ¢

El vector normalizado de v es

n=uv/|y|
lv| = V42 + 22 + (—-1)2 = 4.5826
4 2 1
45826 T 15826’ ~ 45826

k =0.8729i + 0.4364] — 0.21822k

ﬂ:

De la ecuacioén 2.15 se tiene que

g =S5xn
200 300 100 0.8729 283.68
o =[300 400 200[x| 0.4364 |=|392.79|[kPa]
100 200 3001 [-0.21822] 1109.11

El esfuerzo normal se obtiene aplicando la ecuacién 2.22
lo| =0 n=1[28368 3928 109.11]-[0.8729 0.4364 —0.2182] = 395.24 [kPa]

Aplicando la ecuacién 2.27 se determina el esfuerzo cortante
i j k
ltfl =7 =|sxn|=|283.68 39279 109.11 |=300.76 [kPa]
0.8729 0.4364 —0.21822

b) Los esfuerzos principales y sus direcciones
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Estado de esfuerzo

Sustituyendo en las ecuaciones 2.42 a 2.45

I, = 0, + 0, + 6, = 200 + 400 + 300 = 900 [kPa]
I; =200+ 4004 300 =900
I, = 0,0, + 0,0,+0,0, — 1%, — T, — T},
I, = (200)(400) + (200)(300) + (400)(300) — 300% — 1002 — 2002 = —1200

200 300 100
300 400 200
100 200 300

I, = detS = = —300

_0-3+110-2_120'+13 =0

03 —90002 + (1200)0 +300 =0

Calculando las raices de la ecuacién:

0, = 729.98
o, =191.48
o, =-21.46

Las direcciones principales aplicando el método de Durelli (1985). De las ecuaciones
2.134-2.136 se tiene que, para el primer esfuerzo principal o, = 729.98 [kPa]

_ |9y — 01 Tyz | _ |400 — 729.98 200 _
A= | Tzy 0; — 61| - 200 300 — 729.98] 101884.8
_ T Tyz | _ 300 200 __
B= T, 0,—0l " 1100 300 —729.98 148994

T g, — 0O —
c=|Br P72 300 400772998 _ gy99q

100 200

Tzx Tzy
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Estado de esfuerzo

Aplicando las ecuaciones 2.138 - 2.141

R =VAZ + B? + C? = \[A101884.8% + (—148994)2 + (92998)2 = 203047.661

A 101884.8
cosa; ===—"—"=10.501778
17 R 7 203047.661
B —148994
cosf; =—=—"—=-0.73379
B R 203047.661
c 92998
cosy; = —-=——=10.45801
Y1 = 2 = J030a7.661

Para el segundo esfuerzo principal o, = 191.48 [kPa]

_|% T 02 Tyz | _ |400 — 191.48 200 .
A= T2y g, — 02| - | 200 300 — 191.48! — 17371.4096
— _ | Tyz | _ _|300 200 _
B = Ty 0,—0 - 100 300 — 191.48 = 12556

= 39148

C = Txy Oy — ‘7| _ 1300 400 —191.48

1100 200

Tzx Tzy

Aplicando las ecuaciones 2.138 - 2.141

R =VAZ + BZ + C% = ,/(—17371.4096)? + (12556)% + (39148)? = 44631.65818

cosa, =4 =148 - (389217
R 44631.65818
cosf, =2 =2 — 0281325
R 44631.65818
== So14s =0.87714
€0S¥2 = R~ 34631.65818
Para el tercer esfuerzo principal o; = -21.46 [kPa]
_ |9 —%2  Tyz | _|400—(-2146) 200 _
4= Tzy 0z — cT2| - | 200 300 — (—2146) = 95482.5316
_ _ |ty Tyz | _ _|300 200 B
B=-lt, o,—ol =7 |100 300-(—2146)| = 76438
Tyy Oy —0 _
c=|" % |: 300 400 —( 21.46)|:17854

Tzx Tzy 100 200
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Estado de esfuerzo

Aplicando las ecuaciones 2.138 - 2.141

R =VAZ + BZ + C? = ,/(95482.5316)% + (76438) + (17854)? = 123606.0152

A 95482.5316

cosaz; =—-=—-———=0.772475
R~ 123606.0152
_ B _ 76438 _
cos fz = R~ 123606.0152 0.6184
c 17854
CoOSYy3 == = 0.144443

R~ 123606.0152

(Se deja como ejercicio al lector verificar que las direcciones principales son ortogonales
entre si).

c) Los esfuerzos normal y cortante actuantes en un plano cuyo vector perpendicular es

v = 41+ 2j — 1k respecto alos ejes X Y Z, pero referido al tensor principal
En primera instancia, para referir el vector v respecto al sistema de ejes principales,
se hace uso de cambio de base de un vector respecto a otro sistema de coordenadas
(Ver Apéndice D).
Para ello se establece que, el vector normalizado n

n=ce + e + 383

En donde (¢, ¢,...,c,) es un vector de coordenadas referido a la base S ={e;, e,, €5} y €, €5,
e; son los cosenos directores correspondientes a cada uno de los esfuerzos principales. Por
tanto, puede establecerse la siguiente ecuacion matricial

€11 €21 €31][C1 ny
€12 €22 €32 |C2| =72
€13 €23 €33]1C3 n3
Para obtener el vector referido al sistema de ejes principales basta con resolver el sistema.
€1 €11 €1 €3] ' [M
C2| =[€12 €22 €32 Ny
C3 €13 €23 €33 n3
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Estado de esfuerzo

Sustituyendo valores

0.7337860 —0.2813247 —0.6183968 0.4364
0.4580081 0.8771352 0.1444381 0.21822

€1 0.5017835 —0.3892174 0.7724785 1" '[ 0.8729 0.6583
ol = = | -0.6539
C3 - 0.3729
Los esfuerzos normal y cortante se estiman aplicando el tensor principal al vector
729.98 0 0 0.6583 480.55
ag= 0 191.48 0 —0.6539| = | —125.21
0 0 —-21.46 11 0.3729 -8.0

El esfuerzo normal se obtiene aplicando la ecuacién 2.22

lo| =0 n=1[48055 —12521 —8.0]-[0.6583 —0.654 0.373] = 395.24 [kPa]

Aplicando la ecuacién 2.27 se determina el esfuerzo cortante
i j k
Il =7 = |s xn| = [480.546 —125.213 —8.003| = 300.76 [kPal]
0.6583 —0.6539 0.3729

Debe hacerse notar que los esfuerzos obtenidos en este caso son los mismos a los obteni-
dos en el caso (a), pues fueron obtenidos en una direccidn referida, tanto al sistema de ejes

generales (XYZ) y el sistema de ejes principales.

d) Los esfuerzos normal y cortante actuantes en el plano cuyo vector perpendicular es
u=11 +1j +1k ,directamente referido tanto al tensor principal como al general

1) Respecto al tensor general:

El vector normalizado de u es

n=u/lu|
lu| = V1% + 12 + 12 = 1.732051
1 1 1 ) ) "
e=T735051! Y T732057) T 132051 K = 0-577350i + 05773505 + 0.577350k
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Estado de esfuerzo

De la ecuacion 2.15 se tiene que

g =5xn

200 300 1007 [0.57735 346.41
o ={300 400 200|x[0.57735|=|519.62|[kPa]
100 200 3001 10.57735 346.41

El esfuerzo normal se obtiene aplicando la ecuacién 2.22

o-n=[346.41 519.62 346.41]-[0.57735 0.57735 0.57735]
= 700.0 [kPa]

[

Aplicando la ecuacién 2.27 se determina el esfuerzo cortante

i j k
34641 519.62 346.41
0.57735 0.57735 0.57735

Il =t =|sxn|= = 141.42 [kPa]

2) Respecto al tensor principal:

De la ecuacion 2.15 se tiene que

g =S5xn
729.98 0 0 0.57735 421.4557
a—[ 0 191.48 0 ]x[0.57735]=l 110.5510 | [kPa]
0 0 -21461 lo57735]1 1-12.39151

El esfuerzo normal se obtiene aplicando la ecuacién 2.22

[421.46 110.55 -12.392]-[0.5774 0.5774 0.5774]
= 300.0 [kPa]

lo|=0'n

Aplicando la ecuacién 2.27 se determina el esfuerzo cortante
i j k
|7l =7 =|s xn| = [421.456 110551 —12.392
0.5774 0.5774  0.5774

= 316.23 [kPa]

Comparando los resultados en los casos (1) y (2) se observa que los esfuerzos normal y
cortante son distintos, pues los tensores, general y principal, se aplicaron al mismo vector.

Recordar que dicho vector es el mismo referido respectivamente a cada sistema.
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Estado de esfuerzo

2.9 Representacion grafica de Mohr

Consideremos el siguiente tensor esfuerzo

g 0 0
§=[O () O]
0 0 o3

donde o0,>0,>0;

Grafiquemos los valores de ¢,, o, y 0, y tracemos los circulos indicados en la Figura 2.10.

A estos circulos se les denomina circulos de Mohr.

Se puede demostrar que un punto de coordenadas P(g, 7), que mide los esfuerzos normal
y cortante en alguna direccion dada, tiene que quedar necesariamente dentro de la zona
achurada de la Figura 2.10 (Castillo, 1985).

Procedamos a probar la afirmacion anterior.

De la ecuacién 2.15:s= S

cosy
0, c0s
s = [02 cos ,8]
g3 CcoSy
Delaecuacién 2.22:0=s5-n
0 = 0, cos? a + 0, cos? B + o5 cos?y (2.46)
Aplicando la ecuacion 2.28
12 = g2 _ 42
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Estado de esfuerzo

Figura 2.10. Circulos de Mohr

Pero

s= \/alzcosza + oZcos?B + aZcos?y

0% + 1% = ofcos?a + gfcos?B + oicos?y (2.47)

9 omyden M  omyde) M v opnnden M € opnyden M 7 onyden M 1 omyde)

Agrupemos las ecuaciones 2.46 y 2.47 junto con la de los cosenos directores:
o1c08%a + 0,c08%B + 03c08%y = 0
ofcos?a + oZcos?p + agicos?y = % + 12 (2.48)

cos?a + cos?p + cos?y =1




Estado de esfuerzo

Despejemos cos’a del sistema de ecuaciones 2.48, utilizando la regla de Cramer

o o, 03
c?+1% of of
1 1 1

2., —
cos“a = o, 0, O3

2 2 2
0, 0 03
1 1 1

, ooy +03)(0, — 03) — 0,(0% + 72) + 0,04 + 05(0% + 12) — 0307 ]

cos’a =
[01(03 + 03)(0y — 03) — 0,0 + 0,07 + 03 0f — 0;07]
cos?a = [0 (oy + 03)(0; — 03) + 0,(0? + 1%) (05 — 0;) + 0,05(03 — 0,)]
[0'1(0'2 + 0'3)(0'2 - 0’3) - 0'12(0'3 - 02) + 0'20'3(0'3 - 02)]
cosZa = [(‘72+72)—0'(02+03)+020'3] (2_49)
[(02-01)(03—01)]
2
6? —o(oy +03) + [(GZZ—%)] + 12 = —0,05 + [@] + [(0, — 01) (03 — 07)]cos?a

2 2
[0 _ (Gzzﬂ] +72 = [(622;‘3)] + [(0y — 61) (03 — 07)]cos?a

(o,+03) 2 (o,-03) 2
o -2 + 22 = 22 4 [(0, - 03) (0, — 03)]cos?a (2.50)
Observamos en la ecuacién 2.50 que o'y 7 estan relacionados mediante la ecuacién de un
circulo, cuyas propiedades dependen de a. En otras palabras, la ecuacion 2.50 corresponde
a una familia de circulos en funcién de «; el centro y los radios minimo y maximo de esta

familia son
g, + o
C [( 2 3) ’ 0]

Rpin = —(02;03) , [cos a=0, a= g]

Roar = [ %52 + (01— 02)(01 — 0], [cosa=1, a = 0]
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Estado de esfuerzo

En la figura 2.11 se muestra la familia de circulos a.
I

FAMILIA DE CIRCULOS a

-O
Figura 2.11. Familia de circulos a
En forma analoga se obtienen las familias de circulos  y y:
Familia de circulos f8
[U - (61—263)]2 +1% = [@]2 + [(01 — 0,) (03 — 03)]cos?f3 (2.51)
G [252.0]
Rmin = \/[@]2 + [(01 — 02) (03 — 02)] [cosp =1, B=0]

Riax = @ [cos[? =0, B= g]
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Estado de esfuerzo

Familia de circulos y

[U - (02—201)]2 +1% = [@]2 + [(0; — 03)(01 — 03)]cos?y (2.52)
c, [(Uz ‘2|‘ 1) ’ 0]
Rinax = \/[((Iz;—al)]z + [(02 — 03) (01 — 03)] [cosy =1, y =10]

Grafiquemos ahora el circulo « de radio R = R,;,, el circulo 8 de radio R = R, y el circulo
y deradio R =R, (Figura 2.10).

Dado que oy 7 estan relacionados entre si, mediante las ecuaciones 2.50-2.52, el punto
P(s, t) debe quedar en cada circunferencia a, f y y. Ya que el circulo a tiene que ser mayor
o igual que el correspondiente a & = 1/2, que el circulo g tiene que ser mayor o igual que
el circulo y = /2, y que el circulo f3 tiene que ser menor o igual que el circulo 8 = /2, el
punto P(c, 1) tiene que quedar necesariamente en la zona achurada de la figura 2.10.

2.10 Determinacion de los esfuerzos normal y cortante en una direccion.
método grafico de Mohr
Consideremos que deseamos determinar el estado de esfuerzo en la direccion dada por el

cosa
n= ’cosﬁ]

cosy

vector

El procedimiento grafico consiste en lo siguiente:

Tracemos, a partir del tensor esfuerzo, los tres circulos en el plano de Mohr (Figura 2.12).
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Estado de esfuerzo

A partir del punto A se traza una paralela al eje 7; a continuacidn, se traza también a partir
del punto A una recta que forma un angulo & con la paralela al eje 7. Esta recta corta al

circulo f en el punto A’, y al circulo y en el punto A”.

A partir del centro C « se traza un arco de circunferencia que corte los puntos A’y A”.
Por el punto C se traza una paralela al eje 7; a continuacion, se traza también a partir del
punto C una recta que forme un angulo y con la paralela al eje 7. Esta recta corta al circulo
B en el punto C’, y al circulo a en el punto C”.

Por el centro Cy se traza un arco de circunferencia que corte los puntos C’y C”.

Las coordenadas del punto de interseccion D (Figura 2.12) de los dos arcos representan el
esfuerzo normal y el esfuerzo cortante, en la direcciéon dada por el vector n.

¥

Figura 2.12. Plano de Mohr
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Estado de esfuerzo

Demostremos primeramente que el punto C’ pertenece a un circulo cuyo coseno director
es cos g. Con el procedimiento analitico, las deformaciones normal y cortante valen

s=Sn (2.53)
o=s-n (2.54)
T=|sxmn| (2.55)
Como el punto C’estd en el circulo B = g , cos =0, y el vector ng queda
cosa
ne = [ 0 ]
cosy
Ademas, se debe cumplir
cos?a + cos?f + cos?y =1
Por lo tanto
cos a=sen y
Sustituyendo en las ecuaciones 2.53 a 2.55
o = oysen’y + g;cos?y (2.56)
s xn = —jl(o,seny cosy — ozseny cosy) = [—(oy, — g3)seny cosy]j
T= |§ X Q| = (0, — 03) cosy seny (2.57)

Obtengamos ahora graficamente los esfuerzos normal y cortante del punto C’, de la Figura
2.12

OE =0C + CE
CE=C(CCseny
CC’=C(CAseny

OE = 05 + CAsen? y = 05(0;, — 03) sen2y

OE = g,sen?y + a5 cos?y (2.58)
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Estado de esfuerzo

También
EC’=CC’cosy

CC = (0, —03)seny

E C = (0, — 03) seny cosy (2.59)

Comparando las ecuaciones 2.56 y 2.58, y las ecuaciones 2.57 y 2.59, apreciamos que en
efecto las coordenadas del punto C’ miden el estado de esfuerzo en la direcciéon dada por
el vector n'.. Por lo tanto, el punto C’ pertenece al circulo cuyo coseno director es cos y;
cualquier circunferencia que pase por este punto, con centro en C,, representara esfuerzos
en una direccidn con coseno director cos y.

Procediendo en forma analoga, se demuestra que el punto A’ pertenece al circulo cuyo
coseno director es cos a; cualquier circunferencia que pase por este punto, con centro en

C,, representara esfuerzos en una direccion con coseno director cos a.

El punto de intersecciéon D de los dos arcos de circunferencia mide el estado de esfuerzo
cuyos angulos directores son ay y; ahora f3 es diferente a /2, pues queda obligado por ay y.

Con lo anterior, hemos demostrado que las coordenadas del punto D de la Figura 2.12
miden: su abscisa el esfuerzo normal y su ordenada el esfuerzo cortante, en la direccién
dada por el vector n.

Ejemplo E-2.6

Dado el siguiente tensor esfuerzo

6 0 0
S=10 3 0|[kg/cm?]
0 0 1

hallar los esfuerzos normal y cortante en la direcciéon dada por el vector

4
AB=13
2
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Estado de esfuerzo

Utilizar el procedimiento grafico de Mohr.
Solucién

El vector unitario # en la direccién de AB vale

0.7428
n= [0.5571‘
0.3714
Es decir

a=42°p = 56° y =68°

En la Figura E-2.6.1 se exhibe el procedimiento grafico para obtener el punto D, cuyas
coordenadas miden los esfuerzos normal y cortante en la direccion del vector n. Obtene-
mos de la figura E-2.6.1

o=44kg/cm’y v =19 kg/cm*

7, kglem?

| . o, kg/cm2

Figura E-2.6.1. Circulo de Mohr en tres dimensiones
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Estado de esfuerzo

2.11 Estado de esfuerzo plano

Se presenta un estado de esfuerzo plano (en el plano xy) cuando se cumple

El tensor esfuerzo queda

Oy Txy O
§=[Tyx oy 0] (2.60)

De la Figura 2.13:

cos B =sen a,y =90° cos y=0

|15

X
Figura 2.13. Vector normal a un plano
cos a
n= [COSﬂ (2.61)
0
Aplicando la ecuacién 2.15
s=8n

Tyx COS @ + oysena +

Ox COS & + Ty, Sena
E =
0
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Estado de esfuerzo

Usando la ecuacion 2.22

Considerando que 7, =1,

0 = 0yc05°a + gysen’a + 21y, sen a cos a (2.62)
Cuando el esfuerzo normal es de tensidn, dicho esfuerzo tiene signo positivo (ecuacion
2.62). En cambio, si al aplicar la ecuacion 2.62 obtenemos una cantidad negativa, el esfuer-
zo normal es de compresion.
El esfuerzo cortante lo hallamos empleando la ecuacion 2.27
r=z| =|sxn]|

7 = (0, — 0y)sen a cos a + T,y (sen’a — cos*a) (2.63)

Para conocer el sentido de t observamos que el producto s x # es un vector perpendicular
al plano xy, es decir
sxn=ck (2.64)

Sentido del esfuerzo cortante
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Sic>0elvector s x n tiene el mismo sentido del eje positivo del eje z (Figura 2.14); en estas
condiciones, el esfuerzo cortante 7 queda a la derecha de n, es decir, produce momento
positivo con su cortante paralelo asociado 7’ (Figura 2.15). Si ¢ < 0, el vector s x n tiene
sentido contrario al sentido positivo del eje z, por lo que el esfuerzo cortante 7 queda a la

izquierda de n, es decir, produce momento negativo con su cortante paralelo asociado 7’

(Figura 2.16).

El valor de ¢ de la ecuacion 2.64 corresponde al cortante 7 de la ecuacion 2.63, por lo que
el sentido del cortante esta dado por el signo de ¢, sefialado en el parrafo anterior, de la
siguiente forma: si en la ecuacion 2.63 7 da positivo, su sentido sera tal que provoque un
momento positivo con respecto a su cortante asociado 7’ (Figura 2.15); si 7 da negativo, su
sentido sera tal que produzca un momento negativo con su cortante asociado (Figura 2.16).

T+

QY

Figura 2.15. Momento en sentido horario

-

W

Figura 2.16. Momento en sentido antihorario
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Estado de esfuerzo

Las ecuaciones 2.62 y 2.63 se pueden poner en funcion del angulo doble 2«. Empleando

las identidades trigonométricas

5 (1+4+cos2a)
cos‘q = —=
2
5 (1-cos2a)
sen‘q = —=
2
sen2a
senacosa =
2
Obtenemos
xt X~
_ Zay) + (ox=0y) cos 2a + T,y Sen 2a (2.65)
T= MsenZa — Ty, COS 200
- 2 xy (2.66)

Los esfuerzos principales los hallamos con la ecuacién 2.41
Oy —0 Txy 0
Tey 0y,—0 0

0 0 —0

Desarrollando el determinante obtenemos que un esfuerzo principal es ¢ = ; = 0. Los
otros dos esfuerzos principales los hallamos con la ecuacion caracteristica reducida

02 —o(oy +0y) + 0,0, —12, =0

Es decir

_ 2
o, = (ax:ay) + (szay) + ngc

<

(2.67)

-tz [y oo
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Estado de esfuerzo

De acuerdo con lo anterior, una direccién principal es la del eje z, dado que en ella el
esfuerzo cortante vale cero. Las otras dos direcciones principales las obtenemos con el
sistema de ecuaciones 2.33
(ox —0)cosa + 1,y sena =0
(ox — 0)cosa = —1,,sen a

sena (0, —0)

cosa  —Tyy
_ (0-1 - Gx)
tanag = ———
Txy
_ (Gl_UX)]
= t 01707
% = ang ‘m[ Try (2.69)
-l
%2 = ang tan (oy—02) (2.70)

Dado que estamos considerando y = 90°, cos y = 0, los resultados presentados en este inci-
so son tnicamente validos para calcular esfuerzos paralelos al plano xy.

Hemos llamado o, y 0, a los esfuerzos principales en el plano xy, y g; al esfuerzo principal
paralelo al eje z. Sin embargo, en el espacio s; puede ser un esfuerzo principal intermedio
o mayor; por ejemplo, si g,> 0y 0,< 0, g, resulta el esfuerzo principal intermedio.
Ejemplo E2.7
Dado el estado de esfuerzo plano indicado en la Figura E2.7.1, calcular:

* Los esfuerzos normal y cortante en el plano inclinado 30° indicado en la Figura E2.7.1

* La magnitud y direcciéon de los esfuerzos principales
* La magnitud y direccion de los esfuerzos cortantes maximo y minimo
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Soluciéon

El tensor esfuerzo queda

21 =19 0
S= [—19 -35 0‘ [MPal
0 0 O

Para o« =30 + 90 = 120°

Aplicando la ecuacion 2.62
0 = oycos’a + gy,sen’a + 21, sen a cos a
0 = 21c0s?120° + 19sen?120° — 19sen 120° cos120°

o = —4.546[MPal]

Utilizando la ecuacion 2.63

7= (0, — 0y)sen a cos a + 1, (sen’a — cos*a)
7= (21 — 35)sen 120° cos120° — 19(sen?120° — cos?120°) = —33.749[MPal]
T = —33.749[MPal]

Esfuerzos principales

Empleando las ecuaciones 2.67 a 2.70

oy = (O’x + O'y) +J(Gx ; ay)z N r,zcy

2

2
_ (21-35) n J(Ql + 35)) +(—19)2 =26.838 [MPa]

=T 2
[(01 _O-x)]
a, = ang tan |———
Txy
(26.838 — 21) o
a, = ang tan_—19 = —-17.1
(a +a) Oy — O\ 2
0, = x2 > _\](xz y) +’§cy
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)

_ (21-35) (21 + 35)
2 <T

Txy
a, = ang tan |——
2= g [(ay - az)]

2.9°

~19
2 = angtan [(—35 - (—40.838))]

s = j[%] v,

2
Toax =J<@> +(—19)2 = 33.838 [MPa]

— j[%] v,

2
Tmin =J<M> +(—19)2 = —33.838 [MPal]

2
y
A
|
|
| 35MPa
|
|
|
1| 19MPa
n
N
\
\
\ -
\ -
19 MRa AN

21 MPa

Figura E2.7.1. Estado de esfuerzo plano

2
) + (—19)2 = —40.838 [MPal]
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2.12 Circulo de Mohr para el estado de esfuerzo plano

Los esfuerzos normal y cortante estan dados por (ecuaciones 2.65 y 2.66)

(Ux_ay)

— (Ux+‘7y)
2

+ COS 2a + Tyy Sen 2a (2.71)

(Ux_o' )
T= Tysen 20 — Tyy COS 2 (2.72)

Demostremos a continuacién que o y 7 estan relacionados a través de la ecuacién de un
circulo. De la ecuacién 2.71

o — (Ux+dy) — (Ux_o'y)
2

COS 2a + Tyy Sen 2a (2.73)

Elevando al cuadrado y sumando las ecuaciones 2.73 y 2.72

R R o

La ecuacion 2.74 es la ecuacion de un circulo con centro

ESF

R = \/[@]2 +2, (2.75)

Y radio

A este circulo se le denomina circulo de Mohr, el cual se muestra en la Figura 2.17.
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( Gx;o‘v ,0)

Figura 2.17. Circulo de Mohr para el estado de esfuerzo plano

Consideremos el estado de esfuerzo indicado en la Figura 2.18a. El circulo de Mohr se
exhibe en la Figura 2.18b.

Para hallar los esfuerzos normal y cortante en la direccion del vector se emplea el proce-
dimiento del polo de los esfuerzos, que consiste en lo siguiente (Alberro, 1970):

A partir del punto A, que representa el estado de esfuerzo en direccion x, se traza una recta
paralela al eje x (Figura 2.19).

A partir del punto B, que representa el estado de esfuerzo en direccion y, se traza una recta

paralela al eje y.

El punto donde se intersecan ambas rectas corresponde a la posicion del polo de los es-
fuerzos.

Para hallar el estado de esfuerzo en una direccion definida por el vector n (Figura 2.18a),
que forma un angulo a con el sentido positivo del eje x, a partir del polo, se traza una recta
paralela a dicha direccién. El punto donde esta recta corta a la circunferencia (punto D,
Figura 2.19) proporciona los esfuerzos buscados: su abscisa da el esfuerzo normal y su
ordenada el esfuerzo cortante, en la direccion del vector n.
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Demostremos que el estado de esfuerzo en la direccién que forma un angulo « con el eje
x esta dado por el punto D del circulo de Mohr de la Figura 2.18b, es decir, por un punto

que forma un angulo 2« con el punto A.

Con el procedimiento analitico habiamos encontrado que los esfuerzos valen (ecuaciones
2.71y2.72)

g = (Jx"’ay) + (Ux_ay)
2

> cos2a + 1y, sen 2a

(2.76)
T= @sen 2a — Tyy COS 2
(2.77)
y T
Gy >//
‘ny P o
Al
Ox I ‘}/— Ox X
Oy
T
B

(b)

Figura 2.18. Circulo de Mohr
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Probemos que con el método grafico de la Figura 2.18 se llega a los esfuerzos dados por las

ecuaciones 2.76 'y 2.77. Las coordenadas del punto D valen (Figura 2.18b):

(a"+ay) +RcosA

T=—-Rsenl
Pero (Figura 2.18b):

A=pF—-2a

Sustituyendo la ecuacién 2.80 en la ecuacion 2.78

(Ux y)

+ R cos(B — 2a)

(Gx y)

+ Rcos f cos 2a + Rsen 8 sen 2a

Pero

(ox+0y)
2

Rcosf = YV Rsenf =1y,

Por lo tanto

— (Ux"'ay) + (Ux_‘fy)

5 CoS 2a + T4y sen 2a

Sustituyendo la ecuacién 2.70 en la ecuacion 2.69

T=—Rsen(f —2a)

T = —Rsenf cos 2a + R sen 2a cos 8

OyxtoO
T= (%) Sen 2a — Tyy €OS 20

(2.78)

(2.79)

(2.80)

(2.81)

(2.82)

Observamos que la ecuacion 2.76 es igual a la ecuacion 2.81, y que la ecuacion 2.77 es igual a

la ecuacion 2.82, por lo que, con los procedimientos analitico y grafico se llega a los mismos

resultados. Con esto verificamos la validez del uso del angulo doble del método grafico.
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En la Figura 2.19 apreciamos que con el método del polo de los esfuerzos se llega al mismo
resultado, pues un angulo inscrito en un circulo es igual a la mitad del angulo medido a

partir del centro del circulo.

T

Figura 2.19. Polo de los esfuerzos

Debido a que todos los angulos inscritos en un mismo arco son iguales, el polo se puede
ubicar en cualquier punto de la circunferencia, y la inica condicion es que el angulo a se
mida a partir del punto A, en sentido antihorario.
Ejemplo E2.8
Dado el estado de esfuerzo plano mostrado en la Figura E-8a, hallar:

* Los esfuerzos normal y cortante en el plano inclinado de la Figura E-8a

* La magnitud y direccion de los esfuerzos principales

» Utilizar el método grafico de Mohr

Soluciéon

En la Figura E2.8b se exhibe el circulo de Mohr correspondiente. Para hallar el polo, a

partir del punto A (que representa el estado de esfuerzo en direccion del eje x) se traza una
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paralela el eje x; a partir del punto B (que mide el estado de esfuerzo en direccion del eje
y) se traza una paralela al eje y (Figura E2.8b). El punto donde se intersecan ambas rectas
es el polo de los esfuerzos (Figura E2.8b). Para obtener los esfuerzos en la direccién del
vector nu, a partir del polo trazamos una recta paralela a dicho vector n; el punto donde
esta recta cruza a la circunferencia proporciona el estado de esfuerzo en la direccion del
vector n. Los esfuerzos y las direcciones principales se obtienen en forma similar. En la

Figura E2.8b medimos

o =-45kg/cm’

7= - 337 kg/cm?

0,=268 kg/cm?, o, =-17°
0, =-408 kg/cm?, o, = 73°

350 kglem?

n
N 190 kg/em?

190 kglom?
A

3210 kglem?

210 kglom?

y
190 kglcm?

190 kgfem?

350 kg/cm?

a) Estado de esfuerzo plano
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Polo

T,kg/cm

Direccion —7
principal /
menor

A (-45,337)

b) Circulo de Mohr en el plano

o, kg/em?
=17 r

Direccién

principal

mayor

Figura E-2.8. Ejemplo de estado plano de esfuerzo

Ejemplo E2.9

Dado el estado de esfuerzo indicado en la Figura E2.9, obtener la direccion del plano de

maximo esfuerzo cortante. ;Qué magnitud tiene el maximo esfuerzo cortante?

2 kg/cm?

z

6 kg/cm?
1 i\ i\
\ \ \
<—_/ fffffffffffff 7/;H
— 2 kg/cm?
L N
[
- i X
\ \ \
v v V
6 kg/cm?

Figura E-2.9.1. Placa sometida a un estado de esfuerzo biaxial
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Soluciéon

En la Figura E2.9.2 se muestran los circulos de Mohr correspondientes. Se aprecia que el

maximo esfuerzo cortante vale t,,,, = 3 kg/cm?. De la Figura E2.9.2 obtenemos 8 = y = 45°.

Si este problema lo resolviéramos como un estado de esfuerzo plano, obtendriamos que el
maximo esfuerzo cortante seria 2 kg/cm?, resultado obviamente erréneo. La paradoja es-
triba en que los resultados de un analisis plano son unicamente validos para planos cuyos
vectores normales son paralelos al plano xy, y en este ejemplo el maximo esfuerzo cortante

queda en un plano cuyo vector normal no es paralelo al plano xy.

7,kg/cm2

T ’

kg/cm?2

-c,kg/em2

Figura E2.9.2. Circulos de Mohr
2.13 Variacion del esfuerzo con el area de la seccion

Consideremos una barra de seccion circular con un drea inicial A,, y sometamos esta
barra a una fuerza normal de tensién P; el esfuerzo normal nominal vale ¢, = P/A,. Sin
embargo, la aplicacion del esfuerzo de tensién produce una disminucion del drea de A, a

Ag por lo que el esfuerzo, después de la aplicacién de P, vale o,= P/A;.
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El esfuerzo o; se puede hallar en funcién del esfuerzo nominal o; = P/A, y de la defor-
macioén unitaria longitudinal, despreciando el cambio de volumen que ocurre durante la
deformacion, es decir, suponiendo que

Ao LO = Af Lf
AoL,
Ar =
f Lf

donde L,y L;son las longitudes inicial y final de la barra, respectivamente. Pero, la defor-

macion unitaria longitudinal vale

Es decir, el area corregida vale

Ao

A = £ (2.83)
El esfuerzo normal, después de la aplicacion de la carga, es
P
of = y (2.84)
PL P
% = AoLfo - (Z) (1 +e)
o = 0;(1+¢) (2.85)

La ecuacion 2.84 proporciona el esfuerzo normal final, después de la aplicacion de la car-
ga, en funcion de la carga Py del drea corregida A,
2.14 Tensor isotrépico y tensor desviador

El tensor esfuerzo se puede descomponer tanto en el tensor esfuerzo isotrépico (o volu-

métrico o esférico), como en el tensor esfuerzo desviador (o distorsionante)

S=5nt5a (2.86)

126

z ommyden



Estado de esfuerzo

donde (Deméneghi, Magana y Sanginés, 2000)

on 0 O
Sm = [ 0 om O ] (2.87)
0 0 on
Om = %(O’x + 0, + o) (2.88)
y
Ox — Om Txy Txz
Sy = [ Txy Oy — Om Tyz ] (2.89)
Txz Tyz 0z —Onm

En ocasiones, a los elementos del tensor esfuerzo desviador se les designa de la siguiente

forma
Sy =0y — O Sxy = Txy
Sy =0y — Op; Sez = Txz (2.90)
S, =0, — 0On; Syz =Ty;
Sx Sxy sz
Su= |5 Sy S (291)
Sxz Syz Sz

2.15 Convencion de signos en mecanica de suelos

En los siguientes parrafos, consideraremos que en el entorno de un elemento de material
(Figura 2.20) existe un campo vectorial de fuerzas que es una funcion continua y diferen-

ciable en dicho entorno. Asi

N, =N, =N, (x)2)
T, =T, (xyz)
N,,=N, =N, (x,),2), etcétera
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Sea un elemento de material sometido al sistema de cargas indicado en la Figura 2.20.
Consideremos las caras del elemento paralelas a los planos xz y yz (Figura 2.21); para las
fuerzas y dreas usaremos la siguiente convencion de signos: las fuerzas son positivas si tie-
nen el mismo sentido del eje al que son paralelas. Para las dreas utilizamos el sentido del
vector normal a la cara externa: si el vector normal tiene el mismo sentido del eje al cual
es paralelo, el area es positiva. Tomemos como ejemplo la cara anterior: la fuerza AN, es

negativa y el area AA, es positiva, como se aprecia en la Figura 2.21.

Z
A
AN |
| |
| AT,
A Ay ATxz |

|

|

| ANy

|

AA | ATv
AAX | I ATZY
AT, | ATz
AN, | AN,
| AT,
ATy St —>Y
/
ATz
[ AAx
%
// ATy
" AN
/
/ ATxz
7, /
AT, ;
/ Y AA,
s
/ ANz AAz
XL

Figura 2.20. Sistema de fuerzas actuando en planos

perpendiculares a los ejes coordenados
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Figura 2.21. Fuerzas actuando en planos perpendiculares a los ejes x e y

Veamos el concepto de esfuerzo en la cara anterior del elemento. El esfuerzo normal me-
dio s,,, lo obtenemos de la siguiente forma

AN,

Tem = =3 (2.92)

Dado que AN,< 0y AA > 0, el esfuerzo s,,, es positivo en la cara anterior del elemento. En
la cara posterior (Figura 2.21) el esfuerzo normal medio estd dado también por la ecua-
cion 2.92; como AN,> 0y AA,< 0, el esfuerzo s,,, es también positivo. Vemos entonces que
el esfuerzo normal medio s,,, es positivo tanto en la cara anterior como en la cara posterior
del elemento.

Definamos al esfuerzo normal s, de la siguiente forma

o (_ANK) | _ONe AN
o = lim (=5F) =53 = (2.93)
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Obtengamos a continuacion el esfuerzo cortante medio ¢, en la cara anterior (figura
2.21)

__4an

Tyxm - A4, (2.94)

Como AT,< 0y AA > 0, el esfuerzo t,,, es positivo. En la cara posterior el esfuerzo cor-
tante £,,,, se obtiene con la ecuacién 2.94; como AT, > 0y AA<0, ¢, es también positivo.
Por lo tanto, para el sistema de fuerzas actuando en el elemento de la Figura 2.21, los es-
fuerzos cortantes en las caras anterior y posterior, obtenidos ambos con la ecuacion 2.94,

son positivos.

El esfuerzo cortante ¢, se define de la siguiente forma

. AT. ar. AT.
Tyx = lim (— yx) =X X (2.95)
Ad—0 N AAy 0Ay AAy
En forma analoga, el esfuerzo cortante t,, se define
. AT, aT, AT,
Ty = lim (—52)= -T2 T (2.96)
yw 04y 24,

En las caras paralelas al plano xz (Figura 2.20) los esfuerzos ¢,, 7,, y 7,,, y en las caras pa-
ralelas al plano xy los esfuerzos o,, 7., y 7,,, se obtienen usando un criterio similar al dado
por las ecuaciones 2.93, 2.95 y 2.96.

En ocasiones se grafica el estado de esfuerzo como se indica en la Figura 2.22. Cabe acla-
rar, sin embargo, que el sentido de los esfuerzos no corresponde necesariamente al sentido
de los ejes coordenados. Por ejemplo, el esfuerzo normal s, en la cara posterior del elemen-
to de la Figura 2.22 tiene sentido contrario al eje x, y se podria pensar que es positivo; sin
embargo, como ya indicamos en parrafos anteriores, el esfuerzo s, es positivo. Por lo tanto,
a los esfuerzos indicados en la Figura 2.22 los podemos denominar esfuerzos aparentes.
De hecho, el sentido de los esfuerzos aparentes corresponde en realidad al sentido de los
incrementos de fuerza que actiian sobre el elemento, como se puede constatar comparan-
do las Figuras 2.20 y 2.22.

130

¢ omde)



Estado de esfuerzo

N

Y
Ixy Tzx
0').4-—( bz oy

CM__ by Yxy!

Figura 2.22. Esfuerzos aparentes

Consideremos un cuerpo sometido a un sistema de fuerzas, como el tetraedro mostrado
en la Figura 2.23. Las fuerzas de superficie en las caras verticales y horizontal del elemento

las hemos traducido a esfuerzos, como se indica en la Figura 2.23.

z

Txy
Oy

Tz
Tyz

AAZ

Figura 2.23. Sistema de fuerzas sobre el tetraedro
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Definimos el vector esfuerzo en la cara inclinada del tetraedro de la siguiente forma

AF
Sn=—1, (2.97)

Y el vector esfuerzo s

s= lim (—A—E) (2.97)

Figura 2.24. Vector actuando sobre la cara inclinada del elemento
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Por otra parte, la fuerza tiene las componentes

AF,
AF ={AF,
AF,
Por lo tanto
l F”) AF,
m |\ —— x
S AAx—0 (— —_)
o . AF li Fy AR,
S=1Sy¢= lm (-5 = Py (-3 = (-2 (2.99)
S, * . ( AQ)
A,lql;jzo (_ a4 ha
Es decir
. AR _ [ ARy
Sy = Ail;ffo (— E) = ( AA) (2.100a)
AFy\ [ OFy
5,= lim_ (— U) ~ (— U) (2.100b)
AF, AF,
= i _E )\ (= 2.100c
Sz = A,lqlffo( AA) - ( AA) ( )
Las fuerzas de cuerpo las tomamos en cuenta con el vector
by
b={b, (2.101)
b,
donde b estien KN
m3
La condicién de equilibrio dinamico, por ejemplo, en direccién x, establece que
o%u
AR =may =m_ (2.102)

Donde

m = masa del elemento
a, = aceleracion del centro de masa del elemento, en direccion x
u = desplazamiento del centro de masa del elemento, en direccion x
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La masa la obtenemos con

m = p(Vol)
siendo p la masa especifica del material, en M—“Z
m

Establezcamos el equilibrio dinamico del tetraedro de la Figura 2.23 en la direccién x

1 1 92
0x(A4,) + Tyx (44y) + T2 (A4,) + AF, + by (AA,) (Ax) = S p(A4,) (Ax) 5

(2.103)
Se puede demostrar

AAx = (AA) cos «
AAy = (AA) cos
AAz = (AA) cos y

donde AA es el area de la cara inclinada del tetraedro, y cos «, cos 8 y cos y son los cosenos

directores del vector normal a la cara inclinada del tetraedro.

Tomando en cuenta la primera de las ecuaciones 2.100

SF, = —S,(44)

y reemplazando en la ecuacién 2.103

0%u

1
Sx = 0xCOSA + TyyyCOSP + Ty,COSY — §p(Ax)cosa 3z + §bx (4x)cosa

En forma analoga
1 %v 1
Sy = Tyxcosa + o,cosp + 1,,c08y — §p(Ay)cosﬁ T + 3 b, (4y)cosp

1 ’w 1
S; = TzxC05a + T4,C0SP + 0,c08y — §p(Az)cosyW + §by (4z)cosy
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Es decir

0%u
Sx Ox Txy Txz](COSX (Ax)cosaﬁ b, (4x)cosa
Sy = [Tyx Oy TyZ] {6055} - § (Ay)cosp g% + é by (4dy)cosB + (2.104)
S, Tsx Tzy 0z |lcosy (47)cos a*w by (Az)cosy
14 at?

Consideremos ahora que las dimensiones del tetraedro tienden a cero
Ax - 0
Ay - 0
Az —> 0
La ecuacion 2.104 queda
Sy Ox Txy Txz](COSX
Sz

Tzx Tzy 0z [\cosy

Es decir

([%]
I
ks

(2.106)

siendo

(2.107)
Ox Txy Txz
S = [Tyx Oy Tyz] (2.108)
cosa
n= {6053} (2.109)

Observamos que la ecuacion 2.106 se cumple cuando las dimensiones del tetraedro de la

Figura 2.24 tienden a cero.
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2.16 Aplicaciones
2.16.1 Tension diagonal en vigas de concreto

Bajo ciertas condiciones, la aplicacion de esfuerzo cortante en un medio ocasiona que se
presenten esfuerzos de tension en algunas direcciones (Deméneghi, Magafia y Sanginés,
2000). Este fendmeno es especialmente importante en una viga de concreto, debido a que

su resistencia a la tension es baja para fines practicos.

Para ilustrar lo anterior, consideremos una viga de concreto reforzado simplemente apo-
yada y obtengamos el diagrama de fuerza cortante a lo largo de la viga (Figura 2.25). Ob-
tengamos el estado de esfuerzo en una seccion ligeramente a la derecha del apoyo M. En el
punto D (a la mitad de la seccion), los esfuerzos normales horizontal y vertical son de muy
baja magnitud, por lo que los consideramos nulos; ademas, en mecdnica de materiales se
demuestra que en el punto D ocurre el maximo esfuerzo cortante, cuya magnitud es (3/2)
(V/A), donde V es la fuerza cortante y A = bh el area de la seccion. Para el estado de es-
fuerzo en el punto D, tracemos el circulo de Mohr, encontremos el polo de los esfuerzos y
localicemos el plano donde ocurre el maximo esfuerzo de tension (Figura 2.26). Se obser-
va que este plano tiene una inclinacién de 45° con respecto a la horizontal (Figura 2.26).

Viga Rectangular

w Seccion transversal

h

M N [
E) h

Vi Vi
S
b b —
R=w2L L R=w2L R

<M's_\]
a
N
>

éi

Diagrama de fuerza cortante V
T

ESTADO DE ESFUERZO
EN EL ELEMENTO DEL
PUNTO "D"

Figura 2.25. Viga de concreto simplemente apoya
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Orientacién del plano donde
se presenta el maximo
esfuerzo de tension

NwW
><

Figura 2.26. Circulo de Mohr

Por lo anterior, debido a un esfuerzo cortante de magnitud (3/2)(V/A) en direccién verti-
cal, que actta en el punto D (Figura 2.25), se produce un esfuerzo de tensiéon en un plano
inclinado a 45° con respecto a la horizontal de igual magnitud (3/2)(V/A). A este fendéme-
no se le conoce como tension diagonal y puede ocasionar problemas de comportamiento
en materiales de baja resistencia a la tension, como el concreto.

En la practica se acostumbra, en vigas de concreto, usar refuerzo transversal a base de
estribos de acero, para tomar estos esfuerzos de tension.

2.16.2 Empuje de tierras

Otra de las aplicaciones del conocimiento del estado de esfuerzo es la relativa al calculo
del empuje de tierras sobre muros de retencién (Deméneghi, Magafia y Sanginés, 2000).

Consideremos un muro de retencién como el indicado en la Figura 2.27, el cual soporta
un relleno de arena seca de peso volumétrico vy,,.
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Muro de retencion

presion

/NN T AN del suelo

z
Elemento >
%

desuelo -

|

Figura 2.27. Empuje de tierras

El estado de esfuerzo en un elemento dentro de la masa de suelo se muestra en la Figura
2.28. La presion vertical vale p, = y,z, donde z es la profundidad a la que se encuentra el
elemento. En mecanica de suelos se observa que la presion horizontal p, es proporcional a
p,» es decir ph = K p,, donde K| es el coeficiente de proporcionalidad, el cual se denomina
coeficiente de presion de tierra en reposo. Sin embargo, se ha observado que con frecuen-
cia los muros de contencion sufren una cierta cedencia que ocasiona una disminucién de
la presion horizontal (en la Figura 2.27 el muro se desplazaria hacia la derecha). Mas atn,
experimentalmente se ha determinado que es comun que este desplazamiento sea sufi-
ciente para que el suelo alcance un estado plastico de equilibrio.

En mecanica de suelos se acepta que una arena tiene una ley de resistencia en la que la
resistencia al corte es linealmente proporcional al esfuerzo normal (Figura 2.29), es decir

s=uo=otan ¢

donde u = tan ¢ = coeficiente de friccién interna del suelo

138

z ommyden



Estado de esfuerzo

ph ph

p,

Figura 2.28. Estado de esfuerzo en el elemento de suelo

Pa P h Pv & ©

Figura 2.29. Ley de resistencia al corte de una arena

Debido a que en una masa de suelo se presentan en general esfuerzos de compresion, se
utiliza en mecanica de suelos una convencion de signos diferente a la que hemos venido
usando. Por lo tanto, en mecanica de suelos los esfuerzos normales de compresion se con-
sideran positivos y los de tension, negativos. En el inciso 2.15 se detalla esta convencién
de signos, que serd la que usaremos en los siguientes parrafos.

El estado de esfuerzo de la Figura 2.28 se muestra en la Figura 2.29. Por la cedencia del

muro la presién horizontal p, disminuye hasta que el circulo de Mohr toca la linea de
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resistencia del suelo (Figura 2.29). Aceptemos que la presion activa p, es proporcional a
Py P = K,p,, donde K, = coeficiente de presion activa del suelo. En el tridngulo ODC de
la Figura 2.30

2

Pv—kapv)

_ 2
S€Tl¢ T putkapy

2
1-k,
sen¢—1+ka
1—seng
kg =———
1+seng

Orientacion del plano de falla

T N

\‘\

o
n c——
S
~
- ~
“e S~

\ \5 T~ G

0 P a C PV /

Polo

Figura 2.30. Determinacion del empuje activo

Valuemos la inclinacion del plano de falla. El polo se encuentra en el punto B de la Figura
2.30. Ademas, el triangulo ADC es un triangulo isdsceles, puesto que dos de sus lados son

iguales al radio del circulo de Mohr, por lo tanto

200+ 90°- = 180°
a=45°+ /2

la cual es la inclinacién del plano de falla.
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El conocimiento de la presion activa p, = K p, es importante en la practica, porque es la
que se emplea con frecuencia para evaluar el empuje de tierras sobre muros de retencion.
2.17 Ecuaciones de equilibrio dinamico

Consideremos un elemento sometido a fuerzas de contacto y a fuerzas de cuerpo, como

se muestra en la Figura 2.31.

Las fuerzas de cuerpo las tomamos en cuenta con el vector (Figura 2.31)

|~
I
(SR
<

(2.110)

S
N

Donde
b mide una fuerza por unidad de volumen, con unidades [k—lg]
m

Utilicemos la segunda ley de Newton en la direccién x

0%u

YJAF, = ma, = m-—

Asi
05 (dy)(dz) + T2y (dx) (d2) + T, (dx) (dy) — 0, (dy)(dz) —
Tay (dx)(dz) — 75, (dx)(dy) + by (dx)(dy)(dz) = p(dx)(dy)(dz) 3271; (2.111)

Pero

do, i

O, = 0y + x X
Tyy = Txy + a;;y dy
0Ty,
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Reemplazando en la ecuacién 2.111

% (dx)(dy)(dz) + a;;y (dx)(dy)(dz) + a;’Z‘z (dx)(dy)(dz) + b, (dx)(dy)(dz) =

p(dx)(dy)(dz) 24
%+%+az§§z+bx: oS (2.112a)
Procediendo en forma analoga
P gy, = plt (2.112b)
%JF%J“%”FP% (2.112¢)

z

Tg_

av

Figura 2.31. Elemento sometido a fuerzas de contacto y fuerzas de cuerpo
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Hagamos
be=be— 3%
by = by — pgiyz
b, =b, —p%%

La ecuacién 2.112 queda
00y

0Tyy | 0Txz .
6x+ 3y + P +b,=0

(2.113a)

(2.113b)

(2.113c)

(2.114)

Procediendo en forma analoga para las direcciones y y z, arribamos al siguiente sistema

de ecuaciones

0

_aTxy 6& +
ay

Tyz T
ox Z+by—0

G}

asz aTyz aﬂ'z o
0z 0z + 0z + bz =0

Donde
. PE:
by = by — pa_xlzt
. 0%v
by = by - pa_yz

22w

b, =b,—p_—

(2.115)

(2.116)

(2.117)

(2.118)

(2.119)

Las ecuaciones 2.114 a 2.116 son validas para un medio continuo formado por cualquier

tipo de material, y se deben cumplir en todo fenémeno perteneciente a la fisica newtoniana.

2.18 El area como un vector

Consideremos el tetraedro de la Figura 2.32 y definamos el vector area AA de la cara incli-

nada del mismo de la siguiente forma
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AA, AyAz
AA =444, = %{Axé]z} (2.120)
AA, AxAy
El moédulo del vector AA es
| 44| = 44 = 2 \[(AyAz)? + (dxdz)* + (dxdy)? (2.121)
AyAz
% = ﬁ{AxAz} (2.122)
AxAy

Probemos a continuacion que el vector area AA tiene la misma direcciéon que el vector
normal ala cara inclinada del tetraedro. En efecto (figura 2.32)

AB x AC

n=-——Hm———
~ |4BxAc|

A (Ax, 0, 0), B(0,Ay,0), C(0,0,Az)

z

C

Oy

Ty: Tzx
Tzy

AAz
Oz

Figura 2.32. Tetraedro sometido a un estado de esfuerzo
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—Ax
AB =1 ay
0
—Ax
ﬂ =4 0
Az
i j k
AB X AC = [-Ax Ay 0|=(AyAz)i+ (AxAz)j + (AxAy)k
-Ax 0 Az
AyAz
AB X AC = {AXAZ}
AxAy
|AB x AC| = \/(AyAz)? + (AxAz)? + (AxAy)? (2.123)

1 AyAz 1 AyAz
n= AxAz{ = < ’ AxAz
J(AyAz)? + (AxAz)? + (AxAy)? AxAy 5‘/ (AyAz)? + (AxAz)* + (AxAy)? (AxAy

Tomando en cuenta la ecuacién 2.121

. AyAz
n= E{AxAZ} (2.124)
AxAy

Comparando las ecuaciones 2.122 y 2.124

AA
n== (2.125)

Observamos que el vector AA tiene la misma direccién que el vector normal 7 a la cara
inclinada del tetraedro.

Designemos al vector normal z# por sus cosenos directores

cos a
n= {COS B } (2.126)

cosy
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Pero, de acuerdo con la ecuacién 2.124

1 DAy
EAyAZ A
1)1 A4
n=—1s4xAzp ={— (2.127)
1 24,
5 Ax4y a2
Comparando las ecuaciones 2.126 y 2.127
44,
cosa =—
AA, = AAcos a (2.128)
En forma analoga
AA, = AAcos B (2.129)
AA, = AAcosy (2.130)

Demostremos a continuacién que el area de la cara inclinada del tetraedro es igual al
modulo del vector area AA. En efecto, el area de un triangulo, AA’, cuyos lados son los
vectores AB y AC (Figura 2.32) vale

.1
44" = |AB x AC|

Pero, de acuerdo con la ecuacién 2.123

| 1
A4" =5 |AB x AC| = 5\/(AyA2)? + (AxD2)? + (Axhy)?

Habiamos obtenido el médulo del vector AA, con la ecuacién 2.121

|a4| = a4 = g\/ (AyAz)? + (AxDz)? + (AxAy)? (2.121)

Observamos que el drea de la cara inclinada del tetraedro, AA’, es igual al médulo, AA, del
vector drea AA.
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Podemos entonces afirmar que el vector area AA, dado por la ecuacion 2.120

AA,,
Al 1(Araz

A = A_Ay = E{AxAz}
A4, AxAy
AA

representa en forma vectorial al area de la cara inclinada del tetraedro de la Figura 2.32.

Veamos otra forma de demostrar las siguientes relaciones

AA, = AAcos a (2.128)
AA,, = AAcos (2.129)
AA, = AAcosy (2.130)
De la Figura 2.32
A4y, = Ayhz (2.128)
1 B
44, =3 AxAz (2.129)
1 B
44, = AxAy (2.130°)
ABXAC
n=- —
= |aBxac]|
1 AyAz cosa
n= {AxAZ} = {cos B}
V(AyAz)? + (AxAz)? + (AxAy)? AxAy cosy

AyAz
\/ (AyAz)? + (AxAz)? + (AxAy)?

cosa =

AyAz = [ (AyAz)? + (AxAz)? + (AxAy)? cos a

1 1
44 =3 |AB x AC| = 5 [(8y2)* + (8x82)? + (AxAy)?

V(AyAz)? + (AxAz)? + (AxAy)? = 244
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Reemplazamos en la ecuacion 2.128’

1 1 1
44, = 2 (AyAz) = E\/(AyAz)2 + (AxAz)? + (AxAy)? cos a = > 24Acosa = AAcos a

Las demads ecuaciones de demuestran en forma similar.
2.19 Estado de esfuerzo en una prueba de compresion triaxial

El estado de esfuerzo en una prueba de compresion triaxial es como el que se muestra en

la Figura 2.33. El tensor esfuerzo queda

0 0 oy

a1

a3 > < o3

02 N

‘ ”
z
o1

Figura 2.33. Estado de esfuerzo en una prueba de compresion triaxial

Hallemos el vector esfuerzo en un plano cuyo vector normal esta contenido en el plano xy
(Figura 2.34)

cosa cosa cosa
n= {COS B} = {cos [3} = {sen a}
cosy 0 0
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____><

Figura 2.34. Vector normal n

El vector esfuerzo s en el plano inclinado de la Figura 2.34 vale

s=S

Es decir

g5 cosa
s = {alsen a}

0
El esfuerzo normal
g=s'n
0 = 03 cos? a + oysen’ a (2.131)
Y el esfuerzo cortante
r=|sxn|

T = (03 — 0y)sena cos a (2.132)
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Para un estado de esfuerzo plano obtuvimos las siguientes expresiones para el calculo de
oy 7 (ecuaciones 2.62 y 2.63)
0 = 0ycos*a + g,sen’a + 21, sen a cos a (2.62)

T = (0, — 0y)sen a cos a + 1, (sen’a — cos’a) (2.63)

Las ecuaciones 2.131 y 2.132 son iguales a las ecuaciones 2.62 y 2.63, con 0, = 03 y 0, = 0;.
Por lo tanto, para la obtencion del estado de esfuerzo en planos inclinados en una prueba
de compresion triaxial, podemos aplicar lo estudiado para el estado de esfuerzo plano,
utilizando o, = 0; y 0, = 0,

Consideremos que conocemos la ley de resistencia al corte del suelo (Figura 2.35), y que
queremos conocer la inclinacién del plano de falla del espécimen de suelo.

Inclinacién del plano de falla

Normal al plano de falla

Gy

Polo

Figura 2.35. Determinacion de la inclinacion del plano de falla

Por o, trazamos una recta horizontal y por o, una vertical; donde se cortan estas rectas
queda el polo de los esfuerzos (Figura 2.35). El punto B corresponde al plano de falla del
espécimen, por lo que trazamos una recta que vaya del polo al punto B. Esta recta mide
la inclinacién de la recta normal al plano de falla. Por lo tanto, la inclinacién del plano de
falla esta dada por la recta que va del punto B a o;. En la Figura 2.35

2B + 90° — ¢ = 180°

_ 0]
B=45+7
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Por consiguiente, la inclinacion del plano de falla en una prueba de compresion triaxial es

45°+ ¢. En la Figura 2.36 se muestra el plano de falla.

Cabe aclarar que en mecdnica de suelos la convencion de signos de cortante es:
)

01

Plano de
falla

O3

Figura 2.36. Plano de falla en una prueba de compresion triaxial

2.20 Determinacion de las direcciones principales de esfuerzo

Habiamos establecido que en una direccién principal se debe cumplir (ecuaciones 2.39)
(0x —0)cosa + Ty cos B + Ty, cosy =0
Tyy cOSa + (0, — 0) cos B+ Ty, cosy =0 (2.39)

Tyz COSA + Ty, cosf + (0, —d)cosy =0
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Despejemos los cosenos directores cos a, cos 3 y cos g del sistema de ecuaciones 2.39. En
este caso no es aceptable la solucidn trivial cos & = cos 8 = cos y = 0, pues los cosenos di-
rectores deben cumplir la condicién

cos?a + cos?B + cos?y =1 (2.40)

En consecuencia, para que haya una solucién diferente de la trivial, el determinante del
sistema de ecuaciones 2.39 debe ser igual a cero

Ox =0 Tyy Tyz
Tyy 0Oy—0 Ty, [=0 (2.41)
Tyy Ty, 0,—0

Para determinar las direcciones principales de esfuerzo, consideremos que los cosenos
directores de una direccion principal estan dados por (Durelli et al., 1958)

cosa _ cosB __ cosy _

2 - B c - K (2.133)
donde
Oy —0 Ty,
A= 5% (2.134)
_ Txy Tyz
B=—|2 0 U| (2.135)
_|Txy Oy—0
c=|2 7, | (2.136)

K es una constante diferente de cero, la cual determinamos en los siguientes parrafos. En
la ecuacion 2.67 se debe cumplirque Az0yB#0, Az0yC#0,6B=0yC=0.

La ecuacion 2.41 queda
A(oy —o0) + BTxy +Cty, =0 (2.137)
Mientras que la primera ecuacion del sistema de ecuaciones 2.39 toma la forma

(0x —0)AK + 1,,BK + 7,,CK = 0
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Es decir
(0x =0) + BTyy + C10, = 0

Que es idéntica a la ecuacion 2.137. Por lo tanto, las ecuaciones 2.133 cumplen con la
condicion establecida de que el determinante de la expresion 2.41 debe ser igual a cero.

La magnitud de K se obtiene sustituyendo en la ecuacion 2.40

A?K? + B?K? + C?K* =1

_ 1 _ 1
VAZrBZ+(Z R
R =+VA2 + B2 + (2 (2.138)
y
A
cosa = (2.139)
B
cosf =~ (2.140)
cosy =% (2.141)

Las expresiones 2.139 a 2.141 proporcionan los cosenos directores de la direcciéon princi-
pal que se esta calculando.

En un estado de esfuerzo plano
A= (O'y - 0)(—0)

B = (—Tyx)(—O')

Reemplazamos en la ecuacion 2.133

cosa cospP

A B
= B_ Tty _ Ty
tana = - = o0 ooy (2.142)
— Tx
i = tan™! (U__Z) (2.143)
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Ejemplo E2.10

Hallar los esfuerzos y las direcciones principales para el estado de esfuerzo plano de la
Figura E2.10.1.

Solucién

Empleando las ecuaciones 2.67 y 2.68

o = (”";"y) + ("":’y)z + 2, (2.67)
N
o, = 26.838 [MPa]
o = o) _ ("";C’y)2 + 2, (2.68)
o, = (21_;935) B J<21 er 35)2 + (1972

0, = —40.838 [MPa]

I
I
I
I
I
I -

19 MAa N -

I ‘ 30°

21 MPa :

______ > X
I
I
I
I
I
I
I
I
19 MPa
35 MPa

Figura E2.10.1. Ejemplo estado de esfuerzo plano
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Usamos la ecuacién 2.143

@, = tan™? (—j_"gy) (2.143)
tan~1 ( —19 ) 17.08°
a4 = tan = — .
L 26.838 — (—35)
— -1 —19 —_ 0
@z = tan (—40.838—(—35)) = 7292

2.21 Inclinacién de las grietas de un muro de carga ante la accion de un sismo

La ocurrencia de un sismo produce en un elemento de un muro de carga el estado de esfuer-
zo mostrado en la Figura 2.37. La falla del elemento (y la aparicion de grietas) ocurre cuan-

do se alcanza la resistencia al corte de la mamposteria v,,’, como se indica en la Figura 2.38.

Oy

Figura 2.37. Estado de esfuerzo ocasionado por un sismo
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Observamos que se forman dos grietas, con inclinaciones « y f3, respectivamente (Figura
2.38).

=}

0.5 v, *

0.5 v, *

n

Figura 2.38. Circulo de Mohr estado de esfuerzo plano
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Principios generales de la mecanica

Observando los fendmenos de la naturaleza, se han encontrado leyes que son generales
para toda clase de materiales. Entre estas leyes o principios generales mas importantes se

encuentran los siguientes:

1. Principio de conservaciéon de masa

2. Principio de conservacion de la cantidad de movimiento
3. Principio de conservacion de energia

4. Principio de aumento de entropia

En los siguientes paragrafos estudiaremos las leyes anteriores.

3.1 Principio de conservacion de masa

Esta ley enuncia lo siguiente: en el interior de un volumen de control no se presenta ni
creacidn ni destruccion de masa. Se entiende por volumen de control un cierto volumen
establecido a un sistema de referencia fijo en el espacio (el cual es ttil para seguir el mo-
vimiento de los fluidos). Por lo tanto, el principio expresa que, si existen cambios de masa
en dicho volumen, estos seran consecuencia de un flujo de masa, a través de la superficie

de control.

Entre los afios de 1775 y 1780 Lavoisier estableci6 las bases de la quimica como ciencia
cuantitativa, al probar que en una reacciéon quimica la masa total permanece inalterada.
Por ejemplo, una ecuaciéon quimica balanceada es una expresion de la ley de la conserva-
cion de la masa (Castellan, 1987).

Consideremos un volumen fijo V¢, que precisamente esté fijo en el espacio, limitado por
la superficie Sc, como se muestra en la Figura 3.1 (Levi, 1980). Si un medio de densidad r
llena dicho volumen en el tiempo ¢, la masa total dentro de Vc vale

S, pdv (3.1)
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La densidad p depende de la posicion y del tiempo
p=pxyzt) (3.2)
La rapidez de incremento de la masa total dentro del volumen es

M= ZLav (3.3)
Sino hay creacién ni destruccién de masa dentro de V,, la variacién de la masa de la ecua-
cion 1 debe ser igual a la rapidez de entrada de masa, a través de la superficie Sc. La salida
de volumen (por unidad de tiempo) por el elemento dS es (v,dS), donde v, =v*nesla
componente normal, hacia fuera, de la velocidad; la salida de masa por unidad de tiempo
es (pv, dS). En consecuencia, la velocidad de entrada de la masa, a través de Sc esta dada
por (Malvern, 1969)

(—pvp)dS = — f (pv-n)dS
Sc

Sc

Figura 3.1 Volumen de control (Levi, 1980)

El teorema de la divergencia, o teorema de Gauss, establece que

N (pv-n)ds = f v(pv)dv

ve
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Por lo tanto
Jsc(=pvn)ds = [, V(pv)av
Igualando la ecuacién 3.4 con la ecuacién 3.3

L. [22+7(pp)|av =0

(3.4)

(3.5)

La ecuacion 3.5 es valida para cualquier eleccion del volumen V,, por lo tanto, la cantidad

entre corchetes debe ser cero en cualquier condicidn, es decir

ap _
T V(pv)=0

ap . _
— tdiv(pr) =0

Considerando que

D v, vy dv, dp dp ap

dp ) 0
E+dlv(p2)— r TP TP % +po +axvx+ayvy+azvz

dp  0p dp p .
=3t +axvx+ayvy+azvz+pdwg
d
=—p+ pdivv

dt

Reemplazando en la ecuacién 3.6

o | e
s pdivv =0

(3.6)

(3.7)

(3.8)

La ecuacion 3.7 o la ecuacion 3.8, cualquiera de ellas, son conocidas como ecuacion de

continuidad, y se usa con frecuencia en mecdnica de fluidos.

Si el material es incompresible, es decir, que tiene una densidad constante, la ecuacion de

continuidad se transforma en

(3.9)
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O bien
div-y=0 (3.10)

Esta es la condicion de incompresibilidad, la cual es importante en hidraulica y en las teo-
rias de plasticidad (Malvern, 1969).

Cabe aclarar que la ley de conservaciéon de masa no se cumple para ciertos fenémenos
que ocurren dentro del nuicleo del atomo. Asi, cuando se suma la masa de los neutrones y
protones que forman un nucleo dado, siempre se obtiene un nimero mayor que la masa
que realmente tiene ese nucleo; es decir, durante la formacién de un nucleo se presenta
una pérdida neta de masa. A manera de ejemplo, el defecto de masa en la formacién de
un deuterdn (nucleo del hidrégeno -2) es de 0.0025 uma (1 uma = 1.66 x 10** g); la ener-
gia que se forma por la “desaparicion” de esta cantidad de masa, utilizando la férmula de
Einstein E = mc?, es de 3.73 x 10" ] (Garritz y Chamizo, 1994).

Conviene sefalar que la masa no se conserva en las reacciones del ntcleo del atomo, pero
sila suma de la masa y energia. Esto significa que cualquier pérdida de masa da origen ala
aparicion de energia en una cantidad equivalente (Maron y Prutton, 1996).

3.2 Principio de conservacion de la cantidad de movimiento

Esta ley expresa que la rapidez de variacién con respecto al tiempo de la cantidad de mo-
vimiento de un sistema mecanico es igual a la resultante de las fuerzas exteriores actuantes
(Deméneghi, Magaiia y Sanginés, 1986).

Una variante de este principio, cuando la masa del sistema es constante, es la segunda ley
de Newton.

Consideremos un volumen de control V, (Figura 3.1) y las fuerzas que aparecen en su inte-
rior cuando el medio esta en equilibrio dinamico (Levi, 1980). La resultante de las fuerzas
actuantes en todo el volumen de control vale

R= [ pfdV+ [, SndS (3.11)
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Si cada particula del medio posee una velocidad v, a cada elemento dV puede asociarse una
cantidad de movimiento py dV, y al volumen total la siguiente cantidad de movimiento

f pvdVv
vc

La rapidez de variacion de esta cantidad de movimiento vale
0 d(pv
— f pvdV = f [ (p )] av
at vc vc

La cantidad de movimiento ird modificindose debido a la masa que entra o sale por la super-
ficie de control Sc. El volumen que cruza un elemento por unidad de tiempo es p(v* n) dS, y
el flujo de masa vale p(v * n) dS. La variacion de este flujo con el tiempo se halla integrando
sobre la superficie la masa p(v * n) dS que cruza cada elemento dS por cada segundo, mul-
tiplicada por la velocidad local v

Por consiguiente, la variacion con el tiempo de la cantidad de movimiento vale
Joe [a(p,,)] av + g pv(v-n)ds (3.12)

De acuerdo con el principio de la conservacion de la cantidad de movimiento, las ecuacio-
nes 3.11 y 3.12 deben ser iguales, es decir (Levi, 1980)

LS av 1, s )i = Lppav + fosnas

De acuerdo con el teorema de Gauss (ecuacion 3.A.2, anexo 3.A.1):

J;,SndS = [ divSdv (3.14)
donde (ecuacion 3.A.1)
div S = ay 2 (3.15)
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Considerando que la cantidad py (v) es una funcién vectorial lineal, se pueden aplicar las

ecuaciones 3.A.2 y 3.A.1 del anexo 1

f p(v-n)ds = f div pv(v - i) dV
Sc ve

dv =

f 2 (pr(v-1)) N g (PB @ J_)) L2 (pr(v-K))

dx dy 0z

(3.16)

Reemplazando las ecuaciones 3.14, 3.15 y 3.16 en la ecuacion 3.13

[ (oo

ot 0x

+f pgdivydv=f pde+f div S dV
ve ve ve

Pero, dada una funcién , se cumple que
dg ag dg dg ag
dt ot <6x> Vet (E) ¥ (6_z> Ve

Por lo tanto

d
f [ (p_)+pvdlvv pf—divg] dvV =0
vc

Esta integral tiene que anularse, independientemente del volumen de control que se elija,
por lo tanto, la funcién integrando deber ser nula, es decir

d(p_)

+pvdivv—pf —divS=0 (3.17)
También
v L di div § = 0
'Ddt vd pvdivv — pf ivS =
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dv .
Sea a = i aceleracion

d
pg+2(d—/t)+pdivy)=pf+div§

Tomando en cuenta la ecuacién 3.8

pa=pf+divS (3.18)

Una variante de la ley de la conservacion de la cantidad de movimiento es el principio de la
conservacion del momento de la cantidad de movimiento, el cual establece que en un sistema
material la variacidon con respecto al tiempo de dicho momento es igual a la resultante de
los momentos de todas las fuerzas actuantes sobre el sistema. Estos momentos se toman
con respecto a un mismo punto O, fijo en relacion con el volumen de control (Levi, 1980).

A partir de la Figura 3.1, se obtiene:
r=xi+yj+zk
Lorx[222]a+ [, rx pu(v-n)ds = [, rx pfav + [, rx (v:n)dS (3.19)
ve — at sc — —\= = ve — L sc — - —

Utilizando las ecuaciones 3.A.2 y 3.A.1 del anexo 1

Lfrxgyﬁzj;dwﬁxgﬁW::LCKa)hxsd+( )hx sl + Q%)kxgﬂ}w

- [ (G x5+ 5) <+ (5) xstlav

.
[ {28, 250 2050)
= =

Itr:

0z
Si+jx ﬁ+kx§ﬂdv+j (r x div S)dV

ve

Procediendo en forma analoga, y considerando que la cantidad r x pv (v) es una funcién
vectorial lineal, se pueden aplicar las ecuaciones 3.A.2 y 3.A.1 del anexo 3.A.1
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f r X pv(v-n)dS = f divr x pv(v-)ds =
N (4

f,,c [(Zi) xpy(e-1)+ ( y> x py(v-j) + ( r) x py(v- 12)] av
* fv ] ZX{(@) [px(v- D] + (aa_y> [px(v- )] +( ) lpu(z- B} av =

or or or
fw [(&) X prvy + (E> X pvvy, + <£> X pyvz] dv

+f rx {(%—)) v+ (%—)) b+ (%L)) v, + pudiv o av

La primera integral del segundo miembro es nula, porque

or X or X + o X (vl + vy f + v,k) %
Tg X PLVx 5o X puvy + o2 X puv, = (vl + vy + vsk) X py
vxpv =20

Sustituyendo en la ecuacién 3.19

d(p_) e
+pvdwv—pf divS|dV [lx§L+]><§]+k><§k]dV
UC ve

La integral del primer miembro vale cero, por la ecuacion 3.17, por lo tanto

Si+jxSj+kxSk (3.20)
Multipliquemos escalarmente la ecuacién 3.20 por el vector i
1-(jxSj)+i-(kxSk)=0
Es decir
Sj-ixj+Sk-ixk=0
Sj-k=5Sk-j (3.21)
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En forma analoga, multiplicando escalarmente la ecuacién 3.20 por los vectores vy, res-

pectivamente, arribamos a

Sk-1=Si-k (3.22)
Si-j=5j-1 (3.23)

En el capitulo de estado de esfuerzo habiamos hallado que el tensor esfuerzo vale

Txz Tyz Oz
Tyx
v =|oy
Tyz
Sj k= Tyx
Tzx
§k = sz
0z
Sk-j =1,

Sustituyendo en la ecuaciéon 3.21: 7,, =T

Procediendo en forma similar con las ecuaciones 3.22 y 3.23 arribamos a que 7,, = 7,, y
Ty = T,y

Por lo anterior, la simetria del tensor esfuerzo se debe al principio de la conservacion del
momento de la cantidad de movimiento. En consecuencia, la simetria del tensor esfuerzo,
debida al equilibrio de momentos de un elemento en condiciones estaticas, es un caso
particular de la ley de conservacién del momento de la cantidad de movimiento.
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3.3 Principio de conservacion de la energia

La primera ley de la termodinamica establece el principio de conservacién de la energia,
es decir, esta ni se crea ni se destruye. En otras palabras, esta ley se formula diciendo que
para una cantidad dada de una forma de energia que desaparece, otra forma de la misma
aparecera en una cantidad igual a la cantidad desaparecida. Otro enunciado de este prin-
cipio es el siguiente: para que la energia se conserve en un proceso, el flujo de calor g mas
el de trabajo T, que atraviesan la frontera de un sistema, deben ser iguales al cambio en la
energia interna o energia térmica AU (Garritz y Chamizo, 1994). Consideremos el destino
de cierta cantidad de calor g agregada al sistema de la Figura 3.2; por la primera ley de la

termodindmica

q+T=AU (3.24)
q=AU-T (3.25)

Figura 3.2 Sistema sometido a una cantidad de calor g
El trabajo hecho sobre el contorno del sistema vale
T=-Wh (3.26)

Por lo tanto
q =AU+ Wh (3.27)
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La presion sobre el sistema vale p = W/A, donde A = drea de la base, y el incremento de
volumen es AV = A h. Sustituyendo

q=AU+pAV (3.28)

Al segundo miembro de esta ecuacidn, es decir, a la suma del incremento de energia tér-
mica y del producto de la presion por el incremento de volumen se conoce como el cam-
bio de entalpia AH del sistema. Asi

AH = AU +p AV (3.29)

Observamos que, en un proceso a presion constante, el cambio de entalpia es igual al in-
cremento en energia interna mas cualquier trabajo de presién-volumen realizado; de aqui
que a presion constante AH mide el calor absorbido al pasar del estado inicial al final, con
tal que sdlo se efecttie trabajo debido al producto p AV (Maron y Prutton, 1996).

En el caso general, la entalpia H se define como
H=U+pV (3.30)

Por otra parte, apreciamos que el cambio de entalpia es igual a la cantidad del calor que
entra o sale de un sistema; en la definicién de entalpia se toma en cuenta que en un pro-
ceso puede haber otro destino para el calor: la realizacién de trabajo (Garritz y Chamizo,
1994).

La validez de la ley de conservacion de la energia se ha establecido directamente por mu-
chas experiencias cuidadosas y estrictas o indirectamente por miles de resultados expe-
rimentales que la confirman. La primera ley de la termodinamica es el enunciado mas
general de la ley de conservacion de energia; no se conoce ninguna excepcion a ella (salvo
los cambios dentro del nuicleo del atomo). Es una generalizacion de la experiencia y no es

posible obtenerla por otros principios (Castellan, 1987).

Cabe senalar que, en el planteamiento de cualquier problema de mecanica de fluidos, ade-
mas de imponerse una condicion de equilibrio dinamico entre esfuerzos y deformaciones,

hay que exigir que se respete el primer principio de la termodinamica (Levi, 1980).
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Desde el punto de vista histdrico, la interconvertibilidad entre calor y energia mecanica
fue conocida por Carnot en 1832. Fue establecida inequivocamente y verificada experi-
mentalmente por Joule en 1843 y 1845 (Malvern, 1969).

Como indicamos al final del inciso 3.1, en los cambios que ocurren dentro del nucleo
del atomo, se puede presentar una “desapariciéon” de masa, que se transforma en energia
segun la ecuacion de Einstein: ; sin embargo, conviene precisar que, aunque la masa no se
conserva, si lo hace la suma de la masa y la energia (Maron y Prutton, 1996).

3.4 Principio de aumento de entropia

La termodinamica es el estudio de los cambios (o transferencias) de energia que acompa-
fan a los procesos fisicos y quimicos. La informacién termodinamica permite predecir si
una reaccion en particular puede llevarse a cabo en condiciones especificas; si el proceso
puede ocurrir se dice que es espontdneo; cuando no puede ocurrir en determinadas condi-
ciones es de tipo no espontdneo. La experiencia indica que en los cambios espontaneos el
universo tiende hacia el estado de mayor desorden. La funcién de estado termodindmica
entropia, S, mide el grado de desorden de un sistema. Mientras mayor sea el desorden,
mayor sera su entropia. La segunda ley de la termodinamica establece que la entropia
del universo (no necesariamente de un sistema) aumenta durante un proceso espontaneo
(Whitten et al., 1992).

El cambio de entropia se define como

AS = — (3.30)
donde

AH = cambio en la entalpia
T = temperatura absoluta

Esta ecuacion dice que la entropia de un sistema crece si su entalpia también crece (se
agrega calor a presion constante), pero crecera mas si la temperatura del sistema es menor
(Garritz y Chamizo, 1994).
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Por otra parte, cualquier proceso que se conduce de forma que, en cada etapa la fuerza
impulsora es sélo infinitesimalmente mayor que la opuesta, y que puede invertirse al in-
crementar este un infinitésimo, se denomina proceso reversible; por el contrario, otro que

no satisface estos requisitos se dice que es irreversible.

Hablando con propiedad, los procesos reversibles son imposibles en la naturaleza, ya que
exigirian para su realizacion un tiempo infinito; en consecuencia, todos los procesos na-
turales deben ser irreversibles. De cualquier manera, el concepto de reversibilidad es tan
valioso tedrica y practicamente, que se justifica su empleo. Ademas, a la reversibilidad se
le puede acercar muy estrechamente (Maron y Prutton, 1996).

El incremento de entropia que tiene lugar en un ciclo irreversible es el resultado de la
conversion de trabajo en calor. Al finalizar el ciclo, la sustancia que realiza el trabajo, al
regresar a su estado inicial, no experimenta cambio de ninguna naturaleza.

3.5 Comentarios

El ingeniero civil utiliza con frecuencia los principios generales de la mecanica, pero no

siempre se refiere a ellos en forma explicita.

Por ejemplo, la ecuacién de continuidad en hidraulica (gasto = area por velocidad en
cualquier seccion), en la que la masa del agua se considera incompresible, es una manifes-
tacion del principio de conservacion de masa.

Como ya lo mencionamos en el inciso 3.2, la segunda ley de Newton corresponde al prin-
cipio de conservacion de la cantidad de movimiento, cuando la masa del cuerpo es cons-
tante. Asimismo, la igualdad de los esfuerzos cortantes en un elemento de material en
equilibrio (en una viga, en el suelo, etcétera) es un caso particular del principio de conser-
vacion del momento de la cantidad de movimiento.

En hidraulica, la transformacion de energia potencial en energia cinética en la ecuacion de

Bernoulli es un resultado del principio de conservacion de energia; aun la transformacion
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de energia en calor (denominado “pérdidas de energia”) en la ecuacion de Bernoulli per-
tenece a la ley de conservacion de energia, pues esta no se pierde, sino que se convierte en
calor. Este fendmeno a su vez cae dentro del principio del aumento de entropia, pues esta
disipacion de energia se debe al incremento de entropia en el universo.

En ingenieria sismica se presentan vibraciones que dan lugar a fenémenos de respuesta
elastica y de disipacion de energia. En la respuesta elastica la energia de deformacioén se
transforma en energia cinética, lo cual es una consecuencia del principio de conservaciéon
de energia. La disipacion de energia, que es una manifestacion del principio de aumento
de entropia, se considera usualmente proporcional a la velocidad del movimiento.

Por lo anterior, las leyes o principios generales de la mecanica se emplean con frecuencia
en la profesion de ingenieria civil, y constituyen una parte importante de los fundamentos

de esta disciplina.
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Modelos para representar el comportamiento de los materiales

En el capitulo sobre Principios Generales de la Mecanica estudiamos leyes que se aplican
a la mayoria de los materiales con los que trabaja el ingeniero. En este capitulo, trataremos
de principios que se aplican a materiales especificos asociados principalmente con la rela-
cion esfuerzo-deformacion unitaria de una sustancia. En general la relacion esfuerzo-de-
formacién unitaria depende del material y ademads de las condiciones de carga (nivel de
esfuerzo, velocidad de aplicacién del esfuerzo, condiciones de drenaje, etcétera). Asi, al-
gunos solidos, bajo ciertas condiciones, se comportan siguiendo la ley de Hooke, mientras
que algunos liquidos, bajo ciertas condiciones, se comportan siguiendo la ley de Newton.

El ingeniero trabaja con ciertos modelos que simplifican el comportamiento de los mate-
riales, los cuales son ttiles por su sencillez y que posteriormente se pueden modificar para
adaptarlos al calculo de casos practicos de ingenieria.

Entre los modelos de comportamiento mas conocidos se encuentran el cuerpo de Hooke,

el cuerpo de Newton, el cuerpo de Kelvin, el cuerpo de Maxwell y el cuerpo de Burges, los

cuales se veran en los siguientes incisos.

4.1 Cuerpo de Hooke

En el modelo de Hooke se considera que la deformacion unitaria es linealmente propor-
cional al esfuerzo (Figura 4.1), es decir

CAAANS T
|
|

Figura 4.1 Resorte helicoidal, como modelo analdgico del cuerpo elastico (Levi, 1980)

o (4.1)
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Donde

E es la constante de proporcionalidad y se le conoce como médulos de elasticidad o mé-
dulo de Young. En la Figura 4.2 se muestra la variacion del esfuerzo en funcién de la de-

formacidn unitaria.

Figura 4.2. Relacion esfuerzo-deformacion unitaria en el modelo de Hooke

4.2  Cuerpo de Newton

En el modelo de Newton, que se aplica a fluidos, la velocidad de la deformacién unitaria
es proporcional al esfuerzo (Figura 4.3), es decir

Figura 4.3 Amortiguador como modelo analégico del cuerpo viscoso (Levi, 1980)

o (4.2)
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Donde
1 es el coeficiente de viscosidad

En la Figura 4.4 se exhibe la variacion del esfuerzo en funcién de la velocidad de la defor-

macion unitaria

Figura 4.4. Relacion esfuerzo-velocidad de deformacion unitaria

en el modelo de Newton

4.3 Cuerpo de Kelvin Voigt

El modelo de Kekvin-Voigt consiste en un modelo de Hooke y un modelo de Newton co-

locados en paralelo (Figura 4.5), estableciendo el equilibrio de fuerzas

HE
J\/v\ﬁ _’
P P
—O0— —O—p
N, n
| _

Figura 4.5. Modelo analdgico del cuerpo de Kelvin-Voigt

P:PH+PN

175

7 ojmiden



Modelos para representar el comportamiento de los materiales

Dividendo entre el drea A

P Py Py
A~ a7
0 =oytoy (4.3)

Como los cuerpos de Hooke y Newton estan en paralelo, las deformaciones unitarias de-

ben ser iguales
E=¢€&yg = éN (4'4)
En el resorte se cumple la ley de Hooke ecuacién 4.1

1
€1 = L OH
oy = Eey (4.5)

En el amortiguador se cumple la ley de Newton, ecuacion 4.2

. 1
EN = ; ON
oy =Néy (4.6)

Sustituyendo las ecuaciones 4.5 y 4.6 en la ecuacién 4.3 y tomando en cuenta la ecuacién
4.4
o =Eey +ney (4.7)

Consideremos que el esfuerzo o es constante (Figura 4.6), la ecuacion 4.7 queda

Figura 4.6. Modelo analdgico del cuerpo de Kelvin-Voigt
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de _dt
(6—Ee) 1
Int d
ntegrando info —Ee] 1
—Tz—t+C

La condicidn inicial es que pata t = 0, ¢ = 0 por lo tanto

3 In(o) 1

5 —5(0)+C

_ In(o)

T E
Inf[o—Ee] 1 In(o)
E  n  E

Despejando ¢
A
E

En la figura 4.7 se muestra la variacién de la deformacién unitaria ¢ en funcién del tiempo

>

t

Figura 4.7. Variacién con el tiempo de la deformacion de un cuerpo

de Kelvin, sujeto a un esfuerzo constante

177

7 ojmiden



Modelos para representar el comportamiento de los materiales

4.4 Cuerpo de Maxwell

El modelo de Maxwell consiste en un resorte y un amortiguador colocados en serie (Figu-
ra 4.8) donde el equilibrio de fuerzas y la compatibilidad de deformaciones quedan

0 =0y =0y (4.9)
E=¢ytén (4.10)
Por la ley de Hooke ecuacion 4.1
1
&y = E Oy

En el amortiguador se cumple la ley de Newton ecuacién 4.2

Ey =— Oy
n

Tomando en cuenta la ecuacién 4.9 e integrando

1 o
sN=f<—>adt=—t+C
n n

Reemplazando en la ecuacién 4.10

=2 (0)t+C
£=% -

La condicion inicial es que para =0, € = % porlotanto C=0 vy

g

s=%+(g)t (4.11)
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En la Figura 4.9 se muestra la variacion de la deformacion unitaria € en funcién del tiempo.

Figura 4.9. Variacion con el tiempo de la deformacién de un cuerpo

de Maxwell, sujeto a un esfuerzo constante
4.5 Cuerpo de Burgers

El modelo de Burgers consiste en un modelo de Kelvin-Voigt y un cuerpo de Maxwell

colocados en serie Figura 4.10.

Figura 4.10. Modelo analdgico del cuerpo de Burgers. (Modificada de (Levi, 1980))
Comentario

A pesar de la sencillez de los modelos indicados en los incisos anteriores, estos son de
utilidad para el ingeniero porque permiten visualizar en forma esquematica el comporta-
miento de los materiales. Asi, en mecanica de suelos se usa el cuerpo de Kelvin-Voigt, para
modelar el comportamiento de las arcillas totalmente saturadas en las que el resorte repre-
senta las particulas solidas y el amortiguador representa al agua del suelo. Por otra parte,
para tomar en cuenta la disipacion de energia en una vibracion, se emplea el modelo de
Kelvin-Voigt, siendo el resorte el que mide las fuerzas de restitucion y el amortiguador el
que representa las fuerzas disipativas de energia. En ocasiones, en la practica se tienen que
afinar los modelos anteriores para el calculo de esfuerzos y deformaciones de los mate-
riales, pero dichos modelos son la base para la resolucion de los problemas de ingenieria.
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Elasticidad lineal

Consideremos un cuerpo que se deforma al ser sometido a un cierto sistema de fuerzas.
Si removemos las fuerzas que acttian sobre el cuerpo, y este recupera totalmente su for-
ma inicial, se dice que el cuerpo es perfectamente elastico. Sea un cuerpo que cumple
esta condicidn; se afirma que este tiene un comportamiento elastico lineal cuando en una
prueba de tension o de compresion simple, su deformacion unitaria longitudinal es lineal-
mente proporcional al esfuerzo normal.

Consideremos un cuerpo sometido a un esfuerzo horizontal de tensién simple o, (Figura
5.1). La deformacion unitaria ¢, es proporcional al esfuerzo:

Ex ~ Oy

Ox O

Figura 5.1 Cuerpo sometido a un esfuerzo normal horizontal s,

Introduciendo una constante de proporcionalidad, arribamos a la expresion conocida
como ley de Hooke

Ex = E Oy
A E se le conoce como moédulo de elasticidad, o mddulo de Young. Cabe aclarar que E

mide la rigidez del material: un incremento en el valor de E significa que aumenta la rigi-
dez del material (Figura 5.2).
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Ox A

»
>

Ex

Figura 5.2. Grafica Esfuerzo-Deformacion

En la Figura 5.1 apreciamos que el cuerpo se alarga en direccion de x, pero se acorta en
direcciones j, y, z (a este fendmeno se denomina efecto Poisson). Experimentalmente, se

observa que las deformaciones unitarias ¢, y €, son una fraccion de ¢, es decir

v
&y = TVE = L0y
v
& = V& = — 0y

A v se le conoce como relacion de Poisson. Si ahora suponemos que el cuerpo esta some-

tido tinicamente a un esfuerzo normal o, obtenemos

1
Ey = E O'y
v
Ex = TVE, = —EO'y
v
&y = Vg, = —EO'y

En forma analoga, si el cuerpo esta sujeto solamente a un esfuerzo normal o,

1
&, = E (P
v
Ey = —VE, = —EO'Z
v
&y = TVE; = — [0,
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Consideremos ahora que actiian en forma simultdnea los esfuerzos o, 0,y 0,, por el prin-
cipio de superposicion llegamos a las siguientes expresiones

& = %[Ux —v(ay +0y)] (5.1)
&y = %[ay —v(oy + 0,)] (5.2)
& = %[O’Z - v(ax + ay)] (5.3)

Cabe aclarar, que el principio de superposicion es valido cuando las deformaciones son
pequeiias y los correspondientes pequefios desplazamientos no afectan sustancialmente
la accidn de las fuerzas externas. En tales casos se desprecian los pequenios cambios en las
dimensiones de los cuerpos deformados y también los pequefios desplazamientos de los
puntos de aplicacion de las fuerzas externas, asimismo, los célculos se realizan tomando
las dimensiones iniciales y la configuracion inicial del cuerpo. Los desplazamientos resul-
tantes se obtienen por superposicion en la forma de funciones lineales de fuerzas externas,
como se hizo para llegar a las ecuaciones 5.1 a 5.3; sin embargo, se pueden presentar casos
excepcionales en los que no es posible despreciar pequenias deformaciones (Timoshenko
y Goodier, 1970).

Supongamos al cuerpo sometido a un esfuerzo cortante puro t,,= 1,, (Figura 5.3), el cual
ocasiona deformaciones angulares unitarias ¢,, y €’,,; el eje de las abscisas es x y el eje de
las ordenadas es y (Figura 5.4). En consecuencia, observamos que si hacemos coincidir el

eje x

Figura 5.3 Elemento sometido a un estado de esfuerzo cortante puro
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Exy

Cambio de sistema coordenado

Con el eje X', el esfuerzo cortante 7,, ocasiona una deformacion angular del eje y que vale
(Figura 5.5).

'
L4

9 T <
A 4
a

Tyx+¢

/l
Figura 5.5 Deformacion angular ocasionada por el esfuerzo cortante

Por lo anterior, considerando nuevamente un comportamiento elastico lineal, la deforma-

cién angular y,, estd dada por
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Donde G es el médulo de rigidez al esfuerzo cortante del material (Figura 5.6).

Txy

»
»

Yy

Figura 5.6. Grafica Esfuerzo Cortante -Deformacion Angular

En forma andloga, para los esfuerzos 7,, y 7,, obtenemos

1

Vxz = Esz
1

Vyz E Tyz

Es decir

1

Yy = ¢ Txy (5.4)
1

Vxz = G txz (5.5)
1

Yyz = ETyz (56)

Las ecuaciones 5.1 a 5.6 se conocen como expresiones correspondientes a la ley de Hooke

generalizada.
Relacién entre E, Gy v

Consideremos un estado de esfuerzo plano como el indicado en la Figura 5.7. Calculemos

el estado de esfuerzo en la direccién x”.

185

G oymyide)



Elasticidad lineal

Figura 5.7 Elemento sometido a esfuerzos de tensién y compresion
0 = 0,c05°a + g,sen’a + 21, sen a cos a

7= (0, — 0y)sen a cos a + T, (sen’a — cos*a)

a = 459, 0=0, 1= -0,
La deformacion unitaria angular es direccién x " la podemos hallar usando la ley de Hooke
ecuacion 5.4
, 1 - 1
Yy = ¢lxy = 5 (_O-P)
’ 1 . 1
Eoxy = (}) Yay = (E) (=op) (5.7)
La deformacion €5, se puede obtener también en funcién de ¢, y ¢, es decir
o
=(=-22
& = ( E ) 1+ v)

&y = (%) 1+ v

El estado de deformacién en la direccidon x” esta dada por

& = gxcos?a + g,sen’a + yy,sen a cosa
g = (&x — &y )sen a cosa + Yy (sen®a — cos?a)
[ X y 2

@=45°, £, =0, = ("2)A+v) (5.8)
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Elasticidad lineal

Comparando las expresiones 5.7 y 5.8:

E (5.9)

= 2(+v)

Ejemplo E-5.1

Dado el estado de esfuerzo plano mostrado en la Figura E-5.1, calcular las deformaciones
unitarias lineal y angular en la direccién PA. Considerar un material elastico lineal con las

siguientes propiedades

N
AN
oy= 14 kgi/cm?
T, €
A
O P ox=10 kgi/em®
« P 0 ( s X
<
/ N
A Txy= -8 kgt/cm?
—_—
A 4 Sy
v

Figura E-5.1 Estado de esfuerzos plano
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Soluciéon

Las deformaciones unitarias estan dadas por las ecuaciones 5.1 a 5.3

& = %[Ux —v(oy +o)] &= 2*106 (-10-03(14+0)) = -7.1%107

1
2x10°

£, = %[gy —v(ox +0,)| & = (14-03(-10+0)) =85x107°

&, = [0, —v(ox +0y)] & =52=(0-03(~10+14)) = —0.6 + 107

El médulo de rigidez al cortante se obtiene con la ecuaciéon 5.9

_ E
T 2(1+v)
% 6
= 210 _ 769230 XL
2(1+0.3) cm?2

La deformacién angular estd dada por la ecuacién 5.4

1
Yxy ETxy
! (—8) = —10.4 % 107°
= — = — A4 *
Yxy = 769230
Vx

Y _ -6
— =-52%10
2 *

El tensor deformacion unitaria queda

-71 =52 0
-52 85 0 |*107°
0 0 —0.6

E:

En la direccidon PA el vector vale, siendo a = 236.31°

__[cosa] _ [—0.55
€= [sena - [—0,83
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Elasticidad lineal

Cabe aclarar que no se trata de un estado de deformacién plana, pues ¢, # 0, pero por ser
nulo el tercer elemento del vector unitario e, se pueden emplear las férmulas para defor-

macion plana.
& = &ccos?a + g,sen’a + Yy, sen a cosa
g = [-7.1 % cos? (236.31°) + 8.5sen? (236.31°) — 10.4(sen (236.31°) cos(236.31°)] » 107°
g= —-110%10"°
o = (&x — & )sen a cosa + VxTy (sen’a — cos?a)
gg = [(—7.1 + 8.5)sen(236.31°) cos(236.31°) — 5.2(sen? (236.31°) — cos? (236.31°))] x107°

gg=—9.2%107°

Ejemplo E-5.2

Un cilindro de goma esta comprimido dentro de un recipiente de acero (que se supone in-
deformable) por una fuerza P uniformemente distribuida (Figura E-5.2). Determine el es-
fuerzo normal entre la goma y el acero despreciando la fricciéon que se genera entre ambos.

Datos: P =500 kg, d =5 cm, v = 0.45.

Z A

P=500 kgr

LLLELL

&=&=0

v=0.45

>
—

) d=5 cm

Figura E-5.2
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Soluciéon

P 500 kg

0= =3 =-2546 —

pix|;
E = %[ax —v(ay + az)] =0, ox =0y
0=0,(1-v)—va,

vy,
T (1-v)

Oy

Sustituyendo valores

(0.45)(—25.46) kg
X T T aooasy —20.83 “mz (esfuerzo normal de compresion)

5.1 Deformacion unitaria volumétrica

Consideremos un cubo de lado ! que experimenta deformaciones unitarias lineales ¢,, €, y

¢,. Los volimenes inicial y final respectivamente valen
V=13
V =+ sx)(l + ey)(l +&,)
V =B(1+e+e,+e+ 68, + &8y + 648, + £,6,8)
Despreciando los productos de orden superior, en virtud de que las deformaciones unita-
rias son pequenas

V=>DB1+e+e+e,)
Se define deformacién unitaria volumétrica de la siguiente manera

ev=T_V=£x+ey+sZ (5.10)
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Elasticidad lineal

Vemos que la deformacién unitaria volumétrica es igual a la suma de las deformaciones
lineales.
Definamos ahora la presién media o,, de la siguiente manera

_ (oxtoy+07)

O = ———= (5.11)

Sustituyendo las ecuaciones 5.1 a 5.3 y la ecuacién 5.10 en la ecuacién 5.11

_3(1-2v)

& = Om (5.12)
Es decir
1
&y = EO'm
K = E
~3(1-2v)

A K se denomina mddulo de rigidez volumétrica (bulk modulus)
Obtencion de los esfuerzos en funcion de las deformaciones unitarias
En la obtencién de la ley de Hooke generalizada hallamos las deformaciones unitarias

en funcion de los esfuerzos (ecuaciones 5.1 a 5.3). Determinemos a continuacion estos a
partir de las deformaciones. Reordenando las ecuaciones 5.1 a 5.3
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Despejo a o, aplicando la regla de Cramer

v v 1
() - (g) ;
p g V(14 0) + vl +v) + &,u(1 +v) + & —vie, — v — Vi,
1+v)A+v)(1-2v)

3 Ev(ey +&)+ ;) Ee,(1—v—202%)
T Q+v)(a-2v)  A+v)A+v)(A-2v)

_ vE(sx+£y+£z) Ee&y

%% = rna-20) T a+v) (5.13)

Sea

VE
A= a) (5.14)
De la ecuacién 5.9

E

¢ =20 +0

De la ecuacién 5.10
&y =& T &t &,

Sustituyendo en la ecuacién 5.13
Oy = A€, + 2Ge,

En forma andloga se obtienen o), 0,.
oy, = A€, + 2Ge,,

o, = e, + 2G¢,
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Los esfuerzos cortantes se despejan directamente de las ecuaciones 5.4 a 5.6. Asi, las for-

mulas que proporcionan los esfuerzos en funcion de las deformaciones son

oy = A€, + 2Ge,
oy = A€, + 2Ge,,

o, = e, + 2Gg,

Txy = nyy
Taz = GVxz
Tyz = nyz

A A se le conoce como constante de Lamé

Ejemplo E-5.3

(5.15)
(5.16)
(5.17)
(5.18)
(5.19)

(5.20)

Los resultados de mediciones de una roseta de deformacién a 60° son los siguientes.

g, = 0.0002
&, = 0.0001
e.=—0.00015

El material ensayado tiene las siguientes propiedades

E = 180000 kg/cm? v =0.28

Determinar la magnitud y direccién de los esfuerzos principales
Solucion:

El tensor deformacion esta dado por
El tensor deformacién unitaria esta dado por

(5
(Sb\/_g Sc) [Z(Sb - Bec) - sa]

[t
I
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Sustituyendo valores

&, — & 1+1.5
Yy _ ( b C) = ( )x10-4 = 1.443x107%
2 V3 V3

2(& — — 21-15)-2
gy:< (Sb ;C) €a>:< ( 3 ) >x10_4:_1x10_4

2 1.443

E= [1.443 -1

]x10-4

Aplicando la ecuacién 5.14

_ VE _ (0.28)(180000) _ kg
T (1+v)(1-2v)”’ A= (1+0.28)(1-2%0.28) A =89488.636 cm?

Aplicando la ecuacié 5.9

_E __ 180000
T 21+v) T 2(1+40.28)

G G =70312.5%%
cm

De la ecuacién 5.17

o, = g, + 2Ge,
0 =89488.636(2*107* —1%107* + ¢,) + 2% 70312.5 ¢,
g, = —0.00003888
=& teg teg

& =2%10"*+1%x10"*—-0.3888*107* = 0.6111 « 10~*

Usando las ecuaciones 5.15y 5.16

Oy = A&y, + 2G &,

k
0y = 89488.636 x 0.6111 % 10™* + 2% 7031252 x 10~* = 33.594%

oy = A€, + 2Gey,

kg

gy, = 89488.636 * 0.6111 107* + 25703125« (—1 %« 107%) = —8.594%
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De la ecuacién 5.18

Tay = GYay Tyy = 70312.5 + 0.28868 + 107 = 20292

La magnitud y direccién de los esfuerzos principales se obtienen con las siguientes expre-

siones

(O'x+0' ) Ox—0. 2
oy =2y |(Z22) 4 2, (2.67)

(33.594 — 8.594) \/ 33.594 + 8.594
g1 = + (

2
) +(20.292)2

2 2
kg
= 41.77 —=
%1 cm?

_ (oxtay) _ [(oxmoy)? | (2.68)

02 =", ~ ( 2 ) t Ty '
(33.594 — 8.594) 33.594 + 8.594\2
oy = - _ ( > ) +(20.292)2

k
oy = —16.776—752

TX
a; =tan™?! ( 4 )
01 — Oy

20.292
41.77 — (33.594)

a; = tan‘l( ) = 68.055°
0(2 = a1 + 900 = 1580550

Rango de variacion de la relacion de Poisson

Consideremos el cuerpo de la Figura 5.1 sometido a un esfuerzo de tensién o, la defor-

macién unitaria ¢, vale
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Suponiendo que la relacién de Poisson fuera negativa entonces ¢, seria positiva.

Suponiendo que la relacion de Poisson fuera negativa entonces ¢, seria positiva, lo que
significa que al aplicar un esfuerzo de tension horizontal o,, ocurre una expansién en
direccion vertical, lo que es contradictorio con el fenémeno fisico que se presenta en los
materiales con que trabaja el ingeniero civil. Por lo tanto, para fines practicos, la relacién

de Poisson no puede ser negativa.

Consideremos ahora un cuerpo sometido a esfuerzos o,, 0, y 0,, tal que o, + 0, + 0, 2 0 y
cambia de volumen. En este caso la deformacion unitaria volumétrica ¢, = 0; remplazando

en la ecuacion 5.12 y dado que o,, #0 = v=0.5

Por lo tanto, en los materiales que se deforman, pero que no cambian de volumen (los
cuales se les denomina incompresibles), la relacion de Poisson vale 0.5. Ejemplos de mate-

riales incompresibles son el hule, el caucho, el agua, entre otros.

Supongamos que v > 0.5 y que 0, > 0. X, > 0 y 0, > 0, entonces 0,, > 0y, de acuerdo con la
ecuacion 5.12 ¢,< 0, lo que conduce a la contradiccion de que aplicando unicamente es-
fuerzos normales de tension se produce un decremento de volumen del cuerpo, lo cual no
ocurre con los materiales usuales con los que trabaja el ingeniero civil. En consecuencia,

para fines practicos la relaciéon de Poisson no puede ser mayor que 0.5.

De lo expuesto en los parrafos anteriores se concluye que la relacién de Poisson varia entre

los siguientes limites 0 < v < 0.5
En la tabla 5.1 se exhiben valores de la relacion de Poisson para diferentes materiales.

Tabla 5.1 Valores de la relacion de Poisson

Material | Rango | Promedio
Hule 0.5 0.5
Concreto 0.12-0.20 0.18
Acero 0.25-0.33 0.3
Arena 0.2-0.3 1.25
Arcilla saturada 0.38-0.48 0.45
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5.2 Energia de Deformacion

Consideremos una barra prismatica, a la que se aplica una carga P gradualmente, sufrien-

do la barra una deformacioén 6 (Figura 5.8).

P LR
IA —pP

Figura 5.8 Barra sujeta a una fuerza axial P

Aceptando que se cumple la ley de Hooke, la deformacién es proporcional a la fuerza (Fi-
gura 5.9). El trabajo desarrollado, debido a un incremento de deformacidn, vale (Castillo,
1985).

s U

v

Figura 5.9 Trabajo de deformacion

dU = pds
Pero, por la ley de Hooke
L
0="2gF (5.21)
ds = —dP
AE
U:prpdpzip_z (5.22)
AE Y0 AE 2
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Reemplazando la ecuacién 5.21 en la 5.22

P

U=-— (5.23)

Vemos que el trabajo o energia de deformacion, cuando la carga se aplica gradualmente,
es igual a la mitad del producto de la fuerza por la deformacién de la barra.

La energia de deformacion se puede poner en funcién de los esfuerzos (Castillo, 1985)

P= oA

6= ¢l
Sustituyendo en la ecuacién 5.23

_ 0Ael

)
Pero Vol = AL

g&
U= (5) vl (5.24)

El trabajo de deformacion por unidad de volumen es

g&

U = o= (7) (5.25)

Si ahora sometemos a un elemento a esfuerzos normales o,, 0, y 0, aplicando la ecuacion
5.25 y por el principio de superposicion de causa y efectos, obtenemos el trabajo de defor-

macién por unidad de volumen
U = G) (oxex + 0y8y + 0,€;) (5.26)

Hallemos a continuacion el trabajo de deformacién producido por el esfuerzo cortante Fi-
gura 5.10. El Trabajo de las dos fuerzas (superior e inferior) 27,, dxdz vale (Castillo, 1985).
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N .
Y
=t ﬁ » Ty
Ty
a
A TN
Txy
dy i ) X
v
Ty
Tyx II
dx

Figura 5.10 Trabajo de deformacion por esfuerzo cortante

1 dy TyxVxydxdzdy
U= Eryxdxdz (yxy 7) 2= %

Y el trabajo por unidad de volumen

, 1
o = (o

Tomando simultdneamente los esfuerzos cortantes 7,,, 7,, y 7,,
4 1
U = (E) (Tyxyxy t TozVoz + Tyzyxz) (5.27)

Por lo anterior, el trabajo o energia de deformacién por unidad de volumen, cuando las
cargas se aplican gradualmente para un estado general de estado de esfuerzo, estd dado
por la suma de las ecuaciones 5.26 y 5.27 (Castillo, 1985)

. 1
U = ((E) (stx +oye, + O'ZSZ) + TyVay + TazVoz + Tyz)/xz> (5.28)
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Sustituyendo las expresiones de la ley de Hooke generalizada (ecuaciones 5.1 a 5.6)
1
& = E [O'x - U(Uy + UZ)]

1
& =% [ay — (0 + 0,)]

1
&, = E [O’Z - v(ax + O'y)]

1

Yxy E Txy
1

Vxz E Txz
1

Vyz E Tyz

En la ecuacién 5.28
. 1 1

U = (E) (0% + 07 +07) — (g) (0x0y + 040, + 0y0,) + (E) (t2, + 72, + 12,) (5.29)
La teoria de fluencia de Von Mises establece que, la fluencia de un metal ocurre cuando la
energia de deformacion por distorsion es un estado general de esfuerzo, igual a la energia
de deformacion por distorsién en una prueba de tension simple (Mendelson, 1983). El
trabajo de deformacidn esta dado por

U =Upy,+U,

Donde

U’,, = trabajo de deformacién producido por el tensor isotrépico
U’;= trabajo desviador de deformacién producido por el tensor

Uy=U —Up (5.30)
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Consideremos un estado en que inicamente se aplican esfuerzos normales o, # 0, g, # 0,
0,#0,7,=1,=1,=0 (figura 5.11).

—
A —pP

Figura 5.11 Barra sujeta a una fuerza axial P
De acuerdo con la ecuacién 5.29, la energia de deformacion vale (Popov, 1968)
. 1
U = (E) (62 + 02 +07)— (%) (0x0y + 0x0, + 0,0;) (5.31)

El trabajo de deformacion producido por el tensor isotrépico esta dado por

U, = [(1 —2v)

6E ] (O‘x + Oy + O'Z)Z

Reemplazando en las ecuaciones 5.31 y 5.32 en la ecuacion 5.30

, 1
U, = ( * v> [(J,? +0f + O'ZZ) — (axay + 0,0, + ayaz)]

3E
Pero
= (1E+U), por lo tanto
U, = (é) [(62 + 02 + 62) — (030, + 050, + 0y3,)]
Es decir

U‘,i - (%) [((Ux - Gy)z + (ox — 0,)* + (Gy_az)z)]
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Teorias de falla

6.1 Plasticidad

En los metales la plasticidad se manifiesta como se indica en la figura 6.1. El punto P es el
limite de proporcionalidad, donde termina la linea recta, mientras el limite elastico oy, es
el maximo esfuerzo antes del cual la deformacion es recuperable. En la teoria se supone

que los limites de proporcionalidad y elastico coinciden.

nv

Figura 6.1 Curva hipotética de esfuerzo-deformacion a tension (Malvern, 1969)

El esfuerzo de fluencia o0, se define como se indica en la figura 6.1 (punto O); a partir del
punto M [usualmente ¢, = 0.002, (0.2%)] se traza una recta paralela a la recta del tramo
elastico; el punto donde esta paralela corta a la curva esfuerzo-deformacion unitaria sera el
punto O y el esfuerzo correspondiente a este punto se denomina g, (esfuerzo de fluencia).

Debido a que las trayectorias de carga y descarga no siguen necesariamente la trayectoria
inicial AOB, cuando ocurre una deformacion pléstica el esfuerzo es una funcién que de-
pende de la historia de la deformacion.

Por ejemplo, los puntos Ry R” de la figura 6.1 tienen la misma deformacién, pero deferen-

tes esfuerzos (Malvern, 1969)
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Teorias de falla

Enla figura 6.2 se muestran curvas esfuerzo-deformacion unitarias para distintos metales,

mientras que en la figura 6.3 se exhiben curvas idealizadas que se emplean en diversas

teorias (Malvern, 1969)

Esfuerzo nominal S  1000psi.

Acero inoxidable.

0 0.01 0.02
Deformacion convencional €.

0.03 0.04 0.05

Figura 6.2 Curvas selectas de esfuerzo-deformacion a tension (Malvern, 1969)

h—
Rigido,
perfectamente
plastico

Elastico.
perfectamente
plastico

Rigido,
endurecimiento
con el trabajo

Elastico.
endurecimiento
con el trabajo

g

€

Figura 6.3. Curvas esfuerzo-deformacion idealizadas (lineales por tramos)
(Modificadas de Malvern, 1969)

Efecto Bauschinger. La figura 6.4 muestra resultados de pruebas de tensiéon simple y de

compresion axial en un metal. Si a partir del esfuerzo Y, se reduce el esfuerzo, el esfuerzo

de fluencia en compresion, -Y;, no es igual a Y, ni siquiera llega a Y,, sino un valor bas-

tante menor, como se indica en la figura 6.4. A este fenémeno se le conoce como efecto

Bauschinger.
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Teorias de falla

Figura 6.4. a) Ilustrando el efecto Bauschinger;

b) curva de endurecimiento lineal idealizada sin el efecto Bauschinger.

6.2 Criterios de Fluencia

En el inciso anterior vimos el comportamiento de los metales bajo en estado de esfuerzo
uniaxial. Sin embargo, con frecuencia se presentan en los metales esfuerzos combinados,
por ejemplo, se puede presentar un estado de esfuerzo biaxial o,# 0, ,# 0, o bien un es-
tado de esfuerzo triaxial o,# 0, 9,# 0, 0,# 0. En estas condiciones, se requiere conocer el
estado de fluencia del material para estos esfuerzos combinados. Dos de los criterios cuyas
estimaciones se acercan razonablemente a los datos experimentales son el de Tresca y el de
Von Mises, los cuales se veran a continuacion.

6.3 Teoria del maximo esfuerzo cortante (criterio de Tresca)

La teoria del esfuerzo cortante maximo parte de la observaciéon de que en un material
ductil aparecen deslizamientos durante la fluencia a lo largo de planos definidamente
orientados. Por esta razon, se supone que la fluencia del material depende unicamente del
maximo esfuerzo cortante que se presenta en un elemento. Por lo tanto, siempre que se
alcanza cierto valor 7, se inicia la fluencia de un elemento (Popov, 1980). Para un material
dado por lo comun este valor es igual al esfuerzo cortante de fluencia tensién o compre-
sion simple 0,= 0,20y o,=7,,=0.
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entonces
Tmax = Ter =?=00 (6.1)

Donde g, es el esfuerzo de fluencia del material, es una prueba de tensién o compresion

simple.

Para aplicar el criterio del esfuerzo cortante maximo a un estado de esfuerzo triaxial, se
determina dicho esfuerzo cortante y se iguala al 7,,,, dado por la ecuacién 6.1 (Popov,
1980). Sea el estado de esfuerzo plano indicado en la Figura 6.5, consideremos ademas

quet, =0

Distinguimos los siguientes casos:

Figura 6.5. Elemento sometido a esfuerzos normales

G'x_o'z) _ Ox

a) Sio, >0, > 0, (Figura 6.6); Tpqy = ( 2 5

— % —
Pero Tpax = - Oy = 0,
. 0y —0:. a-.
b) Sig, >0, >0, Tmax=(y2 Z)=7y
— Yo . —
Pero Tpax = 5 " Oy =0,
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Figura 6.6. Circulos de Mohr

Sio, <0, <0, (Figura 6.6b) Tpay = — (%) _ _%
Pero  Tpmax = % Oy = =0

. 0y—0, o)
Sio, <0, <0, Tmax=—(%)=?°
O,

Pero Tpax = ?"

Sio, > 0; oy < 0, (Figura 6.7) Tpgx = (Ux;ay)

oy, = —0,

Pero oy = 0y + 274 = 0y + 0,

. 0y —0.
Sig, >0; 0, <0, Tmax = (%)
Pero 0y, = 0y + 2Ty = 0 + 0,

T“

Figura 6.7. Circulo de Mohr
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Teorias de falla

Si ahora graficamos los 6 casos anteriores como se indica en la Figura 6.8, obtenemos el
hexagono mostrado en dicha figura. Por lo tanto, si aplicamos un estado de esfuerzo plano
como el de la Figura 6.5 (con 7,,= 0) y dicho estado cae dentro del hexdgono, no se presen-
ta fluencia del material, por el contrario, si se alcanza el perimetro del hexdgono, ocurrira

la fluencia del material.

G2

Go

O1= —Oot 02

2= —0Oot O1

Figura 6.8. Hexagono de Tresca

6.4 Teoria de la energia de distorsion (criterio de Von Mises)
6.4.1 Energia de Deformacion

Consideremos una barra prismatica, a la que se aplica una carga P gradualmente, sufrien-

do la barra una deformacioén § (Figura 6.9).

e
A —pP

Figura 6.9. Barra sujeta a una fuerza axial P
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Aceptando que se cumple la ley de Hooke, la deformacién es proporcional a la fuerza (Fi-
gura 6.10). El trabajo desarrollado debido a un incremento de deformacion vale (Castillo,
1985)

dU =pds  (6.4)

S 4

Figura 6.10. Trabajo de deformacion

Pero, por la ley de Hooke

L
§=--P (6.4a)
ds = = dp
AE
L P L P2

Reemplazando la ecuacién 6.4a en la 6.4b

Vemos que el trabajo o energia de deformacion, cuando la carga se aplica gradualmente,
es igual a la mitad del producto de la fuerza por la deformacién de la barra.

La energia de deformacion se puede poner en funcién de los esfuerzos (Castillo, 1985)

P=0A y d=¢L
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Sustituyendo en la ecuacion 6.4

oAel

Pero Vol = AL
v =(%)vol (6.5)
El trabajo de deformacion por unidad de volumen es
v=—=(%) (6.6)

Si ahora sometemos a un elemento a esfuerzos normales o,, 0, y 0,, aplicando la ecuacion
6.6, y por el principio de superposicion de causa y efectos, obtenemos el trabajo de defor-

macion por unidad de volumen
4 1
U = (E) (0xex + 0yey + 0,€,) (6.7)

Hallemos a continuacidn el trabajo de deformacién producido por el esfuerzo cortante
Figura 6.11. El Trabajo de las dos fuerzas (superior e inferior) 27,,d,d, vale (Castillo. 1985)

1 d T Vendod,d
U = ETyxdde <yxy 7}/) 2 = %

N

.
="
N
Tx

~
¥
P
dy > X
v
Ty
Tyx II

dx

Figura 6.11. Trabajo de deformacion por esfuerzo cortante
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Y el trabajo por unidad de volumen
, 1
CE
Tomando simultdéneamente los esfuerzos cortantes 7,,, 7,, y 7,
. 1
U = (E) (Tyxyxy T TozVoz + Tyzyxz) (6.8)

Por lo anterior, el trabajo o energia de deformacion por unidad de volumen, cuando las
cargas se aplican gradualmente para un estado general de estado de esfuerzo, esta dado
por la suma de las ecuaciones 6.7 y 6.8 (Castillo, 1985)

e 1
U = (E) ((stx + 0y + 0,6;) + TyxVay + TuzVoz + Tyz)/xz) (6.9)
Sustituyendo las expresiones de la ley de Hooke generalizada
1
& =1 [ox —v(0y + 0,)]
1
&y = E [O'y —v(oy + O-Z)]

&, = %[O’Z — v(crx + ay)]

Yxy E Txy
1

Yxz E Txz
1

Yyz E Tyz

en la ecuacion 6.9
U = (i) (67 + 02 +02)— (%) (0x0y + 040, + 0y0,) + (i) (z2, + 14, +132,)  (6.10)

La teoria de fluencia de Von Mises establece que la fluencia de un metal ocurre cuando la

energia de deformacion por distorsién es un estado general de esfuerzo igual a la energia
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de deformacion por distorsién en una prueba de tension simple (Mendelson, 1983). El

trabajo de deformacion esta dado por
U =Upy,+Uy,
Donde

Um’ = trabajo de deformacion producido por el tensor isotrépico
Ud’ = trabajodesviador de deformacién producido por el tensor

Ug=U —Un (6.11)

Consideremos un estado en que inicamente se aplican esfuerzos normales o, # 0, 0, # 0,
0,#20,7,=1,=1,=0(figura 6.9).

De acuerdo con la ecuacién 6.10, la energia de deformacion vale (Popov, 1968)
. 1
U = (E) (0% + 07 +0?7) - (%) (0x0y + 040, + 0y0,) (6.12)

El trabajo de deformacion producido por el tensor isotrépico esta dado por

U = [(1;?)] (0 + 0y +0,)° (6.13)

Reemplazando en las ecuaciones 6.12 y 6.13 en la ecuacion 6.11

, 1+
U, = ( U) [(a,? + o5 + O'ZZ) - (axay + 0,0, + cryaz)]

3E
Pero
= 2150y por lo tanto
Ug = (é) [(62 + 02 + 02) — (00 + 040, + 0y0,)] (6.14)
Es decir
Uy = (55)|((6x = 0)" + (0 = 097 + (0y—0.)") | (6.15)
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6.4.2 Criterio de Von Mises

Como mencionamos antes, la teoria de fluencia de Von Mises establece que la fluencia de
un material ocurre cuando la energia de deformacién por distorsion es un estado general
de esfuerzo igual a la energia de deformacién por distorsién en una prueba de tensién
simple. En un ensaye de tension simple

Oy =0, =Tyy =Ty =Ty, =0 y Oy = 0,
Donde g, = esfuerzo de fluencia en tensién simple

Sustituyendo en la ecuacién 6.15

1

Uy = (=) @o2) = (=) o2 (6.16)

El estado de fluencia se alcanza cuando se igualan las ecuaciones 6.15y 6.16
2 2
(0x —0y)" + (0 — )% + (0, — 0,)" = 202 (6.17)

Una combinaci6n de esfuerzos o,, 0, y 0, tal que se satisfaga la ecuacion 6.17, conduce a la
fluencia del metal sometido a dichos esfuerzos.

En un estado de esfuerzo plano o, = 0 Reemplazando en la ecuacion 6.17

0% — 0,0, + 05 = 02 (6.18)

la cual es la ecuacion de una elipse (Mendelson, 1983). Obtengamos la direccién y mag-
nitud de los ejes de esta elipse. Reemplazando las ecuaciones de rotacion de un sistema
coordenado (ecuaciones A.6.3 y A.6.4 del Anexo 6.1) en la ecuacién 6.18

(a,; cos 6 — a&sen@)z - (O',/C cos 0 — a&,sen@)(oﬂc senf + 03',0059) + (0,; sen @ + 03',6059)2 = o2

(a,;)z(l — senfcos0) + (o, — 0y,)(sen®6 — cos?6) + (03',)2(1 + senfcosh) = a2 (6.18a)
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Hagamos nulo el segundo término del primer miembro

(sen?8 — cos?0) =0

tan0 =1, 6 =45°

Reemplazando en la ecuacion 6.18a
2 2

5 )

9% 4 3% _ 4 (6.18b)

Zag

+

Zag

Por lo tanto, el eje mayor de la elipse forma un angulo de 45° con el eje 0,”, su semieje
mayor vale V20, y su semieje menor vale V2/3 ¢,. En la Figura 6.12 se exhibe la elipse de
Von Mises. En consecuencia, si la combinacion de esfuerzos o, y 0, cae dentro de la elipse,
el material se comporta en forma elastica. Cuando esta combinacion toca el perimetro de

la elipse, se presenta la fluencia del material.

Figura 6.12. Teoria de energia de distorsion (Mendelson, 1983)
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o A
ENERGIA DE DISTORSION MAXIMA

Go
ESFUERZO NORMALMAXIMO | eeemm=mseag
..... N
5710 )
4 &
7
;7
s
'./ 7/ (2N
,/' + :h
Y
,/ /ESFUERZO CORTANJE MAXIMO o8
v ¢
I {
4 I
‘é/ &
1.0 [§] 1.0} ’
/] P d
+ HIERRO COLADO v g Ox
Q ACERO i // 7
® COBRE {
AALUMINIO :" // s A (50
H Zo,/
! 0
Il e
4 e
\ / K o
N ¢
\ ~1.0| &

Figura 6.13. Comparacion de los criterios de fluencia y fractura con los datos de ensayes

En la Figura 6.13 se muestran resultados de ensayes para diferentes materiales y se com-

paran con los criterios de Tresca y Von Mises (Popov, 1980).

6.5 Teoria de las lineas de deslizamiento

Consideremos que sobre un elemento se aplican los esfuerzos indicados en la Figura 6.14.

—Ox

Figura 6.14. Elemento sometido a esfuerzos normales
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Donde 0, =-0,=C, y o0,=1, =0 (se presenta un estado de esfuerzo cortante puro en
planos inclinados a 45° con respecto a la horizontal). El maximo esfuerzo cortante vale
(Figura 6.15)

Figura 6.15. Circulo de Mohr

Ox — 0y
2

Tmax = € =

La energia de distorsion la hallamos reemplazando el estado de esfuerzo de la Figura 6.14

en la ecuacion 6.15

Uy = (=) [@20)? +2c%] = & (6.19)

Para un estado de esfuerzo g, # 0; 9, # 0; 0, # 0; 7,,, = 7,, = 7,, = 0, la fluencia del material,
segun el criterio de Von Mises, se alcanza cuando se igualan las ecuaciones 6.15y 6.19, es

decir
(o =) + (0 =002 + (0, - 0,)| = ¢ (6.20)

La ecuacién 6.20 se puede poner en funcion de los esfuerzos principales de la siguiente

forma
(o =) + (0 =002 + (0 — 0,)°| = ¢ (6.21)

Donde ahora las direcciones principales no coinciden con las direcciones de los ejes x, y

yz.
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La ecuacion 6.21 representa el criterio de fluencia de Von Mises para cortante puro, en

funcidén de los esfuerzos principales.

Para el desarrollo de la teoria de las lineas de deslizamiento vamos a considerar: (1) un
estado de deformacién plana, (2) un material incompresible (es decir v =0.5) y (3) que
dicho material exhiba un comportamiento rigido-plastico. A partir de estas condiciones

obtenemos ¢,=0y

1
o, = E(Gx + ay)

o oo )12 6.22
alz(x:y)+J[(x2y>]+éy o
02 =0z = %(Gx +ay) (6.22b)
2
o3 = (ax-;ay) _ [(Ux;Uy)] +Z,ch (6.226)

Sustituyendo en la ecuacién 6.21

(232) + ey =c (629

Por otro lado, se deben satisfacer las siguientes ecuaciones de equilibrio

60—){' aTxy _
Ty, = 0 (6.24)
doy | O0Tyxy
oy Tz =0 (6.25)

Pongamos los esfuerzos principales en funcién de o,, y de ¢ (Mendelson, 1983). De las

ecuaciones 6.22
0, =0pn+C

Oy = Oy

03 =0y, —C
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Siendo
Ox + 0y
Om = 5
O, — O\ 2
c = (%) + TJ%y

Designaremos por ¢ el angulo que forma la direccion principal con el eje x; entonces

27
tan2¢ = ﬁ
x — Oy

El esfuerzo normal en la direccién del angulo ¢ esta dado por

o= <0x +cry) + (ax + O'y)

> > cos 2¢p + 1 sen2 ¢

Para hallar la direccion del maximo esfuerzo derivamos con respecto a ¢ e igualamos a
cero

dy 1
Fia (0, — 0y)(—sen 2¢) + 21, cos 2¢p = 0

2T
Porlo tanto tan2¢ = ﬁ
x 0y

Los esfuerzos cortantes maximo y minimo valen

Tmax = = (01 - 03)

N =

Designaremos con « y f3 a las direcciones de los esfuerzos cortantes maximo y minimo. Si
trazamos curvas en el plano xy , de tal forma que en cada punto de una curva la tangente
coincida con una de las direcciones de maximo cortante, entonces se obtienen dos fami-
lias de curvas denominadas lineas de cortante o lineas de deslizamiento. Estas dos familias

son ortogonales entre si.
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Expresemos los esfuerzos o,, 0, y T,, en términos de o,, y de 6 (Figura 6.16).

Figura 6.16. Circulo de Mohr

0y = Oy — C Sen26 (6.26a)
0y = 0y — C sen2f (6.26b)
Tyy = € €0526 (6.26¢)

Reemplazando las ecuaciones 6.26 en las ecuaciones 6.24 y 6.25, y recordando que

e~ (55) 2

0m 2[ 20(29) 4 sen 26 69]—0
0x clees (E)x) sen (6y) B
0m 2[ 20(29) 4 sen 26 69]—0
dy cees (ay) ser (ax) B

= 9m
Sea X =7,
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Entonces
g—i( — cos 260 (%) —sen 20 (%) =0 (6.27a)
Z—); —sen26 (%) + cos 26 (%) =0 (6.27b)

La eleccion de los ejes x y y es arbitraria. Si escogemos los ejes x y y en un punto dado de
tal forma que coincida con las direcciones « y § del punto, entonces 8 =0 y las ecuaciones

6.27 quedan
ox 9 9

9 a0 geA =0
X2 0, Lroy=0
optap=0 X tY=
Integrando
X - 6 =C,, (alolargo dela curva a) (6.28a)
X + 0 =C,, (alolargo de la curva ) (6.28b)

Donde C, y C, son constantes. A partir las ecuaciones 6.28 se les conoce como ecuaciones
de Hencky.

6.5.1 Propiedades de las lineas de deslizamiento

A partir de la Figura 6.17 podemos hallar algunas propiedades de las lineas de desliza-
miento. A lo largo de la linea AD (linea «)
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Figura 6.17. Demostracion del primer teorema de Hencky (Mendelson, 1983)

Alo largo de la linea CD (linea )

Xp+6p =xc+0c;xc+6c=xp+6p,; Xc—Xa=26p—0c— 064 (6.29)
Alo largo de la linea AB Xat6s=xp—0p
Alo largo de la linea BC Xe —0p=xc— 06
Xc—Xa=0c—20p+0, (6.30)

Comparando las ecuaciones 6.29 y 6.30

Op — 604 =0c —0p (6.31)
De la ecuacién 6.31 se deriva la siguiente propiedad
Si una linea de deslizamiento « es una recta entre dos lineas f3, entonces todas las lineas

a son rectas entre estas dos lineas 8. Ademas, estos segmentos de recta tienen la misma
longitud.
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De las ecuaciones de Hencky (ecuaciones 6.28) se obtiene otra propiedad importante. Si el
estado de esfuerzo es cortante a lo largo de una curva, entonces, o bien la curva esta embe-
bida en un campo de esfuerzo cortante, o bien la curva es una linea recta de deslizamiento.

Consideremos dos familias de lineas de deslizamiento como las indicadas en la Figura
6.18.

LINEAS o

LINEAS B

ABANICO CENTRADO

Figura 6.18. Familias de lineas de deslizamiento (Mendelson, 1983).

De la primera ecuacion de Hencky, dado que 0 es constante a lo largo de una linea «, y
debe ser también constante a lo largo de dicha linea. Y, de la segunda ecuacién, dado que
0 varia linealmente con el angulo a lo largo de una linea . X debe variar linealmente con el
angulo a lo largo de dicha linea. Asi, el esfuerzo medio es constante en la direccion radial

y varia linealmente con el angulo (medido a partir del eje x).

6.6 Capacidad de carga de un material cohesivo

Este problema fue resuelto inicialmente por Prandtl. Consideremos una carga uniforme g
que se aplica sobre un medio semiinfinito (Figura 6.19); supongamos que el contacto entre
la carga y el medio es perfectamente liso, es decir, no se presentan esfuerzos cortantes en

dicho contacto.
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Figura 6.19. Lineas de deslizamiento bajo el plano de punzonamiento,

material saturado (Mendelson, 1983).

Consideremos so6lo de condicion de flujo plastico incipiente. Por condicién de frontera en

el segmento de recta AG. 0,=1,,=0

Por la condicidn de fluencia

Se sigue que  0x = t2c

Intuitivamente se siente que o, debe ser de compresion y por lo tanto suponemos que
o,=-2cen AG

Dado que el esfuerzo cortante es nulo, AG es una direccidn principal y las lineas de desli-
zamiento deben quedar a +£45°, las lineas & forman 45°y las lineas $ a 135° con AG (Figura
6.19).

Consideremos la region triangular AGF limitada por la recta AG y por las lineas de des-
lizamiento AF y GE Por la propiedad (b) esta es una regién de esfuerzo constante. El
esfuerzo medio y es constante y debe satisfacer las ecuaciones de Hencky en esta area; asi

A= T
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Por lo tanto
1 T <y
x=—- 'y 0= S on la region AGF

2

Observemos ahora la frontera AB:

0,=q Yy Txy =0 alolargode AB
ox=0y)? 2
Por lo tanto (—) =c
2

y oy =0,t2c=—q+2c

De las condiciones de frontera, en el arca AEB

_ Oxtoy [—q+20+(—q)] _c—q
= ” =

9_37'[
T 4c 2c ¥V V7%

AF y AE son lineas rectas de deslizamiento «, y se sigue de la propiedad (a) que todas las
lineas de fluencia entre estas dos son lineas rectas.

Los esfuerzos son entonces constantes a lo largo de cada linea radial de A hacia el arco FE,

y varian linealmente a lo largo de cada arco -como el IJ- de los valores.

X:_é a lo largo de AF X:% a lo largo de AE

Ahora estamos en condiciones de obtener la capacidad de carga q. Lalinea AF es una linea
a y lalinea HIJK es una linea . De acuerdo con la segunda ecuaciéon de Hencky

x+ 60 =cte

Alo largo de HI

1 T

xX=-5 y 0=7

Alo largo de JK
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Por lo tanto

1 T c—q
[——— —_—— — T
2+4- 2c+

Sl w

y
q=Q2+mn)c (6.32)

La ecuacion 6.32 da la capacidad de carga tltima de un material puramente cohesivo.
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Viscoelasticidad. Ecuaciones de movimiento en un medio continuo

7.1 Comportamiento viscoelastico

El cuerpo de Kelvin-Voigt consiste en un resorte y un amortiguador colocados en paralelo
(Figura 7.1). En dicho modelo, por equilibrio de fuerzas

P = PH+PN
HE
P P
—O0— - O— A
N, n
| v

Figura 7.1 Cuerpo de Kelvin-Voigt

Dividiendo entre el 4rea A del modelo

P_Pu Pn
A A A
P —Pu — PN
o= O =~ on =~
o = 0y + oy (71)
Por compatibilidad de deformaciones
E= &y =&y (7.2)

En el resorte se cumple la ley de Hooke para los sélidos

~E (7.3)
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donde E es el médulo de elasticidad del material.

En el amortiguador se cumple la ley de Newton para los liquidos

de g
Ey = N _ ON

at  n
donde 7 es el coeficiente de viscosidad del material.
Reemplazamos las expresiones anteriores en la ecuacion 7.1
dey
o=Eey+néy=FEey +n—— it

Es decir (ecuacién 7.2)

U=Es+né=E£+n%

(7.4)

(7.5)

Apoyandose en la ecuacién 7.5, Voigt consideré que las componentes de esfuerzo en un

so6lido son la suma de dos términos: el primero proporcional a la deformacién unitaria y el

segundo proporcional a la velocidad de deformacidn unitaria (este ltimo para tomar en

cuenta la disipaciéon de energia). Las expresiones de la ley de Hooke generalizada quedan

(Kolsky, 1963)

= g, +/1’—+ 2Ge, + 27] 6sx

o5, ey

—Asv+/1’ —+2Ge, + 20—

as,,

= Ae, + A=+ 2Ge, + 277 asz

ny

= GYxy 1

9y,
Tz = GYxz +1 a:Z

Vyz

= GYy; +17

(7.6a)
(7.6b)
(7.6¢)
(7.6d)

(7.6e)

(7.6f)
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7.2 Ecuaciones de equilibrio dinamico

Consideremos un elemento sometido a fuerzas de contacto y a fuerzas de cuerpo, como

se muestra en la Figura 7.2.

T, 2y
T
Tyy ZX
o, 4—{ bz g
T.

S by \V3

N dx
Ty

Figura 7.2. Elemento sometido a fuerzas de contacto y fuerzas de cuerpo

Las fuerzas de cuerpo las tomamos en cuenta con el vector (Figura 7.2)

S

=

IS
1
>

donde b mide una fuerza por unidad de volumen, con unidades {3}
m
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Utilicemos la segunda ley de Newton en la direccion x

62
2XAF =ma, =m-—_
ot
0%u
ZAFx - mF =0

Asi

0 (dy)(dz) + T2, (d2)(dz) + 7o' (dx) (dy) — 0 (dY)(dz) = Ty (d) (d2) — T (dx) (dy) +
+b,(dx)(dy)(dz) = p(dx)(dy)(dz) =5 (7.7)

Pero

do,
—— (dx)

o, =0, + I

at
Tey' =Ty + a;y (dy)

, 0Ty,
Tyz = Txz + e (dz)

Reemplazando en la ecuacién 7.7

2

6 x XZ
—(dx) (dy)(dz) + > (dX)(dy)(dZ) 42 ~- (dx)(dy)(dz) + b, (dx)(dy)(dz) = p(dx) (dy)(dZ)

90y | Otxy | OTuz — 2
dx + ay + 0z + bx - paxz (7861)
Procediendo en forma analoga
0Tyx 6ay 6‘ryz &
Tt It by =p o (7.8b)
0T,y 6sz 602 2w
e +—+—=+b,=p 552 (7.8¢)
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Hagamos
by = b, —p2t (7.9a)
by =by—pS> (7.9b)
b, =b,—pL¥ (7.9¢)
La ecuacion 7.8a queda
%+a;_;y+%+bx,:0 (7.9d)

Procediendo en forma analoga para las direcciones y y z, arribamos al siguiente sistema

de ecuaciones

‘%+%+%+bx’=0 (7.10a)
%+%+%+by’=o (7.10b)
%+%+%+bz’=o (7.10c)
donde
bx’=bx—p327’2‘ (7.11a)
by’=by—pgi;; (7.11b)
bz’=bz—p'?,27vzv (7.11c)

Las ecuaciones 7.8 y 7.10 son validas para un medio continuo formado por cualquier tipo
de material, y se deben cumplir en todo fendmeno perteneciente a la fisica newtoniana.
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7.3 Ecuaciones de movimiento en un material viscoelastico

Obtengamos a continuacion las ecuaciones de movimiento para un sélido que cumple las

leyes de comportamiento viscoeldstico de Voigt. Habiamos encontrado (ecuacioén 7.8a)

00, 0Ty, 0Ty, 0%u
X LTy TXZ
ox dy 0z T =P5a

Reemplazamos las ecuaciones 7.6 en la ecuacion 7.8a

0%u 0 , de, 0&, 0 any 0 0Yxz
pw—bx—a(ﬂgv-i-l W+ZG€x+ZT]E)+a—y<Gny+T] T E(nyz-l'n 9t
Pero

_Ou _6u+6v _6u+6w
BT Yo Te o T o

oG = be=[(A+ 2 5) + (6 +n3)| 52+ [0 +n ] 72
Procediendo en forma similar

|5y +le+ng] v

paz—‘”—b —[(/‘L+A’ )+(G+n%)]%+[6+n%]vzw

poe=by=[(a+ 2 5)+ (o +

Consideremos un movimiento en que no se presenta rotacion, entonces

Wy =W, =W,

Ou_av 8u_6w 8v_6w
dy dx' 9z dx'  9x Oy

dg, 0 (0u Ov odw\ 0d%u 0*v d*w d*u d%*u 0*w
( ) =— 1 + =—+ —+
0x?  0xdy 0xdz 0x? 0dy? 0z?

ox _ox\ox ay oz

Despreciando la fuerza de cuerpo, reemplazamos en la ecuacién 7.12a

pgzt [(/1+/1’ )+2(G+n )]Vzu

(7.12a)

(7.12b)

(7.12¢)

=Py

(7.13a)
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En forma similar

pir=|(a+22)+2(6+n)|v2w (7.13b)
poa=[(a+a ) +2(6+ng) rew (7.13¢)

Las ecuaciones 7.13 representan un movimiento consistente en ondas irrotacionales (Kols-
ky, 1963). Se conocen también como ondas longitudinales de dilatacién o de compresion,
ondas primarias u ondas P.

Consideremos ahora un movimiento en el que no se produce cambio de volumen

g,=¢&t+¢ tg,

Sustituimos en las ecuaciones 7.12 (despreciamos las fuerzas de cuerpo)

2
p%=(G+r]%) V?u (7.14a)
2
p% = (G +n%) Vv (7.14b)
92 2
pa—t‘f=(6+na) Viw (7.14c)

Las ecuaciones 7.14 miden el movimiento de ondas de cortante que se propagan en el me-
dio continuo. A estas ondas se les denomina también ondas secundarias u ondas S.

7.4 Velocidad de las ondas sismicas

Atendamos una onda de compresiéon que se transmite a lo largo del eje x (Figura 7.3).
Supongamos que inicamente ocurren desplazamientos u en la direccién x. La ecuacién
7.13a queda

9%u

por=[(1+25)+2(6 +n5)| 72 (7.15)
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Figura 7.3. Onda de compresion en direccion x

6u_6u_
dy 9z

0%u  0%u 0%u 09%u

V2y = -
U= 9z + dy? + 0z%? 0x?

Despreciando el amortiguamiento, la ecuaciéon 7.15 queda

oy _ (20 oty
atz p 0x2

Por otra parte, dada una ecuacion diferencial del tipo

%u 2 0%u
atz = o9x2

su solucion esta dada por

u=ug(x—ct) +u,(x +ct)

Probemos que la funcién u dada por la ecuacion 7.18 satisface la ecuacion 7.17

Hagamos

f=x-ct, g =x+ct

Ug = ua(f) +up (g)

Ju, Ougd0f
at  of ot

!

—ClUg,

(7.16)

(7.17)

(7.18)
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donde

ou
r o a
Ug = _6f

0%u, 0 Ju,
at? ot ot

d ,
ot ( )
siendo

ou, 0 0u, 0%u,

n

Ya =5 TafaF  afe
Procediendo en forma ai
u,
atz =C"Up
siendo
. 0w, 0 0u, 0%,
Yo =T Taf af ~ af?
Es decir
aZu 2 ” 2 " 2 ] n
oz = CUg ety "= (ug"+up"
Por otra parte
Ju, Ou,df
ox _ of ox @
donde
, _Oug
Ya = 9x
0*u, 00u, 0 , O0u,/of odu,
= — =—(ua)= — = =ua"
oxZ 0t ox ot of ox  of
siendo
. Ouy” 0 0u, 0%u,
ug" = =

of _of of  of?

(7.19)
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Procediendo en forma analoga

0%u,, .
oxz W
siendo
. 0w, 0 0u, 037w,
Yo =T Taf af _ af?
Es decir
0%u ” ”
oxz - UYa TUp (7.20)

Reemplazando las ecuaciones 7.19 y 7.20 en la ecuacién 7.17, apreciamos que esta se satis-
face idénticamente (Levy, 1980).

Ejemplo E7.1 Encontrar una funciéon que satisfaga la ecuacion 7.17

0%u 5 0%u

=C"—

ot? 0x?

Soluciéon
Sea la funcién

u = U + uy

at  of ot @
o
ot al
Ju
Uy = afa=Aef
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du, c

=——idef
ot a?
0%u, 00u, 0, c_ c oug,' c ou, of c? ou,’ c?
—=— =—(——lua)=——l = —— —=—— = ——Adef
ot? dt ot oJt\ a a ot a Jf ot a? of a?

En forma andloga

0%u, 0 du, 0J s c
= =—(—1 ! =——RB g
at2 ~ at ot at(bmb) b2 ¢
Por otra parte

Ju, Odu, of i

ox  of ox a'e

!

af i

ox a

azua_iaua_i(i' ,)_i'auar_i'auala_f__iauar__iAef

9x2  dx ox odx\a /) a ox  a 8f x  a? of a2
De manera similar

0%u, 00w, 0 (i 1
_ — — g

5202 Ax Ar  Ax _ub)___zBe

0x Ox dx Ox\b b

Sustituimos en la ecuacion 7.17
CZ 2

c 1 1
_ .2
—aZAef ~ 32 Bed =¢ (—aerf ~ 32 Beg)

La cual se cumple idénticamente.

Veamos a continuacidon que la ecuacidon 7.18 representa dos ondas que se transmiten a
lo largo de los sentidos positivo y negativo del eje x. Tomemos la funcién u, (x - ct) de la
ecuacion 7.18. Para el tiempo ¢, la distancia recorrida es x, (Figura 7.4). La funcion u, vale

U, = U, (x-ct; )

Supongamos que la velocidad de la onda es ¢, entonces

= ax=cat
C—At, X =cC

237

£ omuden



Viscoelasticidad. Ecuaciones de movimiento en un medio continuo

Parat=t,=t,+At, x=x,=x;+Ax (Figura7.4), ylafuncién u,es

Ug = Ug (23 — cty) = ug (g + Ax — c(ty + 48)) = ug (g + cAt — cty — cAt) = ug(x, — cty)

I L B J

: N 1

! :% ual :ﬁ ua2
I

|

| x1 \|

E i x2 N|

= |

Figura 7.4. Velocidad de la onda

Puesto que la funcién u, es la misma en los puntos 1 y 2, se demuestra entonces que la

velocidad de la onda es la magnitud de c de la ecuacion 7.18.

Comparando las ecuaciones 7.16 y 7.17

2

_/1+ZG
p

Cc

Por lo tanto, la velocidad de una onda de compresion vale

o _ [a+2e
& =W=1" (7.21)

Sea ahora una onda de cortante que se transmite en la direccién del eje x (Figura 7.5).
Consideremos que tnicamente ocurren desplazamientos v a lo largo de la onda. La ecua-

cidén 7.22a es
02 a
pa—t;]: (G-I-T]E) Vv (7.22a)

]

Figura 7.5. Onda de cortante en direccion x

X
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Pero

ov _ ov _0

dy 0z
0%v N 0%v N 02%v 3 0%v
0x?  9y?  9z2 0Ox?2

Vv =

La ecuacion 7.22a queda

o _ ot
atz ~ pox?

Comparamos las ecuaciones 7.22by 7.17

7.5 Vibracion de un estrato de suelo blando

(7.22b)

(7.22¢)

Sea un estrato de suelo blando de espesor H, como el indicado en la Figura 7.6, y conside-

remos una onda de cortante que se propaga en direccion vertical, con desplazamiento de

particulas sélo en la direccion del eje x (onda SH). De acuerdo con la ecuacion 7.14a, la

ecuacién de movimiento es
9%u

Pz = (G +n%) V%u

Como el desplazamiento horizontal u sélo varia en la direccién z

au_ au_o
ax 9y

(7.23)
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Entonces

Figura 7.6. Vibraciéon de un estrato de suelo blando

Por lo tanto

%u 9\ o*u _ .d%u a3u
Por = (G+"a)7— Gzt 50,2 (7.24)

Supongamos ahora que el desplazamiento de la base rigida esta dado por
u, = Ce' = C(cos Nt + isen 0t) (7.25)
Lo que implica que la base tiene un movimiento armoénico de frecuencia circular Q.

Definamos la funcién de amplificacion f, como el cociente del maximo valor absoluto de
la aceleracion en la superficie del estrato, entre el maximo valor absoluto de la aceleracién
de la base rigida. La solucion de la ecuacion 7.24 conduce a (Roesset, 1969)

1
- Jcosh2a cos?B+senh?a sen?p (7.26)

fa
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siendo

(7.27)

(7.28)

donde

1 es el amortiguamiento en el suelo blando

Q es la frecuencia circular de la base rigida

H es el espesor del suelo blando

G es el mddulo dinamico de rigidez al cortante, del suelo blando

La respuesta del sistema depende de la hipdtesis que se haga respecto al amortiguamiento.
Se puede considerar que la viscosidad es inversamente proporcional a la frecuencia, de tal
modo que 70/G = 2( sea una constante. Aplicando las ecuaciones 7.26 a 7.28 se obtiene la

respuesta del estrato.

Las frecuencias correspondientes a los modos naturales de vibrar del estrato se hallan con

la siguiente expresion

Qi-Dr |6
w; = T\/% (7.29)

w; = frecuencia circular del modo i de vibrar
Los periodos de vibracién del estrato son dados por

_2m_ 4H |p
Ty = w;  2i-1+/G (7.30)

i=12..

El periodo para el primer modo de vibrar, o modo fundamental, se obtiene con i = I

Ts1 = 4H\g (7.31)
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Ejemplo E7.2. Para el estrato de arcilla blanda de la Figura E-7.1, determinar

El periodo natural de vibracién del estrato, correspondiente el primer modo.

El factor de amplificaciéon de la aceleracion, f,, para un espesor H del estrato de 30 m.

H G = 3400 kPa (= 10 %
y=13 kN/m’ Arcilla de consistencia
blanda

Arena compacta «—»
Tonda incidente=2.5s

Figura E7.1. Vibracién de un estrato de suelo blando

Soluciéon
Usamos la ecuacién 7.31

Ty = 4(30) |3200 = 2.369 s

10

=9

2 ¢

10

—~ =2(0.10) = 0.2

G

nﬂ>2

—) =0.04

(G

0=2"_2" _5513rad
=T =35=% rad/s

G 3400
Cs= |[—= 35— = 50.653m/s
P 5e1
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Aplicamos las ecuaciones 7.27 y 7.28

30)(2.513) [V1I+0.04—1

a= (30X ) = 0.14523
V2(50.653) 1+ 0.04
30)(2.513) [VI+0.04+1

B = (30)( ) = 1.46667
V2(50.653) 1+ 0.04

e +e @
cosha = — = 1.01056

cosh?a = 1.02124

a -a

e e
senha = — = 0.14574

senh?a = 0.021240
cos? f =0.010803

sen? B = 0.98920

Reemplazamos en la ecuacion 7.26

1
f = 5.586

¢ /1.02124(0.010803) + 0.021240(0.98920)

Ejemplo E7.3. Para el estrato de arcilla blanda de la Figura E7.2, hallar los factores de am-
plificacion para espesores H de 20, 30, 40 y 50 m

H G = 3400 kPa (= 14 %
y = 13 kN/m’ Arcilla de consistencia
blanda

Arena compacta «—»
T onda incidente =2.5 s

Figura E7.2. Estrato de arcilla blanda
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Soluciéon

Usando la ecuacién 7.26, en la Figura E7.3 se muestra la variacion de las magnitudes del

factor de amplificacion de la aceleracion f, con el espesor H del suelo blando.

Figura E7.3. Factor de amplificacion

7.6 Fraccidon del amortiguamiento critico

En un sistema de un grado de libertad

(_c_c_c\/E_c K
T Cerit . 2VMK ~ 2VMK VK 2K \\M

En un medio continuo elastico

_n

Z_zc;

cn
2K
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7.7 Ecuaciones de movimiento considerando el movimiento de la base ub
Ug =Uptu
En donde

u, es el desplazamiento de la base

u es el desplazamiento del elemento con respecto a la base

u, es el desplazamiento general del elemento

Utilicemos la segunda ley de Newton en la direcciéon x

2
ad Ug
at2

JAFE, =ma, =m

Asi (Figura 7.7)

oy’ (2dy)(2dz) + 14, (2dx)(2d2z) + T4, (2dx) (2dy) — 0,(2dy) (Zdz)
—Txy(2dx)(2dz) — 1,,(2dx)(2dy) + by (2dx)(2dy)(2dz) = p(de)(Zdy)(Zdz) (7 32)

Pero

, do.
0y = 0y + a—;(de)

0Ty
Tyy = Txy+—(2d )

, ot
Ty = Tyz + 6;2 (2dz)

Reemplazando en la ecuacion 7.32

%(de)(Zdy)(Zdz) +6 %Y (2dx)(2dy)(2dz) + Lz (2d )(2dy)(2dz) + b, (2dx)(:

2u
= p(2dx)(2dy)(2dz) = 322

99y | Oy | 0Txz )
ox t the=p5n a2 (7.33a)
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Procediendo en forma analoga

ot do. ot 2%v
yx , 99y yz — g
ax +ay+ oz +by P

2

or, 0t 0o o'w
zx + zy + z +bz :p 2g
ox oz ot

z
A
EOZ'
/: Tyz Ox
xz' i
ityx Tzy'

o
&

Ty

oy Tax'

Figura 7.7. Elemento sometido a fuerzas de contacto y fuerzas de cuerpo

Hagamos
' 22
by’ =by —p a:zg
' a2vg
b'=b,—p o
bieh 82wg
z — Yz p atz

(7.33b)
(7.33¢)
(7.34a)
(7.34b)
(7.34c)
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La ecuacion 7.33a queda

oo, Ot, oOr
L+ +—=+b'=0
ox Oy Oz * (7.35)

Procediendo en forma analoga para las direcciones y y z, arribamos al siguiente sistema

de ecuaciones

oo, 0t ot
L4 +—24+5"'=0 7.36
& o e (7.36a)

or. oo, 0
T 99 9% g (7.36b)
o o oz

6er + 8sz 80'2 +bz'= 0 (7366)
ox oy oz
donde
2
by = by — p i (7.37a)
, 02
by' = by —p5 2 (7.37b)
, a%w
b, =b, - p73 (7.37¢)

Las ecuaciones 7.36 son validas para un medio continuo formado por cualquier tipo de
material, y se deben cumplir en todo fenémeno perteneciente a la fisica newtoniana.

Por otra parte

,0&, de,
oy =gy, + 1 E+2GSX+27’]E
ay.
Tay = Gy +11—5 >
ay.
Tz = GYxz + 1 aiz

Yy
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Reemplazamos en la ecuacién 7.33

dox | Oy | 9tz |y _ 07U
ox oy + 0z the=p 0x2

9%ug 80y |, OTxy | 0Ty,

at? by = ax T ay 9z

azug _ 0 y0&y Oey a OYxy d OYxz
Pt = by = 3= (Ao, + X' T2+ 26, + 20 5) + 5o (Gray +1722) + 2 (G + 1 722)

2%ug 0 ;0 a\] 2&v 9\ p2
pot—be=|(A+ A )+ (G +n)|5E+ (G +n3)vPu (7350

(
p2t b, =[x D)+ (G40 2)| L+ (6 +02)V20 ()
(

at2 at oy
9wy _ ;0 a\10e, 3\ o2
st b= (A2 5) + (6 +ng)| T2+ (G +n7) 7w (7380
/lyGenkij\i
m
A'ynen .

En las ecuaciones anteriores

Ju Jdv Jdw

8v=€x+€y+82=a+@+£

0%u  0%u 0%u

V2u =
U= axe * dy? + 0z?
2y = 0%v N 0%v N 0%v
VT 9t dy?  0z?
5 02w 02w 0%w
Vew =

d0x? * dy? * 0z?
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Las ecuaciones 7.38 se pueden poner

p2ie— b, = (A% + 228 + (622 4022 + [6(720) + 1 2 (7)) (7.39a)
p ot by, = (52 + 1 2 + (652 4 n T2 + [6(720) + 0 5 (7)) (7.39)
p a;:i“’ —b, = (A% + z%) + (G % +1 g%)] + [G(Vzw) + n% (Vzw)] (7.39¢)

7.8 Onda de cortante SH

Se trata de una onda de cortante que viaja en direccion vertical, con desplazamiento uni-

camente en la direccion x. La ecuacidén de movimiento es (ecuacion 7.14a)

azu_ G+ 9 V2
p6t2_< nat) u

Como consideramos que el movimiento ocurre sélo en direccion vertical

Ju OJu
ox 9y
Entonces
Py o P P o 0%
T ax2 | 8y? | 9z2 ~ 9z2
Pu_ ot 0ok
Parz = Yoz TN5ia,2
0%u 0%u 23u
P 7=G—+1n
ot2 0z2 otoz? (7 40)

La ecuacion 7.40 mide el movimiento de una onda de cortante con desplazamiento hori-

zontal, que viaja s6lo en direccion vertical.
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Anexos

A. Calculo vectorial
A.1 Introduccion

Presentamos a continuacién algunas expresiones utiles de calculo vectorial para la meca-
nica del medio continuo.

A.2 Funciones vectoriales lineales
Se denominan funciones vectoriales lineales u homografias vectoriales a aquellos opera-
dores que transforman vectores en vectores, y operan linealmente sobre ellos. Si H es una

funcién vectorial lineal, u y v dos vectores y m un escalar, entonces (Levi, 1980)

H u es un vector

Se tiene que

Teorema de la divergencia para funciones vectoriales lineales
Se define la divergencia de una funcién vectorial lineal H de la siguiente forma
vy = 28l 9H) | OHk
divH = ——+ oy oz (A.1)

Con las definiciones anteriores, el teorema de Gauss queda (Levi, 1980)

[ divHdV = [ HndS (A.2)
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Demostremos a continuacion la ecuacion A.2. El teorema de Gauss para vectores estable-

ce que

J,, divudv = [ (u-n)ds (A.3)

Aplicando esta ecuacion a los vectores uxi, uyi y uzi, respectivamente, obtenemos

Lc <%)dv = fsc u(i- n)ds
fvc @%)dv: J;C uy(i+ n)ds

fvc @L:cz)d‘/ = fsc u (i n)ds

Multiplicando las igualdades anteriores por I, j y k, respectivamente, y sumandolas

J,,C (g%)d‘/:LCE(f'n)ds

Aplicando la ecuacidon A.3 a los vectores vxJ, vyj y vzj,y después a los vectores w,k,

WyE y w,k, obtenemos

fvc (%)dv=£cﬂ(i' n) ds
Joe (,‘3—;) av = [ v(j- n)ds (A.4)
va ((?3_‘:/) dv = fsc w(k ) ﬂ) as

Ademas

anxi+nyj+n212=(i- Q)i+(j- Q)j+(k- Q)E

Hn=(i- n)Hi+(j- n)Hj+ (k- n)Hk
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Sean
u=Hi
v =Hj
w = Hk

Reemplazando estas expresiones en el sistema de ecuaciones A.4 y sumando miembro a

[ )+ (L) [ (| [ snas

Considerando la ecuacién 3.A.1 arribamos a

miembro

fdivﬂdef HndS
vc N

que es justamente la ecuacion A.2 (Levi, 1980).

253

SOXaUuy




Anexos

B. Rotacion de un sistema coordenado en el plano

Consideremos que el sistema de coordenadas xy de la Figura B.1 gira un angulo 6, dando
lugar a un nuevo sistema de coordenada x 'y . Obtengamos las coordenadas x y y en fun-
cion de las coordenadas x“y y” de la Figura B.1.

Figura B.1. Sistema de coordenadas xy
x =0A =Rcos(0 + ¢) (B.1)
y = AP = Rsen (6 + ¢) (B.2)
x =0A = Rcos ¢
y = AP = Rsen ¢

Sustituyendo en la ecuacién B.1

x=x cos—y sen (B.3)

Sustituyendo en la ecuacién B.2

y= x senf+7y cos@ (B.4)

SOXaUuy
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C. Programa de computo para calcular esfuerzos, deformaciones
y elasticidad lineal

En esta seccion se presenta un cddigo en lenguaje FORTRAN para resolver problemas de
estados de esfuerzo-deformacion, incluyendo elasticidad lineal. Para compilarlo, se debe
considerar que esta escrito en formato fijo (Fix Format), lo cual debe respetar las reglas
para codigos del 77 (con extension .FOR, .F o .F77).

C.1 Codigo
Columnas
(W 7-72

Realizado por los profesores:

Armando hermosillo arteaga

Héctor sanginés garcia
Febrero de 2024
Asignatura: fundamentos de mecanica del medio continuo

Programa para calcular esfuerzos/deformaciones a partir de un

Tensor tridimensional

Variables:

Sx=sigma x

Sy=sigma y

Sz=sigma z

Taoxy= esfuerzo cortante xy

Taoxz= esfuerzo cortante xz

Taoyz= esfuerzo cortante yz

S1= esfuerzo principal 1

S2= esfuerzo principal 2

S3= esfuerzo principal 3

Sn : esfuerzo normal al plano cuya normal es n

Tn : esfuerzo cortante en el plano cuya normal es n

A=alpha

B=beta

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C

G=gama
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E: matriz , tensor de esfuerzos

Sn: esfuerzos normales de esfuerzos actuando en la direccion n

Nvec:vector de cosenos directores

Program tensor

Integer np

Real pi
Parameter(np=10,pi=3.14159265359)
Real sx,sy,sz,taoxy,taoxz,taoyz,s1,s2,s3
Real i1,i2,i3

Real nvec(np),nmag,vec(np),vec2(np)

Real ratio,d(np),v(np,np),r(np)
Real e(np,np),sn(np,np),e2(np,np)
Real c(np,np)

Character *13 textol,texto2

Real emod,nu,gmod,lam

Integer norden(3)

Character *10 unid

Integer flag
Open(1,file="datos.Dat’,status="old’)
Open(2,file="results.Dat’,status="unknown’)
Read(1,)

Read(1,*) ncaso

Read(1,)

Read(1,%) unid

Flag=0

If(ncaso.Eq.1) Then
Textol=esfuerzos’

Texto2="deformaciones’
Else
Texto2="esfuerzos’

Textol=deformaciones’
Endif
Read(1,)
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Doi=1,3
Read(1,*) (e(i,j),j=1,3)
Enddo
Impresion del tensor de esfuerzos

Write(2,¥) ‘resolviendo para el tensor ‘textol
If(ncaso.Eq.1) Then
Write(2,%) “unidades:”unid
Endif
Do i=1,3
Write(2,101) (e(i,j),j=1,3)
Enddo
Write(2,*) ‘vector unitario’
Read(1,)
Read(1,*) vec(1),vec(2),vec(3)
Read(1,¥)
Read(1,*) vec2(1),vec2(2),vec2(3)
Nmag=(vec(1)**2.4+Vec(2)**2.+Vec(3)**2.)**0.5
Nvec(1)=vec(1)/nmag

Nvec(2)=vec(2)/nmag

Nvec(3)=vec(3)/nmag

If(ncaso.Eq.1) Then

Write(2,*) ‘vector normal al plano n’

Else

Write(2,%) ‘vector direccién €

Endif

Write(2,(3(£10.6,A3))’) nvec(1),i+,nvec(2),j+,nvec(3),K
Multiplicacion del tensor por el vector nvec

Obtencidn de deformaciones o esfuerzos en la direccidén

Del vector normal o direccién
Read(1,%)

Read(1,*) emod,nu
Gmod=emod/(2.*(1.+Nu))

|l Continue
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Sx=e(1,1)

Taoxy=e(1,2)

Taoxz=e(1,3)

Sy=e(2,2)

Taoyz=e(2,3)

Sz=e(3,3)

C(1,1)= nvec(1)

C(2,1)= nvec(2)

C(3,1)= nvec(3)

Call mulmat(e,3,3,c,1,sn)

If(ncaso.Eq.1) Then

Write(2,*) ‘vector esfuerzo ‘unid,

“En la direccion normal al plano n’

Else

Write(2,*) ‘vector deformacioén en la direccion de €

Endif

Do i=1,3

Write(2,*) (sn(i,j),j=1,1)

Enddo

S=(sn(1,1)**2.4Sn(2,1)**2.+Sn(3,1)**2.)**.5

Sigman=sn(1,1)*nvec(1)+sn(2,1)*nvec(2)+sn(3,1)*nvec(3)

Taon=(s**2.0-Sigman**2.0)**0.5

If(ncaso.Eq.1) Then

Write(2,*) ‘los esfuerzos normal y cortante

Actuando en el plano cuya normal esn *’

Write(2,*) ‘magnitud del vector esfuerzo s='s,unid

Write(2,*) ‘sigma n=)sigman,unid

Write(2,%) ‘tao n=)taon,unid

Else

Write(2,*) ‘las deformaciones lineal y angular

Actuando en la direccion e’

Write(2,¥) ‘def=s

Write(2,*) ‘def normal=)sigman
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Write(2,¥) ‘etheta=taon,; def angular=,2.*Taon
Endif
Calculo de los esfuerzos/deformaciones principales
Write(2,*)
Write(2,¥) ‘polinomio caracteristico’

[1=sx+sy+sz

[2=sx*sy+sx*sz+sy*sz-taoxy**2.0-Taoxz**2.0-Taoyz**2.0

[3=sx*(sy*sz-taoyz*taoyz)-taoxy*(taoxy*sz-taoxz*taoyz)+

Taoxz*(taoxy*taoyz-sy*taoxz)

Write(2,¥) ‘polinomio:’
Write(2,100) -sA3+)i1, sA2 +,-12) s +,i3
Calculo de las raices (esfuerzos principales)

Calculo de los esfuerzos principales y sus direcciones

Llamada a subrutina que calcula los valores y

Vectores caracteristicos de la matriz e

Subrutina programada con el método de jacobi

Call jacobi(e,3,np,d,v,nrot)

Write(2,*) ‘eigenvalores (Stextol, principales):’
Do j=1,3
Write(2,(1x,5f12.6)’) D(j)
Enddo
Write(2,(/1x,a)’) ‘eigenvectores (cosenos directores):’
Do j=1,3
Write(2,(1x,t5,3,i3)’) ‘numero)j
Write(2;(1x,5f12.6)") (V(k,j).k=1,3)
Enddo
'Ordenamiento de esfuerzos/deformaciones principales
If((d(1).Gt.D(2)).And.(D(1).Gt.D(3))) then
Norden(1)=1
If(d(2).Gt.D(3)) then
Norden(2)=2
Norden(3)=3
Else

C
&
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
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Norden(2)=3

Norden(3)=2

Endif

Else

If((d(2).Gt.D(1)).And.(D(2).Gt.D(3))) then

Norden(1)=2

If(d(1).Gt.D(3)) then

Norden(2)=1

Norden(3)=3

Else

Norden(2)=3

Norden(3)=1

Endif

Else

If((d(3).Gt.D(1)).And.(D(3).Gt.D(2))) then

Norden(1)=3

If(d(1).Gt.D(2)) then

Norden(2)=1

Norden(3)=2

Else

Norden(2)=2

Norden(3)=1

Endif

Endif

Endif

Endif

Write(2,%)

Write(2,%) norden(1),norden(2),norden(3)

Write(2,*) textol, principales ordenados’

S1=d(norden(1))

S2=d(norden(2))

-
-
-
-
Z

S3=d(norden(3))

If(ncaso.Eq.2) Then
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Write(2,(£10.4,A17,3f10.4)’) S1, en la direccion

Acos(v(1,norden(1)))/pi*180,

Acos(v(2,norden(1)))/pi*180,acos(v(3,norden(1)))/pi*180

Write(2,(f10.4,A17,3f10.4)’) S2, en la direccion,

Acos(v(1,norden(2)))/pi*180,

Acos(v(2,norden(2)))/pi*180,acos(v(3,norden(2)))/pi*180

Write(2,(£10.4,A17,3f10.4)’) S3, en la direccion,

Acos(v(1,norden(3)))/pi*180,

Acos(v(2,norden(3)))/pi*180,acos(v(3,norden(3)))/pi*180

Else

Write(2,(£10.4,A8,a17,3f10.4)’) S1,unid, en la direccion,

Acos(v(1,norden(1)))/pi*180,

Acos(v(2,norden(1)))/pi*180,acos(v(3,norden(1)))/pi*180

Write(2,(£10.4,A8,a17,3f10.4)’) S2,unid, en la direccion,

Acos(v(1,norden(2)))/pi*180,

Acos(v(2,norden(2)))/pi*180,acos(v(3,norden(2)))/pi*180

Write(2,(£10.4,A8,a17,3f10.4)’) S3,unid, en la direccion,

Acos(v(1,norden(3)))/pi*180,

Acos(v(2,norden(3)))/pi*180,acos(v(3,norden(3)))/pi*180

Endif

Tensor principal

Write(2,*)

If(ncaso.Eq.1) Then

Write(2,%) ‘esfuerzo, cortarte max’(s1-s3)/2.,Unid

Else

Write(2,*) ‘deformacién; angular max;(s1-s3)/2.

Endif

Write(2,%)

Write(2,%) ¢ ’

Write(2,*) ‘a partir del tensor principal’

E(1,1)=s1

E(1,2)=0.

E(1,3)=0.
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E(2,1)=e(1,2)
E(2,2)=s2
E(2,3)=0.
E(3,1)=e(1,3)
E(3,2)=e(2,3)
E(3,3)=s3
Nmag=(vec2(1)**2.+Vec2(2)**2.+Vec2(3)**2.)**0.5
Nvec(1)=vec2(1)/nmag
Nvec(2)=vec2(2)/nmag
Nvec(3)=vec2(3)/nmag
If(ncaso.Eq.1) Then
Write(2,¥) ‘vector normal al plano’
Else
Write(2,%) ‘vector en la direccion’
Endif
Write(2,(3(£10.6,A3))’) nvec(1),i+,nvec(2),j+,nvec(3),k
Multiplicacion del tensor por el vector nvec
C(1,1)= nvec(1)
C(2,1)=nvec(2)
C(3,1)=nvec(3)
Call mulmat(e,3,3,c,1,sn)
If(ncaso.Eq.1) Then
Write(2,*) textol, en la direccion normal al plano’
Else
Write(2,*) textol, en la direccion de €
Endif
Doi=1,3
Write(2,%) (sn(i,j),j=1,1)
Enddo
S=(sn(1,1)**2.+Sn(2,1)**2.+Sn(3,1)**2.)**.5
Sigman=sn(1,1)*nvec(1)+sn(2,1)*nvec(2)+sn(3,1)*nvec(3)
Taon=(s**2.0-Sigman**2.0)**0.5
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If(ncaso.Eq.1) Then

Write(2,) ‘los esfuerzos normal y cortante

Actuando en el plano n:’

Write(2,*) ‘sigma n=)sigman,unid

Write(2,*) ‘tao n=,taon,unid

Else

Write(2,*) ‘las deformaciones lineal y angular

Actuando la direccion e

Write(2,*) ‘def normal=’sigman

Write(2,*) ‘etheta=taon,; def angular=,2.*Taon

Endif

Write(2,%) ’

Write(2,%) ‘con teoria de elasticidad’

Write(2,%)

Write(2,*) ‘propiedades elasticas:’

Write(2,%) ‘modulo de elasticidad:’emod,unid

Write(2,*) ‘modulo de rigidez al cortante:,gmod,unid

Write(2,¥) ‘relacion de poisson:,;nu

Lam=nu*emod/((1.4+Nu)*(1.-2.*Nu))

Write(2,%) ‘lamda=’lam,unid

Write(2,%)

If(ncaso.Eq.1) Then

Write(2,*) ‘deformaciones a partir de esfuerzos’

Ex=(1./Emod)*(sx-nu*(sy+sz))

Ey=(1./Emod)*(sy-nu*(sx+sz))

Ez=(1./Emod)*(sz-nu*(sx+sy))

Gxy=(1./Gmod)*(taoxy)

Gxz=(1./Gmod)*(taoxz)

Gyz=(1./Gmod)*(taoyz)

Write(2,%) e(1,2),e(1,3),e(2,3),gxy,gxz,gyz

E2(1,1)=ex

E2(1,2)=gxy/2.

E2(1,3)=gxz/2.
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E2(2,1)=€2(1,2)
E2(2,2)=ey
E2(2,3)=gyz/2.
E2(3,1)=e2(1,3)
E2(3,2)=e2(2,3)
E2(3,3)=ez
Impresion del tensor
Write(2,%) ‘tensor Stexto2
Do i=1,3
Write(2,102) (e2(i,j),j=1,3)
Enddo
Ncaso=2 !Invierte el caso para calcular de esfuerzos a deformaciones
Else

Write(2,¥) ‘esfuerzos a partir de deformaciones’

Ev=sx+sy+sz
Write(2,%) ‘ev=)ev

Sx=lam*ev+2.*Gmod*sx

Sy=lam*ev+2.*Gmod*sy

Sz=lam*ev+2.*Gmod*sz
Txy=2.*Gmod*(taoxy) !2*G*exy
Txz=2.*Gmod*(taoxz)
Tyz=2.*Gmod*(taoyz)

Write(2,%) e(1,2),e(1,3),e(2,3),gxy,gxz,gyz
E2(1,1)=sx

E2(1,2)=txy

E2(1,3)=txz

E2(2,1)=e2(1,2)

E2(2,2)=sy

E2(2,3)=tyz

E2(3,1)=e2(1,3)

E2(3,2)=e2(2,3)

E2(3,3)=sz

Ncaso=1 !Invierte el caso para calcular de deformaciones a esfuerzos
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Impresion del tensor

Write(2,%) ‘tensor Stexto2 , unid

Doi=1,3

Write(2,102) (€2(i,j),j=1,3)

Enddo

Endif

Flag=1+flag

If(flag.Eq.1) Then

Write(2,102) ‘guardando tensor en €

Do i=1,3

Do j=1,3

E(i,j)=e2(i,j)

Enddo

Write(2,102) (€2(i,j),j=1,3)

Enddo

Goto 1

Endif

Format(a5,e15.8,A6,e15.8,A4,e15.8)

Format(3f18.8)

Format(3e20.8)

Endprogram tensor

Subroutine jacobi(a,n,np,d,v,nrot)

Integer n,np,nrot,nmax

Real a(np,np),d(np),v(np,np)

Parameter (nmax=500)

Integer i,ip,iq,j

Real ¢,g,h,s,sm,t,tau, theta, tresh,b(nmax),z(nmax)

Do 12 ip=1,n

Do 11ig=1,n

V(ip,iq)=0.

Continue

V(ip,ip)=1.
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Continue

Do 13 ip=1,n

B(ip)=a(ip,ip)

D(ip)=b(ip)

Z(ip)=0.

Continue

Nrot=0

Do 24 i=1,50

Sm=0.

Do 15 ip=1,n-1

Do 14 ig=ip+1,n

Sm=sm-+abs(a(ip,iq))

Continue

Continue

If(sm.Eq.0.)Return

If(i.Lt.4)Then

Tresh=0.2*Sm/n**2

Else

Tresh=0.

Endif

Do 22 ip=1,n-1

Do 21 ig=ip+1,n

G=100.*Abs(a(ip,iq))

If((i.Gt.4).And.(Abs(d(ip))+

G.Eq.Abs(d(ip))).And.(Abs(d(iq))+g.Eq.Abs(d(iq))))then

A(ip,iq)=0.

Else if(abs(a(ip,iq)).Gt.Tresh)then

H=d(iq)-d(ip)

If(abs(h)+g.Eq.Abs(h))then

T=a(ip,iq)/h

Else

Theta=0.5*H/a(ip,iq)

T=1./(Abs(theta)+sqrt(1.+Theta**2))
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If(theta.Lt.0.)T=-t

Endif

C=1./Sqrt(1+t**2)

S=t*c

Tau=s/(1.+C)

H=t*a(ip,iq)

Z(ip)=2(ip)-h

Z(iq)=z(iq)+h

D(ip)=d(ip)-h

D(iq)=d(iq)+h

A(ip,iq)=0.

Do 16 j=L,ip-1

G=a(j,ip)

H=a(j,iq)

A(j,ip)=g-s*(h+g*tau)

A(j,iq)=h+s*(g-h*tau)

Continue

Do 17 j=ip+1,ig-1

G=a(ip,))

H=a(j,iq)

A(ip,j)=g-s*(h+g*tau)

A(j,iqQ)=h+s*(g-h*tau)

Continue

Do 18 j=ig+1,n

G=a(ip,))

H=a(iq,j)

A(ip,j)=g-s*(h+g*tau)

A(iq,j)=h+s*(g-h*tau)

Continue

Do 19j=1,n

G=v(j,ip)

H=v(j,iq)

V(j,ip)=g-s*(h+g*tau)
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V(j,iq)=h+s*(g-h*tau)

Continue

Nrot=nrot+1

Endif

Continue

Continue

Do 23 ip=1,n

B(ip)=b(ip)+z(ip)

D(ip)=b(ip)

Z(ip)=0.

Continue

Continue

Pause ‘too many iterations in jacobi’

Return

End

Subroutine mulmat(a,m,l,b,n,c)

Subrutina para multiplicar dos matrices de

M renglones por n columnas

Real a(10,10),b(10,10),c(10,10)

Producto de matrices

Do 6i=1,m

Do 6 j=1,n

C(1,j)=0.0

Do 6 k=1,1

C(i,j)=a(i,k)*b(k,j)+c(i,j)

Continue

End subroutine mulmat
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C.2 Ejemplo

C.2.1 . Dado un tensor deformacion

E =(0.02 0.05 0

0 0 -0.04

0.02 0.02 0.0 ‘

Determinar:

a) Las deformaciones unitarias lineal y angular, en la direccién

—0.7709
a=1| 09148
0
b) Determinar las deformaciones unitarias principales
c) Si el material es elastico lineal, con un médulo de elasticidad de E=2000 kgf/cm?, y

una relacion de Poisson de v=0.28, determinar los esfuerzos normal y cortante en el
plano octaédrico.

El archivo de datos lo muestra la Figura C.2.1

S e S B ey S -y S 2

FCASO: ESFUERZOS -> DEFORMACIONES (1), DEFORMACIONES->ESFUERZOS (2)

2
—Sistema de Unidades
"kgf/cm2"
TENSOR
2e-2 2e-2 0.0
2e-2 S5e-2 %)
] ] -4e-2
~IVECTOR PERPENDICULAR AL PLANO (RESPECTO A TENSOR)
-8.7709 9.9148 %)
~IVECTOR PERPENDICULAR AL PLANO (RESPECTO A TENSOR PRINCIPAL)
. 0.547 8.547 8.547
—PROPIEDADES ELASTICAS E, NU
2000 9.28

SOXaUuy

Figura C.2.1. Archivo de datos para ejecutar el programa para el ejemplo
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Los resultados para cada inciso se presentan a continuacion.

Inciso a)

|RESOLVIEM)O PARA EL TENSOR DEFORMACIONES

©.02000000 ©.02000000 ©.00000000
©.02000000 ©.05000000 ©.00000000
©.00000000 ©.00000000 -0.04000000

VECTOR UNITARIO

VECTOR DIRECCION e

-0.644401 i+ ©.764688 j+ ©.000000 Kk

Vector Deformacién EN LA DIRECCION DE e

2.4057403E-03

2.5346378E-02

©.0000000E+00

LAS DEFORMACIONES LINEAL Y ANGULAR ACTUANDO EN LA DIRECCION e:
def= 2.54608292E-02

DEF NORMAL= 1.7831806E-02

ETHETA= 1.8172869E-082 ; DEF ANGULAR= 3.6345739E-02

Inciso b)

POLINOMIO CARACTERISTICO
(1-5"3+ ©.30000001E-01 S™2 + ©.22000000BE-02 S +-0.24000003E-04

£ DEFORMACIONES PRINCIPALES ORDENADOS
©.0600 EN LA DIRECCION 63.4358  26.5651 90.0000
©.818@ EN LA DIRECCION 26.5651 116.565@ 9@.eeee
-0.6400 EN LA DIRECCION 90.0000  90.0000 ©.0000

Inciso ¢)

LOS ESFUERZOS NORMAL Y CORTANTE ACTUANDO EN EL PLANO n:
SIGMA n=  45.45454 kgf/cm2
TAO n=  63.78879 kgf/cm2
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D. Base en un espacio vectorial

Definicion. Si V es cualquier espacio vectorial y S ={v1, v2, ..., v,} es un conjunto de
vectores en V, entonces se llama base de V si se cumplen las dos condiciones
siguientes:

a) Seslinealmente independiente
b) SgeneraaV

Una base es una generalizacion de espacio vectorial de un sistema de coordenadas en es-
pacios n-dimensionales.

Teorema. Si S ={v1, v2, ..., vn}es una base de un espacio vectorial V, entonces todo vector
ven V se puede expresar en forma tinica como v = ¢,v,+¢,V,+...+¢,v,, en donde

Cp C5...,CN SON escalares.
Coordenadas respecto a una base

Si S ={v,, v, ..., v,} es una base para un espacio vectorial V'y v = c,v,+c,v,+...+¢c,v, es la
expresion de un vector v en términos de la base S, entonces los escalares ¢, c,,...,c,

Se denominan coordenadas de v respecto a la base S. El vector ( cl, c2,...,cn) en Rn que
se obtiene a partir de estas coordenadas se llama vector de coordenadas de v con respecto
a S. Se denota por:

(V)S= (¢, Cppe..5Ch1)

Observacion. Se debe notar que los vectores de coordenadas no sélo dependen de la base
S, sino también del orden en que se escriben los vectores basicos; un cambio en el orden
de los vectores basicos da por resultado un cambio correspondiente en el orden de los
elementos en los vectores de coordenadas.
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Ejemplo D.1

Dado el vector u = 0.87297 + 0.4364j — 0.21822k referido al sistema de coordenadas cuya
base es S ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, determinar el vector u’ referido al sistema coordena-
do cuya base es S’ ={(0.5018, 0.73379, 0.458),(~0.38922, —0.281325, 0.87714), ( 0.7725,
~0.6184, 0.14444)}

Soluciéon
Para ello se establece que, el vector normalizado u referido al sistema S’ es

U=C etC 6106,

En donde u’ = (¢}, ¢y...,c,) €s un vector de coordenadas referido a la base S’ ={¢,, e, ¢;}.
Estableciendo la siguiente ecuacién matricial

€11 €21 €31]|U1 Uy
€12 € ezl l|u,| = (U
€13 €33 €33

Para obtener el vector u referido al sistema de ejes principales basta con resolver el sistema.
u'y e11 €21 €3] [
u'y| = [312 €22 332] !uzl
u's €13 €23 €33] U3

u'y 0.5018 —0.38922 0.7725 171 0.8729 0.6583
u’z = =
u's

Sustituyendo valores

0.7338 —0.281325 -0.6184 0.4364 —0.6539
0.458 0.87714  0.14444 —0.21822 0.3729
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