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IIIa PARTE 

PROCESOS Y CADENAS DE MARKOV 

l. INTRODUCCION 

Un proceso estocástico es Markoviano si, para todo entero n y va 

lores del parámetro tn > tn-l > ••• > t
0

, se tiene: 

El "pasado" del proceso no afecta las probabilidades del proce­

so en el "futuro" bajo la condici6n que el "presente" es conoci­

do (Conceptos generales, inciso 3.2). 

Los procesos markovi~nos pueden clasificarse de acuerdo con: 

a) la naturaleza del parámetro (discreto o continuo) 

b) la naturaleza del espacio de "estados" (valores posibles del 

proceso) 

Espacio de estados S 

------.-------t---D_i_·s_c_r_e_t_o ___ ~
1 
___ c_ontinuo ~ 

"Cadena" de !,1arkov i Proceso de Markov j. 

Parámetro 
(t) 

Discreto de parámetro dis- : de parámetro dis- ¡ 
creto ere to ; 

Continuo 
"Cadena" de Markov 
de parámetro conti 
nuo 

··--·--·•"··-·-------! 
' 

Proceso de Markov i 
de parámetro conti- : 
nuo 

----------------·----- ___ ..,__ __________ ____¡ 



Un proces9 estocástico de este tipo se describe mediante funcio­

nes de probabilidad de transición P(E,tlx,t
0

) que representan la 

probabilidad de que, en el tiempo t, el estado del sistema pert~ 

nezca al conjunto E dado que en t
0

(<t) el sistema se encontraba 

en el estado x. 

El proceso es de probabilidades de transici6n estacionarias si 

éstas sólo dependen de t y t
0 

a través de (t-t
0
). 

Se pondr~ énfasis en el estudio. de cadenas de Markov y principal 

mente de los aspectos siguientes: 

a) El comportamiento transitorio de las cadepas de Markov (Estu­

dio de sus funciones de probabilidad -de transici6n). 

b) El comportamiento a largo plazo de las cadenas, en particular 

el estudio del limite n(E), si es que existe, de P(E,tlx,t
0

) 

cuando t-+- oo. 

c) El problema de los tiempos de ocupaci6n de un estado dado, de 

primer paso en un estado, de paso de un conjunto de estados a 

otro y de recurrencia en un mismo estado. 

En lo que sigue, para cadenas Markovianas se usará la notaci6n 

simplificada Xn en lugar de X(tn>· 



1 
1 

Ejemplo 1.1 

Cadena de Markov de parámetro discreto con 2 estados posibles. 

Un ejemplo de este tipo de proceso es el siguiente: 

·Al empezar el día, una máquina se encuentra o no en estado de 

funcionar. Se supondrá que si la máquina no funciona el día n, 

existe una probabilidad p de que haya sido reparada para el día 

(n+l). Se supondrá además, que si la máquina funciona el día n 

existe una probabilidad q de que estará descompuesta el día 

(n+l). Finalmente, se admitirá que la probabilidad de que esté 

descompuesta el primer día es TI
0

{0). 

C(t) 

(Funciona) 1 + + 

1 2 3 días 

En este caso, se pueden definir las probabilidades de transi-

ción siguientes: 

P [xn+l = llxn = o] = p 

P[Xn+l = o¡x = 1] = q n 

y P[X
0 

o] = iT (O) = o 
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También se tendrá: 

P[Xn+l = O IX = O] = 1 - p 
n 

P[Xn+l = 11 xn = 1} = 1 - q 

y P[X
0 

= 1J = 1 - TTO (O) = TT
0 

(1) 

de lo anterior, se pueden fácilmente deducir las probabilidades 

P[Xn = o] y P[Xn = lJ; se tiene: 

P[Xn+l=O] = P[Xn+l=O, Xn=O] + P[Xn+l=O, Xn=l] 

= P [xn=OJ P [xn+l =O I Xn=OJ + P [xn=l] P [xn+l =O I Xn=l] 

= (1-p) P[Xn=O] + q P[Xn=l] 

= (1-p) P[Xn=O] + q(l-P[X
0
=0]) 

= (1-p-q) P [xn=O] + q 

para n+l=l se tendrá: 

para n+1=2: 

(1-p-q) TT ,(0) + q 
o 

P[X2=oJ = ·(1-p-q)P(X¡=O) + q 

= (1-p-q)2
1r

0
(0) + q[l+(l-p-q)] 

repitiendo lo anterior n veces se ve que: 

n-1 . 
P [X =O] = (1-p-q)n TT- (0) + q l: (1-p-q)J 

n o j=O 
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En el caso trivial en el que p=q=O se tendrá evidentemente: 

P[Xn = 0] = n
0

(0) 

~[xn = 1] = TTO(l) 

Si se supone que p+q>O, entonces puede aplicarse la relaci6n: 

y se concluye que: 

y, por analogía: 

n 1-(1-p-q) 
p + q 

= _p_ + (1-p-q)n [ir (1) - __E_J 
p+q o p+q 

si p y q no son simultáneamente nulos ni iguales a 1, entonces 

O<p+q<2, lo que implica ll~p-ql<l y es posible definir un límite 

para las probabilid~des anteriores: 

lim P[X =O]= _g_ n p+q. 
n-+-00 

y lim P [x =lJ = _p_ n p+q 

otra forma de llegar a estos límites consiste en escoger n
0

(0) y 

TT0 (1) de tal forma que PjXn=OI y PIXn=ll sean independientes 

den. Para ello, obviamente debe escogerse: 

= _g_ 
p+q y 1T (1) = _p_ 

o p+q 



Se tiene entonces: 

y = _E_ 
p+q 

las probabilidades P[X =O] y P[X =1] permanecen constantes para n n 

cualquier n*. 

Si se quiere estimar la probabilidad: 

es posible emplear la propiedad Markoviana sustituyendo 

*Nota: Si p+q=l las probabilidades permanecen constantes 

P[Xn~oJ = q y P[Xn=l] = p independientemente de las proba 

bilidades iniciales: 

Si e= funciona 

D = descompuesta 

{ D con prob q 
e 

e con prob p 

D l D con p~ob q 

e con prob p 

Vemos que en este caso P [xn+l =xn+l lXn=xn]=P [xn+l=xn+lJ 

El valor del proceso en el instante n+l es independient~ 

del valor del mismo en el instante n. 
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P[x2=x2 1x0=x0 ,x1=x1] por: 

P [x2=x2 \ x 1 =x11 
y por ejemplo, con 

se tendrá: 

P[Xo=O,X1=l,X2=0] = 1To(O)pq 

en forma similar, se obtendrá: 

XQ xl x2 P[x0 = XO,xl = xl,x2 

o o o 'ITO (O) (1-p) 2 

o o 1 TI O (O) ( 1-p) p 

o 1 o 1TO(O)pq 

o 1 1 TI
0

(0)p(l-q) 

= 

1 o o (1-TIO (O) )q(l-p) 

1 o 1 _ ( l-1r O ( O ) ) qp 

x21 

1 1 o (l-1r
0 

(O)) (1-q)q 

1 1 1 ( l-1r O ( O )) ( 1-q) 2 
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Ejemplo 1.2 

Un modelo de la teoría de colas. 

Como ejemplo de cadena de Markov, se considerará el número de 

personas en una ·cola que esperan que se les atienda. 

Se supone que la llegada de los consumidores es Poissoniana con 

intensidad X y que los tiempos de servicio de los clientes suce­

sivos son id~nticamente distribuidos e independientes. 

Paran> 1, sea X el número de personas esperando en la fila 
- n 

cuando el qliente n acaba de ser atendido. 

La secuencia {X} es una caden~ de Markov. n 

Si Un es el n~mero de clientes que llegan mientras se atiende al 

cliente n, puede escribirse: 

xn+l .= xn - o(Xn) + 0n+l 

donde o(x) = 1 si X ~ o 
( o de Kronecher) 

o (x) = o si X = o 

en efecto, se pueden presentar 2 casos: 

Xn+l = ºn+l si el cliente n+l no había llegado cuando 

sali6 el cliente n 
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Puesto que ºn+l es independiente de x1 , ... ,xn, no· es necesario 

disponer de los valores de x1 , ... ,xn-l para que, dado Xn' se 

pueda estimar la distribu~i6n condicional de Xn+l· La cadena es 

por tanto Markoviana. 

Esta cadena está "encajada". (imbedded) dentro del proceso N(t) 

igual al número de personas en la cola en el instante k. Es una 

serie de observaciones de este proceso en los momentos 

t 1 , ... ,tn en los cuales salen los clientes: 

Ejemplo 1.3 

Un modelo de inventario. 

Se tiene un inventario de cierto artículo con objeto de satisfa­

cer una demanda continua. Se revisa el inventario en tiempos su 

cesivos t 1 ,t2 ... Se supone que la demanda en el intervalo 

(tn-l'tn) es una variable aleatoria ~n cuya distribuci6n de pro­

babilidad es independiente del periodo considerado. 

k = 0,1,2, ... ,n, ... 



t 

El nivel del inventario se revisa al empezar cada periodo. La 

política de reabastecimiento se define con base en dos valores 

s y s (>s). Si lo que queda en el inventario es <s, se reponen 

inmediatamente los artículos necesarios para llegar al nivel S. 

Si lo que queda es mayor que s, se deja el inventario tal cual. 

Si Xn es el nivel del inventario antes de su revisi6n en el ins­

tante t, los estados posibles de X son n n 

s, s-1, ... +1,0,-1,-2, ... 

donde los números negativos representan pedidos que no han podi-• 

do ser surtidos y lo serán al reponer el inventario. 

De acuerdo con las reglas definidas, se tendrá: 

X - ~ n n+l 

S - ~n+l 

si 

si 

s < X < S n 

X < s n 

los valores x0 ,x1 , ... ,Xn,··· constituyen una cadena de Markov cu 

yas probabilidades de transici6n podrían calcularse a partir de 

la distribuci6n de probabilidad de~ y de las reglas anteriores. n . 



• 

2. CADENAS DE PARAMETRO DISCRETO 

2.1 Probabilidades de transici6n. Ecuaci6n de Chaprnan-Kolmo-

gorov 

Para describir ~na cadena de Markov de este tipo, es necesario 

contar con: 

a} la distribución de probabilidad en cualquier instante del pr~ 

ceso 

b) las proba.bilidades de transici6n 

Pj,k(m,n) = P[Xn=kl~m=j] tiempos n > m > O 

estados j,k 

- Una cadena de Ma~kov está totalmente definida probabilística­

mente por las probabilidades anteriores ya que para cualquier 

entero q y cualquier secuencia de tiempos n 1 ... nq y estados 

k1 .. , ,kq: 

• 

Se dice que la cadena es hornog~nea si p. k(rn,n) s6lo depende 
J, 

de la diferencia (m-n). Entonces: 



Pj,k(n) = P[Xt+n=klXt=j] para cualquier entero· t > O 

y se llama "probabilidad de transición en n pasos" 

- Generalmente Pj,k(l) (1 paso) se escribe solamente p. k 
J, 

Resulta c6modo presentar las probabilidades de transici6n de una 

cadena de Markov {Xn} con espacio de estados {0,1,2, .. ,r} en for 

ma matricial: 

Po,o<m,n) Po,l(m,n) Po,k(rn,n) . . . Po,r(m,n). 

p 1 , 0 {rn, n) P1,1<m,n) . . . P1,k (m,n) P1 (rn, n) ,r 

. . 
P (rn, n) = . . 

. . . . 
p. 

0 
(rn,n) 

J, 
p·. 

1 
(rn ,n) 

J, 
... p. k(m,n) 

J, Pj,r(m,n) 

. . 
. . . 

•·· Pr,k(rn,n) 

Se observa que los elementos· de esta matriz cumplen con las con­

diciones: 

p. k(m,n) > O 
), -

r 
l: p. k(m,n) = 1 

k=l J, 

Las probabilidades· de trans_ici6n satisfacen la llamada ecuaci6n 

de Chapman-Kolmogorov: 



para cualquier tiempo n >u> m > O, y estados j y k se tiene: 

p. k(m,n) = 
J, 

"a 
1
. p .. (m,u)p

1
. k(u,n} esta os J,1. , 

para demostrar lo anterior se usa la propiedad Markoviana y el 

hecho de que: 

·p [xn=k I Xm=j] = r. P [x =k,X =i I x =j] estados i n u m 

= r p [x =k IX =i, X =j] p [x =11 X =j] estados i n u m u m 

En simbología matricial, esta relaci6n puede escribirse: 

P(m,n) = P(m,u)P(u,n) 

De la ecuaci6n de Chapman-Kolmogorov es posible derivar relacio­

nes de recurrencia que permiten obtener cualquier probabilidad 

de transici6n. Se tiene: 

P(m,n) = P(m,n-l)~(n-1,n) (u=n-1) 

= P(m,n-2)P(n-2,n-l)P(n-l~n) 

= ... 

= P(m,m+l)P(m+l,m+2) ... P(n-1,n} 

Por tanto, para conocer P(m,n) para cualquier m ~ n, basta con 

conocer la secuenci~ de matrices de transici6n: 

P (O ,1) ;P (1, 2); ... ;P (n,n+l): ... 



Si se def.ine ahora el vector de probabilidades incondicionales 
r ~ 

, Po <n>: 
1 

.p{n) = Pi (n) i 

• 

T T 
p(n) =_~(O) P(O,n) donde T significa traspuesta 

por tanto, una cadena de Markov está completamente definida si 

se conoce la secuencia de matrices de transici6n anterior y el 

vector de probabilidades incondicionales en el tiempo O,p{O). 

En el caso de una cadena homog~nea (probabilidades de transici6n 

estacionarias): 

si P{n) = {pj,k(n)} Y P = {pj,k} 

{n pasos} (1 paso) 

se tendr~: 

T 
y: p{n) = 
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Ejemplo 2.1 

Volviendo al ejemplo 1.1 (cadena con 2 estados) se observa que 

. la matriz de transici6n en 1 paso es estacionaria: 

1 Po ,O 

P(0,1) =1 
,Pl,O 

y se tiene: 

P(0,2}=p2 = 

L.. 

2 (1-p) +pq 

q(l-p)+q(l-q) 

1-p p 

q 1-q 

7 
(1-p) p+p ( 1-q)i 

2 qp+(l-q) 
J 

El vector de probabilidades incondicionales en el tiempo t=O es: 

r , 
l7To(0)! 

·p (O>= l . 1 

( 1 (O)j 

y el vector de probabilidades incondicionales en el tiempo k=l 

puede obtenerse escribiendo que: 

T · T 
p(l) .= p(O)P 

y por tanto: 

Usando esta notaci6n matricial, se vuelven a encontrar los re­

sultados del ejemplo 1.1. 



Ejemplo 2.2 

Volviendo al modelo para colas del ejemplo 1.2 se observa que 

las probabilidades de transición se obtienen en forma sencilla 

si se supone· para Un una distribuci6n de probabilidad 

P{U = k} n = a k 

donde ªk es la probabilidad de que lleguen k clientes mientras 

se atiende a un cliente dado. 

Para j = O : 

Para j > O : 

Po,kcn;n+l) = PIUn+l = kl = ªk 

Pj,k(n,n+l) = PIUn+l = k-j+ll = ªk-j+l 

Las probabilidades de transici6n son independientes den, por 

tanto la cadena es homogénea. La matriz de transición en un pa­

so será: 

ªo ª1 ª2 . . . 
ªo ª1 ª1 ... 

p = o ªo ª1 . . . 
1 o o ªo . . . 
l . 

NOTA: Observación respecto a los modelos de colas: notaci6n de 

Kendall 

Suponiendo que los tiempos de interarribo y de servicio son 

id~nticamente distribuidos e independientes, un modelo determina 

do se representa como: 



donde: 

FT. función de distribución de los tiempos de interarribo 
-

F
5 

función de distribución de tiempos de servicio 

Q número de colas 

GI 

D 
FT 

M 

Ek 

G 

D 
Fs 

M 

Ek 

por ejemplo: 

general 

tiempo determinista 

distribuci6n exponencial 

distribución Gamma (de Erlang) 

general 

tiempo determinista 

distribución 

distribución 

M / G / 1 

GI / M / 2 

etc ... 

exponencial 

Gamma (de Erlang) 

1 
1 

1 



1 
:1 

1 
J 
l 

1 
l 
il 

1 

l 
i 
~ 

i 
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Ejemplo 2.3 

Se define una cadena Markoviana en la forma siguiente: 

Un nwnero x 1 se escoge al azar entre los enteros 1 a 6~y para 

n>l, X se escoge al azar entre 1,2, ... ,X 1 . . n • n-

Determine el espacio de estados y las matrices de transici6n de 

primer paso y de dos pasos. 

El espacio de estados es: {1,2,3,4,5,6} 

La cadena es homogénea y las matrices de transición son: 

r 1 r o o o o o 1 o o o o o 

:_ 11/2 
i 
1 

1/2 o o o o 3/4 1/4 

p = 1/3 1/3 1/3 o o o p2 = 

¡1/4 1/4 1/4 1/4 o o 
1 

j1¡5 1/5 1/5 1/5 1/5 o 1 

l 
' 

1 j 11/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 
L 

2.2 DescomEosici6n de cadenas de Markov en clases comunicantes 

En lo que sigue, la cadena se supondrá homog~nea. 

- Un estado k se considera accesible a partir de un estado j si 



para algtín entero N > 1, p. k (N) > O (notaci6n: j-+k) 
J, 

Se dice que dos estados comunican si j es accesible desde k y 

k es accesible desde j {notaci6n; j+k) 

Teorema 

Si i-+j y j+k, entonces i-+k 

En efecto, si se escogen M y N tales que o. . (M) >O y p. k {N) >0, -1,J ), 

por el teorema de Chapman-Kolmogorov: 

p. k (M+N) = tr.d h p. h (M) ph k (N) > p. . (M) PJ· k (N) > O 
i, es a os i, , - 1,J , 

de lo anterior se deduce el teorema siguiente: 

Teorema 

La propiedad de comunicaci6n entre estados es sim~trica y tran­

sitiva; para cualquiera estados i, j y k: 

j ++ k implica k +-+ j 

i +-+ j y j +-+ k implican i +-+ k 

Dado un estado j, su clase comunicante C(j) se define como el 

conjunto de estados k que comunican con j 

k E C{j) si y s6lo si k ++ j 



Cuando el estado j no comunica con ningún otro estado (ni siquie 

ra consigo mismo.) , clase e ( j) vacía, j se denomina estado "sin 

retorno". 

Se observa que si e(j) no está vacía, j pertenece a e(j) (existe 

un estado k tal que j ++ k y k ++ j y, por tanto, j +➔ j). 

Una clase de estados e en una cadena de Markov será una clase 

comunicante si, para algún estado j, e=e(j). 

Teorema 

$i e 1 y e 2 son dos clases comunicantes, entopces: e 1=e 2 6 

e1n e2=SJ. 

Si e 1 y e 2 tienen un estado en común h, sean j y k 2 estados ta­

les que c1=e(j) y e 2=C{k). 

Para probar que e 1=e2 basta con probar que C(j)ce(k) ya que en­

tonces e (k)ce {j). Sea g e e·(j), ya que g ++ j y h ++ j se tiene 

g'++ h pero h ++ k por tanto g ++ k y g pertenece a C(k), lo mis 

rno para cualquier estado g. 



e . 2. 

Teorema 

El conjunto de estados S de una cadena de Markov puede escribir­

se como la uni6n de una familia finita o infinita denwnerable 

Cr de subconjuntos mutuamente exclusivos. 

para i F j 

donde cada Cr es una clase comunicante o un estado "sin retorno". 

Para mostrar lo anterior, se escoge un estado jl y se supone 

e 1=e(ji), 6 {j 1 } si jl es un estado "sin retorno". Entonces es­

cogiendo j 2 fuera de e 1 , sea c2=C(j 2), 6 {j 2} si j 2 es "sin re­

torno". e 2 y e 1 son mutuamente exclusivos según lo que se indi­

c6 en el teorema anterior. Procediendo reiteradamente én la for 

ma anterior se llega a la descomposici6n deseada. 



una clase de estados no vacía se llama "cerrada" si ningún esta­

do fuera de la clase es accesible desde un estado de la clase. 

En caso contrario, la clase se llama "no cerrada" o "abierta". 

Ejemplo 2.4 

Sea el espacio de estados S = {1,2,3,4}. Se consideran cuatro 

cadenas con matrices de transici6n: 

r~/2 
1 

11/3 

'.1/4 L . 

o o 
i/2 O 

1/3 O 

1/4 1/4 

~ l 
1/3 \ 

1/4 \ 
_I 

-' 
1 

1 

o 
o 

o 
o 

1/2 1/2 o 

1/3 1/3 1/3 

r 1/2 

I 1/3 
p = 1 2 : 1/4 

1 

l 114 

1/2 O 

1/3 1/3 

1/4 1/4 

1/4 1/4 

Se tendrá respectivamente: 

r . o 
1 1 
1 
i 

11/2 

' 1/3 L 

O 1 

o o 

1/2 O 

1/3 1/3 

l. 1 clase comunicante cerrada: {l} y 2 clases comunicantes 

abiertas: {2} y {3,4} 

2. 1 clase comunicante cerrada: {1} y 3 estados sin retorno: 

{2}, {3}, {4} 

3. 1 clase comunicante cerrada{l,2,3} y un estado sin retorno 

4. 1 clase comunicante única 

7 
O' 

1 
o! 

1 

ºI 
o j 



2.3 Tiempos de ocupación 

Los estados de una cadena de Mar~ov de parámetro discreto pueden 

generalmente dividirse en estados que el_ proceso visita un núme­

ro infinito de veces y otros que visita s6lamente un número fini 

to de veces. Para clasificar segan este criterio los estados de 

una cadena se introduce el concepto de "tipo de ocupación" N. (n) 
l. 

de un estado i. 

Ni(n) ser~ el número de veces que se visita al estado i en n pa­

sos de la cadena (variable aleatoria) 

Ni·(n} = No. de enteros v tales que 1 < v < n y Xv = i 

Ni( 00 } será el "tiempo total de ocupación" del estado i: 

Ni( 00 ) = lim Ni(n) 
n+oo 

Si se definen las variables aleatorias Zi(n)talesque: 

Se tiene: 

y 

Zi(n) = 

Zi(n) = 
1 si xn = i 

O si X -# i n 

n 
Ni (n) = m~l z

1 
(m) 

00 

N. (00) = m~l Z. (m) 
l. l. 



Se observa que si la cadena se encuentra inicialmente en un esta 

do j, se tiene: 

00 

E{ N. (oo) j X =j} = ~ lE { Z . ( m) j X = j } 
l. o m- 1. o 

00 

E{N.(oo)jX =j} = E 1 1 lxp. . (m) +o 1 
l. o ·m= J ,1. • 

·oo 

E{N; (oo) jX =j} = ~lp. . (m) 
l. o m- J,1. 

También es común el concepto de tiempo total de ocupación "inclu 

yendo el estado inicial ,i, el cual se define como sigue 

= N.(oo) 
l. 

M.(00) = N.(co)+l 
l. l. 

siendo j el-estado inicial 

si j ~ i 

si j = i 

La esperanza del tiempo de ocupapi6n así definido es 

()0 

r. . = E{M
1
. ( 00 ) 1 X

0
=j} = E

0
p. . (m) 

J,1. m= J,1. 

con la convenci6n de que p .. (0)=1 si i = j 
),l. 

=O si i ~ j 

La matriz R de los tiempos medios de ocupaci6n r .. recibe el 
l.,) 

nombre de "matriz potencial". 

Los elementos de esta matriz pueden calcularse en la forma 

indicada en el inciso 2.10. 



2.4 Probabilidades asociadas al número de visitas a un estado 

En la práctica resultan de inter~s las probabilidades siguien­

tes: 

Prob. de primera visita: f. k: probabilid~d de visitar en al-
J ' . 

gún paso el estado k dado que inicialmente se encontraba el 

proceso en el estado j. :_ 

- Prob. de No. 00 de visitas: g. k: probabilidad de visitar un 
J ' 

número infinito de veces el estado k dado que inicialmente el 

proceso se encontraba en el estado j. 

- Prob. de la visita en n pasos: f. k(n): probabilidad de que el 
J ' 

primer paso deja k ocurra exactamente en n pasos. 

Se tiene: 
00 

f. k = El f. k(n) J' n= J, 
Para probar lo anterior, se define el evento: 

Vk = [xn=k para algún entero n > o} 

Vk es la uni6n de los eventos mutuamente exclusivos 

{Vk{n),n=l,2, ... }, por tanto: 

00 

~lf. k(n) n- J, 

Las probabilidades de transici6n p. k(n) y las de primera visita . J , 

en cierto número de pasos están ligadas por la relación que si-



gue: 

Teorema 

Para cualesquiera estados j y k y entero n ~ 1 

n· 
• p. k (n) = t 1 f 'k (m} pk k (n-m} J, m- J , 

con, nuevamente, la convencí6n: 

si j = k 
si j =/ k 

Para probar la igualdad anterior, se escribe: 

n n 
Pj ,k_(m) = P [xn=k ¡x0=jJ=m~lP [xn=k,~=k,Xq=/k para q=l, ... ,m-1 ¡x0=j] 

-n 
= m~lp [xn=k IXm=kJP [xm=k,Xqr'k ára q=l, •.• ,m-1 !x0=j] 

(Markov) 

donde, para cualquier estado k y entero n=l,2, ... , el evento 

Vk(n) se define como: 

Vk(n) =[Xn=k' ·xm=/k' para m=l,2, ••• ,n-1] 

Es posible observar que: 

f. k(n) = p. k(n)=p. k J, J, J, 
sin= l 

f. k(n)- = --~kp .. f. k(n-1) sin=/ 1 J, v17 J,1 i, 

Con notaci6n matricial, para un estado k dado, el vector de las 

fj,k(n). será: 



donde Mk es la matriz obtenida a partir de la matriz de transi­

·ci6n P sustituyendo la columna k por ceros 

Ejemplo 2.5 

Volviendo al ejemplo 2.1 (cadena de 2 estados) se tendrá: 

f 0 , 0 u1 = Po,o = 1-p 

fo,o<n> = 
n-1· 

Po,1ÍP1,1l P1,0' n > 2 - = p(l-q)2q 

fO,l(n) = n-2 
{Po,ol Po,1 1 n > 1 = (l-p) n-lp 

f1,o<n) 
n-1 = {Pl,l} P1,0' n > 1 = (1-1} n-lq 

fl,1(1) = P1,1 = 1-q 

f 1, 1 (n) 
n-2 2 n-2 = P1,o{Po,ol Po~l' n > = q (1-p} p 

Teorema 

Para cualesquiera estados j y k: 

• OQ 

fj,k = r f. k (n) n=l J, 

n 
Pj,k(n} = m~l fj ,k (m}pk,k (n-m} 

Ejemplo 2.6 

s~ considera la cadena homog~nea con matriz de transici6n: 



p = 
1 O 

1/2 1/6 

1/3 3/5 

Se calcularán las probabilidades f. k(n) para k = 3 (probabilida­J , 
des de primera visita al estado 3 en n pasos) 

El vector {f. 3 (1)} es la tercera columna de la matriz P. J, . 

Para ro> 2, se tiene: 

donde M3 es una matriz obtenida a partir de P sustituyendo la co~ 

lwnna 3 por ceros (inciso 2.3): 

y se tiene 

1 O O 

M3 = 1/2 1/6 O 

1/3 3/5 O 

, º l . 
{f. 3(1}} =:1/3 Jf. 3(2)} J, 1 J, 

ll/15 

r O l 
=·1;1s:,{t. 

3
t3)} ' j J, 

ll/5 

y en forma general: 

f1,3(n) = o paran 

f2,3(n) = 1/3(1/6)n-l paran 

í º l 
= 1/108:,{fj ,3 (4)} 

Ll/30 J 

= 1 , 2 , . . . 

= 1, 2, ... 

f3,3(n} = 3/5(1/G)n-2 (1/3) para n = 2, 3, ... 

í O l 
= 1/648: 

1/180: 

L J 

Así, si se empieza en el estado 1, el proceso nunca visitará 3. 



Empezando en 2, la probabilidad de que el proceso visite 3 por 

primera vez en el paso n es (.1/3)(1/6)n-l=f213 (n1 

La probabilidad de no pasar nunca por 3 empezando en 2 es por· 

tanto: 
00 

= 1-n~l 1/3 (1/6) n-l= 1- ~ l-i/G = .1-2/5=3/5 

En la misma forma, la probabilidad de no regresar a 3 en algún 

paso anterior después de salir de 3 es: 

Teorema 

Para cualesquier estados j y k: 

g. k = fj,kgk,k J , 

gk,k = lim 
n-+00 

(f }n • kk 

La primera identidad equivale a escribir que la probabilidad de 

visitar un número. infinito de veces el estado k dado que inicial­

mente la cadena se encontraba en el estado j es igual a la proba­

bilidad de pasar alguna vez por el estado k y volver a pasar por 

el mismo un número infinito de veces. Puede, por tanto, conside-

rarse evidente. 



• 

La segunda identidad puede establecerse como sique: 

sin es> 1, con un razonamiento similar al anterior: 

pero : P [Nk ( 00 )_ - N (m) > n - • 1 1 X k - m > n -

00 

por tanto, tomando en cuenta que 
00 

E fk k(m)=fk k 
m=l ' ' 

y el hecho de que P CNk ( 00 ) ~ 1 I X
0 

= k] = fkk (por defi~ici6n) 

se tiene por recurrencia: 

P[Nk(oo) nlxo k] 
n 1 > = = (fk,k) ; n > 

P[Nk(oo) = oo!x = k] - lim PINk(oo) > nlX
0 

= kl ·O n-+oo 

P[Nk(oo) liolXo k] lim n = = = (fk,k) 
n-+oo 

con lo que queda demostrado el teorema . 

. El teorema •tiene como corolario que, para cualquier estado k: 

= 1 o a O 

además: 

= 1 si y solo si fk,k = 1 

.9k,k = O si y solo si fk,k < 1 



• 

Es posible demostrar por otra parte* que: 

00 

fk, k. <_ 1 si y solo si }: pk k(n) < 00 

n=l ' • 

00 

fk,k = ·1 si y solo si I: pk k (n) = 00 

n=l ' 

(la probabilidad de primera visita a un estado k es igual a 1 

si y s6lo si la esperanza del tiempo de ocupaci6n de este es 

tado es infinita). 

*Parzen, p. 214 



1 
1 

2.5 Estados y clases recurrentes y no recurrentes 

Se dice que un estado k es "recrirrente" si fk,k = 1 es decir 

si la probabilidad de que la cadena regrese al estado k en 

algdn paso posterior es igual a 1. 

Un estado k es "no recurrente" o "transitorio" si fk,k < 1. 

Una clase C de estados:se llama "recurrente" si todos los estados 

de e lo son. 

Teorema 

Si Ces una clase comunicante de estado en una cadena de Mar­

kov,entonces e es recurrente o no recurrente. 

En otras palabras, si un estado de e es recurrente entonces 

todos los estados· de e son recurrentes, lo mismo si un estado 

es transitorio. 

Para demostrar lo anterior se mostrará que si fk,k = 1 Y 

j +-+ k entonces f . . = 1 o, en otra f arma: 
J, J 

si E pk k(n) = 00 y si j+-+ k entonces E p .. (n) = 00 (veáse el 
n ' n J,J 

teorema del inciso anterior). 

De la ecuaci6n de Chapman~Kolmogorov se deriva que para cuales 

quiera enteros N, n, y M: 

1: PJ· a(N)pa b(n}pb J.(M) ~P- k(N)p, k(n)o,_ ~(M) a b , , , J, K, .. K ''J , . 

y pOr tanto:: 

•. 



00 00 

l: p . . ( N + n + M) > p . k ( N) pk . ( M ) r pk k ( n) . 
n=O J,J J, ,J n=O ' 

ahora escogiendo N y M tales que Pj,k(N) > O y Pk,j{M) > O 

se ve que, ya que la serie de la derecha es divergente, tam­

bién lo es la de la izquierda. 

Teorema 

Una clase comunicante recurrente es cerrada. Una clase comu­

nicante cerrada no recurrente contiene un número infinito de 

estados. 

Para demostrar que una clase recurrente es una clase cerrada 

basta con probar que 

1 y k -+ j, entonces f. k = 1 y k ++ j 
J, 

los únicos estados accesibles desde un estado recurrente son 

estados que comunican con él. 

Para demostrar lo anterior se usarán las identidades siguien­

tes: 

válidas para cualquier estado k y entero n. 

En el caso de un estado recurrente gk,k 



1 
1 

• 

tanto, fj,k = 1 puesto que gj,k = fj,kgk,k (inciso 2.4)• 

Para mostrar que una clase comunicante no recurrente cerrada 

es infinita se observa que, para cualquier estado j: 

g. k = O si k es no recurrente ), . 

es decir que-si un estado k no es recurrente, entonces la ·pro­

babilidad es uno de que s6lo será visitado un número finito de 

veces a partir de un estado j. Por tanto, si C es una clase 

comunicante cerrada no recurrente, debe abarcar un número in­

finito de estados ya que la probabilidad es uno de que la ca­

dena solo se quede un número finito de pasos en cualquier con 

junto de estados no recurrentes. 

Torema • 

Sea e una clase co~unicante cerrada y k y j estados' de e tal 

que j; k,se tiene entonces que: 

Para demostrar esto, es posible, por una parte,utilizar el teo 

rema anterior (condici6n necesaria) y, por otra, verificar 

que 

si f. k J, 

p~ k + r pk .f. k 
r,,., je:C ,J J, 

j7'k 

= 1 se tendrá 



J 

j 

j 

= 1 (condici6n suficiente) 

Como consecuencia de los teoremas anteriores es posible compleme~ 

tar el teorema de la descomposici6n del conjunto de estados 

Sen clases comunicantes: Siempre será 9osible escribir: 

donde cr será: 

a) Una clase cerrada recurrente 

b) Una clase cerrada no recurrente 

c) Una clase no cerrada, no recurrente 

las clases de tipo b) solo existen si la cadena es infinita. 

La descomposici6n- podrá incluir tambi°én, como se vi6 anterior 

mente, unos estados sin retorno. 

2. S Probabilidades de primera visita (cálculo) 

La probabilidad de primera visita fj,k (de que_una cadena de 

Markov que sale de un estado j llegue en algún paso a visi­

tar el estado k) se determina en diversas formas según que j 

y k sean o no recurrentes 

Dos casos son triviales: 

a) j y k recurrentes 

& = 1 si y solo si j +-+ k ..Lj, k 

f. k = o en caso contrario 
], 



b) j recurrente, k no recurrente 

f. k = o· (no puede existir comunicaci6) 
J, 

Otro caso tiene una soiuci6n sencilla: 

c) j no recurrente, k no recurrente 

00 r. k 
r p. k (n) ~ 

f. k 
n=l J, 

= 
rk,k 

= 
J, 00 

rkk-1 r pk k(n) 
n=O ' rkk 

si j f k (inciso 2.3) 

si j = k 

Lo a-nterior puede demostrarse tomando en cuenta que (inciso 

2. 4) : 

pJ. k(n)=r f. k(m)pk k(n - m) 
' m=l J, ' 

con la convenci6n de que p. k(0) J, 
=) 1

0 

si 

l si 

sumando sobre m = 1, 2, ... se obtiene: 

00 

l: p. k(n) = 
n=l J, 

invirtiendo el orden de las sumatorias: 

j=k 

jfk 



00 

E p. k(n) 
ri=l J, 

f . k 
J' 

00 00 

00 00 

= 

00 00 

= 

00 

=f. k E pk k (v) 
J' v=O ' 

00 

00 

El último caso es el siguiente: 

d) j no recurrente, k recurr~nte 

< 

Sea T el conjunto de los estados no recurrentes (transitorio) 

Teorema 

Si k es un estado recurrente, entonces el conjunto de proba­

bilidades de primera visita {f. k' jéT} satisface el sistema 
J, 

de ecuaciones siguiente: 

• donde e es el conjunto de los estados que comunican con k. 



Para mostrar lo anterior, podemos salir de la identidad si­

guiente: 
f. k = E P[X1=ilX =j]P[Nk(CX>)>OIX2=i] J, ie:S • o 

por tanto: 
f. k - í p .. f. k J, . s J,l. 1, 

l. e: .. 

pero f. k. = 1 si ie:C 
1, 

= o si iiC ni ¡!.T (otras clases recurren.tes) 

El teorema queda demostrado. 

Se observa que si k1 y k 2 son estados comunicantes recurrentes 

entonces para cualquier estado j no recurrente: 

f. k 
J, 1 

esto se deduce del teorema anterior (soluci6n idéntica Vk), 

el cual puede entonces volverse a escribir como sigue: 

r p . . f . e + r p . . jc:T 
it::.T .J' 1 1

' i"C J' 1 

para que este sistema tenga soluci6n única es posible demos­

trar que el sistema homogéno: 

f . e = r P . • f . e j e:T 
J ' iE. T- J ' 1 1

' 

debe tener como soluci6n única: 



2. 7 Estados ábsorbentes 

Un estado k se llamará absorbente si Pk,k = 1 de tal forma 

que la cadena que visita k permanece ahí indefinidamente Un 

estado absorbente es recurrente. En el caso de estados absor 

bentes las probabilidades de primer paso _reciben el nombre de 

probabilidad de absorci6n. 

Estas probabilidades satisfacen el sistema siguiente: 

E p .. f. k j j ES 
i<= s J' l. l.' 

con las condiciones 

(ver arriba) 

fj,k = O si j es recurrente y j~k. 

es decir 

Ejemplo 2.7 

Se considera una cadena de mar-kov con .esnacio 

s = {0,1,2,3,4,5} y matriz de transici6n: 

1 o o o o o 

1/4 1/2 1/4 o o o 
p = o 1/5 2/5 1/5 o 1/5 

o o o 1/6 1/3 1/3 

o o o 1/2 o 1/2 

o o o 1/4 o 3/4 

de estados 



se determinará cuales estados son recurrentes y cuales son 

transitorios. 

El esquema de comunicaci6n entre estados es el siguiente: 

Se observa que O es un estado absorbente y por tanto recu-

rrente. Por otra parte {3, 4, 5} es una clase comu-

nicante cerrada y por tanto recurrente ya que sólo tiene un. 

número finito de estados. 

Los estados 1 y 2 forman una clase comunicante abierta y por 

tanto no recurrente. Los estados 1 y 2 son transitorios. 

2.8 Cadenas de Markov recurrentes y no recurrentes irreduc~ 

tibles 

Una cadena de Markov se llama "irreductible" si todos los pa-

sos de estados de la cadena comunican entre si de tal forma 

que la cader1a está constituida por una clase comunicante úni­

ca. Una clase éomunicante cerrada puede considerarse como 

una cadena de Markov ir.reduct,ible. Una cadena irreductible : .. es 



recurrente (no-recurrente) si cada estado de la cadena es recu­

rrente (no-recurrente). 

2.9 Tiempos medios de absorci6n 

Si se considera una cadena de Markov con espacio de estados S 

y un conjunto de estados no recurrentes T, se llama tiempo an­

tes de absorci6n a la variable aleatoria N', que representa el 

tiempo que la cadena pasa en los estados no recurrentes: 

N' = E N.(00) . . l. 
ie:T 

N. (00) número de veces que la cadena pasa 
l. 

por i en un número infinito de pa-

sos ("tiempo de ocupaci6n") 

Se llama tiempo de absorción a la variable aleatoria: 

N = N' + .1 

y su esperanza: 

m = E{NIX =J·} = l+E{N' IX =J·} j o o 

será el "tiempo medio de absorción" 

El tiempo medio de absorción es, por tanto, igual a la suma de 

los tiempos medios de ocupación de los estados transitorios 

más uno (el paso adicional requerido para pasar a los estados 

rec_urrentes) 

m. = 1+ r E{N.( 00 ) lx =j} 
J. ie:T · l. o 

y, de acuerdo con el inc~so 2.3 



• 

= 1+ E E p. . (n) = 
iE:T n=l J,J. 

E ~ p. . (n) 
ie:T n=O J,J. 

En términos de los tiempos medios de ocupación "incluyendo el 

estado inicial" (inciso 2.3) el tiempo medio de absorción se 

expresa, por tanto, simplemente como: 

E r. . 
i e:T J.' J 

Los tiempos de absorción {mj, jE:T} pueden también calcularse 

resolviendo el sistema de ecuaciones lineales: 

mJ. = 1+ E p. kmk' jE:T 
ke:T J' 

para mostrar que mj satisface este sistema de ecuaciones, es 

posible observar que: .. 

m .. = 
J 

(prob. de absor. en 1 paso) 



m = 1 + E p. m 
j kET J,k k 

En una cadena finita el tiempo de absorci6n es finito y el 

sistema de ecuaciones anterior tiene soluci6n única. En 

una cadena de Markov infinita, los tiempos medios de absorci6n 

pueden ser infinitos. Sin embargo, puede demostrarse que 

si los tiempos de absorci6n son finitos con probabilidad 1, 

entonces los tiempos medios de absorci6n son las soluciones 

únicas del sistema mencionado. 

2.10 Planteamiento matricial para el cálculo de tiempos me­

dios de ocupación y de absorci6n 

Los tiempos medios de ocupación y de absorción pueden calcu­

larse en forma sistemática recurriendo a un planteamiento 

matricial 

a) Obtención de la matriz potencial 

Los elementos r .. de la matriz _potencial R definida en el i,J 

inciso 2.3 pueden obtenerse como sigue: 



• 

- Si i es un estado recurrente, entonces q. . = 1 (inciso 2.4) 
1,1 

• { r = 00 si i es accesible desde j (f .. > O) 
y obviamente j' i Jl 

rj, i = O • si i no es accesible desde j (fji = O) 

- Si i es un estado transitorio y el estado j es recurrente, 

entonces no existe comunicación entre ambos estados y: 

r .. = O 
J, l. 

El único caso no trivial se presenta cuando i y j son am­

bos transitorios. 

En este caso, las r .. ·pueden obtenerse como sigue: 
l.,J 

Si Tes el conjunto de estados transitorios, supuesto finito 

se definen las matrices Q y S obtenidas a partir de lama­

triz de transici6n P = {p .. } y de la matriz potencial 
J,l. 

R = {r .. } eliminando los renglones y colu~nas correspondie~ 
J,l. . • . . 

tes a estados recurrentes; es decir 

y 

Q = {p. . : i, j é T} 
J, l. 

S = {r .. : i, j €. T} 
),l. 

Si se reordenan los estados de tal forma que los estados 

transitorios vengan después de los recurrentes, la matriz de 

transici6n P puede escribirse como: 

p = 
K O 

L Q 



donde K y L son unas submatrices residuales. 

Para un número de pasos dado m la matriz de transici6n co­

rrespondiente será: 

donde Kn y Qn son las enésimas potencias de K y Q y L una 
m 

nueva submatriz residual (fLn) 

Tomando en .. cuenta que: 

00 

r. . = i: p. . (n) 
J,1. n=O J,i 

es decir que: 

00 

R = ¿ pn = 
n=O 

se observa que 

00 

00 

o 

s = i: Qn 
n=O 

2 = I + Q + Q + ... 

Esta matriz recibe frecuentemente el no:rnbre de matriz funda­

mental. 



b) Obtenci6n de los tiempos medios de absorci6n 

Tomando en cuenta que (inciso 2.9) m. = Er . . 
J l., J 

el vector m de los tiempos medios de absorción se obtendrá 

simplemente multiplicando la matriz fundamental por un vector 

columna cuyos elementos son todos iguales a 1. 

{m} = S 1 
Ejemplo 2. 8 

Sea una cadena de Markov con matriz de transici6n: 

.... ... 
1 

0.4 0.3 O .3 • o o o o o ! 

o 0.6 0.4 o o o o o 

o.s 0.5 o o o o o o 

o o o o 1 o o o 
p 

o o o o.a 0.2 o o o 

o o o o o 0.4 0.6 o 
0.4 0.4 o ó o o o º/ j . O .1 o 0.3 o o 0.6 o ¡_ 

Los estados 1, 2, 3 forman una clase recurrente de estados 

positivos. 

Los estados 4, 5 forman otra clase del mismo tipo. 

Los estados 6, 7, 8 son transitorios, desde estos estados 

solamente se puede pasar a 1, 2 o 3. 

En este caso la submatriz de transici6n correspondiente a 

estados transitorios es: 



r º/. 
-. 

0.6 o 
' 1 

Q = o 0.2: 

la.6 
' 

o o j 

La matriz fundamental s es por tanto 

-l 
,.. 
1 

0.6 -0.6 o 1 125 75 15 

s (I Q)-1 o 1 -0.2 1 l 15 75 15 = - = = 66 1 

1 -·O. 6 o 1 75 45 75 

y, tomando en cuenta que para estados recurrentes el tiempo 

medio de ocupaci6n es infinito es posible formar la matriz p~ 

tencial completa: 

r 00 00 00 o o o o o 
00 00 00 o o o o o 

~
~. 

t;> \ 

00 00 00 o o o o o \ !) .. 

o o o 00 00 o o o \~ i) 
...... ___ / 

R {r. . } o o o o o o r,.:-r ;- i 
= = 00 00 

1,J 

o o 125 75 15 
00 00 00 

66 66 66 

o o 15 75 15 
00 00 00 

66 66 66 

00 00 00 o o 75 45 75 , 
66 66 66 _I 

Los tiempos·medios de absorci6n (paso de los estados transito-

rios a los estados recurrentes) pueden calcularse como sigue: 



2.11 Tiempos medios de primera visita y de recurrencia 

Si se considera una cadena de Markov irreductible con espacio 

de estados C; para cada par de estados j y k de e la secuencia 

de probabilidades de primera visita condicionales {f. k(n), 
J' 

n = 1,2, ... } constituye una distribuci6n de probabilidades cu-

ya esperanza: 
00 

mJ.,k = E nf. k{n) 
n=l J, 

se llama "tiempo medio de primera visita desde j a k" si j~k 

y "tiempo medio de recurrencia" si j=k. 

Dado un estado k, un tiempo medio de primera visita m. k(j1k) 
J' 

puede ser considerado como un tiempo medio de. absorción en 

una nueva cadena obtenida a partir de la anterior transforma­

ción de k en un estado absorbente. En forma más precisa si 

P = {o. k} es la matriz de transición original se definirá 
~ J' 

una nueva matriz P' = {p1j} 

La nueva cadena tiene el mismo comportamiento que la inicial 

antes de que ocurra la primera visita en k. Es por tanto vá­

lida la relación siguiente (inciso 2.8). 

m. k = 1+ E pk .m. k 
), i~j ,1 1, 
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Los tiempos de recurrencia en cadenas irreductibles recurren­

tes podrán calcularse a par~ir de los tiempos de primera visi­

ta como: 

ya que 

rnk,k = l+ E pk .m. k 
i;ik ' 1 1

' 

mk,k = pk k+ E pk .{l+rn. k} 
' i;ik ' 

1 1 
' 

(se queda en 

k en 1 paso) 

(sale de k en el 

primer paso) 

Se dice que un estado recurrente k es positivo si su tiempo 

medio de recurrencia mk,k es finito y que es nulo si su tiem­

po medio.de recurrencia es infinito. 



2.12 Comportamiento de cadenas de Markov a larg·o plazo. 

Distribuciones estacionarias 

En este inciso se analizará el comportamiento de las secuencias 

p .. (n) paran grande (probabilidades de transici6n en n pasos) va 
l.' J 

rios casos son triviales: 

Si j es transitorio, obviamente lim 
n -+ °" 

Si i y j son recurrentes pero pertenecen a clases diferentes 

entonces p .. (n) = O para cualquier valor den y lim piJ.{n)~O 
i,J . n -+ °" 

El caso más interesante se presenta cuando i y j pertenecen a la 

misma clase recurrente, caso a partir del cual también será posi­

.ble tratar el último caso posible: i transitorio y j recurrente .. 

Se supondr~, en lo que sigue que i y j pertenecen a una cadena de 

Markov irreductible. 

Una dificultad que se presenta inmediatamente es la de las cadenas 

períodicas. Se dice que los estados de una cadena tienen una pe­

riodicidad d,si existe un entero n1 (i, j), tal que p .. (n) = O 
1,J 

para todas las n que no son.del tipo 

r > O 

En general la subsecuencia de p .. (n) correspondiente a los núme-1,J 

ros anteriores tiene un límite diferente de cero. La secuencia 

completa p .. (j) no tiene límite único sino que tiende hacia cero l.,J 

o hacia un valor positivo dependiendo den; en este caso se 



estudia solamente el límite 

lim Pij(n1 (i,j)+rd) 
r + oo 

2.12.1 Distribuciones estacionarias 

Si existe un conjunto de número ni asociados a cada estado i 

de la cadena: e, no negativos, sumando uno y tales que 

r 1T· p. k 
jEC J ), 

,k E C 

donde la cadena e se supone irreductible entonces 'ITi se llama 

distribuci6n estacionaria 

Se observa en este caso que: 

1:'IT .p. k ( 2) = 
j J J, 

En la misma forma es posible establecer por inducci6n que para 

cualquier n: 
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2.12.2 Convergencia hacia una distribución estacionaria 

A continuaci6n se enunciarán-varios teoremas que permiten definir 

el comportamiento a_largo pl~zo de una cadena irreductible. Omití 

remos las demostraciones (véase, Hoel p.63 y siguientes). 

Teorema l. Una. cadena de Markov irreductible positiva tiene una 

distribución estacionaria única, dada por: 

rr k = 
1 (k: estado de la cadena) 

donde mk,k es el tiempo medio de recurrencia del estado k 

( inciso 2 .11) 

Teorema 2.· Si una cadena de Markov es positiva recurrente irreduc 

tible con distribución estacionaria rr k, es posible establecer lo 

siguiente: 

a) Si la cadena no es periódica 

lim p. . (n) = n J. 
n -+ oo • i,J 

b) Si la cadena es peri6dica con periodo d, entonces, para cada 

par de estados (i,j): 

lim 
r -+ 01) 

p . (n1 (i,j) + rd) = dTT. 
i,J J 



l: jenplo 2 ._ 9 

Se analizará el comportamiento asintótico de las probabilida­

des de transici6n de la cadena con matriz de transici6n: 

r 1/3 2/3 o o o o o 
l 1/2 1/2 o o o o o 

o o 1/3 1/2 1/6 o o 

p = o o 1/2 1/6 1/3 o o 

o o 1/6 1/3 1/2 o o 

1/3 o 1/3 o o o 1/3 

Ll/2 o o o o o 1/2 

Se puede hacer una partici6n del conjunto· de estados de esta 

cadena en 3 clases: 

e= {1,2} e"':== {3,4,S} T = {6,7} 

donde C y e~ son clases aperiodicas recurrentes y Tes el 

conjunto de estados transitorios. 

Las probabilidades estacionarias ~1 , ~ 2 correspondientes a la 

clase e se obtienen resolviendo el sistema: 

1/3 TTl + 1/2 TT2 = TTl 

2/3 TTl + 1/2 TT2 = TT2 



que da·: 1r1 = 3/7, 1r 2 · = 4/7 

Las probabilidades estacionaria(1r 2, 1r 4 , n5) correspondientes 

a c--se obtienen resolviendo: _ 

1/3 1T3 + 1/2 1T 4 + 1/6 1T5 = 1T 3 

1/2 1T 3 + 1/6 1T 4 + 1/3 1T 5 = 1T 4 

1/6 1T 3 + 1/3 1T 4 + 1/2 1T 5 = 1T 5 

1T3 + 1T4 + 1T5 = 1 

que da 

Las probabilidades de absorci6n en e y c--satisfacen respecti~ 

vamente los sistemas f 

f6 e· = 1/3 + 1/3 f7 e 
I 

, 

t:., ,e = 1/2 + 1/2 f7,c 

de donde f6,C = 2/3 Y f7 ,e = 1 

y 

f6,C ... = 1/3 + 1/3 f1,c--

f1,c-- = 1/2 + f1,c--

de donde . 
f6,C ... = 1/3 y f1,c-- = o . 

Presentando los límites obtenidos. en forma de matriz se 

obtiene: 



1 

l 

r-

3.26 

m = S1 = = 1.59 

1 
1 -L 2. 95 ~ 

Tomando en cuenta el inciso 2.6 es posible calcular 

además la matriz F = {f. k} de probabilidades de primer paso, 
l., 

observando que si i y j son estados transitorios (caso c del 

inciso 2. 6) 

00 

¿ 
n=lPi, j (n) r. 

f. = = 2-d. si i ;l j 
l., j 00 r. 

r p. . (n) J,j 
n=0 J,J 

= 1 -
1 

r .. 
si i = j 

J,J 

1 1 1 o o o o o 

1 1 1 o o o o o 

1 1 1 o o o o o 

{f. . } 
o o o 1 1 ·º o o 

F = = 
l., J 

o o o 1 1 o o o 

1 1 1 o o 0.472 1 o 

'l 1 1 o o 0.12 0.12 0.2 
L 

1 1 1 o o 0.60 0.60 0.12 

1 1 --1 o o O. '- O º· i;o 0.12. 
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r 
1 3/7 4/7 o o o o o 
1 3/7 4/7 o o o o o 
1 

\ o o 1/3 1/3 1/3 o o 

lim Pn = o o 1/3 1/3 1/3 o o 
n-+oo 

o o 1/3 1/3 1/3 o o 

2/7 8/21 1/9 1/9 1/9 o o 

3/7 4/7 o o o o o 

3. CADENAS DE PARAMETRO CONTINUO 

3.1 Introducci6n 

En lo referente a cadenas de parámetro discreto la atenci6n 

se ha concentrado en los cambios de estado sin que se de im­

portancia a los tiempos en los que ocurren estos cambios o 

suponiendo que se presentan en tiempos deterministas. En 

muchos casos, para que un modelo markoviano sea de utilidad 

debe tomar en cuenta el caracter aleatorio de los tiempos de 

cambios de estados. Se recurre entonces a cadenas de pará-

metro rontinuo cuyas principales características y propieda­

des se discuten brevemente a continuaci6n. 

3.2 Funciones de probabilidad de transici6n 

Si {X(t),t ~ O} es un proceso estocástico con espacio de es­

tados numerable S y parrunetro continuo t, este proceso será· 

una cadena de Markov de parámetro continuo si 
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PIX(s + t) = jlX(u), u< si = PIX(s + t) = jlX(s) 1 

Cuando la probabilidad condi"cional anterior es independiente des, 

se dice que la cadena es homog~nea. La función: 

P. k(t) = PIX(s + t) = k!X(s) = ji 
J , 

es una función de probabilidad de transición y la familia de matri 

ces 

P(t) = {P .. (t)} 
l., J 

se suele llamar "función de transición" 

Se observa que: 

a) P. k(t) > O 
J, -

Si j es accesible desde k; j 

b) E p. J. (t) = 1 
ke:S l., 

c) E p . k ( s ) Pk . ( t) = P. . (s + t:} 
ke:S l., ,J l.,J 

k es accesible desde j: 

j + k 

y k comunican j .++ k 

La última identidiad es la ecuación de Chapman-Kolmogorov para el 

caso del parámetro continuo. La demostración es semejante a 1·a 

del inciso 2.1. 



Una cadena de Markov se llama también en este caso "irreduc 

tible" si todos sus estados comunican. 

?jemplo 3.1 

El proceso de Poisson puede ser considerado como una cadena 

de Markov de parámetro continuo. 

Si {X(t),t ~ O} es un proceso de Poisson 

P [x(s+t) = j ¡x(u), u < s] ~ P[X(s+t) = j ¡x(s)J 

ya que el proceso de Poisson tiene incrementos independientes. 

El proceso de Poisson es por tanto una cadena de Markov de 

parámetro continuo. 

Las funciones de probabilidad de transici6n estan definidas 

por: 

o si j < 

PIX(s+t) = jjX(s) = il = 

e-AtO.t)j-i 
si j > (j-i) ! -

La función de transici6n es la familia de matrices: 

PO (t) P1 (t) P 2 (t) ... 
o p o {t) P1 (t) . . . 

p (t) . = o o p o(~) . . . 
·º o o 

j 

i 

i 



donde P(t) es la distribuci6n de Poisson con parámetro .\t: 

k=0,1, ... 

Las cadenas de Markov usualmente consideradas presentan gene­

ralmente la propiedad de continuidad de sus funciones de pro­

babilidad de transici6n para t = O 

lim 1 si j = k 
oPj,k(t) = o. k = t -+ J, o si j e/ k 

Puede mostrarse que para cada par de estados j y k, Pj,k(t} 

es una funci6n uniformemente continua de t > o y que además 

es siempre nula o siempre positiva. En una cadena de Markov 

irreductit>le p. k(t} será por tanto> O para cualquier tiempo 
J, 

t > O y cualesquiera estados j y k. 

Si se define como Wt el tiempo durante el cual el proceso 

permanece en el estado en el que se encuentra en el instante 

t, puede establecerse lo siguient~*: 

Teorema: 

> u IX(t) = i] = -A.U e 1 , u > o 

donde A. es·un número comprendido entre O y +00 
. 1 

Esta propiedad, conocida para el proceso de Poisson, (El pro­

ceso de Poisson no tiene memoria, IIa parte, inciso 2.3) es 

*Cinlar p. 242 



por tanto válida para toda cadena de ~arkov de parámetro con 

tínuo. 

Un estado i se llamará 

absorbente si Ai = o 

estable si o < Ai < 00 

instantáneo si ).i = +00 

El comportamiento a largo plazo de una cadena de Markov irre­

ductible de parámetro continuo está regido por ecuaciones seme 

jantes a las aplicabl.es en el caso de cadenas de parámetro 

discreto, es decir que: 

lim p (t) = 
t-+ 00 j,k k s 

donde Tik es la distribuci6n estacionaria de la cadena, la 

cual, si no es idénticamente nula, cumple con: 

r ·rr .p. k(t) 
jéS J J, 

Además de los conceptos anteriores se introduqen para este 

tipo de cadena los de intensidades de transici6n y de pas~de 

finidas como derivadas para t = O de las funciones de probabi 

lidad de transici6n. 

Si para cualquier estado k: 

lim 
t -+ o 
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existe y es finita y para cualquier par de estados j y k: jfk 

q. k J, 
lim 

t -+- o 
Pj,k(t) - O 

t 

existe y es finita 

qk se llama "intensidad de paso" 

q. k se llama "intensidad de transici6¿'de j a k J, 

Derivando la identidad anterior se obtiene: 

; k e: S 

3.3 Procesos de nacimiento y muerte 

. ,,. 

··-

Una cadena de Markov de parámetro continuo {X(t), t ~ O} con 

espacio de estados S = {O, 1, 2, ... } y probabilidades de 

transici6n homogéneas se llama proceso ·de nacimiento y muerte 

si: 

q · k = O si I j - kj > 2 J, 

es decir que solamente se puede pasar de un estado a sus ve­

cinos inmediatos. 



1 

i 

se introducen además las cantidades: 

A. = qj,j+l para j > o 
J 

µ. = qj,j-1 para j 
J 

> 1 con· µo = o 

A. * µj = qj para j > o 
J 

(Las intensidades de nacimiento A~ o de muerteµ. dependen 
J J 

del tamaño de la poblaci6n j) 

Las ecuaciones de distribuci6n estacionaria son en este caso: 

n > 1 

Si se define ªn = µn 1T - A 1T de acuerdo con la ecuaci6n n n-1 n-1 

anterior a = a n n+l para n > l. Por tanto ª1 = ª2 = . . . Pero 

de la primera ecuaci6n se deduce que ª1 = o, por lo que a = O n 

paran= 1, 2 ... y se obtiene la relaci6n recursiva: 

Si µñ es> O de la relaci6n anterior se deduce que: 

1T = n 

rr puede determinarse recurriendo a la condici6n, o 



Es posible demostrar que la distribuci6n estacionaria existe 

si la serie del segundo miembro es convergente. 

Ejemplo 3.2 

Cola M/M/Z 

Se determinará la distribución estacionaria de la longitud 

de una cola. de espera de consumidores atendidos por z perso­

nas en el orden en el que llega~Los tiempos de interarribo y 

de servicio se suponen independientes con densidad de proba­

bilidad exponencial con medias 1/A y 1/µ respectivamente. Sea 

{N(t), t ~ O} el número de consumidores esperando o siendo 

atendidos. 

Puede mostrarse que N(t) es un proceso de nacimiento y muerte 

con : 

). = A, n = o, 1, ... n 

µn = mµ, n = 1, ... , z - 1, µo =·o 

µn = Zµ, n > z 

Si existen, las probabilidades estacionarias est~n dadas por: 

lim p IN(t) ni 
1 ). n 

z 1T = = = 7T nr<µ > ' n < n t -+ 00 o 

ZZ A n 
z = 1T zr<zµ) ' n > o 

n
0 

se determina a partir de la condici6n: 



00 

1 = 
Z-1 1 A zZ 00 " 

= no [ r {-) n + r (-) nJ ñT µ zT Zµ 
n=O n=Z 

La serie del segundo miembro solo es convergente si 

En caso contrario no existe distribuci6n estacionaria 

·rrn = O V n por lo que el número de consumidores crece indefi­

nidamente. 

Si es convergente: 

1 
1T = o Z-l(Zp) n (Z p), 

r n~ + Z ~ (1 p) n=O -

y 

7r = 7r 
(Zp)~ n = O, ..• , z 

n o--,,-n. 

1T 7r 
n-z = p 

n z 

n > Z + 1 



l. INTRODUCCION 

• 

IV PARTE 

PROCESOS DE RENOVACION 

La teoría de la renovaci6n estudia las propiedades de una 

clase de procesos estocásticos, con valores enteros y paráme­

tro continuo, particularmente adecuados para representar las 

sustituciones a través del tiempo de elementos (focos, cintas 

de máquinas de escribir, etc.) sujetos a falla después de un 

tiempo aleatorio. 

2. DEFINICIONES 

2.1 Procesos de renovaci6n ordinarios 

Se considera un fen6meno que ocurre en instantes Ti se·parados 

por intervalos W., variables aleatorias no negativas indepen-
1. . 

dientes entre si y con misma densidad de probabilidad. 

Y(t) z(t) 
--¡--·-----i 

w w2 l W3 W4 W5 w6 1 

lt 
1 .. 

o Tl 
t 

T2 T3 T.4 ·T5 T6 

Los tiempos de ocurrencia Ti se llaman entonces tiempos de re­

novaci6n y el número de ocurrencias en el intervato I0, ti: • 

{N(t), t > O} es un proceso de renovaci6n ordinario 



Ejemplo 2,1 

En una central telefónica las llamadas ocurren en instantes 

T1 , T2 , ... , Tn' ... , donde O< T1 < T2 ... Si se admite que 

f-T -T -T • • • •, ;v - 1 n n n-

son variables aleatorias independientes con misma densidad de 

probabilidad, el número de llamadas recibidas en el intervalo 

[o, t] : {N(t), t > O} es un proceso de renovaci6n ordinario. 

Para un tiempo dado t, la variable aleatoria 

. Y (t) = t T - N (t) 

recibe el nombre de edad. Por otra parte, la variable aleato-

ria 

Z(t) = TN(t)+l - t 

se llama vida residual 

La terminología anterior corresponde a las aplicaciones m~s 

usuales de los procesos de renovaci6n en las que los tiempos 

Wi representan la vida, de duraci6n aleatoria, de elementos 

que fallan y se sustituyen en los instantes Ti. 

Se observa que en un proceso de renovaci6n ordinario el tiem­

po correspondiente al primer intervalo w1 , tiene la misma 

densidad de probabilidad que los intervalos posteriores. Es­

to equivale a suponer qu_e en el instante t = O el proceso se 

inicia con un elemento nuevo. Para ciertas aplicaciones esta 



suposici6n no es la más conveniente, por lo que se introducen 

las variantes definidas a continuaci6n: 

2.2 Procesos de renovaci6n generalizados 

2.2.1 Proceso de renovaci6n modificado 

Se llama proceso de renovaci6n modificado a un proceso tal 

que las ocurrencias se presentan en instantes 

w 1 , w 1 + w 2 , w 1 + w 2 + {'13 , ••• 

donde w1 , w2 , ... son variables aleatorios no-negativas y con 

densidades de probabilidad: 

Este proceso permitirá representar situaciones en las que el 

primer elemento considerado en una secuencia de elementos su­

jetos a falla no es nuevo. 

2.2.2 Proceso de renovaci6n establecido. 

Como caso especial del proceso de renovaci6n modificada con~ 

viene mencionar el proceso de renovaci6n establecido. Este 

proceso corresponde a la observaci6n a partir de un tiempo 

aleatorio de un proceso que se ha desarrollado desde mucho 

tiempo atr~s. 
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D~ acuerdo con lo que se presentará en 4.3 es un proceso mo­

dificado con 

donde Fw(t) es la funci6n de distribuci6n asociada a Wi y 

µ = E{Wi} para i > 1 

3. PROBABILIDADES ASOCIADAS A PROCESOS DE RENOVACION 

Los principales aspectos de la teoría de renovaci6n se refie 

ren a la determinaci6n de las densidades de probabilidad aso 

ciadas a los tiempos de renovaci6n T, número de renovaciones n 

para un tiempo t dado N(t), edad Y(t) y vida residual Z(t) 

3.1 Densidad de probabilidad de los tiempos de renovaci6n 

Para procesos de renovaci6rr ordinarios un tiempo de renova­

ci6n T
0 

es una variable aleatoria igual a la suma den varia­

bles aleatorias Wi idénticamente distribuidas e independien-

tes entre si. 

• to: 

Su funci6n de distribuci6n F (t} es por tan­
Tn 

F (t) = FW(t} TO 
OEPFI 

y en la misma forma: f.
0

(t) = fw(t) 

donde FW(t) es la funci6n de distribuci6n común de los Ni y 
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el símbolo* significa convoluci6n. 

Nota: Paran= 2, lo anterior se interpretará como sigue: 

FT
2

Ct) = P[Í 2 = w1 + w2 2- (] = E{P[Cw1 + w2> ~ tlw1J} 

= E{Fw2<t - Wl)} =oftfwl (t)Fw2<t-Wl)dW1 =Ft,~
2
)(t) 

(integral de convoluci6n). 

Tomando en cuenta que las variables aleatorias Wi són no-neg~ 

tivas es usual recurrir a la transformada de Laplace para de­

terminar F (n) (t) o f (n) (t) (densidad de ·probabilidad de T ). En 
W W . n 

efecto se tiene por definici6n: 

J -sw -sw } 
L [fTn (t); s] = E{exp [-s (W1 + w2+ ... +wn } =E{e 1. .. e n 

-sw -sw = E{e 1} ... E{e n} 

= L lfw(t), sin para procesos ordinarios 

Por tanto, la transformada de Laplace de la densidad de pro­

babilidad de los tiempos de renovaci6n.es igual al producto 

de las transformantes de Laplace de las densidades de proba­

bilidad de los tiempos entre renovaciones. 

En el caso d~ procesos de renovaci6n modificados las relacio­

nes anteriores se escriben: 

F (t) . T 
n 

f (t) *f (n-l) (t) w1 W 



y L [f (t) , s] 
T.n 

ya que la densidad de probabilidad del tiempo w1 es diferente 

de las de los tiempos entre renovaci6n siguientes. 

Para cualquier tipo de proceso se tendrá además: 

3. 2 Distribuci6n de probabilidad asociada al número de reno-

vaciones 

Para un tiempo t dado, los eventos {N(t) = O} y {N(t) > n}, . 

n > O coinciden con los eventos {T1 > t} y {Tn+l < t} respec­

tivamente. Por tanto se tiene: 

F ; paran> O 
Tn+l 

Se tiene además: 

PIN (t)= n:¡ = p IN (t) > n - 1:1 - p IN (t) > mi 

= F ( t) F (t) 
Tn Tn+l 

= F (n) (t) F (n+l) (t) para procesos ordinarics w w 

La esperanza matemática del número de renovaciones en un ins­

tante t es: 



00 
00 • 

H (t) = E{N(t)} =· n~lrnP [N(t} = n] = r m{P [N{t) > n - 1] - P [N{t) > m] J 
n=l 

00 00 

para procesos ordinarios 

00 

= F (t) * r F {n-l) {t) para procesos modificados 
wl n=2 w 

00 

= r F'r~n) {t) 
n=l. 

La función ~{t) = E{N(t)} se llama funci6n de renovaci6n. 

Esta funci6n ha sido motivo de amplias investigaciones,· la 

mayor parte de ellas de una complejidad excesiva para ser 

descritas en las presentes notas. Solamente se comentarán 

algunos aspectos simples de las mismas a continuación. 

Si se define como densidad de renovaci6n la función: 

h(t) = lim E{N(t + ót) -
ót ➔ O+ ót 

N(t)} 

= H"' (t) 

se tiene, a partir de la hoja anterior: 

h{t) = 
00 

¿ f (t) 
n=l Tn 

00 

= fw (t)* r f(n-l) (t) 
1 n=2 W 

Para un proceso de renovaci6n ordinario: 

00 

L [h(t); s] = r L[Fw<t); 
n=l 

s}n 

L[fw(t); sl 
= 

1 - L [fw(t); s] 



• 

para un proceso de renovaci6n modificado: 

L [h (t); s] = 

Las ecuaciones anteriores pueden también escribirse como: 

L [h(t); ·sJ = L [fw (t); s] + L [h(t); s]L [fw(t); s] . 
1 

invirtiendo esta ecuaci6n y recordando que la transformada 

de Laplace de una convoluci6n es el producto de las transfor­

madas de cada funci6n: 

que se escribe para un proceso ordinario: 

Esta ecuaci6n integral es la llamada ecuaci6n de renovaci6n. 

Es posible dar una interpretaci6n probabilista a la ecuaci6n 

anterior: la probabilidad de que se presente una renovación 

• en el intervalo (t, t + ~t) es la suma de: 

a) La probabilidad f(t}6t de que la primera renovación ocurra 
w 

en el intervalo- (t, t + 6t) 

b) La suma para u< t de las probabilidades de que ocurra una 

renovaci6n cerca.de (t - u) seguida por un tiempo de vida 



de longitud u. 

Es usual presentar la ecuaci6n de renovaci6n en la forma al­

ternativa: 

obtenida integrando ambos miembros de la ecuaci6n anterior. 

Una forma de mostrar la validez de esta última ecuaci6n es la 

siguiente: 

ahora: E{N(t) jw1 =u}= O para u> t 

ya que N(t) = O si la primera renovaci6n se presenta en un 

tiempo u posterior a t, mientras que: 

E{N(t)jw1 =u}= 1 + !i(t -u) si u2_ t 

en efecto, dado que la prDnera renovación se presenta antes 

de t,la distribución condicional de N(t) es la misma que la 

de [1 + N(t - u)]. Por tanto: 

H(t) = lt[l + H(t - u)Jfw(u)du 
o 

3.3 Densidad de probabilidad asóciada a la edad 

La edad se ha definido anteriormente como: 

Y ( t) = t - T N ( t) 



• 

En el instante t considerado existen dos posibilidades: 

o bien no ha ocurrido ninguna renovaci6n o por lo menos ha 

ocurrido una, por tanto: 

00 

P [Y ( t) .::_ ~] = P [y ( t) ~ X, N ( t) = o] + r P[Y(t) .::. x,N(t) = n] 
·n=l 

El evento {Y (t) -~ x, N (t) = O} ocurre si y solamente si ·t ~ x 

y no hay renovaci6n en el intervalo [0,t]. 

y ( t) = t. Por tanto: 

P [Y (t) <x,N (t) 

{ 

= o] = 

En este caso 

para x > t 

P [~_(t) <x,N (t) = o] = O para x < t 

Por otra parte, el evento {Y(t)<x,N(t) = n}, n ~ 1 ocurre si 

y solo si la enésima renovaci6n se presenta en el intervalo 

(t-x, t] y la número. n+l ocurre después de t. . . 

Esta condici6n puede escribirse como sigue: 

t - x < T n < t < T n+ l 

y la probabilidad de este último evento es: 

t t 
1 P [wn+l>t-u] f T (u) du 
t-x n 

= J [1-Fw(t-u)]fT (u)du 
t-x ·n 

para O< x < t. Finalmente se obtiene*: 

U(x-t) = O para x < t 
* Introduciendo la funci6n de Heaviside { 

U(x-t) = 1 para x ~ t 



1 

P [y ( t) ~ xJ = O para x < O 

00 t 
P[Y(t) .s_x] = [1-Fw (t)]U(x-t)+ r ! [1-F (t-u)]fT (u) du 

1 n-x t-x w:.. • n 
I 

t :..-· 
P[Y(t) .s._ x] = [1-F {t)Jutx-t)+/ [1-F (t-u]h(u)du 

wl t-x w 

para O< x < t 

PIY(t) .s._ xi= 1 para x > t ya que Y(t) < t 

3.4 Densidad de probabilidad asociada a la vida residual 

La densidad de Z (t) = TN (t) +l -t puede obtenerse en fonr1a seirejante: 

00 

PIZ(t) <xi= r PIZ(t) ~ x,N(t) = ni 
n=O 

n=O 
< t +xi+ r PIT < t < T l < t +xi= 

n=l n - n+ 

00 t 
Fw (t) + r / [F (t + x - u) - F (t-u)]f. (u)du 

1 n=l O w w Tri 

t 
P I Z ( t) .s._ X 1 = F (t+x) - F (t)+f [F (t+x-u) - Fw(t-u)jh(u)du 

wl wl O w 

Ejemplo 3.1 

El Proceso de Poisson 

cuando F (t)=F (t)=l-e-At, t > O el proceso de renovaci6n 
w1 w 

es un proceso de Poisson. 

Se observa que: (Parte II, inciso· 2 .4) 

F T. ( t) 
n 



• 

Se observa que la densidad de la. vida residual coincide con 

la del tiempo entre renovaciones. Los procesos de Poisson, 

como ya se coment6 anteriormente, "no tienen memoria". 

Ejemplo 3.2 

Procesos de Erlang 

Si {N(t), t > O} es un proceso de renovaci6n correspondiente 

a tiempos entre renovaciones con densidad de probabilidad 

Gamma con parámetros A y k. 

-At (At)k-l 
= e ---"--- A t > o con 

(k - 1) ~ 

Se dice que el proceso de renovaci6n es un proceso 

de Erlang de orden k. 

El enésimo tiempo de renovaci6n -rn tiene también densidad 

Gamma ya que, como es conocido, esta densidad es regenerati­

va. 

Es posible mostrar que, en este caso, la func~6n de renova­

ci6n es la siguiente: 

At 1 k-1 r 
H (t) E{N(t)} + ¿ E { 1 - exp [ - " t.( 1 - E r) ] } = ic k r=l 1 - Er 

donde e: = 21Ti 
exp(T"', e:º = 1, e:r = c21Tir) exp -k-



que corresponde a una densidad Gamma con paráme.tros \ y (n - 1), 

tambié·n llamada densidad de Erlang de orden n y parámetro \. 

La densidad de N(t) es, de acuerdo con 3.2,: 

-\t 
P ~Ht) = OJ = e 

n-1 · n 
P íiN(t) = m] = fte-\u (\u) \d _ rt,_ ->.u (\u) du 
~ O {n-1)~ u ~ e ·n! 

-\uJ t t ~>-u (\u) n-l 
e - f e (n-l) ~ \du 

o o 

• -\t (\t)n 
P[N ( t) = n J ;= e n, para m ~ 1 

En este caso se observa que 

H(t) = E{N(t)} = \t y que h(t) = \ 

La densidad de probabilidad de la edad es: 

P[Y(t) < x] = ¡t e->.(t-u>,.au 
t-x 

P [Y { t) .< X] = 1 - e -AX 

P [Y ( t) 2_ X] = 1 

(Densidad exponencial truncada) 

para x > t 

En la misma forma para la vida residual: 

P[Z(t) < x] = e-:-).t - e-\(t+x) + Jte-).(t-u)(l-e-\x)).du 
o 

P[Z(t) < x] = 1 - -AX e ¡· X > o· (densidad exponencial) 



3.S Unicidad del proceso para una funci6n de renovaci6n dada 

El énfasis puesto en la teoría de la renovaci6n sobre la fun­

ci6n de renovaci6n o su derivada la densidad de renovaci6n 

tiene una justificaci6n basada en la propiedad siquiente: 

La funci6n de renovaci6n (o la densidad de renovaci6n) define 

en forma única el proceso de renovaci6n. En forma más preci­

sa: si se conoce H(t) o h(t) la densidad de probabilidad 

fw (w) de tiempos entre renovaciones está totalmente def-inida. 

Lo anterior puede mostrarse fácilmente. Por ejemplo:, si se 

conoce h(t), la relaci6n: 

L[h(t); s] = 

del inciso 3.2 puede escribirse en la forma equivalente. 

L lh ( t) ; s] 
1 + L[h(t); s] 

La conocida relación biunivoca entre una densidad y su trans­

formada de Laplace tiene como consecuencia que a una rni.sma 

funci6n h(t) corresponde una densidad de probabilidad fw(t) 

única. 

Ejemplo 3.3 

Se vi6 en el ejemplo 3.1 que un proceso de Poisson N(t) tie­

ne una densidad.de renovaci6n constante igual a A. La 



propiedad anterior permite establecer que cualquier proceso 

que tenga esta característica tiene una densidad de probabi­

lidad de tiempos entre ren:ovaci6n f.W { t) de tipo exponencial 

y, por tanto, es un proceso de Poisson: 

L [fw{t); s] = 
L P.; s) 

1 + L p.~ s) 

pero L p,, si ). /ºe-stat ). [-e-stro ). 
= = - = -

o s o s 

por tanto 

= ·A/s 
1 + A/s = s + A 

-;\ t 
esta transformada corresponde a fw{t) = >.e (densidad expo-

nencial) como puede fácilmente verificarse: 

[ -;\t J roo -A.t -st L A.e , s = . Ae . e dt = o : 

= 
;\ 

;\ + s 
[-e- (;\+s) tJ; = ). 

;\ + s 

Todo proceso con densidad de renovaci6n constqnte (o funci6n 

de renovaci6n lineal) es por tanto un proceso de Poisson. 

4. COMPORTA..~IENTO ASINTOTICO DE LOS PROCESOS DE RENOVACION 

El comportamiento asint6tico de los procesos de renovaci6n 

puede generalmente ser descrito en forma sencilla. 

,I 



1 
l 4.1 Distribu~i6n de probabilidad asintótica del número de 

renovaciones 

Un proceso de renovaci6n N(t), ordinario o modificado presen­

ta a largo plazo una distribución de probabilidad estaciona­

ria regida por los siguientes teoremas: 

Teorema: 

Siµ= E{W} es el tiempo medio entre renovaciones 

lim N(t) 1 =µcon probabilidad igual a uno t -+ OO t 

cuandoµ es infinito,el resultado sigue válido interpretando 

1/µ como cero. 

La demostración se basa eh la ley fuerte de los grandes núme­

ros y puede resumirse corno sigue cuandoµ es.finito: La de­

sigualdad 

permite escribir si tes suficientemente grande para que 

N(t) > U(t) > N(t) N(t) + 1 
TN(t) t N(t) + 1 TN(t) + l 

Cuando t-+ 00 , N(t) -+ 00 con probabilidad uno y por tanto 

N(t)/(N(t) + 1) tiende hacia 1 con probabilidad uno. Asimis-



probabilidad uno cuando N{t) + 00 de acuerdo con- la ley fuerte 

de los· grandes números,con lo que queda demostrado el teorema. 

Teorema: 

Siµ= E{W} es finita el valor medio H{t) de N(t) tiende hacia. 

un valor asint6tico: 

lim H{t) = 1 
t + OO t µ 

Intuitivamente, este teorema es consecuencia del anterior. Se 

omitirá la demostraci6n rigurosa 

Teorema 

Si E{W} y E{w2 } son finitas,entonces para cualquier valor real 

x: 

2 
1 Jxe-1/2 y dy 

l27r -oo 

en otros t~rrninos, la distribuci6n de probabilidad de N{t) 

tiende hacia una densidad de tipo normal con media t/µ y va­

riancia cr 2 /µ 3 donde o 2 es la variancia var[w). 

Esta es una consecuencia del teorema del límite central. Se 

omitirá la demostraci6n en lo que se refiere al valor límite 

de la variancia de N{t). 

4.2 Teorema de Blackwell 

Existen varios teoremas adicionales relativos al comporta­

miento de H{t) = E{N{t)} en el límite; el más conocido es el 



teorema de Blackwell: 

Teorema 

Siµ= E{W} es finita, entonces 

lim H(t + ti) - H(t) = 1 
t ~ 00 6 µ 

para cualquier 6 > O. 

Es posible dar a este teorema la interpretaci6n gráfica· si­

guiente: 

AB: 

H(t + 6) - H(t) 
6 

t H (t) 

H (t+6t) - - -

H(t+-_:- _::__-::.... -

1. 
1 ¡ 
1 

representa la pendiente de la cuerda 

•. /' pendiente 1/µ 

-~~-
-+-

1 

/ IA 
• 1 

-------t 
t t+6t 

la pendiente de esta cuerda tiende hacia el límite 1/µ 

el teorema de Blackwell, cuya demostraci6n omitiremos, es 

equivalente (Neuts p.333) a· un teorema más general llamado 



• 

Teorema 

cuandoµ= E{W} es finita 

f
t 1 - FN (u) 

lim P(Y(t) -< x) = lim P(Z(t) 2. x) = ---- du 
t-+oo t-+oo O µ 

Demostración: 

Se recuerda que (3.3): 

FY(t) (x) = P(Y(t) 2. x) = 11 - Fw (t) lu< x - t) + 
1 

+ ft 1 - FW(t - u) !h(u)du; para O< x < t 
t-x 

y que (3. 4) 

FZ(t) (x) = P(Z(t) 2. x) = Fw (t + x) - Fw (t) + 
1 1 

+ rt[Fw(t + x - u) - Fw(t - u)]h(u)du 
o 

Cuando t-+ 00 

[1 - Fw (t)JU(x - t) -+ o 
1 

Ahora: 

¡t [1 - F (t - u)]h(u)du = 
t-x W 

ltQ1 (t - u)h(u)du 
o 



"clave" de la teoría de la renovaci6n: 

Teorema 

S·i una funci6n Q(t) satisface las condiciones: 

a) Q(t) > O para todo t > O 

00 

b) l Q(t)dt < oo 
o 

lim 
t -+ 00 

1 00 

= µ / Q (s) ds 

en el teorema de Blackwell la funci6n Q{u) es: 

Q (u) 

= O; 

Y ÍtQ{t-u)dH(u) = 
o 

1 .oo 1 1 
es J 6 du = 

µ º· µ 

o < u < ti 

u,> 6 

= H(t) - H{t-ti) 
ti ~ 

cuyo límite 

4.3 Densidades de probabilidad asint6ticas de la e?ª?.Y.?e 

la vida residual 

Cuando la media µ = E{W} es finita, el teorema "clave" de la 

teoría de la renovaci6n permite establecer varias propieda­

des importantes de las densidades de probabilidad límite de 

las variables Y(t) y Z(t), cuando t tiende.hacia el infinito: 



0 < U < X 

= o para otros valores de u 

y de acuerdo con el teorema "clave" de la renovaci6n: 

lim t [ ] t-+ 
00 

J l - Fw(t - u) h(u)du 
t-x 

por tanto: 

En 

lim FY(t(x) = lim P[Y(t) 2 x] 
t-+oo ·t+oo 

= l ¡X[l - Fw(u)]du 
lJ o 

la misma forma; para la vida 

¡t 
O [FW(t + X - U) - Fw (t -

= ¡t+xF (t 
o w 

+ X - u)h(u)du 

¡t+xF (t + x - u)h(u)du 
t w 

residual 

u) J h (u) du = 

- ftFW(t - u)h(u)du -
o 

y de acuerdo con la ecuaci6n de renovaci6n: 

H(t + x) - F (t + x) - H(t) + F -
wl wl 

t+x / Fw(t + x - u)h(u)du 
t 

= H(t + x) - F (t + x) - H(t) + Fw (t) 
Wl 1 

{t+xll-F~(t+x-u) lh(u)du 

La cantidad FW (t) 
1 

Fw (t + x) tiende hacia cero cuando 
1 . 



t + 00 el límite de la integral se obtiene escribiendo 

y = t - x: 

lim PjZ(t) < xj = 
t + CX) 

5. TEORIA MARKOVIANA DE LA RENOVACION 

5.1 Introducci6n 

¡Y [1 - F -'(v - u)]h(u)du = W· y-x 

Es posible definir una clase de procesos que incluye como 

caso particular los procesos Markovianos y de renovaci6n. 

Las propiedades de los procesos así definidos permiten exte~ 

der el alcance y la generalidad de los procesos Markovianos 

y de renovaci6n considerados individualmente. 

5.2 Definiciones 

Se considera un proceso bidimensional tal que se define para 

cada valor de un número entero n,una variable aleatoria Xn 

que toma valores dentro de un conjunto denumerable E y una 

segunda variable Tn definida entre los números reales no ne-

gativos* y tal que O= T
0 

< T1 < T2 < ... < < ... 

El proceso bidemensional {Xn' Tn; n N} se define como pro-

ceso Markoviano·de renov~ci6n con espacio de estados E si: 



T , • • • , o . T } 
n 

Se considera siempre que el proceso {X, ·T} es homogéneo es n n 

decir que V i, j € E y Vt: 

P{Xn+l = j; Tn+l - Tn < tlxn = i} = Q(i, j, t) es inde­

pendiente den. 

Si se define 

. P . . = 1 im Q ( i J. t) 1,J t + 00 , , 

se observa que 

P > o i,J 

de las definiciones anterior~s se deduce que: 

T } = p. . n 1,J 

lo que implica que: 

{Xn; n~N} sea una cadena de Markov con espacio de esta­

dos E y matriz de transici6n P = {p .. } 
1,J 

• Nota: Se introduce aquí una pequeña variante respecto a la • 
forma en la que se han definido los procesos de renovaci6n: 
se considera que en el instante t =Ose presenta una reno­
vaci6n {proceso ordinario con funci6n de renovaci6n incre­
mentada de 1) 



Ahora, si se define 

G{i, j, t) 
Q{i, j, t) 

p .. 
l., J 

• 

= 
= j, Tn+l - Tn ~ tlxn = il 
PIXn+l = j lxn = il 

con la convenci6n de que G{i, j, t) = 1 si p .. = Q{i, j, t) = O; 
]. , J 

es posible dar la siguiente interpretaci6n: 

G{i, j, t) = P{Tn+l 

a partir de lo anterior y de la primera definici6n que se ha 

dado se obtiene que: 

paran~ 1 y u1 , ... , un números reales positivos 

- T < o 

... G(X l' X, un) n- n 

Los incrementos ~l - T
0

, T2 - T1 , ... son condicionalmente in­

dependientes dada la cadena de Markov X
0

, x1 , ... y la distri­

buci6n de probabilidad d~ Tn+l - Tn depende solamente de Xn y 

xn+l 

En particular, si el espacio de estados E es un estado único, 

los incrementos son independientes e idénticamente distribui.­

dos y por tanto: 

Si E está constituido por un estado único entonces {Tn} define 

un proceso de renovaci6n. 



Además de lo anterior, se ob·serva que para un estado j dado 

• d f • sj sj 1 • • si se e 1nen como 
0

, 1 , ... os tiempos sucesivos Tn para 

los cuales Xn = j, entonces {S~} define también un proceso de 

renovaci6n (posiblemente modificado) 

No se demostrará aquí la proposici6n ante.rior (casi evidente). 

Sin embargo, conviene hacer notar que para establecerla es ne­

cesario introducir algunas convenciones adicionales. 

En particular, se agrega un estado adicional!::. al conjunto E 

tal que X = !::., T = +00 V realizaci6n del proceso. Estas con 
00 00 

venciones son necesarias para poder cubrir el caso particular 

de los estados transitorios en los cuales la cadena entra con 

probabilidad 1 solamente un número finito de veces. J?or tanto 

para casi todas las realizaciones existe unan finita tal que 

los tiempos de recurrencia sean infinitos; se· admite en este 

caso que la cadena pasa al estado ficticio!::. para los valores 

n mayores que este límite con tiempos de renovaci6n infinitos. 

Para establecer claramente la situaci6n anterior es convenien­

te introducir el proceso Y= {Y(t); t > O} definido como: 

y ( t, ) 
si T n < t < T n+ 1 

si t > sup Tn 
n 

el proceso así definido se llama "proceso serni-Markoviano mí­

nimo"asociado al proceso markoviano de renovación {X, T} 

Del inciso 3 de la parte III se desprende que sí 



Q ( i' j, t) 
- (i) t = p. . (1-e 

1,J 

Vi,j,t y para alguna funci6n A(i), entonces Y es una cadena de 

Markov de parámetro continuo. 

Ejemplo 5.1 

Modelo para tránsito 

Si T0 ,T1 , ... ,Tn,·· son las posiciones de vehículos a lo largo 

de una carretera y si Xn denota el tipo (coche, cami6n) _de 

vehículo, e~ aceptable considerar que X= {Xn} es una cadena 

.Markoviana y que las distancias Tn+l - Tn son variables alea­

torias que dependen solamente de los tipos de vehículos Xn+l 

y X • n En este caso {xn,rn} es un proceso marRoviano de re-

novaci6n .. 

:C.:jemplo 5.2 

Cola M/G/1 

Se considera un modelo de la teoría de colas en el cual las 

llegadas de los consumidores ocurren de acuerdo con un proceso 

de Poisson N(t) y los tiempos de servicio Z. tienen una fun-
1 

ci6n de distribuci6n arbitraria ~(t) independiente de N(t). 
' 

Una sola persona atiende a los consumidores. 

Sea X el número de consumidores.en la cola, inmediatamente n 

después de la salida del cliente nº n: 

Xn es una cadena de Markov con matriz de transici6n: 



• 

p = 

o 

donde 

k = 0,1, ... 

siendo a la intensidad del proceso de Poisson 

Para demostrar lo anterior se observa que si Tn es el tiempo 

de la enésima salida y zn+l el tiempo de servicio del consu­

midor Nº (n+l) 

Si X >0 el tiempo de servicio del consumidor nº n+l empieza n 

Durante este tiempo 

habrá N(Tn+Zn+l>~N(Tn) llegadas y por tanto el tamaño de la 

cola inmediatamente despues de la salida N~ (n+l) sera: 

X + {Nh +z +l)-N(T )] - 1 n n n . n 

Si X = O el cliente dejará al salir los que hayan llegado n 

durante el tiempo en el que lo atendieron es decir 

por lo que: 



1 

• xn + [N(Tn+Z~+l)-N(Tn)] - 1 si X- > O n 
xn+l = { 

Pero se sabe, por el caracter estacionario de los incremen­

tos del proceso de Poisson, que: 

= P[N(z) = k] 

ya que todas las Zi tienen la misma densidad de probabilidad. 

Por otra parte : 

qk = P[N(z) = k] = E{P[N(z) = klZ]} 

-az k -at k 
= E{e k~az) }· = 1~e -k~at) d<t>(t) 

Ahora bien, si i = o 

P{Xn+l = ji xn = O} = P{N (z) = j} = qj 

y si i > o 
q. 1 . ··J+ -l. 

si 

P{Xn+l = ji xn = i} = P{N{Z) = j+l-i} ={ si o 

con lo que queda establecida la matriz de transici6n. 

-i>i-l .,_ 

j<i-1 

• Es posible observar que (Xn,Tn) es un proceso Markoviano de 

renovaci6n, la matriz Q(t) cuyos elementos sean las probabili­

dades Q{i,j,t) se definirá como sigue: 



Q(t) = 

o 

donde 

t e-as(as)n 
q (t) = f d!P ( s) n o n! n = 0,1, ... 

t 
p (t) f -as = ae q (t-s)ds n o n n = 0,1, ... 

Lo anterior puede verificarse como sigue: 

a) Si hay por lo menos un cliente en la cola (i~l) ,se tiene: 

Q(i,j,t)=E{PIN(s)=kl ls<t} 

= Probabilidad de que en el tiempo t haya 

sido atendido el cliente_ n+l y que du­

rante el tiempo de atención hayan lle­

gado k = j-i+l clientes 

t -as ( ) k 
= f e as d~(s) 

O k. '--v----1 ____ _..) 

probabilidad de 

que en el inter­
valo ( O , s):: ( O , t) 

lleguen exacta­

mente a la oola 

(Poisson) 

probabilidad de 

que en el inter­

valo (s,s+ds):: (O,t) 

tennine el servicio 

del primer cliente 



• 

k = j=i+l 

b) Si no se encuentra ning~n cliente haciendo cola 

Q (o, j, t) = P{x.+1=j; T +l-T <tlx =O} n • n n- n 

= Probabilidad de que en el intervalo (O,t) lle­

gue el primer cliente y que durante su tiempó 

de servicio lleguen k = j clientes mas 

t t-s -as k 
Q(O,j,t)=E{P[N(t-s)=klls<t} =f [f e k(fs) d4>{s)] ae-':l 5 ds= 

o o ------' ,.____ _ __.. v-· 
probabilidad de que el t.i.em probabilidad 

pode servicio del primer 

cliente sea~ (t-s) y de 

que durante el tiempo de 

de que en·el 

intervalo 

(s,s+ds) lle-

servicio lleguen k clientes gue el primer 

(vease inciso anterior) cliente (den­

sidad exponen 

cial de un 

proceso de 

Poisson) 

k = j 



1 
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A N E X O S 

1. Densidades y distribuciones de probabilidad usuales 

2. Tablas de Pearson-Hartley 

3. Tabla de transformadas de Laplace 



• 

t 
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1 
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J 
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Nomb}[.e. 

BERNOULLI 

BINOMIAL 

GEOMETRI CA 
( 1} 

GEOMETRICA 
(2) 

DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD USUALES 

Ejemplo& de va.lÚable& alea.tolÚM que tiene.n la. cU~ 
.t/Úbuc-lón i.ncüc.a.da 

Resultado de un experimento de Bernoulli con dos 
posibles resultados: éxito o falla (ej: moneda: 
águila= 1, sol= O) 

Número de éxitos en n experimentos independientes 
de Bernoulli en los cuales la probabilidad de 
éxito en cada experimento es p 

Número de intentos necesarios para obtener el 

primer éxito en una secuencia de experimentos 
•independientes de Bernoulli. 

NQmero de éxitos antes de obtener la primera fa­
lla en una secuencia de experimentos independien­
tes de Bernoulli 

BINOMINAL Número de fallas antes de obtener}[. éxitos en 
NEGATIVA(!) una secuencia de experimentos independientes de 

6e rn o ul 1 i 

BINOMIAL Número de intentos para obtener}[. éxitos en una 
NEGATIVA( 2 ) secuencia de experimentos independientes de 

POI SS ON 

Bernoulli 

Número de ocurrencia de eventos de un determina­
do tipo en un periodo de tiempo unitario cuando 
dichos eventos se presentan en forma aleatoria 
a una tasa promedio de A por unidad de tiempo. 
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DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD USUALES 

NOMBRE Y VA- DISTRIBUCION Px(x) y DO- FUNCION CA-LORES DE LOS MEDIA VARIANCIA PARAMETROS MINIO DE DEFINICION RACTERISTICA 

. 
BERNOULLI px(l~p)l-x ; x=0,1 peiw + (1-p) p P(l-p) 

O 2.P2.l o otros v~lores X 

.. BINOMIAL 
( n ) p x ( 1 - p ) l'J - x ; x =O , 1 , . , . n . n 

n = 1,2, ... X . [Pe iw+(I-pU np np(l-p) 
O<p<l a otros valores X 

• 

GEOMETRICA(l) p(l-p)x-l; x=l~2,.,. peiw . 1 l.:]_ -.. 
02_p2_l o otros valores X 1-(1-p)eiw p p 2 

GEOMETRICA(2) px{l-p); x=0,1,2, ... 1-p ___E_ p 

02_p2_ l o otros valores X 1-peiw 1-p -{1-p)2 

BINOMIAL 
x-1 r( )x-r 1 NEGATIVA (2) 1 p 1-p ; x=r,r+ , ... 

Ll 
. ~ r (PASCAL) r- pelW r r(l-p) 

r=l,2, ... . 
1-{1-p)elw p p2 o otros valores X O<p<l 

BINOMIAL 
x + r -1 p x (1 _ p ) r ; x =O , l , ... NEGATIVA (1) 

~
1-p ~r ..J:.e. rp X . 

r=l,2, ... o otros valores X Í-peiw 1-p {1-p)2 O<p<l 



-A A X 
e>..(eiw_l) POISSON e ::--r; x=0,1, ... 

). ). X. , 

).> o o otros valores X 

.. 

HIPERGEOMETRICA (ª)(N-a); x=O,l, ... ,min(n,a) 
x n-x O . ( ) 

an(N-n)(N-a) N=l, 2, ... N ; x= ,1, ... ,m,n m,a na 
n=l, 2, ... , N (n) N N2(N-l) 
a=l.2, .. -~N o otros.valores X 

• 



NombJt.e 

UNIFORME 

NORMAL 

• 

DENSIDADES DE PROBABILIDAD USUALES 

Ejemplo .de va.Ju.a.ble a.lea.:tolti..a. c.on la. den.-6i.da.d .ln.di.c.a.da. 

Una· variable igual a la función de distribución de una 
segunda variable ton densidad de probabilidad cualquiera 
(en el intervalo {0,1}) 

Suma de un número grande de variables aleatorias inde­
pendientes con densidades de probabilidad idénticas 

EXPONENCIAL El tiempo requerido para observar el primer evento en 
un proceso de ~oisson a partir de un tiempo arbitrario 

GAMMA El tiempo requerido para observar la ocurrencia de K 
eventos en un proceso de Poisson a partir de un tiempo 
arbitrario 

LOG ~ORMAL Cualquier variable positiva cuyo logaritmo tiene densi­
dad norma·l 

BETA Si se tiene una muestra X1 , X2 ... Xn de una densidad 
fx(x) cualquiera, clasificada por orden de magnitud 
creciente, 1 a variable Wrs igual al área bajo fx(x), 
delimitada por Xr y Xs tiene densidad BETA en el in 
tervalo {0,1} {Ver Mood y Graybill p ~05). 

2 . x (n) Suma de los cuadrados den variables independientes 
con densidad de probabilidad normal estándar {N{0,1}) 

x Raíz cuadrada de la variable anterior 

11 t II de 
Student 

Cociente X 

Y/In 
donde X tiene densidad N (O,l) 

Y tiene densidad x con 
n grados de libertad 



"F" 

• 

Cociente Y...!! donde 
Y/n 

X tiene densidad x2 con 
m grados de libertad 

Y tiene densidad x2 con 
n grados de libertad 



!M,¡¡GH Pti 

.. 

~ Me ,··¿,p &ii:wi 

NOMBRE Y VA­
LORES DE LOS 
PARAMETROS 

UNIFORME sobre 
el intervalo 
[a,b] 

2 NORMAL N(µx'ªx) 

- oo< µX <+ oo 

(J > o 
X 

DENSIDADES DE PROBABILIDAD USUALES 

DENSIDAD fx(x) E IN­
TERVALO DE DEFINICION 

l 1/(b-a) a<x<b 
O para otros val. de x 

1 tl ;<-µ ~ cr ~ exp -~--x)2 
XY~TI 2 (J • X 

FUNCION CA­
RACTERISTICA 

•eiwb _ eiwa 
iw(b-a) 

r; 1 2 21 
expLwµx-2 µx cr'5.J 

MEDIA 

a+b 
-2-

µX 

VARIANCIA 

(bi~)2 

02 
X 

----------------+---------------------------+----------------+------'------➔--------------!-• 

EXPONENCIAL 

11.>0 

GAMMA* 
k>O 
11.>0 

LOGNORMAL 
2 

Y= Lo g X : N (µy' ªy) 

BETA sobre el 
i n te rv a 1 o ~ , ~ 

r>O 

J A .:.Ax 

1 : para otros val. de x 

x>Q 

1 
A ( )k-1 -AX ~ AX e . x>O 

O para otros val. de x 

i 
r Lnx-µ l 

1 expLl( Y) 2J 
X (Jy /2,r 2 (J y 

para x>O 
O__Qara otros val. de x 

x-a -x · . 
B(b-a)t-l 
, con 8 _ r(r)r(t-r) 
• - r(t) 

• para a<x<b 

(1- ¡w)-k 

(1 - itfk 

1 
X"" 

k 
I 

2 

. explµ/ °-f] 
No ta : ~og mx =µy 

mx:mediana de x 

a + f{b-a) 

k 
2 

;>., 

k 
A2 

2 

exp ~µ/oj G ºy-~ 

(b-a)2 r(t-r) 
t 2(t+l) t-r>O l 

1 ( )r-l(b )t-r-1 

O oara otros . .-!'.-ªJ-=---d=e~x---+--------~-------'--------
*r{k) = J00e-uuk-ldu. Si k es entero >O: r(k) = (k-1)! 

o 

.. 
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DENSIDADES DE PROBABILIDADES USUALES 

NOMBRE Y VA- DISTRIBUCION fx{x) E I~ FUNCION CA-LORES DE LOS MEDIA VAR I Al~C IA 
PARAMETROS TERVALO DE DEFINICION RACTERISTICA 

l 

~2{Ji Cuadrada) 1 {x/ 2)n/2-le-x/2 {1-2iw}-n/ 2 n 2n con n grados de 2 r(n/2) x>O 
libertad* ; 

O oara otros val. de x 
"C {Ji) 2 

x{x2/ 2}n/2-le-x /2 
con n grados de r(n/2) x>O 12r Un+ 1) / 2) 2 libertad r(n/2) n-µ 

O para otros Vql. de x X 

t de Student con _1_· r(n+l)/2)(l+ x2)-(n+l)/2 n grados de li-
bertad lñTT r{n/2) . n o n 

n>2 
-oo<x<+oo 

n-2 

F con m y n gr_! . {m-2) -{m+n) 
n 2n2(m+n-2) r(m+n)/2) x 2 (l+x) 2 dos de libertad 

r(m)r(") . n-2 m(n-2) 2(n-4) 
2 2 x>O si n>2 si n>4 O para otros val de x 

* La '1f es también una densidad Gamma co_n k = n/2," = 1/2 

---

U 4; t}.4%PA;:e,l¼it\J-;MtW$ q:µ 6%,#,IM51\.t\lM#)!illlf\iili't\W~,1ltU;p,Mp;;¡:;c;:cLQt.t4(4.C$i:¡t;,;z;;;p;.;; _44 ?4 WP!i,1,.l (4,,4)_W!9J.(,¼41t&t4AJttfiAM$$.1!Wl 



• 



__.,lil t:rY ti 'tl:ií:'f1Wr1t-rtcwf1· tt;t ?Wtlindk. ,,mi f ntit 1 T 'Y&tMiY&±tf&~I nt·f¡-p··m;-·11:i1,;i'f¾''-gif"-, 

65' APPENDIX A I TABLES 

Table A.2t Tables for evaluatlon of the CDF of the x', gamma, Table A.2f Tables for evaluation of the CDF of the x2. gamma, 

~ttr·.re•-',. ::t "··-.:9;_ "'in ·tft# 

and Polsson distributlons and Poisson dlstrlbutions (Continued) 

11:• • 0.001 0.002 0.003 0.0(K 1 0.005 0.006 0.007 O 008 0.009 o.oio 
• •-0.~ O.COJO 0.0015 0.0020 0.0025 0.0030 0.0035 0.0010 0.0045 0.0050 

x• - 2.2 u 2.8 2:8 3.0 u' 3.4 3.6 3.8 4.0 
• m• 1.1 1.2 1.3 u 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0 

------- --- --- --- --------- --- --- ---
1 O 97477 0.96433 O. 95632 O 0.957 O 94363 O 93826 O 93.132 O 92673 O 92142 O 92034 
2 09!1950 o 9'J'JOO O. 99850 0.99800 O 911750 O 99700 O 9~651 O 9'J601 O 99551 0.09501 
J O.m99 O.~ 0.99996 0.99993 0.99991 0.99988 O. 119984 O 9\JIJBl O. 99977 0.99073 

1 0.13801 0.12134 O. 10686 O 0\1-120 0.08J27 O 07364 O Oti5W O 0.,7iH O O!il~5 O 04.',.';() 
2 0.33~87 O 30119 0.27253 O. 24660 O 22313 O 20100 O 1~21)8 O 10,\30 O H!~\7 O l:l',34 
3 O. 53195 0.49363 0.45749 O 423(,() O ~9163 O 36181 O 33397 O JO&J·l O "~3~.9 O tóll6 • o. 99999 O 99999 0.999~9 0. 99999 • o. 69903 0.66263 o. 62682 O 50183 O. 55783 0.52493 O. 49325 O 4d2il4 O 43375 O 40ti01 

-- --- --- --- --- --- --- --- ---
a 0.82084 O. 79147 o. 76137 o. 73079 O. 69999 0.66918 O 63857 o. 60831 O 57856 O 54'H2 

11:•-0.01 0.02 0.03 O.Oi 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.10 , • • 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 0.035 O.OiO 0.045 0.050 
• o. 90042 O 87949 O. 85711 0.83350 O 80885 O. 78336 O. 75722 O 730ll2 O i0:172 O 67~68 
7 O. G4795 0.93444 0.91938 O 90287 O 88500 O 86590 O. 8-1570 O 82452 O li0250 O. 77978 
8 O. 97426 O. 06623 o. 95691 O 94628 O 93436 O. 92110 O OOG81 o 801n O 87470 O ~5712 -- --- ·------ --- --- ------ - 9 0.98790 o. 98345 O 978(,7 O 97170 O 96,130 o 9.,.,83 0.04631 O 93,;¡2 o n,u~ O VIIH 

~ 

1 0.92C3-I 0.88754 0.862'9 O.MUS O 82300 O. 80650 o. 79134 O. 77730 O. 76US O. 75183 
2 O 99501 0.99005 o. 98511 O 98020 o. 97531 0.970U 0.96S6I O 96079 0.95600 0.05123 
J O t'J973 0.119925 O. 99663 0.119790 o. 99707 O. 99616 o. 99518 O 1Xl412 O. U930I O 99184 • O.IW999 o.~s O.WJ&ll 0.99960 O mtl9 0.119958 O. 99940 0.119922 0.99902 O. 99679 
6 0.99999 0.99998 O.W.1!17 0.99WS 0.99993 o. 1Xl991 0.99987 0.99984 . 

10 o. 99457 o. 99225 o. 98934 o. 98575 O 98142 O 97632 O. 97039 O 06359 O 95W2 O 94735 

11 o. 99760 o. 99652 O 99503 o. 90311 • O 99073 O 98781 O 08·131 O 0,s/)19 O 07541 O 96:):12 
12 0.991103 0.90850 o. 90777 O 99680 0.09554 O 00306 O V9200 O 0~%2 O 9hti78 O ~~JH 
13 • 0.119961 O. 99938 0.99003 O 99856 O. 99793 o. 99711 O. 9<Jti06 O 99475 O 99314 O 99119 
H 0.99985 O. 99976 O. 99960 o. 09938 o. 99907 O. 09866 O. 99813 O. 99743 O 90655 0.09.';-17 

• 0.119099 0.99999 o. 99999 0.0!KJ98 
16 0.89994 0.99900 0.119984 o. 99974 0.119960 O 99940. O W013 O. 90&78 O 99832 O !l'J774 

-- --- --- --- --- --- --- --- 16 0.1Xl908 O. 99096 0.99994 o. 09989 O. 09983 O 00074 O 90961 O 99911 O ti~tJ;!l O ~9HIJO 

Jt1 • 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 
.• • • 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 

-- - --- --- --- --~ --- --- --- ---

17 O.V9999 0.99999 O. 99998 0.99996 0. 99&U3 0.00089 O 00%3 O \f.MS O ~'J!iUI U \l'.f.11~ 
18 0.991Xl9 o. 9~998 0.90097 O. 90095 O. 90993 O 99989 0 909b4 O 09'J76 
19 0.99990 O. 99999 O. 90998 o. ~9'J97 0.90995 O. 9'J:IJ3 O 99~S9 
20 0.99999 o. 99999 O. 00998 0.:l'J9'J7 Q 99095 

.. 
l 0. 75183 0.65472 0.58388 O 62709 0.47950 0.43858 0.40278 0.37109 0.34278 0.31731 
2 0.95123 o. 91H84 0.86071 0.81873 o. 77880 0. 74082 O. 70469 0.67032 0 .. 63763 0.60653 
3 0.99lst 0.97759 0.96003 O. IH02' O. 91889 0.89643 8.87320 O 81947 O 82543 -0.80125 • 0.99S79 0.99$32 o. 98981 0.9$248 O. 97350 O. 96306 ·O. 95133 o. 93845 o. 92456 O 90980 

' o. 9119M o.mu 0.99764 0.99533 0.99212 0.98SOO O. 98297 0.97703 o. 97022 o. 96267 

21 0.999W O. !l'JO!l'J tn~'.rJ8 
22 .09~~!) 

--- --- --- --- ------ --- --- ----
x• • 4.2 u 4.6 4.& 5.0 5.2 5.4 5.6 5d 60 

• 11 -2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.fl 3.0 • O.W998 0."9&5 0.99950 0.99885 o. 9971H 0.09640 0.00H9 O. 09207 O. 98912 0.08561 
7 0.99997 0.99990 O. P9974 O. 99945 IJ.9lSt>9 o. 99834 0.99H4 0.99628 0.90483 • 0.19998 0.9~ o. 99987 O 99973 o. 9995-1 O. 09922 O 99880 0.098:IS g o.wm o. 99997 o. 99993 O 99987 O. 99978 o. 99964 O 99944 

10 0.99999 0.99993 0. 99997 0.119994 0.09989 0.99083 

--- --- ---- --- --- --- --- --- ---
1 0.04042 0.03594 0.03197 O 02846 O 02535 O 02250 0.021JU 0017% o O!t,Ol O 01431 
2 0.12246 O 11080 0.10026 O O!i072 0.08209 0.07427 O 06721 O 06081 o o.s:,02 ü 04979 
3 o. 24066 0.22139 O. 20354 O 18704 0.17180 0.15772 0 IH74 O 13278 O 12176 O 11161 • 0.37962 0.35457 0.33085 0.30844 O. 28730 O. 26739 O 24866 O 23lt)~ O 21459 0.19:HS 

11 o. 99!l99 0.119998 O. 99997 0.90905 
12 o. 99999 0.99999 

--- --- --- ------ --- --- --- ---
x• • 1.1 u 1.3 u u 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0 , ••O.SS 0.60 o.~ 0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00 

6 0.52099 0.49337 0.46662 0.44077 O U588 0.39106 0.3690! 0.34711 0.32617 O 30ú22 

8 0.64963 o. 62271 0.5%04 o. 56971 O 54381 O 51813 O 49363 O 4694-1 O H5'1b O 42319 
7 o. 75647 0. 73272 O. 70~64 O 68435 o. 55996 o. 63557 O 61127 O 58715 O. 5GJ~g el 53~75 
8 0.83664 O 81935 O. 79935 O 77872 O. 75758 o. 73ó00 O 71409 O 69ml 0.61J~(j;.! O íHi iJ 
9 0.89778 0.88317 0.86769 0.85138 O 83431 0.81654 O 7U814 O 77919 O 75976 O 731(12 

10 o. 93787 0.92750 o. 91625 0.90413 o. 89118 O 87742 O 86291 O 84768 0.83178 U 81526 --- --- --- ---· --- ·--- - --- -
l 0.29427 O 21332 O 25421 0.23672 O 22067 O 20590 0.19229 0.17971 0.16808 O. 15730 
2 0.$7695 O.lHSSI O 52205 0.49659 0.47237 O 44933 o.•2m 0.40657 0.38674 0.36788 
3 O. 77707 0.75300 O. 72913 o. 70553 0.68227 O 65939 o. 63693 O 61493 0.59342 O 57241 
4 O 69427 O 8';810 0.86138 O 8H20 O 82664 0.60879 O 79072 o. 77248 o. 75414 O. 73576 
$ O. 9:.110 O 9HS8 O. 93493 O 02l31 o. 91307 O 00125 0.88890 O. 87007 0.86250 0.84915 

11 0.96370 o. 95672 O 94898 o. 94046 O 93117 O. 92109 O. 91026 O 8~868 O SSG37 O 8i337 
12 o. 97955 O 97509 O. 97002 o. 96433 O. 95798 O. 05096 O. 04327 O !13la9 O V2583 O ~lli08 
13 0.98887 0.118614 o. 98298 o. 01n, O. 97519 O 97052 O. 96530 O 05tl5I O %313 O 94615 
H 0·_99414 0.99254 O. 09064 0.98841 O 98581 O. 98283 O. 9';V43 O. 97550 0.0712d O %ti49 
15. 0.99701 0.99ól0 O. 99501 o. 99369 o. 99213 o. 90029 0.9&816 O. 985il O 9~!01 O 'J7975 

• 0.9Sl5-! 0.976M 0 97166 0.96586 O. 95940 O. 9.5258 O 91512 o. 93714 0.92866 o. 91070 
7 ~ws 0.9-3093 0.GSSH o. 98557 O. 98231 O. 0766-1 O. 07457 0.9i008 O. 96517 0.95984 
8 o w1:1., 0.99664 0.99555 0.99425 O 99271 0.9!?092 0.98887 O 98654 O. 98393 O 08101 

' 0.lm!7 0.99ilf>2 8. 99S3S O 9978'l O 99715 0.99633 O. 99537 o. 09425 o. 99205 O. 99147 
10 0.1Ml7l 0.99961 o.mu O. 99ll2I 0.9961K o. 9985Q o. 0~817 0.99766 O. 99705 0.99634 

IG o. 99851 0.99802 O. 99741 0.09666 O. 99575 O. 99467 O ~9338 0. 09157 O %012 O %SIO 
17 0.99928 o. 99902 0.99869 O 99828 o. 99777 O 99715 O. 99630 O. 90550 0.0'Jl43 0 0V319 
18 0.09966 0.99953 O. 99936 0.99014 O. 99886 O 99851 O. 99800 O W757 O 9%91 O 9%.?0 
19 o. 99086 0.99978 0.99969 O 9D958 0.999U O.li9nt O. 99901 O. 9'J1l72 O 9~S3ó O 09793 
20 0.99993 o.~9990 O. 99986 o. 99980 O. 99972 O. 99962 0.99950 O. 9903t O 999H O. 09800 

11 O.l!<J9!l2 O. 09987 0.9".198! O .119973 O 99962 0.119948 o. 99930 0.99908 0.90882 o. 99850 
12 l!.99998 0.119996 0.99'.IW 0.99991 0.99987 O. 99082 U. 99075 O. 99~66 O. 99954 0.99941 
13 0.l;wW 0.99999 0.11'J99S O W997 O 99996 O l>9994 0.99091 O. 9~988 !l 9<J983 O !19977 
11 0.119999 0.99999 o. 119999 O.WJ98 0.991197 O. 09996 O 0!1904 o. 00992 
15 0.99999 0.99999 0.99999 0.99998 o. 1Xl91i7 

21 0.99997 0.99995 O. 99993 o. 99991 o. 9~987 O 99982 O. 99975 O. 99%7 O. 99956 O. 9~U-i3 
22 0.99999 0.90998 o. 99997 o. 99996 O. 909St 0.9911')1 O. 990~8 O. 9\l'JS·I o :.,~1~J78 O %971 
23 0.99999 0.9999~ O. 999D9 O 99998 O. 99997 O. 99996 O 99994 0 !l1Jl)fl2 o fl'J'J~!) O 9~')56 
24 0.99999 0.9li099 0.9\J999 O ll'JW8 O.\JW97 O. V'.l'J'J6 o 'J'J'JIJ,) o ti·n'JJ 
25 o. 99999 0.99999 O. 99999 0.99W8 O.~\l!J!J8 O !,~J!)7 

16 0.90909 o. 00090 
26 O. 9!J!1J!J O !f'J'J9tl O 9,998 
27 O 99!190 O 99:r,¡9 . 
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Table A.Zf Tables for enluation of th• CDF of the x 1, gamma, • 
and Polsson dlstributions (ConJim,ed} 

~· • 6.2 8.4 u 9.8 7.0 7.2 7.4 7.6 
• "'•3.1 3.2 J.3 u 3.5 3.G 3.7 3.8 --- ---- --- ---· --- --- ----~ ---- ----
1 O 01278 O OIHI O 010!0 O 00912 O 00815 O 00729 O OOtí.\2 O 005~1 
2 O IH.'.ru O 010,6 O OJtiS8 0 03337 O OJ010 O IW.12 O 0.!172 u on37 
J O W!'!~ O 00369 o 0-,.w1 O Oi~55 O O,l!lú O 0657Y O lltiOIR O 05501 

' o 1~.o o lil:?ll O l5~W O Húbl O 135¡,,9 o J~!,t;!J O 11!120 O I073~ 
¡ O h,21 o 2,n2 O 25213 U 23505 0.2W61 o. 20619 O l92.'i5 O 17070 

' O fOIIO O 371190 O 359U O 3397' O 32085 o. 30275 O 211513 O 26SOO 
7 O 51660 O f9300 O 0168 O t.;000 O 42S88 O. 40836 O 38815 O 36918 
8 O 621~1 O 60152 O 5!i031 O 55"36 O. 53563 O 51522 O. 49U5 O 473~9 
9 O 71975 O 69'.131 O 671,69 0 6.'i7Y3 O. 63712 0.61631 0.595.~5 O 57400 

10 O 7~ol9 O. 7bllcll O. 76259 O 7Ul8 O. 72514 O. 706H O 68722 O 66784 

11 O 115~69 O &U39 O SJOl9 O 81501 O 79908 o. ;s:wt> O 76583 O 7-1862 
12 O !I0.;67 O 89U9 0.llb2~8 O 8705-1 O 85761 0.1>1112 O. 83009 O 81-~56 
13 O. 1131'~7 O 93,,3; O V2l57 O 91216 O 0021.'i O S~l55 O 8!1()311 O 86ijtiS 
lt O %120 O V5.'iJo O 91~13 O 9HU O 93171 O V?t;i3 O Ulij¡Q O 110911 
15 O ~761V O Di22! 0 Yó7b2 O. ~ti269 O V5i65 O 951&6 O 91559 O. 93dS2 

16 O 9s.'i7t O. 91,317 O 98022 O 97693 O 97326 O 96921 0.96t76 O 95989 
17 O 11!1174 O 90007 O !llil>l6 O 98599 O 9i>3S5 O 91lOSI O 97775 0.97137 u o !l'J.'i3? O !111129 o lrJ30'.I O ll'Jl71 O 9'./013 O. 9~S33 O 98630 O USI02 
19 O 997U 0 9\16,9 O 9%06 O !l'J.'i2I O OUUI O. Y'J307 O 9~176 O 90026 
!!O 0.!111,00 • O 11%21 O. !l'J,ol O 119i2V 0.ll\ló6U O. 9~59~ O. 99515 o. 99-120 

21 O 991126 O 9'J905 O 99&~ o ggs:;o O. 9~814 0.99771 O. 99i21 0.9()662 
Z-.! O !l'J\162 O. ~!l~SO O 991136 09\1919 O. 99S9ió O !l'J073 O. 99613 O. 99007 
23 o !l'.~,1 o w.m O. 9'j%7 0.WJ57 0.9':!915 0.9'J93I • O 99913 O. 99892 
24 o !M,<,O O.!iW~i 0.9U~"3 O 9\llli8 O.!lU~il 0.99'.l63 0.99U.'i3 0.9U9H 
25 O.w!l',5 o. 9'J<J94 O.VW'll 0.9!19bg o 9'J!lb5 O.!IWSI O. 99'Ji5 0.99968 

:e O 99998 O !19997 0.99996 O. 99994 O 99992 O 999\lú o. 99987 O 9~83 
27 o ~!l'J'J!l o.wm O. 99'.l!IS O 9'.rJ97 O 911!1\!6 O Y!M15 O 99W3 O. 9'J99I 
2S 0.9\m9 O.W\199 O W!/99 0.99'J!l8 O. 9'J99S o. 9\1997 O 99996 
29 O. 9'.rJ99 O. 9999~ O 99090 O 99W8 O. 09998 
30 O. 99909 O 119909 0.Y1lY1lO 

---- --- --- --- ·--- --- --- ---
,. • 8.2 R.4 8.0 8.8 9.0 9.2 9.4 9.ti . • • 4.1 4.t 4.3 u u u 4.7 1.8 

---- --- --- --- ---· --- --- ----
1 O OOUG 0.00375 O 00336 O 00301 O 00270 O. 00242 0.00211 0.001!15 
2 O OltiS7 O 01500 O 01357 O 01228 O 01111 C OllllJ,> O 00~10 O lYJ82:I 
3 o 01~,15 OOhU O 03511 O 03207 0.02929 0.02ti75 O 02H2 o 022n 

' 
o 0,152 o.o,;t1~ O 07191 O Oót'JO O. 06110 0.0.'i629 .005181 O 0-1773 

5 o.us.ss 0.13óS3 O 12612 0.11731 0.10906 0.10135 O 09113 0.08HO 

• O 2.!3>1 O 21021 O 19736 O 18511 0.17358 O 16264 0.15230 O 112St 
7 O 3152'.I 0.29,65 0.2~266 O 26,31 O 25266 O 2JS6I O. i2520 O 21210 
8 O IHll> O 3U510 O 3;;15 0.359U O 31230 O 32571 O 30Y68 O. ~9423 
11 O 51112 O ~9439 O 47499 O ,55\ll O t3i27 O 41002 0-40120 0.36383 

10 O 60'J31 O 51,~i,.1 O 5,014 0.~118 053210 O . .'il323 O 49161 tl 47626 

11 O 6!152~ O 67709 O ~,76 O (11035 O 62109 O 603H 0 5Há02 O 56669 
12 O 76!131 O 75311 O 73666 O 71!l'JI O 702113 O 6'1.;;'6 O 6ti8H 0.65101 
13 O !-3033 0 bl660 O ~02U U ;s;h~ o nnt O 75768 O 71211 O 72627 
n O b,,..;5 O ,,.¡716 O b.)579 O.l>Ht•5 O t.JIO.'i O. ~1:.03 O bOltll O. iOüSl 
u O 91~51 O W67S O. S~71~ O bo7H O. b7i52 O l><l613 O 85509 0.8Hl2 

u 0 91!69 O. 93606 O 92~97 O 92H2 O. 91311 O !JOl9.'i o soco;¡ o. 88657 
17 0 !•6:..-0~ O 95;~3 O 9.Sl!•S O 91633 O 91026 O 1133,8 O. 02687 O 919.H 
18 o v;ss1 O ~1 !Oi O 96S30 O 961W O 9597-4 O \l-'i◄ 93 O 919H O 9Hl8 
1.9 o·-·~ O !IS217 O 9i!l.'i5 O. 97666 O. 9i3l& ll 9;001 O 96C23 O 96213 
:!o O W0~6 O IJ~,7 O 9~;09 0.9!i.'ill O 9b291 O.!ISOl7 o. 97779 O ~i486 

~I 0.9912• 0.!193JO 0.0'J203 O 1!9070 O 98921 O 98755 O %.170 O 98365 
22 ij lr.'U59 O 9%!•3 O 9951~ O !l'JIJI O 9,1333 O Ytl2:?2 O 90098 U 98\1-18 
23 O !1'.1,-02 0 f~liól o ~.1;u 0 !/!10,)9 O 99591; O U!J521 0 \IU&.f:! O !l\1319 
2f O \l';"S 0 IJ~llo.lJJ .O W'33 O 9~'i!IY O U!.17ti0 O 9UiU O 9U661 O 9%01 
:?.\ O 9\1~37 O. 9'191:! O ~!1!1()5 O 9%~1 O 9'Jli60 O 9111,Jl O 997!1~ O 997d0 

~6 O 99960 0 9\19.\7 O 9'.l!tH O 9'.l'.J31 O 09919 o umxu O 99~S:! O 9!lS58 n O 9!19>1 0 !1~1~1;; O !l'.1971 O 9mtll3 0 99\155 O.!ttt\t,i-& O 99932 0.9!1917 
2~ o \f\f!~ .. o i,~.~~ O P9\t51 O IM•SO O !/',l'J,"5 0 YH!ló9 O 11Wd2 O 9\1!153 
~ 0 \>'~l\15 O !Ml!l3 o ~;~·~·· O 9WS9 O 99'.lSd O 9\l'.163 O IJ'JU79 0.Um)73 
.10 I O W'llli o P\l\111¡ O W~9G O WVI» O. 9U993 O 1!~~91 O IIW88 o. Q~985 
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7.8 8.0 
3.9 4.0 

--- ----
O 00522 O 0011i8 
O OW2t o 01w:12 
o o.~113:1 O 01601 
O OU!IIU 0 001~8 
O lti71il O 1562{ 

O 25313 O. 23810 
O 35056 O 33250 
0.45325 0.43317 
0.55H2 O 53.¡15 
O 64837 0.621!l!4 

O 73110 O 71330 
O l!0056 O 78513 
O 8.563~ O Rl360 
O 8U\l-18 0.118!133 
O 03155 O 92378 

O 9A·l60 O. 94887 
O 97064 O Utl\155 
O 08147 o 97go4 
O 9d~57 O. 98667 
O 99311 0.99187 

0.9959-1 O 09514 
O 99765 O. 99716 
O 99ii67 O 90837 
O 99926 O 99008 
0.99960 0.90949 

O 99978 0.11!1973 
O 99\189 O 999ij5 
O. 9\1994 0.W!l!l2 
O 9')997 0.90996 
O. 99909 0.1191198 

---· -
9.8 10.0 
4.9 5.0 

---- ---
O 00175 O 00157 
O 0074$ O 00674 
O 02031 O 01857 
O 01391 O OI0-13 
0.08110 0.0752( 

O 13333 0.12165 
o. 20019 O. 18857 
O 27935 0.26503 
O 36692 O 35\J-IO 
0.45821 0.441»V 

O 51810 O 53030 
O 633.~ O 615U6 
O 7l020 O. 6\l3U3 
O 77666 O. 7621S 
0.83213 0.81974 

o. 87686 O 86663 
O 91179 O 00361 
O 93821 O 93191 
O. 95771 O. 95295 
o. 97106 O. 96817 

O. 98139 O 97891 
O 98S03 O 98ti30 
o mJ245 O 90128 
o 9,i532 O 99U~ 
O 99716 O. 99605 

O 99S30 O 99798 
O 09900 O 9!1S80 
O 9'JU42 O 9'Jll30 
O 9U!ltl7 O 99!160 
o. 9!1982 O 00977 

f 

! 
j 

TABLES ,5, 

Table A.Zt Tables for evaluation of the CDF of the x 1, gamma, 
and Polsson distributions ( Contin1<ed) 

x•- 10.5 11.0 11.5 12.0 12.5 13.0 13.5 u.o IL\ 15.0 
• ,., - 5.25 6.5 5.75 o.o 6.25 6.5 6.i5 7.0 7.2.) 7.S 

--- ----- ---- ----- ---- ---- ----· --·--- ------ --·--- ----
1 0.00119 0 OIKl111 O 00070 u ooor,a O IKKIII O OIK,31 O 111111~1 O OtKIIH O (KKIII O IJl•II I 
2 O 0052S O OIJ.109 O 011:118 U IK12·18 O 0!1193 O 0!1150 O Olll 17 0 IKKl'.11 o· IMKl,I 11 IKKJ.\.'i 
a O 01476 O 01173 O 01in1 O 00738 O 1Mlf,R5 0 0011;4 O 00:11;7 O OU:!!JI 0 (N)~.11) O 001~2 

' O 032!1() O 026,l6 O 02118 O 01735 0.01100 O UIIZH 0 COW7 o om:111 0 CNl.",~lí O 0!1170 
6 O 06225 o. 05138 0.01232 O 03470 0.02854 0.02338 O 01Vl1 O 015tJI O 01~,J O OIOJti 

e 0.10511 0.08838 O 07410 O Ofil07 O 05170 O 01304 O 03,75 O 0Wli4 o o~ Vi~ O 112021) 
7 0.16196 0.13862 O .11825 O I0056 O 0~527 O 07211 0 OtillH2 O Oi,IIH O 111!'.•i u o:u;uo 
8 0.23187 0.20170 0.174% O 15120 O 13025 0.111~5 O 0J:i77 O 0Sl77 0 Ot'/l1i:l o (¡;i'Jl.'i 
9 O 31154 O. 27571 O 2-1299 O 21331 O l86-17 O lti!tH 0 11126 O 1213:I o w·1112 O ú'.<l'.ll 

10 o.3n77 0.35752 0.31WI O. 2~506 O 25299 O. 22367 O. 1970, O l 72~'J O lf>IJ~ O l:J!llti 

11 0.18605 0.4432,l 0.40237 O 36361 O 32726 O 20:133 O :?tH~tt> O :.!:l..!11.1 o :!0•1:"t.) O l"'i:!,)O 
12 o. 57218 0.528'12 0.48662 O 45,168 O 41lh-lO 0 36'.ltH O 3;¡;177 O :llfü71 0 .!t,~H,! O !1111 
13 o. 65263 0.61082 O 56001 O 52761 O 48713 O 41 i8 l 0 411V!l7 O 3,:hl o :1.u11u o J,fj"l.1 
1' o. 72479 0.6Hf\04 0.6-lti39 O li0530 O M622 O :,'.?6~:! O 4H7~9 U -ll'.171 O tlJI~ 1 O ;¡;,1.; 
15 O 78717 O. 7525v O 71641 O. 67003 O 64086 O 0023\J O 5ti37t O ~:.!S53 o 4~.,00 ¡ u ~51 iz 

16 O 83\125 O 80949 O. 77762 O 7-1398 O. 70890 O 61276 o r,3:m O ,)\r'-171 o .',1il.",:! 1 (t .i:!liil 
17 0.88135 O 8,5656 O 82!142 O ll/Xll4 0 7tih9ü o n~l'.• O 7021l O titi7IO U tdl l.) 1 O r.9."dli 
18 O 91435 O 894:16 0 M71U~ O h li L4 O 82i)38 O ;~1:H O itil0i1 n 7!1 ♦1):1 0 h'.}.';'hi O t1ti Pli 
19 0.93%2 O 923!1( O 00587 0.88.562 O 81l31ú O 8:¡,;,;¡ O 81202 0 7;...,j1J~I O 7:',:hO O 7'!.!1>0 
20 O. 95817 O 9-1622 O 93221 O 91608 O 89779 O 8i73S O 85-IU2 O b,füjil O ~1~7 0.7tt;U 

21 O. 97166 O. 06279 O 95214 O 93962 O 92.'il3 O. 90862 0.8!J<IIO O Sfi!líjC O S-1.1~ O S:!:.?.15 
22 0.98118 O. 97475 O. 96686 O 95738 O 94618 0.tl3316 O. 91~27 0 !kll l~ O ~~.!7'J O ~li:!".!l 
2a O 98773 O 98319 O 97748 O 970-17 O 96WI O U,\199 o.u10:m O ~:.?ti'i7 0 UI IL.; O ~:llü3 
24 o:ll'J216 O. 98901 O 08498 O. 97991 O 97367 O 9tiol2 O 9,;;1.; o urn,;, O 1,:11.;1 tJ IJ~U7ü 
25 0.9!1507 0.99295 O 90015 0.98657 O US206 O »i650 O U6~i6 O 9ól7J ú U5!.lu O 91138 

26 o. O~t96 ll.W555 O 9'J366 O 99117 O 98798 O 9S3\li O 07!1()! O U73aO O Hfi.)-.,J o r,;:1:1 
27 o. 99815 O. 9972◄ O 99508 O 9!H29 0 !}U20~ o ll~n5 o u,:,1;1 O !J,'il:.?,l o t,::)')/') U !H.1~H3 
28 o. 90890 O 9%31 o 9n-10 O !)li637 O O~•lo7 O ti!l;WO O U!tOJi O UX7J~J g ~~~-~: 1 g ~~~~~ 2~ o. 99935 0.9!1809 O 99846 O 99773 O 09672 O 11!1,:1¡¡ O H!l'.lü3 0 !l!l!:11'S 
30 0.999113 o. 99940 o. 9<J907 o. 09860 O 90704 O 99704 O 99585 O U!tl~!i 0 lt'J22i I O U~!J; l 

--- ----- --- ---- --- ---- ---· ·--- - --·----- ---·- -------
x' • 15.6 16.0 16,.~ 17.0 17.5 18.0 18.5 l90 l!t.5 :?a.u 

• "'• 7.75 8.0 8.25 8.5 8.75 9.0 9.25 D.5 9.7J I0.0 
--- -----· ·--- --· ·-·· -·--- -·-·-- ·-- ·--- ··-----

1 0.00008 O .00006 0.00005 O 00001 O 0000:1 o ooooz O O()(KJ! O Ot~,(¡I O IHMJOI U íMk~•I 
2 O 000-13 O 00ú3l O 00026 O.OOOW O 00016 O OUOl2 O 00010 0 C~N;i~ O IIIHNJ<i 11 0,,1111., 
3 O 00144 O 00113 O OOO!JO O 00071 O OIJ0.\6 O IJOIJH 0 (N)()J., 0 OOil:!; O {){~r.!:! U O!.:Ol7 

' O. 00377 O 00302 O. 00212 0.00193 O 00154 O 00121 O 000'.10 0 lll~li!I f) 0011ti:i O OCKl 0

>ll 
6 0.008-13 0.00684 O 00555 0.00450 O 00364 O 002,5 O 00238 o 001n ll {)(Jl5; U OIJIJS 

6 O 01670 I 0.01375 O 01131 O 00928 O 00761 O 00,;2:1 O 00:,10 o c,1116 íl oo:11i1 ú 1Kl!77 
7 0.03010 0.02512 0.020n o omo O OIH1 O 011!17 O llil'.'''I o ,u,_1·.1 o ('f,tiiti U IMl'.,.\7 
8 0.05012 O 0-1238 O 03576 O 03011 O 02-130 O 02123 O llli77 O IJlhli O hl!I\J O 0111.11 u O 07809 O 061l88 O 05715 O 01872 0.0-IIH O 03.il7 O 02:1.,0 O 11~.;1~ O OJl.!(• O IJl,"111 

10 0.11487 0.09003 0.08619 O 07436 O OtHOl O 054% O (H711J O 0102ti O 0:1135 O O:.!~J:!.\ 

11 O 16073 O 14113 01ns6 O IOiS& O 09393 O 0~1.\8 O OiOti~ 0 C:tilll'I n o.· • .!1i'I o 01n1 
12 O 21.522 O 10124 o 1w:19 O 14'.lü{j O IJIH o 11:1111.i o 1oi:1:1 O U,"i:1.S O 07il•i o u,;;u~, 
13 O 27719 O 24!113 0.22318 O H>\130 O 177H O l.\7!,2 O 1:1:,11 O lJ:IIO ti 10,1,1 o o~,.~1:! 1 
14 O 34485 0.31337 O. 283;,() O 2-1618 o. 230.51 0 2Wii)i o PH~I.) O lfíl'.1.1 11 11•,7I O i:1011 
15 0.4lti04 0.38205 0.31062 O 31886 O 28U8ó O. 2u2ti7 O ~3i2tl O 21:;7J o rn1~,j 0 171'.IJ 

16 O 48837 O 4-1296 O. 41861 O 38560 O 3~398 O 32:1',0 O.'.!it.;.tt o :?ii,,~,. C 21'.Vi!I 0 :?:!U:!:.! 
17 O 55951 O. 52383 O 48871 O. 45437 O 4ll02 O 3,SSI O 3.i;!t7 o :w,.;3 O :11)1ltiit O :?il.!l 
18 o. 62740 O. 59'l.55 O 55770 O 52311 O 48:IO'l O 45tJt),r) O ♦2:!20 O J:11,2 o 3,,1,;,; 1 o ;¡:J!,! 19 O. 69033 O 65728 O 62370 O ~89!>7 O S.5603 O 522H o -1,n1 O 1.;1,.,1 O l~.i~ 1 O :l'.11,\S 
20 0.74712 o. 71662 O 68516 0 65297 O 62031 O 5~7H O 5,H51 O 5218J O W•.i7 O 4-HVJ 

21 O 7!1705 O. 7G96.'i O 740H3 O 71111 O 68039 O fil!'IKl O G1718 O .i~.\14 O .1.i:IIO O .~1:!l:!ft 
22 O 83U!IO O 81.\89 O i9\l32 O 76336 O 7351n O 10;.t;U 0. ti7.i!l7 0 líl5'!:I O lil l!, 1 O ~,-"1:HH 
23 O 875~2 O 85527 O h:1304 o 1,ons o ;x,02 O 7.Yi!\I o 7:.!'.l"l:i O 7tH2! O h7h"i , l.! IJ1l 1JI 
24 O. 90527 O. 88~08 O 86Ul9 O 84hi'5 O h2ti,i7 0 ~0301 0 77.,IO O i'}l'N I O i:.!l••d I O t)'h,;,; 
25 O. 928~1 0.9Ht;;í O. 89912 O 88179 O 86287 o 84:.!:Ju o.,:.!OU o ,~1121 o 1;2:,.i u 11,¡x:1 

20 . 0.04749 O. 93620 O ij23-II O 90908 O 89320 O .._;.i;; O ,:,1i'\;J O "'.itd t O '-il ltd O i:1t.í1i 
27 O. 96182 O. 95295 O. 04:l74 O 0:1112 0 !llhlJli 0 ÍNIJ:1:! 1 0 -"1"1;.",0 . 0 '-i71Nk) 1 () ~ . ."1l1Ji 1J .,.,1Jj1j 
28 O 97266 O 06582 O. !1.\i~l O U-IN5s o :mo:, O \t:.!1il:, 0 !Jl.!io,,.; ¡'O li\J\o¡J¡ 1 O h'\!1)1) U ~1i,11; 
29 O 08071 O. 97554 O Ot.Ht3U O !1621~ O tl,Sa~3 o ~,na o ~,:s:u, o 1.rl.1!•1 o 'Hfii•1 o ,l,\'.1.!1J3 
30 O. 08659 0.98274 O i/7810 O U7ió8 O 116608 O U5~!í.J l O U-l!J"'fj j O tl-iOOI O U~'\'Jl O Vlti.il 

ti 
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HIPER­
GEOMETRICA 

NGmero de elementos defectuosos en una mues­
tra de tamafio n obtenida de una poblaci6n 
de N elementos entre los cuales se encuentran 

a elementos defectuosos. 
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"° 
Table A.2t Tables for evaluatlon of the CDF of the x 1, gamma, 
and Poisson dlstrlbutions (Co11lin11ed) 

:r' • 21 22 23 
24 1 25 21 27 28 

• ••JO.a JI.O 11.S 12.0 12.5 13.0 JU u.o. 
--- --- --- --- --- --- ---

1 O 00'.Xll 
t 0 OO(•ll O 00002 O 00001 O 00001 
3 O 00011 o omo7 o ()(.1(), O O()(XIJ O 00002 O 00001 0.00001 

• O 00032 O O.IO;!O O ()(1()13 O 0!1008 o. 00005 O OOCNl3 0.00002 o. 00001 

" O OOOSI 0.0001,2 0.000:11 O .00022 O 00011 0.00009 0.00006 O 00004 

• 0.OOl!lt 0.00121 0.00060 O 00052 O 00034 0.00022 O 00015 o 00000 
7. 0.00377 O 002~ 0.00171 O 00114 O 00076 O 000.'j() O 00033 o. 0()()22 

• O.OOilS O 00l92 0.00316 O 00229 0.00155 0.0010.i o. 00071 O 00047 

' 0.01265 0.00665 0.00620 O 00.30 0.00297 O 00204 0.00140 O 00095 
10 0.02109 O 01511 0.01075 O 00j60 0.00535 O 00374 O 00260 0.00181 

11 O 03337 O IY.?07 0.01768 001273 O 001112 0.00619 O 00t60 O. 00324 
1% O .0.I038 O 03752 O .02773 O 0!?034 O.OH82 O 01073 O 00773 0.00553 
13 oc;:m O 11553e O.OU68 O 03113 0.02308 O 01700 0.012H 0.00005 
u 0.10163 O.OjS61 O 06()27 O 04582 0.03457 0.025li9 o. 01925 0.01423 
15 0.136!>3 O IOi&O 0.0&111 0.06509 O.OIIIV4 0.03802 0.02874 0.02157 

H 0.17!151 O 11319 0.11374 o. 08950 0.06982 0.0.H03 0.04148 0.03162 
17 O 216:?9 O 16472 O. 14925 O 119H 0.09171 0.07H6 O.Oó807 O OH94 
18 O 2;1»1 O. 23199 0.100S9 0.15503 0.12492 O 09976 0.07900 O 06206 
19 O 3361'0 0.2~~6 O 23,34 ·0.19615 0.16054 0.13019 0.10465 0.08313 
20 0.3~jlJ • O 340.;I O. 2Sl.b0 0.21239 O. !!OH3 O 16581 0.13526 0.10940 

21 O. 45894 O. 39951 0.3098 O 29306 O 24716 O 20645 0.17085 0.14015 
22· 0.5'.!1);4 0.459S9 O 40173 O 31723 0.29707 0.25168 0.21123 O 17568 
23 O. 58109 O 5:!0'!5 O 460i7 O 4038! O 3S029 O 30087 11. 25S97 O 21578 
2t o 63~73 O 5¡~7 O.ál9:\0 O 46160 0.40576 0.35317 O 30H5 0.26004 
25 0.6!/'!il o 63.m 0.5ii56 O. 51937 0.46237 O 40760 0.35568 O 30785 

~ o. 71196 O 6SS:-0 O 63295 O 57597 0.51898 O 46311 O.tll933 O 35816 
27 o iNiZ9 O .3;3g O 6li501 O. 63032 0.57HI 0.51860 O 46379 O 41097 
28 O Sl53S O. iSl:?9 O 733ól 0.6S151 O 6Z784 O 57305 0.51825 0.46H5 
29 0.65'!15 O S~l9 o. ii654 o. 72893 O 67825 O 62549 0.17171 O 51791 » ll.Sb,St 0.65W4 0.6152d O. 7720.1 0.72503 0.17513 0.82327 0.67044 

--- --- --- --- --- --- ·----
]11 • 31 32 :u 34 35 36 37 38 

• • • 15.5 l&.O IU 17.0 17.5 18.0 18.6 19.0 

--- --- --- --- --- --- ---
s 0.00001 O 00001 • 0.0C()OJ O 00002 O 00001 O 00001 
7 0.00006 o {J();l()j O ()(X'(}3 O 00002 0.00001 0.00001 
8 O OOlU o .0.100\l 00(~ o OOOOf O 00003 0.00002 ·0.00001 0.00001 • O 00030 0.000:!0 O COOl3 0.00009 O 00006 0.00001 0.00003 0.00002 

JO O 00059 O 00040 O 00027 0.00019 O 00012 O 00008 0.00006 o. 00004 
11 0.00110 o ooo;6 o 00053 O <0036 o 0<xm O (1()()17 0.00012 0.00008 
12 0.00197 0.(1()13-i O 00097 0.00068 O 00017 O 00032 O 00022 0.00015 
13 o ro:m O 00240 O 001;0 O 00120 o 00()1!5 O ()(1()59 0.00011 O 00029 
H O. 06.»4 O 00401 0.0021;8 O 00206 O 00147 O 00104 O 00074 O 00052 . 
15 O 008i8 O 0:>6U O 00169 0.00311 O 00216 O 00177 O 00127 O 000!1() 
11 O 1)(316 O 01000 O 00;39 O 00543 0.00~97 O. 002!19 O 00210 O 0(11.\1 
17 O 01!197 O 01505 O 01127 o oosw 0.00622 O 00459 O 00,J:17 O 00216 
18 O 0'!~,9 O 021\'9 O 01669 O 01200 0.00945 O 00i06 o. 00521 O 00387 
11 0.04037 O 03125 O O'l401 O 01838 0.013~7 0.0IOS6 O 00793 O 00593 

20 O 0Ml9 O 04330 O 0337f O IY.?613 O 02010 O 01538 0 01170 O 00886 
21 O 0.366 O O;,\.;J O 01622 O 036¡f O 02~21 O 02187 1 0.0l6SJ O 01289 
%2 o owu 0 ll.740 O 06187 O 04(112 o 0311n O 03037 O 023t,ti O 01832 
23 O 122;9 O IOOU 0.0SI07 O 116Jl6 0.05202 0.0H25 0.03251 O 02547 
21 0.1.\.3,8 0.12•~ 0.10407 0.0S-167 0.06MO 0.0M89 0.04376 0.03167 

25 O 16002 O 15501 O 13!07 O 10791 O 06820 0.07160 O 05774 0.04626 
26 O 22~27 0.19312 O. 16210 0.13502 O 11165 O 09167 O 07475 o ar.osa 
27 0.21114 O 2.120S O. 19;07 O 16605 0.13887 0.11530 0.09S07 O 07786 
28 O 3170S O 2i15I 9.235if 0.200S7 0.16987 0.14~60 O 11866 0.09840 
211 O 3~2 0.319S7 O 277if 0.23926 0.20454 0.17356 0.14622 0.12234 

30 O 41541 O 36753 0.32254 O 28083 0.2126' o. !!0808 0.17714 O.H975 

#AU 41!.4 »41#.AAl.1?4,AJi& H,~,µ.:;s; ;::.;.µ;;¡¡, h;; * ;;._.;;: H,% zgµ XWJOUh -~,~IM:4 gq, tt P.d\,lhMWWlf#\ 
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29 30 
IU 15.0 

--- ---

O. 00001 O 00001 
0.0000~ O 00002 

0.00006 O 00004 
0.00015 O 00010 
O 00032 0.00021 
0.00065 O OOOH 
0.00125 O 000M6 

0. 00227 0.00150 
0.00394 O 00279 
0.00655 O 00471 
0.01045 O 00763 
0.01009 O 01192 

0.0t.194 O 01800 
O 03453 O 02635 
O 04838 O 03745 
0.06599 O 05180 
0.08770 o. 000115 

0.11400 O 09109 
O. 14486 0.11846 
O 18031 O HY40 
O 22013 0.18175 
O. 2d3U2 O 22420 

O 31108 0.2.6761 
0.36090 O 31415 
0.41253 O 311322 
0.46W7 O 41400 
0.617110 0.46586 

--- ---
39 •o 
IU 20.0 

--- -
0.00001 O. 00001 

0.00003 O 00002 
O 00005 O 00004 
O 00011 0.00007 
0.00020 0.00014 
O 00036 0.00020 

O OC06f O OO(H5 
O 00!09 0.00078 
0.00179 O 00129 
O 00285 O 00209 
0.0ll-142 0.00327 

O. 001167 O 00500 
0.00981 O 00741 
O OIHI O 01081 
O 01984 O 01537 
0.02731 O 02139 

0.03684 0.02916 
O 04875 0.03901 
o. 06336 0.05124 
0.0li092 0.06613 
0.10166 0.08394 

0.12573 0.10486 

TABLES 

Table A.2t Tables for evaluation of the CDF of the x 2
, gamma, 

and Polsson dlstrlbutions (Continued) 

x• - 42 u 46 48 50 52 !U 

• "'• 21 22 23 21 25 26 27 

--- ----- --- --- --- --- ---- ----

10 0 OOtlOI 
11 0.IXKK)2 O. O(KXll 
12 0 OtMKJ3 O ()(l0()2 O !KKHII 
13 0.IJOII06 O 00003 O UOllOI O 00001 
14 0.00012 0.00006 O 00003 0.00001 0.00001 

15 O .00023 0.00011 0.00005 O. 00003 O. 00001 O 00001 

18 0.00(1-10 O 00020 O 00010 O 00005 O 00002 o OlltlOI O 00001 

17 0.00067 O 00034 O 00017 o OOOO'J o 0()()(1-1 11 00002 O 01Kl01 

18 0.00111 O 00058 O 00030 0.00015 O OOCKIS O 00001 O U01l02 

10 0.00177 0.00094 0.00050 O 00026 0.00013 O 00007 O 00003 

20 0.00277 0.00151 O 00081 O 00043 O 00022 O 00011 O llOOOO 
21 0.00-121 0.00234 O 00128 O .00060 O .00036 O 001119 O OllOIO 

22 • 0.00625 0.00355 O 00108 O OO(()'J O 00059 O 000:11 O UOOlti 

23 O.OO!l08 0.00526 O 00299 0.00167. O 00002 o rnx1.;o O 00027 

24 0.01291 0.00763 O 00443 • O 00252 0.00H2 O 00078 0.00043 

25 0.01797 0.0l085 O 00642 O 00373 O 00213 O 00120 0 (UJ()liti 

26 0.02455 0.01512 O 00912 0.00540 O 00314 o· 001~0 (J (H)IIJ2 

27 0.03292 0.02068 0.0l2i2 O 00768 O 00455 O OO:?tl5 O 00152 

28 0.04336 O 02779 0.01743 0.01072 O OOóH O 003114 O 00!24 

29 0.05616 0.03670 O 02348 O.OU70 O .OO'.i03 O 00515 0.00324 

30 0.07157 0.04769 0.03107 0.01983 0.01240 O 00762 O.OOlóO 

--- --- ---- --- ---
:,,:1 • 62 M 66 6S 70 72 74 

, m • 31 32 33 31 35 36 . 37 

--- --- ---- ---· ---- ---

21 o. 00001 
22 0. 00001 0.00001 
23 0.00002 O .00001 O 00001 
24 0.00003 O 00002 O OOIIOI 
25 0.00000 0.00003 0.00002 0.00001 

26 0.00009 O .00005 0.00003 0.00001 0.00001 
27 0.00014 ·o 00008 0.00IJOl O UO(l02 O 00001 O OOIIOI 
28 0.()(}{)23 0.00012 0.00()07 O 00004 0.00Ml2 o ()Olijl( 0 011001 

29 O. 00035 0.00019 O 00011 0.00006 O.OOOIJ3 O .0Utl02 O 00001 

30 O. 00052 0.00029 0.00016 0.00009 O 00005 0.00003 O 00001 

,,1 

Sil .~H 60 
2d :?!) 30 

--- --- ---

O ()()001 
O 00001 
0 OUOO! O OOllOI 

O lllMNJ:I O llfMkll O (MNKII 
0 Olttttl't 0 INMkl,I U IMKHII 
(l (MIOWI 0 lh•MH U IKKHU 
O 00011 O OOIMJ7 U INKMII 
O 00023 O OOJI! o 000\)ú 

O 000:lli O ()(KJ!O O 00011 
o O(>')!íii (1 IMHl,11 U UIMJl7 
0 OOOMi o (J(m-; O CU.J~ó 
0 001~'.I O UtlOi:I O úlXJll 
O 001~~ O OOIO~ O OO!rnl 

O 00ti3 0.00160 o ooo~. 
---- --- ---

it> 
3k 

--- --- --•4 

-

O. OúOOI 
~-

t CompoleJ lrom E. 8. Peanion and 11. O. Hartley (eJ,.) {10541, "füometrika Tablo, for Sr.atis1ic1a11s," vol. 1, C'au.l,rid~• 
University Prea, Cambridge, England (by pormiasion). • 
Not,: See Sec. 3.4.2 Cor illuatrationa 1,f applicatioo. Tablea yield: 

i. 1 -T(:o,:t) for a ic• dialribution with • degrees oí frecdom. 
2. 1 - f(u), where r • x•/2>., for a '""na diotributioo wilh parameters k • r/2 and >,,. En ter r.able • 1th • • 2k a11d 

:oi:• • 2>.r. • 
3. f(v), where 11 • n~,• - l, for a PoiMon di8tribution •·ith niean"',. ~,.•. Enter t.ble • ith m "ºel • - 2\w + 11. 

For , ~ 30, lhe :r• dietribution il approximately Aormal, wilh mean • and variance 2r. Horne• hal more accuratdy , 11.J.l 
(1952)) lor r ~ 30, the value ll•• auch lhat f(ic,1) • p i8 approximately :ic,' • )2(y¡;--=-j -t- u,¡•, io •h1ch •• ,. 1he 
value lrom lhe alalldardi&ed AOtmal Table A.J auch that f(••J • ¡,. 

,\lllli'.il\41?1f;&!@¾,,.0,,4:l!i9@.S.@ ,!IJ tc;;&tiW4#@4!iL?, 4 ,4 4 tQA, 4&,":3!4 @l.NW!.&.f,,W} t,!IQiJ,ij!.#QA!l.\A 



T~aMóo1tmada de Laptace 



TRANSFORMADA DE LAPLACE 

l. Notación y Definición 

Sea x una variable real no negativa y f(x) una función de orden exponencial. 

Su función transfonnada de Laplace se denota L{f(x);s} , se C y se define 

2. Propiedades importante~ 

l. L{af(x)+bg{x};s} = al{f(x);s}+bL{g(x);s} 

2. L{f(n)(x};s} = snl{f(x};s} + ~i~ sn;:_l-~f(i)(o+) 

3. L{/ f(x)dx;s}= ! l{f(x) ;s} o . 

4. L{/ f ( t-x}g(x)dx ;s} = L{ f (x) ;s} L{ g(x) ;s} 
-o 

5. L{(-1)" x"f(x);s} = L(n}{f(x);s} 

6. L{¼ f(x);s} = ¡°ºL{f(x);t}dt 
s 

7. L{½ eb/cf(~);s} = L{ f(x) ;cs-b} c > O 

a. L{f(x-b)ó(x-b};s} = e-bsL{f(x);s} b>O 

3. Tabla de transformadas de algunas funciones básicas 

Función Transformada 

l. 1 1/s 

2. X 1/s
2 

n-1 
3. X (n=~,2, ... ) lis" rn--=n-: 



¡ 
t 

j 

l 
j 
1 

4. 

5. 

. 6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

11 

12. 

13. 

14. 

15. 

16. 

17, 

Función 

1 
ro 

X 
r-1 

e -ax 

xe -ax 

X 
n-1 e -ax 
(n-1)! 

r-1 -ax X e 

-ax ebt e -
b-a 

sen ax 

cos ax 

senh ax 

cosh ax 

x sen x 

X COS X 

( r>O) 

(n=l,2, ... ) 

(r>O) 

(bfa) 

Transformada 

1 

rs 

1 
·(s+a)2 

1 
(s+a) 2 

r(r) 
(s+a)r 

1 
(s+a) (s+b) 

a 
.• 2 2 s +a 

s 
2 2 . s -a 

2as 
(s2+a2)2 

s2-a2 

(s2+i)2 

b 



Funci6n Transformada 

18. -ax s+a e cos bx 
{s+a) 2+b2 

19. o(x-r) 1 -rs -e s 

20. 
e-bx _ e-ax s+a 

ln s+b 
X 



1. 
¡ / 

1 

BIBLIOGRAFIA 

1 



BIBLIOGRAFIA BASICA 

l. CINLAR, E. INTROVUCTION TO STOCHASTTC PROCESSES, PJte.ntice. 
Ha.ll, 1975 

2. PARZEN, E. STOCHASTIC PROCES~ES, Holde.n Va.y, 1962 

3. PAPOULIS, A. PROBABILTTY, RANVOM VARIABLES ANV STOCHASTIC 
PROCESSES, Me GJta.w Hill, 1965 

4. FELLER, W. AN INTROVUCTION TO PROBABTLITY THEORY ANV ITS 
APPLICATIONS, Vol I y II, Wile.y 1970, 1971 

5. ROSS, S.M. INTROVUCTION TO PROBABILITY MOVELS, Aca.dem-lc. 
P Jt e.-6 .6 , 1 9 7 2 

6. HOEL, PORT, STONE INTROVUCTION TO STOCHASTIC PROCESSES, Edit 
Houghton MitnUn, 1971 

7. KARLIN S and TAYLOR, H. A FTRST COURSE IN STOCHASTIC PROCES 
SES, 2nd Ed.lt.lon, Aca.demic PJte.-6.6, 1975 

8. NEUTS, M.F., PROBABILITY, Allyn a.nd Ba.con, 1973 

Nota: Las referencias 1,2, 3,4,6,8 constituyeron las principa 
les ~uentes para la elaboración de los apuntes. -

BIBLIOGRAFIA COMPLEMENTARIA 

l. ATHREYA, K.B., BRANCHING PROCESSES, Sp~nge.Jt-Ve.Jtla.g, 1972 

2. CHUNG, K.L., ELEMENTARY PROBABILITY THEORY WITH STOCHASTIC 
PROCESSES, SpM:nge.Jt-Ve.Jtla.g, 1974 • • 

3. CHUNG, K.L., MARKOV CHAINS WITH STATIONARY TRANSITION PRO­
BABI L ITI ES, S ec.ond E d.lt.lon, S.pJt.lng e.Jt- Ve.Jtla.g, 196 7 

4. COX, D.R., RENEWAL THEORY, Me.thue.n'.6 MonogJtaph-6 on AppUe.d 
PJtobab.lUty and Sta.tiJtic-0, Wile.y, 1962 

5. HARRIS, T.E., THE THEORY OF BRANCHING PROCESSES, Spll..lnge.Jt­
Ve.Jtla.g, 1963 

6. KHINTCHINE; A.Y., MATHEMATICAL METHOVS IN THE THEORY OF 
QUEUING, GM:6,t.ln, London, 1960 

7. PRABHU, N.U. STOCHASTIC PROCESSES, Mac Millan 1965 

8. ROSS, S.M. APPLIEV PROBABILITY MOVELS WITH OPTZMZZATlON AP­
PL1CAT10NS, HoLde.n Vay, 1970 

9. RENNENBURG, J. Th. ON THE USE OF THE METHOV OF COLLECTIVE 
MARKS IN QUEUING THEORY. AJtt1culo en el libJto: SIMPOSIUM 
ON CONGESTION THEORV, No~th Ca~ol.lna. PJte-0-0(Chape. Hill),1964 



• 

10. SMITH, W.L., REGENERATIVE STOCHASTIC PROCESSES, P~o.Roy. 
London, Se4. A. Vol 232, pp 6-31, 1955 

11. SMITH, W.L., RENEWAL THEORY ANV TTS ~AMIFTCATTONS J Roy 
S:ta.:ti.!,t, Soc. Vol 20, pp 243-302, 1958 

12. TAKACS, L., STOCHASTIC PROCESSES, Me:thuen Monog~a.ph!, on 
Appli.ed P4oba.ói.li.:ty a.nd S:t.a.ti.1,:ti.c..5, WLletJ, 1960 

13. TAKACS, L., TNTROVUCTTON TO THE THEORY OF QUEUES, Me:t.huen 
Monog~a.phJ_on Appli.ed P4oba.bi.li.:ty 

14. DUBES, R.C., THE THEORY OF APPLIEV PROBABTLITY P~en:ti.c.e 
Hall, c.a.p 9 a. 12, 1968 • 

15. MEIROVITCH, L., A.NAL'IT1CAL METHOVS IN V1BR,ATION, Mac-Millan, Cao. 1 
y 11, 1967 • • 


