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IIIa PARTE

PROCESOS Y CADENAS DE MARKOV

1. INTRODUCCION

Un proceso estocadstico es Markoviano si, para todo entero n y va

lores del parémetro t. > tn-l >0 > to' se tiene:
p]x(tn)ixnlx(to)=xo,...,x(tn_l)=xn_1|=p|x(tn)§xn]x(tn_1)=xn_1|

El "pasado" del proceso no afecta las probabilidades del proce-
so en el "futuro" bajo la condicidén que el "presente" es conoci-

do (Conceptos generalés,'inciso 3.2).

Los procesos markovianos pueden clasificarse de acuerdo con:

-a) la naturaleza del parémetrd (discreto o continuo)

b) la naturaleza del espacio de "estados" (valores posibles del

proceso)
Espacio de estados S
Discreto ; Continuo
j
"Cadena" de Markov'! Proceso de Markov
Discreto | de par&metro dis- ;, de par&metro dis-
i creto i creto
Parimetro { pui H "

( (t) j "Cadena" de Markov| Proceso de Markov |
' Continuo ' de par@metro conti| de pardmetro conti-'!
g nuo nuo ,




Un proceso estocdstico de este tipo se describe mediante funcio-
nes de probabilidad de transicidn P(E,tlx,to) que representan la

probabilidad de que, en el tiempo t, el estado del sistema perte

nezca al conjunto E dado qué en to(<t) el sistema se encontraba

en el estado x.

El proceso es de probabilidades de transicibn estacionarias si

éstas sb6lo dependen de t y t, a través de (t-t)).

Se pondr& &nfasis en el estudio de cadenas de Markov y principal

1 mente de los aspectos siguientes:

§ a) El comportamiento transitorio de las cadenas de Markov (Estu-

dio de sus funciones de probabilidad de transicidn).

é b) El comportamiento a largo plazo de las cadenas, en particular

; el estudio del limite'ﬂ(E), si es que existe, de P(E,tlx,to)
cuando t + o, |

c) El problema de los tiempos de ocupaciSn de un estado dado, de
primer paso en un estado, de paso de un conjun£o de estados a

otro y de recurrencia en un mismo estado.

En lo que sigue, para cadenas Markovianas se usari la notacién

% simplificada Xn en lugar de X(t,).




Ejempio 1.1

Cadena de Markov de paré&metro discreto con 2 estados posibles.

Un ejemplo de este tipo de proceso es el siguiente:

‘Al empezar el dia, una m8quina se encuentra o no en estado de

funcionar. Se supondri que si la miquina no funciona el dia n,

existe una probabilidad p de que haya sido reparada para el dia

(n+l1) . Se supondri ademds, que si la miguina funciona el dfa

existe una probabilidad q de que estari descompuesta el dfa

n

(n+1) . Finalmente, se admitir& que la probabilidad de que esté

descompuesta el primer dfa es 7 _(0).

b e(r)

(Funciona) 1 ot ¥

{Pescampuesta) Q

1 2 3 - -~ n

En este caso, se pueden definir las probabilidades de transi-

cién siguientes:

PExn+l =1lx =0] =p

P[X

]
£

n+l olxn 1]

Y P[Xo = 0] . =T (0)‘

dfas




También se tendr&:

]

i
-
I
ye}

» =0l
2= 1]

y P{x = 1] =1-7_(0) = m (1)

= 0|X

P[xn+1_—

il

= 1]X

W
-
|
o]

| PX41

de lo anterior,'se pueden facilmente deducir las probabilidades

% P[Xn =0] y P[Xn = 1]; se tiene: .

1 | -P[xn+l=0-:l = Pl:xn+1=0’ Xﬁ=0] * Pl:xln+1=0’ xn=1]

= P[x =0] p[xn+l§o[xn=o] + P[x =1} P[x , ,=0]|x =1]
= (1-p) P[X,=0] + q P[x _=1]

= (1-p) P[X =0] + q(1-P[X =0])

= (1-p-q) p[xn-—.o] + g

‘para n+l=1 se tendré&:

% - p[x,=0]

(1-p-q) ﬂd(O) + g

para n+l1=2;:

P[XzéOI ='(l-p4q)P(Xl=0) +q
= (l-p—q)zﬂo(O) + q[1+(1-p~q)]
i repitiendo lo anterior n veces se ve que:

: n-1 ;
p[x _=0] = (1-p-q)nn6(0) +q I (1-p-q)?
3=0




En el caso trivial en el que p=q=0 se tendrid evidentemente:
o]
1]

'P[Xn no(O)

P{x_ T, (1)

Si se supone qué p+g>0, entonces puede aplicarse la relacién:

n-1

; 1—(1—p—q)n
L (1-p-q)d =
jEo 17P=@) P+q
Y se concluye que:
— — — —-— n -
Px,=0] = gig + (1=p=a)" [n,(0) - 5]

Y, por analogia:

]

_E_ + (l-P-q)n[“o(l) - _E—'

P[X,=1] p+q p+q

si py g no son simultineamente nulos ni iguales a 1, entonces
0<p+g<2, lo que implica |14p—q|<l y es posible definir un limite

para las probabilidades anteriores:
lim P[X _=0]= =I- y 1im P[x =1] = £
N+ n p+q . oo n ptg
otra forma de llegar a estos limites consiste en escoger nO(O) Yy
m,(1) de tal forma que P|X =0| y P|X =1| sean independientes
de n. Para ello, obviamente debe escogerse:




Se tiene entonces:

- - ‘ = =
P[x =0] = p——‘l—+q y Plx =1] p~P—-+q
las probabilidades P[}n=0] y P[kn=l]‘permanecen cohstantes para

cualquier n¥*,

Si se quiere estimar la probabilidad:

P (Xy=X(, X=X, 1 X=X, ) =P (X =x,) P(X1=xl|X0=x0) P(X2=x2|X0=x0,X1=xl)

es posible emplear la pfopiedad_Markoviana sustituyendo

*Nota: Si p+g=1 las probabilidades permanecen constantes
P[Xn=0] =qvy P[kn=1] =p independienfemente de las proba
bilidades iniciales:

Si cC funciona

D

descompuesta
D con prob q
y { C con prob p
D con prob q.
> { C con»prob p

Vemos que en este caso P[?n+l=xn+l[Xn=xn]=PExn+1=xn+1]

El valor del proceso en el instante n+l es independiente

del valor del mismo en el instante n.




P

y por ejemplo, con -

Xy = 0
x1 = 1
Xy = ]

se tendra:
P[X,=0,%,=1,X,=0] = m,(0)pg

en forma similar, se obtendra:

xob X, X P[X, = xp,X; = X,X, =
0 o o  1y(0) (1-p) @

o 0 1 T5(0) (1-p)p

0 1 0 no(O)pq

0 1 1 Ty (0)p (1-q)

1 o o (1-74(0))q (1-D)
1 0 1 (1=, (0))gp

1 1 0 (1-15(0)) (1-@)q

1 11 (1-74(0)) (1-q)?




Ejemplo 1.2 .

Un modelo de la teoria de colas.

Como ejemplo de cadena de Markov, se considerara el nfmero de

personas en una cola que esperan que se les atienda.

Se supone que la llegada de los consumidores es Poissoniana con
intensidad A y que los tiempos de servicio de los clientes suce-

sivos son idénticamente distribuidos e independientes.

Para n > 1, sea Xn el nGmero de personas esperando en la fila

cuando el cliente n acaba de ser atendido.

La secuencia {Xn} es una cadena de Markov.
Si U, es el nimero de clieéentes que llegan mientras se atiende al

cliente n, puede escribirse::

Xoe1 = X ~ G(Xn) + Upyg ’

donde 6 (x) 1six#0

I

(8 de Kronecher)
§(x) =0 si x=20

en efecto, se pueden presentar 2 casos:

X = U

n+l si el cliente n+l no habia llegado cuando

n+l
salid el cliente n

X +1 = X,~1+U, ., 'si ya habia llegado.




Puesto que Un+1 es independiente de xl,...,xn, no- es necesario
disponer de los valores de Xl""’xn—l para que, dado Xn, se
pueda estimar la distribucién condicional de X,41+ La cadena es

por tanto Markoviana.

Esta cadena esti "encajada" (imbedded) dentro del proceso N(t)
igual al nfimero de personas en la cola en el instante k. Es una
serie de observaciones de este proceso en los momentos

tl""’tn en los cuales salen los clientes:

X, = N(t))

Ejemplo 1.3
Un modelo de inventario._'

Se tiene un inventario_de cierto artfculo con objeto de satisfa;
cer una demanda continua. Se revisa el inventario en tiempos su
cesivos tl’tZ"‘ Se supone que la demanda en el intervalo

(tn_l,tn) es una variable aleatoria En cuya distribuci6n de pro-

babilidad es independiente del periodo considerado.

P =k] = a, k =0,1,2,...,n,...

con gy > 0




E1l niﬁel del inventario‘se revisa al empezar cada periodo. La
politica de reabastecimiento se define con base en dos valores
sy S (>s). Si lo que queda en el inventario es <s, se reponen
inmediatamente los articulos necesarios.para llegar al nivel S.

Si loAque queda es mayor que s, se deja el inventario tal cual.

Si X es el nivel del inventario antes de su revisidén en el ins-

tante tn, los estados posibles de xn son
FS, S"l,...+1,0,—1,-2,...

donde los nlGmeros negativos representan pedidos que no han podi--

do ser surtidos y lo serén al reponer el inventario.

De acuerdo con las reglas definidas, se tendri:
Xn - £n+1 si s <X <8
n+l =
S - En+1 si X < s
los valores XO,Xl,...,Xn,... constituyen una cadena de Markov cu
yas probabilidades de transicién'podrian calcularse a partir de

la distribucién de probabilidad de En y de las reglas anteriores.




2. CADENAS DE PARAMETRO DISCRETO

2.1 Probabilidades de transicién. Ecuacibén de Chapman-Kolmo-

gorov

Para describir una cadena de Markov de este tipo, es necesario

contar con:

a) la distribucidn de probabilidad en cualquier instante del pro

ceso
py(n) = Plx = 1]
b) las probabilidades de transicién
Pj'k(m,n) = P[Xn=klxm=j] tiempos n > m > 0

estados j,k

- Una cadena de Markov estd totalmente definida probabilistica-

- mente por las probabilidades anteriores ya que para cualquier

entero q y cualquier secuencia de tiempos nl...nq y estados

kl...,kq:
P[X 1 = KkyreeeuX . = kq] =
q
Py (n,)p (n,,n,)p, ., (n,,n,)...p (n__.,n_)
kl 1 klkz 1’ ? k2k3 2’73 kq—lkq g-1'"g

- Se dice que la cadena es homogénea si pj k(m,n) s6lo depende

de la diferencia (m~n). Entonces:



= =k { = { . >
pj,k(n) P[Xt+n klxt j ] para gualquler entero t > 0

y se llama "probabilidad de transicién en n pasos"
- Generalmente pj k(1) (1 paso) se escribe solamente pj K
« ' . ’

Resulta cémodo presentar las probabilidades de transici6n de una
cadena de Markov {Xn} con espacio de estados {0,1,2,..,r} en for
ma matricial:

T N ‘ ) ' —y
polo(m,n) poll(m,n) . polk(m,n) . polr(m,n)'

pl’o(m,n) pl’l(m,n) cee pl’k(m,n) ees pl,r(m,n)

' P{(m,n) = . . . .

Js

pjlo(m,n) pill(m,n) ces pj,k(m,n) e+ DPu r(m,n)

=

prlo(m,n) pr,2(m'n) voo pr,k(m,n) " pr,r(m,n)

-

Se observa que los elementos de esta matriz cumplen con las con-
diciones:

pj,k (m,n) >0

r
X . n) =1
k=1pJ 'k (m.n) .

Las probabilidades-de transicién satisfacen la llamada ecuacién

dé Chapman—Kolmogorov:




para cualquier tiempo n > u > m > 0, y estados j y k se tiene:

pj'k(m,n) = estgdos i pj'i(m,u)pi'k(u,n)

para demostrar lo anterior se usa la propiedad Markoviana y el

hecho de que:

P{x =k|Xx =j]

estidos i P[Xn=k,xu=i‘xm=j]
= esthdos i P[xnzklxu=i'xm=j]P[xu=¥|xm%j]

= estgdos i P [xn=k ‘ xu=i] P [le.:i l xm=j]

En simbologia matricial, esta relacién puede escribirse:
P(m,n) = P{(m,u)P(u,n)
De la ecuacibén de Chapman-Kolmogorov es posible derivar relacio-

nes de recurrencia que permiten obtener cualquier probabilidad

de transicifn. Se tiene:

P(m,n) P(m,n-1)P(n-1,n) : (u=n-~1)

i

P(m,n—Z)P(an,n-l)P(n-lln)

P (m,m+1) P (m+1,m+2) ...P(n-1,n)

Por tanto, para conocer P(m,n} para cualquier m < n, basta con

conocer la secuencia de matrices de transicién:

P(0,1);P(1,2);...;P(n,n+l) ;...




Si se define ahora el vector de probabilidades incondicionales
r -
- Pg(n)

pn) = | py(ny con p(n)=p[x =j]

pjfn)‘i

[ S

—

Se tiene, dado que P[X =j] =ZiP[Xo=i,Xn=j] =ZiP[Xo=i]P[Xn=j|X0=i]:

T T
p(n) = p(0) P(0,n) donde T significa traspuesta

por tanto, una cadena de Markov estd completamente definida si
se conoce la secuencia de matrices de transicién anterior y el

vector de probabilidades incondicionales en el tiempo 0,p(0).

En el caso de una cadena homogé&nea (probabilidades de transicién

estacionarias) ;

si P(n) = {pj’k(n)} y P = {pj,k}

(n pasos) , (1 paso)
se tendré:
‘ P(n) = P"
T T
y: p(n) = p(o)p”




Ejemplo 2.1

Volviendo al ejemplo 1.1 (cadena con 2 estados) se observa que

- la matriz de transicién en 1 paso es estacionaria:

(-
Po 0 po'q | 1-p p
P(0,1) =| =P =
l...
’Lpl,o pl,l} Lq q
y se tiene: |
, . .
(1-p) 2+pq (1-p)p+p(1-q)i
P(0,2)=p® = | ,
q(1-p)+q(1l-q) qap+(1-q)

El vector de probabilidades incondicionales en el tiempo t=0 es:

:
{NO(ON

5(0)=|
p(0)=! (.0)!
d

y el vector de proﬁébilidades incondicionales en el tiempo k=1

puede obtenerse escribiendo que:

T - T
p(l) = p(0)P

Yy por tanto:
(1-p-q) 1, (0) +q

p(l) =
: l-(l-p—q)wl(O)ﬂ:’

Usando esta notacibn matricial, se vuelven a encontrar los re-

sultados del ejemplo 1.1.




1 Ejemplo 2.2

Volviendo al modelo para colas del ejemplo 1.2 se observa que

las probabilidades de transicibn se obtienen en forma sencilla

si se supone para Un una distribucibén de probabilidad

P{Uu =k} = a cona >0yJa =1

% donde a, es la probabilidad de que lleguen k clientes mientras
1 se atiende a un cliente dado.
1 Para j = 0 : polk(n,n+1) é‘PIUn+1 = k| = a,
Para j > 0 : . pj,k(n,n+l) =PlU .4 = k-j+1] = 3y j+1
Las probabilidades de transicifn son independientes de n, por
tanto la cadena es homog&nea. La matriz de transicién en un pa-
so seré:
- -
a, a; a, ces
ag a, a, .o
P =
0 3y a oo
0 0 ao e 5 o
- L L] L] . ...—- ‘
NOTA: Observacibn respecto a los modelos de colas: notacidén de
Kendall
é Suponiendo que los tiempos de interarribo y de servicio son
idénticamente distribuidos e independientes, un modelo determina
do se representa como:.




Fo/ Fgy / Q

donde:

FT' funcién de distribucién de los tiempos de interarribo
F_ funcién de distribucién de tiempos de servicio
Q nGmero de colas

GI general

D tiempo determinista
Fr distribucidén exponencial

E. distribucidn Gamma (de Erlang)

[ G general

D tiempo determinista

Fs S M distribucidn exponencial

E. distribucién Gamma (de Erlang)

por ejemplo:
M/ G/ 1

GI / M/ 2

etc...




Ejemplo 2.3

Se define una cadena Markoviana en la forma siguiente:

Un nmero X1 se escoge al azar entre los enteros 1 a 6,y para

n>1, X se escoge al azar entre 1,2,...,X _;.

Determine el espacio de estados y las matrices de transicién de

primer paso y de dos pasos.
El espacio de estados es: {1,2,3,4,5,6}

La cadena es homogénea y las matrices de transicién son:

- ]
s 0o o o o0 o { 1 0 0 0 o0 o0
12172 0 0 0 o 34 174 - - - -
p=|1/32/31/3 07 0 0 p2 -
1/4 1/4 1/4 174 0 0

/5 1/51/51/5 1/5 O
1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

L

ot (N -

2.2 Descomposiciédn de cadenas de Markov en clases comunicantes

En lo que sique, la cadena se supondri homogénea.

- Un estado k se considera accesible a partir de un estado j si




para algGn entero N> 1, pj k(N) > 0 (nctacibn: j-+k)
. - 7
- Se dice gque dos estados comunican si j es accesible desde k y

k es accesible desde j (notacibn: j-+k)
Teorema
Si i+j y j+k, entonces i-k

En efecto, si se escogen M y N tales que P; j(M)>0 Yy pj k(N)>0,
. 14 7

por el teorema de Chapman-Kolmogorov:

Pi,x M) = otBdos h Pi,n M Py, x (M) 2 p; j(Mpy , (M) >0

de lo anterior se deduce el teorema siguiente:
Teorema

La propiedad de comunicacibén entre estados es simétrica y tran-
sitiva; para cualquiera estados i, j y k:
j «+ k implica k «* j

i+*+3jy 3j<«>k implican i «+ k

Dado un estado j, su clase comunicante C(j) se define como el °

conjunto de estados k que comunican con j

k € C(j) si y sblo si k +*+ j




Cuando el estado j no comunica con ningfin otro estado (ni siquie
ra consigo mismo), clase C(j) vacfa, j se denomina estado "sin

retorno".

Se observa que si C(j) no estd vacia, j pertenece a C(j) (existe

un estado k tal que j «~» k.y k <> j y, por tanto, j +> j).

Una clase de estados C en una cadena de Markov ser& una clase

comunicante si, para algfin estado j, C=C(j).
Teorema

Si C1 y Cz son dos clases comunicantes, entonces: C1=C2 6

Si C1 Yy C2 tienen un estado en comfn h, sean j yv k 2 estados ta-

les que C1=C(j) y C2=C(k).

Para probar que C1=C2 basta con probar que C(j)cC(k) ya que en-
tonces C(k)cC(j). Sea g € C(j), yaque g +> j y h «+> j se tiene
g <> h pero h «+> k por tanto g <+ k y g pertenece a C(k), lo mis

mo para cualquier estado g.




Teorema

El conjunto de estados S de una cadena de Markov puede escribir-
se como la unién de una familia finita o infinita denumerable
Cr de subconjuntos mutuamente exclusivos.

§ = C,UC,U...UC_U... con Cian=¢ para i # j

donde cada Cr es una clase comunicante o un estado "sin retorno".

Para mostrar lo anterior, se escoge un_estado jl y se supone
Cy=C(3;), 6 {jl} si j, es un estado "sin retorno". Entonces es-
cogiendo j, fuera de C;, sea C,=C(j,), & {j2} si j, es "sin re-
torno". C2 y él son mutuamente exclusivos segfin lo que se indi-
cd en el teorema anterior. Procediendo reiteradamente en la for

ma anterior se llega a la descomposicibn deseada.




Una clase de estados no vacia se llama "cerrada" si ningfin esta-

do fuera de la clase es accesible desde un estado de la clase.

En caso contrario, la clase se llama "no cerrada" o "abierta".

Ejemplo 2.4 ' :

Sea el espacio de estados S = {1,2,3,4}. Se consideran cuatro
cadenas con matrices de transicién:

r - - r

1 0 o o0 | 1 0 0 0 ; o o 1
1/2 i/2 0 0 1 0 0 0 1 0 o0
Pi= - PoE P3= !

1/3 1/3 0 1/3 1/21/2 0 0 1/2 172 0
L1/4 1/4 1/4 1/4 | 1/3 1/3 1/3 0 L1/3 1/3 1/3

’ o o

"1/2 172 0 0]

1/3 1/3 1/3 0
P.= )
2 174 1/4 1/4 1/4
(1/4 1/4 1/4 1/4

-4

Se tendré respectivamente:
1. 1 clase comunicante cerrada: {1} y 2 clases comunicantes

abiertas: {2} y (3,4}

2. 1 clase comunicante cerrada: {1} y 3 estados sin retorno:

{2}, (3}, {4}
3. 1 clase comunicante cerrada{1,2,3} y un estado sin retorno

4, 1 clase comunicante finica

o O

o

o
[ SR




2.3 Tiempos de ocupacidn

Los estados de una cadena de Markov de par&metro discreto pueden
~generalmente dividirse en estados que el proceso visita un nlme-
ro infinito de veces y otros que visita s6lamente un nfmero fini

to de veces. Para clasificar segln este criterio los estados de

una cadena se introduce el concepto de "tipo de ocupacidn” Ni(n)

de un estado i.

Ni(n) ser§ el nimero de veces que se visita al estado i en n pa-

sos de la cadena (variable aleatoria)

Ni(n) = No. de enteros v tales que 1 < v<ny Xv =1

Ni(w) serd el "tiempo total de ocupacidn” del eétado i:

Ni(m) = lim Ni(n)

Nn—>o

Si se definen las variables aleatorias Zi(n)talesque:

Zi(n) = 1 si xn = i
Zi(n) = 0 si Xn # 1
Se tiene:
n
Ni(n) = mél Zi(m)
y 0
Ny (=) = pkq 25 (m)




Se observa que si la cadena se encuentra inicialmente en un esta

do j, se tiene:

| CE(N, (=) |X_=3) mzlE{Zi(m)|Xo=j}
E{Ni (=) ]Xo=j} =~m:_.2:1| 1XPj,i(m)+0|
E{Ni(m)lxo=j} = mélpj,i(m)

| También es comfin el concepto de tiempo total de ocupacién "inclu

yendo el estadc inicial”, el cual se define como sigue

M; (=) = N, (=) si § # 1

il

Mi(w) Ni(m)+1 si j =1

siendo j el.estado inicial

La esperanza del tiempo de ocupacién asf definido es

i ' r. ;= E{M; (=) |X =3} = mzop (m)

J,1 j.i

con la convencién de que pj i(0)=1 si i=3j
' =0 si i # j

oot

La matriz R de los tiempos medios de ocupacién r; j recibe el
, B

nombre de "matriz potencial".

Los elementos de esta matriz pueden calcularse en la forma

indicada en el inciso 2.10.




2.4 Probabilidades asociadas al nGmero de visitas a un estado

En la pr&ctica resultan de interés las probabilidades siguien-

tes:

- Prob. de primera visita: fj,k: probabilidad dervisitar.en #l—
glin paso el estado k dado que inicialmente se encontraba el

proceso en el estado j. .

£,k = PN (®)-N (m) > O|X =j]

- Prob. de No. = de visitas: gj K’ probabilidad de visitar un
-’
nimero infinito de veces el estado k dado que inicialmente el
proceso se encontraba en el estado j.

g.

J,k= p[Nk(m)_Nk(m) = mlxm=j|

- Prob. de la visita en n pasos: fj k(n): probabilidad de>que el
a1

primer paso de j a k ocurra exactamente en n pasos.

Se tiene: fj,k = nél fj,k(n)

Para probar lo anterior, se define el evento:
Vk = [Xn=k para algin entero n > 01
Vk es la unibn de los eventos mutuamente exclusivos

{Vk(n),n=1,2,...}, por tanto:

[+] @€Q
£5 " PV I%=3] = (Z IV () [X =51 = |Z,£5 , (n)

Las probabilidades de transicién pj k(n) y las de primera visita
° 14

en cierto nfimero de pasos estin ligadas por la relacibén que si-



gue:

Teorema

Para cualesquiera estados j y k y enteron > 1
. n ’
pj,k(n) = mélfjk(m)pk,k(n‘-m)

; con, nuevamente, la convencidn:

' .1 s1 j =k
Pj k(0 =15 513 #k%

Para probar la igualdad anterior, se escribe:

N
Pj,k’(m)

- n - B
p Exnzklxo=J]=m§lpExn=k,xm=k,xq#k para q=1,...,m—1|X0=J]

- .n " .
n1P [X =k |X =k]P [xm=k,xq7!k dra g=1,...,m-1|X,=3]
(Markov)
£5,x™ = PV (n) [Xg=]]

donde, para cualquier estado k y entero n=1,2,..., el evento

Vk(n) se define como:

v, (n) =[xn=k.'xm#k, para m=;,2,...,n-1]
3 Es posible observar que:
fj,k(n) = pj,k(n)—-=pj,k sin=1

fj'k(n)~=_Vi;kpj,ifi'k(n—l) sin#1

Con notacidén matricial, para un estado k dado, el vector de las

fj,k(n).sera:




{fj,k(nf} = Mkffi,k(n"l)}

donde Mk es la matriz obtenida a partir de la matriz de transi-

‘cibn P sustituyendo la columna k por ceros

Ejemplo 2.5
Volviendo al ejemplo 2.1 (cadena de 2 eétados) se tendréa:
0,011 = Pg,o = 1-p
; _ n-1: : _ ey 2
' . _ - |n-2 _ yq_ D=1
i Ioll(n) - {po'o} po'll n z 1 = (.l P) P
; _ n-1 _ _q1 -1
£1,0m = 1Py 1} 7Py ov n>1 = (1-1) g
£1,11) =Py | = 1-q
£, ;(n) = p, {p }n—Zp : n>2-= q(l-p)n-zp
l,l 1,0 0,0 0,1' -

Teorema

Para cualesquiera estados j y k:

A - - |
' 5,6 = nk1 f3, ™

n
p],k(n) = m_.z_.l fj,k(m)pk,k(n-m)

Ejemplo 2.6

Se considera la cadena homog&nea con matriz de transicibn:




1 0 o 1
P = |12 1/6 1/3
1/3 3/5 1/15

Se calcularin las probabilidades fj k(n) para k = 3 (probabilida-
’

des de primera visita al estado 3 en n pasos)
El vector {fj 3(1)} es la tercera columna de la matriz P.
, ;

Para m > 2, se tiene:
{fj'3(m)}A = M3{fj'3(n-1)}

donde M3 es una matriz obtenida a partir de P sustituyendo la co-

lumna 3 por ceros (inciso 2.3):

4 1 0 of
My ={1/2 1/6 0
- 11/3 3/5 0

y se tiene

[ 0 ' [0 ] "o | { 0

(£ 313 =1/3 [{£5 (D)} = 1/18 {£5 (3} = 1/108){£; 1 (4)} = 1/648
|1/15 1/ J 1/30 1/1800
L Lo
y en forma general:
‘ f1,3(n) =0 para n=1,2,...
3 £, 4(n) = 1/3(1/6)"7" para n = 1,2,...
| £, 4(n) = 3/5(1/6)"7%(1/3) para n = 2,3,...

Asi, si se empieza en el estado 1, el proceso nunca visitard 3.




Empezando en 2, la probabilidad de que el proceso visite 3 por

n~1

primera vez en el paso n es (1/3)(1/6) =f, 3(n}

La probabilidad de no pasar nunca por 3 empezando en 2 es por

tanto:

o

= 1 n-1_ . 1 1 _ . o

1-f2

En la misma forma, la probabilidad de no regresaf a 3 en algfin

paso anterior despué&s de salir de 3 es:

1=f5,3 = 17plyf5,5(0)

= 1- I, 3/5(1/6)"2(1/3)-1/15) = 52/75
Teorema

Para cualesquier estados j y k:

95,k = £5,x%,x
. n
I, T MM )

La primera identidéd equivale a escribir que la'probabilidad de

visitar un nfimero infinito de veces el estado k dado que inicial-
mente la cadena se encontraba en el estado j es igual a la proba-
bilidad de pasar alguna vez por el estado k y volver a pasar por

el mismo un nGmero infinito de veces. Puede, por tanto, conside~

rarse evidente.



La segunda identidad puede establecerse como sique:

si nes > 1, con un razonamiento similar al anterior:

P, (=) > n|x =k ]= milfk'k(m)p[Nk(oo) - N (m)>n-1[x =k

pero: P[ij(w) - Ny (m) >n ---1|‘Xm = k] = P[N (®) > n - 1[x] = k]

PN, (=) ;nlxO = k] = P[N (=) > n-1]|X = Kk] E £l (m)

m=1

por tanto, tomando en cuenta que E (m)=£

£
L m=1 KrX
y el hecho de que P[N, (») >1{X_ = k] = £

k,k

Kk (por.definicidn)

se tiene por recurrencia:

B o0 - — n.

PN (=) > n[x, = k] = (£ 1) n>1

Pl () = =lxg = K] = 1im PIN (=) 2 nlx, = x|
— —1 - i n

PN (®) = ®&|Xx = k] = rllir:: (fi, %)

con lo que queda demostrado el teorema.

El teorema ‘tiene como corolario que, para cualquier estado k:
=1loa6@o

adenis:

= 1 si y solo si fk,k =1

= 0 si y solo si fk,k <1




Es posible demostrar por otra parte* que:

fk,k'<.1 si y.solq si Elpk'k(n) < )

n

fk,k =1 si y solo si . pk’k(n) = o

i 18

1

(1a probabilidad de primera visita a un estado k es igual a 1
si y sblo si la esperanza del tiempo de ocupacidn de este es

tado es infinita).

*Parzen, p. 214



2.5 Estados y clases recurrentes y no recurrentes

Se dice que un estado k es "recurrente" si f = 1 es decir

k,k
sl la probabilidad de que la cadena regrese al estado k en

algn paso posterior es igual a 1.

Un estado k es "no recurrente" o "transitorio" si fk k < 1.
r

Una clase C de estados:se llama "recurrente" si todos los estados

de C lo>50n.
Teorema

Si C es una clase comunicante de estado en una cadena de Mar-~

kov, entonces C es recurrente o0 no recurrente.

En otras palabras, si un estado de C es recurrente entonces
todos los estados de C son recurrentes, lo mismo si un estado

es transitorio. .

Para demostrar 1lo anterior se mostrard que si'fk x = ly
14

j «» k entonces fj j'= 1 o, en otra forma:
14
silp (n) = oy si j«>*k entonces £ p. .(n) = » (vedse el
n k,k n 33

teorema del inciso anterior).

De la ecuacibn de Chapman-Kolmogorov se deriva gque para cuales

guiera enteros N, n, y M:

pjj(N +n+ M = afl:bpj’a(N)pa’b(n)_pb,j(M) ij,k(N)Pk,k(n)pk,Zj (1)

y por tanto::




co

Zp, s(N+n+M >p. k(N)pk,j(M)Z pk'k(n).

n=0 J/J 3. n=0

ahora escogiendo N y M tales que p. ,(N) > 0 y p, (M) >0
N j.k k,]
se ve que, ya que la serie de la derecha es divergente, tam-

bién lo es la de la izquierda.
Teorema

Una clase comunicante recurrente es cerrada. Una clase comu-
nicante cerrada no recurrente contiene un n@mero infinito de

estados.

Para demostrar que una clase recurrente es una clase cerrada

basta con probar que
si fk,k =1y k + j, entonces fj,k =1 y K >

los inicos estados accesibles desde un estado recurrente son

estados que comunican con &l.
Para demostrar lo anterior se usar&n las identidades siguien-
tes:

Tk, k T 3Pk, 5 (M9g

(1 - g )= gpk’j(n)(l -9y

v&lidas para cualquier estado k y entero n.

En el caso de un estado recurrente Ik = %;g (fk k)n = 1 por
14 14



tanto, fj,k = 1 puesto que gj,k’= fj,kgk,k (inciso 2.4)-.

Para mostrar que una clase comunicante no recurrente cerrada

es infinita se observa que, para cualquier estado j:
gj Kk = 0 si k es no recurrente
7 . :

es decir que -si un estédo k no es recurrente, entonces la pro-
babilidad es uﬂo de que s6lo seré visitado un nGmero finito de
veces a partir de wn estado j. Por tanto, si C es una clase

comunicante cerrada no recurrente, debe abarcar un ndmero in-
finito de estados ya que la probabilidad es uno de que la ca-
dena solo se quede un nmero finito de pasos en cualquier con

junto de estados no recurrentes.
Torema

Sea C una clase comunicante cerrada y k y J estados de C tal

que j # k,se tiene entonces que:

fj,k =1

Para demostrar esto, es posible, por una parte,utilizar el teo
rema anterior (condicibn necesaria) y, por otra, verificar

que

f = + z f.

kok T Pk T ToPR 3Tk
j#k

si £, = 1 se tendré

ik



’

£ = b + I p _ (condicibn suficiente)
’k’k k’k jeck’j - l .

37k

Como consecuencia de los teoremas anteriores =2s posible complemen
tar el teorema de la descomposicifén del conjunto de estados

S en clases comunicantes: Siempre ser& vosible escribir:

S = C1 U C2 U...U.Cr U...

donde Cr seri:
a) Una clase cerrada recurrente

b) Una clase cerrada no recurrente

c) Una clase no cerrada, no recurrente

las clases de tipo b) solo existen si la cadena es infinita.
La descomposicién podrd incluir también, como se vid anterioxr

mente, unos estados sin retorno.

2.5 Probabilidades de;priméra visita (cdlculo)

La probabilidad de primera visita fj K (de que una cadena de
, .

Markov que sale de un estado j llegue en algln paso a visi-

tar el estado k) se determina en diversas formas segdn que j

y k sean o no recurrentes
Dos casos son triviales:
a) j y k recurrentes

1 si y solo si j++k

Fh
i

0 en caso contrario




i

b) J recurreﬁte, k_no recurrente

fj,k = 0 (no puede existir»comunicacié)
Otro caso tiene una solucién sencilla:
c) j no fecurrente, k ng recurrente

-] ‘ r.

I p. k(n) ?lLE si j # k (inciso 2.3)
f = n—l J’ = k'k
jok ® ) rkk_l
Lok x (n) < si j =k
n | kk

Lo anterior puede demostrarse tomando en cuenta que (inciso

0 . !

J’ (n)mElfJ’ (m)pk'k(§ - m)

1 si j=k
con la convencién de que p. k(0) =
, . Js 0 si j#k

sumando sobre m 1, 2,... se obtiene:

o © n

= -_ n-—
n—1 Pirk k(™) nilmilfjrk(m) Py, k ¢ m)

invirtiendo el orden de las sumatorias:




i

Zp:(n)= I I £f.  (m)p (n - m)
n=1 J/K m=1n=m J 'K Ak'k

e+ o]

= ¥ f; z
m=1 J'k(m) =mpk'k

(n - m)
n

[}

= mi fj,k(m) E pk,k(v)

1 v=0

’-l
o

=

~
2

h
]
o]

e
o
x

o

(.}

w
o
W8 48

El Gltimo caso es el siguiente:

d) j no recurrente, k recurrente

Sea T el conjunto de los estados no recurrentes (transitorio)

Teorema

Si k es un estado recurrente, entonces el conjunto de proba-
bilidades de primera visita {fj K jeT} satisface el sistema
'

de ecuaciones siguiente:

£ = L p. .f + I p.

Jik T ogepdeiti kT oo Pyead JET

donde C es el conjunto de los estados que tomunican con k.




Para mostrar lo anterior, podemos salir de la identidad si-

guiente:
£y = PR =i lx =52 [ (=) >0 fxp=i]
€S
por tanto: :
£. = T p. .f.
R IS R
pero fi,k =1 si ieC'

=0 si ifC ni £T (otras clases recurrenteé)

El teorema queda demostrado.

Se observa que si kl Y k2 son estados comunicantes recurrentes

entonces para cualquier estado j no recurrente:

esto se deduce del teorema anterior (solucién idéntica ¥k),
el cual puede entonces volverse a escribir como sigue:

£, .= I p. .f + Ip

. L. f. JeT
j.C jepdrt i,C ieC

i1

para que este sistema tenga solucifn Gnica es posible demos-

trar que el sistema homogéno:

. = . jeT
fJ.C ing],lfl,Cje

debe tener como solucién Gnica:

i.k




2.7 Estados dbsorbentes

Un estado k se llamard absorbente si P x = 1 de tal forma
’

que la cadena que visita k permanece ahf indefinidamente Un

estado absorbente es recurrente. En el caso de estados absor

bentes las probabilidades de primer paso reciben el nombre de

probabilidad de absorcién.
Estas probabilidades satisfacen el sistema siguiente:

£. =

3.k I p. jeS (ver arriba)
1

i .
ies It ik’

con las condiciones

fk,k =1
fj x = 0 si j es recurrente y j#k.
’
es decir

£. .= Lp. .£. , + P.
Jj/k i Terl i,k p]rk

Ejemplo 2.7

Se considera una cadena de markov con .espacio de estados

s = {0,1,2,3,4,5} y matriz de transicién:

1 0o o o o0 o |
1/4 1/2 1/4 o o 0 |
P = o 1/5 2/5 1/5 0 1/5
6o o0 0 1/6 1/3 1/3
6o o o 1/2 0 1/2
0 o o 1/4 o0 3/4




se determinard cuales estados son recurrentes v cuales son

transitorios.

El esquema de comunicacién entre estados es el siguiente:

Se observa que 0 es un estado absorbente y por tanto recu-
rrente. Por otra parte {3, 4, 5} es una clase comu-
nicante cerrada y por tanto recurrente ya que s8lo tiene un

nGmero finito de estados. .

Los estados 1 y 2 forman una clase comunicante abierta y por

tanto no Pecurrente. Los estados 1 v 2 son transitorios.

A

2.8 Cadenas de Markov recurrentes y no recurrentes irreduc-

tibles

Una cadena de Markov se llama "irreductible" si todos los pa-
sos de estados de la cadena comunican entre si de tal formd
que la cadena esté constituida por ﬁna clase comunicante dni-
ca. Una clase ¢comunicante cerrada puede considerarse como

una cadena de Markov irreductible. Una cadena irreductible:es




recurrente (no-recurrente) si cada estado de la cadena es recu-

rrente (no-recurrente).

] 2.9 Tiempos medios de absorcibn

Si se considera una cadena de Markov con espacio de estados S

y un conjunto de estados no recurrentes T, se llama tiempo an-

tes de absorcidn a la variable aleatoria N', que representa el

tiempo que la cadena pasa en los estados no recurrentes:

N' = I N (=)
ieT

Ni(w) nmero de veces que la cadena pasa -

por i en un nfimero infinito de pa-
sos ("tiempo de. ocupacibn")

Se llama tiempo de absorcifn a la variable aleatoria:

N =N'+1

Y sSu esperanza:

my = E{N|X6=j} = 1+E{N'[X,=7}

1 serd el "tiempo medio de absorcidn"

El tiempo medio de absorcibn es, por tanto, igual a la suma de
los tiempos medios de ocupacibén de los estados transitorios
mas uno (el paso adicional requerido para pasar a los estados
recprrenteé)
my.= 1+ I E{Ni(w)ixo=j}
ieT

y, de acuerdo con el inciso 2.3




mj = 1+ I L p, .{n) = I Lp (n)

ieT n=1 J/% ieT n=0 J7%
En términos de los tiempos medios de ocupacién "incluyendo el
estado inicial” (ihciso 2.3) el tiempo medio de absorcidn se

expresa, por tanto, simplemente como:

m, = L r., .
J ieT 1.]

Los tiempos de absorcién {mj, jeT} pueden también calcularse

resolviendo el sistema de ecuaciones lineales:

m, = 1+ % P jeT

R m, ,
J keT j.kk

para mostrar que mj satisface este sistema de ecuaciones, es

posible observar que: -

.={ = q}= L p. =}
my = E leo j} keSpjlkE{lel k

m. = Lp..,.{1+E(N|Xx =k}}+ I p.
J kET Jlk o kETc Jlk

(prob. de absor. en 1 paso)




my = 1+ kngj,kmk
En una cadena finita el tiempo de absorcién és finito y el
sistema de ecuaciones anterior tiene solucién dnica. En

una cadena de Markov infinita, los tiempos medios-de absorci6n
pueden ser infinitos. Sin embargo, puede demostrarse que

si los tiempos de absorcién son finitos con probabilidad 1,
entonées }os tiempos medios de absorcién son las soluciones

dnicas del sistema mencionado.

2.10 Planteamiento matricial para el cdlculo de tiempos me-

dios de ocupacidn y de absorcidn

Los tiempos medios de ocupacidn y de absorcién pueden calcu-
larse en forma sistemitica recurriendo a un planteamiento

matricial
a) Obtencibén de la matriz potencial

Los elementos r; 5 de 1la matfiz.potencial R definida en el
14

inciso 2.3 pueden obtenerse como sigue:




- 8i 1 es un estado recurrente, entonces 9; = 1 (inciso 2.4)

b1
r. ;= si 1 es accesible desde j (f‘i > 0)
y obviamente e J
ry, i = 0- si i no es accesible desde jﬁji==0)
7

- Si i es un estado transitorio y el estado j es recurrente,

entonces no existe comunicacidn entre ambos estados y:

- El dnico caso no trivial se presenta cuando i y j son am-

bos transitorios.

En este caso, las r; j'pueden obtenerse como sigue:
14

Si T es el conjunto de estados transitorios, supuesto finito
se definen las matrices Q y S obtenidas a partir de la ma-
triz dé transicién P = {pj,i} y de la matriz potencial

R = {rj,i} eliminando los renglones y columnas correspondien

tes a estados recurrentes, es decir

Q = {PJ’_.L: i, J éT}

S = {rj,i: i, j € T}

Si se reordenan los estados de tal forma que los estados
transitorios vengan después de los recurrentes, la matriz de

transici6bn P puede escribirse como:




donde K y L son unas submatrices residuales.

Para un ndmero de pasos dado m la matriz de transicién co-

rrespondiente seré&:

donde K" Yy Qn son las enésimas potencias de Ky Q vy Lrn una

nueva submatriz residual (#Ln)

Tomando en cuenta gque:

. . = L . L (7

es decir que:

— - .
. T K" 0
) n=0
R= zp"=
n=0 © n
z Ln ZQ
n=0 n=0
| §
se observa que
s= to'=1+0+02+...=(x -}

Esta matriz recibe frecuentemente el nombre de matriz funda-

mental.




b) Obtencidn de los tiempos medios de absorcibn
Tomando en cuenta que (inciso 2.9) mj = Zri 3
. 14
el vector m de los tiempos medios de absorcidén se obtendré&

simplemente multiplicando la matriz fundamental por un vector

columna cuyos elementos son todos iguales a 1.

_ {m} =851
Ejemplo 2. 8

Sea una cadena de Markov con matriz de transicién:

0.4 0.3 0.3 0 0 0 0 0

0 0.6 0.4 0 0 0 0 0

P

0.5 0.5 0 o 0 o o0 o0
: 0 0 0 0o 1 0o 0 0 ' §
P = ) i 4

0o 0 o 0.8 0.2 0o 0 0|
o o0 o O 0 0.4 0.6 0 |
0.4 0.4

o
o
o
o
o
o
N

0.1 0 0.3 0 0 0.6 0 0

Los estados 1, 2, 3 forman una clase recurrente de estados

positivos.
Los estados 4, 5 forman otra clase del mismo tipo.

Los estados 6, 7, 8 son transitorios, desde estos estados .

solamente se puede pasar a 1, 2 o 3.

En este caso la submatriz de transicibn correspondiente a

estados transitorios es:




La matriz fundamental S es por tanto

1 -1 -
0.6 -0.6 0| Y 1125 75 15
-1 1
s=(r-9 t=] o 1 -0.2 =gpl 15 75 15
:
~0.6 0 1 | 75 45 75|

-

y. tomando en cuenta que para estados recurrentes el tiempo

medio de ocupacifén es infinito es posible formar la matriz Ppo

tencial completa:

fe « « 0 0 0 0 o0

:oocooo o 0 o0 0 o

©« o o 0 0 0 0 O

i

"0 0 0 o o .0 0 0

R = {ri'j} =0 0 0 o = 0 0 0
125 75 1%

® ® = 0 0 %= 35 %6

15 75 15

= > = 0 0 % % %6

8
8
8
o
o
~
wn
>
wn
~
wn

|
l
|

¥

o]
(o)}
N
[}
)}
o)}

Los tiempos'medios de absorcidn (paso de los estados transito-

rios a los estados recurrentes) pueden calcularse como sigue:




2.11 Tiempos medios de primera visita y de recurrencia

Si se considera una cadena de Markov irreductible con espacio
de estados C; para cada par de estados j y k de C la secuencia
de probabilidades de primera visita condicionales {fj,k(n)'
n=1,2,..,} constituye una distribucidn de probabilidades cu-
ya esperanza:

o
= ¥ nf.

n=1 J’k(n)

mj,k
se llama "tiempo medio de primera visita desde j a k" si j#k

y "tiempo medio de recurrencia" si j=k.

Dado un estado k, un tiempo medio de primera visita mj’k(j¢k)
puede ser considerado como un tiempo medio de. absorcidn en
una nuevya cadena obtenida a partir de la anterior transforma—
cién de k en un estado absorbente. En forma mls precisa si
P = {pj,k} es la matriz de transicidn original se definiré

}

una nueva matriz P' = {pij

La nueva cadena tiene el mismo comportamiento que la inicial
antes de que ocurra la primera visita en k. Es por tanto v&-

.lida la relacidbn siguiente (inciso 2.8).

m. = 1+ I p

i,k oy x,i"i,k




Los tiempos de recurrencia en cadenas irreductibles recurren-

tes podré&n calcularse a partir de los tiempos de primera visi-

ta como:
= 1+ .m,
ek i;zékpk,lml,k
ya que
= + I Al+m, .}

M,k = Px,x i#kpk,l M,k

(se queda en  (sale de k en el

k en 1 paso) primer paso)

Se dice que un estado recurrente k es positivo si su tiempo
medio de recurrencia m . es finito y que es nulo si su tiem-
~7

po medio de recurrencia es infinito.




2.12 Comportamiento de cadenas de Markov a largo plazo.

Distribuciones estacionarias

En este inciso se analizari el comportamiento de las secuencias

o (n) para n grande (probabilidades de transicifn en n pasos) va

i,3

rios casos son triviales:

-~ 8i j es transitorio, obviamente lim pij(n) =0

- 81 i y j son recurrentes pero pertenecen a clases diferentes
entonces p. .(n) = 0 para cualquier valor de n y 1lim p_.(n)=0
i, n -« 1J :
El caso mas interesante se presenta cuando i y j pertenecen a la
misma clase recurrente, caso a partir del cual también seri posi-

ble tratar el Gltimo caso posible: 1 transitorio y j recurrente..

Se supondrd, en lo que sigue que i y j pertenecen a una cadena de

Markov irreductible.

-Una dificultad que se presenta inmediatamente es la de las cadenas
periodicas. Se dice que los estados de una cadena tienen una pe-
riodicidad 4,si existe un entero nl(i, j), tal que p; j(n) =0

14

para todas las n que no son del tipo

nl(i, j) + rd r>20

En general la subsecuencia de Py j(n) correspondiente a los niime-
’
ros anteriores tiene un limite diferente de cero. La secuencia
completa P; j(j) no tiene limite inico sino que tiende hacia cero
’ .

o hacia un valor positivo dependiendo de n; en este caso se - -




éstudia-solamente el limite

lim Pj4(ny (i,3)+xd)
Y > o

2.12.1 Distribuciones estacionarias:

Si existe un conjunto de nGmero Ty asociados a cada estado 1

de la cadena C, no negativos, sumando uno y tales que

T, = L W P ' 'k € C
k jec j T3k

donde la cadena C se supone irreductible entonces 7; se llama

distribucibén estacionaria

Se observa en este caso que:

‘ p. ,(2) = gm; p.
] g“Jerk( ) §“J , PinPLx

=M Pyt M
En la misma forma es posible establecer por induccién que para
cualgquier n:
DIy o (n) =T
1 k

jJJI




2.12.2 Convergencia hacia una distribucidn estacionaria

A continuacibn se enunciarin-varios teoremas que permiten definir
el comportamiento a largo plazo de una cadena irreductible. Omitl

remos las demostraciones (véase, Hoel p.63 y siguientes).

Teorema 1. Una cadena de Markov irreductible positiva tiene. una

distribucidn estacionaria {inica, dada por:

T, = e (k: estado de la cadena)

donde m . ©s el tiempo'medio de recurrencia del estado k
4

(inciso 2.11)

Teorema 2. Si una cadena de Markov es positiva recurrente irreduc

tible con distribucidn estacionaria "yt s posible establecer lo

siguiente:
a) 8i la cadena ;o es periddica
nlimw Pi,j(n) = ".j
bj 8i la cadena es perifdica con periodo 4, entonces, para cada

par de estados (i,j):

lim pi j(nl(i,j) + rd) = ar

Y &+ o ’




Cjemplo 2.9

Se analizar§ el comportamiento asintdtico de las probabilida-

des de transicibn de la cadena con matriz de transicibn:

r1/3 2/3 0 0 0 0 0 ]
1/2 1/2 0 0 0 0 0
0 0 1/3 1/2 1/6 0 0
P = 0 0 1/2 1/6 1/3 0 0
0o 0 1/6 1/3 1/2 0 0
1/3 0o " 1/3 0 0 0 1/3
Ll/2 0 0 0 0 0 1/2

Se puede hacer una particibén del conjunto de estados de esta

cadena en 3 clases:

c = {1,2} : c”= {3,4,5} T = {6,7}

donde C y C” son clases aperiodicas recurrentes y T es el

conjunto de estados transitorios.

Las probabilidades estacionarias Ty “2 correspondientes a la

clase C se obtienen resolviendo el sistema:

1/3 Ty + 1/2 =w

]
3

2
2/3

N
3

1

+1/2 Ty

+ rZ = 1

. “1




que da : Ty o= 3/7, Ty = 4/17

Las probabilidades estacionaria(nz, Tyt ns) correspondientes

a C”se obtienen resolviendo: .

1/3 Ty + 1/2 Ty + 1/6 Tg T4
1/2 my * 1/6 Ty t 1/3 Tg = Ty
1/6 my * 1/3 my * 1/2 Mg = s

LY + Ty + Mg = 1

que da Ty = My = Tg 1/3

Las probabilidades de absorcibn en C y C”satisfacen respecti-

vamente los sistemas J) ' E
fg,c = 1/3 +1/3 £ ¢
£, 0 = 1/2+1/2 £ ¢

de donde : fG,C = 2/3 y f7,C =1

y
£7,0- = 1/2+ £ c-
de donde : fG,C’ = 1/3 y f?,C’ = 0 ;
| 3

Presentando los limites obtenidos en forma de matriz se

obtiene:
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Tomando en cuenta el incis

ademis la matriz F = {f,
i,k

observando que si i y Jj so

inciso 2.6)

o 2.6 es posible calcular
} de probabilidades de primer paso,

n estados transitorios (caso ¢ del

. L
“L.P: s(n) r., .
£ | = n=1"1, = 2l 5i i #
1i,] @ r. .
Z p. .(n) JrJ
n=0 JJ
=1 - A si i = j
3]
(1 1. 1 0 0 o0 0 o ]
1 1 1 0 O 0 0 0
i 1 1 0 O 0 0 0
1 1
Po={f. .} = 0 0 O .0 0 0
i,] .
;0 0 0 1 1 0 -0 0
1 1 1 0 0 0.472 1 0
Ll 1 1 0 0 0.12 0.12 0.2
i1 1 1 0 0 0.60 0.60 0.12
4 9] 2. 60 c.,0 0.2




r T
T o3/7 4/7 0 0 0 0 0
. 3/7 47 0 0 0 0 0
0 0. 1/3 1/3 1/3 0 0
1im p% = o 0 1/3  1/3 1/3 0 0
n-o ) .
0 0 1/3  1/3  1/3 0 0
2/7 8/21 1/9 1/9 1/9 0 0
’L,3/7 4/7 0 0 0 0 0

3. CADENAS DE PARAMETRO CONTINUO

3.1 Introduccidn

En lo referente a cadenas de pardmetro discreto la atencién
se ha concentrado en los cambios de estado sin que se de im-~
portancia a los tiempos en los que ocurren estos cambids o

suponiendo que se presentan en tiempos deterministas. En

muchos casos, para que uﬁ médelo markoviano sea de utilidad
debe tomar en cuenta el caracter aleatorio de los tiempos de
cambios de estados. Se recurre entonces a cadenas de par4-
metro continuo cuyas principales caracteristicas y propieda-

des se discuten brevemente a continuacibn.

3,2 Funciones de probabilidad de transicién

Si {X(t),t > 0} es un proceso estocdstico con espacio de es-
tados numerable S y parimetro continuo t, este proceso serd

una cadena de Markov de paré&metro continuo si




P[X(s + t) = j|X(u), u < s|] = P|X(s + t) = jlX(s)]

Cuando la probabilidad condicional anterior es independiente de s,

se dice que la cadena es homog&nea. La funcién:
P, . (t) = P|X(s + t) = k|X(s) = j|
j.k '

- es una funcidn de probabilidad de transicidén y la familia de matri

ces .
B(t) = (By ;(t)]

se suele llamar "funcidn de transicidén"

Se observa que:

a) Pj’k‘t) >0

- Si existe t1 : Pj,k(t1)> 0 k es accesible desde j:

i» k
- S1 j es accesible desde k; Jj y k comunican j <=+ k

b T . () =
) g Pl’J( ) 1

I p. P, . =P, (s +
c) e pl’k(S) k,](t) ‘ 1,3(5 t)
La Gltima identidiad es la ecuacidén de Chapman-Kolmogorov para el

caso del paradmetro continuo. La demostracibén es semejante a la

del inciso 2.1.




-

Una cadena de Markov se llama también en este caso "irreduc

tible" "si todos sus estados comunican.

Ejemplo 3.1

El proceso de Poisson puede ser considerado como una cadena

de Markov de parimetro continuo.

Si {X(t),t > 0} es un proceso de Poisson

.

P[X(s+t) = j|x(u), u < s] = P[X(s+t) = j|x(s)]

ya que el proceso de Poisson tiene incrementos independientes.

El proceso de Poisson es por tanto una cadena de Markov de

parfimetro continuo.,

Las funciones de probabilidad de transicién estan definidas

por:

0 si j < i

P|X(s+t) = j|X(s) = i| .
eIt
(3-1) ¢

si j > 1

La funcibn de transicién es la familia de matrices:

Po(t) Pl(t) Pz(t)
0 Po(t) Pl(t)
P(t) .= :
0 0 PO(F) e
.0 .0 0
L 1




donde P(t) es la distribucién de Poisson con pardmetro At:

-At k v
At
Pk(t) =§———F!(""_—2— k= 0' 1,..0
Las cadenas de Markov usualmente consideradas presentan gene-
ralmente la propiedad de continuidad de sﬁs_funciones de pro-
babilidad de transicibén para t = 0

lim 1l sij=xk

t » 0Py, k() =85, =

Jrk 90513 £k

Puede mostrarse que para cada par de estados j v k, pj’k(t)
es una funcién uniformemente continua de t > 0 y que ademés
es siempre nula o siempre positiva. En una cadéna de Markov
irreducﬁblepﬁlk(t) serd por tanto > 0 para cualquier tiempo

t > 0 y cualesquiera estados j y k.

Si se define como Wt el tiempo durante el cual el proceso
permanece en el estado en el que se encuentra en el instante

t, puede establecerse lo siguiente*:
Teorema:

PW, > u [x(t) = i] = ei%, u > 0
donde‘Ai es un nimero comprendido entre 0 y +«

Esta propiedad, conocida para el proceso de Poisson, (El1 pro-

ceso de Poisson no tiene memoria, IIa parte, inciso 2.3) es

*Cinlar p. 242




por tanto vdlida para toda cadena de Markov de pardmetro con

tinuo.
Un estado 1 se llamaré

- absorbente si A; =0
- estable si 0 < Xi < o

-~ instantfneo si Ai = 4o

El comportamiento a largo vlazo de una cadena de Markov irre-
ductible de parémetro continuo estd regido por ecuaciones seme
jantes a las aplicables en el caso de cadenas de paré&metro
discreto, es decir que:

lim (t)

k

donde Ty €s la distribucifn estacionaria de la cadena, la

cual, si no es idénticamente nula, cumple con:

T, = I T.ps , (t)

Adem&s de los conceptos anteriores se introducen para este

~tipo de cadena los de intensidades de transici6én y de paso, de

finidas como derivadas para t = 0 de las funciones de probabi

lidad de transicién.

Si para cualguier estado k:

0) = lim 1= P,k
t >0 t

(t)

qk"'

d_ (
at Px, k!




existe y es finita y para cualquier par de estados j y k: j#k

_d lim P§,k(t) - 0

94,k = & Py,x0 = 50 t

existe y es finita

q, se llama "intensidad de paso"

a5, Se llama "intensidad de transicién'de j a k
4

Derivando la identidad anterior se obtiene:

q z P P
k “k j#k ] 'Jlk

3.3 Procesos de nacimiento y muerte

Una cadena de Markov de parfmetro continuo {X(t), t > 0} con

espacio de estados S = {0, 1, 2, ...} y probabilidades de

transici6én homogéneas se llama proceso de nacimiento y muerte

" si:

qy,x =0 si Ij—kl.>_2‘

es decir que solamente se puede pasar de un estado a sus ve-

cinos immediatos.




se introducen ademds las cantidades:

AL =g,

3= 93,561 TR T2 0

U, =g para j > 1 con'u, = 0

jrj"l

AL+ u. = q. ra j >0
j F UJ qJ para j -

(Las intensidades de nacimiento A§ o de muerte uj dependen

"del tamafio de la poblacién j)

Las ecuaciones de distribucidén estacionaria scn en este caso:

AL
(An + un)“n = An—lﬂn—l + Hn+1"n+1 n21
Si se define a_ =-u_nm_ - A Ll de acuerdo con la ecuacidn
n "nn n-1 n-1
anterior @, = 0p4q Paran > 1. Por tanto Qg T 0y = .oy Pero

de la primera ecuacién se deduce que a; = 0, por lo que an==0

para n =1, 2... y se obtiene la relacién recursiva:

unﬂn = An-lﬂn—l

Si u. es > 0 de la relacibn anterior se deduce que:

A A A
g =-pzlnzl 0
n Hn Hp-1 Hq

0’ n>1

Tq puede determinarse recurriendo a la condiciébn,

A ALA
+ ... = n0{1_+—-9-+ 10

Hy MMy

+ ...}




Es posible demostrar que la distribucibn estacionaria existe

si la serie del segundo miembro es convergente.

Ejemplo 3.2

Cola M/M/Z

Se determinard la distribucién estacionaria de la longitud

de una cola de espera de consumidores atendidos por Z perso-

3 nas en el orden en el que llegan Los tiempos de interarribo vy
de servicio se suponen independientes con densidad de proba-
bilidad exponencial con mediés 1/ v 1/u respectivamente. Sea

{N(t), t > 0} el nGmero de consumidores esperando o siendo

atendidos.
g Puede mostrarse que N(t) es un proceso de nacimiento y muerte
con
1 A_ =, n=20,1,...
3 _ n ! ! ! £
un-’:m].l, I’l=1,..-,Z"l, uo =0
By = 2y, n > 2

Si existen, las probabilidades estacionarias estdn dadas por:

lim 1 A/n
LI LIN(t) = n| = L HT(E) , n < 2

A ,n

T, Se determina a partir de la condicién:




© Z-1 -/ o ’
1= I T = “O[ L %T(%)n + %T L (Z%)nj
k=0 n=0 ° * n=2

En caso contrario no existe distribucién estacionaria
= 0 Vn por lo que el nGmero de consumidores crece indefi-

nidamente.

Si es convergente:

' _ 1
o = n Z
Z-1(Zp) (Zp)~
L ; +. =5 -
-g D° Z!(1 p)
y
n
T = (zp). n=20,i.04 2
n 0 —— S
n'
- n > 2+ 1
N Z




IV PARTE

PROCESQOS DE RENOVACION
1. INTRODUCCION

La teoria de la renovacidén estudia las propiedades de una
clase de procesos estdc&sticos, con valores enteros y paréme-
trb §Ontinuo; particularmente adecuados para representar ias
sustituciones a través del tiempo de elemeritos (focos, cintas
de mdquinas de escribir, etc.) sujetos a falla después de un

tiempo aleatorio.
2.  DEFINICIONES

2.1 Procesos de renovacién ordinarios

Se considera un fenfmeno que ocurre en instantes T, separados
por intervalos Wi,_variables aleatorias no negativas indepen-

dientes entre si y con misma densidad de probabilidad.

Y(t) z(t)
I

4

Los tiempos de ocurrencia T; se llaman entonces tiempos de re-

novacién y el nGmero de ocurrencias en el intervato |0, t]:

{N(t), t > 0} es un proceso de renovacibén ordinario




Ejemplo 2,1

En una central telefénica las llamadas ocurren en instantes
Tyr Toi weer Tpr veey donde 0 <"r1 < Tye. Si se admite que

1 = = - 1 = - .
los tiempos entre llamadas Wl Tl,Wé Ty Tl,...,Nn Th = Thl
son variables aleatorias independientes con misma densidad de

probabilidad, el nfimero de llamadas recibidas en el intervalo

[0, t] : {N(t), t > 0} es un proceso de renovaci6n ordinario.

Para un tiempo dado t, la variable aleatoria

CY(t) =t - TN(t)

recibe el nombre de edad. Por otra parte, la variable aleato-.
ria

se llama vida residual

La terminologia anterior corresponde a las aplicaciones mé&s
usuales de los procesos de renovacibén en las que los tiempos
wi representan la vida, de duracién aleatoria, de elementos

que fallan y se sustituyen en los instantes Ty

Se observa gue en un proceso de renovacidén ordinario el tiem-

po correspondiente al primer intervalo W tiene la misma

ll
densidad de probabilidad que los intervalos posteriores. Es-
to equivale a suponer que en el instante t = 0 el proceso se

inicia con un elemento nuevo. Para ciertas aplicaciones esta




suposicifén no es la mds conveniente, por lo que se introducen

las variantes definidas a continuacién:

2.2 Procesos de renovacibn generalizados
2.2.1 Proceso de renovacién modificado

Se llama proceso de renovacibén modificado a un proceso tal

que las ocurrencias se presentan en instantes

W W, + W W, + W

2r Wy 2 + W

1’ "1 36 0

donde Wl' W2, ... son variables aleatorios no-negativas y con

densidades de probabilidad:

fw (t) para W

1 1

fw(t) para‘W W

2, 3, .o a

Este proceso permitird representar situaciones en las que el
primer elemento considerado en una secuencia de elementos su-

jetos a falla no es nuevo.
2,2.2 Proceso de renovacibn establecido

Como caso especial del proceso de renovacién modificada con-
viene mencionar el proceso de renovacibn establecido. Este
proceso corresponde a la observacifn a partir de un tiempo
aleatorio de un proceso que se ha desarrolladb desde mucho

tiempo atrés.




De acuerdo con lo que se presentar& en 4.3 es un proceso mo-

dificado con

F. (t) =
v,

=i

,ft[i - Fw(u)]du
0 :

donde Fw(t) es la funcién de distribucién asociada a Wi \%

u o= E{W;} para i > 1

3. PROBABILIDADES ASOCIADAS A PROCESOSE DE RENOVACION

Los principales aspectos de la teoria de renovacién se refie
ren a la determinacién de las densidades de probabilidad aso
ciadas a los tiempos de renovacién T nGmero de renovaciones

péra un tiempo t dado N(t), edad Y(t) y vida residual Z(t)

3.1 Densidad de probabhilidad de los tiempos de renovacién

Para procesos de renovacidnjordinarios un tiempo de renova-

cibn T, ©s una variable aleatoria igual a la suma de n varia-
bles aleatorias Wi idénticamente distribuidas e independien-
tes entre si. Su funcibn de distribucién Frn(t) es por tan-

to:

Fo(t) = P(1 < t) (£)*F (€] * .. *F(t)

Fu

F__(t)

n Fie(t)

Yy en la misma forma: f*n(t) = fw(t)

donde Fw(t) es la funcién de distribucifn comidn de los Wi y




el simbolo * significa convolucién.

Nota: Para n 2, lo anterior se interpretar& como sigue:

F_ (t) = {p[(w; +'wz) < tlw ]}

T

!

el
31
0

|

=
=

+

=
N

A
L™

(t - W,)dw, =724

W

W W

E{F (t-W)}=ftf (t)r
T L

(integral de convolucidn)

Tomando en cuenta que las variables aleatorias Wi sébn no-nega

: : tivas es usual recurrir a la transformada de Laplace para de-
1 |

terminar Fén)(t) o fén)(t) (densidad de ‘probabilidad deTn).En
efecto se tiene por definici6n:

‘ -sW -sW_}
L[f_ (t); s] = Elexp[-s(W; + Wy+...+W ]} =E{e "'1l...e "'n

n

3 _ - ‘ = E{e M }...E{e™"n}

1]

L[5, (fg)_., sl...Lff, ®), 8]
1 n

LI£ (), s|™ para procesos ordinarios

Por tanto, la transformada de Laplace de la densidad de pro-
babilidad de los tiempés de renovacién es igual al producto

" de las transformantes de Laplace de las densidades de proba-

bilidad de los tiempos entre renovaciones.

En el caso de procesos de renovacién modificados las relacio-

nes anteriores se escriben:

(n-1) ’ - (n-1
Fay (0BT (8) y £ (6) = gy ()wg,] Y (e)

F_ (t) =




‘ _ . . ~Jn-1
y L[ftn(t), s] = L[fwl(t), s]L{f,(t); s]

va que la densidad de probabilidad del tiempo W1 es diferente

de las de los tiempos entre renovacién siguientés.
Para cualquier tipo de proceso se tendrd ademds:

F _. (r) _ _ _ o (m) m>0
Them=%n = P[kn+m T, St !To,..r,Tn] = Fpp () para{n> 0

3. 2 Distribucién de probabilidad asociada al nlimero de reno-

vaciones

Para un tiempo t dado, los eventos {N(t) = 0} y {N(t) > n}, .
n > 0 coinciden con los eventos {1, > t}y {fn+1 < t} respec-

tivamente. Por tanto se tiene:

PN (t) = 0]

= P[.Tl‘ > t:]‘.= 1 - le(t); t >0
plu(t) >n] = P[Tn+1 i.t] = FT'n+1; para n > 0
Se tiene ademds:
PiN(t)=n] = P|N(t) > n - 1] - P|N(t) > m|
) FTn(#) ) FTn+1(t)'
= Fvgn) (t) - Fvgn+1)(t) para procesos ordinarios

La esperanza matemidtica del nlimero de renovaciones en un ins-

tante t es:




n] = I m{P[N(t) >n - 1] - P[N(t) >m]}
n=1

it

H(t) = E{N(t)} = I mP[N(t)

-]

z n{P[:Tnf_t] - P[T < t] = 7 PErnit] = T FT (t) = ¢ Fé]n) (t)
= . n=1 H

L]

n=1 nl = n=l n n=

para procesos ordinarios

«© .
F._ (t)* ZEJndj(t) para procesos modificados
wl n=2W

La funcidén H(t) = E{N(t)} se llama funcién de renovacién.

-

Esta funcién ha sido motivo de amplias investigaciones, la
mayor parte de ellas de una complejidad excesiva para ser
descritas en las presentes notas. Solamente se comentaré&n

algunos aspectos simples de las mismas a continuacifn,

Si se define como densidad de renovacién la funcién:

_ lim E{N(t + At) - N(t)}
h(t) = At -+ 0+ At
= H”(t)

se tiene, a partir de la hoja anterior:

£_(t) = £, (t)* &
T
n 1 n=

h(t)

il
™~

(n-1)
W fa (t)

n=1 2

Para un proceso de renovacién ordinario:

thhit): s] = = L[F (0); s]™
=1 | |

n

L[E (t); 8]
1= LfE (8); s]




para un proceso de renovacién modificado: -

L(;fwl(t): s]
L[h(t)i S] = 1 = L[fw(t); S]

Las ecuaciones anteriores pueden también escribirse como:

Lh(t); s] =1 [:fwl(t); .s] + L[h(t); s]tL [:fw(t); s]

invirtiendo esta ecuacién y recordando que la transformada
de Laplace de una convolucién es el producto de las transfor-
madas de cada funcibn:

_ i . .
h(t) = fWl + J h(t - u)fw(u) dui; t > Q

que se escribe para un proceso ordinario:

h(t) = £,(8) + Ofth(t - Wiy (wduwt > 0

Esta ecuacibén integral es la llamada ecuacién de renovacibn.

Es posible dar una interpretacién probabilista a la ecuacién
anterior: la probabilidad de que se presente una renovacién

"en el intervalo (t, t + At) es la suma de:

a) La probabilidad %}t)At de que la primera renovacién ocurra

en el intervalo (t, t + At)

b) La suma para u < t de las probabilidades de que ocurra una

renovacién cerca de (t - u) seguida por un tiempo de vida




de iongitud u.

Es usual presentar la ecuacién de renovaci6n en la forma al-

ternativa:

H(t) = FW(t) + 0ftH(t - u)fW(u)du (procesos ordinarios)

obtenida integrando ambos miembros de la ecuacibn anterior.

Una forma de mostrar la validez de esta dltima ecuacién es la

siguiente:

H(t) = JOE{N(t) [W; = ulf (u) du

J
0 .
ahora: E{N(t)|W; =u} = 0 para u > t

ya que N(t) = 0 si la primera renovacién se presenta en un

tiempo u posterior a t, mientras que:
E{N(t)lw1 =u} =1+ H3(t -u) siu< t

en efecto, dado que la primera renovacién se presenta antes
de t,la distribucibén condicional de N(t) es la misma que la

de [1 + N(t -~ u)]. Por tanto:

1]

H(t) = /F[1 + H(t - w)]f (w)du
0 .

I

H(t) ~FW(t) + ftH(t - u)fW(u)du
0

3.3 Dpensidad de probabilidad asociada a la edad

La edad se ha definido anteriormente como:

Y(t) =t = Ty(y)




En el instante t considerado existen dos posibilidades:

0 bien no ha ocurrido ninguna renovacién o por lo menos ha

ocurrido una, por tanto:

-}

PlY(t) < x] = P[¥(t) < x,N(t) = 0] + I P[¥Y(t) < x,N(t)

‘n=1

El evento {Y(t) ¢ x, N(t) = 0} ocurre si y solamente si t £ x

y no hay renovacién en el intervalo [O,t]. En este caso

Y(t) = t. Por tanto:

1}
H
I
e
—
(e
~

PY(t)<x,N(t) o] ,
{ . wlv

0]

]
o

P [¥ (£)<x,N(t)

Por otra parte, el evento {Y(t)<x,N(t)

para x > t
para x <t

n}, n > 1 ocurre si

y solo si la enésima renovacién se presenta en el intervalo

[t—x,t] y la nGmero n+l ocurre después de t.

Esta condicién puede escribirse como sigue:

y la probabilidad de este dltimo evento es:

t

t-x t-x

para 0 < x < t. Finalmente se obtiene*:

U(x~-t)
* Introduciendo la funcién de Heaviside {

Ulx-t) = 1

1

t
J P[Wn+l>t-u]an(u)du=f [1-Fw(t-u)]f_Tn

It
o

(u) du

para X < t

para x > t




]

P[¥(t) <x] =0 para x <0

"3 t :
PlY(t) < x] = 1-F, (&)]Ju(x-t)+ & J [1-F_(t-u)Jf_  (u) du
1 n-x t-x Z n
Ply(t) < x] = [1-F, (©)]ux-t)+/° [1-F_(t-uln(u)du <
1 t-x

para 0 <x <t

P[Y(t) 1l para x > t ya que Y(t) < t

A

x|
3.4 Densidad de probabilidad asociada a la vida residual

-t puede obtenerse en formma semejante:

//‘.

La densidad de Z(t) = TN (t)+1
Plz(t) < x| = I P{z(t) < x,N(t) = nj
n=0 '
n=0 '

=Pl0o<t<T <t+ x|+ nilplTn Sttt g Stex|= le(t-l-x)
- F © t

wl(t) + nilfo [F (t + x - u) - Fw(t—u)]f,.[n (u)du

‘ t
Plz(t) < x| = le(t+x) - le (t)+£ [Fw(t+x-u) - Fw(t—u)jh(u)du

Ejemplo 3.1

El Proceso de Poisson

Cuando Fw (t)=Fw(t)=l—efxt, t > 0 el proceso de renovacién
1

es un proceso de Poisson.
Se observa que: (Parte II, inciso 2.4)

F_ (t) = F Mt) = fte"‘u
T T tw - 0o




Se observa que la densidad de la vida residual coincide con
la del tiempo entre renovaciones. Los procesos de Poisson,

como ya se comentdé anteriormente, "no tienen memoria".

Ejemplo 3.2

Procesos de Erlang

Si {N(t), t > 0} es un proceso de renovacién correspondiente
a tiempos entre renovaciones con densidad de probabilidad

Gamma con parédmetros A y k.

-\t ()\t-.)k'1
(k-1)!

fw(t) = e A t >0 con A>0
Se dice que el proceso de renovacién es un proceso

de Erlang de.orden k.

El enésimo tiempo de renovacién T tiene también densidad
Gamma ya que, como es conocido, esta densidad es regenerati-

Va.

Es posible mostrar que, en este caso, la funci6n de rencva-

cifn es la siguiente:

At 1 k-1 Er r
H(t) = E{N(t)} o ti ° ———{1-exp[-At({l-¢7)]}
r=1 1 - ¥
= 2#1 o _ r _ 2rir
donde £ = exp( - € = 1, e° = exp( % )




que corresponde a una densidad Gamma con parimetros A y (n - 1),

también llamada densidad de Erlang de orden n y'parémetro A,

La densidad de N(t) es, de acuerdo con 3.2,:

P[N(t) = 0] = e "
o ft -Au ()\u)n_l X ftk -MJ(Au)n du
P[:N(t)-m_]—oe —(—n_—l-)—-.r—du-.(;) e S
-1 n | n-1
_ - Q)" (Au) -iujt _ t_-du (Au)
= ST e an - [ - /5T iy ha
TR U X
P[N(t) =n]fFe -r— param >1

En este caso se observa que
H(t) = E{N(t)} = At y que h(t) = A
La densidad de probabilidad de la edad es:

Ply(t) < x] = s8 e MEW,qay

t-x
PIY(t) < x] =1 - e X
P[Y(t) <x]=1 para x > t

(Densidad exponencial truncada)

En la misma forma para la vida residual:

Plz(t) < x]

e At _ e—A‘t+x) + fte-k(t—u)(l_e—kx)xdu
_ 0 ' ‘ :

1 - e M > 0 (densidad exponencial)

il

P[Z(t) < x]




3.5 Unicidad ‘del proceso para una funcibn de renovacibdn dada

El énfasis puesto en la teoria de la renovacién sobre la fun-
cibén de renovacidn o su derivada la densidad de renovacibn

tiene una justificacidén basada en la propiedad siquiente:

La funcibn de renovacién (o la densidad de renovacibén) define
en forma Qinica el proceso de renovacién. En forma mis preci-
sa: si se conoce H(t) o h(t) la densidad de probabilidad

fW(W) de tiempos entre renovaciones estd totalmente definida.

Lo anterior puede mostrarse fAcilmente. Por ejemplo; si se

conoce h(t), 1la relacién:

L[E,(8) s s]

1 - L[fw(t); s]

Ln(t); s] =

del inciso 3.2 puede escribirse en la forma equivalente.

Llh(t); s]

LE (t); s] =
W 1+ L[h(t); s]

La conocida relacién biunivoca entre una densidad y su trans-
formada de Laplace tiene como consecuencia gue a una misma
funcién h(t) corresponde una densidad de probabilidad fw(t)

Gnica.

Ejemplo 3.3

Se vibé en el ejemplo 3.1 que un proceso de Poisson N(t) tie-

ne una densidad de renovacién constante igual a A. La




propiedad anterior permite establecer que cualquier proceso
que tenga esta caracteristica tiene una densidad de probabi-
lidad de tiempos entre renovacibn fw(t)de tipo exponencial

1]

Yy, por tanto, es un proceso de Poisson:

L(A; s)

LlEg0): 8] = [ S
pero LA, s| = A f¥e St = % [-e"St]" = %
0 0
por tanto
L[}w(t)7 s] =3 1/§/s T s i )
eéta transformada corresponde a fw(t) = Ae_xt (densidad expo-

nencial) como puede f4cilmente verificarse:

L[Ae—xt, s]

’6wkeixtef5tdt = aSPe” (M) tgy
: 0

D) ‘i‘s ['e_(HS)tJo A i s

Todo proceso con densidad de renovacibén constante (o funcién

de renovacién lineal) es por tanto un proceso de Poisson.

4. COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DE LOS PROCESOS DE RENOVACION

El comportamiento asint6tico de los procesos de renovacibn

puede generalmente ser descrito en forma sencilla.



4.1 Distribucidn de probabilidad asint6tica del ndmero de

renovaciones

Un proceso de renovacién N(t), ordinario o modificado presen-
ta a largo plazo una distribucibén de probabilidad estaciona-

ria regida por los siguientes teoremas:
Teorema:

Si u = E{W} es el tiempo medio entre renovaciones

lim N(t)
-»> oo t

Tl

t con probabilidad igual a uno

cuando u es infinito, el resultado sigue vdlido interpretando

1/u como cero.

La demostracibn se basa en la ley fuerte de los grandes nime-
ros y puede resumirse como sigue cuando u es finito: La de-
sigualdad

£ <

Tn(e) = TN(t) +1

permite escribir si t es suficientemente grande para que

™) >0

N(t) , H(t) , _N(t) N(t) +1
TN(t) t N(t) + 1 TN(t) +1

Cuando t + o, N(t) + o con probabilidad uno y por tanto
N(t)/(N(t) + 1) tiende hacia 1 con probabilidad uno. Asimis-

» .
MO Ty (p)/(N(t) = ,Z,W;/N(t) tiende hacia E{W} = u con




probabilidad uno cuando N(t) =+ « de acuerdo con- la ley fuerte

de los grandes ndmeros,con lo que queda demostrado el teorema.
Teorema:

Si yu = E{W} es finita el valor medio H(t) de N(t) tiende hacia.

un valor asintético:

lim H(t) _ 1
t + o t U
Intuitivamente, este teorema es consecuencia del anterior. Se

omitird la demostracién rigurosa
Teorema

Si E{W} y E{Wz} son finitas, entonces para cualquier valor real

X

. ' : 2
tlimm P[N(t) - (t/ ) < x] .1 fxe-l/z y dy

to?/u? - T -

)

en otros términos, la distribucién de probabilidad de N(t)
tiende hacia una densidad de tipo normal con media t/u y va-
3

riancia o2/u?® donde 0% es la variancia var[W].

Esta es una consecuencia del teorema del limite central. Se
cmitir8 la demostracifén en lo que se refiere al valor limite

de la variancia de N(t).

4.2 Teorema de Blackwell

Existen varios teoremas adicionales relativos al comporta-

miento de H(t) = E{N(t)} en el 1lfmite; el m&s conocido es el



teorema de Blackwell:
Teorema

Si p = E{W} es finita, entonceés

lim H(t +A) - H(t) _ 1
t > A

=1

para cualquier A > 0.

Es posible dar a este teorema la interpretacién grdfica si-

guiente:

H(t + A) - H(t)

A representa la pendiente de la cuerda
AB:
TH(t) ';/// pendiente 1/p
‘ BU’ |
H(t+At) — — — — — — — — — — — — - > ==
H(t)

: -+
/ |
|
|
\
I
|
|

la pendiente de esta cuerda tiende hacia el limite 1/y
el teorema de Blackwell, cuya demostracifn omitiremos, es

equivalente (Neuts p.333) a un teorema mis general llamado




| Teorema

cuando p = E{W} es finita

' 1

lim lim _ .t

£ » b (¥(8) < x) = T, HLP(2(E) < Xx) = é
Demostracién;
Se recuerda que (3.3):
Fy(p (%) = POY(E) < x) = |1 - le(t)lU( X - t) +
+r81 - F(t - u) |lh(u)du; para 0 < x < t

t-x

y que (3.4)
FZ(‘t) (x) = P(2(t) < x) = F (£ +x) = F, () +

1l 1

+ ft[FW(t +x - u) - Folt - u) Jh(u)du
0 .

Cuando t + =

1 - le(_t)ju(x -t) »0

[F, (¢t +x) - F. (£)] + 0
W Wy ]
Ahora:

/8- F (t - uwlh(uwdu = r%. (t - u)h(u)du
t-x W , 0 1




"clave" de la teorfa de la renovacibn:
Teorema
Si una funcién Q(t) satisface las condiciones:
a) Q(t) > 0 para todo t > 0
©
b) g Q(t)dt < =
c) Q(t) es no-creciente (Q(t;) > Q(t,) si t; < t,)

lim
t » o«

7tq(t - s)an(s) #bi,me(s)ds
0 Ko

en el teorema de Blackwell la funcidn Q(u) es:

Q) =% 0 <uc<a
= 0; u.> A
t ’ : - -
Y { Q(t-u)dH(u) = St % aH (u) = Bt A H(t A), cuyo limite

t-A

4.3 Densidades de probabilidad asintSticas de la edad y_de

la vida residual

Cuando la media'u = E{W} es finita, el teorema "“clave" de la
teorfa de la renovacién permite establecer varias propieda-
des importantes de las densidades de probabilidad limite de

las variables th)»y Z(t), cuando t tiende hacia el infinito:




donde Ql(u) =1 - Fw(u) 0 <u<x

= 0 para otros valores de u

y de acuerdo con el teorema "clave" de la renovacién:

lim t 1 .x _
i-xfl - Fy(t.- w]h(u)du = & é [t - F () ]au

t > =

por tanto:

) _ . _ 1 .x _
tiﬂ FY(t(x) = .tig PEY(t) < x] = I é B FW(u)]du

En la misma forma; para la vida residual

t
{) [Fw(t + x - u) - Fglt - u) Jh(u)du =

- ft+wa(t + x - u)h(u)du - ftFﬁ(t - u)h(u)du -
0 : 0 |

ft+x

Fw(t + x - u)h(u)dﬁ
t

y de acuerdo con la ecuacién de renovacidn:

H(t + x) - F_ (t + x) - H{t) + F, -

W, 1
rE%p (£ + x - Wh(wdu

t

= H{t + x) - le(t + x) - H(t) + le(t) -

- 7¥¥|1-F, (t4x-u) |h(u) du

La cantidad FW (t) - FW (t + x) tiende hacia. cero cuando
1 1.




t + » el lfmite de la integral se obtiene escribiendo

y =t - x:
1i Lim o, oy , ~
£ a (e X = ¢ WPz < x| = /Y 1 - Ry - w]hwdu=

Y=X

L
=3 éx[l - Fy(u)]du

5. TEORIA MARKOVIANA DE LA RENOVACION

5.1 Introdﬁécién

Es posible definir una clase de procesos que incluye como
caso particular los procesos Markovianos v de renovacién.
Las propiedades de los procesos asi definidos permiten exten
der el alcance y la generalidad de los procesos Markovianos

y de renovacién considerados individualmente.

5.2 Definiciones

Se considera un proceso bidimensional tal que se define para
cada Yalor de un nfimero entero n, una variable aleatoria Xn
que toma valores dentro de un'conjunto denumerable E y una
segunda variable T definida entre los nimeros reales no ne-

gativos* y tal que 0 = To < T STy < T <Ll

El proceso bidemensional {Xn, T n N} se define como pro-

n’

ceso Markoviano-de renovacifn con espacio de estados E si:




P{X

1}
.
~

—~

n+l n+l

1l

P{X ,q4 =3i 1 -t < otix}

Se considera siempre que el proceso {Xn,-Tn} es homogéneo es

decir qué ¥i, je E y ¥t:

P{X 4 =35 T - 1 2 t]X, = §} = Q(i, j, t) es inde-

pendiente de n.

Si se define

—_ lim . . ‘
: Pi,j.— t > wQ(lr J. t)

se observa que

p. ~ >0 z -
jeEPi, 5

de las definiciones anteriores se deduce que:

P{Xn+1 = Jlxolf"l Xn = 1; To,..., Tn} = pi,j

lo que implica que:

{Xn; neN} sea una cadena de Markov con espacio de esta-

dos E y matriz de transicibén P = {pi j}
14

"Nota: Se introduce aqui una pequena variante respecto a la
forma en la que se han definido los procesos de renovacién:
se considera que en el instante t = 0 se presenta una reno-
vacién (proceso ordinario con funcién de renovacién incre-
mentada de 1)




Ahora, si se define

L, 9, b _Q(i, iot) P_[xn+1 =3, T4 - T 2 tlX =i
’ ’ - —_ . = -
Pi,5 PlX ,q = Jix, = 1]
con la convencidn de que G(i, j, t) = 1 si P; ; = Q(, j, t) = 0;
r

es posible dar la siguiente interpretacidn:

a partir de lo anterior y de la primera definicifbn que se ha

dado se obtiene que:
para n > 1 y Ugreeer U ndimeros reales positivos

P{Tl - TO _/\_ ul,.'.., Tn - Tn_l i unlxo,..., Xn}

’ un)

= G(Xo, xlr ul)G(xl’ le uz) s o G(Xn_lr xn

Los incrementos Ty = Tor 12 - Tl, ... son condicionalmente in-
dependientes dada la cadena de Markov XO, Xl’ eo. y la distri-

bucién de probabilidad de T+l ~ Tn depende solamente de X, v

+

xn+l

En particular, si el espacio de estados E es un estado dnico,
los incrementos son independientes e idénticamente distribui-~-

dos y por tanto:

Si E estd constituido por un estado dnico entonces {Tn} define

un proceso de renovacién,




Adem&s de lo énterior, se observa que para un estado j dado
si se definen como Sg, SJ,... los tiempos sucesivos T, para
los cuales Xn = j, entonces {S%} define también un proceso de

renovacién (posiblemente modificado)

No se demostrar8 aqui la proposicién anterior (casi evidente).
Sin embargo, conviene hacer notar que para establecerla es ne-

cesario introducir algunas convenciones adicionales.

En particular, se agrega un estado adicional A al conjunto E
tal que X =A, T, = A2V realizacién del proceso. Estas con
venéiones son necesarias para poder cubrir el caso particular
de los estados transitorios en los cuales la cadené entra con
probabilidad 1 solamente un nimero finito de veces. Por tanto
para casi todas las realizaciones existe una n finita tal que
los tiempos de recurrencia sean infinitos; se admite en este
caso que la cadena pasa al estado ficticio A para los valores

n mayores que este limite con tiempos de renovacién infinitos.

Para establecer claramente la situacién anterior es convenien-

te introducir el proceso Y = {¥Y(t); t > 0} definido como:

X . siTt_ < t< 1
n +
Y(t, ) = n n+l

A si t > sup Th
n

el proceso asi definido se llama "proceso semi-Markoviano mi-

nimo" asociado al proceso markoviano de renovacién {X, T}

Del inciso 3 de la parte III se desprende que si




Q(i,j,t) = pi’j(i_e— (i)t

Vi}j,t y para alguna funcién A (i), entonces Y es una cadena de

Markov de paré@metro continuo.

Ejemplo 5.1

Modelo para trénsito

Si TgrTqressrTyre. SON las posiciones de vehiqulos a lo largo
de una carretera y si Xn denota el tipo (coche, camién) de

vehiculo, es, aceptable considerar que X = {X } es una cadena
Markoviana y que las distancias T+l ~ Tp SON variabies alea~

torias que dependen solamente de los tipos de vehiculos Xn+l
y Xn._ En este caso {Xn,th} es un proceso markoviano de re-

novacién. .

Ejemplo 5.2

Cola M/G/1

Se considera un modelo de la teoria de colas en el cual las
llegadas de los consumidores ocurren de acuerdo con un proceso
de Poisson N(t) y los tiempos de servicio Zi tienen una fun-
cién de distribucibn arbitraria é(t) independiente de N(t).

Una sola persona atiende a los consumidores.

Sea Xn el ntmero de consumidores.en la cola, inmediatamente

- después de la salida del cliente n® n:

Xn es una cadena de Markov con matriz de transicién:




[ ) qa, q, 5 - - -

e 9 a2 93 - T T
£ = B -9 9 - - T
9, q - - -

.

L ]

donde ‘
. e-at(at)k
q = fo —r— de(t) k= 0,1,...

siendo a la intensidad del proceso de Poisson

Para demostrar lo anterior se observa que si T, S el tiempo

de la enésima salida y Z,

+1 el tiempo de servicio del consu-

midor N° (n+1)

-Si Xn>0 el tiempo de servicio del consumidor n°® n+l empieza

en el instante T, Y dura hasta Tn+zn+1°

habré N(Tnfzn+1)eN(Tn) llegadas y por tanto el tamano de la

Durante este tiempo

cola inmediatamente despues de la salida N¢ (n+l) serd:
X, + [Nt *2 ,,)-N(t )] -1

Si X = 0 el cliente dejard al salir los que hayan llegado

durante el tiempo en el que lo atendieron es decir

2 .4)

N(Tn-!-l)'.N(Tn+1“ n+l

por lo que:



X, + [Nt +2.,)-N(t )] - 1 si X >0
{
N(t

tad
[

n+l

) - N(t

n+1 n+1” Zn+1)

Pero se sabe, por el caracter estacionario de los incremen-

tos del proceso de Poisson, que:

ﬂﬁﬁnﬂyﬁ&ﬁﬂﬂmf=kwon.”XﬁTﬂ =Pb“%ﬁﬂ =k}

P{N(z) = X]
ya que todas las Zi tienen la misma densidad de prbbabilidad.

Por otra parte :

q = P[N(z) = k] = E{P[N(2) = k]|z]}
-az k -at k
oo X t
= g{& kgaz? } = fOE__E%E_L as (t)
Ahora bien, si i =0
P{X 41 = 3] X, = 0} = PN (2) = J} = qy
y si 1i>0
Djp1-1 si §>i-1
P{X .1 = i X, =i} = P{N(2) = j+1-i} ={ 0 si j<i-1

con lo gque queda establecida la matriz de transicién.

-Es posible observar que (Xn,rn) es un proceso Markoviano de

fendvacién, la matriz Q(t) cuyos elementos sean las probabili-

dades Q(i,j,t) se definird como sigue:




po(t) pl(t)

. qo(t) ql(t)
Q(t) = qo(t)
0
-
donde
t -as n
- e (as)
qn(t) "'-fo ———I'Tl_——— dd (s)
Pn(t) = [ ae_asqn(t-s)ds

0

p, (t)

q,(t)

ql(t)

0,1,...

o
it

Lo anterior puede verificarse como sigue:

a) Si hay por lo menos un cliente

QUi,3,8) = P{X . =3i <

en la cola (i>1l) .se tiene:

nt1"Th < tlxn = 1}

= Probabilidad de que en el tiempo t haya

sido atendido el cliente n+l y que du-

rante el tiempo de atencién hayan lle-

gado k = j-i+l clientes

' t e-as(aé)k
0(i,j,t)=E{P|N(s)=k]|[s<t} = [ T de (s)
| o __ X

probabilidad de
que en el inter-
valo (0,s)=(0,t)
lleguen exacta-
mente a la cola
(Poisson)

probabilidad de
que en el inter-
valo (s,s+ds)Z(0,t)
termine el servicio
del primer cliente



= qk(t); k = j=i+1
b) Si no se encuentra ningun cliente haciendo cola

Q(0,3,8) = PIXy g =35 Tpg-T X =03

Probabilidad de que en el intervalo (0,t) lle-

- gue el primer cliente y que durante su tiempo

4

de servicio lleguen k = j clientes mas

' t_t-s _-as k
Q(0,j,t)=E{P[N(t-s)=k||s<t} =5 [r = k‘?s) d¢{s)] ae *Sds=

0_0 — )
probabilidad de que el tiem probabilidad
po de servicio del primer de que en-el
cliente sea < (t-s) y de ~intervalo

que durante el tiempo de (s,st+ds) lle-

servicio lleguen k clientes gue el primer
(vease inciso anterior) cliente (den-
sidad exponen
‘ cial de un
proceso de

. : Poisson)

=pk(t); k=3
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DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD USUALES

Nombre Ejemplos de varniables aleatonias que tienen fa dis
trnibucién indicada '

, BERNOULLI Resultado de un experimento de Bernoulli con dos
ﬁ posibles resultados: éxito o falla (ej: moneda:
dguila = 1, sol = 0) ‘

BINOMIAL Nimero de éxitos en n experimentos independientes
de Bernoulli en los cuales la probabilidad de
éxito en cada experimento es p

GEOMETRICA Nimero de intentos necesarios para obtener el
| (1) ' primer éxito en una secuencia de experimentos
-independientes de Bernoulli.

GEOMETRICA Nimero de éxitos antes de obtener lé'primera fa-
(2) 11a en una secuencia de experimentos independien-

tes de Bernoulli

BINOMINAL  Nimero de fallas antes de obtener x éxitos en
NEGATIVA(1) una secuencia de experimentos independientes de
pernoulli

BINOMIAL Nimero de intentos para obtener n éxitos en una

NEGATIVA(2) secuencia de experimentos independientes de
Bernoulli

POISSON Numero de ocurrencia de eventos de un determina-

do tipo en un periodo de tiempo unitario cuando
dichos eventos se presentan en forma aleatoria
a una tasa promedio de X por unidad de tiempo.




DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD USUALES

—
NOMBRE Y VA-

LORES DE LOS DISTRIBUCION Py(x) Y DO- FUNCION CA- MEDIA VARIANC IA
PARAMETROS MINIO DE DEFINICION RACTERISTICA
Xpq. y1=-x | __ .
BERNOULLI pX(1-p)* "% ; x=0,1 pel® & (1-p) p P(1-p)
0<p<1 0 otros valores X '
BINOMIAL ,
= 1. (Mp*(1-p)?%; x=0,1,...n ol ‘ n
n 1’21-.-- X - l}e1w+(1-p)__-] np np(l—p)
0<p<l 0 otros valores X : S B -
x-1, __4° | :
GEOMETRICA(1) p(1-p)"77%; X=1,2,... pe'® .1 1-p
0<p<l1 0 otros valores X 1-(1-p)e'® P p?
X . yx= .
|GEOMETRICA(2) p”(1-p); x=0,1,2,.., 1-p_ p P >
0<p<1 0 otros valores X 1-pe'® 1-p (1-p)
BINOMIAL '
NEGATIVA (2) X1 P (1-p)* T xmr,r, : r
(PASCAL) r pe'¥ r r(1-p)
r'é;jél 0 otros valores X 1-(1-p)e'® P p
BINOMIAL cirel )
ti?A;IVA (1) T (l-.-p) 5 x=0,1,... 1-p " 0 .
2Er s 0 otros valores X 1-pe'® 1-p (1-p)?

0<p<l




X

POISSON e Ay x=0,1,... et X X

~ x> 0 0 otros valores X :

HIPERGEOMETRICA (i)(ﬁzi)‘ %=0.1,....min(n.a)

N=1,2,... ———~(-N—)——; x=0,1,...,min(m,a) na an(N-n)(N-a)
n=1,2,...,N n N N2(N-1)
a=1,2,...,N 0 otros.valores X




DENSIDADES DE PROBABILIDAD USUALES

Nomb ne Ejemplo de variable aleatornia con La densidad indicada

UNTFORME Una variable igual a la funcion de distribucidn de una
segunda variable con densidad de probabilidad cualquiera
(en el intervalo {0,1}) ‘

NORMAL Suma de un nimero grande de variables aleatorias inde-
pendientes con densidades de probabilidad idénticas

EXPONENCIAL E1 tiempo requerido paré observar el primer evento en
un proceso de Poisson a partir de un tiempo arbitrario

GAMMA E1 tiempo requerido para observar la ocurrencia de K
eventos en un proceso de Poisson a partir de un tiempo
arbitrario

LOG NORMAL Cualquier variab]e positiva cuyo logaritmo tiene densi-
dad normal

BETA Si se tiene una muestra X, Xz...X de una densidad
fx(x) cualquiera, clasificada por orden de magnitud
creciente, la variable wrs igual al drea bajo fx(x),
delimitada por Xr y Xg tiene densidad BETA en el in
tervalo {0,1} {Ver Mood y Graybill p 805).

2
x (n) Suma de los cuadrados de n variables independientes
con densidad de probabilidad normal estandar (N{0,1})

X Raiz cuadrada de la variable anterior
"t" de Cociente X donde X tiene densidad N (0,1)
Student Y//n Y tiene densidad x con

n grados de libertad



"Er o Cociente X/m donde X tiene densidad x* con
/n m grados de libertad

Y tiene densidad x* con
n grados de libertad

|



DENSIDADES DE PROBABILIDAD USUALES

0

NOMBRE Y VA- DENSIDAD f,(x) E IN- FUNCION CA-
LORES DE LOS X MEDIA VARIANCIA
-|PARAMETROS TERVALO DE DEFINICION RACTERISTICA
UNIFORME sobre . .
: iwb iwa 2
el intervalo {1/(b-a) a<x<b eiw(b:aer ___a;b bIa
]_—_a,b:l 0 para otros val, de x
NORMAL N(u ,0%) |
1 1,%7Hx, 2 12 2
Ty < /o exDl}Z'(T)] eXpE“““x'—f Mx o)ﬂ Hx %%
o _ven X
ox>0 X
EXPONENCIAL Ae4kx' x>0 (1 fwe -k 1 s
A x 2
A>0 0 para otros val. de x A
 |GAMMA* k-1,-Ax
TRy () x>0 i -k k K
k>0 (-5 ) 2
A>_0 0 para otros val. de x A
1 1 Lnx-u 9 | 0? 2
LOGNORMAL —t—exp -f(__o__l) explu+ 4 >, 2][% J
. + -
Y=LogX: N(uy 5) Xovem Y Nota: Log m, =Wy EXPicuy oy | 1€
para x>0 m_:mediana de x
0 para otros val. de x X’
r -1 t-r-1
BETA sobr‘eﬁﬂlﬂ ™ a)t‘-l(’f a) Eb "z '
intervalo [a, AP _r{r)r(t-r
0 ' con B = —-—ﬂ—t-)—L a + {-(b-a) (b a)2 l"gt l")
t-r>0 para a<x<b te(t+1)
0 oara otros val. de x
*r(k) = fwe'uuk'ldu. Si k es entero >0: I'(k) = (k-1)!




DENSIDADES DE PROBABILIDADES USUALES

NOMBRE Y VA-

0 para otros val de x

LORES DE LOS DISTRIBUCION fx(x) E IN FUNCION CA- "MEDIA VARIANCIA
PARAMETROS TERVALO DE DEFINICION RACTERISTICA
x2(Ji Cuadrada) 1 (x/2)M271g-x/2 (1-210)"/2 . -
con n grados de 2 I'{n/2) x>0 )
libertad* '
0 para otroszval. de x
K (Jdi) 2 n/2-1_-x"/2
con n grados de x(x /Z%( 5 € >0 /7 +1)/2 2.
libertad n/z) X L({n %/ ) n-u
0 para otros-val. de x rin/2) X
- |t de Student con 1 r(n+l)/2) x2 —(n+1)/2
n grados de li- F(n/27"(1+ 2.)
bertad /nm o 0 n
n>2 -0l X<+ n-2
Fconmy ngra (r 2) (m%g) '(m%ﬂ) 2 2(+. 2)
< T{m+n n n_(m+n-
dos de libertad —7;fl%—-x - (1+x) r =
TG m(n-2)%(n-4)
x>0 si n>2

si n>4

* la ')(2 es también una

densidad Gamma con k = n/2, A= 1/2




Tablas de Peanson-Hartley



656 APPENDIX A TABLES : 657
Table A2} Tables for evaluation of the CDF of the x?, gamma, Tabie A.2t Tables for evaluation of the CDF of the x?, gamma,
and Poisson distributions ’ and Poisson distributions (Conlinued)
x*=0001 | 0002 | 0003 | 0004 | 0005 | 0006 | 0007 | 0008 | 0.000 | oo at=22 24 8 28 3.0 3.2 34 3.8 3.4 10
» | m=00005 | 00010 | 0.0015 | 0.0020 | 0.0025 | 0.0030 | 0.0035 ] 5.0010 | 0.0045 | 0.0050 ’ m=11 1.2 13 14 1.5 16 17 18 1.9 2.0
| ] as632 o 03 4 2 2442 | 0 92 1 0.13801 [ 0.12134 [ 0.10688 | 0 09420 | 0.08327 | 0 07364 | 0 06520 | 6 05778 | 0 05125 | 0 04350
; 3:3;3 2;‘3;33 2'23?‘"‘.50 3;;3; 3,9,?,3 833?33 33.}62? 83923 33?,1;. 2.3923: 2 0.33287 | 0.30119 { 0.27253 | 0.24660 | 0 22313 | 0 20190 | 0 18263 | 016530 | 0 14957 | 0 13534
3 0.99999 0.99098 | 0.99996 | 0.99993 | 0.99991 | 0.99988 | 0.99984 | 0.99981 | 0.99977 | 0 goe73 3 0.53195 0.49363 | 0.45749 | 0 42350 [ 0 39163 | 0.36181 | 0.33397 | 0 30802 | 0 25359 | O 26146
‘ 0.99999 | 0 90999 | 0 99999 | 0. 90990 4 0.69903 | 0.60263 | 0.62682 | 0 50183 | 0.55783 | 0.52493 | 0.49325 | 0 <6234 | 0 43375 | 0 40601
5 0.82084 { 0.79147 { 0.76137 | 0.73079 | 0.69999 | 0.66918 | 0 63857 | 0.60831 | 0 57856 | 0 54u42
: o | o amn .
ezo | oo | am Lon fo | o | o | o |00 | o | g ool ssn sae ot otmm orm | o |0 | o o
v | m=O000S | 0010 | 0015 | 0020 | 0025 | 0030 | 0035 | 0040 | 0.045 | 0.05% . 8 | 0907426 | 096623 | 0.95691 | 0.94628 | 0.93438 | 0.92119 | 0 50681 | O 8D.20 | 0 87470 | 0 K712
9 0.98700 | 0.98345 | 0.97507 | 0 97170 | 0.96430 | 0 95553 | 0.94631 | 0.93572 | 0 92408 | 0.9114]
10 0.99457 | 0.99225 | 0.98934 | 0.08575 | 0 95142 | 0 57632 | 0.97039 | 0 96350 | 0.95392 | 0 94733
1 0.9234 | 0.8875¢ | 0.86249 | 0.84148 | 0.82306 | 0.80650 | 0.79134 { 0.77730 | 0.70418 | 0.75183
2 0.99501 ) 0.99005 | 0.98511 | 0.95020 | 0.97531 | 0.07045 | 0.96561 | 0.96079 | 0.85600 | 0.95123 1 0.99766 | 0.99652 | 0.99503 | 0.99311-] 0 99073 | 0 98781 | 0 08431 [ 0 9010 | 0 V7541 | 0 o9
3 0.99973 | 0.99925 | 0.99863 | 0.99790 | 0.90707 | 0.99618 | 0.90518 | 0 99412 | 0.99301 | 0.99184 13 0.99503 | 0.90850 | 0.99777 | 0.99680 | 0.99554 | 0.99396 | 0.99200 | 0 98962 | 0 95678 | 0 usIes
4 0.09999 } 0.99095 | 0.90982 | 0.99950 | 0 90960 | 0.09956 | 0.99940 | 0.99922 | 0.99902 | 0.99579 . 13 [..0.99061 | 0.99938 | 0.99903 | 0.99856 | 0.99793 | 0.99711 | 0.99606 | 0 99475 | 0 99314 | 0 99149
5 0.99999 | 0.99998 | 0.99997 | 0.99995 | 0.99993 | 0.99991 | 0.99987 | 0.90084 | 14 [. 0.99985 | 0.00075 | 0.99960 | 0.09938 | 0.99907 | 0.99866 | 0.00513 | 0.99743 | 0 99655 | 0.99547
* | 15 0.99994 | 0.09000 | 0.99984 | 0.99074 | 0.99960 | 0.99940. | 0.99913 | 0.99878 | 0 99k32 | 0 0u774
0 0.99099 | 0.99999 | 0.99999 | 0 09008 , .
: 16 0.09998 | 0.99098 | 0.99994 | 0.99989 | 0.99983 | 0 99974 | 0 99061 | 0.99944 | 0 Yvu21 | D Yosua
: g 17 0.99999 | 0.99090 | 0.99998 | 0.99996 | 0.99593 | 0.99989 | 0. 94953 | 0 Y9975 | G yuooh | © yuney
X =01 0.2 03 04 0.3 0.6 07 08 0.9 10 18 0.99999 { 0.99998 | 0.99997 | 0.99495 | 0.99993 | 0 9989 | 6 9ooss | 0 vsTe
” m=005 | 010 0.15 0.20 0.25 0.30 0.5 0.40 0.45 0.50 ) 0.09900 | 0.09999 | 0.99998 | 0.59997 | 0.90905 | 0.95403 | 0.99939
| ! 2 0.92909 | 9.99999 | 0.09998 | 0.99997 | 0 99995
1 | 075183 |o0.6%472 | 058388 | 0.62700 | 0.47050 | 0 43858 | 0.40278 | 0.37109 | 0.34278 | 031731 a 099959 1 0.09u0y | 0908
3 | 09512 1090484 | 0.86071 | 0.81873 | 0.7788 | 0.74082 | 0.70460 | 067032 | 0.63763 | 0 50653 n Rty
3 9.99154 g.wm 0.96003 | 0.94024 | 0.91859 | 0.89643 | 6.87320 | 0 81947 | 0.82543 | 0.80125 ;
4 0.99579 -99532 | 0.98981 | 0.95248 | 0.97350 | 0.96306 {-0.95133 | 0.93845 | 0.92456 | 090980 ; . .
i Xt =42 44 4.6 45 5.0 5.2 5.4 5.6 538 60
§ | 0.99854 1 0.05011 | 0.99764 | 0.99533 | 0.99212 | 0.98500 | 0.98297 | 0.97703 | 0.97022 | 0.96257 ' , p I 22 23 24 25 26 27 28 b 30
s 0.90098 | 0.99985 | 0.99950 | 0.90885 | 0.99784 | 0.995640 | 0.99449 | 0.09207 | 0.98012 | 0.08561 | -
! 0. %987 ggzm 0 foamt g:gg;; gggg,’g o 0 o gjggﬁg i ! 1 0.04042 | 0.03504 | 0.03197 | 0.02846 | 0 02535 | 0 02259 | 0.02014 | 0 01796 | 0 01503 | 0 01431
M : 0.09999 | 099997 | 099993 | 0 99987 | 099978 | 0.99964 | 0 9094s . 2 0.12246 | 0.11080 | 0.10026 | 0 05072 | 0.06209 | 0.07427 | 0 06721 | 0.06051 | 0.05502 | 9.04979
10 : 099999 | 0 0.98997 | 0.99994 | 0.99989 | o 99083 , 3 0.24068 | 0.22139 | 0.20354 | 018704 | 0.17180 | 0.15772 | 0 14474 | 0 33278 | 0 12176 | 9. 11163
: 99998 | 0. : : : N 0.37062 | 0.35457 § 0.33085 | 0.30844 | 0.28730 | 0.26739 | 0 24866 | 0.23108 | 0 21450 | 0. 19915
" 0.99999 | 0.99908 | 099997 | o co00s q 5 0.52000 | 0.49337 | 0.46662 | 0.44077 | 0.41588 | 0.39196 | 0.36004 | 0.34711 { 0.32617 | 0 30522
1 0.999%9 | 0.99999 6 | 0.64063 | 0.62271 | 0.5%604 | 0.36071 | 054381 { 0.51843 | 0 49363 | 0 46943 | 0 45v6 | 0 42310
7 0.75647 [ 0.73272 | 0.70864 | 0 68435 | 0.65096 | 0.63557 | 0.61127 | 0 58715 | 056320 | 2 53475
8 0.83864 | 0.81935 | 0.79035 | 0.77872 | 0.75758 | 0.73600 | 0.71409 | 0.6919% | 06552 | 0 64723
xt=11 12 13 14 1.8 1.6 1.7 1.8 1.9 2.0 9 0.89776 0.88317 1 0.86769 | 0.85138 | 0.83431 | 0.81654 ) 0 79814 | 0 77919 | 0 75976 ! 0.73792
v =035 | 060 0.85 0.70 0.73 0.3 0.8 0.90 0.95 1.00 10 0.93787  10.92750 | 0.91625 | 0.90413 | 0.89118 | 0.87742 | 0 86201 | 0 84768 | 0.53178 | b 81525
u 0.96370 [ 0.95672 | 0.94808 | 0.94046 | 0.93117 | 0.92109 | 0.91026 | 0 8uses | 0 3637 | 0.87337
1 0.20427 1 0.27332 | 0 25421 | 0.23672 | 0.22067 | 0 20590 | 0.19229 | 0.17971 | 0.16808 | 0.15730 12 0.97055 | 0 97500 | 0.97002 ] 0.96433 | 0.95798 | 0.05006 | 0.94327 | 0 93450 | 0 u2583 | 0 91008
2 0.57€95 | 0.54581 | 0.52205 | 0.49659 | 0.47237 | 0 44933 P 0.42741 | 0.40657 | 0.38674 | g 36738 13 0.98887 | 0.98614 | 0.98298 | 0.97334 | 0.07519 | 0 97052 | 0.96330 | 0.95051 | 0 95313 | 0 94615
3 0.77707 ! 0.75300 | 0.72913 | 0.70553 | 0.68227 | 0 65939 | 0.63693 | 0 61493 | 0.59312 | ¢ 87241 u 0.99414 | 0.99254 | 0.09064 | 0.98841 | 0.98581 | 0.95283 | 0.97013 | 0.97559 | 0.97124 | 0 9vugy
4 0.50427 | 0.67810 { 0.86138 | 0.84420 | 6.82664 | 0.50879 | 0.79072 | 0.77248 | 0.75434 } 0.73578 15 | 0.99700 | 0.59610 | 0.99501 | 0.99369 | 0.95213 | 0.99020 | 0.95816 ! 0.98571 | 0 95201 | 9 47975
5 0.95110 | 0.94458 | 0.93493 | 0.92431 | 0.91307 | 0 90125 | 0.83590 | 0.87507 | 0.88250 | 0.81915
16 0.99851 | 0.90802 | 0.99741 | 0.99666 | 0.99575 | 0.99467 | 0 90335 | 0.99157 | 0 99012 | 0 ussi0
s 0.98154 | 0.07659 | 0 97165 | 0.96566 | 0.95940 | 0.95258 | 0.94512 | 0.93714 | 0.92866 | 0.91070 17 0.99028 | 0.99902 | 0.99869 | 0.99828 | 0.99777 | 0.99715 | 0.99630 | 0.99550 | 0 09443 | 0 9u319
7 0.99305  § 0.99003 | 0.6584¢ | 0.98557 | 0.98231 | 0 97664 | 0.97457 | 0.97008 | ©.96517 | 0. 95984 18 0.09968 | 0.99953 | 0.99936 | 0.99914 | 0.99856 | 0 99851 | 0.99809 | 0.99757 | 0 9969s | 0 99620
8 0.49733 1 0.99664 | 0.99555 | 0.99425 | 0.99271 | 0.99002 | 0.98887 | 0 98654 | 0.98393 | 0 0810} 19 0.09085 | 0.09078 | 0.99969 | 0.99958 | 0.99943 | 0.59924 | 0.09901 | 0.99372 | 0 9ux3s | @ 99703
9 0.60517 | 0.00252 | 6.69538 | 0.90782 | 0.99715 | 0.90633 | 0.99537 | 0.99425 | 0.99295 | 090147 2 0.09003 | 0.99990 | 0.99986 | 0.99980 | 0.99972 | 0.99952 | 0.99956 | 0.99934 | 0 99914 | 0.9u890
10 0.94973 | 0.90061 | 0.99944 | 0.99921 | 0.99804 | 0.99850 | 0.99817 | 0.99766 | 0.99705 | 099634 -
21 0.99097 | 0.99995 | 0.99993 | 0.99951 | 0.99987 | 0 99982 | 0.99975 | 0.99967 | 0.95956 | 0.59943
1 0.09932 1 0.00987 | 0.99981 | 0.99973 | 0.99962 | 0.99948 | 0.99030 | 0.29908 | 0.99882 | 0.99850 22 0.99990 | 0.99998 | 0.99997 | 0.90996 | 0.99904 | 0.99y91 | 0.99938 | 0.vwust | 0 9uu78 | 0 94971
12 ©.99998 1 0.99996 | 0.99994 | 0.99991 | 0.99987 | 099982 | 0.99075 | 0.99966 | 0 99954 | 0.09941 2 0.99099 1 0.99999 | 0.99999 | 0 99998 | 0.99997 | 0.99996 | 0.99994 | 0.49952 | 0 Huumd | 0 9u356
13 0.59999 0.99999 | 0.99993 | 0 29997 | 0.99906 | 0.99994 | 0.99991 | 0.99988 | 5 99083 | 0.90977 24 0.90099 | 0.95099 | 0.99990 | 0.5U908 | 0.99997 § 0.49996 | G 4uuu3 | 0 Yuu3
1" 1099999 | 0.909%9 | 0.99999 | 0.09998 | 0.99907 | 0.99996 | 0 99994 | 009992 25 0.99999 { 0.99999 | 0.99999 | 0.99998 | 099948 | 0 Y97
13 0.99999 | 0.99950 | 0.99995 | 0.89998 | 0.990u7 .
26 0.99999 | 0 99999 | 0.94998
13 0.99999 | 0.99099 7 . 094599 | 0 9u399




658 APPENDIX A
Table A.2t Tables for evaluation of the CDF of the x?, gamma,
and Poisson distributions (Conlinued)
2= 8.2 [X] (X ] [ X} 7.0 7.2 74 7.4 . 7.8 8.0
v m=23l 3.2 3.3 34 35 3.6 37 38 3.9 4.0
1 001278 *{ 0.01141 1 001026 } 0 00912 | 0 00K15 | 0 00729 | 0 00652 | 0 BasKy | 0 00522 | 0 cotas
2 001505 1001676 | 0 03oxd | 0 03337 | 0 03020 | 0 02732 | 0 02172 | 0 02237 | 0 02021 | 0 O1x32
3 01022 | 009369 | 0 05380 | 0 07855 | 0 07190 { 0 06579 | 0 06018 | 0 05508 | 0 05633 | 0 o601
4 015470 [ 0 47120 1 0. 85%0 | 0 14688 | 0 13569 | 0 12569 | 0 11620 | 0 10734 | 0 0910 | 0 0918y
h 25724 [0 26922 | 0 25213 } 0 23595 | 0.22064 | 0.20619 | 0 19255 | 0 17970 | 0.16761 | 0 15624
[] 0 40116 0.37990 | 0 35943 | 0.33974 | 0.32085 | 0.30275 | 0.28543 { 0 26590 | 0 25313 0.23810
7 031660 | 0.49390 | 047168 | 0 45000 | O 42588 | 0.40836 | 035845 | 0 36918 | 0.35056 | 0 33250
8 0 62454 | 0 60252 | 0.56034 | 0 55836 | 0.53663 | 0 51522 | 0.49415 | 0.47349 | 0.45325 { 0.43347
9 071975 1 0.60931 | 0 67869 | 0.657u3 | 0.63712 | 0.61631 | 0.50555 | 0.57490 | 0.55142 | 0 53418
10 079519 | 0.75061 | 0.76259 | 0.74418 | 0.72544 | 0.70644 | 068722 | 0.66754 | 064837 | 0. 62884
" 065069 | 0 4539 | 0 63049 | 0.81504 | 0 79908 | 0.78266 | 0.76533 | 0 74862 | 0.73110 | 0 71330
12 0 9567 | 0 89459 | 085258 [ 0.57054 | 0 65761 | 0.64412 | 0.53000 | 0.81556 | O %0056 | 0 78513
13 093557 |0 93033 | 0 42157 | 0 91218 | 0 90215 | 0 89155 | 0 84035 | 0 86%65 | O 85638 | 0 84360
14 046120 | 0 95535 { 0 91903 | 094215 | 0 93471 { 0 92673 | 0.91519 | 0 90011 | 0 89918 { 088433
15 0 v7610 | 0 072221 0 90752 | 0.96269 | 0 95765 | 0.95166 | 0 94550 | 0.93552 | 0 03155 | 0 02378
16 0 93579 0.95317 | 0 98022 | 0 97693 | 0 97326 | 0 96921 | 0.96476 | 0 95989 | 0 93460 0.94887
17 0 v9l74 [0 990070 uns16 [ 0 98509 | 0 95355 | 0.92081 | 097775 | 097437 | O 97064 | 0 V6s5S
1% 0 $u332 | 0 Gu420 | O YU30Y [ 0 99171 | 0.99013 | G.95833 | 0.95630 | 0.95402 | 0 98147 | 0 97804
19 0 99T4l | 0 99579 | 0 99606 | 0.v9521 | 0 99421 | 099307 | 0 94176 | 0 99026 | 0 93857 | 0.9s667
20 0.99530 - | 0 24 | 0.99781 | 0.99720 | 0.9966% | 0.94598 | 0.99515 | 0.99420 | 0.96311 | 0 9v187
n 099926 | 099905 | 0.99550 | 0 99550 | 0.95514 | 0.99771 | 0.99721 | 0.99662 | 0.99393 | 0.99514
2 0 9v62 | 0.99950 | 0.99936 | 0.99919 | 0.99565 | 0 99873 | 0.99543 | 0.09507 | 099765 | 0 9971
23 0 9oyl | 0.95974 | 0.99957 | 0.99057 | 0.99945 | 0.99931 | 0 99913 | 0.99%92 { 0 99567 | 0 90837
24 0 990 | 0.99957 | 0.99453 [ 0 99978 | 0.99971 | 0.99963 | 0.99953 | 0.99941 | 0 99926 | 0 90908
25 0. 9wvyd 0.99994 | 0.99931 | 0.99959 | 0 99955 | 099951 | 0.99975 | 0.99968 | 0.99960 | 0.90949
2% 0 95998 0.99997 | 0.99996 | 0.99994 | 0 99992 | 0.9999G | 0.99987 | 0.99<33 | 0 09978 | 0, 973
27 0 wuvug . | 0.999%9 | 099943 | 0 9997 { 0 99996 | 0 99995 | 0 99293 | 0.99991 | 0 9989 | 0 99uss
5 0.99999 | 0.99999 | 0.99999 { 0.99998 | 0.99595 | 0.99997 | 0.99996 | 0.99994 | 0.0vgy2
29 0.99999 | 0.99999 | 0 99999 | 0.90998 | 0.99998 | 0.9v997 | 0 99u9g
30 : 0.99099 | 0 99999 | 0.90990 | 0.90999 | 0.09998
=52 R4 8.6 8.8 9.0 9.2 9.4 9.6 0.8 10.0
v m=yl 4.2 43 44 4.5 4.6 4.7 4.8 4.9 5.0
3} 0.00¢19 0.00375 { 0 00336 | 0 00301 | 0 00270 | 0.00242 | 0.00217 | 0.00185 | 0.00175 0.00157
q 0 01637 0.01500 } 0 01357 | 0.01223 1 0.01112 | €.01005 { 0 00910 } 0.09523 ] 0.00745 { 0 00674
3 0.04205 0 03343 } 0 03311 | 0 03207 | 0.02929 | 0.02675 | 0.02442 | 0 02229 | 0 02031 0.01857
I’} 0 0>§52 0.07798 | 007191 { 0 05630 | 0.06110 | 0.05629 |.0.05184 | 0 04773 | 0.03393 | O 04043
s 0.14585 0.43553 | 0 126121 0.11731 | 0.10906 | 0.10135 | 0 09413 | 0.08740 | 0.08110 | 0. 07524
[} 0 22351 021024 ; 019736 | 0.18514 | 0.17358 | 0 16264 | 0.152 0.14254 | 0.13333 | 0.12465
7 031529 | 029565 | 0.25266 | 0 26734 | 0.25266 | 0 2336t | 0 22520 | 0 21210 | 0.20019 | 0 18857
8 0 41415 ] 039540 | 0377151 0.35045 | 0.34230 { 0 32571 [ 0 30968 | 020423 | 0 27935 | 0 26503
9 051412 | 0 49439 | 0.47499 | 0 45594 | 0.43727 | 0 41902 | 0.40120 | 0.35383 | 0 36602 | 0 35049
10 0 60u31 0 58453 | 0.57044 | 0.35118 ] 0.53210 | 0.51323 | 0.49461 | 0.47826 | 0.45821 0.44G49
L]
i 069523 | 067709 | 0 85376 | 0 64035 | 0.62159 | 0 60341 | O 58502 | 0 56669 | 0 54816 | 0.53039
12 0.76931 10 75314 | 0 73666 | 0.71991 | 0 70293 | 0 64376 | 0 6ur44 | 0.65101 | 0 63350 | 0 61506
13 083033 10 bIB60 | 0 #0244 | 0 957hs | 0 73294 | 0 75768 | O 74211 | 0.72627 | 0.71020 | 0. 66393
i 0 57565 | 0 85746 | 0 83579 | 0.54365 | 0 £3105 | 0.51503 | 0 80401 | 070081 | 0 77666 | 076218
15 091351 | 0 90675 | 0.857#9 | 0.58774 | 0.57752 | 0.556%3 | 0.85560 | 0.84412 | 0.83243 | 0.81974
18 0 01269 | 0.93506 | 0 92597 | 0 92142 { 0.91341 | 0 90495 | 0.80¢03 | 0.88667 | 0.87686 | 0 86663
A7 094208 - { 095723 | 0 95148 | 0 94633 | 0 94026 ; 0 43378 | 0.92687 { 0 91954 | 0 91176 | 0.9036]
It 097350 {0 97207 | 096530 | 0 96420 | 0 95974 | 0 95493 | G 94974 | 093118 | 0 93824 | 0 03194
19 0.usi5d | 0.98217 | 0 97955 | 0.97666 | 0.97348 | 0 97001 | 096023 | 0 96213 | 095771 | 0. 95295
30 U 9936 | 095557 | 0.95709 | 0.96311 | 0 95291 | 0.95047 | 0.97779 | 0.07486 | 0 97166 | 0.96817
0 0.93424 | 0.99320 { 0.99203 | 0 99070 | 0 95921 | 0 98755 | 0 98570 | 0 98365 | 0.95139 | 0.9789;
2 0 G9553 |0 99593 | 0 99515 |0 90431 | 0 99333 | G 99222 | 0 99098 | v 95958 | O 9s%03 | 0 98630
23 0 9ux02 10 io) | 0 wiild | 0 wwoso | 0 99595 | 0 99524 | 0 wuid2 | 0 99339 | 0 99245 | 0 90128
21 0 ¢unss | 0 483 | 0 y9s33 | 0 9u7uy | 0 Y4760 | 0 ueTI4 | 0 YuGET | O 99501 | 0.99532 | 099438
28 0.9v437 | 0.99922 | 0 99405 | 0 9usd | O 99560 | 0 99831 | 0 99795 | 0 95750 | 0 95718 | 0. 99653
6 0 99457 1 0 90447 | 0 99934 | 0 99919 [ 0 09902 | 0 99582 | O 99858 | 0 VUs30 | 0.99798
» 0 0 99971 | 0 9uvs3 | 0 99935 | 0. wawid | 0 99932 { 099917 | 0 v9vo0 | 0 99380
23 0 s | 9 agsy | 0 99930 | 0 9995 | 0 wis | 0 90982 0 99953 | 0.99042 | 0.09930
» 0 uy3 | 0 audl | 0 9yusy | 0 99SE | 0 Y93 | 0 w9979 | 0.99973 | 0 0u9L7 | O 99960
k% 0 99997 | 0 9840 | O 99uo+ | 0.99993 | 0 VY91 | 0.0YU8B | 0.99985 | 0.999582 | 0 99977
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TABLES 65
Tabie A.2t Tables for evaluation of the CDF of the x?, gamma,
and Poisson distributions (Continued)
x1=10.5 ll 0 115 12.0 12.5 13.0 13.5 4.0 4.5 150
» m= 525 5.5 5.75 6.0 8.25 6.5 6.75 170 7.2% 7.5
1 0.00119 [ 0 00091 | 0.00070 | U 00053 | 0. 00011 | 0 00031 | 0 0002E | 0 OUNIX | & Ea | 0 oot
2 0 00525 | 0.00409 | 0 00318 | 0 00248 | 0 001Y3 | 0 00150 | 0 GBIIT | 0 wN9] | 0 00UTE | & 0SS
3 001478 | 0.01173 | 0 00Y31 | O D738 | D 00535 | O DOIGE | 0 00367 | 0 0029l | 0 G020 | U o1¥2
4 0.03280 0 02056 } 0 02148 | 0 01735 | 0.01400 | 0 O1128 1 0 CODO7 | 0 O30 | O V038G | 0 V0170
1) 0.06225 0.05138 | 0.04232 | 0 03479 | 0.02854 | 0.02338 | 0 0112 ] 0 01561 § 0 01273 | 0 01038
[] 0.10511 0.08838 1 0 07410 | 0 06197 | 0.05170 | 0 04304 | 0 03575 | 0 024 | 0 02352 | 0 G202¢ v
7 0.16196 0.13862 | 0.11825 | 0 10056 | 003527 | 0.07211 { O Ouus2 { 0 051i8 | 0 04297 | 0 U600
8 0.23187 0.20170 | 0.17495 | 0 15120 { 0.13025 | 0.11185 { 0 045 0 0X177 [ 0 givag | 0 03915
9 0.31154 | 0.27571 | 0.24209 | 0.21331 | 0 18657 | 0 16261 | 0 14126 | 0 12233 | © 10362 | 0 003
10 0.39777 0.35752 | 0.31901 | 0.28506 | 0.25299 { 0.22367 | 0.19705 | ¢ 17299 | 0 15138 | O 13206
i1 0.48605 0.44328 | 0.40237 | 036364 | 0 32726 | 0.29333 1 0 2610 | 0 232ua { 0 20635 | 0
12 0.57218 | 0.52802 | 0.48662 | 0 45468 | O 40640 | 0 36904 | 0 33377 | 0 30071 | 0 vz | ¢
13 0.85263 0.61082 { 0 58901 | 0 52764 | O 48713 | 0 44781 [ 0 s0v07 [ 0 373~8 J 0 3 ¢ ] ¥
e 0.72479 | 0.68604 | 0.64639 | 0.50530 | 0 56622 | 0 52652 1 0 48759 | 0 33971 | 0 U 37813
15 0.78717 0.75259 1 0 71641 | 6.67003 | 0.64086 | 0.6023U | 0 56374 | 0 52353 1 O J
16 0.83925 | 0.80049 | 0.77762 | 0 74398 { 0.70890 | 0 67276 | 0.63501 | 0 50578 | 0 56152 | ¢ 52161
17 0.85135 | 0.85656 [ 0 B2042 | 0 86014 | 0 76896 1 0 7351% | 0 70212 | 0 65710 | 0 63145 | 4 5954
18 0.91436 | 0.89436 | 0 87195 | 0 w4724 | 0 B2038 | 0 79157 | 0 76106 | 6 72909 | 0 65 | 0 wituT
19 0.93952 0.02384 | 0 90587 | 0.88562 | 0 86316 ! 0 53857 | 0 B4202 | 0 7ns04 | O 75350 | 4 72200
20 0.05817 0.94622. | 0 83221 | 0 DIGO8 | 0.89779 | 0 87733 } 0.85192 | 0 b3 | 0 »0127 | 0. Ti6dt
21 0.97166 0.96279 { 0.95214 | 0 93962 | 0:92513 1 0.90862 | 0.80010 ; 0 S696C | 0 %4715 | 0 x22y5 ®
22 0.98118 0.97475 1 0.96686 | 0.95738 | 0 94618 | 0.93316 | 0.91527 | 0 su148 | 0 2270 § 0 so22%
23 0.98773 0 98316 | 0 07748 | 0 97047 | 0 96201 ] 0 95199 | €. 94030 | 0 Y2587 | © U1163 | 0 a163
24 0.89218 0.95901 [ 0.08498 | 0.97991 | 0 97347 | 0 96612 { 0 95715 | 0 93665 | 0 431538 | 0 92uTe
25 0.949507 0.99285 | @ 99015 | 0.98657 | 0.04206 { 0 %7650 | 0 UeuT6e L 0 96173 | 0 5240 | O Uiids
28 0.92696 0.99555 | 0 99366 | 0 99117 | 0.98798 1 0 98307 | 0.97902 { 6. 97300 | 0 wiss1 | 0 93733
27 0.99815 0.09724 |.0.99598° | 0.99429 | G 9u208 | 0 U3025 | 0. 98367 § 0 98125 | 0 975an | & vui3
28 0.99%480 0.99531 | 0.99749 | 0 %637 | 0 U487 | 0 99240 | 0 937 | 0 YURTIO | O UNIZE 1 0 YTald
20 0.09935 0.9989¢ | 0.99846 | 0.99773 | 0.09672 | 0 Y9538 | 0. vi63 b 0 &an51 | G Uni2
30 0.99063 0.99940 ; 0.99907 | 0.99860 | 0.99794 | 0.09704 | 0.0u585 0 4227 1 0. u¥ury
x? = 15.5 14.0 16,5 17.0 17.5 18.0 185 5 2.0
» m= 775 8.0 8.25 8.5 8.75 8.0 9.25 8.75 10.0
1 0.00008 0.00006 { 0.00005 | 0 00004 | 0 00003 | 0 00002 { 0 002 | O Ol { @ WX0] | 0 o
2 0.00043 000634 | 0 00026 | 0.00020 | 0 D016 1 0 CVNI2 { 0 0VCID | O ONAR | O GiKKpG | 1 OLS
3 0.00144 0.00113 1 0.00090 [ 0 00071 | 0 00050 | 0.00044 1 0 00035 | 6 00027 | 0 022 | 0 [VE
[ 0.00377 0.00302 | 0.00242 | 0.00193 | 0 0054 | 0 00123 [ 0 00095 ¢ O GouTy | 9 Miond | D 050
] 0.00843 0.00684 | 0 D0555 | 0.00450 | 0 00364 1 0 00265 | 0 Q0238 | 0 00192 | 0 06135 | ¢ wi2s
[} 001670 /| 0.01375 | 0 01131 | 0 00928 | 0 00761 | 0 00623 | 0. 00510 { O M6 | D003 | Y 00277
1 0.03010 0.02512 | 9.02002 1 0 01740 § 0 01344 [ D OLYUT J O Dl J O dOSLu § O 0GLiTh | o 10557
8 0.05012 0.04238 | 0 03576 | 0 03011 | 0 02530 | 0 02123 | 0 01777 [ O Diyss | 0 0123 | 0 glogy -
[] 0.07809 0.066B8 | 0.05715 | 0 04872 | O.04144 | 0 03317 | 0 02940 | 0 02319 [ 0 6242 | 6 01741
10 0.11487 0.09043 | 0.08619 } 0 07436 { ©.06401 [ 0 05496 | 0 04709 | 0.03036 | 0 03335 | 0 02u25
1i 0.16073 0 14113 1 0.12356 | 0 10786 { 0 09393 ] 0 OR158 | 0 07068 | 0 €6104 | 0 03269 1 0 01334
12 021522 | 0 19124 { 016939 | 0.14966 | 0 13174 | 0 11565 | 0 10133 | 0 Ussis | 0 07705 | 0 065
13 0.27719 {1 0.24913 | 0.22318 { 0 19030 | 0 17744 | 0 §5752 | 0 1361 | 0 1 0 10840 | 0 0u521
14 0.34485 | 0.31337 | 0.28350 § 0 25618 | 0.23051 | 0 20678 | 0 1495 | 0 O 171 { 0 3018
15 0.41804 0.38205 | 0.34962 | 0.31886 | 0.28U86 { 0.26267 § 0 23720 | 0 2 O 1091ys | 0 17103
16 0.48837 0.45296 | 0.41864 | 0 38560 | 0 35398 0.2 0 26505 1 C 24150 1 0 22002
17 0.55951 | 0.52383 | 0 48871 | 0.45437 | 0 42102 0 032553 | 0 doun | 0 27403
18 0.62740 0.53255 | 0.55770 { O 52311 | O 48u02 0 O 59152 1 0 3uins | 0 i
19 0.69033 | 0.65728 | 0 62370 | 0 58957 | 0 55603 0 0 45688 | 0 42524 | 0 39454
20 0.74712 0.71662 | 0.68516 | © 65297 | 0 62031 | O 0.53431 | 0 52183 | 0 48957 § 0 43793
21 0.79705 1 0.76965 { 0.74093 1 0 71111 | 0.68039 { 0 64900 | 0 61718 | 0 59514 | 0 35310 | 0 37126
22 0.83990 | 0 81589 | 0 79032 | 0 763368 | 0 73519 | 0 70569 | 0.67567 | 0 61533 | 0 6142x | 0 La304
23 0 87582 0 53304 | 0 60925 [ 0 78402 | 0 75749 | 0 72088 | 0 70822 | 0 6713 | @ oliut
24 0.90527 0.86Y19 | 0 B4XES | O K657 | 0 W030T ] 0 T78I0 | 675109 [ 0 72083 | 0 Gouis
25 0.026801 0.89912 [ 0 88179 | 0 B6287 [ 0 84239 | 052084 | 0 79712 | 0 77254 | 0 74683
26 .0.04745 1 0.93620 [ 0.92341 | 0 90008 | 0 89320 | 0 0 Nins3 |0 A | O sting | @ Taise
27 0.96182 0.95295 | 0.94274 | 0 93112 | 0 91806 Q. 8NT50 | O STodkd | O B30T | 0 30T
28 0 97286 0 06582 | 0.05782 | 0 Y4859 | 0 9380 O 012N 0 BuskE | O sx200 | O mid 6
29 0.98071 0.97534 | 0 Yyl | 0 962iK 5383 1 0 D127 1 0 93848 | 0 92129 | 0 9Tt | 0 K3
30 0.08559 | 0.98274 | 0 97810 | 0 97258 |} 0 UE6U8 | 0 Y3553 | 0 DI4%6 | G Ys0ul | 0 92501 | 0 91654




HIPER- Nimero de elementos defectuosos en una mues-
GEOMETRICA tra de tamafio n obtenida de una poblacion

de N elementos entre 10s cuales se encuentran
a elementos defectuosos.
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660 APPENDIX A ‘ TABLES ¢
‘ {
Table A2} Tables for evaluation of the CDF of the x?!, gamma, : Table A2t Tables for svaluation of the CDF of the x?, gamma,
and Poissan distributions (Conlinued) i and Polsson distributions (Continued)
1 i : ] : T ; 58 P
1w 2] 2 2 24 25 26 27 28 29 30 - 3 - 42 “ 46 48 50 52 51 56 : ¢
’ " 105 10 L5 12.0 12.5 13.0 13.5 1Mo | s 15.0 ; » =2t 22 23 2 25 20 n ] 2 0
) 1
1 | ooom v : ' - 10 | 0.000)
2 0 00003 | 0 00002 { 0 00001 | 0.00001 | i 000002 | 0.00001
3 00001t |0 0mm7 | 000008 | 000003 | 0 00002 | 0.00001 { 0.00001 12 o 00003 | 0 000u2 | 0 00001
4 000032 ] 000020 | 000013 | 0.00008 | 0.00003 | 0.00003 | 0.00002 | 0.00001 | 0.00001 | 0 00001 ) 13 0.00006 | 0.00003 | 0 0OvOI | 0 00001
5 0.00081 | 0.00052 | 0.00034 | 0.00022 | 0 000 | 0.00009 | 0.00006 | 0.00004 | 0.00002 | 0.00002 o 1t 000012 | 0.00000 | 0.00003 | 0.00001 | 0.00001
[ 0.00184 | 0.00121 } 0.00050 | 0.00052 | 0.00034 | 0.00022 | 0.00015 | 0.00009 | 0.00008 | 0.00004 ! 00023 | 0.00011 | 0.00005 | 0.00003 { 0.00001 | 0 00001
2. 0.00377 ] 0.00234 | 0.00171 | 0.00114 | 0.00076 | 0.00050 | 0 00033 | 0.00022 | 0.00015 | 0.00010 . }2 8,00040 0.00020 | 0.00010 | 0.00005 | 0 000U | 0.00X01 | O 0‘5’0! 0.00001
s 0.00715 | 0 00492 } 0.00338 | 0 00229 | 0.00153 | 0.00105 | 0.00071 | 0.00047 | 0.00032 | 0.00021 17 000067 | 0 00034 | © 00017 | 0 00009 | 0.00004 | 100002 | 0 B 3.' 0. onont
’ 0.01265 | 0.00883 | 0.00620 | 0 00430 { 0.00297 { 0 00204 | 0.00140 { O 00093 | 0.00065 | 0 00044 . 18 0.00111 | 0 00058 | 0 00030 | 0.00015 | 0.00008 { 0 0COUL {0 gxmi 0 oot 1 o oowt
10 0.02109 | 0.0311 | 0.01075 | 0.00760 | 0.00535 ; 0 00374 1 0 00260 | 0.00181 | 0.00125 | 0 00ONG : 19 0.00177 | 0.00004 | 0.00050 | 0 00026 | 0.00013 | 0 OULOT | O 2
' y ) 31 0 00N | O 0000
1 0.03337 1 0.02437 | 0.01768 | 0.01273 | 0.00912 | 0.00649 | 0.00460 | 0.00324 | 0.00227 { 0.00i50 0.00277 0.00131 |.0.00081 | 0 D043 | 0 0ON22 | O DONI1 § 0 00DOY | U MKN3 !
12 0.05038 | 0.03752 | 0.02773 | 0.02034 | 0.01482 1 0 01073 | 0.00773 | 0.00353 | 0.00394 | 0.00279 z? 000421 | 0.00234 | 000128 | 0 .0UAGD | 0.00036 | O (OIY | §.00010 8 ﬁm?: 8 ::::;: g ::ml,
13 0.67293 | 0.05336 | 0.04165 { 0 03113 | 0.02308 | 0.01700 | 0.01244 | 0.00905 | 0.00855 | 0.0047] 22 ' 0.00625 | 0.00355 | 0.00i98 | 0.00109 | 0 00O3Y § O Guu3t | 0 uuo})t; 8 o 1 8 bour 10 et
" 0.10163 | 0.07361 | 0 ©6027 | 0.04582 | 0.03457 | 0.02559 | 0.01928 | 0.01423 | 0.01045 | 0.00763 23 000908 | 0.00526 | 0.00299 | 0.00167.{ 0 00092 | 6 00050 § 0 00()-s 0 D toia D bovot
15 0.13653 10750 | 0.05414 | 0.06509 | 0.04594 | 0.03802 | 0.02874 | 0.02187 | 0.01609 | 0.01192 2 001201 | 0.00763 | 0 00433 0.00252 | 0.00142 | O DOOTS | D.0UDS 2 2 !

14319 | 0.11374 { 0.08950 | 0.06982 | 0.05103 | 0.04148 | 0.03162 | 0.02304 | 0.01800
1

25 0.01797 0.01085 | 0 00642 | 0 00373 | 0 00213 | 0, 001201 0. 000GG } O 0ONAG | O NK20 | O GOOLL
6472 { 0.14925 { 0 11944 | 0.09471 | 0.07446 | 0.05807 { 0 04494 ! 0.03453 | 0.02635 - .

0

0 : 2 S5 ] 0 03t § v oen?

5 0.02455 | 001512 | 000912 | 0.00540 | 0 06314 | 0" GUIBO | 6 GOIUZ | O GN5s ] it 7
18 0.27931 0.23199 1 0.19039 | 0.15503 | 0.12492 | 0.09976 | 0.07900 | 0.06206 { 0.04838 { 0.03745 gg 0.03202 0.02068 | 0.01272 | 0 00768 | 0 00435 | 0.0U265 Ouul‘::.’ 0000::; g(\;:;!‘: g%‘l::-‘tll
19 033650 | 0.25426 | 0 23734 {"0.19615 | 0.16051 | 0.13010 | 0.10465 } 0.08343 | 0.06599 | 0 03180 7 0/04336 | 002779 | 0.01743 | 0.01072 | 0 00647 | 00384 | 0 00224 | 0 DoL: 0 ooz | 0 Gnd
20 0.35713 | 0.31051 ( 0.26550 | 0.24239 | 0.20143 | 6 16581 | 013526 | 0.10940 | 0.08778 | 000085 29 0.05616 | 0.03670 | 0.02316 | 0.01470 | 0.00%C3 { 0 00345 | 0.00324 | 0 sy 3
2 045894 | 0.30931 | 0.34398 | 0.29306 | 0 24716 | 0.20645 | 0.17085 | 0.14015 | 0.11400 | 0.09109 : 30 | 00157 |0.04769 | 0.03107 | 0.01983 | 0.01240 | 0.00762 | 0.06450 | 0 00273 | ©.00160 | 0.00093
-3 0.52074 | 0.43959 | 0 40173 | 0.34723 | 0.29707 | 0.25168 | 0.21123 | 0 17568 | 014486 | 0.11846 N
1] 0.56109 | 0.52025 | 0 45077 | 0.40381 | ¢ 35020 | 0 30057 | 025557 | 021578 | 0 18031 | O 14940 - -
" 063573 | 0.57v27 | 0.51950 | 0 46160 | 0.40576 | 0.35317 | 0 30448 | 0.26004 | 0.22013 | 0.15175 * w42 84 66 68 70 ] 4 ™
25 0.69261 | 0.63574 | 0.57756 | 0.51937 | 0.45237 | 0 40760 | 0.35588 | 0.30785 | 0.2¢392 | 0 22429 R X =3l 32 33 3 35 36 .32 38
2% 0.74196 | 0 65370 | 0.63295 | 0 57597 | 0.51808 | 0 46311 | 0.40933 | 0.35846 | 0.31108 | 0.28761 . - "
7 075629 | 0.73733 | 0.65501 | 0.63032 | 0.57446 | 0.51860 | 0 46379 | 0.41007 | 6.36090 | 0' 31415 :
22 082533 | 0.75179 | 0.73304 | 0.65154 | 062754 | 057305 | 0.51825 | 046445 | 0.41253 | 0 34320 21 0.00001
29 0.85015 | 0.87019 | 0.77654 | 0.72303 | 0.67525 | 0 62549 | 0.57171 | 0.51791 | 046507 | 0.41400 22 g.ooat | 0000004
» U.85759 | 0.85404 | 0.61526 | 0.77203 | 0.72503 | 0.67513 | 0.62327 | 0.57044 | 0.51760 | 0. 46585 E 38}%5 g&o"mg; 0 ool

25 000000 | 0.00003 | ©.00002 | D.0000%
x? =3 32 1 3¢ 35 36 7 38 k1] 40 0.00003 | 0.00001 | 0.00001
s | we1s5 | 160 | 13 | 320 | 175 | 180 | 185 | 90 | 198 | 200 28 | e a1 000001 | 0 00002 | 0 000l | 0.00001
28 0.00023 | 0.00012 | 000007 | O DUUO4 | 0.00UD2 | 0. DXL | O 0HOOL
. 29 0.00035 | 0.00018 | 0.00011 | 0.00006 | 0.00003 { 0.00002 | 0 COUOL \

s 0.00001 {0 00001 30 0.00052 | 0.00029 | 0.00016 | 0.00009 | 0.00005 | 0.00003 [ 0 00001 | 0.0vV1 '
¢ 0.00003 | 0 00002 | 0.00001 | 0 00001 - — .
; 8‘00014 gg\l(xmﬂ gﬁm g&?;gf 80000115 ?)0000; +0.00001 1 0.00001 t Compiled from E. S. Pearson and H. O. Hartley (eds.) (1954], "Biomeurika Tubles for Statistictans,” vol. 1, Cambiridge
9 0.00030 | 0.00020 | 0.c0013 | 0.00009 | 0 00008 | 0.00004 | 0.00003 | 000002 | 0.0000t | 0.00001 : University Press, Cambridge, England (by permission).

Note: Ses Sec. 3.4.2 for itlustrations of application. Tables yield:
10 | 00003 | 000040 | 000027 | 0.00019 | 000012 | 000008 | 2.00006 | 0.00004 [ 0.00003 | 0 00002 :

a : 4 0000 0000: 0000 1. 1 — P(x?) ot & x? distribution with » degrees of [recdom. N . a
l".l' 3%:;(7’ (())&xl):'lg g %g? 8&(323 g &g# 8:300511; gg:))éé gOOOI.g g 0001‘;’ 8.0()00; . 2.1 - ’(;‘2' wg;re ¥ = x/2), for & gamma distribution with parameters & = »/2 and A. Enter table with » = 2k and
: H 2 . . . = 22y, . L . ) . - i
<R R e b F % 1 3,  Pion i w1 o 3.t e i a2 = 25+ 1)
15 | ooosrs |00t |0 ocoses | 0.00341 | 800246 | 0 00177 | 0 00127 | 0 00090 | 0.0c064 | 0 00045 For » 2 30, the x* distribution is approximately normal, with mean » and wi‘"“.z(’  Bomestat "w,".“c:n::ly dht‘:l
16 0 01348 0.01000 | 0 00739 | 0.00543 | 0.00397 | 0.00289 | 0 00210 | 0.00151 | 0 00109 | 0.00078 " [1952]) for » X 30, the value x,? such that F(x,?) = p is approximately xp? = 13 VZ2r = 1+ up)3, it which 1y i3 the
17 001¥97 | 0.01505 | 001127 | 0 00540 | 0.00622 | 0.0¢459 | 0.00337 | 0 00240 { 0.00179 | 0 00129 value from the standardized normal Table A.1 auch that F(xy) = p.

18 0 02379 00219 | 0.01869 | 0 01260 | 0.00945 | 0.00706 | 0.00524 | 0 00387 { 0.00285 | 0 0209
19 0.04037 € 03125 { 0 02404 | 0 01838 | ©.01397 | 0.01056 | 0.00793 | 0 00393 | 0.00442 | 0.00327

20 0 05319 0 04330 | 003374 | 0 02613 | 0.02010 | 0.01538 | 0.01170 | 0.00536 { 0.G0A67 | 0.00300

21 0 07368 0 05555 1 0 01622 ) 0.03624 | 0 02824 | 0 02187 | 0.01683 | 0 01259 | 000951 | 0.00744
22 0 09512 0.07740 | 0 06187 1 0 04912 | 0 03675 | 0.03037 ; 0.023u6 | 0 01832 | 0 01411 | 0 01051 .
23 0 12279 0 10014 1 0.08107 | 0.06516 | 0.05202 | 0.04125 { 0.03251 | 0 02347 | 0.01984 | 0.01537
24 0.15378 0.12699 | 0.10407 | 0.08467 | 0.06840 | 0.05459 | 0.04376 | 0.03467 | 0.02731 { 0.02139

25 0.15§002 0.13501 1 0.13107 | ¢ 10791 | 0 08820 { 0.07160 | 0.05774 | 0.04626 | 0.03684 | 0.02916
26 0 22527 0.19312 § 0.16210 | 0.13502 | 0 11165 | 009147 | 0.07475 | 0.06056 | 0.04875 | 0.03901
27 0.27114 0.23208 | 0.19707 | 0.16605 | 0.13887 | 0.11530 { 0.09507 { 0.07786 | 0.06336 | 0.05124
pad 0 31703 027451 | ©.23574 | 0.20087 | 0.16987 | 0.14260 | 0.11886 | 0.09840 | 0.058092 | 0.06613
2 0 30542 0.31957 | 0.27774 | 0.23926 1 0.20454 | 0.17358 | 0.14622 | 0.12234 | 0.10166 | 0.08394

) YL 0.36753 | 0.32254 | 0 28083 | 0.24264 | 0.20808 { 0.17714 | 0.14975 | 0.12573 | 0.10486 .
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1.

TRAHSFORMADA DE LAPLACE

Notacion y Definicién

Sea x una variable real no negativa y f(x) una funcién de orden exponencial.

Su funcidn transformada de Laplace se denota L{f(x);s} , s & C y se define

oD

L{f(x);s} =4£mf(x)e'sxdx = E[%'Sf]

Propiedades importantes

L{af(x)+bg(x);s} = aL{f(x) s}+bL{g(x) 3S}

n-1
Lerl™ (x)5sy = sMLF(x)3s) + z sn-1-1¢(1) (o)

Lt f(x)dx;s}= g-L{f(x);s}
0

L{; f(t-x)g(x)dx;s} = L{F(x);s}L{g(x);s}
L{( D" X" (x)s5s) = LV R(x); )
L{ f(x);s} = f CL{f(x);t}dt

Lk b/cf()s} L{f(x);cs-b} c>0

L{f(x-b)a(x-b);s} = e PSi{f(x)3s)  b>0

Tabla de transformadas de algunas funciones

basicas

Funciédn
1

X
<" -1

'(;"—f')"l (n=1_,2,...)

Transformada

1/s

lls2

1/sn




10.

11

12.

13.

14.

15,

16,

17,

Funcion

sen ax

Cos ax

senh ax

cosh ax

X sen X

X COS X

e %*sen bx

Transformada

o

(r>0) - ‘ I(r

(n=1,2,...)

(+50) Ir)

(b#a) : 1

(s%+a%)?
sz-az_
(s%+a%)?

(S+a)2+b2




18.

19,

" 20,

Funcién

-aX
e ¥ cos bx

Transformada

sta_
(s+a)2+b2

1 -
;e

rs

s+a
In s
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