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PROGRA MA CION DINAMICA

Programacidon dindmica es una técnica matematica de utili-
dad para tomar una secuencia de decisiones interrelacionadas. A -
diferencia con P.L. no existe una formulaciéon o una técnica estanda
rizada. En este caso las ecuaciones particulares usadas deben ser -
desarrolladas para ajustarse a cada situacién individual. Un cierto -
grado de ingenio de la estructura general de problemas de progra-
‘macién dindmica es requerida para saber cuando se puede resolver -

por programacibén dindmica y como debe ser hecho.

Programacibén dinamica empieza con una pequefa porcidn -
del problema y encuentra la solucidén éptima para este pequefio proble
ma. Después empieza gradualmente a engrandar el problema encon -
trando la correspondiente solucidén Optima utilizando la anterior solu -

cién, asi hasta que el problema es resuelto enteramente.

Caracteristicas tipicas para resolver un problema por -

programacién dindmica:

1.- Decisiones son tomadas en secuencia.

2.- Los problemas pueden ser divididos en etapas.

3.- Céda etapa tiene asociado un nimero de estados.

4.- Un estado corriente (cualquiera) contiene toda la informaciodn
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necesaria - como fue alcanzado ese estado es irrelevante para

futuras decisiones.

5.- Una decisidn transforma el estado corriente con uno asociado-

con la siguiente etapa.

6.- Recompensa o castigos estdn asociados con transformaciones -
de estado.
7.- Objetivo.- Maximizar recompensas o minimizar castigos.

Principio de Optimalidad de Bellman:

Una decisidn Optima tiene la propiedad de que cualquiera que
sea el estado inicial y decisidén inicial las decisiones restantes deben -
constituir una politica Optima de acuerdo al estado que resultdé de la -

primera decisién.

Ejemplo: Minimizar costo de transporte para ir de (1) a (10)




Una forma de atacar el problema seria analizando las 18 -
rutas de (1) a (10), método que no resulta muy alentador. Programa -
cién dinamica prove una solucién con mucho menos esfuerzo que el -

analizar todas las rutas.

Llamando: X a la variable decisiéon (n=1, 2, 3, 4), la-
cual indica el destino inmediato cuando hay n etapas mas por reco-
rrer. Asi la ruta escogida seria (1)-——i» X4—bX3—1D X2-> X1 -

(Xy = (10)).

n = No. de etapas restantes (de izquierda a derecha).

Sea fp (ben) el costo total de la mejor politica de todo-
el problema para lgs Gltimas n etapas, dado que el individuo esta -

en el estador S y elije X como el destino inmediato.

n

Dado S y n , sea X*: el valor de X, que minimiza
£, (S} Xn} y?%; (S) el valor minimo correspondiente de fp (Sj Xn)e -
Asi fn (S)= fp (S} Xn) El objetivo es encontrar fil (1) y la politica
correspondiente a programacién dinamica hace esto encontrando suce-
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sivamente fl (S), f2(S), f'B(S) y finalmente f4 (1).

Asi cuando el vendedor tiene solamente una etapa por re-
correr su ruta estd determinado enteramente por su destino final. -

La solucién inmediata para problema de una etapa es como sigue:




3 b3
S £,(5) X
8 3 10
9 4 10

Cuando el vendedor tiene dos etapas por recorrer, la solu
cién requiere algunos calculos. Asi, si estd en el estado (5) § = 5
puede ira 8 6 9 a un costode 1 o6 4. Si se vaa (8) el -
costo total serda 1 4 3 = (4). Si escoge 9 : 4+ 4 =(8)." e -

e % 5
escogerdsestado 8 X2 - 8 ya que da un costo total f2 (5) = 4. -

En igual forma para S z 6 y S=17 se tiene:

Xq fy 84Xy = Cgx, + fl (Xy) )
S 8 9 £, () X,
5 4 | 8 4 8
6 9 7 7 9
7 6 7 6 8




Para el problema de tres etapas:

fy (SyX3) = Cg X3+ £ (X3)

5 6 7 £, (S) X,
2 T+4=11 11 12 11 o 8B
3 7 9 10 7
4 8 8 11 8 S5 8
Para n = 4
Ry X,) = Cox, ¥ 130X
) £,(8) X
S 2 3 4 4
1 13 11 11 11 364
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Una relacién recursiva es disponible, la cual identifica la
politica éptima para cada estado con n etapas restantes, dando la-

politica Optima para cada estado con (n-i) etapas por recorrer.

an(S) = Recompensa o castigo asociado con decisidn Xn en el -
estado S.
TX (S) = El estado de la etapa n-1 (desde el final) en el cual de-
n

cisidn X, transforma S.

Asi, f4(S) = mdximo o minimo absoluto, recompensa o castigo, empe

zando en el estado S con n etapas por recorrer.

n

= méximo o mfnimol) an(S) tf -1(Tx (8) )}
X -

recompensa o castigo

de previas etapas.

En nuestro ejemplo la relacidén recursiva fue:

£,(S) = minimo ¥ CSXn + fn—l(Xn) %
X“ D

castigo si escogemos X,

en etapa n
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Fara n = 1 (\(S\,-' w, gt )L?:.S‘
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(se »uede demeostr r, por induseidn, cue la Torus
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saf, parz este caso de 3 etapas con

(3(a)- 8L 7

WD = 10, dawds s-y3= 30
Asic Ke(30)=3

XF (4.0)

S-'-q) Wz 2, w23 w3z yg

, dwdo S-Kz=4.
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a wn estado j (p,.(X_ )), entonces se trata de maximizar el valor
ijV'm
esnerzdo de la recompenso @“(S) .
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Xn = No. de unidades por instalar en la fase n

5 = Cantidad disponible de dinero

‘u&ﬁ= }4x. prov. de que las "n" dltimas feses trabajan

Cu(s) = mix \ Qu( ) €y (s- Cax)
‘Xuf:i%:

(i ()= W (2)

b) Asignacibn de personal (Cientfficos)
Ver page. 247, ejercicio 3

Introduction to O0.R. = Lieberman - Hilli=r
¢) Juegos

Ver pag. 2459, ejeroicio 4

Introduction to 0.%. — Liebernan - Hillier

4e= Control de Inventarios.-

Se tienen cierta denanda lg en el perfodo t (1=1,2,4ee,N)
la cuzl debe ser satisfechia; un costo Tijo por ordenar ¥; costo de
conpra 6 vroduccién proporcional al nidmero ordenado (¢ ) (el cual
puede ser ignorado) v un costo de almacenamiento k por unidad por

periodo.

La produccién ¥y en el perfodo t estd disponible al co-
mienzo del perfodo, y el costo de almacenamiento de una unidad es

cargado al inicio del periocdo.

j es un Indice que indice el tiempo de la dltima produccidn

(al principio del perfodo).

Se solicitard uroducts Unicamente cuando el almocenanmiento

es cero:
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Ci « Costo para los primeros i perfcdes usando una politicae
Sptima.

Cw = nin. [Ci_\+-¥.\ ¢ (é‘.; +Jv\\ + % 1%‘-\'2;.\'4\4“'(“'3.“)3“\(1

‘:\.L.lll' n

Co = 0

Ver pag. 362
Introduction to O.Re = Lieberman - Hillier
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o (
5e¢-LR0CESOS DE DECISICN DF MAFKOV.—

Problemas con un ndmero infinito de etapas.-

Un proceso de Markov se puedé caracterizer por la matriz
de trunsicién P= ;pij“ s donde Pij es la probabilidad de que si
el sistema se encuentrs en el estado i en el periodo t, alcanzard
el estado j en el perfodo (t+l), independiente de como se llegé

al estado i e independiente de t.

Llamando W, (n) a la provabilidad de que el sistema ocu-—
- . . ’ L4 <4,
ard el estado i después de n transiciones o pasos, si el estzdo
& - 3
para nsO es conocido ( T (0)).

T (n11) = & | (=) Py n=0,1,2...
TW(n+1) = W (n) P
T(n) = T (o) #*

4

En un proceso de Markov donde las probabilidades linites
de estado {I ! son independientes de las condiciones iniciales, se

dice entonces que se tratea de un proceso completamente ergédico.

M O (n)— T.qe

n —eed g'“‘l = 1
L

’ 5i se considera una recompensa Tij al pasar del estado
i al estado j se tendrd:

\fi(n)a E Ireoompensa total en 'm" transiciones desde el estado i]
w
i(n)a -
Vi(n) b3 Ps; % Yij * V5 (n l)}-
¥
w
Vi(n)= ﬁi + S P 5 \T‘J. (n-1) sacumula experiencias nasadas
A3
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Donde q i es la recompensa irmediata esperada.

[\)
Definiendo como ganancia: § <+ ?— “i ii a la recompensa espe-
-\

rada por transicidén en el estado fijo.

Se puede demostrar que para "n" grandes

Vi (n) = ng+ Vi

Donde Vi repregenta el vulor del estado i como estado inicial

Proceso de Decisiéne-

Si existen varias alternativas de decisidén en el estiudo
. k . . .
i, sea p, . la probabilidad para pasar del estado i al estado J

J . , W S .
con la alternativa k ’ (ij la recempensa ascociada con esa
transicidn ( j=1,2,+00y W)e

decilion

Sea Xi(n) la variabletden el estado i con n etapas faltan—
tes por recorrer. =n este caso, xi(n) representa el nimero de la
alternativa (k) escogida. Una polftica de decisién X (n) especifi-

ca una decisién para cada estado.

Si se define a Vi(n) ocomo la recomvensa Sptima esperada,
se tendrd:

. Ny
Vi(n) = Wt:)‘ﬁqk + ipi‘{j U'J. (n-l)y

i i3

Se puede demostrar que cuando n-—e o0 , la polftica Sptima

X (n)—» X, independiente de n
Lxisten dos métodos para enilizar este problema:

l.- Método iterativo para determinar la recompensa esperada
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Bste método trabaja como un problema normal de pro-
gramacién dindmica, etapa por etapa, maximizando en cada estado

todas las posibles alternativas.

»
\F Kk k \'
i (n+1_) = max qi - ,E.Pij vj (n)
Se ha demostrado que para este proceso iterativo se
converge a la mejor alternativa, para cada estado, cuando n va

siendo mayor.

La diferencia con respecto al segundo método (método
iterativo de polfticas 6ptimas) es que en este ltimo se determina
la polftica éptima sin necesidad de estar calculando recompensas
esperadas para n=l,2,..., obteniendo con pocas iteraciones el

6ptimo.
2. Método iterativo de polfticas éptimas.-

Este método consiste de dos etapas, las cuales llevan al
6Ptim00

]

a) Detcrminacién del valor.

Para ina polftica dada se tienet

Vi (n) =nqg + Vi

Vi (n) = 41 + ‘%' P;; % (n—l)j + U’jR

N
< Pij Vg i21,2,00.,8

d=1

Esto es: § + \fi= Q’i +

Resulta un sistema de N ecuaciones con ¥ Vi y 1 9
incégnitas (N4l incégnitas) por lo que se puede especificar un
valor cualquiera de Vi (gf U'N=O), quedando ¥ ecuaciones con W

i = LI ) I [}
inoc6gnitas ( Vig g =1 W Ny 5)

W
v
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b) Mejoramiento de polftica

Para encontrar una polftica mejor a la analizada en la
primera etapa (a), se tenfan los valores de V. encontrados en
ésta y se determinanlas alternativas k (para cada estéhﬂo i sepa-
radamente) que maximizan.

Y
q;f + .z' p}.tj Vi 131,2,00-0’}1
4=

Esto proporoiona una nueva polftica con una ganancia
mayor. Con la nueva polftica calculada se entra a la primera

etapa (a), empezando asf a iterar hasta encontrar dos politicas

iguales, tomando aquella con mayor ganancia ( 4 ).

-

Para el caso de problemas con dos restricciones, se
trabaja con las combinaciones resultantes de los términos inde-
pendientes de las restricciones (ver page 259, ej. 7 = Lieberman
Hillier).
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