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«Nada en la vida debe ser temido, solamente comprendido. Ahora es el momento de
comprender mds, para temer menos.»

Marie Curie
« El éxito no se logra solo con cualidades especiales. Es sobre todo un trabajo de
constancia, de método y de organizacion.»

Victor Hugo
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Resumen

El estudio aborda el analisis dinamico de la actividad eléctrica del corazén me-
diante un modelo matemético no lineal con retardo, con el objetivo de entender como
pequenas alteraciones en la transmision eléctrica pueden inducir comportamientos
caoticos, similares a los observados en arritmias cardiacas como la fibrilacién ventri-
cular. Se utiliza el modelo BVAM (Barrio-Varea-Aragon-Maini) adaptado para repre-
sentar la interaccion entre los principales nodos del sistema de conduccién cardiaco:
nodo sinoauricular, nodo auriculoventricular y el sistema His-Purkinje.

El modelo se compone de un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales que
simulan la actividad de los marcapasos naturales del corazén. Posteriormente, se intro-
duce un retardo 7 en la comunicaciéon entre los nodos, replicando la no instantaneidad
de la senal eléctrica observada fisiologicamente. La inclusion del retardo en el sistema
permite estudiar como este puede modificar la estabilidad del sistema y llevarlo hacia
comportamientos irregulares o caéticos.

A través de un anélisis de estabilidad, se identifican los puntos de equilibrio y se
evaltan los valores propios del sistema mediante el pseudo-polinomio caracteristico,
el cual incorpora el término exponencial relacionado con el retardo. Se muestra que
existe una transicion en la dindmica del sistema: para 7 = 0, el sistema presenta
oscilaciones regulares, mientras que para valores criticos de 7, el sistema transita a un
régimen inestable que simula la actividad eléctrica desorganizada del corazéon durante
la fibrilacion.

Se complementa el analisis con la generacion de senales ECG sintéticas mediante
una combinacion lineal de las variables del modelo. Estas senales se validan mediante
su comparacion con electrocardiogramas reales. Finalmente, se exploran los compor-
tamientos oscilatorios de las variables del modelo, particularmente de z3, asociado a
la actividad ventricular. Se utiliza el coeficiente de variacion (CV) como métrica de
complejidad y se encuentra una alta sensibilidad a cambios en 7, lo cual sugiere una
relacion directa entre retardos patologicos y la aparicion de arritmias.

Este trabajo proporciona una base soélida para comprender la relevancia de los
retardos en la dindmica cardiaca y demuestra como un modelo matematico puede
capturar fendémenos fisiolégicos complejos. Ademas, abre la posibilidad de aplicar
este tipo de analisis para el desarrollo de herramientas predictivas o terapéuticas en
el ambito clinico, enfocadas en la prevencién o control de arritmias.
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1 Introduccion

1.1. Contexto del estudio y justificacién

El corazon es el 6rgano vital cuya funcién consiste en el bombeo ritmico de sangre,
este 6rgano depende de una compleja y finamente orquestada actividad eléctrica ge-
nerada y propagada a través de sus células especializadas. Este sistema de conduccion
intrinseco, compuesto por marcapasos naturales como el nodo sinoauricular (SA) y el
nodo auriculoventricular (AV), asegura la sincronizacion precisa de las contracciones
auriculares y ventriculares, fundamental para una hemodinamica eficiente. Sin embar-
go, en la realidad fisiologica, la comunicacion entre estos centros de actividad eléctrica
no es instanténea, existiendo retardos inherentes en la transmision de las senales. Es-
tos retardos, aunque en rangos fisiologicos son cruciales para la correcta secuencia del
ciclo cardiaco, pueden alterarse en condiciones patologicas, contribuyendo al origen
de desoérdenes del ritmo conocidos como arritmias cardiacas.

Este trabajo propone la modificacion del modelo Barrio-Varea-Aragon-Maini (BVAM),
un modelo cardiaco discretizado reconocido como herramienta matemética al tener la
capacidad de simular la dindmica eléctrica cardiaca a través de un sistema de ecua-
ciones diferenciales no lineales. El punto central en la investigacion consiste en incluir
un retardo temporal en este modelo, con el objetivo de que la comunicacién entre los
marcapasos naturales del corazén no sea instantdnea.Con ello, se busca comprender
la influencia del retardo en la dindmica del sistema y su relacién con la aparicién de
patologias cardiacas, fendmenos causantes de morbilidad y mortalidad a nivel global.

1.2. Planteamiento del problema

La inclusion de retardos temporales en el anélisis de sistemas dinamicos es crucial
para entender una gran cantidad de fenémenos en donde la transmision de senales no
es instantanea. El mejor ejemplo para esto es el sistema cardiaco ya que las senales
eléctricas encargadas de regular la actividad del corazoén se propagan a través de redes
complejas de células que, para conseguir su objetivo, requieren de ciertos lapsos de
tiempo especificos.

Atn cuando pueden ser necesarios para un correcto funcionamiento, al haber va-
riaciones, estos retardos pueden resultar en la alteracion significativa de la estabilidad
del sistema y provocar comportamientos inesperados como lo son las patologias car-
diacas; al ser patrones eléctricos irregulares, afectan a la funciéon normal del corazon.



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

Hoy dia se reconoce la importancia de los retardos en los sistemas bioldgicos; sin
embargo, falta variedad de anéalisis matematicos diversos de sus consecuencias en el
modelado cardiaco, lo que abre las puertas a un campo en desarrollo. La integracién
de retardos presenta desafios, requiriendo métodos especializados y analisis en profun-
didad para garantizar la estabilidad del sistema y comprender los comportamientos
emergentes.

Este estudio se centra entonces en analizar matematicamente el impacto de los
retardos en la dinamica del modelo BVAM modificado con la inclusién de estos re-
tardos, tomando como importancia la identificaciéon de como estos retardos afectan
la estabilidad del modelo y su correlaciéon potencial con anomalias observadas en la
practica clinica.

1.3. Objetivos de la investigacion

1.3.1. Objetivo General

Estudiar como los retardos temporales en la comunicacion eléctrica cardiaca influ-
yen en la aparicion de arritmias mediante un modelo matemaético basado en ecuaciones
diferenciales no lineales, contribuyendo a la comprension de los retardos en el sistema.

1.3.2. Objetivos especificos

= Modelar el comportamiento normal del corazéon por medio de un sistema mate-
mético basado en ecuaciones diferenciales.

» Modificar el modelo Barrio-Varea-Aaragon-Maini (BVAM) para introducir re-
tardos temporales en la comunicacion eléctrica entre los marcapasos naturales
del corazon.

= Analizar matemaéticamente la estabilidad del sistema dindmico con retardo,
identificando los cambios que se presentan respecto al modelo sin retardo.

= Simular y comparar la dindmica del modelo en condiciones con retardo para
evaluar el impacto en el comportamiento del sistema.

» Relacionar las simulaciones de electrocardiogramas obtenidos con comporta-
mientos clinicos asociados a arritmias.



2 Marco Teoérico

2.1. Estabilidad de sistemas no lineales

El analisis de sistemas no lineales se enfoca en comprender y estudiar como es
la evoluciéon de sistemas cuyo comportamiento no puede explicarse por medio de
ecuaciones lineales. En estos casos, las variables involucradas interactiian de maneras
complejas, por ejemplo, términos como multiplicaciones entre variables o dependen-
cias exponenciales, lo que genera un comportamiento dificil de predecir y analizar,
pues pequenas variaciones pueden generar grandes cambios en el resultado.

Desde la perspectiva de la dindmica, este analisis busca entender como es la evo-
lucién de los sistemas y su respuesta en un contexto fisico. Para ello, se estudian
propiedades como la estabilidad, los puntos de equilibrio y las trayectorias en el es-
pacio de las variables, las cuales ofrecen pistas clave de su comportamiento en el
tiempo.

Mateméaticamente, un sistema dindmico no lineal se puede representar median-
te ecuaciones diferenciales ordinarias, las cuales describen la evoluciéon de multiples
variables interdependientes. Este conjunto de relaciones captura como las variables
cambian en funcién del tiempo y su interacciéon mutua. Tal interaccion puede repre-
sentarse como:

dy
SN ),
dt fl( » Y1, Y2, ay)
dya
82 ),
dt f2( » Y1, Y2, ay)
Ay
- nt7 y Y25 -5 Y9n )y 2.1
di fu(t, v, vo Yn) (2.1)

donde yq,ys, ...y, son las variables del sistema, mientras que fi, fa, ..., fn son las
funciones que describen las relaciones dinamicas entre las variables. A lo largo del
analisis, se asume que las ecuaciones definidas en [2.1] satisfacen las condiciones ne-
cesarias para que la solucion sea tnica y determinada. La variable ¢ representa la
variable independiente que determina cémo evolucionan las interacciones en el tiem-
po. La derivada representa la tasa de cambio de las variables dependientes a lo largo
del tiempo. Esto se puede reescribir para simplificarlo de la siguiente forma:
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dy(t
WO _ pyy). (2.2
la cual es una representacion vectorial donde y = (y1,¥2, ..., yn) €s el vector que
agrupa a las variables y f = (f1, fo, ..., fn) es el vector de funciones. Estas ecuaciones
ayudan a modelar sistemas dinamicos que pueden representar variables fisicas como
movimiento o disipaciéon de energia. Para el analisis de estos modelos, se usan diversas
herramientas para predecir su comportamiento y evolucion.

Los puntos de equilibrio de un sistema de ecuaciones diferenciales se obtienen
cuando la derivada temporal es igual a cero, pues representa que no ocurre algin
cambio en las variables del sistema. Matematicamente, lo anterior puede representarse
como

dy(t)
—— =0, (2.3)
dt

En este contexto, el vector yo = (v, 9, .., y") representa los valores que satisfacen
a la ecuacion , los cuales constituyen los puntos de equilibrio. Desde una pers-
pectiva fisica, estos puntos son significativos s6lo si cumplen ciertos requisitos que los
hacen relevantes en las aplicaciones practicas, pues brindan informacion respecto a la
capacidad del sistema de permanecer en un estado constante de manera indefinida,
siempre y cuando no existan perturbaciones externas.

Los puntos de equilibrio resultan fundamentales para el analisis, debido a que
ayudan a entender estados en los que el sistema permanece invariable en el tiempo.
Gracias a esta caracteristica, se vuelve un punto referente para analizar como varia el
comportamiento alrededor de ese punto en concreto. Para estudiar estas variaciones,
se debe aproximar a este punto, siendo una forma efectiva de hacerlo el uso de la
linealizacién, un procedimiento que aproxima el sistema no lineal mediante uno lineal
en un entorno cercano a un punto fijo o puntos de equilibrio, facilitando el uso de
herramientas matematicas mas sencillas para su estudio, obteniendo una visién clara
del comportamiento en la regién de estudio.

Al encontrarse en una vecindad cercana a uno de estos puntos de equilibrio, se pue-
de expandir con serie de Taylor, creando la Matriz Jacobiana, una de las herramientas
fundamentales para este tipo de anélisis. Esta matriz permite estudiar aspectos clave
en la dinamica del sistema de ecuaciones no lineales cerca de los puntos de equilibrio.
La Matriz Jacobiana J se construye a partir de las derivadas parciales de cada funcion
1 =1,2,...,n con respecto a cada variable j = 1,2,...,n que definen el sistema. La

Matriz J se define como:

onh oh ... 9K
dy1 Oy Oy;
ofr 0 .., 9f2
J= |0 e o (24)
on oh ... o

dy1  Oy2 9y,
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En la matriz J, cada derivada parcial representa como la funciéon f; responde a
perturbaciones en la variable j = 1,2,...3. Al evaluar la matriz J obtenida en los
puntos de equilibrio se obtiene una representacion linealizada del sistema en torno a
dicho punto. La matriz jacobiana traduce el comportamiento local del sistema gracias
al teorema de Hartman-Grobman como se ve en el libro [1], el cual establece que, en
un entorno de un punto de equilibrio hiperbélico de un sistema dindmico no lineal, el
comportamiento del sistema puede aproximarse mediante su version linealizada. Esto
debido a que si un sistema de ecuaciones diferenciales tiene un punto de equilibrio y
la matriz jacobiana en ese punto tiene valores propios con partes reales distintas de
cero, el comportamiento del flujo cercano al punto de equilibrio es el mismo para el
sistema no lineal y su aproximacion lineal.

Una vez que se tiene la matriz jacobiana .J, se puede construir el polinomio caracte-
ristico, también llamado ecuacion caracteristica, lo cual ayuda a analizar la estabilidad
del sistema no lineal.

Dada la matriz jacobiana .J, el polinomio caracteristico se define como:

P(\) = det(J — \I) =0, (2.5)

donde I es la matriz identidad de tamafno nxn, y P(\) es un polinomio en términos
del escalar A de grado n. Las raices de este polinomio son los valores propios, también
conocidos como eigenvalores, y permiten inferir si el sistema tiene la capacidad para
regresar al equilibrio después de perturbaciones iniciales. El comportamiento dinamico
en el largo plazo dependeré del signo de la parte real de los valores propios como se
describe a continuacion.

La estabilidad, la cual es la capacidad del sistema para regresar a un estado de
equilibrio después de perturbaciones iniciales, se cumple cuando cualquier solucién
cercana al punto de equilibrio permanece cerca para todo ¢t > 0.

Por otro lado, un punto de equilibrio es inestable si alguna soluciéon comienza
cerca y eventualmente diverge del punto de equilibrio al aumentar ¢t. En otras pala-
bras, indica que el sistema no puede mantener su estado de equilibrio ante pequenas
desviaciones.

Los valores propios pueden tener parte Real y parte Imaginaria o compleja como
en la siguiente forma A = a £ 3. Los valores reales indican si el sistema es estable o
no, mientras que los imaginarios introducen oscilaciones al sistema.

Reales

Cuando un valor propio tiene parte real (A = ta, con i5 = 0), se pueden presentar
tres casos.

= Nodo estable: Cuando se presentan valores propios con parte real negativa
(o < 0). Todas las trayectorias tienden al punto de equilibrio conforme ¢ — oo.

(Ver Figura panel 1, linea azul)
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» Nodo inestable: Si el valor propio posee parte real positiva(a > 0). Todas las
trayectorias tienden a alejarse del punto de equilibrio conforme ¢ — oo. (Ver

Figura[2.1)) panel 1, linea roja)

= Punto silla: En este caso, existen valores propios tanto positivos como negati-
vos (ag < 0 < ag). Depende del punto de donde se inicie. Algunas trayectorias
convergen al punto de equilibrio mientras que otras divergen ¢ — oo.

Complejos

Cuando se presentan ntmeros complejos, se tienen tres casos posibles donde el
valor propio tiene la forma A = a £ 10 .

» Centro: En caso de que los valores propios sean imaginarios puros (A = +if,
con a = 0). Todas las trayectorias generan oscilaciones alrededor del equilibrio,
sin que este sea ni atractor ni repulsor a lo largo de t — oo. (Ver Figura [2.1)
panel 2)

» Foco estable: Si los valores propios poseen una parte real negativa (a < 0), se
presenta un comportamiento oscilatorio amortiguado, es decir, todas las trayec-
torias forman oscilaciones hacia el punto de equilibrio conforme ¢ — oo. (Ver

Figura 2.1)) panel 3)

» Foco inestable: Si los valores propios se componen de una parte real positiva
(v > 0), todas las trayectorias forman oscilaciones alejandose del punto de
equilibrio conforme t — oo, mostrando un comportamiento con oscilaciones
crecientes. (Ver Figura [2.1)) panel 4)

Entender los distintos tipos de puntos de equilibrio es fundamental para el anali-
sis de sistemas dinamicos no lineales, ya que proporcionan informaciéon valiosa sobre
coémo se da el comportamiento cualitativo del sistema, recordando que es en las pro-
ximidades de sus puntos de equilibrio. [2].

2.1.1. Estabilidad de sistemas no lineales con retardos

Cuando se introduce un retardo temporal a un sistema no lineal, el comportamien-
to dindmico se enriquece considerablemente debido a que el estado actual del sistema
depende de las condiciones presentes y de los estados anteriores. Esta dependencia
introduce memoria al sistema, la cual afecta al comportamiento del mismo pues las
variables se ven influenciadas por valores previos.

En un sistema dindmico no lineal con retardo, las ecuaciones diferenciales, toman
la siguiente forma:
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Figura 2.1: Evolucion de la dindmica de un sistema en funcién de los eigenvalores. Cada caso

ilustra como los eigenvalores afectan la respuesta temporal del sistema.
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donde y(t) € R"™ es el estado del sistema en el tiempo ¢, 7 > 0 es el retardo
temporal y f(-) es una funcién no lineal que describe la dindmica del sistema. La
introduccion del término 7 es la encargada de introducir una dependencia temporal
adicional de estados anteriores, afectando la estabilidad y dando lugar a fenémenos
dinamicos. A pesar de los retos que agrega, se pueden tomar las herramientas de
ecuaciones no lineales y realizar modificaciones que ayudan a integrar el retraso de
manera precisa, analizando asi su impacto en el sistema.

En los sistemas con retardo, los puntos de equilibrio se determinan de manera
similar a los sistemas sin retardo. El concepto no se modifica, por lo que se siguen
buscando las soluciones bajo las cuales el sistema sea equivalente a cero, con la ecua-
cion 2.3 Lo que si se ve afectado por el retardo, es el efecto que tiene en la estabilidad
en estos puntos, pues puede modificar el comportamiento significativamente del sis-
tema alrededor del punto.

Se puede emplear la matriz Jacobiana del sistema, como en el caso sin retardo.
No obstante, se amplia para considerar las contribuciones de los términos retardados
de las variables y(t — 7). Esto se logra expandiendo la funcién f en la ecuacion en
una serie de Taylor alrededor del punto de equilibrio como se denota en [3], llegando
a la ecuacion:

det (Jo + e J, — AI) =0, (2.7)

donde Jy es la matriz Jacobiana inicial de derivadas parciales con respecto a las
variables sin retardo y J; la matriz de derivadas parciales con respecto a las variables
con retardo. Las A siguen siendo los valores propios. Esta ecuaciéon ya no es polino-
mica, sino trascendental, lo cual indica que ahora se incluyen términos exponenciales
relacionados con el retardo [3].

A pesar de esta diferencia, la dindmica cualitativa del sistema sigue las mismas
pautas presentadas para los sistemas sin retardo, debido a que la estabilidad depende
de la ubicacion de los valores propios en el plano complejo. Sin embargo, la estabilidad
puede cambiar conforme el valor de 7 se modifica.

Cuando se introducen retardos en los sistemas no lineales, se genera una nueva
variedad de comportamientos dinamicos del sistema, incluyendo oscilaciones, bifurca-
ciones e incluso la pérdida de estabilidad, al contrario de sus contrapartes sin retardo.
Para ello, el analisis de la estabilidad de estos sistemas requiere herramientas mate-
méticas especializadas y a menudo conduce a condiciones de estabilidad que dependen
del valor del retardo. Para una profundizacion en las técnicas de analisis de estabili-
dad y la apariciéon de oscilaciones en sistemas con retardo, se recomienda consultar
la literatura especializada [4,[5].

2.2. Fisiologia y modelado cardiaco

2.2.1. Fisiologia Cardiaca

El corazom es el 6rgano fundamental que impulsa el funcionamiento del cuerpo,
funciona como una bomba distribuyendo oxigeno y nutrientes a cada célula del cuerpo,
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Figura 2.2: Esquema de las véalvulas cardiacas: La valvula trictspide, pulmonar, mitral y
aortica regulan el flujo sanguineo entre las diferentes cdmaras del corazén, asegurando un
bombeo eficiente y unidireccional de la sangre a todo el cuerpo. Imagen generada con apoyo

de IA basada en @]

ademaés permite el funcionamiento adecuado de todos los sistemas del cuerpo. Este or-
gano esta regulado por un sistema eléctrico que coordina los latidos del corazon. Con
el fin de comprender los principios y conceptos involucrados en la estimulacion car-
diaca, a continuacion se presenta una breve descripcion de la anatomia y la fisiologia
de la conducciéon @:

El corazon esta formado por cuatro camaras: dos auriculas y dos ventriculos. La
parte superior son las auriculas, donde ingresa la sangre; la parte inferior son los
ventriculos, donde la sangre sale. Estan separados por una barrera conocida como el
tabique, de modo que son funcionalmente independientes entre si.

Las valvulas cardiacas, se componen de tejido fibroso, separan las auriculas de
los ventriculos y se abren y cierran para permitir el flujo sanguineo en la direccion
adecuada. El corazon tiene cuatro valvulas para asegurar que la sangre fluya en una
sola direccion. La valvula trictspide regula el flujo sanguineo entre la auricula
derecha y el ventriculo derecho, la valvula pulmonar se abre para permitir que la
sangre fluya desde el ventriculo derecho hacia los pulmones, mientras que la valvula
mitral regula el flujo sanguineo entre la auricula izquierda y el ventriculo izquierdo
y finalmente, la valvula adértica permite que la sangre fluya desde el ventriculo
izquierdo hacia la aorta ascendente.

Este sistema de camaras y valvulas asegura un flujo sanguineo unidireccional y
eficiente, fundamental para el correcto funcionamiento del organismo, todo lo anterior
se ilustra en la figura
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2.2.2. Ciclo Cardiaco

El corazonm trabaja de manera coordinada entre sus lados izquierdo y derecho. Las
auriculas y los ventriculos se contraen y relajan a la vez, generando un latido cardiaco
ritmico.

El ciclo cardiaco comienza con la llegada de la sangre a la auricula derecha desde la
vena cava. Al contraerse la auricula, la sangre se desplaza al ventriculo derecho, desde
donde es bombeada a los pulmones a través de la arteria pulmonar. En los pulmones,
la sangre libera C'O2, retornando al corazoén por las venas pulmonares hacia la auricula
izquierda. Posteriormente, la sangre fluye al ventriculo izquierdo a través de la valvula
mitral durante la contracciéon auricular. Finalmente, con la contracciéon ventricular,
la sangre oxigenada es distribuida al resto del organismo a través de la aorta, como
se muestra en la figura 2.3

Fases del Ciclo Cardiaco

Sistole Sistole Sistole Diastole Diastole
Auricular Ventricular  Ventricular  Ventricular  Ventricular

3

3 /N\

Onda P Complejo QRS OndaT
Despolarizacién Q Despolarizacion ventricular Repolarizacion ventricular
auricular S

Diastole Sistole

N i Diastole Auricular
Auricular "~ Auricular

Sistole
Ventricular

Figura 2.3: Esquema del ciclo cardiaco: La sangre pasa a través de las caAmaras del corazéon
comenzando su trayectoria en la auricula derecha, pasando por los pulmones para oxigenarse,
para posteriormente ser distribuida al resto del cuerpo a través del ventriculo izquierdo y la
aorta. Imagen generada con IA, basada en

2.2.3. Sistema de Eléctrico del Corazén y su Relacién con el

ECG

El sistema eléctrico del corazon es crucial para garantizar un ritmo cardiaco efi-
ciente y regular. El sistema cardiaco estd controlado por estructuras celulares espe-
cializadas que garantizan la generacion y propagacion de estimulos eléctricos a través
de las camaras del corazon. La actividad eléctrica debe seguir una secuencia preci-
sa, de lo contrario al verse alterada puede resultar en problemas de ritmo, como las
arritmias.
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Este ciclo comienza en el nodo sinoauricular (SA), este nodo es conocido como el
marcapasos natural del corazon al ser capaz de generar impulsos eléctricos de forma
autonoma, aun sin hacer uso de estimulos externos. Posterior a la generacion del
impulso del nodo SA, este se propaga a través de las auriculas, provocando que se
contraigan, mientras el impulso se desplaza por las auriculas a su vez se propaga hacia
el nodo auriculoventricular (AV).

El nodo AV tiene un papel fundamental en la coordinacion de la contracciéon car-
diaca, la funcion de este nodo es hacer que se retrase la propagaciéon del impulso
eléctrico desde las auriculas hacia los ventriculos, siendo un retraso crucial para per-
mitir que los ventriculos se llenen completamente antes de su contraccion y, posterior
a ella, distribuir la sangre al cuerpo. Por lo anterior, la actividad eléctrica debe ralen-
tizarse en el nodo AV debido a las caracteristicas electrofisioldgicas del tejido, lo que
da paso al llenado ventricular. Sin este retraso, los ventriculos podrian contraerse an-
tes de estar completamente llenos, lo que afectaria la cantidad de sangre que bombea
el corazon al resto del cuerpo.

Cuando el impulso termina su recorrido por el nodo AV, se desplaza al Haz de His,
este es una estructura que se encuentra en la parte inferior del septo interventricular.
El Haz de His se divide en dos ramas, ambas se dirigen a los ventriculos una a cada
uno de los lados. Estas ramas son las responsables de llevar el impulso hacia las fibras
de Purkinje, estas fibras especializadas se distribuyen a lo largo de la musculatura
ventricular.

Las fibras de Purkinje tienen la funcién de asegurarse de que la senal eléctrica se
extienda a todas las partes del ventriculo de manera rapida y eficiente. Esta réapida
propagacion del impulso eléctrico genera la contraccion sincrénica de los ventriculos,
que conduce a una eyeccion de sangre hacia los pulmones (desde el ventriculo derecho)
y al resto del cuerpo (desde el ventriculo izquierdo), a través de la arteria pulmonar
y la aorta, respectivamente.

Estos intervalos se relacionan con el electrocardiograma (ECG), pues este registro
muestra las diferentes fases del ciclo cardiaco, cada onda refleja un evento especifico
en la propagacion de los impulsos a través de las distintas camaras del corazon (figura
2.1):

Onda P: Representa la despolarizacion de las auriculas, que es el proceso en el
que las células musculares auriculares se activan y se contraen. Esta onda es pequena
y de duracién corta, ya que la contracciéon de las auriculas es relativamente rapida.

Intervalo PR: Se define como el tiempo entre el inicio de la onda P y el inicio del
complejo QRS. Esta distancia corresponde al retraso AV que es necesario para que
los ventriculos se llenen completamente de sangre antes del inicio de su contraccion..

Complejo QRS: Representa la despolarizacion ventricular. En este momento,
el impulso pasa réapidamente a través del haz de His, las ramas derecha e izquierda,
y las fibras de Purkinje, estimulando el miocardio y los ventriculos se contraen. La
razoén por la que el complejo QRS es de mayor amplitud que la onda P se debe a la
diferencia en la masa muscular entre las auriculas y los ventriculos.

Onda T: Corresponde a la repolarizacion de los ventriculos, el restablecimiento
del estado de reposo de los potenciales de célula a célula en las células del musculo
ventricular después de la contracciéon. La amplitud de la onda T es menor y tiene una
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forma mas redondeada que el complejo QRS.

Q Intervalo
A QT
|
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P-R [ Segmento
[ ‘\ ST
S |

Q
Intervalo Intervalo \\S
P-R QRS

Despolarizacion Despolarizacion Repolarizacion
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Figura 2.4: Relacion del Sistema Eléctrico del Corazon con el (ECG). 8]

El ECG es una herramienta diagnostica fundamental que registra la actividad
eléctrica del corazon desde la superficie corporal, proporcionando informacion valiosa
sobre el ritmo cardiaco, la conduccion y posibles anomalias [8}9]. El modelo BVAM,
tiene su propia herramienta para visualizar un ECG, esta herramienta se genera me-
diante una combinacién lineal de senales provenientes de las diferentes regiones del
corazon. De esta manera, la relacion que existe entre el sistema 7?7 y la generacion de
una senal de ECG esté definida por:

ECG(t) = T + Qoo + 3Tz + Qyy, (28)

donde «; son constantes que representan el peso de cada region del corazon en la
senal registrada. La inclusion de retardos en el modelo permite simular cambios en
el ECG que reflejen patrones de ritmo irregular, facilitando el andlisis de diferentes

patologias.

2.2.4. Arritmias

En un ritmo cardiaco normal o sinusal, el impulso siempre comienza en el nodo
sinusal y se propaga a través de todo el sistema de conducciéon. En un ECG, este
ritmo es regular con una frecuencia entre 60 y 100 lpm (latidos por minuto), y se
caracteriza por tener ondas P seguidas por un complejo QRS estrecho.

Las arritmias son todos aquellos ritmos cardiacos que son irregulares, es decir que
no son ritmo sinusal normal. Resultan de un problema en la creaciéon o conduccion
de la senal eléctrica. El ritmo puede ser regular o irregular, y la frecuencia puede ser
rapida, normal o lenta.



2.2. FISIOLOGIA Y MODELADO CARDIACO 13

Los ritmos cardiacos lentos, menores a 60 latidos por minuto, se conocen como
bradicardias. Por otro lado, los ritmos rapidos, superiores a 100 latidos por minuto,
se llaman taquicardias. El tratamiento para estas condiciones dependera del tipo de
arritmia [10].

De manera muy general se clasifican de la siguiente manera:

Bradiarritmias: Presentan una frecuencia cardiaca menor a 60 lpm, pueden pre-
sentarse a causa de una falla en la generacion del impulso eléctrico

Taquiarritmias: Presentan una frecuencia cardiaca mayor a 100 Ipm, se presen-
tan a causa de automaticidad o reentrada.

Insuficiencia Cardiaca: Es un sindrome complejo que afecta la capacidad del
corazén para llenarse (disfuncion diastolica) o expulsar (disfuncion sistolica) sangre.

A nivel dindmico, las arritmias pueden surgir de mecanismos como la reentrada de
los impulsos eléctricos, el automatismo anormal o la actividad desencadenada [11}113].

2.2.5. Modelo BVAM

En el campo de los modelos matematicos que buscan explicar la actividad eléc-
trica del corazon, el enfoque por excelencia es el uso de los sistemas de ecuaciones
de reaccion-difusion. Este tipo de modelos explican los fenémenos dindmicos comple-
jos como la propagacion de impulsos eléctricos a través de los tejidos cardiacos. El
modelo Barrio-Varea-Aragon-Maini (BVAM) es un sistema reaccion-difusion adapta-
do para representar una amplia gama de patrones dinamicos observados en sistemas
biologicos y quimicos, este modelo es utilizado para simular el sistema eléctrico del
corazon, dando una representacion precisa de la interaccion de los diferentes nodos
de la conduccion cardiaca y la propagacion de la senal a través del miisculo cardiaco.

El modelo BVAM se compone de un conjunto de ecuaciones diferenciales no linea-
les, que se encargan de describir las interacciones entre las variables que representan
los puntos a donde llega la senal eléctrica en el corazéon. Con estas ecuaciones se
modelan aspectos fundamentales del proceso de sistole y diastole del tejido cardiaco,
esto permite estudiar la propagacion de las ondas de accién y su comportamiento en
condiciones diferentes. Este sistema se representa mediante las siguientes ecuaciones
diferenciales:

T = X1 — Ty — CT1XT9 — a:lx%,

To = Hxy — 329 + c122 + 9U1$§ + B(xs — 22),

T3 = T3 — Ty — CX3T4 — :chi,

iy = Has — 314 + cx3my + 2375 + 26(20 — T4), (2.9)

En el modelo descrito, las variables z1, xs, 3 v x4 representan diferentes aspectos
de la actividad eléctrica del corazon. Especificamente x; y x3 estan relacionadas a las
senales que describen la activacion de las auriculas y los ventriculos, mientras que xs
y x4 modelan los procesos de recuperacion y despolarizacion en esas mismas regiones.

C al ser un parametro de acoplamiento regula la interacciéon entre las variables,
ademas de determinar la intensidad de la comunicacién entre los diferentes nodos
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del sistema, lo que refleja la conexiéon entre las auriculas y los ventriculos, y entre
las diferentes regiones del miocardio. El valor de C' es crucial para determinar la
propagacion de la senal eléctrica a través de las distintas zonas del corazén, asi como
para la sincronizacion de la actividad entre las distintas partes del tejido cardiaco.

Por otro lado, H es el parametro que describe la histéresis: un fenémeno que ofrece
al estado del sistema dependencia de la historia del sistema. Se traduce, en el contexto
del corazonm, en la influencia de la historia previa del tejido en su comportamiento
actual, lo cual es crucial en la generacion de arritmias o comportamientos no lineales
en el corazon.

El parametro 3, que toma el valor de 4 en esta conexion segun el articulo [14], de-
termina la adaptacion del sistema, es decir, como el sistema reacciona y se ajusta a las
fluctuaciones en el entorno externo o la dinamica interna. Este parametro es impor-
tante para captar la capacidad del corazon de responder a diferentes perturbaciones
eléctricas y también para emular escenarios donde el sistema puede desestabilizarse,
resultando en la apariciéon de patrones de actividad anormales como las arritmias.

El modelo BVAM ha demostrado ser una herramienta ttil para simular y compren-
der las complejas dindmicas cardiacas, que se presentan no solo en estados saludables
sino también en estados de patologia del corazéon [15]. La incorporacion de carac-
teristicas de acoplamiento, histéresis y adaptacion en el modelo permite reproducir
caracteristicas esenciales de la fisiologia cardiaca, como la propagaciéon de la onda de
accion, la recuperacion del tejido y posibles cambios en la conduccion eléctrica que
conducen a la generacion de arritmias. Ademaés, su flexibilidad hace que sea adecuado
para el estudio de diversos patrones de comportamiento en sistemas bioldgicos mas
amplios, lo que lo convierte en una herramienta valiosa para explorar como pequenas
variaciones en los parametros del sistema pueden dar lugar a grandes diferencias en
la actividad eléctrica y, en ultima instancia, en la funcién del corazon.

En resumen, el modelo BVAM parece ser una herramienta poderosa y detallada
para simular las dinamicas cardiacas. Teniendo en cuenta las interacciones no lineales
y los efectos del acoplamiento, la histéresis y la adaptacion, este modelo es un marco
solido para el estudio de la actividad eléctrica del corazoén, lo que potencialmente
puede profundizar la comprension de los procesos fisiologicos y las alteraciones pato-
logicas que socavan la funcionalidad del corazon, como las arritmias, y crear una base
para estudiar intervenciones terapéuticas e incluso terapias preventivas.

2.3. Retardos en la trasmisiéon eléctrica del corazén

El corazon es un sistema que depende de la transmision eficiente de impulsos eléc-
tricos, en un corazon sano, esto se traduce a una conduccion réapida y coordinada. Esta
actividad eléctrica, generada y propagada por el sistema se asemeja a una secuencia
precisa de eventos que sincronizan la contraccion y relajacion de las camaras cardia-
cas, es decir, la contraccion coordinada de las auriculas y los ventriculos, asegurando
un flujo continuo y eficaz hacia los pulmones y el resto del cuerpo.

Sin embargo, en la practica clinica es bien sabido que la conduccién eléctrica no
ocurre de manera instantanea; existen retardos fisiologicos en la transmision de los
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impulsos, algunos de ellos necesarios para el ciclo cardiaco. Recordando un poco,
un retardo es un tiempo adicional que toma un impulso en propagarse entre las
diferentes regiones del corazon, puede ser causado ya sea por la distancia fisica entre
los nodos o las caracteristicas eléctricas del tejido cardiaco. En condiciones normales,
estos retardos garantizan una secuencia precisa en la activaciéon y contraccion de las
diferentes camaras del corazon, no obstante, cuando un retardo aparece en un lugar
inadecuado o con magnitudes alteradas, pueden comprometer la funcién cardiaca y
predisponer al desarrollo de alteraciones del ritmo cardiaco |11].

Por el contrario, los modelos de dinamica cardiaca a menudo representan el sistema
de conduccion a través de la transmision ideal de impulsos sin demoras. No obstante,
la incorporacion de estas demoras en el modelo del sistema de conducciéon puede ser
esencial para la correcta comprension y reproduccion del comportamiento real del
corazon, lo que proporciona una representacion clinica mas realista, especialmente en
situaciones patologicas. Las demoras en la transmisiéon pueden inducir un aumento de
la complicaciéon en la dinamica cardiaca debido a que el estado actual de las senales
esta determinado por las condiciones actuales y también por el historial /pasado.

2.3.1. Retardos fisiolégicos en la conduccién eléctrica

La transmision del impulso eléctrico en el corazon sigue un trayecto bien definido,
como se menciona en la secciéon anterior. Este impulso comienza en el nodo SA, que
genera el estimulo inicial, para posteriormente llegar al nodo AV, donde se introduce
un retardo fisiologico de 120 -200 ms (milisegundos) aproximadamente antes de que
el impulso continte a los ventriculos.

Este retardo en el nodo AV es crucial ya que permite que los ventriculos se llenen
completamente de sangre antes de contraerse. Sin esta pausa en la conduccion, los
ventriculos se activarian prematuramente y como resultado se generaria una afectacion
en el volumen bombeado, ademas de reducir la eficiencia del ciclo cardiaco.

Entonces, como se revisdé con anterioridad, la senal eléctrica se transmite al Haz
de His ramificandose en las ramas de Purkinje, quienes son las encargadas de ditrbuir
el impulso a través del musculo ventricular, una propagacion rapida en este punto
garantiza que ambos ventriculos se contraigan de manera sincronizada, impulsando
la sangre con fuerza hacia la circulaciéon pulmonar y sistémica.

Estos retardos son esenciales para la correcta funcién de corazén, una alteracion
de ellos podria culminar en una desincronizacion del latido debido a una actividad
desorganizada.

2.3.2. Retardos patolégicos y su impacto en la funcién cardia-
ca

Si bien los retardos, como ya se mencion6 pueden ser normales y necesarios, su pre-
sencia en lugares inadecuados o magnitudes excesivas puede afectar la estabilidad de
los latidos. Los retardos patologicos pueden estar asociados con diversas condiciones,
como bloqueos en la conduccién, algin dano estructural del miocardio o alteracio-
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nes en las propiedades electrofisiologicas del tejido cardiaco. Algunas de las causas
principales incluyen:

Bloqueo auriculoventricular (BAV): se produce cuando el nodo AV retrasa
excesivamente la transmision del impulso generando disociaciones entre la actividad
auricular y ventricular.

Bloqueo de rama: son anomalias de la conduccién en las fibras del haz de
His que pueden retrasar la despolarizacion de uno de los ventriculos, resultando en
desincronizacion y una eficacia de bombeo reducida.

Isquemia miocardica: es la deficiencia de oxigeno en el tejido del corazéon que
causa una disminucién en la velocidad de conduccion, lo que genera un retraso en la
transmision de los impulsos eléctricos.

Fibrosis miocardica: es la acumulacion de tejido cicatricial en el miocardio que
puede interrumpir la la propagacion normal de los impulsos eléctricos.

Desbalances i6nicos: hay un cambio en la concentracion de electrolitos, concre-
tamente Na+, K+, Ca+ +, etc., causando un cambio en la velocidad de conduccion
en las células cardiacas.

Cuando estos retardos afectan la secuencia normal del ciclo eléctrico, pueden surgir
patrones de actividad desorganizada, lo que termina en riesgo de patologias.

En la seccion anterior se revisdé que una de las patologias mas comunes son las
arritmias cardiacas, estas pueden originarse cuando los retardos en la conducciéon alte-
ran la sincronizacion del impulso eléctrico, en muchos casos, los retardos contribuyen
a la formacion de circuitos de reentrada, un mecanismo que genera ritmos cardiacos
anomalos [11,/12]. Un mecanismo de reentrada ocurre cuando un impulso eléctrico en
vez de extinguirse tras activar el miocardio encuentra una zona de conduccion len-
ta o bloqueada y reingresa al circuito eléctrico del corazoén, provocando activaciones
repentinas. Este fenémeno es el responsable de muchos tipos de arritmias. La investi-
gacion ha demostrado que la presencia de retardos patolégicos no solo altera el ritmo
cardiaco, sino que también puede contribuir a la disfuncién mecanica del corazon,
afectando la contractilidad y la eficiencia del bombeo a largo plazo.

2.3.3. Modelado matematico de los retardos en la conduccién
eléctrica

Para comprender mejor el impacto de los retardos en la transmision eléctrica, se
han desarrollado modelos matematicos que simulan la actividad cardiaca. En el mo-
delo BVAM, se incorpora un retardo en la propagacion de los impulsos entre los nodos
del sistema de conduccion. El retardo temporal 7, permite replicar la transmisiéon no
instantanea entre los nodos, logrando observar céomo la sincronizacion se ve afectada
cuando el retardo aumenta atn en intervalos muy pequenos.

Matematicamente, el retardo se incorpora como una dependencia temporal las
ecuaciones diferenciales que describen la dinamica del sistema. En el modelo BVAM,
el estado del nodo auroventricular AV (z) afecta la actividad del complejo His-
Purkinje (x4) no solo en el tiempo presente, sino también en un tiempo anterior,
x2(t — 7). Esta modificacion introduce complejidad al sistema y lo hace més sensible
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a cambios en el retardo, permitiendo ademas analizar como variaciones en los retardos
pueden inducir la transiciéon de un comportamiento regular a caético.

El sistema de ecuaciones diferenciales que descrbe el modelo BVAM con retardo
es el siguiente:

T1=T] — Tg — CT1Xy — xlxg,

l"g = H$1 — 31’2 +crix9 + 3311’3 + 5(1'4 — l’g),

T3 = T3 — Ty — CT3X4 — .Tgl’i,

iy = Hws — 314 + cx3zy + 13775 + 26(T0, — 24), (2.10)

donde xg, = xo(t—7) y T > 0 representa el retardo. Este modelo permite explorar
como cambios en 7 afectan el comportamiento global del sistema, transicionando
desde patrones periddicos (latidos regulares) hasta trayectorias cadticas (arritmias),
afectando en si la estabilidad del sistema.

Matematicamente entonces, x9, = x5(t — 7) y 7 representa el tiempo de retardo,
este ajuste permite modelar la comunicaciéon no instantanea entre el nodo AV y el
sistema His-Purkinje, de forma que la senal eléctrica que llega a x4 se ve influenciada
por el valor anterior de x,. Por lo anterior, el estado actual de x4 depende no sélo
de las condiciones actuales del sistema, sino también de la actividad previa del nodo
AV.

Los retardos en la transmision eléctrica del corazon pueden tener un papel fisiolo-
gico como patologico en la regulacion del ciclo cardiaco, mientras que el primer tipo
es necesario para la sincronizacion del latido, el segundo puede alterar propagacion
del impulso eléctrico.

El estudio de estos retardos mediante modelos como el BVAM proporcionan una
herramienta poderosa para explorar la dindmica cardiaca en condiciones normales y
patologicas (con la inclusion del retardo).
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3 Metodologia

3.1. Analisis del modelo matematico cardiaco

Presentado en el capitulo del Marco Teérico [2, el modelo BVAM es un sis-
tema de ecuaciones diferenciales no lineales que describe la dindmica eléctrica de los
principales nodos cardiacos. En su formulacion original, cada variable representa la
actividad de una regiéon especifica del sistema de conducciéon del corazén, mientras
que los parametros ¢, H y [ capturan las caracteristicas de acoplamiento, histére-
sis y adaptacion, respectivamente. Para el presente estudio, dado que se realiza una
exploracion del modelo BVAM, y conociendo que el articulo |14] muestra el rango
H € [2.75,7] como region en la que se presentan comportamientos ciclicos en el espa-
cio fase, se fija el valor de H = 4 para facilitar el manejo matematico, manteniendo
al sistema cercano a H=3, el cual permite una mejor aproximacion a un ECG real. El
resto de parametros se determinan de acuerdo a la literatura y a las necesidades de
ajuste para reproducir un comportamiento fisiologico correcto |14]. Estudios anterio-
res han empleado y ajustado estos parametros para simular diversos comportamientos
cardiacos y la generacion de senales de ECG sintéticas |16]. En esta investigacion, se
mantiene la estructura béasica del modelo BVAM, pero se introduce una modificacion
para incorporar un retardo temporal en la comunicaciéon entre nodos especificos, con
el fin de investigar su impacto en la estabilidad y la dinamica del sistema.

Es importante enfatizar que, en la realidad fisioldgica, la propagacion de los im-
pulsos eléctricos en el musculo cardiaco no es instantanea; el ejemplo expuesto con
anterioridad es la espera necesaria para que los ventriculos se llenen completamen-
te antes de contraerse (ver seccion . Esto es importante, pues se pueden tener
retardos anormales dadas alteraciones estructurales o electrofisiologicas, por ello el
presente estudio busca incorporar ese efecto.

Para incorporar el efecto de retardos, se modifica la ecuacién para la variable xy,
que representa la actividad del complejo His-Purkinje, como se revis6 anteriormente;
el modelo resultante es [2.10] Este modelo permite explorar, mediante simulaciones
numeéricas, el comportamiento periédico que se observa en condiciones fisiologicas
normales (cuando 7 = 0), ademés del comportamiento desorganizado que se asocia a
patologias cuando T toma valores criticos positivos |15].

19
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3.1.1. Analisis de estabilidad: Calculo de la Matriz Jacobiana

Una vez formulado el modelo, el siguiente paso consiste en analizar su estabilidad,
para ello se busca determinar sus puntos de equilibrio, lo cual se logra al igualar a cero
todas las derivadas temporales del modelo 2.10] resolviendo: iy = &y = &5 = 44 = 0.

Entonces, se obtienen diferentes puntos donde no todos son estables, asi se en-
contr6 un punto de equilibrio en la raiz (xq, z2, x3,24) = (0,0,0,0). Este punto es el
fundamento sobre el cual se realiza el analisis de estabilidad local.

Para evaluar la estabilidad, se utiliza el método de linealizaciéon del sistema en
torno al punto de equilibrio, descrito en la seccion [2.1] tomando entonces la definicion
de la Matriz Jacobiana |[2.4, en la ecuaciéon J, se obtiene:

—cry — A — 23+ 1 —cxy — 22129 — 1 0 0
Jo — cro+ H + 23 —B4+cr; — A+ 2z — 3 0 I5)
0= 0 0 —crg—A—23+1 —cy — 2232y — 1
0 0 cry+ H + 22 =28+ cr3s — AN+ 2x314 — 3

(3.1)

La estabilidad de un sistema sin retardo se determina a partir de los eigenvalores

de Jy, sin embargo, al introducir un retardo en la transmision, se debe considerar la
contribucion de las variables retardadas. Para ello se define una matriz adicional J,,
que recoge las derivadas parciales de los términos que involucran zo(t — 7). En este
estudio, la tnica contribucién retardada se encuentra en la ecuacion para x4, de modo

que la derivada parcial sera: 2e ™" = 6962854_ -y, Se genera entonces la matriz:
0 0 0 0
0 0 0 0
Jr = 0 0 00 (3.2)
0 22723 0 0

Adicional a esto, se debe utilizar una matriz AI, donde I es la matriz identidad
de 4 x 4, es decir:

A0 0O
0XN0O

M_OO)\O (33)
00 0 X

La combinacion de Jy, J, y AI permite formular una nueva matriz, a partir de la
definicion: A = Jy 4+ J, — A, descrita en la seccion [2.1} esto resulta entonces en:

—cry — A — a2+ 1 —cxy — 2x1@9 — 1 0 0
A— cxy + H + a2 —B+cr1 — A+ 2x1190 — 3 0 1)
o 0 0 —crg—A—22+1 —cxy — 2231y — 1
0 2Be A cry+ H + 23 —208+crs — N+ 2x314 — 3

(3.4)

Esta matriz se utiliza para obtener el polinomio caracteristico del sistema con
retardo. La ecuaciéon que mateméaticamente lo explica es la ecuacion del determinante
2.7 revisada en la seccion 2.1} Esta ecuacion, como puede verse en [2.5] al incluir
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términos exponenciales por la presencia de 7, se vuelve trascendental, lo que indica la
complejidad anadida por el retardo. Esto significa que las soluciones para A (que de-
terminan la estabilidad) no pueden obtenerse mediante un simple analisis algebraico,
sino que deben determinarse numéricamente o mediante métodos de aproximacion.

3.1.2. Obtenciéon del Pseudo-polinomio Caracteristico y Bris-
queda de Soluciones Oscilatorias

El siguiente paso consiste en analizar el pseudo-polinomio caracteristico derivado
de la ecuacion 2.7} Para ello, es necesario calcular el determinante de la matriz A
dada en 3.4 Realizando el procedimiento, se obtiene:

det(A) = 21 — 327 (1 — A\)? — 72X +50\* + 16)* + A\* =0 (3.5)

Con el fin de trabajar el polinomio caracteristico, se despeja el término e *7. Al
igualar la ecuacion a cero, se obtiene la expresion:

21 — T2\ + 5002 + 16)% + A* = 32 (1 — \)? (3.6)

TA

Despejando e~ ™, se obtiene la forma final del pseudo-polinomio caracteristico:

21— 72X+ 50A% 4 1607 + \*
B 32(1 — \)2

Es conocido que cualquier cambio en la estabilidad de un sistema esta determina-
do por la presencia de raices imaginarias puras [1|. En otras palabras, la estabilidad
de un sistema se puede analizar mediante las soluciones oscilatorias del polinomio ca-
racteristico. Matematicamente, un sistema presenta oscilaciones cuando el exponente
A tiene una parte imaginaria pura, es decir, cuando A = iw, donde w es la frecuen-
cia de oscilacion. Al sustituir esta expresion en se obtiene un nuevo polinomio
caracteristico con la siguiente forma:

(3.7)

e

, 21 — 72iw + 50iw? + 16iw?® + iw?
e T = : (3.8)
32(1 — dw)?
Entonces, se procede a separar la parte real y parte imaginaria de ambos miembros
de la de la ecuacion 3.8 Al realizar el procedimiento se obtiene:

21 N T3w? N 83w?* Wb
32(1+w?)?  32(1+w?)? | 32(11w?)?  32(1 1 w?)?

cos (Tw) — isin (Tw) =

. 15w 1w? 9w®
—1 + — (3.9)
16(1 +w?)?  8(14+w?)?  16(1 4 w?)?
Para simplificar la notacién, cos (7w) — isin (7w) serd denotado como p. A conti-

nuacion, se definen las funciones reales e imaginarias como:
Parte real:
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21 N T3w? N 83w B wb
3201+ 022 | 32011 w?)? 3201+ w22 32(1 + w?)?

Re(p(iw)) =

Parte imaginaria:

15w 11w3 9u®

tm(p(iw) = ~(ea 72 T 301 w22~ 1601 + o)

Para que A\ = iw sea una solucion valida, el moédulo del nimero complejo involu-
crado debe ser igual a 1. Esto resulta de tomar los moédulos en ambos miembros de
la ecuacion [3.9] lo que implica que debe de cumplirse la identidad:

[p(iw)[* = (Re(p(iw)))” + (Im(p(icw)))” (3.10)

Dado que |p(iw)| = 1, se obtiene la ecuacion:
L = (Re(p(iw)))* + (Im(p(iw)))* (3.11)

Los valores de w se determinan resolviendo la ecuacion [B.10l Por medio de wolfram
mathematica, se obtiene el siguiente conjunto de valores para w:

w — —11.20931, w — +11.20931, w — —5.483791, w — +5.483791, w — —0.7465731,

w — 40.7465731, w — —0.526143, w — +0.526143 (3.12)

de ellos se utilizardn las w reales obtenidas, ya que corresponden a frecuencias de
oscilacion. Debido a que se busca la interpretacion fisica, las soluciones complejas y
los reales negativos pueden ser omitidos, pues no representan comportamientos reales
del sistema en estudio. Lo anterior se puede visualizar al graficar las funciones y = 1y
(Re(p(iw)))* + (Im(p(iw)))* en los mismos ejes de coordenadas. Las intersecciones de
ambas curvas proporcionan los valores de w para los cuales existen raices imaginarias
del polinomio caracteristico. La visualizacion de esta grafica, que satisface la condicion
de soluciones oscilatorias, se muestra en la figura (3.1
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Figura 3.1: Grafico de visualizacién de las soluciones oscilatorias del sistema donde y = 1
intersecta a los puntos w = —0.526 y w = 0.526.

En la grafica se observa que la funciéon y = 1 intersecta a los puntos w = —0.526
y w = 0.526, lo que indica que el sistema presenta oscilaciones en estas frecuencias,
resultado esperado obtenido en el conjunto de soluciones para w [3.12]

Finalmente, el valor del retardo se obtiene a partir de la siguiente ecuacion:

T = i (tan—l (%) + 27rk:) k=0,1,2,...n (3.13)

la cual se obtuvo de Re(p(iw)) = cos(tw), Im(p(iw)) = sen(tw) (ver ecuacion
, combinando ambos resultados para obtener la funcién tangente y despejando 7.

En la ecuacién w es la frecuencia de oscilacién obtenida anteriormente, tan=!
representa la funciéon arcotangente, utilizada para calcular la fase del sistema y k es un
ntmero entero que representa los multiples valores de retardo que generan oscilaciones
en el sistema.

Al calcular 7 para w = 0.526 y considerando el valor de k& = 1, se obtiene un

primer retardo 7 = 12.748, al variar k = 1,2, ..., 10, se obtiene el siguiente conjunto
de retardos:
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Tabla 3.1: Valores de 7 para diferentes valores de k.

k 7 (8)

0 0.806

1 12.748
2 | 24.690
3 | 36.632
4 | 48.574
5 | 60.516
6 | 72.458
7 | 84.400
8 | 96.342
9 | 108.284
10 | 120.226

Estos son los valores de los retrasos especificos donde el sistema comienza a generar
soluciones oscilatorias. Cada valor de 7 en las estimaciones apunta a un punto especi-
fico donde la fase del sistema esta en esa region con el fin de sostener las oscilaciones,
lo cual es muy importante para entender la estabilidad del sistema.

La identificacion de soluciones oscilatorias para sistemas con retraso temporal es
esencial para la investigacion de su estabilidad y dinamica. Esta soluciéon proporciona
ademés las condiciones bajo las cuales el sistema considerado puede soportar oscila-
ciones persistentes, ofreciendo asi un analisis matematico riguroso del diseno y control
del sistema donde el retraso tiene un efecto influyente. Los parametros w y 7 también
confirman la validez del modelo y proporcionan medios para predecir y controlar las
inestabilidades del sistema.

3.2. Validacién del modelo mediante comparacion con
ECG reales

Revisado en la seccion [2.2] un ECG debe cumplir criterios especificos en la practica
clinica para considerar que el corazon en estudio es sano o tiene un comportamiento
normal, de lo contrario se consideran patologias cardiacas que pueden ser arritmias,
bloqueos o alteraciones en la conduccion eléctrica del corazéon. Para determinar la
naturaleza de los ECG, en la practica clinica, los médicos realizan analisis detallados
de este tipo de estudio con el objetivo de identificar irregularidades en la frecuencia
y ritmo cardiaco , asi como patrones anémalos en la morfologia de las ondas o los
intervalos entre ellas. Todo esto esta relacionado directamente con la actividad eléc-
trica del corazon, este fendémeno se busca replicar de manera sintética con ayuda del
modelo BVAM.

La validacion de cualquier modelo es crucial para evaluar la capacidad de este
para reproducir de manera exitosa aquello para lo que fue inicialmente disenado, en
este caso una validacion del modelo BVAM modificado indicarfa su capacidad de
reproducir la dindmica eléctrica del corazén. En este trabajo una primera validacion
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se realizo al desarrollar una comparacion entre el comportamiento real de un ECG
obtenido en una base de datos y el comportamiento del modelo BVAM obtenido,
al que llamaremos ECG simulado. Gracias al desarrollo de este proceso fué posible
evaluar la fidelidad del modelo y comparar sus resultados, al final, estos indican que el
modelo es capaz de simular un comportamiento similar al de un ECG real, observado
en la figura (3.2

Comparacion de Comportamiento: ECG Real vs. ECG Simulado

ECG Real

15 —— ECG Simulado

10

0.5

Amplitud

0o

Tiempo (s)

Figura 3.2: Validacion del modelo BVAM a través de la comparacion del comportamiento de
una senal real de ECG y una sefial simulada en un intervalo de 10 segundos. Ambas sefiales
siguen un patrén similar, el ECG simulado logré reproducir las alzas y bajas de los picos y
ondas particulares de un ECG.

Para una segunda validaciéon se desarrolld un método que permitiera evaluar la
precision del modelo mediante la identificacién de ondas y picos caracteristicos de
un ECG, buscandolos en el ECG simulado, pues la presencia de estos componentes
confirma que el modelo es capaz de representar con fidelidad las caracteristicas de un
ECG real, apoyando la validez del modelo como herramienta de estudio de la actividad
eléctrica del corazon. Para facilitar la evaluacion el desarrollo consistié en el diseno
de un script que realiza la deteccién de estos picos y puntos clave del ECG simulado,
permitiendo identificar la ubicaciéon de estos picos en la senal y proporcionando una
evaluacion cualitativa de la precision del modelo, esto se observa en la figura [3.3
ademas de mostrar una vista del corte de un solo intervalo de la senal simulada con
la deteccién de estos puntos clave de un ECG.
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Andlisis de Comportamiento: ECG Simulado
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Figura 3.3: Visualizaciéon de detecciéon de picos y ondas caracteristicos de un ECG en la
senial simulada y un corte de la senal con el fin de visualizar el primer intervalo simulado.

Finalmente, se realiz6 una tltima validaciéon enfocada en el anélisis de comporta-
miento, se desarrollé un nuevo script para detectar los segmentos y ondas relacionados
con el sistema eléctrico del corazon. Segmentos fundamentales para el analisis en la
préctica clinica, pues permiten detectar posibles alteraciones en la actividad eléctrica
del corazom. El resultado obtenido de esta validaciéon nuevamente cualitativa, mues-
tra segmentos que corresponden a un comportamiento normal en un ECG, lo cual
respalda la eficacia del modelo BVAM. La deteccién de estos comportamientos se
realiz con éxito, como se observa en la seccion 2.2)y en la figura[3.4] que muestra la
visualizacion de los diferentes segmentos detectados y la duraciéon de cada uno.
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Analisis de Comportamiento: Segmentos y Ondas
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Figura 3.4: Visualizacién de la deteccion de segmentos y ondas relacionados con la actividad
eléctrica del corazon.

En conclusion,la validacion del modelo BVAM por estos scripts, con un analisis
cualitativo en la comparacion del modelo BVAM y un ECG real, y en el anélisis de
los picos caracteristicos de un ECG, demuestra que el modelo BVAM es capaz de
reproducir un ECG, confirmando su utilidad como herramienta de simulaciéon para
analizar la actividad eléctrica del corazon. El hecho de que se identifiquen correcta-
mente las ondas y segmentos caracteristicos respalda su potencial uso en simulaciones
cardiacas.
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4 Resultados

4.1. Simulaciones del sistema sin retardos

Para lograr evaluar el comportamiento del modelo BVAM cuando la transmision
eléctrica es inmediata entre los nodos cardiacos, se realizaron simulaciones sin retar-
do (7 = 0). Para este caso, el sistema mantiene la sincronizacion normal entre los
marcapasos del corazon, tal como se describi6 en el capitulo de Metodologia [3| Esto
permitié analizar la dindmica del sistema en un escenario sin alteraciones, sirviendo
como base para analizar el sistema cuando 7 se modifica.

En el caso del sistema BVAM, con H = 4, las constantes de ponderacion («)
determinadas por el modelo perceptrén, como se realiza en el articulo [14]. Para la
reconstruccion de la senal de ECG fueron: oy = —0.3, ay = 0.025, a3 = —0.0081 y
gy = 0.13.

En la figura[d.I]se presenta el resultado del grafico en el espacio fase de las variables
del sistema sin retardos, donde se observa un comportamiento periddico y estable,
con ciclos cerrados. Este patron sugiere que, en ausencia de retrasos en la conduccion
eléctrica, el modelo BVAM mantiene una dindmica regular, lo que es consistente con
un ritmo cardiaco fisiolégico normal.

Esta configuracion sirve como referencia para evaluar los efectos que la introduc-
cion de un retardo puede tener en la estabilidad del sistema.

4.2. Simulaciones del sistema con retardos

Para analizar los efectos de la introduccion de un retardo temporal en la estabilidad
y la dinamica del modelo BVAM, se emplearon valores de retardos obtenidos a partir
del anélisis de soluciones oscilatorias de la ecuacion caracteristica.

Con fines de exploracion, se propone iniciar el analisis con el valor obtenido para
w = 0. La simulacién en el diagrama fase muestra que, con el valor de retardo obtenido
(1 = 0.806), las trayectorias del sistema evolucionan a un comportamiento irregular,
provocando la pérdida de las estructuras definidas y el patréon repetitivo observado
en el caso sin retardo. Como se aprecia en la figura , la alteracion afecta a la
periodicidad del sistema, dando lugar a una dindmica anémala en la senal de ECG.

Se realizaron simulaciones incrementando el retardo y observando las trayectorias
en el espacio fase para evaluar la transicion en la dindmica del sistema, variando 7
desde valores cercanos a cero hasta 7 = 0.806. Durante este anélisis, se identificaron
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151 i

x4

-0.5F 8

15 1 1 1 1 1

Figura 4.1: Diagrama del comportamiento normal de ECG en espacio fase para el modelo
BVAM sin retardo (7 = 0).

3.5 T T T
3k
25
2l
161
q‘ 1k
>
05
WA
ol AR\ XA ¥ ), .
QUORNA 0\\\“/ .
05| '
-1 -
15 L L L L L
0 1 2 3 4 5 6

Figura 4.2: Diagrama de espacio fase con un retardo de 7 = 0.806 del modelo BVAM
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Figura 4.3: Progresion del comportamiento ocasionado por un retraso en diagramas en es-
pacio fase en el intervalo 7 € [0, 0.806]

valores criticos (7 = 0.3, 7 = 0.43, 7 = 0.46 y 7 = 0.48), en los cuales se observo
que el sistema experimenta una transicion desde un comportamiento peridédico hasta
trayectorias con caracteristicas irregulares, como se observa en la figura @

Conforme se incrementa el valor de 7, se muestra en las simulaciones cémo surge
un comportamiento desorganizado en las trayectorias, lo cual sugiere que los retardos
pueden introducir inestabilidad en el sistema, fenémeno que puede interpretarse como
un desorden progresivo en la propagacion de la senal eléctrica. Esto sugiere que se
pueden reproducir condiciones similares a las arritmias cardiacas.

En la Figura [£.4] se grafican dos respuestas de la variable x5 en el tiempo modi-
ficando tnicamente la condicién inicial. Las respuestas representadas con linea verde
y roja corresponden a condiciones iniciales dadas por (0,0,0.1,0) y (0,0,0.1001,0),
respectivamente. Cuando el retardo no es muy grande (7 = 0.3,0.43,0.46) la sensibi-
lidad a las condiciones iniciales es pequena pues el cambio entre las dos respuestas es
despreciable conforme el tiempo transcurre. Sin embargo, si el retardo incrementa, la
sensibilidad a las condiciones iniciales es mayor pues a lo largo del tiempo las sena-
les tienen discrepancias (ver Figura retardo 7 = 0.48) . De lo anterior se puede
concluir que la sensibilidad a las condiciones iniciales incrementa en relacion directa
con el incremento del retardo por lo que el retardo es un factor que puede provocar
la presencia de caos emergente en el sistema.

4.3. Comparacion con electrocardiogramas clinicos

En la practica clinica, el anélisis del comportamiento eléctrico del corazéon no se
basa en diagramas de trayectorias en el espacio fase, sino en la observacion del ECG,
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Figura 4.4: Evoluciéon temporal de la variable 23 bajo condiciones iniciales cercanas para las
distintas 7.(0,0,0.1,0), linea azul y (0,0,0.101,0), linea roja

de acuerdo con la expresion .

Al incrementar el retardo en el punto de conexion eléctrica del nédulo SA y el
Complejo His de Purkinje, se observa un comportamiento cadtico. Como se menciono
en el capitulo 77, la presencia de caos en sistemas cardiacos puede estar relacionada
con arritmias, lo que en un contexto biolégico representa una condiciéon patologica.

Para evaluar la relacion entre estos cambios dinamicos y las alteraciones cardiacas
reales, se busca reproducir en las simulaciones patrones de ECG de registros clinicos
obtenidos de bases de datos de referencia, como la coleccion de datos de Goldberger
et al. (2000), que incluye ejemplos de ECG normales y con arritmias.

En la figura (4.5se contrasta visualmente un ECG real con una cardiopatia ventri-
cular y la simulacién obtenida para 7 = 0.12. A simple vista, ambas senales conservan
una estructura similar tanto en periodicidad y amplitud. Al verlo desde una perspec-
tiva clinica, este estado puede significar una alteracion de la regularidad del ritmo
cardiaco, causada posiblemente por una preexitacion en la onda P.

Para un valor de 7 = 0.51, la figura [4.6] muestra una simulacion donde se presenta
un caso con una marcada irregularidad en la senal, con una dispersiéon notable entre
la amplitud y la duraciéon de las ondas. Este comportamiento sugiere una alteracion
grave en la propagacion de la senal eléctrica en las cavidades cardiacas. Al contrastarlo
con un ECG real, se observa una semejanza con patrones tipicos de arritmias severas,
como lo es la fibrilaciéon ventricular, en donde la actividad eléctrica se vuelve caotica.
Ambas senales comparten similitudes en la distribucion de picos, intervalos y patrones
oscilatorios, lo que refuerza esta analogia.

Los resultados obtenidos sugieren que los retardos en la transmision eléctrica del
corazén podrian desempenar un papel clave en la transiciéon de un ritmo normal a
una actividad con patrones patolégicos. La evolucion observada en las simulaciones es
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Figura 4.5: Contraste de ECG real con cardiopatia ventricular contra el ECG simulado con
un retraso de 7=0.12
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Figura 4.6: Contraste de ECG real con cardiopatia ventricular contra el ECG simulado con
un retraso de 7=0.51
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coherente con la evolucidon progresiva que se llega a presentar en pacientes con enfer-
medades cardiacas, lo que refuerza la capacidad del modelo BVAM para reproducir
un ECG con caracteristicas anormales. Esto perfila al sistema como una herramienta
valiosa en el estudio de cémo los retardos en la dinamica eléctrica cardiaca afectan
su dindmica.



5 Discusi6n

En este capitulo se analizaran y presentaran los resultados de las simulaciones con
retraso anadido en el modelo BVAM modificado 2.10] Se consideraran las implicacio-
nes de estos hallazgos en relacion con las arritmias cardiacas, y se hara hincapié en
la relevancia de las caracteristicas temporales de la funcién cardiaca.

5.1. Interpretacion de los resultados

Las simulaciones obtenidas a partir del modelo BVAM con 7 = 0 indican un
comportamiento periédico y estable en el espacio fase, esto observado en la figura
de la seccion {4} lo que puede sugerir una dindmica sincronizada y normal entre
los nodos cardiacos, caracteristico de una dinédmica eléctrica normal, esta simulacion
establecié las bases para evaluar el impacto de la introducciéon de retardos en la
transmision eléctrica del corazom.

La validacion del modelo BVAM para representar dinamicas cardiacas se funda-
menta en su capacidad para reproducir un comportamiento periédico y estable aso-
ciado a un ritmo sinusal normal, el cual es observado cuando se simula sin retardo.
En adicion, la Secciéon describi6 el proceso de validacion haciendo uso de la com-
paracion de las senales de ECG simuladas con registros clinicos reales (ver ﬁgura.
La similitud en la periodicidad y amplitud de las senales, asi como la identificacion
de ondas y segmentos caracteristicos que corresponden a un comportamiento cardia-
co normal (ver figuras y validaron que el modelo BVAM es adecuado para
simular la actividad eléctrica del corazon y, por lo tanto, para realizar estudios sobre
los efectos de la introduccion de perturbaciones tales como los retardos temporales.

Al momento de introducir un retardo temporal en la comunicacién entre el nodo
AV y el Complejo de Purkinje, se notan los cambios a simple vista en la dinamica
del sistema. El primer valor de retardo seleccionado fue 7 = 12.7479 en este retardo
el comportamiento en el espacio fase evoluciona a patrones irregulares, perdiendo la
periodicidad obtenida en la primera simulacién del estado sin retardo, esto se muestra
en la figura [£.2] el resultado obtenido lo que indica una sensibilidad del sistema a la
introduccion de retardos temporales en la propagacion de los impulsos eléctricos.

Al continuar con la progresion del retardo en el espacio fase como se ve en la
figura [4.3] ayudé a identificar valores criticos de 7. En estos valores aproximados
(1 = 0.3,0.43,0.46,0.48) el sistema experimentd una transicion desde un comporta-
miento periédico hacia un comportamiento desorganizado, esto sugiere que incluso
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pequenos retardos pueden desestabilizar la dindmica eléctrica del corazoén y dar paso
a la aparicion de patrones complejos y potencialmente patologicos. Esta sensibilidad
a las condiciones iniciales en presencia de retardos (Figura apoya la idea de que
estos sistemas pueden exhibir un comportamiento cadtico donde pequenas perturba-
ciones pueden llevar a divergencias significativas en el tiempo.

Comparar los ECG simulados con ECG reales clinicos di6 como resultado la ob-
tencidon de una perspectiva importante sobre la relevancia fisiopatoldgica de los re-
sultados. Los valores especificos de retardo 7 = 0.12 y 7 = 0.51, mostraron grandes
similitudes entre las senales simuladas y los ECG clinicos de pacientes con cardiopa-
tias ventriculares mostrado en las Figuras y [4.6)). Al simular 7 = 0.12 se puede
visualizar una alteracion en la regularidad del ritmo asociada a patologias con feno-
menos de preexitacion, por su parte, la simulacién elaborada a partir de 7 = 0.51
muestra una alta irregularidad caracteristica de arritmias como la fibrilacion ventri-
cular. Las comparaciones realizadas sugieren que el modelo BVAM modificado podria
ser capaz de simular la dindmica eléctrica semejante a condiciones patoldgicas reales
y que los retardos en la transmision pueden ser un factor clave en el origen de estas
alteraciones.

5.1.1. Implicaciones de los Comportamientos Observados en
las Arritmias Cardiacas

Los comportamientos irregulares y la falta de periodicidad observada en las si-
mulaciones del modelo BVAM con retrasos podrian ser una consideracién importante
para entender ciertas arritmias cardiacas. Estos sintomas de la actividad eléctrica
anormal y desorganizada del corazon, conocidos como arritmias, pueden causar que
el corazon lata demasiado rapido, demasiado lento, o con un patrén irregular. Los ha-
llazgos de este estudio indican que los retrasos de conduccién en las senales eléctricas
entre varias regiones del corazén podrian ser un mecanismo importante subyacente a
la pérdida de sincronia.

La transicién a un comportamiento irregular con mayores retrasos podria corres-
ponder a la evolucion de algunas patologias cardiacas o a la reaccidon del sistema a
factores influyentes en la velocidad de conduccién eléctrica, como la isquemia o el
area de cicatriz. Los valores criticos de retraso obtenidos podrian ser umbrales, por
encima de los cuales el corazén es mas intolerante a la inestabilidad y al desarrollo
de arritmias.

La similitud entre los ECG simulados con los retrasos adecuados y aquellos obte-
nidos clinicamente en el ECG de pacientes con enfermedades del corazon ventricular
apoya la especulacion de que los cambios en la sincronizacion temporal de las acti-
vidades eléctricas, a través de cambios en los retrasos de conduccién, pueden tener
un efecto en la expresion de estas condiciones patolégicas. La capacidad del modelo
para imitar caracteristicas de pre-excitaciones y fibrilacién ventricular indica que los
retrasos podrian estar desempenando un papel en diversas arritmias, influyendo en el
patron y el momento de la activacion auricular y ventricular.

Tal sensibilidad a las condiciones iniciales que se ven al introducir retrasos puede
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posiblemente explicar por qué a veces una actividad ligeramente diferente del relojcar-
diaco puede iniciar una arritmia. Esta propiedad de los sistemas caoticos significa que
puede ser muy dificil predecir y controlar tales trastornos, e incluso pequenos cambios
en las condiciones iniciales pueden resultar en respuestas dinamicas completamente
diferentes.

5.2. Relevancia de los retardos en la fisiologia car-
diaca

Si bien en condiciones fisiologicas normales existen retardos controlados en la con-
duccion eléctrica (como el retardo en el nodo AV, esencial para la correcta secuencia
de la contraccion cardiaca, revisado en la seccion , los resultados de este estudio
resaltan la importancia de considerar la magnitud de estos retardos en el funciona-
miento general del corazon. Incluso pequenos aumentos o la apariciéon de retardos en
lugares no habituales podrian desestabilizar el sistema y predisponer a la aparicion
de arritmias.

Esta investigacion hace énfasis en que el corazoén no es un sistema de transmision
eléctrica instantanea, ademas de decir que las propiedades dinamicas del sistema
son sensibles a las caracteristicas de esta transmisiéon. Los modelos actuales como
se menciond con anterioridad, asumen una propagacion instantanea que podria no
capturar aspectos caracteristicos de la dinamica del corazon, sobretodo en condiciones
patologicas en las que los retardos podrian estar alterados.

Los retrasos en el modelo BVAM modificado lo convierten en un modelo aplicable
para el estudio de la complejidad eléctrica del corazom; por lo tanto, ayudan a estudiar
los mecanismos de las arritmias.

Se espera que una comprension de como tales retrasos pueden impactar la estabili-
dad y el comportamiento del sistema facilite el camino para estrategias de diagnoéstico
y terapéuticas en afecciones cardiacas. Por ejemplo, poder cuantificar los rangos de
retardo criticos puede ser tutil para predecir la susceptibilidad a diferentes arritmias
o para evaluar posibles mejoras en las terapias clinicas destinadas a restablecer la
propagacion eléctrica coordinada.

En resumen, los resultados obtenidos en este trabajo representan un claro signi-
ficado dinamico de los retrasos cardiacos bajo el modelo BVAM, logrando las obser-
vaciones en las transiciones a un comportamiento irregular y semejanza con ECGs
clinicos patolodgicos, implicaciones que sugieren mirar hacia adelante en los retrasos
cardiacos durante la fisiologia cardiaca y su papel potencial en el origen de las arrit-
mias. Esto abre nuevas direcciones de investigacion y oportunidades para comprender
las alteraciones del ritmo cardiaco.
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6 Conclusiones

A continuacion, se presentan los principales hallazgos de la investigacion, desta-
cando las aportaciones al campo del modelado cardiaco y el entendimiento de las
arritmias. Se plantean posibles lineas de investigacion futuras, que pueden explorarse
a partir de este trabajo.

6.1. Resumen de los hallazgos

Con el objetivo de comprender completamente como los retrasos afectan la dina-
mica eléctrica del corazon, se trabajoé en una version del modelo BVAM con modi-
ficaciones. Este estudio se llevo a cabo desde el punto de vista cualitativo, donde se
combiné el analisis matemético de la estabilidad del sistema con simulaciones numé-
ricas detalladas y una etapa de validacion comparada con ECG clinicos.

Como punto de partida, se examin6 el modelo BVAM en ausencia de cualquier
retraso temporal en el proceso de elecciéon del nodo. Las simulaciones demostraron
un comportamiento periédico y robusto. Este comportamiento, correspondiente a la
actividad periodica y suave similar a una onda en un corazon fisiologicamente sano,
se utilizo como referencia para determinar el impacto en el sistema de la aplicacion
de asincronias temporales.

Posteriormente, al incorporar retrasos variables en el tiempo entre el nodo auricu-
loventricular y el complejo de His-Purkinje, se encontré una fuerte modificaciéon en la
dindmica del modelo. Una de estas periodicidades, que era caracteristica del estado
de decaimiento, desaparecio, y aparecieron trayectorias erraticas en el espacio de fases
cuando se graficaron las variables. Curiosamente, se encontraron valores criticos de
retraso que sirvieron como umbrales diferenciando la transiciéon hacia dindmicas su-
cesivamente mas desordenadas, lo que implica la vulnerabilidad del sistema a agentes
desestabilizantes (asincronias temporales).

Un segundo hallazgo significativo fue la sensibilidad del sistema en el caso de retra-
so con respecto a las condiciones iniciales. Esta condicion se manifiesta en alteraciones
en el comportamiento de las variables con pequenas perturbaciones de las condiciones
iniciales. Esta propiedad refleja la dificultad de predecir el comportamiento cardiaco a
largo plazo y el hecho de que pequenas diferencias en las condiciones iniciales pueden
producir grandes diferencias en la evolucién temporal del sistema.

Por ltimo, la validacién de los resultados comparando los ECG sintéticos ge-
nerados con ECG con registros clinicos reales muestra una similitud considerable.
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Este resultado se not6 en secuencias que podrian relacionarse con fenémenos de pre-
excitacion ventricular y con el comportamiento eléctrico desorganizado tipico de la
fibrilacion ventricular. Esta observacion proporciona una fuerte evidencia de que los
retrasos en la transmision eléctrica pueden tener un impacto significativo en la ocu-
rrencia de una variedad de arritmias cardiacas.

En conclusion, los hallazgos de este estudio subrayan la relevancia de tener en
cuenta los retrasos, incluso si son minimos, en el modelado de la actividad eléctrica
cardiaca, ya que el comportamiento del sistema fue extremadamente sensible a los
parametros temporales de la propagacion del impulso, y los modelos que asumen una
propagacion practicamente instantanea podrian pasar por alto fendmenos patologicos
relevantes.

6.2. Contribuciones de la investigacion

Este estudio proporcioné informacién sobre el campo de la modelizaciéon cardiaca
y el conocimiento de los mecanismos subyacentes de las arritmias. La extension del
modelo BVAM al considerar directamente los efectos de los retrasos de conducciéon en
la transmision eléctrica entre nodos del sistema de conducciéon fue uno de los logros.
Esta modificacion ofrece un componente de prueba razonable, pero atn flexible, para
investigar el analisis dinamico cardiaco, no solo en situaciones fisiol6gicas normales,
sino también en condiciones patologicas que implican cambios en la sincronizacién
temporal.

Ademas, se encontraron intervalos de retrasos que impulsan la transiciéon a un
régimen dindmico cadtico del modelo, lo que podria tener conexiones significativas
con el mecanismo de las arritmias en el corazon. Estos umbrales de inestabilidad
modelados pueden representar condiciones bajo las cuales el sistema cardiaco real
se vuelve susceptible a la falla eléctrica, una consideracion clave en la prevencion o
tratamiento de las arritmias.

Ademés, la comparacion de las simulaciones resultantes con registros de ECG
clinicos reales constituye una contribucion valiosa. Ver la capacidad del modelo modi-
ficado para reproducir caracteristicas propias de arritmias, como patrones asociados
a la preexcitacion y la fibrilacion ventricular, fortalece la utilidad del modelo como
una herramienta para el estudio de las enfermedades del ritmo cardiaco.

Los resultados obtenidos en este trabajo refuerzan la hipotesis de que los retardos
en la transmision eléctrica desempenan un papel crucial en la génesis y la manifes-
tacion de diversas arritmias. Se observa la importancia de considerar la dimension
temporal en la conduccion eléctrica al considerar la patogénesis de las enfermedades
del ritmo cardiaco.

Finalmente, este trabajo abre las puertas a futuras investigaciones donde se estudie
la influencia de los retardos en diferentes tipos de arritmias, la posible optimizacion
de estrategias de control para restaurar o mantener la estabilidad del ritmo cardiaco,
y la exploracion de la compleja interaccion entre los retardos y otros factores que
modulan la dinamica eléctrica del corazon. Sin duda, seguir explorando estos caminos
puede llevar a diagnosticos mas precisos, tratamientos mas efectivos y, sobre todo, a
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una comprension matematica mas precisa del corazon.

6.3. Lineas de investigacion futuras

Con base en los hallazgos y limitaciones encontradas en la investigacion, se pro-
ponen diversas lineas de investigacién futuras que podrian profundizar y mejorar la
comprension del papel de los retardos en la dindmica cardiaca y las arritmias. A con-
tinuacion, se presentan algunos casos y reflexiones que surgieron en el transcurso del
desarrollo del estudio.

Retardo en otros puntos de la conduccién

Seria de gran interés analizar el impacto de los retardos en diferentes conexiones
entre los nodos que componen el sistema de conducciéon cardiaco, asi como explorar
la influencia de retardos que no sean constantes, sino que varien especialmente o que
dependan del estado fisiologico del sistema.

Introducir la variabilidad fisiolégica

Incorporar en el modelo de la variabilidad en los parametros fisiologicos y en los
retardos observados en diferentes personas y bajo diversas condiciones fisiologicas,
como el ejercicio o el estrés, podria mejorar el realismo de las simulaciones y su
aplicabilidad clinica.

Diseno de estrategias de control en presencia de retardos

Otra linea de investigacion consiste en explorar la aplicacion de estrategias de
control dindmico, que podrian basarse en la manipulacion de los retardos (si se iden-
tificaran mecanismos clinicos para hacerlo) o en la modulacién de otros parametros
del sistema, con el objetivo de estabilizar el ritmo cardiaco y prevenir la apariciéon de
arritmias.

Uso de métricas objetivas de comparacion

Se propone realizar un anélisis cuantitativo méas riguroso de la similitud entre
los ECG simulados y los registros clinicos reales, empleando métricas especificas que
permitan comparar de manera objetiva la morfologia de las ondas, la duracion de los
intervalos y la variabilidad del ritmo cardiaco.

Integrar la anatomia cardiaca

Incluir en el modelo la informacién sobre la estructura anatéomica del corazon
y como esta influye en la propagacion de los impulsos eléctricos y la consiguiente
aparicion de retardos podria permitir una comprension mas integral del desarrollo de
arritmias.
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Uso de modelos cardiacos mas complejos

Aplicar el enfoque de inclusiéon de retardos a modelos cardiacos més complejos
y fisiologicamente detallados seria el siguiente paso logico, con el fin de validar los
hallazgos obtenidos en un sistema maés rico y explorar su relevancia en contextos mas
cercanos a la realidad bioldgica.

Validacién experimental

Finalmente, una linea de investigacion fundamental consistiria en buscar la vali-
dacion experimental de los efectos obtenidos en las simulaciones, mediante in vitro o
in vivo que permitan la medicion y la manipulaciéon controlada de los retardos en la
conduccién eléctrica del corazon, lo que podria comprobar las hipotesis generadas en
este trabajo de manera controlada. Estas futuras investigaciones tienen el potencial de
expandir significativamente el conocimiento sobre la compleja dinamica eléctrica del
corazon y de contribuir al desarrollo de estrategias més efectivas para el diagnoéstico,
la prevencion y el tratamiento de las enfermedades del ritmo cardiaco.
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Resumen: In this study, a cardiac model based on the discretized Barrio-Varea-Aragén-Maini
(BVAM) model is investigated. The model is modified to include time delays that represent
the non immediate communication between the natural cardiac pacemakers. The objective
is to understand how the introduction of this delay can affect the system’s dynamics and
its relationship with the onset of cardiac arrhythmias. By using dynamic analysis techniques
the presence of chaos is analyzed, as well as its impact on the system’s stability. Our results
conclude that the introduction of a time delay can induce nonlinear and chaotic behaviors which
are known to have a close relationship with critical arrhythmias. This study contributes to the
advancement of knowledge in cardiac physiology and highlights the importance of considering
nonlinear dynamics in the investigation of cardiac disorders such as arrhythmias.

Keywords: Retardos, Caos, Retrato fase, Arritmias cardiacas, Sistemas dindmicos.

1. INTRODUCCION

El corazén funciona gracias a complejos eventos eléctricos
que comienzan en el nédulo sinoauricular (SA). Desde
ahi, la senal eléctrica viaja a través del miocardio hasta
el nédulo auriculoventricular (AV), desciende por el Haz
de His y se propaga por las ramas de Purkinje, lo que
provoca la contraccién de los ventriculos. Dentro de las
fases del ciclo cardiaco pueden destacarse la despolariza-
cién y la repolarizacién, procesos eléctricos que preparan
y restablecen las células cardiacas para la contraccién.
La actividad eléctrica del corazén anteriormente descrita
se registra mediante un electrocardiograma (ECG), una
herramienta vital para detectar anomalias como la fibri-
lacién ventricular (FV), una arritmia letal caracterizada
por contracciones rapidas e irregulares en los ventriculos.

De forma generalizada, el corazén ha sido representado
por sistemas de osciladores no lineales acoplados, esto
a raiz de los trabajos de Van der Pol y Van der Mark
que simularon un latido del corazén con tres sistemas
electrénicos intercomunicados que presentaban oscilacio-
nes de relajacién y periodicidad compleja (Van Der Pol
and Van Der Mark [1928]). La ecuacién de Van der Pol,

https://doi.org/10.58571/CNCA.AMCA.2024.010

por ejemplo, es un modelo fenomenoldgico itil para en-
tender el latido del corazdn, ya que muestra muchas de las
caracteristicas que supuestamente ocurren en el entorno
biolégico (Dos Santos et al. [2004]). Aunque los modelos
de osciladores interconectados son ampliamente acepta-
dos existen representaciones alternativas, por ejemplo,
basadas en la descripcién mecanica continua del corazén
(Nordsletten et al. [2011]) o modelos de electrofisiologia
del tejido cardiaco a multiples escalas con base biofisica
(Clayton et al. [2011]).

Una caracteristica comun en las representaciones descri-
tas hasta el momento es que suponen una interaccién
instantanea entre variables y no admiten la existencia
de retardos temporales en la comunicacién entre acopla-
mientos. Los modelos cardiacos que incluyen retardos son
importantes pues incorporan la posibilidad de simular
condiciones como la transmisién anormal de impulsos
eléctricos entre las diferentes regiones del corazon, situa-
cién que es caracteristica de una patologia cardiaca. Por
ejemplo, en Lainscsek and Sejnowski [2013] se ha logrado
analizar caracteristicas distintivas de diferentes afecciones
cardfacas usando sistemas de ecuaciones diferenciales con
retardo. Ademds, el trabajo Cheffer and Savi [2020] con-
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