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RESUMEN

Se presenta un procedimiento de sintesis para obtener recomendacio
nes de redisefio de la suspensién de vagones de transporte masivo.
E1 objetivo de este estudio es mejorar el funcionamiento del siste
ma de suspensién bajo condiciones dindmicas de operacién de tal ma
nera que las velocidades criticas queden fuera del intervalo mas
frecuente de operacidn. Los resultados obtenidos indicaron que
solamente una de las dos secciones de 1a suspension requieren amor
tiguamiento, cuyo valor se obtuvo a través del método de andlisis
del lugar geométrico de las rafces.

NOMENCLATURA

a,b,c,a',b',c' = coeficientes de polinomios del denominador

-

a. = coeficientes del polinomio caracteristico

A = matriz de CQefipientes de 6x6 de la ecuacidn de

estado
b1 = amortiguamiento de la suspensi6n primaria, en
N s/m.
b2 = amortiguamiento de la suspensién secundaria, en
N s/m.
b1j = elementos de la matriz de amortiguamiento B

B

~

d,e,f,d',c',f’

matriz de amortiguamiento de 3x3

coeficientes de polinomios del numerador

1 profesor Titular de Ingenierfa Mec&nica
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INTRODUCCION

n
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n-n

didmetro de la rueda en m.
funcién de disipacidn
matriz de identidad

rigidez de los resortes que soportan los ejes, N/m

rigidez de los resortes que soportan el puente
motor diferencial, N/m. ‘

rigidez de los resortes que soportan la mitad de
la masa del cuerpo del vagén, N/m.

rigidez del resorte del neumdtico, N/m.

elementos de la matriz de rigidez K

matriz de rigidez de 3x3

masa del chasis (H), N sz/m.

masa de cada puente motor diferencial, N 52/m
mitad de la masa del cuerpo del vagén, N szlm.
matriz de inercia de 3x3

energfa cinética

velocidad critica en m/s

energia potencial

vector de coordenadas generalizadas

velocidad generalizada

vector caracterfistico asociado con el valor caracte
ristico wz.

valor caracterfstico
frecuencia natural, en 71

determinante de la matriz sI-A

E1 sistema de transporte masivo en estudio ha mostrado dos ve
locidades criticas abajo del valor mdximo de operaci6n, de las cua
les 1a mis alta se encuentra dentro del intervalo de operacifn mds




frecuenfe, lo que produce condiciones de vibraci6n indeseables que
afectan tanto la comodidad del pasajero como la vida de la estructu
ra de la suspension.

Algunas de las alternativas que deben tomarse en cuenta para me
Jorar el funcionamiento del sistema son las siguientes: (1) cambiar
Gnicamente la rigidez de los resortes, (2) sin modificar dichas ri
gideces, introducir amortiguadores adecuados y, (3) usar una combi
nacién de amortiguadores y nuevos valores de rigidez de resortes,
1o cual equivaldrfa a obtener un disefio totalmente nuevo. Por esta
razén, sdlo se considerard la tercera alternativa en caso de que
las dos primeras no fueran factibles.

E1 primer paso en el procedimiento de sintesis es el de modelar
con precision el sistema actual, como se describe a continuacidn:

MODELADO DEL SISTEMA

Cada tren estd compuesto por nueve vagones (Fig. 1) de los cua
les, seis son de traccidn y los demds,de arrastre. Cada vagbn, ya
sea de traccidn o de arrastre, estd suspendido sobre dos carros 10
calizados en sus extremos, 1lamados cominmente "bogies". Cada bo
~gie tiene dos ejes con dos neumdticos en cada eje (Fig. 2). A la
vez, cada eje esta acoplado al chasis del bogie, denominado "H",
por medio de una suspensifn 1lamada "suspensidn primaria", compues
ta por ocho resortes idénticos, a razon de cuatro por cada eje, de
rigidez kl’ y cuatro mds de rigidez ké, de los cuales cada par
soporta el "puente del motor diferencial”. EI1 "bogie" completo
estd esquemdticamente representado en la Fig. 3. E1 cuerpo del
vagén se acopla a la "H" por medio de una "suspensién secundaria"
compuesta de dps resortes idénticos de rigidez k3. Por otra par
te, la rigidez del resorte de los neumdticos es k,. Con excep
ci6n del amortiguamiento interno del hule en el cual estdn vulca
nizados los resortes, el sistema no cuenta con ninguna otra forma

de amortiguamiento. Con referencia a la Fig. 3,
’ , \




my = masa de la "H"
m, = masa de cada puente motor diferencial
my = mitad de 1a masa del cuerpo del vagén

E1 modelo icénico que corresponde al esquema de la Fig. 3 se
muestra en la Fig. 4, donde

_ T
X = [%1 %p> x3]
es el vector de coordenadas generalizadas.

Se tomaron medidas de campo [1,2]%de las cuales se obtuvieron
dos velocidades criticas. La primera tiene un valor medio 5.5 m/s,
y la segunda se encuentra entre 17.5 y 18.9 m/s, de forma tal que
la dltima se localiza dentro del intervalo de operacidn mds fre
cuente, entre 5.56 m/s y 22.22 m/s. Para propdsitos de disefo,
este intervalo de velocidad se denominara "regidn prohibida".

E1 modelo matemitico que corresponde a la Fig. 4 tiene la for

M+ - 0 @

donde My K son,respectivamente, 1as matrices de inercia y de
rigidez. La masa y la rigidez de l1os elementos involucrados es su
puestamente constante, por 1o cual 1las matrices que aparecen en la
ecuacion (1) se pueden obtener como las matrices hessianas de la
energfa cinética con respecto a la velocidad generalizada %, y

de la energia potencial con respecto a las coordenadas generaliza
das Xs respectivamente, 0 sea,

2 2
M= a_'I- s K = a__Y. (2)
T - ax

] . . s s .
Los nidmeros en paréntesis rectangular indican las referencias al
final del informe. ' '




siendo Ty V 1las energfas cinética y potencial, respectivamente.

wz derivado de la ecuacién (1).

risticos correspondiente es, entonces,

Ky:

~ o

W’ My

Estas son
_1 2.1 2 .1 2
T =5 mxy + g (2m))x; + 5 maXy (3)
y
V=L (8K, + 4k, + 4k, )x + L (8K, + 4k, + 2kg)x5 +
2 1 2 4’71 2 1 2 372
+ 2 okx8 < (8K, + 8k,)X(X, = 2KoXoX,  (4)
2 “°373 1 2’7172 37273
Entonces,
r2 0 0O W rk k 0 1
Mo 11 "12
M=10 m 01, K= lkip kyp ko3 ()
0 0 ma 0 k23 k33
\ J \ J
\
donde
k11 = 8k1 + 4k2 + 4k4, k12 = -8k1 - 4k2 )
k22 = 8k1 + 4k2 + 2k3, k23 = -k33 - 2k3
Las velocidades criticas se obtienen del valor caracteristico

E1 problema de valores caracte

(7)

en el cual

racteristico wz.
w Yy las velocidades criticas

y

es el vector caracterfistico asociado al valor ca
La relacién entre las frecuencias naturales
v es

v = 0.5 dw (8)




donde v estd dadoenm/sy w en s'l, siendo d el diametro de
Tas ruedas en m.

Para determinar qué rigidez de resorte deberd cambiarse, se hi
zo un andlisis de sensibilidad de las velocidades criticas relati
-vo a la rigidez de cada resorte. Los cambios de velocidad critica
se obtuvieron por medio de un modelo de computadora de la ecuacién
(1) en donde se utilizaron los siguientes valores nominales

k, = 4.9 x 10° N/m

k, = 3.43 x 10° N/m

k, = 8.37 x 10° N/m

k, = 1.783 x 10% N/m

= 1.971 x 103 N s%/m
my = 1.628 x 103 N sz/m
my = 1.578 x 10* N s%/m

\
Las figuras 5 a 7 muestran las curvas de influencia de la ri
~gidez de cada resorte en cada valor de velocidad critica. Estas
curvas se obtuvieron utilizando un paquete IBM de sub-rutinas [3].

DETERMINACION DE LOS VALORES DE AMORTIGUAMIENTO PARA CAMBIAR LAS
VELOCIDADES CRITICAS.

Los resultados obtenidos del andlisis de sensibilidad establecie
ron que la simple modificacion de rigidez no serfa suficiente pa
ra cambiar las velocidades criticas en forma substancial, por lo
que es indispensable adicionar amortiguadores.

A continuaci6n, se analiza el nuevo modelo icénico, mostrado

. en la Fig. 8, en forma semejante a 1o hecho para el modelo de la Fig.
- 4; pero con la inclusién de amortiguadores b1 Yy b2 en las sus
‘pensiones primaria y secundaria respectivamente.




De acuerdo con la Fig. 8, el modelo matemdtico toma 1a forma

M+ B + K = O (9)

~

donde las matrices My K son las mismas que aparecen en la ecua
cién (5) y B es la matriz de amortiguamiento

r 3
bjy byp 0
B = lby, bpy Dp3 (10)
0 by3 by
| J

obtenida como la matriz hessiana con respecto a x de la funcién
de disipacion D dada como

D =

N =

by (%, - X, ¥ + %—bz (kg - X, F (11)

Los elementos de B son
\

b,y = bys b s boy = b, + b

11 = bys Pyp = -Bys Doy = by ¥ by

byg = =bys by = by

(12)

siendo b1 y b2 el amortiguamiento de las suspensiones primaria y
secundaria, respectivamente.

La etapa inicial del proceso de solucidn fue tratar de deter
minar los valores 6ptimos de amortiguamiento; pero esto hizo notar
que uno de los amortiguadores tenfa poco o ningun efecto en las
velocidades criticas. Por esta razén, se decidi6 analizar el efeC
to simple de cada uno de los amortiguadores. Para hacer esto, se
considerd conveniente utilizar el método del lugar geométrico de
las rafces [4] .

Para efectuar tal andlisis, la ecuacion (9) se escribe en la




forma usual de variables de estado

donde

e I

-~

X
n

Ax (13)

1>
n

-1 (14)

es la matriz de identidad de 3x3.

E1 polinomio caracteristico asociado con la ecuacion (13) es

_ = <6 5 4 2
lsl el s + as + 3,s + 35S +a;s +a (15)
donde
Cbyy By by
a5 2m * m * m
> M3 1
B VIR O W N F O - S
4 mlm3 2m2 m1 m3 2m2 m1 m3
- b3 k12 * P11 ka3, kit ke (bzz . b33) X
3 mlm3 2m2 m1 m3
R e D < N VR - B -
2m, 'm m 2m m m
, M M3 , M M3
T TR P TR I W S B IO
2 mlm3 2m2 m1 My 2m2 m1 ’ my

+

b,1bs3(kyy * kqp)
2mlm2m3




Lo (Paakag * Bpgkyp) (kyy * Kyp)
1 2m1m2m3

Q- ~(kyq * Kpp) Kypkss

0 2m1m2m3

Entonces, la ecuacidn caracteristica es

6 5 4 3 2 —
s + ags® +a,st +asst ta,sttasta - 0 (16)
y puede ser manipulada para que adquiera una forma adecuada para
el andlisis del lugar geométrico de las raices. Se considerarédn
tres casos: (1) bl = 0, b2 # 0, (2) b1 #0, b2 =0,y (3) b1 7 0,
b2 # 0.

Para el caso (1), la ecuacién (16) se puede escribir como

4 2
.b33s (ds* + es? + f) )

= -1 (17)
s® o as* + bs? + ¢
donde
Ky Kpp kg
a = ot m *
'2 1 3
Y I VU P Y I N U < B £
mlm3 2m2 my mg - 2m2 m1 ma
L VM P P
2mlm2m3
1 1
d=t+ =
m M3
.- ‘k12+(k11 M R U P T SIS W &
mlm3 2m2 my Mg 2m2 my mg
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_kgp (kg k)

f =
2m1m2m3

En la ecuacidn (17), usando bgg = b2 como un pardmetro que va
rfa de 0 a », se obtienen las curvas del lugar geométrico de las
rafces, que se muestran en las Figs. 3y 10.

Para el caso (2), la ecuacién (16) se puede escribir como

el 12
blls (d's* +.e's? + ') o
s + a's" + b's? + ¢
donde
a' =a
b' =
c'=¢
1 1
dt = 50—+ —
2m2 ml
LI U I W W R -1
mlm3 2m2 my 2m2 my my
oo f3 (kyp * kpp)
2m1m2m3

Ahora, b33=b1 es el parametro, y la curva del lugar geométrico
de las rafces se muestra en la Fig. 1l.

Para hacer la curva del caso (3) se requiere de los 1lamados
contornos de las rafces [5], puesto que hay dos pardmetros que con
siderar. Sin embargo, el resultado en el caso (2) indica que el
amortiguador b1 casi no tiene ningiin efecto en la modificacion
de las velocidades criticas. Por tal razén, se le dio un valor fi
jo aw?l'(b1 - 1.632 x 10° N s/m), y b, se tomd como el pardmetro,




del cual se obtuvo la curva que se muestra en la Fig.12.
CONCLUSIONES

Las curvas que aparecen en las Figs. 5 a 7 muestran que cam
bios considerables en las rigideces de los resortes no modifican
substancialmente el comportamiento dinamico del sistema. De hecho,
las rigideces kl y k2 no tienen ningin efecto en tal comportamien
to. Por esta razén, se decidié considerar la segunda alternativa.

Los Tugares geométricos de las raices, dibujados en las Figs.
9 a 12, muestran la variacibn de las raices caracteristicas al cam
biar los valores del amortiguamiento. De los tres ramales que se
muestran, s61o dos son de interés: 10s que se encuentran dentro de
1a regidn prohibida. Estas rafces estdn directamente relaciona
das con las velocidades criticas por medio de la ecuacién (8) y,
por tanto, la posibilidad de mover las rafces caracteristicas del
eje imaginario a otras posiciones en el plano complejo implica la
modificacion de, las velocidades crfticas.

E1 amortiguamiento de la suspensidn primaria (caso 2) no tiene
ningln efecto en la modificacién de las velocidades crfiticas, ya
que el sistema se vuelve incontrolable y las raices de interés per
manecen en la misma posicidn (ver la regidén prohibida en Fig. 11).

Por otro lado, el amortiguamiento en la suspensidn secundaria
(caso 1) genera una solucidon comprometida puesto que las raices de
interés se mueven en direcciones opuestas, de tal manera que mien
tras un ramal se aleja de- la regidn prohibida, el otro se acerca a
ella (ver Fig. 10). Por tal motivo, se escogid solamente un valor
de amortiguamiento como la solucién mds adecuada, siendo éste:
b2 = 2.471 x 106 N s/m. Usando este valor de amortiguamiento, las
rafces de interés permanecen fuera de la regib6n prohibida y, conse
cuentemente, generan velocidades criticas adecuadas.

dR
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Con el uso de amortiguamiento en las suspensiones primaria y secun
daria (caso 3) los resultados no se alteran puesto que, como se puede
ver en la Fig. 12, los ramales de interés en el lugar geométrico de las
rafces no sufren ninguna variacién apreciable, dado que solamente el
tercer ramal, que se encuentra fuera de la regidn prohibida, cambia
su forma. Es facil inferir que este resultado es vdlido para todos
los valores de b1 en el caso (3), puesto que se requiere de valores
muy altos de b1 para obtener modificaciones muy ligeras del lugar

_geométrico correspondiente. Consecuentemente, la suspensidn prima

ria no requiere amortiguamiento.

En trenes de alta velocidad, el amortiguamiento no elimina la
condicidn vibratoria, pero se han determinado valores 6ptimos para
disminuirla [6].

Sin embargo, en el sistema de transporte aquf presentado,
el problema no es la alta velocidad y por tanto, el comportamiento
dindmico del tren podria ser mejorado satisfactoraimente mediante
la inclusidn de amortiguadores en la suspension secundaria. No
obstante, al igual que en [6]|, también seria conveniente estudiar
las propiedades del riel y su alojamiento, asi como su influencia
en la dindmica vertical del tren para poder obtener un mejor conoci
miento del sistema, que permita recomendar soluciones mds adecuadas.
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"BOGIE" DE LA SUSPENSION

FIG. 2
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FIG. 3 DISPOSICION DE LOS ELEMENTOS DEL SISTEMA
DE SUSPENSION ' o
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FIG, 4 MODELO ICONICO DEL SISTEMA DE SUSPENSION
SIN AMORTIGUAMIENTO -
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