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PROLOGO

Los presentes apuntes son una reedicion corregida de los Apuntes de Matematicas
Aplicadas, publicados por la Division de Estudios de Posgrado a inicios de los afios
noventa. Como los apuntes correspondian al curso de Matematicas Aplicadas | de ahi
que tuvieran ese nombre pero en realidad corresponden al algebra lineal.

El algebra lineal es una estructura matematica de suma importancia en nuestro medio;
ya que no solo trata de resolver problemas de investigacion de operaciones, también es
una herramienta importante en electronica, las estructuras y la ingenieria petrolera, entre
otras. Muchas veces los textos que tratan sobre esta disciplina son muy tedricos y se
limitan a resolver unos cuantos ejemplos abundando en la demostracién de teoremas, lo
cual no es nuestro propdsito. Mas bien, se pretende resolver una gran cantidad de
ejemplos sobre todo de ingenieria y efectuar las demostraciones de los teoremas mas
relevantes. Es con esta perspectiva, que se presentan estos apuntes donde o que se
busca es tener un apoyo didactico para la clase y un complemento de la bibliografia
sugerida para el curso.

Los presentes apuntes van dirigidos a estudiantes de posgrado que ya teniendo
conocimiento de la materia requieren de un cierto grado de conceptualizacién y una
buena dosis de ejemplos y aplicaciones, se presentan también al final de cada capitulo
unas notas histéricas que buscan dar al lector una idea mas completa de las
matematicas, viéndolas desde una perspectiva histdrica, inmersas en la realidad de la
época. Parafaseando a Isaac Asimov: "La ciencia gana realidad cuando es visualizada
no como una abstraccion, sino como la suma concreta de los cientificos, pasados y
presentes, vivos y muertos. No hay estamentos en ciencia, ni una observaciéon, ni un
pensamiento que exista por si mismo. Cada uno de ellos es producto de un duro
esfuerzo de algun hombre, y a menos que conozcais al hombre y el mundo con el cual
trabajaba, los supuestos que €l aceptaba como verdades, los conceptos que él
consideraba insostenibles, no podréis comprender sus afirmaciones, u observaciones, o
pensamiento”.

El orden en que se abordan los temas es el mismo que el del curso, este orden lo
considero adecuado ya que el problema central del Algebra Lineal es resolver sistemas
de ecuaciones lineales y éste es el hilo conductor del curso.
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CAPITULO 1
MODELOS MATEMATICOS

“La formulacion de un problema es a menudo mas importante que su solucién”
A. Einstein

INTRODUCCION

Un modelo es una representacion de un problema o situacion de la realidad. Esta
representacion la hacemos mediante diversos objetos o simbolos a través de un
proceso de abstraccidn, que consiste en tomar de la realidad los elementos mas
importantes que intervienen en el problema y desechar todos aquellos que
consideramos que no juegan un papel determinante en el mismo, estableciendo
con precisiébn cuales son las distintas relaciones que guardan entre si dichos
elementos. Una vez establecidas estas relaciones, podemos manipular los
elementos del modelo en la bisqueda de una posible solucion; o demostrar que
tal solucion no existe.

Se considera que las funciones de un modelo son la prediccion y la comparacion
para proporcionar una forma logica de predecir los resultados que siguen las
acciones alternativas, e indicar una preferencia entre ellas. Aunque este uso de
los modelos es importante, no es, de ninguna manera, su Unico proposito; la
construccion de modelos proporciona una manera sistematica, explicita y eficiente
para que un grupo de expertos y aquellos que toman las decisiones centren su
juicio e intuicion.

Uno de los principales elementos para resolver un problema es la construccion y
el uso de un modelo. Dicho modelo puede tomar muchas formas, pero una de las
mas Utiles, y ciertamente la que mas se usa, es la matematica; lamentablemente,
no siempre es posible crear un modelo matematico en un sentido riguroso y
estricto. Al estudiar la mayoria de los sistemas militares e industriales, podemos
definir objetivos, especificar restricciones y discernir si el disefio sigue las leyes de
ingenieria y/o economia. Las relaciones esenciales se pueden descubrir y
representar matematicamente, de una manera u otra.

Representar algun objeto, sistema o idea con un modelo es tan general que es
dificil clasificar todas las funciones que cumplen los modelos, algunas de ellas
son:

a. Una ayuda para el pensamiento.

b. Una ayuda para la comunicacion.

c. Para entrenamiento e instruccion.

d. Una herramienta de prediccién.

e. Una ayuda para la experimentacion.
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En ingenieria, los modelos sirven como ayuda para disefiar nuevos sistemas o
mejorar los existentes, mientras que en ciencias sociales y en economia, explican
los sistemas existentes.

CARACTERISTICAS DE LOS MODELOS
Empezaremos nuestro analisis con un problema hipotético:
El viejo y el lobo

“A orillas del rio Balsas, un viejo llevaba un lobo, una oveja y una paca de alfalfa.
El viejo quiere cruzar el rio con todas sus pertenencias, pero lo Ginico que tiene
para cruzarlo es una barca donde sélo cabe él y una de sus pertenencias de tal
manera que tiene que llevarlas a la otra orilla una por una. Pero si deja al lobo con
la oveja, éste se la comeria y si deja a la oveja con la alfalfa, ésta se la comeria”.
¢, Como puede el viejo llegar a la otra orilla del rio con todas sus pertenencias?

Antes de resolver el problema, debe estar claro que podemos considerarlo como
un sistema. Empecemos por diferenciar las relaciones que guardan entre si los
elementos del sistema:

1. En la barca solo cabe el viejo con una de sus pertenencias (lobo, oveja,
' alfaifa).

2. El lobo no se puede quedar solo con la oveja.

3. La oveja no se puede quedar sola con la alfalfa.

Una vez enumeradas las principales relaciones de interdependencia del sistema,
podemos intentar disefiar una posible solucion.

A continuacién se enuncian los pasos por seguir para una solucion satisfactoria

del problema:

El viejo cruza el rio con la oveja.
El viejo regresa solo.

El viejo cruza el rio con el lobo.
E! viejo regresa con la oveja.

El viejo cruza el rio con la alfalfa.
El viejo regresa solo.

El viejo cruza con la oveja.

NOoOOoRWN=

Ahora pasemos a verificar si esta solucibn cumple las relaciones de
interdependencia del sistema; esto es, hay que verificar que en ningiin momento
se pueda comer el lobo a la oveja ni la oveja a la alfalfa y que al final estén todos
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al otro lado del rio. Una vez realizado lo anterior podemos, ahora si, estar seguros
de que la solucion propuesta es adecuada.

Hasta ahora, sin decirlo, hemos seguido un método para resolver el problema; sin
embargo, es importante que conozcamos otros mas y sepamos diferenciarlos.

El problema anterior lo pudimos resolver de manera sencilla en forma mental,
para lo cual lo unico que tuvimos que hacer fue imaginar el sistema con sus
relaciones de interdependencia y, a través de estas representaciones mentales,
encontramos la solucién; en otras palabras, elaboramos un modelo "mental" del
sistema. A este método de solucion le llamaremos RESOLUCION MENTAL.

Sin embargo, no todos los problemas se pueden resolver tan facilmente, existen
problemas mucho mas complicados para cuya solucion necesitamos de otros
meétodos.

Regresemos al probiema inicial y, con la finalidad de dejar mas claro el
razonamiento que hemos seguido, resolvamos las siguientes preguntas:

¢ Cuantas veces tuvo que cruzar el viejo el rio?

Si la oveja no se comiera la alfalfa, jcuantas veces cruzaria el rio?

¢ Hay otras soluciones al problema?

¢ Existe una solucion mas corta?

Si ponemos alfalfa donde diga lobo y lobo donde diga alfalfa en nuestra
solucion, 4 obtenemos otra solucion?

Si intercambiamos alfalfa y oveja, ; Es soluciéon?

¢ Unicamente podemos resolver mentalmente nuestro problema?

iDe qué otra manera, diferente a la mental, podemos resolver el
problema? ’

oL =

© N o

Preguntas como éstas, corresponden a lo que en investigacion de operaciones se
conoce como analisis de sensibilidad, las ultimas nos sugieren que existen mas
métodos de solucién y, en caso de existir otras soluciones, la siguiente pregunta
obligada es ¢ cual es la mejor solucién o la solucioén 6ptima?

Otro método de solucién es trasladarnos al lugar de los hechos y ahi encontrar la
solucion del problema. Esto es: trasladarnos al Balsas, conocer al viejo y demas
entidades del sistema, decirle al viejo coémo pasar el rio, cuidando de que no haya
ningun error y, una vez que se encontrase en la otra orilla sano y salvo con todas
sus pertenencias, regresarnos. Este método de resolver el problema lo
llamaremos RESOLUCION DIRECTA. Obviamente, este ultimo método
presentaria dificultades y, en el supuesto de nuestro problema, nuestra simple
presencia modificaria el problema original del viejo.

Existe otro método que es muy utilizado en la resolucion de problemas y al cual le
daremos el nombre de SIMULACION. Como su nombre lo indica, este método
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consiste en hacer una representacion del sistema en cuestién, con personas,
objetos, etc., e interactuar con el modelo hasta encontrar la soluciéon, que
suponemos valida para el problema real.

Finalmente, un tipo de método muy importante y muy comun es aquél que utiliza
simbolos escritos en un papel. A éste se le ha dado el nombre de método
SIMBOLICO. Asi, el método simbolico resuelve problemas a través de dibujos y
diagramas (simbolos), mediante los cuales se representan las entidades del
sistema, cuidando de utilizar simbolos diferentes para cada entidad distinta.

Por ejemplo, en nuestro problema del viejo podriamos representar los elementos
del problema de la siguiente manera:

representa al viejo ]siﬁ.ja,

representa al lobo lobo .

representa a la oveja S
pYela.

representa a la alfalfa };mm

representa a la barca }bm.ca .

r representa al rio tﬁq <

De esta manera podriamos representar cada uno de los pasos a seguir en la
resolucion del problema; sin embargo, esto entrafa el problema de que algunos
de nosotros no sabemos dibujar bien, por lo que el modelado seria muy
complicado. Asi que busquemos simbolos mas sencillos de dibujar, por ejemplo
sus iniciales (esto es: V, L, O, A, B, para designar al viejo,al lobo, la oveja, la
alfalfa y la barca) y usemos dos lineas verticales para representar al rio y una
flecha para indicar la direccién en que se efectua el cruce.

La solucién de nuestro problema quedaria:

Todos los personajes en una orilla del rio VLOA| B



1.3

1. El viejo cruza el rio con la oveja LA |BVO |
LA | B | VO
2. El viejo regresa solo LA |vB | O
LAV | B | O
3. El viejo cruza el rio con el lobo A | BVL| O
A | B | VLO
4. Ei viejo regresa con la oveja A |BVO | L
AOV | B | L
5. El viejo cruza el rio con la alfaifa O |BVA | L
@) | B | VAL
6. El viejo regresa solo O | BV | AL
7. El viejo cruza con la oveja |BVO | AL
| B| VOAL

De esta forma, el viejo y su pertenencias quedan a la otra orilla del rio. Si
observamos detenidamente nuestro modelo simbélico, notamos que se puede
simplificar mas. Se deja de ejercicio esa simplificacién.

LA ABSTRACCION

En todos los métodos de solucion de problemas mencionados, se tiene en.comun
la utilizacion de un modelo. En el método mental, nuestro modelo fueron
imagenes en nuestro cerebro. En el método directo nuestro modelo fue la realidad
misma (sin lugar a dudas el mejor modelo). En el de simulacién, nuestro modelo
consistio en representaciones del problema por medio de personas o cosas,
suponiendo que cada una de ellas guardaba entre si las mismas relaciones que
las del problema original y, finalimente, en el método simbélico nuestro modelo
consistié de simbolos en el papel.

Cabe resaltar que en los ultimos dos métodos (de simulacion y simbolico)
utilizamos distintos modelos.

Fijaremos nuestra atencion en los modelos simbolicos: primero, representamos la
situacién del problema y sus personajes por medio de dibujos, por ello nuestro
modelo es de facil comprension para todos, pero tiene la desventaja de ser muy
laborioso y, resulta casi imposible de construir a medida que el nimero de
variables y entidades aumenta.
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Como segunda opcién, utilizamos letras para representar a nuestros personajes
(letras relacionadas con ellos). Este modelo tiene la ventaja de que es facil de
elaborar y la desventaja de que, para entenderlo, necesitamos mas informacion
sobre el problema y requerimos un mayor esfuerzo mental, ésto debido a que
nuestro modelo no se parece a la realidad.

RESUMEN

1. Los modelos simbélicos que utilizamos, seran cada vez menos reales y
mas abstractos.

2. En su elaboracién efectuamos un proceso de abstraccion.

3. Observe que, en los modelos que hemos construido, una vez que elegimos
un objeto o simbolo para representar una entidad, éste permanece sin
cambiar a lo largo de todo el proceso. Esta es una caracteristica que todo
modelo debe satisfacer.

De los métodos de solucion que hemos visto, existe una gran diferencia entre el
método directo y los demas. En el método directo nosotros no construimos el
modelo, el modelo en este caso es la realidad misma. Ademas de las entidades
que hemos considerado intervienen muchas mas, como por ejemplo: hay rapidos
o las aguas son tranquilas, el rio es ancho o angosto, es de dia o de noche, etc.,
factores que sin lugar a dudas intervienen y pueden facilitar o dificultar la solucién
del problema. En los demas métodos nosotros hemos construido el modelo,
tomando de la realidad sélo las entidades que consideramos importantes y
desechando las demas.

Otra consideracion importante es que si en nuestro modelo nos equivocamos en
la busqueda de la solucién, lo Unico que se habra perdido es tiempo y un pedazo
de papel, mientras que un error, en el método directo, implica la pérdida de una de
las pertenencias del viejo. Un error puede corregirse sin mucha dificultad en los
modelos, mientras que en la realidad dificimente podremos hacerlo, ya que la
experiencia nos ha ensefiado que toda accién conlleva un riesgo.

Se preguntaran ahora, ¢De qué nos sirve resolver un problema en un modelo si,
como vimos en nuestro ejemplo, hemos olvidado algunos factores que podrian
imposibilitar la solucion (tal como la posibilidad de que caiga una tormenta)? A lo
que podriamos contestar: la solucion encontrada en nuestro modelo nos sirve de
guia para la accién, para intentar solucionar felizmente un problema. Ademas, en
nuestro modelo proponemos la solucién al problema de cualquier viejo o joven,



que se encuentre en esas condiciones y no sélo en el rio Balsas, sino en cualquier
otro rio; proponemos la solucién no de uno, sino de muchos problemas. Por esto
la solucién en un modelo es mas general.

Podemos afirmar que entre mas abstracto es un modelo, mas generales son sus
resultados; es decir, se aplican a un mayor niumero de casos, pero también hay
que recordar que para elaborar e interpretar un modelo, entre mas abstracto es
mas dificil hacerio.

Finalmente, no hay que perder de vista que existen diferencias sustanciales entre
resolver un problema en un modelo y resolverlo en la realidad. Lo que significa
que no debemos ser tan mecanicos en la aplicacion a la realidad de una solucion
obtenida a través de un modelo, ya que no podemos olvidar que en la realidad la
situacién es cambiante y, por consiguiente, elementos que en un principio
desechamos al elaborar el modelo pudieron haberse convertido en determinantes,
modificando con ello las condiciones reales del problema, lo cual imposibilita la
aplicacion de la solucién encontrada.
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CAPITULO 2
MATRICES

INTRODUCCION

El problema central del algebra lineal es la solucién de ecuaciones lineales
simultaneas; el caso mas importante y el mas simple, es aquél en que el nimero
de incognitas es igual al nimero de ecuaciones. Comenzaremos con dos
ecuaciones lineales con dos incégnitas x1 y xz:

ayx) +apx,; =b
axx) +axpx; =b;

Donde a1, aiz, az1, ax, bi y b, son nimeros dados. Cada una de estas
ecuaciones es la ecuacion de una recta (en el plano xix;). La pendiente de la
primera recta es:

-aii/az; y la pendiente de la segunda recta es: -axi/az; (siaiz # 0y a #0). Una
solucion de este sistema es una pareja de nimeros (x4, X2) que satisfacen el
sistema.

Otra interpretacion consiste en observar el sistema en forma de columnas, se

Y se trata aqui de encontrar la combinacién de los vectores en el lado izquierdo
que dé como resultado el lado derecho. El ejemplo siguiente ilustra estas dos
interpretaciones.

EJEMPLO 2.1

Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones:
2X] + 4X2 =2 (1)
4x1 + llx2 =1 (2)

muiltiplicando la primer ecuacion por dos y restandola a la segunda se tiene:

4x1 + 8X2 =4 (1)
4x1 + 1IX2 =] (2)



s s

de donde xy=-1 y x1=3, entonces la solucion es (x;, x2) = (3,-1), y
geométricamente se representa en la figura 2.1:
1

X2

~

/

X1

Figura 2.1

Si seguimos la segunda interpretacidbn geomeétrica, consideramos entonces las
columnas del sistema y no los renglones, y se tiene:

“[afoxll

Como ya deciamos, se quiere encontrar la combinacion de los vectores en el lado
izquierdo que dé como resultado el lado derecho. Geométricamente se representa
en la figura 2.2:

X2
, b
12 (4,11)
10 ‘
8
6 v
4 (2,4)
2
Y2,
| xl
2 4 6
Figura 2.2




Multiplicamos el vector [2,4]' por 3 y su longitud se triplica:

’ m i [162}

Cuando el vector se multiplica por -1 su direccion se invierte:

4 -4

11 -11
Geométricamente, al sumar vectores se coloca un vector al inicio de donde el otro
termina, o algebraicamente sumando sus componentes correspondientes:

2
o]
Con ambos métodos se obtiene el mismo resultado x; =3y x; = -1
Podemos plantearnos ahora las siguientes preguntas:
1. ¢, Cuando tiene solucion el sistema?
2. ¢, Cuantas soluciones tiene?
Veamos algunos ejemplos:

EJEMPLO 2.2
Considere el sistema:

X=Xy = 7
X +x,=5
Si sumamos las dos ecuaciones obtenemos: x; = 6 y x, = -1. Esta es la solucién

del sistema, es decir, cumple con las dos ecuaciones y ademas es unica, lo que
se puede comprobar geométricamente:
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v Figura 2.3

En la figura 2.3 se puede ver que la solucion es el punto de interseccion de las
dos rectas.

EJEMPLO 2.3
Considere el sistema:

x1— xp=17 (M
2x1 - 2XZ =14 (2)

Se puede ver claramente que la ecuacién (2) es resultado de multiplicar la primera
por 2, de aqui tenemos que x; = X1 - 7.

Asi, el par (xz, X1 - 7) es una solucion al sistema para cualquier nimero real x4 por
lo tanto el sistema tiene un numero infinito de soluciones, tantas como valores
pueda tomar x4. Por ejemplo, los siguientes pares son soluciones:

(710)1 (O,-7), (8v1)) (1»'6)1 (3:'4)7 y (—2,-9)

Lo podeniOS verificar geométricamente en la figura 2.4:
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Xz

v X1
%
Figura 2.4
EJEMPLO 2.4
Considere el sistema:
x1 - X2 = 7 (1)
2x;— 2xy, =13 )

Si multiplicamos la primer ecuacion por dos, tenemos:
2x1 — 2X2 =14

Contrariamente a lo que se afirma en la segunda ecuacion; por lo tanto, el sistema
no tiene solucion, como podemos ver en la figura 2.5:

Xz

Ay A

Figura 2.5

Considere nuevamente el sistema de dos ecuaciones con dos incognitas:
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2.2

ayx; +apx, = b

(1)

a x| +anx; = by
Si multiplicamos la primer ecuacion por ay; y la segunda por a2 tenemos:

ayapX; + apayx, = apb
A12ay1X] + ApAnXy; = apb,

()

El sistema (1) y el sistema (2) son equivalentes. Esto significa que cualquier
solucion del sistema (1) es una solucion del sistema (2) y viceversa. Restando la
segunda ecuacién de la primera en el sistema (2) se tiene:

(ay100; — apa1)x) = anby —apb

- Si (ar a2 - a1z a1) # 0, se puede dividir entre esta cantidad y se tiene:

anb; —apnb,

aj1da; —d)pas

Entonces se sustituye este valor en el sistema (1) y se procede a resolver para Xz,
encontrandose asi la unica solucién del sistema.

Definicion 2.1
Se define el DETERMINANTE DEL SISTEMA (1) como:

Determinante del sistema (1) = (a1 a22 - a1z az1)

Y se ha mostrado que si el determinante del sistema (1) es diferente de cero,
entonces el sistema tiene una unica solucion. Si es igual a cero, no tiene soluciéon
o tiene un numero infinito de soluciones.

MATRICES

Como veremos mas adelante, la solucién de un sistema de ecuaciones lineales se
trata eficientemente ignorando las letras y los signos de igual. El resultado es un
ordenamiento de numeros conocido como matriz. Las matrices son una

herramienta fundamental para realizar calculos eficientes en algebra lineal.

Una matriz es un ordenamiento rectangular de numeros, por lo general
encerrados en paréntesis o corchetes. Por ejemplo:
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I —1}
11
es la matriz de los coeficientes del sistema de ecuaciones lineales:

x]—x2=7
x1+x2=5

En general, A es una matriz de mxn si:

a;  ady a,
A: a21 a22 a2n
a a a

m2

Sin =m, la matriz es cuadrada, y si n=m, la matriz es rectangular.

OPERACIONES CON MATRICES

Definicion 2.2

SUMA ALGEBRAICA DE MATRICES. sean A y B dos matrices de orden mxn, la
suma o diferencia de ambas AxB es otra matriz C, de orden mxn, en la que cada
elemento de C es igual a la suma o diferencia de los elementos correspondientes
de Ay B. Por ejemplo:

EJEMPLO 2.5
Sean A y B como sigue:

A=123 B=230
01 4 -1 2 5

Entonces A + B esta dada por:

1
A+B={ +2 243 3+0}:{ 3 5 3}

0-1 1+2 4+5 1 3 9

Dos matrices de distinto orden no se pueden sumar ni restar. La suma de k
matrices A es otra matriz del mismo orden que A, cuyos elementos son iguales a
los correspondientes de A multiplicados por k.

14



EJEMPLO 2.6
Considere la matriz A como sigue:

Se tiene:

AcA+A=|] 24T _ZL T =213 =81 34
2 3 2 3,12 3 6 9
En particular, -A se conoce como la matriz opuesta de A.

MULTIPLICACION DE MATRICES

Considere el sistema lineal:
2x1 e 3x2 = 7 3
3x, — dxy =2 3)

Los datos importantes para este sistema lineal estan contenidos en la matriz de

coeficientes:
A= 2 -3
3 -4

s

de las constantes que aparecen en el lado derecho.

y el vector columna:

Sea también:

el vector columna de las incognitas del sistema (3). Es costumbre abreviar el
sistema (3) como:

o bien:
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Esta multiplicacion sugiere la multiplicaciéon de fa matriz A por un vector columna
x. Se define entonces:

Definicion 2.3
PRODUCTO PUNTO O ESCALAR. Dados dos vectores a y b con el mismo
numero de componentes, el producto punto o escalar de a y b esta dado por:

ab=a;by +azby+ ...+ a,b,
Es esencial diferenciar entre los conceptos de vector y nimero. El término escalar

se suele utilizar en algebra lineal en lugar de nimero. El producto punto también
se llama producto escalar, pues a-b es una cantidad escalar.

EJEMPLO 2.7
Efectle el producto escalar de los vectores a y b donde:

a) a=(1,-3,4yb=(208).
Se tiene entonces: a.b = (1)(2) + (-3)(0) + (4)(8) =2 + 0 + 32 = 34
by a=(1,56)yb=(2 4"

Se observa que a.b no esta definido, ya que no tienen el mismo numero de
componentes.

El producto AB de dos matrices A y B se forma tomando todos los productos
punto posibles de los vectores renglén de A por los vectores columna de B. Para
que estos productos estén definidos, el nimero de componentes de cada rengléon
de A debe ser igual al nimero de componentes de cada columna de B. Si AB esta
definido y A es de mxn, de modo que sus renglones tengan n componentes,
entonces B debe ser de nxs para que las columnas de B tengan también n
componentes.

ay .. @, |i{by .. by by
AB:(Cr)= ' .
) : .
a; a, : :

am1 amn bm bnj bns

En términos de sumatoria tenemos:
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23

14
Cl] = ailblj +...+a,~,,b,y- = kglaikbkj

AB esta definida sélo cuando el nimero de columnas de A es igual al nimero de
renglones de B. La matriz producto tiene tamafio:

(numero de renglones de A)x(numero de columnas de B)

EJEMPLO 2.8
Efectle el producto de las siguientes matrices Ay B:
4 -1 2 5
-2 :
A28 2 als 0 n s
-2 5 3

0
3
AB=| ~ 3 8 9 -1
38 -10 4 20
PROPIEDADES DE LAS MATRICES

Consideremos ahora las siguientes propiedades de las matrices, donde se
involucran la suma y el producto de las mismas.

1. AB+C)=AB+AC (primera propiedad distributiva).
2. (A+B)C=AC+BC (segunda propiedad distributiva).
3. A(BC) = (AB)C (propiedad asociativa).

Sin embargo:

4, AB # BA en general.

5. AB=0 no implica necesariamente que A=0 6 B=0.

6. AB=AC no implica necesariamente que B = C.

Si A y B son dos matrices cuadradas y se verifica que AB = BA, dichas matrices
se llaman permutables o conmutativas.

EJEMPLO 2.9
Sean las matrices A, B, C y D como sigue:

L e Y o]
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Se tiene entonces que AB = AC y B #C:

AB=AC=B ﬂ

Ademas: AD=0,conA=0yD #0.

CASOS PARTICULARES DE MATRICES CUADRADAS

Definicion 2.4
Una matriz A de manera que A"’ = A, siendo k un numero entero positivo, se
llama periédica. Si k es el menor nimero entero positivo para el cual A“! = A, la
matriz A tiene periodo k. Si k = 1, esto es: A% = A, la matriz A se llama
idempotente.

EJEMPLO 2.10
a) Sea la matriz A como sigue:

1 -2 -6
A=-3 2 9
2 0 -3

es periddica de periodo 2, ya que A=A

b) La matriz A es idempotente, esto es: A% = A, con A definida como sigue:

2 -2 -4
A=l-1 3 4
1 -2 -3

Definicion 2.5

Una matriz A tal que AP = 0 siendo p un nimero entero positivo se llama
nilpotente. Si p es el menor numero entero positivo para el cual AP = 0, la matriz A
es nilpotente de indice p.

EJEMPLO 2.11
Sea la matriz A como sigue:

1 1 3
A=l 5 2 6
~2 -1 -3
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Es nilpotente de orden 3, A’ = 0.

Definicion 2.6
MATRIZ TRANSPUESTA. La matriz transpuesta de una matriz A de orden mxn es

la matriz A' de orden nxm que se obtiene permutando los renglones por las
columnas.

a11 a12 n
A___ aZ1 aZZ 2n
am1 am2 amn
a11 a21 m1
A\ — 12 a22 am2
a1n aZn amn

EJEMPLO 2.12
Encuentre la transpuesta de la siguiente matriz A:

1
A 12 3 Al =
4 5 6

Observe gue el elemento a; de A (renglon i, columna j) es el a; de A' (renglén |,
columna i).
O bien, si

w N

4
5
6

A=la, .. a] A= ..
a

n
el producto escalar de dos vectores columna <x, y> esta dado por:
=ty =
<X, Y EXYEX Y1 XeY2t .+ X Yn
O bien: t
X Y=Y XEX1Y1+H X2+ ot X Yn

De donde:

n
xX'y=y'x= .leiyi
&
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2.4

2.5

PROPIEDADES DE LAS MATRICES TRANSPUESTAS

Sean A' y B' las transpuestas de las matrices A y B respectivamente, y k un
escalar cualquiera; de aqui que:

a)
b)

(AY =A
(kA)' = kA

Ademas, se verifica que si A = A', entonces la matriz A es simétrica.

RESUMEN

1.

Una matriz de mxn es una disposicion rectangular ordenada de ndmeros
que contiene m filas y n columnas.

2. Una matriz de mx1 es un vector columna con m componentes y una matriz
de 1xn es un vector fila con n componentes.

3. El producto punto del vector a, con componentes a, ay,...,an, por el vector
b, con componentes by, b,...,b,, €s el escalar:

ab=aiby+a;b,+ .. +a,b,

4. El producto AB de una matriz A de mxn y de una matriz B de nxs, es la
matriz C de mxs cuyo elemento c; en la i-ésima fila y la j-ésima columna es
el producto punto del i-ésimo vector fila de A por el j-ésimo vector columna
de B. En general, AB = BA.

5. SiA =(aj) y B = (b;) son matrices del mismo tamario, entonces A + B es la
matriz de ese tamafio con elemento a; + by en la i-ésima fila y la j-ésima
columna.

6. Para cualquier matriz A y escalar r, la matriz rA se halla multiplicando cada
elemento de A porr.

7. La transpuesta de una matriz A de mxn es la matriz A' de nxm que tiene
como k-ésimo vector fila al k-ésimo vector columna de A.

NOTAS HISTORICAS

El término matriz se mencion6é por primera vez en la literatura matematica en un
articulo de 1850 de James Joseph Sylvester (1814-1897). El significado usual no
técnico de ese término es "lugar donde algo se crea, produce o desarrolla”. Para
Sylvester, entonces, una matriz (definida como "un ordenamiento oblongo de
términos") era una entidad a partir de la cual uno podia formar varias porciones
cuadradas para producir determinantes. Estas ultimas cantidades, formadas a
partir de matrices cuadradas, eran bastante bien conocidas en esa epoca.
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La multiplicacion de matrices se origind en la composiciéon de sustituciones
lineales. Aungue hay indicios de dichas ideas en el trabajo de Euler y Lagrange,
fue Karl Friedrich Gauss (1777-1855) quien las estudié6 de modo exhaustivo en su
trabajo de 1801, Disquisitiones Anthmeticae, en conexion con formas cuadraticas
(funciones con dos variables de la forma Ax* + 2Bxy + Cy?). En particular, una
sustitucion lineal de la forma:

X = ax'+ by' y=cx' +dy' (1

Convierte una de dichas formas F en x e y; en otra forma, F' en x', y'. Si una
segunda sustitucion:
Xl - exll + fyll yl = gx" + hyll (2)

Transforma F' en una forma F" en X", y", entonces la composicion de las
sustituciones, hallada al reemplazar x', y' en (1) por sus valores en (2), da una
sustitucion que transforma F en F":

x = (ae + bg)x" + (af + bh)y" y = (ce+dg)x" + (cf+dh)y” (3)

La matriz de coeficientes de la sustitucion (3) es el producto de las matrices de
coeficientes de las sustituciones (1) y (2). Gauss realizé6 una composicion analoga
de sustituciones para formas con 3 variables, que da la multiplicacién de matrices
de

3 x3.

A Gauss se le suele llamar "principe de las matematicas”, pues durante una larga
carrera cientifica hizo importantes contribuciones a campos tan variados como
teoria de los numeros, algebra, geometria, andlisis complejo, astronomia,
geodesia y mecanica.
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3.1

3.2

’ CAPITULO 3
SOLUCION DE SISTEMAS LINEALES

INTRODUCCION

A menudo se compara la tarea de los matematicos con la de los criminalistas que,
forzosamente, tenian que hacer prender una incognita. Hay, sin embargo, un
aspecto en el que esta comparacién nos deja abandonados en el problema:
cualquier tribunal reputard de mucho mas dificil la captura de un malhechor
solitario, que sélo se confia a si mismo prescindiendo de complices peligrosos;
una gran banda de ladrones se traiciona a si misma mucho antes. En las
matematicas y en particular en el algebra lineal por el contrario, cada nueva
incognita nos hace la vida considerablemente mas dificil.

Imaginemos para empezar, con un ejemplo numeérico sencillo:
X+y=62

x e y son dos numeros desconocidos, que precisamente tratamos de encontrar.
Pero, evidentemente, esta exigencia esta completamente indeterminada, puesto
que hay toda una serie de nuimeros que satisfacen la ecuaciéon, como por
ejemplo: x =1,y =61, x =6,y = 56; x =70, y = -8, por no hablar de la avalancha
de fracciones. Hay pues una infinidad de pares de nimeros, X, y que representan
soluciones a la ecuacién; la cosa tiene asi poca apariencia de problema
matematico.

El caso recuerda aquella otra pregunta: entre mis amistades hay un matrimonio
que entre los dos suman 62 afios. ;Qué edad tiene cada uno de ellos? La
cuestion cambia enseguida cuando se agrega una segunda condicion, por
ejemplo que la diferencia de sus edades es de dos afios. Con ello el problema
queda determinado y se tiene un sistema de ecuaciones lineales. Este problema o
ejemplo tan simple da lugar a un sistema, mismo que podemos encontrar en
problemas con mas incégnitas y mas ecuaciones referidas por ejemplo a
restricciones industriales.

En este capitulo analizaremos mas de cerca lo referente a sistemas de
ecuaciones lineales y sus soluciones.

EL METODO DE REDUCCION DE GAUSS
Recordemos nuevamente que se pretende resolver sistemas de ecuaciones

lineales cuadrados, es decir. con el mismo numero de ecuaciones que de
incognitas.

22



Sea el sistema:
a1 X1 + a2 Xo +...+ a1n Xn = by
a1 Xq+axnXy+.+anx,=b; (3.1)
Ant Xq + @n2 X2 +...* @pp X0 = by

Este sistema esta completamente determinado por su matriz de coeficientes
A=(a;) y el vector columna b con i-ésimo elemento b;. La matriz aumentada se

denota (A | b) y se escribe:
a11 a12 a1n i b1
Ay 8y 8y b, (3.2)

an1 an2 anntbn

[, |

El vector columna

_

L

cuyas componentes satisfacen el sistema (3.1) es una solucion de dicho sistema.

Es facil ver que las soluciones del sistema (3.1) son las mismas que las de
cualquier sistema obtenido de (3.1) por los siguientes procedimientos.

1. Intercambio de dos ecuaciones.

2. Multiplicacion de una ecuacion del sistema (3.1) por una constante 0.

3. Sustitucion de una ecuacion por la suma de si misma con un multiplo de una
ecuacion diferente del sistema.

Aplicados al sistema (3.1), estos procedimientos corresponden a las operaciones
elementales en las filas que se aplican a toda la matriz aumentada (3.2)

Para resolver el sistema (3.1) mediante el método de Gauss, tratamos de usar
operaciones elementales en las filas para reducir la matriz (3.2) a una matriz de la
forma: .
u11 u12 u1n ! C1
u22 u2n§C2

|
. 1‘ “as

unn!c'n

Donde la parte cuadrada U a la izquierda de la particion tiene entradas igual a
cero debajo de la diagonal principal. La matriz de coeficientes A original del
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sistema (3.1) se transforma en una matriz triangular superior U con ceros
debajo de la diagonal principal. El sistema se convierte en:
Ux=c

Si una matriz B se puede obtener de una matriz A a través de operaciones
elementales en las filas, entonces B es equivalente por filas a A. Por lo cual las
matrices A y U descritas antes son equivalentes por filas.

EJEMPLO 3.1
Si se tiene la matriz triangular superior aumentada:

-1
0 3
0 O
Halle la solucién del sistema.

Solucién:
Las ecuaciones correspondientes serian:

BX1- Xo+3x3 = 3
3X2+5X3 = 8
=-4

de la ultima ecuacion se tiene que x3 = -2; sustituyendo en la segunda ecuacioén se
tiene:

3x;+5(-2)=8
y de aqui X2 =6

Sustituyendo x; y x3 en la primer ecuacion se obtiene:
-5xy -6 +3(-2)= 3
y de aqui: Xy =-3

Asi, la solucion es X' = [-3, 6, -2]. Este procedimiento recibe el nombre de
sustitucion regresiva.

EJEMPLO 3.2
Resuelva el sistema lineal a través del método de Gauss con sustitucion
regresiva:

X2-3X3=-5
2X1+ 3% - xXz3= 7
4x, + 5x3 - 2x3 =10
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Solucién:
Se reduce la matriz aumentada por medio de operaciones elementales en las
filas. Los pivotes se encierran en un circuio.

Se intercambian las filas 1 y 2:

01 -3-5] [2 3 -11 7
23—1"7zo1—3'1—5

4 5 -2,10| |4 5 -2]10

Se suma la fila 1 muitiplicada por -2 a la fila 3:

2 3 -1 7 2 3 -1 7
0 1 -3-5/~|0 1 -3|-5
4 5 -2|10 0 -1 0/-4
Sesumalafila2ala3:
2 3-1{7 2.3 -1 7
0 1 -3-5|~10 1 -3
!
0 -1 o[—4 00 -3-9

De Ia ultima matriz obtenemos, por sustitucion regresiva:
X3=3 X2=4 X1=-1

REDUCQION DE GAUSS A LA FORMA TRIANGULAR SUPERIOR: CASO DE
SOLUCION UNICA

PASO 1 Si la entrada superior de la columna 1 es cero, entonces efectuar una
operacion de intercambio de filas para obtener un elemento distinto de
cero en la parte superior de la columna. Siempre es posible esto en el
caso de solucion Unica. Llamamos pivote al elemento elegido distinto de
cero.

PASO 2 Efectuar operaciones elementales en las filas de tal forma que las filas
inferiores resultantes tengan cero como primer entrada.

PASO 3 Después del paso 2, la matriz tiene la forma:
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3.3

u11 U12 u1n C1
0 x X X
| (3.3)
0 -
0 x X X

y la primer columna esta en la forma que queremos. Se elimina (mentalmente) la
fila superior y la primera columna de la matriz (3.3), dejando la parte enmarcada
de ésta. Se vuelve al paso 1 con esta matriz mas pequefia y se repite el
procedimiento para componer la siguiente columna. Se continta hasta obtener la
forma triangular superior.

EL METODO DE GAUSS-JORDAN

Una matriz cuadrada esta en la forma diagonal si todas las entradas fuera de la
diagonal principal son cero. EI método de Gauss-Jordan es un avance del método
de Gauss y usa operaciones elementales en las filas para reducir la parte
izquierda de una matriz aumentada a la forma diagonal con todos los pivotes
iguales a uno, es decir, a la matriz identidad I.

Suponga, por ejemplo, que una matriz aumentada se reduce a la forma:

Se ve de inmediato que la solucion al sistema original esta dada por:

x1=9 Xo=7 X3=-1

EJEMPLO 3.3
Encuentre, mediante la reduccion de Gauss-Jordan, la solucién del sistema:

X1 -2X2+ Xa=7
2X1 -5+ 2% = 6
31+ 2% - X3 =1
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Solucion:
1.- Se suma la fila 1, multiplicada por -2, a Ia fila 2 y se suma la fila 1,
multiplicada por -3, a la fila 3:

-—

1 -2 117 -2 1‘ 7

2 -5 26{~(0 -1 0{-8

!

3 2 -1/1| |0 8 -4-20
2. - Se multiplica la fila 2 por -1:

1 -2 1] 7] [1-2 1] 7
|
0 -1 -0 -8|~/0 1 0, 8

0 8 -4/-20| |0 8 -4-20

Q

3.- Se suma la fila 2, multiplicada por 2 a la fila 1 y se suma la fila 2,
multiplicada por -8 a la fila 3:

1 -2 1‘ 7 10 1,23
0 1 0, 8{~j0 1 0/ 8
0O 8 -4,-20| |0 0 -4|-84

4. - Se multiplica la fila 3 por *4

10 1] 23] [10 123
0 1 0/ 8/~0 10 8
0 0 -4/-84| [0 0 1 21

5. - Se suma la fila 3, multiplicada por -1, a la fila 1:

10 1 323 100 2
010 8~/0108
00 1,21 00 121
De aqui se observa que la solucion es:
X1=2 X2=8 X3 =21.
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3.4

SISTEMAS CON LA MISMA MATRIZ DE COEFICIENTES

Dados dos sistemas lineales Ax = b con la misma matriz de coeficientes A, pero
distintos vectores columna b, suponga que queremos resolver los dos sistemas
simultAneamente:

Ax=Dhb Ay =Db'

En lugar de resolver uno después de otro, es mas eficiente tomar una sola matriz
aumentada con la matriz de coeficientes A a la izquierda de la particion y
aumentarla con dos vectores columna b y b, a la derecha de la particion.
Entonces se reduce esta matriz partida de modo que la parte izquierda tenga
forma triangular superior o diagonal, resolviendo asi ambos sistemas
simultaneamente.

EJEMPLO 3.4
Resuelva los sistemas lineales utilizando el método de Gauss-Jordan.
2X1-4X2 =-10
X1 - 3X» + x4 = -4
X4 - X3+2% = 4
3%y -4xo+ 3x3 - X4 =-11
2y4 - 4y, = -8
y1 - 3y2 * ya = -2
Y1 - yast2ys = 9
3y -4y, +3y; - yq =-15
Solucion:
2 -4 0 0-10 -8 1 -2 0 0 -5 -4
1-3 0 1 -4 -2 1-3 0 1-4 -2
1 0-1 2 4 9 ~ 11 0-1 2 4 9
3 -4 3 -1-11 -15 3 -4 3 -1-11 -15
1 -2 0 0l-5 -4 1 -2 0 0j-5 -4
0 -1 0 1 1 2 . 0 1 0 -1j-1 -2
0 2 -1 2,9 13 ) 0 2 -1 2,9 13
0 2 3 -1 4 -3 0 2 3 -1 4 -3
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3.5

10 0 -2-7 -8 100 -2/-7 -8
01 0 -1/-1-2f _ |010 -1 -1 -2
00 -1 411 170 ~ |00 1 -4/-11 17
00 3 16 1 003 1 6 1
(100 -2/-7 -8 100 -2/-7 -8
010 -1 -1 -2 010 -1 -1 -2
00 1 -4-11-17 ~ |10 1 -4/-11 17|
0 00 13/ 39 52 000 1 3 4
(100 0[-1 0
0100 2 2
00 10 1-1
000 13 4

A partir de esta Gltima matriz vemos que las soluciones son:

X1 = -1 Xo= 2 X3=1 X3=3
yi1= 0 y2=2 y3=-1 ya=4

De aqui se puede concluir un resultado que se resume en el siguiente teorema:

TEOREMA 3.1

Sea Ax = b un sistema de n ecuaciones lineales en n incoégnitas. El sistema tiene
una solucion unica si y so6lo si la matriz A de los coeficientes es equivalente en
filas a la matriz identidad I de nxn.

MATRICES ELEMENTALES

Recordemos que las operaciones fila en una matriz son:

a) intercambio de filas.

b) Multiplicacién de una fila por una constante diferente de cero.

¢) Sumar el multiplo de una fila a otra.

Asimismo, las operaciones columna de una matriz son las mismas que las
operaciones fila. La coleccion de operaciones fila y columna en una matriz se

dicen operaciones matriciales elementales.
Definicion 3.1
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Una matriz E se dice elemental si resulta de efectuar una operacién elemental en
la matriz identidad I de orden nxn.

Las matrices elementales son:

Epq = intercambio de filas (columnas) py q.
Ep(“) = multiplicar una fila (columna) p por a = 0.
Epq® = multiplicar la fila p por p y sumarla a la fila q.

EJEMPLO 3.5
Sea:

=

{l
QO O -
O -~ O
- O O

Considere las siguientes matrices elementales de 3x3:

a) Multiplicar la segunda fila de I3 por -3:

1 00
ES¥=|0 -3 0
0O 0 1
b) Intercambiar las filas 2 y 3:
100
E,,=|0 0 1
0 10

* Nota: E32 = E23

c¢) Multiplicar la fila 1 por 4 y sumarla a la fila 3:

(1 0 01
EP =010
L401J

Observe que para:
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O A O
L 0 ©
ey
Q
N
0 O
g B
|
[V

21

se intercambian las filas dos y tres de la matriz A.

Si se hace A Es, se tiene:

ay a, a,|(|10 0 a,
AE32 =|ay ad, Ay 0 0 1= PR
A3, Az Ay 010 as,

y se intercambian las columnas dos y tres de la matriz A.

De aqui podemos concluir que: para efectuar una transformacion elemental de fila
- sobre una matriz A de nxn se aplica la transformacién a la matriz T de nxn
obteniéndose la matriz elemental E correspondiente y a continuacién se multiplica
por la izquierda A por E; equivalentemente, para efectuar una transformacién
elemental de columna sobre una matriz A, se multiplica A, por la derecha, por la

matriz E correspondiente.

USO DE MATRICES ELEMENTALES

La reduccion de una matriz cuadrada a la forma triangular superior U o diagonal
se puede lograr a través de multiplicaciones sucesivas por la izquierda por
matrices elementales en las filas, entonces existen matrices elementales E4, E,

..., Ey tales que:
U=(E..EoE1)A
EJEMPLO 3.6
Considere las matrices:
2 4 1] [4 4 11
a) A=13 2 2 B=16 2 2
11 1 3 [2 1 3J
1 4 1) 1 4 1
b) A=l0 1 1 B=10 1 1
1 0 2§ 0 -4 1
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3.6

Especifique si existe una matriz elemental E tal que AE=B 6 EA=B.
Solucién:

a)AE,?=B 6 BE,"=A

b)Ex’"A=B 6 Eil"B=A

EJEMPLO 3.7
Sea:

Qy dy, Qg
Ay 8yp Ay (=
a3y 83 Ag

Encuentre una matriz C tal que CA sea una matriz triangular superior equivalente
en filas a A.

Solucion:
Sean: E1=E12 E2=E13(_2) E3=E23(1)
Entonces: C=E3ELE,

MATRICES INVERSAS

Definicion 3.2
Sea A una matriz de nxn. Una matriz C de nxn es una inversa de A si CA = AC =
I, donde I es la matriz identidad de nxn.

TEOREMA 3.2 (UNICIDAD DE LA INVERSA)
Sea A una matriz de nxn con inversa C de modo que CA=AC = 1. SiD es una

matriz de nxn tal que AD = I, entonces C =D.

Demostracion:;
Como el producto de matrices es asociativo, se tiene:

C(AD) = (CA)D
peroAD=1 y CA=1;entonces. C(AD)=CI=C y (CAD=ID=D

de donde: C=D.
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La inversa de una matriz A se denota por A™.

Definicién 3.3
Una matriz cuadrada que tiene inversa se llama invertible. Si tal matriz cuadrada
no tiene inversa se llama singular.

EJEMPLO 3.8
Determine la inversa de la matriz A.
2 00
A=/0 4 0
0 0 1
Solucion:
2 0 0fjc,, c, Cy 100
AC={0 4 O||c, €y Cul|=0 10
0 0 1)|cs €y Cyy 0 0 1

Haciendo el producto de AC e igualando a I se tiene:

Ci1=t2 C12=C13=0
Coo=4 C21=C2»=0
C33=1 C31=C32=0
de donde:
1
00
AT=C=(0 5 0
o 6 1]
EJEMPLO 3.9

Determine la inversa de la matriz B, donde B; son matrices cuadradas:

B, 0 01
B= 0 B2 0
[o 0 B3J
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Solucion:
Sea C la inversa de B, entonces:

B, O [|Cyy Cu Cys in, 0 O
0

0
BC=| 0 B, Cyy Cp Cpui=10 In, O
0 O B;j|csy €s Cas 0 0 In,
de aqui se tiene:
Bic11=Ia
B2C22=1In2
BaCas=In3

Se despejan las ¢;'s y se obtiene:
{ Bi' 0 0 ]
Bl'=C =[ 0 B' 0 J

EJEMPLO 3.10
Sea la matriz A como sigue:

>

i
o oW
o T o
0 o o

donde a #0, b #0 y ¢ = 0. Calcule la inversa de A.

Solucién:
Se puede expresar A como producto de matrices Aq, Az y A3 tales que:

a 00] [ao0o0][too0][100

A=/0 b 0|=/0 1 0||0 b 0|0 1 O

0 0c| (00 1/|0 0 1/|0 0 ¢
A, A, A,

entonces A" se puede ver como:
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a 00@o0 1 0 0{j1 0 Ojja O O

0 b 0]={0 1 0{{0 b 0]|0 1 O

0 0c 0 0 ¢c{|OO0 1/|{0 0 1

A7’ A A Al

PROPOSICION 3.1
Sean A y B matrices de nxn cuyas inversas son conocidas, entonces:
a) (A=A (significa que A tiene inversa)
b) (AB)' =B A" (significa que AB tiene inversa)
Demostracién:

Se demostrara el inciso b); el inciso a) se deja al estudiante como ejercicio.

b) Se da por supuesto que existen matrices A" y B” tales que AA' =T yBB" = I.
Utilizando la ley asociativa para producto de matrices, tenemos que:

(AB)B'AY=[ABB A= (ADAT=AAT=T
En forma similar:

(B'AYAB)=[B' A AB=[B"(I))B=BB" =1
Por lo tanto: (AB)' =" A"

INVERSAS DE MATRICES ELEMENTALES

Sea Ej, una matriz elemental de intercambio de renglones obtenida al intercambiar
los renglones ik. Recuerde que EyA afecta intercambiando los renglones ik de A;
donde A es cualquier matriz del mismo tamano que Ey. En particular al tomar A =

Ex vemos que ExEi intercambia las filas ik de E, y por lo tanto, devuelve a Exa T,
asi:

ExEx=1
Si multiplicamos el renglén i por un escalar r distinto de cero, entonces:
Ei(r) Ei(1/r) =T
Si se tiene qu(") entonces su inversa esta dada por:

(8) (-8) —
Epg  Epg =1

Por lo tanto: toda matriz elemental es invertible.
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EJEMPLO 3.11
Encuentre las inversas de las siguientes matrices elementales:

010 3 00 1 0 4
E,=/1 00 E§3’= 010 E‘s‘}’z 010
0 0 1 0 0 1 0 0 1
Solucion:

0 1 0]

[E.]'=|1 00

LO 0 1]

_% 0 o]

E®"=lo 1 0

0 0 1

L =

1 0 -4

EX]"=jo 1 o

0 0 1

CALCULO DE INVERSAS

Sea A = (a;) una matriz de nxn. Para hallar A" si es que existe, se debe encontrar
una matriz X = (x;) de nxn tal que AX = T, esto es, tal que:

Ay A, .. Ay | Xy X oo Xy, 10 .. O
By Qp . Ap || Xy Xy o Xy | 101 00 (3.4)
Ay 8, . | [ Xp X o Xp, 0 0 .. 1

La ecuacion matricial (3.4) corresponde a n® ecuaciones lineales con las n?
incognitas xj, hay una ecuacion lineal para cada una de las n’ entradas en una
matriz de nxn. Por ejemplo, si se igualan las entradas de la posicién de la segunda
fila y primera columna a cada lado de la ecuacion (3.4) se obtiene la ecuacién
lineal:

ax Xy +tapXy+..+tanx,y=0
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De estas n’ ecuaciones lineales, n de ellas comprenden las n incognitas Xy para
i=1,2,....n y estas ecuaciones estan dadas por la ecuacién con vectores columna:

X4q 1
% || © (3.5)
X1 0

Hay también n ecuaciones que incluyen las n incégnitas x;; para i = 1,2,...,n, y asi
sucesivamente. Ademas de la ecuacion (3.5) hay que resolver:

X12 0 X1n 0
A X22 — 1 A 2n -
X2 0 Xon 1

Cada sistema tiene la matriz de coeficientes A, por lo que podemos formar la
matriz aumentada:

a, a, .. a1n§1 0 .. 0
[A!l]: a,, ady, .. aznio 1 .. 0

a, a, .. a, 0 0 .. 1

ni
Mediante operaciones elementales y usando Gauss-Jordan se obtiene:

10 .. 0d, d, .. d
[“D]: o 1 .. O‘d21 d,, .. d,,

de donde D =A™ = (d;).
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EJEMPLO 3.12

Encuentre la inversa de la matriz A.

1 2 3
A=[2 -1 4
0 -1 1

Solucion:

Escribimos [A | I]y efectuamos operaciones elementales para obtener [T [A'1]

1.2 3100
2 140 10
0 -1 10 0 1

12 31 0 O
01 3% -1 0
00 17 -1 1
10 0-2

0 10 2

0 0 12

de aqui se tiene:;

_3

7

2

7

2

7

1 2 3;100
~ |2 -5 -2-2 10
0 -1 1‘50 0 1
120 -1
< jo10f
00 13 -1 ¢

Dada una matriz, a menudo no se sabe de antemano si es invertible o no. Si se
trata de aplicar este procedimiento a una matriz que no es invertible, en algin
momento durante el proceso, aparecera un renglén de ceros en el lado izquierdo,
como lo ilustra el siguiente ejemplo:
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EJEMPLO 3.13
Encuentre la inversa de la matriz:

1 2 3
A=|3 -1 4
2 4 6

Solucion:
Escribimos [A] I]y efectuamos operaciones elementales para obtener [T |A‘1]

1 23100 12 3100
3 -1 40 10/ ~ {3 -14010
2 4 60 0 1 0 0 0-2 0 1

de aqui se puede observar que ya no es posible seguir efectuando operaciones
elementales, por lo cual la matriz A no tiene inversa.

Podemos resumir el procedimiento para encontrar la inversa de una matriz de la
siguiente manera:

Calculo de A™":

PASO 1 Formar la matriz aumentada {A | T].

PASOQO 2 Aplicar el método de Gauss-Jordan para reducir [A| I]a [I | D] Sise
puede hacer la reduccion entonces A'=D. De no ser asi, A" no
existe.

CONDICIONES PARA QUE EXISTAA™

TEOREMA 3.3 '
Si A es una matriz de nxn, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes,
es decir, todas son verdaderas o todas son falsas:

a) A es invertible.
b) AX = 0 unicamente tiene la solucién trivial.
) A es equivalente por renglones al,

Demostracion:

a) =>b)
Suponga que A es invertible siendo xp cualquier solucion de AX = 0, por lo tanto
Axo=0. Multiplicando los dos lados de la ecuacién por A™ resulta A” (Axg)=A"0, 6
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bien: (A"A)xo=0, es decir. Ix,=0 de donde x¢=0, por lo cual AX = 0 Unicamente
tiene la solucion trivial.

b)=rc¢)
Sea AX=0 la forma matricial asociada al sistema:

apXxg+tapXx+.. +tanx,=0
Ay Xy tamXot .. t+tax,=0
(3.6)

an‘| X‘| + an2 X2 + . + ann Xn = 0
Suponga también que el sistema solamente tiene la solucion trivial. Si se resuelve
empleando la eliminacibn de Gauss-Jordan, el sistema de ecuaciones
correspondiente a la forma escalonada de la matriz aumentada sera:

X1 =

Asi, la matriz aumentada asociada a (3.6) es igual a:

|
a, a, .. amio
Ay dp .. a0
an1 an2 anni0

10 0.0
0 1 00
0 0 10

mediante una serie de operaciones elementales en los renglones. Si se elimina la
ultima columna (de ceros) en ambas matrices, se puede concluir que A se redujo
a I, mediante una serie de operaciones elementales en los renglones, es decir, A

es equivalente por renglones a I,.

40



C) = a)
Suponga que A es equivalente por renglones a I, o, lo que es lo mismo, A se
puede reducir a I, mediante una serie finita de operaciones elementales en los

renglones, esto se puede hacer multiplicando por la izquierda por una matriz
elemental adecuada. De esta manera, es posible hallar matrices elementales E;,
E-, ..., Ex tales que:

Ek...Ez E1 A= In

Como E;, E,,..., Ex son invertible1s, premultiplicando en forma sucesiva los dos
lados de la ecuacion por Ek'1,...,E2' ,E1'1 se obtiene:

A=E"'E". E ' lL,=E " E . E/T

Como A se puede expresar como un producto de matrices invertibles, entonces A
es invertible.

EJEMPLO 3.14
Calcule la inversa de la matriz:

A_{z 9
1 4]
Solucion:
[2 91 o} _ [ a0 1]
1 40 1 2 91 o}
E12
(140 11 1 0-4 9
[o 111 —2} {o 1 1 -2}
E.” E"
por lo tanto:

Ahora expresamos A como producto de matrices elementales:

si E21(4) E12(-2) E12 A=1

entonces A= E12 E12(2) E21(4)
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donde:

0 1 1 0 1 4
ey o 2L, 5 =g Y

Recuerde que queremos resolver un sistema Ax = b, esto lo podemos hacer a
través del método de eliminacion de Gauss y obtener un sistema equivalente Ux =
¢, donde U es una matriz triangular superior.

EJEMPLO 3.15
Sea el sistema:

2X1+ X2 +txa= 1
4x1+ X =-2
“2X1+ 2%y +Xa= 7

En términos matriciales se tiene:

2 1 1]|x, 1
4 1 0|ix,|=|-2
-2 2 1]|x, 7

Efectuando operaciones elementales se tiene:

2 1 1 1 2 1 11
410-20 x | 0 -1 -2-4/»

-2 2 17 -2 2 17
ES.”

2 1 1 1 2 1 11

~[0 -1 -2-4] ~ |0 -1 -2-4

0 3 28 0 0 -4-4
Ejs =5

y se obtiene:
2 1 111 x, 1

0 -1 -2||x,|=|—-4
0 0 -4 |x, -4
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3.7

Las matrices elementales usadas son:

100 100 100
E2=|-2 1 0/ EY={0 10/ E&=010
00 1 10 1 03 1

Todas estas matrices elementales son triangulares inferiores ya que:
a) Si se tiene Ep(a) las matrices son diagonales; es decir, son triangulares
inferiores y superiores.
b)  Sise tiene Ep™ las matrices son triangutares inferiores si g>p.
Por lo tanto, las operaciones matriciales que convierten a A en U son:
Ex® Enx E?A=U
De manera semejante:

3 1 -2
E23( ) E13( ) E12( )b= c

FACTORIZACION LU

¢, Qué hacemos para regresar de U a A? ;Cémo podemos deshacer los pasos de
la eliminacién gaussiana?

No es dificil deshacer un solo paso por ejemplo; en el paso a), en lugar de restar,

sumamos al segundo renglon el doble del primero, de esta manera se invierte la
matriz elemental E1,"? y se tiene:

[1 0 0}
EP=l2 10
[0 0 1J

Analogamente, para b) y c) tenemos las matrices inversas respectivas:

100 1 00
E;’=| 0 1 0] E@={0 10
10 1 0 -3 1
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Dichas matrices deshacen por separado cada uno de los pasos a), b) y ¢). Para
deshacer todo el proceso y ver qué matriz regresa a la matriz U en A, nos fijamos
que: c) fue el dltimo paso realizado al ir de A a U, por lo que debe ser el primero
en invertirse cuando se va en direccidén contraria, de aqui que:

A=Ep® ExVEx U
la matriz L que lleva a U de regreso a A debe ser el producto de las 3 matrices:
L= Ex® Eq™" Bt

De aqui que A = LU, es la factorizacion de la matriz A como producto de dos
matrices L triangular inferior (L = lower) y U triangular superior (U = upper).

La matriz L es la clave de la eliminacion gaussiana, es el vinculo entre la matriz A
y la matriz U a la que llegamos.

10 0{|j1 0 0{{1 O O 1 00
L={2 1 0//]0 1 0/j0 1 0(=, 2 10
0 0 1/{1 0 1,]0 -3 1 -1 -3 1

La matriz L asi construida es triangular inferior con unos en la diagonal principal.
Los elementos debajo de la diagonal son precisamente los multiplicadores 2, -1, -
3, usados en los 3 pasos de la eliminacion. También podemos observar que:

L = Ezs™ Eng™ Ei?
Por lo tanto:

1 0 0lf2 1 1
A=LU=| 2 1 0/|0 -1 -2
1 -3 1/|0 0 -4

EJEMPLO 3.16
Reduzca la matriz A, a la forma triangular superior U y cree la matriz L.

1 3 -1
A=| 2 8 4
1 3 4
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Solucion:

Para hacer mas explicita la forma en que se construye la matriz L, haremos el
proceso en dos columnas: en una de ellas se va a iniciar con la matriz Ay en la
otra con la matriz identidad; se van a ir efectuando las operaciones elementales
simultaneamente en ambas matrices para asi, al finalizar el proceso, obtener las
matrices Uy L.

Reduccionde Aa U Creacionde L

1 3 -1 1 0 0
A=]2 8 4 I=10 1 O
-1 3 4 0 0 1
ES? E;

1 3 -1 1 0 0
~[0 2 6 ~={2 1 0
-1 3 =15 0 0 1
B £

1 3 -1 [1 00

= [0 2 6 ={2 10

0 6 3 -1 0 1

Ey” Ey)

1 3 -1 1 0 0

= |0 2 6 ~ |12 1 0
0 0 -15 5 3 1

Ahora veremos como se puede utilizar la informacion conservada en L de este
ejemplo para resolver un sistema lineal Ax = b con esta matriz A.

EJEMPLO 3.17
Utilice la matriz L para hallar el vector columna ¢ que se presentaria si

redujéramos (A | b)a (U lc) aplicando esas mismas operaciones en los renglones.
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4]
I,1=2 Significa multiplicar el renglén 1 por -2 y sumarlo al renglon 2 ~| 10
— 4 -
47
T 31=-1 Significa multiplicar el renglén 1 por 1 y sumarlo al renglén 3 =~| 10
— O -
o
I3,=3 Significa multiplicar el renglén 2 por -3 y sumario alrenglon 3 ~| 10 | =¢
_30._
PROPIEDADES
1.-  La matriz A puede escribirse, mientras que ninguno de los pivotes sea cero,

como un producto LU de una matriz triangular inferior L y una matriz
triangular superior U.

2.- Los elementos de la diagonal principal de L son unos, y debajo de la
diagonal estan los multiplicadores I;.

917
1

U es la matriz de coeficientes que obtenemos después de la eliminacién y
antes de la sustitucion regresiva, los elementos de su diagonal son los
pivotes.

EJEMPLO 3.18
Considere la matriz:

6 2 1 -1
A2 41 0
11 4 -1
10 -1 3

entonces una factorizacion de A = LU seria:

ly 0 0 0 Uy Uy 13 Uy
[ = ly 1 0 O U= 0 uy, 23 Uy
lyy Iz 1 O 0 0 uy Uy,
P PR PP 0 0 Uy
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Los 16 elementos de A se pueden usar para determinar parcialmente los 10
elementos desconocidos de L y el mismo numero que los de U. Sin embargo, si €l
procedimiento nos debe llevar a una solucion Unica, se necesitan cuatro
condiciones adicionales para los elementos de L y U. El método que hemos usado
consiste en que i1 = by = l33 = 44 = 1; este método se conoce como Método de
Doolittle. Para este ejemplo se tiene:

1 0 0 O 6 2 1 -1
|41 00 R R
AR 00 % -3
—é 1'10 _39"7 1 000 17%1J

Otro método comunmente usado para factorizar es el Método de Crout, el cual
requiere que los elementos de la diagonal principal de U sean iguales a uno, y que
la matriz A sea positiva definida o estrictamente dominante diagonalmente.

TEOREMA 3.4

Si el procedimiento de eliminaciéon gaussiana puede aplicarse al sistema Ax = b
sin intercambio de renglones, entonces la matriz A puede factorizarse como
producto de una matriz triangular inferior L con una matriz triangular superior U.

A=LU

VENTAJAS DE LA FORMA LU

- Se puede ver que la forma LU sirve para ahorrar trabajo si se tiene una matriz
de coeficientes A y se modifica el vector b por un nuevo vector b', entonces ya
no se tiene que volver a resolver todo el sistema.

2. - Mayor rapidez en tiempo de computadora. Supongamos que a cada division y
cada multiplicacion-sustraccién le asignamos una sola operacion. Al principio,
cuando la primer ecuacion tiene longitud n, lleva n operaciones por cada cero
que logramos en la primera columna: una para encontrar el multiplo | y las
otras para encontrar las nuevas entradas a lo largo del renglén. Hay n-1
renglocnes bajo la pnmera de modo que el primer paso de la ellmlnamon
necesita n(n-1) = -n operamones (Otra forma de obtener n® - n es la
siguiente: es necesario cambiar las n? entradas exceptuando la primera fila).
Obsérvese ahora que las etapas posteriores son mas rapidas, porque las
ecuaciones se vuelven progresivamente mas cortas: cuando la eliminacién ha
llegado a k ecuaciones solo se necesitan k*k operaciones para desalojar la
columna debajo del pivote, empleando el mismo razonamiento aplicado a la
primera etapa, cuando k era igual a n, esto es:
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nn+1D)2n+1) -nn+1) n—n
6 - 2 -3

P=(1?+.4n*)~ (I+..4n) =

n3

para n suficientemente grande, P ~ 5

La sustitucién regresiva es mas rapida. La ultima incégnita se encuentra en una
operacion (una division entre el ultimo pivote), la penditima requiere dos, y asi
sucesivamente. La sustitucion regresiva requiere un total de operaciones de:

n(n+1) n?

O=14+2+..4n= 7 Ry para n grande.

Una vez que conocemos LU podemos encontrar la solucién X' correspondlente a
cualquier nuevo lado derecho b', en solo n? operaciones. (Usar L 6 U sélo nos
harla perder tiempo, igual si se tiene A’ , aunque el producto A’ 'b también requiere
n? operaciones). Utilizar la técnica LU tiene al menos dos ventajas: En primer

. 3 - -
lugar, para hallar U se requieren %— operaciones para n grande, y para hallar A’
se necesitan n® operaciones; si n = 1000, la diferencia en tiempo de computadora
es grande. Ademas lo que queremos es la solucién, no todas las entradas de la
inversa.

OBSERVACIONES A LA FORMA LU

1. - La forma LU es "asimétrica" en un sentido: a lo largo de su diagonal principal
U contiene los pivotes, mientras que L siempre tiene unos. Esto es facil de
corregir: basta factorizar de U una matriz diagonal D constituida por los pivotes
d1, dz,..., dni

[P Ugs Uqqg

d1 1 d, d, d,

d Uz Ugp

U= 2 1 d; d,
d, I 1

y se escribe A como A = LDU. L es triangular inferior con unos en la diagonal,
U es triangular superior con unos en la diagonal y D es la matriz diagonal de
los pivotes.

2.- No hay mucha libertad al efectuar el proceso de eliminacién, ya que las

operaciones en los renglones de manera aleatoria podrian facilmente destruir
en un paso los ceros generados en un paso anterior.
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3.8

EJEMPLO 3.19

Se expresa A en la factorizacién LDU como sigue:

10 0((2 0 O 10 012 0 O}/l 0 O
A=(2 1 0|0 -1 -2 |=]2 1 0|0 -1 0O[|0 1 2

-1 -31/{0 0 -4 -1 -31||0 0 -4}|0 0 1

L U L D U

LA FORMA PA =LU

¢ Qué pasa cuando el niUmero que se va a usar como pivote es igual a cero? Por

ejemplo:
0 2||x| |b,
3 4]|x,| |b,

No podemos usar ningin multiplo de 'la primera ecuacion para aniquilar el
coeficiente 3. Entonces intercambiamos las dos ecuaciones y en este caso
sencillo la matriz sera triangular superior y el sistema:

3x1+ 4% =by
2X2 =b1

Se puede resolver facilmente por sustitucion regresiva. Expresando esto en -
términos matriciales, necesitamos encontrar la matriz de permutacion que produce
el intercambio de renglones, esto es:

ensly s I 2]

lo mismo sucede con b por lo que PAx = Pb.

Entonces:

Si A es una matriz mas grande; por ejemplo, de 4x4 y con ax, = 0
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oo o =~
0O oo N
~Na o »W
w oo B

Nos fijamos en la columna con pivote igual a cero; si hay algin elemento
diferente de cero, se intercambia el renglén, si no, entonces la matriz es singular.
En este caso se intercambian las filas 2 y 4; la matriz de permutacién P,4 que
produce el intercambio es:

P2y =

o oo -~
- o o O
© a o O
o o .o

Note que P4 es la matriz |4 con las filas 2 y 4 intercambiadas. En general, la matriz
de permutacion Py es la idéntica con las filas k y | intercambiadas y PwA produce
el mismo intercambio de filas en A, esto es:

1000123 4112 3 4
0 00 1005 6/ |0c 7 8
0 0 10/l00de6|l|0O0CdSFE®6
010 0[//0c7 8/|005 6

Continuamos con la siguiente columna: si d = 0 hacemos P34 y observamos que el
sistema es no singular, entonces tenemos P34P,4 A y terminamos. Otros dos
ejemplos serian:

PA
1 3 2 1 3 2 13 2
2 6 9|=|0 0 5|=/0 2 4/ (nosingular)
|2 8 8 0 2 4 0 0 5
1 3 2 1 3 2
2 6 9|=|0 0 5] (singular)
3 9 8 0 0 2

¢.Qué sucede con la factorizacion LU (o LDU) cuando hay intercambio de
renglones? Se obtiene U triangular superior, pero ahora no sélo tenemos matrices
elementales E; sino también matrices de permutacion Py, cuyo producto no es
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triangular inferior. Asi que A no puede expresarse como A = LU. Sin embargo,
podemos reemplazar A por la matriz PA. Donde P es una matriz de permutacion
que es el producto de cada una de las permutaciones, resumiendo:

OBSERVACION:

En el caso no singular existe una matriz de permutacién P que reordena los
renglones de A de modo que PA admite una factorizacion con pivotes diferentes
de cero, y PA = LU (o LDU). En éste caso hay solucion unica a Ax = b, la cual se
encuentra a través de la eliminacién. En el caso singular ningun reordenamiento

* puede producir pivotes distintos de cero.
EJEMPLO 3.20
Dada la matriz A, factoricela a la forma LU
1 3 2
A=/-2-6 1
2 5 7
Solucién;
| 1 3 2 1 3 2
‘ -2 -6 1j=i0 0 5
2 5 7 0 -1 3

Se observa que se necesitan intercambiar las filas 2 y 3; asi podemos usar:
; 1 0 0]
}a Py=(0 0 1

" 10 1 0

de tal forma que:

10 013 2
PA={0 0 1/||-2-6 1
g 0 1 0] 2 5 7
% de donde:
; 1 0 0
; L=| 2 1 0
-2 0 1
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y se verifica que PA = LU

1 3 2 1 0 0|1 3 2
PA=12 &5 7}=12 1 0/j0 -1 3|=LU
-2 -6 1 -2 0 110 0 5

La factorizacion LU también se puede usar para resolver sistemas donde la matriz
A esta elevada a una potencia, como se muestra en el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 3.21
Resuelva el sistema lineal A’x = b.
1 2 -1 9
A={-2 -5 3 b={-17
-1 -3 O - 44
Solucion:
A =b lo podemos escribir como:
AA%) =b sea y = A’x entonces nos queda
Ay=b como A% = y entonces A(Ax) = y entonces sea z = Ax
y obtenemos
Az=y se resuelve Az =y para z y finalmente resolvemos
Ax =z para la x deseada.

Como en todo el proceso siempre usamos la misma matriz de coeficientes A, es
rentable hallar L y U.

12 -1 1 0 0
u=10 -1 1 L={-2 1 0
0 0 2 -1 11

Resolvemos para Ay = b con la informacién conservada en L y se tiene

9 9 9
b={-17]= | 1 |=| 1
~44| |-35] |-36

entonces, usando U tenemos
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1 2 -1 9
yﬂ
0"1 1 yz
0 0 -2|ly,| |-36
y de aqui
-7
y=| 17
18

Para resolver Az = y se aplica la informacion conservadaen L ay

-7 -7 -7
y=1[17 |=| 3 |=| 3
18 11 8

y nuevamente usamos U
1 2 1 -7
0 -1 1|i,{=] 3
0 0 -2 z, 8
y de aqui
3
=1-7
-4

para resolver Ax = z usamos la informacién conservada en L para aplicarlaa z y
obtenemos

3 3 3 3
z=|-7 ~|~1 ~ -1 ~ -1
-4 -4 -1 0
y nuevamente usamos U
1 2 -1 X, 3
0 -1 1 X, | = -1

0 0 -2)x, 0
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ysetiene: x=| 1
0

MATRICES ESPECIALES

Definicién 3.4
Se dice que la matriz A de nxn es estrictamente dominante diagonalmente si
satisface:

a,>Y lay paratodai=1,.......n
i
i

y sOlo dominante diagonalmente si

3

i

ﬂa“;

i

>3y lay| paratodai=1,.......n

—

+

EJEMPLO 3.22
Sea la matriz A como sigue:

7 2 0
3 5 -1
0 5 -6

se dice que A es estrictamente dominante diagonalmente ya que

7>12/+/0 5 >3 +-1 -6 >10,+5

TEOREMA 3.5
Si A es una matriz de nxn estrictamente dominante diagonalmente, entonces A es
no-singular. Ademas, se puede efectuar eliminacidbn gaussiana en cualquier
sistema lineal de la forma Ax = b para obtener su solucidn Unica sin intercambio
de renglones o columnas.
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Demostracion:

Para probar que A es no singular, sea el sistema lineal Ax = 0, y supongamos que
existe una solucion x = (x;) @ 0 a este sistema, en este caso para alguna k tal que:

0 < |x|=max x|
1<jgn !

n
como » a; X; =0 paratodai=1,2,..,n esdecir
j=1

apyxs+apxXo+t. . tanx, =0
ay xytapXxo+.tanx,=0

an1 X1 + anz X2 +...+ ann Xn = 0
parai=k
Ay X1 tae Xog .t ak X+t A Xn =0
despejando se tiene
n
jok

esto implica que

lo que contradice el hecho de que A sea estrictamente dominante diagonalmente,
y esto implica que la unica soluciéon de Ax = 0 es x=0 que como ya habiamos visto
en el teorema 3.3, es equivalente a la no singularidad de'A.
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Definicion 3.5
Sea A una matriz simétrica, A es positiva definida si X'Ax > 0 para toda x = 0

EJEMPLO 3.23

Verifique si las siguientes matrices son positivas definidas

10 4 0 2 -1
A=[0 J B=[0 J C=|-1 2 -1
B 0 -1 2
Solucion:
1 0
X ‘Ax = [x1,%2] —‘ X =x,2+2x,2>0
0 2]|x,

para toda x, por lo tanto A es positiva definida.
De igual forma se efectua para B y se tiene:
x'BX = 4x:% - X2°
Sixs =1yx;=3entonces x'Bx < 0 por lo tanto B no es positiva definida.
Para C se tiene:
XCxX = X4 + (X1 - X2)° + (X2 - X3)? + X3 > 0
amenos que x4 =Xz =Xx3 = 0.
TEOREMA 3.6
Si A es una matriz de nxn positiva definida, entonces A es no singular. Ademas, la
eliminacién gaussiana se puede aplicar a cualquier sistema lineal de la forma Ax =

b para obtener su solucién Unica sin intercambios de renglones o de columnas.

Demostracién:

Si x # 0 es un vector que satisface Ax = 0, entonces x'Ax = 0 es imposible ya que
A es positiva definida, lo que implica que Ax = 0 s6lo tiene la solucién trivial y, por
lo tanto, es no singular. La otra parte de la demostracién se omite.
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3.10 RESUMEN

Un sistema lineal tiene asociada una matriz partida (o0 aumentada), que tiene la
matriz de coeficientes del sistema a la izquierda de la particion y el vector
columna de constantes a la derecha de la particion.

Las operaciones elementales en las filas son:

a) Intercambio de filas.

b) Multiplicacién de una fila por una constante distinta de cero.

c) Multiplicacion de una fila por una constante distinta de cero y sumarla a otra fila.

En el método de Gauss, se resuelve un sistema lineal cuadrado usando
operaciones elementales en filas y reduciendo la matriz partida de modo que la
parte izquierda de la particion se convierta en triangular superior. Luego se halla la
solucion mediante sustitucion regresiva.

El método de Gauss-Jordan es analogo al método de Gauss, excepto que la
matriz de coeficientes del sistema se reduce a la matriz identidad |. Entonces, la
solucion aparece como el vector columna a la derecha de la particiéon en la matriz
aumentada reducida.

Se pueden resolver al mismo tiempo varios sistemas lineales con fa misma matriz
de coeficientes aumentando la matriz de coeficientes con los vectores columna de
las constantes de todos los sistemas.

Sea A una matriz cuadrada. Una matriz cuadrada C tal que CA=AC = I es la
inversa de Ay se expresa C =A™. Sitalinversa A™ de A existe, entonces se dice
que A es invertible. La inversa de una matriz invertible A es Gnica. Una matriz
cuadrada que no tiene inversa se llama singular.

La inversa de una matriz cuadrada A existe si, y solo si, A puede reducirse a la
matriz identidad I mediante operaciones elementales en las filas, o también, siy
sélo si, A es igual a un producto de matrices elementales. En este caso, A es igual
al producto, tomado de izquierda a derecha, de las inversas de las matrices
elementales sucesivas que corresponden a la sucesion de operaciones en las filas
que reduce A a .

Para hallar A, si existe, se forma la matriz partida (A%) y se aplica el método de
Gauss-Jordan para reducir esta matriz a (I°D). Si se puede hacer esto, entonces
A" = D. De lo contrario, A no es invertible.

La inversa de un producto de matrices invertibles es el producto de las inversas en
orden contrario.
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10.

11.

12.

13.

14.

3.11

Si A es una matriz invertible de nxn que puede reducirse por filas a una matriz
triangular superior U sin intercambio de filas, entonces existe una matriz triangular
inferior L de nxn tal que A = LU

La matriz L se puede hallar como sigue: se comienza con la matriz identidad I de
nxn. Si durante la reduccion de A a U se multiplica la fila i por r y se suma el
resultado a la fila k, reemplazar el cero de la fila k y columna i de la matriz
identidad por -r. El resultado final obtenido de la matriz identidad es la matriz L.

Una vez que A se ha reducido a U y se ha hallado L se puede encontrar la
solucién de Ax = b para cualquier nuevo vector columna b.

Si A es como en el punto (10), entonces A tiene una factorizacion Unica de la
forma A =LDU, donde:

L es triangular inferior con todas las entradas diagonales 1,
U es triangular superior con todas las entradas diagonales 1,
D es una matriz diagonal con todas las entradas en la diagonal igual a los pivotes.

Para cualquier matriz invertible A, existe una matriz de permutacién P tal que PA
se puede reducir por filas a una matriz triangular superior U y tiene las
propiedades descritas para A en los puntos 10, 11, 12y 13.

NOTAS HISTORICAS

El método de solucion de Gauss se llama asi debido a que Gauss lo describid
en un articulo detallando los calculos que hizo para deteminar la 6rbita del
asteriode Pallas. Los parametros de la orbita tenian que determinarse mediante
observaciones del asteroide durante el periodo de seis afios comprendido entre
1803 y 1809. Esto dio lugar a seis ecuaciones con seis incognitas con coeficientes
bastante complicados. Gauss mostré cdébmo resolver estas ecuaciones
reemplazandolas sistematicamente por un nuevo sistema en el que sélo la
primera ecuacion tenia seis incégnitas, la segunda tenia cinco, la tercera sélo
cuatro y asi sucesivamente, hasta que la sexta ecuacién tenia sélo una incégnita.
Evidentemente, esta ultima ecuacién se podia resolver con facilidad, las incognitas
restantes se hallaron entonces por sustitucion regresiva.

La parte Jordan del método de Gauss-Jordan es, en esencia, una técnica
sistematica de "sustituciéon regresiva". En esta forma la describié Wilhelm Jordan
(1842-1899), un profesor aleman de geodesia, en su “Manual de geodesia”. Este
trabajo se publico por primera vez en aleman en 1873 y desde entonces ha tenido
diez ediciones, ademas de traducciones a otras lenguas. Por otro lado, el propio
Jordan atribuye el método a Friedrich Robert Helmert y Peter Andreas Hansen,
unos afnos antes.
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Wilhelm Jordan fue importante en su campo a finales del siglo XIX; participé en
varias exploraciones geodésicas en Alemania, asi como en la primera exploracion
importante en el desierto de Libia. También fue editor fundador de la revista
alemana de geodesia. Su interés por hallar un método sistematico para resolver
grandes sistemas de ecuaciones surge de la frecuente aparicién de éstos en
problemas de triangulacién.

Un meétodo de reduccion matricial para resoiver un sistema de ecuaciones
lineales se encuentra en el antiguo trabajo chino "Nueve capitulos del arte
matematico". El autor plantea la siguiente solucién al sistema.

3x+2y+z=39
2x+3y+z=34
X + 2y + 3z= 26

El diagrama de los coeficientes se dispone en un abaco como sigue:

1 2 3
2 3 2
26 34 39

Lo que nos induce a multiplicar la columna del centro por 3 y después restar a la
columna de la derecha "el maximo de veces posible"; lo mismo se hace con la
columna de la izquierda. Los nuevos diagramas son entonces:

1 0 3 0 0 3
2 5 2 4 5 2
3 1 1 N 8 1 1
26 24 39 39 24 39

La siguiente instrucciéon es multiplicar la columna de la izquierda por 5 y restar de
nuevo la columna del centro el maximo de veces posible, lo que da:

0O 0 3

0 5 2
36 1 1
99 24 39
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Asi, el sistema se redujo al sistema 3x + 2y + z = 39, 5y + z = 24, 36z = 99, del
cual se halla faciimente la soluciéon completa.

La nocién de la inversa de una matriz aparecié por primera vez en 1855 en un
escrito de Arthur Cayley (1821-1895) y se amplié en un articulo publicado tres
anos mas tarde titulado "Una memoria sobre la teoria de matrices". En este
trabajo, Cayley describe las propiedades basicas de las matrices, puntualizando
que la mayoria se deriva del trabajo con conjuntos de ecuaciones lineales. En
particular, la inversa procede de la idea de resolver un sistema

X=ax + by + cz
Y=ax + by +cz
Z = a"X + blly + CIIZ

Para x, y, z en funcién de X, Y, Z. Cayley da una construccién explicita para la
inversa en funcion de los determinantes de la matriz original y de los menores.

En 1842, Arthur Cayley se gradud en el Trinity College, Cambridge, pero no pudo
hallar un puesto adecuado de profesor por lo que, al igual que Sylvester, estudié
leyes y se hizo abogado en 1849. Durante sus catorce anos de ejercicio escribio
alrededor de 300 articulos matematicos; finalmente, en 1863 se hizo profesor de
Cambridge, donde permanecié hasta su muerte. Fue durante su época de
abogado cuando conocié a Sylvester; sus discusiones durante los 40 afos
siguientes fueron muy fructiferas para el progreso del algebra. Durante su vida,
Cayley escribi6 airededor de 1000 articulos sobre matematica pura, dinamica
tedrica y astronomia matematica.
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4.1

4.2

CAPITULO 4
DETERMINANTES

INTRODUCCION

En el capitulo dos de estos apuntes hemos visto como podemos representar en
forma muy sencilla sistemas de ecuaciones lineales a través de matrices.
Asociadas a dichas matrices existe otro concepto que es el que nos ocupa en
este capitulo y es el de determinantes. Sus usos y aplicaciones son variados,
como podra verse después. Podemos adelantar sin embargo que el objetivo de
los determinantes ha sido el de simplificar calculos numeéricos asociados a los
sistemas de ecuaciones lineales.

Definicion 4.1
Un determinante es una funcién que asigna un numero a una matriz cuadrada.

N

|al

Comenzaremos este tema con una introduccién a determinantes de 2x2 y de 3x3
motivada por calculos de area y volumen.

AREA DE UN PARALELOGRAMO

En la figura siguiente se muestra el paralelogramo determlnado por dos vectores
distintos de cero, no paralelos, a=(a,, ay) y b=(b4, b.) de R2. Este paralelogramo
tiene un vértice en el origen; consideramos las flechas que representan a y b
como los dos lados del paralelogramo, con el origen como vertice comun.

Figura 4.1
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Podemos hallar el area de este paralelogramo multiplicando la longitud [|af} de su
base por su altura h obteniendo:

) Area (O) = |lallh = llall bl (sen ©) = |lal| Ib]l ¥[1 - cos’@]

OBSERVACION:
Recuerde que la magnitud de un vector a en R" se define:
lall = V[a:? + a2 + ... + &,

y el angulo entre dos vectores a y b como:

ab
arcos ={ . -
Lran | st

donde se aplico la ley de los cosenos:

lall |bll cos © = aib; + ...+ ab,

EJEMPLO 4.1
Encuentre el angulo O entre los vectores (1,2, 0,2)y (-3, 1,1, 5) en R*.
Solucién:
Tenemos:
cosg= . ...(+202): (3115 9 T
M2 +224+0% +22 [(-3)2 +12 +52 18 2
asi © =60°

Volviendo a la ecuacion (4.1) tenemos que si usamos el resultado de que
ab=|a] ||b]| cos ©y elevamos al cuadrado la ecuacion:

(Area)’= ||a]|? [Ibl1>- lall? Ib]|? cos® © = [|a]|? ||b]|? - (a b)?
= (a:2 + &) (012 + b7%) - (a1by + azby)’
= (a4 bz - @ by)?

Tomando raices cuadradas tenemos:
Area (0) = |a1b2 -az b1| =detA
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¥ e ke,

donde A es la matriz:

EJEMPLO 4.2
Encuentre el area del paralelogramo en R? con veértices (1,1),(2,3),(2,1),(3,3)

Solucion:
E! paralelogramo se ilustra en la figura siguiente. Los lados que tienen (1,1) como

vértice comun se pueden considerar como los vectores ay b:

F‘igura 42 El paralelogramo determinado por a y'b.

De aqui podemos encontrar que a y b estan dados por:

2,1)-(1,1)=(1,0)
2,3)-(1,1)=(1,2)

a
b
Por lo tanto, el area del paralelogramo esta dada por el determinante:

|
|

0!
1 9 =M= )M =2
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4.3

PRODUCTO CRUZ

El determinante asociado con una matriz cuadrada de 2x2 se denomina
determinante de segundo orden, otra aplicacion de estos determinantes
aparece cuando buscamos un vector de R que sea perpendicular a cada uno de
los dos vectores independientes dados:

b = (b1, bz, b3) y ¢ = (¢4, C2, C3).
Los vectores coordenados unitarios de R® son:
i=(1,0,0j=(0,1,0yk=(0,0, 1),
Entonces se verifica que:

b, b,

l b, b|.
1 Czk

i k (4.2)
[C; Cgj {c, Cs’

es un vector ortogonal a b y c. Esto se puede observar calculandopb=pc=0.

El vector p se conoce como producto cruz de b y ¢, y se denota por p = bxc. Hay
una forma sencilla de recordar la férmula (4.2) para el producto cruz bxc. Se forma
la siguiente matriz de 3x3:

i j k
b1 b2 b3
C1 CZ C3

cuyo determinante es igual a:

i ] k :
b, b b, b, b, b
b1 b2 b3 =j i 2 Si _ 3 1 Si 1 2
C, Cy C; Cy ICy Cyl
Cy C, C; ’

que no es otra que la fébrmula (4.2).

EJEMPLO 4.3
Encuentre un vector perpendicular a (2, 1, 1) y (1, 2, 3) de R®.

Solucién:
Se forma la matriz:
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k
1
3

N = .

[
2
1
y se encuentra que:

(211 x(1,2,3)

2 1 2 1
[ | j+[I 1E k
1 2

s
23

ii_= |
T3
i-5j+3k=(1,0,0)-5(0,1,0)+3(0,0,1)
(1,-5, 3)

El producto cruz p = bxc no sélo es perpendicular a b y ¢, sino que apunta en la
direcciéon determinada por la conocida regla de la mano derecha: cuando los
dedos de la mano derecha se curvan en la direccion de b a c, entonces el pulgar
apunta en la direccion de bxc como en la siguiente figura:

| EE—

Figura 4.3

También tiene interés la magnitud del vector p = bxc de (4.2): es el area del
paralelogramo con un vértice en el origen de R® y aristas en ese vértice dadas por
los vectores b y c. Para ver esto se considera un diagrama como el de la figura
4.1, pero con a reemplazado por c y se calcula nuevamente el area como sigue:

(Area)’ = [lc[|* [lb]|* - (c b)*
= (¢ + ¢ + C3%) (b1° + bz? + bs?) - (Cibg + Caby + Cabs)?

2
b, by” by by
: \ i

C2 Gl  [Cy Gy Ci C,

2
g
|



Tomando raices cuadradas obtenemos:
El area del paralelogramo en R® dado porbyc = ||b x c]|.
EJEMPLO 44

Encuentre el area del paralelogramo en R® determinado por los vectores b = (3,1,
O)yc=(1,3,2)

Solucioén:
Se forma la matriz:
i j k]
310
13 2]
De aqui:
1 0 3 0 3 1
bxc=_ _i-> i+ | k=(2-68)
32 12°°113

Por lo tanto: [[bxc|| = 2V [(1)2 + (-3)% + (4)3] = 2 V26

EJEMPLO 4.5
Encuentre el area del trianguio en R® con vértices -1,2,0),(2,1,3)y(1,1,-1)

Solucion:
Si consideramos (-1, 2, 0) como un origen local y tomamos los vectores

correspondientes a flechas que comiencen ahiy lleguena (2,1, 3)y (1, 1, -1), a
saber:

ahora [|axb| es el area del paralelogramo determinado por estos vectores y el
area del triangulo es la mitad del area de!l paralelogramo:
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44

Figura 4.4

Se forma la matriz:

i j k
3 -1 3
2 -1 -1

De aqui:

-1 3], 3 3, 13 -1

axb=. - ij+i ' k=(4,9,-1)
e Y [

Por lo tanto: [jaxb]] = V[(4)* + (9)* + (-1)’) = V98 = 7V2 de aqui que el area del
triangulo es 7 V2/2.

VOLUMEN DE UNA CAJA

El producto cruz es uti para hallar el volumen de la caja o paralelepipedo
determinado por tres vectores distintos de cero a= (a4, az, a3), b= (bs, by, ba) ¥
c = (cq, Cz, C3) €N R® como se muestra en la figura siguiente:

El volumen de la caja se puede calcular multiplicando el area de la base por la
altura h: el area de la base de la caja es igual a ||bxc| y la altura se puede
encontrar calculando
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o - ;bxcila, jcos6 |(bxc)a
h=]a <cos6 = T =
= bxcl bxo |

El valor absoluto se usa en el caso en que cos © es negativo. Este seria el caso si
bxc tuviera direccion opuesta a la que se muestra en la figura 4.5. Asi:

‘ﬁFlgufr"a 45 |
Volumen (caja ) = area de la base x altura

_lbxe | (bxca
bxc

= | (bxc) a

es decir; el volumen queda definido como:

volumen = I a1 (bz Cs - b3 Cz) - az(b1 Ca- b3 C1) + a3(b1 Co - bz C1)|
=det A
Donde:
a, a, a,
A=|b, b, b,
C, C, C;
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4.5

EJEMPLO 4.6
Encuentre el volumen de la caja con vértice en el origen, determinada por los
vectoresa=(4,1,1),b=(2,1,00yc=(0, 2, 3)

Solucion:
La caja se muestra en la figura 4.6, y se forma la matriz, cuyos renglones son los
vectores a, b y ¢. Su volumen esta dado por el valor absoluto del determinante:

Figura 4.6
AT e 20 21
2 1 oi=4i2 i 5ty =10
| . . |
0 2 3| RS 4

EL DETERMINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA

El determinante de una matriz de 1x1 es su Unico registro. Asi, un determinante
de segundo orden se puede definir como ya se dijo:
a11 a12%

=ay; Qg —85A,,
a, Ay

Y un determinante de tercer orden en términos de uno de segundo orden, como:
j'a11 a12 a13:

Ay 8y azalzan — a4

a,, @, a, a a, a
22 231: a, 21 3 L4 21 22
Qi Qg Ay Ay, @31 Qg

Qg 8y, Ay
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P =apQyay, +a33,a5 —813822831 —a5,8,585, —2,,85434

Definimos un determinante de n-ésimo orden en términos de determinantes de
orden n-1. Para lo cual se introduce la matriz menor A; de una matriz A de nxn,
que es la matriz de (n-1)x(n-1) obtenida al eliminar la i-ésima fila y la j-ésima
columna de A.

@y Ay Ay | ——»
A;=|a.. a;.. a,| i—esimafia (4.3)
@n.... Ay... a,

l j-ésima columna

Usando | A;] como notacién para el determinante de la matriz menor A; podemos
expresar el determinante de una matriz A de 3x3 como:

|
|

@y 8 8y

i ! | ;
=a114A11! -8R, t a13!A135

1821 aZ2 a23

| {
gy 8y Qg

los numeros as' = |An], a2’ = - |Az| y a3’ = |Ays| son apropiadamente
llamados cofactores de aq1, a2 y ass.

Definicion 4.2
El determinante de una matriz de 1x1 es su Unico registro. Sea n > 1 y

supongamos definidos los determinantes de orden menor que n. Sea A = (A;) una
matriz de orden nxn. El cofactor de a; en A es:

aj' = (-1)" det (Ay)

Donde A es la matriz menor de A dada en (4.3). El determinante de A es:

!
| - PORURTURS a, {

detA= - IO A (=g 88, Fo +a,,a,,
|
; a a, |



EJEMPLO 4.7
Encuentre el cofactor del registro 3 6 entrada ay; en la matriz:

210 1
A3 212
4 01 4
10 2 1
Solucién:
1O 0
a, =(-1*0 1 4=-_ - ]:7
o 2 1 210 2
EJEMPLO 4.8
5 -2 4 -1
A_| 0 1 5 2
1 2 0 1
23001 -1 1

Usando la definicion 4.3, encuentre el determinante de la matriz:

Solucién:
5 -2 4 -1
DetA=;0 1 5 2|
1 2 0 1
J-3 1 -1 1
1 5 2 0 5 2 0 12 0 1 5
=5(-122 0 1+(-2D°1 0 14401 2 1+(=DED° 1 2 0
1 -1 1 -3 -1 1 -3 1 1 ~3 1 -1

Calcutando los determinantes de tercer orden se tiene:

1 > 2 0 1 1 2 1! 2 0!

12 0 1§=13:_1 1'|-5i—1 1i+221 _1i:_8

1 -1 1, | } ! 1 ;

0 5 2& | | | ‘
10 1i=o| ° 15-5} 2 1i+2§1 Sy
~3 _1 15 -1 1 -3 1 =3 -1
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12 =0l 1 2 S0

—3 g D |

0 °l 2 01 o 1 2
2 0=0 i, —1‘+5L3 11736
-3 1 -1 o -

de donde det (A) = 5(-8) + 2(-22) + 4(10) + 1(36) = -8

TEOREMA 4.1: DESARROLLO GENERAL POR MENORES
Sean A una matriz de 2x2 y r y s cualesquiera selecciones de la lista de nimeros
1, 2,...,n entonces

det (A) =an @' +apan +..+anan (4.4)
= Qs @'t + Qs @25 +...F Ans A'ng (4.5)

La ecuacion (4.4) es el desarrollo del determinante de A por menores en la r-
ésima fila de A y la ecuacion (4.5) es el desarrollo del determinante de A por
menores en la s-ésima columna de A. Este teorema establece que se puede hallar
el determinante de A desarrollando por menores en cualquier fila o columna de A.

EJEMPLO 4.9
Encuentre el determinante de la matriz:
3 2 0 1 3]
-2 4 1 2 1
A= 0 -1 0 1 -5
-1 2 0 -1 2
. 0 0 0 0 2]

Solucion:
Se puede agilizar el calculo desarrollando por menores en cada paso, en la fila o
columna que contenga la mayoria de ceros:

|
i desarrollando en la 52 fila
|



32 1
= 21D 0 -1 1) desarrollando en la 32 columna
12 1
ot [~ 1 1' 3+1[ 2 11
=-2 3(-1) 1 1—1(—1) i ) 11 desarrollando en la 12 columna
=12

El uso de esta definicidn para determinantes de 4x4 ya es un trabajo tremendo
pues se involucran 4! productos, como se podra observar en la seccion 4.7, por lo
cual se usan propiedades de los determinantes para calcularlos mas faciimente,
ésto se vera en la siguiente seccién.

PROPIEDADES DE L.OS DETERMINANTES

1. Si cualquier rengléon o columna de A, tiene soélo componentes cero
entonces:
det (A) = 0.
Por ejemplo:
ab
A= {0 0} entonces, det A = a(0) - b(0) =0
2. Si A tiene dos renglones (o columnas) iguales o proporcionales, entonces:
det(A)=0
Por ejemplo:
a b
A= entonces, det A = 2ab —2ab =0
22 2b
3. Sea B una matriz que resulta de intercambiar dos renglones (columnas) de

la matriz cuadrada A, entonces:

det B = -det A.
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Por ejemplo:

ab
ey

c d ab
det A=ad-bc detB =cb-ad =-(ad - bc)

Si A es una matriz cuadrada entonces:

det A = det A'

Si B es la matriz que resulta de multiplicar por a un renglén i de A entonces:

detB=adetA
Por ejemplo:
A a b B - aa aob
c d c d
= detA =ad - bc detB =qad - abc

=x(ad - bc)

Sea B = aA, donde A es una matriz de nxn entonces det B = a" det A.

Por ejemplo:
A ab B - oca od
c d ac ad
= detA =ad - bc det B = (axa)(ad) - (ab)(ac)
= o’(ad) - o’(bc)
=o’(ad - bc)

Como A es de 2x2 entonces a" = o,
El determinante de la matriz identidad es igual a 1.

Si B se obtiene de A por medio de la operacién elemental de sumar a un
renglon un maltiplo de otro: Ep,® entonces:
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10.

detB = det A

Por ejemplo:
A ab B - a+ac b+ad
c d c d
det A =ad -bc detB =(a+ac)d-(b+ad)c
=ad + acd - bc - adc
=ad - bc

Para A y B de orden nxn el determinante del producto es igual al producto
de los determinantes, entonces:

det (AB) = (det A)(det B)

Por ejemplo:
b
Lo o g o
c d g h
detA=ad-bc detB=eh-gf

det A det B = (ad-bc)(eh-gf) = adeh - adgf - bceh + begf

AB = ae +bg af +bh
ce+dg cf+dh

det AB = (ae+bg)(cf+dh) - (ce+dg)(af+bh) = aedh - afdg + bgcf - bhce
En particular, si A es invertible, entonces:

det Adet A" =det AA' =detl=1luegodet A"’ = 1/det A

Si A es singular, entonces:

det A= 0. Si A es no singular det A = 0.
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4.6

EJEMPLO 4.10

Sea la matriz:

a b c d
f

a-l® P ah
I
mn o p

cuyo determinante es igual a 10. Usando propiedades del determinante calcule;

a) det (0A)
b) det (0A™)
c) [det (aA)]"1
d) det (4AA)

Solucion:

a) o (det A) = o {10)

b) o (det A"y = a* (1/det A) = a*/10
¢) (a* 10)”

d) 4* (10)(10) = 4*(100)

CALCULO DE DETERMINANTES MEDIANTE LA REDUCCION A UNA MATRIZ
TRIANGULAR SUPERIOR O INFERIOR

Hemos visto que el calculo de determinantes de orden superior es una tarea
irracional si se realiza directamente a partir de la definicién 4.3, usando solamente
desarrollos repetidos por menores; sabemos también que una matriz se puede
reducir a una matriz triangular superior al efectuar operaciones elementales por
filas. El siguiente teorema nos permite usar ésto para calcular determinantes de
matrices de orden mayor que 3.

TEOREMA 4.2
Sea A = (A;) una matriz de orden nxn triangular superior o inferior, entonces:

detA= aq1 A22...Anp

lo que significa que el determinante de una matriz triangular es igual al producto
de sus componentes diagonales.
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Demostracioén:

Sea U una matriz triangular superior tal que:

Uy Ugp e Uy,
U= 0 uy Uzq
0 0 - wu

| ! | !

P Uzn! l‘uss Us, !

=y..| = ‘ i
detU=u,; 0 us -+ U, =u,uy 0 u, u,mi—u11 Ugyyernene o

0 0. u 0o 0 u,

nn |

Ademas, el efecto de las matrices elementales en los determinantes lo podemos
encontrar en la siguiente proposicion:

PROPOSICION 4.1

Sea A una matriz de nxn y E una matriz elemental, entonces:
det EA = det E det A, o bien det AE =det Adet E.

Demostracion:

Existen tres tipos de matrices elementales:
a) E = E,q sea B = Eyy A entonces:
det Egq A=det B =-det A=(-1) det A = det Epq det A
by E=E, SeaB=E,” Aentonces:
det E,” A = det B = a det A = det E, det A
C) E= qu(ﬁ) se deja de ejerciéio.

EJEMPLO 4.11
El determinante de la matriz A:

2 1 7
A={0 2 -5|esiguala|A| =(2)(2)(1) =4
0 0 1
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EJEMPLO 4.12
Encuentre el determinante de la matriz:

2 2 0 4
A_|3 3 22
0 1 3 2
2 0 2 1
Solucion:
2 2 0 4 110 2
3322 _273322i
0132 “0o132
20 2 1 202 1
1 0 2
3 |
L3 32 2i
0 1 3 2
0 -2 2 -3
1 1 0 2
00 2 -4
o 1 3 2
0 -2 2 -3
11 0 2
o 1 3 2|
=2 \
o0 2 -4 )
0 -2 2 -3
\1 1.0 2
L0132
o 0 2 -4
0o 0 8 1
11 0 2
| |
0 1 3 2
= (-2)(2
205 o ;3
o o 8 1‘
11 0 2
o1 3 2
-2 |
(=2) );o o 1 -2
0o 0 0 17

De aqui det A = (-2)(2)(17) = -68
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Propiedad de multiplicacion por un
escalar.

El 1er renglén es multiplicado por
—-2.y se suma al 4° renglén.

Se muitiplica el 1er renglén por -3 y
se suma al 2°,

Se intercambian renglones

Se multiplica el 2° renglén y se suma
al 4°,

Propiedad de multiplicacion por un
escalar.

Se multiplica el 3er renglén por -8 y
se suma al 4°.



El ejemplo anterior ilustra que si una matriz A de orden nxn se puede reducir a una
matriz triangular superior U con n pivotes (distintos de cero), entonces det (A) es
igual a + el producto de los pivotes. Si en algin punto de la reduccién no se puede
hallar un pivote distinto de cero, entonces el determinante de esta matriz y el
determinante de A son igual a cero.

Por ejemplo:

Sea A matriz de 5x5 que se ha reducido y se tiene:

b, X X X X]
0 p, X X X
0 0 0 X X
0 0 0 X X
L0 0 0 X X] DEPFI

Desarrollando repetidamente por menores en las primeras columnas vemos
facilmente que el determinante es cero.

TEOREMA 4.3: CRITERIO DE INVERTIBILIDAD PARA UNA MATRIZ
CUADRADA.
Sea A una matriz de nxn, entonces A tiene inversa si y s6lo sidet A # 0.

Demostracion:
—)Si A es invertible entonces | = AA™, por lo que 1 = det (1) = det (A) det (A™); por
lo tanto, det A # 0.

<)Se tiene det A = 0, entonces se pueden aplicar operaciones elementales en A
para expresarla como una matriz equivalente U, esto es:

Ex....E2E1A=U o6 A=E"E".... E'U
de aqui que:
det A = det (E;") det (E2 ) ....... det (E") det U

como det A = 0, entonces det (U) =0, de donde U no tiene renglones iguales a
cero y por lo tanto U = I.
TEOREMA 4.4

Para una matriz A de nxn las siguientes afirmaciones son equivalentes:
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a) La ecuacion Ax = 0 tiene la Unica solucion x = 0.

b) El sistema lineal Ax = b tiene una solucién Unica para cualquier vector
columna b n-dimensional.

) La matriz A es no-singular, es decir A™ existe.

d) El determinante de A es distinto de cero.

e) El algoritmo de eliminacidén gaussiana se puede aplicar al sistema lineal
Ax =b.

Ya hemos visto el método de desarrollo por cofactores para encontrar un
determinante, ahora encontraremos una férmula para calcular la inversa de una
matriz.

Definicién 4.3
Si A es una matriz de nxn y a'; es el cofactor de a; entonces la matriz:

] L} 1
ay Ay, Ay,
] ] L]
A= Ay Ay o Ay
1 t 1]
a, a, - a,,

se llama la matriz de cofactores de A. La transpuesta de esta matriz se
denomina la adjunta de A y se denota por adj(A).

EJEMPLO 4.13
Sea la matriz:

3 2 -1
A=[1 6 3
2 -4 0
Los cofactores de A son:
8'11 =12 a'12=6 a'13=-16
3'21 =-4 8'22 =2 8'23 = 16

a'31 =12 a'32 =-10 a'33 = 16

Por lo que la matriz de cofactores es:

12 6 -16 12 -4 12
A=|-4 2 16| ylaadjuntade Aes: adjA=] © 2 -10
12 -10 16 -16 16 16
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Ahora es posible establecer una férmula para calcular la inversa de una matriz
invertible.

TEOREMA 4.5
Si A es una matriz invertible, entonces:

1
Al =" . adi(A
detAél IA)

Demostracion:

Primero se demostrara que:
A adj(A) = det(A) |

Considere el producto:

ay @y ooay @y @y a'j1 e 8
_ a, a,, - a,ja, a, a,. a

A adj(A) - .11 '12 ‘ .1n :11 .21 11: ‘n1
¥ ' ¢ 1

ay, ay, ooagjay ady, ay. a1

El elemento que se encuentra en el i-€simo renglén y en la j-ésima columna de
A adj(A) es:

ag aj +agajpp+..+aaj (4.6)

Si i=j entonces (4.6) es el desarrollo por cofactores de det(A) a lo largo del i-esimo
rengién de A.

Si i#j entonces los elementos y los cofactores provienen de diferentes renglones
de A, por lo que el valor de (4.6) es cero.

Note que:
2y Ay ay,
ax a'yttaxapt...... + az, a'sn _|81 8p o Ap -0
an1 anz ann

81



Por lo tanto:

det A
A adj(A) = det A =(detA) I 4.7)
det A

Como A es invertible det (A) #0, entonces la ecuacion (4.7) se puede reescribir
como:

1 .
oA A adiA)]=1

entonces:

1 .
A= [det A} adj(A) =1

1
A = 1 adiA
detA 2HA)

EJEMPLO 4.14
Encuentre la inversa de la matriz

usando la férmula para la inversa.

>

il
w N A
- N ©
_ O

Solucién:

Primero se verifica que el determinante de A sea diferente de cero: como el
det (A) = 4, entonces A es invertible.

Para calcular la adjunta de A tenemos que los cofactores de A son:

ay=2 a'yz =-2 ap= 4

az =1 a2 =1 azs= 4

a'y =-2 ay=2 a'yz = 8
Por lo que la matriz de cofactores es:

2 -2 -4 2 1 -2
A= 1 1 -4 y la adjunta de A es: adiA=-2 1 -4
-2 2 8 -4 -4 8
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de aqui que:

A 12 114 -1/2
A-zz_{A= ~1/2 14 14
€ _1 ~1 2

Para matrices de orden mayor que 3x3 este método para invertir matrices es
operacionalmente inferior a la técnica de Gauss-Jordan.

De la misma manera, con frecuencia es util tener una férmula en términos de
determinantes para la soluciéon de un sistema de ecuaciones Ax = b, donde A es
una matriz invertible, por lo cual enunciamos el siguiente teorema.

TEOREMA 4.6: REGLA DE CRAMER

Si Ax = b es un sistema de n ecuaciones lineales en n incégnitas tal que det(A) =0,
entonces el sistema tiene solucion unica y esta dada por:

detB,
X, =—— -~ arak=12,....n 1
“ detA P M

donde By es la matriz que se obtiene al reemplazar los elementos de la j-ésima
columna de A por los elementos del vector columna b.

Demostracion:

Como A es invertible, la solucién unica del sistema Ax = b se puede expresar
como:

x,=A7b=- b comparando con (1):

vemos que sblo se necesita demostrar que la k-ésima componente del vector
columna adjA b esta dado por el determinante de la matriz:

a11 b1 a1n

“la,, b a
Bk _ ?1 .2 2n -0

a b a

obtenida de A mediante el reemplazo de la k-ésima columna por b; esto es, el
reemplazo de ay por b;. Al desarrollar det B por menores en la k-ésima columna
se tiene:
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detB, =) a', b,
j=1

pero ésta es la k-ésima componente de:

a,, a, - a b,
i a' a' R b
(adj A) b = 1K 2k nk 2
1 1 ]
a, a, -a b
=a'i by + ...+ @' by

lo que completa la demostracion.

EJEMPLO 4.15

Resuelva el siguiente sistema lineal usando la regla de Cramer.

X+ +2x3= 6
-3x1 + 4%, + 6x3= 30
- X1 - 2X%+3x3= 8

1 0 2
A=|-3 4 6| detA=44

-1 -2 3

6 0 2 1 6 2
B,=130 4 6 B,=|{-3 30 6

8 -2 3 -1 8 3

det B =-40 detB, =72
Por lo tanto:

o - det(B,) _-40 _-10
' det(A) 44 11
_det(B,) 72 18
27 det(A) 44 11
_det(B,) 152 _ 38

T det(A) 44 11
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-1

0 6
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4.7

RESUMEN

1.-

Un determinante de segundo orden esta definido por

2 b1=ad-bc
c d

El area del paralelogramo con vértice en el origen determinado por los
vectores distintos de cero a y b de R? es el valor absoluto del determinante
de la matriz que tiene vectores filaa y b.

El producto cruz de los vectores b y c de R’ se puede calcular usando el
determinante simbdlico:

ik
b1 b2 b3
Ci Cy Cy

Este producto cruz bxc es perpendiculara: by c.

4.-

5.-

8.-

a)

El area del paralelogramo determinado por los vectores distintos de cerobyc
deR%es ||bxc|.

El volumen de la caja determinada por los vectores distintos de cero a, by ¢
de R® es el valor absoluto del determinante de la matriz que tiene vectores fila
a, b y c. Este determinante también es igual a: a(bxc).

E! cofactor de un elemento a; en una matriz cuadrada A es (-1)" | A;|, donde
A; es la matriz obtenida de A al eliminar la i-ésima fila y la j-ésima columna.

El determinante de una matriz de nxn se puede definir inductivamente
desarrollando por menores en la primera fila. El determinante se puede
calcular desarrollando por menores usando cualquier fila o columna; es la
suma de los productos de los registros en esa fila o columna con los
cofactores de los registros. En general, dicho calculo es muy largo.

Las operaciones elementales en filas tienen el efecto siguiente en el
determinante de una matriz cuadrada A:

Si se intercambian dos filas diferentes de A; cambia el signo del determinante.

b) Si se muliiplica una sola fila de A por un escalar, el determinante se multiplica

c)

por el escalar.
Si un multiplo de una fila se suma a una fila diferente, el determinante no
cambia.
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4.8

9.- Lainversa de una matriz invertible A esta dada por la férmula:

R B
A " det (A)aclj &)

10.- Si A es invertible, entonces un sistema de ecuaciones Ax = b tiene la soluciéon
dnica x, cuya k-ésima componente esta dada explicitamente por la formula.

_ detB,

X, = :
det (A)

donde la matriz By se obtiene de A reemplazando la k-ésima columna de A por b.
NOTAS HISTORICAS

La nocion de producto cruz surgié de los intentos de Sir Wiliam Rowan
Hamilton para desarrollar una multiplicacion para "ternas"; esto es, vectores de R®,
La simbologia actual para el producto cruz aparecidé por primera vez en el breve
texto “Elements of Vector Analisis” (1881) del norteamericano Josiah Willard Gibbs
(1839- 1903), profesor de fisica matematica en Yale, que lo escribié para sus
cursos de electricidad y magnetismo de Yale, y de mecanica en Johns Hopkins.

La interpretacion como volumen de un determinante aparecié por primera vez
en 1773, en un articulo sobre mecanica de Joseph Louis Lagrange (1736- 1813).
Lagrange observé que si los puntos M, M', M" tienen coordenadas (x, y, z), (X', Y/,
Z)y (X", y", 2") respectivamente, entonces el tetraedro con vértices en el origen y
esos tres puntos tendra volumen;

(1/8) [z(xy" - y'X") + Z'(yx" - xy") + Z'(xy" - yx)]

X y y
Estoes: (1/6) det] X y' z
xll y” le

Lagrange naci6 en Turin y pasoé la mayor parte de su carrera matematica en Berlin
y Paris; aport6 resultados importantes en temas tan variados como calculo de
variaciones, mecanica celeste, teoria de nimeros y teoria de ecuaciones. Entre
sus trabajos mas famosos estan el Tratado de mecanica analitica (1788), en el
cual present6 los distintos principios de la mecanica desde un solo punto de vista,
y la teoria de funciones analiticas (1797), donde intent6 basar el calculo diferencial
en la teoria de series de potencias.
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La teoria de los determinantes se desarroll6 a partir de los esfuerzos de muchos
matematicos de finales del siglo XVIll y principios del XIX. Ademas de Gabriel
Cramer (1704-1752), Etienne Bezout (1739-1783), en 1764, y Alexandre-
Theophile Vandermonde (1735-1796), en 1771, dieron varios métodos para
calcular determinantes. En un trabajo sobre calculo integral, Pierre Simon Laplace
(1749-1827) traté sistemas de ecuaciones lineales repitiendo el trabajo de
Cramer, pero también enuncié y probd la regla de que el intercambio de dos
columnas adyacentes del determinante cambia el signo y mostré6 que un
determinante con dos columnas iguales es cero.

El mas completo de los primeros trabajos sobre determinantes es el de Augustin -
Louis Cauchy (1789-1857) en 1812. En éste trabajo, Cauchy introdujo el nombre
de "determinante” para reemplazar varios términos antiguos, usé la notacién hoy
en boga del doble subindice para un arreglo cuadrado de numeros, defini6 el
arreglo de adjuntos (0 menores) a un arreglo dado, y mostré6 que podemos
calcular el determinante desarrollando en cualquier fila o columna. Ademas,
Cauchy probé de nuevo muchos teoremas estandar sobre determinantes mas o
menos conocidos durante los 50 afios anteriores.

Cauchy fue el matematico mas prolifico del siglo XIX, hizo aportaciones en areas
como analisis complejo, calculo, ecuaciones diferenciales y mecanica. En
particular, escribié el primer texto de calculo usando el enfoque moderno de €-0
para la continuidad. Politicamente fue conservador; cuando la Revolucién de julio
de 1830 reemplazé al rey Borbon Carlos X por el rey Orleans Luis Felipe Cauchy
se negd a prestar el juramento de fidelidad, perdiendo asi sus puestos en la Ecole
Polytechnique y en el College de France y se exilio en Turin y Praga.

La primera aparicion del determinante de una matriz cuadrada en Europa
occidental ocurrié en 1683, en una carta de Gottfried von Leibniz al marqués de
L'Hopital. Leibniz escribe un sistema de tres ecuaciones con dos incégnitas con
coeficientes "numéricos" abstractos como sigue:

10+ 11x+12y =0
20+ 21x+ 22y =0
30+31x+32y=0

En donde se observa que cada nimero coeficiente tenia "dos caracteres: el
primero que marca en qué ecuacion se presenta y el segundo marca a que letra
pertenece". Después, procedié a eliminar y luego x, para mostrar que el criterio
para que el sistema de ecuaciones tenga solucién es:

(10) (21) (32) + (11) (22) (30) + (12) (20) (31) = (10)(22)(31) + (11) (20) (32) + (12) (21) (30).
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Es evidente que esto equivale a nuestra condicién de que el determinante de la
matriz de coeficientes se debe anular. Lamentablemente, la carta no se publico
hasta 1850, por lo que no influyé en trabajos posteriores.

Los determinantes también aparecieron en el trabajo contemporaneo del
matematico japonés Takakazu Seki (1642-1708).

La regla de Cramer aparecié por primera vez en toda su generalidad en una obra
de Gabriel Cramer (1704-1752) titulada “Introduccion al analisis de curvas
algebraicas” (1750). El problema en el que Cramer estaba interesado era el de
determinar la ecuacion de una curva plana de grado dado que pasara por cierto
numero de puntos dados. Formul6 el teorema de que una curva de grado n-ésimo
esta determinada cuando se conocen (¥2)n (n+3) puntos de la curva. Por ejemplo,
una curva de segundo grado que él escribia como:

A+By+Cx+Dy*+Exy+x°=0 *)

Esta determinada por cinco puntos. Entonces, la cuestién es como determinar A,
B, C, D, E dados los cinco puntos. El método obvio es sustituir sucesivamente en
la ecuacién (*) las coordenadas de cada uno de los cinco puntos. Esto da cinco
ecuaciones para los coeficientes desconocidos. Cramer cita el apéndice del
folleto, en donde da su regla general: "se halla el valor de cada incégnita formando
n fracciones cuyo comun denominador tiene tantos términos como permutaciones
de n objetos hay" y pasa a explicar exactamente como se calculan estos términos
como productos de ciertos coeficientes de las n ecuaciones, cdmo se determina el
signo apropiado para cada término y como se determinan los n numeradores de
las fracciones al reemplazar ciertos coeficientes de este calculo por los términos
constantes del sistema.

Cramer fue un matematico suizo que ensefid en la Académie de Calvin, en
Ginebra, desde 1724 hasta su muerte. Fue un gran sabio pero su trabajo se vid
oscurecido por contemporaneos tan brillantes como Euler y los Bernoulli.
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5.1

5.2

CAPITULO 5
ESPACIOS VECTORIALES

INTRODUCCION
Hemos visto como se puede efectuar la eliminacion para simplificar un sistema
lineal Ax = b; afortunadamente, no sélo se facilita el calculo del valor de x, sino
que también se responde a las cuestiones tedricas acerca de su existencia y su
unicidad. El objetivo fundamental de esta parte es adquirir un conocimiento
diferente y mas profundo del problema.
Para ello necesitamos el concepto de espac:o vectorial, mtroducumos la idea con
los espacios mas importantes R, R R®... El espacio R? se representa por el ya
conocido plano x-y, donde las dos componentes del vector son las coordenadas X,
y del punto correspondiente. También es familiar R® con las tres componentes que
dan un punto en el espacio tridimensional y R es una recta. Lo importante en
algebra lineal es que la extension a n dimensiones es directa.
En estos espacios, como en todos los espacios vectoriales, son posibles dos
operaciones: la suma de dos vectores cualesquiera y la multlphcamon de
escalares por vectores.
ESPACIOS VECTORIALES Y ALGEBRA EN R
Sean uy v vectores en R", donde u = (U4, Ua,..., Un) Y V = (V1, Va,..., V)
La sumau + v es el vector

u+v=(us+vy Uz + V..., U+ Vy)
si r es un escalar, el multiplo escalar ru se define

ru = (ruyq, ruy,..., rup)

si u es un vector en R" se define el negativo ( o inverso aditivo) de u mediante -u y
se define como:

-u= (-U1, -Uz,...,-un)
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como:

son

la sustraccion de vectores en R" se define como v -u =v + (-u) o en términos de
las componentes:
V-u=(Vi, V2,...,Vp) + (-Uq,-Ug,...,-Up) = Vq-Uq, V2 - Uy,..., Vo - Up

Nota: Para sumar dos vectores, ambos deben estar contenidos en el mismo
espacio R". La suma de vectores con diferente nimero de componentes no esta
definida.

Las propiedades mas importantes de la suma y el producto por un escalar en R"
se enumeran en el siguiente teorema

TEOREMA 5.1
Sean u, vy w elementos de R"yr, s escalares, entonces

utv=v+u
ut(v+tw)=(u+v)+w
u+0=0+u=u
u+(-u)=0esdeciru-u=0
r(su) = (rsju
ru+v)=ru+rv
(r+s)u=ru+su

fu=u

Se@ o a0 T

Este teorema permite manejar los vectores en R" sin tener que expresarlos en
términos de sus componentes, exactamente como se trabaja con los niameros
reales.

Para extender las nociones de distancia, norma yzéngulo a R"” se comenzara con
la siguiente generalizacion de producto punto en R” y en R®,

Definicion 5.1
Si u y v son vectores en R", entonces el producto interior euclideano se define
uev==usvy+usvo+ ...+ Uy,

los vectores u y v se dicen ortogonales ( o perpendiculares) si su producto interior
es igual a cero, es decirsi uev=0

EJEMPLO 5.1
Encuentre el producto interior euclideano de los vectores u y v en R* donde uy v

u=(-1,3,517) v=(5 4,70
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Solucion:

uev=(-1)(5) + (3)(-4) + (5)(7) + (7)(0) = 18

TEOREMA 5.2 :

Si u, vy w son vectores en R" y r es un escalar, entonces:
a uev=veu

b. (Utview=uew+vew

c ruev)=(ru)ev=ue(rv)

d ueu>0yueu=0 siysblosiu=0

Demostracion del inciso d.

Ueu=u+u’+ ... +u,’>0ademas la igualdad se cumple siy sélo si:
Uy =Ux=..=Up esdecirsélosiu=0

Definicién 5.2 Norma y distancia en R".
Dados los vectores u y v en R” se define la distancia d(u,v) entre los puntos u y v
como:

d(u, V) = U, =v,)2 (U, V)2 o+ (U, +V, )2
la norma o longitud del vector u denotada |u} es definida como

i =ueu= fufru s,
donde u ¢ u > 0 y entonces la raiz cuadrada existe. Observe que

d(u, v) =l u -v|
Es importante tener una buena apreciacion del concepto de norma, dada su
relacion con otras ideas del algebra lineal. Una primera relacién de interés es la

que se gbserva entre norma y distancia. Considere los puntos Py = (a, b) y P, = (c,
d)enR

[Pl =Vva? + b2 y d(Py,P2)= Ja-c)* + (b-d)

asi | P;| corresponde a la distancia del origen al punto P, y d(P+, P,) corresponde
a la distancia entre los puntos Py y P,
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EJEMPLO 5.2
Dados los vectores u = (1, 2, 0, 3) y v = (0, 3, 5, 2) encuentre la norma de u, la
norma de v y la distancia entre ellos.

Solucién:

fut=ym2 + @2 + @2 + @2 = Ji4

vl = ) + 3) + (5 + @7 =38

d(u, v) = 4/(1-0)? + (2-3)? + (0-5), + (3-2)* =~28

Propiedades de la Magnitud o Norma
a) Ivl?=vv

by  Irvl=ld |vl

TEOREMA 5.3 DESIGUALDAD DE CAUCHY-SCHWARZ
Sean v y w vectores en R", entonces

[vew < vl lwl
Demostracion
Para escalares r y s cualesquiera se tiene

lrv+sw?20 (5.1)
frv+ swl?= (v + sw) (v + sw) = () + 2rs(vw) + s*(ww) (5.2)

haciendo r = ww y s = -(vw) se obtiene de las ecuaciones (5.1) y (5.2)
(ww)? (vv) - 2(Ww)(vw)(vw) + (vw)? (ww) = (ww)” (W) - (Ww)(vw)° > 0
6 (ww) [(w)(ww) - (vWw)*] = 0
si (ww) = 0 entonces w = 0 y se tiene la igualdad con cero. Si (ww) = 0 ,entonces:
ww > 0 y se tiene
(W)(Ww) - (vWw)* > 0
(W)(ww) > (ww)*
6 fvi? Twl?> (vw)?
tomando raices cuadradas se tiene

ivi twl =lvw
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Otra desigualdad importante que es derivada de la desigualdad de Cauchy-
Schwarz es la desigualdad del triangulo: dados vy ww en R” se tiene:

iv+w] < Ivl + iwl

la figura 5.1 muestra el origen del nombre de desigualdad triangular

vtw

1Ll

ol

Figuras.1

Demostraciéon
Usando las propiedades del producto punto asi como la desigualdad de Cauchy-
Schwarz tenemos:

IvtwlZ=(v+w)v+w) =v.v+2v-w+w-w
<vov+2 Jvl fwl +ww= lviZ+2)v] Twl + Jwi?
=(Ivl + Iwl)?

y tomando raices cuadradas se tiene:
Iv+wl <lvl + {wl

Ya se han visto algunas propiedades de los vectores en R", ahora procederemos
a generalizarlas y definir un espacio vectorial.

Definicion 5.3

Un espacio vectorial real es un conjunto no vacio V de objetos llamados vectores
junto con una regla para sumar dos vectores cualesquiera v y w para producir un
vector v + w €V y una regla para multiplicar cualquier vector veV por cualquier
escalar relg a fin de producir un vector r veV llamado multiplo escalar. Ademas,
para todos los vectores u, vy w en V y para todos los escalares r y s, se deben
cumplir los siguientes axiomas:

Propiedades de la suma
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1. Siuy v son vectores en V entonces u +v € V (cerrado bajo la suma)
2, u+v=v+u (ley conmutativa)
3. u+v+w)=(u+v)+tw (ley asociativa)
1. Existe un vector 0V llamado vector cero

0+u = u+0 =u para toda ucV (naturaleza del vector cero).
2. Para toda ueV existe -ucV tal que

ut(-u) = (-u)+u=0 (-u como inverso aditivo de
u)

Propiedades que incluyen el producto por un escalar

6. SireRyueV, entonces r ueV (cerrado bajo el producto por un
escalar)

7. rMlu+v)=ru+rv (ley distributiva)

8. (r+s)u=ru+su (ley distributiva)

9. r(su) = (r s)u (ley asociativa)

10. 1v=v (preservacién de escala)

EJEMPLO 5.3

El conjunto V = R" con las operaciones ordinarias de adicién y multiplicaciéon por
escalares es un espacio vectorial.

EJEMPLO 5.4

Sea V cualquier plano que pasa por el origen en R®. Los puntos de V forman un
espacio vectorial bajo las operamones ordinarias para vectores en R®. Por el
ejemplo anterior se sabe que R® es un espacio vectorial bajo esas operamones
Los axiomas (2) (3) (7) (8) ((9) y (10) se cumplen para todos los puntos de R® y por
lo tanto para todos los puntos del plano V. Entonces solo es necesario demostrar
que se cumplen los axiomas (1) (4) (5) y (6).

Solucion:

Dado que el plano V pasa por el origen tiene una ecuacion de la forma
ax+by+cz=0 (5.3)

por lo tanto, si v = (v4, V2, v3) y W(W4, Wa, w3) son puntos en V entonces

avy+bvo+cv3=0
aws + bws + cw3 =0

sumando estas ecuaciones se tiene:

a(vy +wy) + b(va +wo) + c(vz +w3) =0
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AR RSB

Esta igualdad indica que las coordenadas del punto v +w = (Vi + Wy, Vo + Wp, V3 +
ws) satisfacen (5.3) y por lo tanto v + w € V, lo que muestra que el axioma 1 se
cumple.

Si multiplicamos la ecuacion avq + bv; + cva = 0 por -1 resulta
a(-v1) + b(-v2) + c(-va) = 0
por lo tanto -veV y se cumple el axioma 5. La demostracion de los axiomas 4y 6

se dejan como ejercicio.

EJEMPLO 5.5

Muestre que el conjunto P de todos los polinomios con coeficientes en R es un
espacio vectorial, usando como suma de vectores y producto por un escalar la
suma usual de polinomios y el producto usual de un polinomio por un escalar.

Solucién:
Sean p y q polinomios
p=ag+ax+a + .. +apx
q=Dbo + bix+ b+ ...+ byxX"
si m 2 n, recordemos que la suma de p y q esta dada por:

p+q=(a+bg) +(a; +by)x+ ...+ (@n+ bp)X" + braXnet +...+ brX™

se hace una definicion similar si m < n. El producto de p por un escalar r esta dado
por:

[P = rag + rasx + race + ... + rapx"
se tiene el polinomio cero y -p y se cumplen los 8 axiomas restantes.
EJEMPLO 5.6
Demuestre que el conjunto M de todas las matrices de mxn es un espacio

vectorial, usando como suma de vectores y multiplicacion por un escalar la sumay
producto por un escalar usual para las matrices.

Solucion:

La suma de matrices de mxn y el producto de una matriz de mxn por un escalar
produce de nuevo una matriz de mxn. Asi M es cerrado bajo la suma de vectores
y el producto por un escalar. Tomamos como vector cero en M la matriz cero
usual, cuyas entradas son todas iguales a cero. Para cualquier matriz A en M
consideremos -A como la matriz (-1)A.
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EJEMPLO 5.7

Este ejemplo muestra que no necesariamente la suma vectorial ha de estar
relacionada con la suma ordinaria, y que el vector cero no necesariamente es el
namero real cero.

SeaV={x | xeR, x>0 } la suma y producto escalar se definen como:

Xey = Xy

suma vectorial = producto ordinario
y parareR, xeV, se define
r ®x = x' (potencia ordinaria)
Muestre que V con estas operaciones es un espacio vectorial.

Solucion:
Como los elementos de V son xeR entonces se tiene

293=23=6
203 =3°=9
2®3 =3%=1/9

Entonces tenemos que demostrar que se satisfacen los axiomas:

Cerradura para la suma
Sean xeV, yeV entonces x @ y = x y como x, y € R" y como el producto de dos
reales positivos es otro real positivo x yeV entonces xay € V

Cerradura para la multiplicacién por un escalar. Sean reR y xeV r ®x = x’ como
xeR" al elevarlo a cualquier potencia real se obtiene un numero real positivo. En
consecuencia r ® xeV.

Conmutatividad de la suma
XOY=XY=SYX=y® X
porlotanto x@ y=y @ X
Asociatividad
xeyez=Kxy)lez=xyz=x(yz)=xa (yz)=x& (Yo 2)

ldéntico aditivo
X @ 6 = x por definicion x @ 6 = x 6 de donde 6 = 1, es decir el real positivo 1 es
el idéntico aditivo o cero para este espacio

Xe 1=x
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6.

10.

5.3

Inverso aditivo. Para toda xeV, -x debe satisfacer x @ (-x) = 6 pero -x no es
"menos X" es el simbolo para el inverso aditivo y 6 no es el cero, sino 1 entonces:

Xo (-x)=06
es equivalentea x(-x)=1
de donde -x = 1/x como x > 0 entonces 1/x > 0 por lo tanto -xeV

Ley asociativa para la multiplicacidén escalar. Sea reR, seR, xeV entonces:
rs)®x=x" yro (s®x)=r® (x°) = )
que por las leyes de los exponentes

()" = x> = x" en consecuencia
(rs) ®x =1 ® (s ®x)

. Leyes distributivas. Sean reR, seR, xeV, yeV entonces

r+s)®x=x"*=x'x"=x"® x*= (1®x) @ (s® x)
r®(x y)=m(xy) = (xy) =xy =x"+y' =(r®x) e (r®y)

Sea xeV, entonces 1®x=x'=x

SUBESPACIOS

Hemos visto que R" es un espacio vectorial en el que la suma de vectores
consiste en sumar los componentes correspondientes de tales vectores y el
producto por un escalar que se obtiene multiplicando cada componente por el
escalar. Cualquier subconjunto de R" que con estas mismas operaciones sea
también un espacio vectorial, se llama subespacio de R"

Por ejemplo, el plano x;x» de R® formado por todos los vectores que tienen cero

com% tercer componente (como se puede ver en la figura 5.2), es un subespacio
de R".
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%3 FIGURA 52
Por su parte, el subconjunto {(m ,n ,p) | m, n, p €Z} de R® que consta de todos
los vectores de R® con componentes enteros no es un subespacio, pues aunque
este subconjunto es cerrado bajo la suma de vectores, no es cerrado bajo el
producto por un escalar, por ejemplo:

0.5(1, 2,5)=(0.5, 1, 2.5) no esta en el subconjunto

Definicién 5.4

Un subconjunto W de un espacio vectorial V es un subespacio de V si W es por si
s6lo un espacio vectorial bajo las operaciones de suma de vectores y de producto
por un escalar definidas en V.

Esto significa que el conjunto W debe ser cerrado bajo la suma y el producto por
un escalar. Las propiedades requeridas por un espacio vectorial se cumplen para
W pues son validas para todo V.

TEOREMA 5.4 CRITERIO PARA UN SUBESPACIO
Un subconjunto no vacio W de un espacio vectorial V es un subespacio de V siy
solo si satisface las siguientes condiciones

a) Si uy v son vectores de W entonces u + v esta en W
b) Sir es cualquier escalar de Ry v esta en W, entonces rvestaen W

Las condiciones a) y b) indican que W es cerrado bajo la suma y bajo el producto
por un escalar.
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Demostracion.

=)

Si W es un subespacio de V, entonces satisface todos los axiomas de espacio
vectorial, en particular, cumple con los axiomas 1 y 6 pero estos axiomas son las
condiciones ay b.

<) :

Suponemos que se cumplen ay b. Dado que estas condiciones son los axiomas 1
y 6 de espacio vectorial, solamente resta demostrar que W satisface los otros 8
axiomas. Los axiomas 2, 3, 7, 8, 9, 10 se satisfacen automaticamente ya que
todos los vectores en V los satisfacen. Para completar la demostraciéon soélo falta
verificar que W satisface los axiomas 4y 5.

4) Sea ueW, por la condicion b, rueW para toda reR. Haciendo r = -1 se tiene:
(-1) ueW de donde
(-Nu+ueW pora)

y esto implica que
(-u+u=0 porloque0cW

5) Usando 4 consideramos r =-1y (-1)u = -ueW

Todo espacio vectorial V tiene al menos 2 subespacios. V es un subespacio de si
mismo y el conjunto {0} que consiste Unicamente del vector cero en V, este
subespacio recibe el nombre de subespacio trivial. Los subespacios que no son ni
{0} ni V se conocen como subespacios propios.

El teorema 5.3 dice que para probar que W es un subespacio de V basta verificar
gue se cumplan las condiciones ay b.

Algunos ejemplos de subespacios son:
EJEMPLO 5.8

Para todo espacio vectorial V, el subconjunto {0} que contiene solamente el vector
cero, es un subespacio, puesto que:

0+0=0
r0 = 0 paratoda reR

y se le conoce como subespacio trivial.

EJEMPLO 5.9

El conjunto My,° de todas las matrices de 2x2 que tiene ceros en la diagonal
principal es un subespacio del espacio vectorial M, de todas las matrices de
orden 2x2.
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Solucion:
Sean Ay B dos matrices en Mz como sigue:

A [0 2] g0 b
a, 0 b, O

entonces r Ay A + B son iguales a:

A - 0 ra, A+B= 0 a,, +b,,
ra,, 0 a,, +b,, 0

Qu% como se ve tienen ceros en la diagonal principal, entonces pertenecen a
M,2". Por lo tanto Mx,° es un subespacio de Mzza.

EJEMPLO 5.10

Sea Ax = 0 un sistema homogéneo de m ecuaciones lineales con n incognitas y
sea W el conjunto de todos los vectores solucién del sistema y sean u y v dos
vectores en W. Se demostrara que W es un subespacio de R"

Solucién:
Se dice que un vector veR" es un vector solucion del sistema si:

X1 = Vq, X2 = Va,..., Xn = Vq es una solucion del sistema.

Para mostrar que es cerrado bajo la suma y bajo el producto por un escalar, es
necesario demostrar que u +v y r u son vectores solucion.

Dado que u y v son vectores solucion se tiene que:
Au=0 vy Av=0
Y de aqui
Au+vi=Au+Av=0+0=0
Entonces: u + v satisface Ax = 0 loque implicau +v e W
ademas
A(ru)=r(Au)=r0=0

Se puede concluir que r u satisface Ax = 0 entonces r u €W, por lo tanto W es un
subespacio de R"
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EJEMPLO 5.11

SeaH={(xY) | y = 2x x,yeR } esto es, H consiste de los vectores en R? que
estan sobre una recta que pasa por el origen. Verificaremos que H es un
subespacio de R

Solucién:

Sean
a = (x1, y1) € H entonces y; = 2x
b= (x2, y2) € H entonces y, = 2x,

a+b = (X1 + Xz, Y1 +Y2) = (X1 + Xo, 2X1 + 2X) = (X1 + Xp, 2(X1 + X2))
de aqui se concluye que a+b € H

ra = r(xs, y1) = (rxq, ryy) = (rxy, r2xq1) = (rxq, 2(rxy))
de aqui se concluye que ra € H y por lo tanto H es un subespacio de R
EJEMPLO 5.12
Considere todos los vectores en R? cuyos componentes sean positivos o cero. Si
el espacio vectorial V es R? con las operaciones usuales de suma y producto para

vectores entonces este subconjunto es el primer cuadrante, las coordenadas
satisfacen x>0,y > 0.

Este subconjunto sin embargo no es un subespacio ya que aunque contenga el
cero y sea cerrado bajo la suma, no es cerrado bajo el producto yaque sir = -1 se
tiene r(x, y) = -1(x, y) = (-x, -y) que se encuentra en el tercer cuadrante. Si se
incluye el tercer cuadrante ademas del primero, no es cerrado bajo la suma ya
que:

(1,2) + (-2, -1) = (-1, 1) que esta en el segundo cuadrante.

Por lo tanto, el menor subespacio que contiene al primer cuadrante es todo el
espacio R?
Nota : No todo espacio vectorial tiene subespacios propios.

EJEMPLO 5.13
Sea W un subespacio de R. Si W = {0} entonces W contiene un nimero real o # 0
por el axioma 6 existe 1/a tal que

(MMoya=1eW
y la=a eWparatodaa € R
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5.4

Asi si W no es el subespacio trivial entonces W = R, esto es, R no tiene
subespacios propios.

Se puede pensar que cualquier recta o plano de R® es un subespacio, sin
embargo, para que esto sea cierto, este subespacio de R® debe contener al cero.
Geométricamente significa que esta recta o plano debe pasar por el origen.

COMBINACIONES LINEALES

Como ya se decia, un plano o una recta en R® es un subespacio sélo si pasa por
el origen. Un plano que pasa por el origen esta totalmente determinado por dos
vectores cualesquiera vy y v, distintos de cero y no paralelos que estan en él,
como se ve en la figura 5.3

Figura 5.3

La figura muestra que cualquier vector de este plano tiene la forma
Vi +Tr2Vvz
esta expresion es una combinacion lineal de los vectores vy y V2
Definicion 5.5
Se dice que un vector w es un combinacion lineal de los vectores vs, vo,...,v, Si €8
posible expresarlo en la forma:
W= Vi+nVot .+ Vg

donde rq, Iy,...,I'n son escalares.
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EJEMPLO 5.14
Sean los vectores u = (1, 2, -1)yv= (6, 4, 2) en R®. Demuestre quew =(9,2,7)
es una combinacion linealde uy v.

Solucién:
Para que w sea una combinacion lineal de u y v, deben existir escalares ry y 2
tales que
W=riu+rv
es decir
9,2, 7)=r1(1,2,-1) +r, (6, 4, 2)
que equivale a
(9,2, 7)=(r1 + 6ry, 2r1 + 4rp, -1 + 2['2)

igualando las componentes correspondientes resulta:

r+6r,=9
2ri+4r, =2
-T4+ 2 =7

resolviendo este sistema se obtiene ry = -3 y r, = 2 de donde
w=-3u+ 2v

en general definimos:
Definicién 5.6
Sea { v4, v,...,Vn } UNn conjunto de vectores en el espacio vectorial V. El espacio
generado por { vy, v2,...,Vn } €s el conjunto de todas las combinaciones posibles de
Vi, V2,...,Vp Y Se denota:

gen(vy, Va,....Vny = {r vy + o v+ 41y Vol e Ri=1,2,..n }
EJEMPLO 6.15

Para el ejemplo del plano en R® tendriamos que el conjunto de todas las
combinaciones lineales de vy y v, seria

gen(vy, vo) ={r1 vy +ra vz | r, r e R}

y geométricamente se puede ver en la figura 5.4. Ademas, gen(vy, vz,...,vy) C V es
un subespacio de V.
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v ~,

Figura 5.3

TEOREMA 5.5
Si S ={wvy, vz,...,vn } C V siendo V un espacio vectorial, entonces gen S es un
subespacio de V

Demostracion:

Sean x, y egen S, entonces x, y son combinaciones lineales

X=rivy+..+rmvy
y = S1 V1 +..+ Sn Vn

entonces
X +Yy=(ry +Sq)vq +..+ (M + Sp)Vy

Y
kx = (krq)vy +...+ (kry)vq

que también se encuentra en gen S. Por lo tanto gen S es un subespacio de V. Se

le llama subespacio de V generado por S.

EJEMPLO 5.16
Determine sivi=(1,1,2),v2=(1,0, ) yvs=(2, 1, 3) generan a R®

Solucién: ,
Es necesario determinar si un vector arbitrario b = (b4, by, bs) en R” se puede
expresar como una combinacion lineal de vy, V2 y v; esto es:

b=rivi+rnva+r3vs

en términos de sus componentes resulta:
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(b1, b,, bs ) = (r1 +rp+2r3,ri+r3,2ri+rp+ 3['3)

0 bien
ry+ ry + 2r3 = by
n+t + r3=by
2ri+ry+ 3r3=bg

Entonces el problema se reduce a determinar si este sistema es consistente para

todos los valores de by, by, y bs. Esto es equivalente a que la matriz de los
coeficientes sea invertible.

I 1
A=1 0
2 1

W = N

o lo que es lo mismo det A # 0, como det A = 0, A no es invertible y por lo tanto v,
V2 Y V3 NO generan a R®.

EJEMPLO 5.17
Describa geométricamente el subespacio de R* generado por el vector v = (2, 3,-1,
4)

Solucidn:

El subespacio gen(v) es una recta de R* que contiene al origen, cada punto de
esta recta es un multiplo escalar rv de v, esto es, cada punto tiene la forma (x1, x5,
X3, X4) donde

X1 =2r, X2 = 3r, X3 = -r'y X4 = 4r para algun escalarr.

Nota: Que un determinado vector u se pueda expresar como una combinacién
lineal de otro u otros vectores v, se puede ver también, como el hecho de que ese
vector u pertenezca al espacio generado por los vectores vi.

EJEMPLO 5.18

¢ Es posible escribir (3, -1, 4) como combinacion lineal de (0, 1, 1), (1,-1,0) y
(3, -5, -2)? O lo que es lo mismo ;jesta (3, -1, 4) engen {(1, -1, 0), (0, 1, 1),
(3,-5,-2))?

Solucion:
En cualquier caso se tiene:

3,-1,4)=r1(1,-1,0)+r2(0, 1, 1) +r3 (3, -5, -2)

0 equivalentemente:
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5.5

3=n+ +3nr;
A= +r- 5I'3
4= ro- 2r3

escribiendo en forma matricial y efectuando eliminacién gaussiana se tiene:

Entonces no existe solucién y (3, -1, 4) no se puede escribir como combinacién
lineal de los vectores dados.

INDEPENDENCIA LINEAL

Hemos visto que un conjunto de vectores gen(S) genera un espacio vectorial V si
S C V y cada vector en V es una combinacién lineal de vy, va,...,v,. Los conjuntos
de generadores son muy utiles, ya que en muchos casos es posible estudiar un
espacio vectorial V si primero se trabaja con los vectores que pertenecen a algun
conjunto de generadores S y después se aplican los resultados a la totalidad de V.
El problema de encontrar los conjuntos mas pequefios de generadores para un
espacio vectorial depende del concepto de independencia lineal.

EJEMPLO 5.19
Determine si gen {(1, -1, 0), (0, 1, 1), (3, -5, -2)} genera todo R®

Solucién:
Sea (x4, X2, X3) un vector cualquiera en R®, entonces queremos saber si es posible
escribir

(X1, X2, x3) =11 (1,-1,0)+r2 (0,1, 1) + 13 (3, -5, -2)

que es equivalente a

1 0 3x
A={-1 1 -5ix,
0 1 -2ix,

La cual se reduce a:
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Hay una solucion solo si x3 - x - X4 = 0, pero esto impone una restriccioén a (x1, Xz,
x3) y por lo tanto la primera de las ecuaciones no se puede resolver para un vector
arbitrario (x4, X2, X3), esto significa que este conjunto de vectores no genera R lo
que no implica que no se pueda generar otro espacio con este conjunto, entonces
se puede describir gen(S) donde

S={(1,-1,0),(0,1,1),(3,-5, -2)}
Suponga gue (X1, X2, X3) esta en gen(S) entonces la ecuacion
(X1, x21 x3) = r1 (1a _11 0) + r2 (Ol 11 1) + r3 (31 —55 _2)

debe tener solucién, pero se tiene que xs - x; - x4 = 0 por lo cual:

gen(S) = { (x4, X2, X3) |x3 = X1 + x2} Es decir, el espacio generado por S consta de
todos los vectores cuya tercera componente es la suma de las dos primeras, asi
por ejemplo (1, 3, 5) no esta engen(S) y (1, 3, 4) € gen(S).

Por ejemplo R? esta generado por S ={ (1, 0), (0, 1)} pero también puede
generarse por el conjunto mayor S' = { (1, 0), (0, 1), (1, 1)}. R? y funciones sobre
R? se pueden analizar a través de los conjuntos generadores, asi entonces por
economia, habria que encontrar los conjuntos generadores mas pequerios. Para
lograr esto se requiere del concepto de independencia lineal.

Definicion 5.7
Un conjunto {vi, va,..., vs} de vectores en un espacio vectorial V se llama
linealmente independiente si

rMvitrnve+.+nvy=0

tiene como unica solucion ry = =...= ry, = 0, es decir la solucion trivial.

Definicion 5.8
Un conjunto {vi, v,..., v4} de vectores en un espacio vectorial V se llama
linealmente dependiente si

rMvi+travo+. .+, vp =0

tiene una solucion no trivial, es decir, existen escalares rq, ro,...,ry no todos cero
tales que el sistema descrito tiene solucion

EJEMPLO 5.20
En cada uno de los espacios vectoriales especificados determine si los vectores
listados son linealmente independientes o dependientes

a) V=R*con S={x;=(2, 1), x2 = (6, 3), x3 = (0, 1)}
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Geométricamente se tiene:

xa

xa‘/

FIGURA 55

Note que
“3X;+x+0x3=0

de donde x4, X2, X3 son linealmente dependientes

Otra forma seria
MX1+nXo+rx3=0

sl
AR
R

lo que implica r3=0,r,=1,r1=-3t teR

6

Y en forma matricial

de donde:

Por lo tanto: x4, X2, X3 son linealmente dependientes.

b)SiV=R3con
1 0 0
=1} x,={2| x,={0
1 1 4
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Entonces:
1l fo] To] Jo
r1l+n2]+n01=|0
1|1 41 |0
6 bien
1 0 00
A=|1 2 00

1 1 40

Como se tiene una matriz triangular inferior es invertible y ademas la solucién es
la trivial. '
rM=rp=r3=0

por {o cual, x4, X2, ¥ X3 son linealmente independientes.

10 40 0 1
M, = M, = M, =
0 0 00 11

entonces escribimos

c) SiV =My, con

M +nM+r3M3=0

Esto es:
1 0 4 0 01 00
K +r, +7r, =
0 0 00 11 00
O bien
rn+ar, n B 0 0
ry ry 10 0
de aqui
rh+4r,=0
I'3=0

lo que implica que r = 4r; sir, =t, entonces: ry = -4t teR

Por lo tanto My, M,, M3 son linealmente dependientes.
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EJEMPLO 5.21
Determine si el conjunto formado por los vectores vi = (1, -2, 3), v=(5,6,-1) y
vz = (3, 2, 1) es linealmente dependiente o independiente.

Solucién:
En términos de los componentes, la ecuacion vectorial

MVvi+rva+rnvs=0

se transforma en
r(1,-2,3)+r(56 -1)+r3(3,2,1)=(0,0,0)
o el sistema:
ri+ 5rp + 3rz =0

-2ri+ 6r; + 2r3 =0

3 - rn+ r3 =0
resolviendo este sistema se tiene

ri=-%t r,=-%t r=t

por lo que el sistema tiene soluciones no triviales y en consecuencia v1, v y v3 son
linealmente dependientes.

Nota: El término linealmente dependiente sugiere que los vectores dependen
unos de otros de alguna manera. Para ver esta dependencia, suponga que v = {v4,
Va,...,V¢} €S un conjunto linealmente dependiente por lo tanto, la ecuacion

rMvitrov+. . +nvp=0

tiene otra soluciéon ademas de ry = r; = ... =r, = 0. Supongamos que ry = 0 entonces
multiplicando esta ecuacién por 1/ry y resolviendo para v se obtiene:

2 7
v, = (— —2—) Vot +[— —’—] v,
" )

por lo que v, se puede expresar como una combinacion lineal de los vectores
restantes v,,...,v;. Por lo que podemos concluir que: un conjunto de vectores es
lineaimente dependiente si y sélo si al menos uno de los vectores es una
combinacién lineal de los restantes.
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EJEMPLO 5.22

Dos vectores vq y v, forman un conjunto I.d. si y s6lo si uno de los vectores es un
multiplo escalar del otro. Para ver esto, suponga que S = {v4, v;} es linealmente
dependiente. Dado que la ecuacion vectorial

Mvi+rnv,=0

tiene una solucién ademas de la trivial ry = r; = 0, esta ecuacién se puede expresar

como:
v=——"{v, 0 v,=——lv
1 r‘ 2 2 r] 1

Estas ecuaciones indican que vy es multiplo escalar de v, y viceversa. Por
consecuencia, dos vectores en R® o en R® son 1.d. si y s6lo si pertenecen a la
misma recta que pasa por el origen.

Para R® decimos que si V4, V2 ¥ V3 son tres vectores en R®. Entonces, el
conjunto S = {v4, vz, va} es L.d. si y sOlo si los tres vectores pertenecen al mismo
plano que pasa por el origen.

TEOREMA 5.6
Sea V = { vq, V2,...,V; } un conjunto de vectores en R". Sir > n, entonces V es
linealmente dependiente.

Demostracion:

Suponga que
Vi = (V11, Vi2,...,V1n)
V2 = (V21, V22,...,V2n)
Vi = (Vr1, Vr2,e.,Vim)
considere la ecuacion
Mvi+trnv+_ +rv,=0

expresando ambos lados de la ecuacion en términos de sus componentes se
tiene que:

Vit +vrn+ . +vyr=0
Vol +vprn+ . +vpr,=0
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5.6

Este es un sistema homogéneo de n ecuaciones con r incognitas. Dado que r > n
entonces por el resultado que dice que si un sistema homogéneo de ecuaciones
lineales tiene mas incégnitas que ecuaciones, siempre tiene un numero infinito de
soluciones, lo que implica que el sistema tiene soluciones no triviales y por lo tanto
S es un conjunto l.d.

BASES Y DIMENSION

El conjunto de vectores S = {(1, 1), (1, -1)} genera a R®. Es decir, cualquier vector
de R? es una combinacién lineal de (1, 1), (1,-1). El conjunto de vectores

T={(1,1),(1,-1),(1,0))

también genera a R?. Los conjuntos S y T difieren en que S es linealmente
independiente, mientras que T es linealmente dependiente. Esto hace que haya
una diferencia al expresar un vector como una combinacién lineal de los vectores
de cada conjunto. Por ejemplo, al expresar (2, 4) en términos de los vectores en
S, se tiene como unica posibilidad

(2,4)=3(1,1)-1(1,-1)

sin embargo, en términos de los vectores de T, hay varias posibilidades:

(2,
(2,
(2,

(1, 1) - 1(1, -1) + 0(1, 0)
(1, 1) - 4(1, -1) + 6(1, 0)
(1, 1) + 0(1, -1) - 2(1, 0)

H A D
N s e’
i
O W

o en general
(2, 4) = (k+4)(1, 1) + k(1, -1) + (-2-2k)(1, 0)

La conclusiéon es: si un conjunto S de vectores genera V y S es linealmente
dependiente, entonces la representacién de un vector x en términos de los
vectores en S no es unica. Si se desea unicidad, el conjunto generador también
debera ser linealmente independiente. Un conjunto con esas caracteristicas recibe
el nombre de base para V. Las bases se emplean en teoria de codigos entre otras
areas.

Definicion 5.9
Si V es un espacio vectorial y S = {v4, vz,...,vi} €s un conjunto finito de vectores en
V, entonces se dice que S es una base de V si

a) S es linealmente independiente
1. SgeneraaV
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EJEMPLO 5.23
Sean2 vi=(1, 2) y vo = (3, -1). Demuestre que el conjunto S = { v4, v, } es una base
de R

Solucién:
Se tiene que demostrar que S es linealmente independiente y que genera a R?

Para demostrar que S genera a R?, se debe mostrar que un vector arbitrario
b = (b1, b2) se puede expresar como una combinacion lineal de vq y v,, esto es:

ri(1,2)+r2(3,-1) = (b, by) (5.4)
tiene una solucién Unica para cualquier b = (b4, by)

Y para demostrar que v y v, son linealmente independientes se debe demostrar
que

ri(1,2)+r2(3,-1)=(0,0) (5.5)

tiene solamente la solucién ry = r, = 0. Las ecuaciones (5.4) y (5.5) escritas en
términos de sus componentes son iguales a:

r+ 3= b,
2I'1 - r2=b2

ri+3r,=0
2r1 - F2=0

en forma matricial se tiene:

1 3b 1 30
2 -1b, 2 -10

Lo que se puede resolver escribiendo

1 3ib]]o
2 15,0

Usando eliminacidén gaussiana se tiene:
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La independencia lineal se comprueba con esta parte

N
El espacio generado se comprueba con esta parte

Entonces para demostrar que S genera a R? tenemos que:

Por lo cual dando valores arbitrarios a by y b, se obtienen los valores pararyyr;
que multiplicados por vy y v, pueden expresar como combinacion lineal a by y b,.

Para |la independencia lineal, se tiene que:

ri+3rn=0
|"2=0

lo que implica ry = r; = 0 por lo tanto S es una base de R?

TEOREMA 5.7
Sea S = { vy, v3,...,Vn } Una base para el espacio vectorial V, y sea veV. Los
coeficientes en la representacion
VETyve+ o+ Vg
son Unicos.

Demostracion:

Supéngase que se tienen las dos representaciones

V=a1v1+...+anVn
v=bivy+ .. +byvy

para v, se demostrara que los coeficientes son iguales. Para ello, formamos v + (-
v) que es igual a cero y se combinan los términos para obtener

O = (81 - b1)V1 + + (an - bn)Vn
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Como S es una base, es un conjunto Li. por lo tanto

a; -~ by =az-b2=...=an-bn=0
lo que implica
a1 =by, ay=by,....an=b,

EJEMPLO 5.24
Seanvyi=(1,2,1),v2=(2,9,0) X vz = (3, 3, 4). Demuestre que el conjunto
S ={vq, v2, vz} es una base de R

Solucidn:
Entonces se tiene que demostrar que para cualquier vector b = (b, by, bs) la
ecuacion
rMVi+trnve+.+r3va=b
siempre tiene solucién, y que la Unica solucién de
rMvitrnv+ . +r3va=0

es latrivial, estoes ri=rp=r; =0

De estos dos sistemas podemos concluir, que la matriz de coeficientes asociada

1
A=]2
1

S O N

3
3
4

es invertible, esto es que existe solucién Gnica para Ar=0y para Ar=b. Que A es
invertible se puede verificar con su determinante, si det A # 0 entonces A es
invertible.

det 4

il
—_— N
[l e I S ]
M- VS B |

I

|

—

por lo tanto, S es una base de R®
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TEOREMA 5.8
Sean vy, vz, ..., V, Vectores en R" las siguientes condiciones son equivalentes

1. Los vectores son linealmente independientes
2. Los vectores generan todo R"
3. La matriz A que tiene estos vectores como vectores columna es invertible.

EJEMPLO 5.25
Sea el conjunto S = { My, M,, M3} tal que

10 0 1 0 0 0 0
M, = M, = M, = M, =
0 0 0 0 10 0 1

demuestre que S es una base del espacio vectorial M2, de las matrices de 2x2

Solucion:
Para comprobar que S genera a My;, observe que, dada una matriz arbitraria

a b
c d
se puede expresar como: :

a b 10 0 1 0 0 00
=aq +b +c +d =aM, +bM, +cM, +dM,
c d 0 0 0 0 10 0 1 ]

es decir, una combinacién lineal de M4, Mz, M3, y My
Para verificar que S es l.i. hacemos

aMi+bMy+cM;+dMy=0
0 O:al 0+b0 1+CO 0+d0 0
0 0 00 0 0 1 0 0 1
a b] fo 0
c d| |0 0

porlotantoa=b=c=d=0yS es linealmente independiente.

o bien

entonces
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EJEMPLO 5.26
Muestre que el conjunto S ={(1, 2), (3, -1), (1, 0)} no es una base de RZ

Solucion:
El conjunto S es I.d. porque:

(1,2)+2(3,-1)-7(1,0)= (0, 0)
por lo cual S no es una base de R?

TEOREMA 5.9 REDUCCION DE UN CONJUNTO GENERADOR A UNA
BASE

Si S = {v1,..., v} €s un conjunto de vectores no nulos que genera a un subespacio
W de un espacio vectorial V, entonces algun subconjunto de S es una base para
W. Dicha base se puede encontrar excluyendo de S aquellos vectores que son
combinaciones lineales de predecesores.

Demostracion:

Si S es un conjunto linealmente independiente, entonces por definicién S es una
base para W.

Si S es linealmente dependiente, uno de los vectores puede escribirse como una
combinacion lineal de los otros. Supdngase que vy, es dicho vector. Se afirma que
S'= {v1,..., Vm1} @alin genera a W. Para comprobar ésto, sea x un elemento de W
con

X= C1 V1 + ...t Cm-1 Vm_1 + Cm Vm

pero vm = dy vq + ...+ dm.1 V-1 POr lo que esta expresidn se puede sustituir en la
combinacion lineal anterior para obtener

X=CqVi+ ...+ CrnqVmit* Cm(dyVi+ .+ dmg Vi) =
= (C1 + Cm dq) Vi +...#(Cm-1 + Cm Orme1) Vit

por lo tanto S' genera a W. Si S’ es linealmente independiente S' es una base para
W. Si S' es I.d. uno de los vectores en S' es una combinacion lineal de los demas
y se procede a efectuar el mismo procedimiento. En esta forma debe llegarse al
fin a un conjunto linealmente independiente que genere a W y que, por lo tanto,
sea una base de W.

Se llega asi al siguiente resuitado fundamental:
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Cualquier espacio vectorial finito, generado por un conjunto de vectores no
nulos, tiene por lo menos una base.

EJEMPLO 5.27

Considere el subespacio W de R® generado por el conjunto de vectores
S={2,1,3),(-1,2,0), (1, 8, 6)} encuentre una base de W.

Solucién:

Comenzamos por examinar el segundo vector, como (-1, 2, 0) ho es muitiplo de
(2, 1, 3) entonces (-1, 2, 0) se queda en la lista. Procedemos con el vector (1, 8, 6)
y verificamos si puede expresarse en la forma

(1,8,6)=r1(2,1,3)+rx(-1,2,0)

para escalares ry, r,, este sistema de ecuaciones se puede escribir en forma
matricial como

2 -1
1 28
3 06

para encontrar la solucion en ry y r; procedemos a efectuar eliminaciéon gaussiana:

2 =11 1 28 I 21 8 1 2/8
1 28 2 -1 0 -5-15 0 13
3 0]6 3 06 0 -6{-18 0 00

Obtenemos la solucidon r; = 3 y ry = 2 y concluimos que (1, 8, 6) esta en el conjunto
S'={(2,1,3), (-1, 2, 0)} donde S'es una base de W.

Tal como se ha presentado hasta ahora, la técnica de exclusion parece
potencialmente laboriosa. Por ejemplo, para aplicarla a una lista vy, va,..., Vs
parece que debemos probar si tienen soluciones para cinco ecuaciones
vectoriales

V2 =T Vy, Va=T1Vy+rIvs
y asi sucesivamente.
En el espacio vectorial R", cada una de éstas ecuaciones conducira a un sistema
lineal, segln se ilustré en el ejemplo anterior. En realidad se pueden resolver

cinco sistemas lineales al mismo tiempo, reduciendo una sola matriz, segun se
enuncia en el recuadro.
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Técnicas de exclusion en R"

La eliminacion de los vectores distintos de cero que son
combinacion lineal de los predecesores en una lista vy,
Va,...,Vk S€ puede lograr como sigue:

1.
2.

3.

Formar la matriz A con vj como el j-ésimo vector columna.
Reducir A a la forma escalonada por filas como en el
método de Gauss.

Los vectores de las columnas de A que dan lugar a pivotes
(distintos de cero) deben permanecer y generaran todo el
espacio columna de A. Esto es, se excluyen de la lista
aquellos vectores de las columnas de A que no

proporcionen pivotes distintos de cero.

Explicaremos la validez de esta técnica en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 5.28
Sea W el subespacio de R® generado por:

vi=(1,-1,0,2,1) v2=(2,1,-2, 0,0)
v3=(0,-3,2,4,2) v4= (3,3, -4,-2-1)
vs=(2,4,1,0,1) vs=(5 7, -3-2 0)

1 k) ]

use la técnica de exclusién para intentar acortar la lista v; con i

generadores de W.

1,....6 de

Solucién:
Se reduce la matriz que tiene v; como j-ésimo vector columna y se tiene una forma
escalonada.

1 2 0 32 5] 12 0 3 2 5

-1 -3 34 7 0 3 -3 6 6 12

0o -2 2 - 1 -3 0 -2 2 -4 1 -3

2 0 4 -2 0 -2 0 -4 4 -8 -4 -12

] 0 2 -1 1 0 0 -2 2 -4 -1 -5
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[1 2 0 3 2 5] 12 0 3 2 5]
01 -12 2 4 01 -1 2 2 4
00 0 055 00 0 01 1
0 0 0 4 4 0 0 0 0 0
0 0 0 2 3] 10 0 0 0 0]

De la ultima matriz vemos que el subespacio W esta generado por las columnas
que contienen pivotes distintos de cero y corresponden a vq, v2 ¥ Vs en la matriz
original. Por lo tanto se concluye que:

W = gen {v, vz, vs}

Definicion 5.10

Un espacio vectorial V tiene dimension finita si hay un subconjunto finito de
vectores de V, {v4, v,...,vi} que formen una base de V (la dimensién es igual al
numero de vectores en una base de V). Si no existe tal subconjunto, V tiene
dimensién infinita (ademas se convendra en que el espacio trivial tiene dimension
finita, ain cuando no tenga conjuntos li. y por consecuencia, no tenga ninguna
base)

La dimensién de un espacio vectorial V se denota por dim V

TEOREMA 5.10

1. Si S = {v4,..., Vm} €S un conjunto de n vectores linealmente independientes
en un espacio V de n dimensiones, entonces S es una base de V.

1. Si S = {v,..., v} €s un conjunto de n vectores que generan un espacio V de
n dimensiones, entonces S es una base de V.

2. Si S ={v4,..., vm} €s un conjunto linealmente independiente en un espacio V

de n dimensiones y r < n, entonces a S se le pueden agregar vectores
hasta formar una base de V, es decir, existen vectores v.1,...,v, tales que:
{v1, Va,....V, Vs1,...,Vn} €S UNa base de V.

Este teorema dice que si se conoce la dimensién n de un espacio vectorial V de
dimension finita, entonces los incisos 1 y 2 simplifican el problema de determinar
si un conjunto S de n vectores es una base. Para mostrar que S es una base,
basta con mostrar que S genera a V, o que S es linealmente independiente. Es
claro que si no se conoce la dimension de V se deben probar ambas cosas. La
utilidad del inciso 3 se vera mas adelante.
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(5.6)

TEOREMA 5.11
Si S = {vy,...,vn} €8 Una base de V, entonces

a)

1.

Cualquier conjunto de m vectores con m > n es linealmente dependiente, y
por lo tanto no es una base para V.

Cualquier conjunto de m vectores con m < n no puede generar a V y por lo
tanto, no es una base de V.

Este teorema simplemente dice que el nimero de vectores es unico en una base.

Demostracién:

a)

Sea T = {wy, W,...W, Wn}. Es decir, T contiene exactamente n+1
vectores. Se demostrara que T no puede ser una base probando que T es
linealmente dependiente. Para ello considérese

C1 W1 + C2 Wz +...+ Cn Wn + Cn+‘| Wn+1 = 0

pero cada wy puede escribirse como:
Wk = @1k V1 + @x V2 +...+ apk Vi k=1,2,..,n+1

ya que S genera a V. Sustituyendo esto en la ecuacion (5.6) se tiene:

n+l n n  n+l

+1 n
D e =260 a,v, =2, (3 ayc,)v, =0
k=1 1 J=1

k= J=1 k=1
desarrollando se tiene:

a11C1Vy+tap G Vot .+ 810 Crr Vi =0
ay CiVvitaxncCVo+. .+ ay Cu Vn=0

an1 C1Vi+tanCaVa+. .+ aAnnt Crag Vn =0

Observe que este sistema homogéneo tiene menos ecuaciones que
incégnitas, por lo que existe entonces solucion no trivial para ¢4, Cy,...,Cn+1.
Esto quiere decir que T es I.d. Ahora suponga que T contiene mas de n+1
vectores. Sea T' un subconjunto de n+1 vectores, tal como se acaba de
demostrar, debe ser linealmente dependiente. Como T'CT, el conjunto T
contiene un subconjunto linealmente dependiente. y es entonces un
conjunto linealmente dependiente.
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b) Suponga que T contiene n-1 vectores y que genera a V. Entonces por el
teorema 5.8, T debe contener una base S para V. Si S" contiene r
vectores, entonces debera ser r < n-1. Como S es una base y Stiener+1o
mas vectores, se infiere de la parte a) que S es linealmente dependiente.
Lo que contradice que S sea una base.

TEOREMA 5.12
Cualesquiera dos bases de un espacio vectorial de dimension finita tienen el
mismo numero de vectores

Demostracion:

Sean S = {vq,....vp} ¥ S' = {wq, Wy,...,.wm} dos bases de un espacio vectorial V de
dimensién finita. Dado que S es una base y S' es un conjunto Li. por el teorema
5.9 se afirma que m<n. De igual manera puesto que S' es una base y S es un
conjunto L.i. se tiene n<m lo que implica que m = n.

EJEMPLO 5.29 (BASE CANONICA)
Muestre que R" tiene la base candnica E = {e, e,,...,en} donde e =(00,..,1,

j-ésima componente

Solucion:
Para el espacio generado considere cualquier x = (x4, Xa,..., X»)eR" y observe que:

X=%1 (1,0,..0)+ % (0, 1,...0) + ..+ Xy (0,....0, 1) =
=X1e1+Xo€y+ ...+ X, €y

para el caso de la independencia lineal considere
cre +crext . tchen=(0,0,..0)
de donde se ve que ¢; = ¢, = ...= 0. Por lo tanto, E es unabase de R"y dimR" =n

esto es razonable ya que se tiene:

R —recta objeto unidimensional
R? — plano objeto bidimensional
R® — espacio objeto tridimensional
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EJEMPLO 5.29
Demuestre que My; tiene dimensién 6

Solucion:
Una base que es la candnica de M;; es la siguiente

9] |
BEIEE

por lo que dim M3 = nimero de vectoresen S =6

o O O O
<O —
IS |

Ahora que ya sabemos qué es una base de un espacio vectorial, podemos
plantear el segundo problema fundamental del algebra lineal.

EL PROBLEMA DE LA BASE

Sea V un espacio vectorial. El problema de la base puede presentarse en una de
las siguientes formas:

Problema 1. Construir una base para V. Tomando los vectores de V.

Problema 2. Dado un conjunto S de vectores en V, construir una base para V
anadiendo o bien eliminando algunos (pero no todos) los vectores de
S, o ambas cosas.

Se puede resolver esto planteando lo siguiente:

Problema 1. Si puede escogerse un conjunto de vectores de V que genere V
entonces eliminando vectores dependientes se obtendra una base
para V.

Problema 2. Si el conjunto dado S genera V, se procede como en el
problema 1. Si no, se aumenta S anadiendo mas vectores hasta que
se obtenga un conjunto generador y l.i.

EJEMPLO 5.30 (20. PROBLEMA DE LA BASE)
Sea S ={(1, 0, 3), (2, 1, 4), encuentre una base T para R® que contenga a S.

Como R® tiene dimensién 3, entonces T debe contener 3 vectores. El conjunto S,
como esta, ya es Li. por lo que sé6lo hace falta anadir un vector a S, de tal forma
que este nuevo vector sea l.i. con los dos ya existentes.
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Solucién 1: (prueba y error)

Como {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} es una base para R’ entonces verificamos la
independencia lineal de cada uno de estos vectores con los de S.

Esto es, si existen ry, r2 y r3 tales que
r(1,0,3)+2(2,1,4)+r3(1,0,0)=(0, 0, 0)

lo que implica que

1 2 10 I 2 10
0 1 00 0 1 00
3 4 00 0 0 110

asi los vectores son linealmente independientes y forman una base
T={(1,0,3),(2,1,4), (1,0, 0%}

Solucién 2:

Otra forma de resolverlo es la siguiente:

gen{(1.0,3),(2, 1,4} ={x | x=2a(1,0,3)+b (2,1, 4))
={x | x=(a+2b, b, 3a+4b)}

por lo tanto, hay que procurar que el nuevo vector no sea de la forma
(a + 2b, b, 3a + 4b). Para ello se supone que el nuevo vector es (x4, Xz, X3) y se
hace que la ecuacion

(a+2b, b, 3a +4b) = (X1, X2, X3)
no tenga solucion para a y b. Igualando las componentes se obtienen las

ecuaciones cuya representacion matricial es

1 2ix,
0 lix,
3 4x,
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5.7

lo que se reduce a

1 2| x,
0 1ix,
3 4x, -3x, +2x,

por lo tanto, si x4, X2 ¥ X3 se eligen de tal manera que x3 - 3x; + 2x; # 0 se tendra
un vector que no esta en gen{(1, 0, 3), (2, 1, 4)}, en tal caso x = (0, 1, 0) es una
eleccion aceptable y

T={(1,0,3),(2,1,4), (0,1, 0)}
es una base de R’.

Solucion 3:

Si el tercer vector (x;, Xz, x3) hiciera que {(1, 0, 3), (2, 1, 4), (X1, X2, x3)} fuera
linealmente dependiente, entonces:

1 0 3
detf 2 1 4 1|#0
Xy Xy, Xy

Calculando el determinante se tiene
X3+ 2%, -3x1+0

que es la misma condicién obtenida mediante la soluciéon 2. Algunos terceros
vectores posibles son (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 1, 1) 6 (1, 1, 0) en realidad hay un
namero infinito de posibilidades.

RESUMEN

1.- Un espacio vectorial es un conjunto no vacio V de objetos llamados vectores
junto con reglas para sumar dos vectores cualesquiera v y w de V y para
multiplicar cualquier vector v de V y cualquier escalar r de R. Se requiere que
V sea cerrado bajo esta suma de vectores y multiplicacion por un escalar, de
modo que v+w y rv estéen en V. Es mas, los axiomas siguientes se deben
satisfacer para todos los vectores u, vy w de V y todos los escalares r y s de
R.
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2.- Para todos los vectores vy w de R", tenemos
Desigualdad de Schwarz:  |v-w| < v} {w]

Desigualdad triangular: v+ wf <]+ |w|

3.- Un subconjunto S de un espacio vectorial V es un subespacio de V si y sélo si,
es no vacio y satisface las dos propiedades de cierre:

v+ w €S para todos los vectoresvyw e S
rv € S para todos los vectores v e Sy escalaresr e R

4.- E| espacio generado por { vq, Va,...,V, } es el conjunto de todas las
combinaciones posibles de vy, v,...,v, Y se denota

gen(vi, Va,...,.Vp) = {r1 vy + ra vo +...4 1y vy e Ri=1,2,..,n }

5.- Sea V un espacio vectorial, un conjunto de vectores {vi, v3,....vx} de V es
linealmente dependiente si existe una relacién de dependencia

rMvy+rvy+..+rmvy=0,paraalgunr=0

El conjunto es linealmente independiente si no existe dicha relacion de
dependencia, de modo que una combinacion lineal de los v; es el vector cero soélo
si todos los coeficientes son cero.

6.- Una lista finita de vectores distintos de cero en V forma un conjunto
linealmente independiente si, y soélo si, ningun vector de la lista se puede
expresar como combinacion lineal de sus predecesores.

7.- Un conjunto de vectores {v4, vy,...,Vi} €s una base para un subespacio S de un
espacio vectorial V si es linealmente independiente y constituye un conjunto
generador para S.

8.- Cualquier subconjunto generador finito de un subespacio S, distinto de cero, de
un espacio vectorial V se puede reducir, de ser necesario, a una base para S
quitando los vectores cero y excluyendo después aquellos que son
combinaciones lineales de predecesores.

9.- Las siguientes afirmaciones son equivalentes para n vectores de R"
a) Los vectores forman una base para R"
b) Los vectores son linealmente independientes

c) Los vectores generan R"
d) Una matriz que tenga a los vectores como columnas es invertible.
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5.8

10.- Sea S un subespacio de dimensién finita de un espacio vectorial V. Todas las
bases de S tienen el mismo numero de elementos. Este numero, dim(S), se
llama dimension de S.

NOTAS HISTORICAS

La idea de un espacio n-dimensional para n>3 se acept6é gradualmente durante el
siglo XIX; por tanto, es dificil sefalar una primera "invencion" de este concepto.
Entre los diversos usos tempranos de este concepto esta su presencia en un
trabajo del matematico ruso Mikhail Ostrogradskii (1801-1862) sobre el teorema
de la divergencia, escrtito en 1836; en los tratados geométricos de Hermann
Grassmann (1809-1877) al principio de la década de 1840, y en un breve articulo
de Arthur Cayley, en 1846. Lamentablemente, los dos primeros autores fueron
virtualmente ignorados en vida. En particular,el trabajo de Grassman era bastante
filoséfico y muy dificil de leer. El articulo de Cayley simplemente decia que se
podian generalizar ciertos resultados a dimensiones mayores que tres "sin recurrir
a ninguna nocién metafisica respecto a la posibilidad de un espacio de cuatro
dimensiones”. Sir William Rowan Hamilton (1805-1865), en una carta de 1841,
también observé que "debe de ser posible, de una u otra manera, introducir no
s6lo ternas sino poliadas (polyplets), de modo que en algin sentido se satisfaga la
ecuaciéon simbdlica a = (aj,az,...,an) donde a es un simbolo indicativo de un
pensamiento (complejo) y aj,ap,...,a, denotan n nuimeros reales, positivos o
negativos”.

Aunque los vectores de r" fueron tratados por los matematicos y fisicos durante la
segunda mitad del siglo XIX (como sucedi6 con otros objetos que hoy
consideramos vectores), hasta la aparicion del tratado de Hermann Weyl (1885-
1955) Space-Time Matter en 1918, no se imprimié una definicion axiomatica y
abstracta de un espacio vectorial. Wey! escribié este libro como introduccién a la
teoria general de la relatividad de Einstein; en el capitulo 1 analizé la naturaleza
del espacio euclideano y, como parte de ese analisis, formulé lo que ahora son los
axiomas comunes de un espacio vectorial. Como traté sélo los espacios V de
dimension finita, incluyo el axioma de dimensionalidad: para algin ndmero entero
h hay h vectores linealmente independientes en V, pero todo conjunto de h+1
vectores es linealmente dependiente.

Los axiomas de espacio vectorial se conocian desde hacia afios, pero en general
se demostraban como consecuencia de otras definiciones de vectores. Por
ejemplo, aparecen en el breve texto en italiano de Giuseppe Peano (1858-1932)
Célculo geomeétrico (1888), donde se explica el trabajo de Hermann Grassmann.
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La desigualdad de Schwarz se debe independientemente al trabajo de Augustin-
Louis Cauchy (1789-1857) y el de Hermann Amandus Schwarz (1843-1921) y
Viktor Yakovlevich Bunyakovsky (1804-1889). Primero se formuld como un
teorema sobre coordenadas en un apéndice al texto de Cauchy de 1821 para su
curso de analisis en la Ecole Polytechnique como sigue:

2 Nat+atra"t +.

aa+a'a’+a"a"+.]< Jal+a't+a
Bunyakovsky demostré en 1859 la desigualdad para funciones, esto es, formulo el
resultado

Uf(ﬂg(x)dx} < [£2(n)dx [g7 (x)ax

donde la integral del producto de las funciones f y g se puede considerar como el
producto interior de las funciones continuas en {[a,b]. Bunyakovsky fue
vicepresidente de la Academia de Ciencias de San Petesburgo desde 1864 hasta
su muerte. En 1875 la Academia establecié un premio matematico en su nombre,
como reconocimiento a sus 50 afios de ensefianza e investigacion.

Schwarz formulé la desigualdad en 1884. En su caso, los vectores eran funciones
®, Q, de dos variables en una regién T del plano, y el producto interior de estas
funciones estaba dado por la doble integral de su producto, donde se supone que
esta integral existe. Entonces la desigualdad establece que

m ‘DQdXdY\ < \m,@zdxdy + \/ [ dvay

Schwarz era el principal matematico de Berlin alrededor del cambio de siglo, el
trabajo donde aparece la desigualdad esta dedicado a una cuestion sobre
superficies minimales.
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6.1

6.2

CAPITULO 6
LOS CUATRO ESPACIOS FUNDAMENTALES

INTRODUCCION

Cuando tenemos un sistema de n ecuaciones con n incognitas, podemos
resolverlo escribiéndolo en forma matricial y llevando su matriz de coeficientes a
una matriz triangular mediante una eliminacion gaussiana para finalmente
proceder a resolver el sistema por sustitucién regresiva.

Para el caso de sistemas con m ecuaciones y n incognitas (o viceversa), se
procede a efectuar una eliminacién gaussiana, pero la matriz resultante, no es una
matriz triangular superior estrictamente hablando, sino una matriz escalonada.

La forma final U es "triangular superior”, donde los pivotes no estan en la
diagonal principal y las entradas distintas de cero quedan en forma escalonada.

aghi
U=|00kb
0000

Antes de estudiar todas las posibilidades de encontrar soluciones a este tipo de
sistemas, conviene que estudiemos ciertos espacios asociados a las matrices; los
resultados nos proporcionaran un procedimiento sencillo para elaborar bases
reduciendo una matriz determinada a la forma escalonada y, en consecuencia
tendremos la posibilidad de analizar soluciones a tales sistemas.

ESPACIOS ASOCIADOS A UNA MATRIZ

Definicion 6.1 Considere la matriz

a11 a12 ----- a1n

821 822 ----- azn
A= S

8y @pp e a |
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y los vectores

= (811 a ... a1n)
M= (821 dar ... agn)
Tm=(@mt @mz2 ... @mn)

que se forman con los renglones de A, se denominan los vectores rengion de A.
El subespacio de R" generado por los vectores renglén se llama espacio de los
renglones de A.

EJEMPLO 6.1
Los vectores rengion de la matriz:

210
A=
[3-1 4:]

El siguiente teorema es de gran utilidad para los calculos que se efectuaran
posteriormente.

sonr;=(2,1,0)yrn=(3,-1,4)

TEOREMA 6.1
Las operaciones elementales en los renglones no alteran el espacio de los
renglones de una matriz.

Supongamos que se quiere elaborar una base para el subespacio de R" generado
por un determinado conjunto de vectores {vi1 Va,...,Vm}; entonces, si se forma la
matriz B cuyos vectores rengidon son vi, Va,...Vm, €l problema se reduce a
encontrar una base para el espacio de los renglones de B; por ejemplo, se puede
obtener una base para el espacio generado por los vectores:

vi=(1,-2,0,0,3)
Vo= (2,-5,-3, -2, 6)
vs= (0, 5, 15, 10, 0)
va= (2,6, 18, 8, 6)
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Encontrando una base para el espacio de los renglones de la matriz, entonces:

1-2 003
12 -5-3-2 6
1o 51510 0

2 618 8 6

Por el teorema 6.1, se deduce que el espacio de los renglones de una matriz no
se altera si la matriz se lleva a la forma escalonada.

12003
01320
100110
0000 0

U es la forma escalonada de B. Dado que el espacio de los renglones de B
coincide con los de U, una base para el espacio de los renglones de U sera
también una base para el espacio de los renglones de B. Es facil verificar que los
vectores renglon de U, diferentes de cero, son linealmente independientes, por lo
tanto estos vectores forman una base para el espacio de los renglones de U y en
consecuencia para el espacio de los renglones de B lo que nos conduce al
teorema 6.2.

r1 =(11 _2r Ox 0: 3)
r=(0,1,3,2,0)
r3=(0,0,1,1,0)

TEOREMA 6.2
Los vectores rengion diferentes de cero, en la forma escalonada de una matriz A,
constituyen una base para el espacio de los renglones de A.

Nota 1: Las columnas que contienen los pivotes son linealmente independientes.
Nota 2: La dimensién del espacio de los renglones es igual al rango de la matriz.

Definicion 6.2

El espacio columna de una matriz de orden mxn es el espacio generado por las
columnas. Es un subespacio del espacio m-dimensional R™. Si m=n entonces
tanto el espacio renglén como el espacio columna son subespacios de R", incluso
pueden ser el mismo subespacio. Al espacio columna a menudo se le llama el
recorrido de A: R(A); similar a la idea de recorrido de una funcién, como se
muestra en la Figura 6.0.
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Figura 6.0

En este caso la funcion es f(x) = Ax, cuyo dominio consta de todas las x en R" y el
recorrido todos los posibles vectores Ax. Esto es, todas las b para las cuales
puede resolverse Ax = b es igual a todas las posibles combinaciones de las
columnas( el recorrido es el espacio columna).

EJEMPLO 6.2
Sea la matriz:
1 332
A=l2 695
-1-330

Las columnas de esta matriz son linealmente dependientes, ya que la segunda
columna es tres veces la primera. Los renglones son también lineaimente
dependientes, €l tercero es dos veces el segundo menos cinco veces el primero.

Si escalonamos la matriz A, los renglones distintos de cero deben ser lineaimente
independientes.

13 32
U=/003 1
00 00

Ademas si elegimos las columnas que contienen los pivotes, también son
linealmente independientes (en este caso las columnas 1 y 3 son linealmente
independientes).

Las cuatro columnas generan el espacio columna por definicién, sin embargo no
son Li.; por lo tanto, proponemos que las columnas que contengan los pivotes
distintos de cero, sean una base del espacio columna.

Los dos primeros renglones ( por el teorema 6.2) son una base para el espacio
renglén. De todo esto, podemos concluir que los r renglones distintos de cero de
una matriz escalonada U son Li. y también lo son las r columnas que contienen los
pivotes distintos de cero.
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La forma escalonada entonces se puede describir de la siguiente manera:

1. Primero vienen los renglones distintos de cero (de haber alguno se habria
intercambiado).

2. Debajo de cada pivote, hay una columna de ceros que se obtiene por
eliminacién.

3. Cada pivote esta a la derecha del pivote del renglén anterior, esto produce

la figura escalonada.

Nos interesa localizar las soluciones. Si existe Ax = b, donde A es una matriz de

mxn, xeR" y beR™, las columnas de A las podemos ver como vectores de R™,
esto es:

A = (a4, ap,...,a,) con aeR™

donde, Ax podemos verla como una combinacién lineal de los vectores columna
de A, esto es:
Ax=a; Xy +azxz +...+ ap Xn

tal que Ax = b tiene solucion, si el vector beR™ puede expresarse como
combinacion lineal de los vectores columna de A, de donde:

1. Sim > n, entonces los vectores columna son vectores de R™ y el nimero de
vectores columna de A es menor que m, de donde el espacio generado por
las columnas de A es un subespacio de R™ ( de dimensién menor o igual a

n)
Por ejemplo:
x4+ 2%, =3
5x4 + 6xx =1
3x4 -4x,=5

Tenemos entonces que (3, 5, 3) y (2, 6, 4) son vectores en R*, donde no pueden
generar a R® pero si un subespamo de R% Si son linealmente independientes
pueden generar un plano en R®y si no, una recta,

Tenemos que considerar ademas que:

a) El sistema no tenga solucién; lo que sucede si b no se encuentra en el
subespacio generado por las columnas de A.
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b) Que tenga solucion Unica; si los vectores columna de A son L.i. y formen por
lo tanto una base del espacio generado por las columnas de A.

c) Que tenga una infinidad de soluciones, esto ocurre si la dimension del
espacio generado por las columnas es menor que n, por lo cual, los
vectores columna son linealmente dependientes y conforman un conjunto
generador (pero no base, ya que generan un subespacio de dimension

. menor que n) de donde, si b esta en el espacio generado por las columnas
de A, puede representarse en una infinidad de formas de combinaciones
lineales de las columnas de A.

2. Si m<n los vectores columna de A no pueden ser una base para R™, ya que
son mas de los que se necesitan y para R" solo pueden ser base para un
subespacio.

EJEMPLO 6.3

Comenzamos con el caso homogéneo Ax = 0, donde A es la matriz:

X

133 2 0
Ue= 10 0 3 1117 |=lo
000 ol lo

w

Las incégnitas x, y, z, w van en dos grupos. Un grupo consta de las variables
basicas, aquellas que corresponden a las columnas con pivotes distintos de cero
(en este caso la 1a. y la 3a.) asi que X, z son variables basicas. El otro grupo
consta de las variables libres, que corresponden a las columnas sin pivotes,
estas son la 2a y la 4a. columna, entonces, y, w son las variables libres.

Para encontrar la solucién general a Ux = 0 (6 Ax = 0) asignamos valores
arbitrarios a las variables libres; esto es, y, w, entonces:

3z+ w=0 - z=-13w
x+3y+3z+2w=0 —» x=-3y-w

hay una infinidad de soluciones al sistema con dos parametros libres w, y. La
solucion general es la combinacion de:
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y 1 0
X= +wW
-1/3w 0 -1/3
w 0 1

Si damos valores y = 1, w = 0, tenemos la soluciéon ( -3, 1,0, 0), siy =0, w=1
tenemos (-1, 0, -1/3, 1). Todas las soluciones son combinacion lineal de estas dos.

Entonces las soluciones de Ax = 0 forman un subespacio bidimensional, el
espacio nulo de A, del espacio de 4 dimensiones de todos los vectores x. Este
espacio nulo lo podemos describir como un "plano” generado por (-3, 1, 0, 0) y (-1,
0, -1/3, 1). Las combinaciones de estos vectores forman un conjunto cerrado bajo
la suma y el producto por un escalar y todas estas combinaciones constituyen el
espacio nulo.

En el caso de n > m, no debe haber mas de m pivotes distintos de cero, entonces
debe haber al menos n-m variables libres por o cual: Cada sistema homogéneo
Ax = 0 tiene una solucién no trivial, si tiene mas incégnitas que ecuaciones (n >
m): existe alguna solucién x diferente de la trivial x = 0.

Para el caso no homogéneo b # 0 tenemos Ax = b , aplicando operaciones
elementales tenemos Ux = c:

13 3 27 °] o,
00 3 1 ;’ ~|b, -2b,
0 0 0 0] |° 1 |b,-2b,+5b

No esta claro que el sistema tenga solucién. Ya que el tercer renglén de la matriz
es igual a cero entonces:

b;-2bs, +5by =0
E! conjunto de vectores obtenibles b no es todo el espacio tridimensional. Es

posible resolver Ax = b ,si b esta en el espacio columna de A generado por las
columnas:




Aunque son 4 vectores, solo obtenemos un plano en el espacio tridimensional ( ya
que la 2a columna es 3 veces la primera, y la cuarta es la primera mas una
fraccién de la tercera). Son estas columnas las que no tienen pivotes.

Si suponemos que b esta en el plano generado por el espacio columna, por
giemplo b = (1, 5, 5) efectuando eliminaciéon y fijando las variables libres
obtenemos:

13 3 2711 1™
00 3 1|73
000 of %] o
w
3z+ w=3 - z= 1-1/3w
x+3y+3z+2w=1 - x=-2-3y-w
de donde:
X ||-2 -3 -1
y 0 1 0
X = +y +W
y4 1 0 -1/3
w 0 0 1

Si comparamos la solucién con la del caso homogéneo Ax = 0, fa Unica diferencia
es la inclusion del vector (-2, 0, 1, 0) que es una soluciéon de las ecuaciones
dadas, es una solucién particular de Ax = b, y la solucion general x es una suma
de esta solucién particular y la solucion general de Ax = 0. Geométricamente las
soluciones se encuentran de nuevo en un plano en el espacio de 4 dimensiones,
pero ahora no constituyen un subespacio, ya que el plano no pasa por el origen, el
origen x = 0 no es una solucién cuando b = 0. El plano es paralelo al espacio nulo
que se tenia antes, pero desplazado por el vector que da la solucion particular.

Resumiendo tenemos:

El proposito original de la eliminacién, era simplificar un sistema de ecuaciones
lineales sin alterar ninguna de las soluciones. Se reduce el sistema Ax=0a Ux =
0 y este proceso es reversible. Por lo tanto, el espacio nulo de A es el mismo que
el espacio nulo de U. De las m aparentes restricciones impuestas por la m
ecuaciones Ax = 0, solo r son independientes, estan especificadas por
cualesquiera r renglones de U distintos de cero.
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Definicion 6.3

El espacio nulo de A: N(A) tiene dimensién n-r y consta de todos aquellos vectores
X para los cuales el sistema homogéneo Ax = 0 ( o su equivalente Ux = 0) tiene
solucion. Se obtiene una base para el espacio nulo reduciendo el sistema original
al sistema Ux = 0, que tiene n-r variables libres, correspondientes a las columnas
de U que no contienen pivotes. Al espacio nulo también se le llama el nucleo de A
y su dimension n-r nulidad de A.

De todo lo expuesto hasta aqui, podemos concluir que A no tiene el mismo
espacio columna que U. La eliminacion no altera el espacio de los renglones ni el
espacio nulo, pero las columnas son completamente diferentes. Sin embargo, si el
conjunto de columnas de A es independiente, entonces lo mismo es cierto para
las correspondientes columnas de U y viceversa; entonces U nos puede ser util
para indicarnos cuales son las columnas de A que forman una base.

Para encontrar una base de R(A) consideremos el siguiente resultado:

TEOREMA 6.3

La dimensién del espacio columna R(A) es igual al rango r, que también es igual a
la dimension del espacio fila: el nimero de columnas independientes es igual al
numero de renglones independientes. Una base de R(A) esta formada por
aquellas r columnas de A correspondientes en U, a las columnas que contienen
los pivotes distintos de cero.

Este teorema también afirma para el caso de matrices cuadradas, que si l0s
renglones de una matriz cuadrada son Li. también lo son las columnas.

Definicién 6.4

El espacio nulo de A' 6 espacio nulo izquierdo N(A') ,es un subespacio de R™ que
consta de todos aquelios vectores; y tales que Aly=0 6

y'A =0y se lellama ay el vector nulo izquierdo de A.

Es facil encontrar la dimension de N(A'). Sabiendo que:

rango + nulidad = dimensién del espacio columna + dimension del espacio nulo
= numero de columnas

Esta regla también se aplica para A'la cual tiene m columnas.
Pero el rango de los renglones = rango de las columnas = r, entonces:
r +dim N(A‘? =m
dmNA)=m-r
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Esquematicamente se puede ver en la figura 6.1

A

—_—
1\

A

N R
A R — R

FIGURA 6.1

Sabemos ahora cual es la dimension de los cuatro espacios asociados a una
matriz y resumimos éste resultado en el siguiente teorema

TEOREMA 6.4: TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA LINEAL (1a.
Parte)

1 R(A!) = espacio renglén de A: dimension = r

2 N(A) = espacio nulo de A: dimension = n-r
3. R(A? = gspacio columna de A: dimension =r

4 N(A") = espacio nulo izquierdo de A: dimensién = m-r
tal que:

n =dim R(A) +dim N(A
m = dim R(A') + dim N(AY)

Este teorema se ilustra con el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 6.3
Encuentre la dimensiéon y construya una base de los cuatros subespacios

asociados a la matriz:
A 0140
0280
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Solucion:
1.-  Elespacio de los renglones de A: R(A))
Escalonando la matriz A tenemos:

014010140
02800000

Entonces el vector (0,1,4,0) forma una base de los renglones de A y:

Dim [R(AY]=1.

2.- El espacio de las columnas. Buscamos las columnas cuyos pivotes sean
distintos de cero y vemos que la unica es la segunda columna (1,2)t de
donde:

Dim (R(A))= 1 y una de sus bases (1,2)'

3.- Espacio nulo de A. N(A) con dimension n-r = 4-1=3 y para determinar una
base, procedemos a resolver el sistema Ax = 0, (también puede hacerse
con x=0)

x1
014 X
Ax = 0% |0
0 28 0}x, 0
X4
de donde:

X2 +4x3=0 = Xp = -4x3

Sea x; =t, entonces x, = -4t y haciendo x4 = Uy x4 = v, se obtiene:

X, u 0 1 0
X, -4t -~ 0 0
= =t +U +V
X, t 1 0 0
X, v 0 0 1
Por lo cual:
0 1 0
-4 0 0
1 0 0
0 0 1
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forman una base para N(A), y dim (N(A)) =n-r=4-1=3  que son el nimero de
vectores en la base.

4.-  Espacio nulo izquierdo de A :N(AY) con dimensién m-r = 2-1= 1. Para
encontrar una base procedemos a resolver A'y = 0
0 0 0
Aly = 1201y, _ 0
4 8|1y, 0
0 0 0
de donde
y1 = -2y, haciendoy, =t
Yi= -2t

Por lo cual una base de N(A') esta dada por:

y dim (N(A)=m-r=2-1=1

EJEMPLO 6.4

Encuentre la dimensién y construya una base de los cuatro subespacios
asociados a la matriz:

133 2
A= 26 95
-1-3 30

Solucion:
1 - El espacio de los renglones de A: R (A")

1 3327 1332
A=l 2 69 5|=[0031|=U
1 -330| {0000

Entonces los vectores {(1, 3, 3, 2), (0, 0, 3, 1)} forman una base de los
renglones de Ay Dim R(A") =2
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2.- El espacio de las columnas. Buscamos las columnas cuyos pivotes sean
distintos de cero:

1 3
2 9
-1 3

Dim R(A)= 2

3.- Espacio nulo de A. N(A) con dimension n-r = 4-2=2 y para determinar
una base, procedemos a resolver el sistema Ax=0, (también puede
hacerse con Ux=0)

X1

13 3 2 0
X2

Ax=/0 0 3 1 0
X

0 0 0O *1 10
X4

de donde:
3z + x4=0 = X3 =-1/3 X4

Sea x4 = 1, entonces x; =-1/3t y haciendo x1 = -3xz - 3x3 - 2X4 Y X2 = U se obtiene:

X, ~3u-t| [-3 -1
X, _ u —u 1 it 0
X, ~t/3 0 -1/3
X, t ] 0 1
Por lo cual:

=37 [ -1

1 0

0 -1/3

0/ { O

forman una base para N(A).

4.- Espacio nulo izquierdo de A :N(A") con dimension m-r = 3 - 2 = 1.
Para encontrar una base procedemos a resolver A'y = 0

1 2 -1
0
13 6.3 |)
Ay: 3 9 3 Y2=0
2 5 o el 1O




Por lo cual, una base de N(A") esta dada por:

-3

Hemos visto hasta aqui que para encontrar una base del espacio renglén y una
base para el espacio columna se procede a escalonar la matriz A en una matriz U,
es entonces factible preguntar si estas matrices estan relacionadas como antes,
mediante una matriz triangular inferior L, tal que A = LU, la respuesta es si existe
una matriz L tal que A = LU, por ejemplo:

Si se tienen las siguientes matrices A y su forma escalonada U

13 3 2
A=| 2 6 9 5
-1-3 30

U=

o O -

3 3 2
0 3 1
0 0O
entonces la matriz L esta dada por:

1
L=| 2
-1

N L. O

0
0
1

y se verifica que A = LU, note ademas que L no es rectangular, sino cuadrada. Es
una matriz del mismo orden m = 3 que el nimero de renglones en Ay en U. En
este caso como se requirié de un intercambio de renglones entonces se introduce
una matriz de permutacién P con lo que enunciamos el siguiente teorema:

TEOREMA 6.5

A cada matriz A de orden mxn corresponde una matriz de permutacién P, una
matriz triangular inferior L con diagonal unitaria y una matriz escalonada U de
orden mxn tales que PA = LU
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6.3

MATRICES DE RANGO UNO

Un ejemplo de una matriz de rango uno, r = 1 esta dado por la siguiente matriz:

Cada renglon es un multiplo del primero de modo que el espacio renglén es
unidimensional. Se puede escribir toda la matriz de la siguiente manera:

como el producto de un vector columna con un vector fila, ademas, todas las
columnas son multiplos del mismo vector el espacio columna tiene dimensién r =
1.

Cualquier matriz de rango uno se puede factorizar en la forma simple A = uv',
Todos los renglones son muiltiplos del mismo vector V' y todas las columnas son
multiplos de un mismo vector u.

SOLUCION DE M ECUACIONES EN N INCOGNITAS

Ya conocemos el proceso de eliminacion para matrices cuadradas. La eliminacién
misma se realiza directamente sin mayor cambio, pero hay algunas diferencias al

obtener la solucién mediante la sustitucion regresiva.

Consideremos la ecuacidén escalar ax = b (un sistema de una ecuacién con una
incégnita), podemos considerar las siguientes tres alternativas:

1. Si a= 0 entonces existe la solucion x = b/a para cualquier b y esta solucion
es Unica. Este es el caso no singular, de una matriz de 1x1 invertible.

2. Si a=0 y b=0 hay una infinidad de soluciones, cualquier x satisface Ox = 0.
Este es el caso indeterminado, existe solucién pero no es Unica.

3. Si a=0 y b=0 no hay solucién a 0x = b, éste es el caso inconsistente.
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Estas alternativas pueden ocurrir para matrices cuadradas. Con una matriz
rectangular no podemos tener existencia y también unicidad para cada b. Esto se
puede ver a través de la existencia de la inversa.

Sabemos gue una matriz A tiene inversa si existen BA=1yAC=1dondeB=C =
A, Ahora, del rango de una matriz es facil decir que matrices tienen realmente
estas inversas, se puede decir en general que existe una inversa sé6lo cuando el
rango es lo mas grande posible.

El rango siempre satisface rUm y rin ya que una matriz de mxn no puede tener
mas de m filas independientes o de n columnas independientes. Entonces sir=m
existe una inversa derecha y si r = n existe una inversa izquierda

Definicion 6.5

Sea A matriz de orden mxn. Una matriz G de nxm (si existe) tal que GA = |, se
dice inversa izquierda de A. Asimismo una matriz H de orden nxm (si existe), tal
que:

AH = |, se dice inversa derecha.

EJEMPLO 6.5
Sea la matriz de 2x1 siguiente

S

calcule (si existe) la inversa izquierda y derecha de A

Solucién:
Sea G =[g1, 92} SiGA=1

1
[94, Qzlu =g1+g2=1

Si g1 = a entonces gz = 1- a de donde G = [ o, 1-a] para a.eR

SeaH =[hy, hy]talque AH =1

N P

pero hy = 1y hy = 0 por lo que se afirma que no existe matriz derecha ademas el
rangode A=1<2=m
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TEOREMA 6.6

EXISTENCIA: El sistema Ax = b tiene al menos una solucién x para toda b si
y s6lo si las columnas de A generan R™, entonces r = m. En
este caso existe una inversa derecha H de nxm tal que AH =
Im, la matriz identidad de orden m. Esto es posible sélo sim <
n.

UNICIDAD: El sistema Ax = b tiene a lo sumo una solucioén x para cada b
si y sblo si las columnas son linealmente independientes,
entonces r=n. En éste caso existe una inversa izquierda G de
nxm tal que GA = |,, la matriz identidad de orden n. Esto es
posible s6losim >n.

En el primer caso, una posible solucién es x = Hb, ya que entonces Ax = AHb =b
pero habra otras soluciones si hay otras inversas derechas.

En el segundo caso, si existe una solucion a Ax = b, tiene que ser x = GAx = Gb,
pero no puede haber otra solucion.

EJEMPLO 6.6
Considere la siguiente matriz A de 2x3 y de rango 2

A=400
0 65§ ©0

verifique si existen inversa izquierda o derecha de A.

Solucion:
como r =m = 2 el teorema garantiza una inversa derecha H:

4
4 0
AH = 0 0 1 =‘I 0
0 5 0 5 0 1
c31 c32
L

de hecho hay muchas inversas derechas. Ya que el ultimo renglén de H es
totaimente arbitrario, entonces si escribimos un sistema Ax = b con esta matriz A
se puede afirmar que existe solucién.

Para ver si existe inversa izquierda solo hay que verificar que r = n, en este caso
r=2 < 3 por lo que no existe inversa izquierda.
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TEOREMA 6.7
Una matriz A de nxn es invertible si y solo si rango (A) = n

EJEMPLO 6.7
Determine si la matriz siguiente es invertible hallando su rango.
4 0 1
A=t2 1 0
0 1 3
Solucion:
Escalonando A, se tiene:
4 0 1 10 4 10 4 10 41
210 012 01 2 01 2
013 310 0 1-12 00-14J

Por lo que rango A = 3 y A es invertible

SUBESPACIOS ORTOGONALES

Recordemos que la longitud de un vector |x| en R" esta dada por:

| / 2 2 2
X=Xy X, Xy X

Geometricamente esto se obtiene aplicando la férmula de Pitagoras n-1 veces,
anadiendo en cada paso una dimension mas.

Si tenemos dos vectores x, y 4 COmo podemos saber si son perpendiculares?
En el caso de R? la respuesta se puede obtener usando trigonometria, en este

caso x es ortogonal a y si forman un tridngulo rectangulo, usando Pitagoras se
tiene:

I+ Iy = - o
Para R" se tiene:
(}12 + X+ o+ Xa ) F (Y12 Y2t F o+ Yn) = (X - Y1) Ht (X - Yn)
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Desarrollando el lado derecho,se tiene:
(X12 + X% + ...+ Xp2) - 2 (Xqyq +..t Xoyn) + (Y12 + Y22 + ...+ YD)
Asi, la igualdad se cumple si los "términos cruzados" son iguales a cero:
X1y1+ ..+ X yn=0

Esta cantidad no es otra, que el producto interior de X'y en R"; por lo que se puede
afirmar que es igual a cero ,sélo si “x “ e “ y “son ortogonales.

Existe una relacion sencilla entre independencia y ortogonalidad: si los vectores
son mutuamente ortogonales, entonces son linealmente independientes.

En el espacio tridimensional ordinario se representan los subespacios mediante
rectas o planos que pasan por el origen y en casos extremos por el origen mismo
o0 por todo el espacio.

Definicién 6.6
Dos subespacios V y W del mismo espacio R" son ortogonales si cada vector v
€V es ortogonal a cada vector weW: viw=0 para toda vy w.

EJEMPLO 6.8

Suponga que V es el plano generado por v4 =(1,0,0,0) y v> =(1,1,0,0) y W es una
recta generada por wy =(0,0,4,5), como w;, Tvi=0 y W' v, = 0 entonces la recta
W sera ortogonal a todo el plano V.

En el caso de los cuatro subespacios fundamentales asociados a una matriz dos
son subespacios de R" : el espacio nulo y el espacio renglén o fila y los otros dos
estan en R™, como se muestra en la figura 6.2

L

4 R
R A
—
R(AD RCA)

NCA) N¢AD

FIGURAB.2
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TEOREMA 6.8

Para cualquier matriz A de orden mxn, el espacio nulo y el espacio fila son
subespacios ortogonales de R". Analogamente, el espacio nulo izquierdo y el
espacio columna son subespacios ortogonales de R™.

Demostracion:

Supongamos que weN(A) y ve R(AY, entonces Aw = 0 yvesdelaformav= Alx
para algun vector x (esto es, v es una combinacién de las columnas de A*). Por lo
tanto

whv = wAX) = (WAYX = (Aw)'x = O'x = 0

EJEMPLO 6.9
Sea la matriz A y su correspondiente U como sigue:

A:0140 lJ=0140
0280 0000

la segunda columna es basica y las otras tres son variables libres, por lo tanto
resolviendo para Ux = 0, se obtiene que una base para N(A) esta dada por:

{{1,0,0,01'[0,-4,1,01, [0,0,0,1]}
la cual debe ser ortogonal a los renglones de A.
El espacio columna de A es unidimensional y esta generado por la Unica columna

basica [1,2]'. Por otro lado hallamos una base del espacio nulo izquierdo, dada por
el vector y' = [-2,1], el cual es ortogonal al espacio columna:

[-2 1] m:o

Sin embargo cabe aclarar que el espacio nulo N(A) no sélo contiene algunos de
los vectores ortogonales al espacio fila, contiene todos esos vectores. El espacio
nulo se formé con todas las soluciones de Ax = 0.

Definicion 6.7
Dado un subespacio V de R", el espacio de todos los vectores ortogonales a V es

el complemento ortogonal de V y se denota por V* .
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Asi se tiene entonces que el espacio nulo N(A) es el complemento ortogonal de
R(A") : N(A) = (R(AT))*. Al mismo tiempo es valida la relacion opuesta: el espacio
fila R(AT) contiene todos los vectores que son ortogonales al espacio nulo.

Al aplicar el mismo razonamiento a AT, se produce el resultado dual: el espacio
nulo izquierdo N(A") y el espacio columna R(A) son complementos ortogonales
entre si en R™. Esto completa la segunda parte del teorema fundamental del
algebra lineal.

TEOREMA 6.9 TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA LINEAL.(2?
parte)

N(A) = RAD),,  RA) =NA)

NAT) = (RA)",  RA) = (NAN)".

La dltima igualdad significa que Ax = b tiene una solucién si y sélo si b es
ortogonal a N(AT); b estad en el espacio columna si Y solo si es ortogonal a cada
solucién y de la ecuacién homogénea transpuesta A’ y = 0.

Sin embargo dos subespacios V y W pueden ser ortogonales sin ser
complementos ortogonales entre si. En R® la recta V generada por (1,0,0) es
ortogonal a la recta W generada por (0,0,1), pero V no es igual W El
complemento ortogonal de W es un subespacio bidimensional (un plano) que
contiene todos los vectores de la forma (x4, x2, 0), esto es todos los generados por
los vectores (1,0,0) y (0,1,0). La recta V sélo puede ser parte de W- porque su
dimensién es muy pequefia. Sin embargo, si las dimensiones son correctas, los
dos subespacios ortogonales son necesariamente complementos ortogonales, asi
fue en el caso del espacio fila y el espacio nulo. Ademas si W = V*, esto asegura
que las dimensiones son las correctas y automaticamente V = W*. Simplemente
se descompone el espacio en dos partes perpendiculares Vy W

TEOREMA 6.10
Si V y W son subespacios de R", entonces cualquiera de las siguientes
condiciones los obliga a ser complementos ortogonales entre si:

1. W=V (W consta de todos los vectores ortogonales a V)
2. V=W (V consta de todos los vectores ortogonales a W)
3. V y W son ortogonales y dim V + dim W = n.

Suponiendo cualquiera de estas tres condiciones equivalentes, cada vector x
puede descomponerse de una sola manera en una suma x = v + w con veV y

weW. Estas componentes, las proyecciones de x en V y W, son ortogonales viw =
0.
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6.5

Una x arbitraria se descompone en x, + x,, y A transforma la componente x; del
espacio fila en un vector Ax; = Ax en el espacio columna, mientras que transforma
la componente x, del espacio nulo en cero.

EJEMPLO 6.10
Sea la matriz A como sigue:

A= 014
0 28
su correspondiente forma escalonada queda como sigue:
U= 014
000
de aqui que dim R(A") = 1, dim N(A) = 2
una base de R(A) = {(0, 1, 4)}

una base de N(A) esta dada por {(1, 0, 0),(0, 4, 1)} entonces cualquier x R® se
puede escribir como:

0 1 0
X= 0,1 +0,0]+a,|4
4 0 1
e anend
basedeR(AT) basedeN(A)

ESPACIOS CON PRODUCTO INTERIOR Y EL PROCESO DE GRAM-SCHMIDT

Definicion 6.8

Un producto interior en un espacio vectorial V es una funcién que a cada par de
vectores x € y en V asocia un numero real <x, y> de tal manera que se satisfacen
los siguientes axiomas, para todos los vectores X, y, z en V y cualquier escalar k.

1. <X, y> = <y, x> axioma de la simetria

2. <x+y, z> = <X, 2> + <y, 2> axioma de la aditividad

3. <kx, y> =k <x, y> axioma de la homogeneidad
4. <X x>3¥0 y <x,x>=0 <=>x=0 axioma de positividad.

Un espacio vectorial que tiene definido un producto interior se denomina espacio
vectorial con producto interior.
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Las siguientes propiedades adicionales son una consecuencia inmediata de los
cuatro axiomas del producto interior:

a) <0, x> = <x, 0>=0
b) <X, y+z> = <X, y> + <X, z>
c) <x, ky> = k<x, y>

EJEMPLO 6.11
Considere el espacio R" con producto interior dado como

<x,y> =x‘y=2xiyi

i=1
donde x, y son vectores columna en R".
Note que <., ,> 6 <|> es un producto interior ya que:
<X, y> =xy =yXx =<y, x>
<x+y, z> = (x+y)t zZ= (xt + yt) z=xz+ ytz = <X, 2> + <y, z>

<k, y> = (kx)'y = kx'y = k <x, y>
<x, x>=x'x=xx?10 sizx’=0entonces x=0 e R"

PON=

EJEMPLO 6.12
Sean x = <x1, Xz, Y = <y, Y»> vectores en R?, entonces

<X, Y> = 3% Y1 + 2% ¥2
define un producto interior.

Solucion:
Para verificar esta afirmacidn observe que:

1. <X, y>= 3x4 yi t 2X> Y2 = 3Y1 X, + ZY2 X2 = <y, X>
2. <xty, z> = 3(X1 + y¥1)Z1 + 2(Xa + ¥2)Z2 = (X1 Z1 + 2X2 Z5) + (3% 21 + 2% Z0) =
<X, z> + <y, z>
3. <kx, y> = 3(kx1)y1 + 2(kx2)y2 = k(3x1 y1 + 2x3 ¥2) = k<x, y>
4. <X, X>=3X X+ 2% X0 = 3x,2 + 2x22 20y 3x12 + 2xz2 =0 siysodlosi
X;s=Xx2=0.

El producto interior de éste ejemplo es distinto al producto interior de R? lo que

muestra que un espacio vectorial puede tener mas de un producto interior definido
en él.
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EJEMPLO 6.13
Sean x = <x1, Xp>, ¥ = <yi, Y>> vectores en R?, entonces:

<X' y> - X1 + Y1
verifique si <x, y> define un producto interior.
Solucién:
Para verificar esta afirmaciéon observe que:

1. X Y> =X Hy =YX =<y, x>
2. <xXty,z>= (X ty))+zy = (X1 +24) + y1 = <xtz, y> # <x, z> + <y, z>

por lo que se puede concluir que <x, y> asi definido no es un producto interior.
EJEMPLO 6.14

(Caso de polinomios) Sea P, el espacio vectorial de los polinomios de grado < n.
Un producto interior en este espacio esta dado por:

xy) = [x(ty(t)at

1 o0y) = [x(tydt = fy(tx(t)dt =y, x)

b

2. (y+2)= [x®lyt)+ 2t =[xyt + x(t)z(t)t
= t].x(t)y(t)dt + t].x(t)z(t)dt =(X,y) + (X, Z)
3. (kx,y) = _"kx(t)y(t)dt =Kk j'x(t)y(t)dt = K(X, y)

b
4. <x,x>=J'x2(t)dt=0 siy solo si x=0
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Definicion 6.9
Si'V es un espacio con producto interior, entonces se llama un espacio normado si
existe una funcién 7. 7. V — R tal que:

e+ ] < bell+ ]
lecx]| = lexl|lx
|20 y x|=0ex=0

EJEMPLO 6.15

Muestre que el espacio V = R" es normado con cualquiera de las siguientes
normas:

a) HXH1 = Z:; }xii

b) x| (Z - ) 2

=1

c) [x =max {xli=12..n}

Solucion:
Vamos a demostrar que efectivamente a) b) y c) son normas, esto es:

) eyl = XXy < ix/ iy = K,

x| = Xfox =[al3x =jali,
Xi=>|x|20yIXi=0-x=0

b) :Ix + YUZ = Z(X4 + Yi)2 = Z (Xiz +2XY; + Yiz):
z xiz + 22 Xy; + Z Yiz = Nxm + {FY|1
c) [x+yl, =max{x +y}i=12.n}<max{x+lyji=12.n}
maxﬁxi[i =12..,n}+ max{y,i=12.n}= Xl +yi

loxl_ = max{ax|i=12..,n}= max{a Ixji=12.., n}z

ol max{xi=12..,n}= alxi
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6.6

ANGULO EN LOS ESPACIOS VECTORIALES, PROYECCIONES
ORTOGONALES Y PROCESO DE GRAM-SCHMIDT

Ya vimos en la seccién anterior que el hecho de que dos vectores x e y sean
ortogonales se puede expresar como Xy = 0 donde x y son vectores columna.

Considere el espacio vectorial R? y los vectores a y b donde sus longitudes estan
dadas por 7a7 y 7b7 respectivamente. Sea o el angulo que forma el vector a con el

eje de las x y f el angulo del vector b con el mismo eje como se ilustra en la figura
6.3

FIGURAB.3

entonces se definen el seno y coseno de a como

sena = Hjﬂ cosa = “7]“

y para 3 se tiene
b b
R " I ¥

si ® = - a entonces usando una identidad trigonométrica se tiene:
cos® = cos fcosa + sen ffsena = a,b,

por lo tanto el coseno del angulo entre dos vectores cualesquiera a y b esta dado
por

(a,b)
lall {o]

cos® =
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Si queremos encontrar la proyecciéon de un punto del vector b, sobre el vector a,
este punto debe ser algiin multiplo p = xa del vector a y el problema se reduce a
calcular el coeficiente x. Todo lo que necesitamos es el hecho de que la recta
desde b hasta el punto mas cercano p = xa es ortogonal al vector a, como se
puede ver en la figura 6.3, entonces:

(b-xa)Lla 6 <a bxa>=0
de donde

(a,b) <(ab)
X= =2
@a) [d

entonces, la proyeccion p del punto b sobre la recta generada por el vector a esta
dada por:

De esta relacion se puede encontrar nuevamente la desigualdad de
Cauchy- Schwarz ya que la distancia al cuadrado del punto a la recta es:

i

el

2

1Bl - {a.b)

B

como la distancia de un punto a una recta es mayor o igual a cero lo mismo
sucede con el cuadrado de la distancia entonces

b1 lal” ~(a,b) >0
6’ lal* = {a,b) que es la desigualdad de Schwarz

Al seleccionar una base se busca que ésta simplifique la solucién del problema
que se trate. En la mayoria de los casos, la mejor seleccién sera la base en la cual
todos los vectores son ortogonales entre si, es asi como definimos:

Definicion 6.10

Se dice que un conjunto de vectores en un espacio con producto interior es
ortonormal; si cada vector del conjunto tiene norma 1 y si ademas dos vectores
cualesquiera distintos en el conjunto son ortogonales.
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EJEMPLO 6.16
Sean

vi=(0,1,0), v2= (yﬁ, 0, yﬁ), V3 = (y\/i' 0, '/ﬁ)' el conjunto

S = {vq, v2, v3} es ortonormal si en R® se tiene que con el producto interior
euclideano:

<V4, V2> = <V, V3> = <vy, V3> = 0

y ademas

V,

Wi=lrl =l =1

EJEMPLO 6.17
Si v es un vector en un espacio con producto interior, y v es diferente de cero,
entonces el vector

]
~——F =1 tiene norma 1
il

ya que aplicando [ku|| = |k|ju| se tiene

v 1
= Hv—“livn =1

al proceso de multiplicar un vector v diferente de cero por el reciproco de su
longitud para obtener un vector de norma 1 se denomina normalizacién de v.

TEOREMA 6.11: TEOREMA DE LA BASE ORTONORMAL (GRAM-SCHMIDT)

Todo subespacio distinto de cero en R" tiene una base ortonormal.

Demostracion:

Queremos producir de dos vectores independientes ay b dos vectores
perpendiculares v; y v,. Claramente, el primero puede ir en la direccion de a vy =
a. El problema es entonces encontrar un segundo vector que sea perpendicular.
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b J

a - P

FIGLURA 6.4

En la figura 6.4 se puede ver que ese vector es b-p ya que se le sustrajo la
proyeccion de b en la direccidén de a, entonces el segundo vector queda:

@by, _y_ (b,

,=b-p=b- ’
Haii Vil

si hay un tercer vector independiente entonces la idea es la misma, sustraemos
las proyecciones de c en la dos direcciones vq y v;

(Vs f> v,— ,(:@;g) v,
Vil IVai

es inmediato que v; es perpendiculara v; y vy,

Para que estos vectores sean ortonormales deben transformarse en vectores
unitarios entonces

2=

Este proceso se puede resumir de la siguiente manera:

Es posible convertir cualquier conjunto de vectores independientes a4, ay,...,a, en
un conjunto de vectores ortogonales mediante el proceso de Gram-Schmidt:
primero se fija a, = vy después cada v; es ortogonal a las v;,..., vi.1 precedentes:

SV, 1'a>

10 1-1
HV”‘ l’Vl 11
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6.7

EJEMPLO 6.18
Aplique el proceso de Gram-Schmidt a los siguientes vectores independientes:
ar=[1,1,0],a2=[1,0,1),a:=[0, 1, 1]

Solucion:
Sea ai = vy, Vo y v; se calculan:

Va=az-Yavy =%, -2, 1]
va=az-Yavy - 113 vy =[-2/3, 2/3, 2/3)

los vectores ortonormales finales son:

Q1 = J_%[ 1: 11 0]

Q2 = \/_2/-3[1/2,-1/2, 1]

o= |7, 1-213,2/3, 213
MATRICES DE PROYECCION Y MINIMOS CUADRADOS

Considere ahora la proyeccion p de un vector sobre un subespacio general

S = {ay, az....a} de R" donde las a; son vectores independientes de R". Los
detalles se elaboran para el caso k = 2, pero los calculos son igualmente validos
para el caso general. Recordemos que {a1, a,} corresponde a un plano en R" que
contiene al origen, y sus miembros son todas las combinaciones lineales de a y

ar.

La figura 6.5 muestra al vector proyeccion p de b en {a, a3}

espacio

11
columha i =}
¥ An1

columna = —

FIGURAB.5

158



Observe que p satisface:

1. p debe estar en el subespacio S = {ay, a5} y
2. b-p debe ser perpendicular a cada vector de S.

Si escribimos los vectores de R" como vectores columna, el subespacio S es el
espacio columna de la matriz A de nx2, cuyas columnas son a; y a; entonces
como Ax = b tiene solucién si y sélo si b esta en el espacio columna de A, todos
los vectores de S tienen la forma Ax donde x = [x, x2]'. Como p esta en el espacio
S entonces p = Ax, donde x, = [ry, r.)', 11, r. escalares, como b - Axp debe ser
perpendicular a cada vector de S entonces el producto punto de b- Ax, y Ax debe
ser igual a cero, para toda x.

<b-Axp, Ax>=0
o bien
(Ax)' (b - Axp) = X'(A'b - A'Ax,) = 0

es decir, el producto punto de los vectores x y Alb - AtAxp debe ser cero para todos
los vectores x, pero esto solo sucede si

A'b-A'Ax,=0

La matriz A'A de 2x2 es invertible’ pues tiene el mismo rango que A, entonces
despejando x, se tiene )
x, = (AA A'b

Denotando el vector proyeccion p = Axp, de b sobre S por medio de p = bs y
escribiendo b como un vector columna obtenemos la forma general:

Sea S = {a,...,ax} un subespacio de R" y sea la matriz A cuyas columnas son los
vectores ay, as,..., ax. El vector proyeccion de b en R" sobre S esta dado por :

bs = A(A'A)”" Alb
este resultado se puede usar para una proyeccion de un vector en otro, por

ejemplo:

EJEMPLO 6.19
Sea el vector a = (2, 4, 3), encuentre el vector proyeccidon sobre a del vector
b=(1,2,23)
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Solucion:

@by 19
= a=_(24,3
P 29 )

I i;z

ifa|

Considerando la formula bs = A(AtA)'1 Alb se tiene que la matriz A consiste de una
sola columna que es el vector a, haciendo calculos se tiene:

A'A =29
2] 11 4861 38
b, = AA) Ab= 4 | (243)2|= 181612 2 =-239 76
3 3 612 9 3 57

A la matriz P = A(A'A)"A! se le conoce como la matriz de proyeccion para el
subespacio S.

EJEMPLO 6.20
Encuentre la matriz de proyeccion para el plano x»x3 de R®.

Solucién:
El plano xox; es el subespacio S generado por los vectores eze; que son las
columnas de la siguiente matriz A.

0 0
A=\1 0
0 1
donde A'A = | y por lo tanto
0O 0 O
P=0 1 0
0 O 1

Asi P proyecta cada vector b en R® en el plano x,x; de la siguiente manera:

b, 0
Ps|b, =D,
by ] |0

160



EJEMPLO 6.21

Sea la matriz A y el vector b como sigue:

1 2 4
A=11 5| b=|3
0 O 9

encuentre la proyeccion del vector b sobre el plano generado por los vectores
columna de la matriz A.

Solucidn:

El espacio columna de A es el plano x-y en el espacio tridimensional ya que
ambas columnas terminan con un cero. La proyeccion de b sobre este plano no
altera las componentes x, y que son 4 y 3 pero desaparecera la componente z y

se puede confirmar.
11 0 t2 2 7
AtA:[z 5 0}1 ° {7 29]
0 0

a) = (1] %2 )

b, =

o W h

TEOREMA 6.12
Para cualquier matriz A de mxn, de rango r, la matriz simétrica A'A de nxn también
tiene rango r.

Demostracion:

Trabajando con los espacios nulos se tiene que si v es cualquier vector solucion
del sistema Ax = 0, de modo que Av = 0 entonces, al multiplicar a la izquierda
ambos miembros de esta ultima ecuacién por A, vemos que v también es una
solucion al sistema (AY)Ax = 0. Reciprocamente, supongamos que (A") Aw = 0 para
un vector w de nx1. Entonces:

0 = w' [(AYAW] = (AW)(Aw)

Que se puede escribir como [Aw]>. Esto es, Aw es un vector de magnitud cero y,
en consecuencia, Aw = 0. Resulta asique A y (AYA tienen el mismo espacio nulo.
Como tienen el mismo numero de columnas, se concluye que el rango de Ay el
rango de (AYA son iguales.
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De este teorema se desprende el siguiente resultado: Si A tiene columnas
linealmente independientes de modo que r = n, entonces A'A es una matriz
cuadrada, simétrica e invertible.
MATRICES ORTOGONALES
Una matriz ortogonal es simplemente una matriz cuadrada con columnas
ortonormales. Se usara la letra Q para denotar una matriz ortogonal y a q,....0n
para denotar sus columnas.
Como Q es cuadrada de nxn entonces si sus columnas son independientes, esto
es su rango r es tal que r = n y es invertible, entonces: si Q' es inversa izquierda
entonces es la inversay QQ' = |
Una matriz ortogonal tiene las siguientes propiedades:

Q'a=1=Qq'

Q'=Q"

Q no soblo tiene las columnas ortonormales, sino que también sus filas son
ortonormales, en otras palabras si Q es ortogonal también lo es Q"

Ademas cumple: La multiplicaciéon por una matriz ortogonal Q preserva la longitud
“Qx“ =|x| paratoda vector x
y también preserva los productos internos:

(Qx)' (Qy) = X'y para todos los vectores x,y.

EJEMPLO 6.22
Sea la matriz Q como sigue:

_ cos® -sen®
sen® cos®

su transpuesta es igual a su inversa

o=

cos® -sen®
sen® cos®
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bl B et

Q rota cada vector en un angulo ® y Q' lo rota de regreso en -@

EJEMPLO 6.23
Verifique que la matriz siguiente es una matriz ortogonal y encuentre su inversa.
2 3 6
A=(1,) |3 -8 2
6 2-3
Solucién:
A'A =1
2 36
A'=A' =(17) 3-6
2 -3

METODO DE LOS MINIMOS CUADRADOS

Supongamos que se obtienen datos de mediciones de la forma (a;, b;) mediante
observacion o experimentacion y se ubican como puntos de datos en el plano x-y.
Es conveniente hallar una relacion matematica Y = f(x) que represente
razonablemente bien los datos, de manera que podamos efectuar predicciones de
valores no medidos. Dependiendo de la naturaleza del experimento y de la
configuraciéon de los puntos de datos localizados, podemos decidir acerca de un
tipo apropiado de funcién y = f(x) como una funcioén lineal, una funcién cuadratica
0 exponencial, entre otras. Se pueden presentar problemas como el siguiente:

De acuerdo con la ley de Hooke, la distancia que se estira un resorte es
proporcional a la fuerza aplicada. Supongamos que colocamos 4 pesos distintos,
ai, az, a3 y a4 sucesivamente en la parte inferior de un resorte. Medimos las cuatro
longitudes by, by, b3 y by del resorte estirado y suponga que se obtienen los datos
de la siguiente tabla:

ai = pesoengramos 2.0 4.0 50 6.0
bi = longitudencms. 2.5 45 70 8.5

i
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Debido a la ley de Hooke, esperamos que los puntos de datos (a;, b;) estén cerca
de alguna recta con ecuacion

y = f(x) = ro + rix

donde ry es la longitud del resorte y ry es la constante del resorte. Esto es, si
nuestras mediciones fueran exactas y el resorte ideal, tendriamos bj =y + ry &
para valores especificos ro y ry.

Como solamente tenemos las dos incégnitas rp y r1, bastaran dos mediciones para
hallarlas, sin embargo, en la practica esperamos tener algun error en las
mediciones fisicas, por lo tanto hacemos mas mediciones de las técnicamente
necesarias con la esperanza de que en general, los errores se cancelen unos con
otros. La sustituciébn de cada punto de datos (a;, b)) en la ecuacién da una
ecuacién lineal con dos incognitas rp y ry, asi los 4 puntos de datos del problema,
dan lugar a un sistema lineal de 4 ecuaciones con 2 incognitas. Dicho sistema
lineal con mas ecuaciones que incognitas se llama sobredeterminado, y se espera
que dicho sistema sea inconsistente, entonces debemos encontrar valores para
las incognitas rp y ri que estén lo mas cerca posible, de satisfacer las 4
ecuaciones. Geométricamente esto equivale a encontrar la recta en el plano que
esté mas cerca de pasar por los 4 puntos de datos.

En general, consideramos el problema de hallar una recta o funcién lineal

f(x) = rp + ryx que ajuste "mejor" los datos (a;, b)) parai = 1, 2,...,m donde m>2. Si
no hubiera error en las mediciones y los datos fueran realmente lineales, entonces
para algun rp y ry se tendria:

bi=rp+ria parai=1.2,..m

Estas m ecuaciones en las 2 incégnitas rp y ry forman un sistema
sobredeterminado de ecuaciones que probablemente no tenga solucién. Pero
nuestros puntos satisfacen realmente un sistema de aproximaciones lineales que
se pueden expresar como:

b1] 1 al ]
b2 1 a2
r0
~ | { } (6.1)
rl
hbnd _1 an |

O simplemente b ~ Ar.
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Tratamos de encontrar un vector solucion éptimo r para el sistema (6.1). Para
cada vector r el vector error Ar - b mide a que distancia esta el sistema (6.1) de un
sistema con soluciéon r. Las normas de las componentes del vector Ar - b
representan las distancias d; = rp + ry a; - b; como se muestra en la figura 6.6

FIGURAB.B

queremos entonces minimizar nuestro vector de error Ar - b. Minimizaremos la
longitud JAr - b| del vector error, pero esto equivale a minimizar |Ar - b 2 o lo
que es lo mismo, minimizar

di® +do” + ..+ A’
de aqui el nombre de minimos cuadrados.

Si ay y a; denotan las columnas de A en el sistema (6.1) entonces el vector
Ar =rg as + ry az esta en el espacio columna de A.

espacio

columna

FIGURAB.7

Entonces de la figura 6.7, resulta claro que de todos los vectores Ar en el espacio
columna el que minimiza Ar - b| es la proyeccion bs = Ar de b en el espacio
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columna S. Entonces Ar = A(A'’A)'A' b; y de aqui se tiene que el vector solucion r
que es optimo esta dado por:

r=(A'A)" A'b.

Ahora si, volviendo a los datos del problema, hacemos el ajuste de minimos
cuadrados por medio de una recta, esto es:

Yy=rg+rix

Formamos el sistema y ~ Ar

2.5 )
45 1 4| [n
7 S5 |y
8.5 16
12
A,A=[1 11 1 14 _ 4 17
12 4 56 15 17 81
16

wn-lrg[ 5% ]

entonces r = (A'A)" A'b =[-0.9, 1.5]'

de donde la recta que mejor ajusta los datos esta dada por la ecuacion
y=-09+15x

EJEMPLO 6.24

Si se varia la carga que se aplica a una estructura y se mide la deformacion que
produce donde x es la carga, y es la lectura del medidor de la deformacién. A
menos que la carga sea tan grande que el material se haga plastico lo normal en
la teoria de la elasticidad es la relacion lineal y = rp + rq x. Dadas las siguientes
mediciones encuentre la recta que mejor se ajusta.

0 1
0

3 4
1.2 5
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Solucion:
Formamos el sistemay = Ar

0 1 0
1~11r0
b L
5 1 4

(AA]" = (1/20{_1:’ ;J

Entonces : r = (A'A)" A'b =[-0.2, 1.1]'

de donde, la recta que mejor ajusta los datos esta dada por la ecuacién
y=-02+1.1x

EJEMPLO 6.25
Una poblacién de conejos de una gran isla se estimé todos los afios desde 1981
hasta 1984 y se obtuvieron los datos que se listan en la siguiente tabla:

ai = afo observado 1 2 3 4
bi = # de conejos en unidades de 1000 |3 45 |8 17
zi=Lnbi 11 |15 [2.08 [2.83

Sabiendo que el crecimiento de la poblacidn es exponencial en ausencia de
enfermedades, depredadores, hambre, etc. se espera que una funcion
exponencial

bi=re’®® o b=re™

sea la mejor representacion de los datos. Encuentre la funcién exponencial que
mejor ajusta los datos y con ella haga una proyecciéon de la poblacion de la isla
para 1991.

Solucion:
Observe que usando logaritmos es posible convertir esta funcion exponencial a la
forma lineal

Lnb=Lnr+s(a)
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de donde en la tabla se agrega el renglén de z = In (b))
Entonces como es lineal la funcién asi escrita se usa
x = (A'A)'A'b

donde

2.83 4
T4 10
A'A =
10 30
b o-h
R
A'Al =
sl = 2
2 s

entonces (A'A)' A'b =[0.435, 0.577]'=[In, s]
por lo tanto Inb =Inr + s(a) = 0.435 + 0.577 a de donde
b= resa = e0.435 eO.S??a =154 e04577a
en términos de funciones se tiene f(x) = 1.54 e>%7
A partir de esta funcion se puede proyectar la poblaciéon de conejos para 1991
haciendo f(11) 1000 = 570 778 conejos.
APROXIMACION CUADRATICA

Ahora, pretendemos ajustar una curva cuadratica a los n puntos de datos.
Recuerde que una cuadratica en x es cualquier expresion de la forma:

y=a+bx+cx

que representa a una parabola en el plano. Si los n puntos dados estuvieran en la
parabola se tendria:
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y1-a+bx1+cx1
y2 = a + bx + ox2°
...................... (6.2)

para
Vs |
Y Tox X a
y= A=l r=
1 x, x°
| Yn

entonces (6.2) se puede escribir como:
y=Ar

igual que antes, si los puntos dados no estan todos en la parabola entonces y - Ar
#0 y se tiene que para cualquier r nuestro problema vuelve a ser:

Encontrar un vector r en R® tal que [y - Ar] sea minimo. y usando un razonamiento
similar al anterior se tiene:

r=(A'A)" Ay

EJEMPLO 6.26

En una exhibicién reciente de yates se hicieron las observaciones listadas en la
tabla siguiente, donde se relacionan los precios b; de las embarcaciones y sus
pesos a;

o 8
5

= peso en tons. 2 L
1 12

4
b| precio en unidadesde 10000 1 3

Al localizar los puntos de datos (aj, bj) como se muestra en la figura 6.8 podemos
esperar que una funcion cuadratica de la forma

y=f(x)=ro+r1x+r2x2

ajuste bien los datos
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Solucién:
Formamos el sistema y = Ar

1 1 2 14
3| |1 4 16
5 | |1 5 25
121 |1 8 64
4 19 109

A'A=| 19 109 709
109 709 4993

12744 -3348 -6624 2628
(A*AI‘=(15400 -4464 2538 3744 -1818
360 -270 -360 270

entonces y = (A'A)”" Al b =0.207, 0.01, 0.183}

Asi la funciéon cuadratica que mejor aproxima los datos en el sentido de los
minimos cuadrados es:

y =0.207 + 0.01x + 0.183x

para graficar esta funcién se hace:
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6.8

a; b; f(ai)
2 1 0.959
4 3 3.175
5 5 4.832
8 12 11.999
T
FIGURAB.G '

LA PSEUDOINVERSA Y LA DESCOMPOSICION EN VALOR SINGULAR

En este punto cabe hacernos la siguiente pregunta: ; Cual es la solucién 6ptima x
para el sistema inconsistente Ax = b? deberiamos tener una regia que especifique
x dada cualquier matriz A y cualquier lado derecho b.

Para cada b, Ax debe estar en el espacio de las columnas de A ya que es una
combinacion de las columnas ponderadas por las componentes de x. Por lo tanto,
la eleccion 6ptima Ax es el punto p en el espacio columna que esta mas cerca a la
b dada. En otras palabras, tenemos que proyectar a b sobre el espacio columna:

Ax=bs=p

Claramente x esta determinada cuando hay soélo una combinacion de las
columnas de A que producen p, los pesos de esta combinacién seran las
componentes de x. Si se tiene solucién Unica existen varias condiciones
equivalentes:

a) las columnas de A son linealmente independientes
b) el espacio nulo de A solo contiene al cero.
c)elrangode Aesn

d) la matriz cuadrada AT A es invertible.

Si estas condiciones no son validas, entonces x no esta determinada en forma
unica y a1
x=(A'AY A b
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es la expresion de dicha solucion. Si A es una matriz invertible entonces x coincide
con la unica solucién al sistema original

x=ATAY'ATb=A"D (6.3)

pero si A no es invertible definimos la pseudoinversa A+ ( o inversa de Moore-
Penrose), por lo tanto, si A es invertible A+ =A™,

Cuando la matriz A cumple con las cuatro condiciones anteriores, la
pseudoinversa es la inversa izquierda que aparece en (6.3):

A+ = (ATAYTAT

pero la pseudoinversa queda por definirse cuando no son validas las condiciones
a)-d) y x no esta determinada en forma unica por Ax = p. Tenemos que escoger
uno de los muchos vectores que satisfacen Ax = p y la eleccién sera la solucion
optima

x = a + b al sistema inconsistente Ax = b.

Esta eleccion se efectia de acuerdo a la regla siguiente: la soluciéon éptima de
entre todas las soluciones de Ax = p es aquella con longitud minima. La clave para
encontrarla es recordar que el espacio fila y el espacio nulo de A son
complementos ortogonales en R". Esto significa que cualquier vector puede
descomponerse en dos piezas perpendiculares, su proyeccién sobre el espacio
fila y su proyeccion sobre el espacio nulo. Suponiendo que aplicamos esta
descomposicidn a una de las soluciones xp de la ecuacion Ax = p. Entonces xp = X,
+ X, donde x; esta en el espacio fila y x, esta en el espacio nulo. Hay ahora tres
puntos importantes:

1.- La componente x; es una solucion de Ax = p ya que Ax, =0,
Axg = A(X + X,) = AX. = p
2.-  Todas las soluciones de Ax = p comparten ésta misma componente x; en el
espacio fila y difieren solamente en la componente x, en el espacio nulo. La
solucién general es la suma de una solucion particular x, y una solucién

arbitraria x, de la ecuacién homogénea.

3.- La longitud de dicha solucién x; + x, obedece la ley de Pitagoras, ya que
las dos componentes son ortogonales:

TX + Xn 72 = TXT? + TX T

De lo anterior se desprenden las siguientes conclusiones:
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La soluciéon que tiene longitud minima es x,. Deberiamos elegir como cero a la
componente en el espacio nulo, dejando una solucidn situada completamente en
el espacio fila.

La solucién éptima en minimos cuadrados para cualquier sistema Ax = b es el
vector x; determinado por las dos condiciones:

1. Ax es igual a la proyecciéon de b sobre el espacio columna de A.
2. x esta en el espacio fila de A.

La matriz que resuelve Ax = b es la pseudoinversa A+ definida por x = A’b.

Una mejor manera de entender la pseudoinversa es viéndola geométricamente,
como se muestra en la figura 6.10.

"
R R

espacio

A%=p R=A*p=Atbcolumna

espacio

b-p

nulo

espacio

nule izguierdo

FIGURAB.10

La matriz A+ combina el efecto de dos pasos separados: proyecta a b sobre el
punto p y después encuentra el Unico vector x en el espacio fila que resuelve Ax =
p. Un caso extremo es cuando b es perpendicular al espacio columna, en otras
palabras, cuando b esta en el espacio nulo izquierdo. Entonces p = 0 y x = 0, A+
envia todo b-p a cero. En el otro extremo tenemos a b dentro del espacio columna
entonces p = b y encontramos x al "inverti" A ( ya se habia dicho que A es
invertible si la consideramos como una aplicacion de su espacio fila en su espacio
columna con A+ como la inversa).
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Una b arbitraria esta entre estos dos extremos: la componente p se invierte para
dar x y la otra componente b-p se aniquila. De esta descripcion y de la figura 6.10
podemos listar algunas propiedades basicas de la pseudoinversa:

1. A+ es una matriz de nxm comienza con el vector beR™ y produce el
vector xeR".
2, El espacio columna de A+ es el espacio fila de A y el espacio fila de

A+ es el espacio columna de A, de aqui que rango A = rango A+.

La pseudoinversa de A+ es A.

4. En general AA+ = |, ya que es posible que A no tenga inversa
derecha, pero AA+ siempre es igual a la proyeccién P sobre el
espacio columna:

w

AA'b = Ax=p=Pb
AA" =P

EJEMPLO 6.27
Sea la matriz A una matriz no invertible:

10 0
A=10 10
0 00

Observe que esta no es otra que la matriz de proyeccidon que manda cualquier
punto de R® al plano x-y. De esta forma el espacio columna y el espacio fila de A
coinciden con el plano x-y en R® que contiene todos los vectores (x, y, 0). El
espacio nulo es el eje z, que es ortogonal al espacio fila. Para encontrar x se
proyecta b sobre el espacio columna:

Si
b, b,
b=|b, | entonces p=pb=|b,
b, 0
y resolviendo Ax = p
1 0 0|x b,
0 1 0fx,|=|b,
0 0 Ofx, 0
se tiene:
X1 = by X2 = by y X3 es arbitraria
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6.9

Se elige entre esta familia infinita de soluciones aquella que tenga lon 1gltud
minima, donde la tercer componente debe ser cero, esto deja a x = (b1, b2, 0)' que
esta en el espacio fila (el plano x-y) y la pseudoinversa A+ esta dada por A misma.
Esto sucede porque A actiia como la matriz identidad en la manera como aplica
su espacio fila en su espacio columna y la pseudoinversa ignora todo lo demas.
Resumiendo, se tiene que la solucién 6ptima de Ax = b que es un conjunto
inconsistente

X1 + Ox2 + Oxa = by
Oxqy + X2+ 0x3=by
Oxq + 0x5 + Ox3 = ba

consiste en satisfacer las dos primeras ecuaciones y hacer x3 = 0.

RESUMEN
1. La dimension de los cuatro espacios asociados a una matriz es
1. R(A"Y) = espacio renglén de A: dimension = r
2. N(A) = espacio nulo de A: dimension = n-r
3. R(AZ = espacio columna de A: dimension =r
4, N(A") = espacio nulo izquierdo de A: dimension = m-r
tal que:
n = dim R(A? + dim N(A)
m = dim R(A") + dim N(A")
2. El sistema Ax = b tiene al menos una solucion x para toda b si y sélo si las

columnas de A generan R™, entonces r = m. En este caso existe una inversa
derecha H de nxm tal que AH = I, [a matriz identidad de orden m. Esto es posible
solo si mEn.

El sistema Ax = b tiene a lo sumo una solucién x para cada b si y solo si las
columnas son linealmente independientes, entonces r=n. En este caso existe una
inversa izquierda G de nxm tal que GA = [,,, la matriz identidad de orden n. Esto es
posible s6lo si m3n.

3. Dos subespacios V y W del mismo espaC|o R" son ortogonales si cada
vector veV es ortogonal a cada vector weW: viw=0 paratodavyw.

4 .Dado un subespacio V de R", el espacio de todos los vectores ortogonales
a V es el complemento ortogonal de V y se denota por V" . Asi se tiene entonces

N(A) = RAN),  RAN = N<;
NATD = RA),  RA)=
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6.10

5. Un producto interior en un espacio vectorial V es una funcién que a cada
par de vectores x y y en V asocia un nimero real <x, y> de tal manera que se
satisfacen los siguientes axiomas, para todos los vectores x, y, z en V y todos los
escalares k.

1. <X, y> = <y, x> axioma de la simetria

2. <x+y, z> = <X, 2> + <y, > axioma de la aditividad

3. <kx, y> =k <x, y> axioma de la homogeneidad

4. <XX>¥0y <x,x>=0 ©x=0 axioma de positividad.

6. Es posible convertir cualquier conjunto de vectores independientes ay,

az,...,a, en un conjunto de vectores ortogonales mediante el proceso de Gram-
Schmidt: primero se fija a; = v4 después cada v; es ortogonal a las vi,..., Vi
precedentes:

(Vpa) (Vi a)
V,=a - L Vy=m 2 2 7
Vi Vi)
7. Sea Ax = b un sistema lineal de m ecuaciones con n incégnitas, donde m>n

(un sistema sobredeterminado) y el rango de A es n. La solucion de minimos
cuadrados del sistema correspondiente Ax » b de aproximaciones lineales es el
vector x = r que minimiza la magnitud del vector error.

Es decir, de todos los vectores Ar en el espacio columna el que minimiza °Ar - b°
es la proyeccion bs = Ar de b en el espacio columna S. Entonces Ar = A(A'A)'A' b;
y de aqui se tiene que el vector solucién r que es 6ptimo esta dado por:

r=(AA A'b.

NOTAS HISTORICAS

El rango de una matriz lo definié6 en 1879 Georg Frobenius (1849-1917) como
sigue: si se anulan todos los determinantes de grado (r+1), pero no todos los de
grado r, entonces r es el rango de la matriz. Frobenius usé este concepto para
tratar las cuestiones de formas canénicas para ciertas matrices de enteros y las
soluciones de ciertos sistemas de congruencias lineales.

Por otro lado, James Sylvester defini6 en 1884 la nulidad para matrices
cuadradas, como sigue: la nutidad de una matriz de nxn es i si todo menor
(determinante) de orden n-i+1 (y, por tanto, de todo orden superior) esigualaO e i
es el mayor de los nimeros para los cuales esto es cierto. Aqui, Sylvester estaba
interesado, como en buena parte de su carrera matematica, en descubrir
invariantes, esto es, propiedades de objetos matematicos particulares que no
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cambian bajo tipos especificos de transformacién. El procedié a probar lo que
flamé una de las leyes cardinales en la teoria de matrices: que la nulidad del
producto de dos matrices no es menor que la nulidad de cualquier factor ni mayor
que la suma de las nulidades de los factores.

El proceso de Gram-Schmidt debe su nombre al matematico danés Jorge P.
Gram (1850-1916), y al aleman.Erhard Schmidt (1876-1959). Lo publicé primero
Gram en 1883 en un articluo titulado "Desarrollo de series usando el método de
los minimos cuadrados”, y Schmidt lo public6 de nuevo en 1907, con una
cuidadosa demostracion, en un trabajo sobre ecuaciones integrales. De hecho
Schmidt incluso se refirid al trabajo de Gram. Para Schmidt igual que para Gram,
los vectores eran funciones continuas definidas en un intervalo [a,b] con el
producto interno de dos funciones s y F dado por la integral de su producto en ese
intervalo. Sin embargo Schmidt fue mas explicito que Gram al escribir el proceso
con gran detalle y probar que el conjunto de funciones F; derivado de su conjunto
original s;, era de hecho, un conjunto ortonormal.

Schmidt, que estuvo en la Universidad de Berlin desde 1917 hasta su muerte, es
mas conocido por su trabajo decisivo sobre los espacios de Hilbert, espacios de
sucesiones de numeros complejos de cuadrado sumable. De hecho aplico el
proceso de Gram-Schmidt a conjuntos de vectores en esos espacios para ayudar
a desarrollar condiciones necesarias y suficientes para que dichos conjuntos sean
linealmente independientes.

Una técnica muy cercana a la de los minimos cuadrados es la que desarroll6
Roger Cotes (1682-1716), el genial matematico que edité la segunda edicién de
los Principia de Isaac Newton, en una obra que trataba errores en las
observaciones astronémicas, escrita alrededor de 1715.

Sin embargo, fue Carl Gauss, a los 16 arfios el primero en formular el principio
completo, mientras ajustaba aproximaciones relacionadas con la distribucién de
los nimeros primos. Mas tarde Gauss, afirmo que durante afios habia usado a
menudo el método, por ejemplo en sus calculos sobre las érbitas de asteroides.
Gauss publicé el método en 1809 e hizo una exposicidon definitiva 14 arios
después.

Por otro lado, debemos a Adrien-Marie Legendre (1752-1833), fundador de la
teoria de las funciones elipticas, la primer publicacién del método de los minimos
cuadrados en un trabajo de 1806, sobre la determinacién de las 6rbitas de
cometas. Después de la publicacion de Gauss en 1809, Legendre le escribid
censurandolo por reclamar el método como propio. Todavia en 1827, Legendre
seguia acusando a Gauss de apropiarse de los descubrimientos de otros. De
hecho el problema radicaba en el fallo de Gauss de no publicar a tiempo sus
descubrimientos; solamente los mencionaba cuando ya habian sido publicados
por otros.
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7.2

CAPITULO 7
VALORES Y VECTORES PROPIOS

INTRODUCCION

En este capitulo veremos lo que se puede considerar la segunda parte de teoria
de matrices, para ello es necesario entender lo que son los valores propios y co6mo
pueden ser utiles. Una de sus aplicaciones es la solucion de un sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias, donde al parecer la clave se encuentra en sus
valores y vectores propios. Quiza el ejempio mas sencillo es el de los soldados
que cruzan un puente. Cada vez que lo hacen dejan de marchar y lo cruzan so6lo
caminando. La razén es que podrian marchar a una frecuencia igual a uno de los
valores propios del puente y entonces comenzaria a oscilar. Un ingeniero trata de
que las frecuencias naturales de su puente o de su cohete estén alejadas de las
del viento o el chapoteo de la gasolina. En el otro extremo, un corredor de bolsa
pasa su vida tratando de estar en correspondencia con las frecuencias naturales
del mercado. Los valores y los vectores propios son los rasgos mas importantes
de practicamente cualquier sistema dinamico.

Otro ejemplo interesante es la rotacion de la Tierra. Siempre habra aiguna
direccidén que permanezca sin cambio, a saber el eje de rotacion. No
necesariamente es aquel alrededor del cual la Tierra gira en la realidad, pero
debera haber aigun polo norte y polo sur que permanezcan fijos. Estos polos son
los vectores propios, con valores propios iguales a 1. En general todos los otros
puntos se mueven y no vemos mas vectores propios. Las unicas excepciones
suceden cuando la rotacién es de 360° (con vectores propios por donde sea) o de
180°. En el caso de 180°, el plano del ecuador esta lleno de vectores propios;
cada direcciéon del plano se ha invertido y el valor propio es —1. Este plano
ecuatorial es un caso de un “espacio propio bidimensional”; el unico valor propio A
= 1 tiene dos vectores propios independientes y, por lo tanto, un plano de vectores
propios. En general los valores propios no son +1 y los vectores usualmente se
estiran o comprimen. Pero lo mas importante es que tomando una rotacion en el
espacio tridimensional &3, y exceptuando 180° y 360°; s6lo hubo una recta de
vectores propios cuando esperabamos tres. Como se puede ver la gama de
aplicaciones del tema que aborda este capitulo es muy amplia y es conveniente
hacer algunas definiciones.

VALORES Y VECTORES PROPIOS

Sea T: V — V una transformacion lineal. En una gran variedad de aplicaciones
resulta util encontrar un vector veV tal que Tv y v sean paralelos. Esto es,
buscamos un vector v y un escalar o tal que:

Tv=av (7.1)
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Si v # 0 y o satisface (7.1), entonces a se conoce como un valor propio 6
caracteristico de T y v es un vector propio o caracteristico de T correspondiente al
valor propio a.

Definicién 7.1
Si A es una matriz de nxn, entonces un escalar o es un valor propio de A si hay un
vector v distinto de cero tal que:

Av = av

El vector v = 0 se llama un vector propio de A correspondiente a un valor propio a.

EJEMPLO 7.1
Sea A tal que:
A = 10 - 18
6 - 11 ]
entonces:

2 10 -18][2] [2
Al |= =
1 6 -11]11} [1
De esta forma oy = 1 es un valor propio (caracteristico) de A, correspondiente al
vector propio (caracteristico) vi = [2, 1], analogamente:

A3 _ 10 -18|3 _ -6 :_23
2 6 -11}2 -4 2
Por lo quet ay = -2 es un valor propio de A con su correspondiente vector propio
V2 = [3, 2].

Sea o, un valor propio de A, entonces existe un vector no nulo v = (x4,....x,) = 0, tal
que,

Av=qav=oalv O

(A-al)v=0 (7.2)

Si A es de orden nxn, entonces la ecuacién (7.2) es un sistema homogéneo de n
ecuaciones con n incognitas, como por hipdtesis (ya que v es un vector propio
distinto de cero), el sistema tiene soluciones no triviales, entonces: det (A-al) =0

A esta ecuacion se le denomina la ecuacion caracteristica de A.
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Si A = (a;) entonces la ecuacion anterior se puede escribir

ay-a 3y A,
@y 8xp-a @n | _ 0
a, a,, — o

Si desarrollamos el determinante obtenemos una expresién polinomial p(c) de
grado n con coeficientes que incluyen a;, es decir:

det (A - al) = p(a)
El polinomio p(a) es el polinomio caracteristico de la matriz A. Los valores propios

de A son precisamente las soluciones de la ecuacién caracteristica p(a) = 0.

EJEMPLO 7.2
Sea A = I, entonces para todo vector veR", Av = Iv = v. De esta manera I es el
unico valor caracteristico de A y cada vector v es un vector caracteristico de 1.

EJEMPLO 7.3
Encuentre los vectores propios de la matriz A:

Ao 3 2
2 0
Solucion:

El polinomio caracteristico de A es:

J-a 2

det(A-‘aI)=lz =a’-3a-4=0

-

o - 30 -4 = (- 4)(o + 1) = 0, de donde, d1 = -1y ay =4 son valores propios de A.

EJEMPLO 7.4
Encuentre los valores propios de la matriz A:
2 10
={-1 0 1
1 3 1
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Solucion:

| 2-a 1 0 5
det (A -al)=-1 o 1 [z—(a—2)(oc2—OL—-2)=—(0L—2)(0L-2)(0L+1)
| 1 3 1-0(5

|
~(0-2)(a-2)(a+1) = 0, de donde, oy = -1y a2 = a3 = 2 son valores propios de A,

En general si se tiene una matriz A de orden nxn

a11 a12 A a1nE
A= j821 a,, a2n' -0
| : : : ‘
1A an,
entonces:
gaﬁ —a a,;, a,, E
a a ~— 0 can a |
p(a) = det (A-al)= no Tz 120
| |
| A, a,, —q
y p(a) se puede escribir como:
p@)=a"+bpra™ + .. +bya+by=0 7.3)

La ecuacién (7.3) tiene n raices, varias de las cuales pueden repetirse. Si ay,..., dm
son las diferentes raices de (7.3) con multiplicidades ry, r2,...,Im €ntonces (7.3) se
puede factorizar para obtener:

p(a) = (o) (a-a)...(o- o)™ = 0

Los nameros ry, ry,...,n se llaman multiplicidades algebraicas de los valores
propios de
Ol1,..., Om-

EJEMPLO 7.5

Todo polinomio de grado n con coeficientes reales o complejos tiene n raices
exactamente (contando multiplicidades), por ejemplo; el polinomio (o0 - I)5 tiene
cinco raices todas iguales al nimero uno. Puesto que todo valor caracteristico de
A es una raiz de la ecuacién caracteristica de A se tiene:
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Definicion 7.2

Si contamos multiplicidades, cada matriz de nxn tiene exactamente n valores
caracteristicos.

TEOREMA 7.1
Si A es una matriz de orden nxn, entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

a) a es un valor caracteristico de A.
b) El sistema ( A - al)v = O tiene soluciones no triviales.
c) Existe un vectorve n R" v« 0, tal que Av = av

Si a es un valor caracteristico de A, entonces el espacio solucion del sistema de
ecuaciones (A - al)v. = 0 se denomina el espacio caracteristico de A
correspondiente a a, y los vectores diferentes de cero en el espacio caracteristico,
se denominan los vectores caracteristicos de A correspondientes a a.

INTERPRETACION GEOMETRICA

Si v es un vector caracteristico de A correspondiente a o, entonces Av = av. Por lo
tanto, la multiplicacion por A mapea a v en un muiltiplo escalar de si mismo; por
consiguiente dependiendo del valor de a, la multiplicacion por A dilata a v, lo
contrae o invierte su direccidn, ver figura 7.1.

v
\%
e V=AX
V —_ -
o V=AR ot V=A%
oc> 1 o< o< o< 0

Figura 7.1
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EJEMPLO 7.6
Sea la matriz A como sigue:

4 1
A=
o 4
Encuentre los valores y los vectores propios.
Solucion

Sea:

54'(1
det(A-al)=,

L
=(a—4)*=0
4oq ~@

a = 4 es el valor caracteristico de multiplicidad 2, de donde:
0 14V \
(A-41)V = =] 2
0 0 v, 0
Lo que implica que v4 = [1, 0] es un vector propio.

EJEMPLO 7.7
Sea la matriz A como sigue:

4 0
A=
Encuentre los valores y vectores caracteristicos de A.

Solucion:
Sea

clet(A-oa)=}g'°L o

R

o = 4 es el valor caracteristico de multiplicidad 2, de donde: Av = 4v
Lo que implica que v4 =[1, 0] y v2 = [0, 1] generan el espacio caracteristico de A.

Definicion 7.3
Sea o un valor caracteristico de A. El subespacio E,, se denomina el espacio
caracteristico de A correspondiente al valor caracteristico a.
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TEOREMA 7.2
Sea o un valor caracteristico de la matriz A de orden nxn y sea E* = {v:Av=av},
entonces E* es un subespacio de R" (en general de E").

Demostracion
SiAv = av ,entonces (A - al) v = 0; de donde, E,, es el espacio nulo de la matriz
A - al, la cual es un subespacio de R".

TEOREMA 7.3

Sea A una matriz de nxn y sea a4, o, ..., oy, Valores caracteristicos diferentes de A
con sus correspondientes vectores caracteristicos vy, vo, ..., Vm. Entonces v; son
linealmente independientes o bien, los vectores caracteristicos correspondientes a
valores caracteristicos diferentes son linealmente independientes. (la
demostracion se hace por induccion).

EJEMPLO 7.8
Sea la matriz A, como sigue:
3 2 4
A={2 0 2
4 2 3

Encuentre los valores y vectores propios, asi como el espacio caracteristico
correspondiente.

Solucion:
Seadet(A-ol)=-a’+60°+150+8=-(a+1)*(a-8)=0

Lo que implica a4 = 8 y az = -1 con multiplicidad algebraica 2, para o4 = 8 se
obtiene: :

Vi, = [2,1,2]'y Es = {[2, 1, 2]}, para oz = -1 se obtiene: vo = [1, -2, 0]' y v3 = [0, -2,
1] con

1T o
E,={l-2}-2
o 1

En los ejemplos que hemos visto, encontramos un valor caracteristico con una
multiplicidad algebraica de dos o mas. Sin embargo, el nimero de vectores
caracteristicos linealmente independientes no necesariamente es igual a la
multiplicidad algebraica del valor caracteristico (como en el ejemplo 7.6). Esto se
puede corroborar con la siguiente definicion.
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7.3

Definicion 7.4

Sea « un valor caracteristico de A, entonces la multiplicidad geométrica de o es la
dimensién del espacio caracteristico correspondiente a o ( que es la nulidad de la
matriz A - al) esto es:

multiplicidad geométrica de a = dim E,

Si A es una matriz de 2x2 y o un valor caracteristico con muitiplicidad algebraica 2,
entonces la multiplicidad geomeétrica de a. es menor o igual a 2; puesto que puede
haber al menos dos vectores L.i. en un espacio de dos dimensiones.

Si A es de 3x3 con dos valores caracteristicos a4 y a; de multiplicidad algebraica 1
y 2 respectivamente, entonces la multiplicidad geométrica de a; es menor o igual
az

TEOREMA 7.4
Sea a un valor caracteristico de A, entonces:

multiplicidad geométrica de o < multiplicidad algebraica de o

DIAGONALIZACION

TEOREMA 7.5_

Sea A una matriz de orden nxn, entonces A tiene n vectores caracteristicos
linealmente independientes si y solo si; la multiplicidad geométrica de todo valor
caracteristico es igual a la muitiplicidad algebraica. En patrticular, A tiene n
vectores caracteristicos L.i. si todos sus valores caracteristicos son distintos (pues,
si no, podrian ser menores que n).

Como ya se ha visto en varios ejemplos, algebraicamente y desde el punto de
vista de los calculos, el problema de los valores propios es mucho mas dificil que
Ax = b; sin embargo se pueden usar algunos resuitados para que sea mas facil
trabajar con ellos.

Definicion 7.5
La suma de los n valores propios, es igual a la suma de las n entradas de la
diagonal de A:

oy +...+ op = aqg ... Fan

Esta suma es la traza de A. Ademas, el producto de los n valores propios es igual
al determinante de A.
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EJEMPLO 7.9
Sea la matriz simétrica:

1 -1 0
A=l-1 2 -1
0 -1 1

con valores propios a4 = 0, az = 1y a3 = 3 entonces:
0+1+3=1+2+1=4 y detA=0

Nota: No deben confundirse los valores propios de una matriz y sus entradas
diagonales. Normalmente son completamente diferentes; sin embargo, se tiene la
siguiente definicion:

Definicion 7.6

Si la matriz A es triangular (puede ser superior y en particular diagonal), entonces
los valores propios ay,..,0, SON exactamente los mismos que las entradas de la
diagonal as1,...,am.

EJEMPLO 7.10
Sea la matriz A como sigue:

1 -1 0
A=l-1 2 -1
0 -1 1
Su polinomio caracteristico es:
- 1-a 1/4 0o |
det 0 3/4—q 0 |=(1-u)3/4-a)(1/2-a)
-0 0 1/2-aq

El determinante es el producto de las entradas diagonales. Obviamente, las raices
son;

as =1, 02 =3/4 y as = ¥ los valores propios ya estaban colocados a lo largo de la
diagonal principal.
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Este ejemplo, en el cual, se pueden encontrar los valores propios por inspeccion,
sefiala lo mas importante de este tema: transformar a una matriz A en una
matriz diagonal o triangular sin cambiar sus valores propios. (La factorizacion
LU no sirve para este caso, ya que los valores propios de U no son los valores
propios de A).

Otra situacién en que los calculos son faciles es: si ya tenemos los val<>2res y
vectores propios de una matriz A, entonces los valores propios de A® son
e)z(actamente o o, O y cada vector propio de A es también un vector propio de
A“

TEOREMA 7.6

Supongamos que la matriz A de nxn tiene n vectores propios linealmente
independientes; entonces, si se eligen éstos vectores como las columnas de una
matriz S, se sigue que:

ST'AS es una matriz diagonal A con los valores propios de A en su diagonal.

Oy
STAS=A= o,

Demostracion.

Colocamos los vectores propios x; en las columnas de S y se calcula el producto
AS, una columna a la vez:

AS=AIX, Xy X, |=0gX, 0,X,r O,X,
Entonces:

SA

Xy OX, - X, |=|X, X, X

i
. R
N
I

AS = SA 6 S'TAS=A o A = SAS™!

La matriz S es invertible, ya que supusimos que sus columnas (los vectores
propios son Li.).
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Observacion 1

Si la matriz A no tiene valores propios repetidos ( los nimeros oy, ..., an SON
distintos), entonces los n vectores propios son independientes y; por lo tanto,
cualquier matriz con valores propios distintos puede diagonalizarse.

Observacion 2

La matriz diagonalizada S no es dUnica, ya que un vector propio x puede
multiplicarse por una constante y seguir siendo vector propio; por lo tanto, se
pueden multiplicar las columnas de S por cualquier constante distinta de cero y
producir una nueva diagonalizacion S.

Observacion 3

La ecuacion AS = SA es valida si las columnas de S son los vectores propios de A
y no de otra manera. Supongamos que la primer columna de S es algin vector y,
entonces la primer columna de SA es ayy. Si esto va a corresponder con la primer
columna de AS, que debido a la multiplicacién de matrices es Ay, entonces y debe
ser un vector propio Ay = o y.

Observacion 4
No todas las matrices poseen n vectores propios Li. y por lo tanto, no todas las
matrices son diagonalizables.

EJEMPLO 7.11
Sea la matriz A como sigue:

1
A= 0
00
sus valores propios son: a4 = oz = 0, ya que es triangular

Y
det(A-ol)=| ~ |=0of
F 0 -a

Si x es un vector propio entonces:

0 1} x, o . X,
= 0 X =
0 0}ix, 0 0
Aunque o = 0 es un valor propio de multiplicidad algebraica 2, solo tiene un

espacio unidimensional de vectores propios. La multiplicidad geomeétrica de éste
valor propio es 1y no podemos construir S.

188



. . . el
Como o4 = o = 0, A tendria que ser la matriz de ceros; pero si STAS = 0,
entonces:

SS'AS = 0; lo que implica que ASS™ = 0y, de aquj se deduce que A = 0; lo que
resulta imposible. Por lo tanto, no existe S tal que s'As=A

Algunas matrices con valores propios repetidos pueden diagonalizarse. Si se
repite un valore propio o, m veces, entonces para que se pueda diagonalizar A
debe haber m vectores propios correspondientes.

EJEMPLO 7.12
Diagonalice la siguiente matriz A:

3 -2 0
A={-2 30
0 0 5

Solucidn:
Los valores propios de A son: oy =1y az =5.

Para o = 5 se tienen los vectores propios:

-1 0
v,=| 1 v, =10
0 1

y para o= 1 se tiene:
1
Vy =11
0

de donde; {v4, V2, v3} €s un conjunto de vectores l.i. entonces:
-1 0 1

S= 10 1
0 10

diagonaliza a A.

-1/2 12 0f] 3 -2 0|{-1 0 1 5 0 0
S={ 0 0 1y4-2 3 0 10 1/=/0 5 0
172 12 0 0 0 5 0 10 0 0 1
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7.4

El orden de las columnas de S no altera los valores propios soélo su orden.

TEOREMA 7.7
Una matriz A de nxn es diagonalizable, si y sélo si, la multiplicidad algebraica de
cada valor propio es igual a su multiplicidad geométrica.

PROPIEDADES DE VALORES Y VECTORES PROPIOS

Sea la matriz A de orden nxn

1. Si a es un valor propio de A con v como vector propio correspondiente,
entonces A* es un valor propio de A, de nuevo con v como vector propio
correspondiente, para cualquier entero positivo k.

2. Si o es un valor propio de una matriz invertible A con v como vector propio
correspondiente, entonces 1/o. es un valor propio de A" de nuevo con v
como vector propio correspondiente.

3. Si o es un valor propio de A, entonces el conjunto E es un subespacio de
R".

COROLARIO 7.1
Sean A y S matrices de orden nxn, entonces A = A A" S” para cada entero
positivo k.

Demostracion
De STAS = A obtenemos A =S A S asi:

A*=(SASNSASY..(SAST,
N
k veces
Como los teoremas adyacentes S'S se cancelan queda:

A =S A'S”
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MATRICES SIMETRICAS Y DIAGONALIZACION ORTOGONAL

TEOREMA 7.8

Sea A una matriz simétrica real de nxn, entonces los valores propios de A son
reales. Para cualquier matriz simétrica, la multiplicidad algebraica de cada valor
propio es igual a su multiplicidad geométrica, de modo que toda matriz simétrica
es diagonalizable.

Ya vimos que vectores caracteristicos correspondientes a valores caracteristicos
diferentes son l.i. Para matrices simeétricas el resultado es mas fuerte; ios vectores
caracteristicos de una matriz simétrica correspondientes a valores diferentes son
ortogonales.

TEOREMA 7.9

Sea A una matriz simétrica real de nxn. Si o4 y oy son valores caracteristicos
distintos con correspondientes vectores caracteristicos reales vy y v, entonces v4
y V2 son ortogonales.

Demostracion.
Calculamos
Avy Vo = (X1V1tV2 = (11(V1 Vg)
y Avi vy = Vi Ava = vy Avg = vq (0pV2) = ag(Viveo)
entonces: (Vi V2) = op(Vy Vo) COMO oy + ap
y de aqui: (viv2) =0 ig.qd.

TEOREMA 7.10
Sea A una matriz simétrica real de nxn, entonces A tiene n vectores
caracteristicos reales ortonormales.

Este teorema nos dice, que si A es simétrica, entonces R" tiene una base
B = {uq,uy,...,un} de vectores caracteristicos ortonormales de A. Sea Q la matriz
cuyas columnas son u4,Uz,...,u,, €ntonces Q es una matriz ortogonal.

Definicion 7.7
Una matriz A de nxn se dice diagonalizable ortogonalmente, si existe una matriz
ortogonal Q tal que:

QAQ = A

donde: A = diag. (a4,...,an) lOs valores caracteristicos de A.
Como Q es ortogonal Q'=Q", o que implica Q'AQ = A
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TEOREMA 7.11
Sea A una matriz real de nxn; entonces A es diagonalizable ortogonalmente si y
solo si, A es simétrica.

Antes de ver ejemplos, enunciaremos los 3 pasos que sirven para encontrar la
matriz ortogonal Q que diagonaliza a la matriz simétrica A.

1. Encuentre una base para cada espacio caracteristico de A.

2. Encuentre una base ortonormal para cada espacio caracteristico de
A, usando el proceso de Gram-Schmidt.

3. Escriba Q como la matriz cuyas columnas son los vectores

caracteristicos ortonormales obtenidos en el paso 2.

EJEMPLO 7.13
Encuentre una matriz ortogonal Q que diagonalice a la matriz A :

4 2 2
A=\2 4 2
2 2 4
Solucién:
-4 2 2
det(A-0)={ 2 -4 2i=(ax-2)(ax-8) =0
2 2 -4
Porloque: a1=2y a;=8
Para a4 = 2, se tiene:
-1 -1
v, ={ 1 v,={ 0
0 1

Forman una base para E;. Aplicando Gram-Schmidt se tiene:

-1/ 12 -1/ 6
v, =| 1/ .2 v, =|-1/.6
0 2/ 6

El espacio caracteristico correspondiente a az = 8, tiene como base:
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7.5

Aplicando Gram-Schimdt a v; se tiene:

1/
vi |17/
1

Wl W] W]

-1/ 2 -1/ 6 1/ 3
Q=|1 /2 -1/ /6 1/ 3
0 2/6 1/ 3

Diagonaliza ortogonalmente a A
1 J2 -1/ 2
A= 3 S 1/ /2 1/ 2
13 1.2 112

ECUACIONES EN DIFERENCIAS

Las ecuaciones en diferencias se dirigen a un namero finito de pasos finitos,
mientras que una ecuacion diferencial lleva un numero infinito de pasos
infinitesimales (sin embargo ambas teorias son paralelas).

EJEMPLO 7.14

Supongamos que se invierten $100 por 5 afios a un interés de 6%. Si se compone
una vez al ano, entonces el capital se multiplica por 1.06 y P+ = 1.06P donde
ésta, es una ecuacion en diferencias con un lapso de un ano. Relacione el capital
después de k+1 afios con el capital del afio anterior; después de 5 afos el capital
original B=1000 se ha multiplicado 5 veces y:

P5s=(1.06)° Po = (1.06)s 1000 = $ 1338.
Si el lapso se reduce a un mes:

Pk+1 = (1 +0.6/1 Z)Pk
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y después de 5 afos o0 60 meses:
Peo = (1 +0.06/12)%° pg = (1.005)%° 1000 = 1349
Si se compone diariamente el interés, se tiene:
(1+0.06/365)°**° 1000 = $ 1349.83.

Si se pretende componer continuamente el interés, se afade a cada instante,
entonces se tiene un proceso de limite:

(1+0.06/n)>" 1000 — e®*° 1000 = $ 1349.87

6 se puede cambiar a una ecuacion diferencial, que sera el limite de la ecuacién
en diferencias Py+1 = (1+0.06 At)Py, lo que implica:

Pr+1 = P + 0.06 At Py

Pwe1 - Pk =0.06 At Py
de donde:

Pt =B = 0.06P, = dp =0.06p
A dt

cuya solucién es p(t) = ™

po ,para 5 anos se tiene $ 1349.07.

Este ejemplo incluyé tanto ecuaciones en diferencias como ecuaciones
diferenciales, con una tendiendo a la otra a medida que desapareci6 el lapso de
tiempo. Pero hay muchas ecuaciones en diferencias por derecho propio y aqui
nuestro siguiente ejemplo:

EJEMPLO 7.15 (Los conejos de Fibonacci)

Suponga que las parejas de conejos recién nacidos no tienen descendencia
durante su primer mes de vida, pero que a partir de ahi cada pareja produce otra
nueva pareja cada mes. Comenzando con F1 = 1 que es la pareja recién nacida
en el primer mes, hallar el nimero Fy de parejas en el k - ésimo mes, suponiendo
que no muere ningun conejo.

En el k-ésimo mes el nimero de parejas de conejos es

Fx = (nimero de parejas mas el mes anterior) + (numero de parejas recién nacidas
en el k-ésimo mes)
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Como nuestros conejos no tienen descendencia durante el primer mes de vida,
vemos que el nimero de parejas recién nacidas en el k-ésimo mes es el nimero
F«.2 de parejas vivas dos meses antes. Asi, podemos escribir la ecuacion anterior
como:

Fi = Fi1 + Fi2
Esta es una ecuacién en diferencias, conocida como Relacion de Fibonacci.

Es conveniente hacer F; = 0 para denotar 0 parejas en el mes 0, antes de la
llegada de la primera pareja recién nacida. Asi la sucesion:

Fo, F1, F2, ... ,Fk.
para el numero de parejas de conejos se convierte en la sucesién de Fibonacci.

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,...

Donde cada término, comenzando con F, = 0+1=1 es [a suma de los dos términos
anteriores. Para cualquier k particular, podemos calcular Fy prolongando lo
suficiente la sucesién. Sin embargo esto puede ser una tarea tediosa; aunque solo
queramos calcular Fao.

Una forma de hacerlo, consiste en resolver la ecuacion en diferencias

Fr+2 = Fxe1 + Fi. y como primer paso podemos reducirla a una ecuacion ug.1=Aug
precisamente como el interés compuesto Py, = 1.06 Py; excepto que ahora la
incognita es un vector y el multiplicador A tiene que ser una matriz:

F
Si u, = { I;”]
K

Frez = Fier + Fy
Fet = Frat

, 11
Si U1 2[1 0:! Uy

Formaimente la ecuacion en diferencias ux+1 = Aui es facil de resolver. Como cada
paso, conlleva una multiplicacion por A, la solucion ui esta relacionada con el valor
inicial ug mediante u, = A*ug.; entonces el problema se reduce a encontrar A* de
un modo rapido y esto se puede resolver a través de los valores y vectores
caracteristicos de A.

entonces:

se transforma en:
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TEOREMA 7.12
Si puede diagonalizarse A, A=S AS™ entonces:

Uk = Aka =S kS_1Uo
6 lo que es lo mismo:

A
U ={X, - X, Sy,
: : A

donde S™ug es un vector columna de R_”, ya que S tiene rango n. De modo que
sus columnas forman una base de R", de aqui que:

C1
_1 .
S7UY, =
entonces:
_ k k
U=CiA 1 x1+..+Ch A X

La solucién general es una combinacién de las soluciones especiales ol x; y los
coeficientes ¢; correspondientes con la condicién inicial ug son :

0
C1oc°1x1+...+Cn UnXn=Uy O ScC=uUg

En el caso especifico de la ecuacidon de Fibonacci, el primer paso es diagonalizar

la matriz A:
A 11
10
det(A-ol)= o - -1
Lo que implica: o _1+ 5 a 1=
q phca: 17, 21 2

A=SAS" =% G2 f|% T ooy 1
1 1 a, -1 o, o, — o,

Como Fo=0yF,=1, setiene yg = [1,0], entonces:
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Fk” =y, = AkUO = SkS~1U0 = % G ak1 1 % 1 ,f]
Fe 1 1 a2 |-1 a,|0]a,-a,

BERECANEY T 1

L o | =1 oy —a

__a1 a, a4 77*‘1_“
1 1| -a |, -a,

r _k
a +11 _ak+12:l 1

Ay —Q,

Kk K
a1 a2

Entonces el nimero de Fibonacci Fx , es la segunda componente de este
producto:

k k .
Fo=-%' - %2 1 5[+ B2 —(1- 5/2)"]

oy —C, Of—0,

Como el segundo término [1- V5/2]"/ V5 siempre es menor que %, solo debe
moverse el primer término al entero mas cercano, de modo que:

Fe~ 15 (1 + V5/2)F
6

Fx = entero mas cercano a 1/V5 (1+ v5/2) para toda k

Por ejemplo:

Si k=1000 entonces:

F1000 = €ntero mas cercano a 1/\5 (1+ v5/2)'%%

Pero este nimero como se puede ver es muy grande y aun mas grande es F1o1,
la razén Figo/F1001 debe estar muy cerca de la cantidad 1+V5/2 ~ 1.1618 que los

griegos llamaron la "seccién dorada". En otras palabras o, se vuelve
insignificante comparado con o, y la razon Fy.+/Fx se acercaa o'/ aq* = a.
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7.6

CADENAS DE MARKOV.

Las Cadenas de Markov se utilizaron inicialmente para analizar procesos en fisica
y meteorologia; sin embargo, las aplicaciones mas recientes incluyen el analisis
de los movimientos de precios de bienes, el mantenimiento de magquinaria, el
comportamiento de los animales en el laboratorio, la seleccién de productos por el
consumidor, la longitud de las colas en un supermercado o un aeropuerto, en el
manejo de inventarios en cuanto a nivel y en la administracion de plantas.

Para definir una cadena de Markov, considere un experimento con un espacio
muestra finito S ={E¢ E;,....En} Yy una secuencia (6 cadena) de experimentos
realizados. Se dice que el experimento esta en el estado E; en el intento m-ésimo,
si E; es el resultado del m-ésimo ensayo del experimento.

Definicion 7.8
Una secuencia de intentos de m experimentos es una cadena de Markov, si:

a) El resultado del intento m-ésimo depende solo del resultado del intento
(m-1)-ésimo y no de los resultados en los intentos anteriores, y

b) La probabilidad de pasar del estado E; al estado E; en dos intentos
sucesivos del experimento permanece constante.

Por ejemplo

Si el clima de hoy depende solamente del clima de ayer, entonces la observacion
y prediccion del clima es un problema de cadenas de Markov. Si la probabilidad
de escoger una marca particular de coche la proxima vez que piense comprar
uno, depende unicamente del auto que ya se tiene, entonces el problema del
patrén de ventas de automéviles es un problema que se puede resolver por
cadenas de Markov.

Por otra parte, si el clima de hoy es determinado por el clima de varios dias
anteriores, entonces no se trata de una cadena de Markov.

Una cadena de Markov se caracteriza por las probabilidades de que el sistema
pase de un estado a otro en intentos sucesivos.

MATRIZ DE TRANSICION DE UNA CADENA DE MARKOV

La matriz de transicion de una cadena de Markov, es la matriz de nxn de
probabilidades T=(p;) cuya componente ij-esima p; es la probabilidad de que el
sistema pase del estado E; al estado E; en intentos sucesivos del experimento; por
lo cual, todos los componentes son no negativos y la suma de ellos por columna
es 1.
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EJEMPLO 7.16
Cada afio 1/10 de la gente que vive fuera de California se muda dentro y 2/10 de
la gente que vive dentro se muda fuera.

Esto sugiere una ecuacion en diferencias. Comenzamos con yp gente que vive
fuera y zy que vive dentro y al final del primer afio hay

y1=09y,+0.22z
z,=0.1 Yot 0.8 z,

MEREA4

La matriz T es una matriz de transicion, ya que:

6 bien:

0.9+0.1=1 0.2+0.8=1

y son todos no negativos. Por lo tanto, las potencias T son no negativas.

Resolvemos esta ecuacion en diferencias usando S kS'1u0; posteriormente vemos
si la poblacién tiende a un estado estacionario. Esto es, que después de un
tiempo las probabilidades de que el sistema se encuentre en cada uno de sus
posibles estados son invariables con el tiempo. Para comenzar los caiculos, T

tiene que diagonalizarse.
09 0.2
T=
0.1 0.8

det(T-al) = oz - 1.7 o+ 0.7

=1y 0,=07
2/3 1/31 1 1 1
A =8AS™ = !
173 1/3 0711 -2
Podemos encontrar A* y la distribucion después de k afios:
Y _ A Yo il2/3 1/3]|1 1 1y,
z.| |z, 11173 1/3 07111 -2||z,

2/3 1/3
ZYOZO[1/3:,+ (Yo "220)(0-7)’([_1/3}
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Esta es la solucién que queriamos; a largo plazo el factor (0.7)¢ se vuelve muy
pequenio y la solucién tiende a un estado limite.

Yo _ 2/3
RN N

La poblacién total es todavia yot+zq, la misma que al principio pero en el limite 2/3
de ésta poblacion esta fuera de California y 1/3 estd dentro. Esto es cierto
independientemente de las distribuciones iniciales. Si se comienza en el afio con
2/3 fuera y 1/3 dentro, entonces termina de la misma manera:

0.9 02][2/3] [2/3
0.1 0.81{[1/3] (1/3
o} AUy = Uy

El estado estacionario es el vector propio de A correspondiente a o= 1. La
multiplicacién por A que nos lleva de un lapso de tiempo a otro, no altera u.,.

En el ejemplo de California, si el individuo esta fuera, se mudara adentro con una
probabilidad de 1/10, si esta adentro, entonces se mudara afuera con probabilidad
2/10. Su movimiento se vuelve un proceso aleatorio y la matriz A que lo gobierna
es una matriz de transicion. No sabemos donde esta, pero cada afo las
componentes de ux = A* up especifican la probabilidad de que esté fuera del
estado y la probabilidad de que esté dentro. Estas probabilidades suman 1; el
individuo tiene que estar en algun lado y nunca son negativas. Por que o= 1 es
siempre un valor propio y porque su vector propio es el estado estacionario.

Como se vio en el caso de los conejos de Fibonacci, se tiene que el vector propio
o de informacién después del k-ésimo estado, es igual a A x, para un vector
inicial x4 y una matriz diagonalizable A.. Como es evidente, un aspecto importante
es si alguno de los valores propios de A tiene magnitud mayor que 1. Cuando éste
es el caso, la magnitud de las componentes del vector de informaciéon pueden
crecer exponencialmente como es el caso de la sucesion de Fibonacci donde
Loy |>1 y, se dice que es inestable.

Por otro lado, si todos los valores propios tienen magnitud menor que 1, las
componentes del vector de informacién deben tender a cero a medida que k
crece. Si las probabilidades de Markov decrecieran a cero, entonces la ecuacion
seria estable, cosa que no sucede porque en cada estado deben sumar 1.

Dada cualquier ecuacion en diferencias Ux+4 = Ay , donde queremos estudiar su

comportamiento cuando k — . Suponiendo que A puede diagonalizarse, la
solucion Ui sera una combinacion de soluciones para:
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1.7

Uk-'-'S/'\kS_1 Uo=C4 k1 X1+ ...+ Cp kn Xn

Definicién 7.9

La ecuacién en diferencias Uw+q = Ay es estable y Uy — 0. Si todos los valores
propios satisfacen loil< 1, es neutralmente estable y ux esta acotado si todo
Lo | <1 y es inestable (ux no esta acotado) cuando al menos un valor propio de A
tiene

[ail>1.

FORMAS CUADRATICAS

Las formas cuadraticas son una aplicacion inmediata de los valores propios, el
teorema del eje principal asegura que toda forma cuadratica se puede
diagonalizar, este resultado tiene importantes aplicaciones a vibraciéon de cuerpos
elasticos, mecanica cuantica y circuitos eléctricos.

Definicion 7.10
Se dice que una ecuaciéon de la forma

ax2+2bxy+cy2+dx+cy+f=0 (7.4)
Donde a,b,c,d,e,f son nimeros reales y al menos uno de ellos es diferente de cero

(es una ecuacion cuadratica en x,y). La expresion ax® + 2by + cy?, se denomina la
forma cuadratica asociada.

EJEMPLO 7.17
En la ecuacion cuadratica

3x% + Bxy - 7y* + 2x+7 = 0

las constantes son:
a=3 b=5/2 c=-7 d=2 e=0 =7,

EJEMPLO 7.18

Ecuacion cuadratica Forma cuadratica asociada.
3C+5xy -7y +2x+7=d 3%% + Bxy - 7y?

4 -5y +8y+ 9=d 4% -5

Xy ty=d Xy
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Las gréaficas de las ecuaciones cuadraticas en x,y se llaman cénicas 6 secciones
conicas.

Las conicas mas importantes son la elipse, la circunferencia, la hipérbola y la
parabola.

Una forma cuadratica con una variable x es un polinomio f(x%= ax’ cona=0.Una
forma cuadratica en 2 variables x,y es un polinomio f(x) = ax* + bxy + y* , donde a,
b 6 c es # 0. El término cuadratico significa de grado 2, el término forma significa
homogénea, es decir, cada sumando tiene un producto del mismo numero de
variables, a saber 2. Se dice que una cénica tiene una posicién normal relativa a
los ejes de coordenadas, si no se encuentra trasladada ni rotada.

EJEMPLO 7.19

La ecuacion
:2 + _gi —1
es de la forma:
:22 3’22=1 conk =2, 1=3

Por lo tanto, su grafica es una elipse en posicion normal que intersecta al eje x en:
(-2,0), (2,0) y al eje yen (0,-3) y (0,3).

La ecuacién x° - 8y2 = -16 se puede expresar como y/2 - X116 = 1 que es de la
forma

yIK® - X2 = 1 con k = V2 I=4

Por lo tanto, su grafica es una hipérbola en posicién normal que corta al gje y en
(0, V2) y (0, ¥2).

La ecuacion 5x° + 2y = 0 se puede reescribir como: X* = (-2/5) y ,que es de la
forma »* = ky con k=-2/5 como k < 0 . Su gréafica es una parabola en posicion
normal que se abre hacia abajo.

Ninguna coénica en posiciéon normal tiene términos cruzados (xy) en su ecuacion.
Si éstos aparecen, significa que la cénica se gir6 con respecto a su posicion
normal. Tampoco se tienen cobnicas en posicion normal que tengan
simultaneamente un término en x* y en X 0 en y* y en y. Si tales términos
aparecen, significa que la cdnica se trasladé de su posicién normal. Ver figura 7.2.
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Rotada Trasladada Trasladada y
rotada

Figura 7.2
EJEMPLO 7.20
Dada la ecuaciéon cuadratica.

2x° +y*-12x -4y + 18 =0

Tiene términos en X, x, yz, Yy ; pero no en xy ; entonces, su grafica es una conica
que se traslad6 pero no se gird: Agrupamos términos para obtener:

(X - 12x) + (> - 4y) + 18 =0
2(x% - 6x) + (y° - 4y) = -18

Completando cuadrados ;donde para completar el cuadrado de una expresion de
la forma x*+px se suma y se resta (P/2)°.

X* + px =+ px + (p/2)° - (p2) = (x+p/2)°? - (pf2)?
Se tiene entonces:
20¢-6x+9)+ (y*-4y+4)=-18+ 18 + 4
20x-3)"+ (y-2)" =4
Si se trasladan los ejes de coordenadas mediante

X'= x-3 y'=y-2

se tiene: 2x? +y? =4
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Entonces:

Figura 7.3
La ecuacién (7.4)
ax’ + 2bxy + cy’ +dx +ey +f=0

se puede expresar en forma matricial como:
b1l
i y][a er[d e]mn:o
b clly y

XAx +kx +f=0

SRS

Con esta notacion, la forma cuadratica asociada a (7.5) es:

es decir:

donde:

x'Ax

La matriz simétrica A se llama la matriz de la forma cuadratica x'Ax.
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EJEMPLO 7.21
La matriz de la forma cuadratica

3x* + 5xy - 7y

3 5/2
512 -7

Considere que la ecuacién de una cénica C, es:

es!

XAx +kx +f=0 (7.6)
A continuacion se muestra que siempre es posible rotar los ejes de coordenadas

x-y de tal manera, que la ecuacién de la conica con respecto al sistema de
coordenadas x'-y' no contenga un término en xy.

Etapa 1
Encuentre la matriz

que diagonalice ortogonalmente a A..
Etapa 2
Si es necesario, intercambiar las columnas de P de tal suerte que det(P) = 1. Esto
garantiza que la transformacién ortogonal de coordenadas (7.7) es una rotacion:
x=Px' (7.7)

Etapa 3
Para obtener la ecuacion de C con respecto al sistema x'- y' ,se sustituye (7.6) en
(7.7)

(Px)' A(PX) + k(Px) +f=0

x' (P'AP) X' + (kP)x' + f= 0 (7.8)

Como P diagonaliza ortogonaimente a A..
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P'Apz[o” 0}

0 «a,

donde a; y o son valores propios de A, por lo cual (7.8) se puede expresar

como:
SR R I W
0 o,fiy P,y Puly
Entonces:
oux? + oy + d'x' + ey +f=0.
donde: d'=dPy1 + ePy; e'=dPq, + ePo.

El siguiente teorema resume todo el proceso.
TEOREMA 7.13  DE LOS EJES PRINCIPALES PARA R?

Sea
ax2+2bxy+cy2+dx+cy+f=0

la ecuacion de una conica C y sea
x'Ax = ax® + 2bxy + cy*
la forma cuadratica asociada. Entonces los ejes de coordenadas se pueden rotar
de tal manera que la ecuacién C con respecto al nuevo sistema de coordenadas x'
- y' tiene la forma:
(11X12 + a2y12 +d'x + evyl +f=0
donde a4 y oz son valores propios de A. La rotacion se puede efectuar mediante

la sustitucion x = Px' ,donde P diagonaliza ortogonalmente a A.

EJEMPLO 7.22
Describa la cénica C cuya ecuacién esta dada por:

5x° - 4xy + 8y2 + (20/\/5)x - (80/\/5)y +4=0
La forma matricial de esta ecuacion es:
XAx +kx +4 =0

206



donde:
a=| 2 72 k=[20r 5-80/ 5]
-2 8

det (A - al) = (o - 9)(a - 4)

p_|2/5 -1/.5
115 -2/5

Diagonaliza ortogonalmente a A. Sustituyendo x = Px'

Y Vi Vo son:

(Px)' A(PX) + k(Px') +y =0

es decir:
(x")P'AP)X + (kP)X' +y =0
Dado que
4 —=1215 -1/5
P'AP = kP =[20/ /5,-80/ /5 - [-8-36]
9 1765 2/5
entonces:
4x? +9y?-8x' - 36y' +4=0
trasladando: 4(x'2 -2x') + 9(y'2 -4y =4
Completando cuadrados:
4(x? - 2x+ 1) + 9(y? - 4y'+ 4) = -4+4+36 -
6 bien: 4(x-1)° + 9(y' -2)* = 36
Sean
X" =x"-1
y" = yl _2
las ecuaciones de traslacion, entonces:
4X"2 + gyn12 - 36
x, 12 yI 12
6 e + e =1 es la ecuacion de una elipse.

207




EJEMPLO 7.23
Describa la cénica C cuya ecuacién esta dada por:

5x2-4xy+8y2-36=0
6 bien

X'Ax - 36 = 0
A 5 -2
-2 8

det(A-a)=(a-9){(a-4)=0

donde:

Para o = 4, se tiene:

2/ .5
v, =
| 1/./5
Para o= 9, se tiene: ) B
-1/ /5
Vv, = o
| 2/ /5

Por lo tanto: 7
p-| 2/5 -15
15 2/ .5

digonaliza ortogonalmente a A; ademas el det P = 1; por lo cual, se puede

concluir que
x = Px' es una rotacion 6 bien:

(X% (PAP) x'-36 = 0

donde:
0
P'PA = 4
0 9
4 0fx
X y] *1-36=0
0 9ily'
4x% +9y?-36=0
12 12
6 A A es una elipse.
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7.8

RESUMEN

Si A es una matriz de nxn, entonces un escalar o es un valor propio de A si
hay un vector v distinto de cero; tal que: Av =av

El vector v # 0 se llama un vector propio de A correspondiente a un valor
propio o

Si A es de orden nxn, entonces la ecuaciéon (A-al)v=0

es un sistema homogéneo de n ecuaciones con n incognitas, como por
hipétesis (ya que v es un vector propio distinto de cero) el sistema tiene
soluciones no triviales, entonces: det(A-al)=0

A esta ecuacion se le denomina la ecuacién caracteristica de A.

Si contamos multiplicidades, cada matriz de nxn tiene exactamente n valores
caracteristicos.

Si A es una matriz de orden nxn, entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

a) a es un valor caracteristico de A.
b) El sistema ( A - al)v = 0 tiene soluciones no triviales.
c) Existe un vector ve n R" v = 0 tal que Av = av

Si o es un valor caracteristico de A, entonces el espacio solucion del sistema
de ecuaciones (A - al)lv = 0 se denomina el espacio caracteristico de A
correspondiente a o, y los vectores diferentes de cero en el espacio
caracteristico, se denominan los vectores caracteristicos de A
correspondientes a a.

Sea A una matriz de nxn y sea a1, o, ..., oy, valores caracteristicos diferentes
de A con sus correspondientes vectores caracteristicos v,, v, ..., Vm. Entonces
v; son linealmente independientes o bien, los vectores caracteristicos
correspondientes a valores caracteristicos diferentes son lineaimente
independientes. (la demostracién se hace por induccién).

Sea o un valor caracteristico de A, entonces la multiplicidad geométrica de o

es la dimension del espacio caracteristico correspondiente a o ( que es la
nulidad de la matriz A - al) ,esto es: multiplicidad geométrica de o = dim E,
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8. Sea A una matriz de orden nxn, entonces A tiene n vectores caracteristicos
linealmente independientes si y solo si la multiplicidad geométrica de todo
valor caracteristico es igual a la multiplicidad algebraica. En particular, A tiene
n vectores caracteristicos l.i. si todos sus valores caracteristicos son distintos
(pues si no, podrian ser menores que n)

9. Sea la matriz A de orden nxn.

91 Si a es un valor propio de A con v como vector propio
correspondiente, entonces * es un valor propio de A", de nuevo con
v como vector propio correspondiente, para cualquier entero positivo
K.

9.2 Si a es un valor propio de una matriz invertible A con v como vector
propio correspondiente, entonces 1/a. es un valor propio de A”', de
nuevo con v como vector propio correspondiente.

9.3 Si o es un valor propio de A, entonces el conjunto E es un
subespacio de R".

10. Una secuencia de intentos de m experimentos es una cadena de Markov si:
a) El resultado del intento m-ésimo, depende solo del resultado del
intento (m-1)-ésimo y no de los resultados en los intentos

anteriores, y

b) La probabilidad de pasar del estado E; al estado E; en dos
intentos sucesivos del experimento permanece constante.

11.  Se dice que una ecuacion de la forma
ax? + 2bxy + cy? +dx +cy +f=0
Donde a,b,c,d,e,f son nimeros reales y al menos uno de ellgs es diferente de
cero, es una ecuacion cuadratica en x,y. La expresion ax” + 2by + cyz, se
denomina la forma cuadratica asociada.
12.  Sea
2 -
ax® + 2bxy + cy? +dx +cy +f=0
la ecuacion de una cénica C y sea

x'Ax = ax® + 2bxy + cy*
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7.9

la forma cuadratica asociada. Entonces los ejes de coordenadas se pueden rotar
de tal manera que la ecuacion C con respecto al nuevo sistema de coordenadas x'
-y' tiene la forma:

X'+ ay?+dx +ey +f=0

donde a4 y oz son valores propios de A. La rotacidén se puede efectuar mediante la
sustitucion x = Px' ,donde P diagonaliza ortogonaimente a A.

NOTAS HISTORICAS

La primera aparicién de los valores propios, fue en relacién con su uso para
resolver ecuaciones diferenciales. En 1743, Leonhard Euler introdujo por primera
vez el método estandar de resolucién de una ecuacién diferencial de n - ésimo
orden con coeficientes constantes

(n)

Yy +an y" 4 +a y +agy =0

usando funciones de Ila forma y = €* donde a es una raiz de la ecuacion
caracteristica:

Z'+am '+ . +az+ag=0

Esta es la misma ecuacion que se obtiene al hacer las sustituciones

(n-1)

Y=Y, Y22y, Y3 =Y Ya =Y

reemplazando la unica ecuacién de orden n por un sistema de n ecuaciones de
primer orden

Yi = Y,
Yo = Vs
Y'n = -aoyl - alyZ T -an -lyn

y calculando la ecuacion caracteristica de la matriz de coeficientes de este
sistema.
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Unos 20 afios mas tarde, Lagrange dio una versién mas explicita de esta misma
idea, al hallar la solucion de un sistema de ecuaciones diferenciales, encontrando
las raices de lo equivalente a la ecuacién caracteristica de la matriz de
coeficientes. El sistema particular de ecuaciones diferenciales surgié del examen
de los "movimientos infinitesimales” de un sistema mecanico en la vecindad de su
posicion de equilibrio. En 1774, Lagrange resolvid un problema similar de
mecanica celeste usando la misma técnica.

El nombre de Cadenas de Markov se debe al matematico ruso Andrei Andreevich
Markov (1856-1922), quien las definié por primera vez en un articulo de 1906 que
trataba de la ley de los grandes numeros y posteriormente demostré muchos
resultados estandar sobre ellas. Su interés en estas sucesiones se origin6 en las
necesidades de la teoria de probabilidad. Markov, nunca traté sus aplicaciones a
las ciencias. Los Unicos ejemplos reales que utilizé eran de textos literarios, donde
los dos estados posibles eran vocales y consonantes. Para ilustrar sus resultados
hizo un estudio estadistico de la alternancia de vocales y consonantes en el libro
de Pushkin: Eugen Onegin.

Andrei Markov dio clases en la Universidad de San Petersburgo de 1880 a 1905, y
se retird para dar paso a matematicos mas jévenes. Ademas de su trabajo en
probabilidad, hizo contribuciones a campos como teoria de numeros, fracciones
continuas y teoria de la aproximacién. Fue un participante activo en el movimiento
liberal ruso en la época anterior a la Primer Guerra Mundial; en varias ocasiones
criticé publicamente la actuacion de las autoridades estatales. En 1913, cuando
como miembro de la Academia de Ciencias se le pidid participar en las pomposas
ceremonias de celebracion del 300 aniversario de la dinastia Romanov, prefirid
organizar una conmemoracion del 200 aniversario de la publicacion de la ley de
los grandes numeros de Jacobo Bernoulli.

FIBONACCI (1175 - 1230) El notable matematico italiano Leonardo de Pisa mejor
conocido por su sobrenombre de Fibonacci, una abreviacién de "filus Bonacci"
que significa el hijo de Bonaccio de Pisa. Su padre, notario publico de Bugia, en
Argel, confi su hijo a las ensefianzas de un maestro de calculo musulman: dedico
"algunos dias" al estudio del abaco, aprendi6 los signos numéricos de los indios, y
penetré en seguida en los secretos de la ciencia arabiga. Ulteriores viajes lo
llevaron posteriormente a través de Oriente y de Europa, hacia Egipto, Siria;
Grecia, Sicilia y Provenza. Por doquier planted nuevas cuestiones a los mas
afamados maestros con los que media sus fuerzas para perfeccionar su sabiduria.
“Pero todo esto, y el algoritmo y los arcos de Pitagoras, sdlo me parecieron otras
tantas equivocaciones, comparadas con el método de los indios”.

En el afto 1202, a los 27 afios de edad, fue cuando escribid Leonardo, resumiendo

su sabiduria singular, un gran libro sobre el arte de calcular, el Liber abaci, en el
que por primera vez un matematico cristiano ofrecia a sus contemporaneos una
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imagen completa, acabada y ordenada con la mayor claridad, del arte del calculo
tal y como éste se habia desarrollado mas alla del mundo europeo. Nos informa
en ella que, habiendo aprendido en Berberia, el sistema numérico de los arabes lo
transmitia "a la raza latina para que ésta no permaneciese mas tiempo privada de
él".

En el Liber abaci comezaba Leonardo explicando los signos numéricos,
ensefiando a continuaciéon a calcular con los dedos, asi como las operaciones
mas sencillas con los numeros enteros y las fracciones. Una gran parte de sus
problemas se referian a casos practicos. Asi, por ejemplo, en la seccion 8 trataba
" de los precios de las mercancias a largo plazo", en la 9, "del intercambio de
mercancias y cosas semejantes”; en la 10, "de la aligacién y compafiia”; en la 11,
"de la aleacién y mezcla de las monedas"; en la 15, "de las reglas pertenecientes
a la Geometria y de los problemas del Algebra y Almucabala”. Es en éste mismo
libro donde expone su ejemplo de los conejos y como se construye la sucesion
que posteriormente llevara su nombre.

En 1826, Cauchy analizo las formas cuadraticas con tres variables, es decir,
formas del tipo AX® + By, + CZ* + 2Dxy + 2Exz + 2Fyz. Demostrd que la ecuacion
caracteristica formada a partir de! determinante:

A D E
D B
E F

O M

que permanece igual bajo cualquier cambio de ejes rectangulares, lo que nosotros
flamariamos un cambio coordenado ortogonal.
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