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INTRODUCCION
1. A las notas publicadas en 1991.

Las notas que a continuacion se presentan, como el titulo de ellas y la
intencion de la obra lo exige, se han centrado principalmente en la
utilizaciéon de diversas técnicas que permiten modelar situaciones relativas

a la seleccion de inversiones.

Se deja al lector el buscar la fundamentacién matematica en la excelente
bibliografia disponible con relacién a las técnicas utilizadas para la
modelacion y la que, por estar disponible en multiples fuentes, no ha sido

incluida.

Los autores aprovecharon una parte del segundo tomo de su obra ptblicada
en 1981 por la Universidad Catélica de Santiago de Guayaquil y por el
Colegio de Ingenieros Civiles del Guayas en la Republica del Ecuador,
bajo el titulo "Aplicaciéon de la Ingenieria de Sistemas en la Ingenieria
Civil"; enriqueciéndola con algunos temas que hemos experimentado, tanto
en las propias aplicaciones, como en diversos cursos que hemos impartido
en la Division de Estudios de Posgrado de la Facultad de Ingenieria de la

UNAM.

Como ocurre con frecuencia, es dificil clamar originalidad en los métodos
mismos, pero tal vez sea posible hacerlo en su presentacion y contexto, asi
como en la orientacién hacia las aplicaciones con base en la experiencia
obtenida en los muy diversos desarrollos practicos que hemos podido llevar

a cabo.
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Por lo que se refiere a las aplicaciones, siempre son pocas las que se
pueden citar en unas notas fundamentalmente académicas; sin embargo,
consideramos que pueden ser de utilidad para los profesionales de muy
diversas ramas que se enfrentan a problemas de seleccion de inversiones, y
muy particularmente cuando ellos implican riesgo e incertidumbre; como

es caracteristico de los problemas actuales.

Ocasionalmente, en el desarrollo de dichas aplicaciones contamos con la
colaboracion de muy distinguidos especialistas de prestigio internacional a
quienes deseamos manifestar nuestro cabal agradecimiento por la
dedicacion de valiosas horas de su tiempo, asi como a los destacados
profesionales mexicanos que participaron en los estudios que hemos tenido

en suerte concebir y dirigir.
Ya que estas notas se publican por primera vez, es evidente la posible
existencia de errores. Cualquier sugerencia que contribuya a disminuirlos

sera apreciada y aprovechada en futuras ediciones.

Finalmente, deseamos agradecer a la Sra. Elvira White por la paciente y

escrupulosa transcripcion de estas notas.

Alberto Moreno Bonett

Francisco J. Jauffred

Ciudad Universitaria, México, D.F., octubre de 1990.



2. Al libro editado en 1993.

Este libro se publica en atencion a la amable solicitud del Comité de
Publicaciones de la Division de Estudios de Posgrado de la Facultad de
Ingenieria en la que se nos comunicd que nuestras notas tituladas "Algunos
Maodelos para la Seleccion de Inversiones” se habian agotado y por ello se

nos pedia autorizacion para reimprimirlas.

Se procedid entonces a la revisién completa de las notas citadas con objeto
de corregir las erratas detectadas tanto por los autores como por los
profesores y alumnos que habian utilizado nuestras notas, asi como con el

fin de incluir los aspectos siguientes.

En el capitulo 2 se anadio el método de Evaluacion por Incrementos

de Inversion.

En el capitulo 7 se incluyeron los modelos CAPM, APT y de
Desviacion Media Absoluta para la Seleccion de Carteras de

Inversion.

En el capitulo 10 se agregod el estado que guarda el estudio de las
Relaciones Valuadas de Preferencia en la Toma de Decisiones

Multicriterio.

En el capitulo 11 se amplid el inciso relativo a Ingenieria Financiera
en lo referente a Antecedentes, Principales Caracteristicas de las
Obras de Infraestructura Concesionadas, Pronostico de la Demanda
y Financiamiento; dejando para una posible obra futura el estudio del

Financiamiento Corporativo.
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Ademas se optd por el titulo "Andlisis de Inversiones: Modelos y

Aplicaciones" ya que éste refleja mejor el contenido y el objeto de la obra.

Finalmente deseamos agradecer a la Srita. Teresa Sanchez Escalante por la

muy cuidadosa transcripcion de los originales de este libro.

Alberto Moreno Bonett

Francisco J. Jauffred

Ciudad Universitaria, México, D.F., 1994
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1. COMPARACION DE INVERSIONES

1.1 TNTRODUCCION

El problema a tratar es la cuestién de criterios financieros que
permitan la comparacién y suministren bases para establecer
prioridades entre diversas inversiones. AGn en los casos mas simples,
en los que la incertidumbre puede hacerse de lado, esta cuestidén es de

gran importancia.
Es importante estudiar la afirmacién La inversién en el proyecto A es
me jor que la inversién en el B. Esto es, se pondran en forma

explicita los criterios financieros que dicha frase encierra.

Es importante sefalar que son dos los problemas fundamentales

relacionados con las decisiones en la seleccién de inversiones.

a) Dadas dos posibles inversiones, definir cual es preferible.

b) Dado un orden de preferencia, y tomando en cuenta las
restricciones presupuestales para un tiempo dado, determinar Ila

inversién o6ptima.

Se tratard 1inicialmente el primero, y mas adelante el segundo,

contemplandose tanto a la luz de la certeza como bajo el riesgo.

Para ello se tiene que una inversién p, estd caracterizada por un




flujo de fondos, ésto es, toda inversién se encuentra representada por
un conjunto de m numeros reales (po, Py--aP ) representando ingresos
m

P> 0 6 egresos p,< 0.

En el problema (a) se pide especificar un orden de preferencia (una
funcién de utilidad), ésto es, una enumeracién no arbitraria en el
conjunto de todos los conjuntos de (m+1) numeros, para ello se define
un espacio vectorial lineal de inversiones de (m+1) dimensiones y para

el que existen las siguientes operaciones:

1. Adicioén
Dados p = (po, pl,...,pm} yq-= {qo,qi,...,qm} se define:
pP+a=1{p, +q, P +d,-.., P_+q}
2. Producto por un escalar "t"
Dado p = { Py Ppoeos pm} se define:
tp = { tpo, tpl,..., tpm}
Existe también una inversién nula 0 = {0,0,...,0} tal que p+O=p;t0=0.

También se hard uso de notacién y conceptos de la Teoria de Utilidad,
asi, si p es preferido sobre q se escribira p > q, si p es indiferente
a & se anotara E ~ & y si 5 no es preferido sobre a se escribira

p i q. Deberan cumplirse las siguientes leyes:

i) transitividad: si p> qy q > r entonces p > r

ii) completez: dados py q; 6 bienp > q 6 p i q
Existira también una funcién utilidad u(x) de manera que si p > q
necesariamente wp) > wq) y si p ~ q entonces u(p) = utq@). El dominio

de dicha funcién u(x) es el conjunto S de todos los conjuntos de (m+1)



numeros reales. Obsérvese que si existe una funcién w(x) existe una
infinidad de ellas, ya que cualquier tranformacién monoténica de una
funcién de utilidad es también una funcién de utilidad para ‘el orden

de preferencia considerado.

El problema de seleccionar un criterio financiero para las inversiones
consiste meramente en determinar una funcién utilidad u(x) cuyo

dominjo sea el espacio vectorial lineal antes definido.

Ahora bien, la propiedad aditiva para puntos del espacio se refiere
Unicamente a la posibilidad de agregar flujos de dinero. Esto es, un
proyecto a puede conducir a una flujo 5, mientras que otro B puede

conducir a g, la combinacién de 1los dos puede conducir a s no

necesariamente igual a p + q. En general, los flujos p, 4, p + 4, S
deben considerarse como puntos diferentes en el espacio de las

inversiones.

A.1 Axioma de continuidad. Dados p y q en donde p > q existe un

g(e>0) tal que (p - &) > q.

A.2 Axioma de preferencia manifiesta. Dados p y q si pi;q1 para cada

iy pj>qj para alguna j entonces p > q.

A.3 Axioma de la impaciencia. Dados p y q de manera que p = { Py

Ppoosss P Pooees PR Y @ =Ady, qney 9 e q)
Y

p1 >qi

p =q

j j
<
pj+1~q_j+1
3

R




A.4

A.S

entonces

o
\'%
Ne}!

Axioma de la consistencia marginal. Dados p y q, p > qsiy sélo

sip-gq>0.

Ahora bien si p = {po, P ooy P, 0y y p = {0, Py» P
-1

p 1} se dirdA que p es la inversién p pospuesta un periodo.
m=

Axioma de la consistencia temporal. Dados py q, si p > q vy

. . . -1 :
p = g =0 entonces la inversion pospuesta p  es preferida a la
m m

inversion pospuesta q- (p' > ).

Bajo estos axiomas, Williams y Nassar demuestran los dos siguientes

teoremas:

Los Unicos oérdenes de preferencia que satisfacen los axiomas A.1,
A2, A3y A.4 son los suministrados por 1la férmula del valor
presente cuando se consideran tasas de actualizacién positivas.
En otras palabras, los unicos ordenes de preferencia que
satisfacen los axiomas antes mencionados son los suministrados

por funcicnes de utilidad de la forma.
= + : +
u(p) p @ Pt @ap to..t @& ...ap

Los unicos o6rdenes de preferencia para inversiones que satisfacen
los axiomas A.1,..., A.S5 son los suministrados por la férmula del
valor presente para una tasa de actualizacidén 1idéntica en cada

periodo, positiva e inferior a la unidad. Esto es,

WM 3
&
L]

wp) =,
1



Puesto que los dos teoremas anteriores han sido demostrados con todo
rigor por los autores ya mencionados, cualquier discusién sobre el
criterio del valor presente y su universalidad para reflejar con toda
exactitud las preferencias de inversion, se convertira en una

discusion sobre los cinco axiomas antes enunciados.

En primer lugar el A.1 debe verse mas como una hipdétesis de trabajo
que como un axioma de preferencia; sin embargo, no deja de retratar
esta ultima, ya que si al comparar dos flujos, 1los errores de los
datos son suficientemente pequefios, no afectaran al Jjuicio sobre la

preferencia.

Por lo gue se refiere a los axiomas A.2 y A.3 no se juzga que existan
serias dudas sobre ellos. Sin  embargo, se hardan algunas
consideraciones con base en la Teoria del Consumo. Obsérvese que
cualquier vector de consumo que es posible satisfacer con q también lo
es posible con p y por el contrario hay algunos que si se satisfacen
con p pero no con q. Esto es cierto aun en el caso de que los precios
cambiaran por consideraciones generales de la economia (inflacionaria
o deflacionaria), ya que entonces las decisiones del consumidor
deberan ser consideradas pcor la Teoria de Juegos y aun en ese caso. el
Juego cuyo pago pi < qj presupone una estrategia que seleccionaria a p

sobre q.

Ahora bien, en cuanto a A.4, supdngase que se presenta inopinadamente
una oportunidad para obtener un flujo r tal que no tiene interaccién
con el resto del programa de inversidn que conduce a seleccionar a. En
estas circunstancias, evidentemente esta justificadovf >0si y solo
si (@ + ) > Qq. Lo que A.4 sostiene es que la relacién de r a 0 no se
altera si a es cambiado. En otras palabras, el axicma sefiala que es

posible decidir si un flujo adicional es suficientemente valioso o no,

5



independientemente de cual sea el flujo que el resto de las

inversiones se encuentre generando.

Es importante hacer notar; sin embargo, que A.4 no toma en cuenta si
los proyectos que el flujo 1implicara son o no independientes,
simplemente su implicacién es para el caso en que sean independientes.

Esto es, si p> qy si r > s entences (p + r) > s.

Por ultimo A.5 estipula que no hay una referencia absoluta sobre el
tiempo. Es decir, si al principiar un periodo cualquiera p es
preferido sobre q para los préximos n periodos, entonces al principiar
el siguiente periodo p volvera a ser preferido sobre q . Obsérvese que
no dice que si al principiar un periodo el proyecto A es preferido
sobre el proyecto B, entonces el proyecto A sera preferido sobre el B,

si se pospone su inicio hasta el siguiente periodo.

Los axiomas anteriores definen un orden de preferencia en el espacio

de inversiones. Este esta dado por la funcién de utilidad.
B m

ulp) = § o, p
=0

ya que por T.1 y T.2 sélo este crden de preferencia satisface dichos
axiomas. Debe notarse; sin embargo, que no definen el valor de «,

meramente su rango 0 < a < 1.

Dichos teoremas sefialan que si o es una tasa de descuento entonces

T
\
L

a)



SR

N

a) p~gq
a) p<q
m m
seglin si r (a) = Z p, o« - ¥ q « es:
) S §

a) positiva
b) nula
c) negativa

La decisién por tanto, estd en funcion de la tasa de descuento «. Es
claro que los valores de a« para los cuales r{(a) = 0 son de especial

interés ya que en ellos la decisién cambia.

1.2 CLASIFICACION DE PROYECTOS

Se fijara ahora la atencién en el problema de definir el conjunto de
proyectos que deben ser seleccionados cuando existe un presupuesto
fijo ¢ un conjunto {fijo de fondos para invertir en el futuro. El
problema de la presupuestacién consiste en asignar cantidades fijas de
recursos, usualmente moneda, a una cierta variedad de proyectos
alternos, trabajos o inversiones. El problema de la presupuestacion
difiere de otros de asignacion de recursos, en que el tiempo es un
factor esencial. Las decisiones de presupuestacién pueden ser
enfocadas ya sea desde un punto de vista de definir qué proyectos a
largo plazo deben ser seleccionados a partir de un cierto presupuesto,
o bien definir cuando debe iniciarse un cierto proyecto. En cualquiera

de los dos casos el elemento tiempo es importante en el problema.

Se entiende por un proyecto una actividad que requiere un compromiso
de recursos en uno o mas periodos, con objeto de generar beneficios a

lo largo del tiempo. Un proyectc es simplemente un medio para

7



convertir recursos disponibles en un cierto periodo en valores

disponibles en otro.

Ahora bien, los proyectos pueden ser independientes o dependientes,
divisibles o indivisibles. Los proyectos independientes tienen la
caracteristica de que los beneficios que generan son independientes de
ia accion tomada en otros proyectos. Por el contrario, si la accién
tomada afecta los beneficios a generar por un cierto proyecto, éste
seria dependiente. Entre este tipo de proyectos dependientes,
encontramos los contingentes y los mutuamente exclusivos. Un ejemplo
de proyecto contingente lo encontramos en el proyecto de entronque
entre dos supercarreteras (México-Cuernavaca y La Pera Cuautla), es

contingente en cuanto dependerad del proyecto de la segunda carretera.

Por el contrario, dos proyectos mutuamente exclusivos quedan
ejemplificados por dos disefios para el mismo entronque. Por su parte
los proyectos divisibles son aquellos que generan beneficios desde el
momento en que alguna de sus partes se realiza. Una carretera es un
proyecto divisible puesto que sus tramos ya generan beneficios. For el
contrario un entronque es un proyecto indivisible ya que no

principiara a generar beneficios hasta no estar abierto el transito.

Weingartner identifica tres distintos tipos de proyectos dependientes:
los mutuamente exclusivos, los contingentes y los compuestos. Aunque
ya se han descrito los dos primeros, ellos pueden presentarse sobre
bases mas firmes. Se dira que un proyecto es mutuamente exclusivo
cuando su valor neto tiende a cero cuando otro es seleccionado. Por
otra parte, el contingente tiene un valor neto inaceptablemente bajo a

menos que otro proyecto sea aceptado.

Por su parte un proyecto compuesto consta de uno principal y de uno o
varios contingentes que dependen del primero; de manera tal que un
proyecto independiente y un compuesto pueden ser considerados como

alternos mutuamente exclusivos.



1.3 CLASIFICACION DE LOS MODELOS

De acuerdo con la clasificacion de los proyectos se identificaran las
técnicas y los modelos de presupuestacién. Al tratar con las técnicas
y los modelos deberd agregarse un factor de clasificacidén mas: la
incertidumbre. Asi los modelos de presupuestacion podran ser
deterministas o probabilistas segun se considere la intervencién del

riesgo.

En las figuras 1.1 y 1.2 se resumen respectivamente la clasificacién
de los proyectos y la clasificacion de los modelos utilizados para
la seleccidn de inversiones; en la segunda figura, el trazo grueso

identifica a los modelos tradicionales mas usados.
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2. PROYECTOS SIN PRESUPUESTC FIJO

2.1 MODELOS DETERMINISTAS

Los modelos mas utilizados son:

- el del VALOR PRESENTE NETO (VPN), que determina la relacién entre
los beneficios que genera cada alternativa y los costos asociados
dentro de un intervalo de tiempo, descontados a un afio base.

Su expresién general es como sigue:

n
VPN = T ! (B -C)
t t
t =1 (1 + 1)
donde:
n = numero de afios considerados en el horizonte de
planeacién
i = tasa de interés o descuento

= beneficio generado en el afio t

= costo asociado en el afio t

- el de la TASA INTERNA DE RECUPERACION (TIR), que muestra la
magnitud de la tasa de descuento bajo la cual se analiza un

proyecto, de tal forma que se igualen beneficios y costos
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actualizados, es decir, tal que:

1 (B ~C)=0
t

n
z " t
(1 + TIR)

o
]
-

- el de la RELACION BENEFICIO-COSTO (B/C), como una de las formas
clésicas para la evaluaciéon de proyectos, refleja la proporcién
de beneficlos respecto a los costos que se presentaran, por 1lo
cual su valor debe ser mayor a 1 para ser Justificado

econdmicamente.

i ™Mo
lve

(B/C) =

i ™Mo
@

- el del COSTO ANUAL (CA}, que se utiliza para convertir beneficios
y costos a series anuales, comparando los valores obtenidos,

pudiendo expresarse en términos del VPN, como sigue:

ca= L1+ 0T oy
(1 + )" -1
EJEMPLO 2.1. Se trata de llevar a cabo un camino de 10 km con 8 m de

ancho entre dos ciudades A y B. Se desea tomar una decisidén respecto
a usar concreto o asfalto. Se han elaborado los proyectos para ambos
casos y se ha calculado que el costo por m* es de 100 para concreto y
90 para asfalto. Ambos pavimentos deben conservarse y se supondra una
vida util de 27 afos para el de concreto y de 17 para el de asfalto.
Se estima que repavimentar un km de cualquiera de ellos cuesta 200,000
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y que la conservacidn anual es de 25,000 para todo el tramo. También
luce como adecuada una tasa del 8% para estos proyectos s;qué decisién

se debe tomar?, gqué sucede si una entidad ajena paga el 50% de los

costos de construccién?

ALTERNATIVA CONCRETO

8000 2000
L 25 25 25 2§

AJ /]/ J/I/J,J,J

TIPO DE COSTO CONCRETO ASFALTO
Construccién 8 000 000 7 200 000
(ANO 1) (aNO 1)
Conservacién Anual 25 000 25 000
(ANOS 2 A 26 Y (ANOS 2 A 18,
28 A 50) 18 A 33 Y 35 A 50)
Repavimentacién 2 000 000 2 000 000
(ARO 27) (ANOS 17 Y 34)

Si se considera la tasa del 8%, 1la alternativa concreto tendra un

valor presente neto (VPN) dado por:
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25 8 000 000 = 8 000 000

25 0090 1:11692%———— = 25 000 (10.875) = 266 875

2 000 000 (1.08)-28 = 2 000 000 (0.135) = 270 000
-23

25 000 1:1%;%§l~—— (1.08)_28 = 25 000 (10.371} (0.138}= 35 000

VPN = 8571 875

y de manera enteramente similar se calcularon los valores que aparecen

en la tabla 2.1

Tasa de VPN Concreto VPN Asfalto

Descuento (sin subsidio)
1% 10 489 400 11 240 000
2% 9 3957 350 10 408 825
3% 9 553 950 9 781 950
4% g 2456 500 9 303 250
5% 9 009 200 8 828 500
6% 8 827 200 8 640 150
7% 8 683 875 8 408 850
8% 8 571 875 8 222 975
a% 8 483 075 8 074 850
10% 8 413 575 7 954 325
12% 8 312 225 7 770 450
15% 8 217 850 7 5395 400

Tabla 2.1

Se omiten los calculos asociados al caso en que una entidad ajena paga
el 50% de los costos de construcciéon (un subsidio) pero ellos se

encuentran graficados en la figura 2.1; se observa que:
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- Si no se tiene subsidio, conviene seleccionar 1la alternativa

"asfalto" si i = 4.5%

- en caso contrario (con subsidio) dicha alternativa solo conviene

si i 2 8.5%
EJEMPIO 2.2 (Riggs). Se tienen cuatro alternativas para el trazo de
una carretera. Para cada una de ellas se han estimado 1los beneficios
Q anuales y los costos totales de construccién que aparecen en la tabla
2:2. Ademds, se consideran adecuados un horizonte de planeacién de 40
afios y una tasa de recuperacién del 4%. ;Cual decisién es la mas
adecuada?
Alterna Costos de Mantenimiento| Beneficios Beneficios Beneficios
tivas Construccién| y Operacién |por Poblados por Has. por
Anual Comunicados|{ Abiertas al| Recreacién
Cultivo
A 1 200 000 20 000 200 000 20 000 30 000
B 1 500 000 35 000 190 000 40 000 30 000 E
C 2 700 000 50 000 280 000 60 000 60 000
D 3 500 000 60 000 300 000 70 000 70 000
Tabla 2.2

La relacién beneficio-costo para los valores totales de cada

alternativa se calcula de:

B BENEFICIO TOTAL
c COSTO ANUAL DE CONSTRUCCION + MANTENIMIENTO
% en donde el beneficio total es la suma de los beneficios y ademas: E
COSTO ANUAL DE CONSTRUCCION = (COSTO INICIAL DE CONSTRUCCION)

1-(1+1) ™"
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Estos valores se muestran en la tabla 2.3.

Alterna Beneficios Costo Anual Incremento de Relacién| Incremento
tivas Anuales Beneficio| Costo B/C Relacién
Total B/C
A 250 000 80 000 3.10
10 000 30 770 0.32
B 260 000 110 770 2.34
150 000 106 400 1.
C 400 000 186 400 2.14
40 000 50 420 0.79
D 440 000 236 820 1.85
Tabla 2.3

El incremento de la relacién beneficio-costo se calcula a partir de

los beneficios adicionales ocasionados por un incremento de . costo

sobre la uUltima alternativa aceptable (g > 1.0) y también se muestran

en la tabla 2.3.

Es claro que también debe exigirse que 1la relacién g para los

incrementos sea mayor que uno. Esto hace ver que deberia seleccionarse
la alternativa C.

Sin el analisis de los incrementos se hubiera elegido 1la alternativa

D,, ya que su relacidén B/C es mayor que uno Yy tiene asociados los
mayores beneficios totales. Otro error hubiera sido elegir la
alternativa A porque tiene la mayor relacién B/C. Cabe observar que
la conclusién de elegir 1la alternativa C, para los datos dados,

también se hubiera obtenido aplicando el método del valor presente.

Es interesante notar la sensibilidad de la decisién a cambios en los

datos. Usando una tasa de interés del 7% se selecciona la alternativa
A porque todos los costos adicionales y los incrementos en los
beneficios dan relaciones menores que uno. El considerar solamente

los Dbeneficios por poblados comunicados, también llevaria a la

seleccidén de la alternativa A. En otras palabras, el numero de

beneficios miltiples que se incluyen en el analisis, asi como la tasa
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de interés pueden influir significativamente en la decisiodn.

Evaluacién por incrementos de inversiéon. Un problema de evaluacién
generalmente involucra varios cursos alternos de accién. Algunas de
las alternativas pueden eliminarse por representar una inversién
obviamente superior a la requerida por otras alternativas similares.
Otras son eliminadas por falta de fondos, de personal o del equipo
requerido para llevarlas a cabo. Si las restantes alternativas tienen
en esencia el mismo nivel de inversién y un esquemza semejante de flujo
de dinero, entonces la mejor es aquella que esté asociada con el valor
presente minimo. Cuando se tienen diferentes requerimientos de
capital las alternativas pueden compararse como se 1ilustra en el

ejemplo siguiente:

EJEMPLO 2.3. (Rigss) Para elaborar ciertos productos se tienen 4
proyectos, cuyos costos e ingresos estimados se muestran en la tabla
que sigue. Estas estimaciones se basaron en un periodo de estudio de
10 afios. De otros proyectos con riesgos similares se estima como
aceptable una tasa minima de recuperacién del 10% excluidos los

impuestos. sCual alternativa deberia elegirse?

A B C D
Inversién total 170,000 260,000 300,000 330,000
Ingreso anual 114,000 120,000 130,000 147,000
Gasto anual 70,000 71,000 64,000 79, 000

Las alternativas se presentan por orden creciente de inversién. EIl
analisis se inicia calculando el factor de recuperacién del capital

para la alternativa A, esto es:
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recuperacién anual

fact d s . -
actor de recuperacién de capital Capital invertido

114,000 - 70,000

170,000 = 0.2588

o bien:

= 0.2588

1-(1+3)°10

cuya solucién es 1 = 22.5% > 10%, lo cual significa que la alternativa

A es aceptable.

El siguiente incremento de capital es 260,000 - 170,000 = 80,000 Yy
corresponde a la alternativa B. La comparacién de esta alternativa

con la ultima aceptable conduce a:

120,000 - 71,000 - 44,000
260,000 - 170,000

factor de recuperacién de capital =

o bien

i _ 5,000

= 0.055
L - (141100 90, 000

que conduce a que 1 < 0.5% < 104 y la alternativa B es inaceptable. De
hecho la recuperacién anual de 5,000 ni siquiera amortiza en 10 afios a

la inversidén inicial.

La alternativa C se compara con la ultima alternativa aceptable que es

la A, Se obtiene:

20



i

130,000 - 64,000 - 44,000

1 - (1+1)710

cuya solucién es i = 10.9% > 10% y C es una alternativa aceptable.

300,000 - 170,000

procede a comparar la alternativa D con la C:

i

147,000 - 79,000 - 66,000

1 - (1+1)710

y por tanto es
capital requerido,

recuperacién i =

i

inaceptable.

330,000 - 300,000

Consecuentemente,

120,000 - 54,000

18.9% que se obtiene de:

si se

1 - (1+1)

Obsérvese que se eligié la alternativa aceptable asociada a

inversién.

10

300, 000

Para hacer notar las ventajas de este método se

= 0.22

= 0.1692

= 0.0667

dispone

el mismo problema considerando solamente la inversién total en

de los incrementos.

calcula a partir de:

i

1-(1+1)10

recuperacién neta

inversidén total

cuyos resultados se muestran en la tabla siguiente:

A B C D
Recuperacion neta 44,000 49, 000 66, 000 68, 000
Inversion 170,000 | 260,000 | 300,000 330, 000
Tasa de recuperacién 22.5% 13. 5% 18. 9% 15.9%
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Seria un error elegir 1la alternativa A que tiene 1la tasa de
recuperacién mayor. Esto evitaria la inversioén adicional de
300,000 - 170,000 = 130,000 en 1la alternativa C, con una tasa de
recuperacién del 10.9%. Como este 10.8% es mayor que el 10% esperado
de otras inversiones con riesgos similares, se tendria una pérdida

aproximada del 1% sobre los 130, 000.

Otro tipo de error es seleccionar la mayor inversién que tenga una
tasa de recuperacién mayor que la minima requerida. En el eJjemplo
ella seria la alternativa D. Sin embargo, ya se ha observado la pobre
tasa de recuperaciétn que tiene la inversién adicional que se requiere
para pasar de la alternativa € a 1la D. En efecto, el invertir
330,000 - 300,000 = 30,000 en la alternativa D obliga a que dicha
cantidad trabaje con un interés mucho menor del 10% que podria

recibirse invirtiéndola de cualquier otra manera.

2.2 ALGUNOS ASPECTOS ALEATORIOS

Versién aleatoria del valor presente. Considérese wuna inversién que
resultara en flujos de fondos durante algunos de los siguientes n
periodos. Sea xj la variable aleatoria (v.a.} asociada con el flujo
en el j-ésimo periodo (j = 0,1,...,n). Se supondra que xj tiene una
distribucién N(uj, oj). Se haran dos hipoétesis con respecto a la

relacién de las v.a. x para diferentes valores de j.
J

I. Para distintos valores j las x son totalmente independientes
b

(r = 0).

II. Para distintos valores j las x_  se encuentran totalmente
j
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correlacionadas (r = 1).

X xj—l xj+1 X
0 X, X, X, n-2 X X
Lirtg Lilg | T
o 1 2 j-1 )y j+1 /n—zn—in
L J
\/
T

Es claro que cualquier caso intermedio implicara una combinacién de

los resultados con cada una de las hipétesis anteriores.

Ahora bien, es sabido que el valor presente de una inversién se define

como:

X s
J

0 (1+1i)?

ja!
1]
L o lt=]

en donde i es la tasa de actualizacidédn. Puesto que x es una variable
3

aleatoria, P a su vez sera una variable aleatoria (suma ponderada de

las v.a. xj). De acuerdo con las propiedades de la suma de v.a., la

esperanza matematica de P sera:

Hy

=
g
|
H™MB

0 (1+i))

Por otra parte, haciendo uso inicialmente de la hipétesis (I) y de

las propiedades de la suma de variables, la variancia de P sera:
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2
n [
2 J

Py=0 (1+1)%

Haciendo ahora uso de la hipoétesis (II), esto es, que si x se
m

identifica con M + K o entonces xj se identifica con pj + K Uj
Esta hipétesis de hecho establece que si ciertas circunstancias
obligan al flujo a apartarse de lo esperado durante un periodo m, las
mismas circunstancias lo obligaran a apartarse de lo esperado durante

cualquier periodo j y exactamente de la misma manera.

En estas condiciones la v.a. P se encontrard distribuida normalmente

con una dispersioén.

c
J

0 (1+1)?

9
]
i ™MD

J

Cualquier otro comportamiento sera una combinacién de los dos
anteriores, entonces, las xj que son totalmente independientes y las
zgk) (mediante un reordenamiento, y por simplicidad, se puede suponer
que k = 1,...,m) que se encuentran perfectamente correlacionadas

cumplen con:

(1) (2)
A Zz

(m)
. ) ) . 4
J B 3 ] J

en donde el superindice indica el periodo al que estd asociada Ila

variable con la que se encuentra perfectamente correlacionada.

Empleando nuevamente los teoremas sobre la distribucién de la suma:
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s s

m
n " n E(Y ) + 3 E2Z'F)
p =% —2 =% ) =l
P =0 (1+1)7 =0 (1+1)7
2
2 n var (Y ) n m o (Z{k))
c =F£ —3 4+ 3 s —
=0 (1+1)% =0 k=1 (1+i)?

Versidén aleatoria del costo anual. Puesto que el costo anual es:

R U6 U D M
(1+1)™-1  j=1 (1+1)’
. .11

A= (1+;) p
(1+1)™ -1

A y P son por tanto proporcionales y los parametros M, ¥y o, son

consecuencia directa.

Observacién. Puede pensarse que el suponer una distribucién de
probabilidad normal para las x es limitativo y dudoso; sin embargo,
por el teorema del limite cent;al, se puede afirmar que aun en el caso
en que la distribucién real de las xj se aparte de la Gaussiana no se

afectaran los resultados finales, en particular cuando n es grande.

EJEMPLO 2.4 Para un camino vecinal que servira fundamentalmente para
la transportacién de productos forestales se consideran dos
alternativas, hacerlo pavimentado (alternativa A) que 1implica wuna
inversién inicial de cinco millones, costo que puede incrementarse o
disminuirse debido a la falta de estudios previos, 1la experiencia

indica que un millén de dispersién toma en cuenta esta ignorancia.

La conservacion en esta alternativa cuesta 300,000 considerando una
dispersién de 200,000 6 100,000 consecutivamente (para estimar

posibles incrementos al deterioro estandar), con excepcién del 1ultimo
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afio en donde debe tomarse en cuenta una posible reconstruccién con

800, 000.

La otra opcién (alternativa B) es un empedrado con un costo inicial de
dos millones, reconstrucciones parciales cada dos afios con costos de
un millén, un millén y milldén y medio respectivamente y ademas, medio
millén por conservacién en los afios en que no hay reconstruccién. La
incertidumbre asociada al empedrado se considera menor y se asignan
dispersiones de medio millén a la inversién inicial y 200,000 a las

restantes (tabla 2.4 en cientos de miles}.

Afo Alternativa A Alternativa B
Mo %A : B
0 50 10 20 5
1 3 2 5 2
2 3 1 10 2
3 3 2 5 2
4 3 1 10 2
5 3 2 5 2
B 3 8 15 2
Tabla 2.4

Si el horizonte de planeacidén es de seis afios se pregunta: ;Cual es la
decisién a tomar considerando un costo de capital de 7%?. ;Cual seria
la decisién en el caso determinista y para el mismo 7%? También se
desea estudiar la sensibilidad para factores de descuento comprendidos

entre 1% y 15%.

En las tablas 2.5 y 2.8 se consignan respectivamente los céalculos de

2 2 .
Hpr O, 5 H, Y O para diferentes valores de la tasa de
A A B B

actualizacién.
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J
E(Y )/ (1+1)

2j

u var (Y )Yz (1 +1i)
J p J o
A PA
0 1 2 3 4 5 6 ) 1 2 3 4 5 6
{ 501297294291 | 2.89 | 2.85{ 2.83 | 66.89 | 100 | 3.92 | 0.96 | 3.76 | .93 | 3.62 { 57.00 | 170.19
2 50 | 2.94 1 2.89 | 2.83 | 2.78 | 2.73 | 2.65 | 66.82 | 100 | 3.84 | 0.92 | 3.56 | 0.86 | 3.30 | 50.00 | 162.48
3 {50 |29 |283|275] 268259 252)66.28| 100 | 3.76 | 0.89 | 3.37 | 0.80 | 2.97 | 45.20 | 156.99
4 50§28 {278 2.67 {257 ]2.46 ] 2.36§65.72 ) 100 | 3.69 | 0.86 | 3.18 | 0.73 | 2.69 | 39.60 | 150.75
5 |50 (286 (273|258} 246|234 2.23({65.20] 100 | 3630831297067 2.44] 35.601 146.14
6 | 50283268 252 2.38{2.24 211 |64.76] 100 3.55] 0.80 | 2.82 | 0.63 [ 2.22 | 31.70 | 141.72
7 |50 280 263|244]229] 214 2.00] 64.30 | 100 | 3.48 | 0.77 | 2.64 | 0.58 | 2.03 | 28.40 | 137.90
8 50 1 2.77 | 257238} 2.21 | 2.04 | 1.88 | 63.85 | 100 | 3.42 ) 0.73 | 2.52 | 0.54 | 1.85 ] 25.30 | 134.36
9 150127512521 2.31 1213194/ 1.78)63.43 ] 100 | 3.36 | 0.70 | 2.37 | 0.50 | 1.69 | 22.70 | 131.32
10 58 12.73 12481225205 {1.86 ) 1.69 | 63.861( 100 | 3.30 | 0.68 | 2.26 } 0.47 } 1.54 | 20.40 | 128.65
11 501 2.70 3 244 | 219 1 1.97 | 1,78 | 1.60 | 62.68 | 100 | 3.24 | 0.66 | 2.13 } 0.43 [ 1.41 | 18.30 | 126.17
12 50| 2.68 1240 2.14 | 1.91 1 1,70 ) 1.52 1 62.35 | 100 | 3.18 | 0.64 | 2.04 | 0.40 | 1.29 | 16.50 | 124.05
13 |50} 2.65]235] 207|184 1.62)1.43|61.96| 100 3.13 ] 0.61 ] 1.91 ] 0.38 1.17 | 14.70 | 121.90
14 50 ] 2631 2.31 | 2.83 1 1.77 | 1,551 1.37 | 61.66 | 100 | 3.08 | .59 | 1.83 | .35 | 1.07 | 13.30 | 120.22
15 {50 {261 ] 227 {1971 1.71{ 1,49} 1,30 | 61.35) 100 | 3.02 | 0.57 | 1.73 | 0.33 ) 0.98 | 12.10 | 118.73
Tabla 2.5 Alternativa A
Ely )0t u Var(Y‘)/(1+‘)u L
J p J o
B P
) 1 2 3 4 5 6 ) { 2 3 4 5 6 B
1 [ 204495]9.804.86! 9.6 | 476} 14.15 [ 68.18 | 25 | 3.92 | 3.84 | 3.76 | 3.69 | 3.62 | 3.56 | 47.39
2 {20490 9.6 [-4.719.26 | 454 | 13.25166.27 | 25| 3.84|3.69|3.56)]3.43]3.30/3.12] 45,94
3 20 | 4851 9.44 1 458 | 8.94 | 4.31 | 12.60 | 64.72 | 25 { 3.76 | 3.56 | 3.37 | 3.18 | 2.97 | 2.82 | 44.66
4 120|481 |9.21 446 |8.554.09 | 11.85{63.02 {25 3.69|3.43(3.18]2.92| 269! 2.48 | 43.39
5 201476 19.09 1 431 18,20 391 ) 11,25} 61.52 ] 25| 3.633.30 | 2.97 ] 2.68 | 2.44| 2.23 | 42.25
6 201471 18931420 7.93}3.73)10.55 | 60.05 ] 251 3.55] 3.18 § 2.82 | 2.52 | 2.22 | 1.98 | 41.27
7 201 467 [ 8.78 1 4.07 { 7.63 1357 | 10.00 | 58.72 | 251 3.48 | 3.07 | 2.64 ] 2.33 ) 2.03 | 1.77 | 40.32
8 20| 463 | 8.54 | 3.97 | 7.35} 3.4 9.44 | 57.35 | 25| 3.42( 2.92 | 2.52 [ 217 1 1.85{ 1.58 | 39.45
9 20| 459 [ 8.40 | 3.85 | 7.10 | 3.25 8.94 | 56.13 [ 25| 3.36 { 2.83 | 2.37 | 2.02 | 1.69 | 1.41 | 38.68
10 20| 454 { 8.27 | 3.76 | 6.85 | 3.11 8.48 1 55.01 1 25| 3.30( 2.73 ) 2.26 } 1.87 | 1.54 | 1.27 | 37.97
11 | 20] 4.50 | 8.13 ) 3.65 | 6.57 ) 2.97 | 8.03 | 53.85| 25| 3.24 | 2.64 | 2.13 | 1.73 | 1.41 | 1.15 | 37.30
12 {20]4.46(8.001357|6.37 [ 2,841 7.6t |52.85] 25 3.18 ] 2.56 | 2.04 ¢ 1.62 ] 1.29 | 1.93 | 36.72
13 | 20| 4.42(7.81 {345 613} 2,71 7.18|51.70 ] 250 3.13 {244 190 1.5 1.17-{ 0.92 | 36.08
14 | 20]4.38 7691 3.38|5921]25 | 6.85|50.81 |25 3.08{ 2.3 | 1.83] 1.40( 1.07 | 0.83 | 35.57
15 | 20]4.35{75713.29]5.72|249 6.50]49.92 | 25| 3.02{ 2.29 [ 1.73| 1.31 | 0.98 | .75 | 35.08
Tabla 2.6 Alternativa B
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Si se considera un intervalo de confianza para la media de

2 (s .
0.2 ¢ entonces los costos minimos para los proyectos A y B seréan
P

amplitud

dados respectivamente en las columnas UA y UB de la tabla 2.7.

N R 7 1"2 Ua "oy 0. o Ug
A B
1 B66. 89 -17.02 50. 37 B68. 18 -4.74 63.31
2 | 66.82 | -16.25 | 50.57 | 66.57 | -4.59 | 61.66
3 | 66.28 | -15.70 | 50.58 | 64.72 | -4.46 | 60.26
4 | 85.72 | -15.08 | 50.84 | 63.02 | -4.34 | 58.68
5 | 65.20 | -14.61 50.59 | 61.52 | -4.22 | 57.30
6 64.76 -14. 17 50. 58 60.05 ~4.12 55.93
7 64.30 -13.79 50.51 58.72 ~4.03 54.69
8 63.85 -13.44 50. 41 57.33 ~-3.95 53.38
9 63.43 -13.13 50. 30 56.13 -3.87 52.26
10 63. 06 -12.87 50.18 55.01 -3.80 51.21
11 62.68 -12.62 50. 06 53.85 -3.73 50. 12
12 62.35 -12.40 49.95 52.85 | -3.67 43. 18
13 61.96 -12.20 49.76 51.70 ~3.61 48.09
14 61.66 -12.02 49.64 50.81 -3.56 47.25
15 61.35 -11.87 49. 48 49.92 -3.51 46. 41
Tabla 2.7
En la figura 2.4 se muestra el comportamiento de los beneficios,

para el caso determinista como para el aleatorio, se

i= T4 se

elegiria

la alternativa B desde

determinista y la A para el caso aleatorio.
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Versién aleatoria de la relacién beneficio-costo. Si al calcular el
cociente Z del valor presente X de los beneficios entre el costo total
Y asociado a un proyecto, se considera que X y Y son variables
aleatorias con densidad conjunta fXY(x,y) sera necesario determinar la
funcién de densidad de la relacién beneficio-costo Z que es una

variable aleatoria.

Para resolver este problema considérense las variables aleatorias X y

Y con densidad conjunta f (x,y) y las funciones:

XY

Zz =g (X, Y) W=nh (Xf Y) (2.1)

la densidad conjunta de Z y W puede obtenerse en términos de fX Y(x,y)

con base en el siguiente teorema.

Para determinar f (z, W) se resuelven las ecuaciones:

Z,W
z2 =g (x, ¥) w=nh (x, y) (2.2)
para lograr que x y Yy queden expresadas en términos de z y Ww. Si
(xl, yi),..., (x,y),..., son todas las soluciones reales de estas
n n

ecuaciones, esto es si:

g(xi, yi) =z, h(xi, yi) = W

entonces fZ w(2, W) esta dado por

f (x , y.) f (x , vy )
f (z, w) = X, Y 1 1 X, ¥ n LI (2.3)

Z, W

+ ...+

[x . ¥ )| [Jx oy )|
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en donde:

dg(x,y) 3g(x,y)
3 x a vy
J(x, y) = (2.4)
dh(x,y) dhix,y)
8 x 3 vy

es el jacobiano de la transformacién (2.2) y tanto las X, como las Y,

son funciones de z y de w.

Si para ciertos valores (z, w) las ecuaciones (2.2) no tienen

soluciones reales, entonces fz w(z,w) = 0.

Obsérvese que este teorema también puede. usarse para obtener Ila
densidad de una funcién Z = g (X, Y) de dos variables aleatorias X vy
Y, para ello basta aplicarlos considerando W= X 0 W = Y lo que

conduce a la densidad conjunta f (z, w) y, conccida ésta, puede

Z, N
obtenerse la densidad marginal de Z mediante:

£,(2) = r®r (z,w) d w
-

Z; W

en este caso, se dice que W es una variable auxiliar. Ademas, si X es
una v.a. y Z = g(X) es una funcién tal que g(x) es diferenciable y
estrictamente creciente o decreciente en un intervalo T € R, entonces

(2.3) se reduce a:

dx

fz(z) = fy [ x (2)] ' I

i , zeg (T)
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De esta manera si Z = X/Y es la relacién beneficio costo y X e Y son

variables aleatorias con densidad conjunta f (x, y) para obtener la

XY
funcién de densidad de Z se aplica el teorema anterior como sigue:

Si se hace

el sistema

tiene la solucién uUnica:

X =2z W y =W (2.5)

IESIPIN IE R T R
y Yy
0] 1
por lo que al aplicar (2.3) resulta:
o (z,w) = | w | fX,Y (z w, W) (2.8)
Yy en consecuencia:
£, (2) =7 | w| fy y (2w W) dw (2.7)
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Si se supone que X y Y son independientes, entonces

fXY (x,y) = fx (x) fY(y) por lo que (2.6) y (2.7) quedan

respectivamente como sigue:

fou (z,w) = | w | fy (z w) £, (w)
o (2.8)
f, (z) = A | w | £y (z w) £, (w) d w
Cabe observar que ‘en las expresiones (2.6) y (2.8) se ha
supuesto - ®w < Z < w® pero si 2 es la relacién

beneficio-costo, entonces z, w > 0; por lo que en ellas deberia
reemplazarse ] W l por w y cambiar en los limites de integracién -

por O.
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3. ANALISIS MARGINAL

3.1. FUNCION DE PRODUCCION DE UNA INDUSTRIA (Caja Negra)

Considérese wuna industria que usa m factores para fabricar P

productos, a la funcién definida implicitamente por la ecuacién:

se le llama funcién de produccién de la industria donde:

2 0 son los productos (cantidad de unidades)

N
il

2 0 son los factores (cantidad de unidades)

>
I

y constituyen el dominio de 1a funcién de produccién.

3.2 PRODUCTO MARGINAL

Se entiende por producto marginal del producto a con respecto al
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factor b a:

_ 8 a - _
PMab X (a=1,..., p; b=1, , m)
b
d q
o xb
PMab =3 Q
0 2z

El producto marginal mide el cambio en la produccién del producto Za
al variar el factor Xb cuando el resto de los factores y productos se

mantienen constantes.

3.3 TASA DE SUSTITUCION TECNICA

Se entiende por tasa de sustitucién técnica entre dos factores a y b

a:

a q
e xa 3 xb
TSTab =T g X = J @
b
d X

y mide al numero de unidades de un factor requeridas para mantener
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constante un flujo de productos cuando se elimina una unidad del otro

factor.

3.4 TASA DE TRANSFORMACION DE PRODUCTQS

Se entiende por tasa de transformacién entre los productos a y b a:

8 o
Io} za Io} zb
TP =" 57 =~ 5 %
b
J z

y mide al nuimero de unidades de un producto que pueden obtenerse
cuando se reduce una unidad de la fabricacién del otro, manteniendo

constante el flujo de factores.

3.5 HIPOTESIS EN QUE SE BASA EL MODELO

a) La industria posee un proceso productivo capaz de transformar un

maximo de m factores en p productos.

b) Existe una funcién de produccién que relaciona un conjunto de
factores independientes con un conjunto de productos

independientes.

c) La funcién de produccién es tal que la cantidad fabricada, para
un producto dado, representa la cantidad méxima de dicho producto
que puede ser fabricada a partir de los factores cuando 1la
fabricacién de los restantes (p - 1) productos se mantienen en

cantidades especificas.
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d)

e)

f)

g)

h)

Solo

a)

La naturaleza de la funcién de produccién ha sido predeterminada
por un conjunto de decisiones técnicas por parte de los

ingenieros de la industria.

La funcién de produccién estad caracterizada por: productos
marginales decrecientes para todas las combinaciones
factor-producto; tasas de sustitucién técnica decrecientes para
dos factores y tasas de transformacién de productos crecientes

entre dos productos.

Todos los factores y productos son perfectamente divisibles.

Los parametros que determinan la funcién de producciétn de la

industria son constantes para el intervalo de tiempo considerado.

Los parametros no son variables aleatorias.

se presentan conclusiones; se distinguen cuatro casos:

Competencia perfecta tanto para la compra de factores como para
la venta de los productos. Se dice que la competencia es perfecta

si se cumple que:

i) el producto de una industria es idéntico al producto de
cualquier otra en el mercado.

ii) existen suficientes industrias como para que ninguna de
ellas pueda influir los precios en el mercado.

i1i) existen suficientes consumidores como para que ninguno de
ellos pueda influir los precios en el mercado.

iv) las industrias y los consumidores tienen completa libertad
de entrar o salir del mercado.
v) tanto las industrias como los consumidores conocen

perfectamente la calidad y naturaleza del producto en el
mercado.
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b)

c)

d)

vi) no existen arreglos ni entre las industrias ni entre los
consumidores.

Competencia imperfecta, tanto para la compra de los factores como
para la venta de productos (monopsomio, monopolio, duopolio,
oligopolio o competencia monopolista). Oligopolio es la forma de
organizaci6én del mercado en la cual hay pocos vendedores de un
articulo (competencia monopolista). Si solo hay dos vendedores,
se tiene duopolio. Si el producto es homogéneo (por ejemplo,
acero, cemento, etc.), se tiene un oligopolio puro. Si el
producto es diferenciado (como automéviles, cigarrillos, etc.),
se tiene un oligopolio diferenciado. El monopsomio es el caso en
que sb6lo existe un comprador del producto mientras que en el

monopolio solo se tiene un vendedor.

Competencia perfecta para la adquisicién de factores, e

imperfecta para la venta de productos.

Competencia imperfecta para la adquisicién de factores y perfecta

para la venta de los productos.

Se hara uso de los siguientes indicadores:

TTP = tasa de transformacién de productos ( - 'ETE;L_»)

. . 2 7 . a
TST = tasa de sustitucién técnica ( - Fx )

4z
a

9 x
b

PM = producto marginal ( )

P = precio en el mercado

¢ = costo (de la ecuacidédn de costo)
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IT = ingreso total
I¥ = ingreso marginal de un factor ( —§7§%}l— )
b
cHF = costo marginal de un factor ( —%53;— )
b

Las condiciones para una operacién 6ptima de la empresa resultan:

CASO TTP PM TST
Jd z 8 z C Jd X
a Pa b c = p b a b
P 8 z a b dX c - 8 x
b a a b a
IMa 8 zb 8 zb cura 0 xb
b M 3z CHF = M, 3% cCMF 8 x
b a a a
M J 2 g 2z c g X
c a - b c = IX b a - b
IM 4z a b 8 X C 8 x
b a a b a
P g z Jd z CMF d x
d 2. b CMF = P b 2 .. b
P d z a 3 x CMF 3 x
b a a b a

EJEMPLO (Riggs). Se dispone de los registros mensuales de gastos de
operacién e ingresos de una plahta. La grafica resultante se muestra
en la figura 3.1 (a). Esta grafica parece indicar que conforme las
salidas crecen los costos marginales se incrementan y el ingreso
disminuye. Lo anterior, fue ratificade al obtener las ecuaciones para

las curvas que mejor se ajustan a los datos.

El precioc de venta de las unidades terminadas varia de acuerdo con

P = (100 - 0.001 n) pesos por unidad. El comportamiento del precio se
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Figura 3.1
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atribuye a los descuentos que se otorgan a pedidos al mayoreo. Se
considera razonable que los costos fijos sean de 200,000 por mes y
también se considera competitivo el que los costos variables estén

dados por V = 0.005 n + 4 por unidad.

La planta fue diseflada para producir 12,000 unidades mensuales.

Asimismo, se ha observado que la mayoria de las veces las utilidades y
las pérdidas mas pequefias ocurren cuando se trabaja arriba de la

capacidad de disefo.

Se desea estimar con base en los datos disponibles, las salidas que
producen la maxima utilidad, el minimo costo unitario promedio y los

puntos de equilibrio.

la maxima utilidad se presenta cuando el ingreso marginal es igual al

costo marginal, los cuales estan dados por:

d (nP) _ _ d(100n - 0.001 n®)

INGRESQ MARGINAL =
dn d n

= 100 - 0.002 n

2
COSTO MARGINAL = d(nan+ F) . _d(0.005 nd+ﬁn+200.000) - 0.01n + 4

y consecuentemente la utilidad es maxima para:

100 - 0.002 n = 0.01 n + 4

O sea
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96

= —’m = 8,000 unidades

Para una salida de 8,000 la utilidad es:

N
|

_ _ 2_ 2_ _
s000 = BClggge= [100 n - 0.001 n"-0.005 n’- 4n - 200,000]g, .o

2
[- 0.006 n + 96 n - 200,000]g, . = $ 184,000

La salida correspondiente a utilidad maxima también puede localizarse
en el punto donde la utilidad marginal es nula, segin se muestra en la

figura 3.1 (b); analiticamente:

2
UTILIDAD MARGINAL = dN _ d(~-0.006 n~ + 96 n - 200,000) =0
dn dn
0=~ 0.012 n + 86
- 96 -
n = o013 ~ 8000 UNIDADES

El costo promedic minimo ocurre cuando la salida satisface a la

relacioén
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dv F

= 5 en efecto, pues: CT = nv + F
dn n F
CP =V + —
n
v F
dn n2
0.005 n® = 200,000
n = 86325 UNIDADES

El costo promedio para n = B325 se obtiene de la férmula

0.005 n° + 4 n + 200,000
n

y da por resultado 687.20 segin se muestra en la figura 3.1 (b).

Las salidas correspondientes a los puntos de equilibrio se obtienen

igualando la utilidad bruta a cero; esto es:

Z=0=- 0,006 n° + 96 n - 200,000

y resulta B1 = 2477 y B2 = 13,833 unidades segun se muestra en la

figura 3.1 (b).

La idea de que un conjunto de recursos disponibles da 1lugar a
diferentes combinaciones eficientes (de 1los mismos) con objeto de
obtener un cierto nivel de produccién es basica en el Analisis de
Inversiones. El uso de isocuantas es por tanto fundamental, definir su

variacién mediante 1las pendientes de las tangentes (tasa de
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sustitucién técnica), adquiere también especial importancia, asi como
recordar que es el cociente de los productos marginales de 1los

recursos.

3.6 MODELO PARA EL PROCESO DE TRANSFORMACION DE RECURSOS

Ahora bien, el criterio para seleccionar el disefio mas econémico o 1la
asignacién de recursos mads racional es indudablemente recuperacién
maxima. Se entendera por recuperacién méxima, lo que para el Analisis
Marginal es la ganancia maxima, o sea, el maximo incremento neto

obtenido de transformar recursos en servicios o bienes.

Se puede entonces proponer como modelo para el proceso de
transformacién de recursos el siguiente. Aclarando que es

determinista estatico, no lineal y de optimizacién.

max II =V {z) - h (x)
. e
s.a. .
- . —_—
z = z (x) )
_
donde:
z = cantidad del producto por obtener
V(z) = valor del producto z
x = cantidad del o de los recursos usados
h(x) = valor de los recursos usados
z(x) = funcién de prdduccién utilizada
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n = valor neto del proceso de transformacién

Obsérvese la analogia con el modelo de monopolio cuando en vez de h{x)
(ecuacion de costos) se usa h(z) funcién de costo. Nétese que el
concepto valor de un recurso corresponde al de costo de un factor

antes definido por el Anadlisis Marginal.

El problema de optimizacién central en el Analisis de Inversiones,

antes planteado, da lugar a dos problemas:

a) Minimizar el costo de los recursos usados para lograr un nivel de

produccién z.

b) Maximizar el nivel de produccidén cuando el presupuesto o el nivel

de recursos esta f1ijo.

También es conveniente distinguir entre los dos problemas anteriores,
el primero es de optimizacién del proceso de produccién y el segundo,
es de optimizacién de la seleccién de alternativas en donde es

necesario balancear costos y beneficios.
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4. ANALISIS EFECTIVIDAD-COSTO

4.1 DESCRIPCION

Como se ha visto el Analisis Marginal se ocupa de relacionar los
factores de la produccién con los productos terminados, de buscar las
condiciones de operacién 6ptima para la industria de acuerdo con el

mercado.

Considerando ahora un sistema, ahi se tratard de adjudicar recursos a
alternativas de proyectos, de transformar valiosos recursos en aun mas
valiosos productos, v.g. transformar materiales, servicios de mano de

obra, espacio, servicios de equipo en unidades habitacionales.

Al analista de sistemas le interesa por tanto, identificar cémo las
alternativas de disefio afectan al valor del proceso de transformacién

de los recursos y buscara optimizar dicho proceso.

El valor del nivel de efectividad o producto de un sistema piblico no
siempre es posible definirlo objetivamente, generalmente no producen
bienes que se vendan en un mercado competitivo. Para estos sistemas
el analista no puede determinar objetivamente el nivel éptimo del
producto o la efectividad o6ptima de disefio. Su papel consistira en
suministrar al ejecutivo la funcién efectividad-costo. Si por el
contrario, costo y efectividad pueden compararse objetivamente;

entonces, el analista debe determinar el mejor nivel de efectividad.
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El mejor nivel de produccién es por definicién un punto en la
trayectoria de expansién y por tanto, un punto en la curva
efectividad-costo, que se determinarda por las técnicas Analisis
Marginal. La solucién sera lograr ingresos marginales iguales a costos

marginales.

Se mencionarad como otra aplicacién del Andlisis Marginal al Analisis
de Sistemas, los llamados Estudios de Cambios o variaciones (Tradeoff
Analysis). El cambio entre dos recursos estad medido por su tasa de
sustitucién técnica, que como es sabido, es el cociente de sus
productividades marginales. El cambio (tradeoff) es entonces la tasa
a la que un insumo puede ser sustituido por otro manteniendo el mismo
nivel de producto o efectividad de disefio. Para el mejor disefio esta
fraccién debe ser igual al cociente de los costos marginales de los

factores usados.

De esta manera el analista:

a) determinarda un disefio particular que es técnicamente

eficiente.

b) calculara el cociente de las productividades marginales de

los recursos empleados en ese disefio, asi como sus costos.
c) buscard otro disefio que incremente el uso de los recursos
con la mayor productividad y disminuya el uso de recursos

con la menor productividad.

d) continuara de esta manera.

4.2 APLICACION (de Neuphville)

En una determinada zona urbana, en la que se estd realizando un
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estudio de Ingenieria de Transito, se analiza la posibilidad de
realizar mejoras en las condiciones de trafico de 1la red de
transporte, tendientes a disminuir el numero de los accidentes que

ocurren en los cruces ferroviarios de la red.

Para los fines del analisis, se ha dividido la red en seis categorias

de trafico, cuyas caracteristicas aparecen resumidas en la tabla 4.1.

Se han propuesto cuatro opciones de solucién, cuyos costos anuales

se presentan en la tabla 4.2.

Obviamente, la medida de efectividad mas adecuada para la evaluacién
de las alternativas es el numero esperado de accidentes en un cruce al

escoger una cualquiera de ellas.

gégchgﬁEg?glﬁgégg PROMEDIO DEL | NUMERO DE | NUMERO

CATEGCRIA DE TRAFICO DIARIO NUMERGC DE VIAS EN DE
(VEH/DIA) TRENES EL CRUCE CRUCES

1 35 000-50 000 20 1 3

2 15 000-35 000 20 1 27

3 0-15 000 20 1 23

4 35 000-50 000 75 2 27

5 15 000-35 000 75 2 83

B 0-15 000 75 2 22

Tabla 4.1
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ALTERNATIVA DESCRIPCION COSTO MEDIO
ANUAL
1 BARRAS CRUZADAS 42
2 LUCES INTERMITENTES 1 995
3 BARRERAS AUTOMATICAS 4 235
4 PASOS A DESNIVEL 87 800

Tabla 4.2

Con objeto de cuantificar dicha medida, se aprovecharon los estudios
de regresién efectuados por Newman para establecer una expresién que
relacionara el numero de accidentes con una serie de caracteristicas

fisicas de un cruce ferroviario. Dicha expresién es de la forma:

NEA = ag + a, X, + ... +a . X,
donde:
NEA - numero esperado de accidentes en un cruce ferroviario de
una red urbana.
x1 - valor del promedio anual de trafico diario/100
X, -~ numero de vias en el cruce.
Xy visibilidad horizontal (su valor tipico es 20).
X, - promedio del numero de trenes diarios.
X, factor del angulo de cruzamiento (su valor tipico es 9).

49




X, tipo de aproximacién (su valor tipico es 5).

x, - visibilidad diagonal (su valor tipico es 5).

Los valores de los coeficientes a; para cada una de las alternativas

de prevencién en estudio se consignan en la tabla 4.3.

0] 1 2 3 4 S 6 7
BARRAS CRUZADAS|-0.0978| 0.0014; - -10.0018)0.0164 |0.0096 - 0.0153
LUCES INTERMIT. | 0.0131| 0.0008| 0.0145 = 0.01G7 - 0.01780.0151
BARRERAS AUTOM. {-0.2469|-0.0018~0.0421)0.0093!0. 0096 - = 0.0812

Tabla 4.3

Mediante la sustitucién de 1los parametros a, por los wvalores
correspondientes a cada una de las seis categorias de la red urbana y
considerando como promedio anual de trafico diario, el limite superior
de su intervalo de variacidn; se obtienen para el numero esperado de
accidentes anuales en un cruce (NEA) los valores que se muestran en la

tabla 4.4.
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ALTERNATIVA

CATEGORIA 1 2 3 4
1 1.12 0.85 -0.40 0
2 0.91 0.72 -0.13 0
3 0.63 0.54 0.22 0
4 2.03 1.45 0.08 0
5 1.82 1.32 0.35 0
6 1.54 1.14 0.71 0]
Tabla 4.4

Es evidente que para el caso de pasos a desnivel el NEA sea cero, ya
que esta alternativa consiste en la eliminacién del cruce que es la

causa que motiva los accidentes.

Al considerar el numero de cruces que se presentan en cada categoria,
se obtienen los valores mostrados en las tablas 4.5 y 4.6 que se
refieren respectivamente al total esperado de accidentes por afic y al

costo total de cada alternativa.
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ALTERNATIVA

CATEGORIA 1 2 3 4
1 3.36 2.56 -1.2 0
2 24.6 18.5 -3.5 0
3 14.5 12.5 5.1 0
4 5.5 39.1 2.1 0
5 15.1 10.9 2.9 0
6 33.8 25.1 15.5 0 J

Tabla 4.5. Total esperado de accidentes anuales.

ALTERNATIVA
CATEGORIA 1 2 3 4
i 1 126 5,985 12,700 283,000
2 1,130 53, 800 114,500 2’380,000
3 865 45,800 97,500 2’020, 000
4 1,130 53, 800 114,500 2’380, 000
5 3,480 165, 000 351, 600 7’ 300,000
6 925 44,000 93, 500 1’910, 000
Tabla 4.6. Costo total de cada alternativa.
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Se observa que en cada categoria se puede emplear una cualquiera de
las cuatro alternativas propuestas; de esta manera, asociando en forma
aleatoria a cada categoria una alternativa especifica, se puede formar
una combinacién de seis parejas que integraran lo que se denominara un

plan o estrategia.

El numero total de planes o estrategias factibles, es Jigual a
4° = 4096. En donde 4 es el nuUmero de alternativas propuestas y 6 es
el numero de categorias en que estd dividida la red urbana. Para
evaluar tan solo aquellos planes o estrategias que presenten las
caracteristicas de efectividad y costo mas relevantes dentro

del conjunto de scluciones factibles, se procede como sigue:

- Se analiza primeramente la combinacién de menor costo posible,
que resulta ser también, para este ejemplo, la de menor

efectividad.

- A partir de este plan, se investigan los incrementos en costo y
en efectividad que resultan de escoger, dentro de una misma
categoria, a cada una de las otras alternativas no tomadas en

cuenta con anterioridad.

- Si se dividen cada uno de 1los incrementos de efectividad
mencionados, entre sus correspondientes incrementos en costo, los
cocientes que resultan proporcicnan el criterio que permitira
decidir cuil es el siguiente plan a evaluar, puesto que si se
elige el maximo de esos cocientes (considerando todas las
categorias) se estid tomando en consideracién aquella nueva pareja
que proporciona el mayor incremento en efectividad al menor costo

posible.

Este procedimiento termina cuandoc en el ultimo plan considerado se

haya logrado la maxima efectividad posible.
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La aplicacién del proceso antes descrito, se muestra en la tabla 4.7.

En la primera columna aparece la enumeracién ordenada de las parejas
categoria-alternativa (C-A) a combinar para formar un plan (una sola
pareja de las cuatro posibles en cada categoria, puede pasar a formar

parte de un plan).

En las siguientes dos columnas aparecen los valores de efectividad
(NEA) y de costo por cruce, asociados a cada una de las parejas
mencionadas. Dichos valores son 1los elementos de 1la matriz de
efectividad unitaria y de la matriz de costo unitario respectivamente

desarrolladas por renglones.

De la misma manera, las columnas cuarta y quinta son las matrices de
efectividad total y de costo total ya descritas, pero desarrolladas

rengloén por renglén.

El primer plan se forma con aquellas parejas (C-A), que en cada
categoria tienen asociado el costo total minimo. Este primer plan se
presenta en la parte inferior de la tabla, en medio de las primeras
dos columnas encabezadas bajo el titulo PLAN 1; en estas columnas
aparecen los valores de efectividad y costo total de las parejas
elegidas, mismas que se suman en sus respectivas columnas y los
resultados se anotan en el uUltimo renglén de la tabla. Dichas sumas
constituyen las coordenadas correspondientes al punto que representa

al primer plan en la grafica Efectividad-Costo.

En la tercera columna que cae debajo del encabezado PLAN 1 se
calculan, con respecto al elemento elegido en cada categoria, los
incrementos en efectividad que se tienen al cambiar la pareja elegida
por otra cualquiera de las restantes en esa categoria. Estos

incrementos se calculan con respecto a la efectividad unitaria.
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b NEA b NEA 5 NEA b NEA
b COSTO "4 costo & COSTO 5 COSTO
PLAN i I PLAN 2 . PLAN 3 . PLAN 4 s
1710 e 1719 1719
C-A | NEA | COSTO | NEALCR) | COSTOLCR) | NEACCR) | COSTO(CR) |4 NEA |4 COSTO NEA(CR) | COSTO(CR) | NEA |b COSTO NEA(CR) | COSTO(CR) |8 NEA |6 COSTO MEA(CR) | COSTO(CR) |8 NEA |5 COSTO
ERERNIEE 3.36 126 3.36 126 | - - - 3.36 126 | - - - - - - - - -
1-2 | e.es| 1995 2.56 5995 ©.27 | 1953 138 0.27 1953 138 - - - - - -
1-3 [-0.40] 4235 -1,2 12700 1.52 | a1e3 [ 3¢ V.52 | 4193 | 304 -1.2 12700 - - - -1.2 12700 | - - -
1~ o 87900 ) 263000 1.12 | esse 12 1.12 | 87858 12 -0.40 | 83665 | -4 - |40 | B8365( -4
-1 [ eo &2 24,6 1130 24.6 e | - - - 24.6 3 |- - - 24,6 113 - - - 24.6 13 | - - -
2-2 | e.72] 1995 19.5 53808 ®.19 | 1953 98 e.16 | 1953 %8 @19 | 1953 | o8 e.19 | 1953 | 9.8
2-3 |-0.13] 4235 -3,5 114500 1.04 | 4193 | 248 .06 | 4193 | 248 I.o4 | 4193 | 248 .04 | 4193 [ 24be
2-4 o| 87%0¢ e | 2380000 ©.91| 87858 ¢ ¢.91 | 87858 8 e.72 | 87856 8 e.72 | 87858 8
1 [ee] <2 14.5 %65 16.5 985 | - - - 14.5 %5 | - - - 14.5 965 - - - V4.5 %5 | - - -
3-2 | ¢.5¢] 199% 12.5 245800 2.65 { 1953 26 0.05 | 1953 46 .09 | 1953 | 4 ©.09 | 1953 46
3-3 | e.22] 4228 S 97508 ¢.4) 4193 98 ¢.4) 2193 %8 .41 4193 | 98 e.41 4193 98
s | E6792¢ ¢ | 2¢2e000 €.63 | £7858 8 .53 | 87858 7 ©.63 | B7858 7 ©.63 | 87858 7
- [ z03] @ 55 11% 5 i3 | - - - - - - - - - - - -
42| i.¢5] 1595 3G 53800 ¢.56 | 195z | 257 - - - - - - - - -
4-3 <.ed 4238 2.1 1i45¢e §.95 4793 285 2. 114508 - - - 2.1 114508 - - - 2.} 114582 - - -
iz ¢| e7see ¢ | 2380000 2.03 | E£7858 23 ¢.08 | 83665 | .9 i ©.88 | B3665 .9 .08 | 83665 )
s-i [ rex] 42 151 3482 15! 386 | - - - 151 3d8e | - - - 151 3480 - - - - - -
-2 | 1.321 1605 165 155200 e.5 | 1gs3 | 286 .52 1953 | 255 e.5 1953 | 256 - - -
s-3 [ eoas[ ¢oas 26 51000 1.7 | o3| 25¢ V.47 | 4183 | 35 1.47 | 4193 | 350« 25 35000 | - - -
s-c ¢] 750 e | 7302080 1.Bx | £7esE zi V.B2 | B725E 2i 1.82 | e785e | 2t €.35 | 8365 4
& | 5| 42 3.8 522 3Lt g5 | - - - 3.8 s | - - - 238 525 - - - 33.8 %25 | - - -
€2 | t.e| 1988 25.° c2g0e 2.ar | 883 | 225 ¢.ac 1955 | 2e5 ¢.4¢ 1953 | 225 ¢.ae 1953 | 205
€3 | €.71] 428 15.5 93502 | e.e2 ] a9 ‘98 ©.63 | 495 | 198 ¢.83 | 4193 | 198 e.82 | 4193 198
6t AIEED ¢ 191000¢ ] V.54 | E7658 18 1,53 | a78se 18 V.54 | 87858 18 1,56 | 67858 18
| 2625 | 7755 | i 226.4 121125 1 2266 | 133700 | 102.8 | 4BI22¢ | [
PCIONSS QUZ FORKAN {1-1) (t-1) — (1-3) (1-3)
LA C ESTRATEELA (2-) 1) (2-1) 1)
(3-1) (3-9) (3-1) (3-1)
(4-1) — (4-3} (4-3) (4-3)
(5-1) (5-1 51 — (53
(6-13 {6-1) (6-1) (&1
SO.UCTON DE
MINIMD COSTC
Tabla 4.7 (continfa)







b NEA 3 NEA b NEA s NEA
& COSTO |2 cos10 & COSTO & 0510
PLAN 5 . PLAN & . PLAN 7 . PLAN 8 .
1710 1710 /1@ 10
C-A | NEA | COSTO | NEACCR) | COSTO(CR) | NEACCR) | COSTO(CR) |& NEA |b COSTO MEACCR) | COSTOICR) |& NEA |b COSTO NEA(CR) | COSTO(CR) |b MNEA [A COSTO NEALCR) | COSTO(CR) |b NEA [b COSTO
-1 | 12| a2 3.3 126 z z z z - - B . - - N -
1-2 | 0.85] 1095 2.5 5905 = s - B - N B N - - - -
1-3 |-¢.40] 4235 1.2 12700 9.2 w270 | - - - Q1.2 12700 | - - - 12| 12700 - - - 0.2 12700 | - N -
1-4 o| 879900 ° 263000 Z0.40 | 83665 4 “e.4e | 83665 -a .40 | 83665 | -4 0.4 | 83665 | -4
2-1 | 0.91| a2 24.6 113 - = . z z . - - . - - -
22 | €.72] 1695 19.5 53600 N - . . - N N N N z - -
2-3 1-0.13 4235 ~3.5 114506 -3.5 114500 - - - -3.5 114506 - - - ~3.5 114500 - - - -3.5 114500 - - -
2-¢ 0| 8790¢ 0| 2380000 .13 | 83665 2 Te.13 | B3665 2 “e.13 | B%s5 | -2 2.13 | 8365 | -2
- €.63 42 14,5 965 14.5 9es - - - 14,5 955 - - - 14,5 9¢s - - - - - -
32 | 0.54] 1995 12.5 45800 ¢.09 | 1953 ) .05 | 1953 I ¢.0o | 1953 | 46 - - -
33 | 6.22| 4235 X 57500 ¢z 2103 9% ¢. 193 % c.a1 | 4oz | oer s orsee | - - N
34 o] 879%¢ ¢ | 2t20000 .63 | 87E6 7 ¢.63 | 87858 7 0.63 | €785 7 ¢.22 | 6355 3
-1 | 2.03] <2 55 113 N = - - - z - - = : - -
-2 | 1.45| 1995 39,1 53600 N N . = - . N R = . - N
43 | c.e8| 4235 2.3 114500 et | - - - 2.1 1esee | - - B 2,0 | 114560 . . - 20| tiesee | - - -
) ¢| 57%e ¢ | 2380000 ¢.06 | 63685 ) .08 | 83565 K c.08 | 8355 .9 .08 | 83665 | .9
S E TSt 3480 . . = = . . " N . n " "
52| +.32] 's%% Tec 16500¢ - - " . . . . . . . . T
St | .35 4235 20 35100¢ % s1e0e | - - . 2 3sieee | - - - 29 | 251060 - - . % | 3siee | - B N
52 ¢ e750¢ ¢ | 73000c ¢.35 | e3ess Z .25 | edees P .35 | 63858 P ¢.35 | e3%e5 <
&1 | .5¢] &2 33 € 25 e 25 | - - N B - — z z N B N -
6z | 104 25, 4000 . - 25 251 00t | - - - - - - - - -
63 | €. 93500 ¢.a3 | 2024 | 198 ¢.a3 | 224t | s 15.5 | 93¢ - - — 15.5 cisee | - - -
€-4 e 2 15ie2ee 14 259zs 18 e £e59es 13 e.7 83885 < ¢.71 83685 [
] | ] 757 | 545 | eee | eaees | | st.c| 687185 [ 4.0 7ese |
CPCIONES QU FORKAN (-3 (1-3 (4-3} (1-3)
A reTaITERT
EL PLAX O ESTRATEGIA L . 5 o3
(3-1; (3-1) (3-1) — (33
(4-3} (4-3) {4-3) (4-3)
(-3) (53 5%) (3)
=) 62 ) (63) (-3
SOLLCTON D2
KINIMO (OS50
Tabla 4.7 (continfa)
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5 NEA A NEA
PLAN 9 ACCSIC PLAN 10 ACOSIO PLAN 11
1710 /e
C-A | NEA | COSTO | NEACCR) | COSTO(CR) | NEA(CR) | CCSTO(CR) |A NEA [A COSTO NEA(CR) | COSTO(CR) |& NEA |b COSTO NEA(CR) | COSTO(CR)
-1 112 42 3.36 126 - - - - -
1-2 | 0.85] 1995 2.56 5995 - - - - -
1-3 [-0.40} 4235 -1.2 12700 -i.2 12709 - - -2 127920 - - - ~1.2 127232
-4 8{ 87980 ) 263000 -0.40 | 83685 -4 -0.40  B3SES -a
-1 | e 42 24.6 1130 - - - - -
2-2 | 0.72] 1595 19.5 53800 - - - - -
2-3 |~0.13] 4235 -1.5 114500 -3.5 114500 | - - -31.5 114500 | - - - -3.8 114500
2-4 3| 67502 ) 2380202 -5.13 | 8388 -2 -2.12 | eaess -2
-1 | e.63] 4.5 965 - - - - -
3-2 | 0.54] 1995 2.5 45800 - - - - -
33 | 0.22] 4235 5.1 97500 5.1 97500 | - - s.1 97500 | - - -
3-4 o| 87500 [} 2020000 2.22 | 83665 3 2.22 | 83665 3w P 1228223
a1 2,93 @ 55 1130 - - - - -
4-2 | 1.a5] 1995 9. 53800 - - - -
4-3 | 2.28] 4235 2.1 1145990 2.1 114500 - - 2.1 114502 - - - 2. 145e9
4-4 | 8750 o | 220000 2.28 | 23385 .G 2.98 | 33ees 9
- .e2| a2 151 3488 - - - - -
s-2 | 1.32] 1985 109 165000 - - - - -
53 | 2.35] 4235 29 351000 2 351000 | - - - - -
S-4 o 87590 7300000 0.35 | 83665 an 2 7300000 | - - - ) 7330000
i | t.se] a2 33.8 925 33.8 925 | - - - - -
5-2 1.14 1695 253 44200 - - - - -
s-3 | 0.71] 4235 15.5 93500 - - - - -
6-4 @] 87900 1910000 '] 1510009 - - 2 1910000 - - - 2 1910000
[ ] | 3.5 2600290 | ] | 25 9549200 | 2.6 | 11471700
OPCIONES QUE FORMAN (1-3 (1-3) (-3
EL PLAN O ESTRATEGIA (2-3) (2-3) (o3
(3-3) (3-3) — (34)
(4-3) (4-3) (4-3)
(5-3) — (54 (5-4
— (6-0) (6-4) (6-4)
SOLUCION DE
WINIMO COSTO
Tabla 4.7 (concluye)
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En la cuarta columna se calculan los correspondientes incrementos en
costo, también con respectc al unitario y, finalmente, en la quinta
aparece, expresado en millonésimos, el cociente de dividir el primer

incremento entre el segundo.

El valor maximo de dicho cociente (tomando en consideracién a las seis
categorias), se marca con un asterisco, y la pareja a la que
corresponde sustituye a la elegida anteriormente dentro de la
categoria que le haya tocado, para formar el nuevo plan. Obsérvese que
en cada plan solo se efectia un cambioc a la vez con respecto al
conjunto anterior. La pareja que ha sido tomada en cuenta para
sustituir a la de su misma categoria en el plan anterior, se sefiala
con una pequefia flecha en la descripcién simbdlica de las copciones, en

la parte inferior de la tabla.

Cualquier pareja que haya sido elegida con anterioridad para formar
parte de un plan, gqueda automdticamente descartada para cualquier
eleccién posterior; ademas, carece de sentido el considerar cualquier

pareja que no represente un incremento positivo en la efectividad.

El numero de planes relevantes extraidos de este analisis, fue de 11.
Obsérvese que después del ultimo plan considerado, ya no se tiene

ningtn incremento en la efectividad al incrementar el costo.

En la tabla 4.8 aparecen las parejas (NEA, Costo total) para cada uno
de los 11 planes, y la graficacién de estos valores se muestra en la

figura 4.1
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[_ PLAN NEA TOTAL COSTO TOTAL
1 282.6 7,756
2 228.4 121, 126
3 224.8 133, 700
4 102.8 481, 220
5 74.7 594, 530
6 66.0 637,665
7 56. 4 687, 165
8 47.0 783, 700
9 31.5 2’600, 200

10 2.5 9’ 548, 200
11 - 2.6 11’471,700
Tabla 4.8

Se observa que si el limite presupuestal anual para el proyecto es de
hasta un millén, el mejor plan es el 8, consistente en la instalacién
de barreras automaticas en los cruces de todas las categorias de

trafico en que esta dividida la red urbana.

Sin embargo, si el presupuesto es mayor del millén, 1la mejor
estrategia es el plan 9 que consiste en la instalacién de barreras
automaticas en todas las categorias, exceptuando la sexta en la que se
deben construir pasos a desnivel en sus 22 cruces. La razén de esta
preferencia es que para un incremento razonable de costo aumenta la

efectividad del proyecto en casi el 20%.
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5. ANALISIS DE ACTIVIDADES

5.1 INTRODUCCION

El analisis de actividades, dentro de las técnicas microeconémicas,
permite no so6lo sustitucién sino también complementaridad sin perder
la ley de las recuperaciones decrecientes ni las recuperaciones a
escala. Permite trabajar con funciones de produccién menos
restringidas pero presenta el inconveniente de la linealidad. Ofrece a

cambic el usc de las técnicas lineales de optimizacién.

La idea central es el concepto de Actividad entendiéndose por ella un

proceso de transformacién de factores (recursos) en productos. Las
actividades o variables intermedias entre 1insumos y productos,
representan procesos (cambios) alternos mediante los cuales se obliga
la combinacién de los recursos. En la practica, de hecho sdélo se
emplean efectivamente los recursos cuando se usan en una combinacién
especifica. Dado que las actividades pueden representarse mediante
cajas negras (figura 5.1) de las que se obtienen producciones
eficientes, el Analisis de Actividades suministra wuna excelente

metodologia al de sistemas cuyos fines son idénticos.
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Figura 5.1

5.2. AXIOMAS DEL ANALISIS DE ACTIVIDADES

El Analisis de Actividades se fundamenta en los dos axiomas basicos

siguientes:
5.2.1. Axioma de la proporcionalidad

Por proporcionalidad se entiende que si una actividad puede ser
operada a un nivel tipo, también puede ser operada a cualquier
fraccién no negativa o multiplo de dicho nivel, variando los factores
y los productos proporcionalmente. El miltiplo suministra la

intensidad a que dicha actividad sera operada.

5.2.2. Axioma de 1la aditividad

Este axioma implica que si dos actividades se usan conjuntamente en la
fabricacién de un producto, la primera operada a una intensidad X, v
la segunda a una intensidad X, los factores requeridos y los
productos fabricados consistiradn de la suma de los factores y 1los
productos corresponaientes a la operacién individual de la primera
actividad a la intensidad X, ¥y a la segunda a la intensidad X, En
términos econémicos las actividades reciben el nombre de economias
externas y se supone que no existe interaccién entre ellas. De
existir debié tomarse en cuenta en la etapa de disefic de las

actividades.
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5.3. ELEMENTOS EN UN ANALISIS DE ACTIVIDADES

En un problema que implique un analisis de actividades deben

distinguirse los siguientes elementos:

a) Las posibilidades de produccién puramente técnicas.

b) Las limitaciones cuantitativas en los recursos basicos disponibles

en la economia en estudio (factores de produccién primarios).
c) Las metas que deben ser servidas por la produccién.

d) las mejores selecciones que permitan explotar las posibilidades

técnicas coordinadamente hacia un objetivo.

5.4. LA TECNOLOGIA

la formalizacién de las posibilidades técnicas involucra uUnicamente
dos conceptos: el de un bien y el de una actividad. Los bienes deben
ser homogéneos y perfectamente divisibles, bajo esta denominacién se
incluyen tanto los factores primarios (obra de mano, materia prima,
etc.), como los productos intermedios (acero, concreto, etc.) y los

productos finales {(cortinas, puentes, etc.).

Se representara cony, n = 1,2,..., N a la cantidad neta del n-ésimo
n
bien en el sistema productivo, si y es negativo, se tratard de un
n

insumo, cada y representa una tasa de flujo por unidad de tiempo.
n

La k-ésima actividad, k = 1,2,..., K, se representara por un conjunto
de coeficientes a indicando la tasa de flujo por unidad de tiempo
del n-ésimo bien en la k-ésima actividad. Entonces si xk es la
intensidad de dicha actividad, el flujo del bien sera X, ank. De esta

manera los productos netos finales seran:
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K
>
yn = Z ank xk , xk =0, n=1,2, , N
k =1
Al arreglo
a = a
k 1 k
%2 « ,k=1,2,..., K
a
_NkJ

se le llamara actividad basica y al conjunto de actividades basicas:

> |
]
w
o

se le llamara matriz tecnolégica o simplemente la tecnologia.

Los postulados que siguen definen el tipo de tecnologia en estudio.

Postulado A. Es imposible encontrar un conjunte de intensidades
positivas de algunas o de todas las actividades para las que el efecto

conjunto es un producto nulo de todos los bienes.
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Postulado B. Es imposible encontrar un conjunto de intensidades
positivas de algunas o de todas las actividades para las que el efecto
conjunto consista de un producto neto positivo, de por lo menos un

bien sin ocasionar un producto neto negativo para al menos otro bien.

S5.5. EFICIENCIA ECONOMICA, OPTIMO DE PARETO

Se dice que un conjunto de intensidades positivas de algunas o de
todas las actividades, es un arreglo eficiente, si cualquier otro
arreglo que aumente el producto neto de algin bien, implica una

disminucién de algun otro.

Relacionado con la eficiencia, se tiene el concepto de optimalidad de
Pareto. Se dice que una situacidén es un 6ptimo de Pareto cuando es
imposible efectuar un cambio que beneficie a alguna persona sin que

surta efectos perjudiciales para alguna otra.

La eficiencia es pues, un concepto puramente tecnolégico, mientras que
la optimalidad de Pareto, es el concepto correspondiente para las

personas como consumidores.

EJEMPLO 5.1.- Una industria desea definir la intensidad con que deben
emplearse las actividades A1 y A2 con objeto de transformar los

recursos R1 y R2 en un producto P maximo (figura 5.2), si:

R ___*—_ A1 ]
-t
P
e

Rz
>

L— | A f{——]

2
Figura 5.2
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a) Se dispone de cuatro unidades de R1 y de B unidades de Rz'

b) La actividad A1 rinde dos unidades de P por unidad de R1 y tres de

R_.
2

c) La actividad A2 rinde tres unidades de P por dos unidades de Rl y

una de R .
2

Se utilizara la siguiente convencién:

bien 1 = recurso R1
bien 2 = recurso R2
bien 3 = producto P

De esta manera las actividades basicas son:

51 = 1 52 = ( _2
2 13
@
-3 [_1
2 }3
! L 1]
y la tecnologia estd dada por
" [ 1 2 ]
A= T2 "3 R,
3 1
-] 3 R,
1 1 P
L _
a a
1 2
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Si las intensidades de A1 y A2 son 3 y 2 respectivamente, entonces los

productos netos finales de los bienes seran:

yl =

W M N
o
x
H
Q
x
+
Q
b
1
!

N =
w
1
I
\V]
Il
1

o)

El problema se puede resolver graficamente como sigue:

El primer paso es construir el mapa de isocuantas, situando en el eje
Y el recurso R1 y en el X el Rz' En estas condicicnes, las
actividades A1 y A2 quedan representadas por rectas que pasan por el
origen; ya que la tasa de flujo de recursos es constante para cada
actividad (pendiente de la recta) y para una intensidad nula el flujo

también es nulo.

A continuacién se inicia la seleccién de puntos sobre las actividades,
con objeto de disponer de las isocuantas. El enunciado indica que A1
rinde dos unidades de P por una unidad de R1 y tres de Rz’ entonces,
usando el axioma de la proporcicnalidad se tendrda una unidad de P
usando 0.5 de R1 y 1.5 de Rz; el punto (1.5, 0.5) se situa sobre Af
Analogamente para A2 el enunciado indica que para tres unidades de P
se usan dos de R1 y una de Rz; luego, por el mismo axioma para una de
'P se utilizaran 0.67 de R y 0.33 de R. El punto (0.33, 0.B7) se
sitva sobre A2 y se dibuja el segmento de isocuanta correspondiente a

P =1 (figura 5.3).

67




Las isocuantas incluyen segmentos paralelos a los ejes, lo que indica
que cualquier otra adicién de un factor es redundante y no puede

incrementar el producto cuando el otro factor se encuentra fijo.

En la forma descrita y siempre usando el axioma de las proporciones,

se dibujé el resto de las isocuantas.

El tercer paso es dibujar la regién de factibilidad, la que esta
definida en términos de los recursos disponibles: cuatro unidades de
R1 y seis de Rz' Estos datos definen un rectangulo en el mapa. EIl
punto M resuelve el problema. Basta pasar una Iisocuanta por €1 para

obtener que P = 6.8 unidades.

P=5.8

- -

Figura 5.3
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Las intensidades con que deben operarse las actividades estan dadas

por:

x:M___NZ=3_.._'8 Z:]_B
1 LN 2 83 2
LM 7 _45 T _

X "LCN 3 “g3 3 12

Usando los diferentes teoremas, el problema planteado puede expresarse

como sigue:

Maximizar

X + 2 X 2 4 R

1 2 1
<

3 X + X = b R

1 2 2

que es un modelo determinista, estatico, lineal y de optimizacién que
pertenece al dominio de la programacioén matematica. La solucién del
modelo anterior mediante la aplicacién del método simplex se muestra
en la tabla 5.1 y su correspondiente andlisis de sensibilidad en la

tabla 5.2.
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max 2z

+ 2 X 24
2
+ x = B
2
, X 2o
1 2
2 3 0 0]
v.b b X X X X
1 2 3
2 x3 4 1 2% 1 0
6 X 6 3 1 0]
4
Z —-C, 0] -2 -3
J ]
4 X, 2 0.5 1 0.5 0]
1.6 X, 4 2.5* 0] -0.5
z -C 3] -0.5 0 1.5 0]
J ]
x1 .6 1 o -0.2 0.4
X, .2 0 1 0.6 -0.2
zZ -C. .8 0 0 1.4 0.2
i o3

Tabla 5.1
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Anadlisis de sensibilidad

v.b b X X X X
1 2 3 a
2(1+t) x1 1.6 1 0 -0.2 0.4
3 x2 1.2 0 1 0.6 -0.2
z ~-C 6.8 0 0 1.4 0
j
y3 y4 y1 y2
Tabla 5.2 (continua)
2(1+t) (-0.2) + 3(0.6) = -0.4 + 1.8 - 0.4t = 1.4 - 0.4t
2(1+t) (0.4) + 3(-0.2) = 0.8 + 0.8t -0.8 = 0.2 - 0.8t
_ 1.4
1.4 0.4t =0, t = 5 = 3.5
_ _ 0.2 _
0.2 + 0.8t =0, t = o8 = 0.25
2(1+t) =3, t =0.5
2(1+t) =0, t =-1
-0 -1 -0.25 0 3.5
1.4-0. 4t + + + + -
0.2+0.8t - - + + +

-0.25 <t < 3.5
2(1-0.25) < C1 < 2(1+3.5)

1.5 < C1 <9

Tabla 5.2 (continua)
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4(1+t) Y, 1.4 1 0 ~-0.2 0.6
6 Y, 0.2 0 1 0.4 -0.2
z -C 6.8 1.6 1.2

S

4(1+t) ¢-0.2) + 6(0.4) -0.8 + 2.4 -0.8t =1.6 - 0.8t

1t

4(1+t) (0.8) + 6(-0.2) 2.4 - 1.2 + 2.4t = 1.2 + 2.4t

1.6 - 0.8t =0 t =2
1.2 + 2.4t =0 t =- 0.5
4(1+t) = 6 t = 0.5
4(1+t) = 0 t =1
+o -1 =-0.5 0 0.5 2 + ®
1.6 - 0.8t + + + + + -
1.2 + 2.4t - - + + + +

-0.5<t <2
4(1-0.5) < b1 < 4(1+2)

2 < b1 < 12

Tabla 5.2 (concluye)

Obsérvese que el analisis de actividades estd ligado a conceptos del
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andlisis marginal y conduce a problemas de programacién matematica.

También debe observarse que la actividad es un concepto mas especifico
que la funcién de produccién en un Andlisis Marginal. De hecho, una
funcién de produccién es una familia de actividades que usan los
mismos factores y éuministran los mismos productos. Si se comparan dos
valores cualesquiera de la funcién de produccién representan distintas
intensidades de la misma actividad, o bien, representan actividades
diferentes. la funcién de produccién, es entonces, una herramienta
para exhibir y comparar actividades diferentes aunque relacionadas. Lo
que no presenta adecuadamente es la consecuencia de usar diferentes
actividades en paralelo, y estas combinaciones de actividades son

especialmente importantes.

5.6. Comparacién entre los modelos de una industria (caja negra) para
Anadlisis Marginal y para Analisis de Actividades. Esta comparacién se

muestra en la siguiente tabla.

Andlisis Marginal Analisis de Actividades

la industria son fijos y conoci fijos y conocidos
dos.

1. Los precios de los productos de 1. Los precios de los productos son

fijos y conocidos. fijos y conocidos.

2. Los precios de los factores son 2. Los precios de los factores son

maximizar su ganancia sujeta a cia sujeta a las restricciones -
las restricciones técnicas im impuestas por la naturaleza de
puestas por su funcién de pro - las actividades y los factores
duccién. fijos disponibles.

3. El objetivo de la industria es 3. El objetivo es maximizar su ganan
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Andlisis Marginal

Anidlisis de Actividades

4. Dispone de un proceso de produc 4. Dispone de p actividades indepen
cién capaz de transformar un ma dientes capaces de cambiar un ma
ximo de m factores variables en ximo de m factores variables en
p productos una unidad de producto, aungue

puede fabricar mas de un producto

5. Existe una funcién de produccién| 5. Cada actividad esta caracterizada
que relaciona un conjunto de fac por un conjunto de cocientes de
tores independientes con un con- las cantidades de factores usadas
Jjunto de productos independien para lograr una unidad de produc-
tes. to. Estos cocientes son constan

tes e independientes de la inten-
sidad con que se opere la activi-
dad.

6. La funcién de produccién es tal| 6. La intensidad con que use sus ac
que la cantidad de producto fa tividades se encuentra restrin-
bricado para uno dado, represen gida por los recursos disponi-
ta la cantidad maxima de tal pro bles. Los factores son perfecta
ducto que puede fabricarse a par mente divisibles, pero tienen una
tir de cantidades de factores - cota superior.
previamente especificadas, cuan-
do los restantes p-1 productos -
permanecen fi jos.

7. La naturaleza de la funcién de 7. La naturaleza de las actividades
produccién fue previamente deter ha sido predeterminada por un con
minada mediante un conjunto de Junto de decisiones técnicas.
decisiones técnicas.

8. La funcién de produccién esta ca| B. Dos o mas actividades pueden usar
racterizada por productos margi- se simultaneamente y el producto
nales decrecientes para todas logrado, es la suma de los produc
las combinaciones factor-factor tos que se obtendrian de usarlas
y una tasa de transformaciones - separadamente.
entre productos crecientes para
las combinaciones producto-pro -
ducto.

9. Todos los factores y productos 9. Todos los productos y factores
son perfectamente divisibles. son perfectamente divisibles.

10. Los parametros que definen la [10. Ni los precios de los productos

funcién de ingresos totales, la
funcién de produccién y la ecua
cién de costos totales no varian
con el tiempo y no tienen fluc
tuaciones aleatorias.

y factores ni los cocientes que
definen las actividades cambian
con el tiempo y no se permiten
fluctuaciones aleatorias.
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6. SELECCION DE PROYECTOS A PRESUPUESTO FIJO

Ahora se fijara la atencién en el problema de definir el conjunto de
proyectos que deben ser seleccionados cuando existe un presupuesto
fijo y un conjuntc también fijo de fondos para invertir en el futuro.
Las decisiones de presupuestacién pueden ser enfocadas, ya sea desde
el punto de vista de definir qué proyectos a largo plazo deben ser
seleccionados a partir de un cierto presupuesto, o bien, definir
cuando debe iniciarse un cierto proyecto. En cualquiera de los dos

casos el elemento tiempo es importante en el problema.

Las técnicas y los modelos de presupuestacién estaran acordes con la
clasificacién de los proyectos presentada en el primer capitulo.
Deberia agregarse ademas otro factor de clasificacién: la
incertidumbre. Asi los modelos podran ser deterministas o)
probabilistas segin se considere 1la intervencién del riesgo. En

seguida se presentaran algunos modelos deterministas.

6.1 PROYECTOS INDEPENDIENTES, INDIVISIBLES Y DE UN SOLO PERIODO

>

Considérese un conjunto de proyectos P:""’ P independientes e
n
indivisibles que requieren inversiones a,..., a para producir, en un
n
solo periodo, beneficios netos actuales b1""’ b . Considerando que
n

existe wuna disponibilidad presupuestal C, se desea definir el
subconjunto de proyectos que maximice la suma de beneficios netos

invirtiendo sumas que no sobrepasen el presupuesto.

75




El modelo basico es muy simple:

nA

1 si se adopta el proyecto Pj

0 en caso contrario

La solucién de este modelo es inmediata acudiendo a uno cualquiera de

los métodos de la programacién binaria.

6.2 PROYECTOS INDEPENDIENTES, INDIVISIBLES Y DE PERIODOS MULTIPLES

El modelo a aplicar es similar al anterior, sélo que ahora las
inversiones y las disponibilidades presupuestales variaran de periodo
en periodo. Considerando un horizonte de planeacién T de manera que

t =1, 2,..., T resulta:

max Z = b1 X +...+ b X

1 n n
S.a.
<
a X +a X +...+a X =C
11 1 12 2 in n 1
<
a X + X + +a X =C
T1 1 T2 2 Tn n T
X =061
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6.3 PROYECTOS INDEPENDIENTES, INDIVISIBLES, DE UN SOLO PERIODO Y CON
VARIAS OPCIONES DE INVERSION

Sea el caso en que los proyectos P1""’ P presenta cada uno de
n
ellos mj(j=1,..., n) opciones de inversién, asi en el proyecto PJ se

dispone de las siguientes alternativas:

ALTERNATIVA P P . .. P
j1 j2 Jm
b]

COSTO a. a a,
i1 j2 jm
j

BENEFICIO b b RN b
J1 j2 ij

en estas condiciones el modelo resulta:

n J
max Z = Z [ b N X‘k ]
=1 L k=17

en donde C es la disponibilidad presupuestal.

6.4 PROYECTOS INDEPENDIENTES, INDIVISIBLES, DE PERIODOS MULTIPLES Y
CON VARIAS OPCIONES DE INVERSION

Sea el caso en que los proyectos P1""’ P presentan cada uno de
n

7

ki




(J = 1,..., n) opciones de inversién en el periodo

ellos m.
J
t (t =1,...,T) en el horizonte de planeacién.

En estas condiciones el modelo resulta:

J J
s.a.
n J
3 [ Z a, X. } < C ; t =1, 2, » T
g=1 Lr=1 Ky JK; -t
J
en donde:
b.k = beneficio reportado por la opcién j del proyecto k.
i, j
a, = inversién requerida por la opcidén j del proyecto k.
jk j
jt
en el periodo t
Ct = disponibilidad presupuestal en el periodo t.
X,k = variable de decisién igual a uno, si es seleccionada
7 la opcidén j del proyecto kj e igual a cero en caso

contrario.

6.5 PROYECTOS DIVISIBLES INDEPENDIENTES DE PERIODOS MULTIPLES Y CON
VARIAS ALTERNATIVAS DE INVERSION Y DE BENEFICIOS

Pl,..., P cada uno de ellos presentan
n

alternativas de

Sean los proyectos
los

m (j = 1,..., n) inversién en cada uno de
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pericdos t (t = 1,..., T) del horizonte de planeacién. Se supondra que
los proyectos son divisibles y por lo tanto, la altenativa 1 del
proyecto Pj en el periodo t genera el beneficio bijt cuando se

invierte en ella a. ,,.
ijt

En estas condiciones el modelo resulta:

m,
t n J
max Z = z z z bl't i
t=1 j=1 i=1 *9°
sS.a.
m,
n J
> T oa ., X o4 (t =1,..., T)
=1  i=1 Jos
=061
1]
en donde:

bi_t = beneficio generado por la alternativa i del proyecto j
) en el periodo t.

a . = inversién requerida por la alternativa i del proyecto j
= en el periodo t.

dt = disponibilidad presupuestal en el periodo t.

X = variable de decisién igual a uno si es seleccionada la

ij : . .
J opcién 1 del proyecto j; igual a cero en caso contrario.

6.6 RESTRICCIONES ADICIONALES

Se consideraran las siguientes:

a) Cuando de un conjunto de proyectos o alternativas de inversién
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s6lo se desea, a lo mas, elegir uno de ellos, sera necesario

imponer la condicién.

1 {J = conjunto de proyectos)

b} Cuando el proyecto P, sélo puede llevarse a cabo si el proyecto
r

P es llevado a cabo, se debera agregar la condicioén.
S

c} Si los proyectos P y P son mutuamente exclusivos, ésto es, la
r s

seleccién de uno impide la seleccién del otro, la condicién sera:

d) Si el proyecto P sélo puede llevarse a cabo cuando alguno de los
proyectos P o P son previamente realizados y estos ultimos son
r s

mutuamente exclusivos, las condiciones que se deben agregar son:

A

A

6.7 PROYECTOS. INTERACTUANTES (Dependientes)

Reiter ofrece un modelo que permite tomar en cuenta la interaccién

entre proyectos. Para ellos, considera una matriz triangular B de
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valores presentes netos para n alternativas de inversidén de manera gue
la aceptacién del proyecto r  suministra un beneficio neto brr’ la
aceptacién del s suministra bss' y la aceptacién de los dos

proporciona ademas de b y b, el efecto secundario b_ .
rr sS rs

La matriz B es de la forma:

b b b
11 12 in
~ 0 oo b,
B = n
. 0 0 b
L nn R

Puede ocurrir adicionalmente que al considerar aisladamente a los

proyectos, las inversiones sean respectivamente a y a, y que al
r s

rs

Al término v se le suele llamar el costo de coordinacién entre Pr y

? considerar la interaccién, la inversién requerida sea a + a + v
i r 8
? rs

PS. Los efectos pueden ser de orden superior al segundo cuando dejan

de considerarse por pares los proyectos.

Se buscara entonces elaborar un programa con m de las n alternativas

de manera que su valor sea el maximo. Evidentemente esto se puede

lograr con una funcién objetivo de la forma:

en donde, las X , X podran adquirir uUnicamente los valores cero o
i b

uno. Obsérvese que dicha funcién objetivo es una forma cuadratica.

81




Es claro que en un arreglo tabular como el mencionado se puede tomar
en cuenta el que algunos de los proyectos sean mutuamente exclusivos,
para ello basta considerar una magna (M) con signo negativo para los
efectos secundarios de dichos proyectos, asi si r y s encuentran en

dicha situacién b = - M,
rs

De hecho si todos los proyectos son mutuamente exclusivos la matriz

sera de la forma:

( - M - M
11
B = 0 - M
22
0 0 b
- nn -

Si el proyecto r es contingente al s, esta situacién se puede manejar
colocando en la matriz el costo de r en el lugar brr con signo
negativo, mientras que brs representard la ventaja de adoptar r en
adicién a s, evidentemente figurara bSS que es el beneficio neto de

adoptar aisladamente el proyecto s.

Asi por ejemplo, la matriz:

_ )
-b - M -b -b
rr ru rv
O - bSS _bS —bSV
B = “
0 0 -b - M
uu
0 0 0 -b
L vv o

representa una situacién en que los proyectos u y v son mutuamente
exclusivos como también lo son r y s, mientras que r o s son
contingentes a la aceptacién de u o v. Las cantidades -b .Y -b <

V) s

representan respectivamente al costo de los proyectos r y s; buu y bvv
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representan los beneficios de aceptar aisladamente u o v; b , b ,
ru sSu

b y b representan los beneficios adicionales de seleccionar
rv sV

respectivamente r y u, s yu, ryv, sy v.

Para tomar en cuenta las disponibilidades presupuestales, basta

adicionar las restricciones.

M3
(@]
>

1 tJ J t

6.8 REINVERSION EN PROYECTOS DIVISIBLES

Cuando los beneficios son susceptibles de capitalizarse y, por tanto,
de reinvertirse posteriormente en el mismo proyecto, el analisis para

seleccionar las mejores inversiones de acuerdo con la disponibilidad
presupuestal sigue lineamientos diferentes y conduce a resultados

distintos.

Sea bk el beneficio total producido por el proyecto Pk. Este

beneficio sera:

en donde:
ik = rendimiento del proyecto Pk al final del periodo t.
= inversién requerida por el proyecto P al principio
tk . k
del periodo t.
T = horizonte de planeacién.
r = factor de descuento (usualmente costo del capital).
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En estas condiciones el desembolso requerido por el proyecto Pk al

principio del periodo t seraa =Y - S .
tk tk t=1, k

De acuerdo con las expresiones anteriores, los datos sin actualizar se

transforman antes de iniciar el analisis.

EJEMPLO 6.1 Sean los siguientes datos:

BENEFICIOS b = [3, 4, 5, 1]

respect ivamente para los proyectos Pl, Pz’ P3 y P4; '

-t

COSTOS A= |10 15 20 5 1
5 10 10 10 |
15 15 15 5 |
A
para los cuatro proyectos y los tres periodos t1’ t2, t

respectivamente y sean:
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i

20

40

las disponibilidades presupuestales en cada uno de los periodos.

Se tiene:

10X + 15X + 20X
2 3

5X, + 10X + 10X
1 2 3

15X, + 15X+ 15X
1 2 3

dado lo simple del problema

muestra en la tabla siguiente.

+

5X + X
3 4
+ 5X = 30 R1
+ 10X = 20 R
4 2
<
+ 58X = 40 R
4 3
= 061

se empleara busqueda directa segin se
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X R, R, R, z
(0,0,0,0) si si si 0
(0,0,0,1) si si si 1
(0,0,1,0) si si si 5
(0,0,1,1) si si si 6
(0,1,0,0) si si si 4
(0,1,0,1) si si si 5
(0,1,1,0) no si si -
(0,1,1,1) no no si -
(1,0,0,0) si si si 3
(1,0,0,1) si si si 4
(1,0,1,0) si si si 8
(1,0,1,1) no no si -
(1,1,0,0) si si si 7
(1,1,0,1) si no si -
(1,1,1,0) no no si -
(1,1,1,1) no no no -

X1 = X 1, X = X4 = 0
luego conviene invertir en los proyectos P1 y PS.
Considérense los siguientes cuatro

EJEMPLO

6.2

interactuantes entre si.
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Se

a)

b)

c)

d)

e)

f)

Se

PROYECTO BENEFICIO COSTO
P1 10 30
P 25 40
2
P 5 20
3
P 15 35

tienen las siguientes condiciones:

P1 Yy P2 son mutuamente exclusivos.

P3 N P4 son mutuamente exclusivos.

La adopcién de P1 o) P2 esta condicionada a la adopcién de P3 6 P[
Si se adopta P3 los efectos con P1 se evallan en 5 y con P2 en 3.

Si se adopta P4 los efectos con P1 se evallan en 4 y con P2 en 3.

No se

consideran gastos

presupuestal es de 100.

obtiene:

wi
]

de coordinacién y

10 0
0 25
0 0
0 0
87

15

la disponibilidad




el modelo resulta:

max Z = 10X° + 25X° + 5X° + 15X° + 5X X + 4X X + 3X X + 3X X
1 2 3 4 1 3 1 4 2 3 2 4

S.a.
30X + 40X+ 20X + 35X < 100 R
1 2 3 4 1
X +X 21 R
1 2 2
<
X +X =1 R
3 4 3
<

X $SX +X R
1 3 4 4
X =X +X R
2 3 4 5

X =061

La solucién de este modelo conduce a que conviene seleccionar los

proyectos P2 y P4 obteniéndose un beneficio de 43.

EJEMPLO 6.3 Sean los proyectos P1’ Pz, P3 y P4 en donde P1 y P2 son

mutuamente exclusivos, asi como P3 y P4; P vy P2 dependen de Ila

1
aceptacién de P3 6 P4. Se consideran tres periodos cuyas
disponibilidades presupuestales son respectivamente [15, 10, 10].

Ademas se tiene:

_ [ 3 0] 1 2 _ 5 2 8 5
B = A =
o 2 3 1 3 6 3 1
0 0 4 0 4 8 5 3
L J
o 0 o 1
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’ el modelo resulta:

COSTOS
P1 (5, 6, 8)
P (3, 5, 2)
2 :
P (6, 4, 3)
3
P, (2, 5, 8)

89

BENEFICIOS
{10, 4, 6]
{2, 7, 41
[ 5, 8, 4]

(10, 2, 6]

2

P,

los datos sin descontar son:

max Z = 3X° +X X + 2X X +2X + 3X_ X + X X + 4X° + X
- 1 13 14 2 23 2 4 3 4
% S.a.
1 5X +2X_ + 8X_ + 5X 5 15
1 2 3 4
3X_ +6X_ + 3X_ + X =10
1 1 2 3 1
4X_ +8X_ + 5X_+ 3X £ 10
L 1 2 3 4
a <
. X +X =1
! 1 2
X +X $1
3 4
X £X +X
1 3 4

X < X +X
] 2 3 4
3 X =061
q . J-

N La solucién del modelo anterior conduce a que conviene seleccionar los
proyectos P1 y P3 obteniéndose un beneficio de 8.
EJEMPLO 6.4 Considérense los proyectos divisibles Pl,

é cuyos beneficios pueden reinvertirse;




¢.Cudles proyectos conviene seleccionar si el costo del capital es del

5% y las disponibilidades presupuestales son [12, 5 5]7?

Se tiene:
b1 _ 0-5 . 10-6 . 4—82 . 8—?3 = 0.33
1 1.05 1.15 1.15
b2 . 0-3 . 2-5 . 7-2 4-0  _ 5 15
1 1.05 1.10 1.16
b3 _ 0-6 . 5-4 . 8-3 . 4-0 _ 5 95
1 1.05 1.10 1.16
b4 - 0-2 + 10-5 . 2-8 + 6-0 _ 5 48
1 1.05 1.10 1.16
= 5-0 = 5, =3-0=3, a_=6-0=6, a_ =2-0=2
11 12 13 14
= 6-10 = -4, =5-2=3, a_ =45 = -1, = 5-10 = 5
21 22 23 24
a =8-4=4, a =2-7=-5, a =3-8=-5 a =8-2=6
31 32 33 34
Los desembolsos y beneficios transformados resultan:
COSTOS BENEFICIOS
P (5, -4, 4) 0.33
P2 (3, 3, -5) 2.15
Pa (6, -1, -5) 2.95
P (2, -5, 6) 2.48
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y €l modelo queda:

max Z = 0.33X + 2.15X_ + 2.95X_+ 2.48X
1 2 3 4

S.a.
5X + 3X_ + BX_ + 2X S 12
1 2 3 4
~4X + 3X_ - X -5X : B
1 2 3 4
o5

4X - 8X_- 5X_ + BX
1 2 3 4

La solucién de este modelo conduce a elegir todos 1los proyectos

excepto el Pl, con un beneficio de 7.58.

6.9 SENSIBILIDAD DE LA DISPONIBILIDAD PRESUPUESTAL

Cuando el problema no consiste en determinar la inversién 6ptima para
una disponibilidad presupuestal especifica, sino definirlas para un
intervalo entre A y B considerando subintervalos de amplitud sefialada,

entonces el camino es la Programacién Dinamica.

Sensibilidad de 1la disponibilidad presupuestal para proyectos

independientes, indivisibles y de un solo periodo. Sea £ la variable

de estado que describe el presupuesto, sean x  las variables de
J
decisién para el proyecto pj. Los beneficios obtenidos por invertir en

los proyectos P, P,,.-.., p, se representaran por AJ(E).
J

a1




Se tiene:

A =
5 (§) =0
A = A A - .
; (&) max J_I(E), bj + j_l(E ajxj) ;
X, ,. X
1 j

Esto es, los beneficios iniciales, sin invertir en ningin proyecto,

son nulos, cualquiera que sea el estado de la disponibilidad de

capital.
Los Dbeneficios producidos por los proyectos P,»---» P son los
J
obtenidos por P+ P, si p, no es seleccionado (xj=0) o son los
j- J

que se llevaban hasta p. . mas los aportados por p (x =1). Obsérvese
j- j o

que si hasta p se disponia de &, hasta j-1 se dispondra de (E—aj)
j

Sensibilidad para 1la disponibilidad presupuestal en proyectos

independientes, indivisibles y de periodos multiples. La férmula de

recurrencia coincide con la antes usada s6lo que ahora, se tendra un

vector de variables de estado.

A g =
5 (g) 0
Aj (&) = max [A (&), b+ AJ_1(§ - a xj)]
X yon., X
1 j
A (£ -a x)=-wsi cualquiera de los elementos (£ -a x ) < O
i-1 joJ t ot
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La interpretacién de la férmula de recurrencia coincide con la antes

expuesta.

Sensibilidad para 1la disponibilidad presupuestal en proyectos

indivisibles de un solo periodo y con varias opciones de inversién. En

este caso se tienen las siguientes férmulas de recurrencia:

A =

O(E) 0
A = A A -

j+1(E) max j(E), max [ bJ+ + j(E Aj”,m ]

X , , X m=1, , b
1 j+1 j+1
j=0,..., N-1

en donde A (&-A ) = - o si (£-A ) < 0.

J j+1,m j+1,m

Sensibilidad para 1la disponibilidad presupuestal en proyectos

indivisibles de periodos multiples y con varias alternativas de

inversién. En este caso la férmula de recurrencia se generaliza
considerando vectorial a la variable de estado. La férmula de

recurrencia resultante es:

A_+1(€) = max Aj(E), max [:bj+1 + Aj(é—Kj+1Jg}

X ,0.., X =1,..., b
1’ SRS 'Y | ' N P
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Sensibilidad de la disponibilidad presupuestal en proyectos

interactuantes indivisibles y de un solo periodo. Para este caso y

razonando de la misma manera que en los anteriores, se obtiene como

férmula de recurrencia.

o] 0
£ 1 = A(En (E LA (B-AY ~AY
AL, (8)) = max [ JE (E), bl A (E-A o0 (E-A D) }
X y.o.., X
1 j
en donde
R |n (€ -A) ) =1)
i+l j+1 =1 i, j+1 ij j+1
1 ) 1 _
AN = A  + X (¢ - ) = 1)

L n(e-Al )) = —msi A" <0
505

1 j+1

. 1
Como en los casos anteriores A_(E—A.+1
J j

£ = variable de estado de la disponibilidad presupuestal.

; (17004 (€),..., njj (€)) = vector de decisién.

3
1]

1 si para una disponibilidad £ existe interaccién entre i y
n (&) = J g J)
ij

0 en caso contrario
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b = beneficio del proyecto PJ considerado aislado.

A = costo del proyecto P considerado aislado.
J

dx' = beneficio de seleccionar conjuntamente los proyectos Pi y
) P (i< j)
J =
v. . = costo de coordinacién al seleccionar conjuntamente los
ij proyectos P.1 y Pj (1 <J).
A% = es el costo programado de seleccionar el proyecto Pj mas
! los efectos de la interaccién de Pj con los proyectos
elegidos de entre P1 s e P,1
-
b% = es el valor neto de los beneficios actualizados aportados

por seleccionar Pj y por la interaccién con los proyectos

seleccionados de entre P ,..., P
1 j-1

Sensibilidad de la disponibilidad presupuestal en proyectos

interactuantes, indivisibles Yy de periodo miltiples. Esta

generalizacién implica simplemente el considerar a la variable de

estado como vectorial, se obtiene asi:

A(E, n_ (£)) =0

1

A (E,qn. (§) =max |[A(E, 7.(£)), b
+1 J 3 J+1

en donde:
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j+1 j+1

Si cualquiera de 1los elementos de (€ —K;;l) es negativo,
A (£ —;? n (£ —A—% )J) sera igual a menos infinito. Obsérvese
J j+1 ) j+1

que ahora Ay V. son vectores.
j 1]

EJEMPLO 6.5 Estudiar para sensibilidad disponibilidades entre 0 y

50,000 considerando intervalos de 5,000 para los proyectos de la tabla

siguiente.
PROYECTO P P P P P
3 1 2 3 4
BENEFICIO b 3,000 4,000 5, 000 1,000
J
COSTO aJ 10, 000 15,000 20, 000 5,000

la solucidén se muestra en seguida:
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NIVELES INTERVALCS
1 ® a 5,000
2 5,000 a 10,000
3 10,000 a 15,000
4 15,000 a 20,000
5 20,000 a 25,000
6 25,000 2 30,000
7 30,000 a 35,000
8 35,000 a 40,000
9 40,000 a 45,000
10 45,000 a 50,000
11 50,000 ———p
\O
~J
€ A | e1e | 3+n 1A X £-15 1 4+p A M £-20 | 5+A A x £-5 1+A A X
) 1 j 2 j 2 j 4 j
1 ) - - ) 0,0,0,0 - - ) 0,0,0,0 - - ® 0,0,0,0 - - ¢ { 0,0,0,0
2 ) - - 0 0,0,0,0 - - ) 0,0,0,0 - - ) ©,0,0,0 1 1 1 ©,0,0,1
3 0 1 3 3 1,0,0,0 - 3 3 1,0,0,0 - - 3 1,0,0,0 2 1 3 1,0,0,0
4 o 2 3 3 1,9,0,0 } 4 4 2,1,0,0 - - 4 ©,1,0,0 3 4 4 | 0,1,0,0 1,0,0,5
5 ) 3 3 3 1,0,0,0 2 4 4 0,1,0,0 1 5 5 0,0,1,0 4 5 5 | e,e,1,6 | e,1,0,1
6 ) 4 3 3 1,0,0,0 3 7 7 1,1,0,0 2 5 7 1,1,0,0 5 6 7 1,1,0,0
7 ) 5 3 3 1,0,0,0 4 7 7 1,1,0,0 3 8 8 1,1,0,0 6 8 8 1,0,1,0 1,1,0,1
8 ) 6 3 3 1,0,0,0 5 7 7 1,1,0,0 4 9 9 1.0,1,0 7 9 9 | e,1,1,0 1,0,1,1
9 o 7 3 3 1,0,0,0 6 7 7 1,1,0,0 5 9 9 0,1,1,0 8 10 10 ] o,1,1,
10 ) 8 3 3 1,0,0,0 7 7 7 1,1,0,0 6 12 12 0,1,1,0 9 10 12 1,1,1,0
11 ) 9 3 3 1,0,0,0 8 7 7 1,1,0,0 7 12 12 1,1,1,¢ 10 13 13 11,1,
-




Consecuentemente los proyectos que conviene 7llevar a cabo para
disponibilidades entre 0 y 50,000 considerando intervalos de 5000, son

los que se muestran en seguida:

NIVEL INTERVALO PROYECTOS A
PRESUPUESTAL INVERTIR
1 0 a 4,989 - -
2 5,000 a 9,999 (P4)
3 10,000 a 14,999 (P1)
4 15,000 a 19,999 (P2) o} (P1 y P4)
5 20,000 a 24,999 (Pa) 6 (P2 y P4)
6 25,000 a 29,899 (P1 y P2)
7 30,000 a 34,999 (P1 y P3) 6 (P1’ P2 y P4)
8 35,000 a 39,999 (P2 y P3) ¢} (P1’ P3 y P4)
9 40,000 a 44,999 (P, P.yP)
2 3 4
10 45,000 a 49,999 (P1’ Pg Y Ps)
11 50, 000 —_— (P P, P yP)
12 3 4

6.10 ASIGNACION DE RECURSOS A UNA RED DE PROYECTOS (o de

actividades)

Se ilustrarad con el siguiente ejemplo. Se dispone de cinco unidades
monetarias diarias y se quiere terminar un conjunto de siete
proyectos, cuya red de precedencias se muestra en seguida, en no mas
de doce pericdos. Se desea definir como se deben programar los
proyectos cuyas duraciones y requerimientos monetarios se consignan en

la tabla siguiente:
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i
A
O

3
| PROYECTO DURACION REQUERIMIENTO
Q MONETARIO POR
1- 3 PERIQDO
i ‘ [3) I "—1
1 2 2
. | P> 3 4
|
| Py 5 5
Py 4 3
Ps 2 1
Pe 3 4
s 3 3

a) Se inicia determinando los tiempos mas préximos y mds lejanos de
terminacién de cada proyecto y el correspondiente diagrama de

barras.
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— — 44—
2 6
S 3D
4— —>
4
u— u-
j g
; . TIEMPO TIEMPO
; LEJANO LEJANO
PROYECTO DURACION TERMINACION TERMINACION
Py 2 2 5
Py 3 3 7
Py 5 5 12
Py 4 6 9
Ps 2 5 g
Ps 3 6 12
Py 3 9 12

b) Se construye el diagrama de barras y variables

100
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1 1 T T T T T 71 = - CONJUNTO DE

e . . PROYECTOS
8 10 11 12
V===l |z =
X121%13%12]%15
2 g bl Bl Belies
X531%24 |Xo5 %26 | 227
3 —=zlzzlzclz izl - -
X35 %35 1%37 [*381%39 %3, 10]%3,11|%3, 12
4 el bl bl
%16 |%47 [*ag|%ag
5 - _l_~_ SN D P B
=== ===
X5 %56 | %57 | %58 | X509
B —-lzzlzzlzzzlz -zl =
Xss %67 | %681%69|%6, 10|%6, 11 |56, 12
7 —--lz-z-zlz- =z
X191%7,101%7,11 (%7, 12
1 2 3 4 5 8 7 8 9 10 11 12

1 si el proyecto j se termina en el periodo t

it .
J 0 en caso contrario

1 si el proyecto se termina en el periodo t

0 en caso contrario

c) Restricciones de terminacién de proyectos
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en donde:

£ = periodo lo mas cercano posible en que puede terminarse el
J proyecto j
u = periodo lo mas lejano posible en que se puede terminar el

proyecto j

luego resulta:

+ X + X +X =1 (6.1)
12 13 14 15

+ X +X +X +X =1 (6.2)
23 24 25 26 27

+ X + X _+%X +%X +X + X X =1 (6.3)
35 36 37 38 39 3,10 3,11 3,12

+ X + X +X =1 (6.4)
46 47 48 49

+ X + X +X +X =1 (6.5)
55 56 57 58 59
X +X +X +X +X + X X =1 (6.6)
66 67 68 69 6,10 6,11 6,12

+ X + X X =1 (6.7)
79 7,10 7,11 7,12

d) Restricciones de terminacién del conjunto de proyectos

<1 n t-1
Xt =3 p) [ pX X, J (t = e, e +1, , G)
j=1 qze Jq
j
en donde:
N = numero de actividades
e = periodo lo mas cercano posible en que puede completarse el

conjunto de proyectos.
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G = fecha especificada (en periodos) de terminacién del
conjunto de proyectos. '
de esta manera se obtiene:
7X S (X o+ + X+ X )+ (X_+X +X +X_ +X )+
9 12 13 14 18 23 24 25 26 27
+HX__ + X+ X _ +X )+ (X +X_+X )+ (X _ +X +
35 36 37 38 46 47 48 55 56
+ X+ X )+ (X +X _ +X ) (6.8)
57 58 66 67 68
TX, S(X_+X_ +X +X ) +(X_ +X +X_ +X + X )+
10 12 13 14 15 23 24 25 26 27
+(X +X +X +X + X )+ (X +X +X +X )+
35 36 37 38 39 46 47 48 29"
+ (X +X +X +X +X )+ (X +X +X +X )+
55 56 57 58 59 66 67 68 89
+ X (6.9)
79
7X i(X + X + X + X ) + (X + X + X + + ) +
11 12 13 14 1 24 25 26 27
+ (X + X + X X + X + X J+(X + X + X +
35 36 37 38 39 , 46 47 48
* X lf((¥+fxx ++XX ++XX +)(X lx )+ (X + X + +
49 55 56 57 58 87 68
+ ng + Xs,1o) + (X +X , 0) (6.10)
TX S (X _+X_+X +X )+ (X_+X +X_+X_+X )+
12 12 13 14 5 23 24 25 26 27
+ (X + + X+ + X + X + X ) + (X +
35 36 37 38 39 3,10 ,11 46
X _+ X +X )+ (X +X +X _ +X +X )+ (X o+
47 ag ag 55 56 57 58 59 66
+ +X +X +X + X ) + (X +X + X ) (B.11)
67 68 69 6,10 , 11 79 7,10 7,11
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e) Restricciones de secuenciacién

u u
m < n ’
b tX + d = z tX cuando m antes de n
mt n nt
t=¢ t=2
m n
en donde:
dj = duracién en periodos del proyecto j
luego resulta
2X _+3X_+4X +5X_+4 S BX _7X_ + 8X _ + 9X (6.12)
12 13 14 15 46 47 18 49

HA

3X _ +4X + 58X +6X +7X _ +2=58X_+ 6X TX + {6.13)
23 24 25 26 27 55 56 57

+ 8X + 89X
58 59

A

3X +4X 5X +6B6X +7X +3=8BX +7X _ 8X + 9X + (6.14)
23 24 25 26 27 66 67 68 69

+ 10X +11X +12X
6,10 6,11 6

’ ’ 3

12

6X + 7X +8X +9X + 3 29X  + 10X + 11X + (6.15)
46 47 48 49 79 7,10 7,11

+ 12X
7,12

5X + 6X + 7X__ + 8X_+ 9X + 3 28X+ 10X + 11X + (6.16)
55 56 57 58 59 79 7,10 7,
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f) Restricciones de recursos

N ted -1 . (t=1,..., G)
z pX r, X, =
j=1  g=t Jk g Tkt (k=1,..., K)
en donde:
rjk = cantidad del recurso k requerido por el proyecto j
; Rkt = cantidad del recurso k disponible en el periodo t
k = numero (nombre) del recurso, k=1,..., K
g K = total de recursos (tipos)
de esta manera se obtiene:
t=1, 2X +4X_ +5X_ < 5 (8.17)
12 23 35
t=2, 2(X_ +X ) +4(X_+X )+5(X_+X)ZIs5 (6.18)
12 13 23 24 35 36
t=3, 2(X, _+X )+ 4(X_+X +X )+5(X_ +X _ +X )+
13 14 23 24 25 35 38 37
+3X 5 (6.19)
46
t=4, 2(X + X )+ 4(X +X +X )+5(X +X +X +
14 15 24 25 26 35 36 37
+ X )+ 3(X _ +X ) +1X_ +4X <5 (6.20)
38 46 a7 55 66
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t

o
[t}
~

t

10,

2X 4+ 4(X + X + X )+5(X +X +X_ +X +
15 25 26 27 35 36 37 38
+ X ) +3(X_ +X_ +X )+ 1(X_ +X ) +4(X +
39 16 47 48 55 56 66
+X ) <5
67
4(X + X ) +5(X +X +X +X +X ) +
26 27 36 37 38 39 3,10
+ 3(X + X + X +X )+ 1(X + X ) +4(X +
46 47 18 49 56 57 66
+ X _+ X ) A
67 68
4X +5(X + X +X +X + X ) + 3(X
27 37 38 39 3,10 3,11 47

+ X +X )+ 1(X_ +X )+AX _+X + X )+
48 49 57 58 67 68 69

+ 3 X ig
79
5(X + X + X + X + X ) + 3(X + X )+
38 39 3,10 3,11 3,12 a8 a9
+ 1(X. +X ) +4(X +X + X ) + 3(X
58 59 68 69 6,10 79
+ X )<is
7,10
5(X + X + X + X )+ 3X  + X +4(X_ +
ag 3,10 3,11 3,12 19 59 69
+ X+ X ) +3(X +X +X )<s
6,10 6,11 79 7,10 7,11
5(X + X + X + 4(X + X + X ) +
3,10 3,11 3,12 6,10 6,11 5,12
+ 3(X + X +X ) is
7,10 7,11 7,12
S(Xs,u * X3,12) * 4(Xs,11 * Xs,m) * 3()(7,11 *
+ X )+ b 5
7,12
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g) Funciones objetivo.

i) Minimizar la duracién total del conjunto de proyectos.

G L N Y
maxZ2=3% X - g £ T (tX.);
t=e =1 t=t. J
J
N
M > % u, = 66
=1 Y
2 1 S 7 12
max Z =% X - L T OtX + ¥ tX_ + T tX_ +
t 70 1t 2t 3t
t=9 t=2 t=3 t=5
9 9 12 12
S tX + T tX_ + T tX_ + T tX
4t St Bt T
t=6 t=5 t=6 t=9
max Z = 70X_+ 70X + 70X, + 70X - 2X._ - 3X._ - 4X_ - 5X
9 10 11 12 12 13 14 15
- 3X _ -4X_ -5X__ -8BX - 7X _ - 5X_ -86X_ - 7X
23 24 25 26 27 35 36 37
- 8X__ - 9X__ - 10X - 11X - 12X - BX
as 39 3,10 3,11 3,12 46
- 7X _ -8X -9X -5X -6X_ - 7X_ -8X - 9X
47 48 49 55 56 57 58 59
- B6X__ - 7X__ - 8X_ - 9X - 10X - 11X
" 66 67 68 69 6, 6,11
- 12X ~9X_ - 10X - 11X - 12X
6,12 79 7,10 7,11 7,12

b
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ii) Minimizar las multas por retardos.

Se supone que hay retardo cuando se termina entre las fecha

deseada y la impuesta, entonces:

G
min Z2 = X P X
t=g+1

en donde:
g = fecha (en periodos) de terminacién deseada para el
conjunto de proyectos.
P = penalizacién por terminar en el periodo ;

Para el caso en estudio considerando una penalizacién de 100 por

periodo, queda:

min Z = 100X + 200X _ + 300X (6.30)
10 11 12

Luego el problema consiste en optimizar la funcién objetivo (6.29) o6
la (6.30) sujeta a las restricciones (6.1) a (6.28). Obsérvese que se
tienen 41 variables y 28 restricciones por 1Io que se vuelve
indispensable la utilizacién de los modernos equipcs de cémputo y de

la paqueteria de optimizacién disponible.

6.11 OPTIMIZACION DE PROGRAMAS

Formulacién del problema. Supdngase que cada una de los periodos (i,

J) representados en un diagrama de flechas tiene asociada una grafica
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de costos como la mostrada en la figura 6.1. En esta figura se

distinguen las duraciones normal D y la limite d  asi como sus
1 1

costos correspondientes.

COSTDS %

—»
T I EMPOS

Figura 6.1

De esta manera el costo de realizar el proyecto (i, Jj) en un lapso

yi.esté dado por:
i

. Y. (6.31)
1) 1) 1)

en donde b = se muestra en la figura 6.1 y:
ij

iy ©D_ -4, ten®

(6.32)
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El problema es determinar yU para cada proyecto de manera que el
conjunto (red) de proyectos se complete en un tiempo A a costo minimo.

Esto es minimizar a:

T (b, - a _ y ) (6.33)

0 bien maximizar a:

iZj alJ ylj (6.34)

Por otra parte si ti es el tiempo de ocurrencia del evento i se debera

tener:

HA

0 (6.35)

Y (6.36)

Sp. (6.37)

< -d (6.38)

Se ha formuladoc un problema de programacién lineal cuya funcién
objetivo es (6.34) y las restricciones son las dadas de (6.35) a

(6.38). Existira solucién factible si alguna de las cadenas que van de
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la iniciacién a la terminacién del conjunto de proyectos tiene como

duracién A.

Considérese ahora el dual del problema planteado. Por conveniencia
multipliquese (6.35) por fij, (6.36) por v, a (B.37) por g, vy a
i
(6.38) por h_y
1

El problema dual expresa como sigue:

Minimizar:

vA+5% D g. - % d_  h_ (6.39)
. . l

f +g - h % a (6.40)
ij i) 1] i)
0 sii=1, 2,..., n-1
g [£f -1F 1 = (6.41)
i, H I -V si i=n

Obsérvese que (6.41) es una igualdad puesto que en el primal las

variables no estan sujetas a restriccion.

Puesto que en el dual todas las variables son no negativas se sigue

que gij o] hl) vale cero y (6.40) resulta:
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. max [ o, a . -
H b (6.42)

. max [ o, £ - a ]
ij ij 1]

0Q
1]

=
1l

La funcién por minimizar se expresara:

Av+Z D max [ o, a - f 1
iy M ey (6.43)

Av -2 d max /[ o, f ~-a ]
. ij ij 1]

f . puede sustituirse por la suma de dos variables no negativas:
ij

f . =f _+ £ (6.44)

con las restricciones de capacidad:

WA

a
1l 1] (6.45)

En (6.43) f‘,,1 tiene el coeficiente -D vy fij2 tiene el coeficiente
ij ij

-a_ Si se define:
ij.
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a  sik=1
a = H (6.48)

ik o si k =2
D sik=1
d . = H (8.47)
) d_ sik=2
i}

el nuevo dual sera como sigue:

Minimizar:

Av-%d . f_ (6.48)
ijk ijk

i,k

sujeta a las restricciones:

z(f  -f ] = (6.49)

d . (6.50)
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Considérese ahora que la red de proyectos contiene dos flechas por
cada proyecto y que el diagrama asi formado es una red de transporte r

cuyas capacidades para cada arco son las d'm'
ij

El problema puede resolverse determinando el flujo fijk en cada arco
de la red R que minimiza a (6.48) y satisface a (6.49) y (6.50). La
ecuaciéon (6.49) especifica que con excepcién de la fuente y del
sumidero, el flujo que llega a un vértice es igual al que sale. La
ecuacion (B6.50) especifica que el flujo en cualquier arco debe ser
menor o 1igual que su capacidad. Finalmente, la ecuacién (6.41)

especifica que el flujo que llega al sumidero es v.

De esta manera el problema puede resolverse aplicando el algoritmo de

Ford y Fulkerson a la red de transporte R ya mencionada.

El diagrama de flujo de este algoritmo se muestra en la figura 6.2 .
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Figura 6.2
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6.12 MAXIMIZACION DEL VALOR PRESENTE EN REDES DE PROYECTOS

Se tiene una red que consta de eventos (nodos) y proyectos (arcos). Se
conoce la duracién (dk) de cada proyecto, el tiempo (T ) y la cantidad
1

neta de dinero (S ) asociados a cada evento.
1

Las cantidades netas de dinero estan formadas por la suma de costos e
ingresos, pudiendo por tanto tener cualquier signo. Con una tasa de
interés dada (r) existe un valor en el momento presente que es
equivalente a cada una de esas cantidades. La suma de todos esos
valores constituye el valor presente de la red, el cual cambiara si

varian los tiempos T . Se desea maximizar dicho valor presente.
1

Se utilizard el método de A.H. Russell, basado en la propiedad que las
variables duales son ortogonales a las de holgura en el primal y en el

siguiente:

Teorema. Las soluciones de los problemas de flujo en redes
convergen en un numero finito de pasos a la solucién 4ptima
{o por lo menos a un 6ptimo local) del problema de maximizar

el valor presente.

Usando la forma exponencial para obtener el valor presente VP (se

podria usar la forma discreta) se tiene:

n —r‘Ti
max VP = T S.e
. i
i-1
s. a.
T (k) - T.(k) 2 d, K=1,..., m
J 1 k
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donde:

VP = valor presente del dinero en toda la red.
h = nimero de proyectos
n = nuimero de eventos
Tj(k) = tiempo asociado con el nudo terminal del arco k

Ti(k) tiempo asociado con el nudo inicial del arco k

Para evitar esta funcién objetivo no lineal, se parte de una solucién

factible inicial F’ y se obtiene el programa lineal aproximado:
1

n
max VP = - X rF’ T
_ i

Itv

d , k=1,..., m

donde F' = S . €
1

Matricialmente el problema queda:

min VP = rF’'T

S. a.

A

AT= -d

el problema dual es por tanto:
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en donde:

T = vector de tiempo asociado a cada evento
d = vector de duracién de los proyectos

A = Matriz de incidencia

A = Transpuesta de A

Las variables duales uk pueden considerarse como flujos en la red. Su
cadlculo se conseguira con el algoritmo de Ford y Fulkerson modificado

por Russell que se describe enseguida:

1. Cuando la cantidad de dinero en un evento es positiva considérese
como una fuente, si es negativa considérese como sumidero. Una el
evento final con el inicial asignédndole una duracién negativa.

2. Comience con una solucién factible inicial T;

3. Calcule para cada actividad a = T}(k) - T;(k) - dk

4. Obtenga —F; = -G e s i=2,..., n

6. Distribuya los -F’ en flujos u observandc las leyes de
1

conservacion de XKirchoff.

7. Si a vy uk no son simultaneamente mayores que cero, el flujo es

6ptimo. Si por el contrario en algin arco S, a_ vy u, son mayores

que cero continde con:
8. Etiquete el nudo i(s) con (j(S) -, uzl

9. Intente completar un circuito al etiquetar terminando en j(S).
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Si i(k) estd etiquetado y a = 0 etiquete j(k) con (i(k)) +, E(i(k)).

Si j(k) esta etiquetado y u > 0 etiquete 1i(k) con [Jj(k)-,
min (uk, E(J(k))] donde E(m) es el cambio de flujo méaximo que

puede lograrse en la trayectoria dada por las etiquetas.

10. 4El1 nudo J(S) esta etiquetado?

11. Encuentre a* = min {ak|k € conjunto i(k) etiquetado y j(k) no}

Si el nudo 1 estad etiquetado reste a* de los tiempos de todos los
nudos sin etiqueta. Si el nudo 1 no tiene etiqueta sume a* en cada

tiempo de los nudos etiquetados. Regrese a 3.

En caso afirmativo:

12. En el circuito, si el nudo h tiene en la etiqueta i(k) +, al flujo
en el arco (i(k), h) stmesele E(J(S)); si el mismo nudo tiene en
la etiqueta j(k)-, al flujo en el arco (h, j(k)) réstele E(J(S)).

Regrese a 7.

Multiplicando el flujo por la tasa de interés r se tendrd el costo

marginal de duracién.

El diagrama de flujo de este algoritmo se muestra en la figura 6.3
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Figura 6.3
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EJEMPLO 6.6. Se tiene la red mostrada en la figura 6.4 que consta de
cinco eventos y siete proyectos. En dicha red se consigna la duracién

de cada proyecto.

Figura 6.4

En cada evento se tienen los siguientes ingresos o costos.

EVENTO CANTIDAD NETA
1 - 50
2 - 100
3 + 400
4 - 200
5 300

Se desean encontrar los tiempos asociados con cada evento que

maximicen el valor presente, considerando una tasa de interés r = 1%.

Se comienza con la siguiente solucién factible calculandose a, v —F;

segun los pasos 3, 4 y 5 del algoritmo.
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NUDOS  SOLUCION INICIAL ~ ~F) ARCO  NUDOS a
T
! 1 1-2 2
1 0 288
2 1-3 12
2 7 a3
3 2-3 0
3 19 ~331
4 2-4 19
4 35 141
| 5 3-4 0
[ 5 45 -181
l 6 3-5 23
7 4-5 0
8 5-1 10°-45

De acuerdec con el paso 6 del algoritmo se efectia la distribucion de

flujos en la red que se muestra en la figura 6.5.

Figura 6.5

En el arco 1-3, a, = 12 y u, = 288, ambos mayores que cero, luego el
valor presente no es el méximo debiéndose etiquetar el nudo 1, segun

indica el paso 8, con (3-, 288).
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Considerando i(k) = 1 se etiquetarian los nudos 2 6 3 si a, 6 a,
fueran iguales a cero. Si j(k) = 1 se pondria la etiqueta en 5, si u,

fuera mayor que cero.

En el paso 10 se pregunta si j(s) = 3 se logré etiquetar. Puesto que

no fue posible, se continda con el paso 11.

a* = min (2, 12) = 2

Ya que el nudo 1 esta etiquetado se restara a* de los tiempes en todos

los nudos sin etiqueta, regresandose a 3 donde se repetira el proceso.

NUDOS  SOLUCION -F ARCO  NUDOS a
T
- 1 1-2 0
1 0 294
2 1-3 10
2 5 g5
3 2-3 0
3 17 -338
4 2-4 19
4 33 144
5 3-4 0
5 43 -195
6 3-5 23
7 4-5 0
8 5-1 10°-43

Se procede a distribuir los nuevos -F’ en la red mostrada en la figura
1

6.6
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Figura 6.6

En el arco 2-4, a4 = 18 vy u, = 51 por lo que el flujo no esta
distribuido en forma O6ptima; se procede a etiquetar el nudo 2 y

tratando de lograr un circuito que termine con una etiqueta en 4.

NUDOS ETIQUETA

1
2 (4-, 51)
3 (2+, 51)
4 (4+, 51)
5

Luego se tiene el circuito (4,2), (2,3), (3,4).

En 10 se pregunta si j(s) = 4 esta etiquetado. Como la contestacién es
afirmativa se continua con el paso 12, el que indica que al flujo del
arco (2,4) se le reste 51 y a los de los arcos (2,3) y (3,4) se les

sume esa cantidad. Se regresa a 7, donde se dice que si no existen a,
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y u simultaneamente mayores que cero la solucién es éptima. Este es

el caso, luego la solucién 6ptima es:

NUDOS T ARCO NUDOS FLUJO COSTO MARGINAL
- DE DURACION
1 0
1 1-2 294 2.94
2 5
2 1-3 0 0
3 17
3 2-3 389 3.89
4 33
4 2-4 0 0
5 43
5 3-4 51 0.51
6 3-5 0 0
7 4-5 195 1.95
8 5-1 0 0

6.13 PROGRAMACION DE PROGRAMAS

Se desea planear la actividad de los pregramas que deberd desarrollar
anualmente una institucién para cumplir con las metas que se ha
prefijado para dentro de cierto numero de afios. Se presenta a

continuacién un modelo dinadmico en su fase determinista.

Las variables de decisién en el periodo t son:

W T nivel de actividad del programa j.
j

i cantidad utilizada del recurso i.
1

v aumento del recurso i al inicio del periodo t.
1

(Comprar nueva maquinaria del tipo 1 o bien, podria ser
emplear nuevos trabajadores con la especialidad i).
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e

Y,t - disminucién del recurso i al inicio del periodo t.
1

(Dar de baja maquinaria del tipo i).
d - cantidad ociosa del recurso 1.

it

Asi las restricciones son:

donde a .. es la cantidad del recurso i necesaria para obtener una
ij

unidad tipo del programa j en el periodo t.

El segundo tipo de restricciones para el primer periodo son:

o sea, lo que se utiliza del recurso i(b~1) durante el periodo 1 mas
1
lo que se da de baja (Y‘1) mas lo que se tiene ocloso (dil) debe ser
1
igual a la disponibilidad de este recurso (r ) mas lo que se adquiere
1

al iniciarse este periodo (W11L

Para los periodos restantes las restricciones son:
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o sea, lo que se utiliza en el periodo t(bit) mas lo que se da de baja
(Yit) y lo que permanece ocioso (dit) es igual a lo que se compra en
el periocdo t (Wit) del recurso i mas lo que se empled en el periodo

anterior (bit—l) y lo que permanecié ocioso en el periodo t-1

i,t-1

Las ultimas restricciones son:

Donde M es la meta a la que se pretende llegar al final del periodo
j

T en el programa j.

Asi estas ultimas restricciones indican que el total de actividad
desarrollada en todos los periodos debe conducir a poder alcanzar la

meta prefijada para el programa jJ.

La funcién objetivo es:

Maximizar
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en la que se maximiza la diferencia entre los beneficios totales y los
costos totales (los asociados a la operacién, a la adquisicién de

recursos, a darlos de baja y a mantenerlos ociosos).

Esquemat icamente se tiene:

DATOS REQUERIDOS:
DISPONIBILIDAD ACTUAL DE LOS RECURSOS
METAS A LAS QUE SE DESEA LLEGAR EN CADA UNO DE LOS PROGRAMAS.

BENEFICIOS DE CADA PROGRAMA (QUITANDO EL COSTO DE OPERACION, MANTE
NIMIENTO Y RECONSTRUCCION).

COSTOS DE OPERACION, ADQUISICION, DAR DE BAJA Y TENER LOS RECURSOS
0OC10s0s.

-

PROCESAMIENTO DE DATOS UTILIZANDO EL MODELO

]

EL MODELO PROPORCIONA :
QUE RECURSO SE DEBE ADQUIRIR, CUANDO Y EN QUE CANTIDAD
CUANDO ES CONVENIENTE DAR DE BAJA CIERTO TIPO DE RECURSOS

LOS RECURSOS QUE SE DEBEN TENER OCIOSOS DURANTE UN CIERTO PERIODO
DE TIEMPO

LA CANTIDAD DE OBRA (NIVEL DE ACTIVIDAD) QUE SE DEBE EFECTUAR EN
CADA UNO DE LOS PROGRAMAS DURANTE CADA PERIODO DE TIEMPO PARA LA
REALIZACION DE LAS METAS

INVERSION NECESARIA DURANTE CADA PERIODO DE TIEMPO Y SU DISTRIBU-
CION EN CADA UNO DE LOS PROGRAMAS, INDICANDO EL USO A QUE SE DEBE
DESTINAR

COSTO TOTAL DEL PROGRAMA

[

SE OBTIENEN ADEMAS COMO COPRODUCTOS FACTORES DE TIPO ECONOMICO:

PRECIOS SOMBRA . COSTOS DE OPORTUNIDAD
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Naturalmente, quien tiene que tomar las decisiones no se conformara
con wuna sola solucién, sino que requerira varias para poder

seleccionar la que él considere la mas adecuada.

Puesto que se tienen los precios sombra asociados a las metas, se
podran escoger aquella o aquellas que sean menos importantes y
considerandolas como medidas de efectividad hacerlas variar, cambiando
por consiguiente la solucién y su costo asociado. Se obtiene asi una
curva efectividad-costo, en donde cada uno de los puntos implica una
soluciéon 6ptima perfectamente determinada como se muestra en la figura

6.7.

OruouoH<<HMAORXMME

n—«r...__._ﬁ.._._...._.__. — o — -

—>
COSTO

3

Figura 6.7

Estas curvas pueden obtenerse para las diferentes medidas de
efectividad, y por supuesto hacer combinaciones con ellas como

se ejemplifica en la figura 6.8
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PROGRAMA j T

FRONTERA EFICIENTE PARA
UN CIERTO COSTO

»
PROGRAMA k

Figura 6.8

Resulta asi la frontera eficiente, también conocida como conjunto de

Pareto, lugar geométrico de las soluciones éptimas.

Se observa que el decisor deberda tener en conslideracién el
intercambio, o sea, el hecho de que para alcanzar un cierto nivel de
aspiracién en una medida de efectividad, se debera sacrificar el nivel

de aspiracién de otra u otras.

6.14 PROGRAMACION EN PASCAL DEL ALGORITMO DE BALAS-GEOFFRION (Syslo).

El algoritmo de Balas resuelve problemas del tipo:
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s. a.
n <
2 C x ., = b, i=1, 2, , M
ij ij i
j=1
X = 061, Jg=1, 2, , n
j
en donde bj; 0O V., . Si1 alguna b, < 0 se usan los cambios de
J b
variable.
y si b 2 0
x = j ]
J -y si b < 0
j
y si el problema es de maximizacién, basta recordar que
max z = -min (-z).

Glover y Geoffrion han efectuado modificaciones al algoritmo de Balas
con el objeto de reducir tanto la demanda de memoria de la computadora
como el tiempo de procesamiento. Estas modificaciones se apoyan en el

procedimiento denominado "backtracking".

Enseguida, se presenta el listado del programa en Turbo Pascal del

algoritmo de Balas incluidas las modificaciones sefialadas.
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PROGRAM BALAS (INPUT, OUTPUT):

LABEL 10, 20:

TYPE
ARRMN

ARRM

ARRN

ARRN1
VAR

ARRAY[1..31,1..78] OF INTEGER;
ARRAY[1..31] OF INTEGER;
ARRAY [1..78] OF INTEGER;
ARRAY[1..79] OF INTEGER;

N,M,N1, INF :  INTEGER;
A : ARRMN;
B : ARRM;
C,X : ARRN;
FVAL : INTEGER;
EXIST : BOOLEAN;
ALFA,BETA, GAMMA, I, J,MNR, NR, P, R,R1,R2,S,T,Z : INTEGER;
Y,W,ZR : ARRM;
I1,JJ,XX : ARRN;
KK : ARRN1:
BEGIN
WRITE (’NUMERO (N) DE VARIABLES = ")
READ (N);
WRITE ( NUMERO (M) DE RESTRICCIONES =  ’);
READ (M);
WRITE ( ’ENTERO CUYO VALOR ES N+1 = ');
READ (N1);
WRITE ( ’ENTERO POSITIVO GRANDE = ’);
READ (INF);
WRITELN ( *MATRIZ DE COEFICIENTES DE LAS RESTRICCIONES ’);
FOR 1: =1 TO M DO
FOR J:=1 TO N DO
READLN (A[I,J]);

WRITELN (' VECTOR DE LOS RECURSOS DISPONIBLES ' );
FOR J:=1 TO M DO
READLN (B[J]);

WRITELN ( ° VECTOR DE LOS BENEFICIOS NETOS ’);
FOR I:=1 TO N DO
READLN (C[I]);

FOR I:=1 TO M DO Y[I]:=B[I];

Z:=1;
FOR J :=1 TO N DO
BEGIN

XX[J]:=0;

Z:=2+C[J]

END;

FVAL: =2+2;

S:=0; T:=0; Z:=0;
KK[l]:=O;
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EXIST: =FALSE;
10;
P:=0; MNR:=0;
FOR I:=1 TO M DO
BEGIN
R:=Y[I];

IF R < O THEN
BEGIN
P:=P+1;
GAMMA: =0;
ALFA: =R;
BETA: =-1INF;
FOR J :=1 TO N DO
IF XX[J] <= O THEN

IF C[J]+Z >=FVAL THEN

BEGIN
XX[JJ:=2;

KK [S+1]:=KK [S+1]+1;

T:=T+1;
JJ[T]:=J

END

ELSE

BEGIN
R1:=A[1,J];

IF R1 < O THEN
BEGIN
ALFA: =ALFA-R1;
GAMMA: =GAMMA+C [J];

IF BETA < Rl THEN BETA:=R1
END
END:
IF ALFA < O THEN GOTO 20;
IF ALFA + BETA < O THEN
BEGIN
IF GAMMA+Z >= FVAL THEN GOTO 20;
FOR J:=1 TO N DO
BEGIN
R1:=A[1,J];

R2:=XX [J];

IF R1 < O THEN
BEGIN
IF R2 = 0 THEN
BEGIN
XX[J]:=-2;

FOR NR:=1 TO MNR DO
BEGIN
ZR[NR]:=ZR[NR]-A[W[NR], J];
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IF ZR[NR] < O THEN GOTO 20

END
END
END
ELSE
IF R2 < O THEN
BEGIN
ALFA: =ALFA-R1;
IF ALFA < O THEN GOTO 20;
GAMMA: =GAMA+C [J];

IF GAMMA+C[J] >= FVAL THEN GOTO 20

END
END;
MNR: =MNR+1;
W[MNR]:=I;

ZR[MNR]; =ALFA

END
END
IF P = O THEN
BEGIN

FVAL: =Z;

EXIST: =TRUE;

FOR J:=1 TO N DO

IF XX[J] = 1 THEN X[J]:=1 ELSE X[J]:=0;

GOTO 20
END
IF MNR = O THEN
BEGIN

P: =0;

GAMMA: =-INF;

FOR J:=1 TO N DO

IF XX[J] = O THEN

BEGIN
BETA: =0;
FOR 1I:=1 TO M DO
BEGIN
R:=Y[I];
R1:=A[I,J];
IF R < R1 THEN BETA:=BETA+R-R1
END;
R:=C[J];
IF (BETA > GAMMA) OR (BETA = GAMMA) AND (R < ALFA) THEN
BEGIN
ALFA: =R;
GAMMA: =BETA;
P:=J
END
END;
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IF P = 0 THEN GOTO 20;
S:=5+1;
KK[S+1]:=0;
T:=T+1;
JJ[T]:=P;
II1[S]:=1: XX[P]:=1;
2:=2+C[P];
FOR I:=1 TO M DO
Y[I]:=Y[I]-A[1,P]
END
ELSE
BEGIN
S:=6+1;
I1(S]:=0; KK[S+1]:=0;

FOR J:=1 TO N DO
IF XX[J] < O THEN

BEGIN
T:=T+1;
JI[T]:=J;
I1{S]:=11[S]-1;
Z.=Z+C [J] ;
XX[J]:=1;

FOR I:=1 TO M DO
Y[I]:=Y[I]-A[I,J]
EN
END
GOTO 10;
20;
FOR J:=1 TO N DO
IF XX[J] < 0 THEN XX[J]:=0;

IF S > 0 THEN
REPEAT
P: =T;
T:=T-KK[S+1];

FOR J:=T+1 TO P DO XX[JJ[J]]:=0;
P:=ABS(II[S]);
KK[S]:=KK[S]+P;

FOR J :=T-P+1 TO T DO
BEGIN
P:=JJ[J];

XX [P]:=2;
2:=2-C[P];
FOR 1:=1 TO M DO
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Y[I]:= Y[I]+A[I,P]
END

S:=5-1;
UNTIL (II[S+1] < O OR (S = 0) ;

IF S > 0 THEN GOTO 10;
WRITELN;
writeln ( ' -—=~-- 'HOJA DE RESULTADOS’® ~——=— *);
WRITELN;
WRITELN ( ’~--VECTOR DE LA SOLUCION OPTIMA (Transformado)’);
FOR J:=1 TO N DO

WRITELN ( * X[J] = ’,Xx[J].’ J=",J);
WRITELN;
WRITELN ( * --- VALOR OPTIMO DE LA FUNC. OBJ. = ’,FVAL);
WRITELN ( ’° --- TIENE SOLUCION EL PROBLEMA = ’,EXIST);
WRITELN;
WRITELN ( ’ --- NUMERO DE VARIABLES (N) = ',N);
WRITELN (° --  NUMERO DE RESTRICCIONES (M) = ’,M);
WRITELN;

WRITELN (’**** MATRIZ DE COEFICIENTES DE LAS RESTRICCIONES **** °
WRITELN;
FOR I:=1 TO M DO
BEGIN
FOR J:=1 TO N DO
WRITE ( A[I,J]}:B);

WRITELN
END;
BEGIN
WRITELN;
WRITELN ( ’ ---- VECTOR DE RECURSOS ---- ’);
FOR J:=1 TO M DO
WRITELN ( ' B[1..M] = ’,B[J],’ J=",J)

END;
BEGIN
WRITELN;
WRITELN ( ’ ---- VECTOR DE BENEFICIOS NETO ---- ’);
FOR I:=1 TO N DO

WRITELN (* C[1..N] =’,C[1],’ I=",1)

END;

END.
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7. COMBINACION DE INVERSIONES BAJO RIESGO

Los métodos del valor presente, costo anual, etc. en su versién
aleatoria, toman en cuenta el riesgo, pero analizando cada una de las
inversiones por separado. Los métodos descritos solamente permiten
establecer un orden de preferencia considerando caracteristicas
internas, pero sin tomar en cuenta interrelaciones en los beneficios;

o bien, los beneficios derivados de una combinacién de inversiones.

Cuando lo que se busca es una buena combinacién de inversiones con
objeto de lograr mejores beneficios, se hace necesario disponer no
s6lo de las caracteristicas aleatorias aisladas de cada uno de los
proyectos, sino también, de aquellas que permiten relacionarlos:

correlaciones y covariancias.

Asi, un histograma de los beneficios, como el mostrado en la figura
7.1 (a), suministra informacién de caracter aleatorio sobre un tipo A
de inversién aislado, pero no sobre cémo se ven afectados estos

beneficios al considerar otro tipo de inversién B.
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FRECUENCIA

7.1 COMBINACIONES DE INVERSIONES EFICIENTES Y LINEAS CRITICAS

Se ha visto que a cada tipo de inversién P, considerada aisladamente,
se le pueden asociar dos parametros definidos por el caracter
aleatorio de los beneficios que genera: esperanza matematica  y
variancia P (uj, 0?). Se pueden asociar puntos en un plano u - o° a

cada tipo de inversioén (figura 7.1 (b)).

Se observa que de esta ménera. se pueden clasificar los tipos de
inversiones de acuerdc con sus beneficios. Por ejemplo P3 sera
preferida sobre P1 ya que a misma variancia corresponde mayor
esperanza de beneficio para P3 (figura 7.1 (b)). En forma analoga P2
sera preferida sobre PG puesto que a misma esperanza ofrece menor
variancia. El principio de Comportamiento Racional del Inversionista,

hace uso de estas preferencias.

f §
A
0—2 /
P6 /
+
P4 5 /
— 2 ll
+ p. 7
P 37
e— l+ /’d
_ L
e —_— > - — M
10 20 30 40 50 BENEFICIO
(a) (b)
Figura 7.1
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En resumen, al estudiar combinaciones de inversiones es necesario
disponer de: la esperanza matematica de 1la combinacién, obtenida
mediante la suma de esperanzas matematicas de cada tipo de inversién
(beneficios) por separado; la variancia de 1la combinacién que
nuevamente es la suma de las variancias correspondientes a los tipos
de inversiones por separado y, el coeficiente de correlacién para cada
par de combinaciones y las covariancias también para cada par por

separado.

El calculo de las variancias y covariancias permiten formular la

matriz de covariancias.

[oa (o) (o)
11 12 1m
[on (o) (o)
_ 21 22 2m
[o ] =
ij _ _ _ _
o [ [0}
m1 m2 mm

De la cual se harda uso posteriormente para el calcule de las

combinaciones eficientes.

Ahora bien, si las inversiones son divisibles lo conveniente no es
optar por un tipo aislado de ellas, sino aprovechar las relaciones
entre ©beneficios buscande una combinacién que ofrezca las dos

siguientes caracteristicas:

a) Para una esperanza dada, la variancia sea menor gque para

cualquier otra combinacién (incluyendo las aisladas).

b) Para una variancia dada, la esperanza sea mayor gue para

cualquier otra combinacién (incluyendo las aisladas).
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Una .combinacién de inversiones que satisfaga los dos requisitos
anteriores sera eficiente. Al lugar geométrico de las combinaciones

eficientes se le llama linea critica y ésta es una linea quebrada.

Puesto que la linea critica es quebrada conviene definirla en términos
de un parametro A de manera que resulta la familia k = A u - 0{
obsérvese que para definirla se esta haciendo uso del comportamiento
racional, (k = 0 si p = 02 = Q). Esta linea critica es de la forma

2 . .
U= 2, + a p-a, o, luego es una funcién utilidad.

7.2 DOSIFICACION DE LAS INVERSIONES. CALCULO DE LA LINEA CRITICA

El problema de las combinaciones eficientes se reduce a dosificar la
intervencién de cada uno de los tipos aislados, determinar porcentajes
para dicha intervencién, de acuerdo con la aversién al riesgo del

inversionista, con objeto de lograr dichas combinaciones eficientes.

Sea x el porcentaje con que intervendra el tipo de inversién Pi en la
1
combinacién eficiente, es claro que X = [xl,..., xi,...,x ] tendra
n
como propiedad que ¥ x = 100% = 1.
1

i

Se trata de un vector estocastico y determina una combinacidn

eficiente.

Por definicién.

sera la esperanza matematica de la combinacién eficiente. Anadlogamente

la variancia de dicha combinacién sera:
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Si u = u, | es el vector de las esperanzas
M,
1
i
L™
_ 7
C = o o . o es la matriz de las covariancias
11 12 in
c o A c
nl ng nn

t es la transpuesta de x.

entonces E=xp, V=xcx , donde X t

Para el calculo de las combinaciones eficientes (linea critica),

definiran también los siguientes vectores y matrices;
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M= o o 1 = cC 1 matriz (n+1) x (n+1)
11 in
- - - T a
o c 1
nil nn
1 1 0
L ]
_ B 1 —
R = 0 = 0 vector (n+1) x 1
. 1
0
1
S = ( M = m vector (n+1) x 1
. o)
1]
n
0]

~

La matriz M coincide con la M salvo que para los vectores no

seleccionados en la etapa tiene cruces unitarios, ésto es, si x no es
1

~

seleccionado en la etapa correspondiente la matriz M tendra ceros en

el renglén y en la columna i, salvo en su interseccién en donde tendra

~

un uno. El vector S coincide con S salvo que si x. no es seleccionada
1

en la etapa, el i-ésimo elemento es cero; AE es el parametro en

funcién del cual se describe la linea quebrada y medirda la aversién al

riesgo del inversionista.
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Markowitz demuestra que la ecuacién de la linea quebrada es:

X2
x

It

el

+
w2
>

iR
—

r_._.
> X
]

De donde se despejarda la dosificacién de acuerdo con la aversién al

riesgo.

El método procede por etapas describiendo en cada una de ellas el

segmento de recta que identifica. Si i es la etapa, el segmento de

recta sera:
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en donde N (i) coincide con (M)™! salvo que tendra cruces de ceros

para las x, no seleccionadas.
1

En cada etapa sera seleccionada la X, de manera que la posicién i sea
la del mayor elemento de u no seleccionado previamente, AE sera el
mayor elemento de A para la etapa correspondiente y para las variables

que no se han seleccionado previamente.

Es posible distinguir pasos en el método para definir las

combinaciones eficientes.

o (1) P
a) Identificar la x; gue maximice a E

s 2 < c s . (1)
b) Encontrar la ecuacién de la linea critica asociada a x .
1

c) Definir los valores de AE para los que la primera linea critica

intersecta a otra linea critica.

Para ello se definen:

y para cada una de las variables no seleccionadas se plantea el

sistema
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—
x|
I

g2 (x variable no seleccionada)
j j

A (M. renglén j-ésimo de M)
j

X
i

T (1) + AE U (1)

obteniéndose

Mj [T (1) + AE u(nlil = uj AE

al despejar AE para cada variable, sera seleccionada la mayor AE. La

J asociada a AE define a xj

d)

(2)

. . PR . 2)
Encontrar la ecuacién de la linea critica asociada a x; ; N(1) se

modificara para proporcionar N (2) de 1la siguiente manera:
Supdéngase que la jo—ésima variable es seleccionada para la

(j+1)-ésima linea critica sea ﬁo la j -ésima columna de M. Se
J

definira: 0
B=N (1) M
J.0
b=B"'H
0
jo
c=m - b
Jo o

Entonces los elementos qij de N(i+1) se expresan en términos de los

f
i3

de N(i) de la siguiente manera
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e)

f)

g)

h)

g =1

jojo ¢

b,
j ..

8. =8, . = - —& (i=1)

1, Jox C 0

b1 bj
- + . . .

gij fij C (1= Jo * J)

Definir, en la forma ya descrita, los valores de AE para los

cuales la segunda linea critica intersecta a otra y determinar los

(3) . . < PR
X a partir de las ecuaciones de la linea critica.

Repetir los pasos ya mencionados hasta que AE = 0.

k - Aot
Con los xf) definidos en cada etapa encontrar los vértices de la
J

. PR 2 .
linea critica en el plano pu-¢ mediante

con uno de los vértices en el origen.

Mediante la A que corresponde a 1la aversiéon al riesgo del

inversionista seleccionar la combinacién eficiente

correspondiente. Dada una A se ubicarda en el intervalo

(A, A'1) que corresponde, definiendo la razén A/A1 =r y la X,
1 14

buscada se expresarda en términos de las x1 de los extremos.

X +rx
i i+1

3 1 +r

146



7.3 TEOREMA DE MARKOWITZ-WOLFE

Dado un conjunto finito de tipos de 1inversiones todas ellas

diversificables, el factor de diversificacién x para una aversién al
1

riesgo 2] se encuentra haciendo maxima la funcién

t

- = - == ~t f s
U=6 xd-xcC X cuando x es un vector estocastico; esto es:

7.4 INVERSIONES EN PROYECTOS

En los incisos anteriores se han presentado métodos para seleccionar
inversiones éptimas, pero no para seleccionar inversiones déptimas en
proyectos. lLa principal diferencia es que el proyecto requiere, que si
es seleccionado, se invierta en é1 la totalidad de lo programado para

realizarlo. No asi las inversiones en bonos o acciones.

Aqui el problema es suministrar una lista de proyectos seleccionados y

no un conjunto de factores de diversificacién para inversiones.
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7.5 SELECCION DE COMBINACIONES OPTIMAS DE PROYECTOS ATENDIENDO
UNICAMENTE A LA EFICIENCIA DE LOS BENEFICIOS

Cuando se conslderan uUnicamente 1los beneficios aportados por los
proyectos, el «criterio para seleccionar combinaciones atiende
exclusivamente a la eficiencia por concepto de esperanza y variancia.
Puesto que se trata de suministrar una lista de proyectos, ésta estara
constituida por aquellos que se encuentran en la linea critica. Para
determinar esta ultima, basta situar todas las combinaciones en el
plano “_02 y ligar la envolvente maxima (abajo y a la derecha) de los

puntos dibujados.

7.6 SELECCION DE COMBINACIONES OPTIMAS DE PROYECTOS ATENDIENDO
A BENEFICIOS Y A COSTOS. MODELO GENERAL (Estatico)

Siguiendo a Weingartner se tiene:

max z = U X -~ A X O
s. a. o
Ax=0D>D
x=1{x | x =061}
1
Donde:
i = vector de las esperanzas matematicas de los beneficios.
o ¢ = matriz de las covariancias de los beneficios.
A = matriz de los costos.
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A = coeficiente de aversioéon al riesgo.

Si los proyectos son por definicién independientes, los coeficientes

de correlacién son nulos y la matriz es diagonal.

Si existen proyectos mutuamente exclusivos o uno es contingente a
otro, se tomara en cuenta agregando las restricciones

correspondientes.

EJEMPLO 7.1 Obtener las caracteristicas aleatorias de la combinacién
de los proyectos de inversién P1' P2 y P3 si sus beneficios aislados

son los indicados en la tabla 7.1; encontrar la linea critica.

MONTO DEL FRECUENCIA
BENEFICIO P P P
1 2 3
10 5 9 2
20 8 12 4
30 10 8 7
40 8 5 9
50 3 1 8
860 1 0 5
Tabla 7.1

Se tiene:
m =29.7, m =23.4, m = 39.1
2 3

s 2% = 162.78, 522 = 122.57, 532 = 196.4

S =12.75, S = 11.05, 5 = 14.02
1 2 3
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?(xi—x) (yi—y) 1

v = - E (x,-%) (y-y) = 2923 = 0.91
35 x 12.75 x 11.05 4931 1 ] A
- 1 _z _Ty =
r‘13 = 62*565: (X_1 X) (yl y) = 0.942
- 1 = _ =, _ 4895.6
r‘23 = gzlz—zz (Xi X) (yl y) = — 5423 0.903
1
512 = 0.915 x 12.75 x 11.05 = 129
513 = 0.942 x 12.75 x 14.02 = 168
523 = 0.908 x 11.05 x 14.02 = 140
c= 163 120 168 M= | 207
129 123 140 23.4
168 140 196 38.1
L J L J
las matrices y vectores adicionales resultan
_ T T R _ T 1
M= 163 129 168 1 R = 0 S = 29.7
129 123 140 1 0 23. 4
168 140 196 1 0 39.1
1 1 1 O 1 0
L ] L L )
(1) c s (1) - -
a) La X~ que maximiza a E es X3 ; x = [0,0.,1] es el primer
vértice
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(1)

b) Calculo de la linea critica asociada a X, se tiene:

c 4l

w0

Luego:

0 0]
1 0
0 196
0] 1
. -
0
38.1
0

151

1 0]
0 1
0] 0
0 0]

0 o
0 0]
0] 0
0 0

0 0
0 0
0] 1
1 -136

0 0 1
0] 0
0] 1

1 -196
0] 0 ]
0 0]
0 1

1 -196

i 29.7 W

23.4

39.1




( 7 r B r
X = 0 + 0
1
X 0 0
2
X 1 0
3
A L—196 38.1

38.1 A
E

b

-196+39.1AE

c) Valores de AE para los que una linea critica intersecta a otra.

T(1)=P O-
0]
1
-196
L |
para 1 =1

[163 129 169 1]

168 + (-186 + 38.1 AE)

- 28 + 38.1 A
E

A
E

0]

1

-186+38.

28

- g4

39.1

12

29.7 A
E
28.7 A
E

2.97

152

29.7 A
E

]



para i1 = 2

[129 123 140 1] 0 = 23.4 AE

-196+39.1 A

140 + (-196 + 39.1 AE) = 23.4 AE
- 56 + 39.1 a = 23.4 AE
- 596 _
AE =155 = 3.56687838

luego AE = max [ 2.97, 3.56687838 ] = 3.56687838 por lo que para
Xx=10,0,1] se tiene 3.56687898 = A < ®

. ‘ s . (2)
d) Ecuaciones de la linea critica asociada a x2

B = - 0 0 O 0 ] i 129 [ 0 ]
0 0 0 0 123 0
0 0 0 1 140 1
0 0 1-196 1 -56
L _ L _ L -
r 1
b=[0 0 1 -56 ] 129 = 84
123
140
1
B
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123 - 84 = 39

(¢}
1]

é = 0.0256410

N(2)=1|0 0 0 0
0 0.0256410 -0.0256410 1.435896
0 -0.0256410 0.0256410 ~-0. 435896
0 1.4358396 -0.435896 -115.589824

X 0 0
1
X, = 1.435896 + AE -0.4025737
X, ~-0. 435896 0.4025737
A -115.589824 J 16.5564328
L J L L d

como comprobacidén

-0.435896 + 3.56687898 (0.4025737) = 1

e) Determinacién de AE para el que la nueva linea critica intersecta

alguna otra.

La primera interseccién ocurre cuando

x, = 0 = -0.435836 + 0.4025737 AE

154



_0.435836  _
A = G aoseaT = 1-08273732

La segunda interseccién se calcula a partir de

[163 129 168 1 ] ( 0 = 28.7 AE
1.435896 - 0.4025737 AE

-0.435896 + 0.4025737 AE

-115.589824 + 16.5564328 AE
J

185.230584 - 51.932007 AE - 73.230528 + 67.632382 AE - 115.588824 +
+ 16.556433 AE = 29.7 AE
- 3.589768 + 2.556808 AE =0

_ 3.589768  _
A, = S ieesog- = Ll-40400374

AE = max [ 1.0827732, 1.40400374 ] = 1.40400374

El nuevo vértice es:

1.435896 - (1.40400374) (0.4025737) = 1.435896 - 0.565215

x
i

-0.435896 + (1.40400374) (0.4025737) = -0.435896 + 0.565215

X
]

x =0 X, = 0.870681, X, = 0.129319

< <

1.404004 = A = 3.566879
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f) Ecuaciones de la nueva linea critica.

B = I 0 0 0 0 ] I 163 =
0 0.0256410 -0.0256410 1.435896 129
0 -0.0256410 0.0256410 -0. 435896 168
0 1.435896 -0.435836 -115.589824 1

( 0 T o ]
3.307683 - 4.307688 + 1. 435896 0.435897
-3.3076838 + 4.307688 - 0.435836 ) 0.564103
185.230584 - 73.230528 - 115.588824 ] -3.589768
b = [0 0. 435897 0.564103 ~-3.589768] i 163 ] = 56.230713 +
129 + 94.7689304
168 - 3.589768
L 1
b = 147.410 120
c = 163 - 147.410120 = 15.5839880 é = 0.0641442
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N (3) = i 0.0641442 -0.0279603 -0.0361839S 0.230263 ] ; i 29.7 ]
-0.0279603 0.0378288 -0.0098685 1.335525 23.4
-0.0361839 -0.0098685 - 0.0460525 -0.565788 39.1

0.230263 1.335525 -0.565788 -114.763178 i 0
I x, - I 0.230263 ] — -0. 163978 —
x, | = " 1.335535 | + A, | -0.331084
X, -0.565788 0. 495068
i A -114.763178 15.967785

l.a comprobacién es:

0.870681
0.128319

1.335525 - (1.404004) (0.331084)
-0.565788 + (1.404004) (0.495068)

il

g) Definicién de intersecciones

X, = 1.335525 - 0.331084 AE =0

_ 1.335525
A, = 5 33rosi— = 4-033785

X, = -0.565788 + 0.495068 AE =0

_ 0.565788  _
A, = o dosoeg— = 1142849063

La primera interseccién ocurre con una linea fuera del intervalo de la

anterior. Intersectara la segunda AE = 1.142849063

157




Las coordenadas del nuevo vértice seran:

x, = 0.230263 - 0.187402 = 0.042861

x, = 1.335525 - 0.378879 = 0.957146

x, = -0.565788 + 0.565788 = 0.000000
1.142849 £ A X 1.404004

h) Ecuaciones de la nueva linea critica.

Puesto que ahora se trata de eliminar a una de las variables
previamente selecionadas, la Xy las expresiones para obtener

N (i + 1) a partir de N (i) también se alteran. Las nuevas son:

£ fj ,
ij
g . =f - 0 0
ij ij f
JIodo
1
= 21.714348
iolo

g R
N (4) = 0.0357142 -0.0357142 O -0.214282 | ; | 29.7 | ; | O
-0.0357142 0.0357142 O 1.214282 23.4 0
0 0 0 0 39.1 0
-0.214282 1.214282 0 -121.714290 L 0 1
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N (4) R

-0.214282
1.214282
0

-121.714290

La comprobacién es analoga.

+

N (4) S

0.2249994
-0.224801
0

22.050024

Puesto que AE ha alcanzado el valor cero, el ultimo punto es:

A
hA

i)

s . 2 2 .
Los vértices en funcién de u y ¢ se consignan en

1.142848

la tabla 7.2
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V1 My 0? Vz My 02 V3 Hy 02 V4 H oi
X, 0 0 0 0 0 0 10.042861| 1.27) 5.59|0 0]
X, 0 0] 0 [{0.870681|20.36{107.91/0.957146(22.40(117.98}1 |23.4[123
X 1 (39.10(1961{0,129319| 5.04| 18.99 0 0 o |0 0
z 39.10)196 25.40(126.90 23.67|123.57 23.41123
Tabla 7.2




La linea critica se muestra en la figura 7.2

5 .
P

3
200 Aﬁ +
190 _| Vi

180 7”7

/7
170 ;7

Py

160 + 7/
/7

150 _j 7/
140 _ /!
130 ] p /
120 | },;J
110
100 //
90 _ //
80 /
70 = //
60 - /7
50 ;
40 ya
30 //
20 //
10 -

Figura 7.2

EJEMPLO 7.2. (Markowitz). Sean tres tipos de inversiones A, By C y

se trata de dosificarlas si:

u = | 0.062 c = | 0.0146 0.0187 0.0145
0.146 0.0187 0.0854 0.0104
0.128 0.0145 0.0104 0.0289
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Los resultados se consignan en la tabla 7.3 y la linea critica se

muestra en la figura 7.3

2 2 2 2
\A Hy ! Vz Ha %2 Val Mg ¢ V4 H, T4
x |0 0 0 0 0 0 10.84[0.052!0.0123|0.98]0.081]0.014
x,|1 |0.146]0.0854)0.22|0.032/0.0059| O 0 0 o) 0 0
x, |0 0 0 10.78/0.103/0.0183/0.16{C.021/0.0027|0.01!0.001|0.000
0.146(0.0854 0.1350.0252 0.073l0.0150 0.062|0.014
Tabla 7.3
1000 ~“ A i
55 X
g0 4 Iy
35 - ;
80 4 ;
75 4 [
1
70 |
!
65 !
60 |
55 !
i
50 A |
!
45 o '
40 :
:
35 1 )
30 - . 2"
25 4 57 (417 = A < @)
J .- '
20 A _ - <
15 - _> -7 (0,14 S A 5 4.17)
10 - _-~ (0.034 i S0.14)
5 - ’,"
T % K
© S5 8383 5838885 883 3
(0 2 A 2 0.034)
Figura 7.3
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EJEMPLO 7.3. Se dispone de 50,000 ;Cémo se invertiria esta suma

considerando el primero de los dos ejemplos anteriores, y

a) A = 10

b) A = 3

c) A= ?
a) A =10

Las ecuaciones de la linea critica son:

x = 0O + 0 A luego X = 0 + 0(10) =0
x =0+ 0A x =0+ 0(10) =0
2 2
Xx =1+02A x =1+ 0(10) =1
3 3
Inversién en P1 = 0 (50,000) =0
Inversién en P2 = 0 (50,000) = 0O
Inversién en P3 = 1 (50,000} = 50,000
b) A.=3

Las ecuaciones de la linea critica son:
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c)

lue

0+ A (0)

1.44 + x (-0.40

1l

go para A = 3

=0

1.44 -1.20 = 0.

-0.44 + 1.20 =

Inversién en P1 =

Inversiém en P2 =

Inversién en P3 =

)

-0.44 + A (0.40)

24

0.76

0(50,000) =0

0.24 (50,000) 12,000

it

0.76 (50,000) 38,000

Las ecuaciones de la linea critica son:

lue

X
1

-0.22 + 0.22 A

1.22 + (-0.22x)

i)

0O+0A

go para A = 1

= -0.22 + 0.22 =

0
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1.22 - 0.22 = 1

x
]

X =0~-0=0

Inversién en P1 =0
Inversién en P2 = 50, 000
Inversién en'P3 =0

EJEMPLO 7.4. Aplique el teorema de Markowitz-Wolfe a los datos del
ejemplo 7.1.°

max Z= 29.7 8x + 23.4 0x_ + 39.1 6x_ - 183 x2 - 129 x x
1 2 3 1 1 "2

- 168 x x - 129 x x -123 x2 - 140 x x_ - 168 x X

1 73 1 T2 2 2 '3 1 °3

- 140 x_ x_ - 198 x°
2 3 3

v

o bien

max z= 29.7 Ox_ + 23.4 6x_ + 39.1 6x_ - 163 x° - 258 x_ x
1 2 3 1 1 2
-33 x x - 123 x> - 280 x_x_ - 196 x°
1 3 2 2 3 3
5.a.
X +x +x =1
1 2 3
X 2 0

Que es un problema de programacidén cuadratica paramétrica que puede

resolverse con el método de Wolfe, segin se muestra en la tabla 7.4.
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=) x x ¢ a v v v
1 2 3 1 1 1 2 3
1 1
-326 -258 ~336 = 1 1 29.7
-258 -246 -280 -1 1 1 23.4
-336 -280 -392 -1 1 1 39 .1
Z} - c’ 12 Q 4a 1 -1 D -1 7]
z - c Q Q Q %] Qe %] "] %] -1
2 2
z3 - CB -8.8889 ] -7.1815 %] 2 1587 -.1587 ] 7]
z4 - <, o] (%] -4 .2777 7] Q -.27323 -.Q0:94 .2933 Q@
25 - CS 15.219 @ ] ] %] -.5243 . 2434 . 2666
z - c_ 3.7889% 65.1689 [2) 2 o -. 059 253 2
© o
z7 - < Q.6743 2.9183 -.24 24 .24
3 3 4 a X v
: 2 3 ES @
z -2486 - @®
-2as -1
x | 3
2
v‘ 2432 1 258 293
u) 246 1 246 246
v3 282 1 259 H 282
z -1
1 1
2
. T2 1 -1 12 6 . 3% 1.9047
. 246 1 245 23 .4 1e.S12
‘3 34 -1 H 349 15.7 2.1656
= 1.9047 .1587 .1587 1.9047 -8.8883
1 1 1
2
o] 1.9947 .1587 -.1587 t.9247 -8.8889
) 221 .43 -3.7136 4.7136 201 .43 187 .9%558
3 4.9962 -2.4916 1.4916 1 4.0962 95 .51 64 |» .0428
2 2.285) ~. 2733 —.0194 2933 2.2851 -4.2177
> 9572 ~.0261 -. 0159 -.2105 .93571 Q.7556 1
e 2.2965 -.@733 -.Q2194a .©3533 2.2851 -4 .2177 -
, 193.385S5% 1.292 1.7251 -1.9735 193.3855 117.0575 1
. .0a28 ~-Q.0261 .Q! 59 .Q10S .2428 Q.2554 i» L1876
] -
Tabla 7.4 (contin@Ga)
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61 62 33 a X Y
2.992 1 2434 .2666 2.992 -.5@43
> @.8366 5243 -.0620 ~. 0415 ©.8326 1033 8.0406
2.9982 1033 .2434 .2666 2.992 ~-.5042 -
73.75587 . 5043 |-5.5676 6&.7846 1 73.7667 3.e553
3 1676 L0553 .0623 @41 1676 -.102z -
L1122
T.a469 -.059 ~.064 7.0469 -.059
. 8.0406 1 -.6 ~.4017 8.2408 -.6
7.0469 -.053 -.069 7.2469 -.259
< 68 .7943 2.2654 t.5621 68.7943 2.2654a4x%| 39 .3673
3 k o
8 5 8 s x N
B.7383 o024 8.7383
, 26 . 4344 t 31473 256 .4344 - .81 45"
3.7383 Qz2a 8.7383 -.224
vy 39.2373 i -.6895 30.25673 ~ . 335 SCLUCION MO ACQTABA FIN,
2
1 1 D
3
S o] L J C I o] ]
X] x2 XB K
< 1 QQ ] !
2 ! Q@ 1.9047 2
.24a28 L9572 Q 2.2851 3
1] .8328 1676 2.992 4
%] [ 1 7.02469 S
Tabla 7.4 (concluye)




7.7 CARTERAS DE INVERSION ’

Se trata de analizar diferentes inversiones para el caso de México. Se
obtuvieron datos de los rendimientos mensuales que han dado varios de
los instrumentos que se ofrecen en el mercado financiero secundario
desde el primero de enero de 1885, hasta el 28 de febrero de 1888.
Para hacer equiparables los datos, se transformaron de tal manera que
segun el caso, se manejara la tasa mensual del rendimiento o la tasa

del cambio en su cotizacidén con respecto al mes anterior.

Los instrumentos que se estudiaron son los siguientes:

- Dos metales: el A y el B al precio de venta en pesos mexicanos,

precios al cierre de cada fin de mes,

- Dos monedas, entre las mas cotizadas: la C y la D al precio de

venta de la cotizacién oficial.
- Una inversién de renta fija: la E de 28 dias.

- Una inversiéon de renta variable: la F

El comportamiento de los diferentes instrumentos de inversién se
muestran en las figuras 7.4 a 7.9, los promedios de sus rendimientos
son los siguientes (valores enteros): A, 56; B, 52; C, 53; D, 69; E,

B65; F, B5.
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En este ejemplo se debe escoger entre las diversas alternativas la, o
las mas prometedoras para invertir un capital fijo disponible, a estos

problemas se les ha llamado de carteras o portafolios de inversién.

Se tienen diversos planteamientos para este caso, desde el que sélo
considera el beneficio, hasta los que consideran momentos de mas alto

orden de la distribucién de probabilidad de los beneficios.

Notacién:

X variable de decisién 1 6 0O segin se 1invierta o no en el

instrumento j.

C_t variable aleatoria que representa el valor del beneficio neto
]
del Jj-ésimo instrumento de inversién en el tiempo t donde

J=1, 2,..., N, t =1, 2,..., T.
A_t variable aleatoria que representa el costo neto del j-ésimo
j
instrumento de inversién en el tiempo t.
B variable aleatoria que representa al presupuesto disponible en

el tiempo t.

Se supone que, o se conocen las funciones de distribucién, o se tienen

datos suficientes para determinar sus tres primeros momentos.

En el primer modelo se asume certeza, ya que cada variable aleatoria
esta representada por su valor esperado. Asi el modelo determinista

que se usa es el siguiente:
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(1) max T E (Cj) XJ j=1,2,..., N
b)

s.a. TE(A ) X 3
5 jt ]

1
e
o]

-
I

]
—
\¥}
3

X =0, 1
]

En este modelo la funcién de utilidad, o sea, la funcién objetivo, es

lineal, pues no toma en cuenta el riesgo que es la dispersién.

El segundo modelo que si toma en cuenta el riesgo, es el siguiente:

(11) max Y = E (Z2) - KV (2)

nA

s.a. X E (Ajt) XJ E (Bt)

Donde: E(Z) = £ E (C)) X es la esperanza de los beneficios;
j

vV (2) = ,Ej Xi 01) X con (i, j) =1, 2,..., Nes la varianza de Z;
1 3 J

oij es la covariancia de (C, C); y K es un factor de peso que dara
i j

el decisor.

En esta funcién objetivo se maximiza E(Z) y se minimiza V(Z); K
significa el grado de aversién al riesgo, de tal manera que una K
grande refleja una actitud conservadora y los valores pequefios indican

que casi no se toma en cuenta la posibilidad de perder.

El tercer modelo que se propone maximiza beneficios sujetos a un

riesgo maximo f1ijo como sigue:
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(111) max Z E (C) X.
j J

A

s.a. V{XE (C) X.}
] J

La notacién es la misma que se ha usado.

El cuarto modelo minimiza el riesgo sujeto a un rendimiento minimo

como sigue:

(1V) min V {Z E (Cj) Xj}
s.a. SE(C) X 2 M
3 3
X = 0,1 j=1,2,..., N

B

En cualquier caso se obtiene en qué Iinstrumentos se debe invertir y
cuanto. Se hicieron seis aplicaciones utilizando un paquete de

cémputo que permite manejar programacién lineal binaria.

En la primera aplicacién, el modelo s6élo maximiza beneficios y conduce

a que D es el mejor instrumento de inversién.
En la segunda aplicacién, se obtiene que si se desea formar una
cartera con tres de los mejores instrumentos debe invertirse en A, E y

F.

En la tercera aplicacién, se usa un modelo del segundo tipo, donde se

maximizan los beneficios esperados, se minimiza el riesgo y el decisor
no pondera su aversién al riesgo, o sea, que K = 1 para todos los
instrumentos. En este caso se usa la varianza de cada tipo de
inversién en forma independiente y resulta que lad inversién de mas

alto rendimiento y menor riesgo es la E.
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En la cuarta aplicacién, se utiliza el mismo modelo anterior, pero
properciona los tres mejores elementos para la cartera maximizando

rendimiento y minimizando riesgo; ellos son A, D y E.

En la quinta aplicacién (tabla 7.4), se usé un modelo del tercer tipo
y resulta que el maximo beneficio con un riesgo maximo de 21, se

obtiene invirtiendo en A, E y F.

En la sexta aplicacién, se usdé un modelo del cuarto tipo donde para
minimizar el riesgo sujeto a un minimo de beneficio fijo en 150, se

debe invertir en C, E y F.

Quinta aplicacién

MAX 56X1 + 52X2 + 53X3 + 69X4 + B5X5 + 65X6

?S.T.
? 10X1 + 11X2 + 9X3 + 13X4 + 2X5 + 9XB6 <= 21
? END
INT 6
OBJECTIVE FUNCTION VALUE
1) 186. 000000
VARIABLE VALUE REDUCED COST
X1 1. 000000 -.545460
X2 . 000000 5.808087
X3 . 000000 . 000000
X4 . 000000 .000000
X5 1. 000000 -50.818180
X6 1. 000000 ~12.000010
ROW SLACK OR SURPLUS DUAL PRICES
2) . 000000 5.545454
3) . 000000 3.0380807
NO. ITERATIONS= g
BRANCHES= 1 DETERM. = 22.000E O
BOUND ON OPTIMUM: 185. 4545
ENUMERATION COMPLETE. BRANCHES= 1 PIVOTS= 9

LAST INTEGER SOLUTION IS THE BEST FOUND
RE-INSTALLING BEST SOLUTION...

Tabla 7.4
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7.8 MODELO DE DESVIACION MEDIA ABSOLUTA PARA LA SELECCION DE CARTERAS
DE INVERSION

7.8.1. Descripcién del modelo

Propuesto por Hiroshi Konne y Hiroaki Yamazaky (1989) el Modelo de
Desviacién Media Absoluta (MAD) es un modelo estatico que permite la
obtencién de la Frontera Eficiente del conjunto de carteras factibles,
en el plano Rendimiento-Riesgo. A diferencia del modelo de Markowitz,
propone como medida del riesgo la desviacién media absoluta de los
datos lo cual conduce, como se vera mas adelante, a un Problema de

Programacién Lineal.
Sea R la variable aleatoria que representa la tasa de rendimiento
J
(por periodo) del activo SJ, J=1, ..., n. Sea x_ el porcentaje
J

del dinero disponible (presupuesto) para invertir en el activo j.

El rendimiento esperado (por periodo) de esta inversién estéa dado por:

n n
rix, ..., x)=E R =YEIR
1 n [ Z JX) ] Z [ 3 ]XJ
j=1 j=1
donde E [ . ] representa el valor esperado de la variable aleatoria
dentro de los corchetes. Un inversionista desea tener un r(xl,...,x )
. n

tan grande como sea posible y al mismo tiempo mantener un nivel de

riesgo minimo.

La funcién objetivo, que mide el riesgo de la cartera, en lugar de la
desviacién estandar (o variancia) del modelo de Markowitz, es la

siguiente:
wix) =El [ YRx -E[l FRx_1|]
j=1 2 * j=1
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Por 1o que el modelo MAD es:

n n
Min wix) =El | YRx -El YRx 1]
R I PR B
j=1 j=1
n
(MAD) s @ L EIRIx; = p
j=1
n
Yyx =1
j=1 7
0=x =u j =1, , n
3 3

donde p es un parametro que representa la minima tasa de rendimiento
requerida por el inversionista y u es el porcentaje maximo de dinero
j

que puede ser invertido en el activo S .
j

Este modelo tiene la importante caracteristica de que puede formularse

como un Problema de Programacién Lineal, segin se vera a continuacién:

Sea r'jt la realizacién de la variable aleatoria Rj (;j = 1, ..., n)
durante el periodo t (¢t = 1, ..., T), la cual se supone esta

disponible por datos histéricos, o bien mediante alguna proyeccién a
futuro; también se admite que su valor esperado puede aproximarse

mediante el promedio de estos datos. Sea

entonces,

por lo que:
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y definiendo a, = r., - r (desviaciones de la realizacién
j J bl

activo j respecto de su promedio, en el periodo t), se tiene que:

T n
wix)=Y% | T a X |/T (7.1)
=1 321 0% )

de modo que el modelo MAD se puede reescribir como:

)

w
sk
-3
X
v
©

(MAD1) o

o
A
X
IA
c
[
i
A
E

que es equivalente, al siguiente Problema de Programacién Lineal:
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min Eyt
t=1
n
- Z =
s a. vy, Y 2, X, 0 t =1, , T
j=1
n
(MADL) Trx zop
j=1 3 g
n
Ix =1
=1’
OSX_SU' j=1, » N
j j
y =20 t =1, , T

donde el valor de w(x) puede recuperarse a partir de la definicién de
a .y la relacién (7.1).

J
Esta ultima expresién del modelo puede aplicarse directamente con los
paquetes de programacién lineal wusuales y que son facilmente

accesibles.

La minimizacién de w(x) que propone el modelo MAD es equivalente a la

minimizacién de la variancia o-(x) propuesta en el modelo clasico de

Markowitz si (R1’ Rz’ ..., R) tiene distribucién normal multivariada,
n

de acuerdo con la siguiente:

PROPOSICION: Si (R1’ Rz’ c e R ) tiene distribucién normal
n

multivariada, entonces:
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wix)=v % o(x)

Prueba: Sean (pl, C pn) la media de (Rl, ..., R} vy (oij) nxn su
n

matriz de covariancias. Entonces, los resultados Dbasicos de

estadistica matemidtica establecen que Z R X, tiene distribucién

j=1
n

normal con media ¥ p.xj y desviacion estandar
R
Jj=1

n n

cx)=[ ¥ ¥ T XX, 1Y

i=1j=1

Por lo tanto: ®
1
wix) = ———m8— J I u | exp[—u2/202(x)]du =
vV on o(x)
[0} ® 00
! 2
— J -uexp[-u2/202(x)]du+J uexp[—u2/20 (x)lduf=
vV 2n o(x)
— [6%+¢"]= V o(x).
V 2n  o(x)

De este resultado se desprende que el modelo MAD propone una medida de
riesgo tan buena como la propuesta por el modelo de Markowitz. Se ha
sefialado sin embargo, que ante dos carteras con el mismo rendimiento y
desviacién estandar (absoluta), puede ser importante considerar el
tercer momento de su distribucién (curtosis) ya que si dicha
distribucién no es simétrica (como lo muestran resultados estadisticos
del Mercado de Valores de Japén), un inversionista prudente elegira la
de tercer momento més grande ya que esto implica un menor riesgo de

pérdidas.

En este sentido se han propuesto algunas variantes del modelo MAD, que

también conducen a problemas de programacién lineal y que en su
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conjunto constituyen toda una <clase de modelos denominados

cuasilineales (o lineales por trozos).

Sin profundizar en esta clase de modelos, se sefialaran algunas
particularidades del aqui expuesto y que lo colocan por encima del

modelo de Markowitz.

i) Calculos previos. La construccién del modelo de Markowitz
requiere del calculo previo de n(n + 1)/2 covariancias, a partir
de los datos histéricos (o proyecciones futuras); mientras que la

aplicacién del modelo MADL es directa a partir de dichos datos.

ii) Linealidad. El modelo cuadratico de Markowitz para problemas
de gran escala puede resultar muy poco manejable, en términos de
tiempo-maquina; por su parte es bien conocida la existencia de
algoritmos lineales que tienen una gran eficiencia computacional
de modo que el modelo MADL aUn cuando n sea grande, por ejemplo

mayor que 1,000, se puede resolver en tiempos razonables.

iii) Costos de administracién. La solucién o6ptima del modelo de
Markowitz usualmente contiene una gran cantidad de variables
diferentes de cero. Esto en la practica constituye una dificultad
para administrar un gran numero de activos, a parte de que
algunos de los valores 6ptimos de las variables son tan pequefios
que resultan incompatibles con las cantidades minimas que se
ofrecen en el mercado. Por su parte, la solucién oéptima del
modelo MADL puede contener a lo mas 2T + 2 componentes positivas,

sin importar el numero n de activos que se manejen.

iv) Actualizacién de datos. Como no se tiene que calcular Ila
matriz de covariancias, el modelo MADL permite una facil
actualizacidén e incluso la incorporacién de los datos y variables

que se vayan registrando al paso del tiempo.

Adicionalmente, resultados numéricos reportados por los autores
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mencionados al principio de este inciso, evidencian las
caracteristicas que permiten Jjustificar que el modelo MAD es una
alternativa digna de considerarse para la optimizacién de carteras de

inversién.
7.8.2. Aplicacién

Se complementa la descripcién del modelo de Desviacidén Media Absoluta

mediante la aplicacién concreta que se presenta en seguida.

A partir de la informacién obtenida en la Bolsa Mexicana de Valores S.
A. de C. V. (BMV), se procedi6é a la aplicacién del modelo MADL. Para
ello se consideraron activos formados por las acciones de 33 empresas
que cotizan en la BMV y que en su conjunto constituyen mas del 80% del
Indice de Precios y Cotizaciones (IPyC). Los reportes que se
utilizaron corresponden a los rendimientos reales mensuales de dichas
acciones (descontando la inflacién correspondiente), de enero de 1991
a enero de 1992. Debe sefialarse que sb6lo se tomaron en cuenta
ganancias de capital y no pagos de dividendos debido a 1la gran

irregularidad (o a veces inexistencia) de éstos.

Con referencia al modelo MADL antes citado, se tuvo que T = 13
(meses), n = 33 (activos) y se consideraron variaciones para el
rendimiento p del orden del 1% al 14%, se asumié también que uj = o ,

para j =1, ..., 33.

Como se demostré anteriormente, dicho modelo constituye un problema de
programacién lineal, el cual fue resuelto aplicando el paquete
computacional denominado "LINDO" (Linear, Interactive, Discrete

Optimizer) versiéon 1991.

Las corridas efectuadas para diferentes valores de p en el rango

arriba indicado permitieron construir la frontera eficiente que se

muestra en la figura 7.10. Cabe aclarar que a partir de p = 14% el
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problema resulté no factible. Cada punto de dicha grafica representa
una cartera ¢ptima en el sentido de que para un rendimiento dado p, es
la de menor riesgo wi(x); o blen, para un riesgo dado w(x) es la de

maximo rendimiento p.

Los wvalores que se muestran en dicha figura corresponden a los

consignados en la tabla 7.5.

FRONTERA EFICIENTE

Desv. Med. Absoluta (%)

L
S

Rendimiento (%)

Figura 7.10
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CURVAS DE INDIFERENCIA
Desv. Med. Absoluta (%)

12
E,’
10
8
6
4 ._,.4-0——-"—""—"’./‘ -
2 // /WW E
0 1 / !/ / 1 [
0 2 4 6 8 10 12 14
Rendimiento (%)
—s— Ul —t— U2 —¥%—- U3
Figura 7.11 E
Rendimiento p Desviacién Media
(%) Absoluta W(x) E
1 1.29
2 1.29
3 1.29
4 1.34
S 1.65
6 2.02
7 2.51
8 3.30
9 4. 16
10 5.10
11 6.42
12 8.50 B
13 10.69
14 no factible E
Tabla 7.5
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Por otro lado y atendiendo a la Teoria de la Utilidad, se construyé el
mapa de indiferencia personal rendimiento-riesgo del inversionista,

que se muestra en la figura 7.11 denominada "CURVAS DE INDIFERENCIA".

Finalmente, superponiendo este mapa de indiferencia sobre la gréafica

de la frontera eficiente se determiné el punto de tangencia buscado

(ver figura 7.12) con lo que se obtuvo la siguiente cartera optima

personal:

Rendimiento esperado: 8% Riesgo esperado 3.3%

Composiciéon de la Cartera Optima:

EMISORA SERIE %
1) BANORTE B 12.64
2) INTENAL B 11.63
3) CEMEX A 19.85
4) CIFRA C 11.37
5) TELMEX 12.48
8) TEXEL 31.97

CARTERA OPTIMA PERSONAL
Desv. Med. Absoluta (%)

/—(—}':—%
] 1 1 ] 1
0 2 4 6 Kk} 10 12 14
Rendimiento (%)
——e+—— Frontera Eficiente —+— Curva de Utilidad
Figura 7.12
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7.8.3. Conclusiones

Con relacién al Modelo de Desviacién Media Absoluta se puede

establecer lo siguiente:

- La cartera o6ptima resultante esta compuesta tan sélo por seis
activos. La proporcién invertida en cada uno de ellos supera en
todos los casos al 10% del capital total disponible para la
inversién. Esto, desde un punto de vista practico, permite un
mane jo adecuado para el administrador de la cartera, quien puede
ir registrando las modificaciones que presenten los rendimientos
de sus activos para mantener actualizados en todo momento sus
niveles de informacién, sin tener que manejar grandes volumenes de

datos.

- Se puede observar que el rendimiento de la cartera (8%) supera
al rendimiento individual (promedio) de cuatro de los seis activos
que la forman. Hay diversificacién en los activos seleccionados
pues se tienen empresas de los ramos bancos, cemento, casas

comerciales, comunicaciones y textiles.

-~ Nobétese que el rendimiento del 8% real mensual de la cartera
6ptima, al compararse con el rendimiento actual (Marzo de 1992) de
los CETES a 28 dias (instrumento de renta fija, es decir, sin
riesgo), que equivale a 1.06% real mensual, representa un avance
bastante significativo, que compensa el riesgo asumido del 3.3%

real mensual.

- El modelo de Desviacién Média Absoluta (MAD) conduce a un
problema de Programacién Lineal que se puede solucicnar con la
paqueteria existente, ademas su medida del riesgo es tan buena

como la del modelo clasico de Markowitz.
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Estas razones hacen ver que el modelo MAD es una alternativa viable

con grandes posibilidades de aplicacién en la practica.
7.9 LOS MODELOS DE VAN HORNE Y DE BENISHAY

Van Horne propone un método para evaluar combinaciones de inversiones
cuando los flujos de fondos no son conocidos bajo certidumbre. En
este método se estudian los incrementos de contribucién, tanto al
valor presente neto esperado como a la variancia, de las posibles
combinaciones de las inversiones; tomando en cuenta los objetivos de
la institucién o empresa como un todo sobre el cual debe medirse la
efectividad de cada contribucién. De esta manera diversificando sus
inversiones se logra que la organizacién logre la combinacién mas

deseable de valor presente neto y riesgo en las inversiones.

Para ello considera, para una propuesta de inversién aislada, que el

valor presente esperado se encuentra dado por la serie infinita.

en donde f es el flujo neto de fondos en el periodo n (ingresos menos
n
egresos) i1 es una tasa de descuento determinista. La variancia la

obtiene mediante.
@ =g (U -u)?p
X p X

en donde U" seria el valor presente de una serie de flujos de fondos
que cubrieran todos 1los periodos en consideracion y Fx seria la
probabilidad de que tal serie ocurriera en la realidad.

'
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Puesto que el valor presente esperado y la variancia suministran
suficiente informacién sobre el riesgo de adoptar wuna cierta
inversién, si el ejecutivo las conoce, se encuentra en condiciones, de
seleccionarla o no. Es claro que esto serd para el caso de
inversiones aisladas; formulando la correspondiente distribucién de

probabilidad (normal)} cuando son conocidos los parametros.

Para el caso en que se plantean combinaciones se hace nuevamente
necesario considerar las covariancias 6k_, que, como es sabido,
j
pueden obtenerse a partir de las variancias 6k y 6 mediante
b

r
kj j k k)

en donde r., es el coeficiente de correlacidén entre los dos valores
j

presentes netos esperados. El paso por la covariancia es obligado,

puesto que, como también es sabido, las variancias no son aditivas

sino que

jk

Las variancias se obtienen con la expresién correspondiente ya
sefialada. Por lo que hace al coeficiente de correlacién, este puede
obtenerse a partir de datos histéricos o con estimaciones futuras

insesgadas o, mejor, con una combinacién de las dos fuentes de datos.

El paso siguiente es la evaluacidén de todas las posibles combinaciones
de inversiones, para ello se obtendra una regién con los puntos

(u, 5°) de todas las posibles combinaciones definiendo, con el
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criterio de Markowitz, la curva de combinaciones eficientes. Segin
este criterio, una combinacidén no es eficiente si existe otra que para
la misma variancia suministra mayor valor presente neto esperado o,
para un mismo valor presente neto esperado, existe otra de menor

variancia.

Por Ultimo, conocida 1la curva de combinaciones eficientes, la
seleccién de una en particular, se hard de acuerdo con indices de
aversién al riesgo de la organizacién, asi, para alguna con criterio
conservador (podria ser una institucién de caracter oficial) una
combinacién eficiente cuya variancia sea pequefia, podria ser mas
atractiva que otra, aunque esta uUltima suministrara un mayor valor
presente neto esperado. Y, es claro, podria presentarse el caso
contrario en una empresa cuyo deseo de lograr mayor utilidad le
hiciera preferir una combinacién con mayor riesgo (medido por la

variancial.

Como ha sido visto, Van Horne considera a la tasa de interés como
determinista, ésto es, el riesgo y la incertidumbre no tienen efecto
sobre ella; sin embargo, Benishay, generaliza el modelo considerando

aun esta posibilidad.

En su trabajo Benishay trata tres diferentes casos.

a} Flujo de fondos, tasa de interés, principio y fin del periodo de

recuperacién, todos ellos deterministas.

b) Tasa de interés determinista; principio y fin del periodo de

recuperacién, asi como el flujo de fondos, probabilistas.

c)} Todo aleatorio: principio y fin del periodo de recuperacién flujo

de fondos y tasa de interés.
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La notacién empleada es como sigue:

M = principio del periodo de recuperacién
N = fin del periodo de recuperacién
X = flujo de fondos
r = tasa de interés
W = wvalor presente de la inversién
E(W) = valor presente esperado (esperanza matematica del valor
presente).
V(W) = wvariancia del valor presente esperado

1

Ri = i

(1 + 1)
R® =R +R_ + + R
1i 1 2 1
Rll - R2 + R2 + + R2

HN (1 + )" (1 + P)H+1 o (1 + )"

Aungue hace el comentario de que cuando se emplea el caso determinista
todos los riesgos se apilan en la tasa de descuento r. Sefiala que esta
se considera de manera que la intuicién o el sentimiento definen cual
es la mas apropiada suponiendo que su valor compensa por la
incertidumbre implicita en la seleccién. Hace ver que en este caso se
comete un error de fondo al ignorar el riesgo latente al adoptar X, M,

Nyr.

Para el caso (b) llega a:
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_ 1
E(Wy) = E0 [ER] |, )]

11
1,M-1

V(W ) = [E(X)]?

1 1
MNX [V(RlN) * V(Rl M

)] + V(X) [ER™) - E@RY )]
1 1N

Seflala que N, M y X deben ser serialmente independientes, r es
determinista, conocida con certeza y no ajustada por concepto de
riesgo; implica que el flujo de fondos también es conocido con

certeza.

Para el caso (c) obtiene:

- 1 _ 1
E(WHNXP = E(X)E [E(RlN)] r E(X)E [E(R1,n—1)] r

_ 2 1, 1 ﬁ
V(wnum~ = [E(X)]” Vv { [E(X) E (R1N) E(X)E(R1,m4)] ) +

2 1 11 11
+ [E(X)] E [V(RlN)] r y+ V(X) { E [E(RlN)] r + E [R1,w4] r

Una combinacién de este modelo con el de Van Horne permitiria
encontrar la curva de inversiones eficientes y de ahi seleccionar una

de ellas, segin la aversién al riesgo del ejecutivo.
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7.10 MODELO CAPM

En este apartado se expone la légica fundamental del modelo de
fijacién de precios de activos de capital (CAPM). la figura 7.14
muestra un conjunto factible de carteras de activos con riesgo y un

conjunto de curvas de indiferencia (11’ I, 13), que representan las

ventajas y desventajas que existen entre 21 riesgo y el rendimiento
respecto de un inversionista. El punto N, donde la curva de utilidad
es tangente a la curva de oportunidades de cartera, ANMB (que es
precisamente la frontera eficiente para ese conjunto), representa un
equilibrio: es el punto en que el inversionista obtiene el rendimiento
mas alto por una cantidad determinada de riesgo (0N) o el riesgo mas

bajo a la vez que obtiene un rendimiento esperado especifico E(RNL

Sin embargo, el inversionista puede tener mejores alternativas que la
cartera N si alcanza una curva de indiferencia mas alta. Ademas de
los valores de riesgo que estan representados en el conjunto factible
de carteras, existe un activo 1libre de riesgo que otorga un
rendimiento RF; este también se muestra en la figura 7.14. Con la
alternativa adicional de invertir en el activo libre de riesgo, el
inversionista puede crear una nueva cartera dque combine el activo
libre de riesgo con una cartera de activo con riesgo. Esto permite al
individuo poder alcanzar cualquier combinacién de riesgo y de
rendimiento que se encuentre a lo largo de la linea recta RFZ y que
tenga una tangente con la frontera eficiente. Tal punto de tangencia
ocurre en M. todas las carteras que se encuentren sobre la linea RFMZ
son preferibles a las demas oportunidades de cartera con riesgo que se
encuentran sobre la curva ANMB (excepto la cartera M, que es comun a
ambaé); los puntos que se encuentren sobre la linea RFMZ representan

las combinaciones factibles mas altas de riesgo y de rendimiento.

Dado el nuevo conjunto de oportunidad RFMZ, el inversionista se
desplazara hacia el punto P, sobre una curva de indiferencia mas alta
de riesgo y rendimiento. Obsérvese que la linea RFMZ domina las

oportunidades de cartera ANMB. En general, si los inversionistas
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pueden incluir el valor libre de riesgo y una fraccién de la cartera
con riego, M, en sus proplas carteras, tendran la oportunidad de

desplazarse hacia un punto como P.

Equilibrio del inversio
nista combinando el ac

tivo libre de riesgo. E(R)

con la cartera de mercado Z
Utilidad creciente -

Figura 7. 14

Bajo las condiciones que se exponen en la figura 7.14, todos los
inversionistas mantendrian carteras que se encontraran sobre la linea
RFMZ; esto implica que conservarian sélo carteras eficaces, las cuales
son combinaciones lineales del valor libre de riesgo y de la cartera
con riesgo M. Para que el mercado de capitales (operaciones a largo
plazo) esté‘en equilibrio, M debe ser una cartera que contenga cada
activo en proporcién exacta a la fraccién del activo, tomando como
base el valor total de mercado de todos los activos; es decir, si el
activo j es el w % del valor total de mercado de todos los activos de
inversién, entonces el w % de la cartera de mercade M estard formado
por el activo Jj. La ubicacién particular de un individuo sobre Ila

linea estard determinada por el punto en el cual la curva de
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indiferencia de ese individuo sea tangente a la linea, y esto a la vez

reflejara la actitud de esta persona hacia el riesgo.

La linea RFMZ de la figura 7.14 queda determinada por la siguiente

ecuacion:

E(R) = R_ + F & (7.2)
P F

Por lo tanto, el rendimiento esperado sobre cualquier cartera es igual
a la tasa libre de riesgo, mas una prima de riesgo igual a
[E(RM) - RF]/O‘H multiplicada por la desviacién estandar de la cartera.
Por lo tanto, la recta del mercado de capitales (CML) para carteras
eficaces (o eficientes) mantiene wuna relacién lineal entre el

rendimiento esperado y el riesgo, y queda determinada de la siguiente

forma:
»*
E(R) = R+ Ac (7.3)
o] F P

Donde:
E(RP) = Rendimiento esperado sobre una cartera eficaz

RF = Tasa de interés libre de riesgo

* »*
A = Precio de mercado del riesgo A = [E(RH) - RF]/@H
oy = Desviacidén estandar de los rendimientos provenientes de una
cartera eficaz

E(Rn) = Rendimiento esperado sobre la cartera de mercado

oy = Desviacién estandar de los rendimientos provenientes de la

cartera de mercado

193




Todas las carteras eficaces, incluyende la cartera de mercado, yacen

sobre CML. Por lo tanto:

E(Rn) = RF + A o
Las ecuaciones (7.3) y (7.4) indican que el rendimiento esperado sobre
una cartera eficaz en equilibrio es igual a un rendimiento libre de
riesgo mas el precio de mercado del reisgo multiplicade por la
desviacién estandar de los rendimientos de la cartera. Esta relacién
se dibuja en la figura 7.15 CML se ha trazado como una linea recta que
tiene una intercepcién en RF. el rendimiento liEre de riesgo, y una
pendiente igual al precio de mercado del riesgo A , que es la prima de

riesgo del mercado [E(RH) - RF] dividida entre o. De tal forma, el
»*

precio de mercado del riesgo, A , es una prima de riesgo normalizada.

El precio de mercado del riesgo refleja las actitudes de los

individuos en forma conjunta hacia el riesgo.

Este tipo de modelos constituye una extensién para los modelos como el
de Markowitz o el de Desviacidén Media Absoluta que, bajo el marco de

los modelos CAPM, se ven enriquecidos.

Rendimiento esperado de
una cartera eficaz

E(RY)

Figura 7.15
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7.11 MODELOS APT

Como una generalizacién para los modelos CAPM, presentados en el
apartado anterior, se tienen los modelos 1llamados APT (modelos de
fijacion de precios por arbitraje). Mientras que en los modelos CAPM
la tasa de rendimiento de la cartera es una funcién lineal de un solo
factor (la tasa de rendimiento de la cartera de mercado), en los
modelos APT esta dependencia lineal se extiende a k factores, como se

muestra a continuacién:

Ri = E(Ri) + bilFi + ...+ bika * ey
donde:
ﬁi = tasa de rendimiento aleatoria del i-ésimo activo.
E(ﬁi) = valor esperado de la tasa de rendimiento del i-ésimo
activo.
bik = sensibilidad del rendimiento del 1i-ésimo activo con
respecto al k-ésimo factor.
Fk = k-ésimo factor (de media cero) comin a los rendimientos de
todos los activos bajo consideracién.
Ei = término aleatorio de ruide (con media cero) para el i-ésimo
activo.
Estas carteras reciben el nombre de carteras con arbitraje. Para

construirlas se define:

wi = cambio en la cantidad de dinero invertida en el i-ésimo
activo, expresada como porcentaje del total a invertir.
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Como estas carteras no requieren de dinero extra, normalmente se
forman vendiendo algunos de sus activos para comprar otros. El cambio
total en la cantidad invertida debe ser cero, asi que se tiene la

condicioén:

(7.5)

e~ s
b3
]
@)

i=1

Si hay n activos en la cartera con arbitraje, entonces el rendimiento

adicional ganado es:

Por otro lado, para obtener una cartera con arbitraje libre de riesgo
se deben eliminar tanto los riesgos sistematicos como los no

sistematicos. Esto se logra estableciendo tres condiciones:
i) seleccionando cambios W, que sean pequefios.

ii) diversificando la cartera mediante la inclusién de un gran

numero de activos.
1i1) seleccionando W, para cada factor k, de modo que la suma
ponderada de los componentes del riesgo sistematico, bk’

sea cero.

Es decir:
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W. 2 1/n
1
n es un numero grande

Y, w.b,, =0, para toda k (7.8)

Para n grande, la Ley de los Grandes Numeros garantiza que el promedio

ponderado de los errores no sistematicos, Ei’ se aproxima a cero. De

modo que resulta:

A primera vista, el rendimiento de la cartera con arbitraje parece ser
una variable aleatoria, pero debido a la condicién iii) anterior se

elimina todo el riesgo sistematico. Es decir, RP, se convierte en una

constante gracias a una adecuada seleccidén de las Wi por lo tanto se

tiene:

Fa

Resumiendo se puede decir que las carteras con arbitraje, construidas
como se ha indicado, tienen las siguientes dos propiedades que las

caracterizan:

A) No requieren dinero extra.

B) Estan libres de riesgo.
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Para que el mercado se encuentre en equilibrio, se debe cumplir con:

B = ? Wi E(Ry) = 0 (7.7)
Como una consecuencia de las ecuaciones (7.5), (7.8) y (7.7) resulta
que el rendimiento esperado debe ser una combinacién lineal de los
coeficientes bi’ es decir, debe existir constantes AO, RN Ak tales
que:

E(Ri) = AO + Albil + ...+ Akbik

Si existe un activo libre de riesgo con rendimiento Rf, entonces

bok = 0, R{ = AO’ y se tiene:

E(Ri) - R = A,b, + ... + A Db.

La figura (7.16) 1lustra esta Gltima relacién para el caso de un solo
factor estocastico, el k-ésimo. En equilibrio, todos los activos
deben caer sobre la linea de precios con arbitraje; A representa el

premio por el riesgo para ese factor.

Figura 7. 186
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Para el caso de la figura, la Ultima ecuacién se puede reescribir como:

E(Ri) = R? * [ 6k - Rt] bik

donde:

o
1]

rendimiento esperado de una cartera con sensibilidad
unitaria con respecto al k-ésimo factor y cero con respecto

a todos los demas.

Por lo que resulta:

Para el caso general, el modelo APT puede escribirse como:

E(R) - R = [& - R Jb, +...+[8 - R Jb
Finalmente se resumen a continuacidén las caracteristicas que permiten

afirmar que los modelos APT constituyen una generalizacién para los

modelos CAPM, conformando una teoria mas amplia:

1. APT no hace suposiciones sobre la distribucién empirica de los

rendimientos de los activos.

‘2. APT permite que el equilibrio en el rendimiento de los activos
dependa (linealmente) de muchos factores, en vez de uno solo

como lo hace CAPM.
3. No hay un rendimiento especial para la cartera de mercado en

APT mientras que en CAPM es fundamental que esta cartera sea

eficiente.
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8. USO DE LA TEORIA DE DECISIONES BAYESIANAS

8.1 LA FORMJLA DE BAYES

Al manejar la demanda que influye sobre un sistema, una muy util
herramienta la suministra la Teoria de Decisiones Bayesianas ya que
permite tanto el ir manejando el conocimiento del estado probable de
la demanda colectado inicialmente por medios estadisticos, como el
incluir la opinién subjetiva sobre las acciones a tomar dado un estado
de la demanda. Se obtienen probabilidades a posteniani sobre dichos
estados a partir de las probabilidades a prioni, tanto objetivas como

subjetivas del inversionista.

La férmula de Bayes resulta asi:

P(a_ |E ) P(E)
P(Eilaj)= I - i j=1,..., n

m

T P(a_|E )P(E )
i=1 j i i

en donde:

200




P(Ei]aj) = Probabilidad a posteriori de que la demanda se

encuentre en un estado Ei cuando se ha tomado la

accién af

P(aj{Ei) = Probabilidad a priori de llevar a cabo la accién aj si
la demanda se encuentra en un estado E{

P(Ei) = Probabilidad a priori de que la demanda se encuentre

en un estado Ei.

8.2 APLICACION A LA PLANEACION CARRETERA

Se desea definir el orden en que deben llevarse a <cabo las
inversiones, en tres periodos sucesivos, para la construccién de las
carreteras desde una capital de estado P, a las ciudades A, B y C,
cuando la demanda puede ser fuerte (El) o débil (Ez)' En términos de

vehiculos por dia la demanda se expresa mediante:

E E
1 2
c = r ]
x D= P - A 300 200
A
\\;,////\\\\ P///M\x P-B 400 200
P-C 500 100
B

Los aforos de transito permiten tipificarla a puoni en [0.5, 0.5].
Las 1inversiones anuales requeridas para la construccién son
respectivamente 700,000, 1’000, 000, 1’000, 000. Considerando un
beneficio por viaje y por vehiculo de 10, 1los beneficios netos

resultan
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1 2
B = P—A(3.95 0.3
P-B | 4.80 -2.7
P~C | 8.25 -6.35
L |

Considerando, por simplicidad, beneficios no descontados en la vida

util de la carretera.

La opinién subjetiva y a prionl de los inversionistas sobre la demanda

(propensién a tomar una decisién) es como sigue:

El E2

B = P-A [ 0.8 0.2 -
P-B | 0.5 0.5
P-C1!10.4 0.8

El criterio de seleccién es el usual de maximizar la esperanza de los

beneficios.

Las probabilidades a poaterioni son:

P(E |a ) = ©.8 x 0.5 = 0.8

0.8 x 0.5 +0.2x0.5
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0.5 x 0.5
0.5 x 0.5 + 0.5 x 0.5

0.5

P(Ellaé)

0.4 x 0.5
0.4 x 0.5 + 0.6 x 0.5

|

|
o
'

P(Ellaé) =

P(E |a a ) = 0.8 x 0.5 x 0.5 _ o8
11 2

0.8 x0.5x0.5+0.2x0.5x0.5

0.8 X 0.4 X 0.5
0.8 x0.4 x0.5+0.6x0.2x0.5

[

= 0.73

P(E1]a1%3)

0.5 x 0.4 x 0.5
0.5 x0.4x0.5+0.6x0.5x0.5

i
i
o
'

P(Ellaégg)

0.8 X 0.5 X 0.4 X 0.5
0.8 x0.5x0.4x05+0.2x05x0.861x020.5

= 0.73

P(E |a aa ) =
119% 3

El arbol de decisiones se muestra en la figura 8.1, asi como el orden

resultante para las inversiones.

8.3 TIPIFICACION DE LA DEMANDA

Dada la incertidumbre en 1la cuantificacién de 1la demanda, se
acostumbra tipificarla en los estados E1 Ce e En y estudiar los
cambios de estado en el transcurse del tiempo. A la vez, conviene
distinguir etapas (periodos en el horizonte de planeacién) al estudiar
la demanda, y cuantificar la frecuencia de los cambios, al transcurrir
las diferentes etapas, con objeto de estimar una probabilidad para
cada cambio de estado. Se estima asi la probabilidad de transicién de
un estado Ei a otro Ey La matriz estocastica definida por las

distintas probabilidades recibe el nombre de matriz de transiciones.

204




El vector fijo, al considerar comportamiento ergddico de la Cadena de
Markov especificada por la matriz, suministra una estimacién de la
probabilidad de que la demanda se encuentre en alguno de los estados

E, ..., E.

1 n

EJEMPLO 8.1 Estimar la matriz de transiciones para los estados E1’
Ez’ E3 de la demanda en una carretera y tipificarlos mediante una
estimacién de su probabilidad de ocurrencia. Si en 1978 fue baja (E1L
en 1979 fue alta (Ea)’ en 1980 baja (E1)’ en 1981 media (Ez)’ baja en
1982, alta en 1982, media en 1984, media en 1985, alta en 1986, alta

en 1987, y baja en 1988.

Se tiene:

ANO 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

ESTADOC E E E E E E E E E E E

que conduce a la siguiente tabla de cambios

E E E

1 2 3

E 0 1 2
1

E 1 1 1
2

E 2 1 1
3

luego, con base en la experiencia disponible, una estimacién de la

matriz de transicién entre estados es:

205



1 2

= i 1

Tr = El 0 §

1 1

E, 3 3

2 1

E = i

3 L4 4

Para tipificar la demanda se planteara:

[ 1 2
[X, Y, 1-x y] 0 § :'3—
1 1 1
3 3 3
2 1 1
| 4 4 4

que conduce a x = 0.30, y = 0.30.

W N

W)=

B

= [x, y, 1-x-yl

Luego, se estima que los estados de la demanda se pueden tipificar de

la siguiente manera

Baja (E,) 30%
Media (Ez) 30%
Alta (Ea) 40%

y trabajar con el vector estocastico [0.30,
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8.4 PROCESO DECISIONAL DISCRETO

Dado que la demanda generalmente cambia de estado al variar el tiempo,
el 1inversionista congruentemente debe tomar decisiones en varios
puntos en el tiempo. Se ve asi confrontado con un procesc decisional

discreto.

En un proceso decisional discreto se distinguen cuatro conceptos:
etapa, estado, transicién y valor. Intuitivamente etapa es un periodo
cualquiera en el horizonte del proceso, el estado expresa las
condiciones en que se encuentra el proceso, la transicién determina el
estado en que se encuentra un proceso o al menos sefilala la
probabilidad de que para una etapa dada el proceso se encuentra en un
estado dado. El valor es un indice de la utilidad que, para el que

toma la decisién, implica un cambio de estado del proceso.

Rigurosamente un proceso decisional discreto se define mediante un
conjunto de numeros naturales T = {1, 2,..., t,..., } llamado de
indices de estado, un espacio de estados S = {1, 2,..., s,..., } una
funcién f(s, t) cuyo dominio es TxS llamada la transicién y una

segunda funcién F(s, t)} con el mismo dominio.

Si la funcién F(s, t) es escalar, esto es, a cada par (s, t)
corresponde un solo numero real se dice que el proceso es
determinista. Por el contrario, si la funcién es vectorial, ésto es, a
cada par (s, t) le corresponde un vector y éste es estocastico, se

dice que el proceso es estocastico.

A un proceso decisional discreto se le llama histérico cuando la
transicién no depende de los pares estado-etapa que siguen en la etapa
bajo analisis sino unicamente de los pares anteriores a ella. En
particular se dira que el proceso es Markoviano cuando sélo depende
del par inmediatamente anterior. Se dird que el proceso es

independiente cuando sélo depende de la etapa bajo analisis.
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Cuando la transicién depende de todos los pares estado-etapa, se dira

gue es un proceso general.

Dado que la demanda no se puede definir con precisién y s6lo se aspira
a conocer la probabilidad de que se encuentre en un cierto estado, 1los
procesos decisionales discretos que se presentan al analizar

inversiones son de tipo estocastico.

8.5 OBJETIVO AL ANALIZAR INVERSIONES BAJO LA INTERVENCION DE LA
DEMANDA

El objetivo primordial que busca un inversionista mediante un proceso
decisional discreto, es definir qué accién debe llevar a cabo en cada
etapa para maximizar los beneficios acumulados esperados (esperanza
matematica de los beneficios acumulados) al finalizar el proceso y

conforme al estado en que se encuentre la demanda.

Dado que el proceso decisional discreto es eminentemente dinamico, no
es de extrafiar que una de las herramientas matematicas mas eficientes

para su estudio sea la Programacidén Dinamica.

8.6 DEMANDA NO TIPIFICADA, FUNCION DE TRANSICION CONSTANTE

El caso mas simple ocurre cuando la carencia de estudios estadisticos
previos impide tipificar la demanda; los estados de la misma
corresponden a apreciaciones sujetivas v.g. fuerte, débil, etc. Por
otra parte, las probabilidades de transicién de un estado a otro se

juzga que se mantienen constantes a lo largo del proceso.

Para este caso, Howard demuestra que las acciones a tomar, con objeto

de maximixar los beneficos acumulados esperados a final del proceso,
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se obtienen con la férmula de recurrencia:

A(s) = max f (x) ; s=1,..., m
B s )
X,
j
m
A (s) = max f(x)+BZT B (x) A (k) s=1,..., m
t s t sk t-1
k=1 t = 2, , N
x-
bl
en donde:
At(s) = esperanza de los beneficios acumulados desde la etapa 1

hasta la t como funcidén del estado inicial s.

fs(xt) = beneficio esperado, cuando el proceso se encuentra en el
estado s, por la decisién X, tomada en la etapa t.

Bsk(t) = probabilidad de que el proceso cambie del estado k en la
etapa (t-1) al estado s en la etapa t cuando se toma la
decisién X, en la etapa t.

1
B = --—————I-factor de descuento.
(1 + 1)

En resumen, las férmulas anteriores indican que para la primera etapa
vy para cada estado se consideren todas las posibles decisiones
disponibles para dicha etapa. Para cada estado se seleccione la
decisién que produce la mayor esperanza de beneficios. Que para todas
las etapas subsecuentes se multipliquen las esperanzas de beneficios
acumuladas maximas por las probabilidades de cambios de estado y se
sumen. Al resultado de esta suma se le agregara la esperanza de
beneficio maximo bajo cada una de las decisiones que se encuentran

disponibles para dicha etapa. Obsérvese que:
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8.7 USO COMBINADO DE DECISIONES BAYESIANAS Y PROCESOS MARKOVIANOS AL
TRABAJAR CON LA DEMANDA TIPIFICADA

Al tratar de aplicar el modelo comin para la toma de decisiones bajo

incertidumbre se encuentra el siguiente panorama:

a) Existen estados de la demanda que condicionan las acciones a

llevar a cabo.

b} Asociado a cada par accién-estado existe un resultado.

c) A cada resultado se le puede asociar un beneficio o un indice de

utilidad.

d) La distribucién de probabilidad para la demanda, de existir, es

independiente de las acciones (a prioni).

e) La definicién y clasificacién de estados de la demanda es

arbitraria y vaga.

f) Los estados son tan generales y amplios que a un par accién-estado
puede asociarsele mas de un resultado, o la distribucién de la

demanda es dependiente de alguna accién realizada.

g) El modelo usual de decisiones presupone que un inversionista
primero selecciona informacién, posiblemente en forma secuencial,
hasta colectar una cantidad 6ptima y después de esto lleva a cabo
un acto que es el final del proceso de decisién; sin embargo, esto

frecuentemente es falso. En general, una accién decidida en una
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etapa afecta las ceonsecuencias inmediatas de su acto en la etapa y
la nueva informacién concerniente al estado de la demanda en la

que se basara para decisiones futuras.

Ying modifica el modelo de Howard buscando subsanar las deficiencias
sefialadas, apegandose mas al proceso decisional discreto real vy,
permitiendo la modificacién de las decisiones conforme se va logrando
un mejor conocimiento de la tipificacién de la demanda. Ying propone

la siguiente formula de recurrencia:

AP (s|x )6 1 =max { f (x) }
Lt v’ it = s Tt

X
t

AP(s)l=max{f(x)+BE r (t)A [P (slx ,06 )]
t ot _ s t ij t t i

(o1 +1 £’ jt
X
t
t=1,..., T-1
en donde:
B = factor de descuento.
§t = {xlt,...,x t}= vector de decisiones disponible para
n
la etapa t.
6 = {6 ,...,6 }= vector de consecuencias de las
t 1t nt
decisiones disponibles para la etapa.
i=1,...,n = 1indice de las decisiones.
J=1,...,n = Jindice de las consecuencias de las decisiones.
t=1,...,T = 1indice de las etapas.
s=1,...,m = Jindice de los estados de la demanda.
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P (t)
1]

b (t)

f‘s(xit)

vector de probabilidades de que la demanda se
encuentre en cualquiera de los estados S en la etapa

t.

vector de probabilidades condicionales de que la

demanda se encuentre a poacterioni en cualquiera de los

estados S cuando se ha tomado la decisién X, con la
1

consecuencia e‘t, en la etapa t.
j

probabilidad, percibida al inicio de la etapa t de que

la accién X\ tenga la consecuencia 6_{

i 3
probabilidad de wun evento compuesto por eventos
mutuamente exclusivos.

(t)

probabilidad de que 1la decisién X\ tenga la
1

consecuencia ejt en la etapa t cuando la demanda se

encuentra en el estado s. Son probabilidades de

transicién y se mantienen constantes al variar t.

beneficio o indice de utilidad logrado al tomar 1la

decisién X, v obtener la consecuencia e.t. Se
i j
mantienen constantes al variar t.
m
ri_(t)b._(t) = esperanza de los beneficios en la
j ij

i
-
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etapa t al tomar la decisién XV encontrarse la

demanda en el estado 6jt

ﬁklﬁk(s)] = esperanza de los beneficios acumulados desde la etapa

t hasta la T.

Las probabilidades condicionales se obtienen con la férmula de Bayes:

P (s) P° (t)
t ij
r (t)
J

1

Pt(s‘xit’ ejt) -

Este modelo permite uUnicamente definir la mejor decisién al principio
de la primera etapa, pero tomando en cuenta las consecuencias y los

beneficios en todo el horizonte de planeacién.

EJEMPLO 8.2 Aplicacién a la Planeacién de Tarifas. Considerando que
cada dos afios se revisan las tarifas de un camino de cuota y tomando
como horizonte de planeacién un sexenio, definir cual es la mejor
accién a llevar a cabo al principio del mismo de entre duplicar la
tarifa existente o mantener la actual. Las consecuencias de esta
decisién pueden ser tanto incrementar como disminuir la circulacién
actual. Los beneficios que el par accién-consecuencia puede
suministrar, se reflejan mediante su indice de utilidad en la

siguiente tabla.
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A CONSECUENCTIA
C INCREMENTAR DISMINUIR
C

a1 2 -1
I
@] a 1 -2

2
N
e e
1 2

La decisién deberd analizarse considerando tres posibles estados de

la demanda: baja, alta y media.

siguientes resultados
probabilidades a priond,

tabla,

Para demanda baja (s = 1)

2] 2]

1 2

a, 0.3 0.7
a 0.6 0.4

Para demanda alta (s = 2)

0 0

1 2

a1 0.4 0.6
a 0.8 0.2

respectivamente

La tipificacién a pricri arrojé los
[0.33,
de obtener los beneficios

en opinién de los expertos son como sigue:
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(DUPLICAR TARIFA)

(MANTENER TARIFA)

0.34, 0.33]. Las

mostrados en la




Para demanda media (s = 3)

6 0

1 2
a1 0.5 0.5
a 0.7 0.3

El primer paso para resolver este problema es calcular, para cada

etapa, la probabilidad de que la accidon tenga la consecuencia

prevista.
Se tiene:
_ r
P = 0.33, 0.34, 0.33 }
. 0.3 0.7 5 0.4 0.8 5 0.5 0.5
P = , P7 = , P o=
H 0.6 0.4 t 0.8 0.2 ' 0.7 0.3
J
entonces:
R(1) = 1

|
[r (1]=a 15 33(0.3)40.34(0.4)4(0.33)0.5 , 0.33(0.7)+(0.34)0.6+(0.33)0.5

% 0.33(0.6)+0.34(0.8)+0.33(0.7) , 0.33(0.4)+(0.34)0.2+(0.33)0.3
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0.33 x 0.3

p1(1‘a1’91) = 5 =0.25
0.34 x 0.4
pl(Z‘al,Gl) = 57 = 0.34
_0.33x0.5 _
p,(3la.6) = 0a = 0.41
p,(lla,6 ) =0.28
p,(2]a,8 ) = 0.39
p,(3la 0 ) = 0.33
0
- 1
P, == |[0.25 0.34, 0.41]
a, |[(0.28, 0.39, 0.33]
0
1
S
1 2
R(2) = a [0.42, 0.58]
al
a_ [0.71, 0.29]
a [0.40, 0.60]
2 a [0.71, 0.29]
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p1(1‘a1,92) = 0.38
p,(2fa .6 ) = 0.35
p,(3]a,6) = 0.27
p(1]a,6,)) = 0.44
p,(2]a,,6, ) = 0.23

p,(3la ,8)) =0.33

[0.38, 0.35, 0.27]

[0.44, 0.23, 0.33]

a_[0.39, 0.61] ]
a_ 10.89, 0.31]

a [0.39, 0.61]
a_ [0.88, 0.32]




Se tiene para a, —91 en la primera etapa:

p,(1[a ,6,)
p2(2'a1,91)

p2(3[a1,91)

p2(1]a2,61)
p2(2\a2,91)

p2(3|a2,91)

Para a - 6_en
1 2

pz(l‘a1’91)
p2(2]a1,61)

p2(3|a1,61)

p2(1|a2,61)
p2(2’a2,61)

p2(3la2,91)

la primera etapa:

pz(l{a1,62)
p2(2[a1,62)

p2(3[a1,92)

pz(liaz,ez)
p2(2|a2,62)

p2(3|a2,62)

p2(1|a1,62)
p2(21a1,92)

p2(3|a1,62)

pz(liaz,ez)
p2(2]a2,62)

p2(3]a2,82)
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.30

.35

.34

.43

.44

.34

.22

.49

.23

.28



Para a -6 en la
2 1

p2(1|a1,61)
p2(21a1,61)

p,(3]a,,6)

pz(llaz,el)
p,(2]a,.6 )

p2(3[a2,61)

Para a -6_en la
2 2

p(1]a ,6.)
p2(2]a1,81)

p2(3]a1,91)

pz(llaz,el)
p,(2[a 6 )

p2(3la2,91)

primera etapa:

primera etapa:

p,(1]a,.8,)
p,(2|a 6]

p2(3‘a1,62)

p2(1]a2,62)
p2(2|a2,82)

p,(3]a,.6,)

p,(1]a,8,)
p2(2]a1,62)

p2(3|a1,62)

p,(1]a,6.)
p2(2|a2,92)

p2(3[a2,62)
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.33

.38

.28

.39

.27

.34

.51

.23

.26

.55

.14

.31




O |

R(3) =

De donde:

a [0.18.0.32,0.50 ] [0.30,0.35,0.35 ]

2, [ 0.21,0.38,0.41 ] [ 0.34,0.23,0.43 ]

a [0.21,0.39,0.40 ] [ 0.33,0.39,0.28 ]

K [ 0.24,0.44,0.32 ] [ 0.39,0.27,0.34 ]

a [o.41. 059 ][ 0.4, 0.60 ]

2, [o.70, 0.30 ][ 0.71, 0.29 ] |

a, [0.42, 058 J[0.41. 0.59 ]

a, [0.72, 0.28 ][ 0.69, 0.31 ]

a [ 0.42, 058 ][ 0.40, 0.60 ]

a, [0.72,0.28 ][ 0.70, 0.29]

a, [0.41, 0.59 J[ 0.40. 0.60 ]

a, [0.72, 0.28 ][ 0.9, 0.31 ]
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/ \
1 2

-

[ 0.29,0.36,0.35 ] [ 0.44,0.34,0.22 ]

[ 0.33,0.41,0.26 ] [ 0.49.0.23,0.28 ]

! ]

-

[ 0.34,0.24,0.42 ] [ 0.51,0.23,0.26 ]

[ 0.39,0.27,0.34 ] [ 0.55.0.14,0.31 ]

a [o0.41, 059 ][ 0.38, 0.62 ]

K [o.71, 0.29 ][ 0.69, 0.31 ]

a, [0.39, 0.61 ][ 0.38, 0.62 ]

“la [ o.71, 0.29][ 0.67, 0.33 ]

a [0.41, 059 ][ 0.38, 0.62 ]

a, [0.69,0.31 ][ 0.67, 0.33]

a [0.38 0.62 ][ 0.38, 0.62 ]

K [ 0.66, 0.3¢ ][ 0.66, 0.34 ] |




El segundo paso es aplicar la férmula de recurrencia tal y como se

muestra en el arbol de la figura 8.Z2.

Obsérvese que por muy ligera ventaja la decisién se inclina hacia
duplicar las tarifas al iniciar el sexenio. De hecho, la decisién no
es clara y la conclusién es conocer mejor la demanda, y revisar el

criterio de los expertos.

8.8 MATRICES DE INFORMACION SOBRE LA DEMANDA

Como fue posible apreciar en el ejemplo anterior, el conocimiento de
la demanda desempefia un papel primordial para una buena toma de
decisiones; la informacién por escasa que resulte debera incorporarse
en el proceso decisional. Surge asi la necesidad de establecer un

sistema de informacién sobre la demanda.

Ahora bien, un sistema de informacién se caracteriza por su matriz

estructural. Esta matriz es estocastica y de probabilidades

condicionales [q_j] ésto es, probabilidades de recibir un cierto
1

mensaje dado un estado de la demanda.

9, = P (Yllsj)
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Ey
/ EE

QUINTA ETAPA 1.19
E3
12.76

—

~\D

SEXTA ETAPA

Figura 8.2

1.50

12.76

(continia)

-7.31
0.57
12.76

~7.31
0.57
12.76

-7.31
0.57
12.76

-7.31
0.57
12.76

~7.31
0.57
12.76

-7.31
0.57
12.76

~-7.31
0.57
12.76

=7.31
0.57
12.76

-7.31
.57
12.76

-6.54
1.19
12,76

~-6.54
1.1%
12.76
=-6.54
1.19

12.76

-6.54
1.19
12.76

-€.54
1.19
12.76
~-6.54
1.19
12.76

-6.54
1.19
12.76

-6.54
1.19
12.76

~-6.54
1.19
12.76



TERCERA ETAPA

CUARTA ETAPA

-7.47

]
-0.67 R

~-4.84 —3

Figura 8.2 (continda)
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~6.87
-0.11
9.72

-6.87
~0.11
9.72

-6.87
-0.11
9.72

-6.87
-0.11
9.72

-6.87
-0.11
9.72

-6.87
-0.11
9.72




PRIMERA ETAPA

SEGUNDA ETAPA

-6.87

Figura 8.2

(concluye)
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-18.25

-4.99
0.41
9.24

-4.99
0.41
9.24

-4.99
0.41
9.24

-4.99
9.24

-4.99
0.41
39.24

~4.99
0.41
9.24

-4.99
0.41
9.24

-4.99
0.41
9.24

-4.99
0.41
9.24



en donde y, (i1 = 1,...,L) son posibles mensajes y Sj (j=1,...,m)
son posibles estados de la demanda. Se acostumbra representar una

estuctura de informacién mediante 7u:

1 2 m

m=0Q= yl qll q12 qlm
y2 q21 q22 q2m

yL qLS qL2 qu

Para una n dada la probabilidad a pricni de recibir un mensaje es
p(Y |s ) y la probabilidad a posterioni de que prevalezca un cierto
it
estado de la demanda s £ habiéndose recibido un mensaje y.  se
] 1

encuentra por la férmula de Bayes.

p(s ) q .
J ij

p(sjlyi) =

Sea  ahora bkh el beneficio de llevar a cabo una accién a con una
consecuencia Gh. Entonces el beneficio esperado cuando el mensaje y.
1

ha sido recibido sera:

e lv,) =

i Mo

r. (yi)bk
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en donde

M3

r (yi) = p(sJ]yi)pk = probabilidad de que el acto

1 h
ak resulte en una consecuencia
Bh cuando el mensaje y se ha

1

recibido.

Se entiende por una regla de decisidén bayesiana a*(y) aquella que para
cada mensaje y selecciona una accién a, de manera que suministra el
maximo beneficio esperado cuando el mensaje y ha sido recibido.

max W(aly) = W [a*(y) | yl

Se entiende por valor Bayesiano de una estructura de informacidén n y
se representa con B(w) al beneficio esperado al considerar todas las
posibles acciones elegidas con wuna regla Bayesiana, dada wuna
estructura de informacién y un vector estocéstico‘ﬁ(sj) que tipifica

a la demanda:

B(n) =

i

h M

qly, | ﬁ(Sj), nl W le*(y) | y,]
1

en donde:

q ly, | ﬁ(sj), 7] =% p(Sj) a,

EJEMPLO 8.3 Para los datos del ejemplo 8.2, determinar el valor
bayesiano de la estructura de informacién n que a continuacién se

define
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[ |
n=1]0.2 086 0.2
0.6 0.1 0.3
0.4 0.2 0.4
Los dates son
p! =03 07 |,p" =|0.4 06|,P =]05 05/,
ij ij 1]
L 0.6 0.4 0.8 0.2 0.7 0.3
b =2 - 1
i
1 - 2
L
P=4{0.33 0.34, 0.33 }
luego:
_ 0.33 x 0.2 _ 0.066 _
P.(S|y) =33 %x02+030 x086 +0.33 (0.2) 0336 0.196
0.3 x 0.6 _ 0.204 _
P,(S,ly,) = 0.336 =533 - 0-B08
. 0.33x0.2 _
p,(S ly) = 5336 = 0.196
_ 0.33 x 0.6 _0.198 _
P,SI¥,) = 3306 +03a x0 17033 x03 02331 0.588
0.3 x0.1 _ 0.034 _
p,(S,lv,) = 0.331 = o331 - 0103
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. 0.33x0.3 _
P, (Sily,) = 0.331 = 0.289

o

.33 x 0.4 _0.132

P.(S,IV) = o3 xoasosax0z2 033 wo04d ~o332 0%

. 0.3ax0.2
p1(52}y3) - 0.332 = 0.205

b,(S,Iy) - 0.33 x 0.4 _0.132 _ .-

0.332 0.332

Se tiene:

R(1) 0.6

li
(@]
N

R(2) 0.37 0.63

0.65 0.35

R(3)=|0.3(0.397)+0.4(0.206)+0.5(0.397) , 0.7(0.397)+0.6(0.206)+0.5(0.397)

0.6(0.397)+0.8(0.206)+0.7(0.397) , 0.4(0.397)+0.2(0.206)+0.3(0.397)

R(3) = { 0.4 0.6

0.68 0.32
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En resumen:

0.33, C.34, 0.33

0.17673

Las reglas de decisién Bayesianas son como sigue:

a* (y ) = a, a* (y ) = a s o* (ya) = a
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Los beneficios esperados, bajo dichas reglas de decisién, cuando se ha

recibido el mensaje son:

Wolar(y )y, ] = 0.22, Wla*(y)|y,) = 0.11, W la*(y )|y ] = 0.2

Calculando el valor Bayesiano de la estructura de informacién se
tiene:

q [yllﬁ(sj),n] =0.33 x0.2 +0.34 x0.6+0.33x0.2=0.336

q [y2|§(sj),n] =0.33 x 0.6 +0.34 x 0.1 +0.33 x 0.3 = 0.332

q ly |P(S),n] =0.33 x0.4 +0.34 x 0.2 + 0.33 x 0.4

0.332

B{n) = 0.336 x 0.22 + 0.332 x 0.11 + 0.332 x 0.20 0.17684

Este resultado se usarad mas adelante para estimar la calidad de la

estructura de informacién considerada.

8.9 INDICE DE CALIDAD DE UNA ESTRUCTURA DE INFORMACION

Con objeto de apreciar lo adecuado o no de una estructura de
informacién para un problema dado, se compara su valor Bayesiano con

los que resultan para una estructura de informacién perfecta y para

una estructra nula.

Asi, para el problema anterior, la estructura perfecta seria:
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0 1 O
L 0 0 1
N
y la estructura nula seria
o_[ 1 1 1]
K 3 3 3
11 1
3 3 3
o1
| 3 3 3 ]

En la estructura perfecta se tiene certeza de que cada mensaje
{(observacién o sefial), 1llegard al que toma la decisién para cada
estado de la demanda. En la estructura nula por el contrario, existe
la misma probabilidad de que un mensaje cualquiera llegue al

inversionista cualquiera que sea el estado de la demanda.

Ahora bien, un sistema de informacién carece de valor para la toma de
decisiones, si el valor bayesiano de su estructura es igual al valor
bayesiano de 1la estructura del sistema nulo. Entonces el valor

absoluto de la estructura del ejemplo anterior sera:

B(m) -B (") =V

Calculando B(no) se tiene:
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= 0, _ = 0, _ 5 0, _
q [yllP(Sj), n]=gq [yzlP(Sj), n)]=q [y3|P(SJ), nl =

_ 1 1 1,
= 0.33 (3) +0.34 (3) + 0.33 (5) = 0.3333

de donde
B (no) = 0.3333 x 0.22 + 0.334 x 0.11 + 0.3333 x 0.20 = 0.17686
V = 0.17684 -0.17666 = 0.00018

Los céalculos de los valores bayesianos se han hecho considerando una
sola etapa. El valor absoluto obtenido debera compararse con el de
dos etapas, con objeto de decidir si conviene, dado el sistema de

informacién, proseguir a mas etapas.

8.10 PROCESO DECISIONAL DISCRETO CON DECISIONES BAYESIANAS Y SISTEMA
DE INFORMACION

Sea P1(Sh) la probabilidad a prioni asociada con el h-ésimo estado de
la demanda al principio de la primera etapa y supdngase que el mensaje
y, se recibe durante dicha primera etapa y que de ello se deriva la
accioén aj con una consecuencia ek al final de la etapa, entonces: si
PI(Sh]yi, aj, Bk) es la probabilidad a pootericri asociada con el
h-ésimo estado de la demanda al final de la etapa dado el hecho de que
se ha recibido el mensaje yi, se ha tomado la accién aj y se ha

obtenido la consecuencia Bk
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Como consecuencia la probabilidad a prioni asociada con el h-ésimo

estado de la demanda al principio de la segunda etapa sera:

P (S) = pl(Sh]yi, 2 6,)

Luego, para la segunda etapa

pz(Sh) 9,
p’z(sh[yj) R
k§1 P,(5,) dy,
m . m
r-ik(2|yj) =h—1 pz(Sh‘yj) P, 4,¥) =k§21 p(S) a,

disponiéndose asi de todos los elementos necesarios para entrar al

calculo del proceso markoviano; la férmula general de recurrencia

resulta:

232




[ A . [ F&(S)la(yk), Bj, Yo m ] = mzx { £ [a(yk)] }

n
{ A T { F;(S); n ] = max { f‘S [a(yk)] + B X r, [a(yk)],

24 j=1

A B :
' ej(tlyk) pag (P (8)]aly 0,0 Ly ; n]}

expresién andloga a las anteriores usadas en procesos markovianos.

EJEMPLO 8.4 Resolver el ejemplo 8.2, pero considerando la estructura

de informacién del ejemplo 8.3.

En el ejemplo 8.2 se calculéd

p1(51|y1) = 0.196 pl(Sllyz) = 0.598 p1(51|y3) = 0.397
p1(82|y1) = 0.608 pl(sz\yz) = 0.103 pl(SZIyS) = 0.206
pl(Sslyl) = 0.196 pl(SS[yz) = 0.299 pl(ss(ys) = 0.397
De donde
p. (S |y) p,
p.( ’y a o) = 1 171 11 -
1 11V Ty m N
z p(sh]yl) Piy
h=1
- 0.196 x 0.3 = 0. 147

0.196 x 0.3 + 0.603 x 0.4 + 0.196 x 0.5
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analogamente

p,(S |y, a,
p1(83|y1’ a_,
p1(sily2’ 3y
pl(Sz|y2, 2y
pl(Sg|y2, 3y
p,(S |y, 2,
p.(S ly,, a,
pl(Sa]ys, a_,
pl(Sl|y1, 8y
p,(S,|y,, 2,
p1(53’y1' 3y
pl(sllyZ' 3y
pl(Szlyz, 3y
p1(Saly2’ 3y

p,(S |y, =,

se calculan los restantes,

e )
1
91)
8 )
)
e )
1
0.)
1
o)
1
e )
0)
1
6. )
1
)
1
91)
)
1
e)
1

91)

e )

91)

.067

. 246

. 485

111

. 404

. 297

. 207

. 496

. 158

. B56

. 186

. 551

.127

.322

.349

. 242

. 408

p,(S |y, a

p,(S, |y, 2

p,(S |y, a, 8)

p,(S |y,
pl(SZIyz,
p, (S v,
p,(S |y,
p,(S, |y,
p,(S,|v,
p,(S |y,
p,(S |y,
P (S |y,
p, (S, |y,
p,(S,|v,
p (S v,

p,(S |y,

p,(S,|v,

p,(S,ly,
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obteniendo:

\ 92)

, 6.)
17 T2

2

a, 0)
2

a, 0)
2

a, 8)
2
a, 6}
2

a, 62)

a, 0)
a, 6)
2

a, 0)

a, 6)
2

a ., 62)

a, 62)

a, 92)

8
a_, 2)

a., 92)

.228

.608

. 164

. 664

. 098

. 238

. 463

. 206

. 331

. 303

. 469

. 223

.684

. 059

. 257

. 497

. 129

. 374




De donde, en resumen se tiene:

para y. :
(2} a
1 2
?é = | a (0.147, 0.607, 0.246] [0.228, 0.803, 0.164]
a, [0.158, 0.B656, 0.188] [0.303, 0.469, 0.228]
para y :
e a
1 2
?é = a f0.485, 0.111, 0.404] [0.664, 0.098, 0.238]
a2 fo.551, 0.127, 0.322] 1[0.684, 0.0539, 0.257]
para y.:
e e
1 2
?é = |2 [0.297, 0.207, 0.486] [0.463, 0.206, 0.331]

az'[o.349, 0.242, 0.4081 [0.497, 0.129, 0.374]

Calculando ahora, para cada condicién de demanda, la probabilidad de

recibir un mensaje al principio del segundo periodo, se tiene:
Bajo [0.147, 0.607, 0.2461, la probabilidad de recibir y, es:

0.147 (0.2) + 0.807 (0.6) + 0.246 (0.2) = 0.443
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Procediendo de la misma manera para todos los mensajes y todas las

condiciones de demanda resulta:

o 0
1 2
~ yl y2 yS yl y2 y3 -
Y = | a [0.443, 0.250, 0.307] [0.454, 0.257, 0.289]

a_[0.497, 0.238, 0.288] [0.391, 0.300, 0.309]

a, [0.226, 0.405, 0.369] [0.208, 0.447, 0.347]

a_[0.229, 0.418, 0.353] [0.189, 0.458, 0.353]

a, [0.286, 0.351, 0.363] [0.269, 0.385, 0.346]

a_[0.295, 0.354, 0.351] [0.236, 0.407, 0.357]

Iniciando la segunda etapa:

a) 132 = [ 0.147, 0.607, 0.2486 ]

PGS 1Y) = gammxo o+ 0.%01?0)?60}20.24 xoz 0088
pz(Szlyl) = 0.822 P2(Sl(y3) = 0.211

p2(53|y1) = 0.112 p2(52]y3) = 0.435

p2(Sl|y2) = 0.396 p2(S3|y3) = 0.354

p2(52]y2) = 0.273

p2(53|y2) = 0.331




entonces

§(2]y1)= 0.066(0.3)+0.822(0.4)+0.112(0.5), 0.066(0.7)+0.822(0.6)+0.112(0.5)1

0.066(0.6)+0.822(0.8)+0.112(0.7),

R(2|y )=|0.405 0.595| R(2|y_ )=|0.394 0.606
1 2

[0.776 0.224 0.688 0.312

procediendo andlogamente se llega a los siguientes resultados:

b) ﬁé = [ 0.228, 0.608, 0.164 ]

§(2|y1)=(0.397 0.603{ R(2]y,)=10.364 0.633} R(2]y)=)0.391

0.772 0.228 0.669 0.331 0.711

c) ﬁz = [ 0.158, 0.656, 0.186 1
R(2ly )=/0.401 0.593| R(2|y)=[0.382 0.618| R(2]y)=| 0.464
0.778 0.222 0.687 0.313 0.725
d) ﬁz = [ 0.303, 0.469, 0.228 ]

ﬁ(2|y3)= 0.390

R(2]y )=|0.396 0.604| R(2|y,)=|0.362 0.638

0.757 0.243 0.655 0.345 0.691

e) ﬁz = [ 0.485, 0.111, 0.404 ]
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0.066(0.4)+0.822(0.2)+O.112(0.3)J

R(2]y)={0.414 0.586

0.722 0.278

0.608

0.289

0.595

0.275

0.610

0.309



R(2|y )=|0.393 0.607| R(2|y,)=|0.360 0.640| R(2]y )=]0.392 0.608

0.687 0.313 0.634 0.366 0.8655 0.345

f) ?2 = [ 0.664, 0.098, 0.238 ]

R(2]|y )=]0.384 0.838| R(2]y,)=|0.332 0.668| R(2]|y,)=]0.355 0.645

0.669 0.331 0.618 0.381 0.635 0.365

g) ?2 = [ 0.551, 0.127, 0.322 ]

R(2|y )=|0.382 0.618| R(2]y,)=|0.347 0.653| R(2|y,)=[0.376 0.624

0.887 0.313 0.628 0.372 0.648 0.352

h) ?2 = [ 0.684, 0.059, 0.257 ]

R(2]y )=|0.382 0.838| R(2|y )= |0.332 0.888| R(2]y )=|0.356 0.644
1 2 3

0.855 0.3458 0.818 0.382 0.833 0.367

i) ﬁé = [ 0.297, 0.207, 0.496 ]

R(2|y )={0.414 0.586| R(2|y,)={0.391 0.809| R(2|y )=|0.422 0.678

0.723 0.277 0.655 0.345 0.679 0.321
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J) ?2 = [ 0.463, 0.206, 0.331 ]

R(2]y )=10.391 0.608| R(2|y,)=|0.355 0.845| R(2[y,)=|0.385 0.615

0.711 0.289 0.635 0.365 0.660 0.340

k) ﬁé = [ 0.349, 0.242, 0.409 ]

R(2]y )=|0.404 0.598 R(2|y,)=|0.376 0.624| R(2]y,)=|0.407 0.593

0.725 0.275 0.648 0.352 0.674 0.326

1) ﬁé = [ 0.497, 0.129, 0.374 ]

§(2iy1)= 0.390 0.610 §(2|y2)= 0.356 0.644 §(21y3)= 0.387 0.613

0.681 0.309 0.633 0.367 0.8654 0.346
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’0.457

0.186

0.366

0.206
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9. USO DE LA TEORIA DE JUEGQS

9.1 DEFINICIONES

Se estableceran primeramente algunas definiciones.

Juegos Normales. La teoria matematica de los Jjuegos de estrategia
estudia situaciones en las que intervienen dos o mas participantes
cuyos intereses estan en conflicto. Se dice que ésto constituye el

Jjuego normal.

Juegos Normales con dos participantes y cuya suma es cero. En estos
Juegos intervienen sélo dos personas y una de ellas gana lo que la
otra pierde. A este tipo se pueden reducir 1los 1lamados de suma
constante en la que los dos participantes compiten por llevarse la

mayor parte de una recompensa (premio).

Conjunto de Estrategias. Un conjunto de estrategias para el jugador A4
es una enumeracién completa de todas las acciones que dicho jugador
seguird para cualquiera de las contingencias que puedan ocurrir, ya

sea por azar o por el contrincante.

Pago o Ley de Pagos. El pago es una regla que indica cuanto recibira
el jugador A del Jugador B si A elige una estrategia particular de su

conjunto y B elige una particular del suyo.
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Espacio de Estrategias. Es la totalidad de estrategias para un juego

dado y un Jjugador determinado.

Juego. Se llama juego a una terna (X, Y, K) que goza de las siguientes

propiedades:

X representa el espacio de estrategias del jugador A
Y representa el espacio de estrategias del jugador B

K es una funcién real de X e Y

Si A elige x € X; B elige y € Y entonces K(x, y) es la ley de pagos
para el jugador A y -K(x, y) es la ley de pagos para el Jjugador B. Se

dira que K es el Kernel de pagos.

Jugadas, resultados y estrategias. Una Jjugada se obtiene cuando cada
uno de los competidores elige una sola de sus posibles formas de
actuar. Se supone que todas las elecciones se realizan
simultaneamente de tal manera que ningdn ccmpetidor conoce la eleccidn

de su oponente hasta que ha realizado la suya.

El resultado de un Jjuego esta formado por el conjunto particular de
cursos de accién tomados por los competidores. Cada resultado
determina un conjunto de pagos (positivo, negativo o nulo), uno para

cada competidor.

la estrategia de un competidor i es la regla de decisién que usa para
elegir entre sus posibles formas de actuar. Esta regla de decisién no
requiere de informacion definida sobre la eleccién hecha por sus
oponentes, ya que se supone que todas ellas se hacen simultaneamente y
se divulgan en el mismo instante. Se estudiardan dos tipos de

estrategias, las puras y las mixtas.
Una estrategia pura es una decisién, tomada antes de que realicen las

diversas Jjugadas, y la cual siempre elige un curso particular de

accion io. Una estrategia mixta es una decisién que permite elegir un
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curso de accién para cada Jjugada de acuerdo con una distribucién de

probabilidad particular.

Juegos matriciales de dos personas. Un Jjuego con sbélo dos
competidores A y B, se puede describir féacilmente por medio de un par
de matrices. Los renglones de cada matriz son los posibles cursos de -

accién que puede tomar A y las columnas los correspondientes a B.

Cada elemento de la matriz de pagos de B sera igual al correspondiente
de A pero cambiado de signo. Por esta razédn, se acostumbra omitir a

la matriz de pagos de B.

9.2 JUEGOS CONTRA LA NATURALEZA

Se puede considerar a la naturaleza como un adversario en el caso de

que sus estados futuros puedan ser numerables y asociados a una ley de

i pagos; ésto se ilustra en los ejemplos siguientes:

EJEMPLO 9.1 En una regién R se distinguen cinco subregiones

homogéneas. Estudios estadisticos preliminares han permitido fijar la

probabilidad de que el producto bruto sea P por subregiones y bajo los
reactivos A, B, C (industrias) segin se muestra en la matriz que

sigue:

246




C 0.1 0.5 0.3 0.1 @

JEn qué proporcién se deben establecer las industrias? y ¢gCual es la
probabilidad de que el producto sea mayor o igual a P en toda la

regién?

Si se circulan los minimos por renglén y se enmarcan los maximos por

columna, se observa que la matriz no tiene puntos silla.

Las columnas R2 y R3 dominan a la columna Rl, luego si se eliminan

resulta:

R R R

1 4 S

A 0.3 1 0
B 0.2 0 1
C 0.1 0.1 0

pero el renglén C es dominado por el A, luego si se elimina C, queda:
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R R

4
0.3 1
0.2 0]

y haciendo uso del método grafico (figura 9.1) se obtiene:

1.
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3
11
(valor del juego) y las industrias se deben establecer en la relacién

8 3
(TT’H’O)'

Luego la probabilidad de obtener un producto mayor o igual a P es

EJEMPLO 8.2 Al planear la operacién de una presa de una planta
hidroeléctrica para el mes siguiente, se presenta el siguiente

panorama:

I) La demanda de energia hidroeléctrica permite dejar en la presa

. 3 .
una reserva de A millones de m o una de B millones con A < B.

11) El escurrimiento para el mes en estudio puede ser a, b, c, 6

d millones de ms.

3 . : .
111) Un m almacenado representa a unidades monetarias de ingreso

para la compafiia que opera la presa.

V) Un m° de almacenamiento vacio representa una pérdida de g

unidades monetarias para la compafiia.

V) Un m® vertido representa una pérdida de A unidades monetarias.

Se tiene:
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R

a, B, A>0; a>B>2A

Si de las condiciones anteriores resulta la siguiente ley de pagos:

a b c d
A 8 2 -2 -6

OPERADOCR
B 2 4 5 8

.Cuantos metros cubicos deben reservarse para el escurrimiento del mes

siguiente (A 6 B)?

Al resolver el Jjuego graficamente (figura 9.2) la estrategia mixta que

mas conviene al operador es {Tg R %% } y por lo tanto, dejard B

. 3
millones de m~ de reserva.

En forma analoga se atacan problemas de organizacién en una obra, bor
ejemplo, decidir si se inician simulté&neamente la ataguia y el canal
de desvio o si primero el canal de desvio y después la ataguia, o si
esta Ultima es definitiva o provisional. En estos problemas el

constructor participa en un juego contra la naturaleza (el rio).

Se han propuesto diversos criterios para el caso en que se desconocen
las probabilidades de los diferentes estados posibles de la

naturaleza, enseguida se presentan cinco de ellos.
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Criterio de Bayes-laplace. El criterio establece que si no se dispone

de ninguna informacién sobre las probabilidades asociadas con los
futuros resultados, entonces se deben asignar probabilidades iguales a
cada uno de los posibles resultados y usar estas probabilidades para
calcular el valor esperado de cada uno de los posibles cursos de

accién.

Evidentemente este criterio tiene varios inconvenientes. La mas seria
de estas deficiencias es que usualmente el ejecutivo no puede
considerar los diferentes resultados como igualmente posibles. De
hecho si existen n posibles cursos de accidén y el ejecutivo sbé6lo esta
conciente de m de ellos, entonces su decisién estara influenciada por
la magnitud de m. Asi si existen 20 posibles curses y sélo hay
conciencia de tres de ellos, asignhard probabilidades de 33.3% cuando

debia asignar sélo 5%.

En ocasiones este criterio es llamado el de la Razon insuficiente ya
que no hay razén para preferir un curso de accién sobre otro, no hay
por qué seguir alguno de ellos, pero esto en si constituye un curso de
accién (dejar todo al azar). Sin embargo, dificilmente puede

considerarse ésta como una posicién racional.

Criterio del Maximin de Wald. Este criterio representa un enfoque muy

conservador del proceso de toma de decisiones. Para cada posible
alternativa el ejecutivo determina cuadl es el peor de los posibles
resultados, esto es, el que le produce maximos perjuicios o beneficios
minimos. Selecciona entonces de entre todos estos Ultimos el que

maximiza sus beneficios o minimiza sus pérdidas.

Algunos han considerado que este criterio no es sino una manifestacioén

tipica de cobardia. Desde 1luego que no puede considerarse como
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irracional y de hecho al confrontar situaciones conflictivas en las
que debe esperarse una actuacién maliciosa e inteligente del oponente
es sano emplearlo. Sin embargo, en problemas en los que se toman
decisiones con relacién a la naturaleza (juegos contra naturaleza) el

criterio es extremadamente conservador.

Criterio del Maximax (Baumol). Al contrario del anterior este

criterio correspoﬁde a los optimistas, los que siempre consideran
unicamente el lado positivo de los posibles resultados en la toma de
decisiones. Aquél que al apostarle a un caballo s6lo toma en cuenta
que gandé en las Ultimas dos carreras, sin considerar que perdiéo las

veinte anteriores.

Puede establecerse de la siguiente manera, para cada curso de accidn
definase cual es el mejor resultado (maximas ganancias o pérdidas
minimas) y selecciénese de entre los anteriores el maximo de los

maximos.

Criterio de Hurwicz. Por su parte Hurwicz ha propuesto un criterio

que se encuentra a medio camino entre el Maximin y el Maximax. Esto
es, el ejecutivo hard un promedio ponderado entre el mejor resultado
que pueda esperarse de cada curso de accién y el peor para el mismo

curso.

En la asignacién del coeficiente de peso para el mejor y el peor se
reflejaran las caracteristicas conservadoras u optimistas del
ejecutivo. Asi un pesimista le asignara un peso de 1/4 al mejor
resultado y de 3s/4 al peor. Por el contrario un optimista,
confrontado con la misma decisién, le asignarad 3/4 al mejor y 1is4 al

peor.

Se observa que este criterio posee la misma deficiencia de los dos
anteriores, esto es, toma en cuenta Unicamente resultados extremos

ignorando los restantes.
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RESULTADOS

R R R
1 2 3
A1 12 -6 24
ACCIONES

A 36 12 48

2
A -3 60 30

3

a) Bayes-Laplace

_1 1 _ 1 _
E(Al)—g(lz)+§(8)+§(24)—10
E(A) =2 (36) + 2 (12) + £ (48) = 32
) 2 3 3 3
E(A)=211(-3)+4% (60) + L (30) =29

3 3 3 3

La accién seleccionada es A2

b) Maximin
R R R
1 2 3
A1 12 -6* 24
A2 36 12% 48
A -3* 60 30
3

max { -6, 12, -3 } = 12

La accién seleccionada es A2
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c)

d)

Maximax

Hurwicz

R R R
1 2 3
A1 12 -B 24*
A2 36 12 48*
A3 -3 60* 30
max { 24, 48,, 80 } = B0
La accién seleccionada es A3
Conservador:
_ -3 1 _ -18 24 _ 6
A1 =T (6) + i (24) = e + Z "z
_ 3 1 _ 36 48 _ 84
A2 = I (12) + i (48) = vy + Z - I
_ 3, 1 _ -9 60 _ 51
A3 = I (-3) + I (60) = 'y + T T 5
Optimista:
_1 3 _ -B 72 _ 68
A1 = E—( 6) + @-(24) =7 + Y
21 3 _ 12 144 _ 156
A2 =z (12) + iy (48) = vy + % T 1
1, 3 _ -3 180 177
A:3 = I (-3) + I (60) = I + - = —
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6 84 51, _ 84
Conservador: Max { ' 1 1! °71
Seleccién: A2
o 68 156 177 177
Optimista: Max { i el iy } v
Seleccién: A3
e} Savage
R R R
1 2 3
A1 12 ~6 24
A2 36 12 48
A3 -3 60 30
36-12 60+6 48-24 24 66* 24
36-36 60-12 48-48 0 48% 0
36+3 60-60 48-30 39* 0 18
min {66, 48, 39 } = 39

Seleccidn: A3
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9.3 COMPETENCIA EN UN MERCADO (Davis)

Dos empresas estan a punto de lanzar al mercado productos

competitivos. La firma A sbélo puede comprar tres espacios del tiempo

de televisién de una hora de duracidén cada uno, mientras que la firma

B, s6lo puede comprar dos. El dia se divide en tres periodos basicos;

mafiana, tarde y noche que se representaran con M, T y N
respectivamente. Las compras de espacio deben hacerse con
anticipacién y son confidenciales. Un 50% de los televidentes ven

televisidén por la noche; un 30% por la tarde y un 20% por la mafana.

Se supone que ninguna persona ve televisién mas de un periodo.

Si una empresa compra mas tiempc que su competidora durante cualquier
periodo, ocupard la totalidad de la audiencia durante ese periodo. Si
ambas empresas compran el mismo numero de horas durante cualquier
periodo, o si ninguna compra tiempo en absoluto, cada una consigue a
la mitad de la audiencia. Cada televidente compra el producto de sélo
una de las empresas 4Como deberan las empresas situar sus espacios?

.,Qué parte del mercado podria esperar lograr cada una de ellas?

La empresa B tiene seis estrategias que se representan con dos letras,
asi MTI significa una hora de publicidad en la mafiana y otra en la
tarde. Andlogamente la empresa A tiene diez estrategias que se

designan con tres letras. La matriz de pagos se muestra enseguida.
Los numeros que aparecen en la matriz representan los porcentajes de

mercado que logra la empresa A, la B consigue el resto.
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Empresa B

NN NT NM T ™ MM

NNN | 75 60 65 60 50 65 | xR
E

NNT | 65 75 80 60 65 80 | x,R
M 2 2

NNM | 60 70 75 70 60 65 | x,R
P 3" 3

NTT | 40 65 55 75 80 80 | x,R
R 4 4

NTM | 50 60 65 70 75 80 | xR
E (o]

NMM | 35 45 60 70 70 75 | xR, —
S

TTT | 40 40 | 30 65 55 55 | x,R ——
A 77

TTM | 50 50 40 60 65 55 | xR —

TMM | 50 35 50 45 60 85 | x,R —
A

MMM | 35 20 35 45 45 60 R _—

10 10

Como ilustracién supdéngase que la empresa A elige NMM - una hora por
la noche y dos por la mafiana (renglén Rs)_ y la empresa B, NM - una
hora por la noche y una por la mafiana (columna Cs)' Puesto que la
empresa A ha comprado dos horas por la mafilana frente a una de B,
acaparard todo el mercado de la mafiana que es el 20%. Puesto que
cada empresa tiene una hora por la noche y ninguna por la tarde, estos
mercados que son del 50% y del 30% respectivamente, se lo dividiran

por partes iguales. De esta manera, la empresa A obtendra el
(20 + 25 + 15)% = ©60% del total del mercado, si se emplean las
estrategias indicadas. Analogamente se llenaron los casilleros de

la matriz anterior.
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Al aplicar criterios de dominancia, se observa que R3 domina a R7, Rg
y R1o’ asi como Rs domina a R6 y a Ra' Esto significa que la cinco
‘Ultimas estrategias —R8 a RIO_ de la empresa A pueden eliminarse. Una

vez hecho ésto resulta que CS es dominada por CS, por lo que C6 puede

eliminarse. La matriz resultante se muestra enseguida.

B

Yy Ya Y3 s Vs
X, 75 60 65 60 50 NNN
X, 65 75 80 60 65 NNT
A X, 60 70 75 70 60 NNM
X, 40 65 55 75 80 NTT
Xg 50 60 65 70 75 NTM

NN NT NM TT ™

Considérese la submatriz:

75 60 50

50 70 75

que involucra a las estrategias X0 X, ¥ X de la empresa A y las

estrategias Yyr Y, ¥ Vg de la empresa B. Se tiene:
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-50 -1000 3900 -50 -1625 1550
adj B1 = -1625 3125 -1625 ; (adj Bl)t = -1000 3125 -2250
1550 -2250 600 900 -1625 600
Y consecuentemente
r 1
- 50 -1000 3900
[111]} -1625 3125 -1625
1550 -2250 600 |
. - B [-125 -125 ~125] ) [ 111
_ o _375 3 3 3
- 50 -1000 900 1
{1111} -1625 3125 -~-1625 1
1550 -2250 600 1
como X, X,. X, 20 y z xi = 1 se procede al calculo de Y:
- 50 -1625 1550 .
[111]1| -1000 3125 -2250
900 -1625 600
. _ [-150 -125 -100] ) [ 6 5 4 }
375 _375 15 15 15

como y., ¥, ¥ 20ys Y,

= 1 se calcula el valor del juego:
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75 60 50
65 60 65
50 70 75
_ -23750 1
V= 375 = T 375 =63 3

conocidas X, Y y v se verifica el cumplimiento del teorema de Von

Nuemann:
(75) % + (85) % + (50) % = 63 % _
(60) % + (75) = + (60) 5 =65 > v
(65) 5 + (80) 5 + (65) 5 =70 > v
(60) % + (80) % + (70) % = B3 % =v
(50) 5 + (85) % + (75) % = 63 % = v
(75) S + (60) o+ (50) Iz =63 5= v
(65) 2 + (60) %g +(85) o =63 £ = v z
(60) %g + (70) ?5 + (60) %g = 63 % =v :
(a0) % + (75) 3o+ (80) T =62 < v
(50) %g + (70) ?E + (75) %g = 63 % = v

Luego una solucién a este problema es que la empresa A deberia jugar
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cada una de las estrategias NNN, NNT y NTM un tercio del tiempo y la
6 6 4

515715
empresa A utiliza sus estrategias recomendadas, puede estar segura

empresa B sus estrategias NN, TT y TM; del tiempo. Si la

. 1 . . .
de ganar como promedio, al menos v = B3 3 % de la audiencia; y si
la empresa B utiliza sus estrategias recomendadas, la B no ganara mas

que V.

9.4 COMPETENCIA ENTRE CONSTRUCTORES

En dos concursos similares (idénticos para fines académicos)
convocados por una entidad, los consorcios de constructoras A y B han
presentado presupuestos bajos que eliminaron a los demas concursantes.
Las diferencias entre los presupuestos de A y B fueron despreciables
en comparacién con la magnitud de la obra. El criterio anunciado a los
concursantes A y B fue de que se otorgarian los contratos, dado que
las obras estan en zonas donde hay problema de falta de empleo, al

concursante que para cada obra empleara mayor numero de trabajadores.

A estd organizada en cuatro empresas y B en tres.

Los intereses de A son tanto ganar los contratos como eliminar del
mercado al competidor, en estas condiciones el director de A recibira
100,000 por contrato que gane y por empresa competidora que elimine y
pierde 100,000 por contrato que gane el competidor y por empresa de A

que sea eliminada.

iCémo se debe organizar el director de A si las empresas de los

consorcios son similares (idénticas para fines académicos)?

A tiene cinco estrategias puras posibles y B tiene cuatro. Estas
estrategias son los pares (x, y); X es el numero de empresas que se
destinan al contrato 1 y y el numero de empresas que se destinan al

contrato 2.
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Para A son (4,0), (0,4), (3,1), (1,3), (2,2)

§ Para B son (3,0), (0,3), (2,1), (1,2)

La ley de pagos (en cientos de miles) es:

B
a a b b
k (3,0) (0,3) (2,1) (1,2)
| .
; « (4,0) I 4 0 2 1
a (0,4) 0 4 1 2
A g (3,1) 1 -1 3 0
B (1,3) -1 1 0 3
y (2,2) -2 -2 2 2
L J

Para A el Jjuego es simétrico en las estrategias a y B

e

g Para B el juego es simétrico en las estrategias a y b

: Se buscaran estrategias é6ptimas simétricas. Sea p la probabilidad de
é que B use la estategia a y q la probabilidad de que B use la

estrategia b. Se lograria que { p, p, q, q } sea optima para B, si:

M3
~
<

luego:
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[}
<

4p + 3q 2

4p + 3q <

i
<

A

3q

~4p + 4q =

i
<

de donde:

naA

T
+
N W

-8p + 2 <

i
<

puesto que p + p + g + q 1 (juego matriciall.

Resolviendo, por ejemplo con el método grafico, se obtiene que:

Con base a los resultados anteriores y aplicando el teorema de

Von~-Neumann al jugador A, se obtiene:

14
4r 2t = 3
3r + 35 + 2t = lé
9
2r + 2s + t =1
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en donde r es la probabilidad de emplear las estrategias «; s es la
probabilidad de emplear las estrategias B; y t es la probabilidad de

utilizar las estrategias 7.

El resultado es

LIPS

En resumen A {

A debera ofrecer sus cuatro compafiias para uno cualquiera de los

contratos.

9.5 JUEGOS'CON DOS 'PARTICIPANTES DE SUMA NO NULA

Pueden considerarse todos los Jjuegos con dos participantes como
situados en un continuo con los juegos de suma cero en un extremo. En
este tipo de Jjuegos generalmente se tienen elementos competitivos y
cooperativos; los intereses de los jugadores son opuestos en algunos
aspectos y complementarios en otros. En el Jjuego de suma cero los
Jjugadores no tienen intereses comunes. En el Jjuego completamente
cooperativo por el contrarioc los Jjugadores sélo tienen intereses
comunes. El resto de los Jjuegos con dos participantes caen entre
estos dos extremos y tienen, tanto elementos cooperativos como
competitivos. El grado en que los Jjugadores se pueden comunicar,

puede tener un efecto profundo sobre el resultado del juego; puede
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existir informacién imperfecta, restriccién de alternativas, amenazas
(una aseveracién de que se actuarad de un cierto modo bajo determinadas
condiciones) acuerdos que obligan y pagos secundarios, regateo (cada
Jugador quiere hacer el pacto mas favorable que pueda, evitando el
riesgo de no hacer ninguno) y otras situaciones que complican el

analisis.

8.6 JUEGOS CON n PARTICIPANTES

En los Jjuegos con n participantes el concepto de poder es todavia mas

evasivo. Desde luego, hay siempre un pago minimo que el jugador puede

obtener por si mismo. Para lograr mas, debe unirse a otros jugadores

formando una coalicién. Pero si los otros Jjugadores no cooperan no
tiene recursos. Podria inferirse entonces que un Jjugador esta
desamparado para lograr algo por encima de su pago minimo. Sin

embargo, coaliciones de Jjugadores aparentemente impotentes tienen
poder. El precisar este concepto de poder es una de las funciones

basicas de la teoria de los Jjuegos con n participantes.

Si a cada coalicién se le asocia un numero: el valor de una coalicién;
se dice que el juego correspondiente estd en forma de funcidn
caracteristica. Los valores asignados a las coaliciones pueden asumir
casl cualquier modelo. Sin embargo, existe una relacién basica entre
los valores de ciertas coaliciones gue es una consecuencia de la
forma en que estos valores son definidos; surgen asi las teorias
clasicas de Von Neumann y Morgenstern, los conjuntos
autoreglamentarios de Vickrey, la teoria de Ausman-Maschler, el valor
de Shapley que pretende determinar el valor de un Jjuego para un
Jjugador particular cuando se tienen n participantes y se conoce la

funcién caracteristica del Jjuego; la teoria de Caplow y otras.
En el capitulo 11 se presenta una aplicacién al calculo de tarifas de

aterrizaje en un aeropuerto de diferentes tipos de aviones

orientandola como la solucién de un juego con n participantes.
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10. USO DEL ANALISIS DE DECISIONES

10.1 INTRODUCCION

Supéngase que se desean evaluar probabilisticamente las alternativas
de configuracién de la red del Sistema de Transporte Colectivo-Metro;
de tal forma que se defina un orden Jjerarquico de acuerdo con el grado
o medida en que cada una de ellas satisface los objetivos del Plan

Rector de Vialidad y Transporte.

El proceso de evaluacién-jerarquizacién cuantifica la efectividad
conjunta (grado en que &se satisfacen 1los objetivos) de las
alternativas sujetas a analisis, en atencién a los siguientes

objetivos:

- Minimizar el costo total

- Minimizar el gasto en transporte

- Minimizar el tiempo de transporte

- Maximizar la integracidén de los sistemas de transporte

- Maximizar el impacto sobre el transporte terrestre en cuanto a
disminucioén de su nivel de congestionamiento

- Maximizar el total de personas beneficiadas

Se observa que:

268




- Se desean satisfacer = varios aspectos, algunos de ellos

conflictivos.

- Existe incertidumbre en cuanto a la efectividad que se logra con

cada alternativa.

El analisis de decisiones es una técnica especialmente disefiada para
problemas en donde las alternativas son controvertibles y se manejan
aspectos sociales, econdémicos y técnicos; auxiliando en la toma de
decisiones al proporcionar un medio para examinar sistematica y

cuantitativamente las alternativas propuestas y sus implicaciones.

10.2 METODOLOGIA

La aplicacién del Analisis de Decisiones para la evaluacién
probabilistica de alternativas de configuracién del sistema de
Transporte Colectivo-Metro, involucra el desarrcllco de los pasos que a
continuacién se enuncian y cuya representacién esquematica se muestra
en la figura 10.1.

1. Identificacién de las medidas de efectividad.

2. Determinacién del impacto de las alternativas sobre las medidas de

efectividad.

3. Elaboracién de las curvas de preferencias.

4. Definicién de las preferencias entre medidas de efectividad.

5. Obtencién de la efectividad conjunta de las alternativas.
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EVALUACION PROBABILISTA DE ALTERNATIVAS DE CONFIGURACION DE LA

RED DEL SISTEMA DE TRANSPORTE COLECTIVO-METRO

PREFERENCIA ENTRE MEDIDAS

ANALISIS
DETERMINACION DE
SENSIBILIDAD
MEDIDAS EFECTIVIDAD
CONJUNTA
OBJETIVOS CURVAS DE PREFERENCIA
DEL

N SISTEMA DE
~J DEL ANALISIS
o TRANSPORTE DETERMINACION DE

COLECTIVO SENSIBILIDAD DE LAS

IMPACTO DE LAS ALTERNATIVAS SOBRE ALTERNATIVAS
EFECTIVIDAD LAS MEDIDAS DE EFECTIVIDAD
ANALISIS
DETERMINACION DE
SENSIBILIDAD
ALTERNATIVAS
DE
CONFIGURACION
Figura 10.1
e o i o




¥

6. Anadlisis de sensibilidad

En el primer inciso se identifican, en funcién de los objetivos, las
medidas de efectividad que se usan para hacer la evaluacién de las
alternativas. Se especifican también las unidades en que se

cuantifican dichas medidas de efectividad.

En el segundo inciso, se determina el impacto de las alternativas
sobre las medidas de efectividad, a partir de funciones de
distribucién de probabilidades, de tal manera que la incertidumbre

asociada quede representada.

En el tercer inciso, se elaboran las curvas de preferencias que
indican la utilidad marginal de diferentes situaciones para una misma

medida de efectividad.

En el cuarto inciso, se definen las preferencias entre las medidas de
efectividad, de tal suerte que se indique en qué proporcién se puede
sacrificar una medida de efectividad a cambioc de lograr un mejor

valor en otra.

EFn el quinto inciso, se obtiene 1la efectividad conjunta de las

alternativas a partir de la utilidad esperada.

En el sexto inciso, se analiza la sensibilidad de todos los factores
involucrados en el analisis, con lo que se pretende definir el efecto
que se presenta en la utilidad esperada al variar las condiciones

iniciales del problema.
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10.3 MEDIDAS DE EFECTIVIDAD

En funcién de los objetivos y con el fin de poder cuantificar en qué
grado cada alternativa los satisface, se seleccionan como medidas de

efectividad las siguientes:

Costo

Gasto de Transporte

Tiempo de Transporte

Nivel de Correspondencia de los Sistemas de Transporte

Vialidad

(o2 ) B o R S R

Captacién

La medida de efectividad Costo, refleja el monto que implica realizar
cada una de las alternativas. La unidad en que se maneja es: Millones

de Pesos.

La medida de efectividad Gasto en Transporte, que se cuantifica en
pesos-viaje-persona es el ahorro que obtiene 1la poblacién al

incorporarse las nuevas lineas del Metro al Sistema de Transporte.

La medida de efectividad Tiempo de Transporte, que se cuantifica en
minutos-viaje-persona es la reduccién en el tiempo de traslado que

obtiene la poblacién en cada una de las alternativas de configuracién.

La medida de efectividad Nivel de Correspondencia, Jque se maneja como
nimero de transbordos-viaje-persona de metro a metro, de metro a
transporte de superficie y de transporte de superficie a metro;

refleja el grado de integracién de los sistemas de transporte.

la medida de efectividad Vialidad mide el mejoramiento que en el

transporte terrestre ocasiona cada alternativa de configuracién, como
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consecuencia de la disminucién en el nivel de congestionamiento. La
unidad en que se maneja esta medida de efectividad es un porcentaje y
se considera igual a cero para la situacién actual. La disminucién en
el nivel de congestionamiento del transito tiene como consecuencia la
reduccién de la contaminacién ambiental, de los accidentes y del

consumo de energéticos atribuibles a éste.

La medida de efectividad Captacién se maneja como el numero de
personas diarias beneficiadas al incorporar al sistema de transporte

nuevas lineas del metro.

10.4 IMPACTO DE LAS ALTERNATIVAS SOBRE LAS MEDIDAS DE EFECTIVIDAD

Para cada alternativa se define una funcién de distribucién de
probabilidad conjunta, en donde las variables aleatorias son las

medidas de efectividad.

Con base en el supuesto de independencia estocastica entre las
variables aleatorias, 1la funcién de distribucién de probabilidad
conjunta queda en términos de sus marginales correspondientes, de la

siguiente manera:

f(xl, X0 Kos Xou X xS) = f(xl) f(xz) f(x3) f(x4) f(xs) f(xs)

donde x es una variable aleatoria.
1

De esta manera se procede a definir para cada medida de efectividad y
para cada alternativa el rango dentro del cual estd comprendido el
valor real de la variable aleatoria. Se considera que la probabilidad
de que la variable aleatoria tenga un valor menor que el limite

inferior, o un valor mayor que el limite superior del rango f1ijado

273



para una medida de efectividad y una alternativa particular, es cero.

Ademas, se determina el valor de la variable aleatoria que se espera
se presente con mas probabilidad dentro del rango previamente

definido, y que normalmente se denomina moda.

A los tres valores previamente determinados (limite inferior del
rango, moda y limite superior del rango) se les ajusta una funcidén de
distribucién de probabilidad tipo Beta, de acuerdo con la metodologia
que se indica en el inciso 10.8. Con esto, se logra obtener una
funcién que cuantifica el impacto que cada alternativa tiene sobre
cada medida de efectividad, considerandose, al trabajar con

distribuciones de probabilidad, la incertidumbre.

10.5 CURVAS DE PREFERENCIAS

La Jerarquizacién de las alternativas implica considerar los posibles
impactos de <cada alternativa sobre las diferentes medidas de
efectividad, lo cual se cuantifica por medio de las distribuciones de
probabilidad; sin embargo, esta  jerarquizacién también esta

condicionada a las preferencias que se tengan sobre dichos impactos.

Se lleva a cabo un andlisis que permite enmarcar dentro de una escala
de wutilidad previamente definida, el valor que se asignara a
diferentes situaciones para una misma medida de efectividad. Para
esto, se asigna al limite inferior o valor menos deseado una utilidad
de cero, y al superior o mas deseable una utilidad de uno. Para
determinar el comportamiento intermedic se acepta como base, dado el
caracter subjetivo del andlisis, que el mismo estd definido por Ila

actitud hacia el riesgo.
Para definir la curva de preferencias de cada medida de efectividad,

se determina la actitud hacia al riesgo empleando los fundamentos de

la teoria de la utilidad, de acuerdo a la siguiente secuela.
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Se plantean dos situaciones, una que implica riesgo y que supone dos
posibilidades igualmente probables; la primera es que se obtenga el
valor més deseable y la segunda el menos deseable; la otra situacién
es clerta, es decir, se tiene la seguridad de obtener el valor de la

variable involucrada. Lo anterior, se presenta esquematicamente en la

figura 10.2.
SITUACION 1 SITUACION 2
(Riesgo) (Certeza)

0.5 *
X
1
x:
1
0.5 o]
x.
1
Figura 10.2

*
donde X es el valor mas deseado de la i-ésima medida de efectividad;
1
x? es el valor menos deseado de la i-ésima medida de efectividad, y x,
1 1
es el valor cierto, que tiene la propiedad de que es menos deseado que

* . 0
X,y mas deseado que x_.
1

Con base en las dos situaciones anteriores, se determina por cual de
ellas se optaria. Si por la primera, buscando lograr el valor més
deseable pero sin dejar de considerar el riesgo, igualmente probable,
de caer en la menos deseable; o bien la segunda, en la cual de
antemano se asegura un valor mejor que el menos deseable pero peor que

el mas deseable.
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Con el propésito de seguir un procedimiento légico y ya que se busca
definir un punto de indiferencia para el cual ya no exista preferencia
de una situacién respecto a la otra, es conveniente ir cambiando la
situacidon cierta de un valor cercano al menos deseable a uno cercano
al mas deseable, de manera de ir cerrando el intervalo hasta llegar al

punto de indiferencia. Lo anterior se presenta en la figura 10.3.

STITUACION 1 SITUACION 2
*
X > X
1 1
P = 0.5 . x> x°
1 i i
x-
1
. (1—?1) = 0.8 xo P.I
"1 s x
1
X" > x
i
Figura 10.3

Al punto de indiferencia (P. I.) se le asigna una utilidad de 0.5, ya

que aplicando el valor esperado a la situacidén de riesgo, se tiene:

u (P.1.) = Plu(x:)+(1—P1) uGd) = (0.5)1+(1-0.5) 0 = 0.5

*
A partir de estos tres puntos (u (xi) = 1, u(x?) =0, u(P.1.) = 0.98)
se obtiene 1la curva de preferencias de 1la 1i-ésima medida de

efectividad, empleando una funcién de tipo exponencial de la forma:

u (x ) =e -Be
1 1
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En el inciso 10.10 se muestra la metodologia para determinar las

constantes A, B y C, y por ende para obtener la curva de preferencias.

Cabe sefialar que es conveniente realizar pruebas de consistencia antes
de dar como definitivos los valores correspondientes a los puntos de
indiferencia. Las pruebas de consistencia se basan en la metodologia
antes descrita, con la salvedad que para éstas se fija el punto de
indiferencia y lo que varian son las probabilidades involucradas en la

situacién de riesgo.

10.6 PREFERENCIAS ENTRE MEDIDAS DE EFECTIVIDAD

Una vez establecidas las preferencias entre diferentes situaciones
para una misma medida de efectividad, se procede a determinar las
preferencias entre situaciones conjuntas, es decir, entre aquellas

formadas por todas las medidas de efectividad en forma simultanea.

Para ilustrar la metodologia que implica esto Gltimo, se hara uso del
caso mas sencillo que se presenta cuando sélo se tienen dos variables
(x vy xz), para las cuales ya se ha definido en forma individual sus

1
funciones de utilidad marginal (u1 (X1) y u2(x2)L

Dado que se trata de dos medidas de efectividad diferentes, las
escalas de utilidad, a pesar de variar ambas de cero a uno, no son
comparables, por consiguiente, se establece una sola escala de

utilidad conjunta.

Considérese la representacidon grafica de la figura 10.4 para el caso

de dos medidas de efectividad.
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4
UTILIDAD X,
CONJUNTA ‘
0 E 3 »* *
(X1’x2) ———————— ;kf» (xl,xz)
%
/7
s
s
s
s
s
/
/
/ » X
1
*
(x%, x9) (x .x_)
172 1
Figura 10.4
0 0 * 0 o * * *
Se comparan los puntos (x, x), (x , x), (x, x ), y (x , x_ ) entre
1 2 1 2 1 2 1 2
si. Se puede observar que los tres ultimos scon preferidos sobre el

primero, ya que éste estda definido por los valores menos deseados para
las dos medidas de efectividad, siendo por lo tanto cualquiera de las
otras situaciones mejor. Un caso similar se presenta en lo que se
refiere al ultimo punto, el cual estd definido por los valores mas
deseados de las dos medidas de efectividad, por lo que éste es

preferido sobre los demés.

El problema que se presenta es determinar cual de las situaciones
* »*
0, 0 . .
restantes (xl, xz) é (xl, x2) es preferida y en cuanto es mejor una

que otra.
Para ello se efectua un proceso similar al descrito en el caso de las

funciones de utilidad marginal, bajo el planteamiento esquematico que

se presenta en la figura 10.5.
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SITUACION 1 SITUACION 2

(Riesgo) (Certeza)

E 3
(xl, xz)
(x*, xo)
1 2

\\\\ (1—P1) o o
(x7, x)
1 2

Figura 10.5

Donde (x:, x:) es el punto formado por los valores mas deseados de las
dos medidas (ki efectividad; (xf, xz) contiene a los valores menos
deseados, y (xl, xg) es el punto definido por lo mas deseado de la
primera medida de efectividad y lo menos deseado de la segunda; estos
tres puntos son conocidos. El problema consiste en determinar los
valores de P1 y de (1 - Pl). Para esto se varia el valor de P1 hasta

llegar a la indiferencia entre las dos situaciones.

Dado que se estd trabajande con una escala arbitraria, se asigna por
* »*

ejemplo, una utilidad de uno al punto (xl, xz) y de cero a (x?, xzh

si dicha convencién se adopta, ello significa que la utilidad de

*+ 9 .
(xl, xz) es igual a:

0 * * 0 0
ulx , x) =Pulx,, x ) + (1-P. ) u(x, x} =P
1 2 1 1 2 1 1’ T2 1

Resta unicamente definir qué utilidad se ha de asignar al punto
¥
(xf, x2) para lo cual, se sigue en procedimiento similar al indicado

(., x°)
ara X X .
p 1’7 Te
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Para el caso de seis medidas de efectividad hay gue determinar las

utilidades de:

»*
@]
@]
o
o

—

0
(xl, X, X, X, X, X

0 0 * (o}
(x’, X Xy X5 X, X )
) 0 *
(x, X0 X Xy Xy X )
0 o 0 0
(x7, X0 Xgo Xo Xoy X )

10.7 EFECTIVIDAD CONJUNTA DE LAS ALTERNATIVAS

Se admiten las hipétesis siguientes:

- Las variables aleatorias definidas para cada medida de
efectividad y para cada alternativa, son estocasticamente

independientes.

- La wutilidad marginal o conjunta es 1independiente de la
alternativa; esto es, se utiliza la misma escala de valores para
todas las alternativas.

Se deducira la expresién para dos medidas de efectividad, las cuales

generan las variables X, ¥ X, Ademas, se supone que ya se han
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definido las curvas de utilidad marginal correspondientes a ambos

conceptos.

Se considera que la escala de utilidad conjunta varia de cero a uno,
* *

por lo que al punto formado por los valores mas deseados (X1’ Xz) le

corresponde la utilidad de uno y al punto formado por los valores

menos deseados (x?, XZ) se le asigna la utilidad de cero.

Una vez que se ha fijado la escala se define la utilidad de los puntos

* »*
[e] o] . O R R .
(xl, Xz) (xl, Xz)’ seglin el procedimiento descrito en el inciso

anterior.

S 0 0
Por otra parte, se asume que la curva que une a los puntos (X1’ x2) y
*
o 2 A . .
(xl, Xz) es la funcién de utilidad marginal correspondiente a X Y de
. 0 0 ) *
igual manera la que une a los puntos (xl, x2) y (xl, Xz) es la que
. . . 0
corresponde a xz. En general cualquier combinacién de puntos (xl, Xz)
) * . . <
x2) y (xl, Xz) estaran unidos por la funcién de

»*
y (X1’ x2) o) (xl,

utilidad marginal de X, ¥ X, respectivamente.

La hipétesis anterior se basa en que la actitud al riesgo para una
medida de efectividad en forma individual, es independiente de la
situacién que guarda la otra medida (para el caso de dos medidas de
efectividad) siempre y cuando esta dltima permanezca constante,

mientras la otra varia.

Una representacién grafica de la funcién de utilidad conjunta se

muestra en la figura 10.8.
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UTILIDAD *
CONJUNTA

u(xz)

u(XZ)""—" *

u(x,) —

0 0
(xl, xz)

Figura 10.6

Para otra parte, su representacién algebraica puede tomar cualquiera

de las dos formas siguientes:

* »* * 0 0 *
- Si u(xl, x2) es igual a la suma de u(xl, xz) y de u(xl, Xz)’ la
utilidad de cualquier punto (xl, x2) esta definida por la

expresioén:

) 0
ulx , x) = ufx, x ) +ulx, X
1’ 2) 1’ 2) ( 1’ 2)

»* * »* *
. . 0 0
- Si u(xl, x2) es diferente a la suma de u(xl, xz) y U(X1’ xz), la

utilidad de cualquier punto (X1’ Xz) esta definida por la

expresioén:
0 0 0 0
ulx , x ) = ulx, x) +ulx, x) + ku(x , %) ulx, x.)
1 2 1’ T2 1 2 1 2 1 2

donde k es una constante positiva si:
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( »* * ( * 0 0 *
ulx_, x_) > ulx_, x) + ulx, x

y negativa en caso contrario.

Para determinar el valor de k, basta con sustituir el punto (xl, xz)

* *
por (xl, x2) en la expresién anterior, para que todos los términos

involucrados resulten conocidos.

** »*® »* 0 0 #* L 3 0 0 *
ulx , x ) =ulx , x) +ulx, x ) + ku(x , x ) ulx, x.)
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

Por lo que:

La forma general de la funcién de utilidad conjunta es:

2
1
ulx,x ) = ¢ [ -nl (14K ku (x)) - 1 ]
1=
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que se obtiene de la siguiente secuela de calculo:

A la expresioén

) o 0 0
ulx , x) =ulx, x) +ulx, x ) + ku(x, x) ulx, x
1’ T2 1’ T2 ( 1’ e ( 1’ 2) ( 1’ 2)

se le suma é a ambos miembros de la igualdad, quedando:

1 _ 1 0 0 0 0
u(xl,xz) Ml U(X1’x2) + u(xl,xz) + ku(xl,xz) u(xl,xz)
1 1 (o 0 2 0 Q
u(xl,x2) YTk [ 1+ku(x1,x2) + kU(X1’x2) + k U(Xl’XZ) u(xl,xz) ]

y factorizando el segundo miembro, se tiene:

1

u(x1’x2) TR T

[ (1ekulx,x0)) (1ratx,) ]

u(x ,x ) = % [ (1+ku(x1,xg)) (1+ku(x$,x2)) -1

ahora bien, si se utilizan las funciones de utilidad marginal

correspondientes a las diferentes medidas de efectividad, se tiene:

0
u(xl,xz) k1 u(xl)

u(xo,x ) k ul(x)
1’ "2 2 2
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donde k son los valores que permiten transformar las utilidades
1
marginales a una sola escala general que corresponde a la escala de

utilidad conjunta y k refleja la preferencia que se tiene sobre la
1

i—-ésima medida de efectividad.

Luego:

2
1
u(xl,xz) ™ { [ .f (1+K k_1 u(xl)) ] -1 }

Generalizando a seis medidas de efectividad se tiene:

(1+K k. u(x)) ] -1 }

R o

L

Nl

ulx ,x ,x ,Xx ,Xx,x ) =
1’ 2’ 3, 47 5' S)

Para determinar la utilidad conjunta esperada para cada alternativa,
se utilizan las distribuciones de probabilidad definidas en el inciso

10.4 y la funcién de utilidad conjunta, se obtiene:

u (X ,X ,%X_,X ,X,X) =
j( 1’ 2) 3, 4l 51 6)

ol T o L fo ey (LR a1 ] o,
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y con base en la hipétesis de independencia estocéstica entre medidas

de efectividad, resulta:

6 00
=1 _
uj(xl,xz,xs,x4,x5,x8) =% {ifl[ 1+K I—w kifij(xij) ui(xij) dxij ] -1 }

donde:

i : Medida de efectividad.
J :  Alternativa.
X : Variable aleatoria asociada a la medida de efectividad i
y la alternativa j.
f (x ) :  Distribucién de probabilidad de la variable aleatoria
xiy
u : Utilidad conjunta esperada de la alternativa j.
Utilidad marginal de la medida de efectividad i.
Constante que transforma la funcién de utilidad marginal

a la escala de la funcién de utilidad conjunta.

K : Constante general.

10.8 ANALISIS DE SENSIBILIDAD

En este andlisis se busca identificar y evaluar el efecto en la
utilidad conjunta esperada de variaciones en las medidas de
efectividad. Para ello, se varia cada medida de efectividad en forma
determinista de manera de cubrir el rango que va desde el mejor valor

hasta el peor valor.
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La expresién que define la utilidad conjunta esperada es:

6 0
Y TR {1:1[ 1+ f—w Ko, £, 0¢y) uy(xdox ] -1 }

sil se desea variar x__ en forma determinista, se tiene:
ij

6 ]
1
u = 3 { (1+Kk u (x_))- m [ 1+ J Kk f (x ) u(x )dx ] -1 }
j K 11 ij =2 ] i ij ij i ij ij
en donde:

00

8
u = .1_ { 4 [ 1+ J. Kk.f (X ) u.(X ) d X, . :| -1
j K feo ~00 i i) 1} i i) 1)

6 ©
+ ku(x ) { [ 1+ J Kk £ (x ) u(x )dx ] -1 }
11 1j j=2 - i iy ij i ij i]

u = A + Kku(x ) A,
j 11 1j j

=A +ulx ) B
b 1 1j j

Lo que significa que la curva de variacién de la utilidad esperada al
cambiar la medida de efectividad 1, para la alternativa j es
congruente con la curva de utilidad marginal relativa, correspondiente
a la medida de efectividad 1.

* 0
Ahora bien x, es el valor mas deseado y x, es el menos deseado, para

la medida de efectividad considerada, se cumple que:
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y que el intervalo de estudio para el andlisis es:

0 < <
X = X = X
1 1 1
Yy que:
u = A +ul((x ) B
b J 1 13 b
*
para x es igual a:
u =A +B

0 <
y para x  es igual a:

Es claro que si para la alternativa j=1 se tiene:

para la alternativa j=2 se tendra:

u = A +ui(x ) B
2 2 1" "12 2
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De esta manera se logra una familia de curvas congruentes entre si
para todas las alternativas y, comc ya se menciond, todas ellas
congruentes con la curva de utilidad marginal, tal y como se muestra

en la figura 10.7.

1]
A +B :
1 1 :
A
A +B E
2 T2 ;
B
A
1 :
c
A
2 :
s ; > X
- 1
0 1 2
X X X X
1j 1] 1] 1)
Figura 10.7

Al compararse las dos alternativas entre si, pueden apreciarse tres
franjas que convencionalmente se designardn por A, B y C, y que

permiten extraer las conclusiones siguientes:

1. Si para la alternativa j=1 la medida de efectividad en estudio
adquiere un valor que se encuentre entre xf y x: su utilidad
esperada se encuentra en la franja C, y se puede afirmar que la
alternativa j=1 es preferida a la alternativa j=2, para cualquier

valor dentro del rango para esta ultima.
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Si para la alternativa j=2 la medida de efectividad en estudio
. . 0 1
adquiere un valor que se encuentre comprendido entre X, y x, su
utilidad esperada se encuentra en la franja A, lo cual significa

que para cualquier valor dentro del rango para la alternativa

J=1, esta Ultima es preferida sobre la primera.

3. Si el valor de la medida de efectividad en estudio se encuentra

#*
entre xi) y xl_ para la alternativa j=2, y entre x?_ y xfj para
J B

la alternativa j=1, la utilidad esperada se encuentra en la
franja B y existe duda sobre la preferencia. Puede existir
indiferencia entre alternativas.

Asi como se efectla el analisis de sensibilidad variando en forma

determinista una medida de efectividad a la vez,

se desarrolla para el

caso de n medidas de efectividad.

10.9 AJUSTE A UNA DISTRIBUCION BETA

Se describe la metodologia para ajustar a una funcién de

distribucién

A

0
Beta los valores x. , x
i)

i)

y X

»

1]

que

corresponden al valor menos

deseado,

a la moda

y al valor mas deseado,

de la medida

de

efectividad i para cada alternativa j.

Con el fin de simplificar el método de ajuste,

. . 0
variable reduciendo el rango entre X, .
J

»

y X

se hace un cambio de

a un rango entre cero Yy

uno.

<

La ecuacidén que define a la distribucién Beta en el rango O :x 1

i)
es:
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-1

I (m+n) )
X" (1—xi)n

r (m) T (n) 1] 3

B(m, n, x ) =
ij

El primer paso es encontrar los valores de m y n que definen a la
funcidén, lo cual se hace a partir del valor estimado de la media de la

variable aleatoria.

y del valor exacto de la moda

m—1 _
m+n-2 ij

X >

MODA =

De esta manera, se tiene un sistema de dos ecuaciones con dos

incégnitas, m y n.

La anterior ecuacién de la moda exige para su cumplimiento que:

en caso contrario, en lugar de la férmula de la moda se aplica la

ecuacion del valor estimado de la variancia.
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m . n (x =-x )

xlj (m+n)2 . (m+n+1)

la cual junto a la ecuacién de la media da nuevamente el sistema de

dos ecuaciones con dos incégnitas.

Conocidos los valores de m y n, se sustituyen directamente en la
ecuacioén de la distribucién Beta, la cual queda completamente

definida.

10.10 AJUSTE A UNA FUNCION DE TIPO EXPONENCIAL

Se describe la metodologia para ajustar las curvas de wutilidad
marginal correspondientes a las medidas de efectividad, a funciones de

tipo exponencial de la forma: )

Se considera que:

u (x2) =0
i i
u(x ) =0.5
1 1
¥
u(x ) =1
1 1
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-~

o s 1. .
donde x, es el valor menos deseado, %X es el punto de indiferencia y
1

* 1
xi es el valor mas deseado de la medida de efectividad i.

Con el fin de simplificar el método de ajuste, se efectia el cambio de

variable:

De lo anterior se tiene:

que se verifica solamente si B = 1.
1

Ademas:

entonces:
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de aqui que:

..C:l
A1 = - Ln (1l+e )
Por otra parte
~ —Aiz1 —C,zl
ui(z.) = e -e = 0.5
1
por lo que:
__C ~
iy ° -C z,
eLn(1+e ) z, _ o Vi _g5

resulta ser una ecuacién con una incégnita,

Definidos los valores de A. y C. se determina la funcién de utilidad
1 1

marginal de la medida de efectividad i.

10.11 APLICACION

De acuerdo con la metodologia descrita, las alternativas de

configuracién se estructuraron a partir de la red del Sistema de
Transporte Colectivo-Metro, en su tercera etapa (figura 10.8) y de la
En total se

adicién de diferentes combinaciones de lineas nuevas.

analizaron siete alternativas.

294




EVALUACION PROBABILISTA DE ALTERNATIVAS DE CONFIGURACION
DE LA RED DEL SISTEMA DE TRANSPORTE COLECTIVO - METRO

Figura 10.8
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. Con base en los objetivos del Plan Rector de Vialidad y Transporte del
Distrito Federal y las medidas de efectividad correspondientes, se
determinarcn funcicnes de probabilidades que cuantificaran el impacto
de las alternativas sobre cada una de ellas; utilizando el ajuste a
una distribucién de tipo Beta. En la figura 10.9 se ilustran las
curvas de probabilidades obtenidas para la medida de efectividad

personas beneficiadas y correspondientes a las alternativas 1 y 2.

Para cada una de las medidas de efectividad empleadas en la evaluacién
de alternativas, se captaron los valores menos deseado, mas deseado y
el correspondiente al punto de indiferencia. A los tres valores
citados se les ajustd una funcién de utilidad doble exponencial. En la
figura 10.10 se 1ilustra la curva de preferencia obtenida para la

medida de efectividad personas beneficiadas.

L.a efectividad conjunta de cada alternativa se obtuvo determinando la
utilidad conjunta esperada, la cual se calculé a partir de las
funciones de distribucién de probabilidad que reflejan el impacto de
las alternativas sobre las medidas de efectividad, de la utilidad
marginal de cada medida de efectividad representada por las curvas de
preferencias, y de las preferencias relativas entre las medidas de
efectividad. En la figura 10.11 se ilustra para cada alternativa la
utilidad marginal esperada de las medidas de efectividad y su
correspondiente efectividad conjunta; esta Ultima permite jerarquizar

las alternativas analizadas.

Ademas, se realizé el analisis de sensibilidad correspondiente. Para
ello se determiné 1la efectividad conjunta de 1las alternativas
excluyendo del proceso de evaluacidén una medida de efectividad a la
vez, y se determinaron las curvas de la utilidad conjunta esperada
variando en forma determinpista la utilidad marginal de la medida de
efectividad excluida de la evaluacién, de manera que cubra todo el

rango.
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De la inspeccidén de las curvas de utilidad conjunta.iesperada asi
obtenidas, se determinaron los rangos de los valores de las medidas de
efectividad en las que podria haber indiferencia entre alternativas.
Indiferencia que se presenta, tanto por encontrarse la utilidad
conjunta esperada en el mismo rango, como por la incertidumbre

asociada a las medidas de efectividad.

El andlisis de sensibilidad permite determinar el efecto en la
utilidad conjunta esperada, de eliminar una medida de efectividad del
proceso de evaluacién, generandose asi un nuevo orden Jjerarquico de

las alternativas.

En la figura 10.12, se ilustran las curvas de variacién de la utilidad
conjunta esperada en las siete alternativas de configuracién al variar
en forma determinista la medida de efectividad reducciéon en el tiempo
de transporte y en la tabla 10.1 se muestran los rangos de
indiferencia que resultan de las curvas para el caso de la alternativa

de configuracién 5 comparada con el resto.

La determinacién de la efectividad conjunta de las diversas
alternativas y el andlisis de sensibilidad correspondiente permitié
finalmente el Jerarquizarlas conforme al gradoe o medida en que cada
una de ellas satisfizo los objetivos del Plan Rector de Vialidad y

Transporte.
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EVALUACION PROBABILISTA DE ALTERNATIVAS DE CONFIGURACION DE
LA RED DEL SISTEMA DE TRANSPORTE COLECTIVO - METRO

IMPACTO DE LAS ALTERNATIVAS SOBRE LAS
MEDIDAS DE EFECTIVIDAD

ALTERNATIVA A ALTERNATIVA B

PERSONAS BENEFICIADAS

Figura 10.9

EVALUACION PROBABILISTA DE ALTERNATIVAS DE CONFIGURACION DE
LA RED DEL SISTEMA DE TRANSPORTE COLECTIVO - METRO

UTILIDAD CURVA DE PREFERENCIA

PERSONAS BENEFICIADAS
Figura 10.10
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EVALUACION PROBABILISTA DE ALTERNATIVAS DE CONFIGURACION DE LA

RED DEL SISTEMA DE TRANSPORTE COLECTIVO - METRO
REDUCCION REDUCCION | INTEGRACION IMPACTO
ALTERNATIVA COSTO | GASTO EN TIEMPO DE | SISTEMAS DE TRANSPORTE PERSONAS EFECTIVIDAD
TRANSPORTE TRANSPORTE | TRANSPORTE pERRESTRE, | BENEFICIADAS CONJUNTA

CONFIGURACION 1

CONFIGURACION 2

CONFIGURACION 3

Figura 10.11

NOTACION:

GRADO EN QUE CADA ALTERNATIVA
SATISFACE LOS OBJETIVOS



00¢€

UTILIDAD

CONJUNTA
0.400

EVALUACION PROBABILISTA DE ALTERNATIVAS DE CONFIGURACION DE LA
RED DEL SISTEMA DE TRANSPORTE COLECTIVO - METRO

ANALISIS DE SENSIBILIDAD
VARTACION DETERMINISTA DE LA REDUCCION DE TIEMPO DE TRANSPORTE

15 24 33 42 51 60 69 78 87 96

MINUTOS-VIAJE-PERSONA

Figura 10.12
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EVALUACION PROBABILISTA DE ALTERNATIVAS DE CONFIGURACION

RED DEL SISTEMA DE TRANSPORTE COLECTIVO -~

RANGOS

DE

POSIBLE

INDIFERENCIA

METRO

MEDIDAS DE EFECTIVIDAD REDUCCION DEL TIEMPO DE TRANSPORTE (MINUTOS-VIAJE-PERSONA)

DE LA

ALTERNATIVAS . ALTERNATIVAS DE CONFIGURACTION
DE
CONF IGURACION cs c7 c4 ¢t | c3yce | c2
—————————— menor que menor que menor que menor que menor que
cs 103.69 101.06 93.18 68.21 49.82
c7 mayor que | -=--~-=-- menor que menor que menor que menor que
16.96 102.39 94.56 69.78 51.52
c4 mayor que mayor que | -—--=~=---- menor que menor que menor que
18.94 16.97 897.12 72.15 53.76
ci mayor que mayor que mayor que | ~-==~---- menor que menor que
23.86 21.82 19.77 69.09 60.00
C3 y Cé mayor que mayor que mayor que mayor que | v---=-=--- menor que
42.69 40.38 38.08 32.69 83.46
Cc2 mayor que mayor que mayor que mayor que mayor que [ ~-===-----
60.00 57.45 54,91 48 .96 29.43
Tabla 10.1
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10.12 RELACIONES VALUADAS DE PREFERENCIA EN LA TOMA DE DECISIONES
MULTICRITERIO

10.12.1 INTRODUCCION

El problema central de la ayuda a la toma de decisiones es construir
un modelo de las preferencias del "decisor", el cual idealmente haria
las mismas elecciones que éste para cualquier subconjunto de opciones
de un conjunto A de alternativas, que especifica el dominio de
aplicabilidad del modelo. Estos modelos suponen la existencia de una
funcién sobre los subconjuntos de A, denominada funcién de elecciédn,
la cual es determinista si la eleccién es siempre la misma para cada
subconjunto, y es probabilista en caso contrario. Cuando las
preferencias cumplen ciertas condiciones de "racionalidad", como la
transitividad y el axioma de las alternativas Iirrelevantes o
rechazadas, entonces la funcién de eleccién puede ser obtenida de

solamente comparaciones binarias entre alternativas.

La estructura binaria clasica de preferencia consiste en que las
comparaciones por pares de alternativas s6lo pueden dar como resultado
una preferencia estricta o una indiferencia. Esta estructura no
considera grados intermedios entre la indiferencia y la preferencia
que pudieran interpretarse como medidas de confianza, de intensidad de
preferencia, decidibilidad, etc., de que una alternativa es mejor que
otra. La necesidad de estructuras de preferencia mas amplias es clara
en diversas situaciones, por ejemplo, cuando el decisor es una
colectividad y la proporcién de individuos que prefieren una
alternativa sobre otra es mads apropiada para describir las
preferencias del grupo, que simplemente decir que mas del 50% prefiere
una a la otra. Esta necesidad se presenta también si hay imprecisién
en la evaluacién de las alternativas o cuando el decisor tiene

dificultades para discriminar preferencialmente pares de alternativas
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o asignar valores que afectan parametros del modelo preferencial.

Como posibilidades para ampliar la estructura clasica de preferencia

se tienen:

(a) agregar a la estructura de preferencia clasica una relacién
asimétrica Q, llamada preferencial débil, la cual contiene a la
preferencia "normal" P, o en general, agregar una sucesién de

preferencias débiles anidadas, Q1 2 Q2 2 Q3 .. 2 Py

(b} considerar la relacién de preferencia como una relacién valuada
sobre un conjunto totalmente ordenado A, tipicamente alguno de
los intervalos [0,1] o [-1,1], la cual est4a dada por un indice
binario ¢ : A x A — A, donde los distintos valores de A
corresponden con diversos grados de credibilidad, intensidad,
etc. de la preferencia de una alternativa x sobre una alternativa
¥; los dos extremos de la escala corresponden con el maximo grado
de la preferencia en un sentido y el opuesto, respectivamente, el
cual disminuye al aproximarse al centro de la escala, que por

simetria corresponde con la indiferencia.

El primer camino es frecuente en los métodos de relaciones binarias de
sobreclasificacién (Roy, 1985 y 1991), y el otro, que considera la
relacién de preferencia como una relacién valuada, ha sido explorada
en el marco de la teoria de wutilidad moncatributo, suponiendo
preferencias inexactas (Fishburn, 1870), y con el enfoque de la
teoria de la elecciéon probabilista, en que la preferencia consiste en
una probabilidad de eleccién distribuida sobre un conjunto de
alternativas (Fishburn, 1973; Suppes et al., 1989). También se ha
explorado representar la relacién de preferencia como un subconjunto
difuso, donde el valor de la funcién de pertenencias ¢(x,y) € [0,1]

es el grado en que una alternativa x es mejor que otra y (Roubens y
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Vincke, 1983). Sobre el modelado de las preferencias con relaciones
valuadas pueden consultarse también Roubens y Vincke (1984, 1985) y

Doignon et al. (1988).

Los articulos hasta ahora mencionados no consideran las relaciones
valuadas dentro de la problematica especifica de una estructura de

preferencia multicriterio.

10.12.2 ESTADO DEL ARTE

El tema de las relaciones valuadas de preferencia en la toma de
decisiones multicriterio ha sido poco estudiado. Los trabajos que a
continuacién se mencionan resumen el estado actual del conocimiento

sobre este tema.

Jacquet-Lagraze (1982)

Jacquet-Lagraze (1982) analiza en términos abstractos el proceso de
agregacién de preferencias multicriterios y después muestra que los
métodos usuales caen en el mismo tipo de procedimiento de agregacién
basica, independientemente de que manejen datos ordinales o
cardinales; para ello considera una estructura de preferencia basada
en indices binarios, evaluados sobre escalas que pueden ser no
numéricas, como la escala clasica “indiferente"”, ‘“preferido" }, o)
numéricas, valores en el intervalo [0,1]; en todos los casos la maxima
credibilidad no necesariamente corresponde” a la dominancia o
dominancia de Pareto (se recuerda que una alternativa x domina a otra
Y si y sé6lo si x es al menos tan buena como y para todo criterio, y es

estrictamente mejor para al menos un criterio).
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Fishburn (1982, 1984)

En un contexto de toma de decisiones bajo riesgo, donde el conjunto de
alternativas, A, es un conjunto convexo de medidas de probabilidad,
Fishburn (1982) generaliza la conocida teoria de utilidad lineal de
von Neumann y Morgenstern (1967). Para modelar las preferencias en
vez de una funcién de utilidad wusa una funcién binaria
i),): A x A — [~1,1] cuasisimétrica (i(x,y) = - i(y,x)), que puede
interpretarse como una medida de intensidad de preferencia. Demuestra

que la propiedad de transitividad

i{x,y) + ily,z) = i(x,2) V x,¥.2 € A

equivale a la existencia de una funcién de utilidad u sobre A tal que

ilx,y) = ulx) -uly)

situacién en la cual su teoria se reduce a la teoria de utilidad
tradicional. Posteriormente Fishburn (1984) aplica sus ideas al caso

multicriterio y obtiene su teoria de utilidad no lineal multiatributo.

Trejos (1991); Bana e Costa y Vincke (1992)

Trejos (1991) y Bana e Costa y Vincke (18992) en forma independiente
han propuesto indices binarios de credibilidad aplicables a modelos
aditivos cuando hay imprecisién en la asignacién de los pesos. La

credibilidad c(x,y) de que una alternativa x es mejor que una
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T

alternativa y es una cierta medida (el voluimen o una determinada

proyeccién) sobre la interseccién de dos conjuntos, un paralelepipedo

" de pesos admisibles, que el decisor especifica dando un intervalo de

indeterminacién a cada peso Wpoooon W, y el semliespacio de los

vectores de peso (pl,..., pn) acordes con la proposicién de que la

alternativa x es al menos tan buena como la alternativa y,
H (x,y) = ; ( ) =0 R”
,¥) = p;: Y p; (x y,) = X,y €

Si el paralelepipedo de pesos admisibles estd totalmente contenido en
el semiespacio H+(x,y), entonces c(x,y) = 1 y la credibilidad de que x
es mejor que y alcanza su maximo, le que no implica la dominancia de x
sobre y. Estos indices cumplen la propiedad que Fishburn (1973) vy

Suppes et al. (1989) denominan de transitividad estocastica moderada.

clx,y) =z cly,z) 2 0.5 = clx,z) = cly,z)

306




1. APLICACIONES AL TRANSPORTE

En este capitulo se presentan algunas aplicaciones a problemas de
transporte; cabe observar que los modelos utilizados pueden adecuarse

para su empleo en muchas otras areas de interés.

11.1 MOVIMIENTO DE TIERRAS (Griffis)

Un proyecto requiere de mover 535, 000 m3 de material medido en banco.
El material sera tierra ordinaria buena con un peso de 1,602 kg/m3

medida en banco.

lLos bancos de préstamo son facilmente accesibles a los camiones, los

cuales podran estacionare a ambos lados de la pala cuyo angulo de
. = 2 . [e] P

oscilacién no excederd a 80 . La excavacién puede efectuarse a

profundidad é6ptima.

Se requerira de un acarreo promedio de 2.1 km hacia arriba de una
pendiente del 2.2% en promedio. La tierra se excavara con una pala
mecanica de 2.30 m con una produccién probable de

(0.80) (298) = 238.4m° /hora medida en banco.
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Se estima que la resistencia promedio al rodamiento en el camino de

acarreo sera de 30 kg./ton.

El coeficiente de traccién entre las

llantas de los camiones y el camino de acarreo tendrid un promedio de

0.60.

La tierra se transportara con vagonetas de vaciado por el fondo,

capacidad estimada sera de 11.5m3 medida en banco.

Las especificaciones para los caminos son las siguientes:

CAPACIDAD DE CARGA NETA

MOTOR DIESEL DE

PESO EN VACIO

PESO BRUTO CARGADO

DISTRIBUCION DEL PESO BRUTO

EJE DELANTERO

EJE TRASEROC

TAMANC DE LAS LLANTAS EN LOS EJES MOTRICES

Especificaciones de rendimiento:

18 144 kg
200 hp
16 692 kg

34 838 kg

5 443 kg
14 696 kg

24.00 x 25

las dadas en la tabla 11.1
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ENGRANE VELOCIDAD TRACCION
km/hr kg
la. 5.15 9026
2a. 10. 14 4581
3a. 18. 15 2427
4a. 53.47 1388
Sa. 52.63 882
Tabla 11.1
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De registros pasados se sabe que el costo horario por camidén
incluyendo al chofer, es de 148 unidades monetarias mientras que para
la pala mecanica incluyendo al operador es de 356 unidades monetarias

por hora,

Determine el numero de camiones que deben utilizarse si se desea

minimizar los costos.

Para determinar el tiempo medio entre llegadas T se analiza el tiempo
a
requerido para cada operacién en un ciclo de viaje redondo de un
camién. Para calcular el tiempo T de servicio se pueden utilizar las
S

tablas proporcionadas por el fabricante. Se sigue que:

- 1 . - 1
A= T‘_ ’ u = T~_
a

S

En donde A y p son respectivamente la relacién media de llegadas y la
relaciéon media de servicios. Conocidos estos parametros y suponiendo
produccién maxima de la pala, resulta que la cantidad acarreada Q en

3
m por hora es:
Q=tcupu (11.1)

en donde c es la capacidad de los camiones y t la porcién productiva

de una hora.

Para obtener la verdadera producciéon esperada, Q debera multiplicarse
por la probabilidad de que al menos se tenga un camién en la cola en

espera de servicio de la pala, esto es:
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< Q> = (1—P0)t cu

en donde, por tratarse de un modelo de espera M'Mfs con fuente finita

de tamafio m, se tiene:

Po(m) =

>
3

m!
(m-n)! B

i ™M 3

siendo m el numero de camiones por determinar en forma tal que se

minimice el costo total < Tc > por m3 que esta dado por:

C m+C
t s

<Te > = <o

en donde:

@]
It

costo horario por camién.

@]
1]

costo horario de la pala.

(11.2)

El efecto combinado de la resistencia al rodamiento y de la pendiente

en un camién cargado sera:

Resistencia al rodamiento
Resistencia por pendiente, (2.2) 10

Resistencia total

34836
1000
Traccién requerida (34.8) (52)

Peso bruto del camién

Velocidad maxima del camién cargado
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30 Kgr/ton
22 Kg/ton
52 Kg/ton
34.8 ton
1810 Kg
19. 15 Km/hr




El efecto combinado de la resistencia al rodamiento y de la

de un camién vaclo seréa:

Resistencia al rodamiento

Resistencia por pendiente (2.2) (10)

Resistencia total

Peso del camién vacio

16692

1000

Traccién requerida (16.7) (8)

Velocidad maxima del camién vacio

It

il

1l

30 Kgr/ton

22 Kg/ton

8 Kg/ton

16.7 ton

134 Kg

pendiente

52.63 Km/hr

El tiempo requerido para cada operacién en un ciclo de viaje redondo

se calcula como sigue:

Tiempo perdido en el banco y en

acelerar 1.5 min

Viaje a descargar

Descarga,

1 min

Viaje al banco

Carga

11.5 m°

2.1 km

18.15 km/hr
volteo y aceleracién

2.1 km

52.863 km/hr
Tiempo total del ciclo

238.4 m°/hr

Del analisis anterior se obtiene:

~
Y

-
]

0.1913 ;

0.0482

’

A

T

=

01’_]‘?—‘

i

i

5.2274

20.74869 ;

311

)

= >

0.0250
0. 1097

0.0187

0.0388

0.1913

0.0482

= 0.2520

hr
hr

hr

hr

hr

hr



Debe ahora calcularse Po(m) para diversos valores de = (numero de

camiones); asi para m=1 resulta:

- - 1 -
Poll) = — = 35 3535 - O- 7987

‘TT%%TT (0.2520)"

y de la misma manera se obtienen los valores consignados en la

tabla 11.2.

Po(m) 0.7987(0.6224(0.4597 {0.3202{0.208010. 1244 )0.0673}0.0336)0.0151|0. 0061

Tabla 11.2

Para obtener la produccién esperada < Q >, basta aplicar (11.1) en

donde se supondra un tiempo productivo de S0 min por hora, luego:

5%

teu = (g%) (11.5) (20.747) = 198.8

Y consecuentemente:

< Q> =198.8 (l—Po)

Asi para m=1 se obtiene:

3
< Q> =198.8 (1-0.7987) = 40.02 EF
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en forma andloga se obtienen los valores consignados en la tabla 11.3

10

<Q (m)>}40.02|75.06

107.41

135.14

157. 44

174.06

185.30

192.11{195.78

197.58

Finalmente debera aplicarse (11.2) con Ct= 148 y C = 356; si m=1
S

resulta:

< Tc(l) > =

y de la misma manera se obtienen los resultados que se muestran en la

Tabla 11.3

148 + 356

12.59

40.02

3
m

tabla 11.4
m 1 2 3 4 5 B 7 8 9 10
<Tc(m)> 12.59{8.6917.45(7.0216.96|7.15({7.518.02|8.6219. 29
Tabla 11.4

De la tabla 11.4 se concluye que lo mas conveniente es utilizar cinco

camiones.
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11.2 OPERACION PORTUARIA (Sasieni)

Se desea ampliar las facilidades de un puerto construyendo muelles
dedicados a la descarga de mineral. Debe decidirse el numero de
muelles y el tipo de instalacién en cada unoc en forma tal que se

minimicen los costos totales de descarga.

Se deben elegir entre tres tipos de instalacién de descarga 11’ Ize 13

cuyas caracteristicas se muestran en la tabla 11.5

TIPO COSTOS  UNITARIOS CAPACIDAD DE DES
I FIJOS ij DE OPERACION Coj CARGA DIARIA
J
dj
Il 5, 000 6,000 3,000
12 10,000 9, 000 5,000
I3 15, 000 12,000 7,000
Tabla 11.5

Los costos f1ijos Cf_ incluyen conceptos tales como amortizacién de la
J

instalacié6n, mantenimiento general, etc., y son aplicables

independientemente de que se utilice o no el equipo. Los costos de

operacién C  solo se presentan cuando se usan las instalaciones.
o

Los barcos transportan 9,000 toneladas de mineral y arriban al puerto
en forma poissoniana con una relacién media de llegadas de dos barcos
cada tres dias. Los tiempos de servicio de cada tipo de instalacién
se consideran exponenciales con una relacién media de servicio
definida por la capacidad de descarga Cdj correspondiente. El1 tiempo
de permanencia en el sistema representa un costo de 20,000 por barco y

por dia.
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Finalmente, por razones de homogeneidad, se desea que todas las

instalaciones de descarga sean del mismo tipo.

JQué tipo de instalacién debe elegirse y cuantos muelles deben

construirse?

Se considerara a prieni la posibilidad de construir de uno a cuatro
muelles, de esta manera cada‘tipo de instalacién puede utilizarse en
1, 2, 3 6 4 muelles. Luego si se designa una I (j=1,2,3) al tipo de
instalacién y con i al numero de muelles, re;ultan 12 politicas

posibles (I , 1)
j

La relacidén media de llegadas A permanece constante para cada una de

las 12 politicas y esta dada por:

A= g = 0.867 BARCOS POR DIA

La relaciéon media de servicio para cada muelle depende solamente del

tipo de instalacidén de descarga. Se tiene:

3000 _
5000 _
_ 7000 _
I 13 = 3500 - 0.778 BARCOS POR DIA

Obsérvese que las politicas (11,1). (11,2) e (12,1) pueden omitirse

ya que en estos casos los factores de utilizacién respectivos son:
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0.687 0.8867 0.667
= > ————— . 2= M = . >
o333 >V mrossmy T lioees T 101
y las colas correspondientes crecerian indefinidamente.
Consecuentemente s6lo se analizaradn las 89 politicas restantes. Para

ello se calculara, para cada politica, el costo total esperado por dia

de operacién. Este costo sera la suma de:

i) los costos fijos de las instalaciones -
ii) 1los costos de operacién de las instalaciones

iii} los costos de permanencia en el sistema.

Los costos f1ijos para cada politica se calculan con base en la columna
ij de la tabla 11.5. Por ejemplo, la politica (11,3) tiene un costo
fijo de (3) (5000) = 15,000 por dia. Estos resultados se muestran en
la tabla 11.6.

I ! 1 2 3 4

I1 - -- 15, 000 20,000

12 -= 20, 000 30, 000 40, 000

13 15,000 30, 000 45,000 60, 000
Tabla 11.6

El costo diario de operacién correspondiente a cada politica se puede

obtener calculando primero la porcién del dia en que debe trabajar un
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muelle para conservar en promedio un equilibrio estable entre las
llegadas y los servicios. Por ejemplo, la politica (11,3) tiene una

relacién media de servicios de 3 uI1 = (3} (0.333) = 1 barco por dia;

luego 1la fraccién del dia que debera trabajar cada muelle es
(A/1) = 0.867 que es precisamente el factor de utilizacién del
sistema, Los factores correspondientes a cada politica se muestra en

la tabla 11.7.

I, 1 2 3 4
j
-= -~ 0.667 0.500
—-= 0.6000 | 0.400 0. 300
3 0.858 0.429 0.286 0.2145
Tabla 11.7

Consecuentemente el costo de operacién diario para cada politica

estard dado por: (i) * (C ) * (factor de utilizacién del sistema)
0]

(11,3) dicho

politica costo es

12,000. De

para la

(0.867) =

asi,
(3) (6000)

valores mostrados en la tabla 11.8.

la misma manera se obtienen 1los

I, i 1 2 3 4

]

I1 - - 12,000 12,000

I2 - 10, 800 10, 800 10,800

13 10, 288 10,296 10,286 10, 296
Tabla 11.8
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Como se trata de un modelo de espera M|M|s, el tiempo medio de

permanencia en el sistema estd dado por:

(11.3)

en donde A y p deben estar referidos a la politica correspondiente y

PO estd dado por

Por ejemplo para la politica (11’ 3) se tiene:

p=3u, = 3(0.333) =; p= A 0.667
I1 u
luego:
Po = 3 1 5 = 0.111
0.667 0.667"
S =t R '
3 (1- O.Bg7 ) n=0

De la misma manera se obtienen los valores de Po para cada politica

que se muestran en la tabla 11.9.
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1 2 3 4

_— - - 0.111 0.130

- 0.250 0.294 0.300

5 0.143 0.200 0.422 0.404
Tabla 11.9

Al utilizar (11.3) y los valores dados en la tabla 11.9 se obtiene,
para cada politica, el tiempo medio de permanencia en el sistema.

Estos valores se consignan en la tabla 11.10.

Ij ! 1 2 3 4
-~ - 2.666 0.261
-~ 1.015 0.294 0.024
7.714 0.289 0.261 0.005
Tabla 11.10

Para obtener el costo de permanencia correspondiente a cada politica
bastara multiplicar los valores dados en la tabla 11.10 por el nlmero
esperado de barcos por dia (A) y por 20,000 (costo de permanencia por

barco y por dia); los resultados se muestran en la tabla 11.11.
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Al sumar los costos

11.6) y de permanencia (tabla 11.11) se obtienen los costos totales

esperados que se consignan, para cada politica, en la tabla 11.12.

diarios de operacidon (tabla 11.8},

N\ 1 2 3 4
]
I, - - 35,546 | 3,480
I, - 13,532 | 3,920 320
I, 102,850 | 3,853 | 3,480 67
Tabla 11.11

De la tabla 11.12 se concluye que lo mads conveniente es construir 4

I, ! 1 2 3 4

J

I1 - -~ 62,546 | 35,480

I2 -- 44,332 | 44,820 51,120

13 128,146 | 44,148 58,776 | 70,363
Tabla 11.12

muelles y equiparlos con instalaciones del tipo If
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11.3 TARIFAS DE ATERRIZAJE (Driessen)

Considérese el problema de asignar tarifas por el aterrizaje de

diferentes tipos de aviones.
En general, se tienen dos tipos de gastos en el aeropuerto:

costos variables de operacién debido a los aterrizajes de los

diferentes tipos de avién y

un costo de capital fijo (v.g. construccién de terminales, pistas

y calles de rodaje).

Los costos de operacién variables son directamente adjudicables a los
aviones que usan el aeropuerto, y por lo tanto, ellos se asignan por
aterrizaje. Consecuentemente, el problema consiste en cémo asignar el
costo de capital a los aviones. El costo fijo asociado a proporcionar
facilidades aeroportuarias depende del mayor avién que lo va a

utilizar, ya que es el que requiere de mayores facilidades.

Se agruparan los aviones en m tipos (m2 1). Sea N el conjunto de
3

m

aterrizajes del tipo j (j=1,...,m) y N =u N el conjunto de todos
j=1 :

los aterrizajes en el aeropuerto. Sea C_ el costo de adecuar pistas y
3

calles de rodaje para aviones del tipo . Sin perder generalidad,

estos tipos pueden ordenarse en forma tal que 0 = C0 < C1 < ... K< Cm

Sea S ¢ N, S # ¢. Luego el costo C(S) de adecuar las facilidades
aeroportuarias para poder recibir todos los aterrizajes en S esta dado

por:
< <

C(S) = max (Cj | 1=3=m Sn Nj ® ¢ ) (11.4)

mientras que C (¢) = 0.
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Se trata de un juego cooperativo con n participantes y funcidn
caracteristica que es una pareja ordenada (N; v) en donde N es un
conjunto de n elementos y v:2N —— R es una funcién de conjuntos con
valores reales en el conjunto 2N de todos los subconjuntos de N tal

que v (¢) = 0.

Los elementos del conjunto'N se denominan Jjugadores, y a la funcién de
conjuntos relevantes v se le llama la funcién caracteristica del
Jjuego. Al subconjunto S del conjunto de jugadores N (S < N) se le
llama una coalicién y a V (S) el valor de la coalicién en el juego;
ademas se dice que la coalicién S es no trivial si S # ¢ , N. Al

namero de jugadores en la coalicién S se le representa con |S|.

Generalmente al Juego cooperativo (N;v) se le identifica con su
funcién caracteristica wv. Ademds, a la clase de todos los juegos
cooperativos con n participantes y conjunto de Jjugadores N se le

. N
designa con G .

En general se supone gque los n jugadores en N se numeran con 1,2,...,n
por lo que se admite que N = {1,2,...,n} y también se anota G" en
lugar de G&

De esta manera, el problema de asignacién de costos aeroportuarios
puede enfocarse como un juego cooperativo (N;c) y resolverse
utilizando dos tipos de soluciones especificas de un punto 1lamadas

valor T (Driessen y Tijs) y valor de Shapley (¢ (c}).

Teorema 1. Sea (N;c) el juego de asignacién de costos aeroportuarios

derivado de (11.4) y sean n, = [N | para toda 1 3 %m Luego:
j
m 1 >
(1) T (¢c)=( Z n c) cc paraien sin =2
i k k mj b] m
k=1
(ii) Si n. = 1y mZ 2 entonces:
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T(c}=( £ n c +¢c ) ¢ c paraie€eN, j#nm
i k k m-1 m-1 j 3

T.(c) =Tt (c) +c ~c para i €e N e i € N
i i m m-1 m m

De acuerdo con este teorema el concepto de valor T aplicado a la clase
de juegos de asignacién de costos aeroportuarios equivale a la

siguiente regla.

"Siempre que se tengan al menos dos aterrizajes de aviones del mayor

tipo, asignese los costos conjuntos C en proporcién a los costos de
m

<

s . X : . <
acondicionamiento aeroportuario CJ, 1 J = m, en donde el costo C,
I

representa el costo de adecuaciéon aeroportuaria para aviones del tipo
J. En el caso de aviones del mayor tipo se usa el costo de
acondicionamiento sélo una vez, como pasc inicial, en el segundo paso

se carga el costo incremental C - C X al mayor avién, asignando los
m

costos conjuntos restantes C . entre todos 1los aterrizajes en

proporcidén a los costos de acondicionamiento de su tipo, en el
entendimiento de que el mayor avién de tipo m se considera ahora como

un avién de tipo m-1".

Teorema 2. Sea (N;c) el juego de asignacién de costos aeroportuarios
m

derivado de (11.4) y sea m = [Nk[ para toda 1 : J I Luego:
k= j

j
¢i (c) = Z m (ck - Ck—l) para i € N

J
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De acuerdo con este teorema el concepto de valor de Shapley aplicado a
la clase de juegos de asignacién de costos aeroportuarios equivale a

la siguiente regla.

"Dividase el costo de adecuacién aeroportuaria para aviones del menor
tipo entre el numero de aterrizajes de todos los aviones. Dividase el
costo incremental C2 - C1 de adecuacién aeroportuaria para recibir
todos los aterrizajes de aviones del segundo menor tipo (arriba del
costo de los de menor tipo) entre el nuimero de aterrizajes de todos
los aviones exceptuando los de menor tipo. Contindese de la misma
manera hasta que finalmente el costo incremental Cm - Cm_1 del mayor
tipo se divide entre el numero de aterrizajes hechos por el avién de

mayor tipo".

En la tabla 11.13 se ilustra el calculo de tarifas utilizando el valor

T y el valor de Shapley; en ella:

J = tipo de avién; j = 1,2,..., 11
nj = nuimero de aterrizajes de aviones del tipo j
Cj = costo anual del capital
a = costo de operacién por aterrizaje de un avién de tipo
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f ] n X s . TARIFAS
J J J J J ¢j ta | Tta
1 65, 899 42 | 5.23 4.86 B6.81 10.09 12.04
2 76,725 | 9,555 | B6.09 5.66 7.93 11.75 14.02
3 95, 200 288 | 7.55 10. 30 9.83 17.85 17.38
4 97, 200 303 | 7.71 10.85 10.04 18.56 17.75
5 97,436 151 7.73 10.92 10.06 18.65 17.79
B 98, 142 1,315 | 7.79 11.13 10.14 18.92 17.93
7 102, 496 505 | 8.13 13.40 10.59 21.53 18.72
8 104, 849 1,128 | 8.32 15. 07 10.83 23.39 19.15
9 113, 322 151 8.99 44,80 11.71 53.79 20.70
10 115, 440 112 | 9.16 60.61 11.92 69.77 21.08
11 117,676 22 | 9.34 162.24 12. 186 171.58 21.50
Tabla 11.13
11.4 DESARROLLO AEROPORTUARIO (de Neufville, Keeney)
11.4.1 El Problema
El rapido crecimiento del numero de pasajeros combinado con
dificultad creciente para operar las facilidades disponibles en el
aeropuerto existente en 1la zona metropolitana de wuna gran

requirieron el dar respuesta a la siguiente pregunta:
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,Como deberian desarrollarse las facilidades aeroportuarias para
asegurar un servicio adecuado para la regién durante el periodo que va

del momento actual al afio T?

Como sucede con practicamente todas 1las decisiones respecto al
desarrollo de servicios publicos, la interrogante general respecto a
iqué hacer? puede ser redefinida con base en preguntas relativas a

;débnde?, icéHmo? y ¢gcuando? implementar los servicios.

Especificamente se necesita definir:

- La localizacién y/o configuracién de los elementos del sistema;

- La politica operacional que determina cbébmo se van a prestar los

servicios y en dénde estaran localizados; y

- La ubicacién en el tiempo de los diferentes etapas del desarrollo.

En este caso, debido a restricciones fisicas, s6lo hay dos sitios
adecuados para un aeropuerto del tamafio requerido. El primero es el
sitio existente A, muy préximo al centro de la ciudad; el otro en Z
ubicado aproximadamente a 40 km de ella. Las configuraciones
especificas para cada sitio -por ejemplo con respecto a pistas— no son

realmente relevantes.

Existen numerosas formas de operar los aeropuertos gque conducen a
diferencias significativas en la calidad del servicio proporcionado,
pero en particular, es necesario decidir qué tipos de aviacién
(internacional, doméstica, militar o general), deberian operar en cada

uno de los sitios.
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Finalmente, la oportunidad de las decisiones es muy importante. El no
actuar en un instante dado puede anular opciones importantes, aun la
de adquirir el terreno requerido en un sitio. Por otra parte, una
accién prematura puede incrementar significativamente los costos
totales. La ubicacién temporal de 1las decisiones y el control
operacional son los aspectos mas importantes de este problema de

decisién.

11.4.2 El1 Enfoque Analitico

Elegir la mejor estrategia para desarrollar las facilidades
aeroportuarias es un problema extremadamente complejo en el que un
andlisis formal puede ser de un gran valor al proporcionar enfoques

importantes y al orientar hacia la mejor decisién.

Este analisis debe tomar en cuenta los objetivos multiples, algunos de
ellos en conflicto; a las Iincertidumbres respecto a 1los eventos
futuros y respecto al impacto de las posibles acciones; y a los
efectos de decisién de politicas tanto presentes como futuros; ademas,

es necesario considerar valores e intercambios sujetivos.

El analisis de decisiones requiere que el analista considere estos
factores explicitamente y proporciona un marco para integrarlos en una

estructura eficiente que apoye a la toma de decisiones.

Como se expuso en el capitudo 10, este enfoque requiere primeramente
de la identificacién de alternativas, objetivos y medidas de
efectividad. Estas uGltimas deben permitir cuantificar los efectos
presentes y futuros de las diversas alternativas. Para cada una de
éstas, se determina una distribucién de probabilidad que representa, a
Juicio de 1los decisores, a los posibles impactos de la alternativa

sobre cada una de las medidas de efectividad.
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Separadamente se determinan las preferencias del decisor para todos
los posibles niveles de satisfaccién de los objetivos en términos de
sus correspondientes medidas de efectividad. Estas preferencias se

obtienen interrogando al decisor y conducen a funciones de utilidad.

Finalmente, para evaluar las alternativas, las probabilidades y las
preferencias se combinan sistematicamente usando los axiomas de
comportamiento racional establecidos por von Neumann y Morgenstern.
Estos axiomas son aceptables para la mayoria de los decisores y no

introducen ninguna sobresimplificacién del problema.

Las mayores dificultades del enfoque descrito, ademas de las relativas
a la identificacién de alternativas y objetivos, son las referentes a
la obtencién de las curvas de probabilidad y de utilidad de los

decisores.

11.4.3 E1l1 Modelo

El estudio se dirigié a encontrar las mejores estrategias de
desarrollo en tres afios especificos tl, tz Yy t3 dentro del horizonte

de planeacién T.

Objetivos y medidas de efectividad

El objetivo general del analisis fue determinar cémo proporcionar un
servicio aeroportuario adecuado al area metropolitana considerada.
Para evaluar cémo satisfacen este objetivo las diferentes
alternativas, se necesitan especificar algunos indices, esto es,
algunas medidas de efectividad. Estas medidas conslderarian
explicitamente los efectos de cada alternativa en los diversos grupos

importantes que seran efectados; en este caso: el gobierno como
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operador, los usuarios de las facilidades aeroportuarias y 1los no

usuarios.

El objetivo, para casi todo disefio de sistemas, tiene varias
dimensiones. Para tener una estimacién realista del impacto de
diversas alternativas, se requiere entonces definir subobjetivos

relevantes del problema; ellos fueron:

- Minimizar el costo total de construccién y los costos de

mantenimiento

- Proporcionar una capacidad adecuada para satisfacer las demandas

de trafico aéreo
- Minimizar el tiempo de acceso al aeropuerto
- Maximizar la seguridad del sistema

- Minimizar la inquietud social causada por los requerimientos para

las nuevas facilidades aeroportuarias.

- Minimizar la contaminacién por ruido debido al trafico aéreo.

Aunque existen muchos traslapes, puede considerarse que los dos
primeros objetivos toman en cuenta al gobierno como operador, el
tercero a los usuarios y los ultimos tres a los no usuarios. Las
medidas de efectividad Xi correspondientes a estos seis objetivos que

se utilizan frecuentemente en planeacién de aeropuertos son:

>
1]

Costo total en millones de pesos

el
1]

La capacidad horaria en términos del numero de operaciones por

hora
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X = Tiempo medic de acceso en minutos ponderado por el numero de

pasajeros de cada zona del area metropolitana

X = Nimero esperado de personas seriamente dafiadas o muertas como

consecuencia de un accidente aéreo
X = Numero de personas desplazadas por la expansion del aeropuerto
X = Numero de personas sujetas a un alto nivel de ruido, en este

caso 90 CNR (Composite Noise Rating) o mas.

Las Alternativas

Las alternativas para el andlisis estéatico se definieron como el
conjunto factible de todas las combinaciones de disefio que podrian
establecerse para diferentes decisiones respecto a: localizacién,
configuracién operacional y tiempo. Se consideraron dos sitios: el A
y el Z; las operaciones se clasificaron en cuatro categorias:
doméstica (D), internacional (I), general (G) y militar (M); y tres

instantes de decisién: tl, t2 Yy t3 definieron la dimensién tiempo.

El namero total de combinaciones a considerarse fue entonces del orden
de (42)3. De hecho se analizaron menos de 4,000 alternativas ya que
algunas selecciones iniciales (en tl) practicamente eliminaban a
algunas selecciones subsecuentes: Por ejemplo, era poco probable
mover todas las operaciones al sitio Z en t1 para después regresarlas

aAenT.
2

Impactos de cada Alternativa

Para determinar los impactos posibles de cada alternativa sobre las
medidas de efectividad, es necesario determinar funciones de

distribucién de probabilidades, de tal manera, que la incertidumbre
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quede representada. Luego, para cada alternativa a,£ se define una
. j

distribucién de probabilidad conjunta pJ(xl, X, X, X, X, x) en

donde las variables aleatorias son las medidas de efectividad.

Con base en el supuesto de independencia estocastica entre las

variables aleatorias, la funcién de distribucién conjunta, queda:

(11.5)

i _ J J ] b] J j
p (xl,xz,xa,x4,x5,x6 ) = pl(xl) pz(xz) pa(xa) p4(x4) ps(xs) ps(xs)

en donde pf(xl) es la funcién de densidad marginal de Xi con la

condicién ay

la razonabilidad de esta hipétesis de independencia fue verificada
cualitativamente identificando los factores que influian a cada Xj Yy
examinando su grado de traslape. Por ejemplo, el tamafio del
aeropuerto y la calidad de sus instalaciones afectaban obviamente
tanto a los costos de construccién como a la capacidad. Con esta
base, se decidié que la hipétesis de independencia probabilistica no
era correcta pero que posiblemente era apropiada dado que con el
modelo se trataba de tener algunas orientaciones sobre cuales eran los

planes de desarrollo efectivos.

Las asignaciones reales de las distribuciones de probabilidad
marginales fueron hechas por expertos. Se utilizé la técnica de los
fractiles propuesta por Raiffa. Luego todas las probabilidades
representaban el juicio cuantificado de un grupo de expertos muy
familiarizados con los impactos de las diferentes alternativas. En
muchos casos ellos tenian mucha informacién que respaldaba su juicio o

que, de hecho, daba forma a su juicio.
Por ejemplo, al considerar la distribucién de probabilidad del tiempo

de acceso dado que todas las facilidades aeroportuarias permanecieran

en el sitio A; primero el &area metropolitana se dividié en zonas
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relativamente homogéneas y se identificaron las caracteristicas de su
poblacién. También se identificaron las caracteristicas de estos
grupos en cuanto a cémo usaban el aeropuerto. Se determindé un nodo

central para cada zona y se realizaron experimentos bajo muy diversas

condiciones (hora del dia, dia de la semana, clima, etc.), para

estimar el tiempo que se requeriria para llegar al aeropuerto.

En ocasiones la informacién empleada para alguna alternativa también
se usdé para evaluar otras posibilidades. Por ejemplo, si en una
alternativa se consideraban aterrizajes domésticos en A, se podria
generar la contribucién a la distribucién de probabilidad del tiempo
de acceso de los viajeros domésticos, conociendo el por ciento de

J ellos en cada zona.

Con base en tal informacién, se generaron las funciones de densidad
conjuntas para cada una de las 16 alternativas en cada uno de los tres
aflos: t1’ t2 y t3 su determinacién se realizé en sesiones de grupo de

dos o tres horas que se llevaron a cabo a lo large de un mes. Se

hicieron pruebas de consistencia para detectar asignaciones no

razonables que necesitaban modificarse.

La distribucién de probabilidad del tiempo de accesc para la
alternativa todo en A, en t1 se muestra en la figura 11.1. Los puntos

representan a los fractiles obtenidos empiricamente.
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Probabilidad tiempo acceso menor que X4

A
1
0.5
0 1 1 1 1 1 »
0 20 40 60 80 100

X, = tiempo de acceso en minutos

Figura 11.1

Preferencias entre Medidas de Efectividad

Para elegir la mejor alternativa es necesario considerar tanto el
posible impacto de cada alternativa como las preferencias relativas de
los decisores con respecto a cada uno de estos impactos. las
funciones de probabilidad cuantifican los posibles impactos y las
preferencias se cuantifican asignando una funcién de utilidad u(x)
sobre las seis medidas de efectividad; esta funciobn
u (x) = u (xl, Xoo Xge X X xs) asignard a cada vector de impactos

3 4
X un numero tal que:
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- El mayor de dos numeros indica al conjunto de impactos preferido,

Y

- En situaciones que involucran incertidumbre, se prefiere a la

alternativa con mayor utilidad esperada.

Como se expuso en el capituleo 10, la utilidad conjunta u(x) es una

funcién de las utilidades marginales ui(x_); ésto es:
1

u(x) = f [ul(xl), uz(xz), us(xs), u4(x4), us(xs), uB(xs)] (11.8)

Las ui(xi) se obtuvieron interrogando a los expertos con respecto a
sus preferencias para cada medida de efectividad. Primero se
identificaron los valores minimo y maximo conforme a lo determinado en
las funciones de probabilidad; por ejemplo al considerar tiempo de

acceso el rango fue de 12 a 80 minutos, en este caso se hizo:

u(12) =1 , u (80) =0
3 3

puesto que 12 y 90 son los valores mas y menos deseado
respectivamente. Interrogando al grupo de expertos y obteniendo un

consenso se llegd a la funcién de utilidad mostrada en la figura 11.2.

Para escalar consistentemente las u_(xi) a fin de obtener u(x), se
1

interrogé a los expertos con respecto a posibles intercambios entre

los diferentes atributos. Las preguntas fueron de la forma: ;Para qué

valor de la probabilidad P, seria usted indiferente entre:
1
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Figura 11.2

- Una consecuencia segura en que todos los atributos estuviesen a su
nivel menos deseado con excepcién del atributo X que estaria en
1

su nivel mas deseado; y

- Una alternativa con dos posibles consecuencias: con todos 1los
atributos en su nivel mas deseado con probabilidad P, o bien, a
1

su nivel menos deseado con probabilidad 1-P 7
1

Para evaluar los Iimpactos que podrian ocurrir en cada uno de los

instantes considerados - t1’ t2, t3 - fue necesario colocarlos en una
misma base de comparacién. Para los impactos en costo, ello se logré
utilizando valores presentes (actualizados). Para los otros impactos,

con excepcién del referente a capacidad, se utilizaron valores

promedio a lo largo del horizonte de planeacién como sigue:
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- El tiempo promedio de acceso ponderado por el numero de pasajeros

- El nimero esperado de victimas por accidentes en el horizonte de

planeacién.
- El numero total de personas desplazadas
- El numero promedio de personas sujetas a altos niveles de ruido.

No se tuvo ningin camino razonable para promediar la capacidad en el
tiempo, ya que la deseabilidad para la capacidad es altamente
dependiente del trafico y se supone que éste crece significativamente
con el tiempo. Para determinar la funcién de utilidad para los seis
atributos y sobre los tres periodos de decisién, fue necesario evaluar
una funcién de ocho dimensiones en términos de los cinco atributos
promedio o actualizados y de los tres atributos que representan a la
capacidad en los diferentes tiempos. La funcién fue entonces del

tipo:

(xz)tz'(xa)tal’ XX, X, X }

en donde las X representan los valores promediados de las Xi tal como
1

se definieron anteriormente. El procedimiento para hacer esto usando

una descomposicién como la indicada en (11.8) fue similar al descrito

en el capitulo 10.

Una vez determinadas las u,(i&) y realizada su escalacién, el calculo
1

de u(x) es inmediato. Esta funcién u, ademds de permitir Ila

determinacién de las preferencias relativas de 1las diferentes
alternativas, también especifica el valor de los intercambios entre
diferentes aspectos del disefio; esto es, posibilita el especificar en
cuanto sacrificar el atributo Xi para lograr un incremento determinado

del atributo X , para niveles dados de ambos.
j
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11.4.4 El Modelo Computarizado

Para evaluar las alternativas se desarrollé un programa de cémputo
interactivo con entradas y salidas graficas. Computacionalmente el
programa fue simple: dado cualquier conjunto de distribuciones de
probabilidad y de funciones de utilidad, se calcula la utilidad

conjunta esperada para las alternativas especificadas.

La capacidad interactiva del sistema ofrecia un camino muy flexible y

eficiente para realizar el andlisis de sensibilidad de los resultados.

En la préactica, las funciones de probabilidad y de utilidad que se
obtuvieron en el estudio se almacenaban en la computadora. Las
funciones alternas podrian ser alimentadas cambiando los rangos de los
valores posibles en la funcidén de probabilidad, o alterando el
escalamiento entre los atributos para la funcién de utilidad. Los
cambios mas sutiles en la configuracién de las funciones de
probabilidad y de utilidad marginales no podian llevarse a cabo con el

programa interactivo.

Ademas, wuna rutina muy UGtil permitia calcular equivalentes bajo
certeza. Para una alternativa dada, el equivalente bajo certeza de un
decisor para un atributo particular es el valor de ese atributo que es
indiferente a su distribucién probabilistica. Esta rutina permitia
reducir el impacto total de cualquier alternativa a un impacto
equivalente descrito por un vector de equivalentes bajo certeza. Esto
permite un andlisis de dominancia y discernir cuanto del atributo X,l
seria necesario intercambiar por una cantidad especifica del atributo

X para que alguna alternativa sea preferida sobre otra.
3

La aplicacidén del modelo permitidé recomendar la alternativa con mayor
efectividad conjunta esperada y realizar el correspondiente analisis

de sensibilidad.
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11.5 TRANSPORTE URBANO

11.5.1 Objetivos

Es necesario construir modelos que ubiquen al problema del transporte

dentro de la ciudad comoc sistema y que permitan:
a) describir su operacién actual (diagnéstico)
b) estimar su comportamiento probable (pronédstico)

c) construir escenarios para diversas condiciones, compararlos y

evaluarlos

d) recomendar acciones inmediatas, a corto y a largo plazo.

11.5.2 Modelo Conceptual

Inmerso en la conceptualizacién sistémica del funcionamiento de 1la
urbe, debe desarrollarse el modelo del transporte, para lo cual se
generan cinco subsistemas (figura 11.3) dedicados al pronéstico de la
demanda, a distribuirla por lineas de deseo, a determinar los medios
por los que circulara y, finalmente a asignarla a las redes vial y de
transporte publico. Adicionalmente, debera tener la capacidad de

simular alternativas de solucién y de evaluar sus consecuencias.

Subsistema de Demanda. El propésito de este modelo es cuantificar
posibles demandas de transporte, tanto de los pasajeros cautivos que
necesariamente recurren a algun transporte publico especifico, como de
los pasajeros libres que son aquellos que poseen automéviles pero que,

bajo cilertas circunstancias, pueden optar por 1los servicios de
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transporte publico. Ademas, se incluye la demanda en cuanto a
transito interurbano generado por la zona de influencia de la ciudad y

por el transporte de mercancias y el trafico de paso.

Lo anterior, implica estratificar a la ciudad y a su zona de
influencia, determinar las caracteristicas socioeconémicas
preponderantes y los usos del suelo en cada estrato. En su forma mas
sencilla las relaciones matematicas que se pueden desarrollar para
representar a la demanda de transporte por motivo del viaje, son del

tipo que sigue:

al trabajo fl { poblacién econdémicamente activa

Produccién de la zona,...)
de viajes 1 de estudio = fz { poblacién estudiantil de la
zona, ... )

al trabajo g, { demanda de obreros en la zona,

Atraccién co)

de viajes de estudio g, { centros de estudio,...)
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Una técnica que wusualmente se -emplea para 1la elaboracién de
expresiones como las anteriores, es la de regresién multiple a partir
de Iinformacién muestral, aunque también pueden usarse otras técnicas
propias de la Ingenieria de Sistemas que permitan incorporar demanda

cualitativa.

Subsistema de Lineas de Deseo. En el subsistema de demanda se llega a
determinar la produccién y la atraccién de viajes por estrato y por
motivo, pero no se llegan a estimar las parejas origen-destino que les
corresponden, esto es, no se logra conocer la distribucién de los
viajes entre parejas de zonas, esto se logra en el subsistema de
lineas de deseo. Una técnica usual para determinar dicha distribucién
es la de los modelos gravitacionales los que, esencialmente, son
modelos estadisticos que determinan el flujo de los viajes entre dos
zonas en relacién directa a la produccién de viajes de la zona origen
y a la atraccién de la zona destino, e inversamente proporciocnal a una
determinada potencia del costo de transporte. Estos modelos se
calibran de modo que satisfagan las condiciones de equilibrio que

deben cumplir la produccién y la atraccién de viajes.

En este subsistema también se simula el proceso mediante el cual los
pasajeros discriminan entre 1los diversos medios de transporte

disponibles.

Asi los pasajeros cautivos deberan distribuirse entre los autobuses
urbanos, los trolebuses, el metro y los taxis colectivos en funcién de
las tarifas, los tiempos de recorridoe y las caracteristicas
socloeconémicas de <cada zona. Para los pasajeros libres Ila
distribucién puede estar tanto en funcién de los costos de viajes en
automévil particular y en transporte colectivo como de los tiempos de
recorrido. En ambos casos deberan incluirse patrones de conducta de

los posibles usuarios y participantes en el esquema de transportacion
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y calibrar los resultados con objeto de obtener distribuciones

razonables.

Subsistema de Asignacién. Ya conocidos los volUmenes que circulan en
cada medio de transporte asi como su origen y destino, en este
subsistema se determinan sus posibles trayectorias, esto es, se
asignan pasajeros cautivos a la red de transporte existente o
propuesta, y vehiculos particulares y de paso a la red vial tratando
de minimizar el tiempo o el costo. FEn ambos casos dicha asignacién
usualmente se lleva a cabo utilizando métodos de optimizacién para
caminos minimos y requiere de informacién relativa a vias y medios de

transporte.

Asi para la red de transporte piblico se deben incluir las de los
diversos medios disponibles (autobuses, taxis colectivos, metro,
trolebuses), los posibles transbordos y las tarifas. En cuanto a la
red vial, como ya se dijo, puede clasificarse por calles, avenidas
rapidas y sentidos de circulacién asociando ademas sus caracteristicas
de fluidez en funcién de 1los volumenes de transito y sus
correspondientes caracteristicas de costo. En ambas redes, que se
estructuran manualmente, se identifican nodos y arcos. Los nodos son
interseccién de las redes de transporte y/o cruceros de la red vial, y
los arcos son las ligas entre parejas de nodos y no son otra cosa que

tramos de las rutas y/o de la red vial.

Para determinar los caminos minimos por los que pueden circular los
volumenes de transito asociados a las lineas de deseo, se tienen
diversos modelos. Todos ellos, aunque no son conceptualmente
comple jos, requieren de un manejo elaborado de cada arco de la red, lo

que requiere de la utilizacién de computadoras electroénicas.

Subsistema de Escenarios y Evaluacién. Al consolidar los resultados

asociados a cada arco puede obtenerse para cada afio del horizonte de

342

el




planeacidén: el total de pasajeros-kildmetro en el sistema, el nimero
de vehiculos urbanos que se requieren para satisfacer la demanda, los
arcos congestionados que debieran mejorar su nivel de servicio, el
costo total del transporte anual, etc. De esta nmanera, los
responsables de la planeacién pueden proponer una serie de mejoras que
permitan que la red de transporte urbano acomode a los volumenes

futuros; esto es, que se generen diversas alternativas al respecto.

Sin embargo, para determinar la factibilidad econdémica de un
determinado plan maestro de transporte urbano, es necesario estimar el
monto esperado de la inversién puiblica y privada en el sector y
simular los diversos escenarios, con objeto de generar curvas
efecto-costo en donde se muestren las consecuencias de cada
alternativa para seleccionar aquella que mejor se ajuste a las

restricciones presupuestales y a las politicas existentes.

La evaluacién puede ser numérica, operativa, ambiental, econémica y

financiera.

La evaluacién numérica comprueba la validez del calculo y persigue
asegurarse de que los datos obtenidos reflejen con fidelidad las
hipotesis de entrada. Existen dos fuentes principales de error,
errores en los datos de entrada y errores de programacién o en la

aplicacién de los modelos, en todo caso sujeto a la naturaleza humana.

Con respecto a la operatividad, la evaluacién centra su interés en
conocer si los medios y modos de transporte existentes pueden absorber
el trafico, considerando en algunos casos su sobreutilizacién bajo
condiciones aceptables para el usuario y para la operacién misma. Lo
anterior, sélo es posible después de realizar un examen detallado de
los flujos de trafico y de las velocidades y niveles de servicio en
cada una de las partes de la red, acotando las limitaciones de
capacidad de los distintos modos de transporte, considerando las horas

{o los dias) de maxima demanda.
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La evaluacién ambiental, es sobre todo una cuestién de apreciacién
sujetiva sobre lo que es deseable y tolerable, para lo cual deberian
analizarse los beneficios relacionados con los medios de transporte y

los costos ambientales.

Destacan la evaluacién econémica y la evaluacién financiera, los
indicadores mas idéneos para el primer caso son: el valor presente
neto, la tasa interna de recuperacién, la relacién beneficio-costo y
los costos de operacién anual, entre otros que ya fueron presentados

en el capitulo 2.

Para el anadlisis financlero se toman en consideracién fundamentalmente
elementos tales como costo de oportunidad del capital, cobertura de
cada alternativa, flujo de fondos, rentabilidad, estados proforma y
puntos de equilibrio. Un modelo de ingenieria financiera se presenta

en el inciso 11.7.

La evaluacién conjunta y comparativa de las alternativas se puede
desarrollar aplicando variados enfoques metodolégicos como son: los
métodos de suma ponderada, de Jjerarquia de criterios y electra; el

analisis de decisiones y la teoria de la utilidad.

El método de Suma Ponderada consiste en asignar a cada uno de los
criterios de evaluacién un peso relativo, de acuerdo con Ilas
preferencias del decisor, los valores obtenidos bajo cada uno de los
criterios se mgltiplican por el factor de preferencia; finalmente se
sumarizan estos productos dentro de cada alternativa y se listan en

funcién del valor global obtenido.

El método de Jerarquia de Criterios se fundamenta en una ordenacién
de los criterios de evaluacidén considerados, de acuerdo con los pesos
asignados. Tomando el mas importante, se ordenan las soluciones con
relacién a dicho criterio, para obtener un subconjunto que se scometera
a la ordenacién bajo el siguiente criterio en orden de importancia, y

asi sucesivamente. Este método también se conoce  como Orden
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Lexicografico, ya que sigue la forma de ordenar las palabras en un

diccionario.

El método Electra, recibe su nombre del término Electre: EEimination
Et Choix Traduisant la REalité. El meétodo parte de las siguientes

definiciones:

A cada criterio de Evaluacién E1 se puede asociar un grafo de la

siguiente forma:

Gr = (A, Ur )
1 1

donde:
A = Conjunto de soluciones.
Ur = Conjunto de arcos definidos por la condicién de preferencia

Para lo cual se utiliza la representacién por medio de una flecha

orientada:

Los grafos tienen las siguientes caracteristicas:

1. Cuando entre dos nodos a y b existe al menos un camino que va del
primero al segundo, se produce necesariamente una reduccién a un

s6lo arco, es decir, se tiene la propiedad de transitividad.

2. Dos nodos a y b son siempre adyacentes, es decir, que Gr es
1

completo, ya que existe al menos un arco entre ambos nodos.
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El problema consiste en reducir un grafo Gs que opere la sintesis de
los grafos Gri. Para lo cual se inicia identificando un grafo Gu, en
aquellos arcos para los cuales la preferencia es unénime. Se afiaden
arcos a Gu conforme a parametros llamados Indicador de Concordancia e
Indicador de Discordancia, lo cual equivale a dividir el conjunto de

criterios en clases disjuntas.

Existen ciertas precauciones que se deberan tomar en cuenta para su
aplicacién como son: el conjunto A constituye un grupo homogéneo de
elementos a priori no diferenciados para su seleccién; los criterios
considerados deben ser en lo posible no dependientes ni
correlacionados entre si; se deben escoger las escalas apropiadas a
cada criterio de evaluacién, 1lo cual determina el problema de

decisidn.

Con respecto al tratamiento de las escalas, se producen variaciones
fundamentales en el método: el modelo Electra 1 considera un dunico
rango maximo para el cdalculo del indice de discordancia; Electra 2,
admite la determinacién de varios rangos; Electra 3, incluye un
tratamiento de cada escala utilizando algunos conceptos de Conjuntos

Difusos.

Raynaud ha formulado diversas observaciones a los modelos antes
descritos y formula nuevos algoritmos basados en algunos teoremas de
posibilidades que se refieren a esfuerzos, decepciones y recompensas;
con ello pretende que los nuevos algoritmos ayuden a clasificar y a
dar una formulacién operacional a las conductas sujetivas de los que

toman decisiones.
Por lo que respecta al uso del Anadlisis de Decisiones y de la Teoria

de la Utilidad, éste ya se ha presentado en el capitulo 10, y en el

inciso 11.4.
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11.5.3 Uso de Paquetes de Cémputo

Un avance importante en este campo se registr6 en los afios 70 con el
paquete de software denominado UTPS (Urban Transportation Planning
System) desarrollado conjuntamente por la Urban Mass Transportation

Administration y la Federal Highway Administration en los EEUU.

Los nuevos paquetes comerciales disponibles son sistemas que
incorporan graficas en pantalla, edicién y administracién de bases de
datos, disefiados para usarse en minicomputadoras con capacidad de
graficacién de alta resoclucién o en terminales tipo workstation. Los
mayores avances se aprecian en el desarrollo de las bases de datos,
los cuales han eliminado los tediosos formatos rigidos de entrada de
datos a formatos flexibles e indexacién automatica de caracteristicas
de redes, comandos simples con ¢6rdenes de graficacién orientadas al

usuario, y en general amplias facilidades para el analisis.

En la actualidad existen varios paquetes de software que apoyan el
proceso de planeaciéon del transporte urbano; enseguida se comentan

tres de ellos.

El paquete EMME2 que fue desarrollado por la Universidad de Montreal
y que facilita la planeacién a largo plazo de redes de vialidad
primaria y corredores de transporte publico, incluyendo interacciones

entre el flujo vial y la red de transporte publico; sin embargo, no
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incluye facilidades para la generacién de alternativas, ni para la

optimlzacién de frecuencias.

El paquete VIPS11 que fue desarrollado por VIS Transportation Systems
Corporation en Suecia y que esta orientado a la planeacién estratégica
y operacional de redes de transporte piblico y rutas; sin embargo, no
puede utilizarse para la asignacidén de trafico en la red vial y por lo
tanto, no incluye la evaluacién de esquemas viales ni la estimacién de
impactos sobre el transito de las mejoras que se hagan en el

transporte publico.

El paquete STEPS (Strategic Transportation and Environment Planning
System) fue desarrollado conjuntamente por VIS Transportation Systems
y The Urban Analysis Group y se encuentra disponible desde fines de
1980. Este paquete, que se esquematiza en la figura 11.4, combina
adecuadamente las facilidades de optimizacién de rutas con una
planeacién mas detallada de la red vial; ademas, tiene importantes
facilidades de graficacién y de manejo de la base de datos sobre la
red de transporte, asi como un médulo para evaluar la calidad del aire

y los impactos en el nivel de ruido.
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Figura 11.4

Esquema General del Sistema STEPS
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11.

6 TRANSPORTE INTERURBANO

11.6.1 Modelo Conceptual

Un

modelo de transporte interurbano se muestra en la figura 11.5, é1

estda constituido por diversos subsistemas que permiten:

pronosticar la demanda considerando la generacidén y atraccién de
viajes en cada una de las zonas socioecondémicas que cubren el area
bajo estudio (entidad federativa, regién, pais) y que la

distribuyen por modo de transporte (matrices origen-destino).

asignar la demanda a la red de transporte basicoc para generar
alternativas que consideren, tanto posibles mejoras a los tramos
existentes, como la realizacién de obras nuevas, todo ello en

funcién de los niveles de servicio que se consideren convenientes.

evaluar las diversas alternativas con objeto de apoyar la
seleccién de aquella que mejor se ajuste a las restricciones

existentes.

La descripcién de este modelo es muy similar a la ya realizada para el

caso del trasporte urbano.
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Figura 11.5
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11.6.2 Programacién de inversiones en una red multimodal

En este subinciso se presenta el modelo clasico de Bergendahl, para

determinar politicas de inversién de una red carretera, de manera tal

que se minimicen tanto los costos de construcién como los sociales de

operacién. Este modelo puede adecuarse facilmente para el caso de una

red multimodal.

Se supone que (figura 11.6).

i)

ii)

iii)

iv)

////NODOS

ARCOS
CERRADOS

Cada carretera es un arco de la red.

Cada alternativa de inversién ocasiona que un arco cerrado
pueda ser abierto ent:e dos periodos adyacentes; el trafico
durante cada periodo sulo puede operar en la red abierta dada.

Un nodo de la red es e. lugar donde se unen dos o mas arcos.

Una cadena es una seciuencia de arcos consecutivos y solo se

consideran aguellos cuyva operacién es econdmicamente factible.

CADENA

s

ARCOS

Figura 11.6
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v} La demanda de trafico es una relacién entre dos nodos arbitrarios

de la red durante cualquier periodo.

vi) El flujo de un arco es el numero de vehiculos que pasan por el

arco durante un periodo.

Los costos de la red se clasifican como se muestra en la figura 11.7

mantenimiento
operacién de vehiculos
costo social de operacién
tiempo de recorrido
costos de accidentes

la red

derecho de via
inversiones mantenimiento

construccioén

Figura 11.7

El costo de operacién de un tramo L, en un periodo t, depende del
. . . : - t
flujo que circule por él; si se representa a este flujo como XL, el
costo social de operacién puede ser expresado como una funcién

Ct (Xt); y este costo generalmente crecerd cuando el flujo del tramo

L
se incremente (figura 11.8); para el andlisis sélo se consideran dos

segmentos de recta como se muestra en la figura 11.8.

Con ésto, una aproximacién del costo social de operacién del tramo en

un periodo es:
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Yy como en un periodo el objetivo es minimizar el costo social de

operacién total, resulta:
min 2" = % ( c, X« S
L 1 1 2 2 (11.7)

esta minimizacién esta sujeta a ciertas restricciones.

La primera

impone que para cada arco L el flujo sin saturacién no podra ser mayor

que su capacidad, ME , ésto es:
1
Xt <o VL (11.8)
L L
1
t .t
CE (xlt‘) * cp (xp)
t
» x; L
Figura 11.8 Figura 11.9
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La segunda restriccién indica que el numero de vehiculos que circulan
entre dos nodos, por todos los caminos posibles entre éstos, debe ser

igual a la demanda de trafico; resulta

R = d Vi, Jj (11.9)

en donde d:. es la demanda de trafico entre los nodos i1 y J en el

t
periodo t, y Yrk es una variable que define el numero de vehiculos
3

que circulan en el periodo t entre los nodos 1 y j por la cadena k.
Una condicién necesaria es que exista por lo menos una cadena entre

cada par de nodos con cierta demanda de trafico.

Finalmente, el flujo total en cada tramo debera ser igual a la suma de
vehiculos que circulen por las distintas cadenas que contengan a dicho

tramo; ésto conduce a

X o+xt =3 2 oz bt oYY (11.10)
L L ijk ijk
1 2 i k
t t . t
donde la suma XL + XL expresa el flujo total en el tramo L y ui'k es
1 2 J
tal que:
.
1 si la cadena k entre los nodos i y J
t pasa por el tramo L
Mijk 77
0 en caso contrario
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Luego el modelo consiste en minimizar la funcién objetivo (11.7)
sujeta a las restricciones (11.8) a (11.10); su solucién conduce a los
flujos en cada cadena y en cada arco (tramo) que minimiza el costo

social de operacién.

La segunda parte del modelo de Bergendhal consiste en la determinaciotn

de un programa 6ptimo de inversiones.

Para tal efecto se introduce el concepto de estado de la red
carretera. Por un estado (s') en un periodo (t) se entendera el
conjunto de arcos en la red carretera que estén abiertos durante ese
periodo. Si se considera una inversién como la accién que abre arcos
en la red, entonces un programa de inversioén se puede formular como la

secuencia de acciones que determinan una secuencia de estados.

Para determinar una politica de inversién 6ptima, debe conocerse el

. . ., t t+1
costo de inversién S(s, s

t t+1
(s, s )

) para cada transicién factible
entre estados, estos costos deben cubrir los gastos de

inversién (figura 11.7).

Aqui se usan los resultados obtenidos en el modelo lineal que son el
costo social de operacidén anual minimo para cada pericdo y cada red
carretera resultante al hacer una inversién. Esto  es lo mismo que

formular el éptimo como una funcién 7" (s') del estado (s%)

Conocidos los costos estaticos de operacién para cada estado en cada
periodo considerado, la politica o¢ptima de inversién puede

determinarse por medic de la siguiente ecuacién de recurrencia:

t+1

Q (s

t+1 1,t+1

) = min [R'Z"*1(st

1y o+ st s + R QY (sY)] (11.11)

donde

356




(st, s ep (11.12)
(s =0
y ademas:
t = 0, 1, 2,
P = Programas factibles
Z'(s*) = Minimo costo social de operacién para el estado s
c(s', st | = Costo de inversién para pasar del estado st a1 gt
st = Estado de la red en el periodo t
R, R1 = Factores de descuento dados por
3

R=(1+r)"% R=(14r)" 2
€ = Longitud del periodo en afios

r = Tasa anual de descuento

El proceso (11.11) se detiene después de una fecha t especificada,
lilamada el horizonte de planeacién. Para determinar el proceso
(11.11) se introduce un valor residual V(s‘) para cada estado st, este
valor se determina calculando los costos de operacién con la hipétesis
de que el sistema continta funcionando indefinidamente y la demanda se
mantiene estacionaria; estos costos se descuentan al final del

horizonte T. De esta manera resulta:

357



00 T T
vist) = ¢ 28] o IiroomeTy (11.13)
n
n=0 (1+4r) r
Consecuentemente, {(11.11) se aplicara solamente para t = 0,1,..., T-1

y debera agregarse la siguiente férmula de recurrencia.

T+1 T+1 T
(s ")

Q = min [R'QT(sT) - V(s)] (11.14)

De esta manera, el programa 6ptimo de inversiones serd la secuencia de
estados determinada al través de las férmulas de recurrencia (11.11) y

(11.14) sujetas a la condicién (11.12).

11.6.3. Transporte multimodal de 1los productos terminados de una

siderurgica

Este modelo permiti¢ el andalisis exhaustivo de las distintas
alternativas de transporte para tres programas distintos de produccién
-pesimista, normal y optimista- de una gran planta siderurgica,
teniendo como objetivo principal determinar la alternativa de costo
total actualizado minimo para el transporte de sus productos. Se
consideraron los elementos de costo mas importantes que son: el valor
de la infraestructura necesaria, el costo de adquisicién de equipo
mévil y finalmente 1los costos de operacién y mantenimiento. El

horizonte de planeacién fue de T afios.

El modelo tiene como restricciones: el uso actual de las vias de
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comunicacién existentes, su grado de saturacién, su capacidad
disponible dentro del horizonte de planeacién analizado, el afio
probable de saturacién de algunos de sus arcos, asi como las posibles

adiciones y/o modificaciones de las vias mencionadas.

Conceptualizacién del problema

El problema fue concebido como una red compuesta por arcos, nodos y el

flujo que viaja a través de ellos.

Los nodos representan ciudades, puntos de transbordo, estaciones y
puntos terminales; los arcos son las vias de comunicacién -carretera
ferrocarril, o via maritima- que conectan los nodos entre si, y los
flujos que viajan son las cargas a transportar. La configuracién y
caracteristicas actuales de la red, y sus modificaciones futuras son

el punto de partida del estudio.

Se tomd como base para desarrollar este modelo, el que Bergendahl usa
para asignacién de trafico, modificado de acuerdo con 1las
caracteristicas particulares del problema bajo estudio. En el
planteamiento del modelo de Programacién Matematica se consideraron

los aspectos que a continuacién se enuncian.

a) Existe una cierta demanda por satisfacer en ciertas ciudades
destino. Esta demanda corresponde a la carga que se requiere
transportar partiendo de la Siderurgica. Légicamente esa carga

serad variable a lo largo del tiempo.
b) La carga a transportar antes descrita debera adicionarse a la que

ya circule en los diversos tramos de la red que sean utilizados, y

debera hacerse lo mismo a lo largo de todo el horizonte de
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c)

d)

planeacioén. La carga asi obtenida no debera exceder la

capacidad de los tramos en la red por los que circule.

Se deberan definir todas las rutas (cadenas) posibles (y
razonables) para viajar en un determinado periodo desde el origen

(la Siderurgica) hasta los destinos.

Deben contemplarse en c a da ruta las modificaciones
(reconstruccién parcial o total) que puedan requerir uno o varios

arcos, con objeto de admitir transito pesado.

También debe preverse la adicién de arcos potenciales dentro del
horizonte de planeacién. Esto origina las redes llamadas red
Carretera, red Ferroviaria y su combinacién, asi como las

resultantes de combinar las dos anteriores con un arco maritimo.

La superposicién de estas redes conduce a la Red simplificada de

Transporte que se esquematiza en la figura 11.10.

Componentes de costo. El problema consiste en disefiar la red de
transporte de tal manera que los flujos que circulen a través de
toda ella, sean iguales a la demanda total existente en cada
periodo y en cada centro consumidor. El disefio é6ptimo serda aquel

en el cual el costo global para todo el sistema sea minimo.

Se han considerado los componentes de costo siguientes:

d.1) Costos de operacién. Estos son los asociados a transportar y
operar un tipo de vehiculo con caracteristicas determinadas
por un tramo de 1la red con especificaciones definidas.
Diferenciando dichos costos para 1los casos de vehiculo

cargado y vehiculo vacio.
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d.2) Costos de inversién en Equipo Mévil. Son los costos
correspondientes a la adquisicién del material rodante en el
caso del transporte terrestre y al de lanchones, remolcadores

y gruas en el maritimo.

d.3) Costos de inversién en infraestructura. Estos son los costos
inherentes al me joramiento o nueva construccién de
carreteras, vias férreas o instalaciones portuarias, asi como

los correspondientes a conservacién.

Modelo matemdtico

a)

b)

Resultados del modelo. Los resultados que se obtienen de la
aplicacién del modelo matematico son: Valor total actualizade de
la inversién necesaria para poder enviar la produccién de la
Siderurgica a los lugares en dque se demanda. Esta 1inversién
debera cubrir los costos de transporte, de conservacidén, de equipo

y de infraestructura.

Descripcién general. El modelo utilizade es de programacién
matematica lineal mixta (emplea variables continuas y enteras) y
se basa en el desarrollo por Bergendahl para la asignacién de
trafico, modificado de acuerdo con las caracteristicas

particulares del problema.
En el modelo se minimiza la funcién objetivo siendo esta la sume,
a lo largo de todo el horizonte de planeacién, de los costos

actualizados de transporte, de conservacién y de infraestructura.

Las restricciones generales a que se encuentra sujeto son las

siguientes:

La suma de las cantidades de produccién que se transporten
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c)

anualmente por las cadenas que conducen a cada destino debe ser

igual a la demanda anual de ese centro consumidor.

La carga movida en cada arco, en cada afio, no debera exceder a la

capacidad anual disponible de los mismos.

Diagrama del sistema. En la figura 11.11, se muestra el diagrama

del sistema el cual se compone de tres subsistemas.

En el primero se actualizan 1los costos de transporte por
tonelada-cadena, los de conservacién de 1los tramos y los de

infraestructura y equipo.

El segundo se alimenta con los resultados del anterior y tiene
como insumos propios: los arcos y afios durante los cuales no es
posible que ellos estén en operacién, el programa de distribucién
de la Siderurgica y la capacidad anual de cada arco. Con estos
insumos, el segundo subsistema desarrolla la matriz que representa
matemdticamente a la funcién objetivoc y a las restricciones del

modelo.

El tercer subsistema utiliza la informacién obtenida del segundo
para ya propiamente resolver el modeleo proporcionando los
siguientes resultados: cadenas utilizadas y cantidad transportada
durante cada aflo; arcos modificados y afio en que inician su
operacién; valor acualizado de la inversién y el programa de

inversiones a lo largo de todo el horizonte de planeacién.
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INSUMOS PROPIOS

NUMERO DE CADENAS, PERIODOS Y ARCOS QUE INTEGRAN
AL SISTEMA

COSTOS ANUALES DE TRANSPORTE POR TONELADA-~CADENA
TASA DE RENDIMIENTO DEL CAPITAL

PROGRAMAS DE INVERSIONES E INFRAESTRUCTURA

COSTO ANUAL DE CONSERVACION POR KILOMETRO

- COSTO ANUAL DE EQUIPO

LONGITUD DE LOS ARCOS

MATRIZ DE RELACIONES ARCOS-CADENA

ARCOS Y ANOS DURANTE LOS CUALES NO PUEDEN ESTAR
FUNCIONANDO

DEMANDAS ANUALES A LOS DESTINOS
CAPACIDAD ANUAL DE CADA ARCO
INCREMENTOS DE CAPACIDAD EN CADA ARCO

SUBSISTEMA 1
ACTUALIZACION DE COSTOS

IR

- COSTOS ACTUALIZADOS DE:
TRANSPORTE POR TONELADA-CADENA
INFRAESTRUCTURA

CONSERVACION ANUAL POR TRAMO
EQUIPO ANUAL

1

1

! v ¥V v ¥y

SUBSISTEMA 2
GENERACION DE LA FUNCION
OBJETIVO Y DE LAS RESTRICCIONES

IR

- REPRESENTACION MATEMATICA DE LA FUNCION,
OBJETIVO Y LAS RESTRICCIONES

I I B |

SUBSISTEMA 3
SOLUCION DEL MODELO

IR

VALOR TOTAL ACTUALIZADO DE LA INVERSION

CADENAS UTILIZADAS Y CANTIDAD TRANSPORTADA, EN
CADA ANO, A LOS DESTINOS

- ARCOS MODIFICADOS Y ANOS EN QUE SE PONEN
A FUNCIONAR

PROGRAMA DE INVERSIONES

Figura 11.11
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Desarrollo del modelo

a)

Notacién.

La nomenclatura utilizada en el modelo es la siguiente:

kJ

subindice que representa un centro consumidor

(destino) de la produccién.

Representa una cadena del sistema. Se entendera por
cadena el conjunto de tramos ya sean carreteros,
ferroviarios, maritimos o cualquier combinacidén de
los mismos que unan a la Siderdrgica con uno de los

centros consumidores.

Se emplea para designar una cadena cuyo destino es
J. Se hace necesario la descripcién de cadenas en
general (k) y cadenas que tienen un cierto destino
(kj) porque en el modelo se utilizan ambas

literales.

Se usa para representar a los arcos {tramos) que

integran la red de transporte.

Arcos que si no son utilizados provocan gastos de
conservacién y que, dado que en la actualidad no
tienen la capacidad suficiente para el transporte de
los productos o que dentro del horizonte analizado
se puede agotar la misma, pueden sufrir

modificaciones.
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d,

tyt’

kt

kt

Arcos que no provocan gastos de conservacién pero
que, por las razones expuestas en el péarrafo

anterior, pueden sufrir modificaciones.

Arcos que ni provocan gastos de conservacion ni

necesitan ser modificados.

Subindices que se usan para designar un afio dentro
del horizonte de planeacién. Los tres varian de 1 a

T.

Representa el costo actualizado de transportar una
tonelada de produccién por la cadena k en el periodo
t. En este coeficiente se incluyen diferentes
conceptos, dependiendo del medioc de transporte
utilizado; asi por ejemplo, en ferrocarriles se
incluye conservacién de la via, adquisicién,

operacién y mantenimiento del equipo.

Variable que se usa para designar la cantidad de
produccién (en toneladas) que se debe enviar por la

cadena k en el periodo t.

Costo actualizado de modificar o) construir
(infraestructura) el arco r' de tal manera que pueda
ser utilizado desde el afio q. El mismo significado

tiene Mr’’q.

Costo actualizado de conservacién para el arco r’ si

es utilizado desde el afio g hasta el t.

Variable binaria que toma el valor 1 en caso de que
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b)

it

el arco r’ sea utilizado para el transporte de los
productos de la Siderurgica desde el afio q hasta el

t; toma el valor cero si lo anterior no sucede.

Variable binaria que toma el valor 1 en caso de que
el arco r’ (que no provoca gastos de conservacién)
se modifique o construya de tal manera que pueda ser
utilizado desde el afio q. Toma el valor cero en

caso de que no suceda asi.

Representa la cantidad de produccién {en toneladas)
que se debe enviar al centro consumidor j en el afio
t. Estos valores forman el programa de ventas por

afio y por destino de la Siderurgica.

Parametro binario que toma el valor 1 si el arco r’
pertenece a la cadena k idéntico significado se

3

tiene para 6;’ y Br”,

k

Capacidad del arco r’ (en toneladas) disponible para
transportar los productos terminados de la

Siderurgica. Se tiene el mismo significado para

b yb

r’'t r))rt'

Incremento anual, en toneladas, que se tendra en la
capacidad de arco r’ (o r’’) en caso de que sea

modificado.

Funcién objetivo.

Esta dada por:
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mnzZ=3L.y *L LL M, +S. )Y (11.15)

kt kt ’ ’
K t rogt r’q r’qt r’qt

*L L oy y

P” t !lq r

Con esta funcién objetivo se pretende minimizar, a lo largo de
todo el horizonte de planeacidén, la suma total de los costos
actualizados de transporte anual, de conservacién (de los arcos

que no incluyan ésta dentro del transporte) y de infraestructura.

El primer término del segundo miembro de (11.15)} representa a la
suma de los costos de transporte por tonelada-cadena (th)
multiplicados por la cantidad de produccién en toneladas que se

debe transportar por cada cadena en cada aifio.

En el segundo término del mismo miembro aparecen la suma de los
productos de los costos de modificacién de los arcos r’ (los que
en caso de emplearse pueden sufrir modificaciones y que provocan
gastos de conservacién fuera de los de transporte) si éstos se
ponen a funcionar ya modificados en el afio q, mas los costos de
conservacién del mismo arco si es utilizado del afic g al t,

multiplicado por el valor que tome la variable binaria.

El tercer sumando tiene un significado andlogo al segundo pero
referido a los arcos r’’’ que no provocan gastos de conservacién

ni necesitan ser modificados.

El procesamiento que permite transformar el programa de
inversiones asociado a cada posible modificacién a un costo
actualizado se presenta en el subinciso (f) asi como el proceso de
actualizacién de los costos restantes que aparecen en la funcidn

objetivo, incluyendo los de transporte y los de conservacioén.
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c)

d)

Restricciones de demanda.

Estas restricciones significan que la suma de las cantidades de
produccién que se transporten anualmente por las cadenas due
conducen a un cierto destino, sea igual a la demanda anual de este

centro consumidor. Su representacién analitica es:

L X, =9, = VY vt (11.16)
kJ

La expresiéon (11.16) es independiente de las alternativas que deseen
analizarse, es decir, ya sea que se procese la red general o una
parte (p.e. solucién carretera durante T afios), que se hagan

variar los costos de infraestructura, etc.

Restricciones de capacidad.

La representacién analitica del primer grupo de restricciones

asociadas a las capacidades de los arcos es la siguiente:

t* (11.17)

y estéd asociado a los arcos que pueden modificarse y que provocan
gastos de conservacién (r’). Este grupo de restricciones obliga a
que la suma de las cantidades de produccién que se transportan por
todas las cadenas que contengan a un cierto arco de las
caracteristicas mencionadas, en un afio dado, no es mayor que la
capacidad disponible, en toneladas, de ese arco en ese afio, mas el

incremento que se tendria en caso de que el arco fuese modificado
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o construido en un periodo anterior al analizado. El término que
se refiere al incremento de capacidad se transladé al primer
miembro de la desigualdad para que quedaran en uno solo las

variables y en otro los términos independientes.

Para impedir el uso de arcos no construidos se asocié a ellos una
capacidad anual disponible nula (bl_,t = () desde el inicio hasta
el término de su construccién. De esta manera si es necesario
usarlos, el modelo reconoce los costos de construccién, el plazo
en que estaran disponibles y su correspondiente capacidad de

disefio al término de dicho plazo.
El segundo conjunto de restricciones de capacidad, dado en

(11.18), tiene idéntica estructura al ya explicado, y sb6lo se

diferencia por el grupo de arcos que contiene.

b Vr’, Vit (11.18)

La diferencia entre los arcos r’ y r" se debe a que en el caso
ferroviario el costo de transporte incluye al de conservacién de
la via mientras que en el caso carretero la conservacién se trata
separadamente.

De esta manera, los grupos de restricciones (11.17) y (11.18)
contienen a todos aquellos tramos que cumplen con alguna de las
siguientes condiciones:

1. No se han construido.

2. Para admitir transito pesado es necesario modificarlos.

3. En algun afioc dentro del horizonte de planeacién llegan a
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saturarse y para seguir usandolos deben sufrir ampliaciones

y/0 modificaciones.

Un grupo separado esta constituido por aquellos arcos cuya
capacidad disponible puede cubrir, en tode el horizonte de
planeacién, tanto su demanda propia previsible como 1la que
aportara la Siderturgica. En este caso 1las restricciones de

capacidad pueden representarse como sigue:

nA

y &8 X b vre, Wt (11.19)
k kt r’'’’e’

Como en (11.17) y (11.18), lo anterior significa que la suma de
las cantidades de produccién que se transporten en cada afio por
todas las cadenas que contengan a un cierto arco de las
caracteristiccas mencionadas (r’’’), sea menor o igual que la

capacidad disponible de ese arco en ese afio.

Se insiste en que la forma de estas restricciones es similar a la
de los dos grupos (11.17) y (11.18) ya descritos, sélo que ahora
se omite el término que se refiere al incremento de capacidad
debido a que no es necesario hacer ninguna obra que produzca tal

efecto.

Restricciones de construccién y/o modificacién.
Obviamente la estructura del modelo debe impedir que un mismo arco

se construya o se modifique més de una vez dentro del horizonte de

planeacién considerado. Esto se debe a que en ambos casos debera
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preverse una capacidad tal que puede absorber el transito
previsto. La expresién analitica de la condicién antes descrita

estd dada en las expresiones (11.20) y (11.21) siguientes:

<
)E § Y, S Vr (11.20)
L Y., =t v (11.21)
gq

La razén de dividir estas restricciones en dos grupos es la ya
expuesta al presentar los grupos de restricciones (11.17) vy
(11.18).

f) Actualizacién de costos.

En este inciso se describe el proceso de actualizacién de los

diferentes costos que intervienen en el modelo (subsistema 1).

f.1) Costos de transporte. Sean:

C’kt = Costo de transportar una tonelada de producto por la
cadena K en el periodo t.
i = Tasa de actualizacién.
th = Costo actualizado de transportar una tonelada de

producto por la cadena k en el periodo t.

De esta manera se tiene:
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£.2)

kt

c=s —mm Yk, Vit (11.22)

El exponente del factor de actualizacién [

debido a

(1+i)t+2

] es t + 2
1+1

que el estudio se realizé dos afios antes de que 1la

Siderurgica comenzase a operar.

Costo de

modificaciones (construccién o reconstruccién). Los

costos ocasionados por la construccién o acondicionamiento de

los arcos que asi lo requieren pueden considerarse como una

serie de pagos anuales y actualizarse mediante la expresién:
Hr M’
rh
M =% iz (11.23)
r . - +
d (1+1)97°F
h=
en donde:
H = Duracién, en afios, de la construccién o
r
reconstruccién del arco r (recuérdese que de los tres
tipos de arcos r’, r" y r’’’, sélo los dos primeros
pueden ser modificados).
h = Contador del afio de ejecucién de una obra, dentro de

la duracién total de ella (h =1,..., Hr)
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£.3)

M’ N = Inversién, sin actualizar, que se debe hacer en el
r
afic h de ejecucién de la construccién o modificaciédn

del arco r.

M = Costo actualizado de 1la inversién total que se
rq
requiere para modificar el arco r y ponerlo a

funcionar a partir del afio q.

De esta manera es posible que el modelo analice todas las
posibles alternativas en cuanto a programa de inversién en
los arcos susceptibles de modificarse, asi como en lo
referente al afio en que ellos empiecen a operar. De todas
las posibles combinaciones elegira aquella que contribuya a

la minimizacién del costo total.

Costos de conservacién. La expresién que transforma los

pagos anuales de conservacién, a un solo valor actualizado

es:
t-q-1 S’ s
r'm
S = L Y Vr, Vq, Vt (11.24)
r'qt r’
=1 (1+1)3%1*"
en donde:
S’ , = Costo promedio no actualizado de conservar un
rm
kilémetro del arco r’ durante el afio m contando éste
a partir del afio en que es puesto en operacién el
arco (afio q).
L = Longitud, en kilémetros, del arco r’
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»

S’ = Costo de conservacién actualizado del arco r
comprendida ella desde el afic gq hasta el t

inclusive.

La expresién (11.24) se aplica a todos los arcos carreteros
considerando todas las posibilidades en cuanto a los afios en que
inicie su operacién y en que la termine. Por lo que se refiere a
los arcos ferroviarios sé6lo el tramo que va de las Truchas a
Coréndiro no incluye la conservacién dentro de 1los costos de
transporte. Si 1la Sideruirgica hace uso de este tramo debera
aportar anualmente A millones de pesos (no actualizados) por tal
concepto para todo el tramo. El artificio que se utiliza consiste
en suponer la longitud del arco (Lr,) igual a la unidad y los
gastos anuales de conservacién, no actualizados, (S’r,m) iguales a

A.

Otro caso particular se tiene en el arco maritimo. Debido a que
el costo del equipo mévil no se incluye en el de transporte, se le
dié un tratamiento similar a la conservacidén, es decir, como una
serie de pagos anuales no actualizados, cuyos valores son el costo
anual del equipo para el transporte de la produccién de la
Sidertrgica. Al parametro que se refiere a la longitud (Lr,) se

le dié también el valor unitario.

El funcionamiento integral del modelo se muestra en la figura
11.11 y su aplicacién permitié determinar la alternativa de costo
minimo para el transporte de los productos terminados de la

Siderurgica.
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11.6.4 Simulacién del funcionamiento de casetas de cobro en

carreteras de cuota

Introduccién

Este modelo permite realizar un analisis del numero de cabinas que se
requieren en las casetas de cobro, que operan en caminos y puentes de
cuota, para ofrecer niveles de servicio adecuados a los usuarios de
las mismas. Se trata de un modelo de simulacidén digital de un Sistema
de Espera como el mostrado en la figura 11.12 mediante el cual es
posible plantear diversas alternativas de operacién, con el fin de

seleccionar aquella que proporcione las mayores ventajas.

Para la aplicacién del modelo se requiere determinar los siguientes
parametros que intervienen de manera significativa en la operacidén de

las casetas:

- Numero maximo de vehiculos que pueden permanecer simultaneamente

en el area de las casetas.

- Proporcién de cada uno de los tipos de vehiculos que transitan por
los caminos y puentes de cuota, clasificados de acuerdo con las
tarifas que se aplican.

- Numero de vehiculos que llegan en un intervalo de tiempo T,
determinado previamente, a cada una de las casetas bajo

condiciones normales y de maxima demanda.

- Tiempo que requiere el operador de la caseta para cobrar la cuota

y regresar el cambio, si es necesario.

- Numero de cabinas planeado o disponible en cada caseta.

- Numero de carriles en el camino o puente.
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- Tiempo que requiere cada tipo de vehiculo para 1iniciar un
movimiento, ya sea para avanzar en la cola o para efectuar el pago

de la cuota.

- Dimensiones promedio de cada uno de los tipos de vehiculo.

Cada caseta tiene un comportamiento particular, por lo cual es preciso
realizar un muestreo en dias normales y de maxima demanda, en cada una
de ellas, con objeto de establecer mediante pruebas estadisticas las
funciones de probabilidad de las duraciones del servicio y del numero
de vehiculos que llegan a la caseta en un intervalo de tiempo dado.
Asimismo, el numero de cabinas, el numero de carriles en el camino, el
nuimero maximo de vehiculos que puede albergar la caseta y los tiempos
promedios que cada tipo de vehiculo requiere para iniciar su

movimiento y volver a detenerse.

La generacién de las alternativas por simular, se efectuaran mediante
la modificacidén de los valores que se asignen a los parametros, dentro
de rangos aceptables, con lo cual se obtendran resultados bajo
distintas politicas de operacién, por ejemplo, ;qué pasa si se
incrementa el numero de cabinas de alguna caseta? jcuantas cabinas se
requieren si se desea que el tiempo promedio de estancia en la caseta
sea menor que 20 segundos?, generando asi diversas alternativas con
objeto de conocer los niveles de servicio que se obtendran con cada

una de ellas.

En cuanto a 1la evaluacién de resultados, se deberan establecer
criterios que permitan eliminar aquellas alternativas que no sean
congruentes con las politicas tendientes a incrementar los niveles de
servicio y sugerir al tomador de decisiones las que proporcionen los
mayores beneficios, tanto al Organismo que opera las casetas, como al

usuario.

El esquema conceptual del modelo planteado se presenta en la figura

11.13.
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. TIEMPO ENTRE LLEGADAS

. TIEMPO DE SERVICIO

. DISTRIBUCION DE TIPOS
DE VEMICULOS

POLITICAS
D CARACERISTICAS DE LA CASETA
SERVICIO
. NUMERO DE CABINAS EN CADA
SENTIDO
l4—
] . IMPORTE TARIFAS
. CAPACIDAD AREA DE LA CASETA
MODELO
DE
SIMULACION
CARACTERISTICAS DE VEHICULOS
. DIMENSIONES
RESULTADOS
. TIEMPO
DECISIONES

Esquema Conceptual del Modelo de Simulaciéon de Casetas

Figura 11.13

Descripcién del modelo

Enseguida se describe el modelo de simulacién con base en su
aplicacién a una caseta C para la cual se hicieron los estudios
estadisticos necesarios para cuantificar los parametros que en ella se.

utilizan.
Se admite que:
- El area de la caseta no presenta problemas de obstruccién por

vehiculos estacionados o descompuestos.
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Existe un numero maximo de vehiculos, k, que pueden permanecer
simultaneamente en el 4area de espera de la caseta, el resto no

ingresa a ésta y forman una cola en la carretera.

El tipo de vehiculo que llega a la caseta se distribuye de
acuerdo con la funcidn de probabilidad que se muestra en la tabla

11.14, obtenida del estudio estadistico citado.

Al llegar un vehiculo a la caseta, se forma frente a la cabina que

en ese momento tiene el menor numeroc de vehiculos en cola.

El nimero de vehiculos que llega a la caseta en un intervalo de
tiempo T, se ajusta a un proceso de Poisson de parametro 81, por
lo cual el tiempo que transcurre entre dos llegadas sucesivas de
vehiculos, se distribuye conforme a una funcién de probabilidad

exponencial de parametro T/Ef

TIPO DE VEHICULO FUNCION DE DISTRIBUCION
AUTOMOVIL F(x) % 0.8952
AUTOMOVIL CON REMOLQUE 0.6952 < F(x) 5 0.8972
AUTOBUS 0.6972 < F(x) < 0.7912
CAMIONES DOS EJES 0.7912 < F(x) s 0.8676
CAMIONES TRES EJES 0.8676 < F(x) < 0.9097
CAMIONES CUATRO EJES 0.9097 < F(x) < 0.9113
CAMIONES CINCO EJES 0.9113 < F(x) < 0.9727
MOTOCICLETA 0.9727 < F(x) = 0.9733
EJES EXTRA 0.9733 < F(x) S 1
Tabla 11.14
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El cobro de la cuota se realiza de acuerdo con la siguiente
politica: primero en formarse frente a la cabina, segundo en

cobrarle.

El tiempo que requiere el operador de cualquier cabina para cobrar
la cuota y regresar el cambio, si es necesario, se reparte
conforme a una distribucién exponencial de parametro 22. Sin
embargo, este tiempo también depende del tipo de vehiculo, al
respecto se utilizé la funcidén que se muestra en la figura 11.14,

para calcular los incrementos en los tiempos correspondientes.

INCREMENTO
EN TIEMPO
DE SERVICIO
1.51
s 4
1.4
1.3 4
1.2 -
1.1 A
1.03 1.10 TIPO DE
VEHICULO
1.0 L { 1;'05 { . i |
AUTO AUTO AUTO CAMIQ CAMIQ CAMIO CAMIO MOTOCI EJES
MOVIL  MOVIL  BUS NES NES NES NES CLETA  EXTRA
CON 2 3 4 5
REMOL EJES EJES EJES EJES

QUE

Figura 11.14
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De acuerdc con la figura 11.14, la motocicleta representa la base

para los demads tipos de vehiculos, por ejemplo, el tiempo de

servicio para automévil tendra un incremento de 1.03 veces con
relacién al parametro correspondiente a motocicletas. Es posible
refinar las estimaciones que se presentan, mediante un analisis

que correlacione el tiempo de servicio con el tipo de vehiculo.

El tiempo que espera un vehiculo antes de efectuar el pago de la
cuota, depende del numero de vehiculos que estan formados delante
de él y del tiempo que requiere cada uno de ellos para iniciar su
movimiento y volver a detenerse, ya sea para avanzar en la cola o
efectuar el pago de la cuota. Este movimiento varia segun el tipo
de vehiculo que se encuentra formado frente a la cabina y para
ponderarlo se aplicdé la funcién que se presenta en la figura
11.15, cuya interpretacion es similar a la que se hizo para la

figura 11.14.

INCREMENTO
POR
MOVIMIENTO
4
A
4 4
3..
2
] TIPO DE
VEHICULO
T 'l‘ T T . ¥ T %*i’
AUTO AUTO AUTO  CAMIO CAMIO CAMIO CAMIO MOTOCI  EJES
MOVIL MOVIL BUS NES™ NES™ NES™ NES~ CLETA- EXTRA
CON 2 3 4 5
REMOL EJES EJES EJES EJES
QUE™

Figura 11.15
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Con base en las hipétesis sefialadas se desarrolld el modelo de

simulacién cuya estructura general se muestra en la figura 11.16.

Como puede observarse, los eventos que determinan la operacién de la
caseta son la llegada de vehiculos y el paso de éstos por alguna
cabina, por lo cual se establecidé un control de la hora en que llegara
el préximo vehiculo a la caseta (entrada alkmodelo) y la hora a la que
pasara el vehiculo por aquella cabina cuyo tiempo de paso sea menor

(salida del modelo).

Ahora bién, las acciones que ejecuta el modelo dependen de cual de los

dos tiempos mencionados en el parrafo anterior, es menor.
Al llegar un vehiculo a la caseta ejecuta las acciones siguientes:

- Determina la cabina que tiene en espera el menor numero de

vehiculos, con el objeto de formarlo frente a esa cabina.

- Verifica si se encuentra al limite el aArea de la caseta, esto es,
si el numero de vehiculos que permanecen en este momento en ella,

es igual al parametro k.

- Establece de qué tipo de vehiculo se trata.

- Para dicho vehiculo calcula la hora a la que pasara por la cabina.
Este valor es igual al tiempo de servicio ponderado de acuerdo con
tipo de vehiculo, mas el numero de vehiculos que se encuentran en

cola por el tiempo en que avanza cada uno de ellos.

- Calcula la hora a la que llegara a la caseta el proximo vehiculo.
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- Selecciona el vehiculo cuyo tiempo de paso por la cabina sea

menor.

Las acciones que ejecuta cuando pasa un vehiculo por alguna cabina,

son las siguientes:

-~ Obtencidén de estadisticas:

tiempo promedio de espera para pasar la cabina

tiempo maximo de espera para pasar la cabina

numero promedio de vehiculos en cola

numero maximo de vehiculos en cola

numero de vehiculos que pasan por la cabina

nimero promedio de vehiculos en espera de ingresar al area de
la caseta

numero maximo de vehiculos en espera de Iingresar al area de

la caseta

- Selecciona el vehiculo cuyo tiempo de paso por la cabina sea

menor.

Cabe sefialar, que los parametros que utiliza el modelo influyen en
gran medida en los resultados que se obtendran, por lo cual es
necesario realizar los estudios que conlleven a estimarlos de manera
tal que reflejen la realidad con un adecuado nivel de confianza.
Asimismo, a través de estos parametros es posible plantear diversas

alternativas.

Definida la estructura del modelo de simulacién, se desarrollé el
programa de computadora correspondiente, utilizando el lenguaje de

programacién PASCAL.
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Se realizé la calibracidon del modelo con el objeto de verificar la
légica planteada en su estructura y para determinar los parametros

para los cuales el modelo es sensible.

Se plantearon las alternativas que se simularian, con el objeto de
obtener las estadisticas que reflejan la operacién de la caseta para

cada una de ellas.

Al  conjugar las caracteristicas operativas de las diversas
alternativas simuladas con el criterio de optimalidad en cuanto a
costo y nivel de servicio, fue posible recomendar la configuracién mas

adecuada de la caseta de cobro.

11.7 INGENIERIA FINANCIERA

11.7.1 Antecedentes

En este inciso se presentan en forma suscinta los criterios para la
evaluacién financiera de proyectos de infraestructura, especificamente

carreteras, concesionadas al sector privado.

Primeramente se comentan brevemente 1los antecedentes de 1la obra
concesionada en México para después discutir el analisis para la
evaluacion financiera de proyectos ba jo la modalidad COoT
(construccién, operacién y transferencia), destacando las variables de
mayor importancia sobre las cuales es conveniente realizar un analisis
de sensibilidad que permita conocer el comportamiento financiero del

proyecto.
Es obvio que el modelo de Ingenieria Financiera que se expondra para

el caso de autopistas concesionadas puede adecuarse facilmente para

ser aplicado en muchas otras areas de interés.
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El programa de concesién evidentemente es novedoso, porque tiene
facetas peculiares como son el otorgamiento por parte del Estado del
proyecto de la via y la adquisicién de los terrenos necesarios para su
construccién, elementos con los que participa el Gobierno en el
establecimiento de los caminos concesionados; sin embargo, se podria
afirmar con justa razén, que el sistema de construccién de caminos
mediante concesién, no sélo ha sido tradicional en la administracién
puiblica mexicana, sino que se heredé de la antigua administracién
colonial; en efecto, desde la época de la colonia, la administracién
publica otorgaba a los particulares concesiones para la construccién
de caminos, basta como ejemplo la que el II Conde de Revillagigedo
otorgd a un particular para la construccién del camino México-Toluca
el afio de 1785, y que se llevé a cabo mediante el sistema de
administracién, en virtud de no haber encontrado empresa alguna dque

aceptara realizar los trabajos por contrato.

La ley actual establece dos formas para la construcciéon de vias
generales de comunicacién, entre las cuales se encuentran naturalmente
los caminos carreteros; una que es directamente por el Estado con
recursos propios y que constituyen bienes de uso comun, segun lo
establece el articulo 29 de la Ley General de Bienes Nacionales; y
consecuentemente conforme lo dispone el propio ordenamiento legal, de
ellos pueden usar libremente todos los habitantes de la Republica, sin
mas restriccién que las establecidas por las leyes y reglamentos
administrativos y que por ello son bienes de dominio publico de la
Federacién y tienen el caracter de inalienables e imprescriptibles y
no estan sujetos, mientras no varie su situacién Jjuridica, a accién

reivindicatoria o de posesién definitiva o provisional.

La otra forma que comprende la legislacién actual, es la de
concesionar a los particulares la construccién, establecimiento y
explotacién de dichas vias, conforme lo sefiala el articulo 80 de la
Ley de Vias Generales de Comunicacién; concesién que se otorga a
través de la Secretaria de Comunicaciones y Transportes (S.C.T.} vy

cuyo término maximo es de 30 afios; temporalidad en que la via
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construida conforme a la concesién que se otorga, es propiedad del
concesionario; y por lo tanto puede ser objeto de transacciones
comerciales con las limitaciones y condicicnes que la propia ley

establece.

11.7.2 Principales caracteristicas de las obras de infraestructura

concesionadas

La evaluacién del proyecto de infraestructura depende de las
caracteristicas del mismo, destacando los aspectos
técnico-ingenieriles, los estudios de mercado que estimen la demanda
potencial, el sector econémico en que se desarrollara y su

interrelacidén con otros sectores.

Generalmente se trata de proyectos de un considerable monto de
inversién, la cual se ejerce de acuerdo con un programa de obra,
cubriendo siempre las especificaciones técnicas que se establezcan.
Estos niveles de 1inversién impiden la aplicacién de garantias
tradicionales para la obtencidén de créditos, de manera que, como ya se
ha mencionado, el propio proyecto se convierte en la principal

garantia a través de su capacidad para generar ingresos.

Son proyectos que de no respetarse el programa de construccién pueden
generar serios problemas de costos, tanto de obra como financieros,
poniendo en peligro la recuperacién de las inversiones; ya que por lo
general la etapa de generacién de ingresos se inicia una vez concluida

la construccién.

La caracteristica de un periodo de construccién donde no existe
generacién de ingresos, se traduce financieramente en la existencia de
una etapa de capitalizacién de intereses, proceso que se detiene una

vez que el proyecto genera recursos suficientes.
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Por el lado de la demanda, generalmente el gobierno fija y garantiza
niveles minimos en determinadas variables, como pueden ser un minimo
de ingresos, ya sea por tarifa o por volimen, determina mecanicas de
ajuste de las tarifas y establece el tratamiento fiscal del proyecto,

lo cual caracteriza la fase de operacién y transferencia del mismo.

Ejemplificando lo anterior, en los proyectos carreteros, la S.C.T.
determina los niveles de cuota, el aforo, la composicién vehicular y
las tasas de crecimiento; con ello se proyecta el flujo de ingresos,
el cual debera ser suficiente para recuperar la inversién durante la
concesién. De no cumplirse las premisas en los niveles de estas

variables, se ampliaria el periodo de concesién.

En cuanto a los egresos, es importante una buena estimacién, puesto
que una desviacién, sobretodo en los relativos a la construccién, se
puede traducir en el fracaso del proyecto. El periodo real de
construccién debe ser compatible con el programa de obra, ya que el
incumplimiento de éste no sélo puede encarecer el proyecto sino
provocar retrasos que incidan desfavorablemente en el periodo de

recuperacion de la inversioén.

Este tipo de desvio de costos de obra y rezagos de la misma, tienen un
impacto negativo en la situacién financiera del proyecto, al
registrarse incrementos en los costos financieros. Como se menciond
anteriormente, en la etapa de construccién se tiene una capitalizacién
de intereses, la cual aumenta al prolongarse la primera; con su

consecuente impacto en los montos del crédito.
Fn lo relativo a los costos de operacién y mantenimiento deberan

calcularse y programarse de manera consistente, ya que estos seran

cubiertos con los propios ingresos de operacién.

Las variables de costos son propuestas por parte de las concesionarias

y autorizadas por el gobierno.
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La veracidad y consistencia de estas variables redundara en resultados
mas realistas en cuanto a la recuperacién de las inversiones. Por lo
que una deficiente estimacién de éstas podria significar el fracaso

del proyecto.

El dltimo conjunto de variables clave requeridas para la evaluacién
del proyecto son aquellas que estan relacionadas al entorno
macroecondémico y financiero, y que son estimadas por el agente
financiero, destacando los niveles de inflacién, tasas de interés,
margenes financieros, entre otros. Una estimacién conservadora de este
tipo de wvariables permitira obtener resultados realistas en la

evaluacién del proyecto.

11.7.3 Modelo conceptual

El modelo conceptual que se presenta en la figura 11.17 tiene como
finalidad la de constituirse como un marco integrado y coherente, que
ayude a la toma de decisiones en la evaluacién financiera de una
autopista concesionada. Consecuentemente, el modelo busca la
congruencia interna tomando como punto de partida 1los aspectos
econémicos, de modo que las distintas variables, ©politicas y
criterios que se manejen, sean acordes y estén enmarcados por los

escenarios econdmicos que se utilicen.

Como primer bloque, se presenta el de los escenarios macroeconémicos,
que es el que sirve de elemento de enlace de todo el modelo. En él se

determina el (los) escenario (s) con que se trabajarad en el modelo.

A continuacién, se consideran los elementos de costos y beneficios del
proyecto. En primer lugar, se encuentran los costos de construccién
en donde éstos se determinan de acuerdc con la informacién de costos
unitarios constantes disponibles, el calendario de construccién y el

escenario macroecondémico considerado.
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Por el lado de los beneficios, se encuentran los bloques que permiten
el céalculo calendarizado de beneficios del proyecto. Como primer
punto, se encuentra el de tarifas, en donde éstas se determinan de
acuerdo con el escenario econémico y con las politicas tarifarias
existentes. A partir de dichas tarifas y otra vez considerando 1los
factores econdmicos, se determina el flujo vehicular que se tendra,
para que finalmente se puedan calcular los ingresos, combinando 1la

demanda y las tarifas.

Finalmente, a partir de los escenarios econdomicos y del flujo
vehicular, se calculan otros ingresos, derivados de la explotacién del
proyecto (por ejemplo gasolineras). Por el lado de los costos, se
calculan otros costos complementarios, como pueden ser los de

mantenimiento y conservacién, y los asociados a los otros ingresos.

En el bloque de Estructura de Capital y Financiamiento, se considera
el aspecto de la estructura financiera que permitira desarrollar el
proyecto, como son el monto y condiciones de los créditos, lo que
Jjunto con las politicas fiscales que se manejen, como la recuperacién
del IVA, el pago de impuestos y el manejo de la depreciacién, permita
determinar los flujos de efectivo de cada una de las organizaciones

involucradas en el desarrollo y manejo del proyecto.

Finalmente, a partir de los flujos de efectivo y del financiamiento de
cada entidad, se calculan los aspectos de rentabilidad de las diversas

organizaciones involucradas en el proyecto.

A partir del modelo de Ingenieria Financiera que se ha planteado, se
pueden realizar las evaluaciones, estudios y sensibilidades que ayuden
a la toma de decisiones con respecto al proyecto analizado. Entre

otras, se presentan las siguientes:
I. Determinacién de las rentabilidades de los participantes en el

proyecto. Consiste en 1la evaluacién y determinacién de la

rentabilidad del proyecto para cada uno de los participantes,
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IT.

asi como de las sensibilidades y riesgos incurridos, a partir

de:

- escenario (s) macroeconémico (s)

- costos de construccién, contemplande costos unitarios,
calendario, economias de escala, etc.

- ingresos, a partir de la politica tarifaria, las tarifas y
las demandas

- otros ingresos

- otros costos

- supuestos fiscales

- estructura de capital: participantes, creditos, montos vy

calendarios

Determinacién de variables, para que el proyecto satisfaga
requerimientos de rentabilidad y/o riesgos para los
participantes en él1. Aqui se puede contemplar la determinacién

de variables como:

- tiempo de concesién, si éste es el caso

- condiciones de los créditos (vg tiempo de repago, montos,
etc.)

- estructura de capital

- tarifas (manteniendo congruencia con el escenario econdmico)

- supuestos fiscales

que se requieren o son Sptimos, para satisfacer requerimientos

de rentabilidad y/o riesgo, como funcién de:

- escenario (s) macroeconémico (s)

- costos de construccién, contemplando costos unitarios,
calendario, economia de escala, etc.

- relacidon flujo vehicular-tarifa

- otros ingresos

-~ otros costos
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~ supuestos fiscales (si procede)
- estructura de capital: participantes, créditos, montos,

calendarios (si procede)

ITI. Analisis de sensibilidad y riesgo sobre diferentes casos base.

En cada una de las posibilidades I a III se obtienen Flujos de
Efectivo, Puntos de Equilibrio, Estado de Resultados, Balance,
Analisis de Rentabilidad, Conciliacién Fiscal-Contable, Analisis de

Préstamos y Parametros Operativos.

Otra formulacién del modelo conceptual para Estudios de Ingenieria

Financiera se muestra en la figura 11.18.
Es obvio que el modelo expuesto para el caso de proyectos de

transporte puede adecuarse fédcilmente para ser aplicado en muchas

otras areas de interés.

11.7.4 Pronéstico de la demanda

Tradicionalmente, en la planeacién del transporte urbano o
interurbano, el modelo de prediccién de la demanda de viajes se divide

en cuatro submodelos:

a) Generacién de viajes.

En este submcdelo se estima el numero total de viajes producidos
y atraidos en cada una ce las zonas en que se divide la regién

estudiada.
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b) Distribucién geografica de viajes.

En este submodelo el numero total de viajes que se producen en
una 2zona dada son distribuidos entre todos los destinos

posibles.
c) Seleccién del medio de transporte.

Los viajes correspondierites a una combinacién dada de origen y
destino son distribuidos entre 1los medios de ‘transporte

disponibles.
d) Asignacién de viajes a la red de transporte.

Los viajes estimados para una combinacién dada de par
origen-destino y medio de transporte, se asignan a rutas de la

red de transporte.

En el caso de las autopistas de cuota no es necesario desarrollar
ningin modelo de seleccién de medio de transporte, porque solamente se
analizara la demanda de recorridos. interurbanos realizados en
vehiculos que utilizan la red carretera de influencia de la autopista

bajo estudio como la que se ilustra en la figura 11.19.

Es decir, no se requiere estimar, por ejemplo, el porcentaje de
viajeros que seleccionan el autobus, el tren, el avién o el automévil
particular para realizar un recorrido entre dos ciudades de las redes

de influencia identificadas.
Por 1lo tanto, la prediccién de la demanda se centrara en aquellos

recorridos vehiculares que se efectuan por la red carretera de

influencia.
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Para fines practicos y por simplicidad, el modelo de prediccién de

demanda se divide en dos submodelos:

1. Distribucidén geografica del transito vehicular.

2. Asignacién del transito vehicular.

En el primer submodelo se combinan los submodelos tradicionales de
generacién de viajes y de distribucién geografica de viajes,
considerando para una ciudad dada solamente los recorridos
interurbanos que se realizan =n los diversos tramos de las redes de

influencia identificadas.

El submodelo de asignacién del transito vehicular utilizara como
insumo basico los flujos vehiculares estimados por el primer submodelo
para cada combinacién de origen y destino de las redes de influencia.
En lo que sigue, por simplicidad, se utilizara el término modelo para

referirse a estos submodelos.

En el analisis de sistemas de transporte generalmente se han utilizado
tres variables basicas para la prediccién de la demanda de viajes
(figura 11.20).

1. El sistema de transporte (T).

Que engloba todas las caracteristicas de dicho sistema como son:

(i) nodos, (ii) enlaces o arcos, (iii) tipo de vehiculos, etc.
2. El sistema de actividades, o socioeconémico (A).

Incluye caracteristicas o variables como: (i) poblacién, (ii)

numero de empleos, (iii) numero de unidades productivas, (iv)

producto interno bruto y otras.

3. El Patrén de flujos en el sistema (F).
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Que considera la magnitud y 1la direccién de 1los flujos en
movimiento o por movilizar, ya sea como transporte de pasajeros

o de carga.

Existen interrelaciones importantes de estas tres variables, las
cuales se consideran explicitamente en los modelos de prediccién de

demanda de viajes.

Las caracteristicas del sistema de transporte se especifican mediante
funciones de servicio (J). Para una red carretera dada, el nivel de
servicio (S) que recibira un usuario normalmente sera funcién del
volumen de vehiculos que se encuentren en la red, y del sistema de

transporte que utilice:
S=J (T, V) (11.25)

Este nivel de servicio que cada usuario percibe puede estar
representado por diferentes indicadores, entre los que destacan el
tiempo de viaje, los costos de operacién, y los desembolsos directos,

p.e. peajes, que dicho usuario tenga que hacer.

Por otra parte, en el sistema socioeconémico se establecen funciones
de demanda (D), con las que se estima el volumen de transito (V) con

base en el nivel de servicio:
V=DI(A S) (11.286)

Lo que significa que el volumen de viajes estard determinado por el
sistema de actividades econdémicas (A) de la regidén, zona o ciudad; y
por el nivel de servicio (8) queb el sistema de transporte le

proporcione al usuario.

En el caso del patrén de flujos, normalmente se utiliza la siguiente

funcién para indicar sus caracteristicas:
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F=(V,s)

Lo que significa que el patrén de flujos consiste de un volumen de
usuarios V que utilizan un sistema de transporte con un nivel de

servicio S.

Para una combinacién dada de ios sistemas T y A, el patrén de flujos
que realmente se presentara en la red corresponde a la solucién de
equilibrio de las relaciones indicada en las ecuaciones 11.25 y 11.26,

que se conhoce comunmente como el equilibrio del mercado de viajes.

Sin embargo, con el transcurso del tiempo se presentan cambios en el
sistema socioeconémico, representados por un aumento en la demanda
debido a variaciones en las principales variables socioecondémicas,

tales como la poblacién.

Las fuerzas que inducen estcs cambios son externas al sistema de
transporte y teéricamente producen un desplazamiento de la funcién de
demanda ecuacién (11.26), de tal manera que para un valor constante de
S, se presenta un incremento del volumen de transito con respecto al
que se registraba originalmente. La solucién de equilibrio cuando
ocurre un desplazamiento en la funcién de demanda se denomina

equilibrio del sistema socioecondémico.

Por tal motivo, se desarrolla un modelo adicional que permita predecir
el aumento en la produccién total de viajes interurbanos en carretera,
debido a los cambios en la poblacién y en otras variables
socieconémicas asociadas a las principales ciudades de la red de
influencia de la autopista de cuota que se esta analizando. A este

modelo se le denomina modelo de prondstico de cambios socioecondémicos.

11.7.5 El financiamiento

El esquema financiero de los primeros proyectos instrumentados bajo el
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esquema de concesién utilizé la modalidad del Fideicomiso en el que
participaban con capital de riesgo el Gobierno y 1las empresas
constructoras; y un banco aportando un crédito. A su vez el banco
intervino como flduciario al que se le otorgdé la concesién para la
construccioén, operacién y explotacidén de las autopistas por un periodo
de 20 afios, renovable por una sola vez, tiempo en el que se calculédé

que se recuperaria la inversién.

Bajo esta concepcién, el fideicomiso se constituydé en el receptor y
administrador de las aportacicnes de capital y del crédito, asi como
de los flujos provenientes del cobro de las cuotas para ejecutar la
obra, hacer frente a la conservaciéon y mantenimiento de las propias
carreteras, recuperar el préstamo y pagar el rendimiento ofrecido a
los 1inversionistas en su calidad de fideicomitentes. Una vez
recuperada la inversién y habiendo pagado en forma alicuota a los
participantes, el fideicomiso se extinguird y las carreteras seran

entregadas en propiedad al Gobierno Federal.

Dada la extraordinaria dinédmica del Programa de Concesién de
Carreteras de Cuota fue necesario desarrollar esquemas financieros
novedosos y flexibles. Asi, mediante la figura de crédito por aval
los bancos pudieron hacer uso de su capacidad crediticia, sin que ello
gravitara sobre su techo financiero, situacién que abrié de inmediato
la posibilidad de acudir al mercado de valores para obtener el fondeo

necesario de mediano y largo plazo.

De esta manera, en la primera autopista financiada bajo esta
modalidad, la concesionaria recibié un crédito por aval, equivalente
al B60% de la inversioéon total, para que mediante la emisién de papel
comercial se financiara su construccién en dos etapas durante las
cuales estara vigente como garantia, una fianza por el anticipo y otra
por terminacién de obra; una vez en operacién, se emitiran
Certificados de Participacién Ordinarios de mediano plazo con riesgo
proyecto, con lo que quedara liberado el compromiso del banco para, de

considerarlo conveniente, continuar con otros proyectos.
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La colocacién del papel de corto plazo avalado, asi como la que habra
de los certificados una vez que esté en operacién la autopista, corre
a cargo de una Casa de Bolsa, la cual se compromete a la toma en firme
en ambos casos, entregando el producto de la primera de las emisiones
a un fideicomiso de administracién constituido por el banco, cuyo fin
consiste en aplicar los recursos para sufragar los costos de
construccién y emitir una vez concluidos cada uno de los tramos,
Certificados de Participacién Ordinarios Amortizables, que sustituyan
al papel comercial. Asimismo, una vez en operacién la carretera,
reciblira ¢l lmpurte de las cuotas de peajc para cubrir los gastos de
conservacion y mantenimiento, asi como los intereses y amortizacién de

Tor tituleos emitidosg.

Come se sahe., el papel romercial y les certificados me son loo unicos
productos que maneja la Banca de Inversién Mexicana, sino que dentro

de una clasificacidén un poco mas amplia pueden citarse:

- Papel comercial Quirografario
Avalado

Indizado

- Obligaciones Quirografiarias
Hipotecarias
Intereses capitalizables
Disposiciones maltiples
Indizadas

Convertibles

- Certificados de participacion inmobiliarios

- Bono de prenda

- Acciones
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A titulo de ejemplo, en el Apéndice se describen las ventajas vy
desventajas de las obligaciones y se describen con algin detalle

adicional las obligaciones con disponibilidades mualtiples.

La funcionalidad del esquema financiero depende en gran medida del
disefio de instrumentos de captacién compatibles con las
caracteristicas de cada proyecto, por lo que deben analizarse
alternativas de instrumentos financieros para allegarse de recursos, y

con ello lograr la factibilidad del proyecto con una estructura

adecuada de capital de riesgo y de financiamiento.

11.7.8 Apéndice

I. OBLIGACIONES

I.1. Usos

Financiamiento de proyectos a largo plazo.

I1.2. REQUISITOS

a) Empresas preferentemente con capital mayoritario mexicano

inscritas o no en la bolsa.
b) Se deberan destinar los recursos a nuevas inversiones,
desarrollo de productos, inmuebles, <capital de trabajo

permanente, o adquisicién de empresas, entre otros.

c) La empresa debe tener capacidad de pago, o forma de garantizar

la emisioén.

d) Que tenga administracién competente y auditores externos

reconocidos.
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I.3. CARACTERISTICAS

Monto: De acuerdo con la capacidad de pagoc de la emisora.

Plazo: Aunque no existe un plazo maximo lo usual es hasta 7 afios con 3

de gracia.
Forma de pago: El disefio de una obligacién es muy flexible y permite
adaptarse a las necesidades y capacidad de pago de una empresa en

particular.

Garantias: Dependiendoc de la capacidad de pago podran ser

guirografarias o garantizadas {(hipoteca, aval, carta de crédito, etc.)

Tasas: De mercado. Generalmente se calcula un spread sobre CETES,

CEDES, aceptaciones bancarias y bondes.
Limitaciones financieras: En obligaciones quirografarias: sobre

apalancamiento, liquidez, venta de activos, pago de dividendos, entre

otros.

I.4. VENTAJAS

1) Es un instrumento muy flexible gque se adecia a los
requerimientos de las empresas en lo que se refiere a plazo

amortizaciones, afios de gracia, entre otros.

2) FEn épocas de contraccidén crediticia es wuna alternativa de

financiamiento en moneda nacional a largo plazo.
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3)

4)

5)

I.

1)

2)

I.

1)

2)

3)

4)

II.

En caso de ser quirografarias, los activos quedan libres de

gravamenes.

Por lo general, tienen un costo total competitivo contra otras

alternativas de financiamiento.

Dan presencia en el mercado a las empresas.

DESVENTAJAS

Existen limitaciones financieras que deben cumplirse y que en

algunos casos pueden entorpecer el desarrollo de la empresa.

La emisora se obliga a proporcionar informacién al publico.

FONDEOS

Personas fisicas o morales de nacionalidad mexicana o

extranjera.

Sociedades de inversioéon (fondos de renta fija).

Fondos de pensiones y primas de antiguedad.

Instituciones de seguros y fianzas.

OBLIGACIONES CON DISPONIBILIDADES MULTIPLES

Se denominan Emisién de Obligaciones con Disponibilidades Multiples de

(nombre de la empresa).
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La modalidad de este tipo de obligaciones estriba en que la emisora
va disponiendo el monto total conforme lo necesite, es decir, no se
allega del total de los recursos en un inicio, sino en formas

parciales.

Tiene la obligacién de disponer del total antes de que realice su

primera amortizacién.

En caso que no requiera del monto total, amortizard lo que realmente

se utilizé.

Los intereses se pagaran sobre el saldo insoluto de las obligaciones.

IT1.1. COSTOS FIJOS

En primer término, las obligaciones a partir de su fecha de colocacién

generan un interés bruto anual sobre su valor nominal.

Dicho interés se determina obteniendo la tasa mas alta que resulte de
comparar usualmente Cetes, Certificados de Depésito Bancarios,

Aceptaciones Bancarias y Bonos de Desarrollo del Gobierno Federal.

A la tasa mas alta, se le sumard una sobretasa pactada desde el
inicio, 1la cual sera el rendimiento que obtiene el tenedor de los

titulos.
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Ante la Comision Nacional de Valores:
- La cuota a cubrirse por estudio y tramite (ingreso de
documentacion).

- Por inscripcién en la Seccién Valores del Registro Nacional de

Valores e Intermediarios.

Ante Bolsa Mexicana de Valores, S. A. de C. V.
- Por estudio técnico-economico.
- Por concepto de inscripcién en la Bolsa Mexicana de Valores.

Este pago debera hacerse una vez que hayan sido colocadas las

obligaciones.

Durante el primer afio, la cuota de inscripcién se calculara en forma
anualizada, conforme al numero de dias que resten para que concluya el

afio.

El resto se calcularad con base en un afioc completo sobre el saldo
insoluto del monto de la emision en circulacién.

Ante Indeval, S. A. de C. V., Institucion para el Depdésito de Valores.
(Depositario de los titulos).

- Por custodia, guarda y administracién del macrotitulo que ampara

la emisién y hasta el momento del canje por los titulos

def'initivos.
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IT.

2. COSTOS VARIABLES

Ante el Representante Comin de los Obligacionistas:

a)

b)

Por la aceptacién del cargo.

Por manejo de la emisién (CAlculo de la tasa de interés) durante

la vida de ésta misma.

- Por impresién de los titulos definitivos.

- Por publicaciones en los diarios.

- Por la impresién de los prospectos de colocacién.

- Ante el Notario por la protocolizacién e inscripcion del Acta

de Emisién en el Registro Publico de Comercio.
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