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CAPITULO S
ESPACIOS VECTORIALES
5.1 INTRODUCCION

Hemos visto como se puede efectuar la eliminacién para
simplificar un sistema lineal Ax = b; afortunadamente, no sélo se
facilita el calculo del valor de x sino que también se responde a
las cuestiones tedéricas acerca de su existencia y su unicidad. El
objetivo fundamental de ésta parte es adquirir ademds, wun
conocimiento diferente y mas profundo del problema.

Para ello necesitamos el concepto de espacio vectorial,
introducimos la idea con los espacios mas importantes R, R?, R%,...
El espacio R? se representa por el ya conocido plano x-y, donde las
dos componentes del vector son las coordenadas x, y del punto
correspondiente. También es familiar R’ con las tres componentes
que dan un punto en el espacio tridimensional y R es una recta. Lo
importante en algebra lineal es que la extensién a n dimensiones es
directa.

En éstos espacios, como en todos los espacios vectoriales son
posibles dos operaciones: podemos sumar dos vectores cualesqguiera
Y podemos multiplicar vectores por escalares.

5.2 ESPACIOS VECTORIALES Y ALGEBRA EN R"

Sean u y v vectores en R", donde u = (uy, Uy, ¢ec., 1) yvs= (Vys
Voreaes V)

La suma u + v es el vector
u+v=(u +v,, U, ¥ Vyeee, 4+ V)
si r es un escalar, el miultiplo escalar ru se define
ru = (ru,, ru,, ..., ru))

si u es un vector en R" se define el negativo ( o inverso aditivo)
de u mediante -u y se define como:

-u= (-, “U,...,-q)

la sustraccidn de vectores en R" se define como v - u = v + (-u) o
en términos de las componentes:

vV -u (vy) Vasses, V) + (-u,,-uz,...,-un)=
Vi =m0y, V; T UWy,..., Vo - U

n n

Nota: Para sumar dos vectores, ambos deben estar contenidos en el
mismo espacio R". La suma de vectores con diferente numero de
componentes no esta definida.




Las propiedades mas importantes de la suma y el producto por
un escalar en R" se enumeran en el siguiente teorema

TEOREMA 5.1

Sean u, vy wenR'Yyr, s escalares, entonces

a. u+v=vVvV+u

b. u+ (Vv+w = (u+v) +w

Cc. u+0=0+u=u

d. u+ (-u) =0 es decir u - u =0
e. r(su) = (rs)u

f. r(u + v) = ru + rv

g. (r + s)u = ru + su

h. lu = u

Este teorema permite manejar los vectores en R" sin tener que
expresarlos en términos de sus componentes, exactamente como se
trabaja con numeros reales.

Para extender las nociones de distancia, norma y angulo a R"
s§ comenﬁéra con la siquiente generalizacioén de producto punto en
R° y en R°.

DEFINICION 5.1 Si u y Vv son vectores en R" entonces el producto
interior euclideano se define como:

u-v=u1v1+u2v2+...+unvn

los vectores u y v se dicen ortogonales ( o perpendiculares) si su
producto interior es igual a cero: u v = 0

Ejemplo 5.1

Encuentre el producto interior euclideano de los vectores uy
v en R* donde u y v son :

Soluciodn:
u-v = (=1)(5) + (3)(-4) + (5)(7) + (7)(0) = 18

Las propiedades basicas del producto interior en R° se enumeran en
el siguiente teorema.
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TEOREMA 5.2

Si u, v y w son vectores en R" y r es un escalar, entonces:

a. u-v = v-u
b. (u+ V) w=uw+vVvw

c. r(u v) = (ru) v = u (rvj

d. u'u 2 0yuu=0 siysolosiu=0

demostracién del inciso d.

uu=u?+u?+ ... +u?20 ademds la igualdad se cumple

si ysélosiu =uy,= ... =u, es decir sé6lo si u = 0

DEFINICION 5.2 Norma y distancia en R".

Dados los vectores u y v en R se define la distancia entre los
puntos u y v escrita d(u,v) como:

- 2 ]
am, v) =/(u, - v,)? + (4 = V)2 + oo+ (U, = V)
la norma o longitud del vector u, descrita como |u| se define como
lul =/u-u =fu? + u2+...+ u,?

donde u u 2 0 y entonces la raiz cuadrada existe. Observe que

du, v) = flu -v|

Es importante tener una buena apreciacién del concepto de
norma, dada su relacién con un cierto numero de desarrollos del
algebra lineal. Una primera relacién de interés es la que se
observa entre norma y distancia. Considere los puntos P, = (a, b)
y P, = (¢, d) en R?

Ip,ll =/a? + p? y d(P,, P) =/(a-c)? + (b-d)?

asi |[P,| corresponde a la distancia del origen al punto P, y d(P,,
P,) corresponde a la distancia entre los puntos P, Y P,

Ejemplo 5.2

Dados los vectores u = (1, 2, 0, 3) y v = (0, 3, 5, 2)
encuentre la norma de u, la norma de v y la distancia entre ellos.

Solucidn:

lal =V/(1)2 + ()2 + (0)% + (3)% /14
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vl =/(0)Z + (3)2 + (5)2 + (2)2 =/38
d(u, v) =/(1-0)2 + (2-3)%2 + (0-5)% + (3-2)2 =/28

Propiedades de la Magnitud o Norma
v = vev
"rvu = e} vl
TEOREMA 5.3 DESIGUALDAD DE CAUCHY-SCHWARZ
Sean v y w vectores en R", entonces
lvewl < vl llwl
demostracién
Para escalares r y s cualesquiera se tiene
lrv + swlf2 > 0 (5.1)
lrv + swl?2 = (xrv + sw) (rv + sw) = r?(vv) + 2rs(vw) + s?(ww) (5.2)
haciendo r = ww ¥y s = -{vw) se obtiene de las ecuaciones (5.1) y
(5.2)
(ww)? (vv) = 2(ww) (VW) (vw) + (vw)? (ww) = (ww)? (vv) - (ww) (vw)? 20
o (ww) [(vV) (ww) = (vw)?] 2 0

si (ww) = 0 entonces w = 0 y se tiene la igualdad con cero. Si (ww)
0 entonces ww > 0 y se tiene

(vv) (ww) - (vw) 2 0( ,
2
o i 1l 2 on
tomando raices cuadradas se tiene

vl w2 fvew]

Otra desigualdad importante que resulta facilmente de 1la
desigualdad de Cauchy- Schwarz es la desiqualdad del triangulo:
dados v y w wn R" se tiene:

v + wi < vl + fwl

la figura siquiente indica el origen del nombre de desigualdad
triangular
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vtw

Figura S.1

straci

Usando las propiedades del producto punto asi como la
desigualdad de Cauchy- Schwarz tenemos

v + wl2 = (v + w)(v + w)
= y:V + 2V
S M ¢ l' W
= |v|? % 2|vI vl lel2
= vl + fw|

y tomando raices cuadradas se tiene
v + wll < fivll + (vl

ya hemos visto algunas propiedades de los vectores en R"”, ahora
procedemos a generalizarlas y definir un espacio vectorial como
sigue:

DEFINICION 5.3 Un espacio vectorial real es un conjunto no vacio
V de objetos llamados vectores junto con una regla para sumar dos
vectores cualesquiera v y w para producir un vector v+w € V y una
regla para multiplicar cualquier vector veV por cualquier escalar
reR a fin de producir un vector rveV llamado multiplo escalar.
Ademas se deben cumplir los siguientes axiomas, para todos los
vectores u, v y w en V y para todos los escalares r y s

Propiedades de la suma

1. Si u y v son vectores en V entonces u+v € V (cerrado bajo la

suma)

2. u+v = v+u (ley conmutativa)

3. u+ (vtw) = (ut+v)+w (ley asociativa)

4. Existe un vector 0eV llamado vector cero tal que 0+u = u+0 =
u para toda ueV (naturaleza del vector cero).

5. Para toda ueV existe -uev tal que u+(-u) = (-u)+u = 0 (-u

como inverso aditivo de u)
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Propiedades que incluyen el producto por un escalar

6. Si reR y ueV, entonces rueV (cerrado bajo el producto por un
escalar)

7. r(u+v) = ru + rv (ley distributiva)

8. (r+s)u = ru + su (ley distributiva)

9. r(su) = (rs)u (ley asociativa)

10. 1lv =V (preservacién de escala)

Eiem 5.

El conjunto V = R" con las operaciones ordinarias de adicién
y multiplicacién por escalares es un espacio vectorial.

Ejemplo 5.4

Sea V cualquier plano que pasa por el origen en R}, Los puntos
de V forman un espacio vectorial bajo las operaciones ordinarias
para vectores en R'. Por el ejemplo anterior se sabe que R® es un
espacio vectorial bajo esas operaciones. Los axiomas (2) (3) (7)
(8) ((9) Y (10) se cumplen para todos los puntos de R? Y por lo
tanto para todos los puntos del planc V. Entonces solo es necesario
demostrar que se cumplen los axiomas (1) (4) (5) y (6).

Dado que el plano V pasa por el origen tiene una ecuacién de 1la
forma
ax + by + cz2 = 0 (5.3)

por lo tanto, si v= (Vyr Vo, Vi) Y W(W,, W, ws) son puntos en V
entonces

av, + bv2 + cvy =0
aw, + bw2 + cwy =0
sumando éstas ecuaciones se tiene:
a(v1 + W, ) + b(v2 + W, ) + c(v +wy) =0

ésta igqualdad 1nd1ca que las coordenadas del punto v+w = (v, + w,,

vy, + Wy, V3t wy) satisfacen (5.3) y por lo tanto v + w € V, 1o que

muestra que el axioma 1 se cumple.

Si multiplicamos la ecuacién av, + bv, + cv; = 0 por -1 resulta
a(-vy) + b(-v,) + c(-v;) =0

por lo tanto -veV y se cumple el axioma 5. La demostracion de los

axiomas 4 y 6 se dejan como ejercicio.
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jem .5

Muestre que el conjunto P de todos los polinomios con
coeficientes en R es un espacio vectorial, usando como suma de
vectores y producto por un escalar la suma usual de polinomios y el
producto usual de un polinomio por un escalar.

Solucién: Sean p Y q polinomios

+ axt + ...+ ax"
+ bx? + ... + bx"

p

+
q +

ax
b,x

a
b,
si m 2 n, recordemos que la suma de p y q estda dada por:

p+gq= (a%+ b)) + (a, + b)x + ... + (a, + b)x" +
o1 Xmey tee ot box®

se hace una definicién similar si m < n. El producto de p por un
escalar r esta dado por:

rp = ra, + ra;x + rajx’ + ... + rax"

se tiene el polinomio cero y -~p y se cumplen los 8 axiomas
restantes.

Ejemplo 5.6

Demuestre que el conjunto M de todas las matrices de mxn es un
espacio vectorial, usando como suma de vectores y multiplicacién
por un escalar la suma y producto por un escalar usuales para las
matrices.

Solucién:

La suma de matrices de mxn y el producto de una matriz de mxn
por un escalar produce de nuevo una matriz de mxn. Asi M es cerrado
bajo la suma de vectores Yy el producto por un escalar. Tomamos cCONO
vector cero en M la matriz cero usual, cuyas entradas son todas
cero. Para cualquier matriz A en M consideremos -A como la matriz
(-1)A.

Ejemplo 5.7
Este ejemplo muestra que no necesariamente la suma vectorial
ha de estar relacionada con la suma ordinaria, y que el vector cero

no necesariamente es el numero real cero.

Sea V = { x | XeR, x>0 )} la suma y producto escalar se definen
como:

suma vectorial producto ordinario

94




y para reR, xeV, se define

potencia ordinaria

Muestre que V con éstas operaciones es un espacio vectorial.

Solucién:

Como los elementos de V son xeR entonces se tiene

293=23=6
203 =32=9
-203 =3%=1/9

entonces tenemos gue demostrar que se satisfacen los axiomas:
1. Cerradura para la suma

Sean xeV, yeV entonces x @ y = Xy como ¥, y € R' y como el
producto de dos reales positivos es otro real positivo xyev
entonces x0y € V
2. Cerradura para la multiplicacién por un escalar. Sean reR y xeV
rex = x" como xeR' al elevarlo a cualquier potencia real se obtiene
un numero real positivo. En consecuencia roxevV.
3. Conmutatividad de la suma

x®y
por lo tanto X0y

XYy = yX =Yy & X
Yy ® x

4. Asociatividad
(x®y)®d z = (xy) ® 2 = (xy)z = x(y2) = X & (yz) = x® (y ® z)
5. Idéntico aditivo

X ® 8 = x por definicién x @ ® = x6 de donde 8 = 1, es
decir el real positivo 1 es el idéntico aditivo o cero para este
espacio

X®1=x

6. Inverso aditivo. Para toda xe€V, -x debe satisfacer x & (-x) = ©
pero -x no es "menos x" es el simbolo para el inverso aditivo y e
no es el cero sino 1 entonces:

X ® (-x) =6

es equivalente a
X-(-x) =1
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de donde ~-x = 1/x como x > 0 entonces 1/x > 0 por lo tanto -xeV

7. Ley asociativa para la multiplicacién escalar. Sea reR, seR, xeV
entonces:

(rsjox = x™ y ro(sox) = ro(x®) = (x%)"
que por las leyes de los exponentes
(x*)" = x°" = x" en consecuencia
(rs)ox = re(sox)
8 Yy 9. Leyes distributivas. Sean reR, seR, xe€V, yeV entonces
(r +slex = x" =x" x* = xX" @ x* = (rox) ® (s0Xx)
ro(xey) = ro(xy) = (xy)" = x" y' = x" & y' = (rox) & (roy)
10. Sea xeV, entonces 190x = x' = x
5.3 BUBESPACIOSB
Hemos visto que R" es un espacio vectorial en el gque la suma
de vectores consiste en sumar las componentes correspondientes de
tales vectores y el producto por un escalar se obtiene
multiplicando cada componente por el escalar. Cualquier subconjunto
de R" que con éstas mismas operaciones sea también un espacio
vectorial, se llama subespacio de R" .
Por ejemplo, el plano x,x, de R® formado por todos los vectores

que tienen cero como tercera componente, como se puede ver en la
figura 5.2

x2

N

X1

X3
Figura 3.2
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es un subespacio de R® sin embargo, el subconjunto ((m,n!p) |
m,n,peZ} de R} que consta de todos 1los vectores de R con
componentes enteras no es un subespacio, pues aunque éste
subconjunto es cerrado bajo la suma de vectores, no es cerrado bajo
el producto por un escalar, por ejemplo:

0.5 (1, 2, 5) = (0.5, 1, 2.5) no estd en el subconjunto

DEFINICION 5.4 Un subconjunto W de un espacio vectorial V es un
subespacio de V si W es por si solo un espacio vectorial bajo las
operaciones de suma de vectores y de producto por un escalar
definidas en V.

Esto significa que el conjunto W debe ser cerrado bajo la suma y
producto por un escalar. Las propiedades requeridas por un espacio
vectorial se cumplen para W pues son validas para todo V.

TEOREMA 5.3 CRITERIO PARA UN SUBESPACIO

Un subconjunto no vacio W de un espacio vectorial V es un
subespacio de V si y solo si satisface las siguientes condiciones

a) Si u y v son vectores de W entonces u+v esta en W
b) Si r es cualquier escalar de R y v estd en W, entonces rv esta
en W

Las condiciones a) y b) indican que W es cerrado bajo la suma y
bajo el producto por un escalar.

demostracién.

-=>) Si W es un subespacio de V, entonces satisface todos los
axiomas de espacio vectorial, en particular, cumple con los axiomas
1 y 6 pero estos axiomas son las condiciones a y b.

<=~-) Suponemos que se cumplen a y b. Dado que estas condiciones son
los axiomas 1 y 6 de espacio vectorial, solamente resta demostrar
que W satisface los otros 8 axiomas. Los axiomas 2, 3, 7, 8, 9, 10
se satisfacen automdaticamente ya que todos los vectores en V los
satisfacen. Para completar la demostracién sélo falta verificar que
W satisface los axiomas 4 y 5.

4) Sea ueW, por la condicioén b, ruew para toda reR. Haciendo r = -1
se tiene (-1l)ueW de donde (-1)u + u €W por a) y esto implica que (-
l1)u + u = 0 por 1o que 0eW

5) usando 4 consideramos r = -1 y (-1)u = ~ueW

Todo espacio vectorial V tiene al menos 2 subespacios. V es un

97



L1

subespacio de si mismo y el conjunto {0} que consiste unicamente
del vector cero en V, este subespacio recibe el nombre de
subespacio trivial. Los subespacios que no son ni (0} ni V se
conocen como subes ios

El teorema 5.3 dice gue para probar gue W es un subespacio de
V basta verificar que se cumplen las condiciones a y b.

Algunos ejemplos de subespacios son:

Ejemplo 5.8

Para todo espacio vectorial V, el subconjunto {0} que contiene
solamente el vector cero, es un subespacio, puesto que:

0+0=0

r0 = 0 para toda reR
y se le conoce como subespacio trivial.

Ejemplo 5.9
El conjunto Mn° de todas las matrices de 2x2 que tiene ceros

en la diagonal principal es un subespacio del espacio vectorial M,
de todas las matrices de orden 2x2.

Solucidn:
Sean A y B dos matrices en Mn° como sigue:

0 a,, 0 b,,
A

]
w
]

a,, 0 by, 0
entonces rA y A+B son iguales a:
0 ra,, 0 a,, + by,

A+B =
ra,, 0 a

rA

12 ¥ Py 0
que como se ve tienen ceros en la diagonal principal, entonces

pertenecen a Mu°. Por lo tanto Mn° es un subespacio de M,, .

Ejemplo 5.10

Sea AX = 0 un sistema homogéneo de m ecuaciones lineales con
n incégnitas y sea W el conjunto de todos los vectores solucién del
sistema y sean u y v dos vectores en W. Se demostrara que W es un
subespacio de R"
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Solucion:

Se dice que un vector veR" es un vector solucién del sistema
si % =v, X, =V,,...,%X, =V, es una solucién del sistema.

Para mostrar que es cerrado bajo la suma y bajo el producto
por un escalar, es necesario demostrar que u+v y ru son vectores
solucioén.

dado que u y v son vectores solucién se tiene que:

Au = 0 y Av = 0
y de aqui A(u+vVv) =Au+Av=0+0=0

entonces u + v satisface Ax = 0 lo que implica u + v e W
ademas
A(ru) = r(Au) = r0 = 0

se puede concluir que ru satisface Ax = 0 entonces ru € W, por lo
tanto W es un subespacio de R"

Ejemplo 5.11

Sea H = g (x, ¥) | vy = 2x x,yeR ) esto es, H consiste de los
vectores en R° que estan sobre una recta que pasa por el origen.
Verificaremos que H es un subespacio de R?

Solucién:
Sean a=(x, vY,) € H entonces y, = 2x,
b = (x,, ¥,) € H entonces y, = 2%,
atb = (X, + X, ¥y + ¥,) = (X + X, 2%, + 2X) = (X + X, 2(X, + X;))

de aqui se concluye que a+b € H
ra = r(x, Y,) = (rx,, ry,) = (rx,, r2x,) = (rx,, 2(rx,))

dg aqui se concluye que ra € H y por lo tanto H es un subespacio de
R

Ejemplo 5.12

Considere todos los vectores en R? cuyas componentes sean
positivas o cero. Si el espacio vectorial V es R? con las
operaciones usuales de suma y producto para vectores entonces este
subconjunto es el primer cuadrante, las coordenadas satisfacen x >
0, y 2 0.

Este subconjunto sin embargo no es un subespacio ya que aungque
contenga al cero y sea cerrado bajo la suma, no es cerrado bajo el
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producto ya que si r = -1 se tiene r(x, y) = -lgx, y) = (=%, -=Y)
que se encuentra en el tercer cuadrante. S1 se incluye el tercer
cuadrante ademas del primero, no es cerrado bajo la suma ya que:

(1, 2) + (-2, -1) = (-1, 1) que esta en el segundo cuadrante.

Por lo tanto el menor subespacio que contiene al primer cuadrante
es todo el espacio R?

Nota 1: No todo espacio vectorial tiene subespacios propios.

Ejemplo 5.13

Sea W un subespacio de R. Si W # {0) entonces W contiene un
numero real a« ¥ 0 por el axioma 6 existe 1l/a tal que

(1/a) a = 1 € W
Y l o =a € Wpara toda a € R

asi si W no es el subespacio trivial entonces W = R, esto es, R no
tiene subespacios propios.

Se puede pensar que cualquier recta o plano de R} es un subespacio,
sin embargo, para que esto sea cierto, este subespacio de R’ debe
contener al cero. Geométricamente significa que esta recta o plano
debe pasar por el origen.

5.4 COMBINACIONES LINEALES

Como ya se decia, un plano o una recta en R® es un subespacio
s6lo si pasa por el origen. Un plano que pasa por el origen esta
totalmente determinado por dos vectores cualesquiera v, y v,
distintos de cero, y no paralelos que estan en el, como se ve en la
figura 5.3 .

Figura 3.9
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la figura muestra que cualquier vector de este plano tiene la forma
r, v, + r, v,
ésta expresion es una combinacion lineal de los vectores v, y Vv,
DEFINICION 5.5 Se dice que un vector w es un combinacién lineal
de los vectores v,, V,,...,V, si es posible expresarlo en la forma:
W=r, VvV, + I, V,+ ... +r Vv,

donde r,, r,,...,r, Son escalares.

jemplo 5.14

Sean los vectores u = (1, 2, ~1) y v = (6, 4, 2) en R.
Demuestre que w = (9, 2, 7) es una combinacién lineal de u y v.

Solucién:

Para que w sea una combinacién lineal de u y v, deben existir
escalares r, y r, tales que

w=oru +'r2 v
es decir

(9, 2, 7)

r, (1, 2, -1) + r, (6, 4, 2)
que equivale a
(9, 2, 7) = (r, + 6r,, 2r, + 4r,, -r, + 2r,)

igualando las componentes correspondientes resulta:

r, + 6r, = 9
2r, + 4r, = 2
-r, + 2r, =7

resolviendo éste sistema se obtiene r, = -3 y r, = 2 de donde
W = -3u + 2v

en general definimos:

DEFINICION 5.6 Sea { vy, V,,...,V, } un conjunto de vectores en el
espacio vectorial V. El espacio generado por { v,, V,,...,V, } es el
conjunto de todas las combinaciones posibles de v,, Vy,ees,V, Y se
denota

gen(v,, V,,...,V,) = {r, v, + r, v, +...+ r, v,| r, € R i=1,2,..,n }
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Ejemplo 5.15

Para el ejemplo del plano en R® tendriamos que el conjunto de
todas las combinaciones lineales de v, y v, seria

gen(v,, v,) = (r, Vv, +r, Vv, | r;, r, € R)

y geométricamente

va V1

Figura 3.4

ademas gen(v,, V,,...,Vv) C V es un subespacio de V
TEOREMA 5.4

Si § = { vy, V,yse..,V, ) C V siendo V un espacio vectorial,
entonces gen S es un subespacio de V

demostracion:

Sean %, Y € gen S, entonces X, y son combinaciones lineales

X=r, v, t...+ r, Vv,
Y =8 Vv, t...+ 5 VvV,
entonces
y X +y = (r, +s)v, +...+ (r, + s)Vv,

kx = (krj)v; +...+ (kr))v,
que también se encuentra en gen S. Por lo tanto gen S es un
subespacio de V. Se le llama subespacio de V generado por S.
Ejemplo 5.16
Determine si v, = (1, 1, 2), v, = (1, 0, 1) ¥y vy = (2, 1, 3)

generan a R}
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Solucidn:

Es necesario determinar si un vector arbitrario b = (b,, b,,
by) en R® se puede expresar como una combinacién lineal de Vi, Vo ¥
Vs esto es:

b=r1v1+r2v2+r3v3
en términos de sus componentes resulta:
(by, by, by ) = (r{ + r, + 2ry, r, + r;, 2r; + r, + 3ry)
o bien
r, + r, + 2r, = b,
r, + + r; = b,
2r, + r, + 3ry = by

entonces el problema se reduce a determinar si éste sistema es
consistente para todos 1los valores de b, b, ¥y by;. Esto es
equivalente a que la matriz de los coeficientes sea invertible.

1 1 2
A= 1 0 1
2 1 3

o lo que es lo mismo det A ¥ 0, como det A = 0, A no es invertible
y por lo tanto v,, VvV, Y V3 no generan a R3.

Ejemplo 5.17

) Describa geométricamente el subespacio de R* generado por el
vector v = (2, 3,-1, 4)

Solucién:

El subespacio gen(v) es una recta de R* que contiene al
origen, cada punto de esta recta es un miltiplo escalar rv de v,
esto es, cada punto tiene la forma (xy, X,, Xy, %,) donde x, = 2r, X,
= 3r, X3 = -r Yy X, = 4r para algun escalar r.

Nota 2: Que un determinado vector u se pueda expresar como una
combinacién lineal de otro u otros vectores v, se puede ver
también, como el hecho de que ese vector u pertenezca al espacio
generado por los vectores v,.

Ejemplo 5.18

¢Es posible escribir (3, -1, 4) como combinacidén lineal de (O,
1, 1), (1, -1, 0) ¥ (3, -5, =-2)? o 1o que es lo mismo cesta (3, -1,
4) en gen ((1, -1, 0), (0, 1, 1), (3, -5, -2))?
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Solucién:
En cualquier casc se tiene:
(3, -1, 4) =1, (1, -1, 0) + r, (0, 1, 1) + ry (3, -5, -2)

o equivalentemente:

3= 1, + + 31y
=1l = -r, + ¥, = 51y
4 = r, - 2ry

escribiendo en forma matricial y efectuando eliminacién gaussiana
se tiene:

1 0 3 3
0 1 -2 2
0 0 0 2

entonces no existe solucién y (3, -1, 4) no se puede escribir como
combinacién lineal de los vectores dados.

5.5 INDEPENDENCIA LINEAL

Hemos visto gue un conjunto de vectores gen(S) genera un
espacio vectorial V si § C V y cada vector en V es una combinacién
lineal de v,, v,,...,Vv_. Los conjuntos de generadores son muy utiles
ya que en muchos casos es posible estudiar un espacio vectorial V
si primero se trabaja con los vectores que pertenecen a algin
conjunto de generadores S y después se aplican los resultados a la
totalidad de V. El problema de encontrar los conjuntos mas pequefios
de generadores para un espacio vectorial depende del concepto de
independencia lineal.

Ejemplo 5.19

Determine si gen {((1, -1, 0), (0, 1, 1), (3, -5, -2)) genera
todo R}

Solucién:

Sea (x%,, X,, X;) un vector cualquiera en R’, entonces queremos
saber si es posible escribir

(x4, X, %5) =1, (1, -1, 0) + ¥, (0, 1, 1) + r; (3, -5, -2)

que es equivalente a

1 0 3 ! x
-1 1 -5 'X,
0 1 -2 X
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la cual se reduce a

1 0 3 0 ox
] 1 -2 1 ox +x
0 0 0 ! X3 - X; = X,

hay una solucién sélo si x; - x, - x, = 0, pero esto impone una

restriccién a (x,, Xx,, %) Yy por lo tanto 1la primera de las
ecuaciones no se puede resolver para un vector arbitrario (x,, X,,
X;) , esto significa que este conjunto de vectores no genera R} fo
que no implica que no se pueda generar otro espacio con éste
conjunto, entonces cabe pedir: describa gen(S) donde

s =((1, -1, 0), (0, 1, 1), (3, -5, -2)}
Suponga que (X,, X,, X;) estd en gen(S) entonces la ecuacién
(%y, X3, X5) = I, (1, -1, 0) + r, (0, 1, 1) + r; (3, -5, -2)

debe tener solucién, pero se tiene que %, - X, -~ X, = 0 por lo cual
gen(S) = ( (X, X,, x3)| Xy = X, + X,} Es 3ecir, el espacio generado
por S consta de todos los vectores cuya tercera componente es la
suma de las dos primeras, asi por ejemplo (1, 3, 5) no esta en
gen(S) y (1, 3, 4) € gen(S).

Por ejemplo R? esta generado por S = {( (1, 0), (0, 1)} pero
también puede generarse por el conjunto mayor S' = ( (1, 0), (O,
1), (1, 1)}. R? y funciones sobre R? se pueden analizar a través de
los conjuntos generadores, asi entonces por economia, habria que
encontrar los conjuntos generadores mas pequefios. Para lograr esto

se requiere del concepto de independencia lineal

DEFIN;CION 5. Un conjunto {(vy, Vareeor VY, } de vectores en un
espacio vector1a1 V se llama 11nea1mente 1ndepend1ente si

ry v+ r, v, +...+r, v, =0
tiene como unica solucién r,=r,=...=r, =0, es decir la solucién
trivial.
DEFINICION 5.8 Un conjunto {(Vyy V5,..., Vv,} de vectores en un

espacio vectorial V se llama 11nea1mente dependlente si
r, VvV, + r, v +...+r, v, = 0

tiene una solucién no trivial, es decir, existen escalares r,,
r,,...,r, no todos cero tales que el sistema descrito tiene solucion

o 20

En cada uno de los espacios vectoriales especificados
determine si los vectores listados son linealmente independientes
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o dependientes

a) v=ch°nS=(x‘|=(2I 1), xz=(6, 3),X3=(0,

geométricamente se tiene:

1))

»3
xl

Figura 3.3

Note que
=3x, + x, + Ox3 =0
de donde x,, X,, X; son linealmente dependientes

otra forma seria

r X, +r X +Ir;X = 0
o -
2 6 0 0
r, +r, + Iy =
1 3 1 0

y en forma matricial

2 6 0 r, 0
r,| =
1 3 1 Iy 0
de donde
2 6 0 2 6 0
1 3 1 0 0 1
lo que implica r; =0, r, = t, r, = -3t teR

por lo tanto x,, X,, ¥X; son linealmente dependientes.
b) Si V = R® con
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(o] 0
X, = 1 X, =12 Xy = 0
1 1 4
entonces
1 0 0 4]
r, 1 + r, 2| + ry o|= |0
1 1 4 0
o bien

[Ty
= NOo
&> 0o
coo

como se tiene una matriz triangular inferior es invertible y ademas
la solucién es la trivial.
ry=x, =ry3=20

por lo cual x,, X,, Y Xy son linealmente independientes.
c) 8i V=M, con

1 0 4 0 0 1
M, = M, = My =
0 0 0 0 1 1
entonces escribimos

r1M1+r2M2+r3M3—

=0
esto es
1 0 q 0 0 1 0 0
xr, + r, + ry =
0 0 0 0 1 1 0 0
o bien
r, + 4r, Iy ] 0
Iy Ty 0 0
de aqui
r, + 4r, = 0
ry = V]
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lo que implica que r, = si r, = t entonces r, = -4t teR
por lo tanto M,, M,, M, son ?llneafmente dependlenl:es.

Ejemplo 5.21
Determine si el conjunto formado por los vectores v, = (1, -2,
3), v, = (5, 6, -1) y vy = (3, 2, 1) es linealmente dependiente o
independiente.
Solucién;
En términos de los componentes, la ecuacién vectorial
r,v1+r2vz+r3v3=0
se transforma en
r, (1, -2, 3) + r, (5, 6, -1) + r; (3, 2, 1) = (0, 0, 0)
o el sistema:
r, + 5r, + 3ry

-2r1 + 6r2 + 2r3
3r1 - r+ 1y

| |
[=NoR=}

resolviendo éste sistema se tiene
= =} = =X =
r,=-35t r, ¥t ry t

por lo que el sistema tiene soluciones no triviales y en
consecuencia v,, v, ¥ v; son linealmente dependientes.

Nota 3: El término "linealmente dependiente" sugiere gque los
vectores "dependen" unos de otros de alguna manera. Para ver ésta
dependencia, suponga que Vv = {(Vyy Vy,e..,Vv.} @ un conjunto
linealmente dependiente por 1lo tanto, la ecuac1on

r, v, +r,v, oot v, = 0

tiene otra solucién ademas de r, =r,= ... =r = 0. Supongamos que
r, F+ 0 entonces multiplicando esta ecuacién por 1/r, y resolviendo
para v, se obtiene:

~ r, r,
v, == ===, + ... - -]V,
T, r,

por lo que v, se puede expresar como una combinacjién lineal de los
vectores restantes VareesiVes Por lo que podemos concluir que: un
conjunto de vectores es linealmente dependiente si y solo si al
menos uno de los vectores es una combinacién lineal de los
restantes.
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Ejemplo 5.22

Dos vectores v, y v, forman un conjunto 1.d. si y solo si uno
de los vectores es un multiplo escalar del otro. Para ver esto,
suponga que S = (v,, v,) es linealmente dependiente. Dado que la
ecuacién vectorial

rv,+r,v,=0
tiene una solucién ademds de la trivial r, = r, = 0, ésta ecuacion
se puede expresar como:

r, r,
V= = ===V, o V, = = === v,
r, r,

estas ecuaciones indican que v, es multlplo escalar de v, Y
viceversa. Por consecuencia, dos vectores en R2 o en R® son 1.d. si
Yy solo si pertenecen a la misma recta que pasa por el origen
para R} decimos que si Vi, V, Y V3 son tres vectores en R} entonces
el conjunto S = (v,, vy} es 1.d. si y sélo si los tres vectores
pertenecen al mismo pfano que pasa por el origen.

TEO, 5.5

Sea V.= { Vi, Vy,eee,V, } un conjunto de vectores en R". Si r
> n, entonces V es linealmente dependiente.

demostracidn:

Suponga que

Ve = (Vyr VigreooVq,)
Vy = (Vy, VZZ""’vZn)
Ve = (vr1' VrZ""'vrn)

considere la ecuacién
v+ v,+...+tr, v =0

expresando ambos lados de 1la ecuacién en términos de sus
componentes se tiene que:

Vig 3 ¥ Vy L+ . 4V, T =0

VeI + Vp L + oo # v, r =0

Vipn Ly ¥ Vo L + o0 VX =0
109



este es un sistema homogéneo de n ecuaciones con r incégnitas. Dado
que r > n entonces por el resultado que dice, que si un sistema
homogéneo de ecuaciones 1lineales tiene mas incognitas que
ecuaciones, siempre tiene un numero infinito de soluciones, lo que
implica que el sistema tiene soluciones no triviales y por lo tanto
S es un conjunto 1.d.

5.6 BASES Y DIMENSION

El conjunto de vectores S = ((1, 1), (1, -1)) genera a R’. Es
decir, cualquier vector de R? es una combinacién lineal de (1 1),
(1,~-1). El1 conjunto de vectores

=( (1, 1), (1, -1), (1, 0)})

también genera a R!. Los conjuntos S y T difieren en que S es
linealmente independiente mientras que T es 1linealmente
dependiente. Esto hace que haya una diferencia al expresar un
vector como una combinacién 1lineal de 1los vectores de cada’
conjunto. Por ejemplo, al expresar (2, 4) en términos de los
vectores en S, se tiene como unica posibilidad

(2, 4) =3(1, 1) - 1(1, -1)

sin - embargo, en términos de los vectores de T, hay varias
posibilidades:

(2r 4) = 3(11 1) - 1(11 -1) + 0(1l 0)
(2, 4) = 0(1, 1) - 4(1, -1) + 6(1, 0)
(2, 4) = 4(1, 1) + 0(1, -1) - 2(1, O)
o0 en general
(2, 4) = (k+4)(1, 1) + k(1, -1) + (-2-2Kk) (1, O)

La conclusién es: si un conjunto S de vectores genera V y S es
linealmente dependiente, entonces la representacién de un vector x
en términos de los vectores en S no es unica. Si se desea unicidad,
el conjunto generador también debera ser linealmente 1ndepend1ente.
Un conjunto con esas caracteristicas recibe el nombre de base para
V. Las bases se emplean en teoria de cédigos entre otras areas.

DEFINICION 5.9 Si V es un espacio vectorial y § = (Vyr Vyreeo,vy)
es un conjunto finito de vectores en V, entonces se dice que S es
una base de V si

a) S es linealmente independiente
b) S genera a Vv
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Ejemplo 5.23

Sean v, = (1, 2) Y v, = (3, -1). Demuestre que el conjunto S
= { v,, v, } es una base & R

Solucién:

Se tiene gque demostrar que S es linealmente independiente y
que genera a R?

Para demostrar que S genera a R?, se debe mostrar que un
vector arbitrario b = (b,, b,) se puede expresar como una
combinacién lineal de v, y v,, esto es

r, (1, 2) + r, (3, -1) = (b, by) (5.4)

tiene una solucién unica para cualquier b = (b,, b,)

Y para demostrar que v, y v, son linealmente independientes se debe
demostrar que

r, (1, 2) + 1, (3, -1) = (0, 0) (5.5)

tiene solamente la solucién r, = r, = 0. Las ecuaciones (5.4) y
(5.5) escritas en términos de sus componentes son iguales a:

r, + 3r2
2r, - r,

[}
o
L]

r, + 3rz
2r, - I,

en forma matricial se tiene:

i 3! b,
2 -1! b

lo que se puede resolver escribiendo

1 3 | by
2 =-1! b, !

usando eliminacién gaussiana se tiene:

L =
1
=W

2.9
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la independencia lineal se comprueba con esta parte

l——‘-—— .A_—l
1 3 b, 0
2 -1 ~b,+2b, 'O

L : 7

| — |

EL espacio generado se comprueba
con esta parte

se tiene entonces que para demostrar que S genera se tiene:

por lo cual dando valores arbitrarios a b; y b, se obtienen los
valores para r, y r, que multiplicados por v, y v, pueden expresar
como combinacion lineal a b, y b,

Para la independencia lineal se tiene que

r, +3r, =0
r,=0
lo que implica r; = r, = 0 por lo tanto S es una base de R?
TEOREMA 5.6
Sea S = ( vy, V,,...,V, } una base para el espacio vectorial Vv,

y sea veV. Los coeficientes en la representacién
V=or v+ ... +r Vv

n n

son unicos.
demostracjién:
Supdéngase gque se tienen las dos representaciones

v
v

a vyt ...+ oa, v,
b, vi + ... + b, v,

para v; se demostrard que los coeficientes son iguales. Para ello,
formamos v + (-v) que es igual a cero y se combinan los términos
para obtener

0= (a; =b)v, + ... + (a, - bv,
como S es una base, es un conjunto l.i. por lo tanto
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lo que implica
a, =b,, a,=b,,...,a = b
Ejemplo 5.24

Sean v, = (1, 2, 1), vV, = (2,9, 0) y V3 = (3,3 3, 4). Demuestre
que el conjunto § = {v,, V,, V;) es una base de R

Entonces se tiene que demostrar que para cualquier vector b =
(b,, b,, by) la ecuacioén

r, vy + ¥, v, +...+r; vy = b
siempre tiene solucién, y que la unica solucién de
Iy Vi + I, v, +oo.try V3 = 0
es la trivial, estoes r, =r, =r; =0

De estos dos sistemas podemos concluir, que la matriz de
coeficientes asociada

es invertible, esto es que existe solucién unica para Ar = 0 y para
Ar = b. Que A es invertible se puede verificar con su determinante,
si det A ¥ 0 entonces A es invertible.

1 2 3
det A = |2 9 3| = =1
1 0 4

por lo tanto S es una base de R’
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TEOREMA 5.7

Sean v,, Vv,, ..., V_ vVectores en R" las siguientes condiciones
son equivalentes

1. Los vectores son linealmente independientes

2. Los vectores generan todo R"

3. La matriz A que tiene estos vectores como vectores columna es
invertible.

Ejemplo 5.25
Sea el conjunto S = { M,, M,, M;) tal que

M, = M, M, = M, =

0 0 0 1 0 0 1

[1 0 0 0 0 0 0

demuestre que S es una base del espacio vectorial M,, de las
matrices de 2x2

Solucién

Para comprobar que S genera a M,,, observe que, dada una matriz

arbitraria .
a b
c d

se puede expresar como:

=aM+bM+cM+dy
es decir, una combinacién lineal de M, M, M, Y M
Para verificar que S es 1.i. hacemos
aH1+bH2+cH3+dM‘=0

o bien
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entonces

por lo tanto a =b =c =d = 0 y S es linealmente independiente.

Ejemplo 5.26

Muestre gue el conjunto § = { (1, 2), (3, -1), (1, 0}} no es
una base de R°.

El conjunto S es 1l.d. porque:
(1, 2) + 2(3, -1) - 7(1, 0) = (0, 0O)
por 1o cual S no es una base de R?
TEOREMA 5.8 REDUCCION DE UN CONJUNTO GENERADOR A UNA BASE

Si 8 = {(v,,..., Vv,} es un conjunto de vectores no nulos que
genera a un subespacio W de un espacio vectorial V, entonces alguin
subconjunto de S es una base para W. Dicha base se puede encontrar
excluyendo de S aquellos vectores que son combinaciones lineales de
predecesores.

demostracién:

Si S es un conjunto linealmente independiente, entonces por
definicién S es una base para W.

Si S es linealmente dependiente, uno de los vectores puede
escribirse como una combinacién lineal de los otros. Supdngase que
v, es dicho vector. Se afirma que S'= ( v,,..., V., } aun genera a
W. Para comprobar ésto, sea x un elemento de W con

X =Cy Vy + oty Vot C vV
pero v, = d, v, + ...+ 4, v, , por lo que ésta expresion se puede
sustituir en la combinacién lineal anterior para obtener
X Cy Vy + Lt c Vot (d1 Vo+ oeeev d V)

(c1 + c, d1) Vy toout(c .y + C &w1) Vi1

por lo tanto S' genera a W. Si S' es linealmente independiente S'
es una base para W. Si S' es 1.d. uno de los vectores en S' es una
combinacidén lineal de los demds, y se procede a efectuar nuevamente
el mismo procedimiento. En ésta forma debe llegarse al fin a un
conjunto linealmente independiente que genera W, y que por lo tanto
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sea una base de W.
Se llega asi al siguiente resultado fundamental :

Cualquier espacio vectorial finito, gemerado por um conjunto
de vectores no nulos, tiene por lo menos una base.

jemplo 5.27

Considere el subespacio W de R® generado por el conjunto de
vectores S = ((2, 1, 3), (-1, 2, 0), (1, 8, 6)} encuentre una base
de W
Solucién:

Comenzamos por examinar el segundo vector, como (-1, 2, 0) no
es miltiplo de (2, 1, 3) entonces (-1, 2, 0) se queda en la lista.
Procedemos con el vector (1, 8, 6) y verificamos si puede
expresarse en la forma

(1, 8, 6) = r-|(21 1, 3) + rz(_ll 2, 0)

para escalares r,, r,, este sistema de ecuaciones se puede escribir
en forma matricial como

para encontrar la solucién en r, y r, procedemos a efectuar
eliminacién gaussiana:

2 -1 1 1 2 8 1 2 8 1 2 8

1 2 8 2 -1 1 0 -5 -15 0 1 3

3 0 6 3 0 6 0 -6 -18 0 0 0
Obtenemos la solucién r, = 3 y r, = 2 y concluimos que (1, 8, §6)
estd en el conjunto S' = { (2, 1, 3), (-1, 2, 0)} donde S' es una
base de W.

Tal como se ha presentado hasta ahora, la técnica de exclusioén
parece potencialmente laboriosa. Por ejemplo, para aplicarla a una
lista vy, v,,..., Vv, parece que debemos probar si tienen soluciones
para cinco ecuaciones vectoriales

V, = r, Vv v

1 3= LV LV,

Yy asi sucesivamente.
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En el espacio vectorial R", cada una de éstas ecuaciones conducira
a un sistema lineal, sequin se ilustro en el ejemplo anterior. En
realidad se pueden resolver cinco sistemas lineales al mismo
tiempo, reduciendo una sola matriz, seqin se enuncia en el
recuadro. Explicaremos la validez de esta técnica en el siguiente
ejemplo.

Técnicas de exclusién en R"

La eliminacién de los vectores distintos de
cero gque son combinacién 1lineal de 1los
predecesores en una lista Vir Varse.,V, Se
puede lograr como sigue:

1. Formar la matriz A con v; como el j-ésimo
vector colum a.

2. Reducir A a la forma escalonada por filas
como en el método de Gauss.

3. Los vectores de las columnas de A que dan
lugar a pivotes (distintos de cero) deben
permanecer y generaran todo el espacio columna
de A. Esto es, se excluyen de la lista
aquellos vectores de 1ls columnas de A que no
proporcionen pivotes distintos de cero

Ejemplo 5.28

Sea W el subespacio de R° generado por:

vy = (1, ~1, o, 2, 1) v, = (2, 1, -2, 0, 0)
Vy = (0, ~3, 2, 4, 2) Vi T (3, 3, -4,-2,-1)
Vg = (2, 4, 1, 0, 1) Ve = (5, 7, -3,-2, 0)

use la técnica de exclusién para intenter acortar la lista v, i =
1,...,6 de generadores de W.

Solucién;

Se reduce la matriz que tiene v; como j-ésimo vector columna
Yy se tiene una forma escalonada.

1 2 0 3 2 5 1 2 0 3 2 5
-1 1 =3 3 4 7 0 3 -3 6 6 12
0 -2 2 -4 1 =3 0 -2 2 -4 1 -3
2 0 4 -2 0 -2 0 -4 4 -8 -4 -12
1 0 2 -1 1 0 0 -2 2 -4 -1 -5
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De la ultima matriz vemos gue el subespacio W esta generado por las
columnas que contienen pivotes distintos de cero y corresponden a
Vy, V, Y V5 en la matriz original. Se concluye que:

W = gen (v, Vv, Vg }

DEFINICION 5.10 Un espacio vectorial V tiene dimensién finita si
hay un subconjunto finito de vectores de V, ({(v,, V,,...,V,) due
forman una base de V (la dimensién es igual al numero de vectores
en una base de V). Si no existe tal subconjunto, V tiene dimensiodn
infinita (ademas se convendra en que el espacio trivial tiene
dimensién finita, aun cuando no tiene conjuntos 1l.i. y por
consecuencia, no tiene ninguna base)

la dimension de un espacio vectorial V se denota por 4im Vv

TEOREMA 5.9

1. Si 8§ = {v,..., V,} es un conjunto de n vectores linealmente
independientes en un espacio V de n dimensiones, entonces S es
una base de V.

2. $i § = (v,,..., Vv,) es un conjunto de n vectores que generan
un espacio V de n dimensiones, entonces S es una base de V.

3. s8i § = (vyy..., v,) es un conjunto linealmente independiente
en un espacio V de n dimensiones y r < n, entonces a S se le
pueden agregar vectores hasta formar una base de V, es decir,
existen vectores v ,,...,v, tales gque (v, Vo,eee sV,
Vesre++1Vy) €s una base de V.

Este teorema dice que si se conoce la dimensién n de un
espacio vectorial V de dimension finita, entonces los incisos 1 y
2 simplifican el problema de determinar si un conjunto S de n
vectores es una base. Para mostrar que S es una base, basta con
mostrar que S genera a V, o que S es linealmente independiente. Es
claro que si no se conoce la dimension de V se deben probar ambas
cosas. La utilidad del inciso 3 se vera mas adelante.
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TEOREMA 5.10
si 8 = {(v,,...,Vv,} es una base de V, entonces

a) Cualquier conjunto de m vectores con m > n es linealmente
dependiente, y por lo tanto no es una base para V.

b) Cualquier conjunto de m vectores con m < n no puede generar
a V y por lo tanto, no es una base de V.

Este teorema simplemente dice que el numero de vectores en una base
es unico.
o :
a) Sea T = (W,, Wy;e..,W,, W,,}. Es decir, T contiene
exactamente n+l vectores. Se demostrard que T no puede

ser una base probando que T es linealmente dependiente.
Para ello considérse

Cy Wy + C, Wy, +...+ C W, + C L, W, 0 (5.6)
pero cada w, puede escribirse como:
W = @, Vit oa, Vv, ...+ a, v, k=1, 2,...,nt+l

ya que S genera a V. Sustituyendo esto en la ecuacién
(5.6) se tiene:

(] m n n r(ﬂ
Zc W -k=12‘. ckj=12 a; v; it 2k=1 Z a; <) v; =0

k=1

desarrollando se tiene:

a3 G vyt A, G vy, telt a6,y Vv, =0
a ¢ v, + a, C, v, +...+ az'"ﬂ Ct Vo = 0

B G Vi Y 8 G Vp teeet B, Cq V=0

Observe que éste sistema homogéneo tiene menos ecuaciones
que incoégnitas, por lo que existe entonces solucién no
trivial para c,, ¢,,...,C,,- Esto quiere decir que T es
1.d. Ahora suponga que T contiene mas de n+l vectores.
Sea T' un subconjunto de n+l vectores, tal como se acaba
de demostrar, debe ser 1.d. Como T'CT, el conjunto T
contiene un subconjunto 1l.d. y es entonces un conjunto
1l.4d.

b) Suponga que T contiene n-~1 vectores y que genera a V.
Entonces por, el teorema 5.8 T debe contener una base S§*
para V. Si S contiene r vectores, entonces debera ser r
€ n-1. Como S" es una base y S tiene r+l o mas vectores,
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se infiere de la parte a) que S es 1.d. Lo que contradice
qgue S sea una base.

TEOREMA 5.11

Cualesquiera dos bases de un espacio vectorial de dimensién finita
tienen el mismo nmimero de vectores

Sean S = (Vy,...,V,}) ¥ S8' = {w, W,,...,W.)} dos bases de un
espacio vectorial V de dimension finita. Dado gue S es una base y
S' es un conjunto 1l.i. por el teorema 5.9 se afirma que m<n. De
igual manera puesto que S' es una base y S es un conjunto l.i. se
tiene n<m lo que implica gque m = n.

Ejemplo 5.28 (base candnica)

Muestre que R" tiene la base canédnica E = (e,, e,,...,e,) donde
e;=(0, 0,..., 1, 0,...,0)
j-ésima componente

Solucién:
Para el espacio generado considere cualquier x = (x,, Xy, 00+, X)) €ER"
Yy observe que:

x=x (1, 0,...,0) +X, (0, 1,...,0) + ...+ X, (0,...,0, 1)

=X, e + X, € + ...+ X e

para el caso de la independencia lineal considere

c,e +c,e +...+c e = (0, 0,...,0)

de donde se ve que ¢, =¢C, = ...= 0, Por lo tanto, E es una base de
R"y dim R" = n .

esto es razonable ya que se tiene:

R - recta objeto unidimensional
R? - plano "  pidimensional
R® - espacio *  tridimensional

Ejemplo 5.29

Demuestre que M,; tiene dimensién 6

Solucioén:
Una base que es la candnica de M,; es la siguiente
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por lo que dim M,; = nimero de vectores en S = 6

Ahora que ya sabemos que es una base de un espacio vectorial,
podemos plantear el segundo problema fundamental del 4&lgebra
lineal.

EL PROBLEMA DE LA BASE

Sea V un espacio vectorial. El1 problema de la base puede
presentarse en una de las dos formas siguientes:

Problema 1. Construir una base para V. Tomando los vectores
de V.

Problema 2. Dado un conjunto S de vectores en V, construir una
base para V afadiendo o bien eliminando, algunos (pero no
todos) los vectores de S, o ambas cosas.

se puede resolver esto planteando lo siguiente:

Problema 1. Si puede escogerse un conjunto de vectores de
V gue genere V entonces eliminando vectores
dependientes se obtendra una base para V.

Problema 2. Si el conjunto dado S genera V, se procede
comc en el problema 1. Si no, se aumenta S
afladiendo mas vectores hasta que se obtenga un
conjunto generador y 1l.i.

Ejemplo 5.30 (20.Problema de la base)

Sea S = {((1, 0, 3), (2, 1, 4), encuentre una base T para R}
que contenga a S.

Como R® tiene dimensién 3, entonces T debe contener 3
vectores. El conjunto S, como estd, ya es 1l.i. por lo que sélo hace
falta afadir un vector a S, de tal forma que este nuevo vector sea
l.i. con los dos ya existentes.
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olucién 1: b o
Como {(1, O, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)) es una base para R’
entonces verificamos la independencia lineal de cada uno de éstos
vectores con los de S.
Esto es, si existen r,, r, y ry; tales que
r, (1, 0, 3) +r, (2, 1, 4) + ry (1, 0, 0) = (0, 0, 0)

lo que implica que

1 2 1 0 1 2 1 0
0 1 0 0 0 1 0 0
3 4 0 0 0 0 1 0

asi los vectores son linealmente independientes y forman una base -
T={(1, 0, 3), (2, 1, &), (1, O, 0))

Solucién 2:
Otra forma de resolverlo es la siguiente:

gen {(1, 0, 3), (2, 1, 4)) =( x| x=a (1, 0, 3) +b (2, 1, 4))
={ x| x=(a+ 2b, b, 3a + 4b)}

por lo tanto, hay que procurar que el nuevo vector no sea de la
forma (a + 2b, b, 3a + 4b). Para ello se supone que el nuevo vector
es (X,, X,, X;) Y se hace que la ecuacién

(a + 2b, b, 3a + 4b) = (x;, X,, Xy)

no tenga solucidn para a y b. Igualando las componentes se obtienen
las ecuaciones cuya representacién matricial es

1 2 X,
0 1 . X,
|3 4 x
lo que se reduce a
1 2 ! ox
0 1 X,
L0 0 | X%y - 3x, + 2x,

por lo tanto si x;, %, y X; se eligen de tal manera que Xy - 3%, +
2x, + 0 se tendra un vector que no esta en gen {((1, 0, 3), (2, 1,
4)}), en tal caso x = (0, 1, 0) es una eleccién aceptable y
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T=( (1, O, 3), (2, 1, 4), (0, 1, 0)}

es una base de R>.

Solucién 3:
Si el tercer vector (x,, X,, X;) hiciera que ((1, 0, 3), (2, 1,
4), (%, %, X;)) fuera linealmente dependiente entonces
1 (o] 3
det |2 1 4 ¥ 0
X, X, Xy

calculando el determinante se tiene
Xy + 2%, - 3%, ¥ 0

que es la misma condicién obtenida mediante la solucién 2. Algunos
terceros vectores posibles son (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 1, 1) o
(1, 1, 0) en realidad hay un numero infinito de posibilidades.

5.7 RESUMEN

1. Un espacio vectorial es un conjunto no vacio V de objetos
llamados vectores junto con reglas para sumar dos vectores
cualesquiera v y w de V y para multiplicar culaquier vector v de V
y cualquier ecalar r de R. Se requiere que V sea cerrado bajo esta
suma de vectores y multiplicacién por un escalar, de modo que v+w
Yy rv estén en V. Es mas, los axiomas siguientes se deben satisfacer
para todos los vectores u, vy w de V y todos los escalares r y s
de R.

2. Para todos los vectores v y w de R", tenemos
Desigualdad de Schwarz: |v.w] < |v|] [w]
Desigualdad triangular : [[v + w| < |vi + [wl
3. Un subconjunto S de un espacio vectorial V es un subespacio de

V si, y solo si, es no vacio y satisface las dos propiedades de
cierre:

v + w € S para todos los vectores v y w € S

rv € S para todos los vectores veS y escalares r € R

4. El espacio generado por ( v,, V,,...,V, } es el conjunto de
todas las combinaciones posibles de v,, v,,...,v, Y se denota
gen(vy, Vy,...,V,) = {r, v, + r, v, +...+ r v | r; € R i=1,2,..,n }
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5. Sea V un espacio vectorial, un conjunto .de vectores ({v,,
Vyreeo,v,) de V es linealmente dependiente si existe una relacion
de dependencia

r, v, + r, v, +...+ r, v, = 0, para algun r, + 0

el conjunto es linealmente independiente si no existe dicha
relacién de dependencia, de modo que una combinacién lineal de los
v; es el vector cero sélo si todos los coeficientes son cero.

6. Una lista finita de vectores distintos de cero en V forma un
conjunto linealmente independiente si, y solo si, ningun vector de
la lista se puede expresar como combinacion lineal de sus
predecesores.

7. Un conjunto de vectores (v,, Vv,,...,v,} es una base para un
subespacio S de un espacio vectorial V si es linealmente
independiente y constituye un conjunto generador para S.

8. Cualquier subconjunto generador finito de un subespacio §,
distinto de cero, de un espacio vectorial V se puede reducir, de
ser necesario, a una base para S quitando los vectores cero y
excluyendo después aquellos gque son combinaciones lineales de
predecesores.

9. Las siquientes afirmaciones son equivalentes para n vectores
de R"
a) Los vectores forman una base para R"
b) Los vectores son linealmente independientes
c) Los vectores generan R"
d) Una matriz que tenga a los vectores como columnas es
invertible.

10. Sea S un subespacio de dimensién finita de un espacio
vectorial V. Todas las bases de S tienen el mismo numero de
elementos. Este numero, dim(S), se llama dimensién de S.

5.8 NOTAS HISTORICAS

LA IDEA DE UN ESPACIO N-DIMENSIONAL PARA N>3 se aceptd gradualmente
durante el siglo XIX; por tanto, es dificil sefialar una primera
"invencion" de este concepto. Entre los diversos usos tempranos de
este concepto estd su presencia en un trabajo del matematico ruso
Mikhail Ostrogradskii (1801-1862) sobre el teorema de la
divergencia, escrito en 1836; en los tratados geométricos de
Hermann Grassmann (1809-1877) al principio de la década de 1840, y
en un breve articulo de Arthur Cayley, en 1846. Lamentablemente,
los dos primeros autores fueron virtualmente ignorados en vida. En
particular,el trabajo de Grassman era bastante filoséfico y muy
dificil de leer. El1 articulo de Cayley simplemente decia gque se
podian generalizar ciertos resultados a dimensiones mayores que
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tres "sin recurrir a ninguna nocién metafisica respecto a 1la
posibilidad de un espacio de cuatro dimensiones". Sir wWilliam Rowan
Hamilton (1805-1865), en una carta de 1841, también observé que
"debe de ser posible, de una u otra manera introducir no sdlo
ternas sino poliadas (polyplets), de modo que en algun sentido se
satisfaga la ecuacién simbélica a = (a,,a,,...,a,) donde a es un
simbolo indicativo de un pensamiento (complejo) y a,,a,,...,a,
denotan n numeros reales, positivos o negativos".

AUNQUE LOS VECTORES DE R" fueron tratados por los matemdticos y
fisicos durante la segunda mitad del siglo XIX (como sucedié con
otros objetos que hoy consideramos vectores), hasta la aparicion
del tratado de Hermann Weyl (1885-1955) Space-Time Matter en 1918
no se imprimié una definicién axiomatica y abstracta de un espacio
vectorial. Weyl escribié este libro como introduccién a la teoria
general de la relatividad de Einstein; en el capitulo 1 analizé la
naturaleza del espacio euclideano y, como parte de ese analisis,
formuld lo que ahora son los axiomas comunes de un espacio
vectorial. Como tratdé sélo los espacios V de dimensién finita,
incluyé el axioma de dimensionalidad: para algun numero entero h
hay h vectores linealmente independientes en V, pero todo conjunto
de h+l vectores es linealmente dependiente.

Los axiomas de espacio vectorial se conocian desde hacia afos, pero
en general se demostraban como consecuencia de otras definiciones
de vectores. Por ejemplo, aparecen en el breve texto en italiano de
Giuseppe Peano (1858-1932). Cdlculo geométrico (1888), donde se
explica el trabajo de Hermann Grassmann.

LA DESIGUALDAD DE BCHWARZ se debe independientemente a Augustin-
Louis Cauchy (1789-1857), Hermann Amandus Schwarz (1843-1921) y
Viktor Yakovlevich Bunyakovsky (1804-1889).

Primero se formuld como un teorema sobre coordenadas en un
apéndice al texto de Cauchy de 1821 para su curso de andlisis en la
Ecole Polytechnique como sigue:

laa + a'a’ + a"a" +...| < faZ + a'Z + a" +... Ja? + a'%+ a%P+...

Bunyakovsky demostré en 1859 la desigualdad para funciones, esto
es, formulé el resultado

b b rb
.L £(x) g(x) djl < L £2 (%) dx J, g (x) ax

donde la integral del producto de las funciones f y g se puede
considerar como el producto interior de las funciones continuas en
(a,b). Bunyakovsky fue vicepresidente de la Academia de Ciencias de
San Petesburgo desde 1864 hasta su muerte. En 1875 la Academia
establecié un premio matemdatico en su nombre, como reconocimiento
a sus 50 anos de ensenanza e investigacién.
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Schwarz formuld la desigualdad en 1884. En su caso, los
vectores eran funciones &,fl, de dos variables en una regién T del
plano, y el producto interior de éstas funciones estaba dado por la
doble integral de su producto, donde se supone que ésta integral
existe. Entonces la desigualdad establece que

l”, #n dx dy| < \“J,‘»?dxd}l* Jﬁfrnzdxdyl

Schwarz era el principal matematico de Berlin alrededor del
cambio de siglo, el trabajo donde aparece la desigualdad esta
dedicado a una cuestién sobre superficies minimales.
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CAPITULO 6
LOS CUATRO ESPACIOS8 FUNDAMENTALES
6.1 ESPACIOS ASOCIADOS A UNA MATRIZ.

cuando tenemos un sistema de n ecuaciones con n incdégnitas
podemos resolverlo escribiendolo en forma matricial y la matriz de
coeficientes correspondiente se lleva a una matriz triangular
superior a través de eliminacién gaussiana y se procede a resolver
el sistema por sustitucién regresiva.

Para el caso de sistemas con m ecuaciones y n incdgnitas o
viceversa se procede a efectuar eliminacién gaussiana, pero 1la
matriz resultante no es una matriz triangular superior
estrictamente hablando, lo que se tiene es una matriz en forma
escalonada

La forma final U es "triangular superior", donde los pivotes
no estan en la diagonal principal y las entradas distintas de cero
guedan en forma escalonada.

* * *
U 0 * *
0 0 0

Antes de estudiar todas las posibilidades de encontrar
soluciones a este tipo de sistemas conviene que estudiemos ciertos
espacios asociados a las matrices, los resultados proporcionaran un
procedimiento sencillo para elaborar bases reduciendo una matriz
determinada a la forma escalonada, y en consecuencia tendremos la
posibilidad de analizar soluciones a tales sistemas.

DEFINICION 6.1 Considere la matriz

A = A A ... Ay,
= |3 Ap .-+ Ay
a, agp ... A,

los vectores

127




Iy = (A A ... 3y
r, = (321 Ay e aZn)
r, = (38 Az o+ a,)

que se forman con los renglones de A, se denominan los vectores
renglén de A. El subespacio de R" generado por los vectores renglén
se llama espacio de los renglones de A.

Ejemplo 6.1

Los vectores renglén de la matriz

sonr, = (2, 1, 0) yr, = (3, -1, 4)

El siguiente teorema es de gran utilidad para los calculos gque se
efectuaran posteriormente

TEOREMA 6.1

Las operaciones elementales en los renglones no alteran el
espacio de los renglones de una matriz.

Supongamos que se quiere elaborar una base para el subespacio de R"

generado por determinado conjunto de vectores {(v,, V,,...,V.},
entonces si se forma la matriz B cuyos vectores renglén son Vv,,
Vyy+++,V,, €l problema se reduce a encontrar una base para el

espacio de los renglones de B, por ejemplo, se puede obtener una
base para el espacio generado por los vectores:

v, = (1, -2, 0, 0O, 3)
v, = (2, ~5, -3, -2, 6)
vy = (0, 5, 15, 10, 0)

v, = (2, 6, 18, 8, 6)

encontrando una base para el espacio de los renglones de la matriz

1 -2 0 0 3
B = 2 -5 -3 =2 6
0 5 15 10 0
2 6 18 8 6

Por el teorema 6.1, se deduce que el espacio de los renglones de
una matriz no se altera si la matriz se lleva a la forma escalonada
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U es la forma escalonada de B. Dado que el espacio de los renglones
de B coincide con los de U, una base para el espacio de los
renglones de U serd también una base para el espacio de los
renglones de B. Es facil verificar que los vectores renglén de U,
diferentes de cero

r, = (1, -2, 0, O, 3)
r, = (0, 1, 3, 2, 0)
Iy = (0, 0, 1, 1, 0)

son linealmente independientes, por lo tanto éstos vectores forman
una base para el espacio de los renglones de U y en consecuencia
para el espacio de los renglones de B lo que nos conduce al
siguiente teorema.

TEOREMA 6.2

Los vectores renglén diferentes de cero, en 1la forma
escalonada de una matriz A, constituyen una base para el espacio de
los renglones de A.

Nota 1: Las columnas que contienen los pivotes son linealmente
independientes.

Nota 2: La dimensién del espacio de los renglones es igual al rango
de la matriz.

DEFINICION 6.2 El espacio columna de una matriz de orden mxn es
el espacio generado por las columnas. Es un subespacio del espacio
m-dimensional R". Si m=n entonces tanto el espacio renglén como el
espacio columna son subespacios de R", incluso pueden ser el mismo
subespacio. Al espacio columna a menudo se le llama el recorrido de
A : R(A), Como la idea de recorrido de una funcién (FIGURA 6.0)

Figura 6.0

en éste caso la funcidn es f(x) = Ax. Cuyo dominio consta de todas
las x en R" y el recorrido todos los posibles vectores Ax. Esto
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es, todas las b para las cuales puede resolverse Ax = b, esto es
igual a todas las posibles combinaciones de las columnas: el
recorrido es el espacio columna.

emplo 6.

Sea la matriz

1 3 3 2
A= 2 6 9 5
-1 -3 3 0

las columnas de esta matriz son linealmente dependientes, ya que la
segunda columna es tres veces la primera. Los renglones son también
linealmente dependientes, el tercero es dos veces el segundo menos
cinco veces el primero.

Si escalonamos la matriz A, los renglones distintos de cero
deben ser linealmente independientes.

Ademas si elegimos las columnas que contienen los pivotes, también
son linealmente independientes (en éste caso las columnas 1 y 3 son
linealmente independientes).

Las cuatro columnas generan el espacio columna por definicidn
sin embargo no son l.i., por lo tanto proponemos que las columnas
que contengan los pivotes distintos de cero son una base del
espacio columna.

Los dos primeros renglones ( por el teorema 6.2) son una base
para el espacio renglén. De todo ésto podemos concluir que los r
renglones distintos de cero de una matriz escalonada U son l.i. y
también lo son las r columnas que contienen los pivotes distintos
de cero.

La forma escalonada entonces se puede describir de 1la
siquiente manera:

1. Primero vienen los renglones distintos de cero (de haber
alguno se habria intercambiado)
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2. Debajo de cada pivote hay una columna de ceros, que se
obtiene por eliminacion.

3. Cada pivote esta a la derecha del pivote del rengldn
anterior, esto produce la figura escalonada.

Nos interesa localizar las soluciones, si existen de Ax = b
donde A es una matriz de mxn, xeR" y beR®, las columnas de A las
podemos ver como vectores de R®, esto es

A = (a,, a,,...,a)) con a,eR"

donde Ax podemos verla como una combinacién lineal de los vectores
columna de A, esto es

Ax = a, X, + a, x, +...+ a, X,

de donde Ax = b tiene solucién si el vector beR" puede expresarse
como combinacién lineal de los vectores columna de A de donde

1. Si m > n entonces los vectores columna son vectores de R"
y el nimero de vectores columna de A es menor que m de
donde el espacio generado por las columnas de A es un
subespacio de R" ( de a lo mas dimensién n)

por ejemplo

3%, + 2%, = 3
5x, + 6Xx, = 1
X, - 4%, = 5

tenemos entonces que (3, 5, 3) y (2, 6, 4) son vectores en R® donde
no pueden generar a R’ pero si un subespacio de R), si son
linealmente independientes un plano en R® y si no una recta.

Tenemos que considerar ademas dque:

a) el sistema no tenga solucidn, lo que sucede si b no se
encuentra en el subespacio generado por las columnas de A

b) que tenga solucion udnica, si los vectores columna de A son
l.i. y forman por lo tanto una base del espacio generado por
las columnas de A.

c) que tenga una infinidad de soluciones, ésto ocurre si la
dimensién del espacio generado por las columnas es menor que
n, por lo cual 1los vectores columna son linealmente
dependientes y conforman un conjunto generador (pero no base,
Ya que generan un subespacio de dimensién menor que n) de
donde si b esta en el espacio generado por las columnas de A
puede representarse en una infinidad de formas de
combinaciones lineales de las columnas de A.
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2. Si m<n los vectores columna de A no pueden ser una base
para R" ya que son mas de los que se necesitan y para R" solo
pueden ser base para un subespacio.

Ejemplo 6.3

Comenzamos con el caso homogéneo Ax = 0 donde A es la matriz

1 3 3 2
A= 2 6 9 5
1 -3 3 0

que se puede reducir a Ux = 0 de la siguiente manera:

1 3 3 2 b4 0
Ux = 0 0 3 1 y = 0
0 0 0 0 z 0

w

las incégnitas x, y, z, w van en dos grupos. Un grupo consta de las
variables basicas, aquellas gque corresponden a las columnas con
pivotes distintos de cero (en este caso la la. y la 3a.) asi que x,
z son variables bdsicas. El otro grupo consta de las yariables
libres, que corresponden a las columnas sin pivotes, estas son la
2a y la 4a. columnas, entonces y, w son las variables libres.

Para encontrar la solucién general a Ux = 0 (o Ax = 0)
asignamos valores arbitrarios a las variables libres esto es, vy,
W entonces

0 --> 2
0 --> x

3z + W
X + 3y + 32 + 2w

-1/3 w
-3y - w

|
([

hay una infinidad de soluciones al sistema con dos parametros
libres w, y. La solucioén general es la combinacién

-3y - w -3 -1
y 1 0
X = =y + W
-1/3 w 0 -1/3
w o 1

si damos valores ay , yaw, y=1, w =0 tenemos la solucién ( -
3,1, 0, 0), si y=0, w=1 tenemos (-1, 0, -1/3, 1). Todas las
soluciones son combinacién lineal de éstas dos.
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Entonces las soluciones de Ax = 0 forman un subespacio
bidimensional, el espacio nulo de A, del espacio de 4 dimensiones
de todos los vectores x. Este espacio nulo lo podemos describir
como un "plano" generado por (-3, i, 0, 0) vy (-1, 0, ~1/3, 1). Las
combinaciones de estos vectores forman un conjunto cerrado bajo la
suma y el producto por un escalar y todas estas combinaciones
constituyen el espacio nulo.

En el caso de n > m, no debe haber mas de m pivotes distintos
de cero, entonces debe haber al menos n-m variables libres por 1lo
cual: Cada sistema homogéneo Ax = 0 tiene una solucién no trivial
si tiene mas incégnitas que ecuaciones (n > m): existe alguna
solucién x diferente de la trivial x = 0.

Para el caso no homogéneo b ¥ 0 tenemos Ax = b aplicando
operaciones elementales tenemos Ux = c¢:

103 3 2 x b,

o o 3 1 y | = |b, ~ 2b,

o o o o z by ~ 2b, + 5b,
w

No esta claro que el sistema tenga solucién ya que el tercer
renglén de la matriz es igual a cero entonces

b, - 2b, + 5b, = 0
el conjunto de vectores obtenibles b no es todo el espacio

tridimensional. Es posible resolver Ax = b si b esta en el espacio
columna de A generado por las columnas:

SN
wow
wWow
owun

aunque son 4 vectores, solo obtenemos un plano en el espacio
tridimensional ( ya que la 2a columna es 3 veces la primera y la
cuarta es la primera mas una fraccion de la tercera). Son estas
columnas las que no tienen pivotes.

Si suponemos que b estd en el plano generado por el espacio
columna por ejemplo b = (1, 5, 5) efectuando eliminacién y fijando
las variables libres obtenemos

1 3 3 2 X 1

0 0 3 1 y|=1|3

0 0 0 0 z 0
w
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-—> 3z + w=3 -—> z=1-1/3 w
X+ 3y +32+2w=1 —-—> X ==2 -3y ~Wvw
de donde
X -2 -3 -1
Yy 0 1 0
X = = +y +w
z 1 0 -1/3
w 0 ] 1

si comparamos la solucién con la del caso homogéneo Ax = 0 la unica
diferencia es la inclusién del vector (-2, 0, 1, 0) que es una
solucién de las ecuaciones dadas, es una solucién particular de Ax
= b, y la solucién general x es una suma de esta solucién
particular y la solucién general de Ax = 0. Geométricamente las

soluciones se encuentran de nuevo en un plano en el espacio de 4
dimensiones, pero ahora no constituyen un subespacio, ya que el
plano no pasa por el origen, el origen x = 0 no es una solucién
cuando b 0. El plano es paralelo al espacio nulo que se tenia
antes, pero desplazado por el vector que da la solucién particular.

Resumiendo tenemos:

El préposito original de la eliminacién era simplificar un
sistema de ecuaciones 1lineales sin alterar ninguna de las
soluciones. Se reduce el sistema Ax = 0 a Ux = 0 y éste proceso es
reversible. Por lo tanto el espacio nulo de A es el mismo que el
espacio nulo de U. De las m aparentes restricciones impuestas por
la m ecuaciones Ax = 0, s6lo r son independientes, éstan
especificadas por cualesquiera r renglones de U distintos de cero.

DEFINICION 6.3 El espacio nulo de A: N(A) tiene dimensién n-r y
consta de todos aquellos vectores x para los cuales el sistema

homogéneo Ax = 0 ( o su equivalente Ux = 0) tiene solucién. Se
obtiene una base para el espacio nulo reduciendo el sistema
original al sistema Ux = 0, que tiene n-r variables libres,

correspondientes a las columnas de U que no contienen pivotes. Al
espacio nulo también se le llama el nicleo de A y su dimensién n-r
es la nulidad de A.

De todo lo expuesto hasta aqui podemos concluir que A no tiene
el mismo espacio columna que U. La eliminacién no altera el
espacio de los renglones ni el espacio nulo, pero las columnas Son
completamente diferentes. Sin embargo si el conjunto de columnas de
A es independiente, entonces lo mismo es cierto para las
correspondientes columnas de U y viceversa, entonces U nos puede
ser util en términos de indicarnos cuales son las columnas de A que
forman una base.
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Para encontrar una base de R(A) consideremos el siguiente
resultado:

TEOREMA 6.3

La dimension del espacio columna R(A) es igual al rango r, que
también es igual a la dimensién del espacio fila: el numerc de
columnas independientes es igual al numero de renglones
independientes. Una base de R(A) estda formada por aquellas r
columnas de A correspondientes en U, a las columnas gue contienen
los pivotes distintos de cero.

Este teorema también afirma para el caso de matrices cuadradas
que si los renglones de una matriz cuadrada son l.i. también lo son
las columnas.

DEFINICION 6.4 El espacio nulo de A' o espacio nulo izquierdo :
N(A') es un subespacio de R"™ que consta de todos aquellos vectores
y tales que A'y = 0 6 y'A =0 y se le llama a y el vector nulo '
izquierdo de A.

Es fdcil encontrar la dimensién de N(A' ). Sabiendo que:

rango + nulidad = dimensién del espacio columna + dimensidn del
espacio nulo = numero de columnas

Esta regla también se aplica para A' 1la cual tiene m columnas.

Pero el rango de los renglones = rango de las columnas = r,
entonces
r + dim N(A') = m
dim N(A') = m - r

Esquematicamente se puede ver en la figura 6.1

Sabemos ahora cual es la dimensién de los cuatro espacios
asociados a una matriz y resumimos éste resultado en el sigquiente
teorema

TEOREMA 6.4: TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA _LINEAL (la. Parte)

1. R(A') = espacio renglén de A: dimensién = r
2. N(A) = espacio nulo de A: dimensién = n-r
3. R(A) = espacio columna de A: dimensién = r
4. N(A') = espacio nulo izquierdo de A: dimensién = m-r
tal que:

n = dim R(Az + dim N(A)

m = dim R(A®) + dim N(AY)

Este teorema se ilustra con el siguiente ejemplo:
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Figura 6.1

Ejemplo 6.3

Encuentre la dimensién y construya una base de los cuatros
subespacios asociados a la matriz

A =
1] 2 8 0
Solucién:
1.~ El espacio de los renglones de A: R(AY)

escalonando la matriz A tenemos:

entonces el vector (0,1,4,0) forma una base de los renglones
de A y Dim [R({A%)]=1.

2.- El espacio de las columnas, buscamos las columnas cuyos
pivotes sean distintos de cero y vemos que la unica es la
segunda columna (1,2)' de donde :

Dim (R(A))= 1 y una de sus bases (1,2)!
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3.~ Espacio nulo de A. N(A) con dimensién n-r => 4-1=3 y para
determinar una base, procedemos a resolver el sistema Ax=0,
(también puede hacerse con Ux=0)

X,
1] 1 4 0 X, 0
AXx = =
o] 2 8 0 Xy 0
X,
de donde
X, + 4% = 0 = X, = —4X;
sea x; =t entonces x, =-4t y haciendo %, = u y X, = Vv se
obtiene:
X, u 0 1 0
X, -4t -4 0 0
= = t + u + v
Xy t 1 0 0
x, v 0 0 1
por lo cual
0 1 0
-4 0 0
1 0 0
0 0 1
forman una base para N(A), y dim (N(A)) =n-r =4 - 1 =3 que son

el numero de vectores en la base.

4.- Espacio nulo izquierdo de A :N(A') con dimensién m-r => 2-1= 1.
Para encontrar una base procedemos a resolver A' y = 0

0 0 0
1 2 Y4 0
Aty= =
4 8 Y, 0
0 0 0
de donde
y, = -2y, haciendo y, = t
y, = -2t

por lo cual una base de N(A') esta dada por
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y dim (N(AY)) =m-r=2-1=1

Ejemplo 6.4

Encuentre la dimensién y construya una base de los cuatro

subespacios asociados a la matiz

1 3 3 2
A = 2 6 9 5
-1 -3 3 (o]
1.- El espacio de los renglones de A: R (A')

>

it
[N}
o

o

(&)

Q
oOoOmM
(== R¥)
oww
omMN

[}

c

entonces los vectores ((1, 3, 3, 2), (0, 0, 3, 1)} forman una
base de los renglones de A y Dim R(AY) = 2

El espacio de las columnas, buscamos las columnas cuyos
pivotes sean distintos de cero:

l_l 3
2 9
-1 3
Dim R(A)= 2
Espacio nulo de A. N(A) con dimensién n-r => 4-2=2 y para

determinar una base, procedemos a resolver el sistema Ax=0,
(también puede hacerse con Ux=0)

X,
1 3 3 2 X, 0
Ax = 0 0 3 1 =10
o] 0 0 0 Xy o]
X,
de donde
3 + x, = 0 => Xy = ~1/3 x,



sea X, = t entonces x; =-1/3t y haciendo x, = -3x, - 3%y - 2X,
Y X, = u se obtiene:

X, -3u-t -3 -1
X, u 1 0
= = u + t
X, -t/3 0 -1/3
X, t 0 1
por lo cual
-3 -1
1 4]
0 -1/3
0 0

forman una base para N(A).

4.- Espacio nulo izquierdo de A :N(A%) con dimensién m-r => 3 - 2
= 1. Para encontrar una base procedemos a resolver A' 'y = 0

1 0 o
3 0 o |y 0

Aty = LY =/0
3 3 o |y, 0
2 1 o

por lo cual una base de N(A') esta dada por

Y, 0

=t 0
Y, 1

Hemos visto hasta aqui que para encontrar una base del espacio
renglén y una base para el espacio columna se procede a escalonar
la matriz A en una matriz U, es entonces factible preguntar si
éstas matrices estan relacionadas como antes, mediante una matriz
trianqgular inferior L, tal que A = LU, la respuesta es si existe
una matriz L tal que A = LU, por ejemplo:

Si se tienen las siguientes matrices A y su forma escalonada
U

W oW
W w
ounNn
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1 3 3 2
U=|0 0 3 1
0 0 0 0

entonces la matriz L esta dada por:

1 0 0
L=| 2 1 0
-1 2 1

y se verifica que A = LU, note ademds que L no es rectangular sino
cuadrada. Es una matriz del mismo orden m = 3 que el numero de
renglones en A y en U. En este caso como se requirié de un
intercambio de renglones entonces se introduce una matriz de
permutacién P con lo que enunciamos el siguiente teorema:

TEOREMA 6.5

A cada matriz A de orden mxn corresponde una matriz de
permutacién P, una matriz triangular inferior L <con diagonal
unitaria y una matriz escalonada U de orden mxn tales que PA = LU

MATRICES DE RANGO UNO

Un ejemplo de una matriz de rango uno, r = 1 esta dada por la
siguiente matriz: :

Cada rengldén es un miltiplo del primero de modo que el espacio
renglén es unidimensional. Se puede escribir toda la matriz de la
siguiente manera:
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como el producto de un vector columna con un vector fila, ademés
todas las columnas son multiplos del mismo vector, el espacio
columna tiene dimensién r = 1.

Cualquier matriz de rango uno se puede factorizar en la forma
simple A = uv'. Todos los renglones son miltiplos del mismo vector
vt y todas las columnas son miltiplos de un mismo vector u.

6.2 SOLUCION DE M ECUACIONBS EN N INCOGNITAS

Ya conocemos el proceso de eliminacién para matrices
cuadradas. La eliminacién misma se realiza directamente sin mayor
cambio, pero hay algunas diferencias al obtener 1la solucién
mediante la sustitucion regresiva.

Consideremos la ecuacién escalar ax = b (un sistema de una
ecuacién con una incégnita), podemos considerar las siguientes tres
alternativas:

1. Si a¥ 0 entonces existe la solucién x = b/a para cualquier b y
ésta solucién es unica. Este es el caso no singular , de una matriz
de 1x1 invertible.

2. Si a=0 y b=0 hay una infinidad de soluciones, cualquier x
satisface 0x = 0. Este es el caso indeterminado, existe solucién
pero no es unica.

3. Si a=0 y b¥0 no hay solucién a O0x = b éste es el caso
inconsistente.

Estas alternativas pueden ocurrir para matrices cuadradas. Con
una matriz rectangular no podemos tener existencia y también
unicidad para cada b. Esto se puede ver a través de la existencia
de la inversa.

Sabemos que una matriz A tiene inversa si existen BA = I y AC
= I donde B = C = A"'. Ahora, del rango de una matriz es facil
decir que matrices tienen realmente estas inversas, se puede decir
en general que existe una inversa sélo cuando el rango es lo mas
grande posible.

El rango siempre satisface r<m y r<n ya que una matriz de mxn
no puede tener mas de m filas independientes o de n columnas
independientes. Entonces si r = m existe una inversa derecha y si
r = n existe una inversa izquierda

DEFINICION 6.5 Sea A matriz de orden mxn. Una matriz G de nxm (si
existe) tal que GA = I se dice inversa izquierda de A. Asimismo
una matriz H de orden nxm (si existe) tal que AH = I, se dice
inversa derecha.
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Ejemplo 6.5

Sea la matriz de 2x1 siguiente

calcule (si existe) la inversa izquierda y derecha de A
olucién:
Sea G = [g,, ¢g,] si GA =1

{94, 92] [11} =g, +g,=1

si g, = a entonces g, = 1-a de donde G = [ @, l-a] para aeR
Sea H = [h,, h,] tal que AH = 1I

1 [hy, h,] h, h, 1 0

1 h, h,| |o 1

pero h, = 1 y h, = 0 por lo que se afirma que no existe matriz
derecha ademds e& rango de A =1 < 2 =nm

TEO 6.6

EXISTENCIA: El sistema Ax = b tiene al menos una solucién x
para toda b si y sélo si las columnas de A generan
R", entonces r = m. En éste caso existe una inversa
derecha H de nxm tal que AH = I, la matriz
identidad de orden m. Esto es posible sélo si ms<n.

UNICIDAD: El sistema Ax = b tiene a lo sumo una solucién x
para cada b si y s6lo si 1las columnas son
linealmente independientes, entonces r=n. En éste
caso existe una inversa izquierda G de nxm tal que
GA = I, la matriz identidad de orden n. Esto es
posible sélo si m2n.

En el primer caso, una posible solucién es x = Hb, ya que
entonces Ax = AHb = b pero habra otras soluciones si hay otras
inversas derechas.

En el segundo caso, si existe una solucidén a Ax = b, tiene que
ser x = GAx = Gb, pero no puede haber otra solucién.
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Ejemplo 6.6

considere la siguiente matriz A de 2x3 y de rango 2

>
1]

Como r = m = 2 el teorema garantiza una inversa derecha H:

4 0 0 1/4 0 1 o
BH = 0 1/5| =
0 5 0 Cy Gy o 1

de hecho hay muchas inversas derechas, ya que el ultimo rengldn de
H es totalmente arbitrario, entonces si escribimos un sistema Ax =
b con esta matriz A se puede afirmar que existe solucién.

Para ver si existe inversa izquierda solo hay gque verificar
que r = n, en este caso r = 2 < 3 por lo que no existe inversa
izquierda.

TEOREMA 6.7

Una matriz A de nxn es invertible si y solo si rango (A) = n

Ejemplo 6.7

Determine si la matriz siquiente es invertible hallando su
rango.

4 0 1
A= 2 1 0
0 1 3

Escalonando A se tiene:
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4 0 1 1 0 4 1 0 4 1 0 4
2 1 0 0 1 2 0 1 2 0 1 2
0 1 3 3 1 0 0 1 -12 0 0 -14

por lo que rango A = 3 y A es invertible.
6.3 SBUBEBPACIOS8 ORTOGONALES.

Recordemos que la longitud de un vector [[x| en R" esta dada
por:

Il =fx,2 + %0+ X+ L.+ X2

geométricamente ésto se obtiene aplicando la férmula de Pitagoras
n-1 veces, afadiendo en cada paso una dimensién mas.

Si tenemos dos vectores X, y ¢COomo podemos saber si son
perpendiculares?

En el caso de R! la respuesta se puede obtener usando
trigonometria en este caso x es ortogonal a y si forman un
tridngulo rectdngulo y usande Pitagoras se tiene:

=2 + Iyl? = Ix ~ yl?
para R" se tiene

((x12+ ))(§2+ % B A 2 R S 20 B I ¢ AN 2 L R
Xn — Y,

desarrollando el lado derecho se tiene:
(X2 + %2 + oon + %0 =2 (XY, *e.t XY,) F (Y2 YEF o+ ¥y

asi la igualdad se cumple si los "términos cruzados" son iguales a
cero:

X ¥, v ...+ X ¥y =0

esta cantidad no es otra que el producto interior de x'y en R" por
lo que se puede afirmar que es igual a cero sélo si x y y son
ortogonales.

Existe wuna relacidén sencilla entre independencia vy
ortogonalidad: si los vectores son mutuamente ortogonales entonces
son linealmente independientes.

En el espacio tridimensional ordinario se representan los
subespacios mediante rectas o planos que pasan por el origen y, en
casos extremos por el origen mismo o por todo el espacio.
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DEF CION 6.6 Dos subespacios V y W del mismo espacio R" son
ortogonales si cada vector veV es ortogonal a cada vector weW: viw
= 0 para toda v y w.

Ejemplo 6.8.

Suponga que V es el planc generado por v, =(1,0,0,0) y V,
=(1,1,0,0) y W es una recta generada por w, =(0,0,4,5), como w,' v,
=0 Yy w; v, = 0 entonces la recta W serd ortogonal a todo el plano
v.

En el caso de los cuatro subespacios fundamentales asociados
a una matriz dos son subespacios de R” : el espacio nulo y el
espacio renglén o fila y los otros dos estdn en R", como se muestra
en la figura 6.2

R RCA)

N<A> N¢AD

Figura 6.2

asi tenemos el siguiente resultado:

TEOREMA 6.8

qua cualquier matriz A de orden mxn, el espacio nulo y el espacio
fila son subespacios ortogonales de R". Andlogamente, el espacio
n:lo izquierdo y el espacio columna son subespacios ortogonales de

demostracién:

Supongamos que WeN(A) Yy veR(A%Y), entonces Aw = 0 y v es de la
forma v = A'X para algun vector x (esto es, v es una combinacién
de las columnas de A'). Por lo tanto

wlv = wi(A'x) = (w'AY)x = (Aw)'x = O'x = 0O
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Sean la matriz A y su correspondiente U como sigue:

la segunda columna es badsica y las otras tres son variables libres,
por lo tanto resolviendo para Ux = 0, se obtiene que una base para
N(A) estd dada por :

([l,0,0,0]t,[O,-4,1,0]t, [0,0,0,1]‘)
la cual debe ser ortogonal a los renglones de A.

El espacio columna de A es unidimensional y esta generado por la
unica columna basica (1,2]%'. Por otro lado hallamos una base del
espacio nulo izquierdo, dada por el vector y' = [~-2,1], el cual es
ortogonal al espacio columna:

[-2, 1][1] =0
2

Sin embargo cabe aclarar que el espacio nulo N(A) no solo
contiene algunos de los vectores ortogonales al espacio fila,
contiene todos esos vectores. El espacio nulo se formé con todas
las soluciones de Ax = 0.

DEFINICION 6.7 Dado un subespacio V de R", el espacio de todos
los vectores ortogonales a V es el complemento ortogonal de V y se
denota por Vt

Asi se tiene entonces que el espacio nulo N(A) es el
complemento ortogonal de R(A") : N(A) = (R(A"))'. Al mismo tiempo es
valida la relacidn opuesta: el espacio fila R(A'T) contiene todos
los vectores que son ortogonales al espacio nulo.

Al aplicar el mismo razonamiento a A', se produce el resultado
dual: el espacio nulo izquierdo N(A') y el espacio columna R(A) son
complementos ortogonales entre si en R". Esto completa la segunda
parte del teorema fundamental del dlgebra lineal.

TEOREMA 6.9:TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA LINEAL. sequnda parte.

N(A) = (R(A"))4, R(AT) = N(a)*
N(AT) = (R(A))*, R(A) = (N(a"))*.
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La ultima iqualdad significa que Ax = b tiene una solucién si y
s6lo si b es ortogonal a N(AT); b estd en el espacio columna si y
s6lo si es ortogonal a cada solucién y de la ecuacidén homogénea
transpuesta A' y = 0.

Sin embargo dos subespacios V y W pueden ser ortogonales sin
ser complementos ortogonales entre si. En R® , la recta V generada
por (1,0,0) es ortogonal a la recta W generada por (0,0,1), pero V
no es iqual W'. El1 complemento ortogonal de W es un subespacio
bidimensional (un plano) que contiene todos los vectores de 1la
forma (x,, x,, 0), esto es todos los generados por los vectores
(1,0,0) ¥y (0,1,0). La recta V sé6lo puede ser parte de W' porque su
dimensién es muy pequefia. Sin embargo, si las dimensiones son
correctas, los dos subespacios ortogonales son necesariamente
complementos ortogonales, asi fue en el caso del espacio fila y el
espacio nulo. Ademds si W = V!, esto asegura gue las dimensiones
son las correctas y automiticamente V = W. Simplemente se
descompone el espacio en dos partes perpendiculares V y W

TEQO .10

Si V y W son subespacios de R", entonces cualquiera de las
siguientes condiciones los obliga a ser complementos ortogonales
entre si:

Vvl (# consta de todos los vectores ortogonales a V)
W (V consta de todos los vectores ortogonales a W)
Y W son ortogonales y dim V + dim W = n.

]

wea
<<E

Suponiendo cualquiera de éstas tres condiciones equivalentes,
cada vector x puede descomponerse de una sola manera en una suma X
=V + w con veV y weW. Estas componentes, las proyecciones de x en
V y W son ortogonales v'w = 0.

Una x arbitraria se descompone en X. + X, Y A transforma la
componente x_del espacio fila en un vector Ax,_ = Ax en el espacio
columna, mientras que transforma la componente x, del espacio nulo
en cero.

Ejemplo 6.10

Sea la matriz A como sigue:

su correspondiente forma escalonada queda como sigue:
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de aqui que dim R(A%) = 1, dim N(A) = 2
una base de R(AY) = { (0, 1, 4))

una base de N(A) estd dada por ((1, O, 0),(0, 4, 1)) entonces
cualquier x ¢ R’ se puede escribir como:

4] 1 0
X = a, 1 + a, (V] + ayg 4
0 1
e
base de R(At) bese de N(A)

6.4 ESPACIOS CON PRODUCTO INTERIOR Y EL PROCESO DE GRAM-SCHMIDT.

DEFINICION 6.8 Un producto interior en un espacio vectorial V es
una funcién que a cada par de vectores x y y en V asocia un nimero
real <x, y> de tal manera que se satisfacen los siguientes axiomas,
para todos los vectores x, y, Z en V y todos los escalares k.

1. <x, y> = <y, x> axioma de la simetria

2. <x+y, Z> = <X, Z> + <y, 2> axioma de la aditividad

3. <kx, y> = k <x, y> axioma de la homogeneidad

4. <X, X>2 0 y <x, x> =0 <==> x = 0 axioma de positividad.

Un espacio vectorial gque tiene definido un producto interior se
denomina espacio vectorial con producto interior.

Las siguientes propiedades adicionales son una consecuencia
inmediata de los cuatro axiomas del producto interior:

a. <0, X> = <x, 0> =0

b. <X, y+z> = <x, y> + <%, 2>
c. <x, ky> = k<x, y>

Ejemplo 6.11

Considere el espacio R" con producto interior dado como
t n
<X, yY> =X Yy =X X;Y;
i=1

donde x, y son vectores columna en R".
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1.
2.
3.
4.

Ed

Note que <., ,> o <. | .> es un producto interior ya que:

<x, y> = x‘y y'x = <y,

<x+y, z> = ¥)' =(x'+y) z =x'z + y'z = <x, 2> + <y, z>
<kx, y>—(kx) kxt y—k<x,y>
<x,x>=x‘x 2x2>0 si £x2 = 0 entonces x = 0 € R"

i =

emplo 6.12

Sean x = <x,, X,>, Y = <Y,, Y;> vectores en Rz, entonces

<X, y> = 3%, ¥, + 2%, ¥,

define un producto interior.

S

1.
2.

3.
4.

ién:
Para verificar ésta afirmacién observe que:

<X, y> = 3%, ¥, + 2%, ¥, = 3y, X, + 2Y, X, = <y, X>
<x+y, z> = 3(x, + yjz1 + 2(x, + y,)2z, = (3%, 2, + 2X, 2,) + (3x,

+2x z,) = <x, + <y, 2>
< = 3(kx,)Yy, + 2(kx,)y, = k(3x12 Yy, + 2x, yzz = k<x, y>
<x, x>=3x1x1+2x2x2=3x‘ + 2x,° 2 0y 3x, +2x2 = 0 si
y solo si x, = x, = O.

El producto 1nter10r de éste ejemplo es distinto al producto
interior de R? lo que muestra que un espacio vectorial puede tener
mas de un producto interior definido en el.

Ejemplo 6.13

Sean x = <x;, X,>, Y = <y,, Y,> Vectores en RZ, entonces

<X, Y> =X + Y,

verifique si <x, y> define un producto interior.

Solucién:

1.
2.

Para verificar ésta afirmacién observe que:

<x,y>=x1+y1=y1+x1—<y,x>
<x+y, 2> = (x1 + y,) + z, (x1 + z,) + Yy, = <x+z, y> + <x, z>
+ <y, z>

por lo que se puede concluir que <x, y> asi definido no es un
producto interior.
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je .14
(Caso de polinomios) Sea P, el espacio vectorial de los

polinomios de grado £ n. Un producto interior en éste espacio esta
dado por:

b
<X, y> = J x(t) y(t) 4at
a

1. b b
<X, y> = x(t) y(t) 4t = J y(t) x(t) dt = <y, x>
a

2. b b
<x, y+z> = J x(t) [(y(t)+ z(t)] dt = J [x(t) y(t)+ x(t) z(t)] dt
a

b b
=J x(t) y(t) 4t + J x(t) z(t) dt = <x, y> + <y, z>
a

3. b b
<kx, y> = J kx(t) y(t) dt = kJ x(t) y(t) dt = k<x, y>
a a

4. b )
<x, x> =J x2(t) dt = 0 si y s6losi x=0
a

DEFINICION 6.9 Si V es un espacio con producto interior, entonces

se llama un espacio normado si existe una funcién | ||: Vv =-> R tal
que:

a) x + yl| < Ixl + lyl

b) ax| = |a| x|

c) x| 0y x| =0<==>x=0

Ejemplo 6.15

Muestre que el espacio V = R" es normado con cualquiera de las
siqguientes normas:

n
a) lxll, = = Ixl
i=1
n p
b) lxl, = (2 x**
=1
c) lxl, = max (|x;| i =1, 2,...,n)
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Solucién:

Vamos a demostrar que efectivamente a) b) y €) son normas,
esto es:

a) Ix + yll, = £ Ix, + vyl <2 Ix| + 2 [yl = lIxly + lvl,
an o [
a
baxll = £ lax;| = lal = % = |af |xl,
il ='£ [%;] 20y x| =0 <==>x = 0.

b) Ix + yll, = £ (¢ + ¥)? = 2 (57 + 2% ¥, + ¥

it

= ;g xiZ + 2 ;?.x" Y; +‘.:‘£Yiz = “x"1 + “Y"1
laxl =% lax;| = |al Z x; = la| lxl,
Ixl = £ |x| 20y x|l =0 <==>x = o0.

c) [x +yl, = max { |x; + Yi" i=1,2,...,n) < max [|x;]+ |_yi
i= 1,2,...,nﬁ < max 1 x;| i=1,2,...,n) + max (ly;l i'=
1,2,...,n) =[xk, + lyl.
lax|, = max & ax;| i = 1,2,...,n) = max ({ allx,| i =

,2,...,n) = la| max{Ix,| i=1,..,n) =« |xl,

6.5 ANGULO EN LOS ESPACIOS VECTORIALES, PROYECCIONES ORTOGONALES Y
PROCESO DE GRAM-SCHMIDT.

Ya vimos en 1la seccién anterior que el hecho de que dos
vectores x y Yy sean ortogonales se puede expresar como x'y =0
donde x y son vectores columna.

Considere el espacio vectorial R® los vectores a y b donde
sus longitudes estan dadas por |al y “bf respectivamente. Sea a el
angulo que forma el vector a con el eje de las x y B el angulo del
vector b con el mismo eje como se ilustra en la figura 6.3

se definen entonces el seno y coseno de a como

sen a@ = ---- CosS @ = =———

sen B = —-—- cos B = —=—u
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IxCa_,a )
%2
£<by oby)

8 P=<Ha>

Figura 6.3

si @ = B - o entonces usando una identidad trigonométrica se tiene:
cos 8 = cos B cos a + sen B sen a = a; b,

por lo tanto el coseno del angulo entre dos vectores cualesquiera
a y b esta dado por

Si queremos encontrar la proyeccién de un punto del vector b, sobre
el vector a, este punto debe ser alqin multiplo p = xa del vector
a y el problema se reduce a calcular el coeficiente x. Todo lo que
necesitamos es el hecho de que la recta desde b hasta el punto mas
cercano p = xa es ortogonal al vector a, como se puede ver en la
figura 6.3, entonces:

(b - xa) L a o <a, b-xa> = 0 de donde

entonces la proyeccidon p del punto b sobre la recta generada por el
vector a esta dada por

de esta relacién se puede encontrar nuevamente la desigualdad de
Cauchy- Schwarz ya que la distancia al cuadrado del punto a la
recta es:
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Iel? lal? - <a, b>

como la distancia de un punto a una recta es mayor o igual a cero
lo mismo sucede con el cuadrado de la distancia entonces

Il Jall?> - <a, b> 2 0
Ib)2 a2 2 <a, b> que es la desigualdad de Schwarz.
Al seleccionar una base se busca que ésta simplifique 1la
solucién del problema que se trate, en la mayoria de los casos, la
mejor seleccién serd la base en la cual todos los vectores son
ortogonales entre si, es asi como definimos:
DEFINICION 6.10 Se dice que un conjunto de vectores en un
espacio con producto interior es ortonormal si cada vector del

conjunto tiene norma 1 y si ademds cualesquiera dos vectores
distintos en el conjunto son ortogonales.

Ejemplo 6.16

Sean

vy =1(0, 1, 0), Vv,=(1/J2, 0, 1/J2), vy = (1//2, 0, ~1//2),
el conjunto S = {vi, V5, V3} es ortonormal si en R’ se tiene que con
el producto interior euclideano:

. VY, V> = <V, V> = <V, V> =0
y ademas

vl =lv,ll =lvsll = 1
Ejemplo 6.17

Si v es un vector en un espacio con producto interior, y v es
diferente de cero, entonces el vector

1
————y tiene norma 1
Ivi
ya que aplicando |kul = |k| Jull se tiene
1v 1 vl
i vl
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al proceso de multiplicar un vector v diferente de cero por el
reciproco de su longitud para obtener un vector de norma 1 se

denomina normalizacién de v.
TEOR: 6. : TEOREMA DE LA BA NO GRAM-SC DT

Todo subespacio distinto de cero en R" tiene una base ortonormal.

demos ién:

Queremos producir de dos vectores independientes ay b dos
vectores perpendiculares v, y v,. Claramente, el primero puede ir
en la direccion de a v, = a. El problema es entonces encontrar un
segundo vector que sea perpendicular.

Figura 6. %

En la figura 6.4 se puede ver que ese vector es b-p ya que se
le sustrajo la proyeccién de b en la direccién de a, entonces el
sequndo vector queda:

<
I
|
o]
L]
|
|
i
i
]
]
|
I
|

si hay un tercer vector independiente entonces la idea es la misma,
sustraemos las proyecciones de c en la dos direcciones v, y V,

<v,, c> <v,, ©>

= - e m———— - ———

= 1
o v, 2 v, 12
es inmediato que v; es perpendicular a Vi Y Vv,

V3 V2

para que estos vectores sean ortonormales deben transformarse en
vectores unitarios entonces
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V1 Vz v!
A

vyl

este proceso se puede resumir de la siguiente manera:

q, =

Es posible convertir cualquier conjunto de vectores indepepdientes
a,, a,...,a, en un conjunto de vectores ortogonales mediante el
proceso de Gram-Schmidt: primero se fija a, = v, después cada v; es
ortogonal a las v,,..., V,; precedentes:

Ejemplo 6.18

Aplique el proceso de Gram-Schmidt a los siguientes vectores '

independientes: a, = [1, 1, 0], a, = [1, O, 1], a; = [0, 1, 1]
Solucién:
Sea a; = v, , V, Y V; se calculan:
v, =a, - %v, = [% -% 1)
vy =ay -k v, - 1/3 v, = [-2/3, 2/3, 2/3]

los vectores ortonormales finales son:

q, = Jl;2 {1, 1, 0]
q, = J273 [ %,-%, 1]
a; = J3/4 [ -2/3, 2/3, 2/3)]

6.6 MATRICES DE PROYECCION Y MINIMOS CUADRADOS

Considere ahora la proyeccién p de un vector sobre un
subespacio general S = {a;, a,,...,a,} de R" donde las a, son
vectores independientes de R". Los detalles se elaboran para el

caso k =
general.
contiene
lineales

2, pero los cdlculos son igualmente vdlidos para el caso
Recordemos que {a,, a,) corresponde a un planc en R" que
al origen, y sus miembros son todas las combinaciones
de a, y a,.

La figura 6.5 muestra al vector proyeccién p de b en {a,, a,)
Observe que p satisface:

p debe estar en el subespacio S = (a,, a,} ¥y

2. b-p debe ser perpendicular a cada vector de S.
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i [.Lj
coluuia; =|-
espaocio "o

oslunna

Figura 6.5

Si escribimos los vectores de R" como vectores columna, el
subespacio S es el espacio columna de la matriz A de nx2 cuyas
columnas son a, y a, entonces como Ax = b tiene solucién si y sélo
si b estd en el espacio columna de A, todos los vectores de S
tienen la forma Ax donde x = [x,, x,]*. Como p esta en el espacio S
entonces p = Ax, donde x, = [r,, r,]°, r,, r, escalares, como b - Ax
debe ser perpendicular a cada vector de S entonces el producto
punto de b- Axp Y Ax debe ser igual a cero, para toda x.

<b-Ax,, Ax> =0
o bien
(ax)t (b - Ax)) = xt(Ab ~ A'ax)) =0

es - decir, el producto punto de los vectores x y A'b ~ A'Ax_ debe ser
cero para todos los vectores x, pero esto solo sucede si

A‘b-A‘Axp=o

La matriz A'A de 2x2 es invertible® pues tiene el mismo rango que
A, entonces despejando xp se tiene

X, = (ata)"' at b

Denotando el vector proyeccién p = Ax, de b sobre S por medio de p
= b, y escribiendo b como un vector columna obtenemos la forma
general:

Sea § = {a,,...,a,}) un subespacio de R" y sea la matriz A cuyas
columnas son los vectores Ay, Ayreee, B El vector proyeccién de b
en R" sobre S esta dado por :

b. = A(A*A)' A
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este resultado se puede usar para una proyeccién de un vector en

otro, por ejemplo:
6.19

Sea el vector a =
sobre a del vector b =

Solucion:
<a, b> 19
= -= (2, 4, 3)

------ a
29

Considerando la férmula b, = A(AtA)" A'b se tiene que la matriz A
consiste de una sola columna que es el vector a, haciendo cdlculos

(2, 4, 3), encuentre el vector proyeccion

jempl
(1, 2, 3)

[=+]
o)}

W R
[

se tiene:
A'A = 29
2] 1 1
b, = A(AtA) ' A% = 4| --- (2, 4, 3) [2| = --- |8
3l 29 3 29 |6 12 9
1 [38
= -==|76

29 |57
A la matriz P, = A(A'A) At se le conoce como la matriz de proyeccion

para el subespacio S.

Ejemplo 6.20
Encuentre la matriz de proyeccién para el plano Xx,x; de R3.

El plano x,x; es el subespacio S generado por los vectores

Solucién:
3
e,e; que son las columnas de la siguiente matriz A.
0 0
A= |1 0
0 1

donde A'A = I y por lo tanto
V] 0 0

0 1 (V]

0 (V] 1

P, =
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asi P, proyecta cada vector b en R® en el plano X,Xy de la siguiente
manera:

-

0
b

2
b3

g
TP o
I

Ejemplo 6.21

Sean la matriz A y el vector b como sigue:

1 2 4
A=]1 5 b =| 3
0 0 9

encuentre la proyeccién del vector b en el sobre el plano generado
por los vectores columna de la matriz A.

Solucidn:

El espacio columna de A es el plano x-y en el espacio
tridimensional ya que ambas columnas terminan con un cero. La
proyeccién de b sobre este plano no altera las componentes x, y que
son 4 y 3 pero desaparecera la componente z y se puede confirmar.

1 1 0 1 2 2 7
A'A = 1 51=
2 ) 0 0 0 7 29
29 -7
(A" = (1/9)
-7 2
4
b, = |3
0

* TEOREMA 6.12

Para cualquier matriz A de mxn, de rango r, la matriz
simétrica A'A de nxn también tiene rango r.

demostracién:

Trabajando con los espacios nulos se tiene que si v es
cualquier vector solucioén del sistema Ax = 0, de modo que Av = 0
entonces, al multiplicar a la izquierda ambos miembros de esta
dltima ecuacién por A', vemos que v también es una solucién al
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sistema (AY)Ax = 0. Reciprocamente, supongamos que (A') Aw = 0 para
un vector w de nxl. Entonces,

0 =w [(AYAw] = (Aw)'(Aw)

que se puede escribir como |Aw||?. Esto es, Aw es un vector de
magnitud cero y, en consecuencia, Aw = 0. Resulta asi que A y (AY)A
tienen el mismo espacio nulo. Como tienen el mismo numero de
columnas, se concluye que el rango de A y el rango de (AY)A son
iguales.

De este teorema se desprende el siguiente resultado: Si A tiene
columnas linealmente independientes de modo que r = n, entonces A'A
es una matriz cuadrada, simétrica e invertible.

MATRICES ORTOGONALES

Una matriz ortogonal es simplemente una matriz cuadrada con
columnas ortonormales. Se usard la letra Q para denotar una matriz
ortogonal y a gq,,...,qd, para denotar sus columnas.

Como Q es cuadrada de nxn entonces si sus columnas son
independientes, esto es su rango r es tal que r = n y es
invertible, entonces: si Q' es inversa izquierda entonces es la
inversa y @@t = I

Una matriz ortogonal tiene las sigquientes propiedades:

Qe =1 =
Qt = Q"

Q no solo tiene las columnas ortonormales, sino que también
sus fils son ortonormales, en otras palabras si Q es ortogonal
también lo es Qt.

Ademds cumple: La multiplicacién por una matriz ortogonal Q
preserva la longitud

ax] = lx| para todo vector x

y también preserva los productos internos:

(Qx)t (Qy) = x* y para todos los vectores x,Yy.
Ejemplo 6.22
Sea la matriz Q como sigue:
cos © -sen ©
Q=
sen 6 cos ©
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su transpuesta es igual a su inversa

cos © -sen 6

sen 6 cos 6

Q rota cada vector en un dngulo 8 y Q' lo rota de regresoc en -0

Ejemplo 6.23

Verifique que la matriz siguiente es una matriz ortogonal y
encuentre su inversa.

2 3 6
A= (1/7) |3 -8 2
6 2 -3
Solucién:
AA' = I
[ 2 3 6
At = at= (1/7)|3 -6 2
6 2 -3

METODO DE LOS MINIMOS CUADRADOS

Supongamos que se obtienen datos de mediciones de la forma (a;, b;)
mediante observacién o experimentacién y se ubican como puntos de
datos en el plano x~y. Es conveniente hallar una relacién
matematica Y = f(x) que represente razonablemente bien los datos,
de manera que podamos efectuar predicciones de valores no medidos.
Dependiendo de la naturaleza del experimento y de la configuracién
de los puntos de datos localizados, podemos decidir acerca de un
tipo apropiado de funcién y = f(x) como una funcioén lineal, una
funcioén cuadratica o exponencial, entre otras. Se pueden presentar
problemas como el siguiente:

De acuerdo con la ley de Hooke, la distancia que se estira un
resorte es proporcional a la fuerza aplicada. Supongamos dque
colocamos 4 pesos distintos, a,, a,, a; Y a, sucesivamente en la
parte inferior de un resorte. Medimos las cuatro longitudes b,, b,,
by, y b, del resorte estirado y suponga que se obtienen los datos ée
la siquiente tabla:

a; = peso en gramos 2.0 4.0 5.0 6.0

b.

1

longitud en cms. 2.5 4.5 7.0 8.5
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Debido a la ley de Hooke, esperamos que los puntos de datos
(a;, by) estén cerca de alguna recta con ecuacién

y = £(x) = r, + rx

donde r, es la longitud del resorte y r, es la constante del
resorte. estoes, si nuestras mediciones fueran exactas y el resorte
ideal, tendriamos b, = r, + r, a; para valores espacificos r, y r,.

como solamente tenemos las dfos incégnitas r, y r,, bastaran
dos mediciones para hallarlas, sin embargo en la practica esperamos
tener alguin error en las mediciones fisicas, por lo tanto hacemos
mas mediciones de las técnicamente necesarias con la esperanza de
que en general, los errores se cancelen unos con otros. La
sustitucidn de cada punto de datos (a;, b;,) en la ecuacién da una
ecuacion lineal con dos incégnitas r, Y r,, asi los 4 puntos de
datos del problema, dan lugar a un sistema lineal de 4 ecuaciones
con 2 incégnitas. Dicho sistema lineal con mas ecuaciones que
incognitas se llama sobredeterminado, y se espera que dicho sistema
sea inconsistente, entonces debemos encontrar valores para las
incégnitas r, Yy r, que estén los mas cerca posible, de satisfacer
las 4 ecuaclones. Geométricamente esto equivale a encontrar la
recta en el plano gue esté mas cerca de pasar por los 4 puntos de
datos.

En general, consideramos el problema de hallar una recta o
funcién lineal f(x) = ry + r x que ajuste "mejor” los daots (a,, b,)
para i = 1, 2,...,m donde m>2. Si no hubiera error en las
mediciones y los datos fueran realmente lineales, entonces para
algun r, y r, se tendria:

b. = r, + r; a;

i ; para i = 1,2,...,m

Estas m ecuaciones en las 2 incégnitas r, Y r, forman un sistema
sobredeterminado de ecuaciones que probablemente no tenga solucién.
Pero nuestros puntos satisfacen realmente un sistema de
aproximaciones lineales que se pueden expresar como:

b, 1 a, r
b, 1 a, 'Xg
. 2] ceenan (6.1)
. ceenas Lr
1
b, 1 a, L

o simplemente b = Ar.

Tratamos de encontrar un vector solucidén optimo r para el
sistema (6.1). Para cada vector r el vector error Ar - b mide a que
distancua esta el sistema (6.1) de un sistema con solucién r. Las
normas de las componentes del vector Ar - b representan las
distancias d; = ry + r, a, - b, como se muestra en la figura 6.6
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queremos entonces minimizar nuestro vector de error Ar - b.
Minimizaremos la lon 1tud IAr - b|l del vector error, pero esto
equivale a minimizar |JAr - bJ2 o lo que es lo mismo, minimizar

2 2 2
4, + d)° + ...+ d,

de aqui el nombre de minimos cuadrados.

si a, y a, denotan las columnas de A en el sistema (6.1)
entonces el veci:or Ar = r, a, + r, a, esta en el espacio columna de
A.

espacio

aolumna

Figura 6.7

Entonces de la figura 6.7, resulta claro e de todos los vectores
Ar en el espacio columna el que minimiza ﬂr - b| es la proyeccién
b, = Ar de b en el espacio columna S. Entonces Ar = A(A'A) 'A' b; y
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de aqui se tiene que el vector solucién r que es optimo esta dado
por:

r = (Ata)' A b.

Ahora si, volviendo a los datos del problema, hacemos el ajuste de
minimos cuadrados por medio de una recta, esto es:

Yy=r,+r x

formamos el sistema y = Ar

2.5 1 2
4.5 = |1 4 l:ro}
7 1 5 r,
8.5 1 6
1 1 1 1 1 2
A'A = 1 4 4 17
2 4 5 6 1 5] =
1 6 17 81
81 -17
(AtA)' = (1/35)
-17 4

entonces r = (A'A)' A' b = [-0.9, 1.5]t

de donde la recta que mejor ajusta los datos esta dada por 1la
ecuacién y = -0.9 + 1.5 x

Ejemplo 6.24

Si se varia la carga que se aplica a una estructura y se mide
la deformacién que produce donde x es la carga, y es la lectura del
medidor de la deformacién. A menos que la carga sea tan grande que
el material se haga plastico lo normal en la teoria de 1la
elasticidad es la relaciéon 1lineal y = r, + r;, x. Dadas las
siguientes mediciones encuentre la recta que mejor se ajusta.

X 0 1 3 4

y 0 1 2 5

formamos el sistema y x Ar

NP o
g
PR e

S WwE o
———
laPla
-0
| S
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4 17
A'A =
17 81

13 -4
(A'A)! = (1/20)
-4 2
entonces r = (aA'a)' A' b = [-0.2, 1.1]

de donde la recta gue mejor ajusta los datos esta dada por la
ecuacién y = -0.2 + 1.1 x

Ejemplo 6.25

Una poblacién de conejos de una gran isla se estimé todos los
afilos desde 1981 hasta 1984 y se obtuvieron los datos que se listan
en la siguiente tabla:

a;, = afno observado 1 2 3 4

b, = # de conejos en 3 4.5 8 17
unidades de 1000

z. = Ln bi 1.1 1.5 2.08 2.83

1

Sabiendo que el crecimiento de la poblacidén es exponencial en
ausencia de enfermedades, predadores, hambre, etc. se espera dque
una funcién exponencial

b, = res®i o b = re®®

sea la mejor representacién de los datos. Encuentre lafuncién
exponencial que mejor ajusta los datos y con ella haga una
proyeccién de la poblacidén de la isla para 1991.

Solucioén:

Observe que usando logaritmos es posible convertir esta
funcién exponencial a la forma lineal

Ln b =1Lnr + s(a)
de donde en la tabla se agraga el renglén de z = 1ln (b;)
Entonces como es lineal la funcién asi escrita se usa
x = (A'A)'Aat b

donde
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1.1 ] 1 1
1.5 | = 1 2 I,
2.08 1 3 r,
2.83] 1 4
. [ 4 10
AtA =
| 10 30
3/2 -1/2
(ata)! =
-1/2 1/5

entonces (A'A)' At b = [0.435, 0.577]' = [ln r, s]t

por lo tanto ln b = 1ln r + s(a;) = 0.435 + 0.577 a de donde

b = res® = e0.435 eD.STTa = 1.54 el-577a

en términos de funciones se tiene f(x) = 1.54 &9-377%

a partir de esta funciodn se puede proyectar la poblacién de conejos
para 1991 haciendo f£(11) 1000 = 570 778 conejos.

APROXIMACION CUADRATICA

Ahora, pretendemos ajustar una curva cuadrdtica a los n puntos
de datos. Recuerde que una cuadratica en x es cualquier expresion
de la forma:

y = a + bx + ox?

que representa a una parabola en el plano. Si los n puntos dados
estuvieran en la parabola se tendria:

Y, = a + bx, + cx;
Yy, = a + bx, + cx,
R (6.2)
Y, = a+ bx + cx:
para

¥4 1 X, x,? a
Y =1Y, A= |ioieeeanannnn 2 r =\b
. 1 X, X, c

Yn
entonces (6.2) se puede escribir como:

y = Ar
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igual que antes, si los puntos dados no estdn todos en la pardbola
entonces y - Ar ¥ 0 y se tiene que para cualquier r nuestro
problema vuelve a ser:

Encontrar un vector r en R® tal que |y - Ar} sea minimo. y usando
un razonamiento similar al anterior se tiene:

r= (AtA)" At y
Ejemplo 6.26

En una reciente exhibicién de yates se hicieron 1las
observaciones listadas en la tabla siguiente, donde se relacionan
los precios b, de las embarcaciones y sus pesos a;

a, = peso en tons. 2 4 5 8
b. = precio en unidades 1 3 5 12
de 10 000

Al localizar los puntos de datos (a;, b;) como se muestra en la
figura 6.8 podemos esperar gue una funcién cuadratica de la forma

= = 2
Yy =f£f(x) =ry+r x+r,x

ajuste bien los datos

+*

S T °
:
.
,
:
.
.
.
.
.
.
.
:
.
s F------------- o .
R
I o .
N DR a - '
C . . .
a 4 s 8

Figura 6.0

Solucién:
formamos el sistema y = Ar
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1 1 2 4
3 = 1 4 16 a
5 1 5 25 b
12 1 8 64 c
4 19 109
AtA = 19 109 709
109 709 499
12744 -3348 -6624 2628
(AtA)"' = (1/5400) -4464 2538 3744| [-1818
360 -270 -360 270

entonces y = (A'A)'' A' b = [0.207, 0.01, 0.183)'

asi la funcién cuadratica que mejor aproxima los datos en el
sentido de los minimos cuadrados es:

Yy = 0.207 + 0.01x + 0.183x?

para graficar esta funcion se hace:

a; b, f(a;)
2 1 0.959
4 3 " 3.175
5 5 4.832
8 12 11.999

Figura 6.9
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6.7 LA PBEUDOINVERSA Y LA DEBCOMPOSICION EN VALOR SINGULAR.

En éste punto cabe hacernos la siguiente pregunta: ;Cudl es la
solucién éptima x para el sistema inconsistente Ax = b? deberiamos
tener una regla que especifique x dada cualquier matriz A y
cualquier lado derecho b.

Para cada b, Ax debe estar en el espacio de las columnas de A
ya que es uan combinacién de las columnas ponderadas por las
componentes de x. Por lo tanto, la eleccién 6ptima Ax es el punto
p en el espacio columna que esta mas cerca a la b dada. En otras
palabras, tenemos gue proyectar a b sobre el espacio columna:

Ax = b, = p

Claramente x esta determinada cunado hay sélo una combinacién
de las columnas de A que producen p, los pesos de esta combinaciodn
seran las componentes de x. Si se tiene solucién iudnica existen
varias condiciones equivalentes:

a) las columnas de A son 1l.i.

b) el espacio nulo de A solo contiene al cero.
c) el rango de A es n

d) la matriz cuadrada A' A es invertible.

S8i estas condiciones no son vdlidas, entonces x no esta
determinada en forma unica vy

x = (ATA)'A" b

es la expresion de dicha solucién. Si A es una matriz invertible
entonces x coincide con la unica solucién al sistema original

x=A'" @A '"ATp=a"Dp (6.3)

pero si A no es invertible definimos la pseudoinversa A+ ( o
iﬂversa de Moore- Penrose), por lo tanto, si A es invertible A+ =
A,

Cuando la matriz A cumple con las cuatro condiciones
anteriores, la pseudoinversa es la inversa izquierda que aparece en
(6.3):

A+ = (ATA)' AT

pero la pseudoinversa queda por definirse cuando no son validas las
condiciones a)-d) y x no esta determinada en forma uUnica por Ax =
p. Tenemos que escoger uno de los muchos vectores que satisfacen
Ax = p Yy la eleccidn serd la solucidn optima x = a + b al sistema
inconsistente Ax = b.
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Esta eleccién se efectua de acuerdo a la regla siguiente: la
solucién éptima de entre todas las soluciones de Ax = p es aquella
con longitud minima. La clave para encontrarla es recordar que el
espacio fila y el espacio nulo de A son complementos ortogonales en
R". Esto signifca que cualquier vector puede descomponerse en dos
piezas perpendiculares, su proyeccién sobre el espacio fila y su
proyeccién sobre el espacio nulo. Suponiendo gue aplicamos esta
descomposicién a una de las soluciones x, de la eguacién Ax = p.
Entonces x, = %, + %, donde x_ esta en el espacio fila y x estad en
el espacio nulo. Hay ahora tres puntos importantes:

1.- La componente x_es una solucién de Ax = p ya gue Ax, = 0,
Axy = A(x, + %) = Ax_=p

2.- Todas las soluciones de Ax = p comparten ésta misma componente
X, en el espacio fila y difieren solamente en la componente x,
en el espacio nulo. La solucién general es la suma de una
solucién particular x y una solucidén arbitraria x, de la
ecuacién homogénea.

3.- La longitud de dicha solucién x  + x obedece la ley de
Pitdgoras, ya que las dos componentes son ortogonales:

Ix, + x, 12 = Ixf? + fIx,|?
Las conclusiones que de aqui se desprenden son:

La solucién que tiene longitud minima es x. . Deberiamos elegir
como cero a la componente en el espacio nulo, dejando una
solucién situada completamente en el espacio fila.

La solucién optima en minimos cuadrados para cualquier sistema
Ax = b es el vector x_ determinado por las dos condiciones:

(1) Ax es igual a la proyeccién de b sobre el espacio
columna de A.

(2) x esta en el espacio fila de A.

La matriz que resuelve Ax = b es la pseudoinversa A+ definida
por x = A'b.

Una mejor manera de entender la pseudoinversa es viendola
geométricamente, como se muestra en la figura 6.10.

La matriz A+ combina el efecto de dos pasos separados:
proyecta a b sobre el punto p y después encuentra el unico vector
X en el espacio fila que resuelve Ax = p. Un caso extremo es cuando
b es perpendicular al espaclo columna, en otras palabras, cuando b
esta en el espacio nulo izquierdo. Entonces p = 0 y x = 0, A+ envia
todo b~p a cero. En el otro extremo tenemos a b dentro del espacio
columna entonces p = b y encontramos x al "“invertir" A ( ya se
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espaoio

phoolumna

h-p

espacio

nulo izquierdo,

rigura 6.10

habia dicho que A es invertible si la consideramos como una
aplicacioén de su espacio fila en su espacio columna con A+ como la

inversa).

Una b arbitraria esta entre estos dos extremos: la componente
p se invierte para dar x y la otra componente b-p se aniquila. De
esta descripcién y de la figura 6.10 podemos listar algunas
propiedades bdasicas de la pseudoinversa:

1.

2.

3.
4.

A+ es una matriz de nxm comienza con el vector beR" y
produce el vector xeR".

El espacio columna de A+ es el espacio fila de A y el
espacio fila de A+ es el espacio columna de A, de aqui
que rango A = rango A+.

La pseudoinversa de A+ es A.

En general AA+ + I, ya que es posible que A no tenga
inversa derecha, pero AA+ siempre es igual a 1la
proyeccion P sobre el espacio columna:

AA'b = Ax = p = Pb o
AA* = P
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Ejemplo 6.27

Sea la matriz A una matriz no invertible:

1 0 0
A = 0 1 0
0 0 0

Observe que esta no es otra que la matriz de proyeccién que
manda cualquier punto de R® al plano x-y. De esta forma el espacio
columna y el espacio fila de A coinciden con el plano x-y en R’ que
contiene todos los vectores (¥, y, 0). El espacio nulo es el eje z,
que es ortogonal al espacio fila. Para encontrar x se proyecta b
sobre el espacio columna:

si

b = b, entonces p = Pb =

ooo
w -
ooDvU
N

1 0o o X, b,
0 1 0 x| = |[b,
0 0 0 Xy 0
se tiene:
x, = b, X, = b, Y Xy es arbitraria

se elige entre esta familia infinita de soluciones aquella que
tenga longitud minima, donde la tercer componente debe ser cero,
esto deja a x = (b,, b,, 0)7 que esta en el espacio fila (el plano
X-y) Yy la pseudoinversa A+ estd dada por A misma. Esto sucede
porque A actua como la matriz identidad en la manera como aplica su
espacio fila en su espacio columna y la pseudoinversa ignora todo
lo demas. Resumiendo, se tien que la solucién optima de Ax = b que
es un conjunto inconsistente

X, + 0%, + O%3 = b1
ox, + X, + OXy = b2
ox, + 0x, + 0%y = t5

es satisfacer las dos primeras ecuaciones y hacer x, = 0.
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6.8 RESBUMEN.

1. La dimension de los cuatro espacios asociados a una matriz es
1. R(A') = espacio renglén de A: dimensién = r
2. N(A) = espacio nulo de A: dimensién = n-r
3. R(A) = espacio columna de A: dimensién = r
4. N(AY) = espacio nulo izquierdo de A: dimensién = m-r
tal que:
n = dim R(AZ + dim N(A)
m = dim R(A%) + dim N(AY)
2. El sistema Ax = b tiene al menos una solucién x para toda b si
Yy sélo si las columnas de A generan R", entonces r = m. En éste

caso existe una inversa derecha H de nxm tal que AH = I , la matriz
identidad de orden m. Esto es posible sélo si msn.

El sistema Ax = b tiene a lo sumo una solucién x para cada b
si y sélo si las columnas son linealmente independientes, entonces
r=n. En éste caso existe una inversa izquierda G de nxm tal que GA

= I,, la matriz identidad de orden n. Esto es posible sélo si m2n.

3. Dos subespacios V y W del mismo espacio R" son ortogonales si

cada vector veV es ortogonal a cada vector weW: viw = 0 para toda
VY w.

4. Dado un subespacio V de R", el espacio de todos los vectores
ortogonales a V es el complemento ortogonal de V y se denota por V'
. Asi se tiene entonces

N(A) = (R(A)))", R(AT) = N(B)!
N(AT) = (R(A))', R(A) = (N(A"))'.

5. Un producto interior en un espacio vectorial V es una funcién
que a cada par de vectores x y Yy en V asocia un nimero real <x, y>
de tal manera que se satisfacen los siguientes axiomas, para todos
los vectores x, y, 2z en V y todos los escalares k.

1. <X, y> = <y, x> axioma de la simetria

2. <xX+y, 2> = <x, 2> + <y, z> axioma de la aditividad

3. <kx, y> = k <x, y> axioma de la homogeneidad

4. <X, X> 2 0 y <%, X> =0 <==> ¥ = 0 axioma de positividad.
6. Es posible convertir cualquier conjunto de vectores
independientes a,, a,,...,a, en un conjunto de vectores ortogonales

mediante el proceso de Gram-Schmidt: primero se fija a, = v, después
cada v; es ortogonal a las Viseeos Vig precedentes:

V1 e Vz
v, 2 vy M2
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7. Sea Ax = b un sistema lineal de m ecuaciones con n incégnitas,
donde m>n ( un sistema sobredeterminado) y el rango de A es n. La
solucién de minimos cuadrados del sistema correspondiente Ax ® b de
aproximaciones lineales es el vector x = r que minimiza la magnitud
del vector error.

Es decir, de todos los vectores Ar en el espacio columna el
que minimiza ﬂAr - bl es la proyeccién b, = Ar de b en el espacio
columna S. Entonces Ar = A(A'A) 'At b; y de aqui se tiene que el
vector solucién r que es 6ptimo esta dado por:

r = (A'A)™' At b.

6.9 NOTA8 HISTORICAS.

EL RANGO DE UNA MATRIZ lo definié en 1879 Georg Frobenius (1849-
1917) como sigque: si se anulan todos los determinantes de grado
(r+1), pero no todos los de grado r, entonces r es el rango de la
matriz. Frobenius usé este concepto para tratar las cuestiones de
formas candénicas para ciertas matrices de enteros y las soluciones
de ciertos sistemas de congruencias lineales.

Por otro lado James Sylvester definié en 1884 la nulidad para
matrices cuadradas, como sique: la nulidad de una matriz de nxn es
i si todo menor (determinante) de orden n-i+l (y, por tanto, de
todo orden superior) es igual a 0 e i es el mayor de los numeros
para los cuales esto es cierto. Aqui, Sylvester estaba interesado,
como en buena parte de su carrera matematica, en descubrir
invariantes, esto es, propiedades de objetos matematicos
particulares dque no <cambian bajo tipos especificos de
transformacién. El procedié a probar lo que llamé una de las leyes
cardinales en la teoria de matrices: que la nulidad del producto de
dos matrices no es menor que la nulidad de cualquier factor ni
mayor que la suma de las nulidades de los factores.

EL PROCBSO DE GRAM-SCHMIDT debe su nombre al matemdatico danés Jorge
P. Gram (1850-1916), y al alemdan Erhard Schmidt (1876-1959). Lo
publicé primero Gram en 1883 en un articluo titulado "Desarrollo de
series usando el método de los minimos cuadrados", y Schmidt lo
publicé de nuevo en 1907, con una cuidadosa demostracién, en un
trabajo sobre ecuaciones integrales. De hecho Schmidt incluso se
refirié al trabajo de Gram. Para Schmidt igual que para Gram, los
vectores eran funciones continuas defindias en un intervalo [a,b]
con el producto interno de dos funciones ¢ y ¢ dado por la integral
de su producto en ese intervalo. Sin embargo Schmidt fue mas
explicito que Gram al escribir el proceso con gran detalle y probar
que el conjunto de funciones #; derivado de su conjunto original a;,
era de hecho, un conjunto ortonormal.
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Schmidt, que estuvo en la Universidad de Berlin desde 1917
hasta su muerte, es mas conocido por su trabajo decisivo sobre los
espacios de Hilbert, espacios de sucesiones de numeros complejos de
cuadrado sumable. De hecho aplicé el proceso de Gram-Schmidt a
conjuntos de vectores en esos espacios para ayudar a desarrollar
condiciones necesarias y suficientes para que dichos conjuntos sean
linealmente independientes.

UNA TECNICA MUY CERCANA A LA DE LOS MINIMOS CUADRADOS es la que
desarrollé Roger Cotes (1682-1716), el genial matematico que edité
la segunda edicién de los Principia de Isaac Newton, en una obra
que trataba errores en las observaciones astronémicas, escrita
alrededor de 1715.

Sin embargo, fue Carl Gauss, a los 16 afios el primero en
formular el principio completo, mientras ajustaba aproximaciones
relacionadas con la distribucién de los nimeros primos. Mas tarde
Gauss, afirmo que durante afios habia usado a menudo el método, por
ejemplo en sus cdlculos sobre las o6rbitas de asteroides. Gauss
publicé el método en 1809 e hizo una exposicion definitiva 14 afos
después.

Por otro lado, debemos a Adrien-Marie Legendre (1752-1833),
fundador de la teoria de las funciones elipticas, la primer
publicacidén del método de los minimos cuadrados en un trabajo de
1806, sobre la determinacién de las érbitas de cometas. Después de
la publicacién de Gauss en 1809, Legendre le escribié censuridndolo
por reclamar el método como propio. Todavia en 1827, Legendre
seguia acusando a Gauss de apropiarse de los descubrimientos de
otros. De hecho el problema radicaba en el fallo de Gauss de no
publicar a tiempo sus descubrimientos; solamente los mencionaba
cuando ya habian sido publicados por otros.
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CAPITULO 7
VALORES Y VECTORES PROPIOS.
7.1 VALORES Y VECTORES PROPIOS.

Sea T: V =--> V una transformacién lineal. En una dran
variedad de aplicaciones resulta Gtil encontrar un vector veV tal
que Tv y v sean paralelos. Esto es, buscamos un vector v y un

escalar a tal que:
TV = av (7.1)

si v ¥ 0 y a satisface (7.1) entonces a se conoce como un valor
propio o caracteristico de T y Vv es un vector propio o
caracteristico de T correspondiente al valor propio a.

DEFINICION 7.1 Si A es una matriz de nxn, entonces un escalar a
es un valor propio de A si hay un vector v distinto de cero tal

que
AV = av

el vector v ¥ 0 se llama un vector propio de A correspondiente
a un valor propio a

Ejemplo 7.1
Sea A tal que

10 -18
A =
6 -11
entonces
2 10 -18 2 2
A = =
1 6 -11 1 1
de ésta frpma a, = 1 es un valor propio (caracteristico) de A
correspondiente al vector propio (caracteristico) vy, = (2, 11,
analogamente
3 10 -18 3 -6 3
A = = = =2
2 6 -11 2 -4 2
por lo que @, = -2 es un valor propio de A con su correspondiente

vector propio v, = [3, 2]!




Sea a un valor propio de A, entonces existe un vector no
nulo v = (x1,...,xn)t + 0 tal que Av = av = alv o

(A -al)v=20 (7.2)
si A es de orden nxn entonces la ecuacién (7.2) es un sistema
homogénec de n ecuaciones con n incégnitas, como por hipétesis
(Ya que v es un vector propio distinto de cero) el sistema tiene
soluciones no triviales entonces det (A —~ aI) = 0

A esta ecuacion se le denomina la ecuacidn caracteristica
de A.

sSiA-= (a;;) entonces la ecuacién anterior se puede escribir

A

a, -a a;, o a;,
a,, a,, -a ... a,,
cssccsssscsesssesrssnsssscanses| =0
a, a - a

si desarrollamos el determinante obtenemos una expresidn
polinomial p(a) de grado n con coeficientes que incluyen a;;, es
decir

det (A - alI) = p(a)
el polinomio p(a) es el polinomio caracteristico de la matriz A.

Los valores propios de A son precisamente las soluciones de la
ecuacion caracteristica p(a) = 0.

Ejemplo 7.2

Sea A = I, entonces para todo vector veR", Av = Iv = v, de
ésta manera I es el uUnico valor caracteristico de A y cada vector
v es un vector caracteristico de I.

Ejemplo 7.3

Encuentre los vectores propios de la matriz A:

El polinomio caracteristico de A es

3 - a 2
det (A - alI) = =a’ -3a-4=0
2 -a
a® - 3a - 4 = (xd - 4)(a + 1) = 0 de donde a, = -1 y a, =4 son

valores propios de A
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Ejemplo 7.4

Encuentre los valores propios de la matriz A

2 1 0
A = -1 V] 1
1 3 1
Solucién:
2 - a 1 0 2
det (A ~ aI) = -1 -a 1 = -(a - 2)(a° - a -2)

1 3 1l-a = —(a - 2)(a =-2) (a+l)

-(a-2) (a=2) (a+l) = 0 de donde a, = -1 y @, = a; = 2 son
valores propios de A

En general si se tiene una matriz A de orden nxn

a,, a,, oo a,,
an 82 --c A
A= Cecscessssesnesaresevoes =0
an1 am
entonces
a, - a a,, oo a,,
ay, a, ~a ... a,,
p(a) = det (A - al) = Ceeeeenan Ceceecesasenaen =0
a, a, - a
y p(a) se puede escribir como:
p(a) =a" + b ,a"" + ...+ b, a+by=0 (7.3)

la ecuacién (7.3) tiene n raices, varias de las cuales pueden
repetirse. Si a;,..., a, son las diferentes raices de (73.) con
multiplicidades r,, rz,...,r entonces (7.3) se puede factorizar
para obtener:

p(a) = (a=a)™ (a-a,)r?...(a- @, )™ = 0
los numeros Iy, Yp-+-,L, S€ llaman multiplicidades algebraicas
de los valores propios Aypeeey Q.
Ejenmplo 7.5

Todo polinomio de grado n con coeficientes reales o
complejos tiene n raices exactamente (contando mult1p11c1dades),
por ejemplo el polinomio (a - I)° tiene cinco raices todas
iguales al numero uno. Puesto que todo valor caracteristico de
A es una raiz de la ecuacién caracteristica de A se tiene:
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DEFINICION 7.2 Si contamos multiplicidades, cada matriz de nxn
tiene exactamente n valores caracteristicos.

TEOREMA 7.1 Si A es una matriz de orden nxn entonces las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) a es un valor caracteristico de A
b) El sistema ( A - aI)v = 0 tiene soluciones no triviales.
c) Existe un vector v e n R" v ¥ 0 tal que Av = av

Si a es un valor caracteristico de A entonces el espacio
solucién del sistema de ecuaciones (A - al)v = 0 se denomina el
espacio caracteristico de A correspondiente a a, y los vectores
diferentes de cero en el espacio caracteristico se denominan los
vectores caracteristicos de A correspondientes a a.

INTERPRETACION GEOMETRICA

Si v es un vector caracteristico de A correspondiente a a
entonces Av = av. Por lo tanto, la multiplicacion por A mapea a
v en un miltiplo escalar de si mismo por consiguiente dependiendo

del valor de a, la multiplicacién por A dilata a v, lo contrae
o invierte su direccién, ver figura 7.1

. v
{/;'///i:‘7=/\x ‘//"///)' ‘{/’//;"V
v -
ocV=AR oc V=AR

oc> 1 o<oe<l o< 0

Figura 7.1

Ejemplo 7.6

Sea la matriz A como sigue:

encuentre los valores y los vectores propios

Solucién
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Sea

det (A - aI) = =(a-4)2=0

a = 4 es el valor caracteristico de multiplicidad 2 de donde

0 1 v, v,
(A - 4I)Vv = = .
. .
0 0 | V2 0 -”fGNhi:{F\\
lo que implica que v, = [1, 0]° es un vector propios S
1y o
i 7.7 L °F N /
Sea la matriz A como sigue: _ 7
“ e
4 0 : ot
A =
0 4
encuentre los valores y vectores caracteristicos de A.
Solucién:
Sea
4 - « 0
det (A - aI) = = (a -4)2=0
0 4 - a

a = 4 es el valor caracteristico de multiplicidad 2 de donde
Av = 4v lo que implica que v, =[1, 0] y v, = [0, 1] generan el
espacio caracteristico de A.

DEFINICIO 23 Sea a un valor caracteristico de A. El
subespacio E se denomina el espacio caracteristico de A
correspondien nte al valor caracteristico a

TEQ, 7 Sea a un valor caracteristico de la matriz A de
orden nxn y sea E, = (v : Av = av) entonces E, es un subespacio
de R" (en general ‘de E™)

demostracién

Si Av = av entonces (A - aI) v = 0 de donde E, es el espacio
nulo de la matriz A - aI, la cual es un subespacio de R"

TEOREMA 7.3 Sea A una matriz de nxn y sea @y, Uy eee, O
valores caracteristicos diferentes de A con sus correspondlentes
vectores caracteristicos Vs V3, «.., V.. Entonces v; son

linealmente independientes o bien, los vectores caracteristicos
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correspondientes a valores caracteristicos diferentes son
linealmente independientes. (la demostracién se hace por
induccién).

Ejemplo 7.8

Sea la matriz A como sigue

3 2 4
A =|2 0 2
4 2 3

encuentre los valores y vectores propios asi como el espacio
caracteristico correspondiente.

Sea det (A ~-al) =-a® + 662+ 15 a + 8 = -(a + 1)? (a -
8) =0

Lo que implica a, = 8 y a, = -1 con multiplicidad algebrdica
2, para a, = 8 se obtiene v, = (2, 1, 2]y E;, = ([2, 1, 2]} para
@, = -1 se obtiene v, = [1, -2, 0]y vy = [0, -2, 1]° con

e H

En los ejemplos que hemos visto encontramos un valor
caracteristico con una multiplicidad algebraica de dos o mas. Sin
embargo, el numero de vectores caracteristicos 1linealmente
independientes no necesariamente es iqgual a la multiplicidad
algebraica del valor caracteristico (como en el ejemplo 7.6) de
aqui que:

DEFINICION 7.4 Sea a un valor cracteristico de A entonces la
multiplicidad geométrica de a es la dimensién del espacio
caracteristico correspondiente a a ( que es la nulidad de la
matriz A - aI) esto es:

muliplicidad geométrica de a = dim E,

Si A es una matriz de 2x2 y a un valor caracteristico con
multiplicidad algebraica 2 entonces la multiplicidad geométrica
de o es menor o igual a 2 puesto que puede haber al menos dos
vectores 1l.i. en un espacio de dos dimensiones.

Si A es de 3x3 con dos valores caracteristicos «, y a, de
multiplicidad algebraica 1 y 2 respectivamente entonces 1la
multiplicidad geométrica de ¢, es menor o igual a 2.

TEOREMA 7.4 Sea a un valor caracteristico de A entonces:

multiplicidad geometrica de a < multiplicidad algebraica de a
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7.2 DIAGONALIZACION

EOR 7 Sea A una matriz de orden nxn, entonces A tiene
n vectores caracteristicos linealmente independientes si y solo
si la multiplicidad geométrica de todo valor caracteristico es
igual a la multiplicidad algebraica. En particular, A tiene n
vectores caracteristicos 1.1i. si todos sus valores
caracteristicos son distintos (pues si no, podrian ser menores

que n)

Como ya se ha visto en varios ejemplos, algebrdicamente y
desde el punto de vista de los cdlculos, el problema de los
valores propios es mucho mas dificil que Ax = b. Sin embargo se
pueden usar algunos resultados para que sea mas fdacil trabajar
con ellos.

DEFINICION 7.5 La suma de los n valores propios es igual a la
suma de las n entradas de la diagonal de A:

@ to.o+ @ = ay, +...+a

n nn

Esta suma es la traza de A. Ademads, el producto de los n
valores propios es igual al determinante de A.

Ejemplo 7.9

Sea la matriz simétrica

1 -1 0

A= [|=-1 2 -1
4] -1 1
con valores propios a =0, a =1y a; = 3 entonces

0+1+3=1+2+1=4 y detA =20

NOTA: No deben confundirse los valores propios de una matriz
y sus entradas diagonales. Normalmente son completamente
diferentes. Sin embargo se tiene la siguiente definicién:

DEFINICION 7.6 Si la matriz A es triangular ( puede ser superior
Y en particular diagonal) entonces los valores propios Ayyoo, @
son exactamente los mismos que las entradas de la diagonaf

VP

Ejemplo 7.10

Sea la matriz A como sigue:

1 -1 0
A= (-1 2 -1
0 -1 1

181




su polinomio caracteristico es:

1-a 1/4 0
det 0 3/4-a 0 = (1-a) (3/4-a) (1/2-a)
0 0 1/2-a

el determinante es el producto de las entradas diagonales.
Obviamente las raices son a, =1, ay = 3/4 y a; = 1/2, los valores
propios ya estaban colocados a lo largo de la diagonal principal.

Este ejemplo,en el cual se pueden encontrar los valores
propios por inspeccién sefala lo mas importante de éste
tema:transformar a una matrizs A en una matriz diagonal o
triangular sin cambiar sus valores propios.(La factorizacién LU
no no sirve para este caso ya que los valores propios de U no son
los valores propios de A)

otra situacién en que los calculos son faciles es: si ya
tenemos los valores y vectores propios de una matriz A entonces
los valores propios de A? son exactamente a,?, ey a? y cada
vector propio de A es también un vector propio de A

TEOREMA 7.6 Supongamos que la matriz A de nxn tiene n vectores
propios linealmente independientes. Entonces si se eligen éstos
vectores como las columnas de una matriz S, se sigue que S''AS es
una matriz diagonal A con los valores propios de A en su
diagonal.

SAs = A = a,

demostracién

Colocamos los vectores propios x; en las columnas de S y se
calcula el producto AS, una columna a la vez:

AS = A ).(" Xy oo X, |= a,x.l X, ... X,

entonces
Q.'.X.‘ azxz P anxn = ).(1 x2 PR ).(n . < SA
AS =SR o S'AS =R oA = sas’!

la matriz S es invertible ya que supusimos que sus columnas (los
vectores propios son 1l.i.)
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Observagjion 1

Si la matriz A no tiene valores propios repetidos ( los
nimeros a,, ..., a, son distintos) entonces los n vectores
propios son indepengientes y por lo tanto cualquier matriz con
valores propios distintos puede diagonalizarse.

Observacién 2

La matriz diagonalizada S no es unica, ya que un vector
propios x puede multiplicarse por una constante y seguir siendo
vector propio, por lo tanto se puedne multiplicar las columnas
de S por cualquier constante distinta de cero y producir una
nueva diagonalizacién s.

Observacién 3

La ecuacién AS = S) es valida si las columnas de S son los
vectores propios de A y no de otra manera. Supongamos gue la
primer columna de S es algun vector y, entonces la primer columna
de SA es a,y. Si esto va a corresponder con la primer columna de
AS que debido a la multiplicacién de matrices es Ay, entonces y
debe ser un vector propio Ay = a; y

Observacién 4

No todas las matrices poseen n vectores propios l.i. y por
lo tanto no todas las matrices son diagonalizables.

Ejemplo 7.11

Sea la matriz A como sigue:

0 1
A=
0 0
sus valores propios son a, = a, = 0 ya que es triangular
-a 1
det (A - aI) = = af
0 -a

si x es un vector propio entonces
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aunque a = 0 es un valor propio de multiplicidad algebrdica 2
s6lo tiene un espacio unidimensional de vectores propios, la
multiplicidad geométrica de éste valor propio es 1 y no podemos
construir S.

Como @, = a, = 0 A tendria que ser la matriz de ceros. Pero
si S''AS = 0 entonces SS''AS = 0 1o que implica ASS™' = 0 y de aqui
se deduce que A = 0 lo que resulta imposible. Por lo tanto no
existe S tal que S'AS = A

Algunas matrices con valores propios repetidos pueden
diagonalizarse. Si se repite un valore propio a, m veces,

entonces para que se pueda diagonalizar A debe haber m vectores
propios correspondientes.

Ejemplo 7.12

Diagonalice la siguiente matriz A

3 -2 0
A= [|~2 3 0
1] (4] 5
Solucion:
Los valores propios de A son o, =1y a, = 5.

Para a, = 5 se tienen los vectores propios

-1 0
vi =11 v, = 0
0 1
y para a,= 1 se tiene
1
vy = |1
0

de donde {v,, V,, V3} es un conjunto de vectores l.i. entonces

-1 0 1
s = 1 0 1
0 1 0

diagonaliza a A
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-1/2 1/2 O 3 -2 0 -1 o 1 |5 o o
s'as = 0 0 1| (-2 3 0 1 o 1 5 0
1/2 172 0 0O 0 5 o 1 o |0 o 1

el orden de las columnas de S no altera los valores propios sélo
su orden.

TEOREMA 7.7 Una matriz A de nxn es diagonalizable si y sdlo
si la multiplicidad algebrdica de cada valor propio es igual a
su multiplicidad geométrica.

7.3 PROPIEDADES DE VALORES Y VECTORES PROPIOS.

Sea la matriz A de orden nxn

1. Si @ es un valor propio de A con v como vector propio
correspondiente, entonces A¥ es un valor propio de A%, de

nuevo con V como vector propio correspondiente, para
cualquier entero positivo k.

2, Si a es un valor propio de una matriz invertible A con v
como vector propio correspondiente, entonces 1l/a es un
valor propio de A", de nuevo con v como vector propio
correspondiente.

3. Si @« es un valor propio de A, entonces el conjunto E, es

un subespacio de R".

COROLARIO 7.1 Sean A y S matrices de orden nxn, entonces Ak = A
N 8! para cada entero positivo k.

demostracion
demogtracion i .
De STAS = A obtenemos A = S A S! asi

A% = (sAs™") (sas™) ... (SAS"!

k veces
como los términos adyacentes S°'S se cancelan gqueda
A% = saks™!
Matrices Simetricas y Diagonalizacion Ortogonal

TEQREMA 7.8 Sea A una matriz simétrica real de nxn. Entonces
los valores propios de A son reales. Para cualquier matriz
simétrica la multiplicidad algebraica de cada valor propio es
igual a su multiplicidad geometrica, de modo que toda matriz
simétrica es diagonalizable.

Ya vimos que vectores caracteristicos correspondientes a valores
caracteristicos diferentes son 1l.i. Para matrices simétricas
el resultado es mas fuerte los vectores caracteristicos de una
matriz simétrica correspondientes a valores diferentes son
ortogonales.
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TEOREMA 7.9 Sea A una matriz simetrica real de nxn. Si a, vy
a, son valores caracteristicos distintos con correspondientes
vectores caracteristicos reales v, ¥ Vv, entonces v, y Vv, son
ortogonales.

demostracién cCalculamos

Av, v, = a.Vv, vz = a,(v, V;)
Y Av, v, = Vv, sz =v, Av, = v, ( a,V,) = a,(V,V,)
entonces a,(v, V,) = a,(v, V,) como a, + a,

y de aqui (vi v;) =0 1.q.q9.4d.

TEOREMA 7.10 Sea A una matriz simétrica real de nxn. Entonces
A tiene n vectores caracteristicos reales ortonormales.

Este teorema nos dice que si A es simétrica entonces R"

tiene una base B = {uy,4,,...,u ) de vectores caracteristicos
ortonormales de A. Sea Q la matriz cuyas columnas son
u,,u,,...,4, entonces Q es una matriz ortogonal.

DEFINICION 7.7 Una matriz A de nxn se dice diagonalizable
ortogonalmente si existe una matriz ortogonal Q tal que

Q'AQ = A
donde A = diag. ,...,a ) los valores caracterlstlcos de A.
como Q es ortogonai Q lo que implica @ AQ

TEOREMA 7.11 Sea A una matriz real de nxn. Entonces A es
diagonalizable ortogonalmente si y solo si A es simétrica.

Antes de ver ejemplos, enunciaremos los 3 pasos que sirven para
encontrar la matriz ortogonal Q que diagonaliza a la matriz
simétrica A.

1. Encuentre una base para cada espacio caracteristico de
A.

2. Encuentre una base ortonormal para cada espacio
caracteristico de A usando el proceso de Gram-Schmidt.

3. Escriba Q como la matriz cuyas columnas son 1los
vectores caracteristicos ortonormales obtenidos en el
paso 2

Ejemplo 7.13

Encuentre una matriz ortogonal Q que diagonalice a la matriz
A dada como sigue:
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4- 2 2
1. det (A-I) =] 2 4- 2 |= (a-2)%(a-8) = 0O
2 2 4-
por lo que a, =2 vy a, = 8
Para a, = 2 se tiene
-1 -1
v, = 1 v, = 0
0 1

forman una base para E,.

-1//2

v, = 1//2 v, =
0

Aplicando Gram-Schmidt se tiene.

-1//6
-1//6
2//6

el espacio caracteristico correspondiente a a,=8 tiene como base

vy= | 1

aplicando Gram~Schimdt a vy se tiene

1//3

vy = 1//3

1//3
-1//2 -1//6  1//3
Q= 1//2 -1//6 1//3
0 2//6  1//3

diagonaliza ortogonalmente a A.

1//2
1//2
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7.4 ECUACIONES EN DIFERENCIAS.
Las ecuaciones en diferencias se dirigen a un numero finito de
pasos finitos, mientras que una ecuacion diferencial lleva un

numero infinito de pasos infinitesimales (sin embargo ambas
teorias son paralelas).

Ejemplo 7.14

Supongamos que se invierten $100 por 5 afios a un interés de
6% Si se compone una vez al afio, entonces el capital se
multiplica por 1.06 y P, = 1.06P, donde ésta es una ecuacién
en diferencias con un lapso de tiempo de un afio. Relacione el
capital despues de k+1 afios con el capital del afio anterior y es
facil de resolver, después de 5 afios el capital original B=1000
se ha multiplicado 5 veces y

Ps=(1.06)°> P, = (1.06)5 1000 = $ 1338.
Si el lapso de tiempo se reduce a un mes
P, = (1 + 0.6/12)P,.
y despues de 5 afios o 60 meses.
Py = (1 + 0.06/12)% p, = (1.005)¢° 1000 = 1349
si se compone diariamente el interés se tiene:
(1+40.06/365)°"%5 1000 = $ 1349.83.

Si se pretende componer continuamente el interés, se anade a cada
instante, entonces se tiene un proceso de limite:

(140.06/n)%" 1000 -~-> e%3 1000 = $ 1349.87

o se puede cambiar a una ecuacion diferencial que serd el limite

de la ecuacién en diferencias P, = (1+0.06 at)P,, lo que implica
L LA
k1 T Fx T U K
de donde '
Py — By dp
—————— = 0.06 P, ---> = 0.06p.
at dt

cuya solucion es p(t) = e0-06t P, Ppara 5 anos se tiene $ 1349.07.

Este ejemplo incluyé tanto ecuaciones en diferencias como
ecuaciones diferenciales, con una tendiendo a la otra a medida
que desaparecié el lapso de tiempo. Pero hay muchas ecuaciones
en diferencias por derecho propio Yy aqui nuestro siguiente
ejemplo:
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Ejemplo 7.15 (Los conejos de Fibonacci)

Suponga que las parejas de conejos recien nacidos no tienen
descendencia durante su primer mes de vida, pero que a partir de
ahi cada pareja produce otra nueva pareja cada mes. Comenzando
con F, = 1 que es la pareja recien nacida en el prlmer mes,
hallar el nimero F, de parejas en el k- -ésimo mes, suponiendo que
no muere ningun conejo.

En el k-ésimo mes el niumero de parejas de conejos es

F, = (numero de parejas mas el mes anterior) +
+ (numero de parejas recien nacidas en el k-ésimo mes)

Como nuestros conejos no tienen dg;cendencia durante el primer
mes de vida, vemos que el nimero de parejas recien nacidos en el
k-ésimo mes es el nimero F, , de parejas vivas dos meces antes.
Asi, podemos escribir la ecuac1on anterior como

Fp=F + F,

esta es una ecuacion en diferencias, conocida como Relacion de
Fibonacci.

Es conveniente hacer F, = 0 para denotar 0 parejas en el mes
0 antes de la llegada de la primera pareja recien nacida. Asi
la sucesién

Foo Fyy Fpy «.. ,F,.

para el numero de parejas de conejos se convierte en la sucesién
de Fibonacci

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,...

donde cada término, comenzando con F, = 0+1=1 es la suma de los
dos términos anteriores. Para cualquier k partlcular, podemos
calcular F, prolongando lo suficiente la sucesién. Sin embargo

esto puede ser una tarea tediosa aunque solo queramos calcular
F.
30°

Una forma de hacerlo, consiste en resolver la ecuacién en
diferencias F,,, = F,,, + F, y como primer paso podemos reducirla
a una ecuacion u,,=Au,, prec1samente como el interés compuesto

1.06 P, excepto dque ahora la incégnita es un vector y el
muitlpllcador A tiene que ser una matriz

s1 W = Fret
Fy

entonces

Faua = Fpy + F,

Fm - Fm
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se transforma en

W,y = 1 1 u,

1 0
Formalmente la ecuacidn e diferencias u,, = Au, es facil de
resolver, como cada paso conlleva una multlplicacidn por A, la

solucion u, esta relacionada con el valor inicial u; mediante u,
- A% . Entonces el problema se reduce a encontrar A* de un modo
rapiéb y esto se puede resolver a través de los valores y
vectores caracteristicos de %V

TEOREMA 7.12 Si puede diagonalizarse A, A=SAS™' entonces

u, = Aly, = sA'sTly,
o lo que es 1o mismo

= -1
u = x,....xn . s U,

donde S''u; es un vector columna de R”, ya que S' tiene rango n de
modo que sus columnas forman una base de R" de aqui que

entonces

= K X
u = C Ny X+ ...+ C KNy X,
la solucidén general es una combinacidn de 1las soluciones
especiales aﬂ X; Y los coeficientes c; correspondientes con la
condicién inicial u, son :

0 (]
C a, %X+ ... +C «a

X =1

n Xn 0 [} Sc = uy,

en el caso especifico de la ecuacién de Fibonacci, el primer paso
es diagonalizar la matriz A:

1 1
A=
1 0
det (A -qaI) = o -a -1
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lo que implica a = —-=—=--- @, = =-==--=
2 2
A =5SAs! = [a1 az] [a, ] 1 -a ] 1
1 1 a, -1 a, a, - a
Con Ff, =0 y F =1 se tiene y, = [1, 0] entonces
k - : - -
L v et a, a, a’, 1 a, {1
=u, = A%y, =8 Sy, =
F, 1 1 a*l {-1 ajlo
k 2
1
a, -~ a,
a, a, a¥, 1 1 a, @ aX, 1
= 11 v 1P 1 |  we———— = 1 1l eean-
K _ ok -
1 1 a’, -1 a- a, 1 1 a’, a,-a,
k+1 k+1
- L e 1
a* o* a,~a
1 2 17432

entonces el numero de Fibonacci F, es la segunda componente de
este producto:

F, = - =15 [+ Ssr2)k - (1- S5/2)0

como el seqgundo termino (1- /5/2)%/ /5 siempre es menor que 1/2
solo debe moverse el primer termino al entero mas cercano, de
modo que
F, 2 1//6 (1 + /5/2)
o
F, = entero mas cercano a 1//5 (1+ /5/2)% para toda k
por ejemplo si k=1000 entonces
Fi0 = entero mas cercano a 1//5 (1+ /5/2)1%%0
pero este numero como se puede ver es muy grande y aun mas grande
es F,.., la razon F1ogo/F1oo1 debe estar muy cerca de la cantidad
os

1+/5/2 = 1.1618 que griegos llamaron la "seccién dorada"

en otras palabras a"z se vuelve insignificante comparado con a*

1
A k+1 kK _
y la razén Fk+1/Fk se acerca a a / a” = a,.
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7.5 CADENAS DE MARKOV

Las Cadenas de Markov se utilizaron inicialmente para analizar
procesos en fisica y meteorologia, sin embargo las aplicaciones
mas recientes incluyen el andlisis de los movimientos de precios
de bienes, el mantenimiento de maquinaria, el comportamiento de
los animales en el laboratorio, la seleccion de productos por el
consumidor, la longitud de las colas en un supermercado O un
aeropuerto, en el manejo de inventarios en cuanto a nivel y
variedad, y en la administracién de plantas.

Para definir una cadena de Markov, considere un experimento con
un espacio muestra finito S=(E,,E,,...,E)}, ¥ una secuencia (o
cadena) de experimentos realizados. Se dice que el experimento
esta en el estado E; en el intento m-ésimo si E; es el resultado
del m-ésimo ensayo del experimento.

DEFINICION 7.8 Una secuencia de intentos de m experimentos es
una cadena de Markov si

a) El resultado del intento m-ésimo depende solo del resultado
del intento (m-1)-ésimo y no de los resultados en los
intentos anteriores, y

b) La probabilidad de pasar del estado E;, al estado E; en dos
intentos sucesivos del experimento permanece constante.

Por ejemplo si el clima de hoy depende solamente del clima
de ayer, entonces la observacion y prediccién del clima es un
problema de cadenas de Markov. Si la probabilidad de escoger una
marca particular de coche la proxima vez que piense comprar uno
depende unicamente del auto que ya se tiene, entonces el problema
del patrén de ventas de automéviles es un problema que se puede
resolver por cadenas de Markov.

Por otra parte, si el clima de hoy es determinado por el
clima de varios dias anteriores, entonces no se trata de una
cadena de Markov.

Una cadena de Markov se caracteriza por las probabilidades
de gque el sistema pase de un estado a otro en intentos sucesivos.

Matriz de Transicién de una Cadena de Markov.

La matriz de transicién de una cadena de Markov es la matriz de
nxn de probabilidades T=(p;;) cuya componente ij-esima p;; es la
probabilidad de que el sistéma pase del estado E; al estado E. en
intentos sucesivos del experimento por 1lo cual todos 'los
componentes son no negativos y la suma de ellos por columna es
1.

Ejemplo 7.16

Cada afio 1/10 de la gente que vive fuera de California se
muda dentro y 2/10 de la gente gue vive dentro se muda fuera.

192



Esto sugiere una ecuacion en diferencias. Comenzamos con Yy,
gente que vive fuera y z, que vive dentro y al final del primer
afo hay

0.9 y, + 0.2 2,

Y,
0.1 y, + 0.8 z,

zy

1] - a2 %3] [

T

o bien

La matriz T es una matriz de transicién ya que
0.9+40.1=1 0.2+0.8=1

y son todos no negativos. Por lo tanto las potencias T* son no
negativas.

Resolvemos esta ecuacién en diferencias usando S *s'u,,
posteriormente vemos si 1la poblacién tiende a un estago
estacionario. Esto es, que después de un tiempo las
probabilidades de que el sistema se encuentre en cada uno de sus

posibles estados son invariables con el tiempo. Para comenzar
los cdalculos, T tiene que diagonalizarse.

2/3 1/3 1 1 1
A =s8as" =

1/3  -1/3 L 0.7 [1 -2
podemos encontrar A* y la distribucién después de k afios:
Yi Yo 2/3 173} [1* 1 1 Yo

z, Z, 1/3 -1/3 0.7%11 -2 2,

2/3 1/3
= YoZ, (Yo=22,) (0.7)*
1/3 -1/3

Fsta es la solucién que queriamos, a largo plazo el factor
(0.7)" se vuelve muy pequefio y la solucién tiende a un estado
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limite.

Yo 2/3
= (Yo + zo)

z, 1/3

La poblacién total es todavia y,+z,, la misma que al
principio pero en el limite 2/3 de ésta poblacién esta fuera de
California y 1/3 estd dentro. Esto es cierto independientemente
de las distribuciones inicial. Si se comienza el ano con 2/3
fuera y 1/3 dentro, entonces termina de la misma manera:

0.9 0.2 2/3 2/3

0.1 0.8 1/3 1/3

o Au_ = u

El estado estacionario es el vector propio de A
correspondiente a a= 1. La multiplicacion por A que nos lleva
de un lapso de tiempo a otro, no altera u,.

En el ejemplo de California, si el individuo esta fuera se
mudard adentro con una probabilidad de 1/10, si esta adentro
entonces se mudard afuera con probabilidad 2/10. Su movimiento
se vuelve un proceso aleatorio y la matriz A que lo gobierna es
una matriz de transicién. No sabemos donde esta, pero cada afo
las componentes de u, = Ak u, especifican la probabilidad de que
esté fuera del estado y la probabilidad de que esté dentro.
Estas probabilidades suman 1 el individuo tiene que estar en
algun lado y nunca son negativas.

Por que a= 1 es siempre un valor propio y porque su vector
propio es el estado estacionario.

Como se vié en el caso de los conejos de Fibonacci se tiene
que el vector propioc o de informacién después del k-ésimo estado
es igual a A* X, para un vector inicial x, y una matriz
diagonalizable A. Como es evidente un aspecto 1mportante es si
alguno de los valores propios de A tiene magnitud mayor que 1.
Cuando éste es el caso, la magnitud de las componentes del vector
de informacién pueden crecer exporencialmente como es el caso de
la sucesién de Fibonacci donde a1|>1 y se dice que es inestable.

Por otro lado, si todos los valores propios tienen magnitud
menor que 1, las componentes del vector de informacion deben
tender a cero a medida que k crece. Si las probabilidades de
Markov decrecieran a cero, entonces la ecuacion seria estable,
cosa que no sucede porque en cada estado deben sumar 1.

Dada cualquier ecuacion en diferencias U,, = A4 donde
queremos estudiar su comportamiento cuando k ---> ®. Suponiendo
que A puede diagonalizarse, la solucidén U, serd una combinacién

de soluciones para
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U = SAsT U, = ¢ ok % ¢ ...+ C ok x)
DEFINICION 7.9 La ecuacion en diferencias U,,, = Ay es estable y
U, ---> 0. Si todos los valores propios sa¥1sfacen Iai|< 1, es
neutralmente estable y u, esta acotado si todo Iai|51 y es
inestable (u, no esta acotado) cuando al menos un valor propio de
A tiene |a;|> 1.

7.6 FORMAS CUADRATICAS

Las formas cuadraticas son una aplicacién inmediata de los
valores propios, el teorema del eje principal asegura que toda
forma cuadratica se puede diagonalizar, este resultado tiene
importantes aplicaciones a vibracién de cuerpos elasticos,
mecanica cuantica y circuitos eléctricos.

DEFINICION 7.10 Se dice que una ecuacién de la forma
ax? + 2bxy + cy’? + dx + cy + £ = 0 (7.4)

donde a,b,c,d,e,f son nimeros reales y al menos uno de ellos es
diferente de cero, es una ecuacién cuadratica en x,y. La
expresion ax? + 2by + cy?, se denomina la forma cuadratica
asociada.
EJEMPIO 7.17
En la ecuacién cuadratica
3x2 + 5xy - 7y? + 2x+7 = O

las constantes son:

a =3 b=5/2 =-7 d=2 e=0 f=7.
EJEMPIO 7.18
ecuacioén cuadratica forma cuadratica asociada.
32 + 5xy ~ Ty + 2x + 7 =4d Ix° + 5x¥ - 7y?
4x? -5y + 8y + 9 =4d 4x? - 5y
Xy +y=4d Xy

las graficas de las ecuaciones cuadraticas en x,y se llaman
cénicas o secciones cénicas. Las cédnicas mas importantes son la
elipse, la circunferencia, la hipérbola y la pardabola.

Una forma cuadratica con una variable x es un polinomio
f(x)= ax® con at 0. Una forma cuadratica en 2 variables X,y es
un polinomio f(x) = ax? + bxy + y? donde a,b o c es ¥ 0. FEl
término cuadratico significa de grado 2, el término forma
s@gnifica homogénea, es decir, cada sumando tiene un producto del
mismo nimero de variables, a saber 2.
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Se dice que una coénica tiene una posicién normal relativa
a los ejes de coordenadas si no se encuentra trasladada ni
rotada.

EJEMPIO 7.19

La ecuacién

———— 4 me——= ]
4 9
es de la forma
xZ y2
_____ + =-—==— =1 con k=2, 1=3
kZ 12

por lo tanto, su grafica es una elipse en posicién normal que
intersecta al eje x en (-2,0), (2,0) y al eje y en (0,-3) y (0,3)

La ecuacién x? - 8y2 = -16 se puede expresar como yi/2 -
%x2/16 = 1 que es de la forma y?/k?® - x%/12 = 1 con k = /2 1=4 por
lo tanto su grafica es una hipérbola en posicién normal que corta
al eje y en (0, -/2) y (0, J2).

La ecuacién 5x® + 2y = 0 se puede reescribir como x? = (-
2/5) y que es de la forma x2 = ky con k=-2/5 como k < 0 su
grafica es una parabola en posicién normal que se abre hacia
abajo.

Ninguna cénica en posicién normal tiene términos cruzados
(xy) en su ecuacién. Si estos aparecen significa que la cénica
se girdé con respecto a su posicién normal. Tampoco se tienen
conicas en posicién normal que tengan simultdneamente un término
en x> y en x o en y*> y en y. Si tales términos aparecen
significa que la cénica se trasladdé de su posicién normal, ver
figura 7.2.

EJEMPIO 7.20
Dada la ecuacién cuadratica.

2x% + y? -12X ~4y + 18 = 0
tiene términos en xz, X, yz, Y pero no en xy entonces su grafica
es una cénica que se trasladé pero no se giré: Agrupamos
términos para obtener:

(2x% - 12x) + (y? - 4y) + 18 = 0
2(x? - 6x) + (y® - 4y} = -18

completando cuadrados (donde para completar el cuadrado de una
expresién de la forma xa+px se suma y se resta (P/2)
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/
(V7

Rotada Trasladada Trasladada y
rotada

Figura 7.2

x* + px = x* + px + (p/2)% - (p/2)% = (x+p/2)% - (p/2)?
se tiene entonces
2(x2 -~ 6x + 9) + (y2 - 4y + 4) = -18 + 18 + 4
2(x - 3)2 + (y - 2)2 =24

Si se trasladan los ejes de coordenadas mediante

x'= x-3 y'= y-2
se tiene 2x'2 + y'2 = 4
entonces
xlz y.z
———— et m————= ]
2 4

que es una elipse en posicidn normal con respecto a x'y' (figura
7.3)

La ecuacion (7.4)

2

ax? + 2bxy + cy? + dx + ey + £ = 0
se puede expresar en forma matricial como
a b X X
[x y] + [d e] + £ =0
b ¢ Yy Y
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,‘
4
-— k %
- — X
Figura 7.3 JL
O sea
x'Ax + kx + £ = 0 (7.5)
donde
X a b k = [4d, e]
X = A =
y b ¢

con esta notacién, la forma cuadratica asociada a (7.5) es
x'Ax

L? matriz simétrica A se llama la matriz de la forma cuadratica
X"AX

Ejemplo 7.21
La matriz de la forma cuadratica
3x2 + 5xy - 7y°

es
3 5/2

5/2 -7

Considere que la ecuacién de una cdénica C es
x'Ax + kx + £ = 0 (7.6)
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a continuacidn se muestra que siempre es posible rotar los ejes
de coordenadas x-y de tal manera que la ecuacion de la cénica con
respecto al sistema de coordenadas x'-y' no contenga un término
en xy

Etapa 1

Encuentre la matriz

que diagonalice ortogonalmente a A.

Etapa 2 Si es necesario, intercambiar las columnas de P de tal
suerte que det(P) = 1. Esto garantiza que la transformacidn
ortogonal de coordenadas (7.7) es una rotacion

x=Px"' (7.7)

Etapa 3 Para obtener la ecuacién de C con respecto al sistema
x'- y' se sustituye (7.6) en (7.7)

(Px')t A(Px') + k(Px') + £ = 0

x' (P'AP) x' + (kP)x' + £ = 0 (7.8)
como P diagonaliza ortogonalmente a A.

a, 0
t
P'AP =
0 Q,
donde «a, y @, son valores propios de A, por lo cual (7.8) se
puede expresar como

[+ 0 x' P P x!
1 1 12
[x' y'] + [d, c] +f£f=0
0 Q, y' Pa Py y'
entonces
ax'? + ay'? + d'x' + e'y' + £ = 0.
donde

d' = dP,, + eP,, e! = dP,, + eP,,.

El siguiente teorema resume todo el proceso.
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7.13 TEOREMA DE LOS_EJES PRINCIPALES P, R?
Sea

ax? + 2bxy + cy? +dx + cy + £ =0

la ecuacién de una cénica C y sea
x'Ax = ax? + 2bxy + cy?

la forma cuadratica asociada. Entonces los ejes de coordenadas
se pueden rotar de tal manera que la ecuacién C con respecto al
nuevo sistema de coordenadas x' - y' tiene la forma

ax? + ay? +d'x' + e'y' + £=0
donde a; y a, son valores propios de A. La rotacién se puede

efectuar mediante la sustitucién x = Px' donde P diagonaliza
ortogonalmente a A.

Ejemplo 7.22
Describa la cénica C cuya ecuacién esta dada por
5% - 4xy + 8y? + (20//5)x - (80//5)y + 4 = 0O
la forma matricial de ésta ecuacién es

X'Ax + kx + 4 = 0O

donde
5 =2 kX = [20//5, - 80/./5]
A =
-2 8
det (A - aI) = (@ - 9)(a - 4)
Yy v Vv, son:
2//5 -1/J/5
1//5 2//5

diagonaliza ortogonalmente a A. Sustituyendo x = Px'

[

(Px')' A(Px') + k(Px') +y =0

es decir

]
(=]

(x'*) (P*'AP)x' + (kP)x' + y

dado que

200



4 2/5 -1/5

P'AP = kP = (20//5, -80//51 = (-8, -36]
9 1/5 2/5
entonces
4x'? + 9y'2 - 8x' -~ 36y' + 4 =0
trasladando

a(x'? - 2x') + 9(y'? - 4y') = -4

completando cuadrados

4(x'2 - 2x'+ 1) + 9(y'? - 4y'+ 4) = -4+4+36
o bién
4(x'-1)%2 + 9(y' -2)% = 36
sea x" = x' =1 y" = y' -2 las ecuaciones de traslacién
entonces
ax"? + 9y"? = 36
P
[o]
x "2 yuz
———— e em——— = ] E
9 4

es la ecuacién de una elipse

Eijemplo 7.23

Describa la cénica C cuya ecuacién esta dada por

5x2 - 4xy + 8y% - 36 = 0

o bién
x'Ax - 36 =0
donde
S -2
A =
-2 8

det ( A -al) = (@ - 9) (@ - 4) =0

para ¢ = 4 se tiene [

2//5
|1//5

para a

]
Y]
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-1//5

v, =
2//5
por lo tanto
2//5 -1//5
s ws

digonaliza ortogonalmente a A ademds det P = 1, por lo cual
se puede concluir que x = Px' es una rotacién o bién:

(x'), (PAP)x'-36 = 0

donde
4 0
P'AP =
0 9
4 x'
[x' ¥y'] . -36 = 0
9 y'
4x'? + 9y'? - 36 = 0
o
le ytZ
———— e em——- =]
9 4
es una elipse.
7.7 RESUMEN
1. Si A es una matriz de nxn, entonces un escalar a es un valor

propio de A si hay un vector v distinto de cero tal que
Av = av

el vector v ¥ 0 se llama un vector propio de A correspondiente
a un valor propio «

2. Si A es de orden nxn entonces la ecuacidén
(A - al)v =0

es un sistema homogéneo de n ecuaciones con n incégnitas, como
por hipdtesis (ya que v es un vector propio distinto de cero) el

sistema tiene soluciones no triviales entonces det (A - aI) = 0
A esta ecuacién se le denomina la ecuacién caracteristica de A.
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3. Si contamos multiplicidades, cada matriz de nxn tiene
exactamente n valores caracteristicos.

4. Si A es una matriz de orden nxn entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

a) a es un valor caracteristico de A
b) El sistema ( A - aI)v = 0 tiene soluciones no triviales.
c) Existe un vector ve n R" v ¥ 0 tal que Av = av

5. Si a es un valor caracteristico de A entonces el espacio
solucién del sistema de ecuaciones (A - aI)v = 0 se denomina el
espacio caracteristico de A correspondiente a a, y los vectores
diferentes de cero en el espacio caracteristico se denominan los
vectores caracteristicos de A correspondientes a a.

6. Sea A una matriz de nxn y sea ay, @ ..., O valores
caracteristicos diferentes de A con sus correspondientes vectores
caracteristicos Vir Va, .., V.. Entonces v, son linealmente
independientes o ien, los vectores caracteristicos

correspondientes a valores caracteristicos diferentes son
linealmente independientes. (la demostracién se hace por
induccion).

7. Sea a un valor cracteristico de A entonces la multiplicidad
geométrica de a es la dimensién del espacio caracteristico
correspondiente a ¢ ( que es la nulidad de la matriz A -~ aI) esto
es:

multiplicidad geométrica de a = dim E,

8. Sea A una matriz de orden nxn, entonces A tiene n vectores
caracteristicos 1linealmente independientes si y solo si 1la
multiplicidad geométrica de todo valor caracteristico es igual
a la multiplicidad algebraica. En particular, A tiene n vectores
caracteristicos 1.i, si todos sus valores caracteristicos son
distintos (pues si no, podrian ser menores que n)

9. Sea la matriz A de orden nxn

9.1 Si a es un valor propio de A con v como vector propio
correspondiente, entonces * es un valor propio de Ak,
de nuevo con v como vector propio correspondiente,
para cualquier entero positivo k.

9.2 Si @ es un valor propio de una matriz invertible A
con v como vector propio correspondiente, entonces 1/a
es un valor propio de A'!', de nuevo con v como vector
propio correspondiente.

9.3 Si a es un valor propio de A, entonces el conjunto E
es un subespacio de R".

10. Una secuencia de intentos de m experimentos es una cadena
de Markov si
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a) El resultado del intento m-ésimo depende solo del resultado
del intento (m-1)-ésimo y no de los resultados en los
intentos anteriores, y

b) La probabilidad de pasar del estado E; al estado E; en dos
intentos sucesivos del experimento permanece constante.

11. Se dice que una ecuacién de la forma

ax? + 2bxy + cy? + dx + cy + £ =0
donde a,b,c,d,e,f son nimeros reales y al menos uno de ellos es
diferente de cero, es una ecuacién cuadratica en x,y. La
expresién ax? + 2by + cy?, se denomina la forma cuadritica
asociada.
12. Sea

2 =

ax? + 2bxy + cy? +dx +cy + £ =0

la ecuacién de una cénica C y sea
x'Ax = ax? + 2bxy + cy®

la forma cuadratica asociada. Entonces los ejes de coordenadas
se pueden rotar de tal manera que la ecuacién C con respecto al
nuevo sistema de coordenadas x' - y' tiene la forma

a1x12 + azy12 + d'x! + e'yl + £ =0
donde a, y @, son valores propios de A. La rotacién se puede

efectuar mediante la sustitucién x = Px' donde P diagonaliza
ortogonalmente a A.

7.8 NOTA8 RISTORICAS

LA PRIMER APARICION DE LOS VALORES PROPIOS8 fue en relacién con
su uso para resolver ecuaciones diferenciales. En 1743 Leonhard
Euler introdujo por primera vez el método estdandar de resolucion
de una ecuacién diferencial de n-ésimo orden con coeficientes
constantes

m -1 1 =
Yy +a, vV +.l.+a, ¥y +ay =0

usando funciones de la forma y = e donde a es una raiz de la
ecuacioén caracteristica:

n n-1 =

2" +a .,z +t...+ a, z + a;, = 0
Esta es la misma ecuacién que se obtiene al hacer las
sustituciones y, =y, ¥, =y' , Yy =Y", .., ¥, = y™ ", reemplazando

la unica ecuacién de orden n por un sistema de n ecuaciones de
primer orden
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Y= Y
Y', = Y3
Y'n = "qYy T &)y, T ... T84Y,

y calculando 1la ecuacidén caracteristica de 1la matriz de
coeficientes de este sistema.

Unos 20 afios mds tarde, Lagrange dio una versién mas
explicita de esta misma idea, al hallar la solucién de un sistema
de ecuaciones diferenciales hallando las raices de lo equivalente
a la ecuacion caracteristica de la matriz de coeficientes. El
sistema particular de ecuaciones diferenciales surgié del examen
de los "movimientos infinitesimales" de un sistema mecanico en
la vecindad de su posicién de equilibrio. En 1774, Lagrange
resolvid un problema similar de mecanica celeste usando la misma
técnica.

El nombre de CADENAS DE MARKOV se debe al matematico ruso Andrei
Andreevich Markov (1856-1922) quien las definié por primera vez
en un articulo de 1906 que trataba de la ley de los grandes
numeros y posteriormente demostré muchos resultados estandar
sobre ellas. Su interés en estas sucesiones se origindé en las
necesidades de la teoria de probabilidad. Markov nunca tratoé sus
aplicaciones a las ciencias. Los unicos ejemplos reales que
utilizé eran de textos literarios, donde los dos estados posibles
eran vocales y consonantes. Para ilustrar sus resultados hizo un
estudio estadistico de la alternancia de vocales y consonantes
en el libro de Pushkin: Eugen Onegin.

Andrei Markov dié clase en la Universidad de San Petersburgo
de 1880 a 1905, y se retirdé para dar paso a matemdticos mas
jovenes. Ademas de su trabajo en probabilidad, hizo
contribuciones a campos como teoria de numeros, fracciones
continuas y teoria de la aproximacién. Fue un participante activo
en el movimiento liberal ruso en la época anterior a la Primer
Guerra Mundial, en varias ocasiones criticé publicamente 1la
actuacién de las autoridades estatales. En 1913, cuando como
miembro de la Academia de Ciencias se le pidié participar en las
pomposas ceremonias de celebracién del 300 aniversario de la
disnastia Romanov, prefirié organizar una conmemoracién del 200
aniversario de la publicacién de la ley de los grandes numeros
de Jacobo Bernoulli.

FIBONACCI (1175 - 1230) El1 notable matemdtico italiano Leonardo
de Pisa mejor conocido por su sobrenombre de Fibonacci, una
abreviacién de "filus Bonacci" que significa el hijo de Bonaccio
de Pisa. Su padre, notario publico de Bugia, en Argel, confioé su
hijo a las ensefanzas de un maestro de calculo musulman: dedico
"algunos dias" al estudio del abaco, aprendié los signos
numéricos de los indios, y penetré en sequida en los secretos de
la ciencia arabiga. Ulteriores viajes lo llevaron posteriormente
a través de Oriente y de Europa, hacia Egipto, Siria; Grecia,
Sicilia y Provenza. Por doquier planted nuevas cuestiones a los
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mds afamados maestros con los que media sus fuerzas para
perfeccionar su sabiduria. "Pero todo esto, y el algoritmo y los
arcos de Pitagoras, s6lo me parecieron otras tantas
equivocaciones, comparadas con el método de los indios.

En el afio 1202, a los 27 afios de edad, fue cuando escribioé
Leonardo, resumiendo su sabiduria singular, un gran libro sobre
el arte de calcular, el Liber abaci, en el que por primera vez
un matematico crisitano ofrecia a sus contemporaneos una imdagen
completa, acabada y ordenada con la mayor claridad, del arte del
cdlculo tal y como éste se habia desarrollado mas alla del mundo
europeo. Nos informa en ella que, habiendo aprendido en Berberia,
el sistema numerico de los arabes lo transmitia "a la raza latina
para que ésta no permaneciese mds tiempo privada de él".

En el Liber abaci comezaba Leonardo explicando los signos
numéricos, ensefiando a continuacién a calcular con los dedos, asi
como las operaciones mas sencillas con los numeros enteros y las
fracciones. Una gran parte de sus problemas se referian a casos
practicos. Asi, por ejemplo, en la seccién 8 trataba " de los
precios de las mercancias a largo plazo", en la 9, Udel
intercambio de mercancias y cosas semejantes"; en la 10, "de la
aligacién y compafiia™; en la 11, "de la aleacién y mezcla de las
monedas”; en la 15, "de las reglas pertenecientes a la Geometria
y de los problemas del Algebra y Almucabala". Es en éste mismo
libro donde expone su ejemplo de los conejos y como se construye
la sucesién gque posteriormente llevara su nombre.

EN 1826, CAUCEY ANALIZO LAS PFORMAS8 CUADRATICAS CON TRES
VARIABLES, es decir, formas del tipo Ax? + By, + cz? + 2Dxy + 2Exz
+ 2Fyz. Demostrd que la ecuacién caracteristica formada a partir
del determinante

Mmoo
s wo
O"m

permanece igual bajo cualquier cambio de ejes rectangulares, lo
que nosotros llamariamos un cambio coordenado ortogonal.
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