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Como parte de las actividades del Departamento de
Ingenieria de Sistemas de la Division de Estudios de
Posgrado, Facultad de Ingenieria UNAM, nos hemos
propuesto el desarrollo de una serie de apuntes que
sirvan de apoyo a los distintos cursos que se imparten
y, desde luego, como material de referencia o de
lectura para quien asi lo desee.

En dichos apuntes se busca mantener un alto nivel, de
manera que contribuyan a una solida formacion teorica
del alumno, pero al mismo tiempo se intenta
mantenerlo cerca de las aplicaciones de tales
conocimientos, como es en sintesis la aspiracion general
del posgrado de ingenieria.

La presentacién de los mismos es en siete capitulos
divididos en dos partes: la primera de ellas abarca los
primeros cuatro capftulos y la segunda los tres wltimos.

Agradecemos a la Comisién Federal de Electricidad y
al Instituto de Investigaciones Eléctricas el apoyo
prestado para la realizacién de este proyecto (Convenio
UNAM - CFE - IIE).
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PROLOGO

El Algebra Lineal es una estructura matemitica de suma
importancia en nuestro medio; ya que no s6lo trata de resolver
problemas de investigacién de operaciones, también es una
herramienta importante en electrénica, estructuras e ingenieria
petrolera entre otras. Muchas veces los textos que tratan sobre
esta disciplina son muy teéricos y se limitan a resolver unos
cuantos ejemplos abundando en la demostracién de teoremas, lo cual
no es nuestro propbésito. Mas bien, se pretende resolver una gran
cantidad de ejemplos sobre todo de ingenieria y efectuar las
demostraciones de los teoremas mds relevantes. Es bajo é&sta
perspectiva que se presentan estos apuntes, donde lo que se busca
es tener un apoyo didactico para la clase y como un complemento de
la bibliografia sugerida para el curso.

Los presentes apuntes van dirigidos a estudiantes de posgrado
que ya teniendo conocimiento de la materia requieren de un cierto
grado de conceptualizacién y una buena dosis de ejemplos vy
aplicaciones, se presentan también al final de cada capitulo unas
notas histéricas que buscan dar al lector una idea mas completa de
las matemdticas, viéndolas desde una perspectiva histérica,
inmersas en la realidad de la é&poca:

"La ciencia gana realidad cuando es visualizada no como
una abstraccién, 8ino como la suma concreta de los
cientificos, pasados y presentes, vivos y muertos. No
hay estamentos en ciencia, ni una observacién, ni un
pensamiento que existan por si mismos. Cada uno de ellos
@8 producto de un duro eefuerzo de algGn hombre, y a
menos que conozcdis al hombre y el mundo con el cual
trabajaba, los supuestos que &1 aceptaba como verdades,
los conceptos que &1 consideraba insostenibles, no
podréis comprender sus afirmaciones, u observaciones, o
pensamiento”.

Isaac Asimov

El orden en que se abordan los temas es el mismo que el orden
del curso, lo considero adecuado ya que el problema central del
Algebra Lineal es resolver sistemas de ecuaciones lineales y é&ste
es el hilo conductor del curso.

Finalmente quisiera destacar que parte de este trabajo se
apoyé en las notas de cursos anteriores impartidos por el Dr.
Sergio Fuentes Maya.







CAPITULO 1
MODELOS MATEMATICOS.

"La formulacién de un problema es a menudo mas
importante que su solucién®
A. Einstein.

1.1 INTRODUCCION

Un modelo es una representacién de un problema o situacién de la
realidad. Esta representacién la hacemos mediante diversos objetos
o simbolos a través de un proceso de abstraccién, que consiste, en
tomar de la realidad, los elementos mas importantes que
intervienen en el problema y desechar todos aquellos que
consideramos que no juegan un papel determinante en el mismo,
estableciendo con precisién cuales son las distintas relaciones
que guardan entre si dichos elementos. Una vez establecidas éstas
relaciones, podemos manipular los elementos del modelo en la
bisqueda de una posible solucidén, o bien, demostrar que tal
solucién no existe.

Se considera que las funciones de un modelo son la prediccidn
y la comparacién para proporcionar una forma légica de predecir
los resultados que siguen las acciones alternativas, e indicar una
preferencia entre ellas. Aunque éste uso de 1los modelos es
importante, éste no es de ninguna manera su unico propésito, la
construccién de modelos proporciona una manera sistematica,
explicita y eficiente para que un grupo de expertos y aquellos que
toman las decisiones centren su juicio e intuicién.

Uno de los principales elementos para resolver un problema es
la construccién y el uso de un modelo. Dicho modelo puede tomar
muchas formas, pero una de las mds uUtiles, y ciertamente la que
mads se usa, es la matemdtica; lamentablemente no siempre es
posible crear un modelo matemético en un sentido riguroso y
estricto. Al estudiar la mayoria de los sistemas militares e
industriales, podemos definir objetivos, especificar restricciones
y discernir que el diseflo sigue las leyes de ingenieria y/o
economia. Las relaciones esenciales se pueden descubrir vy
representar matemiaticamente, de una manera u otra.

Representar alqun objeto, sistema o idea con un modelo es tan
general que es dificil clasificar todas las funciones gque
satisfacen los modelos, algunas de ellas son:

a. Una ayuda para el pensamiento
b. Una ayuda para la comunicacién

c. Para entrenamiento e instruccién

d. Una herramienta de prediccién




e. Una ayuda para la experimentacién.

En ingenieria, los modelos sirven como ayuda para diserfiar nuevos
sistemas o mejorar los existentes, mientras que en ciencias
sociales y en economia, explican los sistemas existentes.

1.2 CARACTERIBTICABS DE LOS MODELOS.
Empezaremos nuestro anadlisis con un problema hipotético:
El viejo y el lobo.

"A orillas del rio Balsas, un viejo llevaba un lobo, una oveja y
una paca de alfalfa. El viejo quiere cruzar el rio con todas sus
pertenencias, pero lo unico que tiene para cruzarlo es una barca
donde solo cabe él1 y una de sus pertenencias de tal manera dque
tiene que llevarlas a la otra orilla una por una. Pero si deja al
lobo con la oveja este se la comeria y si deja a la oveja con la
alfalfa esta se la comeria". ;Cémo puede el viejo llegar a la otra
orilla del rio con todas sus pertenencias?.

Antes de resolver el problema, debe estar claro que podemos
considerarlo como un sistema, empecemos por diferenciar las
relaciones que guardan entre si los elementos del sistema:

1. En la barca solo cabe el viejo con una sola de sus
pertenencias (lobo,oveja,alfalfa).

2. El lobo no se puede quedar solo con la oveja.

3. La oveja no se puede quedar sola con la alfalfa.

Una vez enumeradas las principales relaciones de
interdependencia del sistema, podemos intentar disefiar una posible
solucién.

A continuacién se enuncian los pasos a seguir para una
solucién satisfactoria del problema:

1. El viejo cruza el rio con la oveja.
2. El viejo regresa sélo.

3. El viejo cruza el rio con el lobo.

4. El viejo regresa con la oveja.

5. El viejo cruza el rio con la alfalfa.
6. El viejo regresa solo.

7. El viejo cruza con la oveja.

Ahora pasemos a verificar si ésta solucién cumple las
relaciones de interdependencia del sistema, esto es, hay que
verificar que en ningun momento se pueda comer el lobo a la oveja
ni la oveja a la alfalfa y que al final estén todos al otro lado
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del rio. Una vez realizado lo anterior podemos ahora si, estar
seguros de que la solucién propuesta es adecuada.

Hasta ahora, sin decirlo hemos seguido un método para
resolver el problema, sin embargo es importante que conozcamos
otros mas y sepamos diferenciarlos.

El problema anterior lo pudimos resolver de manera sencilla
en forma mental, para lo cual lo Unico que tuvimos que hacer fue
imaginar el sistema, con sus relaciones de interdependencia y a
través de estas representaciones mentales encontramos la solucidn,
en otras palabras, elaboramos un modelo "mental" del sistema, a
este método de solucién le llamaremos RESOLUCION MENTAL.

Sin embargo no todos los problemas se pueden resolver tan
facilmente, existen problemas mucho mas complicados por lo cual,
necesitamos de otros métodos para resolverlos.

Regresemos al problema inicial y con la finalidad de dejar
mds claro el razonamiento que hemos seguido, resclvamos las
siguientes preguntas:

1. ¢Cudntas veces tuvo que cruzar el viejo el rio?

2. ¢Si la oveja no se comiera la alfalfa, cuantas veces cruzaria
el rio?

3. ¢Hay otras soluciones al problema?

4. ¢Existe una solucién mas corta?

5. ¢Si ponemos alfalfa donde diga lobo y lobo donde diga alfalfa
en nuestra solucién. Obtenemos otra solucién?

6. Si intercambiamos alfalfa y oveja. Es solucién?

7. Unicamente podemos resolver mentalmente nuestro problema?

8. ¢De que otra manera diferente a la mental podemos resolver el
problema?

Pregquntas como éstas, corresponden a lo que en investigacién
de operaciones se conoce como anilisis de sensibilidad, 1las
ultimas nos sugieren que existen mas métodos de solucién y en caso
de existir otras soluciones, la siguiente pregunta obligada es
icual es la mejor solucién o la solucién Sptima?

Otro método de solucién, es trasladarnos al lugar de los
hechos y ahi encontrar la solucién del problema. Esto es
trasladarnos al Balsas, conocer al viejo y demas entidades del
sistemg, decirle al viejo como pasar el rio, cuidando de que no
haya ningin error y una vez que se encontrase en la otra orilla
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sano y salvo con todas sus pertenencias regresarnos, este método
de resolver el problema lo llamaremos RESOLUCION DIRECTA.

Obviamente que este método presentaria dificultades, y en el
supuesto de nuestro problema, nuestra simple presencia, modificaria
el problema original del viejo.

Existe otro método que es muy utilizado en la resolucién de
problemas y al cual le daremos el nombre de SIMULACION. Como su
nombre lo indica, este método consiste en hacer una representacién
del sistema en cuestién, con personas, objetos, etc., interactuar
con el modelo, hasta encontrar la solucién, que suponemos valida
para el problema real.

Finalmente, una clase importante de modelos, son aquellos que
utilizan simbolos escritos en un papel, esta forma es la mas usual,
por su importancia y de acuerdo al hecho de que en este modelo se
utilizan simbolos se les ha dado el nombre de modelos simbélicos.

Entonces los modelos simbélicos, son un método de resolucién
de problemas, mediante el cual, a través de dibujos y diagramas
(simbolos) se representan las entidades del sistema, cuidando de
utilizar simbolos diferentes para cada entidad distinta.

Asi por ejemplo en nuestro problema del viejo podriamos
representar los elementos del problema de la siguiente manera:

E representa al wviejo

ﬁ representa al lobo
w representa la oveja

representa la alfalfa

representa la barca

representa al rfo

De ésta manera podriamos representar cada uno de los pasos a
seguir en la resolucidén del problema, mas sin embargo esto entrana
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el problema de que, algunos de nosotros no sabemos dibujar bien y
esto seria muy complicado. Asi que busquemos simbolos mas sencillos
de dibujar, por ejemplo sus iniciales, esto es, V,L,0,A,B, para
designar al viejo,al lobo, la oveja, la alfalfa y la barca y usemos
dos lineas verticales para representar al rio y una flecha para
indicar la direccién en que se efectua el cruce.

Asi la solucién de nuestro problema quedaria:

Todos los personajes en
una orilla del rio

1. El viejo cruza el rio
con la oveja

2. El viejo regresa solo

3. El1 viejo cruza el rio
con el lobo

4. El1 viejo regresa con
la oveja

5. El viejo cruza el rio
con la alfalfa
6. E1l viejo regresa solo

7. E1 viejo cruza con la
oveja

VIOA | B
LA BVO
LA
LA VB
Iav !B
A BVL
A B
A BVO
AoV B
(o} BVA
(o} B
(o] ! BV
i BVO
: B

vo

[

e

VOAL

De esta forma, el viejo y su pertenencias quedan a la otra
o;illa del rio. Si observamos detenidamente nuestro modelo
simbélico podemos observar, que se puede simplificar mas, se deja

de ejercicio simplificarlo.




1.3 LA ABSTRACCION

En todos los métodos de solucién de problemas que vimos, tienen de
comin la utilizacién de un modelo. En el método mental, nuestro
modelo fueron imAgenes en nuestro cerebro. En el método directo
nuestro modelo fue la realidad misma ( sin lugar a dudas el mejor
modelo). En el de simulacién nuestro modelo consistié en
representaciones del problema, por medio de personas o cosas,
suponiendo que cada una de ellas, guardaban entre si las mismas
relaciones que 1las del problema y finalmente en el método
simbélico, nuestro modelo consistié de simbolos en el papel.

Cabe resaltar que en los uUltimos dos métodos, utilizamos
distintos modelos, fijaremos nuestra atencién en 1los modelos
simbélicos. En el primero para representar la situacién del
problema y sus personajes, lo hicimos por medio de dibujos, por
ello de facil comprensién para todos, pero tiene la desventaja de
ser muy laborioso y para algunos de nosotros, gue no sabemos
dibujar, resulta casi imposible de construir.

En el segundo, utilizamos letras para representar a nuestros
personajes, letras relacionadas con ellos. Este modelo tiene la
ventaja de que es facil de elaborar y la desventaja, de que para
entenderlo necesitamos mas informacién sobre el problema y
requerimos un mayor esfuerzo mental. Esto debido a que nuestro
modelo no se parece a la realidad.

1.4 RESUMEN

1. Los modelos simbélicos que utilizamos, cada vez eran menos
reales y mas abstractos.

2. En su elaboracién efectuamos un proceso de abstraccioén.

3. Observe, que en los modelos que hemos construido, una vez que
elegimos un objeto o simbolo para representar una entidad,
ésta permanece sin cambiar a lo largo de todo el proceso, ésta
es una caracteristica que todo modelo debe satisfacer.

De los métodos de solucidén que hemos visto, existe una gran
diferencia entre el método directo y los demds. En el método
directo, nosotros no construimos el modelo, el modelo en éste caso
es la realidad misma. Ademds de las entidades que hemos considerado
intervienen muchas mas, como por ejemplo: hay rapidos o las aguas.
son tranquilas, el rio es ancho o angosto, es de dia o de noche,
etc., factores que sin lugar a dudas intervienen y pueden facilitar
o dificultar la solucién del problema. En los demas métodos,
nosotros hemos construido el modelo, tomando de la realidad sdlo
las entidades que consideramos importantes y desechamos las demds.

otra consideracién importante es que si en nuestro modelo nos
equivocamos en la busqueda de la solucidén, lo unico que se habra
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perdido es tiempo y un pedazo de papel, mientras que un error, en
el método directo, implica la perdida de una de las pertenencias
del viejo. En los modelos un error lo podemos corregir sin mucha
dificultad, mientras que en la realidad dificilmente podremos
hacerlo, ya que la experiencia nos ha enseifiado que toda accién
conlleva un riesgo.

Se preguntarid ahora, ¢(de que nos sirve resolver un problema
en un modelo, si como vimos en nuestro ejemplo, hemos olvidado,
algunos factores que podrian imposibilitar la solucién (a lo mejor
cae tormenta)? a 1o que podriamos contestar, la solucién encontrada
en nuestro modelo nos sirve de guia para la accién, para intentar
solucionar felizmente un problema. Ademds, en nuestro modelo
proponemos la solucién al problema de cualquier viejo o joven, que
se encuentre en esas condiciones y no sé6lo en el rio balsas, sino
en cualquier otro rio, proponemos la solucién no de uno, sino de
muchos problemas. Por esto la solucién en un modelo es mas general.

Podemos afirmar, que entre mas abstracto es un modelo, mas
generales son sus resultados, es decir se aplican a un mayor numero
de casos, pero también hay que recordar que para elaborar e
interpretar un modelo, entre mas abstracto es mas dificil.

Finalmente no hay que perder de vista que existen diferencias
sustanciales entre resolver un problema en un modelo y resolverlo
en la realidad. Lo que significa, que no debemos ser tan mecanicos
en la aplicacién a la realidad de una solucién obtenida a través
de un modelo, ya que no podemos olvidar que en la realidad 1la
situacién es cambiante y por consiquiente elementos que en un
principio desechamos al elaborar el modelo pudieron haberse
convertido en determinantes, modificando con ello las condiciones
reales del problema, lo cual imposibilita la aplicacién de 1la
solucién encontrada.
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CAPITULO 2

MATRICES
2.1. INTRODUCCION.

El problema central del Algebra Lineal es la solucién de ecuaciones
lineales simultineas; el caso mds importante y el mas simple, es
aquél en que el numero de incégnitas es igual al numero de
ecuaciones. Comenzaremos con dos ecuaciones 1lineales con dos
incégnitas x, y x,:

apX, + ax, = b,
auX; + 3%, = b,

donde a,,, a,,, 8,, a,, by y b, son numeros dados. Cada una de éstas
ecuaciones es la ecuacién ée una recta (en el plano x:x,). La
pendiente de la primera recta es -a,/a,, Yy la pendiente de la
segunda recta es -a,/a,, (si a,, ¥ 0y a,, ¥ 0). Una solucién de éste
sistema es una pareSa e numeros (x,,xzsz que satisfacen el sistema.

Otra interpretacién consiste en observar el sistema en forma
de columnas, se tiene entonces:

a4y a;, b,
X, + x, =
an ax b,

Y se trata aqui de encontrar la combinacién de los vectores en el
lado izquierdo que dé como resultado el lado derecho. E1l ejemplo
siguiente ilustra estas dos interpretaciones.

Ejemplo 2.1 Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones:
2%, + 4x, = 2 (1)
4x%, + 11x, = 1 (2)

multiplicando la primer ecuacidén por dos y restandola a la sequnda
se tiene:

4x, + 8x, = 4 (1)
4x, + 11x, = 1 (2)
de donde X,=-1 Yy x,=3, entonces la solucién es (xy,%) = (3,-1), ¥

geométricamente se representa, en la figura 2.1.

Si seguimos la seqgunda interpretacién geométrica, consideramos
entonces las columnas del sistema y no los renglones, y se tiene:




e T o

FIGURA 2.1

2 4 2
X, + x, =
4 11 1,
Como ya deciamos, se quiere encontrar la combinacién de los
vectores en el lado izquierdo que dé como resultado el lado
derecho. Geométricamente se representa en la figura 2.2

Multiplicamos el vector [2,4]" por 3 y su longitud se triplica

2 6

4 12
Cuando el vector se multiplica por -1 su direccién se invierte

4 -4
11 -11
Geométricamente, al sumar vectores se coloca un vector al inicio

de donde el otro termina, o algebraicamente sumando sus componentes
correspondientes:



Con ambos métodos se obtiene el mismo resultado x, = 3 y X, = -1

Podemos plantearnos ahora la siguientes preguntas:

1. ¢ Cudndo tiene solucién el sistema?
2. ¢ Cuadntas soluciones tiene?

Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 2.2 Considere el sistema:

7
5

X - X
x, + X,
si sumamos las dos ecuaciones obtenemos: x, = 6 y X, = -1. Esta es

la solucién del sistema, es decir, cumple con las dos ecuaciones
Yy ademds es unica, lo que se puede comprobar geométricamente:

En la figura 2.3 se puede ver que la solucién es el punto de
interseccién de las dos rectas.
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FIGURA 2.3

Ejemplo 2.3 cConsidere el sistema:
Xy = Xy =7 (1)
2%, - 2x, = 14 (2)

Se puede ver claramente que la ecuacién (2) es resultado de
multiplicar la primera por (2) de aqui tenemos que x, = x, - 7.
Asi el par (x,, %, = 7) es una solucién al sistema para cualquier
nimero real X, por lo tanto el sistema tiene un numero infinito de
soluciones, tantas como valores pueda tomar X,. Por ejemplo, los
siguientes pares son soluciones:

(7,0), (0,-7), (8,1), (1,-6), (3,-4), ¥y (~-2,-9).

Lo podemos verificar geométricamente en la figura 2.4

Ejemplo 2.4 Considere el sistema:
X - X =7 (1)
2x, - 2x, = 13 (2)

si multiplicamos la primer ecuacién por dos tenemos:

2x, - 2x, = 14

11
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FIGURA 2.4 FIGURA 2.5

contrariamente a lo que se afirma en la segunda ecuacién, por 1lo
tanto, el sistema no tiene solucién, ver figura 2.5.

Considere nuevamente el sistema de dos ecuaciones con dos
incégnitas:

ay X + a,; X, = b, (1)
Ay X+ ay X, = b,

si multiplicamos la primer ecuacién por a,, y la segunda por a,,
tenemos:

Ay 3y Xy + A Ay X, = Ay b, (2)
a; 3 X + aj a, X, =a;,b,

El sistema (1) y el sistema (2) son equivalentes. Esto significa
que cualquier solucién del sistema (1) es una solucién del sistema
(2) y viceversa. Restando la segunda ecuacién de la primera en el
sistema (2) se tiene :

(ayy ap — 2y, a,)x = ay by - a,, b,

si (a;; ap - a,, a,) ¥ 0 se puede dividir entre ésta cantidad y se
tiene:

2, by - a, b,

X, =
Ay A T Ay By

entonces se sustituye éste valor en el sistema (1) y se procede a

resolver para X, Yy se habrd encontrado la unica solucién del

sistema.

DEFINICION 2.] Se define el determinante del sistema (1) como:
Determinante del sistema (1) = (a,, a, - a,, a,)
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Y se ha mostrado que si el determinante del sistema (1) es
diferente de cero, entonces el sistema tiene una tnica solucidn.
Si es igual a cero no tiene solucién o tiene un numero infinito de
soluciones.

2.2 MATRICES

Como veremos mas adelante la solucién de un sistema de ecuaciones
lineales se trata eficientemente ignorando las letras y los signos
de igual. El resultado es un ordenamiento de nmimeros conocido como
matris. las matrices son una herramienta fundamental para realizar
cdlculos eficientes en Algebra lineal.

Una matrix es un ordenamiento rectangular de numeros, por lo
general encerrados en paréntesis o corchetes, por ejemplo:

b

es la matriz de los coeficientes del sistema de ecuaciones lineales

X, = X, = 7
X, + X, =5

en general A es una matriz de mxn si

Ay By Az ... Ay,
621 azz au e az:\

A =T Jeeeeoacosccscssennas

Agy ae, A Ay,

si n = m la matriz es cuadrada y si n¥m la matriz es rectangular
OPERACIONES CON MATRICES

Definicidon 2.2 Suma algebraica de matrices: sean A y B dos matrices
de orden mxn la suma o diferencia de ambas AtB es otra matriz c,
de orden mxn, en la que cada elemento de C es igual a la suma o
diferencia de los elementos correspondientes de A y B. por ejemplo

Ejemplo 2.5 Sean A y B como sigue:
1 2 3 2 3 o]

A= B =
4] 1 4 -1 2 S

13



entonces A + B esta dada por

142 243 3+0 3 5 3
A+B= =
0-1 1+2 4+5 -1 3 9

Dos matrices de distinto orden no se pueden sumar ni restar. La
suma de k matrices A es otra matriz del mismo orden que A cuyos
elementos son iguales a los correspondientes de A multiplicados por
k.

Eiemplo 2.6 Considere la matriz A como sigue

se tiene

A+A+A= + + = = 3A

en particular -A se llﬁna la matriz opuesta de A.
NULTIPLICACION DE MATRICES.
Considere el sistema lineal:

2%, - 3x, = 7 (3)
3%, - 4x, = 2

los datos importantes para éste sistema lineal estan contenidos en
la matriz de coeficientes

-
2 -3
A=
3 -4
y el vector columna
—
7
bﬂl
2

14
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de las constantes que aparecen en el lado derecho. Sea también
Xy
X2

el vector columna de las incégnitas del sistema (3). Es costumbre
abreviar el sistema (3) como:

Ax = b

o bien
2 -3 X, 7
3 -4 X, 2

esta multiplicacién sugiere la multiplicacién de la matriz A por
un vector columna x. Se define entonces:

DEFINICION 2.3 PRODUCTO PUNTO O ESCALAR. Dados dos vectores a y
b con el mismo mimero de componentes,el producto punto o escalar
de a y b estd dado por:

ab=a b +a,b,+ ...+ a b,

es esencial diferenciar entre los conceptos de vector y numero. El
término escalar se suele utilizar en &lgebra lineal en lugar de
mimero. El1 producto punto también se llama preoducto escalay pues
a.b es una cantidad escalar.

Ejemplo 2.7 Efectuie el producto escalar de los vectores a y b donde

a) a= (1, -3, 4) yb = (2, 0, 8)' se tiene entonces:
a.b= (1)(2) + (=3)(0) + (4)(8) =2 + 0 + 32 = 34

b) a= (1,5, 6) yb= (2, 4), se observa que a.b no esta
definido ya que no tienen el mismo nimero de componentes.

El producto AB de dos matrices A y B se forma tomando todos
los productos punto posibles de los vectores renglén de A por los
vectores columna de B. Para que éstos productos estén definidos,
el numero de componentes de cada renglén de A debe ser igual al
numero de componentes de cada columna de B. Si AB esta definido y

15



A es de mxn, de modo que sus renglones tengan n componentes,
entonces B debe ser de nxs para que las columnas de B tengan
también n componentes.

Ay eeeee. Ay byyese b”...bh

AB = (c”) =
Ajqecceacaaady cersseesaancan
Aeoccecsacdy by.c. by...b,

en términos de sumatoria tenemos:

"
=z a;, bk]

Cy = ay, b” + ..t b,|j -

AB estd definida sélo cuando el numero de columnas de A es igual
al mimero de renglones de B. La matriz producto tiene tamano:

(nimero de renglones de A)x(nimero de columnas de B)

Elemplo 2.8 Efectde el producto de las siguentes matrices A y B

-2 3 2 4 -1 2 5
A= B = 3 0 1 1
4 6 =2 -2 3 5 3

38 ~10 4 20

2.3 PROPIEDADES DE LAS NATRICES.

Consideremos ahora las siguientes propiedades de las matrices,
donde se involucran la suma y el producto de las mismas.

1. A(B + C) = AB + AC (primer propiedad d@istributiva)
2. (A + B)C = AC + BC (segunda propiedad distributiva)
3. A(BC) = (AB)C (propiedad asociativa)

Sin embargo
4. AB # Ba en general

5. AB = 0 no implica necesariamente que A=0 o B=0
6. AB = AC no implica necesariamente que B = C

16




Si A y B son dos matrices cuadradas y se verifica que AB = BA
dichas matrices se llaman permutables o conmutativas.

Eijemplo 2.9 Sean las matrices A, B, C y D ¢como sigue:

1
0 2 3 4 3 4 0 0
-

se tiene entonces que AB = AC y B % C

3 4
AB = AC =

6 8

ademds AD = 0 con A0y D=%o0

CASOS PARTICULARES DE MATRICES CUADRADAS.

DEFINICION 2.4 Una matriz A de manera que A*' = A siendo k un
nimero entero positivo, se 11&$a PERIODICA. Si k es el menor nimero
entero positivo para el cual A*' = A, la matriz A tiene periodo k.
Si k =1, esto es A“ = A, la matriz A se llama IDEMPOTENTE.

Ejemplo 2.9
a) Sea la matriz A como sigue:
1l -2 -6
A= |~3 2 9
2 (4] -3

es periédica de periodo 2, ya que A’ = A.

b) La matriz A es idempotente esto es, A’ = A con A definida
como sigue:
2 -2 -4
A= |-1 3 4
1 -2 -3

17



DEFINICION 2.5 Una matriz A tal que AP = 0 siendo p un numero
entero positivo se 1lama NILPOTENTE. Si p es el menor nimero entero
positivo para el cual AP = 0, la matriz A es nilpotente de indice

P

Ejemplo 2.10
Sea la matriz A como sigue:
1 1 3
A= 5 2 6
-2 -1 =3

es nilpotente de orden 3, A’ = o0,

MATRIZ TRANSPUESTA. La matriz transpuesta de una
matriz A de orden mxn es la matriz A' de orden nxm que se obtiene
permutando los renglones por las columnas.

aR[ ccs An
:.1 a‘ ce e B.L

[y 2y ... ag

A=l S,
21 A o Ay,
Eiemplo 2.11 Encuentre la transpuesta de la siguiente matriz A:

G 2 3
A=

4 5 6

1 4
A= s

3 6

Observe que el elemento a;; de A ( renglén i, columna j) es el a;
de A' (renglén j, columna’i) !

o bién si
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b

a,
A= [a,...,a] A = |..

an

el producto escalar de dos vectores columna x, y estad dado por:

_ <X, Y> =X Y =X Y F X Vot een + X ¥,
o bien

t

X, Y=Y X=XV, +X% Yt ... XY,

de donde

t — ot _
X y=yY x—EIX'yi

PROPIEDADES DE LAS MATRICES TRANSPUESTAS.

Sean A' y B' las transpuestas de las matrices A y B
respectivamente, y k un escalar cualquiera; de agui que

a) (AY)t =2
b) (kA)' = ka'

Ademads se verifica que si A = A', entonces la matriz A es
simétrica.
2.4 RESUMEN

1. Una matriz de mxn es una disposicién rectangular ordenada de
nimeros que contiene m filas y n columnas.

2. Una matriz de mxl es un vector columna con m componentes y una
matriz de 1xn es un vector fila con n componentes.

3. E1 producto punto del vector a con componentes a,, a;,...,a, por
el vector b con componentes b,, b,,...,b es el escalar

a.b =a, b, +a,b, + ...+ a b,

4. El producto AB de una matriz A de mxn y de una matriz B de nxs
es la matriz C de mxs cuyo elemento C;; en la i-ésima fila y la j-
ésima columna es el producto punto del i-ésimo vector fila de A por
el j~ésimo vector columna de B. En general AB ¥ BA.

5. Si A = (a;)) Y B = (by;) son matrices del mismo tamafo, entonces

A + B es la matriz de ese tamafio con elemento a;; + b;; en la i-ésima
fila y la j-ésima columna.
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6. Para cualquier matriz A y escalar r la matriz rA se halla
multiplicando cada elemento de A por r.

7. La transpuesta de una matriz A de mxn es la matriz A de nxm que
tiene como k-ésimo vector fila el k-ésimo vector columna da A.

2.5 NOTAS HISTORICAS

El término matrix se mencioné por primera vez en la literatura
matematica en un articulo de 1850 de James Joseph Sylvester (1814-
1897). El significado usual no técnico de ese término es "lugar.
donde algo se crea, produce o desarrolla®. Para Sylvester,
entonces, una matriz, que era "un ordenamiento oblongo de
términos", era una entidad a partir de la cual uno podia formar
varias porciones cuadradas para producir determinantes. Estas
ultimas cantidades, formadas a partir de matrices cuadradas, eran
bastante bien conocidas en ésa epoca.

La multiplicacién de matrices se originé en la composicién de
sustituciones lineales. Aunque hay indicios de dichas ideas en el
trabajo de Euler y Lagrange, fue Karl Friedrich Gauss (1777-1855)
quien las estudié de modo exhaustivo en su trabajo en 1801,
Disquisitiones Arithmeticae, en conexién con formas cuadraticas
(funciones con dos variables de la forma Ax° + 2Bxy + cy‘). En
particular, una sustitucién lineal de la forma

X = ax'+ by' y = cx' + dy' (1)

convierte una de dichas formas F en x e y en otra forma F' en x',
Y' . Si una segunda sustitucién

x' = ex" + fy" y' = gx" + hy" (2)

transforma F' en una forma F" en x", y", entonces la composicién
de las sustituciones, hallada al reemplazar x', y' en (1) por sus
valores en (2), da una sustitucién que transforma F en F":

x = (ae + bg)x" + (af + bh)y" y = (ce+dg)x" + (cf+dh)y" (3)

La matriz de coeficientes de la sustitucién (3) es el producto de
las matrices de coeficientes de las sustituciones (1) y (2). Gauss
realizé una composicién andloga de sustituciones para formas con
3 variables, que da la multiplicacién de matrices de 3 x 3.

A Gauss se le suele llamar "principe de las matematicas", pues
durante una larga carrera cientifica hizo importantes
contribuciones a campos tan variados como teoria de los nimeros,
dlgebra, geometria, andlisis complejo, astronomia, geodesia Y
mecdnica.
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CAPITULO 3
SOLUCION DE SISTEMAS LINEALES
3.1 EL NETODO DE REDUCCION DE GAUSS.

Recordemos nuevamente que se pretende resolver sistemas de
ecuaciones lineales cuadrados, esto es, con el mismo numero de
ecuaciones que de incégnitas;

Sea el sistema:

R SRt -
S BRI (3.1)

ay X, + a, X +...+ a, X, = b,

Este sistema esta completamente determinado por su matriz de
coeficientes A = (a;) y el vector columna b con i-ésimo elemento
b;. La matriz aumentada se escribe

ay a;; ay, b,
ay ay LT b, (3.2)
ay "nz a,, bn

y se denota (Alb). El vector columna

X
x =..

Xn

cuyas componentes satisfacen el sistema (3.1) es una solucion de
dicho sistema.

Es facil ver que las soluciones del sistema (3.1) son las mismas
que las de cualquier sistema obtenido de (3.1) por los siguientes
procedimientos.

1. Intercambio de dos ecuaciones

2, Multiplicacién de una ecuacién del sistema (3.1) por una
constante $ 0.

3. Sustitucidén de una ecuacién por la suma de si misma con un
miltiplo de una ecuacién diferente del sistema.

Aplicados al sistema (3.1), estos procedimientos corresponden a las
i que se aplican a toda 1la
matriz aumentada (3.2)

Para resolver el sistema (3.1) mediante el método de Gauss,
tratamos de usar operaciones elementales en las filas para reducir
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la matriz (3.2) a una matriz de la forma:

Uqg Uy «o- Uy g
Uy eee Uy, c,
Y | Cn

donde la parte cuadrada U a la izquierda de la particién tiene
entradas igual a cero debajo de la diagonal principal. La matriz
de coeficientes A original del sistema (3.1) se transforma en una

t con ceros debajo de la diagonal

principal. El sistema se convierte en:

Ux = ¢
Si una matriz B se puede obtener de una matriz A a través de
operaciones elementales en las filas, entonces B es equivalente por

filas a A. Por lo cual las matrices A y U descritas antes son
equivalentes por filas.

Ejemplo 3.1

Si se tiene la matiz trianqular superior aumentada

-5 -1 3 3
0 3 5 8
0 0 2 |-4

Halle la solucién del sistema
Selucidn
las ecuaciones correspondientes serian:
-5%; = X, + 3%; = 3
3x, + 5% = 8
2%y = -4

de la ultima ecuacidén se tiene que x; = -2, sustituyendo en la
segunda ecuacién se tiene

3x, + 5(-2) = 8
y de aqui X, =6

sustituyendo x, y x; en la primer ecuacién se obtiene:
-5%, =6 + 3(-2) = 3
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y de aqui X, = =3

asi la solucién es x' = [-3, 6, ~2]). Este procedimiento recibe el
nombre de sustitucién regresiva.

Ejemplo 3.2
Resuelva el sistema lineal
-3x’=—5
2x, + 3x, - - 7

4x, + 5x, - 2x; = 10

a través del método de Gauss con sustitucién regresiva.
Solycién

Se reduce la matriz aumentada por medio de operaciones
elementales en las filas. Los pivotes se encierran en un circulo.

0 1 -3 -5 2 3 -1 7

2 3 -1 7 ] (4] 1 -3 -5

4 5 -2 10 4 5 =2 10
se intercambian las filas 1 y 2

2 3 -1 7 2 3 -1 7

(4] 1 -3 -5 L (4] 1 -3 -5

4 ) -2 10 0o -1 4] -4

se suma la fila 1 multiplicada por -2 a la fila 3

2 3 -1 7 2 3 -1 7
(o} 1 -3 -5 5 (o} 1 -3 -5
0o -1 (o} -4 0 0 -3 -9

se suma la fila 2 a la 3
De la ultima matriz obtenemos, por sustitucién regresiva

X =3, x=4 x=-1
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OR; OLUCION
UNICA

PASO 1 Si la entrada superior de la columna 1 es cero, entonces
efectuar una operacién de intercambio de filas para obtener un
elemento distinto de cero en la parte superior de la colunmna.
Siempre es posible ésto en el caso de solucién unica. Llamamos
pivote al elemento elegido distinto de cero.

PASO 2 Efectuar operaciones elementales en las filas de tal
forma que las filas inferiores resultantes tengan cero como primer
entrada.

PASO 3 Después del paso 2, la matriz tiene la forma:
Uy Uz ree Uy S
(4] X b4 X
0 .. (3.3)
0 X X b4

Y la primer columna estd en la forma que gqueremos. Se elimina
(mentalmente) la fila superior y la primera columna de la matriz
(3.3) dejando la parte enmarcada de ésta. Se vuelve al paso 1 con
ésta matriz mas pequefia y se repite el procedimiento para componer
la siguiente columna. Se continla hasta obtener la forma triangular
superior.

3.2 EL NETODO DE GAUSS-JORDAN.

Una matriz cuadrada estd en la forma diagonal, si todas las
entradas fuera de la diagonal principal son cero. El1 método de
Gauss-Jordan es un avance del método de Gauss y usa operaciones
elementales en las filas para reducir la parte izquierda de una
matriz aumentada a la forma diagonal con todos los pivotes iguales
a uno, esto es, a la matriz identidad I. supdéngase por ejemplo que
una matriz aumentada se reduce a la forma

se ve de inmediato que la solucién al sistema original esta dada
por x, =9, X, =7 Y Xy = -1
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Elemplo 3.3

Encuentre la solucién del sistema
X, = 2% + Xy =7
2%, - 5% + 2%y = 6
3¢, + 2% -~ X3 =1

mediante la reduccién de Gauss-Jordan.

1 -2 1 7 1 -2 1 7
2 -5 2 6 ~ 0 -1 0 -8
3 2 -1 1 0 8 -4 =20

Se sume la fila 1 multipliceds por -2 a la fila 2 y se sume la fila 1 multipliceds por -3 a la fila 3

1 -2 1 7 1 -2 1 7
0 -1 0 - ~ 0 1 0 8
0 8 -4 ~-20 0 8 -4 -20
$e muttiplica la fila 2 por -1
1 -2 1 7 1 0 1 23
0 1 0 8 ~ 0 1 0 8
0 8 -4 -20 0 0 -4 -84
Se sume la fila 2 multipliceds por 2 a la fila 1y se sume la file 2 multipliceds por -8 a la fila 3
1 0 1 23 1 0 1 23
0 1 0 8 ~ 0 1 0 8
0 0 -4 -84 0 0 1 21
Se multiplica la fila 3 por -1/4
1 0 1 23 1 0 0 2
0 1 (] 8 ~ (] 1 (] 8
0 0 1 21 0 0 1 21

Se sums la file 3 multiplicada por -1 a la file 1

de aqui se observa que la solucién es x, = 2, X, = 8, Xy = 21
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3.3 BISTENAS CON LA MISMA MATRIZ DE COEFICIENTES.

Dados dos sistemas lineales AX = b con la misma matriz de
coeficientes A, pero distintos vectores columna b, suponga que
queremos resolver los dos sistemas simulténeamente

Ax = b Ay = b!

entonces en lugar de resolver uno después de otro, es mas eficiente
tomar una sola matriz aumentada con la matriz de coeficientes A a
la izquierda de la particién y aumentarla con dos vectores columna
b y b', a la derecha de la particién. Entonces se reduce esta
matriz partida de modo que la parte izquierda tenga forma
triangular superior o diagonal , resolviendo asi ambos sistemas
simultineamente por ejemplo:

Eijemplo 3.4

Resuelva los sistemas lineales:
2x, - 4x, = -10
x, = 3x, +.x‘= -4
X, - Xy + 2%, = 4

3%, - 4x, + 3%; = x, = -11

2y, - 4y, = -8
Yy - 3y, + Yy, = -2
Yy - yy + 2y, = 9
3y, - 4y, + 3y; - y, = -15
utilizando el método de Gauss- Jordan
2 -4 0 0 -10 -8 1 -2 ] ] -5 -4
1 -3 0 1 -4 =2 = (1 -3 ] 1 -4 -2
1 0o -1 2 4 9 1 0 -1 2 4 9
3 -4 3 -1 -11 -15 3 -4 3 -1 |-11 -1s
L . L -
1l -2 0 0 -5 -4 1 -2 0o 0 -5 -4
0o -1 0 1 -4 =-2| =~ 0 1 0o -1 -1 -2
0 2 -1 2 9 13 0o 2 -1 2 9 13
0 2 3 -1 4 ~3 0 2 3 -1 4 -3
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1 o o -2 -7 -8 1 o o -2 -7 -8
0 1 o -1 -1 -2 =~ (o} 1 o -1 -1 -2
o o -1 4 11 17 o o 1 -4 -11 -17
0 0 3 1 6 1l o o 3 1l 6 1
1 0 o -2 -7 -8 1 o 0 -2 -7 -8
0 1 o -1 b § -2 & o 1l o -1 -1 -2
0 0 1l -4 -11 -17 1 o 1 -4 -1 -17
0 0 o 13 39 52 o o 0 1 3 4
1 0 0 0 -1 0
0 1 0 o 2 2
0 o 1 o 1 -1
0 0 0 1 3 4

A partir de esta ultima matriz vemos que las soluciones son:
X =-1, X, =2, X =1, X, =3;Yy, =0, vy, = 2, Ys = -1, y, = 4

De aqui se puede concluir un resultado que se resume en el
siqgquiente teorema:

Teorema 3.1

Sea Ax = b un sistema de n ecuaciones lineales en n incégnitas. El
sistema tiene una solucién iunica si y solo si, la matriz A de los
coeficientes, es equivalente en filas a la matriz identidad I de
nxn.

3.4 MATRICES BLEMENTALES

Recordemos que las operaciones fila en una matriz son:

a) Intercambio de filas

b) Multiplicacién de una fila por una constante diferente de cero
c) Sumar el miltiplo de una fila a otra.

Asimismo las operaciones columna de una matriz son las mismas que

las operaciones fila. La coleccidén de operaciones fila y columna
en una matriz se dicen operaciones matriciales elementales.
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Definicién 3.1

Una matriz E se dice elemental si resulta de efectuar una operacion
matricial en la matriz identidad I de orden nxn.

Las matrices elementales son:
Eqn = intercambio de filas (columnas) p y q
E,S” = multiplicar una fila (columna) p por a % 0

E," = multiplicar la fila p por 8 y sumarla a la fila q

Ejemplo 3,5

Sea

-

L]
(==
oo
=00

Considere las siguientes matrices elementales de 3x3

a) multiplicar la segunda fila de I; por -3

B o o
E'® = o -3 0
0 0 1

b) intercambiar las filas 2 y 3
1 o ©
Ep= |0 0
0 1 o

c) multiplicar la fila 1 por 4 y sumarla a la fila 3

Nota: E,, = Exn

) 1 0 0

E,= Jo 1 o

4+ o 2

Observe que para

i1 o o] a a a a a a
1 12 13 1 12 13
Ex, A = |0 0 1 Ay  8p Ay = |8y Ay, Ay
o 1 0 ay;  ap Ay a a; agy
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se intercambian las filas dos y tres de la matriz A
S8i se hace A E;, se tiene:
a,, a, a;

AE, = |3, a, ay
v a  Ap Ay

1] 1] ay, ag a,
1] 1 = |a, ay a
1 (] agy ayy Ay,

CoWr

se intercambian las columnas dos y tres de la matriz A

De aqui podemos concluir que: Para efectuar una transformacioén
elemental de fila sobre una matriz A de nxn se aplica la
transformacién a la matriz I de nxn obteniendose la matriz
elemental E correspondiente y a continuacién se multiplica A por
la izquierda por E; equivalentemente para efectuar una
transformacién elemental de columna sobre una matriz A, se
multiplica A por la derecha por la matriz E correspondiente.

Uso de matrices elementales

La reduccién de una matriz cuadrada a la forma triangular
superior U o diagonal se puede lograr a través de multiplicaciones
sucesivas por la izquierda por matrices elementales en las filas,
entonces existen matrices elementales E,, E,, ..., E, tales que:

U= (E...E, E, ) A

Ejemplo 3.6
Considere las matrices
a) - - - -
2 4 1 4 4 1
A= 3 2 2 B = |6 2 2
1 1 3 2 1 3
b) N » -1
!_1 4 1 1 4 1
A= 0 1 1 B= |0 1 1
1 [ 2 0 -4 1

especifique si existe una matriz elemental E tal que AE = B o EA
= B
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Ejemplo 3.7
Sea
0 1 -3
A= |2 3 -1
4 5 -2

Encuentre una matriz C tal que CA sea una matriz triangular
superior equivalente en filas a A.

Solucion:
Sean: E, = E, E, = Eg” Ey = By’
entonces C = E, E, E,

3.5 MATRICES INVERSAS.

DEFINICION 3.2 Sea A una matriz de nxn. Una matriz C de nxn es una
inversa de A 81 CA = AC = I, donde I es la matriz identidad de nxn.

Sea A una matriz de nxn con
inversa C de modo que CA = AC = I. Si D es una matriz de nxn tal
que AD = I, entonces C = D

demostracién:
Como el producto de matrices es asociativo, se tiene:

C(AD) = (CA)D
pero AD = 1 vy CA = I entonces
C(AD) = CI = C y (CA)D = ID = D
de donde C = D

La inversa de una matriz A se denota por A’

30



DEFINICION 3,3 Una matriz cuadrada que tiene inversa se llama
invertible. Si tal matriz cuadrada no tiene inversa se llama

Elemplo 3.8

Determine la inversa de la matriz A

2 (] (]
A= 10 4 (]
(] V] 1
solucién;
2 o of ey €2 O 1 o o
AC = |0 4 o |epy ©n  cml =|o 1 0
0 0 1] S © ©cx [0 o0 1
haciendo el producto de AC e igualando a I se tiene:
Cy = 4 Ca ™ C3y =0
FI1SIRe
de donde 4 !
" ] 0 0
A =(C= (] Y V]
(] V] 1
Ejemplo 3.9
Determine la inversa de la matriz B
B, o 0
B=|o0o B o0
(] 0
donde B, son matrices cuadradas.
Solycion:
Sea C la inversa de B entonces:
B, 0 0 Cy C2 Cy I, (Y 0
BC= [0 B, 0 |c ©cp cml=|0 I,0
0 0 By o ¢ oy 0 0 Iy
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de aqui se tiene:

Bijcy =1
B, 2
Bycy = Iy

se despejan las c'is y se obtiene:

Sea la matriz A como sigue:
a 0 0
A= 0 b 0
0 0 c
donde b ¥ 0 y ¢ ¥ 0 calcule la inversa de A

Solucidn:

Se puede expresar A como producto de matrices A, A, y A; tales

a 0 0 a 0 0 1 0 0 1 0 0
A= 1|0 b o = |0 1 0 0 b 0 0 1 0

0 0 c 0 0 1 0 0 1 0 0 c

A, A, Ay

entonces A’ se puede ver como

a 0 0 1 0 0 1 0 0 a 0 0

0 b ol = {0 1 0 0 b 0 0 1 0

0 0 c 0 0 c 0 0 1 0 0 1

-1 -1 -1 -1
A Ay A, A,
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Sean A Y B matrices de nxn cuyas inversas son
conocidas, entonces

a) AN '=a (significa que A" tiene inversa)
b) (aAB)' = B' A (significa que AB tiene inversa)
demostracion
Se demostrard el inciso b) el a) se deja al estudiante como
ejercicio.

b) Se da por supuesto que existen matrices Al Y B tales que
AA' =T y BB' = I. Utilizando la ley asociativa para producto
de matrices, tenemos que:

(AB) (B! A™") = [(A(BB')] A" = (AT)A™' = AA' = 1

en forma similar

(B'aY)y@aB) = (B! (a'a)jB=(B' (1)1B=8BB"' =1

por lo tanto (aB)"' = B! A"

INVERSAS DE MATRICES ELEMENTALES
Sea E; una matriz elemental de intercambio de renglones
obtenida al intercambiar los renglones ik. Recuerde que E; A afecta
intercambiando los renglones ik de A; donde A es cualquier matriz
del mismo tamafio que E;. En particular al tomar A = E, vemos que
E,E, intercambia las fi1as ik de E y por lo tanto, devuelve a E;,
alI asi:
Ejg Eye = 1

si multiplicamos el renglén i por un escalar r distinto de cero,
entonces :

" B = 1
si se tiene E“:” entonces su inversa est& dada por:
® 5 9
Eﬂ EN I

por lo tanto: toda matriz elemental es invertible.
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Elemplo 3,11

Encuentre lag inversas de las siguientes matrices elementales:

o 1 o s 3 0 o0 “ 1 o0 4
Ep,= |1 0 0 E¥ =)0 1 of B, = |0 1 o
o o 1 o o 1 o o 1
Soluycion:
g o 1 0
(Ep)'=]1 o o
o o 1
/3 0
[E‘(S)]-‘l_ 0 1 0
0 0
€4) -1 1 0 -4
(Ey, 17" = O 1
o o 1

Cédlculo de Inversas

Sea A = (a;; ) una matriz de nxn. Para hallar A', si es que
existe, se debe encontrar una matriz X = (x;) de nxn tal que AX =
I, esto es, tal que:

a,, Ay +ee Ay, Xy Xyp oo Xy, 1 0...0
ay, Ay .. Ay, Xy Xy oo Xy 0o 1...0
R csesrsavesss| = seccse (3.4)
a, A, e Ay, Xyt X e X o0 0 ...1

la ecuacién matricial (3.4) corresponde a n’ ecuaciones lineales

con 1gs n° incégnitas x;;, hay una ecuacién lineal para cada una de
las n° entradas en una matriz de nxn. Por ejemplo, si se igualan
las entradas de la posicién de la segunda fila y primera columna
a cada lado de la ecuacidén (3.4) obtenemos la ecuacién lineal:

az,x"+azzx21+...+a2nxm=o

de estas n? ecuaciones lineales, n de ellas comprenden las n

incégnitas x;, para i = 1,2,...,n y éstas ecuaciones estan dadas por
la ecuacién con vectores columna
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Xy, 1
A jxny} = |0
Xn1 o

Hay también n ecuaciones que incluyen las n incégnitas x;, para i
=1,2,...,n y asi sucesivamente. Ademas de la ecuacién (3.5) hay
que resolver

. (3.5)

Xy 0 Xin 0
A 22 - 1 A X5 =|0

. o] goece, N

X2 Y Xen 1

Cada sistema tiene la matriz de coeficientes A por lo que podemos
formar la matriz aumentada: )

1 0 0 ... 0
0o 1 0 ... O

(0 0 0 ... 1

bt LI I
(AlI) = ja;, ay ... a,

a, a, ...a

- -

Mediante operaciones elementales y usando Gauss-Jordan se obtiene

1 0 0...0 ! d, dp ...4d,

(rlpy =0 1 0...0 | dy 4, ...aq,
ssecsscssesenase |
|

0 0 0 ... 1

dy A .- dy

de donde D = A" = (4,

Ejemplo 3,12

Encuentre la inversa de la matriz

1 2 3
A= 12 -1 4
0 -1 1

Solucién:

Escribiﬂos (A|I] y efectuamos operaciones elementales para
obtener [I]A™")
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1 2 3 1 0 0 1 2 3 1 o o
2 -1 4 0 1 ol s Jo -5 -2| -2 1 o
0o -1 1 0 0 1 0o -1 1 0 0o 1
. e -

1 2 3 1 ) 0 1 2 3| 17 3y -15/7
0 1 2/5| 2/5 -1/5 o = o 1 o | 277 177 -2/7
0 o 7/5| 2/5 ~1/5 1 0 0 1| 277 177 577
. — e

-

1 0 0 |~3/7 5/7 -11/7

0 1 o | 2/7 ~177  =277| = (Ija™)

0 0 1| 277 -1/7 s/7

de aqui se tiene

-3/7 5/7 =117
2/7 =177  =277| = A"
2/7 ~1/7 5/7

Dada una matriz, a menudo no se sabe de antemanc si es
invertible o no. Si se trata de aplicar este procedimiento a una
matriz que no es invertible, en algun momento durante el proceso,
aparecerd un renglén de ceros en el lado izquierdo, como lo ilustra
el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.13

Encuentre la inversa de la matriz:

1 2 3
A= 13 -1 4
2 4 6

Solucion:

Escribin*os (Al 1} y efectuamos operaciones elementales para
obtener [I|A™]
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de aqul se puede observar que ya no es posible seguir efectuando
operaciones elementales por lo cual la matriz A no tiene inversa.

Podemos resumir el procedimiento para encontrar la inversa de una
matriz de la siguiente manera:

calculo de A’
Paso 1: Formar la matriz aumentada [A|I]
Paso 2: Aplicar el método de Gauss~Jordan para reducir

[A[II] a [I|D]. si se puelde hacer la reduccién entonces
A= D. De no ser asi A"' no existe.

CONDICIONES PARA QUE EXISTA A"

TEOREMA 3.3 Si A es una matriz de nxn, entonces las siguientes
afirmaciones son equivalentes, es decir, todas son verdaderas o
todas son falsas

a) A es invertible
b) AX = 0 unicamente tiene la solucién trivial
c) A es equivalente por renglones a I,

demostracion:

a --> b) Suponga que A es invertible siendo x, cualquier solucién
de AX = 0, por_1lo tanto A’ﬁo = 0. Multiplicando lo§ dos lados de la
ecuacién por A'! resulta A" (Ax,) = A"' 0 o bién (AA)x, = 0 es decir

Ix1 = 0 de donde x, = 0 por lo cual AX = 0 unicamente tiene 1la
solucién trivial.

b -->C) Sea AX = 0 la forma matricial asociada al sistema

ay X + A, X, + ...+ a,, X,
8 X + 3y X, + ... + 8, X,

0
0
. (3.6)

ay X +a, X+ ... +a, x =0
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suponga también que el sistema solamente tiene la solucién trivial.
Si se resuelve empleando la eliminacién de Gauss- Jordan, el
sistema de ecuaciones correspondiente a la forma escalonada de la
matriz aumentada seréa:

X
(|

X%

Xn
asi la matriz aumentada asociada a (3.6) es iqual a:

o, ., OO

~
a,, a; .. B, | O
a,, Bz ..o By 4 O
& ay ... a3, , O

y se puede llevar a la matriz aumentada

0 0 ... 0
1 0 ... 0

[-X~J

0 0 ... 1 0

mediante una serie de operaciones elementales en los renglones. Si
se elimina la ultima columna (de ceros) en ambas matrices, se puede
concluir que A se redujo a I mediante una serie de operaciones
elementales en los renglones, es decir, A es equivalente por
renglones a I .

c -=-> a) Suponga que A es equivalente por renglones a I,, © 1o que
es lo mismo A se puede reducir a In mediante una serie finita de
operaciones elementales en los renglones, esto se puede hacer
multiplicando por la izquierda por una matriz elemental adecuada.
De ésta manera, es posible hallar matrices elementales E,, Eyy ovey
E, tales que

E....E, B, A = I,

como E,, E,,..., E, son invertibles premultiplicando en forma
1 2 k en ?

sucesiva los dos lados de la ecuacién por E, ', ... ,Ez",E,' se obtiene

= -1 -1 -1 -1 -1 -1
A=Eg"'E'...g"'1, =" E" ... E
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como A se puede expresar como un producto de matrices invertibles,
entonces A es invertible.

Ejemplo 3.14

Calcule la inversa de la matriz

IHNI
L]

por lo tanto

Ahora expresamos A como producto de matrices elementales:

4 p 2 =
si En'™ B EpA =1
@ p 4
entonces A = E;; E,' E,, donde
0 1 @ 1 0 @ 1 4
Ep = E," = En ' =
1 0 2 1 0 1

Recuerde, que queremos resolver un sistema Ax = b, esto lo podemos
hacer a través del método de eliminacién de Gauss y obtener un
sistema equivalente Ux = c donde U es una matriz triangular
superior.
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Ejemplo 3.15
Sea el sistema
2%, + X, + Xy = 1
ax, + x = =2
-2x, + 2%, + X; = 7

en términos matriciales se tiene:

2 1 1 X, 1
4 1 o0 x, | = | -2
-2 2 1 %y 7

efectuando operaciones elementales se tiene:

2 1 1 1
4 1 0 -2 s
-2 2 1 7

2 1 1 1

L 0 -1 -2 -4 b
0 3 2 8

3}
Eys
y se obtiene

2 1 1 x,
0 -1 =2 X, | =
o o0 -4 Xy

las matrices elementales usadas son:

a [ 1 o o
E,? = {-2 1 o1

K 0

M _
Ey ' =

_
2 1 1
0o -1 -2
-2 2 1
b
-0
E;,
2 1 1
0 -1 -2
0 0 -4
3
Ey
1
-4
-4

lmowr!
[
o

.




E, = 3 g g
3
o 3 1

Todas estas matrices elementales son triangulares inferiores
ya que:

a) Si se tiene E‘® las matrices son diagonales, esto es son
triangulares inferlores y superiores.

b) Si se tiene E“f” las matrices son triangulares inferiores si g>p
Por lo tanto las operaciones matriciales que convierten a A en U
son:
4)) ) -2
En E; E;; A=1U
de manera semejante

G) g () o D
En " Ey E, " b=c

3.6 FACTORIZACION LU

¢Qué hacemos para regresar de U a A? (Cémo podemos deshacer los
pasos de la eliminacién gaussiana?

No es dificil deshacer un solo paso, por ejemplo en el paso
a) en lugar de restar, sumamos al segundo renglén el dob%e del
primero, de ésta manera se invierte la matriz elemental E,,'® y se
tiene:

E,,? = ; (1) g
12
0 o0 1

andlogamente para b) y c) tenemos las matrices inversas

“h 1 0 o0 3 1 0 o
EgSV= |o 1 o Ex'™Y = o 1
-1 0 1 0 -3 1

respectivamente. Dichas matrices deshacen por separado cada uno de
los pasos a), b) y c). Para deshacer todo el proceso y ver que
matriz regresa a la matriz U en A, nos fijamos en que: c) fue el
ultimo paso en realizarse al ir de A a U, por lo que debe ser el
primero en invertirse cuando se va en direccién contraria de aqui
que:

= 2) -1 -3
A = E, E;5 Ex U
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la matriz L quec lleva a U de regreso a A debe ser el producto de
las 3 matrices

L = E,® B " E,¢Y

de aqui que A = LU, es la factorizacién de la matriz A como
producto de dos matrices L triangular inferior ( L = lower) y U
triangular superior (U = upper).

La matriz L es la clave de la eliminacién gaussiana, es el
vinculo entre la matriz A y la matriz U a la que llegamos.

1 0 o 1 o 0 b 0 0 b o 0
L= |2 1 0 0 b o o 1 ] - 2 1 0
0 0 1 b 0 1 o -3 1 -1 -3 1

La matriz L asi construida es triangular inferior con unos en la
diagonal principal. Los elementos debajo de 1la diagonal son
precisamente los multiplicadores 2, -1, -3 usados en los 3 pasos
de la eliminacién. También podemos observar que:

-1 M g (D p D
L' = En  Ey Eyp ™

por lo tanto

1 o 0 2 1 1
A= LU =) 2 1 0 0 -1 -2
-1 -3 1 0 ] -4

Ejemplo 3.16

Redusca la matriz A a la forma triangular superior U y cree
la matriz L.

Solucién;

Para hacer mas explicita la forma en que se construye la
matriz L, haremos el proceso en dos columnas en una de las cuales
se va a iniciar con la matriz A y en la otra con la matriz
identidad, se van a ir efectuando las operaciones elementales
simultdneamente en ambas matrices para asi al finalizar el proceso
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obtener las matrices U y L.

Reduccién da A a U

rl 3 -1
A= 2 8 4
-1 3 ﬂ
- 2
Ey
b 3 -1
~ 0 2 6
-1 3 4
E,S?
1 3 -1
= 0 2 6
0 6 3
- M -
Ey3
- ﬂ
1 3 Al
~ 4] 2 6] = U
4] 0o -15
Eu('s)

Creacién de L

wl cowrl

()
12

lowm |

-2)
1

=N

“n
Ej3

1l
2
1

-3)
Ex

oMo oOrO

OO

0
1
3

=00 |

OO
OO L -

=00

Ahora veremos como se puede utilizar la informacién conservada
en L de éste ejemplo para resolver un sistema lineal Ax

ésta matriz A.

Ejemplo 3.17

= b con

Utilice la matriz L para hallar el vector columna c que se
presentaria si redujeramos (A|lb) a (U|c) aplicando esas

operaciones en los renglones.
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.
l,, = 2 significa multiplicar el rengldn -4
1 por -2 y sumarlo al rengldén 2 s |10
tJ
~ ]
1, ==1 significa multiplicar el renglén -4
1 por 1 y sumarlo al rengldén 3 s |10
]
[
7
1, = 3 significa multiplicar el renglén . -4
2 por -3 y sumarlo al renglén 3 = |10 =c
30
PROPIEDADES

1. La matriz A puede escribirse, mientras que ninguno de los
pivotes sea cero, como un producto LU de una matriz triangular
inferior L y una matriz triangular superior U.

2. Los elementos de la diagonal principal de L son unos, y debajo
de la diagonal estdn los multiplicadores 1.

3. U es la matriz de coeficientes que obtenemos después de la
eliminacién y antes de la sustitucién regresiva, los elementos de
su diagonal son los pivotes.

Ejemplo 3.18

Considere la matriz

6 2 1 -1
A= 2 4 1 0
1 1 4 -1
b 0 -1 3

entonces una factorizacién de A = LU seria:

1 o 0 0 u u u u
1 1 12 13 %
L=y 1p 0 0 U= [0 U Uy Yy
1y, 1 1y 0 0 0 Uqy Uy,
Ly, le g a4 0 0 0 U
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los 16 elementos de A se pueden usar para determinar parcialmente
los 10 elementos desconocidos de L y el mismo nimero que los de U.
Sin embargo si el procedimiento nos debe llevar a una solucién
unica, se necesitan cuatro condiciones adicionales para los
elementos de L y U, el método que hemos venido usando consiste en
que 1, = 1,, = 1 = 1,, = 1. Este método se conoce como Método de
i .ziara gste ejemplo se tiene:

1 () () 0 6 2 1 -1

L= 1/3 1 0 0 u= |0 10/3 2/3 1/3
1/6 1/5 1 0 0 o 37/10 -9/10

-1/6 1710 -9/37 1 0 0 0 191/74

Otro método cominmente usado para factorizar es el Método de Crout
el cual requiere que los elementos de la diagonal principal de U
sean iguales a uno, y que la matriz A sea positiva definida o
estrictamente dominante diagonalmente.

TEOREMA 3.4

8i el procedimiento de eliminacién gaussiana puede aplicarse
al sistema Ax = b sin intercambio de renglones, entonces la matriz
A puede factorizarse como producto de una matriz triangular
inferior L con una matriz triangular superior U.

A = LU

VENTAJAS DE LA FORMA LU

1. Se puede ver que la forma LU sirve para ahorrar trabajo si se
tiene una matriz de coeficientes A y se modifica el vector b por
un nuevo vector b' entonces ya no se tiene gue volver a resolver
todo el sistema.

2. Mayor rapidéz en tiempo de computadora. Supongamos que a cada
division y cada multiplicacién-sustraccién le asignamos una sola
operacién. Al principio cuando la primer ecuacién tiene longitud
n, lleva n operaciones por cada cero que logramos en la primera
columna: una para encontrar el miltiplo 1, y las otras para
encontrar las nuevas entradas a lo largo del renglén. Hay n-1
renglones bajo la primera, de_modo que el primer paso de la
eliminacién necesita n(n-1) = n® -~ n operaciones. (Otra  forma de
obtener n - n es la siguiente: es necesario cambiar las n° entradas
exceptuando la primera fila). Obsérvese ahora que las etapas
posteriores son mas rapidas, porque las ecuaciones se vuelven
progresivamente mas cortas: cuando la eliminacién ha llegado a k
ecuaciones, sélo se necesitan k° - k operaciones para desalojar la
columna debajo del pivote, empleando el mismo razonamiento
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aplicado a la primera etapa, cuando k era igual a n, esto es

n(n+l) (2n+l) -n(n+l) n’ - n
P=(12+...+n%) - (1 +...4n) = = - -
6 2

para n suficientemente grande P = n3/3

La sustitucién regresiva es mas rapida. La udltima incégnita se
encuentra en una operacién (una divisién entre el dltimo pivote),
la pendltima requiere dos, y asi sucesivamente. La sustitucioén
regresiva requiere un total de operaciones de

2

n (n+l) n
Q=1+2+... +N = —————- © —— para h grande
2 2

Una vez que conocemos LU podemos encontrar la solucién x!
correspondiente a cualqui?r nuevo lado derecho b', en sélo n’
operaciones. ( Usar L' o U sélo nos haria perder tiempo, igual sj2
se tiene A"’ aunque el producto A'b también requiere n
operaciones). Utilizar la técnica LU tiene %1 menos dos ventajas.
En primer lugar para hallar U se requigeren n°/3 operaciones para n
grande y para hallar A"' se necesitan n operaciones, si n = 1000 la
diferencia en tiempo de computadora es grande, ademds lo que

queremos es la solucién no todas las entradas de la inversa.
OBSERVACIONES A LA FORMA LU

1. La forma LU es "“asimétrica®™ en un sentido: a lo largo de su
diagonal principal, U contiene los pivotes, mientras que L siempre
unos. Esto es facil de corregir, basta factorizar de U una matriz
diagonal D constituida por los pivotes 4,, d,,..., 4,

4, 1 u,/4, Uyy/d; ...ony /4,
1 Ups/d, ...0p/d,

qa, 1

Y se escribe A como A = LDU. L es triangular inferior con unos en
la diagonal, U es triangular superior con unos en la diagonal y D
es la matriz diagonal de los pivotes.

2. No hay mucha libertad al efectuar el proceso de eliminacién ya
que las operaciones en los renglones de manera aleatoria podrian
facillilente destruir en un paso los ceros generados en un paso
anterior.
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Eiemplo 3.19

Se expresa A en la factorizacién LDU como sigue:

1 0 0 2 1 1 1 0 0 2 0 0 1 5 %
A =|2 1 0 0 -1 =2 = |2 1 0 0o -1 0 o 1 2
-1 -3 1 0 0 -4 -1 -3 1 0 0o -4 0 0 1

L U L D U

3.7 LA YORMA PA = LU

iQue pasa cuando el numero que se va a usar como pivote es
igual a cero? Por ejemplo:

LR

no podemos usar ningun multiplo de la primer ecuacién para
aniquilar el coeficiente 3. Entonces intercambiamos 1las dos
ecuaciones y en este caso sencillo la matriz sera triangular
superior y el sistema
3x, +4x =b
2 x, =Db, :

se puede resolver facilmente por sustitucién regresiva. Expresando
ésto en términos matriciales, necesitamos encontrar la matriz de
permutacién que produce el intercambio de renglones, esto es:

entonces
PA = -

lo mismo sucede con b por 1o que PAx = Pb
Si A es una matriz mas grande por ejemplo de 4x4 y con a,, =0
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[-X-N-¥
QoowN
Naow
AR

Nos fijamos en la columna con pivote igual a cero, si hay algun
elemento diferente de cero se intercambia el rengldén, si no
entonces la matriz es singular. En éste caso se intercambian las
filas 2 y 4 y la matriz de permutacién P, que produce el
intercambio es:

Py

OO0Cor
[N -N- X~
OO

- X-Y%-

Nétese que P, es la matriz I, con las filas 2 y 4 intercambiadas.
En general la matriz de permutacién P,, es la idéntica con las filas
k y 1 intercambiadas y P, A produce el mismo intercambio de filas
en A, esto es:

coooRr
XXX~}
o=O0O0
oorOo
[-X-¥-¥
Qoown
~NRow
OO
[-X-¥- ¥
ooawN
VAN Ww
RO D

seguimos con la siguiente columna, si d = 0 entonces hacemos P;, Yy
el sistema es no singular entonces tenemos Py P, A Yy terminamos.
Otros dos ejemplos serian:

PA
1 3 2 1 3 2 1 3 2
2 6 9] =-=->|0 0 5 -—> 0 2 4 {no singular)
2 8 8 0 2 4 (4] 0 )
- - L.
1 3 ;l 1 3 2
2 6 9] -> |0 0 5 {singular)
3 9 8 0 0

. aQue. sucede con la factorizacién LU (o LDU) cuando hay
intercambio de renglones? Se obtiene U triangular superior, pero
ahora no solo tenemos matrices elementales Ey; sino también matrices
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de permutacién P, cuyo producto no es triangular inferior. Asi que
A no puede expresarse como A = LU. Sin embargo podemos reemplazar
A por la matriz PA. Donde P es una matriz de permutacién que es el
producto de cada una de las permutaciones, resumiendo:

QBSERVACION;

En el caso no singular existe una matriz de permutacién P que
reordena los renglones de A de modo que PA admite una factorizacién
con pivotes diferentes de cero, y PA = LU (o LDU). En éste caso hay
solucién unica a ax = b, la cual se encuentra a través de 1la
eliminacién. En el caso singular ningun reordenamiento puede
producir pivotes distintos de cero.

Ejemplo 3,20

Dada la matriz A, factoricela a la forma LU

1 3 2
A=[-2 -6 1
2 5 7
Soluycion:
1 3 2 1 3 2
-2 -6 1 ® 0 0 5
2 5 7 o -1 3

se observa que se necesitan intercambiar las filas 2 y 3; asi
podemos usar:

1 0 0
Py = 0 0 1
V] 1 0
de tal forma gque
-
1 3 2 1 3 2
PA = 2 5 7 V] -1 3 = U
-2 -6 1 V] 0 5
de donde
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[ o

]
NN =
orO
» OO

y se verifica que PA = IU

1 3 2 1 ) ) 1 3 2
PA =| 2 5 7] = 2 1 0 o -1 3l = w
-2 -6 1 -2 0 1 o o 5

La factorizacién IU también se puede usar para resolver
sistemas donde la matriz A estid elevada a una potencia, como se
muestra en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3,21

Resuelva el sistema lineal A3x = b

1 2 -1 9
A= |-2 -5 3 b =|-17
-1 -3 0 ~44
Solucion:
;\sx = Db lo podemo; escribir como:
A(A’X) = Db sea y = A'X entonces nos queda
Ay = b como A% = Y entonces A(Ax) = y entonces
sea z = Ax Yy obtenemos
Az = y se resuelve Az = y para z y finalmente
resolvemos
Ax = 2 para la x deseada.

Como en todo el proceso siempre usamos la misma matriz de
coeficientes A es rentable hallar L y U.

1 2 -1 1 0 0
U = 0 b § 1 L =|-2 1 0
0 0 -2 -1 1 1

Resolvemos para Ay = b con la informacién conservada en L y
se tiene

50



9 9 9
b = |-17 L] 1 E ] 1
: -44 -35 -36
entonces usando U tenemos:
1 2 -1 Y, 9
0 -1 1 Y| = 1
0 0 -2 Ys =36
y de aqui
E
y = |17
18

Para resolver Az = y se aplica la informacién conservada en L a y

-7 -7 -7
y = 17 = 3 ~ 3

18 11 8

Y nuevamente usamos U

0 o -2 |z 8
y de aqui
3
zZ = |=7
-4

para resolver Ax = z usamos la informacién conservada en L para
aplicarla a z y obtenemos

3 3 3 3
z = -7 8 -1 L] -1 8 | -1
-4 -4 -1 0
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Yy nuevamente usamos U

1 2 -1 [x, 3
0o -1 1 x| = |-1
0 0 -2| [x 0
y se tiene:
1
X = 1
0

3.8 MATRICES ESPECIALES
DEFINICION 3.4 Se dice que la matriz A de nxn es estrictamente
dominante diagonalmente si satisface:

lag| > P#‘ layl para toda i = 1,...,n
#

y sélo dominante diagonalmente si

la;] 2 h#‘ |3“| para toda i = 1,...,n
#

Ejemplo 3.22
Sea la matriz A como sigue:
7 2 0
A= 3 5 -1
0 5 -6
se dice que A es estrictamente dominante diagonalmente ya que

{71 > {2] + Jol Is| > |3] + |-1] -6l > [o] + |s]
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TEOREMA 3,5

Si A es una matriz de nxn estrictamente dominante diagonalmente,
entonces A es no-singular. Ademds, se puede efectuar eliminacién

gaussiana en cualquier sistema lineal de la forma Ax = b para
obtener su solucidn tnica sin intercambio de renglones o columnas.
demostxacion:

Para probar que A es no singular, sea el sistema lineal Ax =
0, Yy supongamos que existe una solucién x = (x,) + 0 a este
sistema, en este caso para alguna k tal que:

0 < |x i L2 Ix;]

conolz: a;; x; = 0 para toda i=1,2,...,n esto es

para i = k

By X + &, X, t...t A, Xttt A, X =0
despejando se tiene

Ay X = - ?.,‘u X,
B
esto implica que

lagd Ixl 5 - £, lagl 1]
Jx

n
|au| s ?_ilaul lle s ’z.1lakj|
I

x|

19 que contradice el hecho de que A sea estrictamente dominante
diagonalmente, y esto implica que la unica solucién de Ax = 0 es
x=0 que como ya habiamos visto en el teorema 3.3 es equivalente a
la no singularidad de A.
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QEE];‘_{IQIQN_}_._Q Sea A una matriz simétrica, A es positiva definida
si x'Ax > 0 para toda xt 0

Ejemplo 3.23
Verifique si las siguientes matrices son positivas definidas

1 0 4 0 2 -1 o

A= B = C =j=1 2 -1

0 2 o -1 o -1 2

Solucidn:
1 o0 x
t 2 2
XAx = [x;, X] = x° + 2%x,° > 0

o 2 x,

para toda x, por lo tanto A es positiva definida.
de igual forma se efectua para B y se tiene:

t 2 2
x'Bx = 4x," - x,

s8i X, = 1y x, = 3 entonces x'Bx < 0 por lo tanto B no es positiva
definida.

Para C se tiene:

xtox = %2 + (% - %)% 4+ (3 - %)2 + %2 > 0
a menos que X, = X, = X = 0,
TEQREMA 3.6
Si A es una matriz de nxn positiva definida, entonces A es no
singular. Ademas, la eliminacién gaussiana se puede aplicar a
cualquier sistema lineal de la forma Ax = b para obtener su
solucién unica sin intercambios de renglones o de columnas.
demostracién
—-—=>) Si x$0 es un vector que satisface Ax = 0, entonces x‘'Ax
= 0 es imposible ya que A es positiva definida, lo que implica que

Ax = 0 solo tiene la solucién trivial y por lo tanto es no
singular. La otra parte de la demostracién se omite.
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3.9 RESUMEN

1. Un sistema lineal tiene asociada una matriz partida ( o
aumentada), que tiene la matriz de coeficientes del sistema a la
izquierda de la particién y el vector columna de constantes a la
derecha de la particidn.

2. Las operaciones elementales en las filas son:

a) Intercambio de filas

b) Multiplicacién de una fila por una constante distinta de
cero.

c) Multiplicacién de una fila por una constante distinta de
cero y sumarla a otra fila.

3. En el método de Gauss, se resuelve un sistema lineal cuadrado
usando operaciones elementales en filas y reduciendo la matriz
partida de modo que la parte izquierda de la particién se convierta
en triangular superior. Luego se halla la solucién mediante
sustitucién regresiva.

4. El método de Gauss-Jordan es andlogo al método de Gauss,
excepto que la matriz de coeficientes del sistema se reduce a la
matriz identidad I. Entonces, la solucién aparece como el vector
columna a la derecha de la particién en la matriz aumentada
reducida.

5. Se pueden resolver al mismo tiempo varios sistema lineales con
la misma matriz de coeficientes aumentando la matriz de
coeficientes con los vectores columna de las constantes de todos
los sistemas.

6. Sea A una matriz cuadrada. Una matriz cuaqruda C tal que CA
=AC = I es la inversa de A y se expresa C = A"', Si tal inversa
A"’ de A existe, entonces se dice que A es invertible. La inversa
de una matriz invertible A es unica. Una matriz cuadrada que no
tiene inversa se llama singular.

7. La inversa de una matriz cuadrada A existe si, y sélo si, A
puede reducirse a la matriz identidad I mediante operaciones
elementales en las filas, o también, si y sélo si, A es igqual a un
producto de matrices elementales. En éste caso, A es igqual al
producto, tomado de izquierda a derecha, de las inversas de las
matrices elementales sucesivas que corresponden a la sucesién de
operaciones en las filas que reduce A a I.

8. Para hallar A, si existe, se forma la matriz partida (A|I)
Yy se aplica el método de Gauss-Jordan para reducir esta matriz a
(I}]p). Si se puede hacer ésto, entonces A' = D. De lo contrario,
A no es invertible.
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9. La inversa de un producto de matrices invertibles es el
producto de las inversas en orden inverso.

10. 8i A es una matriz invertible de nxn que puede reducirse por
filas a una matriz triangular superior U sin intercambio de filas,
entonces existe una matriz triangular inferior L de nxn tal que A
= LU

11. La matriz L se puede hallar como sigue: se comienza con la
matriz identidad I de nxn. Si durante la reduccién de A a U se
multiplica la fila i por r y se suma el resultado a la fila k,
reemplazar el cero de 1 a fila k y columna i de la matriz identidad
por ~r. El resultado final obtenido de la matriz identidad es la
matriz L.

12. Una vez que A se ha reducido a U y se ha hallado L se puede
encontrar la solucién de Ax = b para cualquier nuevo vector columna
b.

13. Si A es como en el punto (10), entonces A tiene una
factorizacién unica de la forma A = LDU, donde

L es triangular inferior con todas las entradas diagonales 1,
U es triangular superior con todas las entradas diagonales 1,
D es una matriz diagonal con todas las entradas en la diagonal
igual a los pivotes.

14. Para culaquier matriz invertible A, existe una matriz de
permutacisén P tal que PA se puede reducir por filas a una matriz
triangular superior U y tiene las propiedades descritas para A en
los puntos 10, 11, 12 y 13.

3.10 NOTAS HISTORICAS

Bl método de solucién de Gauss se llama asi debido a que Gauss lo
describié en un articulo detallando los calculos que hizo para
deteminar la orbita del asteriode Pallas. Los parametros de la
orbita tenian que determinarse mediante observaciones del asteroide
durante el periodo de seis afios comprendido entre 1803 y 1809. Esto
dié lugar a seis ecuaciones con seis incégnitas con coeficientes
bastante complicados. Gauss mostré cémo resolver éstas ecuaciones
reemplazindolas sistemdticamente por un nuevo sistema en el que
so6lo la primer ecuacién tenia seis incégnitas, la segunda tenia
cinco, la tercera sélo cuatro, y asi sucesivamente, hasta que la
sexta ecuacidn tenia sdélo una incégnita. Evidentemente, ésta ultima
ecuacién se podia resolver con facilidad, las incégnitas restantes
se hallaron entonces por sustitucién regresiva.

La parte Jordan del método de Gauss-Jordan es, en esencia, una
técnica sistematica de "sustitucidén regresiva®. En ésta forma la
describié Wilhelm Jordan (1842-1899), un profesor alemdn de
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geodesia, en su Manual de geodesia. Este trabajo se publicod por
primera vez en alemin en 1873 y desde entonces ha tenido diez
ediciones ademds de traducciones a otras lenguas. Por otro lado,
el propio Jordan atribuye el método a Friedrich Robert Helmert y
Peter Andreas Hansen, unos arios antes.

Wilhelm Jordan fue importante en su campo a finales del siglo XIX;
participé en varias exploraciones geodésicas en Alemania, asi como
en la primera exploracion importante en el desierto de Libia.
también fue editor fundador de la revista alemana de geodesia. Su
interés por hallar un método sistematico para resolver grandes
sistemas de ecuaciones surge de la frecuente aparicién de éstos en
problemas de triangulacién.

Un método de reduccién matriocial para resover un sistema de
ecuaciones lineales se encuentra en el antiguo trabajo chino "Nueve
capitulos del arte matematico®. El1 autor plantea la siguiente
solucién al sistema.

3x + 2y + z = 39
2x + 3y + z = 34
X + 2y + 3z= 26

El diagrama de los coeficientes se dispone en un &baco como sigue:

1 2 3
2 3 2
3 11
26 34 39

Lo que nos induce a multiplicar la columna del centro por 3 y
después restar a la columna de la derecha "el maximo de veces
posible"; lo mismo se hace con la columna de la izquierda. Los
nuevos diagramas son entonces:

1 0 3 o o 3
2 5 2 4 s 2
3 1 1 8 1 1
26 24 39 39 24 39

La siguiente instruccién es multiplicar la columna de la izquierda
por 5 y restar de nuevo la columna del centro el maximo de veces
posible, lo que da

0o 0 3
0 5 2
36 1 1
99 24 239

Asi, el sistema se redujo al sistema 3x + 2y + z = 39, 5y + z =
24, 36z = 99, del cual se halla facilmente la solucién completa.
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La nocién de la inversa de una matriz aparecidé por primera vez en
1855 en un escrito de Arthur Cayley (1821-1895) y se amplid en un
articulo publicado tres afios mas tarde titulado "Una memoria sobre
la teoria de matrices". En éste trabajo, Cayley describe las
propiedades basicas de las matrices, puntualizando que la mayoria
se deriva del trabajo con conjuntos de ecuaciones lineales. En
particular, la inversa procede de la idea de resolver un sistema

X = ax + by + cz
Y=a'x + b'y + c'2
Z = a"x + b"y + c"z

para X, Yy, z en funcién de X, Y, Z. Cayley da una construccidén
explicita para la inversa en funcién de los determxnantes de 1la
matriz original y de los menores.

En 1842, Arthur Cayley se gradud en el Trinity College, Cambridge,
pero no pudo hallar un puesto adecuado de profesor, por lo que al
igual que Sylvester, estudié leyes y se hizo abogado en 1849.
Durante sus catorce afios de ejercicio escribié alrededor de 300
articulos matemdticos; finalmente en 1863 se hizo profesor de
Cambridge, donde permanecié hasta su muerte. Fue durante su época
de abogado cuando conocidé a Sylvester; sus discusiones durante los
40 afios siguientes fueron muy fructiferas para el progreso del
dlgebra. Durante su vida, Cayley escribié alrededor de 1000
articulos sobre matemdtica pura, dindmica tedrica y astronomia
ratematica.
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CAPITULO 4
DETERMINANTES

Un determinante es una funcién que asigna un
nimero a una matriz cuadrada.

&) T ()

Comenzaremos éste tema con una introduccién a determinantes de 2x2
y de 3x3 motivada por céAlculos de &rea y volumen.

4.1 AREA DE UN PARALELOGRANO

En la figura 4.1 se muestra el paralelogramo determinado por
dos vectores c;istintos de cero, no paralelos a = ( a,, a,) Y
b=(b,, b,) de R°. Este paralelogramo tiene un vértice en el origen,
Y considz eramos las flechas que representan a y b como los dos lados
del paralelogramo con el origen como vértice comuin.

El paralelogramo determinado

,:Tz por a y por b.

» x1

Figura 4.1

Podemos hallar el Area de éste paralelogramo multiplicando 1la
longitud lal de su base por su altura h obteniendo

Area ([7) = lalh = Ja] Ib] (sen @) = Ja] Ibl /A - cos’ (4.1)
Observacioén:

Recuerde que la magnitud de un vector a en R" se define

iaj -Ja,z +a’+ ... +al
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Y el &ngulo entre dos vectores a y b como

a b
arccos | ——————————
LYY

donde se aplicé la ley de los cosenos:

fal Ib} cos @ = ab, + ...+ ab,

Ejemplo 4.1

Encuentre el angulo 6 entre los vectores (1, 2, 0, 2) y (-3,
1, 1, 5) en R

Solucidén
Tenemos:
(1, 2, 0, 2)+(-3, 1, 1, 5) 9 1
cos 6 = 5 = Z mm— D -
ViZ+ 224 074+ 22 f-3)2+ 1%+ 5 18 2
asi @ = 60°

Volviendo a la ecuacién (4.1) tenemos que si usamos el
resultado de que a b = Ja] [b} cos 6 y elevando al cuadrado la
ecuacioén:

(Area)? = ja)? Ibj? - Ja}? [b}? cos? e

lal? Ibl? - (a-b)?

= (a7 + a) (b + BY) - (ajb; + aby)’
= (a, b, - a, by)?
Tomando raices cuadradas tenemos:
Area (o) = |ab, - a, b,| = det A

donde A es la matriz
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Eiemplo 4.2

Encuentre el Area del paralelogramo en R?® con vértices (1,
1), (2, 3), (2, 1), (3, 3)
Solucion:

El paralelogramo se ilustra en la figura siguiente. Los lados
que tienen (1,1) como vértice comin se pueden considerar como los
vectores a y b

El paralelogramo determinado
por a = (1,00 y b= (1,2).
x2
+
3 —
2 |-
1
I 1 1 » xl
o 1 2 3

Figura 4.2 El paralelogramo determinado por a y b.

de aqui podemos encontrar que a y b esté&n dados por:

1) - (1, 1) = (1, 0)
3

a= (2,
b=(2, 3) - (1, 1) = (1, 2)

por lo tanto el 4rea del paralelogramo estd dada por el
determinante

= (1)(2) - (0)(1) = 2
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4.2 PRODUCTO CRUZ
El determinante asociado con una matriz cuadrada de 2x2 se
denomina determinante de segundo orden, otra aplicacién de estos

determinantes aparece cuando buscamos un vector de R que sea
perpendicular a cada uno de los dos vectores independientes dados:

b= (b, by, by) Y e = (¢, ¢ &)-
Los vectores coordenados unitarios de R® son i = (1, o, 0),
j=(,1, 0) yk= (0, 0, 1), entonces se verifica que:

b, b,

| ]

b, b
C2 |

i -

b
! b" j + K (4.2)

| |

es un vector ortogonal a b y c. Esto se puede observar calculando
pPpb=pc=0. E1 vector p se conoce como producto cruz de b y ¢,
Yy se denota por p = bxc. Hay una forma sencilla de recordar la
férmula (4.2) para el producto cruz bxc. Se forma la sigquiente
matriz de 3x3

p

i 3 x
b, b, b
& S S

cuyo determinante es iQual as

i k b b b b
b, éL by |= 1 2 h%‘ -3 1 by . kL: 1 2
o & Sl oo o S o S

que no es otra que la férmula (4.2)

Eiemplo 4.3

s Encuentre un vector perpendicular a (2, 1, 1) y (1, 2, 3) de
R

Solucién:

Se forma la matriz

=N -
N -
W =N
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y se encuentra que:

(2, 1, 1) x (1, 2, 3) = i- j o+ k

=} -5j +3k=(1, 0,0) -5 (0, 1, 0)
+ 3(0, 0, 1)
= (1, -5, 3)

El producto cruz p = bxc no sélo es perpendicular a b y ¢, sino
que apunta en la direccién determinada por la conocida regla de la
mano derecha: cuando los dedos de la mano derecha se curvan en la
direccién de b a c, entonces el pulgar apunta en la direccidn de
bxc como en la figura 4.3.

Figura 4.3

También tiene interés la magnitud del vector p = bxc de (4.2):_es
el &rea del paralelogramo con un vértice en el origen de R Y
aristas en ése vértice dadas por los vectores b y c¢. Para ver esto
se considera un diagrama como el de la figura 4.1 pero con a

reemplazado por c y se calcula nuevamente el &rea como sigue:

(Area)? = ficll® Ibl2 - (c-b)?

= (e + ;2 + c5f) (b + b2 + b?) - (cyby + b, + Cyby)?
b, by? |b bs\z b, b, |*

= + +
G2 G S G ¢ &
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tomando raices cuadradas ob;enemos:
Area del paralelogramo en R° dado por by ¢ = fb x cf.

Ejemplo 4.4
Encuentre el Area del paralelogramo en R® determinado por los

vectores b = (3, 1, 0) yc = (1, 3, 2)

Se forma la matriz

i 3 k
3 1 (]
1 3 2
de aqui:
1 0 3 0 3 1
bxc = i- j + k = (2, -6, 8)
3 2 1 2 1 3

por lo tanto fbxc] = 2 V(1)2 + (-3)? + (4)% = 2 V26

Eiemplo 4.5

Encuentre el 4rea del triangulo en R® con vértices (-1, 2,
0), (2, 1, 3) ¥y (1, 1, -1)
Solucidn:

Si consideramos (-1, 2, 0) como un origen local y tomamos los
vectores correspondientes a flechas que comiencen ahi y lleguen a
(2, 1, 3) v (1, 1, -1) a saber:

a
b

(2, 1, 3)
(1, 11-1)

(-1, 2, 0) = (3, -1, 3)
(-1, 2, 0) = (2, ~-1,~-1)

ahora Jaxbl es el area del paralelogramo determinado por éstos
vectores y el 4rea del triangulo es la mitad del a&rea del
paralelogramo, ver figura 4.4.

Se forma la matriz:

i 3j k
3 -1 3
2 -1 -1
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@2,1,-3)

L1,-1

(-1,2,0)

El triangulo es la mitad del

paralelogramo.
Figura 4.4
de aqui:
-1 3 3 3 3 -1
axb = i- j+ k= (4, 9,-1)
-1 -1 2 -1 2 -1

por lo tanto [axb] = \/(4)z + (9% + (-1)2 =98 = 7/2 de aqui
que el area del tridngulo es 7v2/2 .

4.3 VOLUMEN DE UNA CAJA.

El producto cruz es util para hallar el volumen de la caja o
paralelepipedo determinado por tres vectores distintos de cero a=
(a,, a,, ay), b= (b,, b,, bs) Y ¢ = (¢, G5, c,) en R’ como se muestra
en la figura 4.5.

El volumen de la caja se puede calcular multiplicando el area
de la base por la altura h: el 4rea de la base de la caja es igual
a |bxc] y la altura se puede encontrar calculando

loxc| lall |cose| | (bxc) a]
h = ja]] |cose| = =
Ibxc| Joxc]

El valor absoluto se usa en el caso en que cos® es negativo. Este
seria el caso si bxc tuviera direccién opuesta a la gue se muestra
en la figura 4.5. Asi
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La caja en R3 determinada por
a, b, ye

Figura 4.5

Volumen (@) = area de la base x altura =
Ioxcl | (bxc)al
jbxc]
= | (bxc) al

es decir el volumen queda definido como:

Volimen = | a, (b, c5 = by c,) = a,(b, ¢35 = by c,)+ a5(b, c, - b, c;) |

= det A
donde
a, a, g,
A= Eﬁ b, by
<, c, o
Ejemplo 4.6

Encuentre el volumen de la caja con vértice en el origen,
determinada por los vectores a = (4, 1, 1), b= (2, 1, 0) Yy c =
(o, 2, 3)

Solucidns:
La caja se muestra en la figura 4.6, y se forma la matriz,
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cuyos renglones son los vectores a, b y c. Su volumen esti dado
por el valor absoluto del determinante:

z

/)

Figura 4.6

ON S
N
WO
1]

'S

§

+

1]

[

o

4.4 EL DETERNINANTE DE UNA MATRIZ CUADRADA.

El determinante de una matriz de 1x1 es su uUnico registro.
Asi un determinante de segundo orden se puede definir como ya se
dijo: :

ayy Ay
= ap T ay ay,

ax axp

Y un determinante de tercer orden en términos de uno de segundo
orden

como
o L s A aAn ay an 'az1 an
Ay 3Ap Aan| = ay = Ay + ap
a3 Ay Ay a5, ag A3y Ay 125y Ay,
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A, Ay Ay an + &y, ay ay +
8 = A A Ay, ~ 853 A Ay <
Ay ax a5 < 8y, Ay Ay

- - - * + *

Definimos un determinante de n-ésimo orden en términos de
determinantes de orden n-1. Para lo cual se introduce la matriz
menor A;; de una matriz A de nxn, que es la matriz de (n-1)x(n-1)
obtenida al eliminar la i-ésima fila y la j-ésima columna de A.

(A eee Ay oo Ay,

A =jay ... A ... &, |[i-ésima fila (4.3)
a, «.. a; ... A
n j—égjima col’

Usando IA”| como notacién para el determinante de la matriz menor
A;; podemos expresar el determinante de una matriz A de 3x3 como:

a,, a;, ag

ay ay azl = ay |Ayl - a, (Al + ay |Agl

2y 3 an

los numeros a,' = |[A,l, a,' = = |A,l y a,' = |A;] son

apropiadamente llamados cofactores de a,,, a,, Y a;

DEFINICION 4.3

El determinante de una matriz de 1x1 es su unico registro. Sea n
> 1 Yy supongamos definidos los determinantes de orden menor que n.
Sea A = (A”) una matriz de orden nxn. El cofactor de a;; en A es:

a;' = (-1)" aet (a;;)

donde A es la matriz menor de A dada en (4.3). El determinante
de A es:

Agy ceerssenens By,
= )
det A =la;; cevevcecese By = a, a,' + a;; a," +...+ a, a,'

Ay soeeseceses AL
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Elemplo 4.7

Encuentre el cofactor del registro 3 o entrada a,, en la matriz

2 1 0 1
A= |3 2 1 2
4 0 1 4
1 0 2 1
Selucién:
|2 0 1 1 4 0 1
a,' = (-1) |0 1 4= - - =7
0 2 1 2 1 0 2
Ejemplo 4.8

Usando la definicién 4.3 encuentre el determinante de 1la
matriz:

5 -2 4 -1
A= 0 1 5 2
1 2 0 1
-3 1 -1 1
Solucidn:
5 =2 4 -1 1 5 2 5 2
0 1 5 2] =5 (-1)%12 o i+ (-)(¢-1¥ 1 o 1
1 2 0 1 1 -1 1 -3 -1 1
-3 1 -1 1
0o 1 2 1 s
+a(-1)) 1 2 1+ (-1’1 2 o
-3 1 1 -3 1 -1

Calculando los determinantes de tercer orden se tiene:

1 5 2 (V] 1 2 1 2 0
2 0 1] = 1 -5 + 2 = -8
1 -1 1 -1 1 1 1 1 -1
0 5 2 0 1 1 1 1 (V]
1 0 1l = o -5 + 2 = 22
-3 -1 1 -1 1 -3 1 -3 -1




(¢} 1 2 2 1 1 1 1l 2
1 2 lj = 0 -1 + 2 = 10
-3 1 1 1l 1 -3 1 -3 1
0 1 5 2 0 1 0 1 2
1 2 o= 0 -1 + 5 = 36
-3 1 -1 1 -1 -3 -1 -3 1

de donde det(A) = 5(-8) + 2(-22) + 4(10) + 1(36) = -8
TEOREMA 4.2: DESARROLIO GENERAL POR MENORES

Sean A una matriz de 2x2 y r y s cualesquiera selecciones de

la lista de numeros 1, 2,...,n entonces
det (A) aqa'yy+a,a', +...+a, a' (4.4)
a,, a';, +a, a', +...+a a'y (4.5)

La ecuacién (4.4) es el desarrollo del determinante de A por
menores en la r-ésima fila de A y la ecuacién (4.5) es el
desarrollo del determinante de A por menores en la s-ésima columna
de A. Este teorema establece que se puede hallar el determinante
de A desarrollando por menores en cualquier fila o columna de A.

Eiemplo 4.9

Encuentre el determinante de la matriz:

3 2 0 1 3

-2 4 1 2 1

0 -1 0 1 -5

A= |-l 2 0 -1 c 2
0 0 0 0 2

Se puede agilizar el cdlculo desarrollando por menores en cada
paso, en la fila o columna que contenga la mayoria de ceros:

k] 2 (] 1
Ses -2 4 1 2 desarrollando en la 5a.
det (A) = 2( 1) 0o -1 0 1 | fila
- 2 4] -1



1.

2 1
= 2(1) (-1)23 o -1 1 | desarrollando en la 3er
-1 2 -1 columna.
-1 1 2
= -2 |3(-1)™ -1 (-1)*! j
-1 -1

desarrcllando en la ler. columna
= 12

El uso de ésta definicién para determinantes de 4x4 ya es un
trabajo tremendo pues se involucran 4! productos como se podra
observaren la seccién 4.7, por lo cual se usan propiedades de los
determinantes para calcularlos mas facilmente, esto se verd en la
siguiente seccidn.

4.5 PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES.

81 cualquier rengldén o columna de A, tiene sélo componentes
cero entonces det (A) = 0.

por ejemplo:

A= det A = a(0) - b(0) = 0

Si A tiene dos renglones (o columnas) iguales o proporcionales
entonces det (A) = 0
por ejemplo:

entonces det A = 2ab - 2ab = 0

Sea B una matriz que resulta de intercambiar dos renglones
(columnas) de la matriz cuadrada A entonces det B = -det A

por ejemplo:
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5.

det A= ad - bc ydet B=cb -~ ad = -(ad - bc)
Si A es una matriz cuadrada entonces det A = det A'

Si B es la matriz que resulta de multiplicar por a un renglén
i de A entonces:

det B = a det A

por ejemplo:

a b aa ab
A= B =
c d c |
det A = ad - bc det B = aad - abc = a(ad - bc)

Sea B = aA donde A es una matriz de nxn entonces det B = a"

det A.

por ejemplo:

a aa ab
A= B =
c d ac ad
det A = ad - bc det B = (aa)(ad) - (ab) (ac) =
a‘(ad) - a“(bc) = a“(ad-bc)

como A es de 2x2 entonces a" = a’

El determinante de la matriz identidad es igual a 1

Si B se obtiene de A por medio de la operacién elemental de
sumar a un renglén un miltiplo de otro: EF:“ entonces detB =
det A

por ejemplo:

a b a + ac b + ad
A= B =
c d c d
det A = ad -~ bc det B = (a + ac)d - (b + ad) c
= ad + acd - bc -~ adc =
ad - bec
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9. Para A y B de orden nxn el determinante del producto es igual
al producto de los determinantes:

det (AB) = (det A) (det B)

por ejemplo:

a b e 4
A= B =
c a g h
det A = ad -~ bc det B = eh - gf

det A det B = (ad-bc) (eh-gf) = adeh - adgf - bceh + bcgf

ae + bg af+bh
AB =
ce+dg cf+dh

det AB = (ae+bg) (cf+dh) - (ce+dg) (af+bh) = aedh - afdg +
bgcf - bhce

en particular si A es invertible, entonces
det A det A" = det AA"' = det I = 1 luego det A' = 1/ det A

io0. Si*A es singular entonces det A = 0. Si A es no singular det
A 0.

Ejemplo 4.10
Sea la matriz
a b c d
A= le f g h
i 3 kx 1
m n o p

cuyo determinante es igual a 10 Usando propiedades del determinante
calcule:

a) det (ah)

b) det (aA’")
c) [det (aA)]'1
d) det (4aA%)
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solucion:
a) at (det A) = a* (10)
b) at (det A ) = a* (1/det A) = a*/10

(¢

d) 4 (10)(10) = 4%(100)

4.6 CALCULO DE DETERMINANTES MEDIANTE LA REDUCCION A UNA MATRIZ
TRIANGULAR SUPERIOR O INFERIOR.

Hemos visto que el cdlculo de determinantes de orden superior
es una tarea irracional si ge realiza directamente a partir de la
defincién 4.3 usando solamente desarrollos repetidos por menores,
sabemos también que una matriz se puede reducir a una matriz
triangular superior al efectuar operaciones elementales por filas,
el siguiente teorema nos permite usar esto para calcular
determinantes de matrices de orden mayor que 3.

TEOREMA 4.3

Sea A = (A”) una matriz de orden nxn triangular superior o
inferior, entonces

det A = a;; a,...a,,

lo que significa que el determinante de una matriz triangular es
igual al producto de sus componentes diagonales.

demostracidén:
Sea U una matriz triangular superior tal que:

Uy U eee Uy,

0 Uy ... Uy
u= |o o ...

] (1] U,

si desarrollamos cada vez en las primeras columnas tenemos:

Uyy eeacee

0 ugp... ug, o
det U=u, [0 o0..... u"uur o

*ssssescsse

0 0 ...

SR

= Uy Ugp- -+l

Ademds el efecto de las matrices elementales en los determinantes
lo podemos encontrar en la siguiente proposicién:
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PROPOSICION 4.1

Sea A una matriz de nxn y
det EA = det E det A o bien det

demostracidn:

Existen tres tipos de matrices elementales:

una matriz elemental. Entonces

E
AE det A det E.

a) E= E, sea B = Em A entonces:

det Egu A= det B = - det A = (~1) det A = det EPq det A

b) E = E;" Sea B = EJ” A entonces:

det Ep(') A =det B=a det A = det Ep“) det A
c) E = E ® se deja de ejercicio.

Eiemplo 4.11

El determinante de la matriz A

2 1. 7
A= |0 2 -5
o 0 1l

es igual a |A| = (2)(2)(1) = 4
Eiemplo 4,12

Encuentre el determinante de la matriz

2 2 0 4
A= 33 3 2 2
0 1 3 2
2 0 2 1
Solucién:

2 2 V] 4 1 1 4] 2
3 3 2 2| =2 |3 3 2 2 propiedad de multiplicacién
0 1 3 2 0 1 3 2 por un escalar
2 ] 2 1l 2 0 2 1
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1 1 0 2

=2 |3 3 2 2 se suman el 4° rengldén y
o 1 3 2| el primero multiplicado por
0 =2 2 =3 -2
1 1 0 2

= 2 |0 (1] 2 -4 se multiplica el primer
(4] 1 3 2 renglén por -3 y se suma
0 =2 2 =3 al segundo
1 1 0 2

==2 |0 1 3 2 se intercambian renglones
0 0 2 -4
0 -2 2 -3
1 1 o] 2

==2 |0 1 3 2 se multiplica el segundo
0 0 2 -4 renglén por 2 y se suma al
o] (4] 8 1 cuarto
1 1 0 2

=(-2)(2) |o 1 3 2 propiedad de multiplicacidn
o] 0 1 -2 por un escalar
0 0 8 1
1 1 (1] 2
= (=2)(2) |O 1 3 2 se multiplica el tercer

0 0 1 -2 renglén por -8 y se suma
0 0 0 17 al cuarto

de aqui det A = (~2)(2)(17) = -68

El ejemplo anterior ilustra que si una matriz A de orden nxn
se puede reducir a una matriz triangular superior U con n pivotes
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(distintos de cero) entonces det (A) es igual a t el producto de
los pivotes. Si en algun punto de la reduccién no se puede hallar
un pivote distinto de cero, entonces el determinante de ésta matriz
y el determinante de A son igual a cero.

por ejemplo:

Sea A matriz de 5x5 que se ha reducido y se tiene:

p, X X Xx X
0 p, X X X
0o 0 o0 X X
o o o x X
o o o Xx X

desarrollando repetidamente por menores en las primeras columnas
vemos facilmente que el determinante es cero.

Sei A una matriz de nxn, entonces A tiene inversa si y solo si det
A 0.

demostracién:

-=>) Si A es iqvertible entonces I = AA™' por lo que 1 = det (I) =
det (A) det (A"') por lo tanto det A # o.

<--) Se tiene det A # 0 entonces se pueden aplicar operaciones
elementales en A para expresarla como una matriz equivalente U,
esto es

E, ...EEA=U o A=E'E"'...g'vU
de aqui que
det A = det (E,') det (E,') ... det (E ') det U

como det A ¥ 0 entonces det (U) * 0 de donde U no tiene renglones
iguales a cero y por lo tanto U = I

IEOREMA 4.5

Para una matriz A de nxn las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

a. La ecuacién Ax = 0 tiene la udnica solucién x = 0.

b. El sistema lineal Ax = b tiene una solucidén dnica para
cualquier vector columna b n-dimensional.
c. La matriz A es no-sinqular, es decir A™' existe.
d. El determinante de A es distinto de cero.
77
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e. El algoritmo de eliminacién gaussiana se puede aplicar
al sistema lineal Ax = b.

Ya hemos visto el método de desarrollo por cofactores para

encontrar un determinante ahora encontraremos una férmula para
calcular la inversa de una matriz.

DEFINICION 4.4

Si A es una matriz de nxn y a';; es el cofactor de a;; entonces
la matriz

L} t ]
\ an 8z =-- 84n
A' = Ja'y, a'y, ... 'y
, ]
a'y aly ... a'y,

se llama la matriz de cofactores de A. La transpuesta de ésta
matriz se denomina la adjunta de A y se denota por adj(A)

Ejemplo 4.13

Sea la matriz

3 2 -1
A= |1 6 3
2 -4 0o
los cofactores de A son
aly, = 12 a'y, = 6 alyy = ~16
a'y = -4 a'y =2 a'ly = 16
a'y, = 12 a'y, =10 a'yy = 16

por lo que la matriz de cofactores es:

12 6 ~16
A' = -4 2 16
12 -10 16

y la adjunta de A es

12 -4 12
adj A = 6 2 =10
-16 16 16
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Ahora es posible establecer una férmula para calcular la inversa
de una matriz invertible.

TEOREMA 4.6
Si A es una matriz invertible, entonces .- -
L1 adm) v
A m —— '
det A :
Primero se demostrara que “,
A adj(A) = det(A) I

considere el producto:

' ! ] L]

8y 8z ... 3] faly aly --- Al ... aly

Ay Ay ... Ay Jay Ay ... a' ... aly
] L) L[}

Aadj(A)= |a;,  a;, ... ay,) Jaty, Al ... oa'y ...oa'y
’ ]

3 Ay ... Ay, Aty Aty ... af, ... a'y

el elemento que se encuentra en el i-ésimo renglén y en la j-ésima
columna de A adj(A) es:

ag al +aal; + ..t oa at (4.6)

si i=j entonces (4.6) es el desarrollo por cofactores de det(A) a
lo largo del i-ésimo renglén de A.

si if¥j entonces 1los elementos Y los cofactores provienen de
- diferentes renglones de A por lo que el valor de (4.6) es cero.
Note que:

) 1 ]
a a'y +ay at, + ...+ a, a', =

ay ay; ... a,
= detla,, a,, ... a; =0

Ay A, .. A,
por lo tanto:
det A
det A

A adj (A) = ...d = (det A)I (4.7)
et A
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como A es invertible det (A) # 0 entonces la ecuacién (4.7) se
puede reescribir como :

1 .
[A adj(A)] = I

det A

entonces
1
A adj(A) =1I
det A
1
Al = adj (A)
det A

Ejemplo 4.14

Encuentre la inversa de la matriz
4 (o] 1
A= 2 2 ]
3 1 1

usando la férmula para la inversa.
Solucién:

Primero se verifica que el determinante de A sea diferente de
cero: como el det (A) = 4 entonces A es invertible. Para calcular
la adjunta de A tenemos que :

los cofactores de A son

aly = 2 aty, ==2 aly = -4
al; = 1 aly =1 aly = -
aly = -2 aty, = 2 aly = 8

por lo que la matriz de cofactores es:
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y la adjunta de A es

2 1 -2
adja= | -2 1 2
-4 -4 8

de aqui que
adj A 1/2 /4 -1/2
Al = e = 1/2 1/4 1/4
det A -1 -1 2

Para matrices de orden mayor que 3x3 éste método para invertir
matrices es operacionalmente inferior a la técnica de Gauss-Jordan.

De la misma manera, con frecuencia es util tener una férmula
en términos de determinantes para la solucién de un sistema de
ecuaciones Ax = b, donde A es una matriz invertible, por lo cual
enunciamos el siguiente teorema.

TEOREMA 4.7: REGLA DE CRAMER

Si Ax = b es un sistema de n ecuaciones lineales en n incdégnitas
tal que det(A) # 0 entonces, el sistema tiene solucién unica y esta
dada por:

det (B,)
det (A)

para k =1, 2,...,n

donde B, es la matriz que se obtiene al reemplazar los elementos
de la j-ésima columna de A por los elementos del vector columna b.
demostracidn:

Como A es invertible, la solucidn unica del sistema Ax = b se |
puede expresar como:

adj A
X =AM = ————p
det A
comparando con
det(B,)
X, = para k =1, 2,...,n
det (A)

vemos que sdlo se necesita demostrar que la k-ésima componente del
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vector columna (adjA)b estas dado por el determinante de la matriz

Ay ceee by oo Ay,
By = |8 cvee by soes By

&y eeas by ooes Ay,

obtenida de A mediante el reemplazo de la k-ésima columna por b,
ésto es, el reemplazo de a; por b;. Al desarrollar det B, por
menores en la k-ésima columna se tiene:

s)
det B, = % a'y b

pero esta es la k-ésima componente de

a'y, a',, ... a', b,
(adj &) b = [a'y, &'y ... a’ b,| =
R ;.

=a'yy b + ...+ a'L b,

lo que completa la demostracién.

Eiemplo 4,15

Resuelva el siguiente sistema 1lineal usando la regqgla de
Cramer.

x, + + 2%y = 6
-3x, + 4x, + 6x3- 30
=Xy = 2X; + 3% = 8

Solucién;

1 0 2 6 0 2

A =}3 4 B, =[30 4 6

1 -2 3 8 -2 3

det A = 44 det B, = -40

1 6 2 1 0 6

B, =|-3 30 6 By =|-3 4 30
-1 8 3 -1 -2 - 8
det B, = 72 det B, = 152
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por lo tanto

det (B,) =-40  -10

x1 = - =
det (A) 44 11
det (B,) 72 18
xz == - =
det (A) 44 11
det (By) 152 38
x} = = =
det (A) 44 11

4.7 RESUMEN

1. Un determinante de segqundo orden esta definido por
a
= ad - bc
c d
2. El area del paralelogramo con vértice en el origen determinado

por los vectores distintos de cero a y b de R® es el valor absoluto
del determinante de la matriz que tiene vectores fila a y b.

3. El producto cruz de los vectores b y ¢ de R® se puede calcular
usando el determinante simbélico
i 3j k
b, b, by
| €2 S

este producto cruz bxc es perpendicular a b y c.

4. El 4&rea del paralelogramo determinado por 1los vectores
distintos de cero b y c de R° es ||b x c].

5. El voliumen de 1? caja determinada por los vectores distintos
de cero a,b y c de R’ es el valor absoluto del determinante de la
matriz que tiene vectores fila a, b y c. Este determinante también
es igual a a(bxc).

. El cofactor de un elemento a;; en una matriz cuadrada A es (-

1)™ |a;;| donde A;; es la matriz obtenida de A al eliminar la i-
ésima fila y la j~ésima columna.
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7. El determinante de una matriz de nxn se puede definir
inductivamente desarrollando por menores en la primera fila. El
determinante se puede calcular desarrollando por menores usando
cualquier fila © columna, es la suma de los productos de los
registros en esa fila o columna con los cofactores de los
registros. En general, dicho célculo es muy largo.

8. Las operaciones elementales en filas tienen el efecto
siguiente en el determinante de una matriz cuadrada A.

a) Si se intercambian dos filas diferentes de A cambia el
signo del determinante.

b) Si se multiplica una sola fila de A por un escalar, el
determinante se multiplica por el escalar.

c) Si un miltiplo de una fila se suma a una fila diferente el
determinante no cambia.

9. La inversa de una matriz invertible A esta dada por la férmula
1
A= e adj (a)
det (A)

10. Si A es invertible, entonces un sistema de ecuaciones Ax = b
tiene la solucidén unica x cuya k-ésima componente estd dada
explicitamente por la férmula.

det (B,)
det (A)

donde la matriz B, se obtiene de A reemplazando la k-ésima columna
de A por b.

X, =

4.8 NOTAS HISTORICAS

La nocién de producto crugz surgié de los intentos de Sir William
Rowan Hamilton para desarrollar una multiplicacién para "ternas"
esto es, vectores de R'. La simbologia actual para el producto cruz
aparecié por primera vez en el breve texto Elements of Vector
Analysis (1881) del norteamericano Josiah Willard Gibbs (1839-
1903), profesor de fisica matematica en Yale, que lo escribid para
sus cursos de electricidad y magnetismo de Yale, y de mecanica en
Johns Hopkins.

La interpretacién como volumen de un determinante aparecié por
primera vez en 1773, en un articulo sobre mecanica de Joseph Louis
Lagrange (1736~ 1813). Lagrange observé que si los puntos M, M',
M" tienen coordenadas (x, y, z), (x', y', 2z'), (x", y", z")
respectivamente entonces el tetraédro con vértices en el origen Y
esos tres puntos tendra volumen:

(1/6) [z(x'y" = y'x") + z'(yx" = xy") + z"(xy' - yx'))
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esto es,

x Y z
(1/6) det x' y' z'
xll yn zll

Lagrange nacié en Turin y pasé la mayor parte de su carrera
matemdtica en Berlin y Paris; aporté resultados importantes en
temas tan variados como cédlculo de variaciones, mecé&nica celeste,
teoria de numeros y teoria de ecuaciones. Entre sus trabajos mas
famosos estdn el Tratado de Mecanica Analitica (1788), en el cual
presenté los distintos principios de la mecdnica desde un solo
punto de vista, y la Teoria de Funciones Analiticas (1797), donde
intents basar el cdalculo diferencial en la teoria de series de
potencias.

La teoria de los determinantes se desarrollé a partir de los
esfuerzos de muchos matemdticos de finales del siglo XVIII y
principios del XIX. Ademas de Gabriel Cramer (1704-1752), Etienne
Bezout (1739-1783), en 1764, y Alexandre- Theophile Vandermonde
(1735-1796), en 1771, dieron varios métodos para calcular
determinantes. En un trabajo sobre célculo integral Pierre Simon
Laplace (1749-1827) traté sistemas de ecuaciones 1lineales
repitiendo el trabajo de Cramer, pero también enuncié y probé la
regla de que elintercambio de dos columnas adyacentes del
determinante cambia el signo, y mostré que un determinante con dos
columnas iguales es cero.

El mas completo de los primeros trabajos sobre determinantes
es el de Augustin- Louis Cauchy (1789-1857) en 1812, En éste
trabajo Cauchy introducjo el nombre de "determinante" para
reemplazar varios términos antiguos, usé la notacién hoy en boga
del doble subindice para un arreglo cuadrado de numeros, definié
el arreglo de adjuntos (o menores) a un arreglo dado, y mostrd que
podemos calcular el determinante desarrollando en cualquier fila
o columna. Ademds Cauchy probé de nuevo muchos teoremas estandar
sobre determinantes mas o menos conocidos durante los 50 afios
anteriores.

Cauchy fue el matematico mas prolifico del siglo XIX, hizo
aportaciones a areas como analisis complejo, calculo, ecuaciones
diferenciales y mecdnica. En particular, escribié el primer texto
de cdlculo usando el enfoque moderno de €-§ para la continuidad.
Politicamente fue conservador, y cuando la Revolucién de julio de
1830 reemplazé al rey Borbén Carlos X por el rey Orleans Luis
Felipe, Cauchy se negé a prestar el juramento de fidelidad,
perdiendo asi sus puestos en la Ecole Polytechnique y en el College
de France; y se exilié en Turin y Praga.
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la primera aparicién del determinante de una matriz cuadrada en
Europa occidental ocurrié en 1683, en una carta de Gottfried von
lLeibniz al marqués de L'Hopital. Leibniz escribe un sistema de tres
ecuaciones con dos incégnitas con coeficientes "numéricos"
abstractos como sigue:

10 + 11x + 12y = O
20 + 21x + 22y = 0
30 + 31x + 32y = 0

en donde se observa que cada numero coeficiente tenia "dos
caracteres, el primero que marca en que ecuacién se presenta y el
segundo que marca a que letra pertenece”. Después procedié a
eliminar primero y y después x, para mostrar que el criterio para
que el sistema de ecuaciones tenga solucién es (10) (21) (32) +
(11) (22) (30) + (12) (20) (31) = (10)(22)(31) + (11) (20) (32) +
(12) (21) (30). Es evidente que esto equivale a nuestra condicién
de que el determinante de la matriz de coeficientes se debe anular.
Lamentablemente, la carta no se publicé hasta 1850, por lo que no
influyé en trabajos posteriores.

Los determinantes también aprecieron en el trabajo
contemporaneo del matematico japonés Takakazu Seki (1642-1708).

La regla de cramer aparecié por primera vez en toda su generalidad
en una obra de Gabriel Cramer (1704-1752) titulada Introduccién al
analisis de curvas algebridicas (1750). El problema en el que Cramer
estaba interesado era el de determinar la ecuacién de una curva
plana de grado dado que pasara por cierto nimero de puntos dados.
Formulé el teorema de que una curva de grado n-ésimo esta
determinada cuando se conocen (X¥)n (n+3) puntos de la curva. Por
ejemplo, una curva de segundo grado que él1 escribia como

A+By +Cx + Dy + Exy + ¥ = 0 (*)

esta determinada por cinco puntos. Entonces, la cuestién es cdémo
determinar A, B, C, D, E dados los c¢inco puntos. El método obvio
es sustituir sucesivamente en la ecuacién (*) las coordenadas de
cada uno de los cinco puntos. Esto da cinco ecuaciones para los
coeficientes desconocidos. Luego Cramer cita el apéndice del
folleto, en onde da su regla general: "se halla el valor de cada
incégnita formando n fracciones cuyo comin denominador tiene tantos
términos como permutaciones de n objetos hay" y pasa a explicar
exactamente como se calculan éstos términos como productos de
ciertos coeficientes de las n ecuaciones, cémo se determina el
signo apropiado para cada término y cémo se determinan los n
numeradores de las fracciones al reemplazar ciertos coeficientes
de este calculo por los términos constantes del sistema.

Cramer fue un matemdtico suizo que enseiié en la Académie de
Calvin en Ginebra, desde 1724 hasta su muerte. Fue un gran sabio
pero su trabajo se vié oscurecido por contemporaneos tan brillantes
como Euler y los Bernoulli.
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