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Con el fin de promover el proceso ensefianza-aprendizaje, de acuer-
do con el Convenio establecido por la U.N.A.M.-PEMEX para los es-
tudiantes en Ciencias de la Tierra de la Maestria en Exploracidn
de Recursos Energéticos, se elaboraron estos apuntes cuya finali-
dad es introducir al lector en los métodos comunes de andlisis
espectral de la informacidén geofisica. Los temas tratados siguen
los lineamientos del curso impartido por el profesor P. MECHLER
de la Universidad de Paris VI, Francia, en la catedra de Trata-
miento de Seflales. En la seleccién del material presentado se
tratd de enfatizar aquellos temas que se consideraron mas rele-
vantes para su aplicacibén en el campo de la sismologia y el pro-

cesamiento de la informacién potencial aplicada a la geofisica.

Es posible que algunos temas relacionados con el propésito de

estos apuntes hayan sido omitidos, o bien tratados someramente,
por lo que agradeceria al lector emitir sus comentarios al res-
pecto, ya que esto permitird, en un futuro, mejorar el conteni-

do de los mismos.
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FUNCIONES PERIODICAS

En la primera partc de estos apuntes, vamos a recordar algunas
propiedades dc las funciones periddicas. La funcidén f(t) es

periddica si:

Existc un nimero T, no nulp, tal que para todo valor del parimc

tro t, "f(t+T)" sea igual a 1(t):
J T # 0, Vt; £(t+T) = f(t) R

Intercsindonos funciones utilizables en fisica, representando
datos fisicos, todas las funciones que tendrcmos que conside
rar seradn continuas, derivables, intcgrables... salvo en pun

tos particulares.

Una funcidn periddica no puecde, en rigor, representar un fend
meno fisico; cl fcendmeno deberia existir desde tiempos infini
tos, y por tiempos infinitos, o sobre distancias infinitas. Es
to evidentemente no es posible. La representacidn de un fend
meno fisico por una funcidén periddica es, sin embargo, muy im

portantc,

Remarquemos también que si T c¢s un periodo, KT (k entera) es
también un periodo. Una funcidn peridédica posee entonces una

infinidad dec periodos.

Si la funcidn no cs constante, cxiste un periodo positivo T,
mas pcquefio en valor absoluto que todos los otros. Es el perio
do cn el sentido cstricto de la funcidn. Pcro nosotros no ha

remos la distincién entre "el'" periodo y "un'" periodo.

Consideremos el conjunto de todas las funciones periddicas "f"
y '"g" dc periodo T, podemos adicionar dos funciones "f'" y '"g':

Hf + gn.

Es evidentc que esta suma cs también periddica, del mismo pe-

riodo T.



El producto de una funcidén peribédica por una constante es tam
bién periddica. Podemos enunciar entonces:

El conjunto de las funciones periddicas del mismo periodo T for
man un espacio vectorial.

En presencia de un espacio vectorial, debemos buscar una base
simple de representacidn.

SERIE DE FOURIER

Deseamos representar la funcidén peridédica (de periodo T) por una
serie de funciones periddicas simples a utilizar en los calculos.
Las funciones sinusoidales son relativamente simples de utiliza
cidn

2T

Considerando: W= o voo 1

. 2 1 . .
(w se llama la pulsacidn, T la frecuencia) es evidente que, para
todo entero "n"
cos nwt

Y sin nwt

son periddicas, de periodo T. Es este conjunto de funciones el
que va a servirnos de base para representar el espacio vectorial
de las funciones peridédicas de periodo T. Esta descomposicidn
de f(t) sobre csta base, sc llama la serie de Fourier de f(t).
Buscamos entonces una representacidn de f(t) de la forma:

a =]
f(t) = 7? + ) [a. cos nwt + b, sin nwt]...III

Las ag, @95 8y...,d
son constantes.

Admitamos que tal serie existe. Multipliquemos los 2 miembros
por cos(nwt) e integremos sobre un periodo T.



a+T ( a+T

a o
f(t) cos nwtdt = cos nwt 7§-+ ) (ap cos pwt-+bp sin pwt) | dt ...IV
p=1

Admitamos ademis que podemos invertir el orden de la integracién
y de la suma:

a+T a+T o+T

a [e o]
[ f(t) cos nwtdt = TQ-J cos nwtdt + [ ap J cos nwt cos pwtdt
p=1
a

Q a

a+T

+ bp [ cos nwt sen pwtdt
a

Se demuestra quec:

o+t 0;P # 1 |
I cos nwt-cos pwt dt =

o %;p =N

att o;P # 1

J sin nwt-sin pwt dt =

o %;p = n

a+T
[ sin pwt.cos nwt dt = 0

Qa

(excepto para p=n=0,T)

En otras palabras, la seric de los sin nwt, cos nwt es una serie

de vectores ortogonales.

Sustituyendo estos valores c¢n la serie (IV), obtenemos los valo-
res de a, y, por un procedimiento similar, Gnicamente que multipli
cando la seric III por scn nwt, encontrariamos a ”bn". Luego
entonces: att

a = % £(t) cos nwt dt



a

b =

2 .
n T f(t) sin nwt dt e V

o

El hecho de haber tomado el primer coeficiente de la serie igual

1) "
a 0 generaliza la férmula precedente, inclusive para n=0.
—5— .

Se demuestra que, para toda funcidn integrable periédica, tal

desarrollo en seric existe y converge bien hacia la funcién f(t).

Convergencia de una seric de término general Un:

La serie de término general ”Un” converge hacia el valor L, si
cualquiera que sea ¢l nGmero positivo €, existe un nimero N tal
que cualquiera que sca ¢l entero P superior a N, se satisfaga

siempre quec:

Ve, 4 N, ¥P>N

Prfacticamente es suficicnte considerar los N primeros términos de

la serie, el resto c¢s despreciable.

Convergencia de una seric dec término general Un(t); dependiendo

del parimetro t.

Para que la seric converja hacia una funcién "f(t)'", es suficien
te que para todo valor del pardmetro t, la serie numérica conver
ja. Para un "¢" determinado, a priori, el nfimero N introducido

cn la definicidn de la convergencia, puede depender del valor par
ticular del pardmetro t que se considere, pero esto no es obliga

torio.

Debemos cntonces distinguir 2 casos.



Convergencia uniforme

Para cierto ¢, el nimero N no depende de t.

P
Ve, JN, Vt, VP > N;| £(t) - ] U (t)] <e
' n=1
La serie es llamada "uniformemente convergente'

Este caso es el mas simple: si aceptamos una aproximacién cerca
na a "e¢", basta con considerar las N primeros términos y esto pa
ra todos los valores. del parametro t. Limitando asi la serie,

la suma se extiende a un nimero finito de términos que son deri

vables, integrables, ...ctc.

Convergencia no uniforme

El nimero N depcnde del parametro t.

P
Ve, Vt, N, VP> N; | £(t) -} U (t) | <ce
n=1
La serie es convergente;pcro esta vez no se puede limitar a una

suma finita conteniendo el mismo nimero de términos cualquiera

que sea t. LEsta convergencia es menos simple y menos eficaz que

la convergencia uniforme.

TEOREMA DE FEJER

Regresemos a las series de Fourier y enunciemos, simplificandolo
a los casos practicos, el teorema de Fejer.

ler. Caso

" La funcién f(t) es continua y es definida sobre [0,T] y prolongada
por periodicidad; para que la funcién f(t) sea continua, se requie

. Te que la serie:

a

0 : .
—_— + a_ Ccos nwt + b_ sin nwt
2 n n

e~ 8

k=1



en donde 1las "an" y las "bn" han sido calculadas por la férmula

(V) converge uniformemente hacia f(t).

20. Caso:

La funcién f(t) presenta un nimero finito de discontinuidades de

primera especie, la serie

a [e o]
0
- + ) .
2 K= (an COos nwt + bn sin nwt)

converge pero:
a) 1la convergencia no es uniforme en todo intervalo conteniendo
una discontinuidad.

b) para una discontinuidad en tys la serie converge hacia:

%—[:f(to +0) + £(tg ¥ 0):’

NOTA: discontinuidad de primera especie en ty:

lim f (tO +a) = f (t0 + 0) existe
a>0
o0

lim f(t, + a) = f(t, - 0) existe
0 0

a0

a<0

pero:
f(ty + 0) # £(t, - 0)

FENOMENO DE GIBBS:

E1l enunciado del tcorema de Fejer no es un escrGpulo matemdtico,
sino que corresponde bien a un fendmeno fisico. La Fig. No. 1 re
presenta el primer término y la suma de los 10 primeros términos
del desarrollo c¢n serie de Fourier de una funcidn rectangular.




Fig 1 Primer término y suma de los diez primeros términos de
la serie de Fourier , para una funcion rectangular




El primer término solo, e¢s visiblemente insuficiente.

La suma de los 10 primeros términos es ya mejor, al menos lejos
de la discontinuidad. Cercana de ésta, se observa un pico, la

convergencia es mala.

Tan lejos como se lleve la suma, en razén de la convergencia no
uniforme, la serie convergerd mal en la vecindad de la disconti

nuidad.

Este fendmeno (''fendémeno de Gibbs'") se produce cuando una sefial
con principio sGbito (representando una discontinuidad) es trans
mitido por un aparato fisico. Volveremos a ver la existencia de
este fendmeno en el caso de las sefiales transitorias.

La teoria de las distribuciones permite simplificar todos estos

problemas de convergencia.

En el espacio de las distribuciones temporales, todas las series
de Fourier convergen en cl sentido de las distribuciones. Pero
este simbolismo hace olvidar totalmente un fendémeno fisico real

dc sobreoscilacidon de filtros.

ESCRITURA COMPLEJA DE LAS SERIES DE FOURIER

Se conoce que:

CIWt = Ccos wt + 1 sen wt
cos wt = % ( elWt . e'IWt)
sen wt = gi( elWt . e-IWt)

sustituyendo estas expresiones en la serie:
a, @
£(t) = - + } a_ cos nwt + b_ sen nwt
neq n n

obtenemos:
£(t) = § F(n)el™? e VI

n=-



-9 -
con
F(0) = iﬁ
£(n) = 3(a_-ib_); Vn >0
F(n) = %(an+ibn);Vn< 0

se puede verificar que:

a+T

£(n) = £F(t)e 1MWy ... VII

Las relaciones (VI) y (VII) forman una pareja de relaciones defi
niendo la Transformada de FOURIER de una funcidén peridédica. Esta
notacidén compleja es mucho mds cémoda de utilizar que las relacio
nes senos y cosenos.

"F(n)" lleva el nombre de espectro de la funcién "f(t)" o de Trans
formada de Fourier (T.F.).

Indicamos, sin demostracidn, propiedades inmediatas de la T.F.
a) f(t) es real; F(n)=F(-n) (la barra designa el complejo conjuga
do)

b) f(t) par [%(t)=f(-t) ; F(n)=F(-n), si "f" es real; F(n) es
real pura, el desarrollo no contiene mds que cosenos.

c) f(t) impar[%(t)=-f(-t{]; F(n)=-F(-n),si "f" es real, F(n) es
- imaginaria pura; el deésarrollo sblo tiene senos.

"Correlacidon"

Sean f1(t) y fz(t) dos funciones peridédicas del mismo periodo "T".

—

Llamamos correlacidn de f](t) y fz(t) a la expresiodn:

a+T
c(1) = % J £, (u)f, (t+u)du .. VIII
o
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Busquemos la T.F. de c(1) en funcidn de:

F1(n): Transformada de Fourier de f1(t)

Fz(n): Transformada de Fourier de fz(t)

Podemos escribir:

c(t) = %]

a+T

f1(u) [Z Fz(n)einw(1+u):ldu
n

o

a+T
=7 Fz(n)elnwr % l f1(u)elnwudu
n o

‘pero: : a+T
_ 1 -inwu
F1(n) =7 f1(u)e du
a
entonces: a+T
F1in) = % [f1(u)e1nwu du

a

luego:

c(1) = | F;(MF,(n)e™T
n

Comparando con la definicidén de la T.F. vemos que:

c(n) = F1in5 Fz(n) eeo IX

Es evidente que la correlacidn depende del orden en el cual toma
mos las dos funciones f1 y fz.

AUTOCORRELACION

La autocorrelacidén no es mas que un caso particular de la correla
cién, en el que las dos funciones "f]" y "fz" son idénticas.

B s pon e e ¢ 5 3 e it . i i Bt B



a+T

ag(x) = ,}— Jf(u) £(1+u) du ..X

o

La T.F. de "a(1)" esto es Af(n), se calcula utilizando la férmu

la precedente de la correlacidn.
Ag(n) = |F(n)|?
Af(n) es entonces una funcidén real.

En el caso particular donde f(t) es una funcién real:
af(T) = af(-T), entonces la funcién af(T) es par.

Si la funcidn real estd representada por una serie en senos y co
Senos: '

a
£(t) = - +

o t~1 8

[:an cos nwt + bn sin nwt_|
n=1

la autocorrelacidén es una serie en cosenos

az o
0
ag(t) = 4 + ) (a; + b;) COS nwrt

En el caso particular:
f(t) = ¢ cos (wt-y)

ag(n) = c?cos wt

La fase ha desaparecido.

La amplitud de la autocorrelacidn es igual al cuadrado de la
amplitud de la funcién.

El maximo de la autocorrelacién se encuentra en t=0,

Veremos una generalizacidén de estas propiedades posteriormente.

Método Grafico de Calculo de la Autocorrelacibén-Interpretacién

Fisica de la Crosscorrelacién

La funcién f(t) es representada sobre una grifica. Deducimos de
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ella de manera evidente "f(t+d)'" por un traslado (atencién: si d
es positiva, el traslado se hace hacia las t negativas, hacia la

izquierda como es habitual).

El producto f(t).-f(t+d) es entonces inmediato. La Fig. 2 represen
ta f(t), f£(t+d) y f(t)-f(t+d),en un caso particularmente simple,

f(t) es una serie rectangular (valor 0 6 1).
La autocorrelacidn es entonces la integral del producto.

Verificamos que para un traslado nulo (d=0) el producto f(t)f(t+d)
es siempre positivo y que la integral del producto es maximo. La
autocorrelacidn para un traslado nulo es maximo. Si el traslado
aumenta en valor absoluto, la autocorrelacidn debe disminuir.

Este proceso de cidlculo es evidentemente el mismo para la CROSS-
CORRELACION. El maximo de la CROSSCORRELACION corresponde al mixi
mo de parecido de las curvas. Podemos normalizar este producto

tomando:
|Ceg ()]
= £e XI
/af(O)-ag(O)
y es siempre inferior a 1. Siy estd cerca de 1 las sefiales ten

dran mayor correlacidn.

RELACION DE PARSEVAL

Para una funcién real, veamos el valor de la autocorrelacidn, pa
ra un traslado nulo de la funcidn.
a+T n=+o
a (0) = 4| £2(u) du = § [F(n)|?... XII
f T n= -

o

La igualdad entre la integral sobre el periodo del cuadrado de la
funcién y de la suma de los mdédulos al cuadrado de la "T.F.", lle
va el nombre de relacidén de PARSEVAL.
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F(t)
{ —
F(t+D)
| T
i F(t)xF(t+D)

Fig 2 Meétodo grafico del cdlculo de la auto - correlacion
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Si la funcidn "f(t)" representa una corriente eléctrica, caso fre
cuente en el tratamiento de sefiales, "f2?(t)" es proporcional a la
energia de la corriente. ‘

La corriente periddica "f(t)" puede ser considerada como la suma ;
de corrientes sinusoidales (la serie de Fourier); la energia con 7
tenida en la corriente "f(t)" es igual a la suma de las energias

de cada una de las corrientes sinusoidales elementales.

Por otra parte, la energia de una corriente elemental no depende
de la fase y tampoco del origen escogido para medir el tiempo.

FUNCIONES TRANSITORIAS

Deseamos extender la nocién de Transformada de Fourier a funcio
nes no peridédicas. Nos limitaremos a funciones integrables y de
cuadrado integrable:

rw

f(t) dt

- 0O

oy existen

p 0O

f2(t)dt

- 00

Esta limitacidén es 1l6gica en la medida en que nosotros nos intere
samos en las sefiales llamadas transitorias, representando la res
puesta de un sistema fisico determinado. .

El limite "-»'" de las integrales precedentes no presenta proble
mas. Después de la extincién de la fuente, la respuesta del sis
tema debe tender hacia cero y con bastante rapidez. La integral
del cuadrado de f(t) representa habitualmente la energia del fend
meno. Esta energia es forzosamente inferior a la energia libera
da por la fuente, ella misma finita, luego las integrales deben

converger. ' .

Nuestra limitacidén a funciones integrables y de cuadrados integra
bles tiene un sentido fisico y corresponde a la respuesta de siste i
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mas fisicos. Al contrario, el ruido de fondo siempre presente

en un aparato fisico, no es representable por tales funciones.

Esta fuente de ruido tiene una potencia finita, pero una ener
gia infinita puesto que mientras mas tiempo actie la fuente de
ruido, su energia es grande. Entonces, la integral del cuadrado
del ruido no converge cuando los limites de la integracidn tien
den respectivamente hacia -« y + o,

En realidad, el ruido es un fendmeno aleatorio, del cual no pode
mos conocer mas que una realizacidn, el ruido ya grabado y sin

poder prever el futuro, ni poder afirmar si hubiera sido idénti
co sobre otro aparato instalado en paralelo al primero.

TRANSFORMADA DE FOURIER

Consideremos la funcién "f1(t)" igual a f(t) para "t" comprendi
da entre -T/2 y T/2 y que nosotros prolongaramos fuera de este
intervalo por periodicidad.

La funci6n "f1(t)” siendo periddica la podemos escribir:
T

i
oo . 2 s
£,(6) = ] ellWyt %J £, (we ™1 Yqu

n=-o T

1

v 2
Cuando T1 tiende hacia el infinito, W, =%§ tiende hacia cero, pe
T -

ro no podemos decir nada del producto nw1.(w1 pequefio, pero n tan
grande como se quiera). Vamos a efectuar un cidlculo al limite, con
siderando:

W, = dw
nw; = W
de donde:
(1) = | 5= ™| fwe ™ du
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El cdlculo al limite preccdente no es evidentemente una demostra-
cién matemitica rigurosa, pero admitiremos que mediante las con-
diciones de integrabilidad de la funcidén "f(t)'" supuesta anterior-

mente, esta expresibn es exacta. Podemos entonces escribir:

£(t) Jw Fw)e"t dw

F(w) J;J £rt)e Wt g¢ .. XVI

-

F (w) es llamada Transformada de Fourier (T.F.) de f(t).

La descomposicidén de la expresidén en dos ecuaciones es un poco

; } .. 1 . .
arbitraria. El coeficiente i;-hublera podido ser colocado en 1la
primera integral y no en la segunda, incluso partiéndolo en dos

(—J——), podriamos utilizar la variable f en lugar de w, ponien-
vV 2n

do w = 2nf; el coeficiente 1/2n desaparece entonces. El sig-
no (-) negativo en el exponcncial podrfa ser colocado en la pri-

mera integral y no en la segunda, etc....

Recordemos también que "w'" se llama la pulsacién y f la frecuen-

/

cia cuando t representa un tiempo (t en segundo, f en Hertz=(sec)~1).

Cuando t representa una distancia, "w" o "f" portan el nombre de
"nGmero de onda" (en cste caso, reemplazaremos habitualmente t

por x y w por k).

Realidad de T (w):

Si f(t) es una funcibn recal, F(w) es cn general una funcidén com-

pleja.

En el caso particular donde "f(t)'" sea par:
F,(0) = £ (-1)

Entonces tcnemos:
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1

[e o] . _ 1 [+ 0]
Fp(w) = o= J fp(t)e-IWtdt T2 [ fp(t) cos wt dt

S

'Fp(w) = l . fp(t) cos wt dt

La funciodn Fp(w) es real.

En el caso de una funcidén impar del tiempo

£5(t) = -£;(-t)

1 -iwt,. i
Fi(w) = ZﬂJ_mfi(t)e dt = 21J_wfi(t) sen wt dt
= .1
Fi(w) = -z l fi(t) sen wt dt
0

La funcién Fi(w) es imaginaria pura. Toda funcién f(t) puede
ser descompuesta en una parte 'par'" y una parte 'impar".

f(t) = fp(t)+fi(t)

con

(f(t) + £(-t))

N —

£, ()=

()= 3 (£(1)-£(-1))

B —

obtenemos entonces:

F(w) ¢s T.F. de f(t)

Real de F(w) es T.F. de fp(t)
Imaginaria de F(w) es T.F. de fi(t)

Correclacidn

La corrclacidn de dos funciones transitorias reales f(t) y



g(t) es definida por
c (1) = J f(u)g(t+u) du co. XV

Busquemos su T.F., es decir, c(w).

El procedimiento de cdlculo es similar al utilizado por 1las
series de Fourier de las funciones periédicas.

[} [}

C(T)=J £(u) [G(w)e+iw(T+u) dw

«-00

e} [}

cwe™ Taw | £)el™ aqu

-00 -00

= | T ewe™t aw

-00

Entonces

c(w) =27 F(w) G(w) ... XVI
igualmente

Cgf(w) = 27 G(w) F(w)

Vemos que el orden de las funciones f y g tienen importancia.

Podemos verificar también que:
Cgg (V)= g (1)

AUTOCORRELACION

Si las dos funciones f y g consideradas en el precedente pirrafo
son idénticas, la correlacién se vuelve una autocorrelacién.

@

af(T) = J f(u) £f(r+u) du

@



entonces la "T.F." vale
Af(w)=2ﬂ|F(w)|2 - XVII

Af(w) es real y af(r)'es par, lo que es evidente si vemos la
Gltima relacidn indicada en el parrafo sobre la correlacién. Es

evidente que af(O) es un maximo de af(r).

Es deciy:
ag(0)> |ag(7)]

Interés Fisico de la Correlacidn

Vamos a utilizar la propiedad de la autocorrelacidn de poseer
un maximo para un traslado temporal nulo.
Consideremos dos funciones:

£(t) y g(t) = £(t-P)

Correspondiendo, por ejemplo, a una sefial propagdndose y graban
dose en dos puntos diferentes. La diferencia de tiempos de

propagacibén es P.

La correlacién entre { y g, vale

cfg(r) = J f(u) g(t+u)du =J f() f(t+t-P) du ¢

-0 o

cfg('r)=af (1-P)

La correlacién entre "f' y '"g'" es entonces la autocorrelacidn de
"f" desplazada en el tiempo "p" de propagacibébn. El miximo de la
correlacidén indica el valor del tiempo de propagacién.

Si las sefiales no son ruidosas, esta relacidén no tiene interés.

En realidad a las sefiales se sobreponen siempre ruidos. La medi
da del tiempo de arribo de cada una de las sefiales puede ser di
ficil. La correlacién permite encontrar el mdximo de parecido
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entre las seflales; midiendo cntonces la diferencia del tiempo
de propagacidn no entre dos valores, sino sobre el conjunto de
dos seflales. Si la relacidén sefial - ruido, no es muy pequefia, la
correlacidn tendrd un miximo para 1=-P, que es precisamente la
diferencia en tiempo del arribo de las dos sefiales.

Como para las funciones peribédicas es posible normalizar la co
rrelacidn:
C T

£ (D)

/"a;(0)-a (0]

El valor maximo de y es "1" y su valor indicaria el grado de pa
recido entre las funciones [ y g.

Convolucidn:

La convolucién de f(t) y g(t) es obtenida por la expresidn:

[+ o]

Cfg(T) f(u) g(tr-u) du «oo XVIII

- 00

verificamos que la T.F. vale:
ng(w) = 21F(w) G(w)

Esta Gltima fOrmula muestra claramente que f(t) y g(t) juegan la
misma rcgla en la convolucidén, es decir, el proceso es conmutati

Vo.

La convolucidn cs utilizada frecuentemente en el filtrado de

sefiales.

Aqui s0lo insistiremos sobre la diferencia entre la correlacién
y la convolucidén. El cambio, en la integral de la definicidn de
T +uen - u, modifica profundamente las propiedades.

La Fig. No. 3 mucstra las diferentes etapas del cdlculo de 1la
corrclacién y de la convolucibén en un caso particular,



" \ Fiu) \\
Gl t+U) \\ G(LJ_-_L//
Ft)xGlt+U) F(t)xG(u-t)
— \ ‘ ' \
CORR.DE F
POR G CONV. DE F

POR 6

Fig 3 Etapas de calculo de la correlacion
y lo convolucion de una senal
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PROPIEDADES IMPORTANTES DE LA T.F.

Reunamos aqui, sin demostracidn, un pequefio nlimero de propieda
des importantes de la T.F que utilizaremos:

Traslaciodn:
A f(t-to) corresponde F(w)_e'thO ... XIX
Derivacibn:
diﬁf) corresponde iwF(w) ;..XX
Convolucidn:
Representando:J f(u) g(t-u)du=£f(t)*g(t)
tenemos:

f(t)*g(t) corresponde 27 F(w)G(w)

f(t)-g(t) corresponde F(w)*G(w) .XXI

LA FUNCION "§'" DE DIRAC:

El teorema de Fourier se escribe:

[

£(t)=1= ] CIWtdw[ £(u)e Mgy

- 00

Admitamos poder invertir el orden de las integraciones:

£(t)= [ £(u) du [ z%eiw(t'u)dw

[

es decir:

f(t) = [ f(u) § (t-u)du

o T



considerando que:

§(t) = 717 [ el"tay .. XXII

<]

Las anteriores ecuaciones divergen; no podemos estrictamente
invertir el orden de las integraciones, pues la integral que
sirve de definicién a § (t) no es convergente. La teoria de
las distribuciones muestra sin embargo que es licito utilizar

tales funciones.

Nosotros hemos encontrado por el mismo procedimiento la T.F. de
§(t):

A(w)=T.F.(5(t)) =2’—TT .. XXIII

La funcién "é'" es nula para todo valor de la variable diferente
de cero, e infinito para cero, de tal manera que su integral,
entre un nimero negativo y un nlimero positivo es uno.

Podemos considerarla como limite de funciones (en el sentido
usual del término). Funciones tales que presentan un pico cada
vez mas agudo alrededor del origen.

Consideremos por ejemplo la funcibn fT(t) cuya T.F. vale:

{

dowelnm
275 T*T

Fp (w) =9

4| mm
0; we T”r]

\

Si T tiende hacia cecro, FT(w) tiende hacia A (w) y fT (t)

tiende hacia el infinito para t=0 y hacia "0" para t#0



Podremos asi, asimilar una funcidn '"§", por un pico estrecho
cualquiera centrado sobre cero y cuya integral de -» a + xvale
1. ;

La Funcidn "s(t)'" escaldn

Vamos a introducir otra distribucidn que sera Gtil posterior

mente, la funcidén "s(t)" cuya T.F. vale:

1
SW) = 1o

Aplicando la definicién de 1la T.F., deberiamos tener:

[s o]
.1 e1wt d
imw

- 00

s(t)= w

Esta integral diverge para w=0. Pondremos entonces introducir
el concepto de Valor Principal.

+00

€. .
. 1wt 1wt
v.r.| - oMWty = Lim | | &—9% e _dw
imw a0 imw imw
-00 €>0 -0 E

Suprimimos asi la divergencia para w=0.

Este procedimiento de cdlculo lleva el nombre de '"valor princi
pal de la integral". Admitiendo su validez, encontramos:

oo

iwt .
S(t)e V.op.| Soodw 2| sinwty
iTw T w

- 0
La divergencia ha desaparecido.

Como podemos demostrar que:

o et e



inu n
si du =

obtenemos:

1 t>0

s(t) = .. XXIV

-1 t<0

TRANSFORMADA DE FOURIER EN DOS DIMENSIONES:

Hasta aqui s6lo hemos considerado T.F. de funciones de una sola
variable "f(t)", la variable escogida ha sido el tiempo. Es po
sible definir las T.F. de funciones de varias variables.

Nos limitaremos a dos variables; entonces a funciones

"g=g(x,y)"; las variables pueden representar:

-* distancias, tendremos entonces una manera de tratar planos.
-* una distancia y un tiempo, se trataria de grabaciones de una

funcidén del tiempo tomada en diferentes lugares de un '"perfil".

Para hacer esta T.F. basta con tomar la transformada de Fourier
respecto a una de las variables, es decir, de calcular una inte
gral, después efectuar la T.F. con respecto a la otra varia
ble:

00

f(x,y)=J l F(kx,ky)ei(ka+yky)dkxdky XXV

~00

en donde

F(kx,Ky) = —— ’ J £(x,y)e” 0Ky Daxay

T.F. de una funcién de la forma g(x,y)=g(¥ x*+ y?)

] 00 e o} 3 .
F(Kx,Ky)=z77 J { g (RTTy2)e L (X + yKy) dxdy

- 00
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Calculemos la integral doble en polares:

2m o s
F(KX,K)’) = -4—11‘_—2- r dp [ depg(p)e 1(0-0561()(4051119]()')
| 0 0
Pongamos:
Kx =-kCOS¢ Ky = ksiny
2m )
F(Rx,Ky) = Z;_z rpg(p)dp J e 1kp(.:os(e Vg
0 0

Tenemos por otra parte:
2T
J e 1KPCOS8ag _or T (Kp)
0 o

Introduciendo la funcién de BESSEL de orden cero:

o

F(kx,Ky) = —Q—J og () J (ko) dp . XXV
0

"F"es una transformada de NEWMAN de '"g'", pero la propiedad impor
tante que retendremos es quc 'F",es solamente funcidn de ¢T§+K;

(Si la funcién f(x,y)tiene una simetria de rotacidén alrededor
del origen, su T.F. posee la misma propiedad).

OBSERVACION SOBRE LAS CONVENCIONES DE SIGNOS

Por analogia entre T.F. unidimensional

£(t) =J F(w)el¥taw

-0

hemos puesto para dos dimensiones



£(x,y) = J [ F(Kx, Ky) et FYKY) g ay

-00

Si consideramos la T.F. de una funcién del tiempo y del espacio,

deberemos poner:

[os]

£(t,x) = J J Fw, k)et M) g

- 00 -00

la onda elemental seria entonces:

ei(wt+kx)

3 Onda propagandose en la direccidn de las x negativas (para w y

; k positivas). Es entonces mids usual en este caso particular, pro
! poner
i £(t,x) = [ J F (w, k) e '€ WE-KK) gy

e vale, seglin los autores, +1 &6 -1. La onda elemental se propaga
entonces en la direccidén de las x positivas. Las propiedades
indicadas no cambian fundamentalmente.

FILTROS

En casi todos los problemas de la fisica, y también en algunas
ramas de la ingenierfa, se puede representar un sistema de mane
ra general diciendo que una sefial de entrada excita al sistema
y sale bajo la forma de una sefial modificada por el sistema.

La transformacidén que permite pasar de la sefial de entrada a la
sefial de salida, se 1llama un filtrado y el sistema,un filtro.

Esta definicidn es evidentemente general e imprecisa para poder
ser utilizada. Vamos cntonces a limitarla imponiendo considera

ciones sumplementarias:

1?7 Nosotros nos limitaremos a sistemas lineales.
Si'a la entrada "e,", corresponde la salida sy, a la entrada
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e, la salida S,, a la entrada Ae,+ue, corresponderd la salida

)\S1+USZ.

2° En numerosos casos, ¢l origen de los pardmetros no tiene im-

portancia "invariantes por traslacién'.

Si a la entrada c(t) corresponde la salida s(t), a la entra-

da e(t+p) correcsponderd la salida s(t+p).

En fin, bien que esto sea mucho menos indispensable, supon-
dremos aue la entrada y por consecuencia la salida, no depen-
den mis que de un solo parimetro, que llamaremos el tiempo.
‘No habrfia cambio si el parfmetro fuera por ejemplo una lon-

~gitud.

Las limitaciones precedentes permiten la forma general de un fil-

trado. . .

La entrada e(t) puede ser considerada como la suma de impulsio-
nes elementales, diferenciados en el tiempo y de amplitud conve-

niente; es decir:

i

e(t) = [w e(u) §(tr-u) du

El impulso elemental &§(t) produce una salida f(t) (llamada 'res-
nuesta impulsional del filtro"). A §(t-u) corresponderi entonces
f(t-u) (invariabilidad por traslacién). Por linealidad, la sali-

da s(t) correspondicnte a la cntrada e(t) seré§:
s(t) = I e(u) f(t-u) du ... XXVII

Constatamos entonces que la operacién de filtrado corresponde a

una convolucidn,

Por T.F. la convolucién sc transforma en el producto:

s{w)=2n F(w) E(w).



g

La sefial e(t) es la suma de ondas sinusoidales elementales

iwt iwt
cada una de las ondas 'e

iwt

E(w)e " es transformada por el

filtro en F(w)e y por superposicibén encontramos la igualdad

precedente.

La T.F. del impulso elemental §(t) vale é%, nos encontramos
evidentemente con la T,F. de la respuesta del filtro a un Dirac:

s(w)=F(w)
T.F. de la respuesta impulsiva f(t)

REPRESENTACION GRAFICA DE LA RESPUESTA FRECUENCIAL
DE UN FILTRO

La relacidn s(w)=27 E(w) F(w) es particularmente simple y mues
tra la importancia de F(w). En numerosos casos, bien que F(w)
sea un nGmero complejo, su médulo |F(w)| es el pardmetro mis

importante a estudiar.

En aclGstica, por cjemplo, el oido s6lo es sensible a la ampli w
tud y no a la fase para una frecuencia determinada, igual en |
optica, el ojo no es sensible a la fase. |

Veremos también casos en los cuales el filtro es determinado

por su autocorrelacién; es decir, por: 2w |F(w)|?.

La representacién grifica de |F(w)| indicard inmediatamente si
las frecuencias son reforzadas o si las frecuencias son atenua

das.

A una entrada real debe corresponder una salida real, entonces:

E(w)=F(-w)

Basta con representar la variacién de F(w) para los valores

positivos de w. Es usual hacer esta representacién grifica en

coordenadas bilogaritmicas,

Antes de tomar un cjemplo, recordemos dos definiciones:
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Octava: la relacidén de frecuencia [w,2w]| 1lleva el nombre de oc
tava; es evidentemente un intervalo constante (log 2) sobre una

escala logaritmica.

El origen de este término es musical: el oido sdlo es sensible
a una relacidn de frecuencia y dos notas a la octava una de 1la
otra,producen sensaciones musicales comparables. Este intervalo

corrpsponde a una gama.

Dindmica: Un aparato fisico es lineal en una zona dada. Si la
sefial es muy débil, es amortiguada en el ruido de fondo. Si la
sefial es muy fucrte, el aparato es saturado y la salida deforma
da. La relacidén dc la secfial mdas fuerte posible a la sefial mis
débil posible (todo siendo utilizable) se llama la dindmica. Es
ta relacidén se expresa en decibel (dB) y se define un decibel

como: Ez(f)
1dB=10 log=——

BEL(F)
la energia es proporcional al cuadrado de la amplitud de la se
fial, entonces también encontramos que:

A, (£)

1dB=20 lOg —A?'(?)

Consideremos por ejemplo el filtro cuyo cuadrado del mdédulo de
la T.F. vale:
1

Fon |2 = —L—
| E(w) | H(;’%)z

Si "w" es pequeiia frente a "w0

log ———— = log 1=0

1+ (25)2
Yo
Si "w'" es grande frente a ”woﬂ);

log 1 = log 1. 2 log w+ 2 log W,

1+ ()2 T (M2
WO WO

Consideremos una freccuencia W, superior a Wy Y la frecuencia 2w1.

kEntre estas 2 {recucncias Wiy 2w1, la atenuacidon es (endB).



1
2w,
1+ (=) 2
"0
10 log — = 20 log 2=-6dB

w

1+ (

1)2
0

w

Observaci6én. Nosotros utilizamos el cuadrado del médulo, lue

go, el cuadrado de la amplitud proporcional a una energia, la

dinimica en dB se expresa por 10 log(relacidn). ,

El filtro anterior es evidentemente un filtro pasa bajas (Las
altas frecuencias son atenuadas). Nosotros podemos aproximar
la respuesta del filtro por dos semi-rectas, una horizontal,la

otra teniendo una pendicnte de -6 dBA deextremidad comin en Wy -

(Fig. No. 4.)

La atenuacidn a la frecuencia v, es:

1
W
0,2
1+(W6)

10 log = -3dB

Se describe el filtro por la frase: filtro pasa baja, de fre
cuencia de corte a-3 dB, en Wy Y de pendiente -6 dB por octava.

EJEMPLOS DE FILTROS PASA BAJA, ALTA Y DE BANDA

Sea por ejemplo un filtro cuyo espectro de potencia es:

1
W, 2u
G

|[F(w)[? =

que corresponde a un filtro pasa baja de frecuencia de corte W)

y de pendicnte -6u dB/oct. mientras que:

(2
W
|F(w)]?%= ———%7—73 corresponde a un filtro
1+(—)
W
0
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1]
Q
'

Fig 4 Representacion grafica de la respuesta frecuencial
de! filtro en decibeles

2
/F(w)/ = -]:rl-w—')'z
Wo
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nasa alta de frecuencia dec corte w, y de pendiente 6u dB/oct.

Una sucesi6n de filtros convenientes permite realizar los fil-
tros Pasa Banda.

FILTRO CAUSAL

La relacién entre "e(t)" y "s(t)" que nos ha servido para defi-
nir un filtro es extremadamente general,

Pero si el filtro corresponde a una realizacifén ffsica posible,
debemos restringir las posibilidades de eleccidn de f(t). Hemos
observado ya que a una entrada "e(t)'" real, debe corresponder

una salida "s(t)'" real; esto no es suficiente. Falta adem8s con-
siderar que el efecto no preceda a la causa; la salida s(t) debe
ser nula para el tiempo cn que la entrada es inexistente., Tal
filtro es llamado '"causal",

172 pefinicién: Un filtro "f(t)" es causal si la salida "s(t)" es

nula mientras que la entrada es nula:
Ve(t); c(t)=0 para t<to.

<2da Definicién: Un filtro "f(t)" es causal si f(t)=0 para t<O0

31‘8

no tiene polo en el scmi-plano complejo inferior:

Definicién: Un filtro f(t) es causal si su T.F. "F(w)",

Demostracidn:

-iwt . 4 .
Puesto quc: '"e " ¢s una funcidén holomorfa derivable de la va-

riable compleja w, cntonces:

f(w) = ;; [ f(tye iwtae

F(w) c¢s la suma dc¢ funciones holomorfas de w; F(w) es entonces
una funcién holomorfa de w salvo para los valores de w tales que
la intepral no tenga sentido.

f(t) se calcula por la-cxpresién ya conocida:
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f(t) = J F(w)ethdw

[+ o

que podemos integrar en el plano complejo por el método de los

residuos.

Podemos formar el contorno de integracién '"por encima" (contor
no c1), o "por abajo" (contorno cz),(Fig. No.5), esto es:

w=X+1y

olwt_ ixt -yt

wt

. i . .
Se requiere entonces que ¢ tienda hacia cero cuando |y| au

menta indefinidamente:

Para t>0 se requiere que y>0 y escogeremos el contorno 4
Para t<0 se requiere que y<0 y escogeremos el contorno ¢,

finalmente
i residuo (semi-plano Im(w)>0,t>0

£(t) = |Fw)e Wtaw®
-0 i residuo (semi-plano Im(w)<0,t<0

como f(t) debe ser nulo para t<0, F(w) no debe tener polo, en
el semi-plano Im(w)<0.

42 Definicién: f(t) es un filtro causal si I, (F(w)) es la
transformada de llilbert de Re (F(w)).

Demostracifn:

Una funcién "f(t)" cualquiera puede siempre ser descompuesta en
la suma de una funcidén par vy de una funcidén impar.

f(t)=fp(t)+fI(t)

~en donde:



#

| Imaginaria

Real

Fig 5 Contorno de’integracion para la funcion " f{t )"
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1
L= [T()+£(-t]]

£ (t)=3 [E(t)-£(-t]]

en el caso particular de un filtro causal (f(t)=0 si t<0)

1

(1) t>0

£,(t)= ]
~£(-t);t<0

1 .
7f(t) t>0

Consideremos:

' 1 " . = 1
La T.F. de s(t) es "s(w) tal que: s(w) = W
Luego:

fi(t)=fp(t)ls(t)

y entonces

Fi(w)= Fp(w)*s(w)

Denominando:

Fi(w)=i Im(f(w))
Fp(w)=Re(F(w))

vemos que:

Im(F(w))=-— . v du

"

| I“Recr(u))

= oo

.. .XXVIII
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igualmente:

Re(F(w)=% l Im(F(u)) du
w-u

Entonces Im(F(w)) es la Transformada de Hilbert de Re(F(w)).

FILTRO DE FASE MINIMA

Sea un filtro "f(t)"; conocido e(t), somos capaces de calcular
s(t) si conocemos el filtro. Se puede resolver el problema en
sentido inverso: conociendo s(t), es posible encontrar e(t),.

La relacidn general
s(w)=21E(w)F(w)
nos muestra que el problema es matemdticamente posible.

Cambicmos las condiciones del problema: si "f(t)" es un filtro
causal, el filtro inverso "f {t)" que permite determinar e(t) a
partir de s(t), es un filtro causal.

La relacién E(w) = ! s(w) nos muestra que el filtro
21 F(w)

£ 1 (t)" tiene por T.F:

-1 1 1
F00= o7 vrwy

Primero para quc "F_l(w)"tcnga sentido para w real, F(w) debe
ser diferente de cecro para todo w real.

Si el filtro "f'l(t)" es causal, F'lgw! no debe tener polo para
Im(w)<0. Sabemos ya que F(w) no tiene polo para Im(w)<0 (el fil
tro f(t) es causal). '

Para que nuestro problema tenga solucién, se requiere entonces
que F(w) no tenga ni polo ni cero para Im(w)<0. Tal filtro es

llamado de fase minima.
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PROPIEDAD FUNDAMENTAL DE LOS FILTROS DE FASE MINIMA

Consideremos el conjunto de funciones causales '"p(t)'admitiendo
el mismo espectro de potencia, tales que |P(w)|? sea el mismo
para todas las funciones del conjunto (para w real solamente).

En este conjunto, la funcidn de fase minima es aquella cuya ener
gia es la mayor cerca del origen; es decir, para toda T:

T
J P2(t)dt es maximo para la funcidén a fase minima
0

La integral anterior es evidentemente una funcién creciente de T
Yy

T
[ P?(t)dt tiene el mismo valor para todo el conjunto.
0

La funcidn de fase minima es aquella para la cual

T
J P?2(t)dt se acerca lo mds rdpido posible a asintota.
0

Las funciones "p(t)" son causales, entonces los diferentes espec
tros "P(w)'" no ticnen polos para Im(w)<0, pero so0lo la funcién a
fase minima no tendrad cero para Im(w)<0.

Un cero de "P(w)'" es automiticamente un cero del espectro de po
tencia comidn al conjunto |P(w)|?,esta Gltima funcidn es real,
el complejo conjugado de una raiz, es €1 ‘mismo una raiz.

Transformada en 2

Sea una serie de muestras correspondientes a la discretizacidn

de una funcidén x(t) al paso AT.

xn=x(nAT); n entera

Llamaremos transformada en Z(T.Z.) de la serie X, a la funcién

de Z:



x_ 7" .. XXIX

x(Z) = n

z
n
La suma sc extiende de -» a + «, En la préctica, habri siempre
un limite tanto hacia los tiempos positivos como negativos. Si
la funcidén x(t) corresponde a una funcidn transitoria, la serie
anterior es convergente si [Z| = 1. Admitamos esta convergencia
demostrando la necesidad de la misma:

La T.F. "x(w)'", de x(t) es:

[+ 2]

, x(w) = g; x(t)e ¥

- 00

t gt

pero por hipdtesis, x(t) sblo es conocida en los tiempos naT, la
Gnica evaluacidn "x(w)'" que pudiéramos hacer de x(w) es:

° _ AT -inwaAT
x(w) = E‘]}i Xne

Por un factor numérico de %}, pasamos de '"x(z)" a "x(w)" por un
cambio de variable, es decir:

x(z) » x(w)

~-iwA

z=¢ 1WAT .. XXX
Esto explica la convergencia de las series x(Z); pero bien en
tendido no e¢s vilida a menos que AT sea suficientemente pequefia
(mds exactamente, ¢l producto wAT, que es adimensional, sea pe
auefio).

En el cambio dc variable z=e']‘wAT

, €1 plano complejo de los w
se convierte cn cl plano complejo Z. Verificamos que en este
cambio, €l e¢jc real de los w se convierte en el circulo (C) de
radio 1, centrado en el origen del plano Z, el semi plano

Im(w<0), se transforma en el interior de (c).
El semi plano, lii(w)>0 sc¢ transforma en el exterior de (C).

La T.F. de la x(t), c¢s entonces representada en el plano Z, por



la T.Z. de x(t), aquc puedc representarse por una serie.

Observamos ecntonces la simetria de la T.F. y T.Z., simectria
existente tanto en las transformadas directas como sobre las

transformadas inversas.

CONVOLUCION DE DOS SENALES DIGITALIZADAS

La convolucidén para sciales contfnuas transitorias se define co

mo :

c(1) = [ f1(u) fz(r-u) du

(e ]

Para sefiales digitalizadas, sdlo podemos hacer intervenir los va

lores de u y de 1, que scan de la forma kaT (k entera), esto es:

c(naT) = [ aT £, (kaT) f,(naT-kaT)
k

Considerando AT unitario, tenemos:

c(n) = 2f1(k) £,(n-k)
k

La simetria cntre T.F. y la T.Z. nos sugiere que:
T.Z. (c(m)) =[T.z. (£))]-[Tz (£,)] .o XXXT

Corrclacién-autocorreclacidn

La correlacidén de sefiales contfnuas es definida como:

c(t) = [ f1(u) fz(u+t) du

oo

Para sciialcs discrectas c¢s:

c(n) = Zf1(k) fz(k+n)
k
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y por T.Z.: v
c(z) = F1 (z) F2 (z) .o JXXXII
Tendremos entonces para la autocorrelacion:

ag() = If (k) £(ks+n)
k

Ag(2)= F(Z)Y F(z) = /F (2)/% ' .« XXXIII

La T.Z. de la autocorrelacidn cs cvidentemente una funciodon real
positiva, verificando todas las propiedades de la autocorrela
cidn de una funcidn transitoria.

Filtros Numéricos

Considerando Gnicamente los filtros lineales, invariantes por

traslaci6n en cl ticmpo:

La scfial de entrada c(t) sdlo cs conocida en los tiempos KAT

c (kaT) = Cy

No sc¢ podrid calcular la scfial de salida s(t) mds que en los tiem
pos KA&T, cs decir, s(kAT) = s,

Siendo cl filtro lincal, s, serd represcntada por una combina
cién lincal de ¢ :

Siendo el filtro invariante por traslacién el tiempo.
En T.Z. tendremos cvidentemente:

S(Z) = F(Z) E(2)
El filtro en 2 mis simplc cs:

F (Z) = 12




En este caso particular:

S(Z) = LE (2)

Luego:

k _ n _
;Skz = 7 ZenZ = ZenZ
K n

n+i

y entonces:

el filtro F(Z) = Z corresponde a una traslacidén de la serie digi

talizada en una unidad.
Generalizando, F(Z) = zP corresponderi a una traslacidn de P
unidades:

... XXXIV

Un filtro, en gencral, sdlo permite calcular sn(n entera) a par-
tir de los valores de € (k entera), todo filtro es pues una com
binacidén lineal de filtros de traslacidén de orden variable..

La funcidn F(Z) es una serie de la forma:

F(Z) =1 szk
K

TRANSFORMADA DE FOURIER DISCRETA

El filtro mds importantc ¢n cl tratamiento de sefiales es la Trans
~ formada de Fourier. Hasta el presente, no hemos presentado la
T.F. como un filtro, pero ella constituye evidentemente un ope
rador lineal, pudiendo ser considerado como tal.

Sea la sccuencia de N Términos:
XXXy sXgse e, X g

la mejor aproximacidén que se puede hacer de la T.F. es evidente
mente : '

X(w) = x (k) e'iWkAT

k
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Los valores de w que eligiremos serin de la forma:

w, = niw ns [0,1,2,...N-7].

Debemos evaluar Aw:

Aw es la pulsacidn mis pequefia posible correspondiente al pe
rfodo mds largo posible que pueda contener la sefial.

El perfodo mis largo posible seri de NAT y la pulsacidn corres

pondiente:

g . Aw = ..._Z_ﬂ
' 'NAT

El exponencial interviniendo en el cidlculo se escribe .enton- ..

ces.:
| ‘ ) Zﬂl
: lkN—T- naAT: - T
, pongamos :
I _ 27i
: ¥W=e¢ N
La T.F. discreta se escribe entonces:
x (n) = IX (k) wn“K . XXXV
k
n,k=0, 1,2,3,...N-1
y bajo la forma de ecuaciones, la T.F.D. es:
X(0) = X(0) Wo+X (1) W°+X (2) W°+...+X (N-1) W° I
X(1) = X(0) W+X (1) W+X (2) We+...+x (N-1) wN-1) i
X(2) = X(0) Wo+X (1) W2+X (2) W'+...+X (N-1) we(N-1) E

XN-1)=X(0) W+ W (1) W1+ x @) we® Do axu-nw®-1)°
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El sistema antcrior pucde invertirsc; cntonces la T,F.I,D. es: “

_ _ N o _
x(0) 1 I R X(0)
x(1) T wl w?2w?® ., . . w (N-T) X(1)
X (2) 1ow2 oWt oyl etz X(2)
1
' C O L(N-T) o, (N-T) w (N-1)% |
X (N-1) 1 w w ? T X (N-1)

Podemos verificar dircctamente que cl producto de las dos matri
ces permiticndo la T.F. y la T.F. inversa ¢s una matriz dc iden
tidad.

TRANSFORMADA DE TOURIER RAPIDA (FFT)

Un algoritmo de cdlculo, publicado por Coolecy y Tukey, permite
hacer ¢l cilculo de la T.F. mds rapidamentc que las ecuaciones
antcriores. Lste procedimicnto ¢s conocido con ¢l nombre de FFT

(fast Fourier Transform); ~

Supongamos quc N sca par, vamos a cfectuar el cilculo de una T.F.

de N puntos:

B nk
n - 5 X ]\ W
k =
n=0,1,2,...N-1
k=0,1,2,...N-1

formemos dos nucvas sccucncias con las muestras, pares € impa

res de la sccuencia original:



entonces:
e=;—1 e=§-1
Xn = I a, w2k, I b, i+ (2k+1) . XXXVI
e=0 e=0

que podemos escribir:

e=N-1 e=N-1

Z 2 nk n Z 2 ynk
X = ) a, (W) + W ) be (W)
e=0 e=0
La T.F. de a,, aue denominamos A,, y la de be que denominamos Bp

se obtiene por:

e:N-] e=N'1
z Pe % Pe
Apb = ) a_ W7, By = b, W'
Poezo @ Poes0 ©
_; 4n
W' es e N . Los términos contenidos en X, se parecen a las

T.F. de a, y b,. la diferencia que existe es el dominio de va-

riacién del fndice; en X,, n varfa de 0 a N-1 y en A_, p varfa

p’
de 0 a g-l.

Debemos entonces cohsiderar 2 casos:

N
e 5 1]

t~
p—
X
]
N
=
+
zZ
]
i

consideremos n = p + 7

p varfia evidentcmente entre 0 vy ; - 1, entonces considerando la
ccuacibn No. XXXVI.tcnemos:

| e-N 1
N N7
. ka(P+Z) + W7 )

o - e=

N
be WZk(P+Z)
0
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o sea, reemplazando w por su valor:

X = A. o+ W Bp, . LXXXVIT

P+§- P

Hemos efectuado el cdlculo de X, calculando Ap y Bp.

Si N es una potencia de 2, (N=2n), el mismo proceso podri efec-
tuarse n véces, llegando al cflculo de N veces la T,F. de una

muestra, Este dltimo cfilculo es evidente, segln las ecuaciones
de la T.F. discreta, la T.F. de una funcifén reducida a 1 punto

vale ese punto (xo=xo).

El interés de este método de cfilculo es su rapidez. Evaluemos el

nimero de multiplicaciones que demanda una T.F.:

a) T.F. discreta:
En la T.F. discreta, debemos hacer N multiplicaciones para

cada indice, o sca, un total N x N multiplicaciones.,

b) T.F. répida:
El cambio de dos T.F. con g puntos, en lugar de una T.F., con
P puntos necesita p multiplicaciones. Verificamos que cada
una de las operaciones de duplicacién necesita N multiplica-
ciones, y que existe un ndmero total de n=N logZN duplica-
ciones. Dc manera anroximada, la duracién del c8lculo sobre
una computadora es proporcional al ndmero de multiplicacio-

nes (mis las divisiones si las hay, que no es el caso aquf).

Constatamos entonces que un programa de F.F.T. es mucho mis ré-

pido a ejecutar aque la T.F., discreta, tomemos por ejemplo:

N = 1024 = 210



La T.F. discreta cfectGa 10° multiplicaciones; La F.F.T. efec

tGa aproximadamente 10* multiplicaciones,

El 20. programa es 100 veces mis rapido a tratar que el primero.

Bien entendido, si el nGmero de puntos no es una potencia de 2,
podemos formular el algoritmo de la T.R.F. para otra base, si
guiendo un proceso similar.

EL FILTRO CAUSAL EN DATOS DISCRETOS

En un filtro causal, la salida "s, " del filtro, sdlo depende
de los valores de la sefial de entrada "e ", en los tiempos ante
riores al tiempo n. La férmula general del filtro es:

y se simplifica: En efecto no deben de intervenir mfs que los
valores de n-k<n; f, es nula si k es negativa, entonces:

encontramos entonces la 2a. definicidén de un filtro causal:
fk = 0 para k<0 (equivalente a f(t) = 0 si t<0)

La funcidén F(Z), o T.Z. de "f" es entonces:

k

F(Z) = fk fA .. . XXXVIII

NI 8

k=0

Podemos afirmar entonces que un filtro causal serid de fase mini

ma si F(Z) no tienc polo, ni cero en el interior del circulo (C).




APLICACION DE LOS FTILTROS

N. Wiener ha desarrollado una tcorfa del disefio de filtros di-
gitales que tiene una enorme anlicacidén en la prospeccibn geo-
fisica.

El problema planteado por Wiener podemos resumirlo en la pregun-

ta siguiente:

(Cémo disefiar un filtro recal que a una entrada determinada "xt”
corresponda una salida Mz descada? E1 disefio del filtro se
efectfia con el criterio de minimos cuadrados, puesto que la sa-
lida verdadera del procecso de filtrado "y.'" es diferente a la
salida deseada.

El problema sec presenta ilustrado en la Figura No. 6.

Yt Salida verda -

o- dera del procesg
deseado
xy Senal de 4 filtro a 24 Solida deseado

del proceso de

entrada isen
disenar filtrado

Fig 6 Modelo general del diseno de un filtro

Para resolver el problema planteado recurriremos a los siguien-

tes conceptos que han sido ecstudiados anteriormente:

a) La funcién de Auto-Corrclacién ”¢xx(r)":

La definicidén matemdtica correspondiente es:

¢’xx(” = X Xt+rXt

Si consideramos la funcién de Autocorrclacién valuada en =0,

tenemos

2
by (0 = Z Xs



Esto es, Si X =X +X +X, 4.,

entonces:

- 2 2 2 2
¢xx(0) = XX X Xz

En términos de la teoria de sefiales, el valor de 1la ”¢xx(0)" es

llamada "Energia de la Senal".

b) Concepto del valor Esperado:

partiendo-de: ¢ (1) = ) Xe o Xe
t

y de la relacidn inversa de Fourier para "X
*

* k
x(k) = & fZX(n)w"1
_n -
en donde "*'" indica el conjugado.
Encontramos:
=7 ! 2. .

Oy (1) = z glXm) |*= E {x,, x;} .. XXXIX
Entonces E{ } es un operador promedio, que para 7t=0 representa
el contenido encrgético de la seqal.

c) De la misma forma, la funcién de intercorrelacién entre dos

sefiales la representaremos por:

by (1) = E Xepryel

Oxy (1) = B {ye ¢!

se demuestra que:

¢ 5 (T) = b (-T) Y ¢xy(T) = ¢yx(‘f)




Regresando nuevamente al problema propuesto por Wiener, que

matematicamente lo podemos expresar como:

es decir, la diferencia energética deberi ser minima.

Puesto que:

n
Yt _Tfofrxt—r
y sustituyendo:
n
I = E {(zt -{ frxt-r)2
=0

minimizando la diferencia energética, usando el concepto de

la derivada, tenemos:

31 _

g

considercmos por ejemplo —%%11
1

encontramos:
al a 3 n
=[{2(z T f x ) (z,- I f.x )}
8?1 t o Tt-Tref Tt oy TteT
n
= 2E {(z, - ¢ f.x ).x }
t 120 T t-T t-1
n
= 2E {(z .xp )-8 fo.x. o x, )}
=0
n
= 2F fzpexy qb-2 20 £ Blxe ox¢ )

..XLI



n

20, (102 T £1 0, (1-0)

por lo aue:

f o, (O-1) =9¢__ (1)

nems

XX X

0

En forma general para cualaquier fr’ tendremos:

f «+..XLII

e b GT) = 0, ()

e l=}
o

T

La expresibén anterior, constituyen las ecuaciones normales de
Wiener. Su solucidn respecto a "fk" proporciona los coeficien
tes del filtro.

DETERMINACION DEL ERROR O DIFERENCIA ENERGETICA

Hemos partido de considerar la diferencia energética cuadrada co

mo :

I=E {(z, - y)?}

n .
I=E {(z T £ x )2}
t =0 T t-7
Efectuando el cuadrado indicado:
{y2 n n n
I=E {(z2 -2 1 f_ z_x + ¢ f_ . I fx X, )}

t =0 T "t "t-1 =0 T a=0 gt-1 t-a
. n n n —

I=E {:z -2 ¢ f_E{z, x }+r f_ I ¢ Efx, x ]
t =0 T t "t-t 1=0 Tg=0 O I t-T t-g




Sin embargo, sabemos quec:
o 2 ..
B{zi}=¢ . (0)

Bz x, JI=¢_ (1)

E{ }=E{x x }= E{xt+U_Txt}=¢XX(0-T)

Xt 1t *t-o tXt+1-0

Sustituyendo las anteriores rclaciones, tenemos:

n
10,,(0)-2 2 4, (1)+

Si en la relacidn anterior, sustituimos el conjunto de ecuacio

nes normales que minimizan la diferencia energética, esto es:

—t
™ =

) fo o, 0-1) = ¢, ()

T

y si usamos la identidad: ¢XX(T) =¢Xx(-1) ya que ¢XX(0-T)=¢XX(T-0)

IIntonces:

n n n
Imin=¢zz(o)-2,§ fT¢ZX(T)+ § £y § fO ¢XX(T-O)
t=0 =0 =0

n n
Iin =0,,(0)-2 TE £o, (1) + EOfT%x(T)

n

min=¢zz(0)' f fT¢ZX(T)
=0

1. n ¢ (1)

“E” min =1 X . —EE———- ...XLIII
¢zz(0) =0 ¢zz(0)



-

La expresidn anterior ¢s llamada "Error Cuadridtico medio norma
lizado", su analisis indica que "g¢'" jamds es negativo y ademas
varia entre 'cero y uno'. Mientras mds cercano sea '"¢'" a cero,
la sefial deseada "z, ' esta en concordancia con la sefial "y.",

salida real del filtro.







PROPAGACION DE ONDAS SISMICAS EN MEDIOS ESTRATIFICADOS
EN TERMINOS DE LA TEORIA DE COMUNICACIONES.

Propagacidén dc¢ ondas a través de una interfase:

Consideremos dos medios: homogéneos e isotrdpicos.

Imaginemos ahora que una onda plana arménica de frecuencia "f"
y amplitud "ALM viaja descendentemente en el medio "1". El dis
turbio incidente, que asumimos, es el desplazamiento del medio

de su posicidn de equilibrio, y e¢s la parte rcal de:

g, = Ay c2TE(TY/Vy) ...XLIV ‘

Mientras que la onda armdnica plana reflejada es

g, = A cH2TETY/Vy) .. XLV

y la onda armbénica plana transmitida al medio "2" es:

g, = A, ZTE(TY/Vy) .. XLVI

¢s importantec notar que la misma frecuencia '"f" se mantiene para

las tres ondas consideradas.

La Figura No. 7 ilustra el problema considerado:

medio 1

interfase horizontal

VAN AV AN AN VAN AN AV AN AV AN |

medio 2

Fig 7
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Por medio de dos condiciones de frontera, las cuales son:

a) En la interfase, el coeficicente de desplazamiento deberi ser

continuo.

b) En la interfase el coeficiente de esfuerzos deberd ser conti

nuo.

Podemos obtener las siguientes relaciones entre los coeficien
tes de amplitud de las ondas consideradas:

z,-2 zZ,-2
_ "1 "2 . - _ 1 2
Ar_ 24+, Al ’ Ar IA1 » T= 21,29
221 Zz1
A= A. 3 A_=tA. ; t=
t z]+z2 1 t z1+z2

en donde definimos la impedancia actstica "Z'" como el producto
de la densidad y velocidad del medio considerado.

En el caso de tecner la onda incidente propagdndose ascendentemen
te hasta alcanzar la interfase tal como lo ilustra la Figura No.8:

medio 1

INTERFASE HORIZONTAL

rrr

medio 2 Fig 8

obtendremos las siguientes rclaciones entre 1la ampIitud de los

coeficientes de onda:

Z

v - o . 1=t . -
Ar 21%2, Ai ’ Ar T Ai T

N
N

hal

1%%2

Z




Es evidente que las relaciones siguientes se satisfacen para los

coeficientes de transmisibn y reflexibn:

=1
...XLVIII

tt'-rr'=1

TRANSFORMADA "Z' DE LOS COEFICIENTES DE DESPLAZAMIENTO

Considerando el modelo de cstratificacidon horizontal, tendremos
las siguientes ondas descendentes en el techo de las diferentes
capas, (Fig. No. 9).

Tiempo

{ T T

0 1 2 3

D -
n

INTERFASE O

INTERFASE 1

Capa 2

N

N .
INTERFASE ZWWW
Capa 3 03 d34

Fig 9 Ondas descendentes en un medio estratificodo . Las ondas estdn
posicionadas en el techo de las capas .

El coeficiente de desplazamiento '"d' para las ondas descenden
tes cn ¢l techo de capa, cstdn constituidas por la forma siguien
te:

«
“k,k+2n-1

R PR S iy e e



X
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Luego entonces para una capa determinada "K', la transformada

en "Z'" seri:

k+1 k+3

k-1
Koke1Z g xezt el

Dy (Z)=dy g2 #d

k+2n-1 ...XLIX

D, (z)= )] d Y/
k nso k,k+2n-1

Consideremos ahora el caso de las ondas descendentes en la base

de la capa correspondiente, (Fig. No. 10).

TI EMPO
Capa O ,
doo

INTERFASE O

INTERFASE
INTERFASE ?
AN AN
Capa 3 .
Fig 10 Ondas descendentes en la base de las diferentes capas
Busquemos generalizar el coeficiente "d'"de desplazamiento: :
d'k,k+2n

Entonces 1a transformada en "Zv seri:

k k+2 k+4
d,k,kz +d'k,k+22 +d'k’k+4z ...=D1'((Z)

Es evidente que la relacién entre ambas transformadas es:

D§(2)=znk(2) ' L

Mediante un procedimiento similar es posible verificar aue la

relacidén entre las transformadas "Z' para las ondas Ascendentes




en el techo y basc de unua capa determinada, serd:

Uk(Z) = ZUi(Z) ... LI

RELACION ENTRE LOS COLTICIENTES DE ONDA

Estudiaremos ahora la relacidn que cxiste entre los coeficientes
de onda, cs decir, la dependencia entre los coeficientes de re-

flexidn y transmisidn.

La Figura No. 11 indica el problema a tratar:

TIEMPO

INTERFASE K —rrrrrmmrmrrrar
uk+1J

] ' .
Ukel,j-1 \dk+l,1+1
SNt/ (T T/ 7777777

Fig 11 Esquema en la interfase entre las capas k y k+1 al tiempo j

El cocficiente U

t

k,j estd rclacionado de la forma siguiente:
b

, - . , . ] ..
Uk,j rdk,j + t Uk+l,j’ micntras que ¢l coeficiente

d =T

1
ke, j Uke1,j k,j
por tanto, manipulando algebraicamente:
td! . =4d .- r'y

k, ] k+1,] k1,



d'y s = % (d ST

ket 5 7 7 ket )

y sustituyendo cncontramos:

r '
Uk 5 = & Wi 5 - 70k 5)

* Uk
Ug,j ° £ ket i° I;%L'U}m,j Uk
tU}'(,j = rdk+1,j - rr'Uk+1,j +tt'Uk+1,j
Wi 5 T T,y (R Uy
tUN 5 = T 5 * Uk
td"

k,j = 9k+1,5 * k41,

tal sistcma de ecuaciones se podrd cstablecer para un indesado

de ticmpo k = j,j+2, j+4 ...,

Tomando la transformada cn "Z'" del sistema anterior, encontra

mos :

tr, 20 = rd 7] 7

i * Uker

k+1,j

tar. . zd
k,J

)

J J
dpsr,5 &7+ TUgyy 5 2

Sumando tales ccuaciones para k = j, j+2, j+4,... cncontramos:

: i j j
LIyt 2 r I dk+1v,j 27+ T Upyq 52
J J J
\ - j .
t ?d K, Z ? dk+1,j Z° + T ? Uk+1,j Z

gue en su representacién por medio de la transformada "Z" queda

ria:
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t U (Z) =1D (Z) + Uk+1 (Z)

b oaliad

k+1
t Di (Z) = D1 (Z) + r Uk+1 (2)
Es decir:
1 _ 1
Uk (Z) = rk/tk Dk+l (Z2) + E; Uk+1 (2)
Ty
Di (Z2) = 1/tk Dk+1 (Z2) + i Uk+1 (2)

k

Recordando las relaciones anteriormente determinadas:

Dy (Zz) = 2 Dy (2)
UL (Z) = 1/2 Uk (Z)
- Z
"k 1
D (2) = 75 Uker (B0 * 75 Dyuq (2)
k k
Por lo que se ha determinado:
D (2)] | D (2)
k ty ty k+1 ™7
JLII
ir
"k Z
U, (Z) —_— = u (2)
_k | Ltk ty ] i k+1 ]

relacidon que indica la dependencia entre las transformadas en
"Z" de las ondas ascendentes y descendentes en el techo de una

capa determinada "k" respecto a la capa "k+1".

Es cvidente que tal relacidén es general y podriamos establecer
una seric de matrices de comunicacidn para relacionar la trans-
formada en "2" de¢ la primera capa respecto a una capa inferior

determinada.,




i

La matriz de comunicacién entre la capa "0" y la capa "1" sera:

— - —.] ro_l — —
D. (2) - = D, (Z)
0 tO tO 1
= ...LIII
T
0 1
Ul (2) A U, (2)
B B AU R B B

MODELO DE CAPA DE ESPESOR FINITO

En este ejemplo sc suponen dos capas homogénecas e isotrdpicas,
en las cuales cuando la onda iniciante penetra al segundo medio,
ya no existe reflexibn.

La Fig. No. 12 ilustra el problema:

(ENTRADA D(2) (SALIDA Up(2)
CAPA

lNTERFASE 0 TR D z TITTITT SIS ITIT I I T TN I T T 7 AT Y T AT 1T T
1 (2)

TITTTII 7777777777
(z)

capn  H T

I U2 ( z )] YV 7 77 7T T Ty

INTERFASE 1 oo D")';rf/}/:;r;‘f,;};mfnﬂmmm// I

Dzz

(SALIDA D2 (2))

Fig 12 Representacion esquematica deun modelo estratificado de dos capas

Consideramos que la transformada en "71" de la onda o energia de
excitacidn cs:

por lo tanto, cl sistema de comunicacién en el dominio de 1la
transformada "1" seré:




_ T T _
1 0
D! (2) 2 D, (2)
0 t, T 1
r
0 1 |
U (2) — u, (z)
I B AT N AR

entonces el sistema entre capa "1 "2 sera;:
Yy

- 1 1 otz B 7
D, (Z) t t DZ (z)
1 1
T,2
1 Z
U1 (Z) —t—1~— f; U2 (Z)
- - — -t _ —

pero ya indicamos que sc¢ ha supuesto la capa (2) como un semi :

espacio infinito, es decir:

U2 (z) = 0

Fntonces resolvercmos finalmente el sistema de comunicacién:

_ - - .
D1 (Z2) Z r1Z DZ(Z) W

-

t
U, (2) r2 7 0
L _ _ i L. ..
Dro(2) 1 _— 2V 2V T (2]
0 0 1 l 2

1

Tty ty
ug (2) r, 1 rZ 1z L0 !
- J L ) L — _
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Sustituyendo las condiciones iniciales del ejemplo:

[ - -1
1 . Z o+ r0r12 r1Z + rOZ DZ(Z)
fot -1 -1
U0 (2) rOZ +r12 rOr]Z + 27 0
r— h — _1 -
1 (Z +r0r]Z) DZ(Z)
R
toty -1
. _
g (Z) (ry2 =~ +r,2) D,(2)
- . L_ -
Entonces:
1= —— 2 Verr.2) 0.(2)
) t,t 01 2
01
t.t
DZ(Z) - — 01
Z +r0r12
t.t, = (Z‘] +r.r.2) 1,(Z)
01 01 2
t t,2
" (Z) = 01 1"
2 1+r,.r Z2
01
y entonces:
; r0+x]'22
UO (Z2) = — ... LIV
1+r,r,2

0°1

Ub (Z) constituye la transformada en "Z" de la respuesta obtenida
cen un gedfono situado en la superficie para una excitacién normal

impulsiva.

Para este modelo no sc¢ ha considerado absorcidn en el medio.
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DECONVOLUCION PREDICTIVA:

Un método comGnmente utilizado en el tratamiento de la informacidn
geofisica es el proceso de deconvolucidn, medio por el cual es po-
sible tratar una sefial, y conocer su contenido de informacidn, es

decir, recuperar la sefial descada.

Podemos ilustrar el proceso de deconvolucibén como sigue:

q: = *
sea X, = Q. * p,
en donde:
X, = seflal que contiene la informacidn "qt”
convueclta con datos perturbadores "pt"
”qt" = podria ser por cjcmplo el contenido de los coeficientes

de reflexidén del subsuelo.
Entonces: en ¢l dominio de la transformada "ZI'" tenemos:
X (Z) =Q (2) P (2) ... LV

El filtro "ft", dcberd de ser diseflado con el criterio de extraer

"

la informacidn "q(t) , cs decir:

Yt = Xy ok ft = q,
esto es:
Y (Z) = X (Z) F (Z) = Q (Z) ... LVI
Sustituyendo (LV) cn (LVI) tencmos:
Q (Z) P (Z) F (Z) = Q (Z)
P (Z) F (Z2) =1 ... LVII

Es decir, la convolucidén cntre la sefial disturbio "Pt" y la fun-
cidn caracteristica "ft” deberd proporcionarnos un impulso unita-

rio de rctardo cero.

Observando la expresidn (LVII) bajo el criterio del filtro de
Wicner, lo que rcqucrimos cs una sefial deseada de longitud unita-

ria posicionada en +t = 0

H
i
i
i
|
{
i
|
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Es decir, bajo el criterio de Wiener, tcnemos:

d, =1, 0,0, 0,

e

t = po’ p]’ pz’ p3)

Por lo que el sistema de ecuaciones normales de Wiener proporcio-

na:
t=n-1
f . J-1t) = (J ... LVIII
TZO ¢ tpp (IPT) = egn (D)
0 en su forma matricial:
r, r; vy rg T fo 1
ry Tp Ty Ty Ty c o Thoo £ 0
T, Ty Ty ry ry ra I3 f, 0
= *1...LIX
"™t Th-2 'n-s3 ) fn-1 OJ
— - e = o~
En realidad, rigurosamente sc obtiene:
bap () = T dear e = pgs 0,0, 0,0 .

que podemos cscalar o normalizar como:

(’)(lp(T) = ]’ ()’ Os 0) L

La solucién del sistema de ccuaciones resultante de LIX nos pro-

porciona cl llamado (iltro de¢ deconvolucién,
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Es cvidente que la aplicacién prictica de LIX, implica ¢l conoci-
miento de la funcién dc Auto&orrelucién ”¢pp(1)" de los datos dis-
turbios, que cn rcalidad es desconocida, ya que solamente conocc-
mos la sciial ”Xt”. Sin embargo, dcmostraremos aque bajo ciertas
suposiciones considcradas llecgamos a tener conocimiento de

”¢pp(r)” a partir de "¢xx(r)”.

Se conoce que:

o en el dominio de T.Z:

X(Z) = ) « P(2)

La funcidén de auto-corrclacién, en cl dominio dec la transformada

IIZH CS:

b (2) = X(2) X(Z) ;3 X(2Z) = X(1/2)
1 @) = [0 p)] ot pasa)]
0 (@) = [0 oty [r@) pava)]
bxx (2) = 0qq(2) 0,,(2) oo LX

Nuevamente en cl dominio temporal, tenemos:

b (1) = 0 () % 4 (1)

Si partimos de la suposicién de que:

E; =0
¢qq(1) B 0 ; <T#0



f

Encontramos que:

b (1) = ] ¢

qo (8) oy (i-t) = E ¢ (x) . LXI
t . !

pp
o sea, las dos autocorrelaciones difieren en un factor de esca-
la.

Ahora vamos a mostrar que cl llamado filtro de prediccién con
distancia de predicci6n unitaria es en realidad un filtro de de-

convolucién:

El modelo gencral de filtrado e¢s ilustrado en la figura No. 13:

Xt o
e
———+ ft Yt
Fig 13
en dondc;
Yt = Xt x ft ... LXIT

si consideramos como salida del proceso del filtrado a:

~

Y, = Xt+a’ lo cual significa una estimacién de "X, " en otra €po-

ca futura, o bicn una versién adelantada de ”Xt".
Es cvidente que cxiste una sccuencia dec errores, la cual es:

E.,. =X - X eo. LXIII

Si sustituimos en LXIII la expresién LXII, tenemos:

que cn ¢l dominio de la transformada "Z'", es:

274 B(z) = 279 X(2) - X(2) F(2)
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O se€a:

L(2) x'(z) - 2% x(2) F(2)

E(Z)

1 -z 17(2)] X(2) ... LXIV

desde el punto de vista de un proceso de filtrado la expresién
LXIV indica la presencia del 1lamado filtro de crror de predic-

cion:

Si ft = fO’ f], fz, f3, A | son los cocficicentes del fil-

tro de prediccidén, tcnemos que:

n-1°

son los cocficientes del filtro de crror d¢ prediccién.,

Ahora demostraremos, que ¢l filtro de crror de prediccién, con
distancia de prediccién "a = 1", c¢s similar al filtro de decon-

volucidn:

El discfo del filtro de Wiener para cl filtro de prediccidn impli-

ca, ¢l cilculo de¢ las siguientes corrclaciones:

¢xx(1) N g Xt+r Xt = Tn
Sax (1) = 1 Xepnwr X¢ = Taue coo LXv

Luego en forma matricial rcsulta:



T, Ty Ty Tho £y Ty
Ty Ty Ty T, N T e
r, Ty ry Ty T Th.3 f, Ta42
=] ... LXVI
rn—] rn-2 rn-3 - -« T fn-l ra+n-1

'3 To Ty T2 Tn-1 | [-fo T
; Ty Ty Ty T L f1 T,
T, ry Ty T, T, rh.3 fz rs E
= ... LXVII :
Tn-t Th-2 Tn-3 v 0 Ty fn-l Tn
_ N d

Expresando tal sistema cn forma explicita y agregando al sistema
original "-B', tcncmos:

Ty * Tyl r e rfy, T, rofh.1 = -B
-1y +rgfy r oty r, 4 T oy cooorry g T -1y
Tyt nfp gy ey iyt iy T
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T4 + rzfo + r]f] + rofz + T1f3 T3 fn_1 = Tg - r3
PR SUDE S S B T L5 rg fnq = Th " Th
Lo que resulta:
rg - Tify - T fy - orgf, - fg - -ty fhpq =B
ry - Tofy - ryfy - rf, - Tafg - Ty £ 70
ry, - 1y - orofy -oryfy - Tfs - Ty fpg =0
rg - Tyfy - ryfy - Tof, - oTifg - -Tho3 fpqg =0
roo-ry oy fo - Thofy - sty - Thagfs - - 19 fpg =0
que en forma matricial serd:

rg Ty Ty re T 1 B

TPoTo Ty T2 T3 Tna1 | | ~fo 0

r, Ty Yo Ty Ty T | th 0

= LXVIII
£, 0
Tn Th-1 ™n-2 Tn-3 - Ty 'fn-1 OJ




El filtro inverso normal o standard, "estrecha'" la informacién

disturbio, en un impulso situado en t=0.

Demostraremos a continuacidén que el filtro de prediccidn con dis-
tancia predictiva '"a" estrecha la informacidén disturbio de longi-
tud "a+n" en una sefial de longitud "a".

La ecuacidn matricial del filtro de prediccidén de longitud 'n"
y distancia predictiva '"a" estd dada por:

_ 7 — - - —
r0 r1 r2 r3 e e rn_1 fO ra
ry Ty Ty T T3 T2 | 1E LI
r, 14 rg T r, r._z |*= f2 T2 ... LXIX
Th-1 Th-2 Tn-3 rO fn-[J Ta+n-1

La cual suministra cn forma de ecuaciones simultaneas el filtro
de error de prediceidn, con distancia predictiva "a'"; nétese la
adicidén de otras ccuacioncs al sistema original a fin de obtener
cl sistema de un filtro de crror de prediccidn, luego entonces:

1 - r, -0 .. -r f = p

0 1 ’ a+n-1 "n-1 0
Tt -r g0 -rzf0 -rsf1 1,1, —rsfs— R L UL AT JP
T -1 - roo <0 ... -r]fo -rzf] -r3f2 -r4f3- . -rnfn_I--pa_
—r”-1 ST 0+ . . . +r0f0 +r]f1 +r2f2 +r3f3+ ...+rn_1fn_1=ra




Taa 1 Ty OBy ey By st T e Tan
—ra+n_1-1 + ., ., +rn_1f0 +rn_2f1 +rn_3f2 + ... +r0fn_]=ra+n_1-ra+n_1
La ecuacidn matricial asociada es:
— Tr - r -~
To Ty T2 T3 Ty © o+ Taenat || °0
r1 ro r] rz r3 e e ra+n_2 0 p1
2T T T M2 ' Tasn-2 |7
% r; T, r, Ty T, T o+n-3 0
0
= .. LXX
0
T, T,y T, Taz Tag oo T4 -a, P a1
L] 0
0
0
Tosn-1 Tasn-2 Tasn-3 =+ = + Tg -ag 11 |9
— s Ry . — - —

Interpretando la ccuacidén anterior en términos del filtro de
Wicner, tenemos quec la matriz de autocorrelacidn, significa una
scfial fuente dec lonpgitud "a+n'", Micntras que la sefial deseada,
deberfa de haber sido discfiada con una longitud de '"a', puesto
que no hay quc olvidar que cl vector de intercorrelacién es pre-

cisamente cntre la sefial entrada y la sefial deseada.
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De acuerdo a lo anterior, el filtro de prediccidn suministra una
forma mas generalizada del proceso de deconvolucibén puesto que
mediante su aplicacién sc puede gobernar el grado de resolucidn

o contraccidn de las secfiales.

Estudio de un Modelo Marino de Dos Capas.- Ejemplo de Aplicacidn:

Sea que mediante el proceso de deconvolucidén predictiva se requie-
re eliminar la reverberacidn de primer orden, producida por la in-
cidencia normal de un impulso unitario a un sistema de estratifi-
cacidén horizontal de dos capas, tal como lo ilustra la figura

No. 14.

Reverberacion de 1€ orden Reverberacidn de 22 orden

Aire
Reflector 1 W: /Yic,y‘; 7\1’,‘:},:,’
1 1
< ¢ %, tete, [tesd
Reflector 2 ! ) Agua 1 IAMYAL S Cl.t]
Sedimento

Reflector 3

Ca

Fig 14 Reverberacion de primero y sequndo orden en un modelo marino

La transformada en "Z" de¢ la reverberacién de primer orden es:

Ry(Z) = 1 - ¢zt + cf22%1 - L L, .. LXXI
Multiplicando ambos miembros de la ecuacién por C1ZTI, resulta:
C,2"t Ry(2) = ¢2"t - cizTr v o323
Ry (Z) + c]zrl R, (Z) = 1
Ry(2) = - .. LXXII

1+C]ZTl

que representa la transformada en "Z'" de la reverberacidn del

primer orden,
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Busouemos ahora cl filtro de prediccién requcrido para su elimi-

nacion:

Asumiremos que cl tiempo dc doble recorrido a través de la capa
de agua sca '"r,", unidades dc muestrco. Entonces la sefal de

entrada cn el discifio del filtro sera:

X,(t) =1, 0,0, 0, ..., 0], C, [0,0,0,0...,0]c}, 0,0
v

Vv

r1-1 ccros r1-1 ceros

Con el objeto de¢ obtcner ¢l filtro predictivo, es indispensable

determinar la funcién de autocorrclacién "¢xx(r)", la cual sera:

2 4
r. = 1 + i+ C1 + oL para t=0
r. = 0 para 0 <1 <1y y
j _ 3 5 o 2
% r. = -Cp - Cy -+ = -Cp (+CT + Cp+ v L))
Y r. = -Cyr, para 1 =T,

IEntonces la funcidén de autocorrelacidn cs:

. S 2
r. = B, 0, 0,0, 0...0, -CEy, 0,0,0,..., C Ex, 0,0,0.., ... LXXITIT
De donde el sistema de ecuaciones normalces es:
o Ty T2 T3 ot Tna 20 Ta
y Top Ty T2+« «Tho2 a, T+
r, T, T, Ty T, ... T 2 a, =(T.42
Tn-1 Tn-2 Ty an-l ra+n—1
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sca que seleccionamos la distancia de prediccién a=t y la lon-

1’

gitud de filtro '"n" menor quec T

Entonces la ecuacién matricial seri:

— 9 T - =
Ty 0 0 O . ..000 a, rTl
0 r, 00 .. .000 ay 0
0 0 Ty 0 0 . 000 a, 0
0.0 0 0 0 0 ry ..., a 4,1 {0
L A I
de donde:
Tg a; = T que resulta ser el dnico término

por tanto:

El filtro de crror de prediccién asociado, ¢s el siguicnte opera-
dor:

fe= 1,00, 0, 0,0, . . .0,] c co . LXXIV

11-1 ceros

Una vez determinado, es evidente que al convolucionar la sefial
de entrada con ¢l (iltro de error de prediccién, la salida es el
impulso centrado en  t=0,
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ALGUNOS ASPECTOS DEL FILTRADO POR VELOCIDAD:

En el procesado de datos sismicos, sobre todo en el V,S.P., ade-
mds de su uso en los métodos de prospeccibn gravimétrica y magné-
tica, el filtrado por velocidad ha adquirido especial importancia
por su capacidad o propiedad de eliminar o rescatar aquellos even-
tos de velocidad o direccién que por alguna circunstancia son de

interés particular.

El filtro de velocidad, llamado también "Fan', se representa en
el dominio del plano [f,k] por la expresidn siguiente:

Y(f,k) = LXXV

l 0; para cualquier otro valor de k

en donde:

"fr' es la frecuencia temporal, 'k" la frecuencia espacial
y "v" es la velocidad de un evento sismico determinado.

Observemos su forma en el plano |f,k|; por medio de la figura

No. 15, f
*"’fN
% Pt'ISO
-kN - “.,LR_QC_ 35/%_—*_'1‘_—
3o <>
A< K
y Paso Z
A

Fig 15 Lo funcion de tronsferencio del filtro de recuperacion en el plano (f, k)
Es evidente que su aplicacién consiste en pasar eventos de velo-

cidad de la traza sismica comprendidos en la zona achurada de la

figura anterior.

Podriamos también disefiar el filtro de velocidad complementario,
es decir, rechazar eventos de velocidad comprendidos en la misma

zona,



Para determinar la funcién caracteristica del filtro en el domi-
nio del plano |[t,x], usarcmos por supuesto la doble transformada

de Fourier, esto es:

+f

N k=LEL

v .
G2MIFL-KX) g 4

-y K=:%§l

Y(t,x) =

en donde:

"fy'" indica la freccuencia de Nyquist:

= : T in 1 treo en is-
fN TiT AT intervalo de muestreo la traza sis
mica
En la solucién de la intcgral anterior tendremos que usar eviden- i

temente datos discretos, puesto que en la préictica dnicamente co-
nocemos la amplitud de la traza sfsmica a cierto intervalo tempo-
ral (AT) y por otra partc se cstd muestreando en diferentes sitios E
cl desplazamiento del terreno por medio de cada una de las trazas

sismicas, tal como se ilustra en la figura No. 16

INDICE m =2 -1 0 0 +1 2, E
INDICE M =-€, . . ,-5 3 1 1 3 5,....,t¢
Oy == o Orry§== w770
Centro Arreglo SO L
Fig 16 Disposicion de los sismo - detectores para el diseio del filtrado de velocidad
X = distancia desde cl centro del arreglo a cualquier sismo-de-

m
tector

oy : distancia cntre los sismo-dctectores

1

M nGmero total dc estacioncs de deteccién

T, ~ valor discreto dec una determinada traza sismica para un cier-

to incremento temporal.,

Por lo tanto, la soluci6én de la integral anterior cs:




{ QZmif T -2miK X g g

1£]

N K=-

Resolviendo primero para la variable espacial, tenemos:

k=Lfl
( Vv

Y(E,X ) = e 2K Xp gy
_Lf]
Vv
_ 1 1£]
Y(f,Xm) = 1er Sen {2« < X%]

Considerando ahora la otra variable de integraci6n tendremos:

N sen |2x Xm J-é—!-]
Y(T X ) = elmif Ty, = af
n’m 7 X
-f m
N
y si recordamos que:
AX

Tn=DAT yV:KT

podremos demostrar que la funcién filtro en el dominio de la va-
riable temporal y ecspacial es:
1
~ Xp. 2 5
(KY) - n ]

LXXVI

Y(Tn,Xm) =
72

Es conveniente efcctuar un cambio de notacién para manipular mis

facilmente al operador:



recordemos cl arrcglo dc sismo-dctcctores dispucsto en la figu-
ra No. 16.

Ordcenamos cada uno de los detectores por medio de una numeracién
impar, considerando un signo positivo o negativo segln la posi-
cidn rclativa del sismo-detector respecto al centro del arreglo,

¢s decir:

yo= +1, +#3, 45, 7, 9 |

cs cvidente que:

>

% = Z% .. LXXVII

introducicndo tal igualdad en la ccuaciédn No. LXXVI obtenemos:

Y(”,“)

L — .. .LXXVIII

Yz - _('ny_MMMT- ... LXXIX
) ]

por ¢l tipo de notacidn adoptada e¢s evidente que:

M=1P + 1

en donde:

M c¢s ¢l numero total de trazas sismicas que cs par, pues-

to que  "P'" es impar.




La scinal resultante
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"h ", quc sc obticne por ¢l filtrado de velo-

cidad sobre las "M" trazas individualcs, puede cscribirse cen la
forma:
U=+])

h = X vh s v

n pep N
c¢s decir:

_ -3 -3 LRV B N IO G B 3.
hn =, n ¥ Yn v oERY AV *Yn +V_ TxY T+ .

en donde:

LA}

"vn indica ¢l muestrco de¢ una traza sismica determinada.

LN
Lntonces el rcsultado obtcnido seria una sefial "hn" que obtendrc-

mos como la suma de '"M" convoluciones con '""M" trazas sismicas.

i1 filtro de velocidad ¢s una funcidn par, c¢sto es:

Y‘U

y|
Yl
n n

cntonces es factible reducir c¢l ticmpo de cidlculo a la mitad

usando tal propicdad:

) -3 43 30, -1, 41 1
hyp = v e o Yot Qvprvp ) e Y+
n=P
: . I = -u, tu P
o cn forma general: hy UZ1 (v "+ ") % Y]
u = siempre impar

TINgY
AGn ecs posible reducir ¢l namero de convoluciones de ——

sola, usando ¢l algoritmo desarrollado por S. TREITEL, J.L. SHANKS
IFRASLER.

a una

y W. El procedimicento es ¢l siguicente:

Sc demucestra que:



Yh o= + | ... LXXX

y nombrando:

podemos escribir:

1T Tu €}
Y = r + ... LXXXI
LR

cxiste la posibilidad de relacionar a r: con q:,puesto que se

puede demostrar:

r
n+y o u

usando tal consideracidén el operador tendrd la siguiente expre-

sion:

u
- Wo_ .M
Yo Lr r lJ «.. LXXXII

llasta el momento la funcidén filtro Y; deberd de ser valuada para
cada valor que adquicra la variable wu. Sin embargo cs factible

hacer uso de la siguiente consideracidén y escribir:

1

rl
n-<+

~ojE
o —




Entonces:

1=I‘u
Tn-Hes

y luego el operador puede escribirse como:

por lo que:

=
3

1 1 1
= — -1, - 1 .o
2, {%n_(uz ) rn+(u; i} LXXXIII

si sustituimos la expresidén No. LXXXIII en la ecuacidén de convo-
lucidén obtenemos:

h = -L NE+P 1w . ! -1, - ! ¥l
nTez LVt |Tneh Teletl) LXXXIV

puesto que la convolucidn es independiente de cual sefial sea la
trasladada temporalmente, podemos entonces escribir:

h = L u;+P 1 vY u-1 *r1 -vE o+l *r]
noog2 Z.p M n-=>=""n "N+ n
y por consiguiente:
1 1 WE+P 1 u u
h = =71 % J = v u-1 - v u+l ... LXXXV
n m n u=-p u l:n -———2 n+-——-2
en donde:
1 1
r = ... LXXXVI
n l-—n
2

La expresidn No. LXXXV cxprecsada en términos de la transformada
"Z'" seria de la forma:
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_ p-1 p+1
1 Lt T e Y
1(z) = =7 R(2) ﬁz_p m v -l - v L
Esto c¢s: ,
u=+P 1:1_ _u+
(z) = 4 R(z) J % vizy |z %z ? ... LXXXVII
m u=_p '

Como indica la expresibén No. LXXXVII, ahora el proceso de filtra-
do por velocidad ha sido reducido a una sola convolucidn, lo cual
cvidentemente reduce cn mucho el tiempo de cdlculo.

suponicndo por ejemplo que el nlmero de trazas sismicas sea igual
a cuatro, es decir, M=4, cl proceso de filtrado por velocidad es-
tard dado cn el dominio de 1la transformada Z por:

3 1 10y
n(z)=-L R(2) J"—%Zl(z'z-z")ﬂ’__%ll(z"-zo)ﬂ’ (2) z0.2-1

“

-1 '
+ Y 3!22(21_2-2)

La cual en forma esquemiitica scra:

3 » 7 ey ]
Lo 2 3
1 —»Z-l _
Vo —L—zo = 0 1
— ] — L R(2)

-1 — 20
GO S

-1 - ‘
-3 - Z —_— 1
G T
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Como puede notarse el algoritmo estudiado reduce el tiempo de
cdlculo, ya que Gnicamente es necesario adelantar o retardar tem-
poralmente las trazas sismicas y efectuar solamente una convolu-
cién, con la funcidén filtro, rﬁ en donde:

1
1
-2-‘-n

r! =
n

o bien en el dominio de T-Z como:

1_gn ... LXXXVIII

1
7-11

: R(Z) = z
n

se demuestra que la funcién filtro rl es antisimétrica respecto

a un eje situado en n=% y esto significa que para una sefial de
entrada determinada, el filtro suministra una respuesta retardada
temporalmente igualba 1/2 el intervalo de muestreo seleccionado
y un traslado de fase igual a 90° para todas las frecuencias con-.

tenidas en la sefial de entrada.

~El filtro,calculando algunos términos, podria expresarse como:

3 2 1

R(Z)=...0.285727340.42 %+0.66662 '+229-221-0.66662%-0.423-0.28572

TREITEL sugiere que un resultado satisfactorio se obtiene usando
22 pesos del filtro.

El filtro de Rechazo:

La funcidén de transferencia del filtro de velocidad en el plano
[f,k] ha' sido disefiada para recuperar aquellos eventos grabados
en una traza sismica cuyo rango de velocidad se encuentre compren-
dido entre -V y +V. En algunos casos es deseable considerar la
operacidn complementaria; es decir; rechazar aquellos eventos
comprendidos entre -V y +V. ' o

2 3 4

R ———————
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La funcién de transferencia en el plano [f,k] del filtro de re-

chazo por velocidad seria:
0, - % <K<+ %

W(f,k) = - .. .LXXXIX
1 ; en cualquier otra posiciéf

En forma grafica, l1a figura No. 17 muestra la zona de rechazo en

achurado. f
+fN
Rechdzo 7
~KN | Paso < Paso | tEN Fig 17 Esquema del filtro de rechazo
T o2 " en el plano [ f,k ]
. R&ﬁzhaé?
ALfN

Es evidente que existe una relacidn entre la funcibn caracteris-
tica del filtro de rechazo "W(f,k)'y el filtro de recuperacién.
"Y(£,k)", por medio de la expresidn siguiente:

W(f,k) = A(f,k) - Y(f,k) ... XC

en donde:

A(f,k) es la representacién en el dominio del plano [f,K]
de la celda completa, es decir:

13 fNififN
W(f,k) =
' L KNiKiKN
en donde:
fN * frecuencia de Nyquist temporal
Ky * frecuencia de Nyquist espacial




Entonces en el dominio del plano [t,x] ¢l filtro dec rechazo po-

drcmos expresarlo como:

+fN +KN
o _ 2ni(fT - KX)
w(THXy) = c n mT4r dk
—fN "KN
+'EN +-}% .
) et IUET - K Xp) g¢ g
f
- L
N K ... XCI
Nombrando:
w(Tn,Xm) = 1,-1,
en donde:
fv %y
by oKy
+fN +—
)i (T -
12 = c““l(fln me) df dK
{
N UK

Puesto que "I," es la integral ya determinada cuyo resultado es:
q ) g y y

1, = 1 ] ... XCII




micntras que para ”1]” cncontramos:

Tn Xm
. 1 sen "(KT) sen "(KY)

1~ ATAX T T ) X ... XCIII
n m

si como anteriormente reemplazamos
u T =
5 = = nAT
2 AX y n

tenemos que:

u

[ o= 1 sen wn sen w5
1 ATAX N u
"7

Ahora usando XCII y XCIII, podemos finalmente escribir la funcidn
de transferencia como:

sen TT'%

1
v X 2
"2 “Z[EX%) - n{]

sen nw
’X ) = °

w(T
n m nw

XCIv

nétese que sc ha considerado en la expresidén No. XCIV un muestrco

temporal y espacial unitario.

Si nombramos:

sen g

o

Wwo_ sen nw
n mn

1

" K2 )
. (KX) - ni}

-
=
n
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Luego:
I TR Y
wp =85 T Yy
Es evidente que ag =0, von#0, puesto que
1 3 n=0
sen nn _ , _
nn - én ’ 5n ... XCV
0 ; n#0

en.donde:

"Gn" es la llamada impulsidén de DIRAC.

Tomando en cuenta las consideraciones anteriores, podemos escribir:
H

sen m =

2

m

(313 =4

w' = a¥ - y! ... XCVI
n 0 n

Consideremos ahora la senal resultante del proceso de filtrado
por medio del operador de rechazo y nombrando "gn" la sefial de

salida, tenemos:

b u u
En = uZ-P vn * Yy
uatP H H H
gn = uZ-P V * (ao = Yn)
O Se¢ca:
u=+p u=+p
g, = I Vowal - | VE s YH ... XCVII



u

Sin embargo a  es una expresidn que no depende de la variable tem-

poral, es decir, de "n". Luego tenemos:

g, = I a Vi -h

g, = | ——=V -h ... XCVIII

en donde:

hn corresponde a la salida del operador de pase, esto es,
§ el filtro de recuperacidn.

El proceso geofisico mencionado anteriormente reduce considerable-
mente el tiempo de cOdmputo usado comlnmente en el filtrado por
velocidad. TREITEL indica que aln es posible aumentar la rapidez
del algoritmo determinando los filtros recursivos correspondien-
tes al operador de rechazo y al operador de recuperacidn.
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