PN ITE
\;5/[_—%/

BIBLOTEA go: }EHM GH INST?TUW
LE L)()U! K Y fE 14 B.ﬂolﬁ’i

-

f ® 395 1090
“Z B GE POSBRAED j
P R I e f

CONTROL DE MOVIMIENTO
DE ROBOTS MANIPULADORES

Rafael Kelly Martinez

FACULTAD DE INGENIERIA
DIVISION DE ESTUDIOS DE POSGRADO

UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO D 79







6.

CONTROL DE MOVIMIENTO DE ROBOTS MANIPULADORES

RAFAEL KELLY MARTINEZ

Division DE EsTupios DE PosGRADO DE LA FACULTAD DE INGENIERIA
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MeExico
' APDO. PosTaL 70-256
04510 Mexico, D.F.
MEXICO

24 (d -




R T S




PROLOGO

La modernizacibn del aparato productivo de los paises industrializados se ha

venido reallizando desde principlos de los afios 70. Esto ha traido como
resultado un avance espectacular tanto en teoria como en aplicaciones de la
automatica. Entre las disciplinas de 1la automdtica que mas ha sido

estimulada por estos acontecimientos se encuentra la robética.

En un contexto académico, 1la robética se Iimparte en las unliversidades
frecuentemente en cursos de maestria y eventualmente a nivel licenciatura.
Las areas Iingenleriles hacia las cuales son orientados estos cursos han sido
tradicionalmente las  ingenierias eléctrica, mecanica, industrial y en

computacién.

Los libros de textos comunmente empleados en los cursos de rob6tica orientado
a estudiantes de 1ingenieria eléctrica hacen un particular incapie en los
aspectos de mecanica dejando el tema de control de robots en un segundo

“plano. Aun los textos mas reclientes s6lo consagran a lo mas un tercio de su

contenido al tema de control de robots. Asimismo, las herramientas de
analisis iIndispensables para el estudio de los sistemas de control solamente
ocupan escuetos Apendices.

La principal motivacién para la redacciétn del presente texto fué la de
incorporar los mas reclentes desarrollos en el &area de control de robots
manipuladores en un documento autocontenido que sirviera como base para un
curso sobre control de robots a nivel de maestria con especialidad en
ingenieria eléctrica.

El texto esta dividido en 4 capitulos. Una breve introduccién a la robética
es presentada en el capitulo 1. El1 capitulo 2 cubre los preliminares
matematicos donde se exponen los conceptos basicos de los espaclos de
funciones y la teoria de establlidad de Lyapunov. El capitulo 3 resume el
tépico del modelado dinamico de 1los robots manipuladores. Particular
atencién se le daA a la formulacién de Lagrange. Este tema es tratado con
detalle en los libros tradicionales sobre robética. Finalmente el problema
de control de movimiento de robots es abordado en detalle en el capitulo 4.

_En dicho capitulo se revisa desde el popular controlador Proporcional hasta

controladores de vanguardia del tipo adaptable.

La realizacién de la presente obra no hublera sido posible sin la interaccién
del autor con colegas y estudiantes. Particularmente, el autor expresa su
agradecimiento a Ricardo Carelll cuya colaboracién permitié mejorar
substancialmente tanto el contenido como la redaccién de la obra. Asimismo,
el autor manifiesta su aprecio a Romeo Ortega, Juan M. Ibarra, Carlos Canudas




y Mauricio Améstegui con quienes el autor inicié sus actividades en el 4rea
de control de robots.

El autor desea destacar la labor de Arturo Izaguirre en la realizacién de los
experimentos presentados en la obra asi como de Patricia Crespo por la
realizacién de las figuras. Finalmente el autor agradece la labor de
mecanografia realizada por Ruth Ramirez.

Rafael Kelly Martinez
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1. INTRODUCCION

Debido a las exigencias cada dia mayores de alta calidad y rapidez en los
sistemas de produccién, la automatizacién adquirié desde la década de los 70
un valor incuestionable en la modernizacién industrial.

La rob6tica, como parte de la automatica, ha ocupado un lugar destacado en el
proceso de modernizacién de algunas Iindustrias. Tal es el caso de 1la
industria automotriz, 1la siderurgica y la maquiladora, donde los robots
manipuladores son comunmente empleados en tareas repetitivas y de precisién,
asi como en actividades peligrosas para operadores humanos.

La robotica es un campo nuevo de la tecnologia ‘moderna. El buen
entendimiento y el desarrollo de aplicaciones de 1la robética esta
condicionado al conocimiento de diversas disciplinas como ingenieria
eléctrica, ingenieria mecéanica, ingenieria industrial, ciencias
"computacionales y matematicas.

El presente texto se centra en la interseccién existente entre la robética y
la ingenieria eléctrica especificamente con el &rea de control automatico.
De dicha interaccién sobresale el tema de control de robots manlpuladores.

Un robot manipulador o simplemente manipulador es wun brazo mecénico
articulado formado de eslabones conectados a través de unlones.
Tradicionalmente en cada unién se colocan actuadores electromecénicos o
hidriulicos que producen el movimiento de los eslabones. El namero de
uniones en un manipulador determina su nimero de grados de libertad (g.d.l.).
Tipicamente, un manipulador dispone de 6 g.d.l. de los cuales 3 determinan el
posicionamiento del ddltimo eslab6én en el espaclo y 3 especifican su
orientacioén.

Las principales ventajas argumentadas para el uso de robots manipuladores en
la industria son la reduccién de costos de produccién, el incremento de la
precisién, calidad y productividad y mayor flexibilidad comparada con
miquinas especializadas. Adiclionalmente existen aplicaciones monopolizadas
por los robots manipuladores tales como el. trabajo en zonas radioactivas,
téoxicas o explosivas y aplicaciones submarinas y espaclales. Las proyecciones
realizadas a mediano plano colocan a la apllicacién de ensamblado como el
.principal consumidor de robots manipuladores.

A pesar de la existencia de robots comerciales, el disefio de controladores
para robots sigue siendo un 4rea de intensos estudios por parte de los
constructores y de los centros de investigacién.

La metodologia de disefio de los sistemas de control requiere en general un
modelo matematico del sistema a ser controlado. El modelo matemAtico del
sistema a controlar es obtenido tradicionalmente por una de las dos técnicas
siguientes:

- Analitica. Este procedimiento se basa en las ecuaciones de la fisica
que rigen el comportamiento del sistema. Esta metodologia puede
proporcionar un modelo matemdtico preciso a condicién de dominar las
‘leyes de la fisica que son involucrados en el sistema.
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- Experimental. Este procedimiento requlere una serie de datos
experimentales del sistema. Frecuentemente se trata de examinar el
comportamiento a entradas especificas. El modelo obtenido a partir
de este procedimiento es en general ma&s Iimpreciso que el obtenido a
partir del método analitico. Su principal ventaja es sin embargo la
facilidad y corto tiempo requerido para obtener el modelo.

Una vez obtenido el modelo matemAtico del sistema a ser controlado se procede
a disefiar el sistema de control. En algunas ocasiones el disefio es precedido
por una simplificacién del modelo del sistema a ser controlado con miras a
obtener un sistema de control relativamente sencillo. Esto puede, sin
embargo, tener la desventaja de obtener un sistema de control que no funcione
adecuadamente, fendémeno conocido como falta de robustez.

Cuando un robot realiza una tarea programada, se efectian una serie de
operaciones que pueden ser resumidas de la forma siguiente:

- Interpretacién de la tarea programada en lenguaje robot.
~ Generaclén de trayectorias deseadas.
- EJecuclién de los algoritmos de control.

Desde un punto de vista jeradrquico, los algoritmos de control ocupan la parte
mas baja de la escala y en general son trasparentes al utilizador. Son sin
embargo estos algoritmos de control los que permitiradn obtener un buen
desempefio al ejecutar la tarea programada.

El caso especifico del disefio de los sistemas de control para robots
manipuladores requiere también una primera etapa de modelado. El modelado de
robots manipuladores es realizado tradicionalmente en forma analitica, ésto
es a partir de las leyes de la fisica. Debido a la naturaleza mecénica de
los robots manipuladores, las leyes de la fisica involucradas son simplemente
las leyes de la mecéanica.

Los modelos dinadmicos de los robots manipuladores son en general no-lineales
y variantes con. el tiempo. - Este hecho tiene como consecuencia que las
técnicas de disefio tradicionales para el control de sistemas lineales tengan
una aplicacién limitada en la sintesis de controladores con alto desempefio
para robots manipuladores. :

Debldo a la naturaleza no-lineal y varlante con el tiempo de los modelos de
robots manipuladores, asi como a los requerimientos de alta precisién y
rapidez, deben ser disefiados sistemas de control maAs elaborados. Esta clase
de sistemas de control pueden incluir por ejemplo controles no lineales y
controles adaptables. '

La mayoria de los robots industriales son disefiados para reallizar tareas en
las cuales el manipulador se desplaza libremente dentro de su espacio de
trabajo sin interaccionar con el medio ambiente. Ejemplos de este tipo de
aplicacién son las tareas de pintado, traslado de un objeto de un punto a
otro, etc. El problema de controlar adecuadamente el robot para que realice
este tipo de tarea se le denomina control de movimiento.

La manera mids sencilla de especificar el movimiento de un robot es la
denominada punto-a-punto. Esta metodologia consiste en determinar una serie
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de puntos en el espacio de trabajo del manipulador. Estos puntos son
calculados en forma de satisfacer una clerta apllicacién. El problema de
control consiste en este caso en hacer pasar el extremo del manipulador por
dichos puntos.

Una forma mas general para especificar el movimiento de un manipulador es la
llamada trayectoria continua o simplemente trayectoria. En este caso se
determina una curva o trayectoria en el espacio de trabajo y el problema de
control consiste en hacer pasar el extremo del manipulador por dicha
trayectoria.

La primera propiedad que debe poseer un sistema de control es estabilidad..
Dos técnicas de andlisls han sido usadas tradicionalmente en el estudlo de
establilidad de controladores para robots. La primera se basa en el enfoque

- de Lyapunov. La segunda es el denominado enfoque entrada-salida el cual basa

su fundamento matemidtico en el analisis funcional. Ambas técnicas son
adecuadas para el andlisis de sistemas de control nolineal. En este texto se
empleard la primera de ellas para desarrollar el anAlisis de los
controladores que seran presentados. : '

Los modelos dinadmicos de 1los robots manipuladores poseen parametros o
coeficientes que dependen de la masa de los objetos que dicho manipulador
sujeta con su extremo terminal. En la mayoria de las aplicaciones, el
manipulador suele sujetar objetos de diferentes masas que en muchas ocasiones
son desconocidas. Esto tiene como resultado que los parametros dinamicos del

manipulador sea desconocidos. El " problema de controlar sistemas con
prametros desconocidos es 1la. principal vocacién de 1los controladores
adaptables. Esta es basicamente la explicacién del interés del empleo de .

técnicas adaptables en el control de robots manipuladores.

Un gran nuimero de trabajos han sido reportados en los ultimos afios sobre el
empleo de técnicas adaptables de controladores para manipuladores. La
principal razén por la cual estas técnicas de control han aparecido tan
recientemente ha sido la gran dificultad encontrada en el analisis teérico.
En efecto, los sistemas de control obtenido al emplear técnicas adaptables
son relativamente complejos y nolineales. :

REFERENCIAS

Diversos datos y conceptos sobre robots manipuladores pueden encontrarse en
los capitulos introductorios de los siguentes textos:

Paul R., 19882, “Robot manipulators: Mathematics programming and
control”, MIT Press, Cambridge, MA.

Asada H., Slotine J.J., 1986. "“Robot analysis and control”, Wiley, New
York. '

Craig J., 1986. "Introduction to robotics: Mechanics and Control”,
Addison-Wesley, Reading, MA. : :

Spong M., Vidyasagar M., 1989, "Robot dynamics and control", Wiley, New
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York.
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2. PRELIMINARES MATEMATICOS

En este capitulo se presentan las herramlentas matematicas basicas que seran
empleadas en los capitulos posteriores con el fin de anallzar dlversos
esquemas de control de robots manipuladores. Las nociones béasicas del
anilisis matemdtico son el punto de partida en el desarrollo de una serie de
herramientas que seran de utilidad posteriormente.

2.1 Espacios LINEALES

En esta seccién se presenta el concepto de espacio lineal. La nocién de
campo, la cual es definida enseguida, es empleada en la definicién de espaclo
lineal.

Definicion 2.1. Campo.

Un campo consiste en un conjunto, denominado K, de elementos Illamados
escalares y dos operaclones llamados suma "+" y multiplicacién "-", las
cuales satisfacen las sigulentes condiciones V «, B, ¥ € K:

1. a + B € K
a * B ek

2. at+B =R o
a-B:B'a

3 (atB) + 7 = a + (B+y)
(a*B) « ¥y =a + (B*7)

4 a - (B+y) = (a*B) + (a*7)

5] o1 | at0 = a; lea = a

6. 3B | atB=0

7 Va#03 7 | ay =1

vw

Ejemplo 2.1. El conjunto de numeros reales R y de los numeros complejos C
con la definici6én comin de la adicién y multiplicacién definen un campo. El
conjunto de los numeros reales no-negativos definido como:

R ={aeR ] acl0 =)}
no define un campo.
0Doo

La definicién de espacio vectorial lineal o espacio lineal es presentada
ensegulida.

Definicion 2.2. Espacio lineal. ‘
Un espacio lineal sobre un campo K denotado por la pareja (f,K), consiste de
un conjunto 2 de elementos denominados vectores, un campo K y dos
operaclones:
+: 0xQ2->Q llamada suma vectorial
. KxQ->Q llamada multiplicacién escalar

tales que V x, ¥y, z€ Qy a, B € K, las sigulentes condiciones se satisfacen
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1. X +yeqQ

2. X+ty=y+x

3. (x+y) + z = x + (y+z)
4, 30€92 )0+ x=x
5. 3y |x+y=0

6. a X € Q

7. a(Bx) = (aB)x

8. a(xty) = ax + ay

9. (x+B) x = ax + Bx

10. 31eK | 1x = x.

vw

Ejemplo 2.2. El conjunto de los nUmeros reales R sobre los numeros reales R
define el espacio lineal (R,R).
00oa

Se denota R" al conjunto de todas las n-adas ordenadas de nimeros reales:
]T

x=[x x ... x
1 2 n

donde Xo Xy oees X ~ son las coordenadas de x y el superindice T denota
transpuesta. La norma Euclidiana se denotara por n-“, esto es:
1/2

G = = Ix, ()]
1

i

HMM>

La pareja (R",R) es un espacio lineal 1llamado espacio lineal real de
dimensién n o espacio vectorial real n-dimensional.

A menos que se indique lo contrario, los espaclos lineales considerados en
este texto seran definidos sobre el campo de los numeros reales, l.e., K = R
y sb6lo se hard mencidén de los elementos o vectores que definen al espacio
vectorial.

2.2 Espacios Lp.

Una clase particular de espacios lineales son los denominados espacios Lp.
Los elementos o vectores de los espacios Lp son funclones con propliedades

particulares.

Los espacios lineales denominados L: y L: son particularmente empleados en el

anadlisis de sistemas dinamicos interconectados en la metodologia denominada:
enfoque entrada-salida.

Esta ultima metodologia involucra la nocién de operadores los cuales son
asoclados a diversas partes del sistema dinamico interconectado.

Definicion 2.3. Espacio L2.
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El espacio lineal L2 consiste del comjunto de todas las funciones f:R+eR

tales que: )

M s ]

[ I£()]? dt < =

donde |f(t)| denota el valor absoluto de f(t).

A

Definiclion 2.4. Espacio Loo .
El espacio lineal Lw consiste del conjunto de todas las funciones f:R+e R

tales que sean acotadas exepto posiblemente en un conjunto de medida nula..

. vov E
| |

Ejemplo 2.3. Considérese las funciones f(t) = e ™ donde « > O y g(t) =

sen(t). De las definiciones 2.3 y 2.4 claramente se observa que f € L2 n L°° E
yge Lw.
(slau]
- x El concepto de espacio lineal es de utilidad debido a que es posible usarlo

para definir conceptos ingenieriles comunes como el de operador Ilineal,
independencia lineal, etc. También es posible emplearlos en el estudio de la
g exlstencia y wunicidad de 1las soluciones de ecuaciones lineales. Un
; inconveniente, sin embargo, de los espacios lineales es que no emplean la
noclén de proximldad o distancia. Esto hace imposible tratar tépicos como
convergencla y continuldad. Esta es la principal motivacién para estudiar
los espaclos lineales normados, los cuales consisten de un espacio lineal y
yna medida de la "longitud" o norma de un vector.

Definicion 2.5.

La norma L_o [+, es una funcién || : L > R definida como:
2 2 2 2 +

1/2
o

feco, = U HOE dt} .
% vy

- Definicion 2.6. |- .

La norma L o |+
(<]

es una funcién I=] : L >R definida como
o [ ] o o+

13




lec], =sw |£et)]
teR’

donde sup denota "esencialmente supremum”.
v

Ejemplo 2.4. Considérese las funciones f&g& = e_mt donde a« > 0 y g(t) =
1 = -
sen(t). Claramente se tiene que ufuz = [2«] . ufum =1y “gu°° = 1.

0oo

Las normas |

-" T X S R* definidas para un espaclio lineal (f1,R) cumplen con

las siguientes propiedades:

1. x| =0 Vxen

2. |x}=o0 si y s6lo si x =0
3. x| = || - |x| Vxe VaceR
A Jovlsxl eIyl vxoven.

Puede demostrarse que los espacios L2 y L°° provistos de las normas

-1, ¥
2
o respectivamente, definen espacios lineales normados completos, esto es,

espacios de Banach.

Adicionalmente, para el espacio L2 se define un producto escalar o producto

interno denotado por <-,->2 definido como:

<£(+), g(+)>, = j; £(t)g(t)dt

donde f, g € L. El espacio lineal (Lz’R) provisto de la norma "-"2 y el
producto escalar <-,->2 define un espacio lineal completo con producto

interno, también denominado espacio de Hilbert.

Los productos escalares <+,*> : R x 2 5> R definidos para un espacio lineal
(Q, R) satisfacenV %, y, 2 € @y VY a € R las siguientes propledades:

<X,y> = <y,x>

<X, y+z> = <X,y> + <xX+z2>
<X, ay> = alx,y>

<x,x>z 0

<X, x> =0

U]PQJN»—-

sl y solo si x = 0.

Para el caso n-dimensional de los espacios Lp se tiene 1la siguiente
definicié6n.
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Definicion 2.7. Espacios L:.
El simbolo L: para p=2,o denotarid el conjunto de n-adas f = [fx’fz’°"’f

donde fl € Lp para 1i=1,2,...,n. La norma sobre L: se define como:

n 172
— Y 2
2 l=| = 18,01

vov

En otras palabras, la norma de una funcién vectorial es la parte posltiva de
la raiz cuadrada de 1la suma de 1los cuadrados de las normas de sus
componentes.

En lo que resta de la presente seccién seran presentados resultados a los
cuales se hara referencia posteriormente.

n

Lema 2.1, Sea f : R+ > R. Si

n p4 n
f € L2 yf e Lou
entonces f(t) + 0 cuando t - .
Vv

Definicion 2.8. Funcién continua.

Una fﬁncién £:R" 5 R" es una funcién continua si y solo si:

1im £f(x) = f(x ) v x €R"
[+] [+]

XX
o

La funcién f(+) es uniformemente continua sl existe una constante positiva K
tal que:

1) [fxX)] s K< w vV xeR"
11) ||g£—)((—x-l||sx<m vV x € R

v
Una funcién continua puede no tener derivada en ciertos puntos. Tal es el
caso por ejemplo de f(x)=|x|. Sin embargo, si una funcién tiene derivada en

todo punto, entonces la funcién es continua.

Una condicién necesaria para que una funcién sea continua es que esté
definida en todo punto.

La funcién f(t):R++ R" es uniformemente continua si f e L: y f e L:.

15




“"Lema 2.2. Considérese las funciones continuas y diferenciables x:R 2 R" y

f:IR+—> IR+ . Definase la funcién V:R™' - IR+ dada por:

Vix,f) = x(t)Tle(t) + £(t) 20

donde Kle R™™ es una matriz simétrica definida positiva. Si existe una
funcion z:R* > U donde U es un subespacio de R" de dimensién p (=m) tal que

la derivada de V con respecto al tiempo satisface:

Vix,f) = - z(t)TKzz(t) <0

donde K2 = K: > 0, entonces:

a) xe L"
w

b) f e L
[+3]
c) z e LY.
2

vw

Demostracion. Como V(x,f) 20 y \.l(x,f) =< 0 entonces se tiene que:

V(x(0),£(0)) = V(x(t),£(t)) = 0 Vt=o.

Debido a que todos los términos de V son positivos, y como V esta acotada
entre 0 y V(x(0),f(0)), estos términos son en consecuencia acotados. Esto
demuestra a) y b).

Para demostar c) considérese la expresién de \.I(x,f):

V(x,f) = - z(t)TKzz(t).

Integrando entre O y T se obtiene:

T

V(x(T), f(T)) - Vv(x(0),f(0)) = - J zT(t)Kzz('t) dt
0

la cual empleando V(x(0),f(0)) = V(x(T),f(T)) conduce a la desigualdad:
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T

V(x(0),£(0)) = J zT(t)Kzz(t) dr.
0

Finalmente usando la desigualdad Ahln (K) x'x = x'Kx para todo vector x y

matriz K definida positiva, se tiene:

V(x(0),£(0)) T 2

= z(t)T z(v)dt = z| ?
A n(KZ) J; ! 2,T _ : k

mi !

la cual implica que z € L:.

"AAY

Considérese ahora un sistema dinAdmico lineal descrito por las slgulentes
ecuaclones:

X
y

Ax + Bu
Cx

donde x € R" es el estado del sistema, u € R" es la entrada, Y € R" es la
salida y A, B, C € R™" son matrices con coeficientes reales constantes. La
matriz de  transferencia H(s) del sistema se define como H(s) = B(sI-AYJC :
donde s € C. La matriz de respuesta impulso esta dada por

L™ (H(s))
donde L_l(') denota la transformada inversa de Laplace. Es bien sabido que

y(t) puede expresarse por medio de la integral de convolucién, esto es:

t
y(t)=L’1(H)-u=J L7 () (t-t)u(r)dr.

o

El siguiente resultado permite obtener conclusiones sobre la pertenencia de y

e § a L: o] L: dependiendo si u pertenece a L: o-L:.

Lema 2.3. Considérese la matriz cuadrada de dimensién n, H(s) € R (s) cuyos
elementos son funciones racionales estrictamente propias de la variable
compleja s. Supéngase que los denominadores de sus elementos tlienen todas
sus raices en el semiplano complejo lzquierdo.

1. Si u e L: entonces y = L (H)w e L: n L:. y € L: y y(t) » 0

cuando t 3 o. 4 . o
2. Siue L: entonces y L (H)*suel , yelL_.

A
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Ejemplo 2.5. Considérese la siguiente ecuacién diferencial:
X+ Ax = u
donde x:R++ R" Y A € R™™ es una matriz constante definida positiva. Si u €

L;, del lema 2.2 se concluye que x € L; N L:,‘i € L: y x(t) > 0 cuando t - .

ooo
Corolario 2.1. Bajo la hipétesis del lema 2.3 sobre H(s) € R™"(s), si u € L;
N L", entonces:
[+ ]
y=L"Mruel”nL"
2 ]

* n n

y € L2 N L°°

y(t) >0 cuando t 5> o .

v

Demostracion. La prueba es trivial del lema 2.3.

2.3 ESTABILIDAD EN EL SENTIDO DE LYAPUNOV

En esta seccién seradn presentados los conceptos y teoremas basicos para el
estudio de la teoria de Lyapunov.

La teoria de establlidad de Lyapunov tiene como principal objetivo el
estudiar el comportamiento de sistemas no-lineales descritos por ecuaciones
de la forma:

x(t) = £(t,x(t)), x(0), V t=20 (2.1)

donde el vector x(t) e R", es referido como el estado del sistema dinamico
representado por (2.1). La funcién f:IR+ x R" 5 R"es una funcién continua en
t y x(t) con las sigulentes propledades:

1) La ecuacién (2.1) tiene una solucién tnica en el intervalo [0, ®)
correspondiente a cada condicién iniclal de x(0)=x°.

1i) Si x(t) es la solucién de (2.1) correspondiente a la condicién
inicial x(0) = X » entonces x(t) depende de una manera continua del estado

inicial x(0).

Si la funcién f no depende explicitamente del tiempo, ésto es, f(t,x) = f(x)
la ecuacién (2.1) es denominada auténoma.

Los principales conceptos en 1la teoria de Lyapunov son: estabilidad,
estabilidad asint6tica y estabilidad exponencial. Cada uno de ellos sera
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3 tratado posteriormente. Algunas definlciones preliminares son enunciadas
] enseguida.

Definicion 2.9. Equilibrio.
Un vector X_es un equilibrio o estado de equilibrio del sistema (2.1) si

. f£(t,x) =0, VvV t=zo0.
) v

: Tradicionalmente, se supone que el origen del espacio de estado R", ésto es x
1 =0 € R" es un equilibrio de (2.1). Si éste no es el caso, puede demostrarse
que mediante un camblo de coordenadas el equilibrio de (2.1) puede
trasladarse al origen.

Definicion 2.10. Estabilidad.
El origen es un equilibrio estable del sistema (2.1) si, dado cualquier
nimero € > 0 se puede encontrar un ntumero 8 = 3(¢) > O tal que:

Ix} <8 =» |x(t)] <e, Vitzo.

LA'AY

Se deberd Iinterpretar claramente la definicién 2.10 de estabilidad y no
confundir como en ocasiones suele suceder, estableclendo que dado cualquier
constante ¢ > O se puede encontrar un nuimero 3=3(¢) > O tal que:

“xon <e = [x(t)] <3 vVt Z\O.

Lo anterior significaria que el origen es estable si para toda condicién
inicial acotada, las trayectorlias también estédn acotadas. Esto no basta para
] garantizar estabilidad en el sentido de la definicién 2.10. La estabilidad
i del origen debe ser interpretada como dada una pequefia perturbacién de la
condicién inicial x(0) alrededor del origen, la soluclén x(t) correspondiente
permanecerd acotada. Notese que se habla de una pequefia perturbacién y no
para toda condicién inicial. '

Definicion 2.11. Establilidad asintoética.
El origen es un equilibro asintoticamente estable de (2.1) si

i) El origen es estable
1i1) El origen es atractivo, esto es, existe un numero 8 > 0 tal que

x| <8 = “x(f)" 50 cuando t - . (2.2)
o] .

vw

Definicion 2.12. Estabillidad asintética global.
El origen es un equilibrio global asintoticamente estable del sistema (2.1)
si: :

i) El origen es estable n
11) El origen es atractivo para todo x € R , ésto es,
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[x(t)] » o0 para todo X ¥yt
\"A'AY

Definicion 2.13. Establlidad exponencial global.
El origen es un equilibrio global exponencialmente estable de (2.1) si
existen constantes positivas a, B y 8 tales que:

’ n
ﬂvx(t)" <a x| exp (-B(t)), Vvt=z0 VxeR.

A\

Definicion 2.14. Inestabilidad.
El origen es un equilibrio linestable del sistema (2.1) si éste no es estable.
\"A'A"

Enseguida se dan algunos eJjemplos para llustrar los conceptos presentados
anteriormente.

_Ejemplo 2.6. Consldérese las ecuaclones que definen el oscllador de Van Der
Pol: .

X =X | (2.3)

x
]

-x ¢+ (l—xf) X, (2.4)

donde x. ¥y x_ € R. Nbtese que el origen es un estado de equilibrio de las
2
ecuacliones (2.3)-(2.4).

Algunas soluclones para varias condiciones iniclales del sistema (2.3)-(2.4)

se mostran en el espacio de estado (plano de fase) en la figura 2.1. El
X
r‘

2-

O -
_2-

X4

-4 4 4 v hd

' -2 o] 2 4

Figura 2.1
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comportamiento del sistema es la siguiente. Si el estado inicial del sistema
se encuentra al interior de la curva cerrada I', y es diferente de cero,
entonces las soluciones se aproximan asintéticamente a T. Si el estado
inicial esta al exterior de la curva cerrada I', entonces las soluciones
aproximan a I'.

El origen del sistema (2.3)-(2.4) es un equilibrio inestable. Para
demostrarlo basta con tomar € = €, (véase la figura 2.1) y claramente no

existe un 8 > 0 tal que:

Ix ] <8 = [x()] <€ Vitzo.

Es importante observar que la inestabilidad de un equilibrio no implica que
las soluciones del sistema crezcan indefinidamente. Tal es el caso de este
ejemplo donde cada solucién asociada a una condicién inicial es acotada.

ooa
Ejemplo 2.7. Considérese un sistema con 2 variables de estado: xl(t) Y
xz(t). En forma general, el comportamiento del sistema es el sigulente:

todas las soluciones del sistema (a excepcién de la que se inicia en el
origen, el cual eés un estado de equilibrio) partiendo del interior de un
disco centrado en el origen y de radio c, salen de é1 y tocan la frontera de

otro disco centrado en el origen de radio c, para finalmente dirigirse al

origen. Véase la figura 2.2.

Nuevamente el origen del sistema es inestable. Esto es debido a que si se
toma € = € < c, no existe un nimero & tal que:

"xoﬂ <3 = "x(t)“ < g, vVitzo.

| c‘\/ X,

C.

Figura 2.2
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Figura 2.3

Es importante observar que el origen es un equilibrio inestable a pesar de
que [x(t)] » O cuando t > w.
oo

Ejemplo 2.8. Considérese el sistema descrito por las sliguientes ecuaciones:
X =X, (2.5)

X, = = K. (2.6)

Claramente el origen es un estado o punto de equilibrio. Algunas soluciones
de las ecuaciones (2.5)-(2.6) en el plano X ~X, son presentados en la figura
2.3.

Notese que las trayectorias del sistema (2.5-(2.6) son circulos centrados en

‘el origen. Para este ejemplo, el equlilibrio es estable ya que para todo £ > O
exlste 8 < £ tal que

"xon <3 = Jx(t)] <€ vV t = 0.

Es importante observar que las trayectorias no convergen al origen, ésto es,
el equlilibrio es estable pero no asintéticamente estable.
oo

Enseguida se presenta una definicién para una clase particular de funciones.

Definicion 2.15. Funcion definida positiva.
22



Una funcién W:R" > R es una funcién definida positiva si y solo si:

i) W(x) es una funcién continua.

ii) WwW(o) =0
ii1) W(x) >0 Vx=0
iv) W(x) 5> o cuando [x| » w.

vw

A continuacién se presenta un resultado concerniente a una clase més general

de funclones.

Lema 2.3. Una funcién continua V:R’x R" o R’ es una funcién definlda

positiva sl y s6lo sl existe una funcién definida positiva W:R" > R tal qué:

V(t,x) 2 W(x)  Vtz0, VxeR.
v

Ejemplo 2.9. La funcién W(xl,xz) = xf + x: es una funcion definida positiva.

ooo
Ejemplo 2.10. La funcién V(t,xl,xz) = (t+1) (xf + x:) es una funcién
definida positiva ya que V(t,xl,xz) = xf + x:.
ooo

Definicion 2.16. Funcién candidata de Lyapunov.
Una funcién V:R’x IR"—)lR+ es una funcién candidata de Lyapunov para la ecuacién

(2.1) si y solo si:

i) V(t,x) es una funcién definida positiva.

av(t, x)

11) Tt €S una funclén continua con respecto a t y x.
av(t, x)

iii) Tax €S una funcién continua con respecto a t y x.

vw

Ejemplo 2.11. Considérese las ecuaclones:

X = —ax + u ,X(O) ,» t 20

u ay+£l

donde x, y € R y a> 0. Definase e como e=x-y. Las ecuacionés anteriores
pueden expresarse en términos de e como:

.
e = — ae.

El origen e=0 es el unico equilibrio para la ecuacién anterior. Considérese
23




ahora la siguiente funcién definida positiva:

2

V(e) = Z e

N j—

de donde se obtiene:

av(e)

e €T XTV
av(e)

3t = 0,

Para que V(e) sea una funcién candidata de Lyapunov se requiere que x e y
sean funciones continuas con respecto al tiempo.
ooo

Defincion 2.17. Derivada de una funcién candidata de Lyapunov.

Sea V(t,x) una funcién candidata de Lyapunov para la ecuacién 2.1). La
derivada de V(t,x) a lo largo de las trayectorias de (2.1), denotada por
V(t,x) esta dada por:

d av(t,x) av(t,x)

Vit,x) = It Vit,x) = 3t * Tax f(t,x).

v

Obsérvese de la definicién anterior que si V(x) no depende explicitamente del
tiempo, y la ecuacién (2.1) es autédnoma, entonces:

av(x)
ax

Vix) = £(x)

la cual tampoco depende explicitamente del tiempo.

Definicion 2.18. Funcién de Lyapunov.
Una funcién candidata de Lyapunov V(t,x) para la ecuacién (2.1) es una
funcién de Lyapunov para (2.1) sl su derivada a lo largo de las trayectorias
de (2.1) satisface:
V(t,x) =0
"AAY

Con los anteriores preliminares ahora pueden presentarse 1los teoremas
fundamentales de la teoria de establilidad de Lyapunov.

Teorema 2.1. El origen es un estado de equilibrio estable de la ecuacién
(2.1) si existe una funcién candidata de Lyapunov V(t,x) tal que su derivada
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satisface:
V(t,x) s 0O Vtzo, VxeR".
\AAY
Teorema 2.2. El origen es un estado de equilibrio global asintoticamente
estable de (2.1) sl existe una funci6n candidata de Lyapunov V(t,x) tal que

su derivada negativa sea definida positiva, ésto es:

V(t,0) = 0 Vtzo0
V(t,x) <O Vtzo, V x=®O0.
L'A'A%
Teorema 2.3. El origen es un estado de equilibrio global exponencialmente
estable de (2.1) si existe una funcién candidata de Lyapunov V(t,x) y existen
constantes posltivas a, B8 y ¥ tales que:
1 «fx|? = vit,x) = gx|°

1) V(t,x) = - 9)x|® vt=o, V x € R".

v
Los teoremas anteriores son los mAs comunmente empleados en el andlisis de
estabilidad en el sentido de Lyapunov. Es importante decir que existen otros

resultados adicionales, los cuales incluyen teoremas para estudliar
inestabilidad.

El siguiente teorema es una versi6n particular del denominado teorema de
LaSalle.

Teorema 2.4. Considérese la ecuacién diferencial auténoma:

x(t) = £(x(t)) :x(0) € R" ¥Vt =0

con origen como equilibrio. Supéngase que existe una funcién candidata
de Lyapunov V(x) tal que:

V(x) = 0.

Definase el conjunto Q como:

Q = {s e R"|V(s) = 0}.

El origen sera un estado de equilibrio global asintoticamente estable si:

s = f(s).

tiene como solucién unica s=0.
\AAY

La aplicacién del teorema de LaSalle para establecer estabilidad asinté6tlca
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no requiere que ~-V(x) sea una funcién definida positiva. Nétese sin embargo
que este teorema s6lo puede emplearse en ecuaclones diferenciales auténomas.

Ejemplo 2.12. Consldérese la ecuacién dinadmica que rige el movimiento de un
péndulo sin friccién sometido a la accién de la gravedad:

6 + sin 6 = 0.

Esta ecuacién puede reescribirse en la forma:

X e

=X
1 2

= = sén X
1

X e

2

donde X, = 0y X, = 8. Notese que el origen es un estado de equilibrio. Es

importante constatar, sin embargo, que el origen no es el udnico estado de
equlilibrio. En estas circunstanclas sélo se podrda hablar de propledades
locales de estabilidad. Para analizar la estabilidad del origen se propone
la siguiente funcién candidata de Lyapunov:
2
b
2

V(xl;xz) = (1-cos x) - >

Tomando la derivada de V con respecto al tiempo se obtiene:

® L] ®
Vix ,x ) sin X X + X_ X
1’72 1 2 2 T2

V(x1 x2) 0.

De acuerdo al teorema 2.1, el origen es entonces un equilibrio estable.
oo
Ejemplo 2.13. Considérese la siguiente ecuacién escalar:
X = - ax
donde a es una constante positiva. El origen es nuevamente un estado de

equilibrio. Para demostrarlo considérese la siguiente funcién candidata
de Lyapunov:

V(x) =

| %,
N (M)

cuya derivada con respecto al tiempo es:

V(x)

X X

2

V(x) = - a x

B |

El origen es entonces un equilibrio global asintéticamente estable segin el
teorema 2.2.
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Ejemplo 2.14. Consldérese las sigulentes ecuaciones:

x1=-x1+kx2
x_ = -kx
2 1
donde k=0. El origen es el uUnlico estado de equilibrio. Conslidérese la

siguiente funci6én candidata de Lyapunov para estudiar la establilidad del
equilibrio: '

1 2, .2
V(xl.xz) =5 (x1+x2).

La derivada de V(e,8) con respecto al tiempo es:

2

V(xl.xz) =-x,

Como - V es semidefinida positiva y no definlda positiva, no puede aplicarse
el teorema 2.2 para establecer estabilidad asintética global sino el teorema
2.1 para garantizar establilidad. En este caso podria tratarse de probar
estabilidad asint6tica global mediante el teorema de LaSalle (teorema 2.4).

El conjunto Q = {s € Rn|9(s) = 0} es en este ejemplo:
2
Q= {s e R°|(0 xz), x, € R}.
Por consiguiente s = f(s) es simplemente:

0 = kx
2

cuya Unica soluclén es x =0. Entonces la tnica solucién de s=f(s) es s = [0
X, ] = 0. Esto habilita “el uso del teorema de LaSalle para garantizar
establilidad asintética global del origen [x1 xé] = 0,

0oo

Ejemplo 2.15. Considérese las sigulentes ecuaciones:

X =-X +kx +kx
1 1 172 23
-
X = - KX
2 171
-
X = -kx
3 1

donde kI#O, kzto. Las ecuaclones anteriores tienen como equilibrio:

[x1 X x3] = {0 x -




N6tese que existe un numero infinito de puntos de equilibrio, uno para cada

X, € R. Para X, = O, el origen es un equilibrio. Para estudiar la

establlidad del origen considérese .lab sigulente funcién candidata de
Lyapunov:

V(x ' X0 X, ) = 1 (x2+x:+x2)

cuya derivada temporal es:

. _ U2
El teorema 2.1 garantiza estabilidad del origen. El teorema 2.2 sobre
establlidad asintética global no puede ser usado ya que -V no es definida

positiva. El empleo del teorema de LaSalle en este ejemplo puede ser
explorado. El conjunto Q = {s € R" |V(s) 0} es para:

k
, 1
0= {% € R3|ﬁo X - —x ], X € R}.
2 k2 2 2

Por consiguiente s = f(s) es simplemente:

X
0=0+k x +k [— — x ] .
1 "2 2 k T2
2
x =0
2
k
1.
Tk X, = 0
2
k
1
cuya soluclén es toda constante X, € R. Como s = lO X, "k %l T 0 no es
2

la tunica solucién, el teorema de LaSalle no puede emplearse para concluir
estabilidad asintética global del origen [x1 X, x3] =

ooo
El siguiente resultado presenta condiclones necesarias para la existencia de
ciertas propiedades globales de establilidad en ecuaciones diferenciales

auténomas.

Teorema 2.5. Considérese la ecuacién diferencial auténoma:
x(t) = £ (x(t)) 3 x%(0) Vitzo.

La existencla de un unico estado de equilibrio es una condicién necesaria
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para establecer sobre éste:

.Estabilidad asinté6tica global
.Estabilidad exponencial global.

A\

La prueba del teorema 2.5 es inmediata observando que los tres conceptos de
estabilidad citados implican que [x(t) - xel 30 cuando t 5 o donde X_ es el

equilibrio analizado. Deblido a la globalidad de las citadas propiedades de
establlidad, la convergencia de la solucién x(t) al equilibrio X, debe

verificarse para toda condicién inicial. Claramente éste no serad el caso si
ademis de X existen mAs estados de equilibrio ya que si la condicién inicial

es exactamente otro estado de equilibrio, el estado permanecera ahi para todo
t =z 0. '

Nétese que el teorema 2.5 no establece como condicién necesaria de establidad
de un equilibrio la existencia de un unico estado de equllibrio. Tal es el
caso en el eJjemplo 2.15 donde existe un ndmero infinito de estados de
equilibrios y se demostré establlidad del equilibrio. Es importante decir
que pueden coexistir equilibrios con propledades locales de establllidad e
incuso estables con equilibrios inestables.

Enseguida se presentan un par de resultados que seran referidos
frecuentemente en el anilisis de controladores adaptables de robots
manlpuladores.

Considérese el sigulente conjunto de ecuaciones diferenclales:

X

flt,x,y) ,x(0) vtzo0 (2.7)

v = glt,x,y) ,y(0) Vtzo (2.8)

donde x € R, y € R", f:R+xR"me SR y g:R§anme > R"

Lema 2.5. Consldérese el sistema descrito por las ecuaciones (2.7)-(2.8).
Supétngase que existe una funcién candidata de Lyapunov V(t,x,y) tal que su
derivada satisface

Vit x,y) = - 7|x]?
para algun escalar y >0, entonces:

i} El origen es estable

n

) m
11) x e Lm, y € L°°
111) x e L".

2

Si ademas f € L: , entonces:
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iv) x(t) 50 cuando t -5 .

LAY
Demostracion. @~ El inciso 1) se obtiene en forma directa del teorema 2.1
notando que V(t,x,y) s O. El 1inciso 11) sigue inmediatamente de 1la

definicién 2.10. Para demostrar i1i), considérese:
V(t,x,y) = - 7 |x]-

Integrando ambos miembros de O a T, para T € R+:
V(T, x(T), y(T))-V(0, x(0),y(0)) = -xjoux(r)u dr.

Como V(t,X,y) es una funcién definida positiva, entonces

V(0,x(0),y(0)) [ )
. = J () |“dr

donde el lado izquierdo es una constante positiva finita. De la definlicién
2.7 se concluye que x € L;. Nétese que la hipbétesis de acotamiento sobre f y

(2.7) que X € L:. De esto ultimo, de 1ii) y el lema 2.1 se obtiene

directamente iv).
oon

Es importante notar que el lema 2.5 no establece que y € L: ni que y(t) » 0

cuando t -5 o.

Ejemplo 2.186. Consldérese la siguiente ecuacién 1lineal variante con el
tiempo: ’ :

X, =-ax + b ¢(t) X,

X
2

- c ¢(t) X,

donde a, b, y c son constantes positivas y ¢:R+e R es posiblemente no

acotada. El origen es el ﬁnico'punto de equilibrio de la ecuacién anterior.
Para analizar su estabilidad se escoje la siguiente funcién candidata de

Lyapunov: .
_ 12 - _boe
V(xl,xa) = 0%+ 5%y

La derivada con respecto al tlempo esta dada por:

L] b L ]
V(ix ,x = XX + XX
( 1’ 2) 171, c'2'2
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Aplicando el resultado enunciado por el lema 2.5 se concluye que el orlgen es

un equilibrio estable. Ademas X X, € Loo y x € L2. Si por otro lado se

supone que ¢ € Loo , entonces por el inciso 1v) del lema 2.5 se concluye que

xl(t) 50 cuando t - .
oo

Lema 2.6. Considérese el sistema descrito por las ecuaclones (2.7)-(2.8).
Sup6bngase que existe una funcién candidata de Lyapunov V(t,x,y) tal que su
derivada satisface

V(t,x,y) =0 si Ix] > K
donde » > K > 0 entonces x € L:.
vw
Demostracion. La demostracién se basa en reduccién al absurdo. Supdngase
que x ¢ L_ entonces |x(t)] » = para algin t .Como V(t,x,y) es definida

positiva, entonces V(t,x,y) » ® lo cual no tlene sentido ya que V(t,x,y) s O

para valores suficientemente grandes de x|
0o

Obsérvese que el lema 2.6 no establece el acotamiento de y.

Ejemplo 2.17. Consldérese las ecuaclones

X, = -ax + b¢(t)x2 + h(t,xl.xz)

>’<2 = - colt)x,

donde a, b y ¢ son constantes posltlvas. ¢:R*+ R es una funcién posiblemente

no acotada y rﬂt,xl,xz) € L°o v xl,x{ Para analizar su estabilidad se
escoje la siguiente funcién candidata de Lyapunov:
_ 12 b_ 2
V(xl,xz) =% a2k

cuya derivada esta dada por:

. .
X x + X
11 22

040"

V(x1’x2)

. 2
V(xi,xz) -ax, + xlh(t,xl,xz).

Dado que h(t,xi,xz) € L00 entonces exlste una constante positiva finita K tal

que “h(t,xi,xz)"°o = K. Entonces:
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° K
V(xi,xz) <0 si |x1| =2

y del lema 2.6 se concluye que X, € Lw.
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de Vidyasagar (1978). La versién general del teorema de LaSalle puede ser

encontrada en:

LaSalle J., Lefschetz S., 1961, "Stability by Lyapunov’s direct
method with applications”, Academic Press, New York.
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3. MODELADO DINAMICO DE ROBOTS MANIPULADORES

3.1 . INTRODUCCION

Los robots manipuladores son sistemas mecénicos complejos (acoplados y
nolineales) disefiados para realizar tareas especificas. Los manipuladores
industriales tipicos poseen 6 grados de 1libertad (g.d.l.) 1los cuales
generalmente incluyen en su parte terminal una herramienta como pinza,
soplete, taladro, etc. Cada grado de libertad correspondiente a cada unién
dispone de sensores de posliclén, velocidad y eventualmente de aceleracién.
Adicionalmente algunos manlpuladores avanzados poseen sensores de fuerza en
su parte terminal.

El modelo cinematico de un robot describe las relaciones entre la geometria
de la posiclién, la velocidad y la aceleracién entre los diferentes g.d.l. El
modelo dinamico de un robot describe las relaciones entre las fuerzas/torques
que actuan sobre cada grado de libertad y la cinemAtica del robot. Tanto la
cinematica como la dindmica son fundamentales para planear y llevar a término
una aplicacién especifica para un robot manipulador. El modelado cinematico y
dindmico de robots manipuladores es tratado en forma detallada en un
sinmimero de textos sobre mecéanica y robética (véase las referencias el final
del capitulo).

El objetivo de este capitulo es el de presentar las ecuaciones dinAmicas de
los robots manipuladores asi como sus principales propledades. Aparte de la
importancia incuestionable de los modelos dinamicos de los manipuladores en
el disefio de controladores, 1los modelos dinamicos pueden también ser
utilizados para simular mediante equlpo de cémputo el comportamiento del
robot antes de que este sea construldo fisicamente. Esta etapa de simulacién
es importante ya que puede permitir hacer mejoras en el disefio del robot de
manera que puede realizar una tarea dada en forma mas adecuada.

Uno de los procedimientos mas empleados para la obtencién de los modelos
dindmicos de los robots manipyladores es basado en las ecuaciones del
‘movimiento de Lagrange. El empleo de las ecuaciones de Lagrange para el
modelado requiere la nocién de dos conceptos importantes : 1la energia
cinética y la energia potencial.

3.2 ECUACIONES DEL MOVIMIENTO DE LAGRANGE

Las ecuaciones dindmicas de un robot manipulador pueden ser obtenidos a

partir de 1las ecuaciones del movimiento de Newton. La desventaja que
presenta este método es que el anadlisis se complica grandemente cuando
aumenta el numero de g.d.l. del robot. En estos casos, resulta mas

conveniente emplear las ecuaciones del movimiento de Lagrange. Estas uUltimas
ecuaciones reciben el nombre de Lagrange, debldo a que fue el primero que las
dié a conocer en 1788.

Los robots manipuladores consisten en eslabones rigidos conectadas por una
serie de uniones. Cada unién es controlada independientemente y el
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movimiento de las uniones produce el movimiento relativo de los eslabones.
El nimero de uniones (el cual es tipicamente de 6) es el nimero de grado de
libertad (g.d.1.).

Consideremos el brazo articulado de n eslabones rigidos mostrado en la Figura
3.1. '

Los eslabones son numerados consecutivamente desde la base (eslab6én 0) hasta
"el final (eslab6n n). Las uniones son los puntos de articulacién entre los
eslabones y son numerados de tal forma que la unién i conecta los eslabones 1}
y (i-1).  No hay unién al final del ultimo eslabédn. Para describir 1la
geometria del movimiento del robot, se asignard un marco de coordenadas
cartesianas (x‘,yl,zl) a cada unién donde  i=1,...,n. Por convencién, cada

eslabén se traslada o rota sobre el eje z del marco de referencia asignado al
eslabén previo. El primer eslabén se mueve con respecto al eje z del marco
de referencia de base (xo,yo,zo), el cual es un marco cartesiano inercial.

En consecuencia, cada marco de referencia (xl,yl,zl) es definido de la forma

sigulente:

El eje z, esta dirigido a lo largo del eJe'de movimlento de la unién (1)
El eje X, es normal a los ejes z,,VY 2z
El eJe Y, completa el sistema coordenado (rectangular de mano derecha).

El origen del marco inercial (xo,yozo) puede ser colocado en cualquier lugar
del soporte de base y el 'origen del ultimo marco (xn,yn,zn) puede ser

colocado en cualquier lugar del ultimo eslabén.

34



El robot manipulador puede ser expresado en término de las coordenadas de
unién Quseead - La coordenada de unién q, es el desplazamiento angular

alrededor de 21_1 si la unién 1 es rotacional, o el desplazamiento lineal

sobre z sl la unién 1 es de traslacién.

Ejemplo 3.1. La figura 3.2 muestra un manipulador de 3 g.d.1l.. La colocacién
de los marcos de referencia asi como las coordenadas de unién son mostrados
en dicha figura.

ooo

Consldérese el robot manipulador que se compone de n eslabones rigidos
mostrado en la fligura 3.1. La energia total E de un robot manipulador de n
g.d.1. es la suma de sus energias cinética K y potencial V:

E(q(t), q(t)) = K(q(t), q(t)) + V(q(t)) (3.2.1)

donde q(t) = [q (t), ..., qn(t)]T.

Los vectores q(t) y &(t) son denominados como las posiciones y'velocidades
generallzadas asocladas a cada union.

El Lagrangiano L de un robot manipulador de n g.d.1l. es la diferencia entre
su energia cinética K y su energia potencigl V:

L(q(t), q(t)) = K(q(t), q(t)) - V(g(t)). (3.2.2)

eslabén 1

|

= ==F+

j -€
ot

union 1

Xo

Figura 3.2
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Las ecuaciones del movimiento de Lagrange para un manipulador de n g.d.l.
estan dadas por:

d | 4L aL
Sl - =T (), i=1,2,...,n. (3.2.3)
dt 84 aql 1

donde T, son las fuerza/torques actuantes sobre cada unién. Nétese que se

tendrdn tantas ecuaciones escalares dinamicas como g.d.l. tenga el robot
manipulador.

El uso de las ecuaciones de Lagrange para el modelado dinamico de
manipuladores se reduce a cuatro etapas:

1. Calculo de la energia cinética: K(q(t), q(t))

2. Calculo de la energia potencial: V(q(t))

3. CAlculo de Lagrangiano: L(q(t), q(t))(3.2.2)

4. Desarrollo de las ecuaciones de Lagrange (3.2.3).

En lo que resta de esta seccion seran presentados algunos ejemplos con el fin
de mostrar el procedimiento de modelado de robots mediante el empleo de las
ecuaciones de Lagrange. :

Ejemplo 3.2. Considérese el robot manipulador mostrado en la figura 3.3. El
robot consiste de dos elabones rigidos de longitud li y la. Las uniones 1 y

2 son rotacionales. La unién 2 permanecera inactiva. Se supone, por
simplicidad, que las masas de los eslabones son desprecliables. En la unién
entre los dos eslabones, ésto es la unién 2, se encuentra un actuador de masa
m . Esta unién, asociada al é&ngulo 62 (conocido) del segundo eslabdén con

respecto al plano xo—yo, permanecerd inactiva. Al extremo final del segundo

eslabdn se encuentra una pinza sujetadora de masa m.

El robot sélo posee un movimiento rotacional 91 alrededor del eje z . Véase

la figura 3.3. Para este ejemplo, el uUnico grado de libertad es el asociado
a la unién 1. Se tiene entonces que q(t) es un escalar definido como q(t) =
e (t).

1

El modelo dinamico de este robot manipulador puede obtenerse faclilmente
utilizando los conceptos de dinamica de cuerpos rigidos en rotacié6n
estudiados en los cursos elementales de fisica . Sin embargo, para fines
demostrativos se emplearan las ecuaciones de Lagrange para obtener el modelo
dinamlco.

La energia cinética K(q,&) del robot manipulador estad dada por:
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. m_+m
‘ (m o)

K(q,q) = — 5 ['2 cosze2 I

y la correspondiente energia potencial V(q):
V(q) = mlllg + (m1 + mz) (21 + 22 sen Bz)g
donde g es la aceleracién debida a la gravedad.

El Lagrangiano L(CI.C.{) expresada por (3.2.2) es en este caso:

(m1+m2)

_ 2 2.2 _
L(q,q) = Zacos 6.3 mlllg (ml+m2)(£1+tasen62)g

2

de donde puede obtenerse facilmente las siguientes ecuaciones:

aL - o o
— = (m_+m_)& cos™0 q
. 1 2 2 2
aq
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d (3L

— - 2 2 .

7y (m1+m2)£2cos ezq
aq

8L

5& =0 .

La ecuacién de Lagrange (3.2.3) correspondiente es entonces:

2 2 -
(m1 + m2) £2 cos® 8, q=71 (3.2.4)

donde T es el torque aplicado a la unién 1. La ecuacién (3.2.4) describe el
comportamiento dinamico del robot manipulador. Né6tese que el modelo dinamico
es simplemente una ecuacién diferencial lineal.

ooQ

Ejemplo 3.3. Considérese el robot manipulador de 2 g.d.l. mostrado en la
figura 3.4. El brazo manipulador consiste de 2 eslabones rigidos de longitud
81 y 82. Las masas moym, de los eslabones se supondran por simplicidad

concentrados sobre los extremos. Las uniones 1 y 2 son rotaclonales. Los
desplazamientos del robot se llevardn a cabo en el plano X =Y s mostrado en

la figura 3.4. Los grados de libertad son asociados a los &ngulos 91 y 92,

i.e.

q(t) = [el(t) ez(t)].

Yo Yo 3

Zo

Figura 3.4
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La energia cinética K(q, q) para este brazo manipulador puede descomponerse en

la suma de dos partes: K(q,q) = K, (9,9) + K (q q) donde l( (¢,9) vy K (q q)
son las energias cinéticas asociadas a las masas moym, respectiva.mente. Se
2
m v
: . 1 1
tiene entonces: K‘(q,q) = 5 donde v, es la rapidez de la masa m, . En
este caso:
m
. - 02 (3.2-5)
K (q,q) = —F5—q.

Por otro lado: Ka(q,c.;) (m2/2) vz donde v, es la rapidez de la masa m.

Esta rapidez al cuadrado estad dada por:

2 _ .2 2 2 o o L] 2 * ®
v, T lf q, + £la + 299, + q)) +2LL (q + qq) cos q,

de donde:
m m
. 2 2Q2 22 L4 L .2 "D ° ° :
Kz(q,q) = "Ethl + —zlz(q1+2q1q2+q2) + mztlla(q1+q1q2)cosq2. (3.2.6)

En forma similar, la energia potencial puede descomponerse como la suma de 2
partes: V(q) = Vi(q) + V2(q) donde Vi(q) y Vz(q) son las energias potenciales

asocladas a las masas moym, respectivamente.

Se tiene entonces que:

Vi(q) = - mlllg cos q, (3.2.7)
y
V2(q) =. - mztlg cos q - m2£2g cos(q1+q2). (3.2.8)
A partir de las ecuaciones (3.2.5)-(3.2.8) puede obtenerse el Lagrangiano: .
L(q,q) = K(q,q) - V(q)
L(q,q) = K (q,q) + K,(q,q) - V (q) - V,(q)
L) = Bnom B + I 206003,

. 02 o e
+ bt coslq,) (q +qq) + (m+n) gt cos(q)
+ m2g£2 cos(ql+q2);

De esta Qltima ecuacién pueden obtenerse las siguientes expresiones:
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—_ 2s 202 2 2 .
(m1+m2)£1q1 +m g + mze 9, * 2m2£182cos(q2)q1

. 221
E)q1 .
+ m2£1£2 cos(qz) q,
d| AL o 2 2
s a—:— = [(“‘1*"‘2)81 +mE + 2mttcos(q)lq + [ml+
9
- e o 2
+m ¢ ¢ cos q2] q, = 2mt ¢t sen(q,)) q,q, ~ m et sen(q,) q,
aL ,
~— = -(m +m )g sen(q,) - m gt sen(q +q,)
aq
2
oL a ”e .
:9;— ) m2£2q1 * m222q2 * mzelezcos(qz)ql
2

df oL
- oo 2o . . _ o »
a [Bq ] mzlqu ¥ m2£2q2 * mze1£2C°S(q2)q1 m221lzsen(qz)q1q2
2

—_— - . [ ] 2 _
mzelezsen(qz)(qlq2+ql) ngezsen(q1+q2).

Las ecuaciones dinamicas que modelan el robot manipulador son obtenidas de
las ecuaciones de Lagrange:

d{ 8L aL
=l - 5s== ; i=1,2
dt aé, éq 1

de donde finalmente se obtiene:
[(m+m ) +m & + 2m e 8 cos q.1 q + m & +mee cos q ] q_
1 2" 1 22 212 2 1 22 212 2 2

s ® 02
- 2m2£1£2 sen(qz) q.d, - m2£1£2 sen(qz) q, + (m1+m2)g£1 sen q,

= 3.2.9
+ nge2 sen (q1+q2) T, ( )
Yy
mé +mee cos qld + méq
‘T2 212 2 222
o2

- = .2.10

mzlllz sen(qz) q + m2g£2 sen(ql+q2) T, (3.2.10)
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donde T, ¥ T, son los torques que actuan en las uniones 1 y 2. Nétese que las

ecuaciones dindmicas del robot (3.2.9)-(3.2.10) son un conjunto de dos
ecuaciones diferenciales no-lineales acopladas.

00oa

Ejemplo 3.4. Conslidérese el robot manipulador cartesiano de 3 g.d.l. mostrado
en la figura 3.5. El manipulador consiste de tres eslabones rigidos
mutuamente ortogonales. Las tres uniones del sistema son de traslacién. Los
desplazamientos del robot se llevan a cabo en el espaclo XY "2, mostrado en

la_l_figura 3.5. El vector de coordenadas del robot cartesiano es q = [x ¥y
z].

La energia cinética para este brazo manipulador esta dada por (Véase la
figura 3.5).

i l ¥ Y] 2
K(q..q) = 2[mxx + (my+mx)y + (mx+my+mz)z ]. (3.2.11)
Por otro lado la energia potencial es igual a la siguiente expresién:
Vig) =-[m +m +m] gz (3.2.12) E
x y z

De las ecuaciones (3.2.11) y (3.2.12) se obtlene el Lagrangiano:

T L(q,c.x) = K(q,c'x) - Viq)

. L(q,q)

l[m;(2+(rn+m )3.,'2+(m+m+m )z%1 + [m +m +m lgz.
2 x y x X y =z X y z

Z,

ﬁ _ 2 -

N\

~

./ > /7 =Y
/
/
\_/ //
XL o o o e -
Xq : Xq
i Figura 3.5
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Se tiene entonces:

8L . dfaL) ) 8L

< =mx sl = mx i— =0
ox x dthaxJ x dx

aL . dfaL) aL

— = (m_+m )x il — = (m +m )x ;=0
ay X y dt £y Xy 8y

aL . d[8L) .
—=(m4m+m )z =[] = (m+m +m )z

8z x ¥y = 8z vz

dL

3z = (mx+my+mz)z.

Las ecuaciones dinamicas que modelan al robot son obtenidas de las ecuaciones
de Lagrange (3.2.3):

mX =T ‘ (3.2.13)
X X

(m+m ) y =t (3.2.14)
Xy y

(m+m+m )z + (m+m +m )g = T (3.2.15)
X y z X y z z

donde T Ty y T, son las fuerzas aplicadas a cada unién. Nbétese que en este

ejemplo las ecuaclones (3.2.13)-(3.2.15) definen un conjunto de ecuaciones
diferenciales lineales.
0ooa

']
3.3 ECUACION DINAMICA GENERICA DE UN ROBOT DE N GRADOS DE LIBERTAD.

En la secclén anterior se presentaron ejemplos mostrando la aplicaclién de las
ecuaciones de Lagrange para obtener las ecuaciones dinadmicas para varlos
robots. La misma metodologia puede emplearse para determinar el modelo
dindmico de cualquler robot de n g.d.l.

Esta metodologia es comunmente estudiada en los textos tradicionales de
robética y mecénica teérica por lo que no seréd presentada en este texto. El
lector interesado en mas detalles puede recurrir a los textos citados en las
referencias al final de este capitulo.

El modelo dinamico de un robot de n g.d.l. formado con eslabones rigidos, sin
friccién ni elasticidad en sus uniones esta dado por la sigulente ecuacién
diferencial vectorial no lineal:

H(q)g + Clq,q)q + glq) = T (3.3.1)
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donde H(q) es una matriz de nxn llamada la matriz de inercias, C(q,&)& es un
vector de nx1 llamado el vector de fuerzas centrifugas y de Coriolis, g(q) es
un vector de nxl1 de fuerzas gravitacionantes y T es un vector de nx1 1llamado
el vector de fuerzas generalizadas.

Cada elemento de H(q), C(q,e{) y g(q) es en general funcién relativamente
compleja de las posiciones y velocidades de todas las unlones, ésto es, de q
Y q.

Los elementos de H(q), C(q,c.{) y glq) son por supuesto, dependientes de 1la
geometria del robot al cual modelan.

Ejemplo 3.5. El1 modelo dinadmico del robot modelado en el eJjemplo 3.2, ésto
es, la ecuacién (3.2.4) puede escribirse en la forma genérica (3.3.1)
tomando:

2 2
H(q) = (m1+m2) 82 cos 92

C(q.z{) = g(q) = 0.

Ejemplo 3.6. El1 modelo dinamico del robot modelado en el ejemplo 3.3, ésto
es, las ecuaciones (3.2.9) y (3.2.10) pueden escribirse en la forma genérica
(3.3.1) tomando:

Hu(q) ‘ H1z(q)

H(q) =
Hz1(q) sz(q)
. Cu(q.q) C12(q.q)
Clq.q) = . .
: CZI(Q.q) C22(q,q)
31(q)
glq) =
gz(q)
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T =
T2
donde:
Hu(q) = lZm2 + 2£1£2m2 cos q, + Cf(m1+m2)
Hm(q) = £:m2 + £1£2m2 cos q,
H21(q) = szz + £1£2m2 cos q,
H22(q) = lzma
C“(q,&) = - 2m2£1£2 sen q, &2
C12(q,<'q) = - m22122 sen q, &2
C21(q’&) = - mptt sengq, &1

Caz(q) = m2£2g sen (q1+q2) + (m1+m2) llg sen q,

gl(q) (m1+m2)g21 sen q + mg£2 sen (q1+q2)

]

ga(q) m2g£2 sen (q1+q2).

Referente al problema de modelado de robots manipuladores es importante hacer
notar que la ecuacién genérica (3.3.1) supone que los eslabones formantes del
manipulador son rigidos, ésto es, no presentan fenbmenos de torsién ni
flexién. Por otra parte, tamblén se consideré que las unlones entre cada
eslabén estaban libres de friccliones y elasticidad.

Los efectos de friccién en sistemas mecAnicos son fendémenos relativamente
complicados. Tradiclonalmente estos efectos son modelados sélo en forma
aproximada. Estas aproximaclones son modeladas por un vector F(q) dependiente
solamente de la velocidad angular q. Los efectos de fricci6én son locales,
esto es, F(q) puede expresarse como:
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f1(q1)

F(q) =

Una caracteristica importante de las fuerzas de friccién es que éstas son
disipativas, esto es:

&T F(&) = 0.

En algunos de los analisis posteriores se tomara la sigulente forma para el
vector F(q):

F(q) =F q + F sign q
ml m2

donde Fm1 y F , Son matrices de nxn diagonales definidas positivas.
m

Considerando friccién en las uniones, léw ecuacién dinamica general del
manipulador estid dada por:

H(q)q + C(q,q)q + glq) + F(q) = .

A menos que se indique lo contrario, en los préximos capitulos no se supondra
friccién en el modelo dinadmico del manipulador.

3.4 PROPIEDADES

En esta seccién seran presentadas las propledades basicas del modelo dinamico
(3.3.1) para robots de n g.d. 1.

Una propiedad importante de la ecuacién dindmica nolineal (3.3.1), la cual es
basica para el disefio de controladores adaptables, es que puede ser expresada
en términos lineales de los pardmetros dinamicos, por ejemplo de las masas e
inercias. Esto se enunclia en la sigulente propiedad.

Propiedad 3.1. El modelo dinamico (3.3.1) puede expresarse linealmente en
términos de wun vector 6 dependiente exclusivamente de 1los paréametros
dindmicos del manipulador y su carga. Esto significa que (3.3.1) puede
escribirse como:

Y(q.q,3)6 = H(q)q + C(q,q)q + g(q) (3.4.1)
donde Y(q,&.a) es una matriz de nxm y & es un vector de mxl el cual contiene
las m constantes dependientes de los parametros dinamicos.

: ALY
Ejemplo 3.7. El1 modelo dindmico del eJemplo 3.2, esto es, la ecuacién
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(3.2.4):
(m+m ) £ cos’6_ =1t
1 27 2 2
puede expresarse en la forma (3.4.1) donde:

. - 2
Y{q,q,q9) = lz cos 92

6 =m+ m.
1 2

ooa

Ejemplo 3.8. Consldérese el manipulador de 2 grados de libertad moviéndose en
un plano vertical bajo la accién de la gravedad mostrado en la figura 3.4.
Por simplicidad, el manipulador es modelado como dos eslabones rigidos de
longitud unitaria cuyas masas moym, estdn concentradas en sus extremos. El

modelo dindmico asociado al manipulador fué obtenido en el ejemplo 3.3 y es
descrito por el sigulente par de ecuaciones:

. . o 2
mz(q1+q2) + m2C2(2q1+q2) + (m1+m2)q1 - mZSaq2 (3.4.2)

- 2m2S2q1q2 + ngS12 + (m1+m2)g S1 =T

Y . e . 2
mCa + mz(q1+q2) +mSq +mgs =T, (3.4.3)

donde C‘=cos qa,. Sl=sen q,, C12=cos(q1+q2) y S12 sen (q1+q2). Los

parametros dinadmicos en el modelo son las masas moy m. Definase entonces

el vector 6 de parametros dinédmicos 6 = [m1 mle.

El conjunto de ecuaciones dinamicas (3.4.2) y (3.4.3) puede expresarse en
términos lineales de 6, es decir, en la forma (3.4.1):

Y(q.c.(. .q)e = T

donde Y(q,&,&) es una matrix de 2x2:

Y,(e.q.@) Y _(q,9,9)

¥(q,q,9) = .. ..
Yzl(q,q,q) Y (d.q,q)
con
Y, (d.q,9) = q + &S
le(q,q,q).— 2ql +q,+ C2(2q1+q2) + quz 2S2q'lq2 + gS12 + gS1
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Ym(q.q.q) 0

LI v . . (3]
Yaz(q.q.q) C2q1 * q, * 9, * Saq1 * gSa.

0ooa

Propiedad 3.2. La matriz de inercia H(q) es una matriz simétrica definida
positiva de nxn cuyos elementos son funciones solamente de gq. Ademas existe
una constante real positiva a tal que:

ol s H(q) VqeR" (3.4.4)
donde I denota la matriz identidad de dimensién nxn. La matriz H(q)_1 existe

y es definida positiva .
vvv

Ejemplo 3.9. Considérese el manipulador de 2 g.d.l. mostrado en la figura
3.4. El modeo dinamico fué obtenido en el ejemplo 3.3. La matriz de inercia
H(q) de dicho manipulador es (véase ejemplo 3.6): :

Hu(q) H12(q)

H(q) =
H  (q) H_(q)
donde:
Hu(q) = E:mz + 2£1£2Cé + Ef (m1+m2)
le(q) - E:m2+£1£2m2C2
i, (a) = e:mz * HEmC,
Haa(q) = E:ma

Claramente se aprecia que H(q) es una matriz simétrica. Por otro lado se
comprueba que H(q) es definida positiva ya que H“(q), Hm(q), H21(q) y

sz(q) son funciones escalares positivas para todo q y ademas:

_ 2,2 _ 22 2.2
det[H(q)] = £1£2m2 (m1+m2) £!2£2m2C2 > 0.

Finalmente el escalar a de la propiedad 3.2 es simplemente a = Efl:mlma > 0.

0ooa

Propledad 3.3. La matriz de términos centrifugos y de Coriolis C(q.c.;) posee
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elementos funciones de q y &. El acotamiento de C(q,&) es lndependiente de q

pero se incrementa cuadraticamente con q. La matriz C(q,q) adecuadamente

definida esta relaclonda con la matriz de inercia H(q) por la expresién:
x"[f(q) - 2C(q,q)] % = O, Vqq.x €R" (3.4.5)

esto es, H(q) - 2C(q,q) es una matriz antisimétrica.
v

N6tese que la antisimetria de ﬁ(q) - 2(q,&) implica la antisimetria de:

H(q)) - Clq.q).

[\VETE

Las propledades 3.2 y 3.3 anteriormente enuncladas seran empleadas
extensivamente en el capitulo 4 para llevar a cabo el anailisis de diversas
estrategias de control. En particular la propiledad 3.2 es empleada para
construir funclones no-negativas y en ocasiones funclones de Lyapunov para
estudiar . propiedades de convergencia y establlidad de 1los slistemas de
control.
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4. CONTROL DE MOVIMIENTO DE ROBOTS MANIPULADORES

Los robots manipuladores industriales pueden ser clasificados segin su
aplicacién en dos tipos. El primero es aquel en el cual el robot se desplaza
libremente sin interacciones con el medio ambiente siguiendo una trayectoria
de movimiento preestablecida en su espacio de trabajo. Tareas como el
pintado y 1la soldadura pueden ser realizadas por esta clase de
manipuladores. En la segunda categoria se encuentra aquellos robots
destinados a interactuar con su medio ambiente, por ejemplo, aplicando una
fuerza deseada sobre éste. Tareas como el ‘pulldo y el ensamblado de
preclsién son realizados por esta clase de manipuladores.

En el presente capitulo se abordard el problema de disefio de controladores
de movimiento para robots manipuladores que se desplazan libremente en su
espacio de trabajo sin interaccionar con el medio ambiente.

Considérese el modelo dinAdmico de un robot manipulador de n grados de
libertad con eslabones rigidos, sin friccién en sus uniones y con actuadores
ideales: :

H(qQ)q + Clq,q)q + glq) =t (4.1)

donde H(q) es la matriz de inercia de nxn, C(q.&)& es el vector de nxl de
fuerzas centrifugas y de Coriolis, g(q) es el vector de nxl de pares
gravitacionales y T es un vector de nxl de fuerzas y pares aplicados en las
uniones. Los vectores de nxl: q, q y q denotan la posicién, velocidad y
aceleracién articular respectivamente.

El problemaA de control de movimiento de robots manipuladores puede ser
formulado en los siguientes términos. Considérese, la ecuaci6én dinamica
(4.1). Dado un conjunto de vectores acotados q, 49, ¥ 9, referidos como

posiciones, velocidades y aceleracliones articulares deseadas, determinar un
vector T, funcién del tiempo, de tal forma 'que las posiclones q asocladas a
las coordenadas articulares del robot sigan con precisién a q,

En términos més formales, el objetivo de control de movimiento consiste en
determinar Tt de tal forma que:

lim q(t) =0 (4.2)
tow

dondqv& denota el vector de nxl1 de errores en posiciones articulares, ésto
es, q(t) = qd(t) - q(t). Si el objetivo de control es verificado,

significard que el robot manipulador se desplaza asintéticamente siguiendo
la trayectoria de movimiento deseado.

Como caso particular del objetivo de control de movimiento se tiene el
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objetivo de control de posicion pura el cual formalmente consiste en
determinar T de tal forma que:

lim q(t) = q
d
tow

donde q, es un vector constante.

El calculo del vector Tt involucra generalmente una funcién vectorial no

lineal de q, q y q. Esta ecuacién seri denominada "ley de control" 6
simplemente controlador. Genéricamente, el controlador puede expresarse
como:

T = T(t,q,q,ii.qd,zld.iid,ﬂ(q))

Para fines practicos," es deseable que el controlador no dependa de 1la
aceleracién articular q.

En un manipuldor real el vector de pares t es suministrado por actuadores
que tradicionalmente son de tipo electromecanico o hidraulico. Dichos
actuadores relacionan dinadmicamente el par suministrado con la entrada de
dicho actuador. Esta entrada puede ser un voltaje o corriente para el caso
de actuadores electromecénicos y flujo o presién de aceite para actuadores
hidraulicos. Ambos tipos de actuadores pueden ser bien modelados mediante
ecuaciones dindmicas lineales de segundo orden. En el caso mas comun donde
los n actuadores son motores de corriente directa, el modelo dinémico
relacionando los n voltajes v, aplicados a las armaduras con los n pares T,

suministrados por dichos motores esta dada por:

K K T K
. a b . i a 1
dlag{?ml}q * dlag{%ml * R }q * 2 ~ IR r "
a i r‘l aji i

o en forma compacta:

: ; - 4.3
qu + qu + Dnt DKV | ( )
con:
DJ = diag {me}
K K
a b
Df = diag fml + R
a
1
1
Dn = diag “;
r
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a 1
Dx= diag Rl
a 1
i
donde para cada motor (i=1,...,n), Jml es la linercia del rotor, f . el
m

coeficlente de amortiguamiento debido a 1la friccién, (K Kb/R )l es una
a a
constante electromecanica y r‘l es la tasa de reduccién del Juego de

engranes. En el Apendice A se obtiene la expresién correspondiente a un solo
motor cuya extensién a n motores desacoplados dada por (4.3) es inmediata.

El modelo dinamico completo de un robot manipulador incorporando ademis de
su propia dindmica (4.1) también la dindmica de los actuadores (4.3) puede
obtenerse reemplazando t de (4.1) en (4.3):

[DnH(q)+DJ]q + DnC(q,q)q + qu + Dng(q) = DK V. (4.4)

La ecuacién robot-actuadores (4.4) se simplifica considerablemente cuando
las relaciones de engranes r, son suficientemente grandes. En dicho caso

(r >> 1), se tiene Dn%O y la ecuacién (4.4) puede aproximarse por:
DJq + qu = DKv (4.5)

es decir, la dinamica no lineal del robot (4.1) puede ser despreciada. Lo
anterior puede resumirse de la sigulente manera. Si la relacién de
reduccién por el juego de engranes es elevada, entonces la dinadmica asociada
al modelo robot-actuadores es descrita solo por la dinamica de los
actuadores. ' Nbétese ademds que dicha ecuacién dinamica (4.5) es lineal.Es
importante resaltar que los parametos involucrados en la ecuacién (4.3)
dependen exclusivamente de los actuadores y no del manipulador ni su carga.
Entonces es razonable suponer conocidos y constantes dichos parametros.

El problema de control de movimiento en estas condiciones, consiste en
determinar v de tal forma que la ecuacién (4.2) sea verificada. Se supondra
por simplicidad en lo que resta del capitulo que el modelo dinamico del
manipulador no contempla la dindmica de los actuadores, es decir que esta
dado por la ecuacién (4.1). Los resultados de estabilidad y convergencia que
seradn presentados en lo que resta del capitulo seran validos para el caso
donde se incorporan los actuadores al modelo del manipulador a condicién de
selecclionar v como:

-1 S
' .6
v =D/'D [t +D'Dgl. (4.6)

]

con t’ t(t,q,&,&,qd,&d,ad.ﬂ(q)+D;1DJ). Finalmente, es importante recordar

que los robots manipuladores estan dotados con captores de posicién y
velocidad para cada articulacién por lo que los vectores q y q son medibles
y pueden ser empleados en los controladores.
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El resto del capitulo se divide en dos partes. Primeramente sera presentado
un conjunto de controladores denominados convencionales. Los controladores
considerados son:

.Control Proporcional

.Control Proporcional mas compensacién de gravedad
.Control PD +

.Control PD mas compensacién

.Control par-calculado

.Control par-calculado +.

En la segunda parte son descritos dos controladores de los denominados
adaptables:

.Control Proporcional-Derivativo con compensacién adaptable
.Control adaptable par-calculado +.

4.1 CONTROLADORES CONVENCIONALES

En esta seccién se presentan los controladores clasicos empleados en el
control de movimiento de robots manipuladores.

411 CoNTROL PROPORCIONAL

El Control Proporcional o Control P es el controlador mas sencillo que puede
ser empleado en el control de robots manipuladores. La aplicacién de esta
estrategia de control es comin en el control de posicién angular de motores
de corriente directa. En esta aplicacién, también se 1le conoce con el
nombre de control por realimentacién tacométrica. La ecuacién del
controlador P esta dada por:

Tt=Kq-XKgq ) (4.1.1.1)

donde K y K son matrices de nxn definidas positivas denominadas la
P v

ganancia de posicién y de velocidad respectivamente. El1 control P dado por
la ecuaclion (4.1.1.1) es llamado erréneamente en la literatura como control
PD. En general, el control P es local en el sentido que el par o fuerza a
aplicar en una articulacién sélo depende de su posicién y velocidad y no de
las demas articulaciones. Esto se traduce por una seleccién diagonal de Kp

y Kv.
El controlador P dado por la ecuacién (4.1.1.1) requiere de la medicién de

las posiciones q y velocidades g asi como de la posicién articular deseada
a, (véase la figura 4.1). NoOtese que no es necesario especificar la

velocidad y aceleracién deseadas: &d y id.
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qd__.@_. Ko |- - ROBOT ) .

Ky [¢e——

Figura 4.1

Ejemplo 4.1. Un modelo simplificado lineal de un motor de corriente directa
estd dado por (véase apendice A):

q+

- -

. K :
Q=5V (4.1.1.2)

donde q es la posicién angular del eje del motor, v es el voltaje aplicado a
la armadura y T1,K son constantes electromecédnicas positivas asocliados al
motor. El control P en este ejemplo se reduce a:

v=kq-kgq (4.1.1.3)

donde kp y kv son constantes escalares positivas y &=qd—q. El

comportamiento global del sistema de control es regido por la ecuacién:

. 1 . K _K '
q + T(Kkv+1)q + l:kpq = l:kp qa, (4.1.1.4)

obtenida al sustituir v de la ecuacién (4.1.1.3) en la ecuacién (4.1.1.2).
La ganancia estatica de la funcién de transferencia estable asocliada a la
ecuacién diferencial lineal (4.1.1.4) es igual a la unidad. Esto significa
que si q, €s una constante entonces:

lim q(t) = q.. (4.1.1.5)
d
t -0

Es importante recalcar que el cumplimiento del objetivo de control (4.1.1.5)
no podri garantizarse para funcién qd(t) varliantes en el tiempo.

El control P dado por (4.1.1.3) fue realizado mediante electrénica analégica
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y experimentado en un motor de laboratorio. La figura 4.2 muestra los
resultados experimentales obtenldos para q, constante (qd = -100-). Nobtese

que la posicién angular tiende asintéticamente a un valor constante el cual f
difiere ligueramente del valor deseado. En el caso de q, varlante con el

tiempo, en particular q, = 60 sen(2nt/3) , los resultados experimentales

se muestran en la figura 4.3. Puede observarse en este experimento una
considerable discrepancia entre las posiciones angulares reales y deseadas.
ooo

El controlador P (4.1.1.1) puede emplearse para el control de posicién puro, ]
esto es, para posiclones angulares deseadas qa, constantes, de un conjunto de E

n motores CD desacoplados modelados en forma lineal. Esta es la principal
razén argumentada para su empleo en prototipos de robots manipuladores.

Cabe apuntar sin embargo, que los motores empleados en dichos manipuladores
se encuentran en realidad sometidos a una serie de acoplamientos entre ellos
los cuales repercuten en pares de perturbaciones debido a los cambios de
inercia y gravitacionales dependientes de la posicién del manipulador a cada
instante. Esto Gltimo incluso para velocidades pequefias. El efecto debido ]
al par perturbador de gravedad es critico incluso en manipuladores de 1
grado de libertad. La anterior se muestra claramente en el siguiente
eJemplo.

Ejemplo 4.2. Consideren el siguiente modelo de un péndulo sometido a la
acci6on de la gravedad:

q+senq=T1 (4.1.1.6)

donde T es el par aplicado en la unién. El1 control P para este eJjemplo,
como para el ejemplo anterior es:

Tt=kq-kgq (4.1.1.7)
P v

donde kp Yy kv son constantes escalares positivas y &=qd-q. El obJjetivo de

control es posicionar el brazo a un cierto adngulo constante q, Para

proceder al analisis del sistema no-lineal descrito por (4.1.1.8) y
(4.1.1.7) obsérvese primeramente que la energia potencial asociada al
péndulo (4.1.1.6) es simplemente:

Ulgq) =1 -cosq=0 : (4.1.1.8) t

cuya derivada temporal es:

de donde dU(q) = sen & dt. Integrando esta expresién:

57




Ulq(t)) t

J du(q) = J senq q dt
U(q(0)) 0

se obtiene:
t
U(gq(t)) - U(q(0})) = J senq & dt. (4.1.1.9)
0

Debido a que la energia potencial U(q(t)) (4.1.1.8) es siempre no-negativa,
entonces de (4.1.1.9) se obtiene:

t
-U(q(0)) = J senqg & dt = U(q(t))
0

deduciéndose la siguiente expresién importante:
t
Jsenq q dt + U(q(0)) = o. (4.1.1.10)
0
Prosiguiendo con el andlisis, considérese ahora la siguiente funcién escalar
no-negativa:
t
~ e 1.2 1 ~2 .
V(t,q,q) = a4+ Ekpq + | senq q dt + U(q(0)) = O. (4.1.1.11)
0

donde se ha hecho uso de (4.1.1.10) para garantizar la no-negatividad de

V(t,a,é). Derivando V con respecto a t:

V(t,q,9) = qq + Kpaa + senq q

y reemplazando q de (4.1.1.8) y t de (4.1.1.7) en la expresién anterior:

V=-kq”+kaqq+ k qq- (4.1.1.12)
v P P

N6étese sin embargo que como a=qd—q y empleando el supuesto de a, constante,

entonce § = - q. Esto ultimo simplifica (4.1.1.12) a:
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O(tlavé) = -k &2

v

0. (4.1.1.13)

Las expresiones (4.1.1.11) y (4.1.1.13) implica que V es una funcién
no-negativa y ademas no-creciente, es decir OSV(tz,q,q) = V(ti,q,q) para t2

z t1 z 0. De esto ultimo y la definicién (4.1.1.11) se concluye:

t
a, 4, Jsenq q dt e L - ' (4.1.1.14)
0

Ademés, integrando (4.1.1.13) entre 0 y T:

V(T) T

J av = J' —kvc'fdt

v(0) 0

se obtiene:
T
_ *2 - _ o2

V(T) v(0) = kv J qdt kv“q"z’_r . (4.1.1.15)

0

Como V(O)} = V(T), entonces de (4.1.1.15):

., VO
||q"2’-r = k

v

es decir:

qelL,. | (4.1.1.16)

Por otro lado, despejando q de (4.1.1.6) y substituyendo (4.1.1.7) se
obtiene:

q=-sen q + kp q- k, q (4.1.1.17)

la cual en vista de (4.1.1.14) asegura que q € Lw. Esto ultimo y (4.1.1.16)

implican en razén del lema 2.1:

lim q(t) = 1im q(t) = O. (4.1.1.18)
t >0 t >0
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Es importante subrayar que el limite anterlor no garantiza que q(t) - q,

mas aun, ni siquiera que q(t) - constante.
Continuando con el analisis, de (4.1.1.17) y (4.1.1.18) se tiene que

q->-senq + kp (qd-q) cuando t - o. » (4.1.1.19)

*

Sabiendo que q(t) -5 0 cuando t - w, si q(t) » constante, entonces dicha
constante debera ser solucién de

senq+kq=k q (4.1.1.20)
P p d

la cual puede tener mas de una solucién. Esto se muestra en la figura 4.4
donde se tomo kp = 0.25, kv =1y q, = n/2. Tres solucliones de (4.1.1.20)

para q se aprecian en la figura 4.4 q, ® 0.34, q, ® 3.65 y q, ® 5.34.

sin (@M kpq
\

24

' /\ /kpqd
NS

[ v v q

v
° 2 4

o 4
Py
3

Figura 4.4

/,,/

Figura 4.5
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Ninguna de ellas corresponde al valor de q, = n/2 lo cual significa que:

lim q(t) = O. , (4.1.1.21)
tom

Finalmente la figura 4.5 muestra los resultados obenidos en la simulacién
del sistema (4.1.1.6) y (4.1:1.7) con los valores numéricos de los
parametros cltados anteriormente. Nétese que para las diferentes
condiciones iniciales, q(0), el péndulo se desplaza a los puntos q1 y q3 los

cuales difleren de la posicién deseada q,-

oo
Una posible solucién al problema anterior es el empleo de engranes de
reduccién. En efecto, en este caso la expresién (4.1.1.20) seria:

1

;; senq + kpq = kpqd (4.1.1.22)

donde r(>>1) representa la relacién de engranes. La solucién de (4.1.1.22)
para q pudleron ser miltiples pero Jjustificadas del hecho que todas serian
cercanas a qd. Sin embargo, esto uUltimo pudiera ser la causa de eventuales

oscilaciones de alta frecuencia en particular en el caso de ruldo de medida o
falta de precisién en la medicién de q.

El eJjemplo anterior pone de manifiesto la desventaja del empleo de
controladores P en el control de posicién puro de manipuladores robéticos en
particular los de transmisién directa.

Enseguida se presenta el analisis para el caso de control P de robots
manlpuladores de n g.d.1l.

El comportamiento en malla cerrada de un robot de n g.d.1l. con control P se
obtiene combinando el modelo (4.1) con la ley de control (4.1.1.1):

H(q)q + C(q,q)q + glq) = Kp& - Kgq (4.1.1.23)

o equivalentemente:

-q

o}

dt ~ -1 ~ . ~ o _ 0 ~
H(q -q) [qu Ka - Clgq-q,9)q - g(qd-q)]

la cual es una ecuacién diferencial auténoma debido a que q, es constante.

En este punto es importante recordar que el vector de pares gravitacionales
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g(q) se relaciona con la energia potencial U(q) del manipulador mediante:

ula) (@) (4.1.1.24)
aq - 8@
La derivada de U(q) con respecto al tiempo es entonces:
d au(q)”
. . . 4.1.1.25
T V@ = e g (a)q = q'g(q) ( )
e integrando dU(q):
U(q(t)) t
J du(q) = J q'glq)dt
U(q(0)) 0
se obtiene-
t
Ulq(t)) - U(q(0)) = J q'glq) dt. (4.1.1.26)
0

Como la energia potencial U(q) es una funcién escalar no-negativa entonces:
t
~U(q(0)) = J q'glq) dt = U(q(t))
0]

de donde se obtlene la siguiente imporante desigualdad:

t
[ q'glq)dt + U(q(0)) = o. (4.1.1.27)
0

El analisis de la ecuacién de malla cerrada (4.1.1.23) se realiza enseguida.
Haciendo uso de la desigualdad (4.1.1.27) se define la siguiente funcién
candidata de Lyapunov: :

t
~ ® _ lo'r . l,.,-r ~ oT
v(t,q,q) = 54 H(q)q + >4 qu + | qglq)dt + U(q(0)) =20 (4.1.1.28)
0

Nétese que V(t,&,&) definida anteriormente es una funcién definida positiva

de acuerdo al lema 2.3 ya que V(t,a,&) = W(a,&) V t20 donde W(a,&) es la
funcién definida positiva: )
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~ e _ l oT e l ~T., ~
W(q,q) = 5 qHlq-q)qg + 5 qKa.
La derivada temporal de V es:

V(4,39 = TH@3 + 7@ + TKF + Tel@). (4.1.1.29)

DespeJando H(q)q de (4.1.1.23) y reemplazando en (4.1.1.29):

QN e

* ~ T ~ T . ~T.
V(t,q,q) =qKq-qKq+ qK
(t,q,9) = qKaq-qKgq K

(4.1.1.30)
eT{1
donde el término q {-

> i - C]& ha sido eliminado en virtud de la propiedad

3.3. Recordando que el vector q, es constante y que &=qd-q, entonces a=-&.
Incorporando ésto, la ecuacién (4.1.1.30) se reduce a:
V(t,3,9) = -9’k q s 0. (4.1.1.31)
De (4.1.1.28), (4.1.1.31) y el teorema 2.1 se concluye estabilidad del
origen [q &] = 0. Ademas:
0 = V(t,3,q9) = v(0,d,q)

Y en consecuencia que:

(4.1.1.32)
t
q, q, [&Tg(q)dt €L, (4.1.1.33)
0 :
Adicionalmente, integrando (4.1.1.31):
V(T) T
J av = —J &TKV& dt.
v(0) 0
donde por simplicidad de notacién V(T) = V(T,a,&). Ademas:
T
J&Txv& dt = v(0) (4.1.1.34)
0
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ya que V(T) = V(0). Recordando que x' K x = Anln(KV) "xﬂz. entonces
(4.1.1.35) implica
v(o)

* 22
lalz,: = s
) min v

q e L;. (4.1.1.35)
Por otro lado, de (4.1.1.23) se obtliene:
qd=HNYq [ K§ - Kd ~ Clq,q)q + glq)]. (4.1.1.386)

Como & Y q son vectores acotados (4.1.1.33) y lfd(q) es una matriz acotada
en virtud de la propiedad 3.2, entonces de (4.1.1.36) se concluye:

qelL.

Esto ultimo y (4.1.1.35) implican a su vez (lema 2.1):

1im q(t) = 1im q(t) = O. (4.1.1.37)
t-w £t

Es importante subrayar que el limite anterior no garantiza que'q(t) 2 q,

més aun, ni siquiera que q(t) - constante.

Continuando ¢on el analisis, de (4.1.1.36) y (4.1.1.37) se tiene que:

qa- H(q)"[ Kp& - xvc';' - C(q,q)q + g(q)] cuando t 5 . (4.1.1.38)

Sabiendo que g (t) > O cuando t » », si q(t) > constante, entonces dicho
vector constante deberaA ser solucién de:

Kq-glq) =Kq. (4.1.1.39)
a4 - gla) =Kq | |

La ecuacién anterior puede sin embargo tener mas de una solucién de las
cuales ninguna sera el vector q, 2 menos que gl(q) = 0.

412 CONTROL PROPORCIONAL MAS COMPENSACION DE GRAVEDAD.
El control proporcional (4.1.1.8) adolece de buen desempefio en el control de

posicién pura para manipuladores de n g.d.l., debido a la presencia en el
modelo del término gravitacional g(q). Esto dltimo motiva la introduccién
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de un término de compensacién adicional al controlador P. Dicho controlador
P mas compensacién de gravedad esta dado por:

T=Kq-Kaq+glq) | (4.1.2.1)‘

cuya Unica diferencia respecto al control P (4.1.1.1) es el término aditivo
glq). A diferencia con el control P, el cual no requiere conocimiento
alguno sobre la estructura del modelo del robot, el control (4.1.2.1) hace
uso explicito del conocimiento . parcial del modelo del manipulador,
especificamente de gl(q). Este altimo término varia por supuesto de un
manipulador a otro.

El control (4.1.2.1) requiere informacién sobre la posicién deseada qd(t)

asi como medicién de la posicién q(t) y velocidad q(t) a cada instante
(vease la figura 4.6). Las matrices K.p y KV son seleccionadas diagonales y

definidas positivas. Como se demostrard en los parrafos sigdientes,'este
controlador verifica el objetivo de posicién pura, es decir,

lim q(t) = q

t-w d

donde q, es un vector constante.

El anAlisis del sistema en malla cerrada sigue los pasos empleados para el
andlisis con el control P de la seccién anterior. La ecuacién que describe

g(q) e ———-—

—_———-d

-» 9
- q

Figura 4.6
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el comportamiento en malla cerrada se obtiene al combinar las ecuaciones
(4.1) y (4.1.2.1):

H(q)d + Clq,q)q + g(q) = KF - K q + g(a). | (4.1.2.2)
Considérese la siguiente funcién candidata de Lyapunov:
~ o leT ~oe 1.1 ~
Viq,q) = >4 H(qd q)q + >d qu =0 (4.1.2.3)
cuya derivada con respecto al tiempo es:

1(3,4) = QH(Q)G + 3a"Q)q + a'k g

(4.1.2.4)
la cual al reemplazar H(q)q de (4.1.2.2) se simplifica a:
V3@ = -qkg =0 (4.1.2.5)

donde se ha eliminado el término &T E% - C]& en virtud de la propiedad 3.3

y se ha hecho uso de a = - & ya>que q, es supuesto un vector constante.

La funcién V es entonces una funcién de Lyapunov en vista de que -Vso0 y en
consecuencia el origen es estable (teorema 2.1).

Nétese ademds que la ecuacién de malla cerrada (4.1.2.2) puede expresarse en

términos del estado [q,q] como:

q -9
a | |= . - o (4.1.2.6)
q H(q,-q) " [Kq - Kq - C(q,-q,9)ql
p v d

la cual en razén de q, constante representa una ecuacién diferencial

auténoma. La’aplicacién del teorema de LaSalle (teorema 2.4) para analizar
la estabilidad asint6tica global del origen puede ser explorada.

El conjunto Q = {s € R*" | V(s) = 0} es en este caso:
= {s e R™"|Ig oI, VqeR" (4.1.2.7)

Por consiguiente s = f(s) es simplemente:
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q 0 .
= . (4.1.2.8)
0 H(qd—q) Kbq

cuya uUnlica solucién es §=0. Entonces, la sola solucién de é=f(s) es s=[a
0]=0. Del enunciado del teorema de LaSalle, “esto basta para garantizar
estabilidad asintética global del origen y en consecuencia:

lim q(t) = 0 : (4.1.2.9)
teo
lim q(t) = 0 (4.1.2.10)
t-00

es decir, que el obJjetivo de posicién pura es verificado.

Para fines practicos un controlador P con compensacién de gravedad mas
conveniente es el siguiente:

T = Kbq -kaq+ g(qd). (4.1.2.11)

Nétese que la sola diferencia con el controlddor (4.1.2.1) es que el término
g(qd) reemplaza a g(q) (véase la figura 4.7). La conveniencia reside en que

el vector g(qd), el cual es constante péra toda qa, constante, sb6lo se

calcula una sola vez para un q, deseado.

-~ 9(q,)

ROBOT -9

4(’1

Kv

Figura 4.7
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: La ecuacién de malla cerrada se obtiene combinando (4.1) y (4.1.2.11):

H(q)q + Clq,q)q + glq) = Kba - Kv& + g(q,). (4.1.2.12)

Antes de proceder con el andlisis es conveniente en este punto presentar el
siguiente resultado:

T

Lema 4.1. Dada una matrjiz constante Q = Q 2 O (Q eR

existe un escalar real ¢ tal que para c € [c, o):

XMy vy vector g € R",

xT Q x + ng +c=z=0 V x e R"

(m:iaxlgif)2

»
donde ¢ = 4Am1n(Q) y 8, denota el i-esimo componente de g.
' vy
! Demostracion. Considérese la sigulente ecuacién algebraica de segundo
! orden:
¥ -2
; 2 & 13)
V(xl) = Amln(Q)x‘ tgx + 4Amln(Q) (4.1.2.

donde X, R+ > R, AMn(Q) > 0, g, es una constante real acotada para cada

i=1,...,ny g = max |gl[. El valor minimo de V(xl) ocurre en el punto de
inflexién:
g, '
T T2 Q)
min
esto es:
2 -2
8, g
Vix ) = - + . . (4.1.2.14)
xl)L g, PG P TIRR ) |
122 . (Q)
min

De la definicién de g y la expresién anterior se concluye que V(xl) z 0 para

i=1,...,n. En consecuencia también es cierto que
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-2

n n 2 g
P> V(xl)= b Amln(Q) X+ 8 X +EX__-T67 z0
i=1 i=1 min
n _ n g :
=A (Q) Ex"+Z g x+ —5z0.
min j=1 ! 4o ' 1 4Anln(Q)

La desigualdad anterior puede escribirse en términos de los vectores x y g
como: ’

g
ax - (Q)

min

A (Q)xTx + ng + 2 0.
min

Finalmente como xTQx z Amln(Q)xTx se obtiene:

g
T T
XQx + gx + Ty Q) =0
min

donde se identifica el escalar c' enunciado en el lema.
ona

En este punto se retoma el anadlisis de (4.1.2.12). Para ello considérese la
siguiente funcién no-negativa.

t

V(t) = %ﬁTH(q)& + %ﬁTKpa %'gT(qd)a +c +.J a glq)dt +
0
+ U(q(0)) =0 (4.1.2.15)

donde el escalar positivo ¢ es tal que:

%ETK q+gq)d+cz=o.
P d

Claramente del lema 4.1 basta con que:
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(max lgl(qd)|)2

4 A
min p

Ahora derivando V(t), (4.1.2.15) con respecto al tiempo y reemplazando H(q)q
de (4.1.2.12), resulta después de simplificar:

V(t) = -9Kq s 0 - (4.1.2.186)
donde se ha hecho uso de la propiedad 3.3 para eliminar &T E% ﬁ—C]& Y que

{g(qd)=o. De V(t) (4.1.2.15) y V(t) (4.1.2.16) y el lema 2.2 se concluye

que:

a qell (4.1.2.17)
qel® (4.1.2.18)

Ademas, nbétese de (4.1.2.12) que:

q = H(q)“[ Kq-Kd+elq) - e@ - Clqdq ]

de donde a € L:. Esto ultimo, & € L: (4.1.2.18) y lema 2.1 permiten

concluir

1im q(t) = O. _ (4.1.2.19)
t 0

Si q(t) - constante, entonces esta debera ser solucién de:

Kq-=glq) - glq)). \ (4.1.2.20)
P d

En general, ésta dltima ecuacién pudiera tener miltiples soluciones. Sin
embargo siempre existird 1la solucién q=qd. En forma rigorosa puede

demostrarse mediante el teorema de LaSalle que efectivamente el equilibrio
[d,9] = 0 es asint6ticamente estable (localmente).

41.3 CoNTROL PD+

El 'control. Proporcional-Derivativo (PD) es una extensi6én inmediata del
control P. La ley de control PD esta dada por: )

- ~ 4.1.3.1
K3 +Kg (4.1 )
P v
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ROBOT —* 9

K, Kp

Figura 4.8

donde a=qd—q y Kp, Kv son matrices simetricas definidas positivas (véase la

figura 4.8). Nb6tese que si q, es un vector constante, entonces a = - & y las

expresiones (4.1.3.1) y (4.1.1.1) son idénticas. Esta 0ltima es la razon por
la cual erréneamente se denomina control PD al descrito por la ecuacién
(4.1.1.1). El control PD (4.1.3.1) adolece en consecuencia de las mismas
limitaciones que el control P.

Ejemplo 4.3. El controlador PD dado por la ecuacién (4.1.3.1) fue realizado
con electrénica analégica y experimentado en un motor de laboratorio. Para
el caso de q, constante (qd =.-100-) los resultados exparimentales son

mostrados en la figura 4.9. Puede observarse que el error de posicion tiende
asintoticamente a una constante cercana a cero. Los resultados
experimentales correspondientes a q, = 60 sen(2nt/3) son mostrados en la

figura 4.10. Comparando dichos resultados con los obtenidos al emplear el

control P (figura 4.3) se aprecia una mejora en el comportamiento del error
de posicién.

s &u)

Con miras a resolver el problema de control de movimiento, esto es:

lim q(t) = 0 ' (4.1.3.2)
t
para qd(t) no solamente constante sino variante con el tiempo, se propone

el controlador denominado PD+ esta dado por:

T=K3+ K3+ HQG, + Cla,qq, + gla). (4.1.3.3)

-
2
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La realizacién practica del control PD+ (4.1.3.3) requiere el conocimiento

exacto del modelo del manipulador, ésto es, de H(q), Clq, a)q y glq).
Adicionalmente es necesario disponer de las trayectorias deseadas qa, (t),

q (t) y q (t) asi como las mediciones q(t) y q(t) (véase la figura 4.11).
N6tese que en el caso particular de control de posicién, esto es q —q =0, el
control (4.1.3.3) es equivalente a (4.1.2.1).

La ecuacién que gobierna el comportamiento en malla cerrada se obtiene
remplazando T de (4.1.3.3) en (4.1):

H(q)§ + C(q,9)q = KJ - K 3. (4.1.3.4)

Nétese que la ecuacién de malla cerrada (4.1.3.4) puede expresarse en

términos del estado [q ql como:

ar
e

dt B

.1 . . e e e .
a7 130G - Clad 4,8 @,D)]
la cual sin embargo no es una ecuacién diferencial auténoima debido a que

depende explicitamente de las funciones del tiempo qd(t) y qd(t).

a(q)
q,—=1 Hlq) ' ROBOT = 2
Cl(q,9) Ky Ko
[

94 = - _
° 6Oc

Figura 4.11
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Considérese ahora la siguiente funcién candidata de Lyapunov:
~ _ l:.'r _~ ,: l.v'r ~ :
V(t,q,q) = 54 H(qd qlq + 54 qu z 0. (4.1.3.5)

Derivando (4.1.3.5) con respecto al tiempo se obtiene:

L] . .T [ ] L]
V(39 = TH@F + 57 H@)F + 3 3.

DespeJjando H(q)q de (4.1.3.4) y reemplazando:

<0 (4.1.3.8)

Qe

V(t,q,q) = —&TKP

donde el término ETE% H—C]a ha sido eliminado por la propiedad 3.3. Del

teorema 2.1 se concluye inmediatamente estabilidad del origen [q &] = 0,
Dado que H(qg), Kb>0’ de (4.1.3.5) y (4.1.3.6) se concluye:

~

dq, q € L:. (4.1.3.7)

Ademas de (4.1.3.6) se obtiene:

q e L2. (4.1.3.8)
N6tese de (4.1.3.4) que:
q = H(q)"‘[ —Kpa -Ka - Clq,q)q ] (4.1.3.9)

en donde el miembro derecho es acotado como consecuencia de (4.1.3.7) y
propiedades 3.2 y 3.3. Esto significa que ﬁ € L:. Esto ultimo, (4.1.3.8) y

lema 2.1 implican:

lim q(t) = 0. (4.1.3.10)
te v

Desafortunadamente el teorema de LaSalle (teorema 2.4) no puede emplearse
para estudiar estabilidad asintética global del origen debido a que la
ecuacién de malla cerrada (4.1.3.4) no es auténoma. Sin embargo, puede
demuestrarse mediante ‘el uso del teorema de Matrosov que el origen es
global asint6ticamente estable. Aqui no se demostrari lo anterior sino mas
bien que si q(t) converge a un vector constante, entonces este es el origen.
Considerando. (4.1.3.10), si q(t) - constante, esta debera ser soluci6n de
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(4.1.3.9). Claramente, esta tiene una solucién Unica y es a = 0, ésto es:

1im q(t) = 0. ' (4.1.3.11)
tom

Los limites (4.1.3.10) y (4.1.3.11) significan que ambos errores, el de
velocidad y el de posicién convergen a cero. Es importante subrayar que
esto ultimo es valido no s6lo para q, cpnstante sino tambien para qd(t)

variantes con el tiempo.

Ejemplo 4.4. En el ejemplo 4.1 se abordé el problema de control P de un
motor CD. En dicho ejemplo se demostro que si q, es constante, entonces

q(t) » qd. En este ejemplo se presenta el control PD+ del motor CD pero

como se demostrara q(t) - qd(t) para q_ variantes en el tiempo.

Considérese el modelo lineal de un motor CD dado por (véase ejemplo 4.1):

q=5y. (4.1.3.12)

q+ T

B

Haciendo analogia entrehléé estructuras (4.1) y (4.1.3.12), el control PD+
(4.1.3.3) para este ejemplo es:

. T
_ ~ ~ . lo
v = kpq + kvq * x4, * g9 (4.1.3.13)

K

El cuarto término 1 & del miembro derecho puede reemplazarse por % &d. k y
kv son constantes reales positivas. Reemplazando v de (4.1.3

(4.1.3.12) se obtiene la ecuacién de malla cerrada:

Qe

q+k

~lH

v

+ kpa =0 (4.1.3.14)

la cual es wuna ecuacién -diferencial ordinaria de segundo orden
exponencialmente estable, esto es:

1im q(t) = 0
ton
lim q(t) = O.
tow

Esto significa que para todo qd(t) (no solo constante), se verifica el

objetivo de control de movimiento.
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414 CoNTROL PD MAS COMPENSACION .

Una estructura de controlador PD mds compensacién , la cual difiere de la
estructura PD+, fue Introducida con el fin de obtener clertas propledades
caplitales para el disefio de uno de los primeros controladores adaptables
propuestos en la literatura para control de movimiento de robots.

El controlador PD mas compensacidén puede expresarse como:

T = Kp& +Kq+ H(q)[&dﬂ\a] + C(q,&)[&dﬂ\&] + g(q) (4.1:4.1)

donde Kb' Kv son matrices simétricas definidas positivas tales que A;K;IKP

sea deflinida positiva. Obsérvese que los dos primeros términos del miembro
derecho corresponden al control PD (4.1.3.1). Este tipo de control es
basado en modelo, es decir, que la ley de control emplea explicitamente los
términos del modelo (4.1): H(q), C(q,q) y g(q) (véase la figura 4.12). La
estructura de este controlador puede verse como una extensién del control
PD+ (4.1.3.3) donde se ha introducido la matriz A. :

La ecuacién de malla cerrada se obtiene remplazando v de (4.1.4.1) en (4.1):

alq)
q, H{q) (=) (3) ROBOT ::
/\ Clq,9) K, K,
VAN
i @
Figura 4. 12
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H(q)[ama] + c(q.é)[&m&] = - Kp& - Kva. (4.1.4.2)

o equlvalentemente:

~

q

dt ~\ -1 .= PRI TIPS PO | (S
H(q -q) {—qu-qu, Cla,-q, q,-9)(q, q)[q+Aq]} Aq

Q2

Q2

la cual es una ecuacién diferencia no auténoma.

Definase el vector v de nxl como:

= q+Aq = (pI+A)q (4.1.4.3)

donde p es el operador diferencial (p=d/t). Considerando la definicién de v
(4.1.4.3), la ecuacién de malla cerrada (4.1.4.2) puede escribirse como:

H(q)v + Clq,q)v = K v (4.1.4.4)

donde ademas se ha usado Kba + Kva =KV ya que A = K;I K

El anAlisis de la ecuacién anterior se realiza considerando la siguiente
funcién candldata de Lyapunov:

. . T . .

V(t,q,q) = % [&m&] H(qd(t)—&)[&m&] + aTKpa =0 (4.1.4.5)
o en forma equivalente:

V(3,8 = pH@y + §KG =
cuya derivada con respecto al tiempo es:

. ~ :' T d 1 T ~T "'.

V(t,q,q) = v H(q)v + >V H(q)v + 2q qu. _ (4.1.4.8)

Despe jando H(q); de (4.1.4.4) y remplazando, en la ecuacién anterior se
obtiene:

V(6,88 = - vk + 2aTKpc”;
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donde se eliminé el término ' % ﬁ—C]v en virtud de 1la propiedad 3.3.

Ahora, empleando la definicién de v (4.1.4.3) y Kp=KvA. la ecuaci6n de V(t)

se reduce a:

. T~ o~ " .1.4.7
vit,q,q) = - qTqu - qTA?Kqu =< 0. (4 )
Empleando V (4.1.4.5), v (4.1.4.7) y el teorema 2.2 se concluye

inmediatamente estabilidad asinté6tica global del equilibrio [q ql = [0 o1,
y como consecuencia:

_1lim q(t) =0
tom
I1im q(t) = 0O
tom

esto es, que. el objetivo de control de movimiento es verificado.

415 CONTﬁOLPAR-CALCULADO.

El control denominado Par-Calculado fue una de las primeras estructuras de
control de movimiento basadas en el modelo del man}pulador, es decir, que
hace uso explicito del conocimiento de H(q), C(q,q) y g(q). La ley de
control esta dada por:

T = H(q)[ ad + Kva + Kp& ] + C(q,q)q + glq)  (4.1.5.1)

donde Kv y K.p son matrices simétricas definidas positivas. La informacién
sobre la trayectoria de movimiento deseada qd(t). &d(t) y &d(t) asi como
medicién de q(t) y a(t) son empleadas en la realizacién de (4.1.5.1) (véase
la figura 4.13).

La ecuacién de malla cerrada se obtiene reemplazando 7 de (4.1.5.1) en (4.1):

H(q)q = H(q)[ ad + KVa + Kba ] (4.1.5.2)

y dado que H(q) es invertible (propiedad 3.2), la ecuacién anterlor se
reduce a:

q+Kg+Kq=0. : ‘ . (4.1.5.3)
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Figura 4.13
o en forma equivalente:
q q 0 I q
_(_i_ = . = hd
dt 1 & Kq-Kq XK X 3
P v P v

Es importante observar que la ecuacién de malla cerrada representa un
sistema lineal auténomo multivariable.- »

Dado que la matriz KV = K;r es seleccionada definida positiva, entonces

existe un escalar real positivo c' tal que para todo c € (O , c']:

(K - eI) > 0. ' (4.1.5.4)
Esto tltimo y positividad de Kp implican a su vez que:
(K +cK - c’1)> 0. “ (4.1.5.5)

Procediendo ahora al analisis de (4.1.5.3), considérese la siguiente funcién
candidata de Lyapunov:
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V(3,q) = =(g+tcq) T (q+cq) + %&T(Kp+cxv—c21)a z 0 (4.1.5.6)

0 =

donde el escalar c>0 satisface (4.1.5.4). La expresién de V(q,q) (4.1.5.86)
es equivalente a:

V(3,Q) = 2qq + %ﬁT(KP+cKV)E + cq'q (4.1.5.7)

N =

cuya derivada con respecto al tiempo es:

VED = T3+ TR KT + 05 + 0T,

Subst ituyendo a de (4.1.5.3) en 1la expresién anterior y realizando
simplificaciones se obtiene:

V(3,9 = —&T(xv-cx)a - c&Txpa = 0. (4.1.5.8)

Como (K -cI) > 0 (4.1.5.4) y'Kp > 0, la funcién -V (4.1.5.8) es una funcién

definida positiva. En vista del teorema 2.2, el origen [& a] [0 0] es

global asintéticamente estable y entonces:

lim q(t) = 0
t e
lim q(t) = 0
t o0

‘ésto es, el objetivo de control de movimiento es verificado.

Para fines practicos, la eleccién de las matrices KV y Kp puede hacerse

COomo:

~
]

diag {?w y o n e, 2W }
v 1 n

. 2 2
. diag {él,...,a;}.

Esta eleccién resulta en un sistema en malla cerrada desacoplado, cada unién
responde igual que un sistema lineal de segundo orden criticamente
amortiguado con ancho de banda w - El ancho de banda w, determina la

~
It

velocidad ‘de respuesta de la unién y en consecuencia la tasa de decaimiento

de los errores q(t) y q(t).

80



Ln

Ejemplo 4.5. La estructura de control Par-Calculado para un motor CD lineal
es idéntica a la obtenida con control PD+ (Ejemplo 4.4). Consldérese el
modelo lineal de un motor CD dado por (Apéndice A):

. l._g
q+a=_v. - (4.1.5.9)

Por inspecci6én entre las estructuras de (4.1) y (4.1.5.9), el control
Par-Calculado (4.1.5.10) para este ejemplo es:

_k[: I IS B
V=g [ q, +ka+ ka ] txd (4.1.5.10)
donde kv y kp son escalares positivos. Compare las estructuras de

(4.1.3.13) y (4.1.5.10).  La ecuacién de malla cerrada es:

Qe

q+k
v

o+ kp& =0 » (4.1.5.11)

la cual es exponencialmente estable y en consecuencia a(t) > 0y &(t) >0
cuando t 5 oo,

=

=
e —
=

: LhdAnhl
dii st
T e
il i it
! ! I : || i '
; i l : SHHE M ’ H i II i ‘ ;
-120 . i : .:‘ i il i i ' : . ‘ : 1:: i I
R MR I e L LT AR R R I
SUCHART Gould Inc., I Sy ivisi Claveland, Ohio Printedin U S A,
T e e e e e B I et e e LR T T e I e e e e et S N IR S PR B
0] 1 2 3 seg
Figura 4.14
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El controlador dado por la ecuacién (4.1.5.10) fue realizado mediante
‘electrénica analégica y experimantado en un motor de laboratorio. Para q
constante (q = -100¢) los resultados experimentales son:presentados en la
figura 4.14 donde se aprecia una clara tendencia a cero del error de
posicién. Para el caso q g " 60 sen(2nt/3) los resultados se presentan en la

figura 4.15 donde se observa un pequeno error remanente en posicién. Esto
ultimo puede deberse al empleo- de un modelo dinamico lineal (4.1.5.9)
asociado al motor.

0oa

Ejemplo 4.6. La ecuacién de un péndulo sometido a la accién de la gravedad
es: :

q+senq=rt (4.1.5.12)

donde q es la posicién angular con respecto a la vertical y T es el par
aplicado en la unién. Para este ejemplo se tiene H(q) - = 1, C(q,q) = 0 y
g(q) = sen q. El control Par-Calculado (4.1.5.1) dado por:

T=q, +kq+ kpc"l + senq (4.1.5.13)

con kv > 0, kp > 0 garantiza el cumplimientd del objetivo de movimliento.

ooa
grados
e T AN R E
’fﬂk :ﬂ il ’} \l” !! % s” il
q | At
q
ik
! l‘ | R
ACCUCHART Gould inc., Instrument Systems {
EEL N R R B B B A A e B I B e e B i B e e e LR
10 15 seg

Figura 4.15
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El control Par-Calculado + también 1lamado Par-Calculado mas compensacién
. consiste en agregar un término adicional a la ley de control Par-Calculado
(4.1.5.1.) para obtener ciertas propledades adicionales utiles para el
disefio de una versién adaptable del controlador.

416 CoNTROL PAR-CALCULADO +

j La ley de control Par-Calculado + est& dada'porz L

T = H(q) [ad + K3+ KJ ] + Clq,@)q + gla) + Clq,q)v (4.1.6.1)

donde Kv y Kp son matrices simétricas definidas positivas. Nétese que sélo

el ultimo término C(q,&)v del miembro derecho hace la diferencia con el

control Par-Calculado (4.1.5.1). El vector de nx1 w(t) se obtiene de
filtrar los errores de posicién q(t) y velocidad q(t) de 1la manera
siguiente:
p 1 . .
v = _p+7\~ Sy [Kva + Kpc"; ] (4.1.6.2).
|
o sta) | |clqa

-+
. | R T -
1
P+
Clq,q)
Ky Kp -
<]
, P+
dd"“‘{é?}i
q o(=)e—
g d A\
Figura 4. 16 B
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donde p es el operador diferencial (p=d/dt) y A es un escalar positivo. El
primer término del miembro derecho de (4.1.6.2) puede obtenerse mediante el

filtrado de a por un filtro CR mlientras que el segundo miembro a través de
un filtro RC de Kva + Kpa. La realizacién de (4.1.6.1) requiere el

conocimiento de H(q), C(g,&) y g(q) asi como de la trayectoria de movimiento
deseada qd(t)r qd(t) y qd(t) y medicién de q(t) y q(t) (véase la figura

4.16).

Para anallzar el sistema en malla cerrada primeramente note que la expresién
de v (4.1.6.2) permite obtener la sigulente ecuacién:

|3+Av=—[a+xva+xp&]. (4.1.6.3)

Combinando las ecuaciones del manipulador (4.1) y del controlador (4.1.6.1)
se obtiene la ecuacién de malla cerrada:

H(q) [a + Kva + Kpc”; ] - Clq,q)v = 0 (4.1.6.4)

la cual, mediante (4.1.6.3), se reduce a:

H(q) [fz + Av] + Clq,q)v = 0. (4.1.6.5)

Consldérese ahora la siguiente funcién no-negativa:

V(v,q) = WH(@v = 0 | (4.1.6.6)

cuya derivada con respecto al tiempo es:

V(v,q) = vH(q)D + % vi(q)v.

Despe jando H(q)ﬁ de (4.1.6.5) y substituyehdo en la ecuacién anterior:

V(v,q) = - A v'H(q)v = 0 | (4.1.6.7)
donde el término VT&% ﬁ—C}v ha sido eliminado en virtud de la propiedad

3.3. Ahora, considerando V(v,q) (4.1.6.5),. V(v,q) (4.1.8.7) y el lema 2.2
se concluye:

.

vel® nL (4.1.6.8)
© 2
Por otro lado, la ecuacién (4.1.6.3) puede expresarse como:
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(p+a) = [p I+ pKv + Kb]q

o en forma equivalente pof:

. -1
q= - (p+tA) [p’L + Pk + Kp] v. (4.1.6.9)

Debido a que A > O, Kv y Kp son matrices simetricas definidas positivas, la
matriz:

-1
(p+A) [sz + pK + K]
. v P

define un sistema dindmico lineal multivariable exponencialmente estable y
~ ademas estrictamente propio. La entrada de dicho sistema es v y su salida
q. Haclendo uso de esto ultimo, de v € L; n L; (4.1.6.8) y del corolario

2.1 se concluye:

~ o~ n n

q, q € L2 nL, (4.1.6.10)
lim q(t) = 0 (4.1.6.11)
t 00

esto es, el objetivo de control de movimiento es verificado.

Es interesante observar que el control Par-Calculado + (4.1.6.1) se reduce
al control Par-Calculado (4.1.5.1) en el caso de manipuladores sin término
C(q,q). Tal es el caso por ejemplo de manipuladores de 1 g.d.l. vy
manipuladores Cartesianos.

42 CONTROLADORES ADAPTABLES

El control adaptable es una técnica de disefio 1deada para aplicaciones de
alto desempefio donde la incertidumbre del objeto de control es caracterizada
por un conjunto de parametros constantes desconocidos. Informacién sobre la
estructura del objeto de control es sin embargo requerida para la sintesis
del controlador adaptable. Los robots manlipuladores pertenecen a esta clase

de objetos de control debido a que los modelos dindmicos de los mismos son

descritos por ecuaciones diferenciales no-~lineales con estructura bien
conocida y algunos parametros inciertos o de dificll medicién como inercias
y masa de objetos manipulados por el robot. Las técnicas avanzadas para el
control de movimiento de manipuladores se basan en el conocimiento del
modelo, tanto estructual como paramétrico. Estas técnicas poseen sin
embargo, la desventaja de ser poco robustas. En efecto, incertidumbre en
alguno de los parametros puede producir mal desempefio e 1incluso
inestabilidad. Esta situacién es la principal motivacién.del desarrollo de
controladores adaptables de movimiento para robots manipuladores.
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El primer sistema de control adaptable estable para control de movimiento de
robots fue reportado en 1986. Un paso clave en el desarrollo de dicho
trabajo y en los subsiguientes fue el uso de una parametrizacién de las
ecuaciones dinadmicas no-lineales del modelo del robot en términos de una
regresién lineal de un conjunto de parametros del robot y 1la carga
manipulada. Este primer controlador adaptable requeria el conocimiento
a-priori de cotas sobre dichos parametros asi como la medicién del vector de
aceleraciones. La eliminacién del conocimiento de cotas sobre los parametros
asl como la mediciéon de aceleracién fue hecha posteriormente.

Asi, fueron propuestos controladores adaptables haciendo uso de una
importante relacién entre la derivada de la matriz de inercia y el vector de
pares centrifugos y de Coriolis.

El tépico de andlisis de robustez de 1los controladores adaptables
desarrollados para el control de movimiento de robots frente a incertidumbre
no-estructurada del modelo mas que parametricas es actualmente un éarea de
investigacién. Este tépico no serd abordado en el presente texto.

En la presente seccién se describen y analizan dos controladores adaptables
para el control de movimiento de robots. El primero de ellos corresponde a
la versién adaptable del controlador PD mas compensacién y el segundo es el
controlador adaptable Par-Calculado +.

Antes . de presentar dichos controladores es Importante considerar los
siguientes comentarios.

Recordando la propiedad 3.1 se tiene:
H(q)d + C(q,9)q + gla) = Y(q,4,q9)6 (4.2.1)

donde Y(ﬁ,&,q) e RO y 6 € R". El vector 8 contiene elementos constantes
los cuales dependen exclusivamente de  1los parédmetros dinadmicos del
manipuladores y su carga (véase ejemplos 3.7 y 3.8). Dado un vector 8 e R",
la expresién Y(q, d, q)@ denotara:

A .. A . . A .. L] A
H(q)q + C(q,q)q + gl(q) = Y(q,q,q9) 6. (4.2.2)

Los controladores adaptables que seréan presentados, asi como los reportados
en la literatura, suponen que la incertidumbre en el modelo del manipulador
consiste en el desconocimiento de los valores numéricos de los elementos del
vector 6. La forma estructural del modelo del manipuladores es supuesta
exactamente conocida, esto es, la matriz Y(q, q q) es conocida.

El desconocimiento del vector 6 y en consecuencia de:
¥(4,9,9)6 = H(@)g + C(q,q)q + g(q)

imposibilita el uso de los controladores basados en modelo como los
presentados en las secciones 4.1.2, 4.1.3, 4.1.4, 4.1.5 y 4.1.6. Esta ha
sido la principal razén que ha motivado el desarrollo de los controladores
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adaptables.

421 CoNTROL PD MAS COMPENSACION ADAPTABLE

En esta seccién se presenta la versién adaptable del controlador PD més
compensacién adaptable. Adicionalmente a la compensaci6én de gravedad, este
controlador compensa los pares de inercia, centrifugos y de Coriolis. Este
corresponde a la versién adaptable del controlador (4.1.4.1). La ley de
control esta dada por:
~ ~ . e . N _
T=Ka+ Kaq+ ¢(a,,q,:49,9.9)8 (4.2.1.1)

donde Kp, Kv son matrices simétricas definidas positivas tales que A =K;1 Kp
sea también definida positiva. La matriz ¢(ad,&d,qd,&,q) e R™™ o por

simplicidad de notacién ¢ es tal que:

H(q)[éidu\a] + C(q,&)[&dn\a] + glq) = ¢0 (4.2.1.2)

donde 6 € R" depende exclusivamente de los parametros dinamicos del
manipulador y su carga. El vector 8 € R™ es solucién de la siguiente ley de
adaptacién:

A . A .

0 = r¢T[a+Aa], 0(0) € R" _ (4.2.1.3)
donde I' = " ¢ R™™ es 1la matriz definida positiva de ganancias de
adaptacién. El vector 8(0) € R™ es un vector arbitrario. La ley de

adaptacién (4.2.1.3) corresponde a la llamada integral o tipo gradiente.
N6tese que el controlador adaptable (4.2.1.1) y (4.2.1.3) no depende del
vector desconocido 6.

Antes de proceder al analisis “del slstemé en malla cerrada definase el
vector de errores paramétricos 8 como:

~

A
06=0-26 ' (4.2.1.4)

en consecuencia:

A

g = ¢6 + ¢6.
Considerando esto ultimo y substituyendo T de (4.2.1.1) en (4.1) se obtiene:
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H(q)q + C(q,q)q + g(q) = K3+ K3+ ¢6+ g0 (4.2.1.5)

Substituyendo ¢0 de (4.2.1.1) en (4.2.1.5) y simplificando se llega a:

H(q)[&ﬂ\&] + c(q,c})[&m&] = -Kv[aﬂ\a] - ¢9 (4.2.1.6)
donde se ha hecho uso de A=K;1Kp. Definase el vector v € R" como:

v = q+Aq = (pI+A)q. (4.2.1.7)

Con esta definicién, (4.2.1.6) puede escribirse como:

H(q)v + Clq,q)v = - Kv - ¢8. (4.2.1.8)

Por otro lado, dado que el vector desconocido @ es supuesto constante,

A .
entonces de (4.2.1.4) ® = 8. De esto ultimo, (4.2.1.3) y (4.2.1.7) se tiene
que:

~

8 = g, (4.2.1.9)

Las ecuaciones (4.2.1.8) y (4.2.1.9) definen las llamadas ecuaciones del
modelo del error.

Considérese ahora la siguiente funcién no-negativa:

V(v,q,8) = %VTH(CI)V ‘ %?;Tr"é =0 ' (4.2.1.10)

cuya derivada temporal es:

V(v,q,8) = vH(q)D + ';—VT}'{(q)v + 3%,

Al reemplazar H(q)ﬁ de (4.2.1.8) y 6 de (4.2.1.9) en la ecuacién anterior
resulta: :

V(v,q,é) = vKv =0 (4.2.1.11)
v
donde el término vT[% H-C|lv fue eliminado en virtud de la propiedad 3.3.

De V (4.2.1.10), V (4.2.1.11) y el lema 2.2 se concluye:
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vel nL) (4.2.1.12)
6el. . . (4.2.1.13)

Por otro lado de (4.2.1.7) se obtiene:
q = (pI1+A) v | (4.2.1.14)

y debido a que A>0, (4.2.1.14) representa un sistema lineal multivariable
exponenclalmente estable con entrada v y salida a. Ademds dicho sistema es
estrictamente propio. Esto permite hacer uso del corolario 2.1 el cual,
considerando (4.2.1.12) permite finalmente concluir:

~ ~ n n

@ qel NL, | (4.2.1.15)
1im q(t) = O. (4.2.1.18)
£ 500

El limite anterior significa cumplimiento del oJetivo de control de

- movimiento. Esto ultimo a pesar de desconocer el vector de parametros
dinamicos 6.
Puede demostrarse adicionalmente que el equilibrio [q q 8] = 0 es

estable. La funcién de Lyapunov adecuada es la siguiente:

T
V(t,q.q,6) = [& + A&] H(qd(t)-&)[a + A&] + aTKp& + %éTr" 6 .

N =

Ejemplo 4.7. En este ejemplo se considera el control PD mas compensacién
adaptable del manipulador de 2 g.d.l. mostrado en la figura 4.20.

El modelo dindmico del manipulador planar de 2 g.d.l. considerado esta dado
por: '

. . T ep .2 (4.2.1.17)
+ + - =
elql (93C21 94821)q2 63521q2 * e4C21q2 2
.. e . -2 02
- = 4.2.1.18
(93C21+94821)q1 * 62q2 * 93sz1q1 e4C21q1 Y ( )
donde C21 = cos (q2 - ql), 821 = sin (q2 - ql). Es facil comprobar que el

modelo anterior puede ponerse en la forma estandar (4.1) donde
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e 86 C +6 S
221 4 21
H(q)= ' ‘ (4.2.1.19)

e C_+65S 6
321 4212

. 0 (6,C,, 705,09,
Clq,q)= . (4.2.1.20)
(easa;_OA?zl)ql_ 0

glq) = 0. (4.2.1.21)

A partir de (4.2.1.19) y (4.2.1.20) se puede verificar que 1/2 H-C es una
matriz antisimétrica (propiedad 3.3).

Los cuatro parametros dinamicos 91, 92, 93 y 94 dependen de las

caracteristicas fisicas como masas del manipulador. El vector 6 = [91 92

93 64]T serd considerado desconocido.

Después de algunas operaciones algqpraicas puede verificarse (4.2.1.1) donde
los componentes de la matiz ¢ € R ** son:

1179, 15 Ca %2 5% 2 %1751 %2 2 %
217%2 %25 Ca1 %2 S 19 147521%17C2 194
$2= ¢, = 0
donde
qu . .
q. = = [q d+Aq] -
qr2

-Considerando por simplicidad I' = diag {¥} con >0, la ley de adaptacion
(4.2.1.2) puede escribirse explicitamente como:

A
e1 = 7¢11v1
A
e2 n 7¢22V2
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D >

3 7(¢13v1+¢23v2)

D >

" 7(¢14v1+¢24v2)..

La ley de control (4.2.1.1) puede expresarse entonces como:

. . A A A
= q +k q + q + q + S+ +
k2 kp11q1 p12%2 kv11q1 kvizqa ¢1191 .49 ¢14e4
. . . A A A
= T+ + + + + +
T kp21q kp22q2 K19 kvzzqz 92292 * 92395 ¢2494

donde k l' y kvU son los elementos de las matrices definidas positivas l(.p y
K, (e IRSx ).

42.2. CONTROL ADAPTABLE PAR-CALCULADO +

En esta seccién se presenta la versién adaptable del controlador
Par-Calculado + analizado en la seccién 4.1.6. La ley de control puede
expresarse como: '

A
T = ¢(&d,qd,qd,q,q,v)e (4.2.2.1)

donde la matriz ¢(&d,&d,qd,q,&,v) e R™™, denotada por simplicidad ¢, es tal

que:

H(q)[ q, *Ka+Kg ],+ C(q,q)q + g(q) - Clq,q)v = ¢6 (4.2.2.2)

donde 8 € R" depende exclusivamente de los parametros dinamicos, del

manipulador y su carga. La matriz ¢ serid acotada si &d, 4, 9., 4, 49,¥ V

d d

son vectores acotados.

El vector v € R" se obtiene de filtrar los errores de posicién a y velocidad

q de la manera siguiente:

p 1 .
v=-539 " o [ Kq+ qu ] : (4.2.2.3)
donde A es un escalar positivo. Kv y Kp e R™ son matrices' simétricas
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definidas positivas.

El vector 8 € R” empleado en la ley de control (4.2.2.1) es seleccionado de
manera a satlsfacer la siguiente ley de adaptacion integral:

A A
8 = -T¢'w 8(0) € R" (4.2.2.4)

donde I' = FT > 0. Nbtese que el controlador adaptable formando por la ley
de control (4.2.2.1) y la ley de adaptacién (4.2.2.4) asi como el vector v
(4.2.2.3) y la matriz ¢ (4.2.2.2) no dependen del vector desconocido 6 de
parametros dinamicos.

Definiendo el vector de errores paramétricos 8 € R" como §=6-9. la ley de
control (4.2.2.1) se puede expresar como T=¢0+¢9. Substituyendo esta ulltima
en la ecuaci6én del modelo del manipulador (4.1) se obtiene:

H(q)q + C(q,q)q + glq) = ¢b + ¢80

la cual reemplazando ¢8 de (4.2.2.2), se simplifica a:

: H(q)[ q+ Kva + Kp& ] - Clq,q)v = -¢8. | (4.2.2.5)

Por otro lado, la definicién de v (4.2.2.3) es equlvalente a:

;+Av=_[a+xva+xpa] | ‘ ‘ (4.2.2.6)

por lo que (4.2.2.5) puede escribirse como:

H(q) [p+av] + Clq,q)v = ¢8. ' (4.2.2.7)

Ahora considérese la ley de adaptacién (4.2.2.4). Debido a que 6 es un

. A
vector constante, @ = 0, esto es:

6 = -T¢'v 8(0) € R™. (4.2.2.8)
Las ecuaciones (4.2.2.7) y (4.2.2.8) definen las ecuacliones del modelo del
error.

Considérese ahora la siguiente funcién no-negativa:
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V(v,q.,8) = vH@v + 8T8 =0 ~ (4.2.2.9)

cuya derivada temporal es:
V(v,q,8) = v H(qQ)V + %val(q)v + 8T .

Al reemplazar H(q)ﬁ de (4.2.2.7) y © de (4.2.2.8), la expresi6én para V(t)
resulta:

V(v,q,8) = -wH(q)v =0 (4.2.2.10)
donde se ha eliminado vT[% ﬁ—C]v en virtud de la propiedad 3.3.

De V (4.2.2.9), V (4.2.2.10) y el lema 2.2 se concluye:

vel nlL” (4.2.2.11)
) 2 [+ .
0 e L:. : (4.2.2.12)

Por otro lado de (4.2.2.6) se tiene que:

-1
q = —(p+h)[ p°l + K, + K ] v ' (4.2.2.13)

el cual representa un sistema lineal multivariable exponencialmenﬁe estable
y estrictamente propio con entrada v y salida q. Esto permite hacer uso-del
corolario 2.1 del cual junto con (4.2.2.11) se obtlene:

L~ n n '

q9, gel, NL, (4.2.2.14)
lim q(t) =0 (4.2.2.15)
t >0

&ésto es, cumplimiento del objetivo de control de movimiento.

Adicionalmente, si &d, &d y 9, son vectores acotados, entonces de (4.2.2.14)

se concluye:
d n
q, q € Lw.
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Lo anterior y acotamiento de v (4.2.2.111) permiten concluir acotamiento de
la matriz ¢.

Ahora despejando q de (4.2.2.5):

q = H(@) [46 - Cla,@)v) +KG+ K3+ 4,
N6tese que todos los términos del miembro derecho son acotados por lo que:

q, g€ L.

o]

Esto ultimo, q € L: (4.2.2.14) y lema 2.1 permiten concluir:

lim q(t) =0
tow

es decir, el error de velocidad también tiende asintéticamente a cero. Esta
misma propiedad puede demostrarse, empleando los mismos argumentos, para el
controlador PD mas compensacién adaptable (seccién 4.2.1).

Ejemplo 4.8. En este ejemplo se presenta un controlador adaptable para
compensacién de los pares de friccién (no lineales) en motores CD. Este
controlador se obtiene en forma inmediata del controlador adaptable
Par-Calculado +.

Considérese el modelo no lineal de un motor CD (véase apéndice A):

J g+ a& + b sign(&) =k v
eff

donde q es la posicién angular y los términos a& Yy bsign(&) representan el
par debido -a la friccién. Las constantes positivas a y b dependen de
diversos factores como lubricacién y caracteristicas microscépicas del rotor
y sus soportes. Las constantes a y b toman valores diferentes para cada
motor, incluso para motores del mismo modelo y fabricante.

El comportamiento del modelo no lineal del motor CD para una entrada v = sen

t y con valores para sus parametros: J e = K=b=1yc=0.4 es mostrado
e

en la figura 4,17. Nbtese de la figura 4.17 que aparece una zona muerta en

la gréafica de q debido al fenémeno de fricciédn.

En este ejJemplo se supondrd que las constantes a y b son desconocidas. El
objetivo de control consiste en determinar el voltaje de armadura v de tal
forma que:
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Figura 4.17
lim q(t) = 0.

£

Para resolver este problema se propone la siguiente ley de control
Par-Calculado:

. . . A A
v=2¢I(q, 4, 4, 9> 9) 6 =¢ 6
donde:

- - .

q, + k g * k q
¢ = sign (q)

| q
A -A A AT
e=16 o e]

|1 2 3

g5

tipo




Las constantes positivas kv y kp pueden seleccionarse como kf - 4kp = 0 de

manera a obtener asintéticamente un sistema de segundo orden criticamente
amort iguado.

Es importante observar que el vector 6 € R® dado por

J T
eff

K

0 =

falllea
I

es tal que reemplazando v = ¢6 en el modelo no lineal del motor resulta en
la ecuacién de malla cerrada:

Qe

q+k

v

+kq=0
T

de donde q(t) > O exponencialmente cuando t -m.
La ley de adaptacién se obtiene de (4.2.3.4):

A T
0e=-T¢v

donde ' =TT >0y v (4.2.3.3) es:

P : 1 : .

con A € R*. El anAlisis del sistema en malla cerrada se realiza obteniendo

las ecuaciones del modelo del error y considerando la funcién no-negativa:

V(v,8) =

Haciendo uso del lema 2.2 se demuestra que:

Vv € L2 n L0°
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Ademis, notese de la definicién de v que q puede expresarse como:

p+A

V.

Q.
]
|

2
p +.kvp + kp

Como kv y kp son positivas, la funcién de transferencia anterior es
_exponenélalmente estable y estrictamente propla. Finalmente, de esto

ultimo, v € L2 N L°° y corolario 2.1 se concluye que q{t) » O cuando t-wm.

Para motivos de simulaclén se consideraron los sigulentes valores numéricos
del controlador kv=2. kp=1 y A=1. La posiclén angular deseada fue tomada

como qd(t) = sen t. Los resultados mostrando la posicién q y velocidad é
son dados en la flgura 4.18. Es importante observar que conforme pasa el

tiempo, tanto la posicién q como la velocidad & convergen a las trayectorias
deseadas. Finalmente, la figura 4.19 muestra la evoluci6én de los parametros
A A A

e, 92 ye

1 3’

10 15 20

(=}
o 4

Figura 4.18
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Ejemplo 4.9. Este ejemplo presenta las simulaciones del control adaptable
de un manipulador rotacional de 2 g.d.l. (n=2) moviendose en un plano
horizontal (Figura 4.20). El modelo dinAmico correspondiente puede
escribirse como:

e ' .2 2
6.q *+ (93C21+94821)q2 - 93821q2 + 94C21q2 =T (4.2.2.18)
_ ‘ . o *2 . _
(93C21+94821)q1 +64q,+06S q -6C q =71, (4.2.2.17)
donde C21 = cos (qz—ql), 821 = sen (qz—qlL Obsérvese que este modelo es
idéntico al considerado en el ejemplo 4.7 . Los valores numéricos en este

ejemplo para los 4 (m=4) parametros dinamicos son:

6 =0.15 e_=10.04
1 2

6e_=0.03 e
3 4

0.025.

Para motivar e% uso de un controlador adaptable se supondra que el vector 0
= [91 6, 6, 94] es desconocido.

La ley de control (4.2.2.1) puede expresarse como:

A A A A

Ty = 840t 9.8, 9158, * 4,8, ' (4'2'2'18)
A A A A

= ) : .2.2.19

Ty = 80 T 90, 6,50, 9,5, (4 )

Después de algunas manipulaciones algebraicas puede verificarse de
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(4.2.2.2), (4.2.2.18) y (4.2.2.17) que:
¢11 = f11 ¢13 = C21f12—821q2f22 ¢14 = S12f12
‘ ¢22 = f22 ¢23 = C21f11+821q1f21 ¢24 = Sz1f11
’ ¢12 = ¢21 =0
. con:
f11 = qd1+ kv1 q1+ Kp1 9
f12 = qd2+ ve %2 * kp2 9,
21 9, -V
22 q, - Y2

donde por simplicidad las matrices Kv y K han

P
diagonales:
K = diag (2k,_ 2k ) K = diag (k> k2)
v g 1 T2 P g X, %
con valores numéricos k1 =20y k2 = 30.

Considerando por simplicidad I' = diag () con ¥y = 0.2,
(4.2.2.4) puede escribirse explicitamente como:

99

+C21q2f22

€9

sido seleccionados

la ley de adaptacién

x>




/qu

i .5 2
Figura 4.21
A A
6, = —7¢11v1, 91(0) =0
A A
92 = -7¢22v2, 92(0) =0
A A
8, = —7(¢13v1+¢23v2) 93(0) =0
A A
94 = -7(¢14v1+¢24v2) 94(0) = 0.

Las trayectorias de movimiento deseadas d,,5 S€ muestran en la figura 4.21 (

qd2 fue seleccionada igual a n). Las fliguras 4.22 y 4.23 muestran la

evolucién en el tiempo de los errores de posicién q y velocidad a. N6tese
que ambos convergen a cero. AFinalmente, la figura 4.24 muestira la evoluclién

de los parametros estimados 6.
lu'n al
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APENDICE A

MODELADO DE MOTORES DE CORRIENTE DIRECTA

Los actuadores de robots manipuladores pueden ser eléctricos, hidraulicos o
neumdticos. Los actuadores eléctricos son generalmente motores de corriente
directa (CD) con imdn permanente.

El modelo matemitico de un motor CD con imAn permanente controlado con la

armadura es descrito tipicamente por el sigulente conjunto de ecuaciones
(véase figura A.1):

T =K i ' (A.1)
m a a
di
a
v = Raia + La TR : (A.2)
e =K 6 - (A.3)
b b m
@ =rae6
m
engranes
o carga
motor -% '
fu
Om Y/
1:n .
fm

Figura A.1
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donde

Ka constante motor-par (N m / A)

R resistencia de armadura ()

L, inductancia de armadura (H)

Kb constante de contrareaccién electromotriz (V s)
T par en el eje del motor (Nm )

1a corriente de armadura (A)

e~ fuerza electromotiz (V)

6 posicién angular del eje del motor (rad)

2] posicién angular del eje de la carga (rad)

r relacién de reduccién de los engranes (en general r >> 1)
v -voltaje de armadura (V)

Por otro lado, la ecuacién de movimiento para el sistema es:

T

Jé =1 - fm(ém) - (A.4)

m m m ;:
donde t es el par neto aplicado después del Jjuego de engranes sobre el eje
de la carga, Jm es la inercia del rotor y fm(ém) es el par debido a la
friccién del rotor con sus soportes.

Debido a que la constante de tliempo eléctrica es mucho mas rapida que la
constante de tiempo mecanica, tradicionalmente la inductancia de armadura La
es despreciada (La%O) en la ecuacién (A.2). Tomando en consideracién lo
anterior, reemplazando 1a de (A.2) en (A.1) y a su vez T de (A.1) en (A.4)

se llega a la sigulente ecuacién:

a
"R

a a

Jmém + fm(ém) + v. : , (A.5)

Finalmente haciendo uso de la relacién 9m=r9 y de (A.3), la ecuacién (A.5)

se reescribe como:

1
r

Jmé + fm(ré) + = v. (A.6)

Esta importante ecuacién relaciona el voltaje v aplicado a la armadura del
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motor con el par T aplicado a la carga en términos de la posicién, velocidad
y aceleracién angular de la misma.

En el caso particular donde la carga es modelada simplemente por una inercia
JL con pares de friccién fL(é) tal como se muestra en la figura A.1,

entonces el par T se obtlene a partir de la ecuacién de movimiento asociada
a la carga:

JLO =T - fL(O). _ (Af7)

El modelo motor-carga para este caso se obtiene reemplazando t de (A.7) en
(A.B):

K K K
.. L] a b L] a
Jerr 6+ ferr(e) *R 9@V : (A.8)
a a
donde:
J
L
eff = Jm * __2— : (A.Q)
r
. 1 . 1 . ’
ore (e) = - fm(re) + ;; fL(O) (A.10)

A pesar de la extrema complejidad de  los fenémenos de friccién,
tradicionalmente se emplean modelos 1lineales para caracterisar el
comportamiento de los pares de friccién:

fm(ém) =f0 | (A.11)

fL(O) = fLO ' : (A.12)

donde fm y fL son constantes. Eventualmente suelen considerarse modelos no
lineales del tipo:

fm(Om) =f6 +C sign (Gm) (A.13)

f (8) = £f6+C, s;gn (9) (A.14)

donde f , £, C, y C_ son constantes.
m L 1 2

A.1 Modelo lineal
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Considerando el modelo lineal para los pares de friccién (A.11) y (A.12), la
ecuacién (A.6) que relaciona el voltaje aplicado a la armadura del motor con
el par ejercido sobre la carga toma la forma:

K K K
a b R T . a

Jo + |f +
m

v. (A.15)

Asi mismo, el correspondiente modelo motor-carga (A.8) es simplemente:

f K K K
L a b . a
Jeff 0 + fm *3 *TR 0 = RV (A.16)
r a a
o en forma equivalente:
10 + 8 = Kv ' (A.17)
donde
J
eff
r= f KK (A.18)
L ab
o * 2R
r a
K
a
= A.19
K s XK - - . ( )
L ab
r‘Ra fm * —; * R
r a

A.2 Modelo no lineal

En este apartado se considerara el caso de friccién no lineal (A.13) y
(A.14) y por simplicidad r=1, esto es, 9=Gﬂ En estas circunstancias el

modelo motor-carga (A.8) es descrito por:

J 8+ 2+ bsign(d) = kv _ (A.16)

e
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/-(c.+c,)

K, <
Figura A.2
o donde
e
- K =K /R _ . (A.17)
‘a a
a=f +f + (KK/R) (A.18)
m L ab a
b=C +C (A.19)
1 2 v

La figura A.2 muestra un diagrama de bloques equivalente al modelo (A. 16).
| 1] ]
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