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DIPLOMADO DE CALIDAD EN LA CONSTRUCCIÓN 

MÓDULO 1: MÉTODOS ESTADÍSTICOS PARA CONTROL DE CALIDAD 

1.1 INTRODUCCIÓN AL CURSO 
Prof: Dr. Octavio A. Rascón Chávez 

l. PRESENTACIÓN 

La necesaria modernización del país requiere inversiones cada vez mayores en 
infraestructuras, pero no pueden ir más allá de lo que las condiciones económicas 
puedan permitir. Ello exige aumentar la eficacia y-la eficiencia de los recursos 
disponibles. 

La consecución de estos requerimientos, frente a unos usuarios cada vez más 
exigentes, con un adecuado respeto a los medios físico y ambiental, y con una 
adecuada credibilidad, obliga a mejorar las formas de control de calidad de las 
obras. 

La calidad, desde el punto de vista del ciudadano, es esencialmente calidad de 
uso. Es decir el conjunto de propiedades y características que dan a una obra la 
capacidad de cubrir de modo satisfactorio, tanto las necesidades implícitas como 
las explícitas involucradas en la utilización del bien. 

Para las administraciones públicas y las empresas existe un factor crítico de la 
calidad en el proceso de concepción y construcción de sus obras, y es que las 
mismas no cumplan o no se adapten a la demanda y necesidades de los usuarios. 

Toda obra es el resultado de un proceso de planeación, diseño, proye~:to, 
construcción y conservación posterior, que requiere por s~ mismo una calidad 

. global, misma que no se puede obtener a un costo adecuado si en el proceso se 
trasladan responsabilidades propias de cada etapa a la siguiente, porque esto Ja 
lugar a modificaciones, actuaciones complementarias y elevación Je las 
necesidades <;le conservación. Todo el.lo no sólo produc.e una mala imagen Je la 
capacidad técnica de · los diferentes · agentes (Administración, Ingenierias 
Consultoras y Empresas), sino unos costos adicionales de la "no calidad". mu~:h..1s 
veces difícilmente explicables e incomrolables. 
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En una obra la calidad requerida se establece en el marco contractual de unas 
especificaciones. 

La obtención de la calidad se basa en h convicción de que la misma es rentable 
y de que no cuesta cara. La ·aparente carestía, apreciada por algunos, se 
fundamenta en no analizar adecuadamente el costo de los problemas ulteriores. 

La calidad se consigue a través de una adecuada realización del proceso que debe 
estar bien planificado, programado y ejecutado, de modo que se imposibiliten los 
errores, en su caso se prevengan y se evite lo más posible el tener que corregirlos 
a partir de los resultados de los controles. 

De · las ideas anteriores, se derivan los dos grandes sistemas de control, 
complementarios y no contradictorios, los controles de producción y los 
controles de aceptación, necesarios los primeros para alcanzar las calidades 
requeridas y los segundos para evitar que se sacrifique la calidad a los costos. 

La calidad es el resultado de la aplicación de un sistema de gestión de la calidad, 
que afecta a todas las etapas del proceso de inversión (planificación, 

· programación, proyecto, licitación y obra), por lo que los comportamientos de 
todos los que intervienen en el proceso son esenciales. Algunos tanto, incluso, 
como los involucrados en el proceso de construcción. 

La calidad se fundamenta en la competencia profesional de todos los que 
participan, por lo que la atención continua a lo largo del proceso es esencial. 

Entre los beneficios que la calidad produce, se pueden señalar que el 
constructor tendrá ahorros porque: 

Si aplican sistemáticamente las medidas necesarias para obtener su calidad, 
·ahorrará tiempo, materiales y mano de obra. 

Si da una buena calidad, se ahorra discusiones con la Administración o el 
cliente. 

Si consigue caJjdad, mejorará su capacidad para que sean aceptables sus 
ofertas en contratos posteriores. 
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La Admini§tración tendrá ventajas porque: 

Los usuarios se sentirán más satisfechos. 

La mejora de los procesos permitirá unos prectos más ajustados en 
posteriores ofertas. 

Una mayor fiabilidad del constructor permitirá a la Administración aligerar 
el contenido de los controles exteriores. 

Un sistema de aseguramiento de la calidad requiere: 

Escribir lo que se va a hacer. 

Hacer lo que se ha escrito. 

Escribir lo que se ha hecho. 

Archivar lo escrito. 

Exige también tener conciencia de que la calidad es necesaria, conciencia qut: st: 
debe poseer y transmitir, desde los más altos niveles de las organizaciones 
implicadas a todos los participantes. 
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2. FILOSOFIA 

Las dos premisas o pilares en que se fundamenta la filosofía y esencia del 
Aseguramiento Total de la Calidad son: 

1) Cualquier operación o actividad de trabajo debe verse como un PROCESO. 

2) La persona más importante relacionada con un proceso es el CLIENTE. 

De esta forma el Aseguramiento Total de la Calidad puede definirse como: 

El estilo de trabajo basado en una metodología operativa, y totalmente 
comprometido con el continuo mejoramiento en la calidad de los productos y 
servicios para maximizar la satisfacción de los clientes. 



3. ELEMENTOS Y CARACTERJSTICAS. 

Los elementos operativos fundamentales del Aseguramiento Total de la Calidad 
son: 

a) ENFOQUE en el continuo mejoramiento de los procesos. 

Cualquier actividad es un proceso. 

Empleo de datos y métodos científicos de análisis. 

Su meta es alcanzar la perfección. 

b) REQUIERE de participación universal. 

Todas las personas pueden y deben practicarlo indepedientemente de 
su posición y funciones. · 

Debe aplicarse en todas panes en una organización. 

Necesita, y a la vez propicia, un trabajo en equipo efectivo. 

e) PRODUCE la satisfacción de los clientes. 

Excediendo sus necesidades y expectativas. 

Eliminando las preocupaciones de clientes externos e internos. 

Las CARACTERISTICAS principales del Aseguramiento Total de la Calidad que 
complementan su definición, pueden simetizarse de la siguiente manera: 

1) Representa una alternativa para generar nuevas ideas y utilizar enfoques 
diferentes, ·que rompan con la peligrosa costumbre de hacer las cosas 
siempre de la misma forma. 
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2) Ofrec~ una metodología estructurada para identificar y resolver problemas 
en lugar de vivir "apagando fuegos". 

3) Para resultar convincente y exitoso en una organización, requiere antes que 
nada el compromiso y evidencia de ser aprendido y utilizado por los 
directivos de más alto nivel, y continuar su expansión hacia abajo hasta 
llegar al último de los empleados. 

4) Utiliza conceptos y técnicas de control estadístico como soporte a la toma 
de decisiones encaminada al mejoramiento de los procesos. 

5) Es una solución permanente que en forma paulatina se convierte en un estilo 
de vida. 

Los BENEFICIOS internps y externos que ofrece la aplicación del Aseguramiento 
Total de la Calidad en un sistema productivo, se ilustran en 1~ siguiente figura: 
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CLIENTES 
SATISFECHOS 

MEJORAS EN LA CALIDAD 
DE PRODUCTOS 
Y SERVICIOS 

INCREMENTO EN LA 
PRODUCTIVIDAD Y EN 
LA SATISFACCION POR 
EL TRABAJO 

PRECIOS 
MENORES 

MAYOR 
PARTICIPACION 
EN EL MERCADO 

BENEFICIOS 
EXTERNOS 

-----------------

COSTOS 
MENORES 

BENEFICIOS 
INTERNOS 

INGRESOS MAYORES 
Y DESARROLLO DE 
LA EMPRESA 

. FIGURA l. BENEFICIOS INTERNOS Y EXTERNOS DEL ASEGURAMIENTO TOTAL DE U 
CALIDAD. 
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4. METODOLOGIA PARA EL MEJORAMIENTO CONTINUO 
DE LOS PROCESOS 

El Aseguramiento Total de la Calidad asume cualquier función operativa o 
actividad, y es un proceso con un propósito determinado cuya misión primordial 
es satisfacer los requerimientos de sus clientes. En este contexto, el papel que 
juega el Aseguramiento Total de la Calidad, consiste en "asegurar" el continuo 
mejoramiento en la calidad de los procesos y sus resultados, para garantizar el 
cumplimiento de la misión. 

El mejoramiento continuo en los procesos, solamente se puede lograr con un 
mecanismo de monitoreo y retroalimentación, también continuo y permanente. 

Esquemáticamente, el sistema puede conceptualizarse de la forma que se indica en 
la figura 2: 
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CONTROL 
DE 
CALIDAD 

! 
INSUMOS --.;o~ 

CONTROL 
DE 
CALIDAD 

¡ 
RESULTADO 

PRODUCTO 

DATOS INTE OS 
y 

OBSERV ACIO ES 
DEL CLIENTE 

NORMAS 
ESTANDARES 

lESPECIFICACIONES 
Y METAS. 

FIGURA 2. SISTEMA DE MONITOREO Y RETROALIMENTACION EN EL 
ASEGURAMIENTO TOTAL DE LA CALIDAD. 
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5. INTRODUCCIÓN A LOS MÉTODOS ESTADÍSTICOS 

* LA CALIDAD DE UN PRODUCTO O MATERIAL SE CARACTERIZA POR EL· 
COMPORTAMIENTO DE UNA O MÁS CARACTERÍSTICAS (ATRIBUTOS O 
VARIABLES) DEL MISMO 

* LOS ATRIBUTOS Y LAS VARIABLES SE REPRESENTAN MEDIANTE ALGUNA 
MEDIDA 

* PARA MEDIR SE REQUIEREN MÉTODOS, TÉCNICAS Y APARATOS 
ADECUADOS, CON EL FIN DE OBTENER DATOS FIDEDIGNOS 

* LAS MEDICIONES DEBEN PODER REPETIRSE PARA OBTENER EL 
MISMO TIPO DE INFORMACIÓN EN CADA UNIDAD ·DEL PRODUCTO O 
MATERIAL, Y OBTENER ASÍ COLECCIONES DE DATOS O MUESTRAS 

* LOS MÉTODOS ESTADÍSTICOS DE CONTROL DE CALIDAD DAN Lm 
PROCEDIMIENTOS PARA OBTENER LAS MUESTRAS, PROCESARLAS Y 
PRESENTAR E INTERPRETAR LOS RESULTADOS, CON EL PROPOSITO DE 
LOCALIZAR LAS CAUSAS QUE PROVOCAN LA ELABORACIÓN DE 
PRODUCTOS DEFECTUOSOS 

* EN GENERAL, HA Y DOS TIPOS DE PROBLEMAS QUE SE ESTUDIAN CON LOS 
MÉTODOS ESTADÍSTICOS: 

1.- LOS ·QUE SE PRESENTAN DURANTE LA PRODUCCIÓN. 
ESTOS SE ANALIZAN MEDIANTE LAS CARTAS DE 
CONTROL. 

2.- LOS CORRESPONDIENTES A MATERIAS PRIMAS Y A 
PRODUCTOS Y A ELABORADOS. 
ESTOS SE ANALIZAN MEDIANTE INSPECCIÓN POR 
MUESTREO. 
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* 

* 

* 

PARA ESTUDIAR _AMBOS TIPOS DE PROBLEMA, SE HACEN 
MEDICIONES DE LA O LAS CARACTERÍSTICAS QUE SE DESEAN 
CONTROLAR, LAS CUALES SE REALIZAN DE ACUERDO CON UN 
PROGRAMA PREDEFINIDO. 

LOS DATOS QUE SE OBTIENEN AL REALIZAR LAS MEDICIONES, 
VARÍAN DE UNA A OTRA VERIFICACIÓN. 

LAS VARIACIONES PUEDEN DEBERSE AL INSTRUMENTO DE MEDICIÓN, 
AL PROCEDIMIENTO DE PRUEBA, A DIFERENCIAS " RAZONABLES " EN 
LAS PROPIEDADES DE LAS MATERIAS PRIMAS, A DESGASTES 
GRADUALES DE LA MAQUINARIA, ETC. 

LOS MÉTODOS ESTADÍSTICOS CONSTITUYEN LAS "HERRAMIENTAS" 
PARA IDENTIFICAR OPORTUNAMENTE LAS VARIACIONES EN LOS 
DATOS, QUE REFLEJAN QUE EL PROCESO DE PRODUCCIÓN ESTÁ 
SALIÉNDOSE DE CONTROL, O SI LOS PRODUCTOS O MATERIALES 
INSPECCIONADOS CUMPLEN CON LOS REQUISITOS Y 
ESPECIFICACIONES ESTABLECIDAS. 

SE DICE QUE 
CUANDO LAS 
CONTROL SE 
NUMÉRICOS. 

SE REALIZA UNA INSPECCIÓN POR VARIABLES 
MEDICIONES DE LAS CARACTERÍSTICAS . BAJO 
REGISTRAN EN TÉRMINOS CUANTITATIVOS O 

TAL ES EL CASO DE MEDICIÓN DE RESISTENCIAS, DIMENSIONES. 
VOLÚMENES, DEFORMACIONES. PROPIEDADES MECÁNICAS, ETC. 

* SE DICE QUE SE REALIZA UNA INSPECCIÓN POR ATRIBUTOS 
CUANDO LA INFORMACIÓN QUE SE OBTIENE O REGISTRA SE SEÑALA 
EN FORMA CUALITATIVA. 
POR EJEMPLO, SI LOS DATOS SE REPORTAN COMO BUENO O 
DEFECTUOSO; O SI PASA O !'IIO PASA, ETC. 
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5.1 HERRAMIENI'AS PARA EL CONTROL DE CALIDAD ESTADÍSTICO 

l. CARTAS DE CONTROL, PARA CARACTERÍSTICAS DE CALIDAD 
MESURABLES. SE TRABAJA CON LOS PROMEDIOS ARITMÉTICOS, LAS 
DESVIACIONES ESTÁNDAR Y LOS RANGOS DE LAS MUESTRAS QUE SE 
OBTIENEN PARA MONITOREAR LA CALIDAD DEL PROCESO. (GRÁFICA DE 
X, R y ü). 

2. CARTAS DE CONTROL PARA LA FRACCIÓN O PORCENTAJE DE 
ELEMENTOS DEFECTUOSOS. (GRÁFICA P). 

3. CARTAS DE CONTROL PARA EL NÚMERO DE DEFECTOS POR UNIDAD. 
(GRÁFICAS C). . 

4. . MUESTREO DE ACEPTACIÓN, PARA EVALUAR ESTADÍSTICAMENTE LA 
CALIDAD DE LAS MATERIAS PRIMAS Y LOS PRODUCTOS TERMINADOS O 
EN ALGUNA ETAPA DEL PROCESO DE PRODUCCIÓN. 
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5.2 . CARTAS DE CONTROL 

LA CALIDAD DE UN PRODUCTO MANUFACTURADO ESTÁ SIEMPRE SUJETA A 
UNA CIERTA VARIACIÓN, COMO RESULTADO DEL AZAR. 

SIEMPRE EXISTE UN PATRÓN DE CAUSAS CASUALES ESTABLE, QUE ES 
INHERENTE A CUALQUIER ESQUEMA DE PRODUCCIÓN Y DE INSPECCIÓN. 

LA VARIACIÓN DENTRO DE ESTE PATRÓN ESTABLE ES INEVITABLE Y MEDIBLE 
EN TÉRMINOS ESTADÍSTICOS. TAMBIÉN EXISTEN CAUSAS ADICIONALES DE 
VARIACIÓN QUE SON EXTERNAS A ESTE PATRÓN, PERO QUE PUEDEN SER 
DETECTADAS Y CORREGIDAS. 

LAS CARTAS DE CONTROL SON HERRAMIENTAS ESTADÍSTICAS QUE PERMITEN 
DETERMINAR CUÁNDO SE PRESENTAN LAS VARIACIONES EXTERNAS. POR 
TANTO, HACEN POSffiLE EL DIAGNÓSTICO Y CORRECCIÓN DE MUCHOS 
PROBLEMAS DE PRODUCCIÓN, POR LO QUE DAN PAUTAS PARA REALIZAR 
ACCIONES EN EL PROCESO DE PRODUCCIÓN, QUE LLEVEN A MEJORAS 
CONSIDERABLES EN LA CALIDAD DEL PRODUCTO Y A LA REDUCCIÓN DE 
DESPERDICIOS Y REPROCESADO. 

AL DETERMINAR ESTADÍSTICAMENTE CUÁLES SON LAS BANDAS DE VARIACIÓN 
DE LA CALIDAD, OCASIONADA POR ELEMENTOS INEVITABLES, ASOCIADAS A 
CIERTAS PROBABILIDADES DE QUE LOS RESULTADOS DE LAS MEDICIONES SE 
MANTENGAN DENTRO DE ELLAS, LA CARTA DE CONTROL INDICA CUÁNDO EL 
PROCESO ESTÁ BAJO CONTROL Y, DE ESTA FORMA, EVITA AJlJSTES 
INNECESARIOS AL MISMO, O CUANDO SE HA SALIDO DE CONTROL Y ES 
NECESARIO TOMAR ACCIONES CORRECTIVAS. 

13 



5.3 CARTAS DE CONTROL: BENEFICIOS 

l. LA VIABILIDAD BÁSICA DE LA CARACTERÍSTICA DE CALIDAD. 

CUANDO SE HAN ESPECIFICADO TANTO UN VALOR SUPERIOR COMO UNO 
INFERIOR TOLERABLES PARA UNA CARACTERÍSTICA DE LA CALIDAD, UN 
PROBLEMA TÉCNICO IMPORTANTE QUE SE PRESENTA, CONSISTE EN 
DETERMINAR. SI LA VARIABILIDAD BÁSICA (CASUAL) DEL PROCESO DE 
PRODUCCIÓN, ES TAN GRANDE QUE SEA MUY DIFÍCIL FABRICAR "TODO" 
EL PRODUCTO DENTRO DE LOS LÍMITES ESPECIFICADOS. 

2. EL NIVEL GENERAL DE LAS CARACTERÍSTICAS DE CALIDAD. 

AUN CUANDO LA VARIABILIDAD BÁSICA DE ·UN PROCESO, SEA TAL QUE 
LA GAMA NATURAL DE VARIACIÓN SEA MÁS ESTRECHA QUE LA GAMA 
DE TOLERANCIA ESPECIFICADA, Y QUE EL PROCESO SE ENCUENTRE BAJO 
CONTROL, EL PRODUCTO PUEDE SER NO SATISFACTORIO PARA UNA 
CLIENTELA EN PARTICULAR, DADO QUE EL NIVEL DE CALIDAD 
ESPECIFICADO ES DEMASIADO BAJO. 

3. LA CONSISTENCIA DEL RENDIMIENTO. 

LA VARIABILIDAD DE LA CARACTERÍSTICA DE CALIDAD PUEDE SEGL'IR 
UN PATRÓN CASUAL O PUEDE COMPORTARSE ERRÁTICAMENTE DEBIDO 
A LAS CAUSAS· ASIGNABLES. AL DETECTARSE CUÁL SITUACIÓ:-.1 
PREVALECE, SE DA LA PAUTA PARA DECIDIR SOBRE DEJAR AL PROCESO 
COMO ESTÁ O TOMAR ACCIONES PARA CORREGIR LOS MOTIVOS DE L\S 
DIFICULTADES. 
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5.4 MUESTREO DE ACEPTACION 

LA INSPECCIÓN DE ACEPTACIÓN ES UNA PARTE NECESARIA DE LA 
MANUFACTURA, Y PUEDE SER APLICADA A LOS MATERIALES QUE SE RECIBEN, 
A LOS PRODUCTOS PARCIALMENTE ACABADOS EN DIFERENTES ETAPAS 
INTERMEDIAS DEL PROCESO DE MANUFACTURA, Y AL PRODUCTO FINAL. LA 
INSPECCIÓN DE ACEPTACIÓN PUEDE LLEVARSE A CABO EXTERIORMENTE POR 
EL COMPRADOR. 

MUCHA DE ESTA INSPECCIÓN DE ACEPTACIÓN SE LLEVA A CABO MEDIANTE 
MUESTREO, YA QUE A MENUDO LA INSPECCIÓN DEL TOTAL RESULTA 
IMPRACTICABLE O CLARAMENTE ANTIECONÓMICA. 

DEBE RECONOCERSE QUE MIENTRAS UNA PARTE DEL PRODUCTO SEA 
DEFECTUOSA, ES POSIBLE QUE ALGUNOS ELEMENTOS SEAN PASADOS POR 
ALTO, CUALQUIERA QUE SEA EL ESQUEMA DEL MUESTREO DE ACEPTACIÓN. 

EL MUESTREO DE ACEPTACIÓN PERMITE VALUAR EL RIESGO ASUMIDO CON 
PROCEDIMIENTOS DE MUESTREO AL TERNOS, Y TOMAR UNA DECISIÓN ACERCA 
DEL GRADO DE PROTECCIÓN NECESARIO EN CUALQUIER CASO, EL CUAL SE 
DETERMINA MEDIANTE PROCEDIMIENTOS ESTADISTICOS. 

ES POSIBLE, ENTONCES, SELECCIONAR UN MODELO DE MUESTREO DE 
ACEPTACIÓN, QUE PROPORCIONE UN GRADO DESEADO DE PROTECCIÓN, CON 
LA DEBIDA CONSIDERACIÓN A LOS DIFERENTES COSTOS INVOLUCRADOS. 

15 



5."5 BENEFICIOS DEL . CONTROL ESTADÍSTICO DE CALIDAD 

AHORROS EN TIEMPO, EQUIPO, MATERIALES Y DINERO 

REDUCCIÓN EN LOS COSTOS Y TIEMPOS DE INSPECCIÓN Y 
PRUEBA 

MEJORÍA EN EL USO DE LOS RECURSOS 

MEJORÍA EN LA PRODUCTIVIDAD 

MEJORÍA EN LAS RELACIONES HUMANAS INTERNAS Y CON LOS 
PROVEEDORES Y CLIENTES 

MEJOR PRESTIGIO Y COMPETITIVIDAD 
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CARTAS DE CONTROL 

Por: M en I Augusto Villar~eal A. 

INTRODUCCION 

Aunque existe la tendencia generalizada a pensar que el· Control­

de Calidad es de desarrollo reciente, realmente no existe nada -

nuevo en la idea b~sica de elaborar un producto caracterizado por 

un alto grado de uniformidad. 

Durante siglos, h~biles artesanos han procurado elaborar produc­

tos que se distingan por ~u superior calidad, y una vez que han -

logrado obtener un cierto est~ndar de calidad 6ptimo, eliminar -

dentro de lo posible la variaci6n entre productos que nominalmen­

te deben resultar iguales. 

La idea de que la Estadfstica puede resultar un instrumento muy -

útil para asegurar un est~ndar adecuado de calidad para los pro­

ductos manufacturados, se remonta no m~s allá del advenimiento de 

la producci6n masiva, y el uso extendido de los m~todos estad!st~ 

cos para resolver problemas de control de calidad es aún m~s re­

ciente. 

Muchos problemas que aparecen durante la elaboraci6n de un produ~ 

to son susceptibles. de ser resueltos empleando tratamientos esta­

dfsticos, por lo que al hablar de control.estadfstico de calidad, 

nos estaremos refiriendo esenci~lmente a las dos técnicas especi~ 

les que se.discutir~n en est~ parta del curso: uso de las Cartas 

de Control y muestreo de aceptaci6n. 



2. 

conviene mencionar que la palabra calidad, al ser empleada de -

aquí en adelante, se referir& aoalguna propiedad medible o conta-

ble de algGn producto, tal como el di&metro de un balín de acero, 

la resistencia de una viga de concreto, el namero de defectos en 

una pieza de tela, la eficacia de cierta droga, etc. 

IDEAS SOBRE CARTAS DE CONTROL 

A muchos individuos les puede sorprender el he~ho de q~e dos artf 

culos aparentemente id~nticos, elaborados bajo condiciones cuida-

do?amente controladas, de las mismas materias primas, y por una -

misma máquina con diferencia de pocos segundos, puedan, sin embar 

go, diferir en muchos aspectos. 

En efecto, cualquier proceso de manufactura, aun siendo muy bueno, 

se encuentra caracterizado por una cierta cantidad de variación -

que es de naturaleza aleatoria, y, que no puede ser eliminada en-

forma completa. 

cuando la variabilidad presente en un proceso de producci6n se li 

mita a variación aleatoria se dice que el proceso se encuentra en 

un estado de control estadístico. 

Tal estado se puede alcanzar cuando se eliminan aquellos proble­

mas causados por otro tipo de variación, llamada variación siste­

mática, que es de naturaleza más bien determin!stica, y que se - -
' 

puede achacar, por ejemplo, a operadores mal entrenados, materia 

prima de baja calidad, máquinas en mal estado, etc. 

Ya que los procesos·de manufactura se encuentran rara vez libres 

i 
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3. 

de estos problemas, conviene contar con algGn método sistemático 

para detectar desviaciones serias de un estado de control estadís 

tico cuando ocurren, o inclusive antes de que ocurran, tales des­

viaciones. 

Ese método sistemático de detecci6n se puede tener mediante el em 

pleo de las llamadas Cartas de Control. 

TIPOS' DE CARTAS DE CONTROL 

Zn lo que sigue distinguiremos entre las cartas de control eara -

mediciones o variables (X, R, a) y las cartas de contr~l para atri 

butos (p, e), dependi~ndo de que las observaciones que estemos ana 

!izando sean mediciones o datos contados o calculados, respectiva-

mente. 

Un ejemplo del primer caso sería la longitud de las varillas de 

acero de una muestra. Como ejemplo del segundo caso tendr!amos -

el nGmero de focos defectuosos en una muestra de tamaño dado. 

CONFIGURACION DE LAS CARTAS DE CONTROL 

En cualquiera de los casos mencionados, •una carta de control con­

siste de una Línea Central, correspondiente a la calidad cro~edi6 

a la que el proceso debe funcionar, y dos líneas que corresyonden 

al Límite Superior de Control (LSC) y al L!mite Inferior Gc Con­

trol (LIC), respectivamen~e. tal como se muestra en la F1~ :. 
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Fig l. Aspecto general de una carta de control 

4. 

Estos límites se escogen en forma tal que los valores que se en-

cuentren dentro de ellos se puedan atribuir al azar, en tanto que 

los valores que caigan fuera de ellos se puedan considerar como -

indicaciones de falta de control. 

No obstante la idea anterior, conviene mencionar que en la Fig 2 

que se presenta á continuaci6n se pueden considerar otras posibles 

situ~ciones de "falta de control" que ameritan investigarse: 

l. Cuando dos de tres puntos sucesivos caen en la zona A. 

2. Cuando cuatro de cinco puntos sucesivos caen en la zona 

B o más allá. 

3. Cuando ocho puntos sucesivos caen en la zona e o más allá. 



--
ZONA A 

--------------------------
ZONA ll 

----- ---
·'ZONA C 

CLINEA CENTRAL 

Fig 2 Diagrama que define las zonas A, B y C usa­
das en el análisis de Cartas de Control. 

S. 

Debe hacerse notar que cada una de las zonas A, B y e constituye 

la tercera parte del área entre la línea central y un límite de -

control, y que las pruebas mencionadas se aplican a ambas mitades 

de la carta de control, pero se aplican separadamente para cada -

mitad, y nunca a las dos mitades en combinaci6n. 

EXPLICACION DEL EMPLEO DE LAS CARTAS DE CONTROL 

Si se grafican.en una carta los resultados obtenidos a partir de 

muestras tomadas peri6dic:.:•mente a intervalos frecuentes, es pos~ 

ble verificar por medio de ella' si el proc~9c se encuentra b~;o 

control, o si se encuentra presente en el proceso la variacl6n -

sistemática del tipo descrito anteriormente. 

Cuando un punto graficado cae fuera de.los límites de control, es 
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necesario encontrar el problema que causó tal evento dentro del 

proceso.· Pero aun si los puntos caen dentro· de -los límites men 

cionados, alguna tendencia, o cierto patrón de los mismos, puede 

indicar que se debe llevar a cabo alguna acción para prevenir y 

as! evitar algan problema serio. 

La habj.lidad para "l.eer" las cartas de control y para determinar 

a partir de ellas cuál acción correctiva debe llevarse a cabo, -

se obtiene a partir de la experiencia y del juicio altamente de­

sarrollado. Un practicante del control estadístico de la cali­

dad debe no sólo comprender los fundamentos estadísticos de la -

materia, sino tambi(,n encontrarse identificado plenamente con los 

procesos que desea controlar. 

CARTAS DE CONTROL PARA MEDICIONES (VARIABLES) 

Cuando se requiere establecer control estadístico de la calidad 

de algan producto en t~rminos de mediciones o variables, es cos 

tumbre ejercer tal control sobre la calidad media del proceso, -

al igual que sobre su variabilidad. 

La primera meta se logra al graficar los promedios de muestras -

extraídas periódicamente. en la llamada carta de control para los 

promedios, o simplemente carta X. La variabilidad se puede con­

trolar de igual forma si se grafican los rangos,o las desviacio­

nes estándar de las muestras en las llamadas cartas R o c~rtas >, 

respectivamente, dependiendo de cuil estadística se emplee para 

estimar 1a desviación estánda~ de la población. 

Si se conocen la media ~ y la desviación estándar a de la pob:a-
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ci6n (prc·ceso) y es razonable suponer las mediciones obtenidas -

como muestras extra!das de una poblaci6n normal, se puede asegu-. 

rar que con probabilidad 1 - a el promedio aritmático de una - -

muestra aleatoria de tamaño n se encontrará entre 

puesto que a- = 
Y. 

u 

u. 

-

-

z 
a/2 

z 
alz 

a 

a 
+ a y IJ z 

lñ'·,. ah In 

ó 

a-
X 

y u + z 
a/z 

a-
X 

para el caso de la distribuci6n muestra! 

del promedio aritm~tico, cuando se muestrea de'una poblaci6n inf! 

nita. La suposici6n de que la extracci6n de muestras aleatorias 

se hace.de una poblaci6n infinita es válida en el caso presente, 

puesto que, por ejemplo, la producci6n de cierto producto en una 

fábrica tiende a infi~ito conforme pasa el tiempo. 

Los dos lfmites anteriores (u± za/zaX) proporcionan entonces lfmi 

tes inferiores y superiores de control y, bajo las suposiciones -

anteriores, permiten al practicante del control de calidad deter-

minar si se debe o no•llevar a cabo algan ajuste en el proceso, -

al graficar los promedios arjtméticos obtenidos de muestras de ta 

mañ<• n en una carta como la que se muestra en la Fig l. 

Conviene establecer en este momento que al emplear una carta de co~ 

trol para los promedios, lo que se hace realmente es probar hip6te-

sis nulas de que a un cierto nivel de confianza 1-a el valor de la 

.. 

media de la distribución muestra! de los promedios sea igual al valor de 
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la calidad nominal del proceso, o al de la calidad media calculada 

para el mismo, ~ • Para estas pruebas secuenciales de hip6tesis, s 
o 

emplean como estadísticas de prueba los valores .de .los pr.omedios -

aritméticos obtenidos de muestras aleatorias extraídas de la pobla-

ci6n (o proceso). Es decir, se realizan pruebas de hip6tesis para 

las cuales 

: 

H¡ 

~ = ~ o 
(Prueba de dos colas¡ cada prueba se -
realiza coa el valor x

1 
de. la muestra !} 

en donde ~ es la media de la distribuci6n. muestra! del promedio arit 
• 

mético, ~o la calidad nominal o calidad media calculada del proceso,y 

x1 (i=1,2,3, ••• ) el valor del promedio aritmético obtenido de la iési 

ma muestra aleatoria. La forma secuencial de estas pruebas de hip6-

tesis se muestra en la Fig 3 que se presenta a continuaci6n. 

Región de 
rechazo 

1 

¡rtz ..!!._ 
ah ,lñ" 

Región de 
IJ aceptación 

JJ-Z ....2..... 
ah 1ñ 

o 1 2 3 4 
N° de la 

i muestra Región de 
rechazo 

Fig 3 Pruebas de hip6tesis que se realizan al emplear 
una carta de control para los promedios 

1 
; 
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Si se consideran problemas prácticos, los valores de ~ y a del pr~ 

ceso se desconocen, y es entonces conveniente estimar sus valores 

a partir de muestras to~adas mientras el. proceso se encuentre nba­

jo· control", tal como se explica más adelante. En la práctica es 

entonces dif!cil llegar a· establecer l!mites qe control del tipo 

~±Z 1 
a 2 

a al desconocerse ~ y a, independientemente de que en -
rn 

muchos casos es demasiado arriesgado considerar a las mediciones -

como muestras aleatorias extra!das de una poQlación normal. 

En lugar de lo anterior, en el control de calidad industrial se em 

plea:n comanmente los l!mi"tes de control de "tres desviaciones es-

tándar" o de "tres sigmas•, que se obtienen al sustituir a z l -
' a 2 

por un 3 al calcular los l!mites de control. 
/ 

Conforme a lo anterior, con los l!mites de control 

ó ¡J:!: 3 a 

se puede confiar en que en el 99.73\ de los casos el proceso no-

será declarado "fuera de control", cuando de hecho se encuentra "ba 

jo control". 

En otras palabras, estos l!mites de control permiten considerar -

que la probabilidad máxima de rechazar la hip6tesis 

: a = e o 

cuando deber!a de ser aceptada (probabilidad de cométer un error de 

tipo I) es de 0.27\,s!endo 9
0 

un valor de calidad fijo del proceso, 

y e el del parámetro correspondiente de la distribuci6n muestral de 

la estad!stica bajo consideraci6n. 

-'~ 
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ELABORACION DE LA CARTA DE CONTHill PARA LOS PROMEDIOS (X) 

a. .Caso en que se ccnocen la media ~ y la desviaci6n estándar a 

de la poblaci6n. 

Línea central 

Límites d~ control 

6 

---------- ~±3a­x 

~~ Aa , siendo A = 

Ó 1.1± 3-a­
ln 

3 

1ñ 

en donde los valores de A se obtienen de la tabla ~. en fun-

ci6n d~ n, el tamafio de la mue~tra. 

Ejemplo: Sea· el proceso de elabcraci6n de varillas O(• acero 

para las cua J ,,:; se sabe que el dill.metro medio es -

de 2.5 cm, con una desviaci6n estándar de 0.01 cm. 

Se desea efectuar control del eiámetro de las mis-

mas, para lo cual se extraen peri6dicamE·nte mues-

tras de cinco varillas. Se pide establecer la 11-

nea central y los lín:ite·s de control para una car 

ta X. 

Soluci6n. Siendc ~ = 2.5 cm, a = 0.01 y n = 5, se tiene-

que: 

Lírea central = ~=2.5 

Límites de control: 

2.5t 3 a -.::.....-= 2.5:!: m 
o, de la tabla I 

• 3(0.01) 

15· 
= 2.5± 0.0134 ~2.5134, 2.4866 

2.5t Aa ~ 2.5± 1.342(0.01) = 2.5t 0.01342 ~2.~1342, 2.48658 
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b. Caso en que se desconocen ~ y o . 

Para este caso, que es el más coman, es necesario estimar, c0mc. 

se dijo anteriornoe:·nte, tales par.!in.etros con base en muestras pre-

liminares. Para el caso, normalmente se acostumbra emplear un -

m!nimo o" 20 a 25 muestras de 4 ~ S elementos, obtenidas consecu-

tivamente cuando el procese está "bajo control". 

Sin embargo, con•o vtoremos más adelante, se pufi!dEn emplear procedf. 

mj C!ltC·s estadísticos r.o:!s formales para determinar el namero de n•uE~ 

tras .(y de eleme·ntos en las mismas) más adecuado para las cartas X. 

Entonces, si se utilizan K muestras preliminares, cad~ una de tama-

ño n, se puede estimar con adecuada prl'c>isi6n el valor de:. u median-

te 

= 

= l K -
X= --t X· 

"i=l l 

siendo X un estimador inse:...gado y consistente dt.• u, donde Xi denota 

al promedio aritm~tico de la i~sima muestra, y X es el promedio de 

los promedios de las muestras. 

El valor d~ o de la poblaci(.n puede ser estimado a partir de las 

desviacio~es estándar o de les rangos de las mueHtras. Si el ta­

maño de las mismas es pequei'.o, usualmente el rango proporciona un 

estimador eficiente de a, además de que e~ proc~so de cálculo del 

mismo es bastante más sü:ple que el de la desv:!ac:i6n estándar pa1·" 

!as muestras. 

Sin f'J••bargo, es conveniente, cuando se requiere bastante precisi~n 



12. 

en el c~lculo de los límites de control, estimar a a mediante las 

desviaciones est~ndar de las muestras. Tal es el caso, por ejem­

plo, de muestras de productos que son caros, y que deben destruir 

se al momento de tomar las mediciones. 

b.l Estimando a a mediante los rangos de las muestras 

Hay que obtener primero el valor R, que es el-rango promedio 

de .los rangos de las K muestras, es decir, 

R = 1 k 
¡: 

1=1 
R. 

l. 

Puesto que la estadística R siempre estima por encima de su 

valor real a la desviación estándar de la población, se ob-

tiene un estimador sesgado. Debid9 a ello, es indispensable 

afectar el valor de R en forma tal de obtener un estimador -

insesgado de a, para lo cual se hace 

Estimador insesgado de a R 
= --cr; 

El factor d 2 en la expresión anterior se obtiene experimenta1 

mente al identificar el valor de la media en las distribucio-

nes muestrales del cociente R/a para distintos valores de n, 

considerando una población en la cual el.valor de a es cono­

cido. Por ejemplo, para muestras de tamaño cinco (n=S), se 

ha obtenido experimentalmente el valor d 2 =2.326, tal como se 

muestra en la Fig 4. 

• 
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Fig 4. 

l 3 4 

Distribución muestral 
para n ~- 5 

= 0.864 

5 R/a 

Distribuci6n muestra! de R/a para n=S, 
suponiendo a conocida. 

13. 

En la tabla I se presentan los valores del factor d 2 para di! 

tintos tamaños de muestra, observándose que conforme se incre 

menta el valor de n aumenta el de ese factor, lo cual permite 

concluir que el rango estima mejor a la desviaci6n estSndar -

cuando las muestras son pequeoas. 

De acuerdo con lo anterior, se pueden emplear las siguientes 

expresiones en la elaboraci6n de la carta de control para lo~ 

promedios: 

-Línea Central --- X 

Límites de Control --- Xt3--0 -

lñ 
6 

Para abreviar el cálculo de los límites de control a p~rtir 

de los rangos de las muestras, se ofrece en la tabla I el !ac 

tor 
3 
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cuyo empleo permite establecer los· límites de_control como 

X± A2 R 

b.2 Estimando a a mediante las desviaciones estándar de las mues 

tras 

Se debe obtener primero el valor de a, que es el promedio de-· 

las desviaciones estándar de las muestras, es decir 

1 
a = --K 

En donde s1 denota la d'esv1ac16n estándar de la iésima mues 

tra. No siendo tampoco ~ un estimador insesgado de la desvia 

ci6n estándar de la poblac16n, ya que siempre la estima por -

abajo de su valor real, hay que afectar dicho valor por un -

_cierto factor para hacerlo insesgado, es decir 

Estimador insesgado de a = ~ 
c2 

Los valores de c 2 se reportan en la tabla I en func16n del t~ 

maño de la muestra, y se obtienen mediante un procedimiento -

similar al explicado para el factor d 2 • 

Con base en lo anterior, los parámetros de la carta de concrol 

para los promedios son los siguientes: 

Línea Central --- X 
- a Límites de Control--- X!l---

fñ 
6 = 3a 

X± 
c2ln 

' 
De nuevo,.para abreviar el cálculo de los límites de control 

para la carta x, obtenidos ahora a partir de las desviaciones 

estándar de las muestras, se puede emplear el factor dado en 

la tabla I 

J 
! 



con el cual los límites de control quedan como 

NU!1ERO MINIMO DE MUESTRAS REQUERIDO PARA LA ELABORACION DE 

CARTAS X 

15. 

En este momento conviene establecer el número mínimo de muestras -

preliminares, m, as! como el tamaño de las mismas, n, que es nece~ 

sario.considerar para estimar adecuadamente los parfunetros de una 

carta de control para los promedios. · 

· q.vcz: 
El asegurar/un mínimo de 20 O 25 muestras con 4 o 5 elementos cada 

una son necesarias para obtener los· valores de X, R o ;; , frecuente-

mente choca con el argumento de que por razones de costo, tiempo, -

etc., se debe emplear un número menor de ellas. Por ello, se han-

preparado tablas como las II y IILque se presentan al final, que-

permiten obtener una solución cuantitativa para este problema . 
./ 

Cuando se emplea el rango R como estimador de o para la elaboraci6n 

de una carta X, y como se verá más adelante, para una carta R, la -

tabla II permite determinar el número mínimo, m, de muestras de ta­

maño !! que se deben emplear ·para tener poco más de un 98\ de nivel 

de confianza de que los promedios aritméticos obtenidos de lds mues 

tras se encuentren dentro de los limites de·control que se CJlculen 

para la carta x, suponiendo únicamente la presencia de var1acl6n - -

aleatoria. 

De la misma manera, se establecen en la tabla III los valores 6pt1-· 

mos de ~ y !!,cuando se emplean las desviaciones estándar de l4s -

muestras para obtener el estimador ~ de la desviación estjr.d4r 1e 

_la población. 
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Ejemplo: Sea una fábrica que produce varillas de acero,en 

la cual se desea ejercer control sobre el peso de 

las mismas. Para ello, se seleccionan veinte mues 

tras aleatorias de cinco varillas c~da una, obte­
niéndose los valores que se reportan en la tabla 

siguiente: 

Número de Valores individuales del peso, Kg Promedio 
Ra':'90 

Desviaci6n 
Aritmético estándar la muéstra 

x1 x2. XJ x4 x5 X R S 
X 

• 
1 11.1 9.4 11.2 10.4 1 o. 1 10.44 1.8 0.6651 

·2 9.6 10.8 1 o. 1 10.8 11.0 10.46 1. 4 0.5276 
3 9.7 10.0 10.0 9.8 10.4 9.98 0.7 0.2400 
4 10. 1 8.4 10.2 9.4 11.0 9.82 2.6 0.8727 
S 12.4 / 1 o. o 10.7 1 o. 1 11. 3 10.90 2.4 0.8832 

6 10. 1 10.2 10.2 11.2 1 o. 1 10.36 1.1 0.4224 
7 11.0 11 • S 11.8 11.0 11.3 11. 32 0.8 o. 3059 
8 11.2 10.0 10.9 11.2 11.0 10.86 1.2 0.4454 
9 10.6 10.4 10. S . 10.5 10.9 10.S8 o.s o. 1 7 ;o 

10 8.3 10.2 9.8 9.5 9.8 9.S2 1.9 0.649) 

11 10.6 9.9 10.7 10.2 1 1 • 4 10.56 1. S 0.508) 
12 10.8 10.2 10.S 8.4 9.9 9.96 2.4 o.an1 
13 10.7 10.7 10.8 8.6 11.4 10.44 2.8 0.9562 
14 11 • 3 11 • 4 10.4 10.6 1 1. 1 10.96 1. o o. 3129 
15 11.4 11.2 11.4 10. 1 11.6 11 • 14 1. S 0.5)52 

16 10. 1 10. 1 9.7 9.8 10.5 10.04 o.8 o. 2800 
17 10.7 12.8 11.2 11.2 11.3 . 11 .44 ' 2. 1 o. 7116 
18 11.9 11.9 11.6 12.4 11.4 11.84 1.0 0.))82 
19 10.8 12. 1 11.8 9.4 11.6 11 • 14 2.7 ' O.'l7C8 
20 12.4 11. 1 10.8 1 1 • o 1 1 • 9 11. 44 1. 6 O. 6C96 

SUMA ................................... 213.20 3 1 . 80 11.)21 

. 
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S~lúci6n: Puesto que se desconoce la media del. proceso, esta se­

puede estimar en forma insesgada mediante 

/ 
~ 1 
X= 2o 

2'0 
¡: 

i=1 

Los va·lores de ·los promedios aritméticos x1 (i=1,2, ••• 20) 

de las muestras se reportan en la tabla anterior, por lo 

cual la línea central es 

~ 1 
X = :ü) (213.20)= 10.66 

Se obtendrán ahora los'lfmites inferior y superior de-

control estimando primero a a mediante los rangos de las 

muestras, y después mediante las desviaciones estándar -

correspondientes. 

a. Estimando a a mediante los rangos de las muestras 

El valor de R es 

1 20 
R = :ü) l: Ri 

i=1 

Los valores Ri para i=1,2, •.• ,20 se encuentran en­

la tabla inicial, por lo que 

R = 2~ (31.80) ~ 1.59 

Los límites de control para la carta de los promedios 

son 

~ 

X :!: A 2 R 

Y,de la tabla I, para n=5, se obtiene A2 = 0.577, -

quedando 



O sea 

10.66 .~ 0.577 (1.59) 

0.92 

Línea Central --- 10.66 

18. 

Límites de Control- 10.66±0.92911.58, 9.74 

b. Estimando a a mediante las desviac~es estándar de 

las mues.tras 

El valor de a es 

a = 2~ (11.3211) = 0.57 

Los límites de control son ahora 

= 
X ± A¡ a 

De la tabla I, para n=S, se obtiene 

A¡ = 1.596, ~uedando 

10.66 ±~1.596(0.57), .. 
0.91 

O sea 

Línea Central--- 10.66 

Límites de Control ---10.66±0.91~11.~7, 9.75 

En la Fig S que se·presenta a continuaci6n se muestra la carta de 

control obtenida empleando ambos procedimientos. 
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cionadas-permite ejercer controÍ estadístico sobre la variabilidad 

de un proceso, usualmente se prefiere la carta para los rangos, R, 

ya que su elaboraci6n es más sencilla que la de a,que corresponde a 

las desviaciones estándar. Por otra parte, la carta R ~onduce a -

resultados altamente confiables, a la vez que muestra con claridad 

ciertas tendencias de.los valor~s de las muestras que deben inves-

. tigarse. 

IMPORTANCIA DEL CONTROL DE LA VARIABILIDAD DE UN PROCESO 

La importancia del ·control sobre la variabilidad de un proceso me-

diante el empleo de las cartas para los rangos o las desviaciones 

estándar, se hace evidente al considerar que un cambio brusco en -

aquella característica es de consecuencias más serias que un cambio 

similar en la "calidad media". Si el proceso experimenta un cambio 

en ésta última, normalmente s~ puede regresar al punto de partida -

efectuando ajustes simples en los dispositivos de producci6n (por -

ejemplo, recalibraci6n de herramientas de corte,dos~ficadoras, etc). 

Sin embargo, si el proceso sufre un cambio brusco en su variabilidad, 

para regresar al punto de partidason necesari~ajustes más costosos 

y tardados, tales como reparaciones mayores en los dispositivos de 

producci6n, o inclusive la compra de un .nuevo dispositivo de preces~ 

miento. 

Los cambios efectivos"en la variabilidad de un proceso afectan ne­

cesariamente el desempeño de una carta X, ya que, como se recordará, 

los límites de control para la carta de los promedios se establecen 



·~ 

11 

lo 

o 

Fig S 

1!:.. 

L se ... 1\.s;¡., 11. s~ 

5 10 15 

Carta de control X obtenida para el ejemplo de las 
varillas de acero 

CARTAS PARA CONTROLAR LA VARIABLILIDAD DE UN PROCESO 

Al controlar ~stad!sticamente un proceso puede no ser·suficiente-

fijar la atenci6n en su "calidad media'', sino tambi~n en la variabi­

lidad del mismo. Aun cuando es razonable suponer que un incremento 

en las fluctuaciones de los valores de los promedios aritm~tico~ 

graficados en una carta X se relaciona con un incremento enla va­

riabilidad del prÓceso, es posible determinar con mayor objetividad 

y precisi6n los cambios que experimenta ~sta mediante el empleo de 

las llamadas cartas R y a, que se elaboran a partir de los rangos y 

las desviaciones est~ndar de lus muestras, respectivamente. 

Conviene mencionar que aun cuando cualquiera de las dos cartus men-
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-a partir de los valores R o o que ·se suponen, después de ser afec-

tados por los factores de correcci6n correspondientes,como buenos -

estimadores de la desviaci6n estándar del proceso. Si los valores 

del rango y la desviaci6n estándar de las muestras aumentan, se -

hace evidente que la carta x no operará correctamente. 

En.contraste con lo anterior, los cambios significativos que. se ve­

rifican en la carta X no necesariamente provocan efectos similares 

en las cartas R y a, ya que en la elaboraci6n de ellas no intervie-

nen los promedios aritméticos de las muestras, tal corno se verá a -

continuaci6n. 

Por lo anteriormente expuesto, es conveniente~lercer, cuando as! sea 

posible, control simultáneo sobre la "calidad media" y la variabili-" 

dad de un proceso. 

J::LABORACION DE LAS CARTA DE CONTROL PARA LOS RANGOS 

(C.ARTl\ R) 

Al igual que para la carta X, se pueden considerar dos casos disti~ 

tos en la elaboración de la carta para los rangos: cuando se cono­

ce ~a desviaci6n estándar a del proceso y cuando ésto no sucede. 

En cualquiera de los casos anteriores, se debe observar siempre que 

el procedimiento-de obtenc16n de la l!nea central y de los límites 

de control para la carta R, ~e basa en la distribuci6n muestra! de 

los rangos de muestras aleatorias de tamaño n, extra!das de una po-

blaci6n normal. 
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a. Caso en el que se conoce la desviaci6n estándar a de la - -

Poblaci6n 

De acuerdo con lo anterior, es f~cil comprender que los par~ 

metros de la carta de control para los rangos son 

L!nea Central--- uR 

L!mites de Control --- uR±JaR 

Sin embargo, normalmente no conocen los valores de la media y 

la desviación estándar de la distribución muestra! de los ran-

. gos. En esta situación, la lógica indica que para estimar el 

valor de uR se debe emplear el de R, el promedio de los rangos 

de muestras preli.minares. Sin embargo, si se recuerda que 

R 
a = d2 

entonces 

Y, puesto que se conoce el valor de a, se puede escribir 

L!nea Central 

quedando finalmente 

L!nea Central --- d 2 a 

en donde los·valores de d 2 se presentan en la tabla I. 

Por lo que respecta a aR , si se observa nuevamente la Fig 4 

se puede ver que la desviación estándar de la distribución mues 

ral de la estadística R/a, para el caso de ·muestras de tamaño 5 

es, en forma experimental 
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Lo anterior permite considerar que si a es-conocida (y por tan 

to constante) es válido escribir 

o sea 

a ~ 
R 

aRia = 
o 

R -d -a-- 3 

En e¡ caso en que n sea diferente de cinco, los valores del -

factor d3 se pueden obtener de la tabla I. 

Empleando el valor de aR as! obtenido, los límites de control 

son, en general, los siguientes 
' 

o sea 

en donde 

Los valores de o 1 y o 2 se reportan también en la tabla I en -

.funci6n den, el tamaño de la muestra. 

Conforme a lo anteL·ior, los parámetros de.:a carta de control 

para los rangos, cuando o es conocida, son 

L!nea Central --- d 2 a 

L!mite Inferior de Control 

Límite Superior de Control 

D¡ o 
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b. Caso en el que se desconoce la desviaci6ri estándar a de la 

poblaci6n 

En este caso en necesario estimar ~ ~R de la distribuci6n mues 

tral de los rangos mediante R, empleando un número adecuado de 

muestras preliminares, normalmente el mismo que se emplea para 

la elaboraci6n de una carta X • Al respecto, conviene recordar 

que la carta R (o la a) generalmente se construye despu~s de la 

carta X, y que, por lo tanto, se emplean para su elaboraci6n -

las mismas muestras aleatorias. De acuerdo con ~sto, la línea 

central resulta ser 

-Línea Central R 

En este caso se requieren límites de control del tipo 

R:t ]a R 

Puesto que ahora se des~onocen aR y a, se pueden hacer, para 

ei límite inferior de control 

R - 3a = R -
R 

-
= ( 1 - 3 

a 

·¡¡ 

= l 

a 

d 2 - Jd3 

dz 

(1 - 3 

R = (1 -

O¡ 
)R•( )R --¡¡;--

Para el lí~ite superior de control se obtiene 

02 
R + 3a = R ( -) 

R d2 
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En la tabla I se presentan los valores.de 

Dl Dz 
y 

en función de n 

Finalmente,. los par!metros de la carta R cuando se desconoce 

el valor de a-de la población son los siguientes: 

L!nea Central --- R 

L!mite Inferior de Cont·rol o 3R 

L!mite Superior de Control D~R 

' 
ELABORACION DE LA CARTA DE CONTROL PARA LAS DESVIACIONES 

ESTANCAR (CARTA a) 

En la elaboración de la carta para las desviaciones estándar tambi~n 

se deben considerar los dos casos posibles: cuando se conoce la -

desviación estándar de la población y cuando ~sto no es ast. De -

igual manera, el procedimiento para obtener los paráme_tros de la 

carta se fundamenta en la distribución muestral de las desviaciones 

estándar de muestras aleatrias de tamaño n, extra!das de una pobla-

ción normal. 

a. Caso en el que se conoce la desviaci6n"estándar a de la 

población 

Con base en la distribución muestral de las desviaciones están 

dar de las muestra~, se pueden establecer los par~metros Je la 

carta a, a saber 



L!nea Central - Jls 
X 

L!mites de Control --- ~S 
X 

26. 

Al desconocerse, como ocurre normalmente, los valores de - -

~sx Y asx de la distribuci6n muestra!, se debe estimar pr~ 

mero ~s a partir.de a, el promedio de las desviaciones es-x 
tándar de las muestras preliminaTes. Sin embargo, no es nece 

sario realizar en este caso 

a .. 

o sea 

a 
cz 

a = c 2 a 

ese cálculo si se recuerda que 

Y, en virtud de que el valor de a es conocido, se llega a 

L!nea Central - a o c 2a 

quedando finalmente 

L!nea Central c 2a 

en donde los valores de c 2 se pueden obtener de la tabla I. 

Bajo la suposici6n de que la poblac16n de la cual se extraen 

las muestras aleatorias se· encuentra distribuid~ en forma no~ 

mal (o apr~ximadamente normal), se puede demostrar que la des­

viaci6n estándar de la distribuci6n muestra! de las desviacio 

nes estándar es 

·a 
a3x = 

en donde n denota al tamaño de las muestras. Empleando el va 

., 
' ' 
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lor de asx anterior, los l!mites de control se pueden esta­

blecer como 

c 2a :!: 3 a 

l2n 

.- o sea 

c 2a - 3 a ( 3 
) = cz - a = B1a • 12.; l2n 

c 2a + 3 a 
( 3 ) = cz + a = B2o 

fiñ fiñ 
en donde 

B¡ = cz - 3 

l2n 
' 

Bz = cz + _3_ 

l2n 

Los valores de B1 y B2 se proporcionan en la tabla I, en fun-

ci6n del valor de n. Entonces, los parámetros de la carta a 

son, finalmente 

~!nea Central c 2a 

L!mite Inferior de Control B1a 

L!mite Superior de Control B2o 

b. Caso en el que se desconoce la desviaci6n estándar a de la 

poblaci6n 

En este caso es necesario estimar a ~Sx mediante o, empleando 

un número suficiente de muestras aleatorias preliminares. 

De acuerdo con lo anterior, la línea central de la carta a es 

Línea Central ---- a 



Los l!mites de control serán entonces del tipo 

a ±. lag .x 

28. 

Puesto que ahora· se desconoce el valor de a, pero se sabe que . / 

a = a 
cz 

el límite inferior de control resulta ser 

a = a - 3 
f2ñ 

= (1- 3 ) a 

' 
Cz{'2; 

• 
a 

Para el ltmite superior de control se obtiene 

a + 3asx ( 1 + 3 
) -= a 

Czf2n 

En la tabla I se presentan los valores de 

B3 = 1- __ :.3 __ 3 y s,. = 1+ _.......;::__ 
Cz/2n' 

en función del valor de n. 

Finalmente, los parámetros de la carta a, cuando no se conoce 

la desviación estándar de la poblaci6n, quedan como 

L!nea Central --- a 
.. 

L!mite Inferior de Control B3a 

L!mite Superior de Control B,.a 



29. 

Ejemplo; Sea el proceso de elaboraci6n de varillas de acero men­

cionado en la página 10 de estos apuntes. En ~1 se in~ 

forma que el diámetro medio·de las varillas es igual a-

2.5 cm , con desviaci6n estándar de 0.01 cm. En este ca­

so se pide establecer los par~etros _de las cartas de co~. 

trol R y a, considerando que se extraen peri6dicamente -

muestras de cinco varillas. 

Soluci6n: 

a. Carta R 

Puesto que se conoce el valor de la desviaci6n están­

dar de la poblaci6n, y en virtud de que n=S, se obtie 

ne,. empleando la tabla I 

LC---- d 2a = 2.326(0.01) = 0.02326 

LIC---- D 1 a = O (O·. 01) = 0.0000 

LSC----- D2a = 4.918(0.01) = 0.04918 

b. Carta a 

En este caso, puesto que a=0.01 y n=5, se obtiene, con 

el uso de la tabla I 

LC ----- c 2 a = 0.8407(0.01) = 0.008407 

LIC-- B¡a = 0(0.01) = 0.00000 

LSC---- B 2a = 1.756(0.01) = 0.01756 



. Ejemplo.: 

•' 

Soluci6n: 

JO. 

Con el fin de investigar la variabilidad en el proceso de 

producci6n de varillas de acero mencionado en la página -

16, se desea elaborar las cartas de control R y a corres­

pondientes, considerando la informaci6n contenida en la 

·tabla de la misma página. 

En este caso se desconoce la desviac16n estándar de la p~ 

blaci6n, por lo cual es indispensable emplear los valores 

- -de R y a, considerando que el tamaño de la muestra es S. 

a. Carta R · 

El valor de R, obtenido durante el proceso de elabora 

c16n de la carta X correspondiente, es R = 1.59. 

Considerando este valor, y empleando la tabla I, los 

parámetros de la carta de control R resultan 

LC- R. = 1.590 

LIC- D3R = 0(1.59) = o.ooo 

LSC- O~R = 2.115 (1.59)= 3.363 

En la Fiq 6 se presenta la carta R para este problema. 

b. Carta a 

Considerando que al calcular para este problema los 

parámetros de la carta x se obtuvo a.= o.57, la carta 

a queda definida con 

LC - a = 0.57 

LIC- B3a= 0(0.57) = o.oo 

LSC- B~a= 2.089(0.57) = 1.19 
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En la Fig 7 se muestr~ la cart~ de control a correspo~ 

diente. 

LC:I.S''IO 

L'!C.:. o.ooo 

_; 5 10 JS 

Fig 6 Carta de control R,obtenida par~ el ejemplo 
de las varillas de acero 

Fig 7 

LSC,. 1.\9 

L. ~e,. o.oo 

5 10 

Carta de control a obtenida para el ejemplo 
d·e las varillas de acero 
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CART~S DE CONTROL PARA MEDICIONES (ELEMENTOS INDIVIDUALES) 

Se han establecido. las cartas X, R y a considerando que existe la 

posibilidad de conocer la media ~ yjo la desviac16n estándar a de -

la poblaci6n (proceso), o bien,cuando estos parámetros se desconocen, 

que es posible obtener un número adecuado de muestras aleatorias de 

ella~ cuyos tamaños sean cuando menos igual a dos,_con el fin de es 

timar con buena precisi6n los valores de dichos parámetros. 

Sin"embargo, en muchas ocasiones no se conocen los parámetros del­

proceso, y Gnicamente es posible contar con muestras de tamaño uno, 

es decir, muestras con un solo elemento. Cuando ésto sucede, la tés 

nica para calcular los l!mites de control en las cartas para medici~ 

nes se fundamenta en el empleo de los llamados rangos m6viles, que 

se explican·a continuaci6n. 

Si,por ejemplo, se cuenta con el conjunto de datos Xi (i=1,2, .•• ,n) 

registrados en orden,.se definen los rangos m6viles de orden dos como 

es decir 

. • 1 .i. i .S. n-1 

Si se trata de rangos m6viles de orden tres, éstos se definen como 

; 
1' .S. i .s..n-2 

es decir 



33. 

La obtención de los rangos .!flÓViles de orden superior al tres se 

hace siguiendo las ideas anteriores. 

En forma num€rica, si se tienen· los datos registrados en orden 

. 4, 6, 4, 3 y 7, los rangos m6viles de orden dos son 

14 - 61 = 2 , 16 - 41 = 2 ', 14 - 31 = 1 , 13 7 = 4 

y los de orden tres son 

14 - 41 = o , ·16 - 31 .~ 3 ·, 14 71 = 3 

El empleo de los rangos móviles para Ia obtenci6n de lOS l!mites de 

control es importante en este caso, debido a que, si se trata de ran 
' . ' 

gos móviles de orden dos, se puede considerar que el valor de cual-

quiera de ellos debe obtenerse a partir de los valores de dos clerr.en 

tos individuales registrados en orden. Dicho de otra manera, un ran 

go móvil de orden dos debe provenir de una muestra "ficticia" de ta-

maño dos. En la misma forme, ün rango m6vil de orden tres tiene que 

' 
obtenerse a partir de tres elementos individuales, lo cual permite -

"crear" mu·est'ras de tamaño tres. 

De acuerdo con lo anterior, es factible establecer los l!m1tes de 

control para las cartas de control, en el caso de elementos indivi-

duales, empleando los factores de la tabla I,.que se encuentr.ln ta-

bulados a partir de muestras de tamaño dos. 

a. Elaboración de la carta X (elerr.entos individuales) 

En este caso, la l!nea central está dada por 

X = 1 K 
¡: 

K i=1 

en donde x
1 

(i=l,2, ••. ,Kl denota a los valores de los ~.1tos 



individuales. 

Los limites de control requeridos son 

X t 3~ 
lñ 

34. 

Puesto que el tamaño real de la muestra es ~· la expresi6n -

anterior se puede escribir 

X t 3 __ a_ = X ± 3a 
11 

Debido a que el valor de a se desconoce, pero es posible obte­

ner el de R {promedio de los rangos móviles), la Gltima expre-
-
si6n puede transformarse. algebraicamente de la siguiente manera·: 

· - 3a R -
X ± 3a = X ± =X t 

R 

X ± 

en donde 

3 
= Ci2 

3R 
R 
a 

Los valores de Ez se pued~n obtener de la tabla I en función de 

n, que representa ahora el tamaño "ficticio" de la muestra, o 

el orden de los rangos móviles. 

De acuerdo con lo anterior, los par~metros de la carta de control 

X para elementos ir.dividuales son 

L!nea Central --- X 

-L!mite Inferior de Control X - E 2R 

Limite Superior de Control X + E2R 
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b. 'Elaboración de la carta R* (rangos m6viles) 

En este caso, la línea central est~ dada por el valor del pro-

medio de los rangos móviles, es decir 

1 K 
R = ¡; R¡ 

K i=1 

En donde Ri .{i=l,2, ... ,K) denota a los valores de los rangos­

móviles, obtenidos a partir de loo dato~ i11dividuales registra-

dos en orden. 

Los límites de control se obtienen considerando que se descono 

ce el valor de la desviación est~ndar de la población, en la -
' 

forma ya explicada para la carta R. 

De acuerdo con lo anterior, los par~metros de la carta de con-

trol R* para los rangos móviles son 

Línea Central --- R 

Límite Inferio"r de Control o 3 R 

Límite Superior de Control --- D~R 

en donde los valores de o1 y o, se obtienen de la tabla I en -
. 

función de n, el tamaño "ficticio" de la muestra, u orden de -

los rangos móviles. 

Ejemplo: Considérese un proceso de destilación y mezclado de al-

cohol, para el c~al se desea ejercer control sobre el 

porcentaje de metanol existente. Se extraen 26 lotes -

sucesivos de alcohol, y se obtiene el porcentaje de meta 

nol correspondient~ para c~da uno de ellos. Los valores 
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se presentan en 1~ tabla siguiente, y se pide construir 

cartas X y R* considerando rangos m6viles de orden dos. 

Lote Porcentaje de Rango Lote Porcentaje de Rango 
metano!, X m6vil,R metano!, X m6'vil, R 

1 4.6 -~- 14 5.5 0.1 

2 4.7 0.1 15 5.2 0.3 

3 4.3 0.4 16 4.6 0.6 

4 4.7 0.4 17 . 5. 5 0.9 

5 4.7 o lB 5.6 0.1 

6 4.6 0.1 19 5.2 0.4 
' 

7 4.8 0.2 20 4.9 0.3 

B 4.8 o 21 4.9 o 
9 5.2 0.4 22 5.3 0.4 

10 5.0 0.2 23 5.0 0.3 

11 5.2 0.2 24 4.3 0.7 1 
1 

12 5.0 0.2 25 4.5 0.2 ' 
1 

13 5.6 o. 6 . 26 4.4 0.1 1 

' 
SUMA 128.1 7.2 

1 
; 

Soluci6n: El valor del prorredio de.los rangos m6viles de orden dos 

es 

a. 

1 25 1 
R = 25 

¡: R. = 25 (7. 2) = 0.288 
i=l 

~ 

carta X 

La línea central de esta carta es X, cuyo valor es 

- 1 
X = "'26 

26 
¡: xi 

i=1 

1 
=26 (128.1) = 4.927 



De la tabla I se obtiene E2 = 2.66 para n=2, -

siendo los lfmites de control 

X± E2R = 4.927 ± 2.66(0.288) 

= 4.927 ± 0.7661 

37. 

Finalmente, las parámetros de la carta X quedan como 

LC - 4.927 

LIC- 4.927- 0.7661 = 4.161 

LSC- 4.927 + 0.7661 = 5.693 

' En la Fig 8 se presentD la gráfica correspondiente. 

b. Carta R* 

r.a línea central para esta carta es R = 0.288, y las 

límites de controi se obti~nen empleando la tabla I 

considerando que n=2. De ahi que 

LC 0;288 

LIC- D3R = 0(0.288) = 0.000 

LSC- D4R = 3.267(0.288) = 0.941 

La Fig 9 muestra la carta R* para este problema. 

.. .. 
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Fig 8 

LO 

o.s 

• 

e¡ 

· Fig 9 

\0 15 

Carta de control X obtenida para el 
ejemplo de los lotes de alcohol 

-------=---- L S C: O.~ -4\ 

LC::O."l.BS 

LIC:O.OOO 

carta de central R* obtenida para el 
ejemplo de los lotes de alcohol 
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CARTAS DE CONTROL "PARA ATRIBUTOS 

El tl!rmino atributo, tal como se emplea en el :.:ontrol de calidad, 

indica la propiedad que tiene un producto de ser bueno o malo, es 

decir, permite reconocer si la característica de calidad,del mis-

mo se encuentra dentro de ciertos requerimientos específicos o no • 

. Aunque generalmente se puede obtener información más completa de -

las mediciones hechas a productos terminados, a·menudo consume me-

nos tiempo y dinero el comparar la calidad.de un producto en contra 

de ciertas especificaciones mínimas, sobre la base, por ejemplo, -

de considerar que sirve o no, o que es bueno o malo. 

Por ejemplo, al ejercer control sobre el diámetro de un balín de -

acero, es más simple y rápido ~l determinar si !:!ste pasa por un -

agujero hecho en una placa de acero templado con el diámet.ro adecua 

·do, que realizar la medición del diámet1~0 con un micrómetro. 

Se establecerán ahora los· dos tipos fundamentales de cartas de contr 

que se utilizan en conexión con el muest:reo por atributos: la carta 

para la proporci6n de elementos defectuosos, o carta p, y la carta 

para el n~ero de defectos,o carta c. 

Considérese por ejemplo una muestra de ~iO fusibles en la cual se e~ 

contr6, después de probar todos ellos, que contiene dos elementos -

defectuosos. En este caso, la proporci6n de fusibles defectuoso~-

en la muestra es de 2/50 = 0.04. 

Por otra parte, debe observarse que si. se prueba una sola unidad -

producida, esta pued~ tener v;u· ios de f'ectos pero, sin ernbargo, pue-
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de o no ser una unidad defectuosa. Tal es el caso, por ejemplo, 

de rollos ·(unidades) de tela de determinada lo~gitud, que pueden 

tener cierto número de imperfecciones pero no necesariamente ser 

considerados como defectuosos. No obtante, en muchas-aplicaciones 

prácticas una unidad producida se considera defectuosa si tiene -

cuando menos un defecto. 

La distribuci6n de la proporci6n y del número de elementos defectuo 

sos en un proceso es obviamente binomial, en tanto que la del número 

de defectos es de Poisson. Sin embargo, para la elaboraci6n de la 

carta p se aprovecha la propiedad que tiene la distribuci6n muestra! 

de las proporciones de ser aproximada mediante una distribuci6n nor-

mal cuando el tamafio de la muestra es grande, y la proporción de ele 

mentas defectuosos no se acerca a cero o a uno. 

1 

ELABORACIO~ DE LAS CARTAS DE CONTROL p Y np PARA LA PROPORCION DE -

DEFECTUOSOS Y EL NUMERO DE DEYECTUOSOS 

Los límites de control que se requi~ren en este caso son 

~ t ]a 
p p 

en donde ~p es la media de la distribuci6n muestra! de las propor­

ciones, y ap la desviaci6n estándar correspondiente. Como ~p de -

esta distribuci6n es igual al par5metro ~ de la poblaci6n, la esta­

dística p de la muestra estima en forma insesgada ~este último. 

Si no se conoce el valor de P de la poblaci6n, lo cual en la práct~ 
. 

ca es frecuente, se debe disponer de K muestras de tamaño n constan 

te para obtener el valor del estimador insesgado 
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P =K 

K 
¿ 

i=l 
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en donde p1 (i=l,2, ••• ,K) denota el valor de la proporci6n en la 

.muestra i. Empleando el valor as! obtenido, la l!nea central es 

Línea Central --- p 

En textos de estadística se demuestra que la desviaci6n estándar de 

la distribuci5n muestra! de las proporciones es 

(,- p) 

n 

por lo cual los límites de control son 

.1 

Ttnalmcinte. , los parámetros de la carta de control p quedan como 

Línea Central --- p 

·Límite Inferior de Control 3Jp(1n-p) 

Límite Superior de Control --- p + 3j P (1~ol 

p -

A partir de los parámetros anteriores se pueden derivar los de la -

llamada carta np, o sea, para el número de defectuosos. Para ello, 

es necesario multiplicar dichos parámetros por n para as! obtener, 

en el caso de los límites de control 

)= -np ±.. JnJ p C 1:Pl 



i 

= ni_j ± 3{n2p n(1-p) 

= np~~3 n p (1-p) 

42. 

y los parámetros resultan ahora 

Ejemplo: 

Número de 
la muestra 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 

Línea Central np 

Límite Inferior de Control np 3 /np (1-p) 

Límite Superior de Control -np + 3 /np ( 1-p) 

Para un proceso de elaboraci6n de fusibles se desea ejer 

cer control sobre la prop~rci6n de elementos defectuosos, 

as! como sobre el número de ellos. Para ello, se selec-

cionan 40 muestras aleatorias de SO fusibles cada una, y 

se obtienen los valores reportados en la tabla siguiente. 

' 
Se desea construir las cartas p y np correspondientes. 

Número de Proporción de Número de Número de Proporción de 
fusibles defectuosos, la muestra fusibles defectuosos, 

~efectuases 1 p defectuosos p 
1 

2 0.04 . 21 1 0.02 
1 0.02 22 1 0.02 
2 0.04 23 4 0.08 
o o.oo 24 2 0.04 
2 0.04 25 2 0.04 
3 0.06 26 4 o.o8 
4. o.o8 27 1 0.02 
2 0.04 28 3 0.06 
o o.oo 29 3 0.06 
3 0.06 30 2 0.04 

o o.oo 31 3 0.06 

1 1 0.02 32 6 o. 12 
2 0.04 33 2 0.04 

1 
2 0.04 34 3 0.06 

1 3 0.06 35 2 0.04 
1 

5 0.10 36 3 0.06 
1 

1 0.02 37 1 o.o2 1 

' 2 0.04 38 o o.oo ' ' 
3 0.06· 30 2 0.04 ¡ 
1 0.02 40 o o.oo 

' 1 
1 

! 
1 
1 

S U M A .................... 1. 68 ! 
1 

' 



Soluci6n: El 

a. 

valor de p es 

1 40 
1 p = 40 E pi = 40 

(l. 68) = 0.042 
i~1 

Carta p 

·Los ·11mites de control son, para n=SO 

0.042 

por lo cual 

± 3 j<o. o42l 11-o. 042l 
50 

LC 0.0420 

= 0.042 

43. 

± 0.0851 

LIC 0.042 - 0.0851 = -0.0431~ 0.0000 

LSC'-'''--- 0.042 ~ 0.0851 = 0.1271 

En este caso, y como se verá a continuaci6n para la 

carta np, la expresi6n para el cálculo del límite in-

feriar de control conduce a un valor negativo del mismo. 

Puesto que no tiene sentido físico hablar de ~na pro­

porci6n menor d"e cero o de un número de defectuosos 

.negativo, en forma arbitraria se asigna a ese l~mite 

el valor cero. 

En la Fig 10 se presenta la carta de control p co-

rrespondiente. 

b. carta np 

Puesto que np = 50(0.042)=2.1, los límites de control 

son ahora 

2.1±3 /so(0.042l (1-0.042) = 2.1!4.2'>5 

o sea 
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LC 2.1 

LIC 2.1-4.255 = -2.155 ~ 0.000 

LSC 2.1+4.255 = 6.355 

En la Fig 10 se presenta la carta np para este problema. 

-- - - j:"--:---------'--------:----- L SC= o.rl 'TI 

Fig 10 Cart~de control p y np obtenidas para el 
ejemplo de los fusibles 

LC..:. O. O 1-l. 
Loe.= o. o o o 
.t 

ELABORACION DE LA CARTA DE- CONTROL e PARA EL NUMERO 

DE DEFECTOS 

Existen ocasiones en las que es necesario controlar el número de -

defectos por unidad en un proceso. Por ejemplo, en la producci6n 

de alfombras es importante controlar el número de defectos por me­

tro ~uadrado; en la elaboraci6n de papel se requiere controlar el 

número de defectos por rollo, etc. En estos casos, la variable -

aleatoria e asociada al número de defectos por unidad tiene una dis 

tribuci6n de Poisson. 

De lo anterior se desprende que la l!nea central de la carta de con 

.__, 
' 
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trol para el número de defectos es el parámetro. ~ de la distribu-

ci6n de Poisson correspondiente, cuyo valor usualmente se desconoce. 

En tal si tuaci6n, se acostumbra estimar en forma in sesgada el valor 

de A a partir de un m(nlmo de 20 valores de e, observados previame!l 

te en igual número de unidades producidas. De acuerdo con ésto, el 

valor de 

e = 1 
K 

K 
!: 

i=l 

en donde e. (i=l, 2, ••• , K). representa el número de defectos observa­
l. 

dos en la unidad i, ~~~. l'oc..J(.. ,a."" ¡olt.o..r c..crno a.~t•mo..clcr .!11. >-., 

Los límites de control requeridos ahora son del tipo 

e :!: 3a 
e 

Puesto que en este caso se observa el número de defectos por unidad, 

se puede suponer que el tamaño de la muestra es unitario. Por tal 

motivo, se puede considerar que la desviación estándar de lá distri 

buci6n muestra! del número de defectos e es igual a la d.a.sv i.ct.-:;i6n 

estándar de la distribuci6n de Poisson y, puesto que e estima el va-

lor de A 

a e 

De acuerdo con lo anterior, los par1metros de la carta de control 

e son 

Línea Central e 

Límite Inferior de Control 

Límite Superior de Control 

e -

e + 

3 IC 

Jff 

' 



Ejemplo: 

46. 

Consid~rese el proceso de soldadura ~e dos placas de ace 

ro en una fábrica. Diariamente se alcanzan a soldar 8 -

juntas-, y en cada una de ellas se observa el nfunero de -

defectos existente. Con la informaci6n correspondiente 

a tres d!as de labor que se presenta en la tabla siguien­

te, se desea elaborar una carta de control para el nfunero 

de defectos por junta soldada 

Nfunero de la 
junta soldada 

1 
2 
3 
4 
S 
6 
7 
8 

9 
10 
11 
12 
13 
14 
1S 
16 

17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 

Fecha 

Julio 18 

1 .. Julio 19 

Julio 20 

Nfunero de 
defectos 

2 
4 
7 
3 
1 
4 
8 
9 

S 
3 
7 

11 
6 
4 
9 
9 

6 
4 
3 
9 
7 
4 

-7 
12 

SUAA... •.• • • • • • • • • • • • 144 
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Soluci6n: Empleando los valores reportados en la tabla anterior, 

el valor de e resulta 

1 e = 2T 
24 
E 

i=d 

1 c1 = 2'4 ( 14 4 ) = 6 

Siendo e = 6, los límites de control quedan como 

6 ± 316 = 6 ± 7. 35 

Finalmente, los parámetros de la carta e son 

LC 6 

LIC 6 - 7.35 = -1.35=> 0.00 \ 
LSC 6 + 7.35 = 13.35 

Puesto que el número de defectos no puede ser .negativo, 

se fija el valor del límite inferior de control igual a 

cero. 

En la Fig 11 se presenta la carta de control e que ca-

rresponde al ejemplo. 

1!; 

r---------------------------------LSC: 13.3S 

Fig 11 

LC.:. c.,. o o 

Llc,.o-oo 

carta de control e obtenida para el 
djemplo de las juntas soldadas 
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.INFERENCI.\ ESTADISTICA:_ • -· - ~! 

Por: M en I Augusto Villarreal Aranda* 

l. Introducci6n 

La parte de la estad!stica que proporciona las reglas 

para inferir ciertas caracter!sticas de una poblaci6n a partir 

de muestras extra!das de ella, junta con indicaciones probabil!s 

ticas de la veracidad de tales inferencias, se llama ~n6e~enc~a 

En la inferencia estad!stica se estudian las relaciones 

existentes entre un·a poblaci6n, las muestras obtenidas de ella, y 

las t~cnicas para estimar par!metros, tales como la media y la v~ 

riancia, o bien para determinar si las diferencias entre dos mues 

tras son debidas.al azar, etc. 

. . 
2. Distribuciones muestrales 

Si se consideran todas las muestras posibles de tamaño 

Sec~e~a~~o Acad€m~co, o1v1s16n de Estudios Superiores, facultad 
de Ingenier!a, UN~1 y P~o~i6J\ i~ve6~~gado~, Instituto ~d Inga­
nier!a, UNAU 
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n que pueden extraerse de una poblaci6n, y para cada uria se cal· 

cula el valor del promedio aritm~tico, este seguramente variará 

de una muestra a otra, ya que depende de los valores de los datos 

que se hayan obtenido en cada muestra. Por lo tanto, el promedio 

aritm~tico es en sí una variable aleatoria, como tambi~n lo son, 

por la misma raz6n, el rango y la variancia de la muestra. 

A todo elemento que es funci6n de los valores de los 

datos que se tienen en una muestra se le denomina e~tadl6t~ca; to 

da estadística es, ·entonces, una variable aleatoria cuya distrib~ 

ci6n de probabilidades se conoce como d~6t~~buc~6n mue6t~al. Si, 

por ejemplo, la estadística considerada_es la variancia de la mues 

tra, su densidad de probabilidades se llama d~6t~~buc~6n mue6t~al 

de la. va~~a.nc~a.. 

En forma similar se pueden obtener las distribuciones 

muestrales de la desviaci6n estándar, del rango, etc., cada una 

de las cuales tendrá sus propios parámetros, lo que permite ha-

blar de la media y la desviaci6n estándar de la variancia, etc. 

3. Muestreo con y sin remplazo 

Cuando se efectda un muestreo en una poblaci6n de tal 

manera que cada elemento de la misma se pueda escoger más de una 

vez, se dice que el muestreo es con ~emplazo; en caso contrario, 

el muestreo es 6~n ~emplazo. Si de una urna se quiere extraer una 

muestra de bolas de colores, se puede proceder de dos maneras: 
• 

se saca al azar una bola, se anota su éolor y se regresa a la ur-

na antes de obtener otra, y así sucesivamente; en este caso el 
' 

~uestreo es con ~emplazo. La segunda forma consiste en extraer 
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al azar todas las bolas que constituyen la muestra sin regre-

sarlas a la urna, siendo entonces un muestreo .6·-in /f.emplaza. 

4. Distribucion muestral del promedio aritmético 

Sup6ngase que se extraen sin remplazo todas las muestras 

posibles de tamaño n de una poblaci6n' finita de tamaño Np > n. Si 

la media y la desviaci6n est&ndar de la distribuci6n muestral del 

promedio aritmético se·denotan con ~x y ax, y la media y la desvi~ 

ci6n est&ndar, de la poblaci6n con ~ y a, respectivamente, entonces 

es posible demostrar que se cumplen las siguientes ecuaciones 

~- = ~ X 

Adem&s, si la poblaci6n'es infinita (o el muestreo es con rempla-

zo), los resultados anteriores se reducen a 

puesto que 

l!m 
N + "' p 

¡1- = ~ 
X 

a- = 
X 

a 

j N - n 
a p =...5!..-
RN - 1 lñ p 
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Para valores grandes dé n(n ;::.JO) se demuestra·, emplea!!. 

do el teorema del límite central, que la distribuci6n muestra! 

del promedio aritmético es aproximadamente una distribuci6n nor-

mal con media ~x y desviaci6n estándar crx, independientemente de· 

cuál sea la densidad de probabilidades de X, la variable aleato-

ria asociada a la poblaci6n. Si esta variable tiene distribuci6n 

norma~ la distribuci6n muestra! del promedio aritmético también 

es normal, aun para valores pequeños de n (n < .30). 

Ejemp.t.o 4.1 

Supóngase que se tiene una poblaci6n finita .formada por 

los datos 1,2,3,4,5. Se desea conocer la media y la desviaci6n 

estándar de la distribuci6n muestra! del promedio aritmético, con 

siderando las muestras de tamaño 3 obtenidas sin remplazo. 

P't.tmvz. ¡Jll.uc.ed.i.m.i.ento. 

Siendo la poblaci6n finita y el muestreo sin remplazo, 

es posible obtener la distribuci6n muestra! correspondiente para 

calcular después sus parámetro~ considerando que el ndmero total 

de muestras distintas de tamaño J que pueden obtenerse a parti~ 

de una poblaci6n de 5 elementos es 

5! 
" lO 

Di~has muestras son las s1guientes, junto con sus pro-

.·."dios aritméticos correspondiento!s: 
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xi xi 

1, 2, 3 6/3 3, 4, 5 12/3 

1, 2, 4 7/3 3, 4, 1 8/3 

1, 2, 5 8/3 4, 5,. 1 10/3 

2, 3, 4 9/3 4, 5, 2 11/3 

2, 3, 5 10/3 .5, 1, 3 9/3 

Para calcular la media y la desviaci6n estándar, se 

plea la siguiénte tabla 

xi 6/3 7/3 8/3 8/3 9/3 9/3 10/3 10/3 11/3 

-2 36/9 49/9 64/9 64/9 81/9 81/9 100/9 100/9 121/9 x1 

10 10 -2 ¡; xi = 90/3 ¡; x1 = 840/9 
1=1 1=1 

- 1 10 1 ~= JJ- = X =lO E xi ·- 3 
X 1=1 10 3 

2 1 10 -2 -2 l 840 ( 3)2 a- = lo"' E X i - X • lO -9- - = 
X i=l 

= 9.333 -- 9.000 - 0.333 -> a- = 10.333 X .. = 0.577 

Es decir, ~x = 3 'y ax = 0.577 

Segundo p~oeed~~ento. 

em 

12/3 

144/9 

Por tratarse de una poblaci6n finita, se verificol que 



en donde 

¡J- = ll 
X 

n = 3 

y 

y 

a- = X 
a 

rñ 

ll = 3. 

El valor de a2 de la poblaci6n es 

a2 = 1+4+9+16+25 - (3)2 = 
S 

Por lo tanto, a = ~ = 1.4145 y 

1§. 
n 
1 p 

11-9 = 2. 

a­x = l. 4145 ~ .. 
--.}~ 

(O. 8164) (O. 7071) = 0.577 
13 

Es decir, ¡J- = 3 
X y a¡ • 0.577 

comparando los resultados, se puede observar que ambos 

procedimientos conducen a la obtenci6n de los mismos valores de 

¡J­x y a­x para la distribuci6n muestral del promedio aritmétLco. 

Eje.mplo 4.2 

En una bodega se tienen cinco mil varillas de acero; ~l 

valor medio del peso, x, de cada varilla·es de· 5.02 kg, y l.t det­

viaci6n estándar 0.3 kg. Hallar la probabilidad de que una "'uea­

tra de cien varillas, escogida al azar, tenga un peso total 

.a; entre 496 y 500 ·kg 

b. de m4s de 510 kg. 



Para la distribuci6n muestra! del promedio, se tiene qu~ 

JJ-· = JJ ,;. 5.02 kg y, por tratarse de una poblaci6n finita, 
X 

cr- = cr ~ -
X {n ~ Np - 1 -

~5000 -
5000 

lOO = 
1 

0.027 

a. El peso total de la muestra ·estará entre 496 y 500 
1 

kg si el peso. promedio de las cien varillas se encuentra entre 

4.96 y 5.00 kg. Puesto que la muestra·es mayor· de 30 elementos 

se puede considerar como aproximadamente normal a la distribuci6n . . 

muestra!, y los valores estándar correspondien-tes a X = 4. 96 y a 

X = 5.·oo se obtienen mediante la transformaci6n 

es 

En 

decir, 

zl = 

z2 = 

z = 

4.96 

X - lJX 

-

cr­x 

5.02 
0.027 

5.00 '- 5.02 
0.027 

= -2.22 

= -0.74 

la fig·4.1 se puede apreciar que 

P[4.96 " x ~ 5oo] = P[-2.22 "í z ~ -o. 74] = 

= P[-2.22' z ~ o] -P[-0.74 ~ z ~ o] 
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F~g 4.1· 0~4t~buc~ón no~ma! co~~e4pond~ente a! ejemplo 

Recurriendo a la tabla de áreas bajo la curva normal estándar 

entre O y Z queda· finalmente 

P[496 ~ x;; sao]'= 0.4868- o.2704 = o.2164 

b. El peso total de la muestra excederá de 510 kg si 

el peso promedio de las cien varillas pasa de 5.10 kg. 

Estandarizando dicho valor, queda 

Z = 5.10 - 5.02 = 2 96 
3 0.027 • 

Calculando el área bajo la curva normal a la derecha de este v~ 

lar (fig 4.2), sa tiene que 

P[X ...... 510) = P(Z ?- 2.96] = P[Z > oJ- P[O.~ Z.;; 2.96] • 

= o.s - 0.4985 = 0.0015 



6. Teor!a estadística de la·estimaci6n 

En la práctica profesional a menudo resulta necesario 

inferir informaci6n acerca de una poblaci6n mediante el uso de 

muestras extraídas de ella; una parte básica de dicha inferen-

cia consiste en e~t~a~ los valores de los parámetros de la po-

blaci6n (media, variancia, etc.) a partir de las estadísticas 

correspondientes de la muestra, como se explica a continuaci6n. 

7. Estimadores puntuales. Clasificaci6n 

Si un estimador de un parámetro de :.a poblaci6n consis 

te en un solo valor de una estadística, se le conoce como e~t~· 

mado~ puntual del parámetro. 

Cuando la media de la distribuci6n muestral de una es-

tad!stica es igual al parámetro que se está estimando de la po-

blaci6n, entonces la estadística se conoce como e~t~mado~ ~n~e~ 

gado del parámetro; si no sucede as!, entonces se denomina e~~~ 

•nado~ ~e~gado. Ambos estimadores son puntuales, y sus valores 

correspondientes se llaman estimaciones insesgadas o sesgaa3s, 

respectiv~nente. 

cuya distribuci6n 

rrespondiente de 

dor insesgado de 

Dicho de otra manera, 

muestral tiene media 

la poblaci6n es e, se 

e si 

11 = e S 

si S es una estadí::tic:i 

11 S, y el parámetro co-

dice que S es un estima-

Por otra parte, si la estad!st~ca Sn de la muestra tie~ 

de a ser igual al parámetro e de la poblaci6n a medida que se 
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hace más grande el tamaño de la muestra, entonces-la-estadística 

recibe el nombre de e~t~mado~ con~~~tente del par4metro. 

Empleando símbolos, si 

Hm s =e n 
.. 

resulta que la estadística Sn es un estimador consistente. Por 

ejemplo, el promedio aritmético es un estimador insesgado y con 

sistente de la media,·y la variancia de la muestra es un estim~ 

dor sesgado,y consistente de la variancia de.la pob1aci6n. 

Si las distribuciones muestrales de varias estadísticas. 

tienen el mismo valor de la media, se dice que la estadística que 

cuenta con la menor variancia es un e~t~ado~ e6~c~ente de dicha 

media, en tanto que las estadísticas restantes se conocen como 

e~t~mado~e~ ~ne6~c~ente~ del par4metro. 

Por ejemplo, las distribuciones muestrales del promedio 

aritmético y de !~·mediana cuentan con· medias que son, en ambos 

casos, iguales a la media de la poblaci6n. Sin embargo, la va­

riancia de la.distribuci6n muestra! del promedio aritmético es 

menor que lade:.la·distribuci6n de la mediana, por lo que .el 

promedio aritmdtico obtenido de una muestra aleatoria proporci~ 

na un estimador eficiente de la media de la poblaci6n, en tanto 

que la m~diana obtenida de la muestra proporciona un estimador 

ineficiente de dicho parámetro. 
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u. Estimaci6n de intervalos de confianza para los parámetros 

de una poblaci6n 

La estimaci6n de un parámetro de una poblaci6n mediante 

un par de nGrneros entre los cuales se encuentra, con cierta pro-

babilidad, el valor de dicho par~metro, se llama estimaci6n del 

intervalo del mismo. 

Sea S una estad!stica obtenida de una muestra de tamaño 

n para estimar el valor del par~metro e, y sea asla desviaci6n 

estándar (conocida o estimada) de su distribuci6n muestral. La 

probabilidad, 1 - a, de que el valor de e. se localice en el inter 

vale de S - :z:c. as a S + :z:c.:as, donde :zc. es una constante, se 

escribe en la forma 

' Si se fija el valor de 1 - a, se puede obtener el valor de zc. 

necesario para que se satisfaga la ecuaci6n anterior, con lo 

cual queda definido el ~nze~valo de c.on6~an:za del par~metro a, 

(S- :z a, S+ :z ·a), correspondiente al nivel de c.on6~anza 
c. S c. . S . 

1 - a. 

La constante :z que fija el intervalo de confianza se 
. c. 

conoce como;va..t.o~ c.Jt.lt~c.o. Si la·distribuci6n de. S es nor-

mal, el valor de z correspondiente a uno de a se obtiene de la 
c. 

tabla de áreas bajo la curva normal o de la tabla 8.1 siguiente. 
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TABLA ~.l VALORES DE zc PA~A DISTINTOS NIVELES ÓE CONFIANZA 

Nivel de confianza, en porcentaje zc 

99.73 3.00 ' 

99.00 2.58 
98.00 2.33 
96.00 2.05 
95.45 2.00 
95.00 1.96 
90.00 1.64 
80.00 1.28 
68.27 1.00 
50.00 0.674 

Ejemplo 8.1 

Sea el promedio aritmético X una estadística con dis-

tribuci6n normal. Las probabilidades o niveles de confianza de 

que ~X (o ~ de la poblaci6n) se encuentre localizada entre los 

límites X t a¡, X t 2 a¡ y X t 3 a¡ son 68.26, 95.44 y 99.73'· 

respectivamente, obteniéndose dichos valores de la tabla de Sreas 

bajo la curva normal. Lo anterior significa que el intervalo 

X t 3 a¡ contendrá a ~X en el 99.73 por ciento de las muestras 

de tamaño n, por lo que los intervalos de confianza de 68.26, 

95.44 y 99.73 por ciento para estimar a~ son (X- a¡, X+ o¡l 

(X- 2 a¡, X+ 2 a¡l y (X -J. ax,x + 3 cr¡l. lo cual se aprecia 

en la ó~g B.l siguiente. 
. . 
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Areo =68.2& 'Yo 

Areo = 13.59 'Yo 

A reo= 2.14 ,.o 

il-~ 9. i(+G'¡ 
A reo= 95.44 'Yo 

Are o= 99. 73 ,.o -
F.ig 8.1 

9. Estimaci6n de intervalos de confianza para la media 

Los límites de confianza para la media de una poblaci6n 

con variable aleatoria X asociada están dados por 

en donde zc depen~e del nivel de confianza deseado. Si X tiene 

distribuci6n normal, zc puede obtenerse en forma directa de la 

tabla 8.1. Por-ejemplo, los límites de confianza de 95 y 99 pcr 

ciento para estimar la media, ~. de la poblaci6n son X ± 1.96ax 

-: 

y X ± 2.58 a¡, respectivamente. Al obtener esto~ límites hay que 

usar el val'or ci!.lculado de X para la muestra correspondiente. 

Entonces
1
los límites de confianza para la media de la p~ 

blaci6n'quedan dados por 

X ! z 
e 

a 
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en caso de que el muestreo se haga a partir de una poblaci6n in­

finita o de que se efectae con remplazo a partir de una poblaci6n 

finita, o por 

X = z c. I N - n _.::.cr_ . .,~::P __ 
//! NP - 1 

si el muestreo es sin remplazo a partir de una poblaci6n finita 

de tamaño N • 
p 

Eje.mreo 9.1 

Las mediciones de los diámetros de una muestra aleato-

ria de 100 tubos de albañal mostraron una media de 32 cm y una 
\ 

desviaci6n estándar de 2 cm. Obténganse los l!mites de confian-

za de 

a. 95 por ciento 

' b. 97 por ciento 

para el di'ámetro medio de todos los tubos. 

a. De· la taóla 8.1, loa l!mites de confianza del 95 

por ciento son 

X:tl.96cr//ñ"'" 32 t 1.9612/1100) = 32 :t 0.392 cm 

o sea 31.608 y 32.392, en donde se ha empleado el valor de Sx 

para estimar el de a de la poblac16n, puesto que la muestra es 

suficientemente grande (mayor de JO elementos). Esto significa 
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1 

que con .una probabilidad de 95 por ciento, el valor ·de ~X se en-

cuentra entre 31.608 y 32.392 cm. 

b. Si Z = z~ es tal que el ~rea bajo la curva normal 

a la derecha de z~ es el 1.5 por ciento deL ~rea total, entonces 

el ~rea entre O y z~ es 0.5 - 0.015 = 0.485, por lo que .de la ta 

bla de ~reas bajo la curva normal se obtiene z = 
. ~ 

2.17. Por lo 

tanto, los límites de confianza del 97 por ciento son: 

X±2.17cr/ln = 32±2.17(2/1100 1 = 32±0.434 cm 

y el intervalo de confianza respectivo es (31.566 cm, 32.434 cm). 

Ejemplo 9.2 

Una muestra aleatoria de 50 calificaciones de cierto 

examen de admisión tiene un promedio aritm~tico de 72 puntos, 

con desviación est~ndar igual a 10. Si el examen se aplicó a 

1018 personas, obtener 

a •. El intervalo de confianza del 95%. para la media 

del total de calificaciones. 

b. El tamaño de muestra necesario para que el errcr 

en la estimación de la media no exceda de 2 puntes, 

considerando el mismo nivel de confianza. 

c. El nivel de confianza para el cual la media de 1• 

población sea 72 t 1 punbOs. 

.. -._ - --~· 
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a. Si se estima a a·de la poblaci6n con Sx de la mues­

tra y se considera que la poblaci6n es finita, los l!mites de con 

fianza son, puesto que X 

n =.50, 

72 :!: l. 96 10 

ISO 
j 1018 

1018 
so 
1 

72 ':!: 1.96 (1.4142) (0.9755) 

72:!: 2.704 

y el intervalo de confianza respectivo es 

(69.296, 74.704) 

b. Puesto que el error en la es~imaci6n de la media 

es, para poblaci6n finita, 

Error en la estimaci6n 

en este caso se tendr!a 

(]. - n < 2 
rñ - 1 

o sea, para un nivel de confianza de 95%, 

l. 96 10 

rñ 

19.6 

rñ 

/
1018 - n 
1018 - 1 

< 2 

/1018 - n < 2 
.¡ 1019 1 

y 

. •. 
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o sea 

Elevando al cuadrado la desigualdad, queda· 

384.16 
11 

1018 - 11 < 4 
1017 

87.85 < 11 

Por lo cual, se requieren al menos 88 elementos en la muestra 

para que el error en la estimaci6n no exceda de 2 puntos, para 

1 - Cl = 0.95. 

c. Los límites de confianza son, en este caso 

72 ± z ·J:Q.. /1018 - 50 ~ 
c. ISO 101a - 1 

72 t Z (l. 4142) (O. 9755) . c. 

o sea 

72 ± l. 3795 zc. 

Pue~to que se desea que el valor de la media sea 72 ± 1 puntos, 

se verifica que 

Es decir 

z 
c. 

1 = 1.3795 zc. 

= -:--::=:1~ = o. 725 
1.3795 



El área bajo la curva normal estándar entre O y Z = 0.725 es, c. 
por interpolaci6n lineal,igual a 0.2657. Por lo tanto, el ni-

vel de confianza es igual al doble del área anterior, es decir, 

2(0.2657) = 0.5314 (O 53.14%), tal como se muestra en la S-ig 9.1. 

AY"a.a = a.sa\4 

.z 

F.ig 9.1 



12. Errores de los tipos I y II. Nivel de significancia 

En muchas ocasiones se presenta el caso de que se rech! 

za una hip6tesis nula cuando en realidad deber!a ser aceptada; 

cuando esto sucede se dice que se ha cometido un e~~o~ de ~po l. 

En otras ocasiones se acepta una hip6tesis nula ~iendo en reali­

dad falsa; en este caso se dice que se ha cometido un e~~o~ de 

t~po II. 

Al probar una hip6tesis nula, a la máxima probabili~3J 

con la que se está dispuesto a cometer un error del tipo I se l·~ 

llama n~vel de ~~gn~6~canc~a,a, de la prueba, el cual dentro d: 

la práctica se acostumbra establecer de S por ciento (0.05) o ~o 

por ciento (0.1). El complemento del nivel de significancia, 

1 - a, se conoce como n.ivel de con6~anza. 



Si, por ejemplo, al ~ealizar una prueba de. hipótesis 

se escoge un nivel de significancia de lO por ciento, significa 

que existen lO posibilidades en lOO de que se rechace ésta cuan 

do debería ser aceptada; es decir, que se rechaza a un nivel de 

significancia del lO por ciento, y que la probabilidad de que la 

decisión haya sido err6nea es de o .l. 

·13. Comportamiento de los errores tipos I y II 

Supóngase que se tr~t~ de probar la hipótesis nula de 

que la media, u., de la nistribuci6n muestral de la estadística 
" 

ti es ¡.¡ 
1

, en contra de l.'l. hi-._;.6tesis alternativa que establece jue 

u5 = ~J 2 , donde ~Z > ~J 1 , es d~cir 

En la fig 13.1 se muestra en forma gráfica la reldci~.~ 

entre los errores tipos I y II en el·caso en el que la regl~ Ja 

decisión para aceptar o rechazar H0 es la siguiente: 

S.i el. val.alt de e.a e~.tadú t.i.c.a S ab.ten,.i.da de 

una mue¿.t:Jta excede de c..i.e~a val.alt c.Jtl.t.i.c.a 

s 1, Jtec.hdc.eae H0; en c.a•a c.an.t:JtaJt.ia, a~~p­

.t eH. 

Es evidente que si H0 es verdadera, entonces a (área con ra¡~d:J 
• 

doble) es la probabilidad de que S > s
1

, o sea la de rechaz~r • 

H
0 

siendo verdadera (error tipo I). Por otro lado1 si H 1 as .. .., !: 

r1a-1ara, enton~..~~s .~ (,~=--3~ ··>Jn _:-cly3d"=> sencillo)' es la prab3~-' ~~~-
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de que S< s1, o sea la de aceptar H0 siendo falsa (error tipo 

II). 

Obsérvese que si se aumenta el valor de s
1 

se reduce la 

probabilidad a, pero se incrementa la e; lo contrario sucede si 

se disminuye el valor de s 1 . 

Oistri buciÓn de S 
bajo lo hipótesis Ho 

Oistribucld'n de S 
bajo lo hipótesis Hl 

F-i.g_ 13.1 

P[S>S 1J ~ a (error tipo I) 

P(S<S 1J • e (error tipo II) 

PJtoba.bil.ida.du de. to4 f.ILJtOJtU -t.<.po.s r ·Y r r en pl!.uebai> 

de h.ip6-te.sú. 

En realidad, la dnica forma posible en la cual se pueden 

minimizar.simultáneamente lo~ errores de tipos I y II es aumenta~ 

do el tamaño de la muestra, para hacer más "picudas" las distrib!! 

ciones mu~strales de la estadística bajo las hip6tesis H0 y H1• 

Al o~servar la fig 1~.2 siguiente, es posible concluir 
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que el tamaño de los errores I y II es menor para un tamaño de 

muestra igual a lOO que para un tamaño igual a 50, considerando 

la misma regla de decisi6n anterior. 

'1'\ '; so 

s, S 

"= '00 

FicJ lJ.2 

Sin embargo, esta técn 1 e~ Je reducci6n simul té!nea de ~.-.-

bos tipos de errores no siempre puede ~onerse en práctica, deDLJo 

a razones de costo, tiempo,etc. 
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14. Regiones críticas, de rechazo o de significancia. Regio-

nes de aceptaci6n. 

Cuando una hip6tesis nula no se acepta se dice que se 

Jtec.ha.z.a. a un n.<.vel de 6.ign.<.ó.<.c.anc..<.a del a polt c..<.en.to, o que el 

valor estandarizado de la estadfstica involucrada es 6.ign.<.ó.<.c.a.­

.t.<.vo a un n.<.vel de 6.ign.<.ó.<.c.a.nc..<.a. a. 

Al conjunto de los valores de la estadfstica en el 
-

que se rechaza. La hipótesis nula se le denomina 1teg.<.6n c.Jt~.t.<.c.a., 

de Jtec.haz.o, o de 6.ig n.<. ó.ic.a.nc..<.a.. Por el contra_rio, al conjunto 
• de las valores de la estadfstica en que se acepta· la hipótesis, 

se le llama 1teg.i611 de a.c.ep.ta.c..<.6n. 

Consid~rese que la distribuci6n muestral de la esta­

dfstica S es normal con desviación est!ndar crS' que la variable 

Z resulta de estandarizar a S, que la hip6tesis nula, H0 , es que 

la media de S vale ~S' y que la hipótesis alternativa H
1 

es que 

dicha media es diferente de ~S' es decir, que 

S - ~S z = 
crs 

Ho: media de la distribución muestral: de S= ~S 

Hl: media de la distribución muestral de S 7' ~S 

Si se adopta la regla de decisión de aceptar la hipOt~ 

sis H
0

, si el valor de-~ cae dentro del intervalo central qu• 

encierra al 99 por ciento del área de la distribución de proba-

bilidades, entonces H0 se aceptará en el caso en que 



-2.58 ~ z ~ 2.58 

empleando la tabla de ~reas bajo la curva normal est~ndar. Pero 

si el valor estandarizado de la estadfstica se encuentra fuera 

de dicho intervalo, se concluye que el evento puede ocurrir con 

probabilidad de 0.01 si la hip6tesis H
0 

es verdadera (~rea raya­

da total de la fíg 14.1). En tal caso, el valor Z de la variable 

est~ndar difiere ~~gn~6~cat~vamente del que se podr!a esperar de 

acuerdo con la hipótesis nula, lo cual inclina a rechazarla a un 

nivel de c;onfianz.a. del 99 po'r ciento. 

De lo anterior de deduce que el ~rea total rayada de la 

fig 14.1 e~ el nivel de significancia a de la prueba, y represe~ 

ta la probabilidad de cometer un error del tipo I. Por ello, l1 

regi6n de aceptaci6n de H0 es -2.58 ~ Z ~ 2.58, y la de rechaz~ 

es Z > 2.58 y Z < -2.58. 

ReQ1Ón crítica 

-2 58 

1 

o 
Are o '0,99 

· ReQiÓn crÍ11ca 

A reo= 0.005 
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_,-- E!n la- tabla 14.1 ose presentan los valores de la varia-

ble estandarizada, Z, que limitan las regiones de aceptaci6n y 

qe rechazo para el caso en el que la estad!stica involucrada en 

la prueba tenga distribuci6n muestra! normal. cuando en alguna 

prueba de hip6tesis se consideren niveles de significancia dif~ 

rentes a los que aparecen en la tabla mencionada, resulta necesa 

rio emplear la de áreas bajo la curva normal estandar. 

TABLA 1-4 1 VALORES CRITICOS-Df-z . 
Nivel de Valores de z para Valores de z para 

significancia, a pruebas de una cola pruebas de dos colas 

0.1 -1.281 o 1.281 -1.645 y 1.645 
0.05 -1.645 o 1.645 -1.960 y 1.960 
0.01 -2.326 o 2.326 -2.575 y 2.575 ! 
0.005 -2.575 o 2.575 -2.810 y 2.81 o ¡ 

15. Pruebas de una y 4e ~os colas 

En la prueba de hip6tesis del ejemplo anterior, la regi6n 

de rechazo de la hip6tesis nula qued6 en ambos extremos (colas) de 

la distribuci6n muestra! de la estad!stica involucrada en la prue-

ba; a las pruebas de este tipo se les denomina p~ueba~ de do~ ~o-

ta4. Cuando la.regi6n de rechazo se encuentra solamente en un ex-

tremo de la distribuci6n muestra! en cuesti6n, se les llama p11.ue-

ba4 de una ~ata. 

Las pruebas de dos colas se presentan cuando en la hip6-

tesis alternativa aparece el signo~ (diferente de¡, como en el 

siguien-;:e caso 



en donde ~S es la media de la estadística S, y ~l es un valor 

fijo. 

En los casos 

las pruebas resultan de una cola. 

16. Pruebas de hipótesis para la media 

Para el caso de una ~oblación infinita (o finita en e,-· 

se muestree· con remplazo) , cuya desviación estándar a se ·:'"lr . ..:cc-~ 

o se puede estimar adecuadamente, si se tiene que la estad!sc~~ • 

S obtenida de la muestra es el promedio aritmético, entonce3 la 

media de su distribución muestra! es ~S = ~- =. ~. y su je.sviac.!.6n 
X 

estándar es as = a- = aj/Yi • en donde ~ y a son, respectiva::~e~ -:¿, 
X 

la media y la desviación estándar de la variable aleatoria X aso-

ciada a la población, y n es el tamaño de la muestra. En tal c~­

so, si X tiene distribución normal, la variable estandarizada co-

rrespondiente será 
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X - ).1-

z X X - ).1 = = 
a-

X a/tn 

Para el caso de muestreo sin remplazo de poblaci6n fini 

ta, se tiene que aS= aX = __ a __ ~. en-donde N es el ta 
rnv~ p 

p . 
maño de la poblaci6n, por lo que la variable estandarizada será 

z = X - lJ 

·En los dos casos anteriores,. el. valor de Z correspondiente al de 

X de la muestra es el que se debe comparar con el valor critico 

corres~ondiente al nivel de significancia fijado, para as! acep­

tar o no la hip6tesis nula (prueba de una cola). Si se trata de 

una prueba de dos colas, el valor de Z se debe comparar con los 

dos valores cr!ticos que corresponden al valor de a seleccionado. 

En cualquiera de los casos anteriores, el valor o valores crfti-

cos se pueden obtener de la tabla 14.1, para valores comunes de a. 

Ej e.mplo 16.1..:. 

' Se sabe que el promedio de calificaciones de una muestra 

aleatoria de tamaño lOO de los estudiantes de tercer año de inge-

nier!a civil es de 7.6, con una desviaci6n estándar de 0.2. 51 lJ 

denota la media de la poblac16n de e~as calificaciones, X, y ai 

se supone que X tiene distribuc16n normal, probar la hip6tesis 
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~ = 7.65 en contra de la hipótesis alternativa ~ ~ 7.65, usando 

un nivel de significancia de 

a. 0.05 

b. 0.01 

P~ra la solución se deben considerar las hipótesis 

Puesto que u + 7.65 incluye valores menores y mayores de 7.65, 

se trata·de una prueba de dos colas. 

La estadística bajo consideración es el promedio aric­

mético,iL de la muestra, que se supQile extraída de una población 

infinita. La distribución muestra! de i tiene media u¡ = U· •. y 

desviación estándar o- = oj/11, en donde ~ y o denotan, resp~c-
• X 

tivamente, la media y la desviación estándar de la población de 

calificaciones. 

Bajo la-hipótesis H
0 

(considerándola verdadera), ~e 

tiene que 

~i = 7.63 = u 

r utilizando la desviación estándar de la muestra como una esti 

~ación de o, lo cual se supone razonable por tratarse de ucd ~~es 

tra grande, 

o- = o/lít = 0.2/1100 = 0.2/10 = 0.02 
X 

-j 



a. Para la prueba de dos colas a un nivel de signifi­

cancia de 0.05 se establece la siguiente regla de decisi6n 

Acepta~ H0 ~i el valo~ Z co~~e~pondiente al va­

lo~ del p~omedio de la mue~t~a-~e encuent~a den 

t~o del inte~valo de -1.96 a 1.96 (tabla 14.1). 

Puesto que 

7.6 - 7.65 

0.02 
= -2.5-

se encuent.~a fuera del rango 'de -1.96 a 1.96, se rechaza la h1-

p6tesis H0 a un nivel de siqnificancia de 0.05. 

b. Si el nivel de significancia es 0.01, el intervalo 

de -1.96 a 1.96 de la regla de decisi6n del inciso a se rempla­

za por· el de -2.58 a 2.58' tabla(1.4.1)-- Entonces, puesto que el 

valor muestra! Z ~ -2.5 se encuentra dentro de este intervalo, 

se acepta la. hip~tesis H0 a un nivel de significancia de 0.01. 

Ejemplo· 

La resistencia media a la ruptura de cables de acero 

fabricados por la empresa X es de 905 kg. Una empresa conault~ 

ra sugiere a X que cambie su proceso de manufactura, con lo cual 

incremen~ara la resistencia de sus cables. Se prueba el nuevo 

proceso, y se extrae una muestra aleatoria de 50 cables, obte• 

ni~ndose para ellos una resistencia uromedi.o de 926 kg, con dee• 
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viaci6n estándar igual a 42 kg. ¿Se puede considerar que el 

nuevo proceso realmente incrementa la resistencia, con un ni-

v~l de confianza de 99%? 

En este caso, se debe plantear una prueba de hip6tesis 

de una cola, para la cual 

H
0 

~ =·9a5 kg · 

H l : ~ > 9a 5 kg 

Puesto que el tamaño de la muestra es suficientemente qrande, 

se ~uede aoroximar la distribuci6n muestra! de la resistencia 

or::m:;dio mediante una normal, v ~;stimar el valor de cr de la ;oo-

blaci6n mediante SX de la muestra. 

Considerando a la ooblaci6n infinita, v suponiendo es-

mo verdadera a Ha, se tiene que 

cr- = X 

~- = ~ " 9a5 kg - X 

= 
42. 

lsa 
= 5.94 

Para la ~rueba de una cola a un nivel de significanc~~ 

~e a = 1 - (1 - a) = 1 - a.99 = a.Ol, la regla de decisi6n ~3 

Aeep.ta-t Ha ,¡_¿ e.e. VJ.(~t ¿)~lttdauzado de X de 

ta mue<l.t-ta e<~ menaJL oJ ~~ual. a ze = 2.326 (.ta 

bta 14.1); en ea.) O Cl)l1~t.l'L,O, teehaza-t Ha. 
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En virtud de que 

X - ¡.¡-
z X 926 - 905 3.535 = = = a- 5.94 

X 

es mayor de 2.326, se rechaza H0 a un nivel de significancia de 

1%, concluyándose que en realidad el nuevo proceso s! incrementa 

la resistencia.de los cables. 

/ 
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3.4 Muestras pequeñas 

Como ya se indicó, para muestras grandes (n :> 30) las distribuciones 

muestrales de muchas estadísticas son aproximadamente nomlales, siendo tanto mejor 

la aproximación cuanto mayor es el tamailo de"· Sin embargo, cuando se trata d·e muestras 

en las que"< 30; llamadas muestras pequeñas, la aproximación no es suficientemente buena, 

por lo que resulta necesario introducir una teoría apropiada pa~a su es.tudio. 

Al estudio de las distribuciones muestra les de las estad fsticas para m u u· 
tras pequeilas se le llama teoria estadística de las muestras pequeñas. Existen al resp«tO 

tres distribuciones importantes: JI cuadrada, F y 1 de Student. 

3.4.1 Distribución Ji cuadrada (X 2 1 

Hasta ahora solo se ha tratado la distribución muestra! de la media. 

En esta sección se verá lo concerniente a la distribución muestra! de la variancia, s;. 
para muestras aleatorias extraídas de poblaciones nonnales. Puesto que S x no puede ser 

negativa, es de esperarse que su distribución muestra! no sea una curva nonnal, ya que esta 

' ' 
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tiene ordenadas mayores de cero en el lado de las abscisas negativas. De hecho, la ~stad istica 

S~ se puede estudiar si se consideran muestras al~atorias de tamaño n ~xtraidas de una po· 

blación normal con desviación estándar ax y si para cada muestra se calcula el valor de la 

e~tad ística. 

x' = 

donde· s; es la varianda de la muestra. 

11 S' . X 

a' 
(3.14) 

El número de grados de libertad, v, de una estadísticas~ define como 

v = n-k 

siendo n ~J tamaño de la muestra y k el número de parámetros de la población que deben 

estimarse a partir de ella. 

La distribución muestra! de la estad istica x 2 está dada por la ecuación 

·'t x2 
{(X')= U x•-• e 2 

en la que U es una constante que hace que el área total bajo la curva resulte igual a uno. y 

v = n - 1 es el número de grados de libertad. Esta distribución se llama Ji cuadrada. misma 

que se presenta en la fig 21 para distintos valores de v. 

f (,xZJ 

5 

4 

3 

2 

1 11 = 10 

o ,xZ_ o 5 10 15 20 

Fi{! ? J. Distribución Ji cuadrada para distintos valores de v 



TABLA 8. VALORES CRITJCOS X~ 

' ' ' ' ' ' ' p x .... x .•• X.ns )( ... x .•• 
)( ·" x .•• 

1 7.88 6.63 5.02 U4 2.71 1.32 .455 
2 10.6 9.21 7.3H 5.99 4.61 2.77 1.39 
3 12.8 11.3 9.35 7.81 6.2S 4.11 2.37 
4 14.9 13.3 11.1 9.49 7.76 5.)9 3.36 

S 16.7 IS.2 12.8 11.15 9.2 6.63 4.JS 
6 18.5 16.8 14.4 12.6 10.6 7.84 S.JS 
7 20.3 18.5 16.0 14.1 12.0 9.04 6.35 
H 22.0 20.1 17.S 15.5 13.4 10.2 7.34 
9 23.6 21.7 19.0 16.9 14.7 11.4 8.34 

10 2S.2 23.2 lO..S 18.3 16.0 12.5 9.34 
11 26.8 24.7 21.9 19.7 17.3 13.7 10'.35 
12 28.3 26.2 23.2 21.0 18.5 14.8 11.3 
13 29.8 27.7 24.7 22.4 19.8 16.0 12.3 
14 31.3 29.1 26.1 23.7 21.1 17.2 13.3 

15 32.7 30.6 27.5 25.1 22.3 18.2 14.3 
16 34.3 32.0 28.8 26.3 23.5 19.4 15.3 
17 35.7 33.4 30.2 27.6 24.8 10.5 16.3 
18 37.2 34.8 31.5 28.9 26.0 21.6 17.3 
19 38.6 36.2 32.9 JO.! 27.2 22.7 18.3 

lO 40.0 ]7.6 34.2 31.4 28.45 l3.8 19.3 
21 41.4 38.8 35.6 32.7 29.6 24.9 lO.J 
l2 42.8 40.3 36.8 33.9 30.8 26.0 21.3 
23 44.2 41.6 38.1 JS.2 32.0 27.1 22.3 
24 45.6 43.0 39.4 36.4 33.2 28.2 23.3 

15 46.9 44.3 40.6 37.7 34.4 29.3 l4.] 
16 48.] 4S.6 41.9 38.9 35.6 30.4 15.3 
l7 49.6 47.0 43.2 40.1 36.7 31.S l6.] 
lB S 1.0 48.3 44.5 41.3 37.9 32.6 l7.3 
29 52.3 49.6 45.7 42.5 39.1 33.7 28.3 

lO 53.1 S0.9· 47.0 43.11 40.3 34.8 l9.3 
40 66.8 63.7 59.3 55.8 51.8 45.7 39.3 
50 79.5 76.2 71.4' 61.5 63.2 56.3 49.3 
60 92.0 88.4 83.3 79.1 74.4 67.0 59.3 

70 104.2 100.4 95.0 90.5 8S..S 77.6 69.3 
so 116.3 112.3 106.6 101.9 96.6 88.1 79.3 
90 128.3 124.1 118.1 113.1 107.6 98.6 89.3 

100 140.2 135.8 129.6 124.3 118.5 109.1 99.3 

Ffx' l 

2 
)( .15 

2 x .•• 
.102 .016 
..S7S .211 

1.21 .584 
1.92 1.06 

2.67 1.61 
3.4S 2.20 
4.2S 2.8] 
S.07 3.49 
5.90 4.17 

6.74 4.87 
7.S7 S.58 
8.44 6.30 
9.30 7.04 

10.2 7.79 

11.0 8.55 
11.9 9.31 
12.8 10.1 
13.7 10.9 
14.6 11.73 

IS..S 11.4 
16.3 13.2 
17.2 14.0 
18.1 14.8 
19.0 15.1 

19.9 16.5 
20.8 17.3 
21.7 !8.1 
22.7 18.9 
23.6 19.8 

24.5 20.6 
33.7 29.1 
43.0 37.7 
S2.3 46.5 

61.7 55.3 
71.1 64.3 
80.6 73.3 
90.12 82.4 
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2 x .•• 2 
X .ou 

1 
)( .01 

2 x ... , 

.0039 .0010 .0002 .0000 

.103 .0506 .DlOI .0100 

.3Sl .216 .liS .072 

.711 .483 .297 .207 

I.IS .831 .S 54 .413 
1.64 1.24 .872 .676 
2.18 • 1.69 1.24 .989 
2.73 2.18 1.65 1.34 
3.33 2.70 2.09 1.71 

3.94 3.2S 2.S6 2.16 
4.51 3.82 3.0,5 2.60 
5.23 4.40 3.57 3.07 
5.89 S.OI 4.11 3.37 
6.57 5.63 4.66 4.07 

7.26 . 6.15 5.22 4.60 
7.96 6.91 5.81 5.14 
8.67 1.56 6.41 5.70 
9.39 8.23 7.01 6.16 

10.1 8.91 7.63 6.84 

10.9 9.59 8.26 7.43 
11.6 10.3 8.90 8.02 
12.3 11.0 9.54 8 64 
13.1 11.7 10.2 9.26 
13.8 12.4 10.9 9 89 

14.5 13.15 11.5 10.5 
15.4 13.8 12.2 11.2 
16.2 14.6 12.9 118 
16.9 15.3 13.6 1 2..S 
17.7 16.0 14.3 13.1 

IS..S 16.8 15.0 13.8 
26.5 l4.4 22.2 20.7 
34.8 32.4 29.7 ll!O 
43.2 40.5 3U Jl..l 

51.1 48.8 45.4 13.3 
60.4 57.2 53 ..S Sl.l 
69.1 6S.6 61.8 59.2 

77.9 74.2 70.1 ó7.3 
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:1 

No obstante que la d~>trilHICIOil Ji cuadr;J<la solo se ha prcs~ntado en 

el estudio de las muestras pequeñas, cabe aclarar que es válida para aquellas mayores de 30 si 

la variable alc•toria involucrada tiene distribución normal. 

.!.4.1.1 Intervalo de confianza para la variancia 

Tal como se hizo para la distribución normal, se pueden establecer in· 

tcrvalos·Lie confianza para la varianda de la población en términos de la variancia de una 

muestra extraída de ella, a un· nivel de confi•nza dado 1 -a, si se hace uso tk los vodorcs 

críticos x: de la tabla H. Por IQ tanto, un intervalo de conJ'ianza para la estad ístil:a X', 

c'taría dado por 

x' ,.· 
n S~ 

< --< 
o' 

X ' < 

donde x:. y x: son los valores críticos para los cuales el ( 1 - a)/2 por ciento del área se 

encuentra en los extremos izquierdo y derecho de la distribución, respectivamente. 

Con base en lo anterior, se concluye que 

nS~ 
-<o' 

X' < 

n S' X 
<-

X ' <' 

es un intervalo de confianza para estimar a a' a un nivel de confianza 1 -a. 

J.4.1.2 l'rueba de hipótesis para la variancia 

La prueba de hipótesis p•ra Id vanancia de u na población normal se efe e· 

túa calculando el valor de la estadística X' y establec~endo las hipótesis H 11 y H 1 aprop1adas. 

es decir. se adoptan reglas de decisión similares a las usadas para la estadística Z. 

Ejemplo 

La variancia del tiempo de elaboración de cierto producto es igu•l J 

40 min; sin cmhargo, su proceso de manufactura s.e modifica y se toma un• muestra de 
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veinte tiempos, para la cual la variancia resulta ser igual a 62 min. ¿Es significativo el au­

mento del tiempo de elaboración a un nivel de signilicancia de 

a) O.OS 

b) 0.01? 

Se debe decidir de entre las hipótesis 

H0 a' = 40 min 

H 1 a'>40min 

Suponiendo que la_ hipótesis nula es correcta, el valor de la estadística le' para la mu•~tra 

considerad a es 

x' -
nS' }{ 

--= a' 
(20) (62) 
-..,..,...-=.31 

40 

a) Como se trata de una prueba de una cola, la hipótesis H
0 

se rechazaría si 

el valor de la estadística X' fuera mayor que el de x• para un nivel de significancia igual 

a O.OS, el cual, para 11 = 20- 1 a 19 grados de libertad resulta ser 30.1 (tabla 8). Como 

31 > 30.1, H 0 Se rechaza a un nivel de signilicancia de O. OS. 

b) En este caso, el valor de lC • para un nivel de signilicancia de 0.01 y 19 gra­

dos de libertad es Igual a 36.2. Puesto que JI < 36.2, se aceptaH0 a un nivel de significan­

cía de 0.01. 
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3.'i 3 Distribución 1 de Student 

Si se consider~n muestras de tamallo n extraídas ok una pobla:c o:1 

•••Jrmal con media J.l y variancia desconocida, para cada muestra se puede culcul;¡r '-' 

:ad ostica T definida mediante la fómlllla 

T= J,!- .J.! 6) 

<i:;nde X es d promedio y S X la desviación estándar de la muestra. 

La distribución muestra( dcT (fig :!3) está dada por la ecuación 

u 
/(1) = ---1-.-,----

( 1 + -; )~ + 1 >12) .... ~---

"" ,;, que U es una constante que hace que el área bajo .1!1 curva sea igual a uno, y 11 = " - t 

es el número de gr;&dos de libertad. 
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f(t) 

-4 4 t 

Fig 23.. Di.•tJ1bución t de Srudent para distintos valores de v 

En la fig 23 se 3ffrecia que conforme v (o n. el tamailo de la mu~stra) aumenta, la distnbu­

ción de f(t) se aproxima a la distribución normal. 

3.4.3.1 Límites e inte¡yalos de confianza 

De manera similar a como se hizo con la distribución normal, es posi­

ble estimar los límites de confianza de la media,¡.¡, de una pobhición mediante lo~ valores 

criticas, te, de la distribución t, que dependen del tamailo de la muestra y d.:l nivel de con· 

r~anza deseado, encontrándose dichos valores en la tabla 10. 

Así pues, 

- r < e Jn- 1 < r c. 

representa un inteiValo de confianza para r, a partir del cual se puede estimar que ,. se 

encuentra dentro del inteiValo 

X -t e 

En términos gcneraln., los limites de confianza para la media de t• 

población se repre·:~ntan como 

-
X t r, 



TABLA 10. VALORES te PARA LA OISTRIBUCION 

t DE STUDENT 

¡:. 1 1 1 r 1 1 1 1 1 
.995 .99 .915 ,9S ,90 ,ID .75 .'70 .60 

l :. o 63.66 Jl.82 12.71 6.JI J.07 I,J76 1.000 .727 .lll 
~.92 6.96 4.JO 2.92 1.89 1.061 .816 o :617 .289 

151. 

r, i 
.15M 
.i.l2 
.1 38 ; ! 1 S.84 4.54 3.18 2.35 1.64 .978 .76l .584 .275 

4.60 : 3.75 2.78 2.13 1.53 .941 .741 .569 .271 .13• 
1 

·~---+'------~----r---~-------1~---4----~~---4-----+----~---·~ 
• ·6, 1, •. 04 1 

3.71 

1 ,8 J.J6 

.267 

.l6l 

.l6J 

.262 

.261 

7 ·1 J.50 1 
• q i 3.25 
~-~------r------+----~~-----r-----4------~----~~----4------t-----J 
' IC l 
; 11 ! 

1.36· 
3.14 
J.OO 
2.90 
2.82 

2.58 
2.4l 
2.J6 
2.31 
2.26 

2.02 
l.:i4 
1.91 
1.86 
1.8J 

1.48 
1.44 
1.43 
1.40 
1.38 

.920 

.906 

.896 

.889 

.883 

.727 
.718 
.711 
.706 
.703 

.560 

.553 

.549 

.546 

.543 

.l} 1 

.1 ~o 
.IJO 
.129 

i ! 1 

1 1 3 

"' 
• 
j 

J.l7 
}.11 

l.C6 
3.01 

, u~ 

l.76 
2.12 
2.68 
2.65 
2.6~ 

2.23 
2.20 
2.18 
2.16 
2.14 

1.81 
i.;,!O 

1.1~ 

1.77 
1.76 

1.37 
1.36 
J.j6 
1.36 
1.34 

.879 

.876 

.873 

.871 

.868 

.700 

.697 

.695 

.694 

.693 

:sú 
.540 
.5J9 
.538 
.537 

.u o 

.260 1 

.159 1 
.259 
.258 j 

. : 2 ~; 

. '29 

. : ~ j 

.:13 
,1:8 

ll 2.95' 2.61 2.1J 1.75 1.34 .866 .691 .5J6 .2~! 1 
16 231 o 2.58. 2.12 1.75 1.34 .865 .690 .535 .2~8 

! 17 230 1.57 2.11 1.74 1.33 .863 .689 .534 .257 1 
, lB 2.88 1.55 2.10 1.7J I.JJ .862 .688 .534 .257 1 

¡_19-4-_z._s_7_t-__ 2_.s_4-¡-z_.o_9--+--l-.7-3-t-l-.3-3--t---·8_6_1-f--·6_8_8 __ t-__ .s_J_3-+--·l_s_7 __ l_·'_' --· 
1 

1 .!3 
!4 

2.84 
2.83 
1.82 
l.! 1 
2.80 

l.SJ 
2.52 
1.51 
2.50 
2A9 

2.09 
2.08 
2.07 
2.07 
2.06 

1.72 
1.72 
1.72 
1.71 
1.71 

1.32. 
1.32 
1.32 
1,32 
1.32 

.860 

.859 

.858 

.858 

.857 

.687 

.686 

.686 

.685 

.685 

.533 

.532 

.532 

.532 

.531 

.251 j .!2? 

.25!> 1 .1'·' 

.2!6 .1 2-

.25!> .. :7 

.256 : ,'17 

··---J------r-----t----..,...¡~---+----4~----~-----~---4-------~--· . - -

-:.; 
19 

jQ 

2.71 
2.78 
2.77 

2.'6 
1.76 

2.75 
2.10 
l.66 
:.62 
2.58 

2.48 2.06' 
2.48 2.05 
2.47 · 2.0l 
2.47 2.05 
2.46 2.04 

2.46 
2.43 
2.39 
2.36 
2.33 

2.04 
l.Ol 
2.00 
1.98 
1.96 

1.71 1.32 
1.71 l.Jl 
1.71 1.31 

1.70 J u 1 
1.70 1.31 

1.70 
1.68 
1.67 
1.66 
1.645 

1.30 
1.30 
!.lO 
1.29 
1.23 

.856 

.856 

.855 

.85l 
,8l4 

.853 

.851 

.848 
,845 
.842 

.684 

.684 

.683 

.683 

.683 

.683 

.681 

.679 

.677 

.674 

.5 JI 

.5 JI 

.531 

.5JO 

.S JO 

.5>0 

.529 1 

.na 

.524 

.25 ;j .1 

.25 ~ 7 

.2!6 • ' 

.:56 1 .1.'7 

.250 i . L 7 

. - 7 

"' • .:....J_ 

.25..; 1 

' .25} J 
.5261 

'--L----'----'--......_ _ __.. __ .1-_~ __ ......_ _ _.... ____ . ______ • 
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J.4.J.2 PrucbiS de hlpótc:sia 

La prucbl de hipótesis pan 11 media de un.a población se puede efe,. 

luu wn muestras pcqucnu en rorma ¡¡n.Uo¡ .. a l.a de mucstru de tamano mayor de JO si 

en Ju¡.u de utilizar 1 la estad htic1 Z .w emplea l.a T. Entonces, si se consideran dos muestru 

alutori11 cuyos hmanos,duviacioncs ul.indar y promedias 10n n1 . Sz· i y "r· S 1 , Y, 
mpcctivamcntc. ex luidas de poblacil?nu normales de i&ual y;ui1nci1 (a} • ol ), se 

puede probar 11 hipótesis. H0 , de que Las muestras provienen de una misma población, 

a decir. de que Lambitn sus mediu son i¡u:~.lcs, utililando la cstadhtica T dcfimda por 

donde 

. - "x s;. + "r S~ 
11x+"r-2 

cuya dilllibuc16n es~ 1 de Sludcnl, con" • "x i "r - 2 ¡rados de libertad. 

Ejemplo 

(J.I7) 

(J.I8) 

Con(onnc al plan de dcsurollo a¡ricol1 de un1 región, se probó un 

aut'to (ertiliunlc para m . .rz. -Para ello se csco¡ieron 24 ha de terr~no, aplic&ndose dicho 

producto a la mitad de ellu. El promedio d~ producción d~ mai.t en la zon~ que se usó 

feniliunte ruc de S.J ton, eon una duviaci6n uUndar de O 40 ton, en tan lo que en la otra 

&ona el promedio (uc de S..Q Ion, con desviación estándar de 0.36 Ion. 

De acuerdo con los rnull~os, ¿se puede Concluir que ulsle un Ulm~"" 

lo s.i¡nrncall•o en la producción de m1'r. al usar f~rliliunle,li se uliliu ~..;n nivd de si¡niO­

cancta de 

a) 0.01 

. b) O OS! 

Solución 

PMU probar la hipólesiulc i¡;uo~IU:.d de- n1..:dlas es llldisprn1.1ble s.b.:r pri­

lnt'lu ,.¡ lo~s n1un1ru provienen de U os pobl.cioncs nornulrs U e i¡:u;¡J vnianci1. Ea ne , .. ...,. 

~1 ~~~ )' 11 ~ d~:no11n 11 I•J V11rio~ncilll de la producción aJe ruui.t en la ton¡ lr~lac..ll y en l.a no 

IMI<ub, rc'Pcclinmcnlc, 'e debe probar 1~ hipótesi• nul1 110 : o} • o~ en con1" de .... 

hi¡,Otc'" altcrnaliVI //1: o: > o~ 1 101 dos ni•clu de ••aninunda cllablccid~a. 

El ••lor de r. CIIOidistica /·' Cl. do la ce J.IS. 

S' 
¡:. _! 

. S} l.l7 

,. t:l ni.., crU1.:d de /o' ( 1 1 • JI), Obl~nldo dc la lo~bl• 9 mc.Ji1nla lnterpol•r.i6n lineal, re• 

w~11 .e . .e7. ror lo lanlo, como 1.27 < 4.47, le ocepla la hipOtult nule a un nivcll!e W¡ni­
fic¡ncW de 0.01. 

~1 Yllor ttl'lico de¡.· ( 11, 11) 1 un nivr:l de si¡nifito:~nci¡ de O.OS ln::l' Qt 

1'1 l81,dc •hfquecomo 1.27 < 2.82,1ambitn se aceplal.iil hipOicslsH0• 

Con b.uc en lo ant"crlor, ac debe decMSir cnlrc l.ws hlpOic&i.t 

"'r (11 difer~ncü en lo1 promedioa te debe al &l4J'J 

H 1: ~~ > llr (el ferlilizanlc mcjona li! producción) 

f"Jf lo CU41 

---·--. -- ··-. 

B~o la hlpOicsls H0 ~ ac tiene quo 

. - "x S',+ "r S~ 
11 1 +nr -1 

12t0.40)1 -+ llt0.3tt)1 

ll+ ll-l 

l.J - s.o 
1 • _ _..;;.;:;-;:==== • IJil 

O.JQ7 

-o J97 

, ... 

·e· 

"j" .. 

-" 



a) Puesto que se trata de una pru~ba de una cola a un nivel de significanda 

de 0.01, se rechaza la hipótesis H0 si tes mayor que el valor critico, t,, correspondiente 

a dicho nivel, el cual para v = n x+ ny- 2 = 12 + 12 - 2 = 22 grados de libertad, se obtien~ 

de la tabla 8 como t, = 2.51. Como t < t,,la hipótesisH0 no se puede rechazar a un nivel 

de significancia de 0.01. 

b) Si el nivel de significancia de la prueba es de 0.05, se rechaz" H0 si tes 

mayor que el valor t, respectivo que para 22 grados de libertad es t, = 1.72, por lo que 

de acuerdo con lo anterior, H0 se rechaza a un nivel de significancia de 0.05. 

. . 



.4. TAMMO DE LA MUESTRA 

Por: M en I Augusto Villarreal Aranda 

lNTROVUCClON 

Dentro de un plan de muestreo, cuando ya se ha establecido la ca-

racterfstica (o características) a estimar, así como el nivel de 

confianza y el grado de precisión requeridos, se debe decidLL cull 

dPI1e snr 1•1 tama~o de la muestra o nGmero de elementos a selecc1o-

nar por c·J procedimiento de muestreo que vaya a emplearse, en ~or-

ma tal que lus resultados que se obtengan no sean en exceso coat~ 

sos o 1m1•recisos. 

una Vl!Z qu~ se ha fijado el error máximo admisible, que repreaen• 

ta ,,, ¡H'f'<:i.si6n mínima que se exige tengan los resultados, asC C! 

mo ..,, 111v.:L de confianza PK = 1- n, se requiere conocer ad-.&e, 

P.n la forma m~s precisa posible, la variabilidad de la poblaca5ft, 
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J. 

11-u) % de los intervalos formados a partir de muestras de tamaño n, 

de .la forma siguiente 

(x - Kax , x + Kax> 

Lo anterior implica que los límites de confianza del PK % para es­

timar a u son 

-X • Ka­
K 

es decir, que el error en la estimaci6n del valor de ~ es, en va~ 

lor absoluto, 

!error en la estimaci6n de u! = 

Por lo tanto, es posible escribir 

Ka­x ( 4 .1) 

Jerror m!iximo ac..lmisiblej = jerror en la estimaci6n de ul =e 

4.1.1 Mue~treo de una poblaci6n finita 

De la infereP<·ia estadística, el valor de ax , la desviaci6n es­

t!indar de la distribuci6n muestra! de i (o error estándar de XI 

cuando la poblaci6n es finita es 

pudiéndose escribir entonces 

e = Ka- = K 
X 

N - n 

- 1 
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4. 

siendo K la desviación correspondiente al nivel de confianza Pk , 

NP el tamaño de la población, a~ la variancia de esta óltirna·y n 

el tamaño de la muestra. 

PUesto que se desea conocer el tamaño de la muestra, éste se pue-

de obtener despejando de la ecuaci6n anterior el valor de ~. Pa '-
ra ello, se requiere elevar al cuadrado ambos miembros, es decir 

despejando a n: 

ne2 (N¡:> 

nelN 
p -

ne2N 
p -

n(e2Np -

-

N 
p 

1) 

ne2 

ne2 

e2 

- n 

(N - 1) n 
p 

"' K7.o 2N 
X p 

"' K2a2N -X p 

+ K2o 2n = 
X 

+ K2ol) = 
. X 

K 2112 N . n "' e 2 N .-X e~ .. K 111 2 
. p X 

- K2o2n 
X 

K 2 o 2n· 
X 

k 2 o 1 N 
X p 

k 2 o 1 N 
X p 

( 4. 2) 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

~\ 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
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La fórmula antt·rior permite obtener el tamaño de la muestra consi ·-
derando co.locidos K, e, N y o 2 • 

p X Puesto que el valor de o~ de la 

pobl~ci6n usualmente se desconoce, se debe estimar previamente en 

forma adecuada considerando la información disponible de poblaci~· 

nes semejantes a la que deberá muestrearse, o tomando una muestra 

preliminar suficientemente grande de dicha pobla·c·ión. 

Puesto que el tamaño de la muestra debe corresponder a un n6mero 

entetn positivo, se deberá asignar a n el valor entero más próximo 

por exceso al obt~~ido mediante la f6rmula 4.2. 

4.1.2 Muestreo de una poblaci6n infinita 

Cuando el muestreo se realiza a partir de una población infinita, 

el valor de oi , la desviaci6n estándar de la ~istribuci6n muestral 

de X , es· 

a- = 
X 

en donde ox es la desviaci6n estándar de la población y n el tama­

ño de· la muestra. 

consider.ando la ecuaci6n 4.1, se puede escribir en este caso 

!error en la estimación de 1•! =e= Ko­x 

Para obtener el valor de n, se elevan al cuadrado ambos miembros 

de la expresi6n anterior, es decir, 

n 



6. 

Por lo cual 

Para resaltar el hecho de que en este caso el tamaño de la muestra 

se obtiene a partir de una población infinit~ en lugar de emplear 

n se puede, emplear n , es decir 
. m 

n = m ( 4. 3) 

Al igual que en el caso de una población finita, el tamaño de la 

muestra dado por la ec 4.3 debe corresponder a un número natural, 

por lo cual se debe aproximar por exceso al valor entero mG.s cer-

cano • 

. 4.1.3 comparación entre n y n 
m 

Si se divide entre N e2 el numerador y el denominador del miembro 1~ 
p 

quierdo de la ecuación 4.2, se obtiene 

K 2a 2N K2a 2 x e X 
N e< e2 E n = 

e 2N e< K2a2 
,. 

K2a 2 - + 1 E X 1 + X 
N e2 -- e2 Np Np p 

K2a l 
X 

e< 
n = 

1 +..L (K'ax 1) N -=r-p e . 
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y, considerando el valor de h. dado por la ec 4,3, se obtiene fi-

nalmente 

n -n = --...,--------
1 + _!_ 

Np 
(n - - 1) 

( 4. 4) 

Como se puede apreciar de ~a ec 4.4
1
el valor den es menor que el 

4 .l. 4 

~ menos que N = • 
p 

Empleo adecuado de n y n -
Para una población finita, se definirá 

como 

fracción de muestreo = 

la fracción de muestreo 

fm 

siendo n 
m 

el tamaño de la muestra calculada con la ec 4.3, y N el 
p 

tamaño de la población. 

' Al obtener el tamaño de la muestra cuando se"trata de una pnblación 

finita, usualmente se acostumbra emplear la fórmula 4.3, que propor 

ciona dicho tamaño para población infinita, y considerar como bue-

no dicho valor siempre que se cumpla la condición 

fm .:¡ 0.05 

Lo anterior quiere decir que en la práctica se calcula el va:ur de 

, y si nro 1 N cwnple con la cond ici6n mencionada, entonces se 
p 

n -
considera que n es una aproximación satisfactoria de n. Si la ... 



o • 

condic·ión no se cumple, entonces se emplea la ec 4, 4 para obte-

ner el valor de n. 

Es claro que tomando como tamaño de la muestra a n siempre se 
~ 

estará d~l lado más prudente, en el sentido de ·que se toma una 

muestra igual o mayor que la necesaria. Sin embargo, la eficien 

cia del diseño exige que el gasto y el tiempo de muestreo no sean 

superiores a los que haya que efectuar. 

Ejemp.to 4.1 

Sea una población normal finita con variancia aproximadamente igual 

a 500. Se desea obtener una muestra aleatoria para estimar median 

1 

te X a la media poblacional ~~ , con error en la estimaci6n no ma-

' yor de 10 y nivel de confianza igual a 90%. Obténgase el valor de 

n considerando que el tamaño de la poblaci6n es igual a 

a. 1000 \ 
b. 100 

S o f. u c..i.6tt 

a. Puesto que a~ = 500, e= 10 y 1- n = 0.90, tratáados~ 

de una población normal se tiene que 

por lo cual 

n = 
~ 

K=Z = 1.645 
0.45 

K2a 2 
X 

eZ = 
(1.645) 2 (500) 

102 

-, 



= (2, 706) (5) = 13.53 

.. n = 14 
m 

En virtud de que en este caso 

n 
m 

fm = -- = 
Np 

14 
1000 == o.o14 < o .. os 

se considera que n = 14. 

b. En este caso 

- 14 fm-
100 

= G.14 > 0.05 

9. 

por lo cua 1 se emplea la ec 4.4 para obtener el val.or 

de n, es decir, 

n 
n = ---..,...-----

1 +..!... 
Np 

(n 
~ 

- l) 

14 
=-----,,.....::~----1 

100 (14 - 1) l + 

14 14 = ~- = 12.389 ]) 1.13 
1 + 100 

.:. n • l J 



\ 

10. 

Ejemplo 4.2 

Cierta universidad cuenta con 4726 estudiantes, y se desea cono-

cec el rendimiento académico medio de todos ellos, en términos de 

una escala de calificación que va de cero a cien puntos. En estu 

dios semejantes en otras universidades, se obtuvo gue la desvia­

ción estándar de las calificaciones es aproximadamente igua! a 7 

puntos. Si el error en la estimación de la media de calificacio 
• 1 -

nes no debe ser mayor de un punto en valor absoluto,y el nivel de 

confianza es igual a- 99%, ¿cuál debe ser el tamaño de la muestra 

para realiaar la estimación? 

Soiuc.-<.6n 

En este caso, aproximando la distribución muestral de X mediante 

la distribución normal, se debe considerar que 

PK = 1 - o = 0.99 

o2 = (7) 2 = 49 
X 

Por lo tanto, 

n = 
~ 

; 

-. .. K = Z 0 • 4 9 5 = 2_. 5 B 

e = 1 punto 

= (2. 58) 2 (49) 
( 1) 2 

= (6.656) (49) = 326.144 
1 

-, 



O sea n = 327 ... 

Puesto que 

n 
fm =~ = 

N 
327 

4726 - 0.0692 > 0.05 
p 

se procede a calc~lar n, es decir, 

n 
n = ----:------

1 + -J- (n.., - 1) 
p 

= 
327 

326 
1 + 4726 

= 

= 
1 + 

327 
l. 069 

• n = 306 

Ejempto 4.3 

327 
1 

4726 (327 

= 305.89 

11 •. 

- 1) 

Una muestra aleatoria de 14 observaciones de la altura •lc~nl.a& 

' por cierto tipo de planta arroj6 los siguientes datos1 
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o 

No de elemento Altura, x, en pulgadas 

1 52.3 

2 48.1 

3 55.7 

4 56.8 

5 50.1 

6 49.2 

7 47.7 

8 50.8 

9 57.9 

10 ·52. 5 

11 54.7 

12 49.6 

13 53.9 

14 56.0 

Obténgase el tamaño de muestra necesario para asegura~ con t..: na 

¡:>rooabilidad iyual a 0.9~que el error en la estimación de la me-

dia de alturas de esta variedad de planta no sea mayor del 2.86%. 

soeuc..i.6n . 

se deben obtener primero los valores de X y S~ de la muestré", c-on 

lns cuales se estimarán los de ~x y a~ de la población. Pa~a ello, 

se dispone la información en 11a forma siguiente : 



' ,_ .. 

xi X~ 
l. 

52.3 2735.3 

48.1 2313.6 

55.7 3102.5 

56.8 3226.2 

50.1 2510.0 

49.2 2420.6 

47.7 2275.3 

50.8 2580.6 

57.9 3352.4 

52.5 2756.2 

54.7 2992.1 

49.6 2460.2 

53.9 2905.2 

56.0 3136.0 

¡; 735.3 38766.2 

Por lo tanto, 

n 
x =..!... ¡; x 1 = 1~ (735. 3) = 52.52 pulgadas 

N i~ 1 

n 

s 2 =..!... ¡; xl.~- x2 = 1
1
4 (38766.2)- (52.52)2 X n ial 

= 2769.01- 2758.35 = 10,66 pulgadas 

13. 

Puesto que ~1 error en la estimaci6n de' la media no debe ser ma-

yor del 2.86%, y el estimador de ~x es X= 52.52, se tiene q~e 
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e= 52,52 (0,0296) = 1,5 pulgadas 

Por otra parte, se desconoce el valor real de a~ de la población,. 

además de que 5 2 , su estimador, se ha obtenido de una muestra me­x 

nor de 30 elementos. Por lo tanto, la distribución teórica a la 

cual se debe aproximar la muestral debe ser la t de Student, sie~ 

do en este caso K = t . e Sin embargo, puesto que en este caso se 

estima a2 mediante 52 de la muestra, se debe tener presente que 
X X 

el error e~ la estimación de ~x es 

e = K a- a t a- = t x e x e 

o sea, elevando al cuadrado 

n - 1 

' ' 
y, despejando a n, 

n ,. ... 1 
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Por ser muestreo de poblaciOn infinita, se puede escribir final-

mente 

t z sz 
n = e x .+ 1 

., e2 
( 4. 5) 

Ya que el valor de te depende del namero de grados de libertad de 

la muestra u , y este último depende del tamaño de la muestra (ya 

que u= n- 1), la f6rmula anterior para obtener el valor de n ., 

contiene dos inc6gnitas. Por ello, se sigue el siguiente proceso 

iterativo para obtener el valor de n ., 

1. Se hace t 0 _
025 

= z
0

_
475 

, es decir 

t0.025 = 1. 96 

Con dicho valor de te se obtiene 

(1.96) 2 (10.66) 
n., = (1.5)2 + 1 = 18.2 + 1 = 19.3 -> 20 

De la tabla de la distribuci6n t, se obtiene t 0 . 025 ~ 2.0j, 

para u = 20-1 = 19 grados de libertad. 

2. s~ toma ahora t 0 . 025 = 2.09, y se obtiene 

n = 
(2.09) 2 (10.66) + 1 = 20.7 + 1 = 21.7 -> 22 ., 

(l. 5) 2 

De la tabla de la distribuciOn t, se obtiene t . 5 ~ 2.08, 0,0• 

para u = 22-1 = 21 grados de libertad. 
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J. 
.• 

4.2 

Se toma ahora t 25 = 2.08, y se obtiene o.o 

n = ... (2.08) 2 (10.66) + 
(l. 5 J 2 

1 = 20.5 + 1 = 21.5 -> 22 

En este paso se obtiene un valor de n igual ai del ... 
so anterior, por lo que se puede considerar que el 

ño de muestra adecuado es igual a 22 plantas, 

E, este caso la poblaciOn es'infinita, por lo cual 

paJ 

tamaj 

no J 
requiere hacer la correcci6n para poblaci6n finita conj 

la ec 4.4. Sin embargo, debe aclararse que es posible 

emplear la ec 4. 5 para obtener n.., primero y, si la pobj 

la j ci6n de la que se muestrea es finita, usar despl 

4.4 para obtener el valor de n corregido. 

Tamaño de una muestra aleatoria simple (Totale~l 
j 

una característica o par!metro poblacional de gran inter~a ea J 
t~, que corresponde a la suma de todos los valorea y i 'q..:e cj 

tituyen la población, ea decir, 

N 
p 

y '" i~l 

~n donde Y denota al total,y NP es el número de eLementos de j 

misma. 

Si se multiplica y divide por Np el 2° miembro de La e, 

j 

j 

j 

j 

j 

j 

j 



rior, se obtiene 

y = 
N 

__.2... 
N 

p 

N 
p 

E 
i=1 

17. 

Es decir, el total de una población es igual al tamaro de la mis­

ma multiplicado por la media correspondiente. 

·Cono estimador puntual del total de la población se puede tomar 

el de la estad!stica 

" 'l = N y 
p 

,. 
en donde Y es el promedio aritmético de la muestra, y Y un estima-

dor insesga:io en virtud de que 

.... 
E (Y} = E (N Y} 

p 

,. 
Por otra parte, la variancia de la distribución muestra! de Y es 

2 
a, = a 2 - = < N y 

p 

y la desviación estándar es 

a~o. = a -< N y 
p 

= N a- = N 
P y P m 



1 

De igual manera a como se hizo para las medias, el valor del· ta-

maño de muestra para estimar el total con un nivel de confianza y 

un error absoluto dados, se obtiene en la forma siguiente 

e = K a~ = K N 
y p 

2._ jNP- n 
r- N - 1 
~ n p 

• 
Elevando al cuadrado y realizando operaciones algebraicas 

. ' 

--n 

e2 = 

o sea 

n = 

N 
p 

- n 

- 1 

1) 

a2 n 
y 

e 2 (N - 1) p 

Dividiendo el numerador y denominador de la expresi6n anterior •!n 

tre N e 2 se obtiene p , 

n = 

= 

N e 
- ez 

1 - 1 
Np 

N' 
p ez 

Considerando la ec 4.3, queda finalmente 
N 2 n 

n = 
1 + 1 (N 2 n~ - 1) 

!'in. P 
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Ejemplo 4.4 

Con el fin de hacer una solicitud al Gobierno, se recogieron fir 

mas de habitantes de una ciudad en 676 hojas, Cada hoja tenía 

es?acio suficiente para 42 firmas, pero en varias hojas se reco-

lect6 un número menor de ellas. Para obtener una est-imac;_6n del 

total de firmas, se cont6 el número de firmas por hoja e1~ una 

muestra aleatoria de 50 hojas, obteni€ndose los datos que apare-

cen en la tabla siguiente: 

Número de Número de 
firmas,yi hojas, fi 

42 23 

41 4 

36 1 

32 1 

29 1 

27 2 

23 1 

19 1 

16 2 

15 2 

14 1 

11 1 

10 1 

9 1 

7 1 

6 J 

5 2 

4 1 

J 1 

Obtener el tamaño de muestra n~cesacio para estimar el valor acl 

total de firmas con un erroc absoluto igual al 5,, conaideTando 

un nivel de confianza igual a ~~•· 
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So luc.i.6 n._ : Por convenienc-ia para realizar los cálculos' se dis 

pone ló. información en la forma siguiente: 

yi f. y~ fiyi fiy~ l. l. 

42 23 1764 966 40572 

41 4 1681 164 6724. 

36 1 1296 36 1296 

32 1 1024 32 1024 

29 1 841 29 841 

27 2 729 54 1458 

23 1 529 23 529 

19 1 361 19 361 

16 2 256 32 512 

15 2 225 JO 450 

14 1 196 14 196 

11 1 121 11 121 

10 1 lOO lO lOO 

9 1 81 9 81 

7 1 49 7 49 

6 3 36 18 108 

5 2 25 lO 50 

4 1 16 4 16 

3 1 9 3 9 

¡; 50 1471 54497 

1 9 - 1 I: 1471 y = f. yi = = 29.42 . 
50 i=l l. 50 

_..1. ·19 
(y) 2 

54497 {29. 42) 2 = s2 = ¡; fi yZ - = -y 50 i=1 i so 

= !089.94 - 865.44 "' 224.5 

Entonces 

A 

Y= Np Y ~ 676 x 29.42 ~ 19888 firmas 
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~puesto que el error absoluto debe ser igual al S%, se tendría 

e = (0.05) (19BBB) = 995 

Por otra parte, el tamaño inicial de muestra igual a 50 pe~mite 

suponer que la estimaci6n de cr~ de la poblaci6n es suficientemen 

te buena con 52 , y que la distribución muestral de totales puede 
y 

aproximarse mediante la normal. Por lo tanto, 

K = zo,47S 
.. 1,96 

N = 676 
p 

a2 = s2 = 224,5 y y 

K 2 cr 2 
2 

- _,.;y=- = -'Cc::6:...:7..=6.:..l _2 __.!..( 1=-·:...:9:...:6:..;1,..2__,(-=2-=2..:.4 .:..• =-5 l:..... N2n = N -
p ~ P e 2 (995) 2 

397.9 

. 397. 9 
n = = 

1 + - 1- !N 2 n -11 N p ~ 

1 
1 +676(397.9 1) 

= 

p 

397.9 
1 + 0.59 

= 397 • 9 = 251.83 1.59 

• n = 252 hojas 
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4.3 Tamaño de una muestra aleatoria simple (Proporciones)· 

4.3.1 Antecedentes 

Supóngase una población binomial de tamaño Np tal que cada uno 

de sus elementos únicamente puede estar en una de QOS clases: 

A o B (buenos o malos, negros o blancos, grandes o' chicos, etc). 

La proporciOn de elementos de la población que están en la clase 

A es 

l? = 

y la proporción de elemtos que están en B es 

a = 

por lo cual 

P + a A = 
Np 

(A'+ B 

~i a todos'los elementos X. de la poblaciOn que están en A se 
l. 

les asigna el valor 1 y a los de B el O, se obtiene 
N 

p 

A i~l X. 
p l. -= 

Np 
= N llx 

p 

Es decir, la proporción puede considerarse un caso particular de 

la media cuando los elementos de la población son unos Y ceros. 



La yariancia es 

N 

a2 1 1 p 2 = - E (X. - P.) X N i= 1 l. .. 
p 

o sea 

N 
1 p 

a2 = i~1 X~. - J?2 
X Np l. 

S.in embargo, como X. sólo puede ser igual a uno o cero, se tiene 
l. 

que x1 = xf, por lo cual 

1 
Np 

p - p2 = P(l - P) = PO 

En virtud de lo anterior, si se muestrea sin remplazo y con ta­

maño n de una población binomial finita,para estimar la propor­

ci6n de elementos con cierta característica, se obtienen, consi 

derando que la proporci6n se puede calcular ~omo una media, los 

siguientes par~metros de la distribución muestra! de proporcio-

nes 

u = p 
p 

Si la poblactOn es tnfinita, se obtiene 

" ,. p 
~p 
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. . 
"p = 

estimcfndose Len ambos casos con el valor de ..E._ de la muestra, 

si se desconoce P de la población. 

En la práctica se considera que la distribución muestra! de prg 

porciones es aproximadamente igual a la normal para tamaños de 

mue·stra mayores o iguales a 30 elementos. 

4.3.2 Obtención del tamaño de la muestra 

Aprovechando el hecho de que la proporción se puede calcular 
1 

como una media simple, las ecs 4.3 y 4.4 se pueden emplear en 

este caso para obtener el tamaño de la muestra hacfendo a2 "' PQ. 
X 

Entonces, 

n "' 
~ 

para muestreo de población infinita, y 

n 
~ 

n "' 
1 +.l...(n - 1) N ~ 

p 

\ 

para muestreo de población finita con tamaño NP. 

¡ 4. 7) 

Usualmente se caJLcula primero el valor de n~, y si la fracci6n de 

muestreo es mayo;c de 0.05, se calcula a continuaci6n el valor de n. 

-~ 
r, ~ 
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Eje.mpto 4.5 

~ .. -- ·~ :- ·;.~.- -··­
~ 

. 
En una colonia con 4000 casas se desea estimar el porcentaje de 

• 
inquilinos que son a la vez propietarios de su casa, con tiA 

error estándar en la estimación no mayor del 1%. Se supone, 

de estudios semejantes, que el porcentaje real de inquilinos-

propietarios se acerca al 10%. ¿Cuántas casas se deben muestrea~ 
• 

para que se satisfaga la condición establecida? 

- Sotuc.i6n 

El error estándar en la estimación de P de la población es 

y no debe ser mayor en este caso del 1%. Por lo tanto, sie~do 

N = 4000, P = 0.1 y Q = 1 - P = 0.9, se obtiene 
p 

J (0.1Jn(0.9) 0.01 = 4000 - n 
4000 - 1 

Elevando al cuadrado y realizando operaciones algebraicas 

0.0001=- 0.09 4000 - n 
n 3999 

• 

. 
·' 



,. 
1 

..... 

Ejempto 4.6 

0,0001 = 360 - 0,09 n 
3999 n 

0,3999n= 360-0.09n 

n(0,3999 + 0.09) = 360 

n = 360 
--=-~.:;,:.,-:-- " 0.4899 7 34.84 

.~ n = 735 casas 

26. 

En un estudio antropol6gico para estimar el porcentaje de habitan 

tes de una isla con sangre del grupo O, se obtuvo una muestra ale~ 

toria de SO isleños, en la cual 22 de ellos pertenecen al grupo 

sangulneo mencionado. Si en la isla habitan 3208 gentes, ¿cuál 

debe ser el tamaño de muestra mfn1mo para estimar con un error ab 

soluto del 5% el valor real de P, suponiendo que el nivel de con-

fianza es del 95%? 

Soluc.i.6n 

En este casd la proporci6n de la -.eatca es 

, 
p .. g • o. 44 



o sea· 
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q = 1 - p = 1 0.44 = 0.56 

Considerando que la mueEtra inicial es suficientemente grande, se 

aproxima mediante.la distribuci6n normal
1

obteniéndose 

P«?rlo cual 

Como 

n = 
~ 

K = zo.47S 

1 

= l. 96 

(1.96)2 (0.44) (0.50) 
(0.05 ¡z 

0.84515 
= o.oois = 338,06 

:. 

= 

n -

339 
3208 

= 339 
' \ 

.· . 

= 0.106 > 0.05 

se corrige el valor anterior, obteniéndose finalmente 

n - 339 
n = = 1 

1 + 3208 ~339-1) (n - l) -

a I~i~s = 306,787 28 .• 

• n.d 307 habitantes -

, 

! 

• 

• 

·' 

; 
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MUESTREO DE INSPECCION 

Por: M en I Augusto Villarreal Aranda• 

l. Introducción 

El muestreo de inspección (o de acept4ci6nl se de~1ne ca 

mo el conjunto de todas las acciones 4ue realiza el receptor de 

• • producto terminado para asegurar la calidad de ~ste, despu6e de re 

cibirlo del productor. 

Este tipo de muestreo puede ser aplicado por un conlumi­

üor a loa productos que recibe de un vendedor, por un departl·-~to 

de inspección de producto teriiÚnado ,, Jos pl'oductos recibldoe do 

los departamentos de producción, etc, es decir, se aplica en a~u•-

llas ocasiones en que un nGmero grande de unidades producid•• se 

presenta para inspección en !oraa de lotes, y en donde la ro~ 

* Sec~tt4~4o Ac4dtm4co, D1v1a16o de Estudios Superioree, F•<•l••~ 
de lngenl '!!r1a, UNAH y Po\o,Uoo\ (niie6t.i.gado~, "Instituto 4e In u· 
nier!a, UN1.K 
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lOgica de realizar esa tarea es ~eciaz te el empleo de la t6cnic~ 

que usa atributos (sirve, no sirve, o pñsa, no pasa), con el fin 

de evitar la tan costosa y tardacla ius¡,.ecci~n al lOO,. 

Generalmente, con la insp~cci6n de lote por lote del pr~ 

dueto terminado, existe el acuerdo c:nt.re procluctor y recq.;t.or en 

e¡ u e 

a. los lotes acept.a~os por el plan de muestreo qua se 

emplea sar~r: ace:ptadus por el recepto·r como buenos 
• 

a excepción de aquellas unidades detectadas como d~ 

fectuosas en todos los lotes durante ~1 proceso de 

muestreo, las cuales serán reemplazadag por unidades 

buenas por el productor. 

b. los lotes rechaza~os por el plan de ~uestreo le se~ 

r!n devueitos al productor para su rectificaci6n. 
: 

Sin embargo, existen algu~as variantes sobre el ac~erdo 

mencionado. Por ejemplo, algunos receptores de producto terminadv 

emplean la opci6n de inspeccionar al 100' los lotes rechazados pa-

ra eliminar lo~ elementos de:ect•1osos, y trasladar ~1 costo de esa 

operación al productor. Lo anterior se realiza con frecuencia cuan 

do el receptor tiene urgencia de emplear las unidades que re:cibe 

del productor. En dltima instancia e: objetive que se persigue es 

responsabilizar al productor por la deficiez\te calidad de un pro-

dueto terminado. 

Para determinar la calidad de un lote, es f~;-~1 L•le se le:, 

cionar una, dos o mdltiples muestras aleatorias d~l m~sm~, lo cual 
• 

~---

.. ·~ 
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conduce a considerar planes de muestreo simples, dobles, o mÚl­

tiples para aceptarlo o rechazarlo. La explicaci~n de c6mo y cu4~ 

do se emplean estos tipos de muestreo se discutir! e~ esta parte 

.del curso. 

2. Plan de muestreo simple 

Cdmo se dijo anteriormente, el muestreo de aceptaci6n se 

aplica a las producciones en masa cuando un p~oducto~ abastece de 

lotes de art!culos a un ~ecepto~. En situaciones como 6sta, se de­

be decidir individualmente sobre la aceptaci6n o rechazo de cada 

lote. 

En este caso particular, la decisi~n que se toma se basa 

en el resultado que se obtiene al inspeccionar una muestra de tama 

ño •n• que se toma de un lote de "N" art!culos, de la cual se deter 
' ' 

mina el nCimero de defectuosos, "X", esto es, de art!culos que no 

cumplen las especificaciones nominales (tamaño, color, resistencia, 

etc.) 

Si el nCimero "X" de art!culos defectuosos en la mueetra 

es menor o iqual que un nCimcro especificado ·e~ mtno~ que •n-, •• 

acepta el lote, si el número de defectuosos es mayor que •e•, •• 

rechaza. A •e• se le llama el número tclerable de art!culoe defe~ 

tuosos o númt~o dt aceptac~6n. Por lo tanto, las alternativ•• aon 

x < e se ar:.epta el lote 

X > e se ~ec~aza el lote 
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Resulta evidente que el productor y el receptor deben 

queqar de acuerdo en cierto plan de mu.u.t11eo, es decir, en cier­

to tamaño n de muestra y cierto namero de aceptaci6n c. Puesto 

que en este caso el acuerdo se basa en la extracci6n de una mues 

tra aleatoria Onica del lote de N articules, el plan de muestreo a 

emplearse se denomina plan de m~e6.theo 6imple. 

2.1 Probabilidad de aceptaci6n de un lote 

Sup6ngase que si X ~e se acepta un lote, es decir, ocu-

rre el evento A "' {el namero de artículos defectuosos e~. • a 

muestra extra!da del lote es menor v igual que al n11mero de accptac 16n 1 . 

En este caso, la probabilidad de dicho evento no depende anican~nte 

del tamaño n de la muestra y del namero de aceptaci601 e, s.:.r,c tam-

bi~n del nWnero total de artículos defectuosos que se encuentran en 

el lote,"M". Si se supone además que el rr.uestreo se realiz.:: "'in 

remplazo, la probabilidad de dicho evento es hipergeométrica, es da-

cir 

P (A)·= P {X < e} 
e 
r x=o (2.11 

Si no hay art!culos defectuosos en el lote, entonces ~ ~ ~. 

y el anico valor posible que puede asumir X es también C, ~n~ lo 

cual 

P (A) = P {X < e; = = 1 
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Es decir, la probabilidad de aceptar un lote en el 

cual ~o hay elementos defectuosos es igual a la unidad. 

Si todos los art!culos en un lote son defectuosos, 

entc11cas M = N, y el valor de X debe ser igual a n, por lo que 

P (A) r. P (X < e} = P (~) = O 

en virtud pe que la condición inicial es que e < n. Lo anterior 

indica qua la probabilidad de aceptar un lote en el cual todos los 

art!culos son defectuosos es nula. 

Conviene·-hacer notar también que si se mantienen fijos el 

tamaño de la muestra y el número da aceptación al incrementarse 

el valor de M, el número de art!culos defectuosos en un lote, de-

crece la probabilidad P (Al de aceptación de este Gltimo. _ 

Eje.mplo 2.1 

Consid~rese un plan de .müestreo simple para el cual 

N ~ 10, e·= O y n a S. Obt~nganse los valores de P (A) cuando 

a. M " 1 

b. H = 3 

Solu.e.i.6n 

a. En este caso, 1~ probabilidad de aceptación es 

.. 
'-•' 



p (A) a p IX = o} -

9! 

= O!(l-0)! 5: (9-5) 
10! 

5!(10-5)! 

el cJo-1 
o S- o 

= 

= el o 
S 

9x8x7x6 
4xh2x1 

10x9x8x7x6 
5x4x3x2xl 

b. P~ra este case, 5e obtiene 

P (A) = P {X < O} = P {X = O} = 

= 0!(3-0)! 5!(7-5)! 
lO. 

5! (10-:))! 

= 

7x6 

2x1 
l0x9x9x7x6 
Sx4x3x2xl 

= 0.5 

1 o- J 
es- o = 

0.0823 = 

6. 

Lo anterior indica que un pian de mues.treo simple p.:1r:: 

el cual se mantenga fiJo el tamaño de ia muestra, "~" 

cuando se incremente el nGmero de elementos defectu~~C5 

en los lotes, o el nCimero total de elemen~os en er: :.; 

IHtimos, proporc!ona !..uen.:~ protecci6n en contra e!<· 1.:. 

aceptaci6n err6nea de lotes malos. 

2.2 Curva caracter!stica de op~ra~10n 

Dentro de un plan de 11:\Jestreo s1mple, al consi:ier:..·: un 

nW!Iero fijo de aceptaci6n, e, y Í::".Uindo se obtiene una rauc::ot::: 

aleatoria de n art!culos de un lote ¡;ara saber si. éste se ; ~·e l't4 

o no, es evidente que se desconoce el número total ce arttc~los d! 

fectuosos, M, dentro del mismo. P~ra ~ue este nGmero se pudiera 
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con~cer en forma precisa, se requerir!a haber realizado una inspe: 

ci6r. al 100\ en el lote, pero entonces no tendr1a caso el conside-

rar un plan de muestreo simple. 

Por lo anterior, para realizar el c~lculo de la probab! 

l~aaJ de aceptaci6n de un lnLe d~terminado ~uanrlo se desconoce el 

valor de M, se debe introducir una modificaci6n dentro de la f6r-

mula 2.1. Para ello, con~idéresa que si se divide el nGmeró de 
• 

elementos defectuosos entre el total de elementos para un lote da 

terminado, se obtiene la 6~acc~6~ de de6ectuo404 

p = M 
N 

(2.2) 

en el lote. Si p se multiplica por 100, se optiene el po~certtaje 

de elemertto6 de6ectuo6o6 en dicho 1cte. 

Puesto que M puede tomar dentro de un lote de tamaño N 

cualquiera de los N+ 1 v~lor&s C,1,2,3, ... ,N-l,N, p puede asumir 

N-1 entonces los N+ 1 valores, 1/N, 2/N, 3/tl, •.• , /N, l. Por lo 

tanto, la probabilidad de aceptaci6n P (Al Gnicamente se puede de-

firiir para los valore~ mencionados de p. 

51 en la ec 2.2 se despeja el valor de M, se obtiene 

M + Np 

en forma tal que la ec 2.1 s~ puede escribir como 

• 

l 
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e éNp ~·- Np e· 
p (A; p) ·= p {X < el = E X n-x 

eN ( 2. 3) 
X::ll \ 

n 

siendo· las probabilidades as! obtenidas-hipergeom~tricas. 

Si se ma~tienen fijos les v~!~res de n y e, se puerlen gr! 

ficar las prooa~ilida6c~ de aceptación de un lote en función r'~ los 

·valores de lu. fc;;.cci6n da elementos tlcfectuosos en el mismo, PS de-

ci~ de los valores de p. Dicha gr&fica contendrá N + 1 puntee, a 

t~·avés de los cuales se puede dibujar ta llamada CtL.Itva car..ac..t::ilÜ-

.C.ic.c. de. opeJtac.<.6n (o curva COl de un plan de muestreo simpl<:'. 

Ejemplo 2.2 

La fábrica z elabora cartuchos de dinamita, y les '-'lr.pac.! 

'":l cajas de 20 unidades. El comprador W acepta cada caja úni.ca-

mente si al extraer una muestra de dos cartuchos encuentra que a~-

bes son buenos. Elaborar la curva característLca de operacitn - ~--~ 

rrespondiente. 

Sol.u.c.i6n 

En este caso, se tiene que N = 20, n = 2 y e= 1. l~r 

lo tanto, las probabilidades de aceptaci6n son, eppleando 1~ ~e 

2.3 

P (A;p) = P {X < Di = 

.. 



2Dp! 
o:c2op-01: 

-~-: __ 
2! (2fJ-2): 

2.x1x10! 

~;_~~.ell 
20: ( 18-20p)! 

= (20 - 22..E.l (19 - 2~ 
)~0 

9. 

= 

Si se le asignan a p <OS 21 valores O, 1/20, 2/20, 3/20, 

..• ,19/20,1, se obtie~en los correspondientes de P (A; p). Por 

~jemplo, para p = 10/20 = 0.5, 13 probabilidad de aceptaciÓn es 

!]o- 20(l0/20l] 1}9 - 20 c.1o/20l] -
P (A; 0.5) =- -----

3!10 

(ZO - lG) (19 - 10) = 
330 

(10) (9) 90 = =- = 
380 380 

o. 237 

Siguiendo el procedimt~nto anterior, se obtienen lo~ 

puntos sfguientes: 

.. 

·' 
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p > p (A; p) 

0/20 = o.oo l. 000 

1/20 = 0.05 o.qoo 

2/20 = 0.10 0.305 

3/20 = 0.15 o. 716 

4/2~ ~ 0.20 0.632 

5/20 :. :J.2S 0.553 

S/20 = 0.30 0.479 

7/20 = 0.3~ . o. 411 

8/20 = 0.40 0.347 

9/20 = 0.45 0.289 

10/20 = 0.50 0.237 

11/20 = 0.55 0.189 

12/20 = C.60 o .147 

13/2C = 0.65 o .111 

14/20 = 0.70 0.079 

15/20 = o. 75 0.053 

16/20 = 0.80 0.032 

17/20 = 0.85 0.016 

18/20 = 0.90 0.005 

19/20 = 0.95 0.000 

20/20 = 1.00 · .. 000 

. . . 
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La curva caracter1stica dt' operación correspondiente¡; es 

la que se hace pasar por los puntos anteriores, y se presenta en 

la rig 2 .1. 

Fig 2.1 

'-1 
1 
1 ,,_ 
í\ 

~\ r 
1 

1· 
1 

e~t-
1 

f 

Cu;va CO para un plan de muestreo simple, 
cGn N ~ 20, n = 2 y e = O. 

En la Fig 2.! se putdc obsarvar que a ffiedida ~ue se ha-

ce más grande la fraccü'n cie c:.·,!ectuosos en el lote (o el r.'!,'!.eto 

de art1culos defectuo.-,os), 1.1 ?robabilidad _de aceptación del =u-

mo se va haciendo cada vez m~nur. Los casos extremos se dan en 

p ~ O, en que la aceptaciOn del lot~ es un evento seguro, y en 

p = !, cuando es imposible ~~ept~rlo . 

.. 
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2. 3 Empleo de la aproxime:''" iOn binor.1.:;~l para construir la curva co 

En la mayor parte de los casos prácticos, el porce.ntaje 

de artículos defectuosos en un lote será pequeño (menor del 10\), 

en tant·J que el tamaño del mismo !lert. r.~uy grande (1000 elementos, 

10000 elementos, etcj. y él dé la mu~stra usualmente s~rá varias 

veces rr.cnor, de cal mano;ra qt..<= e:; posible aproximar las probabil:!_ 

dades d~das por la distribución hipe~qeométrica (ecs 2.1 y 2.3) 

empleando la distribución binomial. En particular, la aproximación 

es buena cuando N < 10 n. En estos casos, se puede escribir 

e: 
p (A; p) = P {X f e) = [ 

x~o 

e" 
X 

px 11_p)n-x ( 2. 4) 

Se debe observar que siempre se define a p como en la ec 

2.2, y que serán mejor aproximadas por la ec~aciOn anterior aque-

llas probabilidades de acep=aciOn para las cuales el valor de p s~c 

pequeño. 

Ejemplo 2.3 

En el caso del eJemplo 2.2 anterior, aFrox!ruenD~ lds pro-

babilidades de aceptación hipergeométricas ;:ara los di!;tiJ.t:os va-

lores de p mediante la distr1.buc10n blnomial. 

Sol.uc.i.6n · 

En este cases! es pos1ble reali~ar la ~~roxi~-~On ped! 

da, ya que se verif~ca la eond1c1en N : !Or., porque sienuo N & 20 

y n = 2, se tiene que 20 ~ 10 (21. Por eJemplo, para P = O. 2, la 

-! 
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aproxi~aci6n binomial dada por la ec 2.4 conduce al valor 

P (A ; O. 2) ·- P {X < O) (0.2) 0 (1-0.2) 2- 0 

(1'.8)~ = o.G4íl 

en contra d~l valor exacto 0.632 obtenido mediante la ec 2.3. 

r~occdiendo tn for~3 similar se calculan los restantes 

valores de P (A; p), los c~ules se pr~sentan de 0.1 en 0.1 en la 

tabla siguiente, junto con los antcriorm~nte obtenidos ~n el eje~ 

plo 2.2 para fines de comparación. 

Hipergeom~t~ic:t Binomial 
p p (A.; ¡.;) p ( i\. ; p) . -

: 
O.O!l 1.000 1.000 

0.10 0.805 ú.810 

0.20 0.632 0.640 

0.30 o . 4 '19 0.490 

0.40 0.347 0.360 

o.so 0.237 0.250 

0.60 n. 14 7 ú.160 

0.70 (o.ll7:: .o. 090 

0.80 0.032 o .040 

0.90 O.OJ5 O.úlO 

1.00 u.úGú 0.000 
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En la tabla se pue~~ obscrva1 que la~ probabilidddc¿ du 

aceptación se aproximan bastante r."~s a las exactas cuando el ·;a-

lor de p se encuentra en la vecindad de p = 0.10. 

2.~ Empleo d~ la aproximación de Poisson para construir 1~ curva CO 

Como ro:; se vio, la dist:riL.;=l6n hipr:rg~omC:trica se p:..:ede 

aproximar adccuacamentc mediante la binomial cuando N ~ lC y 

p ~ 0.1. A su vez, la ci:::tribuci6n binomial puede aproxim;:r~r! 

suficientemente bien mediante la d~ Poisson cuando se cumple lo 

anterior y np es menor de 15, lo cual evita en ocasiones la s:a1: 

cantidad de labor numérica que se Iequiere para calcular las prob~ 

bilidades de aceptación mediante las distribuciones hipcrgcon.~tl·f. 

ca y binomial. 

Entonces, si se hace A = n~ para la distribuci6n :::e Pol-

sson, se puede escribir 

P (A; ~) = P {X < ci - e-n~ 
e 
!: 

xao 
J..ey)_ X 

x. 

La aproximación an:erior es m..:y útil cuando los lr.:.<.:. son 

grandes, ya que co:r.o se puede a¡;:-!:ciar, la ec 2.4 nc rcqu:·.:L<· c!,.l 

manejo de dicho dato para ~l cálculo de las probabilid¡¡óes d,~ a ce¡; 

tación que se emplean para constr:..ir la curva co. 



15. 

Ejemplo 1.4 

Obte'nganse los valores de P (A; p) para p • ·o, o. r~ o. 2, 

0.3, 0.5 y 1.0 en el caso del plan de mue~treo simple del ejem­

plo 2.2, aproximando mediante la distribuciOn de Poisson. 

So.t.uc,i.6n 

Se sabe que n = 2 y e = O, por lo que 

np = 2(0) = O 
-o 00 

F (A; 0) = e 
1 o: = 

. 
~ 

np = 2(0.1) = 0.2; p (A; o. 1) = 
e-0.2 0.2° = 0.818 o: 

np = 2(0.2) = 0.4; p (A¡ o. 2) 
e-0.4 0.4° 0.670 = = o. 

: 

np = 2(0.3) = 0.6; p (A; o. 3) 
e-0.6 0.6° 0.549 = = o. 

np = 2(0.5) • 1.0; 
- 1 o 1.00 

p (A; o. 5) = 
e • 

0.367 = 
o: 

np a 2(1.0) = 2.0; p (A; l. O) 
e -2. o 2.0° 0.135 = = 

o: 

En la siguiente ta~la se compdran los valores hiper­

geométricos exactos con los obtenidos mediante las aproxia~ciones 

binomial y de Poisson. 

. •---j 

,-.:.:. . 
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p (A; pl ,, ( l\; p) p (A; p) 
p Hipergeométric¡¡ Binomial Poisson 

o 1.000 l. 000 1.'000 

O;l o. 80 5 0.810 o. 818 

0.2 o. 6 32 C.640 0.670 

0.3 (¡. 09 0.490 0.549 

0.5 0.237 0.250 0.367 

1.0 0.000 o.ooo 0.135 

Como se puede observar en la tabla anterior, las proba-

~ilidades de aceptación calculadas con la fórmula de Poisson di-

fieren bastante de las exactas y de las binomiale~ cuando p no ~e 

encuentra cercano al valor 0.1. Sin embargo, hay que considerar 

:;~.:e en el problema anterior los tamaños del lote y la muestra son 

bastante pequeños, por lo que la aproximaci6n de Poisson no puede 

ser muy buena. 

De hecho, la forma pr4ctica para construir las curvas 

co se fundamenta en el método apcox1mado de Poisson, considerando 

que los lotes que entrega el productor son muy grandes, y hacier.do 

uso de la. tabla 2.1 que se preser.t.l adel3nte,en 1.:: cual se ¡:>ropo!_ 

cionan, en funci6n del namero ce accp:aci6n e y del valor A Q np, 

las probabilidades de aceptación 

·C 
P (A; pl = P { x < el' • e·--~ r 

~·O 

multiplicadas por mil. 

(no) X 
x! 
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TEIU-1!NOS ACUMULATIVOS DE LA APROXIMACICN 
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A continuaciOn se presenta un ejr~plo pr~ctico de cons-

trucci6n de una curva CO mediante el método descrito, haciendo uso 

de la tabla 2.1. 

'éjemp.lo 2.5 

Supóngase que un rEceptor de producto terminado adopta 

el plan de muestreo simple siguiente: 

·. 
a. ~ecibe lotes de ciertos artículos con 1000 unidades 

c/u. 

b. Extrae de cada lote una muestra aleatoria de 20 

artículos. 

• c. 51 la muestra extra!da contiene dos o más artículos 

defectuosos, rechaza el lote. Denoseras!, lo acepta. 

Constrfiyase la curva CO correspondiente. 

So.tuc.i6n 

Puesto ~ue el tamaño de los lotes es grande, se pueden 

aproximar adecuadamente las probabilidades de aceptac16n mediante 

la d1stribuci6n de Poisson. Para ello, se considera en la prlc-

tica que con los valores 

P (A: p) = 0.98, 0.95, O. 70, 0.50, 0.::!0, 0.10, 0.05, O.Ol 

.. 
1 
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se puede definir suficientemente bien la curva CO. 

Para CQnstruir la curva del plan de muestreo simpi~ in-

dicado, considl!rese que e = 1 y n = 20. En la colWllna para la 

cual e= 1 en la tabla 2.1, se puede ver que el valor más cercano 

a 980 (0.98 de probabilidad) e~ 9H2. P~ra dichc valor, el corre! 

rond:~.ente de np es o. 2. siendo por lo tanto p = .!!E_ = -º-.:1... = 
n 20 o .O l. 

El valor mAs cerc.~no a 950 (0.95 de probabilidad) es en 

la tabla el 951. Para este valor, np = 0.35 y p = 0.35 .. o. 0175. 
20 

Siguiendo el procedimiento anterior, se llega a 

p (A; p) np p 

l. 000 0.00 a.. 00 o 

0.962 0.20 0.010 

0.951 0.35 0.0175 

0.699 1.10 0.055 

o. 49 3 l. 70 0.085 

0.199 3. 00 0.150 

0.099 3.90 0.195 

0.0')2 4.70 0.235 

0.021' 5.80 0.290 

0.000 20.00 1.000 
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En la Fiq 2.2 .siguiente se pno::enta la curva caracte:r!s 

tica de operaci6n correEpondiente al prohlema. 

0.5 

o.q 

O.!> 

0.1 

'-------t---· -- -· . - r·--··· 
. o.t o. 'l. 0-3 

Fiq 2.2 Curva característica de 
o~eraci6n para ~lan de 
muestreo simple con loce 
grande, e= l y n = 20. 

• 
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2.5 Riesgos en el muestreo de ace~taciOn 

Al realizarse los muestr~os de aceptación, el proa~~tor 

y el ~eceptor de lotes dt artículos tienen intereses distintos al 

definir un plan óe muestreo. El productor pueds pedir que la pr2 

babilidad, a, de rechazar un lote "bueno" o."aceptable~ sea pequ! 

'ña. Por su parte, el receptor puede exigir que.la probabilidad 

de aceptar un lote "malo" o "no ace¡:-t.;.ble" sea una cantidad pequ! 

ñ.a B. 

Para cumplir con ambos compromisos, supóngase que produ~ 

tor y receptor deciden que un lote para el cual p es menor o igual 

que ciero número p es un lote ace~·tab(e, en tanto que un lote o 

para el que p es mayor o igual que cierto número p
1 

(p~ > ?.: l es un 

lote no aceptable,es decir 

Si p < Po lote aceptable 

Si .., > P. lote no aceptable -

De acuerdo con lo anterior, a es la probabilidad de re-

chazar' un lote con p ~Po y se llama ~ie6go del p~oducto,, corres 

pendiendo al error de tipo I quo se comete al probar una hl~Otesis 

estadística. Por otra parte, 8 es la probabilidad de aceptar un 

lote con p ~ p
1 

, se llama· (4l690 del ~ecep.to~. y corresponde al 

error de tipo II que se co~~e 3l ~ealizar una prueba de h1r'~esls . 

• 
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· A p se le acostumbra llamar n.ivel de cal.idad aceptable o 

(NCAI. y a p
1 

nJuel de cal.idad ~echazable CNCR~ o po•centaj~ de 

de6ectuoto6 tole~able en un lote CPOTLl. A un lote con p < p < ,. c. • 1 

s~ le llama lote .ind.i6e~ente. 

En la pr!ctica es usual que el acueróc entre productor 

y receptor establezca lo siguiente 

Q = R.!A!sgc del productor ::::: 1 - P(A; pl0 . 95 = C.•;~ 

D = Riesgo del receptor - P Ci.; ;?)
0

• 
10 

"' O .10 

Ejemplo 2.6 

Para un plan de muestreo sim¡.>!e en el que n " :lOO y 

e " S, obténganse los valores de p
0 

¡· p
1 

• 

Sciuc.i6n 

Empleando la tabla 2._. y considtHa.:.do los valor"'" 

P (A; p) que definen adecuadamente a la curva CO, se ohtiene: 

• 



p (A;p) np p 

1.000 0.00 0.0000 

0.~80 2.10 o. 00 70 

0.951 2.60 0.0087 

0.703 4.50 0.0150 

0.495 5.70 0.0190 

0.210 7.80 0.0260 

0.104 9.¿o 0.0307 

0.048 10.60 0.0353 

0.020 12.00 0.0400 

0.000 300.00 l. 0000 

De acuerdo con la tabla, se tiene que 

Cl = 1- P(A; p)0 _
951 

= 0.0499 

8 • P(A; p)
0

_
104 

= 0.104 

P = 0.00&7 
o 

P. = 0.0307 

.:,;. 

En la ~ig ~.3 que se presenta a continuaci6n, se muea­

tra la curva CO del plan simple en cuesti6n, as1 como loa valo-

res del NCA y del NCR. 
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090 

o&u 
070 

O.GO 

0.40 

QJOÍ 

Cl20í 
o·•o---1--------

F ig 2. 3 

1 

1', 
NCR 

p 
• 

Curva CO para plan de muestree simpl~ 
con n = 300 y e = 5. 

2.6 C~lculo de n y e a partir de p , p , a y ~. 
o 1 

Al observar la Fig 2.3 se puede concluir que los puntos 

(p
0

, 1 -a) y (p
1 

, S) se localizan en la curva CO. ':'cmando ulJ.o en 

cuenta, existe un método iterati·,o aproximado para, dete:L-min'-= los 

valores de n y e, considerando conocidos los de p
0 

, p
1 

1 ( ... .. 
' 

s. 
de manera que la curva CO pase muy Ct!rca de lelO puntes lúlmcionados. 

Dicho procedimiento se expondrá en el ejemplo ~ue sigue, haciendo 

uso de la tabla 2.1. 

.. 
\ 
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E j Hrpl.o 2. 7 

Para ciérto plan de muestreo cimple, se fijan los rieP-

gos siguientes: 

a. ProducLor: A;~~!~o~ lnt~~ que cont&ngan un 1\ de art!-

culos ce:f<",ctuc•»o" se :·echazará::~ en el 5\ de 

lo,; coaso:::. 

b. Receptor: Loe lotes que contengan un 6\ de articules de 

fectuosos se: aceptarán en el 10\ del total de 

casos. 

¿Cu~les son los valores del tamaño de la mu.estra y del 

número de aceptación que se deben emplear para dicho plan? 

Soiuc..t6n 

De acuerdo con los datos del problema, se desprende que 

" = 0.05 

a - o. 1c 

P = 0.01 
o 

p
1 

= 0.06 

a. Se considera e = O, con lo cual, de la tabla 2.1, 

np
0 

(p~ra a~ 0.05 0 r (A; 0.01) = 0.95) = 0.05 

np
1 

(para 8 • ~.lO).= 2.3~ 
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E"ntonces 

np 
0.05 o S n =-- = D."OT = Cl Po 

npl 
= ~. 3 G 

" 38 = f, :1i t: u P, 

Obviarnent,;,, s: óeO<.! veritic.lr que nCl = n 8 ; no siendc· 
• 

este el caso, se hace ahora e = •· 

... 
~-

e = 2. 

Se considera e= l, obt~nléndose ahora de ~~ :~bla 2.1 

lo siguiente 

np (para Cl = o. o 5) = 0.35 
o 

npl (para B = o. 1 o) = 3.90 

Por lo tanto 

o. 35 
~ 35 !"l = 

" O.Ol 

.. , . ~o 
D 65 nB ., . u" 

Tamp~co se verifica ~ ,.. ·. por lo tantc·, so: 1":.• ':' 

.. • 



e, Se considera e : 2, y 

Ahora, se 

np (p.'.r.:: el~ 0.05) ~ 0.82 ,. 

r.p 
' 

(para L'=O.lOl 

tiene. qut: 

n 0.82 
~ 

;:. 0.01 

5. 30 

"s = 0.06 

S. 32 

= 82 

= 88 

Ahora "o. y n
5 

se parecen bastante, p~ro a(in no se. .. igua­

les. Por lo tanto, SE: hace e ~ ) para saber si la diferencia se 

hace más pequeña. 

d. Se considera e = 3, y .,e obtiene 

•o 

np (paraa=0.05)~1.37 
o 

no 
·~ 

C¡:.araS=O.lOl 6.68 
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. Luego 

n = l. J7 = lj7 
a 0.01 

"¡¡ = 6.68 112 0.06 = 

Se obss¡·va que ahr-::¿: 1<:: e: ferenci a se hace má::; gr¡_,nd•· . 

. a. lo que el v~lor real de n se debe encontrar entre 82 y es 

cJ...mentos para é = i. Con el fin de ajustar ad-=cuadé!men'!:e e:l 

v~lor de n, se puede hacer 

"a + "a 
n ·= --=:........,.--'-'-

2 
= 82 + 88 

2 
= 65 

Por lo tanto, el plan de mu<!streo simple es el sigui<·"lte 

a = 0.05 

P =· 0.01 
o 

n = SS 

t! = 0.10 

pl = 0.06 

e = 2 

cuya curva COse muestra en la Fig 2.4. 
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Curva CO ajustada para a, 8, 
p

0 
y p

1 
conocidos. 

~.7 Comentürios sobre la curva co 

Al comparar las curvas cu de las Figs 2.3 y 2.4, se 

puede observar que, no obs~ante el número más grande de art1culos 

defectuosos que permite en la muestra el plan de muestreo asociado 

a la curva CO de la Fi~ 2.3, se trata de un mejor plan de acepta-

ci6n de lotes, en el sentido d~ que proporciona riesg~s más favo-

rables al receptor • 

. En efecto, ambos F!anes conside~an a = 0.05, 8 • 0.10 y 

p
0 
= 0.01, pero el pla11 de la Flq l. t ace:ptará. lotes con 6\ de de­

fectu~sos (p
1 

-:::. 0.06) en el \01 Jcl total de casos, en tantCJ q\.e 

el de la Fig 2.3 acepta1·a :ot•• con 3\ rle defectuosos 1¡~ 1 ~ 0.03) 
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.:u el misn\o ndmero de casos, 

En muchas ocasiones no se comprende con clar~dad el por­

"J..!C de ur. ndmero de aceptación mayor de cero en los planes d(;. 

!ouestreo. Si se observa la Fig 2.5, se puede apreciar que 1&~ 

~u~v.:s ("0 (a), (b) y (e) corre!.Opor.den a plane:s de muestree .;c.. 

c:vitan los art!culO!i dcfectuoso!O en la muestra (e = O), pe:r:: <;•.,·, 

tienen riesgos de productor y receptor distintos. Los plan~~ d~ . 
l~s curvas CO (d) y (e) consideran 4 y 7 defectuosos en la m~c~-

tra, respectivamente. 

Se observa que las curvas CO con e = O se caracte:!: !.:"·' 
por patrones cóncavos, en tanto que aquell:~s co~n e '!' O semeJ::.r. 

c•lrvas S invertidas. · 

Los planes de muestreo co01 e = u 11sualmente penaliz.Jr: ml!s 

al productor. Asimismo, aquellos planes en que e es mayor de e~-

ro proporcionan riesgos más favorables al productor o al -rec~~tcr . ' 

y en muchos casos a ambos. 

Se puede afirmar que el riesgo para el receptor se i."''"" 

más pequeño conforme se incrementa el tamaño de la muestra, ~'~ 

tanto que el riesgo para el producror decrece conforme se re~~:ten 

uno o más articules defectuosos en 1« m1 sma. Esto se pueJo.. <-·:L .. ::dr 

si se observan los riesgos en las curvas (e) y (d) de ia Fig 2.j. 

Las curvas (d) y (e) con:;ideran esencialm...:nte el mio:mo ries 

•go para el productor (NCA <:::: 0.01 en u = 0.05), pero :.a (e'i •:->ns!:!e:-
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ra · un tamaño de mues"'r.r. ~r.ayor, por ~- que el receptor corre un 

riesgo menor. La curva (fJ corresponde a la curva i~eal CO, ya 

que ese plan de muest~eo ~=ept3 todo~ !O$ lotes con uno por ~ie~ 

to o menos de artícul0s ~efEctuosos y rech&za tod0s los lotes • 
que ccnteng~n m~~ del ~\ de d~fectuosos. Dicha curva obviamente 

no se pt.:e<.le obten<.r con la3 t€cniC"oJ~ •lSU•~les de nluestreo de acept!_ 

ci6n. 

·Lo anterior indica que un plan de muestreo simple se-

r! m!s efectivo en ta~t0 su c~rva co correspondiente se asemeje 

m!s a la curva ideal de operaci6n. 

-''ig J.. 5 Di~tintos planes de mu~streo 
con e • o v e ~ o. 

.p 
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J. Flan de muestreo doble 

Un plan de muestreo simple r~quiere que se tomF un~ 

d~cisi6n sobr~ la aceptaci6n o r~r~~zo de un lote tomando como 

b.,se la e•Jidencia de un.· r..uc.r.tre .::::~:·c,íd" del rr.ü:mo. 

Sin _,¡.¡IJargo, ur. ¡.>•:.::.: J. ""'' ~ 11~u duó.C.:. :n•pl1ci1 1'" f",j".l. 

~ilidad de pos~oncr la decisi6n sobre la aceptación o rech~za o.· 

un lote hasta que una 6C8unda. muestra haya sido extrDída. !'!.:1.'-' 

lo t. e podr~ ser .Jceptado iruned ia tilnll'n te si la primera mues tr•• ·.·-: 

muy buena, o rechazudo e:1segu ida si 1 a primera muestrr. es l.; a'- r.: r. 

te mala. Si la primera muestra no es ni muy buena ni muy malo, 

la decisión se basé! en la evidencia de la primera y segunda ~~e~ 

tras combinadas. 

En general, los planes ae muestreo d6ble conduce~ ·' 

menos inspección total que los planes.sencillo~, y tambi~n pr";:-"~ 

cionan la ventaja sicológica qu~ conlleva 1~ idea de cl¡¡r una ~u­

gunda oportunidad a los lotes dudosos. 

3.1 S!mbolos en el muestreo uo~:~ 

Los sic;uientes son 1~.~ s!mbOlos empl~&dos en cono::,: e" 

con el muestreo doble: 
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N = tamaño del lote 

n, .. tamaño de la pri:nPra muestra 

e, = ntímero de act"!ptaci6n para la primera 

mu~st:-a 

"2 - t?..mai1n dP lil sequnda muestra 

n, + n2 - taruaño de la muestra combinada 

c2 = nfunero de aceptaci6n para la muestra 

combinada 

3.2 Intcrpretüci6n del plan de muestreo doble 

Considérese un plan de.rn•restreo doble para el cunl se 

fijan los valor.es de N, n
1

, c
1

, n
1 

y c 2 (c 2 > e~). La intcrF:et! 

ci6n del proceso que se re~liza con dicho plan es la siguienla: 

a. Se inspecciona una primera muestra de tamaño n
1 

extrafja. 

del lote de tam~ño N. 

b. Se acepta el lote si la mueotra anterior contiene c 1 o 

menos art!culos deíectuo:,o:;. 

c. Se rechaza ~1 lote oi el núme•o de defect~osos en la 

muestril exr.P.óe el valor c .. 
< 

el. Si la p~:imera mu~str:. contiene c 1 + 1, c1 + 2, 

artículos dt!fectuO»'JS. s ~ extrae e inspecciona una aequ~ 
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~. Se acepta el lcte sobre la base de la muestra combinada 

con n 1 + n2 elementos si dicha muestra contiene e~. ar­

t!culos defectuosos o menos. 

fa Se rechaza el lote S 1 .I.Q l.ol.lt=;:. t.ra comr..inada contiene má!l 

~e c2 defectuoso~. 

3.2 Curva CO de un plan de muestreo dobl~ • 

De acuerdo con le yué se ha explicado, exis~cn cua~rc 

posiblilidades de que se acepte o se rechace un lote sometido pa·· 

ra muestreo doble. Dichas posibilidades son 

a. Aceptación después d.: la primera muestra. 

b. Rechazo después de la primera muestra. 
: 

. Aceptaci6n después de la segunda muestra . -. 
a. Rechazo d!!""¡;¡ués á e la segunda muestra 

Tomanco como base lo anterior, se ~xplicar! a trav[~ =e~ 

ejemplo siguiente la forma como se construye la curva CO par<, c.,: 

plan de.mucstreo doble. 

Ejernp!o 3.1 

Considérese el plan de m•Jcstreo doble ¡;-.n·¡¡ -.!1 e•: ·: 

tamaño del le te 'i!S muy grande, n 
1 

= 50, e 
1 

" l, n 2 =l. OO Y ·, 

.... 
i 
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·:onstrúyase la curva CO corrl:,;pondicr.te. 

Soluri6n 

l'.J::;_ <'l"'i:crmill.:or lo~' punto: d·, la Cüt"vé CO, es nccesar1\J 

tra el lote sea ncept.Jdo, para distinto~ valores de p. Para ilus 

trar lo antcr'il•r. consid~rcse inicialment:e el valor p = 0.02. 

Enton~es, un lote puede ~er aceptado según el plan 

anterior en cualquiera de l.Js formas siguientes: 

a. un defectuoso o men:;,s en la primera muestra 

b. dos defectuoso= en la primera muestra, seguido de cero 

o un defectuoso en la segundü mue~tr~ 

e. tres defectuosos en la primera muestra, seguidos de ce-

ro defectuosos en la segunda muestra. 

La probabilidad de c:.ccptar un lot:e "'s entoroces igual a 

la suma de las probabilidadeJ d.J escos diferentes modos por los 

c'uales puede ser aceptado. 

Inicialmente, s~ dcbc11 c.Jlcular las probabilidades de 

tener uno C• mcnos, dos o meno!; y tres o menos defectuosos en la 

pril'oera mut-sta·a. Lo antu:io1· c..¡uiva le a considerar un plan de 

G'~estreo Simple para el Cl'•ll n
1 

= SC y.:= l, 2, J. A continua-



-' · · se dc::-ben calcular las probabilid11dez deo t:enc:r exilctamcnt< . 

.;;.:;o;: y tres defectu"jr;os eu·la primera muE'stra. 

Entonces, con n1 p • 50!0.02) • 1.00, se obtiene, empLCb~ 

a~ •~ tabla 2.1 y siendo X ~~ n(m~~o de ~lemento~ dcfcrtuoso~ 

p {X ' 

" '· {X < 

" {X < 

p {X = 

1 } 1 

2} 1 

3} 1 

2} 
1 

= o. ; .~ ._ .. 1 n l L·' . .ca 

~ O.!:i20 e = 2 n,; ,.. l. (¡Q 

.. 0.961 e = 3 n •. = 1. ce 
1 ' 

= P {X e 2) - P {X¿ 1} = C.S20-C.736 -· 
1 1 

o . ! ¡. .: 

P {X= 3~ = P {X< 31 1 - P (X~ 2}
1
= 0.981-0.520 = C.OC: 

El subíndice fuera de la llave indica qu~ la prob~· 

del evento se calcula con b~se en la primera muestra. 

Ahora bien, si en lu p .. ,.,,..~ muestra har c"s dcf<"-.L, 

los ~~lc;.¡los relacionados con 1.:. se9•Jndc1 mucl!:tra dcberan b"' 

n 2p = 100(0.02) = 2. El tom-'it· 1 .. s.::.;unc¡¡ muestr<. e in:;p,·;cc 

equivale, para efectos de los c~lculos, a considerar un nue"' 

de muestreo sirr.ple para el r~~.to .~el lote r.on número ch.: ac<:r:>· 

1 •• 
L • • 

.. 

igual a 1, ya que este elcmcnt~. •-~~rlo a ln~ co~ ~:·fectuo:G~ -~--

siderados, permite la üceptac10n e< 1 1r·1·. 



Por lo tanto, 

0.406 e = 1, 

Si en la_primera m~cs1~ra 1ay tr~~ defectuoso~lo~ cll-

culo:; ¡.-.:..ra ¡a segunrlü m"c;;;tr¡¡ st· cJer""' basar en n
2

p ~ 100(0.02) y 

un n(lmero C:e ac~>¡;:>taciOr. ig:1al " cern, e:; decir 

P {X< O). = 0.135 
• 

e = o , n p = 2 
2 

Ln probabilidad jc aceptación e:::, empleando el concepto 

de independencia de eventos, la suma de las probabilidade~ siguie~ 

tes: 

P {un defectuoso v menos 
en la pt·imcra ¡;,uestra) 

~ P {dos defectuoJos en 1~ 
primera muestra, segu1 
dos de cero o un defec 
tuoso en la segunda) -

+ P {tr~s defectuosos en la 
primera muest.ra, segu~ 
dos de cero defectuosos 
en .La segur,c' a} 

P{X<lJ 1 = 

1 ~: = 2}
1 

P{X<l} = (0.184) (u.406)= 
- 2 

- 0.07~ 

= c.ooa 

· .. ·~ 



.. : 

·. ¡; . 

Ent.onc•.:S, 

~{A; 0.02) ~ 0,736 + 0.075 + 0.008 ~ O.BlS 

;· . .lmr.j~·. los punteo:; r<'''til.:lt.'Js p.lra definir 1.:. curva CO, c;u •. :.·;vlo . . . 

rinalmc.ntc 

1' (A; p) p 

0.'::8 0.012 

0.95 0.015 

0.82 0.02C 

0.70 o. 027 

0.50 o. 037 

0.20 0.06:. 

0.10 0.080 

0.05 0.100 

Q.02 0.13G 

mu,;;:;creo doble propu~.:,;to ::;" ¡:¡·c·-~nt .. en 1< ¡·;¡ 3.1 

.. 

- -=-:l 
~ 

' 
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4. Plan de muestreo múltiple 

1 

' 

\ 
. 

' 
\ 1 !' 1 

.......... --
0.11 O.l(o f 

Curva CO para plan de mu~streo 
doble con n1= 50, c1 ~ 1, n2=100, 
c 2 = 3. 

De la misma man~ra que los pl~nes de muestreo doble pu~ 

den diferir la dccis1~n sobre lü aceptación o rechazo de un lote 

hasta que haya sido tnmada una segunda múestra, otros planes pue-

den permitir 1~ extracc16n da cierto número de muestr3s antes de 

que una decisión sea to~da. 

Los planes de ~~:~t~lO mú(t~pte son usados cubndo se 

permite la extracción 'da tt (:9 o m~s muestras de un tamaño presta­

blecido, y cuando la J~c1s1ón ~obre la aceptación o rechazo de un 

lote se debe ~~mar de~puéa de la s6ptima muestrs 2xtralds, consi-



;J. ~audo que no t:.:i pu:::llo·i • : J, 

-~:- ·.cia obtenida de la prime:·'-! muc;n '·'· 

~.1 Interpretaci6n de un pl~n d~ mucs~reo mGltiplc 

N•ime::~ d~ T...a.:.ño ci<! !ca Tamañ.J de la Núm:-rc J_ to=~i .... .'(" ... 
lu mues t.t'.J muestra. in:iv.'.d~.; .. l mue~t.ra comt.i.n,:¡cjü .J.;;cptt~~~CJ:•, <.. rt·Cf¡~.: '_ . ' 

1 20 20 o 

2 20 40 o 3 

:s 20 60 1 ·' 
4 20 60 ~ t, .. 
5 20 100 ~ 

~ ' 

6 20 120 ~ 
'o 

7 20 1 t; lj 

La forma d(· ir. :.expreta ¡· e 1 plan ilr. ter "-C·r e:: ~-

'-• Se extrae e in~p~cC:lOJ~a u!1.~ mucstrt1. dz :'0 clr:-i1,i:t.-:-

dos o más son c.l~ft:c t.uw~os, !:•' rcchaz;: ~1 le>i~.-; :i lu; 

gunda m;,¡estra dt:! 2C: "1 '-'"' ~r. tos. 

no se permite con lil pr ln.c>r'a muc!.•;r:,. l 

b. Si en la muestra comu:r~3d,l (~O + ~~' ·. -.o, no r, ... , .: 1 ,~_,e:a 

• defectuosos se rcch~~·'· 

tuosos, se toma \,;.na t.:.rc..t:: ,, atll.l.._:.:t .r.a .:Jc..· :u :. : .. :· o •• ~ 
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e. Si en la muestra co,•;binada ( 40 + 20 '" 60) hJ.y un defe.;·­

tuoso, se acepta el lote: si 3 o m&s wrt1cYlos son de­

fectuosos, se rcchau.. Oc encontrar!le dos defecc.J•1SO• .• 

se tomq, unn cuarta n,ucstra de 20 ele1nentos. 

e. Si cm la mucsLr;;¡ cornbi ""'1<' ( 60 ~ 20 = 00) hay dos defec­

tuosos, se ace?ta el lot~; se ~ o m~s son defectuosos, 

se rechaza. De enconcra•se. tres defectuosos, se toma una 

quinta muestra da 20 elementos. -

• 

• 

g. Si en la muestra combinada (120 + 20 = 140) hay tres de­

fectuosos, se a~cpta el lot<. Si hay cuatro detectuosos 

o más, se rechaza. 

4.2 curva CO de un plan de mue!ltr~o mOltiple 

La curva caractcr1st!:.l de operaci6n de un plan de lllues­

treo mGltiple se puede obtener siguiendo un procedimiento seme)ar.­

te al empleado en el cüsc del muestreo doble, haciendo uso oe pro­

babilidades condicionales y su~niendo la dcsconposic16n del plan 

m<il tip_le en varios planes sen~ 111 os. Oe!;de luego, el c41culo de 

las probabilidades de acaptac16n es bastante más compleJo, F•ro el 

razonamiento es básicamente el : · ,;mo. 



: :::·' 

'1 .: • 

. A continuac1t11 1 gr dcs<:ribi 1 mcdianLc un cj0mplc• ~l pr2 

cadimiento para 1 l con:;u·u.::ci6n d€c ln curva ca. 

~jem¡.¡io 4.1 

un lote. de tamaño gr~no~. 

Los siguien~es cálculCls ~·orrespondcn a un •:ola ¡¡~; .. , , da 

la curva, pa::a el cual p = 0.02. Cada una de ·las mllc::>tr.,~ <.onr.i<: 

ne 20 art!culos, por lo que par3 cadu una d~ ll3s se tcn~r" 

e~= 20(0.02) = 0.4. Entrando cun c~te valor a l~ tnbl~ ~-1. y c•11! 

sidera:~do que X denota el número de 3rt1culo¡; qefectuo,;o::, ·" ou-

tiene1:, también para cada muesLru. las probabilidacie!' incon(J~·.: :.na le.' 

p = p {X = O} = 
o 

p {X < O} • 1 .u70 

?1 "' F {X = 1} ~ p {X < 1) p IX e O) = 0.936 0.&7C ~ il."o)fl 

p2 = p {X = 2} = p {X < 2 i p IX ' 1 1 = (1.99? - 0.93G ,. 0 . .;5.; 

. ·ioomando en cu1:0nta que ,, ·' aCCJ:.>ta.ci.'":', !: = n·ch.::?r :· 

CM = contintla muestreo, se ha.:-a cu::-.::quid.'l el ::tr.: 1; ~j.s mue:.;~·: ... ¡..~: 
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a, Muestra~ tMll 

n~cro de neeptaci~n ~e= no,ha~ 

nnmero d3 rechazo = r = 2 

o ,(t.of MI L~ ¡> 
e 

,. íl.6i0 ..;;. C:M (O dd) 

1 a~! Ml ... -. rl ~ o. 2611 -"' CM (1 dt:i) 

2 dci M1 a;. =) R ( 2 def) 

l:'robubil i dad dt1 aeeptaei6n = 0.000 

b. Muestra 2 (M2) 

e = o 

r = 3 

o aef Nl, o def ~i2 -? ¡;>O.:J = (0.670) (0.670) = 0:449 ~> A (0 def) 

o d<:f Ml, 1 def M2 -> Po 1 
~ (0.670) (0.268) = 0.1795 -'> CK (l dcfl 

o def Ml, 2 <lcf M2 . .,. 
P02 - (0.670) (0.054) = 0.0362 ~ CM C2·def) 

o def Ml, 3 def M2 "'-; .y R ( l dcf) 

1 d~f Ml, O def M2 L~ P
10 

= (G.2~8) (0.670)· = 0.1795 -+ CM'( 1 def! 

l def Ml, l duf M2 e~ ¡> • '.ú.Lb~) ;0. 2GB) = 0.07~0 
1 1 

,... C!t 12 def) 

... ~ (] d.::f) 



1 

1 
. . , 

1 

-
~ 

¡ 

2 

¡ 

2 

Probabilidad d~ ;¡,~:"cpt•1~i6n u.4.J:i 

Nuevos valores: 

P, " p {un defectuoso en M2) =0.1795 + 0.1795 

p2 = ' {dos. defectuoso~ En M~l : 1:.0.<1,2 + 0.0718 

c. Mue :.t:.r. 3 (M3) 

de! M2, o def N3 ~ P,o = (0.359) (0,670) " 0.240S 

def H2, 1 def M3 .... P, , .. (0.359) (0.268) = 0.0962 

def M2, 2 dcf M3 '"'> 

u'?f M2, o def M3 ~ p2Ct = (0.!08) (0.670) " o. 0723 

def M2, 1 def M3 ~"> 

Probabilidad de acept?~•6n " 0.2405 

Nuevo valor: 

" 

" 

e 

r 

•• "1°f. 

o. 359 

0.-!0t! 

~ 

" ~ 

> .. \: 

~;- 01 ( ~ 

·> r: ( ~ 

~ CN ! ;' 

-.:· p : ·. 

-~ : ~ 

~:· ~·) 

:k:) 

d • .¡ 

:Lfl 

f • P {dos defectuoso~ en M3/ = 0.0962 + 0.0723- n.t::~: 
2 

d. Muestra 4 (M4J 

r -: ;, 

def ~13, o def M4 ~ p20 
~ (0.1"··"·) (0.670) ' o. ).l.-' ; 1 ~ \. t ' 

( ( . ' ,-,_¡ s: .... . 
def M3, 1 def M4 ~ p21 = (0. )ht;~) (L'. ' '¡1) Í.' :> 

¡{ ( 4 d • .r) 
def Ml, 2 def M4 ~ -:> 
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Probabilidad de aceptaci6n = 0,1129 

Nut:vo Valor: 

P3 • P ll dcfcLtuoso~ an M4) ~ O.OJ51 

e. ~luestra 5 (M:;) 

r = 4 

3 def M4, O def MS ·~ P30 - (0.0451) (0.670) = 0.0302 + CM (3 def) 

3 def M4, 1 def !~5 .Y 

Probabilidad d~ accptaci6n = o:ooo 

Nue'/o valor: 

P = • {3 defectuosos en M5) = 6.0302 · 
3 

f. Muestra 6 (M6) 

~ R (4 def) 

e "' 2 

r = 4 

3 def M5, O def MG ,.,,. p = (0.C•3ú2) (O.ñ70) = 0.0202 ·-4> CM (3 def) 
j(J 

3 C:ef MS, 1 def •16 •:/ 
·:> R (4 def) 



. ' .. 

~ ' 

Probcbilid~d d~ accptaclan ~ O ~00 

Nueve val~'J" 

~ = P ltr~F ó~feccuosos en M6) = 0.0202 
~ 

g. ~ i"oUo3fo tra 7 ( r·d) 

<.: : 

3 d~f !16, 0 def M7 ·> PJO = (0.0202) (0.670) = 0.013~· -;. 

3 d~f MG; ! def M7 ? .;. 

Probabilidad de ciceptaci6n = 0.013~ 

·Í l· . 

( 3 o k J.) . 

De acuerdo ·con lo anter-1or, la probapilidad d" ,;c(:¡:ro-

ciOn de un lote, sujeto al plan de muestreo mD~tip!c pro~ur·• t~ coa: 

p = 0.02, es 

P (A; 0.02) = 0.449 + 0.240~ • 0.11~9 + 0.013~ - O.B!S~ 

' -'' •..: 

valores .de las probabil.!c! •J,·.· <1.· :~··:..,tcci6n po:1r.:1 distil: :e,<: · . .:; lorc::o 
:.··: 

4,e.p,._,_c_p%l_lo~ cuales se d<fln~~ tr~ l-)11ntos n.·c·:~.;i:r.lo~ ~.:.¡·.¡, "·t:.n!itr•.J 
. . ... . ~ .. 

ir la curva caracter!stica d~· c· .. ·r•·.·.,;:·. ·-::- .. <:"<¡:-on::l~vr.· •. '!·'• :.: 

presenta en la Fig 4.1~ 

• 
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Curva ::o para un pla.n dé 
muestreo mOltiple 

:.-

... 
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J• Ventajas y desventajas de los planes de muestreo s~mples, 
dobles y mGltiples 

) ' '• En general, los.tres esquemas de muestreo de a~eptaci6n 

. que se han presentado se pued~n ajustar para 'proi?orcionar a lotes 

con valores de :' determinados pr&cticamente la mi:;ma probabilidad 
. , ... ~' : ' 

de H·r accptiOdos¡ e:; decir, .:;i se desea, se puedé ·lograr que las 

curvas característica:; de opcraci6n-p3re lo~ piines'simples, do-
. - , . 

bles y mGltiplcs sean muy parecida~. 

' 
No obstr.:nte lo anterior, pucdP. suceder que un plan de 

mues1..:eo de .tcepta:::i6r. qc:e ha dado buen resultado -para c:r. ¡:>roductor 
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o producto, resulte no Lan e{f!CtlVO para ot.:os. L¿, efectividad de 

los distintos· planes d~ mu~streo expu~&tos se puede juzgar si ae 

analizan las ventajas y desventajas ~e cada uno de ello~ en·tªrmi-

·1os de cuatro factores importantes:' El nt1mero medio de artíc;ulos 

inspeccionados, el costo dP adnal.raistr~ciOn del plan, la acepcac16n 

por parte dt:l. p.:Ciduct(). y la infoniaac:ión ~obr" cnlid~d <k lo;.. lot.'-''-

cbtcnidü. a l.;¡,ryo plazo. Eu l;¡ t<:bl...: 5.1 S<..: compü.ru lü. c.f.,ctividad 

de los t.rQt; plane~ es~:udiado:.. 

Los factores j~IIClOnado~ en la tabla 5.1 deben !cr cons.dera-

dos al seleccionar un plan de muestreo. Por ~jcrnpl0, en a~u~ilos 

casos en que el costo de ins¡:¡ección de cadc. D.l'i..iculc. es e., t:~aJo, la 

reducci6n en el nfunero de ar'::iculos inspeccionados pt•edt: just1: :car 

el empleo del muestreo mQltiple ~o obstü.ntc ~u gran compl~jidaj y 

elevado costo de administ~aci6n. 

Por otro lado, el muestreo s~m~:~ puece se~ el adecuüdo s1 ~: 

costo de entrenamiento de personal es muy apreciable. Fiu¡¡lr:aan~e. 

si el problema es de acuerdo entre recaptor y productor del ~la~ 

a emplear, po~iblemente .la .soluciOn s ... a el muestreo noble, y¡. ; "' 

es sicol6gicamente bien ·.acP.pt.:t<io por anwas t>ar~eG . 

. , 
'· 

---------. ··:--t 



Factor 

·:d~erc mcJio d~ arttculos 
,, 

(cr,Lr<:n.!r.lt.' ~:.o, 

,•en;or.al, E:tc. l .' l ~1 

J,ceptaci6n por· parte del 

productor 

Iníormaci6n a la1go plaz? 

sobr-2 c·alidad de los lo­

tes 

TABLA 5.1 

COMPARACION ENTRE LOS PLAN~S DE 

MUESTREO SIMPLE, DOBLE Y MULTIPLE 

Plan 
simple (!'S) 

El raás granc'e 

de todos 

El m~:; ::-aJO 

·de todoc 

Regular 

La mayor 

Plan 
doble (PO) 

De 5 a 40\ meno5. 

que "'" PS 

:-1ayo:- Gt··~ el 

--le PS 

Adecuada 

Menos que en PS 
.. , ,. 

,;: 

Plan 
múltiple (PM) 

Aproximadament~ 25% 

menos que·en PO 

El m&s alto de todos 

Poca 

,., 

" 
La menor 

.. .. ... 
• 
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l.jempt.o 3.1 (con p "' o.o~) 

a. Huto~tra l (1"11) · 

np = SO(C.O~) = 1.0 

1 ñ.-,f Ml 

2 def M1 
., ' 
•, 

p = 0.368 o ,-, ~. 

:. o ,'368 

= O • .S4 

3 de.f 1-!1 ., p 3 :. o . o 61 

4 def m ~} 

c.= 1 

r "' 4 

P
1

-0.368 p = 
2 

O 1 G4 

·' ¡, 

·)o A 

+ C1-l 

'l ('!1 

¿> F: 

Pro9abil~d<:d de aceptaci6n = O. 736 
l~' 

b. Muestr!r 2 (M2) 
. .J ·-: ,, 

t:;; :..: .... 

np= 100(0.0~) = 2 ¡ P
1 

= 0.471 ; P
2 

= 0.2il 

( (1 

(1 

IZ 

( 3 

(4 

p : 
3 

d ... f) 

d~f)' 

de:f) 

d~f) 

cl~f 1 

¡.. "' 1 ·) 

2 de f M 1 , O de f M2 "? P2 0
. = ( O • 1 8 4 l ( O . U S l =- O . O 2 4 6 2.;- i • - ét l 

2 def Ml, l def H2 .-.,. P
21 

= (0.184) (0.271) -· O.IJ•¡:.o8 =~~ 1. lJ .:'.et) 

2 de f Hl, 2 def 1-1¡ •';.• => 1< (-~ ¿~f) 

3 def M1i o dcf ~~~ .,. _>
30 

~ ro n61l (0.135) = O.C'!IC.:' ~"> 1-. t, eL!¡ 

3 def Ml, 1 def ,H2 ~ 

Probabilidad de ~cc~t·•ci~~ 7 i•.z62~ 
... 

• P (A; 0.02) = 0.736 ... O.f1él·::.: O.fii30;;;;: O.(;H 

0.06:!. 

.\ 
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