
UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO 
FACUL TAO DE INGENIERIA 

FASCICULO 11 

DINAMICA DEL 
CUERPO RIGIDO. 

METODO DE LAS FUERZAS 
Y ACELERACIONES 

DIVISION DE CIENCIAS BASICAS 
DEPARTAMENTO DE MECANICA. 

LUIS ORDONEZ REYNA 

f IIDCB!Bb 



�- /0 
c.;/ ' . 7 ó J<::3-�' 

, .,,, '()' 

'ACULTAO tOOENIERIA 

FASC.11 
DIN.CUER.R 
8-B 

FACUL TAO DE ING.ENIERiA.UNAM. 

III���II�IIM�II� 
*908326* 

Gí.-908326 • 

11. DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE 
LAS FUERZAS Y ACELERACIONES ......... . 

1 1  . 1  INTRODUCCION . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . 

l1 . 2  METODO DE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO O 

DE LAS FUERZAS Y ACELERACIONES. . . . . . . . 5 

1 1 . 2 .  1 Resumen de las ecuaciones de movimiento 
correspondienres a un cuerpo rfgido dotado 
de movímienro plano general . . . . . . . . . . 1 5 

1 1 . 2 . 2 Momento de inercia de la masa de un cuerpo 
con respecto a un eje . . . . . . . . . . . . . . . 

1 1 . 2 .  3 El fenómeno del rodamiento desde el punto 

1 6  

d e  vista dinámico . . . . . . . . . . . . . . 3 2 

1 1 . 2. 4 Teoremas de Ordóñez sobre la cinéttca del 
movimiento plano de un cuerpo rígido . . . . 4 2 

11 . 2. 5 Ecuaciones de movimiento para la rotación 
alrededor de un eje fijo . . . . . . . . . . . . . . 56 

1 1 . 2. 6 Ecuaciones de movimiento para la traslación 
plana de un cuerpo rígido . . . . . . . 58 

1 1  . 2. 7 Cuerpos-rfgidos interconectados . . . . . . . . 59  

11 . 3  PROBLEMAS PROPUESTOS. . . . . . . . . . . . . . . . 7 1  

BIBLIOGRAFIA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78 



PROL OG O 

Cada vez es más notable el avance que ha experimentado en las déca
das recientes la tecnología derivada del estudio teórico-práctico de la 
Mecánica llevado a un nivel extraordinario debido a la posibilidad de uti
lizar sistemas de cómputo para efectuar las operaciones numéricas que 
de otra manera resultarían complicadas. Sin embargo es necesario reco
nocer que los conceptos relativos a la dinámica de los cuerpos rígidos 
son parte de los elementos en los que se ha basado principalmente dicho 
avance. 

El presente fascículo pretende abarcar de una manera completa el análi
sis de la parte cinética del movimiento de los cuerpos rígidos dotados de 
movimiento plano general utilizando el enfoque denominado de fuerzas. 
y aceleraciones. o de ecuaciones de movimiento, el cual está actual
mente incluido en los programas vigentes de algunas materias básicas 
en la formación académica de los estudiantes de ingeniería. 

La herramienta matemática utilizada para el desarrollo, tanto de la parte 
teórica como de los EJemplos i lustrativos que se presentan es la de Alge
bra Vectonal, con la cual se supone que está familiarizado el lector. 

Algunas de las aportaciones que el autor ha hecho en el campo teórico 
de la dinámica se presenta por primera vez en este fascículo con el nom
bre de Teoremas de Ordóñez sobre cinética del movimiento plano de un 
cuerpo rígido. Sus aplicaciones prácticas se indican en el desarrollo de 4 
de los 1 8 Ejemplos ilustrat1vos Incluidos. proponiéndose a través del 
contexto 1 5 Problemas por resolver, de los cuales se incluyen sus res
puestas a continuación del enunciado. 

Al final del fascículo se presenta también la bibliografía de la que se han 
tomado algunas ideas para la proposición de los Ejemplos y Problemas. 

El autor agradece cumplidamente el apoyo que de una manera continua 
y eficaz ha recibido de las autoridades universitarias, especialmente de 
la Facultad de Ingeniería para la elaboración de éste y otros fascículos 
que posteriormente serán editados y que permitirán a los profesores y 
alumnos de la Facultad d1sponer del material 1dóneo para el tratamiento 
moderno de los temas de la Mecánica lngenieri l . 

Considerando que el material incluido puede presentar errores involun
tarias y omisi9nes. el autor agradece anticipadamente la atención de los 
l ectores que se los indiquen, y asimismo espera las sugerencias que del 
mismo le hagan llegar personalmente con el objeto de mejorar ediciones 
posteriores. 



11. DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODO DE 
LAS FUERZAS Y ACELERACIONES 

1 1 . 1 INTRODUCCION 

El problema fundamental de la dinámica del cuerpo rígido dotado de 
movimiento plano genera l es el equivalente al que corresponde a la diná
mica de la partícula. Su planteamiento en forma general puede estable
cerse como s1gue: 

Siendo conocidas : al La posición or igmal de un cuerpo rígido en el ms
tante t = O. bl las características de las fuerzas exteriores ejercidas 
sobre él durante el in tervalo de tiempo ba¡o consideración,  y el las res
tncciones que le impone el medio que está en con tacto continuo con el 
cuerpo en ese mtervalo, el problema consiste en determi nar la posición 
del cuerpo rígido al final del 1ntervalo, o sea en el instante t = t¡. 

Al respecto debe tomarse en cuenta que usando los conceptos cinerná
t•cos correspondientes a la partícula y a l segmento de recta resulta evi
dente que si se conoce la posición 1nicial de un cuerpo ríg1do dotado de 
movimien to plano general, su pos1ción al final del in terva lo de tiempo 
bajo consideración puede determinarse conociendo la posición final de 
un punto cualquiera del cuerpo, por ejemplo, el centro de masa. C. así 
como el ángulo to tal , 8, descri to por cualquier segrnento de recta tra
zado en el plano de movimiento. durante el intervalo. 

y 

.----1----.B 

Fig 11. 1 
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En efecto, en la figura 1 1  . 1 se indica la posición inicial de un cuerpo rfg i
dc de planta rectangular, representado por el plano de movimiento, 
donde se localizan los puntos A. B. C. Por sencillez, el origen fijo, O. se 
hace coincidir con el centro de masa, C. siendo el sistema de referencia 
el O.x.v. indicado. 

En la misma figura se muestra la posición final del cuerpo, donde las 
posiciones de dichos puntos están representadas por A'. 8', y C'. res
pectiva m en te. 

Puede verse que esta posición final del cuerpo es posible determinarla a 
part1r de la posición inicial si se conoce el vector7c· y el ángulo total. 9, 
que describió cualquier segmento de recta trazado en el plano de movi
miento. durante el interva lo de tiempo considerado . 

Desde un punto de vista completamente teórico, para determinar el 
vector r:: se requer1ría resolver las expresiones 

-� f 0: dt 
-

= T eL 11.1 

-

J � dt 
-

y Y .. "" t e 'l. �1.2 

correspondientes a la cinemática de la partícula. 

Análogamente, la obtención del ángulo 8 requeriría resolver las ex
presiones: 

-
-r e� � = J «: dt 1 t. 3 

y e � J w dt t- e� 11. '1 

correspondientes a la cinemática del segmento de recta. 

Por lo que. en conclusión. sería necesario conocer las func1ones vecto
riales ac, y¿ ' en el intervalo, siendo la prirr.era la torrespondiente a la 
acelerac1ón del centro de rnasa. y la segunda la correspond1ente a la 
aceleración angular del cuerpo rígido dctado de movimiento plano 
general . 

Los conceptos anteriores corresponden ai problema fundamenta� de la 
dinámica del cuerpo rígido dotado de movimiento plano general·.:uando 
la trayectoria de C es una curva plana cualquiera. 

Sin embargo, únicamente se estudiarán los casos en que la trayectoria 
del centro de masa es una recta, ljna circunferencia, o bien, un punto fijo. 
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Para estos casos el problema se reduce en forma considerable. aunque 
se trate de un sistema de cuerpos rígidos unidos por med10 de elementos 
flexibles, inextensibl es y de peso despreciable, o bien, por med10 de re
sortes elásticos lineales, con tal de que cada uno de d1cfws cuerpos al 
moverse adquiera un movimiento plano general o una d� sus versiones 
particulares. 

Bajo estas condiCIOnes limitat1vas el problem..3 fund¿:¡.�1ental ya no se 
acostumbra canalizar hacia la búsqueda de la posiciór final del cuerpo, 
sino más bien se enfoca hacia el cálculo de lo� par�metros dinámicos 
más importantes involucrados en el movimienl·) de los ..;uerpos del sis
tema como son: la aceleración del centro de masa. la aceleración 
angular del cuerpo, las fuerzas ejercidas en los elernerotos de unión, la 
velocidad adquirida. por el centro de masa al recorrer é•>.E una distancia 
predeterminada , etc . 
En este contexto se conocen clilsicamente lo•; tres dife ·entes enfoques 
teóncos que se indican a contmuación: 
ii El método de las ecuaciones de movirmenro, o de la:; fuerzas y acele-

raciones. 
li) El método del traba¡o y energía. 

iii) El método del impulso y la cam1'dad de mov1mientc. 

Cabe mencionar que en este fascículo se estud1.srt. fxc!usivamente el 
primer método, ya que los dos últimos son planteadcs e·1 otro documento. 
En los artículos que se anal1zarán se tratarán los cont'eptos relativos�� la 
Dinámica del Cuerpo Rígido dotado de movimiento ¡.)/ano general y con 
las características siguientes: 

1) El cuerpo es simétrico con respecto al plano de mov1miemo. COinCI
dente con el plano de referencia x y, teniend(l su origen, O, coinci
dente con el centro de masa. C. {véase la hg ur.1 7 7 .  2 ). 

ii) El sistema resulranre general co
rrespondiente al sistema de fuerzas 
exteriores apl icadas al Ci$rpo rígido 
se reduce a una fuerza R alo¡ada en 
el plano de movimiento cuyo sopor
te pasa por C, v a un par de fuerzas 
alojado también en dicho plano. 

Es decir. la reducción canónica del sis
tema del fuerzas exceriores aplicadas al 
cuerpo da por resultado 

-
R ... R.,.;_+R�J 

y M: � Me. = M(. 1\ 

z 

Fig 11.2 

Plano de 
movimiento 

y 

II.S 



Siendo Rx y Rv los valores algebraicos de las componentes de la fuer
za R según los ejes "x", y "v". respectivamente, y Me el valor alge
braico del momento del sistema de fuerzas exteriores con respecto al 
eje z que pasa por C. 

ili) En el instante bajo consideración, la velocidad angular del cuerpo, w, 
estada representada en una figura tridimensional por un vector para
lelo al eje z {figura 11. 2 J s1endo su expresión: 

• • • • 11. l 

donde w = valor algebraico de la velocidad angular de cualquier 
segmento de recra alo¡ado en el plano de movimiento. 

ivJ Análogamente, en el mismo mstante, la aceleración angular del cuer
po, OC. , estaría representada en una figura tridimensional por un 
vector paralelo al eje z (figura 11.2 J, siendo s.u expresión: 

donde o< 

.... u.a 

valor algebraiCO de la acelerac,ón angular de cualquier 
segmento de recta alo¡ado en el plano de movimiento. 

Con el ob1eto de simplificar la repres•mtac1ón gráfica, se acostumbra 
indicar solamente el plano de mcvrrrriP.•lto del cuerpo mostrando en él la 
fuerza R pasando por C, mientras que l�s cantidades M0• = Me, �. y iZ 
se representan por medio de arcos d8 errc.unferencia con el sentido arbi
trariamente asignado en cada d1scus1ón teónca o práctica (figura 1 1  . 3 l . 

Fig 11.3 Rg 11.4 

De acuerdo con los conceptos de Estáttca, el sistema resultante general 
correspondiente al sistema de fuer_ras aplicadas al cuerpo rígido se re

duce entonces a una fuerza úmca, R, alojada en el plano de movimiento 
xy, pasando por un punto L situado a la mínima distancia del origen, de 
manera que la expres1ón que defme el vector de posición. OL de dicho 
punto es 
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-
R 11M .. 

f\" 
ll.'t 

En efecto. por dehn1ctón· 

- -
M. :: '\. � f\ 

Luego: R ll M. • R x t Y: "'R) =- (R'. r: )'R +(R') Y: 
v como R · t: = o 

para· el punto l. tal que R 7L = O 

Véase la figura 1 1 . 4. 

1 1 . 2 ME TODO DE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO O DE LAS 
FUERZAS Y ACELERACIONES 

Con este método se tratan de obtener. esencialmente, los dos paráme
tros cinemáticos a::. v iX. , los cuales quedarán involucrados en las ex
presiones que se resumirán posteriormente. Una de ellas es la ( 1 l . 1  Ol y 
las otras se deduc1rán a continuación tomando como base la ecuación 
( 1 1. 1 11 que se obtuv1eron a partir del análisis de los sistemas de par
tículas así como de la condición de identidad entre el sistema de las fuer
zas exteriores aplicadas al cuerpo rígido y el s1stema de fuerzas efectivas 
correspondiente a las partículas del cuerpo. 

- -
R • M Q." 

M:.= r,. 
•.• .. JI. lO 

11.1\ 

Es necesario hacer notar que la ecuación 1 1 . 1 1 es válida, exclusiva
mente, para los tres casos siguientes, en lo que corresponde a la locali
zación del punto arbitrario A. 

i) Si A es un punto fijo, tal como resulta ser el centro instantáneo de 
rotación en un movimiento plano general. 

iiJ Si A coincide con el centro de masa C. 

iiíJ Si la velocidad de A es paralela a la velocidad del centro de masa. 

Como se verá posteriormente en este mismo fascículo el término �A se 
puede expresar en función de�' o de.;< yac, de modo que las expre
siones i 1 1  . 1 0) y las basadas en ( 1 1 . 1 1 l permitirán calcular conjunta
mente a e y;;_. 
Sin embargo se debe aclarar que aunque puede escribirse una ecuación 

5 
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del tipo ( 1 1  . 1 l l  para cada uno de los tres puntos ind1cados anterior
mente, esto no signif1ca que d1chas ecuac1ones sean matemáticamente 
independientes • .  La realidad es que sólo una de ellas lo es. Las demás 
son formas alternativas que podrán usarse dependiendo de las condicio
nes particulares del problema bil¡o consideractón. para resolver éste más 
fácilmente, o b1en para COIIlf>l()bar los resultados. 

También se dcdur.u fm dos ecuo�unnes alternattvéls con las anteriormente 
'nenc1onali<J'>, la e; C.Wllus -;e rd1\'rcn ya �ea a un punto con l:lceleración 
nula 1como In r:� r:l l..l!r11ro lrtStanléÍrteo rJc aceleración cero en un movi
rrHento pl;311r• 'JlmQr_al l , o él un punto O cuya aceleración es un vector 
o;:�ralelo al vt!cior OC. · 

Estas dos ecuaciones no se ohtendrán a p;:¡r11r de la ecuactón ( 1 1 . 1 1  ) , 
sino de la condición de idenr1dad entre el s1s1erna de fuerzas exteriores 
apl1cadas al cuerpo rígido y el sis1(;1r1a de fuerzas efectivas correspon
dientes a las partículas del cuerpo. 

Desde el punto de v1sta dlniH,IC'> cor1v1ene aclarar que la ecuac1on ( 1 1 . 1 0) mvolucra el efecto que en el movimiento del cuerpo tiene el 
vector equipolente de la fuerza ún1ca que equtvale al s1stema de fuerzas 
extenores aplicadas al cuerpo; es decir el efecto deb1do a la magmtud y 
dirección de d1cha fuerza; mientras que la ecuación ( 1 1 . 1 1  ) al involu
¡:;rar el momento de las fuerzas exteriores IOtrta en cuenta el efecto de la 
posición relat1va de la línea de acción de d1cha fuerza única con re
lación al cuerpo. 

La:; ecuaciones que se deducirán involucran los tres conceptos si
guientes: 

a) El momento de las fuerzas exteriores con respecto a ejes que siendo 
perpendiculares al plano de movimiento pasan por alguno de Jos 
puntos particulares mencionados antes. 

bJ Una cantidad denominada momento de inercia de la masa del cuer
po, con respecto a cada uno de dichos ejes, la cual indica en forma 
cuantitativa la med1da de la resistencia que opone el cuerpo a dejarse 
acelerar angularmente alrededor de alguno de dichos ejes, bajo el 
efecto del momento de las fuerzas exteriores, y 

cJ La aceleración angular del cuerpo. 

Considérese primero el caso en que A sea un punto fijo en un instante 
determinado; es decir, que sea coincidente con el centro instantár:�eo de 
rotación, i. tal que V¡ = O. Sea P una partícula situada en el plano de 
movimiento, dm su masa, y V su velocidad en dicho instante. (Fi
gura 1 1  .5) .  

• Véase la  demostrac16n en e l  ejemplo 1 1 .4. 
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Sea 1, el vector d� posición de dicha partícula con respecto al centro ins
tantáneo de rotación, i. 

De acuerdo con la duhnición de mo
mentum angular, resulta: 

d H: =- f x ir dm • .. 

= p_¿ "J( ( ü:i 't r ) dm • • • . 11. ''l. 

Desarrollando el doble producto vec
torial; 

d H.: = [ ���- ( [·wff;] dm • • . •  11.13 

;---- w 

Flg 11.5 

Como w es un v�tor perpendicular al plano de mo·o�imiento donde se 
localiza el vector f1, f.,·¡¡, = O, por lo que la ecuación anterior se re
duce a: 

d- - pt H.i, = w 14 d"" • • • • 11. 1 � 

Integrando para obtener el momentum angular de todo el cuerpo rígido, 
resulta: 

••• • JI. 1..1" 

Y puesto que w es la misma para todos los vectores f. en el instante bajo 
consideración, se obtiene: 

1 

R7 e w f r.L\ d..n . ·�· . 11. " 

la cantidad ¡o �¡ dm representa el momento de inercia de la masa del 
cuerpo con respecto a un eje que pasa por i y es perpendicular al plano 
de movimiento. 

Cor:no puede verse, esta es una cantidad escalar cuyas dim�nsiones son 
L 2 M  r', y cuya ma g nitud depende de la posición relativa de las partícu
las del cuerpo con relación al eje mencionado. 

Se representará con el símbolo �. correspondiendo el subíndice al punto 
por donde pasa el eje; es decir, por convención· 

l¡ ,. J �t dm 11. l't 

Sustituyendo ( 1 1  . 1  7) en ( 1 1  .16! resulta: 

if = w I · ,, , a. .. 4 • •• • • go 



Así, al tomar en cuero•;:¡ 1<) que establece la ecuación l l. ll; se tiene que: 
-

t::t;. = H . "" ;;_ 1 ... ... ... 
ya quew es un vector que no cdrnbiél de direr:r.�<·rP. 

; • • • 11.  1 '1 

Ahora, se anai•zr.l• á (m turr r ra én:-·JI, . qa ul ( ;-rs•, •.:r. que el punto A coincide 
con el centro de rrrasa C, dr:l r.rH:riJ" 

Sea 1, el V8ctor dr: prr•.•t ,,·,. �J·· r11.:r IJdr;ic_ur.:; P. de masa dm, con res-
pecto a C. cu�·l velm:•d;rrl , . .., V IFrgura l1.6l. . 

-----¡;¡ 

Fig 11.6 

El momentum angular de la partícula P con respecto a C resulta: 

Como 1i = � + w " f: 
al sustituir 1 1  .2 1 en 1 1 .20 resulta: 

d He. � Jf x (� t � 111: ) dm 

d ¡¡: = 1: JI.� dm + f: � ('� l! f:') dm 

Así: 

i¡: = f Pe .(�e! m + J fe: lC (üJ 1t 'f:) J""' 

11.10 

• . . • 11. l.l 

• • • •  )l."tl. 

• • • •  11.7.,'� 

Como \le es la misma para todos los términos de la primera integral, la 
ecuación anterior puede expresarse como: 

De acuerdo con la defrnícíón de centro rle rnasa de un sistema de par
tícu::.s resulta evidente que f P: J_.. • ( C:Z) M a- o. ya que los vecto-

res �e tienen por origen precisamente dicho punto; por lo tanto la ecua
ción anterior se reduce a: 

'H7 = f 1f x ( iO ¡¡ 1: ) dm . • .. \1.'25 

Al desarrollar el doble nrf)dUCIIl vo:crorinl de los l(;rrrllrlOS del integrando. 
resulta: 

y como (f.:'· w � ::.o ya quE:! son vcr;lr HCS pcrpr�rrdrculares: 

.... 1\,"l.'t 

Sustituyendo ( 1 1.2 71 en ( 11 . 2 51. se tiene: 

H:. � f w r .. t dm ... w f f,"� dwt .... \1. UJ 
_, -

ya que w es la mrsma para todos los vectores 1' . . en el rnstante conSI-
derado. 

Sea 
• • •• II."E1 

el momento de inercia de la masa del cuerpo con respectó a un eje per
pendicular al plano de movimiento que pasa por el centro de masa, C .  

Sustituyendo ( 11 . 2 91 en ( 1 1  . 2 8) .  resulta: 

Por lo que, de acuerdo con la ecuación t 1 1  . 11l resulta para éste caso: 

Por último se analizará el caso en que el punto A sea un punto cuya ve
locidad sea paralela a la del centro de masa, C . 

Llame�os La dicho punto (figura 11 . 7l.l 
9 



De acuerdo con los conceptos de la 
cmemática del cuerpo rígido dotado 
de un movimiento plano general, en 
este caso el vector i1: resulta obli
gadamente perpendicular a Ve; es 
decir: 

• • •  • ''· 3� 

Siguiendo una secuela análoga a los 
dos casos anteriores se obtiene: 

- ;; 

Fig 11.7 

• • • • 11. �) 

De acuerdo con la figura 1 1 . 7: 

• ••• 11. � .. 

y, por otro lado: 

Sustituyendo ( 1 1  .34 1  y ( 1 1 .3 5 1  en 111 .331. resulta: 

d H: .. U.7 t t) 11 (� + 'W.,. f:) clw-. 
d �"' lL x Va Jw. t [C "(Üj 11 f:)dm T r: (V: Jmt 1>: ll. (w )1' 1:) dl'll 

Luego: 
. 

• • • •  11."3, ' 

ii'�. • f lt l( V.: d m 1-f li 1< (� 1 1: ) d .... + f � .'1. drn 1-J r: w (iJ, 1': )�m 
••• • ll.l'f. 

Tomando en cuenta que LC, y Ve son los mismos para todos los térmi
nos de las integrales donde intervienen y que w • fc = O, la ecuación 
anterior se puede escribir como: 

H'> � ��� j Jtn t i:1te lw 1( JK dm J + [fP: d"']lL� +üJ' f'f.'clm 
•••• 1\. '31 

Como la integral dJll. último �mino de la ecuación anterior es le {ecua
ción 11.29),y S P .. dm. o ·y r d\'V\:: M,la expresión se reduce a: 

H:. =-(¡:e ,vr)"" + w re. .... \1. ;\'\ 
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o bien. tomando en cuenta la ecuación ( 11.30) .  resulta: 

- ( -· -) - . H 1 " l.. e:. " v� M + �, • . • • 1\ • 'tO 

Derivando la ecuación 11 1 .39} con respecto al tiempo, resulta: 

Según el teorema omega (Relación de Poissonl: 

( -) - -d... l.t ... UJ ¡1 l.c. 
dt 

Sustituyendo 1 1 1  . 4  2 )  en ( 1 1 . 4 1 l. se obtiene: 

A: = [ a "a:-, + tw xt:c).,. -v.: ] ""+ ot 1., 

Desarrollando el doble producto vectorial indtcado: 

.... u."' 

• •• • \\.'t� 

• •• • 1 l. '13 

y como 
- -l... c. • V"c. • o en definitiva: y también 

.... U. 'IV 

Por lo tanto, al considerar lo que indica la ecuación ( 1 1  . 1 1 ), resulta: 

..... \l.�.s 

Ahora se deducirán otras dos ecuaciones de movimiento alternativas de 
las expresiones ( 1 1  .1 9), ( 1 1  . 3 1 )  y ( 1 1  . 451 usando como base la con

dición de identidad entre el sistema de fuerzas exteriores aplicadas al 
cuerpo rígido y el de las fuerzas efectivas de sus partículas. 

Antes de ello conviene aclarar que a partir de la segu_nda ley de Newton 
sobre la partícula, cuya expresión es: 

• • • • fi,IU 

• En el ejemplo 1 1 .4 se demueslra Que esta exprestón es válida para cualQuier punto. A, 
aün en el caso en Que el cuerpo rígido tenga un movimiento general, siendo dicha 
expresión el caso par ucular. correspondtente al cuerpo rígido. 

, ,  



si Ja masa de la partícula diferencial es dm y tiene en el instante consi
derado una aceleración a, la fuerza efectiva correspondiente resulta 
dada por la exprestón 

En caso de que la aceleración tenga varias componentes, al multiplicar 
cada una de estas por dm se obtendrán las respectivas componentes de 
la fuerza efectiva 

Considérese ahora la figura 1 1  . 8  donde I representa el cen tro instantá
neo de acelerac16n cero y P es una partícula situada eñ el plano de movi
miento , siendo ,::01 su vector de posición con respecto a I. 

Las dos componentes mtrínsecas de 
la aceleración de P son: 

u.'U� 

Multiplicando por dm estos vectores 
se obtienen las respectivas compo
nentes de la fuerza efectiva de la 
partícula, las cuales se ind1can en la 
figura 1 1 . 8 .  

Usando la nomenclatura convencio
nal de Está1 ica . el momento de la 
fuerza efectiva de- la partícula con 
respecto al eje que pasa por 1 resulta 
dado por: Flg n:s 

Como el últuno térr11 ino de la ecuación anterior es nulo, ya que es el pro
ducto vectonal de dos vectores paralelos. la ecuación se reduce a: 

• . • •  II.SI 

Desarrollando el doble producto vectorial, resulta: 

pero i'; · ;;¡' • o por ser vectores perpendtcualres, 

Luego: d � :.:: f; ;¿ drn ••• • II.Sl. 

Al integrar para considerar todas las par1ículas del cuerpo, e igualar con 
el momento de las fuerzas exteriores resul1<'1: 

• . . • II.S3 

y como� es la rnisrna para todos los vectores ?{. se t1ene: 

Mr = o<. � J'"' - - f ' 
• •  _ . ll.s 1./ 

La cantidad J (12dm representa el momento de inercia de la masa del 
cuerpo con respecto a un eje perpendicul.=-tr r�l plano de movimiento que
pasa por l. 

Sea Il:. • � f'1t d"" ..... u.ss 

Sustituyendo f 11.55) en ( 1 1  .54), se ob11ene en defini1iva: 

De manera análoga al caso anterior cons1dérese ahora la figura 1 1  . 9 
donde_ O represen la un punto del plano de ·!!l,OVImiento, cuya acelera
ción, a0, está localizada a lo largo del vec10r OC. 

De acuerdo con la cinemática del 
cuerpo rígido dotado de movimiento 
plano general. si P es una partícula 
de masa dm situada en el plano de 
movimiento del cuerpo y � es su 
vector de posición con respecto al 
punto O, su aceleraCIÓn resu l 1a 
dada por : 

a:;= ·o:-; +�• "P;- w'l"f: 
• · · - 11 • .n 

Al multiplicar cada una de estas tres 
componentes de la aceleración por 
dm, se obtienen las respect1vas 
componentes de la fuerza efectiva 
de la partícula, las cur�les se ind1can 
e,n la figura 1 1  .9. 

Flg 11.9 

Considerando los rnornentos .de estas componentes con respecto al eje 
perpendicu lar al plano d_e movimiento que pasa por O, integrando e 
igualando con los momentos de las fuerzas exteriores, resulta: 

M� • J r; "-a: dm 1' J� 11 t;;¡,._ r:) d"" + f P; ·d-UJl 'P; ) . • .. ll.S6 
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-... -
Como el térn11no P11 x 1-u/ � 1 - O ya que es el producto vectorial de 
dos vect¡jtes paralelos. y ao es la misma para todos los términos de la in
tegral del pn111er térn11no del segundo nuernbro. la ecuación anterior se 
puede escribir como: 

• • •  • \1 .s<l 

Según la definición de centro de masa de un sistema de partículas 

·· - - 1 1 . 60 
y al desarrollarse el doble producto vector1al de los términos del inte

grando r; '1[ e� 'K. r; ) d.,.. . resulta 

Como f · ;;: = o por ser vectores perpendiculares, la expresión ante-. .
d nor se re uce a:  

• • -. ll.' 1 

Sustituyendol1 1.60)y(1 1 .61) en(l 1.59), resulta : 

. .. .  \\. 6' 

Puesto que oc M X ao = o ya que es el producto vectorial de dos vecto
res paralelos, y ;c. es la rnisma para todos los términos de la integral. 
resulta: 

- - r ol. Mq = o<. ) r" d"' .... "· '3 

J t'� dm representa el momento de inercia de la masa del cuerpo con 
respecto a un eje perpendicular al plano de movimento que pasa por O. 

Sea - • • • ll.t.'i 

Sustituyendo ( 11  .64l en ( 1 1  .63) se obtiene, finalmente 
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-I M�..._ e:><.. � 11.65 

1 1 . 2 . 1  RESUMEN DE LAS ECUACIONES DE MOVIMIENTO CORRES
PONDIENTES A UN CUERPO RIGIDO DOTADO DE MOVI
MIENTO PLANO GENERAL 

A continuación se presenta el resumen de dichas ecuaciones las cuales 
se usarán para resolver los problemas dinámicos respectivos. 

it = M 0::. 
i\i\. : J.�-.4 .... -
Me ::: }4:� 
M�, - ( � �t O: ) N'1 � Ic ;;<: 

M; = 11� 
Mli = Tq «:' 

\1.10 
11. 1c¡ 

· • • • •  11."31 
ll.'iS' 

. • • •  ll.:s-c 

- ·  • •  1\.,S' 

En estas expresiones los subíndices i, C, L, 1 y O representan puntos 
situados en el plano de movimiento del cuerf?o. pasando por cuatro de 
ellos los ejes a los que se refieren los momentos de inercia respectivos . 

Esos puntos son: 

1 
e 
L 
1 
o 

-
cemro instantáneo de rotación fV¡ = OJ 
centro de masa del cuerpo 
punto cal que V¿ 11 � 
centro instant�neo de aceleración cero (a1 = _Q). 
punto tal que a0 queda situado a lo largo de OC. 

En la aplicación práctica de esas ecuaciones se convendrá en considerar 
que el plano de movimien to del cuerpo rígido se localiza en el plano 
coordenado. de referencia xy, por lo cual dichas ecuaciones equivalen a 
las siguientes expresiones escalares, (exceptuando la ecuación 1 1 . 7 01. 

R� = M a: ... : 
R� ,.. "" � .. 
M· = 1· o(. ... "" 

Me ... rO(. = r .. «-- ( i7 11 ct .. ) h'\. t 1 � ML • 

11." 
11. ''f 

• -- . 11.,1!1 
-- • •  \1. , .. 

. . . . 11.�0 

• El primer teorerr•a clc Ord<">fl,l. 'l''" se dwr�1u:�lr.¡ fJ<JSI<:rumncr�lc, i11d1<;i1 <¡111: d """1"' 
instantáneo de rolilc:l<'m. 1, l:-; ''" puroiD c;uy;¡ ilu:lo:rar:u·H,, r:n r:u¡¡lquicr in!>lil"l" pr<:so:nlil 

esta caracterisl•_ca. 
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(Al apl1car esta ecuación, los vectores LC y ac deben expresarse en 
forma binómica car1es1ana según cada caso particular). 

1 t. ':f 1 

• • • • ll.':f� 

Recuérdese que de la lista antenor. las ecuaciones 1 1 .66 y 1 1 .67, y 
solamente una de las que le s1guen son independ1entes. de modo que. 
según las condiciones de cada problema bajo consideración se usará la 
que permita resolverlo con mayor facilidad. uti l izando el resto de esas 
ecuaciones para comprobar los resultados. si asi se des·ea . 

Antes de proceder a aplicar esas ecuaciones en la solución de ejemplos 
de problemas i lus1ra 1 1vos se expondrán los conceptos básicos relaciona
dos con el mornen lo de inerc1a de la rnasa de cuerpos sólidos homogé
neos que sean simétricos con respecto al plano de movimiento. 

1 1  . 2. 2 MOMENTO DE INERCIA DE LA MASA DE UN CUERPO CON 
RESPECTO A UN EJE 

El concepto de momento de inercia de la masa de un cuerpo con respec
to a uno de los ejes mencionados anteriormente presenta dos aspectos 
fund<:�mentale:;; el primero se refiere a su significado fi:;ico, y el segundo 
a su definición matemática. 

El significado físico es fácilmente comprensible si constderarnos las 
ecuaciones 1 1 1 . 1 91, ( 1 1 . 3 1 1 ,  1 1 1 .561 y 1 1 1 .651, a partir de las cua
les, al despejar el parámetro O( que corresponde a la aceleración angular 
del cuerpo ríg1do se obtiene una expresión de la forma: 

- -
0<.. = � r. 

..... ll.'t3 

correspondiendo el subínd1ce • a alguno de los puntos especiales men
cionados anteriormente, por los que pasa el eje respectivo. 

Esta ecuación presenta la rnisma forma de la que se obtiene al despejar. 
de la expresión correspondiente a la segunda ley de Newton para el 
movimiento de una partícula. la aceleración a; es decir resulta análoga a: 

- -
o. ... ..E_ 

M 
• • • • \1.14 

Así, mientras esta ecuación indica en forma matemática que la masa de 
la partícula es la medida cuantitativa de su inercia; o sea de la resistencia 
que la f22rtfcula ofrece a dejarse acelerar linealmente bajo la acción de la 
fuerza F, la ecuación 1 1 . 7 3 indica, análogamente, que el momento de 
inercia de la masa de un cuerpo rígido dotado de movimiento plano ge
neral con respecto a un eje que siendo. perpendicular al plano de movi
miento pasa por alguno de los puntos i, C, 1, ó Q, es la medida cuantita-

1e 

- . . -

tiva de la resistencia que el cuerpo ofrece a dejarse acelerar angular
mente alrededor de d1cho e1e baJo el efecto del momento que producen 
las fuerzas ex tenores con respecto a dicho eJe. 

La definición matemática del momento de inerc1a de la masa de un cuer
po con respecto a cualquier eje, tal como el e1e x de la frg. 1 1 .  1 O está 
dada por la expresión 

donde f.._ representa la d1stancia en
tre el elemento de masa dm, y el eje; 
es decir, dicha cantidad es la suma 
de los productos de la masa de cada 
una de las partículas del cuerpo por 
el cuadrado de la distancia a di
cho eje. 

Análogamente con respecto a los 
ejes "y", y "z", las expresiones co
rrespondientes son: 

I'$ - J rtJm 11 • ..,." , 

I .. :; f Pzdm ll.'t-l 
e 

� 

. • • •  ll.lS' 

z 

y 

Fig 17. 10 

Usando la relación geométrica existente entre las coordenadas "x", 
"y", y "z" de la partícula P y las distancias l"x, (Y.' fz· las tres ecuacio
nes anteriores también se pueden expresar como s1gue: 

1"' = J f: d m "' } ( ';\ l H 1 ) d m 

I � -= f f�\J .,., = f ( :x., + t � ) cl.m 

I-. :-.J r;·�m = f (.):.Zt�1)dm 

11.18 

• . . .  11.80 

Como puede deduc1rse fácilmente de las expresiones anteriores el mo
mento de inercia de la masa de un cuerpo es una cantidad escalar cuyas 
dimensiones son: 

• • • .  1(.&1 
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Otra de las características proptas del momento de inercia de la masa de 
un cuerpo es que resulta una canttdad positiva cuyo valor numérico 
depende principalmente. de la posición relativa de sus partículas con 
respecto al eje ba¡o consideración, ya que las partículas más alejadas de 
dicho eje contribuyen en forma más significativa que las más cercanas, 
debido a que en su cálculo interviene el cuadrado de la distancia entre 
cada partícula y el eje • . 

Otro de los conceptos relacionados con el momento de inercia de la 
masa de un cuerpo es.el de radio de giro con respecto al eje bajo consi
deración. 

Con relac1ón a este concepto se presentan también dos aspectos; su 
def1nición matemática, y su significado físico. 

La definición matemática es como sigue: 

Si se designa por kx al radio de giro de la masa del cuerpo con respecto 
al eje x, su expresión correspondiente es: 

donde Ix 

M 

• • •• II.SZ 

momento de i nercia de la masa del cuerpo con respecto 
al eje "x", y 
masa total del cuerpo. 

La ecuación anterior equivale a la siguiente: 

• - • - 11. & 3 

En cuanto a su significado físico, éste puede deducirse de la ecuación 
anterior. de modo que puede interpretarse como aquella distancia a la 
que. con respecto al eje considerado, puede suponerse concentrada 
la masa del cuerpo, de tal manera que en estas condiciones ofrece la 
mtsma resistencia a dejarse acelerar angularmente bajo el efecto del 
momento de las fuerzas exteriores aplicadas, que la que ofrece bajo su 
forma rea l .  

• Por esta razón tarr1b1en se l e  denq¡wna segundo momento de la rnasa del cuerpo con 
respecto al e¡e bajo cons1derac1ón. 
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al Teorema de Steinner o de los ejes paralelos. Este teorema sirve prác
ticamente para obtener el momento de inercia de la masa de un cuer
po con respecto a un eje cualquiera, z', cuando se conoce el 
momento de inercia del cuerpo con respecto a un eje z paralelo al 
mencionado, y que pase por el centro de masa del cuerpo • .  

Con respecto a lo que se indica en la figura 1 1 . 1 1 ,  el teorema indica que: 

I =J ... -t-Md� •• • 

Siendo M = masa del cuerpo 
y d = distancia entre los ejes paralelos 

La demostración de este teorema se 
hará tomando como base la figu- i 
ra 1 1 . 1 1 en la cual se indica un 
cuerpo rígido referido a los sistemas 
carteSianOS O x' y' z' y C X Y Z, Sien-
dO el origen de este último. supues-
tamente, el centro de masa del 
cuerpo . 

Como en la definición matemática 
de momento de ·Inercia de la masa 
de un cuerpo queda involucrado el 
cuadrado de la distancia entre cada 
partícula del cuerpo y el eje bajo 
consideración, se pueden utilizar 
para la demostración las proyeccio
nes sobre el plano x'y'. de los vec
tores <Yt. CP !....l'.. <YP, las cuales se 
designan por O'C', ?; y?;. respec
tivamente. Figura 1 1  . 1 1  . 

1 '? 
Por definición tenemos que: 

r� ... 5 P/ d"" 
1 •• =J f'dm 

•• 

En la figura 1 1 . 1 1 se observa que: 

Luego: 

I=�+T. &' • 

r.l ( - )2 o, _..f --= o•c.• ..¡ \ + ' • o''' '-' • '1 

. .  • . . H. a 'f 

Fig 11.77 

11. SS' 

•• • • 11. <al 

·- • •  1\.8& 

y 

y' 

• Tamb1én se puede usar en orden inverso; es decir. a partlf del conocimiento de lz• el 
teorema sirve para calcular 'rz. 
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siendo d la distanc1a entre los ejes paralelos z' y z. 

Sustituyendo 111 .891 en 111.881 se obtiene: 

1 l 'l -- -P a d + D -+- 2 f • O'G' •' 1, • 

Sustituyendo ( 11 .831 en ( 11.7 9) resulta: 

• •  - . ll.&'t 

Como las cantidades d2 y Q'é• son las mismas para todos los términos 
de las integrales que las contienen, la expresión anterior puede escri
birse como: 

Como ) d..., .:: N\ ¡ J rf!1 d"' = I � y de acuerdo con la definición 

de centro de masa ¡ J ?; dm :-; , resulta finalmente: 

I"I:.,= Md2+ IC! L.Q.Q.O. 

TABLA DE MOMENTOS DE INERCIA DE LA MASA DE ALGUNOS 
SOLIDOS HOMOGENEOS DE FORMA GEOMETRICA SIMPLE 

20 

CILINDRO CIRCULAR 
RECTO MACIZO 

z 

R 

H 
2 

CILINDRO CIRCULAR 
RECTO HU_ECO 

H 

CILINDRO CIRCULAR RECTO 
DE PARED DELGADA 

H 

ESFERA MACIZA 
z 

'1 

eSFERA-HUECA 

'1 

V = z.lT R. H e 



ESFERA DE PARED DELGADA 

z 
s-o 

R 

BARRA PRISMATICA DELGADA 

z z' 

e L y 

y' 

l 

y =»l = X. '3 

r:.:, =t�, ... 

� i�::o 
"· 

� 
3 

Cuando se trata de calcular, con respecto a un eje dado, el momento de 
inercia de un cuerpo sólido homogéneo formado por dos o más cuerpcs 
de forma geométrica simple, conviene primero suponer descompuesto 
el sól1do en elementos simples y obtener el momento de 1nerc1a como la 
suma de los momentos de inercia de los cuerpos simples, empleando 
para el cálculo de cada uno de estos los resultados que indica la tabla 
anterior y, si es necesario, el teorema de Steinner. 
Los ejemplos que siguen i lustran la aplicac16n numérica de estos con
ceptos. 

Eiemf2./o 11. 1. En la figura 11 . 1 2 ,  se indica una barra delgada homo
génea, OA, de 2 m de longitud y 1 O N de peso, que está rígidamente 
unida aun disco homogéneo, B, de 1 m de rad1o y 20 N de peso. Hallar 
el momento de inercia de la masa del sistema, con respecto a un eje 
perpendicular al plano de la figura y que pasa por O. 

2m lm Rg 11.12 

Solución. 

Considérese descompuesto el Sistema en dos cuerpos rígidos homogé
neos de forma geornétnca simple, la barra delgada OA, y el disco B. 

Con fines de iden tiltcac1ón se denominará a la barra como elemento 1 , y 
al disco como elemento 2, siendo C1 y c2 su� centros de masa res
pectivos. 

Así: 
Io :& I t + I" (1) 

De acuerdo con la tabla anterior se puede calcular directamente 11• 
como sigue: 

(z.) 

Para el cálculo de 12 usamos el teorema de Steinner el cual indica que: 

A partir de la tabla anterior, resulta: 

o sea: 

r"' =- t ( l..Q.) <· )' + r z.a..) (3) l 
<t.� \ CJ.s 

I"l= lA. {o.St<t) =- lcr.-a&lH �� .,.,t (•1) 'l·t 

Sustituyendo 121 y !41 en 1 1  1, se obtiene: 

io :::. 2.0. ·n 8:3 l<� ·m¡ 

giemfl.IO 11. 2. Una rueda homogénea de madera, de cuatro rayos tiene 
las dimensiones indicadas en la figura 1 1. 1 3, considerando los rayos de 
la ru.eda como barras delgadas de 2 .5  cm de radio: 
al Hallar el momento de mercia de la rueda con respecto al eje cen

troidal z'z, si el peso específico de la madera es de 0.0008 N/cm3 
bl Calcular el radio de giro correspondiente. 

FRENTE Rg 11. 13 r: 0 R T E 



Solución. 

a) Considérese la rueda formada por los se1s elementos simples mdi
cados en la figura antenor, los cuales se han numerado con fines de 
identificación, como sigue: 

Elemento 1 = "piña" de la rueda . . 
Elemento 2 = cubo de la rueda. 

Elementos del 3 al 6 = rayos de la rueda. 

Así, resulta: 

I e -=  T 1 + T -c. + � I3 

La ma:;a de cada elemento es: 

( \) 

Para el cálculo de 11 e 12 se usan los resultados de la tabla. correspon
dientes a un cilindro Circular recto hueco. 

I1 � �  ( o . �s ?. + o.-�o� ) = o. ¡'{ � J I S"  \( 5 . ,... 1 (Z) 2. 

y?. .. º'--�- ( 0. 10'1. +"O.os"l ) =- o .oo z 't o'-1 ka• Y"l 1  (3 ) 
2 " 

Para los rayos se emplea el teorema de Steinner. 

o sea: 

Sustituyendo ( 2 ) .  ( 3 ) ,  y ( 4 )  en ( 1 1, resulta: 

l� = o .  I 8S'O '-H le..:¡ · ..,"' 

b) Como la masa total de la rueda es: 

el radio de g1ro centro1dal correspondiente al eje z'z resulta de: 

= o •. LB iPH .. 
z_,. , B 8 '3  

('!) 

Ejemplo 1 1. 3. T amando como base la condición de identidad entre el 
SIStema de fuerzas exteriores aplicadas a un cuerpo ríg1do y el sistema de 
fuerzas efectivas correspondiente, demostrar la ecuación 1 1  . 3 1 , la cual 
indica que: 

So!uc1ón. 

Diagrama cinemática Diagrama dinámico 

Fig 1t. 14 Fig 11. 15 

En la figura 1 1  . 1 4  se indica el plano de mov1miento de un cuerpo rígido 
que, supuestamente, está dotado de un movimiento plano general. C es 
el centro de masa, P es una partícula de masa drn localizada en dicho 
plano, -;;, y iX. son la velocidad angular y la aceleraCión angular, respecti
vamente, del cuerpo en el instante considerado. 

-
Sea CP = fé el vector de posición de la partícula P con respecto al 
centro de masa C .  

De  acuerdo con los conceptos cinemáticos, a l  tomar como base el 
centro de masa, C, la aceleración de la partícula P está dada por la ex
presión: 

(1) 

En la figura 1 1 . 1 4 se muestran cada uno de los vectores del segundo 
miembro de la ecuación anterior, los cuales corresponden a las compo
nentes de la aceleración de la partícula. 

En la figura 1 1  .1 5 se indican las componentes diferenciales de la fuerza 
efectiva de la partícula, las cuales se obtienen al multiplicar por dm la 
componente de aceleración respectiva. 

De acuerdo con la condición de identidad entre el sistema de fuerzas 



exteriores aplicadas a un cuerpo rígido y al de las fuerzas efectivas co
rrespondiente, al tomar momentos con respecto al centro de masa, C, 

se puede escribir: 

M, "' J"t •(¡, dm 4 J f.,..(«:x � ) d'"' t f P, �t\-w""f)c!"" (?.} 
Observando que la última integral resulta nula, ya que cada uno de los 
términos del integrando es el producto vectorial de vectores paralelos, y 
que la integral ( ?;  x( ;;<. x �� dm se reduce a J te 2 ót dm, ya que al 
desarrollar el doble producto vectorial el término t'c • ;t. = O, por ser és
tos vectores perpendiculares, la expresión !21  se reduce a:. 

Puesto que el vector a9 es común a todos lo� términos de la primera in
tegral, y 0Z lo es tambien para todos los términos de la segunda integral, 
resulta: 

M: • [ J "f; dm] X Qc. + � f (� dm l'\) 

Como según la defmición de centro de masa S ?; dm = O, y además 
f l'"e'dm = le, 'representando esta cantidad el momento de inercia de la 

masa del cuerpo con respecto a un eje petpendicular al plano de movi
miento y que pasa por C, se obtiene finalmente: 

- - I  M e.  = ol.. c. I..Q Q O· 

fjemJ2/o 1 1 . 4. Demostrar que para un cuerpo rígido dotado de un 
movimiento generaiJ su momentum angular con respecto a un punto 
cualquiera, A, está dado por la expresión. 

H: :r H;_ + M ( ;::e_ lC V: ) (t ) 
siendo He su momentum angular con respedú al . . centro de masa, y Ve 
la velocidad lineal de dicho centro en el instante-considerado. 

La expresión ( 1 )  señala que las cantidades HA y He no son indepen
dientes . 
Solución. 
Considérese la figura 1 1  . 1 6 en la 
que se indica un cuerpo rígido dota
do, supuestamente de un movi
miento general, referido a un sistema 
cartesiano en reposo, o x y z. C es el 
centro de masa del cuerpo, A es un 
punto cualquiera del mismo. y P es 
una partfcula de masa dm. A 

/ 
/ Flg 11. 16 

Sea (el vector de posición de P con respecto a A, y (e el vector de posi
ción de P con re·specto a C. 

Por-definición de momentum angular tenemos que: 

En la figura 1 1 1 6 se observa que: 

f : Aé t P: (�) 
y, por otra parte, de acuerdo con la cinemática: 

siendo w1 la velocidad angular del cuerpo rígido en el instante consi
derado. 

Sustituyendo ( 3 )  y ( 4 1  en ! 2 ) .  resulta: 

d "H: = ( � i- f: ) ;. ( '1r. + üJ"' 1C f: ) dm 
cfif,.-. � l(v" d"' + AZ 1( (iih P:. )  Jm -+ 1: "=\Te. d"' -+ f:"x (iiJ,.f:)  J ... (s) 
Por lo que integrando para calcular el momentum angular de todo el 
cuerpo, se obtiene: 

- ..... 
Considerando que las cantidades AC, V e y w son comunes a todos los 
términos de las integrales que las contienen, la expresión ( 6) puede es
cribirse como: 

Como 1 J drn :: M • masa total del cuerpo 

� r: J"' �:;; por definición de centro de masa 

'1 1 f '(" (¡¡; l( [) Jw. = He. momentum angular del cuerpo rígidc 
con respecto a C. 

la expresión (7) se reduce a: 

H.., o M (;t 'll � ) + ¡:¡: L'�.cti· D .  



fjemP..IO 1 7. 5. La barra AS de la figura 1 1  . 1 7 se suelta desde el reposo 
en la posición indicada. Si los planos de apoyo de los extremos A y 8 son 
lisos, hallar el módulo de la aceleración angular O( y los módulos de las 
reacciones en dichos apoyos al iniciarse el movimiento plano general de 
la barra. La longitud de la barra es de 5 m y su peso es de 1 00 N. 

Fig 11. 17 

Solución. 

En la figura 1 1  . 1 8 se indica el diagrama de cuerpo libre de la barra, co
rrespondiente a la pos1c1ón mencionada 

Rg 11. 18 

En el instante en que la barra inicia su movimiento plano general, el 
centro instantáneo de rotación, i, coincide con el centro instantáneo de 
aceleración cero, localizándose como se indica en la figura 1 1  . 1  B .  

M¡ • .I. ..t  ot.. 
so (,) -100 (t) � [ MJ.1 1- M ( '!.S 1 t �-01 rl.Q(. '= M (� fl(), 'lS +'4)o<. 

J z Jt 
o sea: -¡�o - 1oo � LC.Q.. ( u .  'ln 3 ) o�.. 

'f.& 

Luego: 

Es decir 

o<. "' t oo .. L'l .... 2..\ � o. ·n z 1 S' r o.d J a l  100 ( 'l.G.l.l'l'l) 

Para hallar las componentes ax y ay de la aceleración del centro de 
masa C se calcula la aceleraciónde dicho punto tomando como base a 1, 
resultando: 

<r.. = � .,. r, ... o.1il 1. 1S' lt ,. el. "' -�s J ) 
q:,"� • ;;( ., "f: = l.n '1 U ..i. t o.'f'I 'I 'J  � 

Es decir: o." =. · l . ' ' '" '  8 .... ¡�, 
Con R""- = M a.."" 

so -o. s tol e = I0 . 1o'lo 81. ( l ."'f ll's)  

Luego: 

o sea: N e :o 'i 1 .  l'l<t') .. N FACULTAD tNOENIERIA 

Con R � ::: M o..� 
� � - 100 H > · '  ( 41 . 1'lqJ ) =  IO .. ?o 'I O & �  (o.'i'tl(�) 

Luego: 

o sea: 

Se comprobarán los resultados utilizando la expresión 1 1  . 69 o sea: 

Sustituyendo los valores numéricos hallados anteriormente, el primer 
miembro resulta: 

El segundo miembro resulta: 

1 0 .  1 o 'lon ( tf) ( o . �..,. 7. 1S) oa "f . 'lt i � S'  lll ·'l'n 

lo que indica que las respuestas son correctas. 
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�iW/210 7 1 .  6. La barra AB indicada en la figura 1 1  . 1 9 apoya sus 
extremos sobre planos rugosos. Si se suelta desde el reposo en la posi
ción indicada, hallar el módulo de la aceleración angular de la barra para 
dicha posición, y las magnitudes de las normales en los extremos A y B.  
La barra tiene 5 m de longitud y pesa 9 8  N .  El coeficiente de fricción en 
todas las superficies en contacto es O. 2.  

98 N 

Fig 11. 19 

En la figura 1 1 '.20.  se ind1ca.el diagrama de cuerpo libre de la barra co
rrespondiente a la posición mencionada . 

Con N\.4. :: I,.�. <:><. 

m 
98N 

Fig 11.20 

" ( o .l N .• ) +  s (o.� � a ) - � ('ls) = t'fr (·u) -t iO (1o.1S' i "1) ] «. 

o sea: ( 1) 
30 

..... 
Ahora se calcula ac tomando como base al punto 1: 

Por lo tanto: Cl1 = lf.S 0(. (l) 

y 0. �  "' '2. el.. (�) 
Con Rx = M ax: y con el valor de a x dado en ( 2) :  

o:¡ N,_ i o . n .  � ll - o. & ll1 8 : 1() ( q.s c;¡�o. )  
o sea: o.1. w ,.. - o . E.'- N e :: 4s tA (�) 
Con Ry = M ay. y tomando en cuenta el valor de ay dado en ( 3 ) :  

u sea; 

N ,.. + o . l (.  N ,  +o. r; N8 - er e  = 1 0  ( -z.co�.) 
N�>- · + o : u .  N • = '1 & + ?.o o(. 

En la ecuación ( 1 l :  

N D .:: 1 e¡ ' t 1.4 3 .  �'33 cA - 1 . � N 11. 

Sustituyendo (6 )  en (4) ,  resulta: 

Luego: N �  D I '3 1 . 1 B I 1 0 '2  � no . 5 3 'l � 3s o<.  

Sustituyendo ( 7) en ( 6 1 ,  resulta : 

Sustituyendo (7)  y (8 )  en ( 5) ,  se obtiene: 

Luego: o<. ::  - O .�I 'l> 't � 9  1o.J/.s'l 
Es.decir: d.: :: - o . �  l � 't 3 <t k 

($") 

( < )  

(a) 
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Sust1tuyendo ( 9 1  en ! 7 1, resulta. 

N "'  = 6 1. .  1 o o o .s 1 � 
y sustituyendo 1 9 )  en (8 ) ,  resul ta :  

Ñ es = 1. e . 'l � J"H 3 N 
Los resultados se comprueban usando la ecuación Me = le o<.. Al susti
tuir los resultados a1 1 1 enores en el pr1mer m1embro resulta: 

C..l.. lOO OS 1 (2) - I .S  ( IL'I'I.OO I) - "l ( '· '2�� oo'l) i t.S ('#.,':!'\lS'3)
- ¡.s (? .t . •�s o r a ) - l!! (,t. . 'l'l n . ,y) c 6 . ·.nscr o.s- � · m  

El segundo miembro resul ta:  

20 .83333 t0 . 3 1 3 2 3 9 l  = 6 . 5 2 58 1 2  N•m. 

Por lo tanto los resultados están correctos. 

1 1 . 2 . 3  EL FENOMENO DE RODAMIENTO DESDE EL PUNTO DE VISTA 
DINAMICO 

El rodam1ento perfecto de u n  sólido de revolución sobre una superfic1e 
plana, o curva, es un caso idealizado de mcvimiento plano que presenta 
aspectos interesantes desde el punto de vista dmámico. 

A continuación se mencionan algunos de los aspectos importantes de 
este fenómeno, ya sea cuando el rodamiento se efectúa sobre una 
superficie plana horizontal, o bien sobre un plano inclinado. i lustrando 
posteriormente con algunos ejemplos los conceptos correspondientes. 

;JJ Rodamíenro de un sólido de revolución sobre un !:J.Iano horizonral. 

R 

Considérese para el primer caso un cilindro recto homogéneo. de 
radio R .  en reposo sobre un plano horizontal. Supóngase que el cen
tro geométrico del cilindro "o", coincide con su centro de masa C; 
es decir. el cilindro está balanceado. 1 Figura 1 1  . 2 1  l. 

L 

p 

Rg 11.21 Flg 11.22 
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Las condic1ones de equilibrio obligan a que la fuerza normal, N ,  resulte 
colineal. de igual magnitud y de sent1do contrario al peso W del cilindro. 

Para hacer rodar el Cilindro. partiendo del reposo, considérese aplicada 
una fuerza horizontal. P. hacia la derecha. pasando por el centro de 
masa C. (Figura 1 1  . 2 2 ) .  

�omo consecuencia de esta fuerza y de l a  forma exterior del cuerpo, 
este rodará deb1do a la acción de la fuerza de fricción, Fr. que se genera 
en el punto A de contacto entre el cilindro y el plano horizontal de apoyo. 

Como esta fuerza de fricc1ón es la única que produce momento con res
pecto al eje normal al plano de mov1miento que pasa por C, a ella se 
debe la acelerac1ón angular oc .  lo cual puede demostrarse fácilmente al 
aplicar la ecuación 1 1 . 3 1 ; es dec1r: 

Si en esta etapa de aceleración del cilindro se considera, idealmente, 
que éste rueda sin desl1zar, el punto A coincide con el centro instantá
neo de rotación, y en este caso se cumplen las cond1ciones cinernáticas 
siguientes: 

1 1  • 'f '{ 

Siendow yo< la rapidez angular y el módulo de la aceleración angular del 
crlmdro. en el rnstante cons1derado, respectivamente. 

Además: v¡ :: o 

V:. -= ?. W  P, J. 1 1  . ..  ' 

y l L  q:¡ 

Esto último significa que el centro mstantá�o, i, es un punto cuya ace
leración se localiza a lo largo de la recta ic que lo une con el centro 
de masa. 

Conocidas en un instante dado las cantidades w y Ci. se puede localizar 
el centro instantáneo de aceleración, l .  

En estas condiciones. para u n  problema numérico en  e l  que se  trate de 
calcular las fuerzas P y Fr se contaría con varias formas alternativas para 
comprobar los resultados usando para ello como centro de momentos 
los diversos puntos especiales que corresponden a las ecuaciones 
1 1 .3 1 ,  1 1 .45 .  1 1 . 5 6  y 1 1 .65;  es decir, los puntos C. L. 1. y O. 

El ejemplo 1 1  . 7 ilustra la apl icación de estos conceptos. 

l ' 1' 



Si en un instante dado se suspende la acc1ón de la fuerza activa P. auto
máticamente desaparece la fuerza de fricción Fr. y el cilindro, Idealmen
te, conservaría constante su velocidad angular w, rodando hacia la de
recha en forma continua. 

(La razón de esto es que, como se verá posteriormente al tratar este fenó
meno bajo el erfoque del trabajo y la energía. puesto que en el roda
miento pe�fecto la fricción no realiza ningún trabajo, el sistema resultaría 
c?nservat1vo y ya que no hay variactón de la energía potencial gravrta
cronal, la energía cinética se conservaría; es decir, las cantidades 
M Vc2 y .!f_w2 resultarían constantes, y como Ve = w R, se deduce 
2 . 2 que w = cte. lo cual obliga a que oe = O, por lo cual 
es necesarro que Fr ==. 0) .  

Sin embargo, este movimiento continuo no se presenta e n  l a  realidad, 
s•no que, por el contrario, al suspenderse la acción de la fuerza activa P 
el cilindro se detiene posterio!mente debido a la generación de un mo
mento friccionante que produce una aceleración angular en sentido con
trario al de la velocidad angular. 

Lo anterior conduce a afirmar que en la naturaleza no existe el roda
miento perfecto. 

En el caso de un cilindro no balanceado, en el que existe una distancia r 
entre el centro geométrico. O. y el centro de masa, C ,  al soltarlo desde el 
reposo en la posición ind1cada en la figura 1 1 . 2 3 ,  se podrá considerar 
q ue, únicamente para esta posición 1nicial es válida la hipótesis de roda
mrento perfecto, pues como se demostrará posteriormente bajo el enfo
que del trabajo y la energía. para que el cil1ndro pueda rodar sin deslizar 
es necesario que r = O. es decir. que esté balanceado. 

El ejemplo 1 1 . 8 se refiere al caso de un cilindro no balanceado que se 
suelta desde el reposo en la posición indicada en la figura 1 1 . 2 3 .  

7 

R 

Fig 11.23 

fjemp_lo 7 7 .  7. El cilindro homogéneo mac1zo de la f1gura 1 1 . 2 4 pesa 
4 9  N y tier:re un radto de 1 m. Se hace rodar sin deslizar debido a la 
acción de la fuerza horrzontal P ind1cada. St para el 1nstante considerado 
la rapidez del centro de masa es V e = 2 rn' s y el módulo de la acelera
ción de dicho punto es ac = 4 mls2.  determmar la magnitud de la fuer
za P y de la fricc1ón entre el plano horizontal y el cilindro. comprobando 
los resultados de dtversas maneras 

p 

: Fig 11.24 
Soluc1ón. 

En la figura 1 1 . 2 5 se tnd1ca el dragrarna de cuerpo libre del cilindro. 

p 

R=tm 

N 

Fig 11.25 
De acuerdo con los da los se tiene que: 

Con 1\1\..; = I.._ -;;;: 
j X 

o sea - .P k = - 30 Ir\ luego ¡ P = � o N 

:3 5  



Con R ;x. .:: NI a.,x , y tomando en cuenta el valor de P: 

�o L - F r J. = S ( � ..t) 
Luego: ¡: y  : J o  N 

Comprobaciones: 
........ - I 1 l Con I'J\ , =- o( ._ 

- j  JI. ( - F"r .g. )  ,.. "2 .5"  ( - 'l �) 
- Fr .,.. - l o  Fr .:: / 0  N 

2 )  Con M":_ :: N\ ( L:C x 0:: ) + ;;r Ic 

o sea: 

- j .,. P.i  - � j  X ( - Fr l. ) :: s [--i )l � i:] + (-'1 10 2,.S 
E )1. - 7. F-r k = C. o 1\ - 1 O k = 1 o k 

p - 7. F., � J O  

Sustituyendo los resultados obtenidos anteriormente resulta: 
30 - 20 = 1 o 

3) Localizando el punto 1 como se indica en la figura 1 1 . 26 .  

Luego: e .,. c.¡s• 

Sustituyendo los resultados obtenidos anteriormente, resulta : 

30 + 1 o =  40 

4) En este caso el punto i también es un punto cuya aceleración se lo
caliza a lo largo de la recta TC, coincidiendo .entonces con el punto 
denominado .O, comprobándose por lo tanto igualmente los re
sultados. 

fjem{J.Io 1 7 .  8. En la figura 1 1 . 2 7 se ind1ca un cilindro no balanceado 
que pesa 98 N y tiene un radio de 1 m. Si se suelta desde el reposo en la 

. posición indicada y se supone que el cilindro rueda Sin deslizar en ese 
instante, hallar: 

al La acelerac1ón angular del cilindro. 
bl La aceleración del centro de masa del cil indro. 
::: l Las magnitudes de la fuerza normal y la fricción, ejercidas por el piso 

horizontal sobre el cilindro, en el punto de contacto. 
dl Comprobar los resultados usando como centros de momentos los 

puntas e y L. 

Considérese que k0 = 0 . 5  m.  

lm 

Fig 11.27 

A. = c.¡ :; � - �-J oc't Hu e¡""""' - J /6 +16' Solución. 

:56 

: o .  'l O "f l  m 

Flg 11.26 

Con 

o . s  J � P ..i. - o.s- J l'l (- Fr ..L )  "- h.s -tS .(o.s)] (- l\ k) 
(- o .  S E - o . s  ¡:r ) " :: - 'o ·� 

o sea: o . .s ( E  -t F'r } .. 'o 

N 
Fig 11.28 



a l  Coll'lo iZ ..  ... o.s ........ 

Luego: I c. : I0 - I'J\ r �  = �- S' - to ( o.o\) :: -z. .� \t. �  .,..,;t 

y por tanto 'I� = 'l  .. + W\ (.LcY :: ·��4 i 1 0  L l i o . o l l  

Con 

I,¿ = r � . s  k � · .,.,.. -z 

IV\ .;,  = l .¡_  0(.. 

q S (o. 1 o)  = \l. · S'  o<. i 

bl La aceleración del centro geo rne tnco. O, resulta : 

Como 

al sustituir los datos. se obtiene: 

Q, = o. 1 s'l .i. + (. -
O: =  o. 1 s � .i. - o. o'f s � J 

el Con R:L � M O..x. 
Fr Jo ( o . 'i s � ) = :, . e "!  N 

Con R 'l  = M o.':! 

N - q e, -;-: l O  ( - o.o-{'61/ ) 1 Lveso N = ' U - o. "fs"f 
1\J = ql- • "l l l>  .1\} 

d) Con M.c; = Te. ot 

o . l 1\1 - Fr .. 'G. I{ d.  

Sustituyendo los resultados obtenidos para N y Fr. el primer miem· 
bro resulta: 

El segundo miembro resulta· 

1.. '1 (o . i  8'1 ) : I . S S  l b  

por lo tanto se comprueban los resultados 

Con M�. = M t Le. lC' O: ) + 1 c. � 
(o.l i. -j ) l( (-'!ej  ) + (- l j )  '( rr ;. -=  10 Lcll . IO.i. -j ) .  {o.n't ¡ - O .olB'd))n't� 
O Sea: - '\ . 'D  � � 2 Fr k ::  lO ( - o .oo'¡-S'/ t O.l'O'i ) lt. t �-'1� 

Sustituyendo en el primer miembro el  resultado obtenido para Fr , 
resulta: 

Sustitúyendo en el segundo m1embro el resultado obtenido para Qt ,  
resulta: · 

IO · (o .7H J {, ) 1\ t "2. - 4  (-o. 1 s 1I R )  � s. s& k 

Comprobándose a si también los resultados. 

b) Rodamiento de un sólido de revolución sobre un glano inclinado. 
Cons•dérese ahora el caso de un sólido de revolución balanceado . 
Ir = Ol que se suelta desde el reposo sobre un plano que está incli- · 

nado según un ángulo e con respecto a la horizontal. Figura 1 1  . 2 9 .  

Fig 11.29 

A continuación se demostrará que dicho sólido rueda sin deslizar hacia 
abajo del plano si, y solamente si, el coeficiente de fricción real existente 
entre el plano de apoyo y la periferia del sólido es mayor o igual a un 
valor determinado que se deno'!'inará� min,  e l  cual depende del 
ángulo e. y de las cantidades R y k, siendo R el radio del sólido de rayo
lución, y 'K el radio de giro del mismo con respecto a un eje perpendicular 
al plano de movimiento y que pasa por el centro de masa C. 



· En la figura l l  . 3 0  se ind1ca el diagrama de cuerpo libre del sólido de· 
revolución suponiendo que éste rueda sin deslizar hacia abajo del plano. 

Fig 11.30 
Sea a el módulo de la aceleración del centro de masa, Fr e . la fricción 
critica por rodamiento perfecto, y ,)< mm el coeficiente de fricción men
cionado antes. 

Considérense los ejes x y y md1cados en la figura l 1 . 3 0  

Con R:s .., o 
N :o w (0$ & ( 1 )  

Con Me. ::o. I, o<. 

R Fr, = 'K �  M e(.  (t) 

Si existe rodamiento perfecto: 

(3) 

Con Rx = Ma, y tomando en cuenta el valor de a obtemdo en ( 3 ) :  J 
( e¡) 

De esta expres1ón resulta •1ue 

(s ) 

En la ecuación ( 2) : 

F"r' :::. - e:  M .�..: ot 
R 

Igualando ( 5 )  con 1 6 ) ,  resulta: 

W .Sen e - "" R <A. ::: M _iL� o1.. 

O sea 
R 

M 5Z!.. ( A �  .¡. K ?  ) -,; N\ lj sen 61 
R 

De donde resulta que: 

Cl(, �= R .:> �t"' S 
R '  + � z  

Sustituyendo ( 7) en ( 6 1 .  se obtiene: 

Como � .  e ,...� "''" r •c. 
-"N 

Al sustituir en ( 9 ) ,  ( 8 1  y ( 1 ) . resulta: 

(e) 

L '1 )  

. - · - ll .'t8 

En la tabla. siguiente se indican los valores de_,.,« min correspondiente a 
d1versos sol1dos de revolución. 

Tipo de sólido de 
revolución homogéneo 1 m in 

ba lanceado 

Cilindro macizo j_ Tan e 
3 

Cilindro hueco de pared 1 Tan e 
delgada 2 

Esfera maciza 2.. Tan 9 
7 

Esfera hueca de pared 2 Tan e 
delgada 5 
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Resulta evidente entonces que si el coeficiente de fricción real, -<( • es 
menor que el A.( min dado por la ecuación ( 1 1  . 98 ),que es el requerido 
para asegurar el rodamiento perfecto. el sólido rodará pero deslizará 
simultáneamente, resultando entonces que: 

• • • • 1 1 .  q '1 

y • • • . 1 1 .  /00 

Por otra parte, si el coeficiente de fricción real -'( • es mayor e igual al 
min· el rodamiento perfecto del sólido queda asegurado. 

fjemR_/o 7 1 .  9. Para la rueda de cuatro rayos del ejemplo 1 1 -. 2 hallar el 

.i{ m in requerido para asegurar el rodamiento perfecto cuando se suelta 
desde el reposo sobre un plano que forma 20 o con la horizontal. 

· 

Solución. 

De acuerdo con los da tos y resultr:�dus dL�I t!jernplo 1 1  . 2  se obtiene que: 

A 1 ;¡ o .  '' 'tS 'm '1 

y K 'l � o . o a 4 'lO"Z. ...., ? 

Al sustituir estos valores en la ecuac ll.l l l  1 1  . 9 8  resulta: 

_rf '""' • .  o . o a l/ 9 0 ?.. ( o. �, c¡ ) • o. l 'l 'J  
o ,  I H S  + O. O 15'1'10 l. 

1 1  . 2 . 4  TEOREMAS DE ORDOÑEZ SOBRE LA CINHICA DEL MOVI
MIENTO PLANO DE UN CUERPO R IG i lJO 

a) Primer teorema. "Cuando un cuerpo rígido está dotado de un movi
miento plano general, en cualquier instante, el centro instantáneo de 
rotación tiene una aceleración cofineal con la recta que lo une con el 
centro de masa del cuerpo" 

La demostración de este teorema se basa m1 las dos condiciones si
guientes: 

- -
1 .- La ecuación 1 1  . 1 1 ,  MA = HA es vál ida para un punto A cuya veloc� 

.... .... 

dad es nula en el instante considerado; por lo tanto, en el caso del 
movimiento plano general de un cuerpu rígido dicha ecuación toma 
la forma: 

• • . • \1. 1'1 

Siendo: M¡ =- rnomen to de las fueuas ex teriores que actuan 
sobre el cuerpo ríg1du con respecto a un eje per
pendrcul;:)r al plano de n ;ovrmientn, y que pasa por 
el ccnrro rnSIAntánen cir! r o lación (punto i l .  
aceler,lcl•)n <lnguiAr rlr�l l :uerpo rígido en el instantr· 
cons1d1!r.Jdn. 

[· 1 S ('1, drn rnornen 1 t 1  de inercia de la masa del 
cuerpo con respecto al \:jc mencionado 

2 . - Existe una condición de iden tidad cnlre d sistema de fuerzas ex te
riores aplicadas a un cuerpo rígido y el srstema de fuerzas efectivas 
correspondienle a las partículas del cuerpo.-

Considérese la frgura 1 1 . 3 1 . en la cual se indrca el plano de movimiento 
de un cuerpo ríg ido dotado de movimiento plano gen eral. Sea i el centro 
instantáneo de rotación y P una partícula de masa dm situada en dicho 
plano. cuyo vector de posición con respecto a i es if. 

Fig 11.31 

De acuerdo con la cinemátrca. la aceleración de P está dada por: 

0. p : ñ.l + �- X 1: - � 'l [ , , • •  1 1 .  l O  1 

mostrándose estas tres componentes de la aceleración de P en la fi
gura 1 1  . 3 1 .  

En la figura 1 1  . 32,  se indican las correspondientes componentes de la 
fuerza efectiva de la partícula. 

Fig 11.32 

AW 



Considerando la condición 2 al tomar momentos con respecto a un eje 
perpendicular al plano de mov·lnHento que pasa por i resulta: 

i'A� .. fK x e � )  el"' 1 f"P.: 1( c.;"r ) J"" + Jf .( (-wt f; ) dW\ 
� .  • • 11-IOZ 

Tomando en cuenta que [ ,_ ( - w"t f: )  = o. y que el doble producto 

vectorial K )1 ( ex  IC 17 ) ::' f.1 ;.r .  ya que 7¡ . -;; "" o la ecuación 

( 1 1 .  l 02 )  se reduce a 

• • • •  1 1 . 193 

Como las cantidades a¡ y ;;;. son comunes a todos los términos de las 
integrales que las contienen, la ecuación 1 1  . 1 03 resulta: 

• • • •  1 1 . 10'( 

Según la definición de centro de masa: 

. •  • • • 11. lOS 

y como 

f r: J"' .. �L. 
. 

Sustituyendo ( 1 1  . 1  051  y ( 1 1  . 1  061  en ( 1 1  . 1  04) ; se obtiene: 

. . . .  ''· \01 

Comparando ( 1 1 . 1 9 ) con ( 1 1 . 1  07) resulta: 

• o  

Luego: 

[:_ 11 .IG I.. . Q.Q'. o .  

En los ejemplos ( 1 1  . 1  Ol y ( 1 1  . 1 1 l se comprueba este teorema de 
Ordóñez aplicado a los casos de rodamiento perfecto de un sólido de re
volución, y de una barra delgada homogénea que adquiere un movi
miento plano general después de soltarla desde el reposo. 

... ... 

bl Segundo teorema. Este segundo teorema se refiere al mov1miento 
general de un cuerpo rig1do, pud1endo aplwarse en forma particular al 
caso de un M .P.G .  

"Si un cuerpo rig1do riene un movimiento general en el espacio v los 
puntos N y T son puntos cualesquiera (dentro o fuera de él), es válida la 
expresión: 

. . . • • •  \ 1 .  108 

o también. como: 

M 0:: .; R \\ . lO 

MN "' �T t- � lt R IL IO� 

momento de las fuerzas ·�xteriores que actuan sobre el 
cuerpo rígido. con respecto al punto N 
momento de las fuerzas exteriores que actúan sobre el 
cuerpo rígido, con respecto al punto T 
masa del cuerpo 
aceleración del centro de masa del cuerpo en el ins
tante considerado 

Como se verá a continuación, la demostración de este teorema se basa 
en la condición de identidad entre el sistema de fuerlas exteriores apli
cadas al cuerpo y el sistema de fuerzas efectivas de sus partículas. 

En la figura 1 1  . 33  se indica un cuerpo rígido dotado de un movimiento 
general referido al sistema cartesiano fijo o,x,y,z . 

ifdm 
z 

N 

y 

Fig 11.33 
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-
La partícula P del cuerpo tiene una masa dm, siendo (N y f1 sus respec-
tivos vectores de posición con respecto a los puntos N, y T, respectiva
mente. 

En la figura 1 1 . 3 3 también se J.rld!2a la fuerza efectiva adm de la par
tícula P, y las fuerzas exteriores F 1 • F2 . . . .  f=;. 
Usando la condición de identidad, con respecto a N se obtiene: 

• • • •  1 1 . 1 1 0  

Pero 1'; "" NT + i\ . • • . l l· 1 1 1  

Sustituyendo l 1 1 . 1 1 1 l en 1 1 1  . 1 1  Ol .  resulta: 

MN a f ÑT )\ o:- dm � J r; "1 � dWI 

Como NT es común a todos los términos de la primera integral. y ) fi; 'lt O. d..-. = N\ t • resulta: 

• • • • 1 1 .  \ 1� 

y según la definición de centro de masa. al derivar dos veces con 
respecto al tiempo la expresión :  

Y", M a r r dW'I . resulta 

• - • .  1 1. 1 13 

• • • •  1\. l l 'l 

Para el caso particular en que el cuerpo tenga un movim iento plano ge
neral, este teorema. para fines prácticos, co_Qviene aplicarlo escogiendo 
el punto T de tal manera que el momento M1 de las fuerzas exteriores 
quede en función de parámetros dinámicos. 

Así se puede escoger como T cualquiera de los puntos especiales i, C. o 1 
para los cuales la expresión M1. resulta: 

} .  
-

N\ Á. = ""' ;. 

I .. 
-

M ,  -:: o<.. 

y 
-
IV\ l  = I l  

-Ql.. 

En estas cond1c1ones el segundo teorema de Ordóñez aplicado al movi
miento plano general de un cuerpo rígido adquiere las tres formas si
guientes: 

-
1:. � - -M ,.  .. -t- N i  l<. M O.c:; � . .  - \I. I I .S  ... 

M ¡.¡  1 .. o<- + I\I C.  X M �  . • • : / 1 . 1" 

11. 
- M 0:: M N  :: � + t H  )C · - - . " 1 1 . 11'} 

En los ejemplos ( 1 1  . 1 2 1  y 1 1 1 . 1 3 )  se comprueba este teorema aplicado 
a diversos puntos N ,  y T. 

f.jem¡¿jo 7 7 .  7 O. Un sólido de revo
lución de radio R rueda sm deslizar 
sobre un plano homontal, como se 
ind1ca en la f1gura 1 1  . 3 4 .  S1 en el 
instante cons1derado w y c;t son la 
velocidad angular y la aceleración 
angular del sóhdo respectivamente. 
comprobar el pnrner teorema de 
Ordóñez . 

Solución . 

De acuerdo con el enunciado: 

Siendo O- ,  = R ol.. 

y 

R . 

Fig 7 7_34 

( z )  

Para él centro instantáneo de rotación, i ,  su aceleración. tomando como 
base el centro geométrico C. resulta: 

(. 'i) 

o sea: 

Luego: . 1- a  Q e 



Ejem12lo 7 7 7 1 .  Una barra delgada y homogénea AB, de longitud L y 
peso w = Mg se suelta desde el reposo en la posición indicada en la 
figura 1 1  . 3 5 .  cuando su eje forma con la vertical un ángulo 80. Si los 
extremos A y B de la barra se apoyan sobre planos lisos, vert1cal y hon
zontal, respectivamente: 

Fig 11.35 

al Deducir las expresiones para oc ,  y w 2, en la etapa en que el extre
mo A se mantiene en contacto con el plano vertical. 

bl Comprobar el pnmer teorema de Ordóñez para cualquier posic1ón de 
la barra en esta etapa. 

Solución. 
a 1 En la figura 1 1 . 3 6 se 1nd1ca el d1agrama de cuerpo libre de

_
la barra 

en cualquier posic1ón de la etapa mencionada. cuando su e¡e forma 
un ángulo e con la vertical. 

w:mg 
f un 9 ' sen 9 Na 

Fig 11.36 

Con 

o sea: 

Luego: 

N\;. = "I.;. O( • • • •  11. ,8 
M� .l... Sen e = [ � .¡. .M.J.: J o<.  .. � l. h 'i 3 

UJ d..ut -� � !L l e" e 
d e  2.. L 

(. \) 

o bien w d w  � � ..S... Seo e cJ & 
2. L. Ct) 

Integrando esta ecuación en torma definida; resulta: 

J .. w d w  ""' t- t J9sene J e  
o "· 

3. .Ü. ( cos a - <.os e .. ) 
� l 

0 bien: W � :: 3 t ( COS e0 - CO.f e )  (3 ) 

Como en esta etapa el extremo A se desplaza a lo largo de la pared ver
tical. 

('f) 
Tomando como base el punto c. la expreSIÓn de aA resulta: 

(s-) 
Llamando ax . y ay a los valores algebra1cos de las componentes axiales 
de la aceleración de C, la ecuac1ón ( 51. resulta: 

Desarrollando los productos indicados, resulta: 

Igualando los coeficientes del vector i ,  y despe¡ando ax , se obtiene: 

Cl..:.�. = .b. (o<. c.o.s e - w 1 sen e ) 
2. 

b) 
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Sustituyendo ( 1  1 y t 3 1  en ( 7 ) .  resulta: 

0. : J.. r -:1, .9__ Se Y\ é- C.03 () - 3 5_ ( C<>S e0 - CO.S & J 'Ct\ 8 ] � � L �  � L 

Lo que simplificado da por resultado: 

0-� ;: � � .sene [ 3 c.o.S e - z  c.os &o ] {.e) 

Análogamente, para el extremo B, tomando como ba!>e a C, resulta: 

,., · • .• 0. .l. t a. j i· O'I. k x .6. (sen &.i.. -cose�) - uJ1 .l... ( hne;.- c:ose.i ..._ e..L+ O J  - .,. � z. t (. q )  

Al desarrollar los productos indicados, ordenar, e igualar los coeficientes 
de j resulta: 

a.. ,. _ .b. ( ot-. sr" o- t-Ul1c.os e ) ( ro) 1 a 

Sustituyendo t 1 l y ( 3 1  en ( 1 0), resulta: 

O, - J. f 3. � Seo t & _ � !t. ( c.o¡ e0- � e) c.os O ] � - - , L z. ._ ._ 

Lo que simplficado da por resultado: 

0. � ,. - �  5 l  son1 & t 1.. co.s e0 c.o¡ a - 'l e:.»'• J 
Como 

a., .. 0..� ¡ + O..:s j 

(u) 

(.r �) 

con las expresiones ( 8 1  y ( 1 2) sustituidas en ( 1 3 1 se obtendría ac; en 
términos de e .  

Tomando como base a C ,  l a  aceleración del punto i tiene por expresión: 

Sustituyendo t 1 ), ( 3), (8),  y ( 1 2 1 en ( 1 41 resulta: 

Q • ¿ '3 .$Ct\ e (a cos e  -�cose.).i. - � t (,cQte t tc.os,cose�'lc:orJ.; 
� � � 
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• 3.. !l. sen o "- X .l. (.scne ...i. + GoS e  l )  • .,. a ._ 'l. 

_ 3 1: ( c:o.s e0 - c.osa )  � [ sen • .A. + e� e � ]  (rs ) 

Desarrollando los productos indicados en la ecuación anterior, y simpli
ficando, se tiene: 

Por lo que para una posrción cualquiera en esta etapa la cantidad 
3 g Cos 60 resulta una constante K, luego: 

� = 1{ e .Sen e ;. i- c.os 8 j ) 
Por otra parte, el vector Ci tiene por expresión: 

-
e L  • .b. ( sen& 1, ;- co.r e j )  ' 

Por lo tanto: 
Ljii AI .  e .  

( 1 8 )  

fjemp/o 7 7 .  7 2. Comprobar el segundo teorema de Ordóñez para el 
caso del cilindro homogéneo macizo del ejemplo 1 1  . 7 ,  usando como 
punto N el indicado en la figura 1 1 . 3 7, y como punto T. los puntos 
i, C, e 1, en forma sucesiva. 

R=lm 

N = 49 N 

Solución. 
Fig 11.37 

En la figura 1 1  .3 7 se indican los valores de todas las fuerzas que actúan 
sobre el cilindro. las cuales fueron calculadas detalladamente en el 
ejemplo 1 1 . 7 .  

Los valores d e  Ji. Ic, e 11, resultan como sigue: 

r .  ;;; � N\ p_'<' = ..J... ( s ) (r ) 2  = 'l . �  ... � z. 
T, -= .M.R.? .,.. .&: {l)l ,.  � . S  l<a . ..,• 'l. 2. " 
I I  = ( Mia.' + M ( o.S1 t o .S'z l , 2 . s- t S'(a.s-) • S  �J ' "', (a) 

Por otra parte, M a.:. = s ( 'l ..t) = c.o L (11 ) 
• 



Sustituyendo los valores de las fuerzas P y Fr en el primer m1embro de la 
ecuación 

� • • • 1/. l iS 

resulta: 

M "  = [ o . s  úo) t o.s- (•o)](- '!\)  = - zo \\ (r) 
Sustituyendo los valores de 1 ¡ ,  o< ,  Ñi, y Mac en el segundo miembro de 
la ecuación 1 1  . 1 1  5. resulta: 

't .  S ( - 'l k )  r. ( o.S ..i - o. S j ) ¡r. '20 .(, 
U A .c: .  

Usando ahora como punto T al centro de masa C, el segundo miembro 
de la ecuación: 

M " :: I, OC: t ÑC ,_ t-�� 0:: 
Se obtiene: 

·¿ .s (- "1 k) 1- (o. s- .i t o.i J ) lt lO ..t 
- - ¡ o  k. - ¡ o l\  == - zo � lo o.c. 

Por último usando como punto T el centro instantáneo de aceleración, 1 ,  
el segundo miembro de la ecuación 

. . . .  l l. l ll 

resulta: 

S (-"1  � )  � J. x (-zo.t) = - '1.0  � I.A .Gt ,C. • 

fjemtJ.IO 1 1 . 1 3. La barra delgada homogénea, AB, indicada en la figura 
1 1 .3 8  pesa 98 N y tiene una longitud de 5 m. 

Los extremos A y B de la barra se apoyan sobre planos rugosos, vertical 
y -horizontal, respectivamente, para los cuales el coeficiente de fricción 
es A/ =  0 . 2 .  

Si se  suelta l a  barra desde el reposo en  l a  posición indicada en  la fi
gura 1 1 . 3 8 :  

a l  Hallar la aceleración angular 0/. de la barra, l a  aceleración ac del 
centro de masa, y las fuerzas normales NA y N6 que ejercen los pla
nos de apoyo sobre los extremos de. la barra, en ese instante. 

bl Comprobar el segundo teorem� de Ordóñez usall,do como punto N el 
indicado en la figura 1 1  .38 ,  y como punto T, los puntos i ( = l l ,  y C. 
en forma sucesiva . . 
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el lndi�ar la posición de la resultante de todas las fuerzas exteriores que 
se eJercen sobre la barra en ese instanle micial de su movimiento 
plano general .  

Fig 11.38 
Sotvción. 

al En la figura 1 1  . 3 9 se indica el diagrama de cuerpo libre correspon
diente a la barra al soltarla desde el reposo. 

Rg 11.39 

Con M.! =- l..i. o<. obtenemos: 

'1 8  (J.r ) - 3 (o.l N� ) - �  (o.'l N ,).,. 11' (lS)« 
o sea: 

(1) 
siendo entonces: 



Con M, "' I ()(.. resulta: .. 
/.S 1\l - 2  Ñ .  - ¡.s (o.� 1\l,..) - z  (c.'a 1-.l , )  e �  (-zs ) ot.  a � 12 

o sea: 
/. 1 N & -/2. � N� = 10. SJ33 0(. 

siendo. entonces: 

I , ::. -zo . S�J� R.3 · m 2 

Despejando a N8 en ( 3 1  resulta: 

1\l� .. = 2. o"to' N I\  '�' t � . 'l 3 'l't'l l <X (s) 

Sustituyendo ( 5)  en ( 1 1 ,  y despejando NA, resulta� 

tv,. :: 6 '/ .  C8 0101- - 11 3 • '3"!.� IJS' o<. 

Sustituyendo ( 6 )  en ( 5 ) .  obtenemos: 

N6 = 13S . 1� 'l 6  'I S  _ ..,. , , & 66-s z t  d. ('f ) 

Tomando como base al punto 1 !que coincide con i para esta posición 
inicial de la barra), y recordando que w = O, la aceleración de C. resulta: 

o.,._ i. + o!l j = 0(. R. JI. ( - J . s ..i.  - c. 5 ) 
=- � (>l.. j. - I . S ot.  j 

Por lo que: 

Con 

N ,. - o. '2. � a = 1 O ( �pe.) "" 'GO o<. 

Susti tuyendo ( 6) y (7 l en ( 1 0). se obtiene: 

( 6 )  
('! ) 

. (•o) 

� l{ . , f.01'0t - 4 3 . ��3 � S  � - ?.::¡. , C, 'fr'l 'q ¡.. l'l .n�3aS' o<. : Z O Clo(  
Luego: 

(11) 
_ _. 

-
y por tanto oi. = o, 1 6 &  1t ( I' Z)  
Sustt luyendo ( 1 1 )  en ( 8 )  y ( 9 ) ,  resulta: 

0:: :: O.x. .J.. + a 'j  J ;:; 1.53 G .J - 1 . /Sl. j (13 ) 

Por lo que R = M 0:: = /$. '36 i - J 1. s ¿ j 

Sustituyendo ( 1 1  l en ( 6 l  y ( 7) .  obtenemos: 

y N,. = so. 1 o  

( t 't) 

bl Utilizando los valores de NA y N6 para calcular el primer miembro de 
la ecuación: 

• • • .  I I . I IS 
resulta; 

Sustituyendo los valores de Ii, OZ ,  y M ac en el segundo miembro de la 
ecuación ( 1 1  . 1 1 5 1 .  resulta: 

� 3 . �:u.) l ()  . .,,a 1\ )  + ('l .2S..i. + j )  x Úr. Jt. .i. - l l.sd ·) 
: C�/ " - '2.$" .  'I Z  1\ - IJ". 'J' 'lt = 'Z' L � <!  '1\ ·�4 q .C ,  

Análogamente, sustituyendo los valores de Ic, Ol, y M 8'c en el segundo 
miembro de la ecuacíórr. 

resulta: 

� o . n'33 ( o.l'a '1\) + (o.vs ...t - S ) �t  l lS.3, ..i - l l . n � ) 
• ·  H ·Jrt - 8 ,  ' ll k 1' IS. " H  t\ •· n.''n � l..u.t . .  

e) Para localizar la  línea de acción de la  resultante R =;; M ac se tomará 
como punto base el centro instan�áneo de rotación , i .  

De este modo, e l  vector de posición del punto L situado sobre dicha 
línea a la mínima distancia de i está dado por: 

. .. .  . J I , �  



-

Como R =. M 0:: '==- JS. "3 6 i. - n .  S" 2. .) 

y 
- -

R � M.._ =  ( ¡ s.:.' ). - us 2  j )  )( , r.¡  l't 

R" )\. "M....: .. - ':l :n· .  -z. a  _¡ - era '3 .  o'j :, 

Por otro lado: 

c�o) 

Su�. : ; : uyendo ( 201 y ( 2 l l en la ecuación ( 1 1  . 9) resulta: 

� 
J.. L "' - Ú - ·l. . (Ú G 'f  J (.n) . 

En la figura 1 1  . 3  9 se indica la posición de la ·resultante R de las fuerzas 
exteriores ejercidas sobre la barra en el instante considerado. 

Como puede verse en esa figura. d1cha fuerza es perpendicular a la recta 
il., lo cual se comprueba analíticamente. ya que: 

1 1 . 2 . 5  ECUACIONES DE MOVIMIENTO PARA LA ROTACION ALRE
DEDOR DE UN EJE FIJO 

Considérense ahora los casos particulares de movimiento plano corres
pondiente a un cuerpo rígido simétrico con respecto al plano de moví
miento, sujeto a fuerzas exteriores cuyo sistema resultante general lo 
forman una fuerza, o un par de fuerzas situadas en el plano de movi
miento, y dotado de un movimiento de rotación alrededor de un eje fijo 
perpendicular a dicho plano, pasando por el centro de rotación O. 

Existen dos variantes de este caso, según que O coincida, o no, con el 
centro de masa. C. 

En el primer caso. denominado rotación baricéntríca, mientras que el 
centro de masa se mantiene inmóvil ,  el cuerpo experimenta un movi
miento angular caracterizado en un instante dado por una velocidad 
angular,w� y una aceleración angular, e;, 

Para este caso. el sistema resultante general correspondiente al sistema 
de fuerzas exteriores aplicadas al cuerpo se reduce a un par de fuerzas, y 
entonces la ecuacrón 1 1 1  . 1 Ol se transforma en 

· · � - 1 1 . 1 1 8  

l a  que equivale a las dos ecuaciones escalares siguientes: 

• • • •  1 1 .  , ,, 
y • • • .  1 1. 1�0 

Asimismo, la ecuac•ón ( 1 1 . 3 1  l da lugar a la siguiente ecuac1ón escalar 
eqUivalente: 

· 

• • • •  1 1 .  1 'l '  

Para la rotación no bar/céntrica en la cual el centro de rotación, o .  no 
C01nc1de con el centro 9e masa. C. la trayectoria de este punto es una 
wcunferenc1a de rad1o r, X centro en O. !Figura 1 1  . 40 ) .  y en estas con
diCIOnes, para. la aphcac1on de la ecuaCión ( 1 1 . 1 OJ conviene utilizar 
como referenc1a un SIStema de coordenadas intrínsecas con origen en c .  

E l  eje l'l2,fmal Cn está definido por la 
recta CO, siendo su sentido de C 
hacia O, coincidente con el sentido 
de la aceleraciQ.n normal de C, y el 
eje tangencral ct es perpend1cular al 
anterior. quedando su sentido dado 
por el de la aceleración angular iX 
en el instante considerado. 

De esta manera las ecuaciones es
calares que equivalen a la ecua
ción 1 1 . 1 O son: 

. . • •  ll. ln 

. . • . • II.IU 

a -

Fig 11.40 

Ad1c1onalmente, equivalente a la ecuación ( 1 1  . 1  9 )  que involucra mo
mentos d.e las fuerzas exteriores con respecto a un punto fijo, se obtiene 
la ecuac•on escalar: 

Mo :: lo « • . .  • 1 1 . 1 1 11  

Para este caso e l  sistoma ctu fuv"''� oxt<moru•• •lPh<'rldO ,11 cuorpo so 
reduce a una sora tuorro olo¡tldtl on ni plnnu clo rnovtrnlonto, qufl no 
pasa por O .  



1 1  . 2 .  6 ECUACIONES DE MOVIMIENTO PARA LA TRASLACION PLANA 
DE UN CUERPO RIGIDO 

Un cuerpo rígido dotado de un movimiento de traslación plana no debe 

experimentar desplazamientos angulares, por lo cual�dur�nte todo el 

intervalo de tiempo bajo consideración los parámetros w, y ex: son nulos. 

Cuando la trayectoria de C es rectilínea. ia ecuación ( 1 1  . 1  0) tiene como 

ecuac1ones escalares equivalentes las dos siguientes: 

1 1 . 1)$ 

y J I.  IH 

Sin embargo, como en la mayoría de los problemas se acostumbra hacer 

coincidente el eje x con la trayectoria del centro de masa. C, en este 

caso la ecuación t 1 1 . 1 2 61 se transforma en 

R �  = o  • • • • 11 . 1 "l.l 

Si la traslación es curvilínea, la ecuación ( 1 1  . 1 0) también da lugar a dos 

ecuaciones escalares equivalentes, las cuales harán intervenir aquellas 

componentes de la acelcrac1ón de C que más convenga usar. de acuer

do con la forma de la trayectoria de este pur\to. En caso de que ésta sea 

una circunferencia, dichas ecuaciones serán: 

M .Jr.!.  
f 

. • . •  \\ . l'l 8  

siendo f e l  radio de curvatura de la  trayectoria de C .  

y ; .... .  1 l. 12'1 

Adicionalmente, la ecuación t 1 1  . 3 1 )  se reduce a. 

M, :: o . . . .  · 11. �� 

lo cual significa que la resultante de rodas las fuerzas aplicadas exterior

mente al cuerpo debe ser una sola fuerza que pase por el centro de 

masa, C. 

Esta condición básica que caracteriza al movimiento de traslación per

mite transformar artificialmente un problema dinámico en uno estático. 

En efecto si se conoce la aceleración del centro de masa, ac. puede 

considera�se una fuerza ficticia - M ac pasando por C. denominada 

fuerza de inerc ia ó de D'Aiembert, la cual aplicada junto con las fuerzas 

......... 

exteriores pondrá en equilibrio dinámico al cuerpo, ya que en este caso 
la ecuación t 1 1  . 1 01 se transforma en 

. - . - 1 1 .  1 3 1  
La solución de  problemas relat1vos a la dinámica de  un  cuerpo rígido 
dotado de un  movimiento de traslación plana usando este enfoque reci
be el nombre de Método de D'Aiembert. 

El concepto involucrado en este método,consistente en añadir algún o 
algunos elementos ficticios que produzcan el equilibrio dinámico del 
cuerpo,se puede aplicar también a la soluctón de problemas dinámicos 
relacionados con un movimiento plano general, o un movimiento de 
rotación alrededor de un punto fijo. 

A partir de la ecuación ( l 1 . l 1 6) que corresponde al uso práctico del 
segundo teorema de Ordóñez para el caso de una traslación plana (ya 
que los puntos i e 1 no existen), se puede deducir una ecuación que apli
cada a los problemas sobre dicho movimiento permite: 

1 _ _  Comprobar los resultados obtenidos al hallar las incógnitas mediante 
la aplicación de las ecuaciones dinámicas correspondientes a este 
tipo de movimiento (por ejemplo, las ecuaciones 1 1  . 1 2 5 ,  1 1 . 1  2 6  
y 1 , _  1 301 .  

2 . - Localizar e l  punto de aplicación de algunas de las fuerzas que actúan 
sobre el cuerpo que se traslada . ( El ejemplo 1 1 .  1 7 i lustra esta apli
cación). 

3.- Calcular en forma independiente las incógnitas escogiendo adecua
damente el punto N involucrado en el teorema, y verificar después si 
los resultados están correctos viendo que se cumplan las condicio
nes establectdas por las ecuaciones 1 1  . 1 2 5 ,  1 1 . 1  26 y 1 1  . 1 3 0 en 
el caso de una traslación rectilínea. (El ejemplo 1 1 . 1  8 ilustra esta 
aplicación l .  

Dicha ecuación se deduce de la  1 1  . 1 1 6  a l  considerar que en este movi
miento o¡ =  rr. por lo cual se reduce a :  

1 1 . 2 . 7  CUERPOS RIGlDOS INTERCONECTADOS 

Algunos problemas dinámicos se refieren a sistemas o conjuntos do 
cuerpos rígidos unidos por medio de elementos floxtblos, tnoxtonstblos y 
de peso despreciable (como cables. cuor dns, ole 1 ,  IT1hJrVIIliUndo tom 
bién otros elementos tales como poloc1s on In� < LJ•lloo, .,,» clunprocto su 
masa y los fenómenos de fncctón quCl pllt'cltltl t)Ctrttll '" 
En la solución de dtchos problorn.JS corwtunl' •.uc}lm 1111 procod1rmon1o 
sistemático que cons1ste en :  



7 .  - Trazar el diagrama de cuerpo libre de cada uno de los cuerpos del 
sistema. 

2.- Aplicar las ecuaciones escalares de movimiento que correspondan, 
de acuerdo al tipo de movimiento que experimenta el cuerpo 
en cuestión. 

3. - Resolver todas las ecuaciones en forma simultánea. 

En algunos casos no bastarán las ecuaciones dinámicas para resolver las 
incógnitas involucradas, y entonces deberán utilizarse las ecuaciones 
cinemáticas que resulten de cons1derar la forma en que están conecta
dos los cuerpos del sistema por mcd1o de los elementos mencionados. 

Los ejemplos 1 1 .  1 5 y 1 1 . 1 6 I lustran este proced1miento. 

fjemQIO 1 1 .  1 4 . - E l  sistema del ejemplo 1 1 . 1 formado por u ñ a  barra 
delgada y homogénea OA. de 2 rn de Jong1tud y 1 O N de peso, articu
lada en O y rígidamente unida a un disco homogéneo 8, de 1 m de radio 
y 20 N de peso se suelta desde el reposo en la posición indicada en la 
figura 1 1 .4 1 . 

a )  Hallar l a  acelerac1ón <�ngulm o<. del s�tema correspondiente a esa 
posición imcial de su rnovllnll.mto. 

bl Hallar las componentes cartesianas de la reacción que ejerce la 
articulación O sobre la bar r a  OA. 

el Localizar la resultante de las fuerzas exlenores ejercidas sobre el sis
tema en ese instanll�  

2 m  1 m . 

A B 
o --- . 

¡:N IO N 

\ m  

Fig 11.41 

Solución. 

y 2.905111 
r. m 

Fig 11.42 

a )  E r 1  t;:¡ figura · 1 1 . 4 2  se indeca el D . C . L .  del sistema. 

Como se trata de una rotact?n baricéntrica alrededor de un eje fijo 
que pasa por O y es perpendicular al  plano de movimiento se consi
derán los eJes normal y tangencial que se indican en esa figura. 
Con el objet? de localizar la posic1ón del centro de masa, c. del sis
tema. tamb1en se ub1cará el Ststerna de ejes cartesianos x,y,  con ori
gen en O corno se 1nd1ca Por stmetría, el centro de masa se halla 
sob�e el eje x.  tornando momentos con respecto a dicho punto, y 
hactendo uso del cor,ceplo de centro de masa, se obtiene: . 

f'Cu no) = ,o (1) + ?o e�) ::. 'l o  

Luego: 

Considerando ahora la ecuación ! 1 1 . 1 2 4 ) ;  es decir. 

Y usando como valor de 10 el
_
resultado obtenido en el ejemplo 1 1 . 1 ; 

es dec1r io = 2 0 . 7 4 83 kg·m2, se obtiene: 

Luego: a�.. " ...l..O____ ::. ·� • o,. '3 e 
lo. 't e,> & �  

bl Usando ahora la. ecuación 1 1 . 1 2 2 ,  Rn = M w 7 r .  y tornando en 
cuenta que para está posición inicial w - O, resultw 

- o "  ·-= o  

S1 



Por lo cual Ox = O 

Aplicando la ecuación 1 1 1 . 1 2 3 1  y considerando el valor de r, y de o<. ,  
obtenidos anteriormente, resulta 

Luego: 

- Ot + lO +20 =r � ( Z . '!.�:n ) "3. "!":(Vo 
q , s  

Así, la  reacción pedtda es: 

R: :: O). t S'. "'O� j 

- - -
y a, "' o. , ,.,  + �e � , resultando en este caso 

ci'�r> ... o ';S O.c. . =  f �" ... ! (-'l."ll 36 :l )  
o sea a. � .. - 1 • a� 2 < j � 

� ·  
( oz )  

El vector equ1polente de la resullante de las fuerzas exteriores que 
actuan sobre el sistema tiene por expresión: 

R = M � ""  la.. ( - ·f . St H  j )  ::. - 2.'J' , O 'lB H l  j 'l·S 

Por otra lado, el momento del sistema de fuerzas exteriores con res
pecto a O resulta: 

('t )  

Sustituyendo ( 3 )  y ( 4 1  en  l a  ecua'ción 

que permite localizar el punto L. sobre la linea de acción de la resultante. 
a la mínima dis'tancia de O. se obtiene: 

O l.. -= (-t4.o'laS'f l j ).·d -ul!.). . ... <: .qos J.. 
la t> o • 'i 4 11" 2  11 

En la figura 1 1 . 4 2  se indica la localización de la resultante de acuerdo 
con este resultado. 
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fjemf2/o 1 1. 1 5. El sistema de la figura 1 1  . 4 3  consiste de un bloque A 
que pesa 1 30 N ,  el cual se encuentra apoyado sobre un plano inclinado 
que forma con la horizontal un ángulo 9 = ang tan ( ¡f )  y se halla unido 
por medio de una cuerda flexible, inextensible y de peso despreciable a 
la periferia de un disco B que pesa 4 9  N, tiene 1 . O  m de radio y un radio 
de giro con respecto a un eje centroidal perpendicular al plano de movi
miento de k "" 0 . 6  m. Este disco está fijo al sistema tierra por medio de 
las barras CD, y CE cuyos extremos están articulados y son de peso des
preciable. 

Si el sistema se suelta desde el reposo en la posición indicada en la figu
ra 1 1  . 4 3  y el coeficiente de fricción entre el bloque y el plano inclinado 
es ·.y = 0 . 1  o. hallar la tensión en la cuerda que une los dos cuerpos. la 
magnitud de la aceleración de cualquier punto del-bloque A. y el módulo 
de la aceleración angular, oc ,  del d1sco. 

WA =130 N 

Fig 11.43 
Solución. 
En la rigura 1 1  . 4 4  se indica el D .C .L .  del bloque A,considerando como 
referencia los ejes x y y indicados: 

Flg 17.44 



R 'l  .. o 
N p  - ¡ �o ( H,) u O  . ( f) 

Así Fr "' fi N p  = o. 1 0  ( no )  :o 1 1.  N 

Llamando a al acelerante del bloque A v usando el valor de Fr obtenido 
en ( 2 ) ,  con 

resulta: 1�0 ( ¡Si )  _ T - IZ : 

o sea : ·  T = :s e.  - 1 3 .  "2.'-S" o. 

ll!L O. 
e¡ . &  

En la figura 1 1  . 4 5  se indica el D .C .L .  del disco B el cual experimenta 
una rotación baricéntrica 

o sea : T :::. l • 8 o<. 

k = 0.6m 

e., )  

Fig 11.45 
Puesto que el módulo de la aceleración tangencial del punto 1 de la. peri
feria del d1sco es igual al de cualquier punto del bloque A, ya que la 
cuerda es inextensible: 

o. =  R o<. = �  (s ) 
Sustituyendo ( 5) en (4) e igualando con 1 3 \ ,  resulta: 

1 . 8  c. '= '3 6  - 1 � .  'HS a. 
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o. :..1f¡_ :. z.s- n .,....¡, ' < 6) 
Jr. or.s 

Así, de acuerdo con ( 5 )  

O( = ' · '.) n "roJ/s l  (�) 
y sustituyendo ( 7 )  en 1 4 \ ,  resulta: 

T := (/ . S 'I N ( a) 
fjemR,Io 7 7 7 6. El SIStema ind1cado en la figura 1 1 .4 6 consiste de un 
cilindro sólido homogéneo, A, de 49 N de peso y 1 m de rad1o que está 
unido a un bloque B de 98 N de peso. por medio de una cuerda flexible, 
inextensible y de peso despreciable. Este bloque se apoya sobre un  
plano horizontal rugoso para el cual el coeficiente de fricc1ón es .1( = 0 . 1  O. 
Si al soltar el sistema desde el reposo el cil indro A rueda sin deslizar, 
hallar la tensión en la cuerda que une los dos cuerpos, el módulo de ace
leración lineal de cualqu1er punto del bloque B, el módulo de la acelera
ción lineal del centro de masa del cilindro, y el coeficiente de fricción 
mínimo que debe exist1r entre la periferia del disco A y el plano inclinado 
de apoyo que asegure el rodam1ento perfecto de éste. 

Fig 11.46 
Solución. 

En la figura 1 1  . 4 7 .  se indica el O.C.L. 
del bloque B .  Tomilndo como referen
cia los ejes "x" y "y" ind1cados: 

Con R� -= o ; N 11 "' 9 8 N ( 1 )  

así Fr 6 = .J-l N p,  "' o. l  ( ·n� � = 9.8 �· 
C �) 

Con Rx = M8 a8; y tomando en cuen
ta el valor de Fr8 hallado en ( 2 )  resulta: 

T - q . s  = l O O.e luego 
T = q .e. + lo a s  

W8= 98 N 

p. =  0.10 

L- - -�- -�T 

y 

Fig 11.47 

s �;; __ _ 



En la figura 1 1  .48 se 1ndica el D C . L .  
del cil indro A .  

Tomando como referencia los e¡es " x" 
y "y" 1nd1cados: 

Con R� = o 

N 

Con Rx = MA a, siendo a el módulo 
de la i'lceleración del centro de masa del 
ci l indro, resulta: 

'-1 'i (.Á. ) - Fr - 'T = 5" O. 1 � " 

o sea: 1 8  . S t¡ l. 1 S '/ = F r A i- T t !; o.. 

Con 1'1\, :: I, o<.. 
F. :: .s.. (1 ) 2 o<. A � 

Relaciones cinemat1cas: 

Fig 11.48 

(s) 

1 . - Por la forma corno están umdos los cuerpos es evidente que: 

2 . - Como el cil 1ndro rueda sin deslizar: 

Sustituyendo 1 8 1  en ( 6 1 ,  resulta 

Fr11 :::: 2 - S  o. 
Sust 1 1uyendo ( 7 )  en ( 3 ) ,  se obtiene: 

T = q . g  + 10 o. 

Sustituyendo { 9 }  y ( 1 0) en ( 5 ) .  resulta: 

1 8 . 81/ 6 1 5 �1 =- 2..S o. + 9. S  + t O o. t 5 o.. 

o sea: 11- .s· o.. = c¡ . o t/ 6 1 5' � 

Luego 
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a. ::: o . .st 69 2.3 • -.....¡, � 

t s )  

SuStituyendo 1 1 1 1  en ( 7 ) ,  ( 9 1 ,  y 1 1  O l  en forma sucesiva se obtiene: 

Q B : O • .SI C.9 Z 3 ....,/st 

Fr :::- 1 .?"1 1.'3 N " 
y T '=' 1 '1 . % '1 2. 3  N 

Dividiendo 1 1  3 l  cn lre t 4l se 1 1em:: 

_)-l. "'"' = � -= 1 ,  � '1 '2 '3  : 0 .  0�8Sf l 
N A  'IS . 73 08 

fjemi2_to 7 T .  7 7. El bloque ind1cado en la f1gura 1 1 . 4 9 ,  tiene 3 m de 
longitud y 2 m de altura, pesa 98 N y se encuenlra apoyado sobre un 
plano horizontal rugoso. para el cual el coeficiente de fricción es .1{ = 0.40.  
Si se le apl1ca la fuer 1.a P 1r1dicada en la figura 1 1 .  4 9 y se suelta desde el 
reposo: 

al Hallar el rnódulo de la aceleración de cuai(Ju1er punto del bloque. 
bl Localizar el punto N .  de aplicación de 1;� ruacC1ón que ejerce el plano 

de apoyo sobre la base del bloque. 

P ::  50 N 

Sotuc1ón. 

1 1.5 m 1 J.5 m 1 
98 N 

Fig 11.49 

En la figura 1 1 . 50 se 1n<ka el D C . L  1 1· ·1 bh1que.  

f Y  3m 
98 N 

50 N e >--- · - )( 11m --. 
N 

Fr 
X 

N p 
Fig 11.50 

2m 

2 m 
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ConsidP.rese como referencia los ejes x, y, indicados en dicha figura. 

Con R� z:: o ;, 1\\ p ::: '9 8  1\\ 
Luego Fr .: ./1 Ñr = o . �  l <t ?. )  e: �'t. c. � 

Con Rx = M a, y tomando en cuenta el valor de Fr obtenido en ( 2 ) .  
resulta: 

Luego Q. -:. J . o s  .,.,.h"' (3) 
y entonces (:).: ::-: 1 . o  s .Á. 

Llamando N al punto de aplicación de la normal. Np, y la fricción Fr. con 
la ecuación 1 1  . 1 3 2 .  resulta: 

j X (SO ,(. ) i ·  ( - X. j_) X (- �8 l )  :: (-Xi. -1 � )  .K 10 ( \.OB.t ) 
o sea 

Luego .:x: = o. l.¡ Wl 

EiWP-IO 7 1. 18. En la figura 1 1  . 5 1  se m di ca una canastilla E que se 
traslada a lo largo de guías horizontales. la canastiila tiene articulada en 
A una barra AB de 2 m. de longitud y 9 . 8  N de peso. El extremo 8 de la 
barra está unido a la canastilla por medio de una cuerda 80 que la man
tiene en posición vertical al acelerarse el sistema hacia la derecha. 

S1 la aceleración de cualquier punto del sistema tiene como vector 
equipolente a :::: '5 i, hallar la tensión en el cable 8D, y las componentes 
axiales de la fuerza que ejerce la articulación A sobre la barra AB 
(Sugerencia: usar primero la ecuación 1 1 . 1 3 2 aplicada a tres puntos 
adecuados para calcular las incógnitas comprobando los resultados 
mediante el uso de las ecuaciones 1 1 . 1 2 5 ,  1 1 . 1 2 6 y 1 1 . 1 30 ) .  

SB 

l 2 rn 1 

Rg 11.51 

Solución. 

En la figura 1 1 . 52 se indica el D .C .L .  de la barra. 

Fig 11.52 

De ac.uerdo con los datos y tomándo como referencia Jos ejes "x" y "y" 
indicados en dicha figura, la aceleración del centro de masa tiene por 
vector equipolente 

(1) 

Así, la resultante de las fuerzas extenores que actúan sobre la barra es: 

Dicha fuerza pasa por el centro de masa. C. 

Situando el punto N que se menciona en la ecuación 1 1  . 1 3 2 en A, la 
expresión correspondiente resulta: 

Aplicando los datos, se obtiene: 

- � �  x T ( o .lo'tl i. t o .'fQV I S ) = o k 

o sea: ¡ .ttl'l� T k = s � , ) .. �3a i • � . n ss'• � - ('t) 

.Situando ahora N en B, la ecuadón 1 1  . 1 3 2 resulta: 

M; =  ;¿ " M o:';  
v con los datos: 

'2.j x A!4 l. -= J " (f> .i.. ) 
- 2,  A:..- }'l = - S  k , l �oello A., .. � . S'  � 



Por último, siruando N en O, la c•:u;¡r ,()n 1 1  1 3 2 resulta: 

M 0  = DI x IV\ 0::. 
y con los daros: 

o sea: 

Lu�::go 

- ?_ A.  � A� � - "2 1  X (- JO j)  

?. A'j :. 15 , o s�o. A-:. = 'f . s  N 

Así, las fuerzas requendélS sr¡n· 

(�) 

(a) 

T = � .SJ S"S ' B  (o.'fo"f Li. + o  .... ol r j ) ::. ?.s .i. t?.Sj 
V R� ::- ?. . S ). i "t , S  j 
Cornprobaóones. 

Como ahora se conor:m1 torl�s I;J-, f u r�rN:l'> que se ejercen sobre la barra 
debe verificarse s1 se cumplen la'> cond1c1ones que establecen las ecua
ciones ! 1 1 . 1 2 5 ) .  1 1 1  1 2 6 J ,  v ! 1 1 . 1 30 1 .  las cuales en esre caso 
adoptan las forrnas s1guien les: 

R ';l  ., N\ 0.. (.:1 :: o 

y IY\c. '::: o 

Verificación de la ecuación ! 1 1 J . 

( J I )  

(it) 
Cr�) 

Al considerar las componentes horizontales de las fuerzas exteriores 
resulta: 

l.!!,Q .c . 

Verificación de la ecuación ! 1 2 ) .  

Análogamente, sobre e l  e¡e vertical, resulta: 

R �  := A'l - W + T �c"' % • ., "1 . s -¡ o + ?S = o  �...,., ,C.. 

Verificación de la ecuación ( 1 3 ) .  

Calculando los momentos de las fuerzas exteriores con respecto al  cen
tro de masa, C, se tiene: 

M .. -; � �t.T .¡. CA l( A;�.  

o sea : - l l ( 1. · S  ..i. + ? • S j )  t- j ){ ( '> · S'¡ ) "' ? • S )\ - 2 S k = O J...�.�.c:. 

1 1  . 3  PROBLEMAS PROPUESTOS 

1 1 . 1 La barra dclg¡:¡dfl y homogénea AB pesa 4 9  N y tiene una longitud 
de 5 rn. Sus ex lrernos se apoyan :>obre planos lisos. horizontal y 
vert1ca l ,  encontrándose temporal111ente en reposo. En el instan te 
t = O sobre el e "- 1 1 e1no A se aplic¡¡ u 1 1 a  fuerza horizontal P de 2 0  N 
COiliO se 1nchca. Hallar parél ese l f iStanre la aceleración angular. 0< .' 
de la barra y las rnugn1tudes de las normales NA y N8 que ejercen 
los planos de apoyo sobre los extrenms de la barra. 

P = 20 N A 

Resp . :  ;z = 0 . 1  5 6  k l radls2J 
NA = 5 0 . 1 7  N; N8 = 1 8 . 4 4  N 

1 1  . 2  La barra delgada y homogénea de la figura tiene una longitud de 
5 m y pesa 1 9 . 6  N. 
Si se suelta desde el reposo cuando 80 = 30 o ,  y las superficies 
de los planos de apoyo de sus extremos son lisas: 

al Hallar el valor del ángulo� que corresponde al despegue inmi
nente de su extremo A con respecto a la pared vertical .  

• b) Para 8 = 4 5 o  hallar: la velocidad angular de l a  barra. la acele
ración angular de la barra y la magnitud de las normales en los 
extremos A y B.  

A 

8 



Sugerencia: Tomar como base los resultados del ejemplo 1 1  . 1 1  
y calcular NA en función de ax tEc. 7 1 ;  sustituyendo los valon s de 
o<: y w2 dados por las ecs. t 1 )  y (3 ) .  e iqualar NA con O para obte
ner el ángulo PJ 

Resp . :  a.) {3 '" On� �o S [ -i  ce.S 90 ] ':: S" 'l . l- "3, 0 

b) üj = o.'l, l l  ""- l to J /!. )  
¡z "' 1 . •  o s/ 1< [ , "' J /s 1 1  
N .., = lf .OS N 

N o "' 1?,".'1 (, � 

1 1  . 3  La barra delgada y homogénea AB S(? suel ta desde el reposo en la 
posición rndic�di'l. Supon1endo que las superficies de apoyo de los 
extremos son lisas, que la barra pesa 5 N y tiene una longitud de 
2 m . hallar: 

Resp . :  

a l  La aceleración angular de la barra para dicha posición . 

bl Las magnitudes de las reacr:1ones en los extremos A y B para 
esa posición. 

1 4  1 rn  

�,:�---
' 

1 m  ' e 

A 

o.)  0(. = - '2. . 3 5 3  � l,o.J /, '1  
b )  N .., = 2 . 3 1 8  N Ñ a :::. '2 . 5 JO IN 

1 1 .4 El disco de la figura tiene un peso de 1 5 N, un radió R = 0 . 2 0  m 
y un radio de giro con respecto a un eje centroidal perpendicular al 
plano de movimiento de k = O. 1 3 m. Si el coeficiente de fricción 
entre la rueda y el plano inclinado de apoyo es� = 0.05,  y el án
gulo formado entre la horizontal y dicho plano es e = 1 2 o 

...,.,.. 

a) Investigar el tipo de rodamiento que tendrá el disco al soltarlo 
desde el reposo. 

bl Hallar la aceleración angular, oc .  del di�co, y el módulo de la 
aceleración ac de su centro de masa . 

1 1  . 5  

el Detemun¿¡r el espacio recorrido por el cen tro de masa del disco 
a los 1 O segundos después de soltarlo desde el reposo. 

di Calcular 1� velocidad angular del d1sco a los 1 O segundos des
pués de sollnrlo desde el reposo . 

15 N 

k =OJ3 rn 

o. )  Rv.,Ja. � J c  l l i  � o.. p <� c �  .,-4..,_¡" = o .  0''"! 1 3  "tl 
b) ';t :. s. n � k. tn.J J�-.. 1 

• O.c. = l .  S S &  -.../st. 

e) X. 10 � .., :¡. .  q 1 1.  m 

d )  -
w,o ""' .S C . 1 2  R [ vo.J/s ] 

El carrete A de la figura pasa 4 9 N. tiene un radio de giro de O .  80 m 
con respecto a un eje centroidal perpendicular al plano de movi
miento y se suelta desde el reposo en la posic16n indicada . 

Hallar : 

a) La aceleración angular del carrete . 

b) El módulo de la aceleración del centro de masa del carrete .  

e )  E l  módulo de la  tensión en la cuerda . 

di La rapidez angular del carrete después de que su centro de 
masa ha descendido 3 m 

Resp. : 
o. )  or 0:. -s . s-o n  "- ( ,  .. d /.1 ) 

k=O.Srn o.�rn b) a., .,. ·t. 't n a  .... ,, , --+-......... 

49 N 

c. )  T • "3S . 'l H  N 
J )  1JJ • a ·  I ' U  ' -� /s 

'R • )  



1 1 . 6 Ln barra dt�lgad;J y hor nnqérwa I rene una masa de 5 kg. Si se 
cona la cucrrlil en A. (kfl?l l r lm�r la reaccrón en la articulación O en 
las dos püSICIUIIUS Slljl i iCI I I eS 

ni Juslarnenle despu05 de llaber cortado la cuerda. 

bl Cuando el eje de la barra adquiere la pos1ción vert1cal después 
de grrar 9 0 °  <Jherledor de la articuli:ICIÓn O. 

Sugerencia: Para el HlCISo b establecer pnrnero la ecuación dife
rencial que rige el rnoVIIIl iCnlo de rotación de la barra . e ·Integrarla 
para obtener el valor rle w '  en fu nerón del ángulo e girado . 

!':¡ 
6 m  

y .. � 

Resp . :  

a.) A" � o,i. + < B  J ( N ']  6 

b )  R:' =  o .i.  -+ <J I · j ( Nl 
1 1  . 7 E l  d1sco de la  figura está sujeto a l a  acción de un par M de magni

tud constante, de 20 N ·m. La masa del disco es de 1 O kg. 

al Hallar la aceleración angular del disco. 

bl Calcular la rapidez angular del drsco después de que ha com
pletado cuatro revoluc1ones, partiendo del resposo. 

R a 0.2S m 

Resp. : ,  o.) Qt "'  ' '�  k f.. ,a.J /st )  
b) UJ ::: 6'"' . "1 i! la.J /J 

1 1  . 8  En la figura se indica un volante que gira a una rapidez constante 
de 1 80 rev/min. Para frenar el volante se usa un sistema de fre
naje por fricción. Cuando se enfrena el volante experimenta un 
momento constante de 8 N· m. El momento de inercia del volante 
con respecto al eje centroidal de rotación es de 8 kg • m2.  

1 1  . 9 

al ¿En cuánto tiempo se para el volante? 

bl ¿Cuántas revoluciones gira el volante antes de llegar al reposo? 

Resp. :  c..) t ::: l é .  SS � .. �_,n Jo.s 

b )  !) e = -a. e . '2 ':f 1 c v . 

Un cilindro homogéneo macizo de 5 kg de masa se apoya so
bre una artesa como se indica. Se aplica al cilindro un par de . 
1 O N·m. en sentido contrario a las manecillas del reloj. en el pla
no de movimiento. Obtener la aceleración angular del cilindro. 

M = S kg 

Resp.: 

e-: = so • '1 2 R. 

1 1  . 1 O Si la barra delgada y homogénea de la figura está girando alre
dedor de un eje fijo perpendicular al plano de la figura y que 
pasa por la articulación O, calcular su aceleración angular para 
la posición indicada si la única fuerza activa es su propio peso. 

A 

Rosp . :  il "" -4 4 . 1  k 



1 1  . 1 1 En el sistema de cuerpos interconectados de la figura, el sistema 
g�atorio C tiene un peso Wc = 1 9 . 6  N, r = 0 . 5  m; R = 1 .0 m, 
y k = O. 8 m. Los pesos de los bloques son: 

4 

1 1  .1 2 

Resp. :  

WA .. 4 9  N ,  y W 8  = 1 9 . 6  N.  Los coeficientes d e  fricción son: 
JLA = 0 . 1  O y ;-<-e = O. 2 0 .  Determinar los módulos de las ten
Siones T A y T 8 en las cuerdas, el módulo de aceleración a A del 
bloque A, el módulo de aceleración a8 del bloque 8, y el módulo 
de aceleración angular ()(. del sistema giratorio C. Las cuerdas 
son flexibles inextensibles y de peso despreciable. 

Resp . :  
T" = a .  t H ·  1'1 
Ta ::. � . '3 8 Cf N 

a -.  = l. . % <J  ....... ls ' 
o.. = l .  '1::0,5' ..... h. \ 

o<.. = "& . 'l �'t l o  • .J/st 
Resolver el problema anterior con los dqtos siguientes: 

WA ::- ?oo tJ i WB ... '3 0 0  1\1 

Wc. = ISO N J ./"' 4 :. O. �S 

�" =- 0 - lS 1 r = o. & ...... i R .:  o . 'lo W\ 

i< = 0. 6 m 

r;. = 6 S )..! 1 Te, ::. 9 0  1\l 

o. ,.. -:::: o .  1 3 5 .... /s• 1 

Q(. ; O .  8tlí67 rod /s1 Í 1 
1 1  . 1  3 En el conjunto de la fi_gura el sistema A rueda sin deslizar. JSi 

r = 0.5 m; R = 1 .0 m, k =  0 . 8  m, WA = 49 N, y W8 = 1 9. 6  N. 
Obtener la tensión tensión T, en la cuerda, el módulo de acele
ración ac del centro de masa del sistema A ,  el móduto de acele
ración a8 del cuerpo B y  el coeficiente de fricción mfnimo para 
asegurar el rodamiento perfecto del sistema A. El cable es flexi
ble, inextensible y de peso despreciable, la clavija D es lisa. 

R 

T ::. l l. .  'SS N 

O.c. :: 'l. -� · �  W. /& t.  
o. .  :. 3 . 4 1 2.  

1 1 . 1 4  En el SIStema de  la figura WA = 9 8  N; R = 1 m • .  k = 0 . 5  m, y 
W8 = 9 . 8  N.  , 
Si se suelta desde el reposo, hallar: 

al El módulo de la tensión en la cuerda. 
bl E l  módulo de la aceleración angular de A. 
el El módulo de la aceleración del centro de masa de A. 
dl El coeficiente de fricción mínimo requerido para asegurar el 

rodam1ento perfecto de A. 

La cuerda es flexible, inextensible y de peso aespreciable. 

Resp.: T :: l l .  "f O 'l  N 
o< :: 'L <¡ o '1 � o.d /, 't 

o. .. = '"l. . 'l o 4 ""'/s'
.J--1,.., "  :. o. a a s s-

1 1 . 1 5 En el sistema de la figura el disco A rueda sin deslizar hacia 
abajo del plano inclinado. 

S1 WA = 49 N�RA = 0 . 5  m, kA =  0 . 5  m. W9 = 49 N.  
As  = 1 .O m Y k9 = 0 . 6  m, calcular el módlJIO de la  tensión en 
la cuerda, el· módulo de la aceleración del centro de masa de A 
el módulo de la aceleración angular de A, y el coeficiente de frie� 
ción mínimo requerido para asegurar el rodamiento perfecto de A. 

Resp . :  T = � . ':f :l'�·  N 
O.c. =. '?. . o 'f '  m/J t  
..)..Á �  'i . l s-l. '  'Yod hl 
..J-1.,... ,'(1 ::- o. � '( l./ 6  c.¡ 

Ra= lm 

------------�----------------------��-----
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