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En este fasciculo se desarrollan los enfoques de! Trabajo y Energia, y del
Impulso y Cantidad de Movimiento para el analisis dindmico del cuerpo
rigido dotado de movimiento plano general, representando asi un
complemento del fasciculo 11 en el cual se considera 8l mismo analisis
bajo el método de las fuerzas y aceleraciones.

Sin embargo, para aprovechar de una manera mas efectiva este ma-
terial didactico se recomienda al lector familiarizarse previamente con
los temas relativos al Trabajo y Energia, y los Impulsos y Cantidades de
Movimiento (tanto lineales como angulares} correspondientes a una
particula, y a un sistema de particulas, los cuales estan desarrollados
en otros fasciculos.

Al final del fasciculo se presenta también la bibliografia de la que se han
tomado algunas ideas para la proposicién de ejemplos y problemas.

Los articulos incluidos cubren adecuadamente los temas correspon-
dientes a dichos enfoques, los cuales forman parte de los programas de
algunas materias basicas de las carreras ingenieriles.

A lo largo del texto se presentan 13 ejemplos ilustrativos y se proponen
23 problemas por resolver, incluyéndose sus respuestas al final del
enunciado correspondientse.

Considerando que el materia! incluido puede presentar errores involun-
tarios y omisiones, el autor agradece anticipadamente la atencion de los
lectores que se los indiquen, y asimismo espera las sugerencias que del
mismo le hagan llegar personalmente con el objeto de mejorar adicio-
nes posteriores.
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12. DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODOS DE
TRABAJO Y ENERGIA, E IMPULSO Y CANTIDAD
DE MOVIMIENTO

12.1 METODO DEL TRABAJO Y ENERGIA

12.1.1 INTRODUCCION

De manera anéloga a lo que sucede en la Dinamica de la particula, cuan-
do las cantidades involucradas entre los datos y las incognitas de un
problema dindmica relativo a un cuerpo rigido dotado de movimiento
plano general {0 de un caso particular de ese movimiento}, son la varia-
cton de la rapidez de su centro de masa y la longitud del camino recorri-
do por dicho punto entre dos posiciones consecutivas del cuerpo, el
meétodo del Trabajo y Energia es el mas indicado para desarrollar la
solucion ®

En la primera parte se procedera a establecer las expresiones que corres-
ponden a la energia cinetica de un cuerpo dotado de los siguientes movi-
mientos especificos:

al Movimiento plano general.

b) Movimiento de rotacidn no baricéntrica alrededor de un eje fijo.
¢) - Movimiento de rotacidn baricéntrica alrededor de un eje fjjo.

d) Movimiento de traslacion plana.

Posteriormente, y usando como base las tres formas del principio del
trabajo y energia correspondiente a la particula, se establecerén Ias
mismas formas para un cuerpo rigido dotado de movimiento plano gene-
ral. Adicionalmente se desarrollaran algunos ejemplos de problemas para
ilustrar los conceptos teéricos.

* Enel caso de una rotacién alrededor de un eje fijo esta situacion se presenta cuando las
cantidades involucradas son la variacion de la rapidez angular del cuerpo y el dngule
descrito por gste Gltimo,



12.1.2 ENERGIA CINETICA DE UN CUERPO DOTADO DE MOVIMIENTO
PLANO GENERAL

La ecuacién correspondiente a la energia cinética de un sistema de par-
ticulas donde se hace intervenir el centro de masa, srve de base para
obtener la expresion de la energia cinética de un cuerpo dotado de movi-
miento piano general.

En etecto, dicho modelo matematico indica que:

E G =i 2 7 p 2
SElE R (.L;‘L fc; TR

Siendo: M = masa total del sistema de particulas
Ve = rapidez del centro de masa del sistema de particulas en
elinstante considerado
m; = masade laparticulaiésima, y
ﬁc] = rapidez relativa de la particula iésima con respecto al

centro de masa, en el instante considerado.

De este modo, para un cuerpo rigido dotado de movimiento plano gene-
ral. M corresponde a la masa del cuerpo; V. tiene el mismo significado
mencionado anteriormente, y el término S ( o, f' )se transforma en

+y a5 e
JP. dea
“ 2z

A su vez, la cantidad e:i = JK-P_C.j , de acuerdo con la figura 12.1
esta dada por la expresion:

Fig12.1

ya que los vectores @ , y ﬁc.. forman un angulo de 90°.
S -
i = w
Asi§ ko s
Al sustituir estas cantidades en la ecuacion 12.1 se obtiene:
! - 2 b P
€€ mpg = M VE 4 JJZ— [:;' dn 12,4

.

y (:c;w'no-ﬁ'—’-2 es una cantidad comun a todos los términos de la integral,
resulta

2
EC. peg = L.f" AR 1;‘3 S E;. dm ....12.5
PPdm = I, 12.6
A su vez, 2

Siendo esta expresion el mornento de inetcia de la masa de! cuerpo rigi-
do conrespecto a un eje perpendicular al plano de movimiento que pasa
por el centro de masa.

Porlo tanto, para un movimiento plano general:

T 2
EC. upg= M Vot _Iz'." w* 2.7

siendoesta la expresion buscada.

12.1.3 ENERGIA CINETICA DE UN CUERPO DOTADO DE UN MOVI-
MIENTO DE ROTACION NO BARICENTRICA ALREDEDOR DE
UN EJEFIUO

Para este caso particular, de acuerdo con la figura 12.2:

W

ol

Ve

I
€
]

...12.8

Centro de rotacidn

Fig 12.2



Porianto. la ecuacion 12 7 se transtoarma pp:

2 2 2
EC. pye = _h%_(m Y )4.%{»

rAue puede escrnibirse come:

LS

Eir, = w (Tc+Mmr?) 129
2
v segin el feorema de Steinner {de los ejes paralelos),

Th & et »-. 1808
Sustiuyendo 12.10en 12.9, resulia

s (3
s Ie-n-;_a- et

i2.1.4 ENERGIA CINETICA DE UN CUERPO DOTADO DE UN MOVI-
MIENTO DE ROTACION BARICENTRICA ALREDEDOR DE UN
EJE FIJO

=N sl &l
En esle caso, representa:.oen la figura 12.3 como V.. = 0, la ecuacién
12.7 sereduce a:

Pe; = whei
w R

£X¢ gn = T w2 | 1212

Fig12.3
12.1.5 ENERGIA CINETICA DE UN CUERPO DOTADO DE UN MOVI-
MIENTO DE TRASLACION PLANA

Para este caso particular, representado por la figura 12 .4 como w = O,
la expresion 12.7 sereduce a:

W
o V=V
P P ———
2 E dm Ve
EC. ., = M ove ..1203 c =4

12.1.6 DIFERENTES FORMAS DEL PRINCIPIO DEL TRABAJO Y ENER-
GIA PARA CUERPOS DOTADOS DE MOVIMIENTO PLANO
GENERAL

Las tres formas conocidas del principio del trabajo y energia aplicadas a la
particula tienen sus versiones corraspandientes para un cuerpo rigido
dotado de movimiento plano general. Estas formas son las siguientes:

FORMA 1. FORMA GENERAL

“El trabajo realizado por el sistema de fuerzas exteriores Que actiian
sobre un cuerpo rigido dotado de un movimiento plano general, enire
dos posiciones consecutivas del cuerpo. es igual al incremento de su
energia cinética entre dichas posiciones””.

En forma simbolica este indica yue: }- i PRl G bty T2
7 .

FORMA 2

“El trabajo realizado por Lis fueisus eateaores no conservalivas que
actuan sobre un cuerpo rigido dotado de un movimiento plano general,
€rire dos posiciones consecutivas el cuetpo, es igual al incremento de
Su energia cinetica mas el incremeni: de fas energias potenciales involu-
¢radas en el sistema, enire dichas posici s,

Es decir: 2 Tias AEC,, L BEP . 1215
ne.

Para la aplicacion prachica de esia furnia conviene tomar en cuenta los
siguientes conceptos relacionados con fas energias potenciales, 1as cua-
les involucran fuerzas conservalivas.

Al La energia potencial gravitatoria de un cuerpo rigido con respecro 4
un nivel de referencia arbitrario se puede calcular tornando en cuenta
la posicion de su centro de masa con respecio a dicho plano.

En efeclo, el peso de un cuerpo es una fuerza conservativa, y por lo
tanlo, para la iésima particula de peso dw, que esla localizada a una dis-
tancia y, sobre un plano de referencia arbitrario, (figura 12.5), su ener-
gia potencial gravitatoria relativa es:

T [ldw
i ; 1
.
dE.P.G.R: ‘3;_ AU);_ Yo " ‘W
= alenlo Piano dgto ¢
| nivel de referencicrl crbitrurio-l

Fig12.5



Por lo tanto, la energia potencial gravitatoria relativa del cuerpo tiene
por expresion: :
€.8.G.R. = J Y1 dw ....12.17

Por otra parle, de acuerdo con la definicién de centro de masa, y con-
siderando a g como constante, se tiene que:

I‘éd“’ % SJ'ﬁd"‘ = geieEsiiene

De este modo, la energia potencial gravitatoria de un cuerpo en una
posicién dada puede determinarse conociendo la altura y, de su centro

de masa con respecto al plano dato, y el peso, W, del cuerpo.

Para la posicién indicada en la figura 12.5 la energia potencial es posi-
tiva, ya que el peso tiene la capacidad de efectuar un trabajo positivo
cuando el cuerpo se mueve hacia abajo hasta regresar al plano dato.

Si el centro de masa se localizara a una distancia y abajo del plano dato,
la energia potencial gravitatoria es negativa, ya que el peso tiene la
capacidad de efectuar ur: trabajo negativo cuando el cuerpo regresa a
dicho nivel dato.

b) Lo energia potencial eldstica correspondiente a un resorte elastico
lineal ligado a un cuerpo rigido también proviene de una fuerza su-
puestamente conservativa. Asi, cuando el resorte se alarga o se
acorta con relacion a su longitud libre, L, una distancia x (figura
1 2.6}, la energia potencial elastica que el resorte transmite al cuerpo

ligado a él es: e
p——
EPE. = X X* ...12.19 Xy
2
1' it by b i
Kx
siendo k la constante del resorte. Fig 12.6

En la posicién deformada la fuerza que ejerce el resorte sobre el cuerpo
tiene la capacidad de efectuar un trabajo positivo cuando el resorte re-
gresa a su posicion original no deformado.

En general, si un cuerpo se sujeta tanto a la accién de fuerzas gravitato-
rias como elasticas, la energia potencial total se expresa como:

EP. = PG + £pP¢& ....12.20

FORMA 3.

'‘Si todas fas fuerzas exieriores aplicadas sobre un cuerpo rigido dotado
de un movimiento plano general, entre dos posiciones consecuiivas del
mismo, son conservativas, la energia mecanica del cuerpo (o sea la
suma de su energia cinética mas las energias potenciales mnvolucradas
en el sistema) se conserva’’; es decir:
£ MRS cao OF, = ¢ .. 2

Antes de proceder a desarrollar algunos ejeimglos numéticos aplicando
el método del trabajo y energia a cuerpos rigidos dotados de movimiento
plano general, se revisaran algunos conceptos relacionados con el tra-
bajo realizado por una fuerza, y por un par de fuerzas.

12.1.7 TRABAJO DIFERENCIAL DE UNA FUERZA

Cuando el punto de aplicacidn de una fuerza F?se desplaza la cantidad
AA' = dPlfigura 12.7), por definicién:

dT e F - df L2e

o sea: dT = F df cos e ....12.23
siendo B el angulo formado entre el vector F‘y el vector dp.
. = . . . .
Bl trabajo realizado por la fuerza F en un intervalo de tiempo finito para el

cual el punto de aplicacion pasa de una posicion A, a una posicion A,,
resulta:

T-l‘z = [l Fees e C]_P ....12.24
1
El trabajo es, por supuesto, una cantidad escalar cuyo signo depende del
&ngulo 8, es decir:
si0° <8 «90°, el trabajo resulta positivo
$i8 = 907, el trabajo es nulo,

ysi90° € 8 <180° el trabajo resulta negativo.



De lo anterior puede deducirse que para que una fuerza efectde trabajo
es necesario que se cumplan dos condiciones:

7.- Que su punto de aplicacion se desplace, y
2.- Que el dngulo formado entre la fuerza y el desplazamiento de su
punto de aplicacion sea diferente de 90 °©

: g —
Posicion 1 |w Iw Posicidn 2
- Fr = Fr =
N N
Fig 12.8

Para el caso de la figura 12.8. donde se nithican las posiciones 1y 2 de
un blogue que se desplaza de 1zquierda a derecha apoyandose sobre un
plano horizontal rugoso debido a la accion de una fuerza activa P, el tra-
bajo de esta fuerza resulta positivo, de valor Tp, 2 = Px, mientras que el
lrabajo de la fuerza de friccidn F; resulta negativo, ya que el angulo
5= 180°;asiTFr] == -Frx.

En cuanto a la fuerza normal, N, su trabajo es nulo pues 8 = 90° .

En este caso el lrabajo del peso lambién resulia nulo por la misma razon.
En el caso del rodamiento perfecto de un solido de revolucion la fuerza
de friccion no trabaja porque cada instante esld siendo sustituida por

una nueva friccion aplicada en el centro instantaneo de rotacion {i) (fi-
gura 12.9); es decir, en esle caso para la fuerza de friccion d P= O

W
P
e & Yo | gheas
1.2
FI‘
N
Fig 12.9

Cuando la magnitud y direccién de una fuerza se conservan constantes
durante algin periodo de interés, para calcular cl trabajo realizado por
ella entre dos posiciones conseculivas, de su punto de aplcacion, con-.
viene usar alguna de las dos formas siguienies:

ap L,

Fig 12.10

1.- Si se considera descompuesta la fuerza F en una componente F?
colineal con el desplazamiento del punto de aplicacion de F {llamada
componente tangencial), v una componente, Fn, normal a dicho
desplazamiento (llarmada componenie normaly (hgura 12.10), 1a
Unica componente que lrabaja es la cormponenie tangencial.

Como puede verse en la figura 12.10, el vator algebrarco de ta com-
ponente tangencial resulta:

Fe = Feos o ...12.26

por lo que al sustiluir este valor en la ecuacion 12.23 resulta:

dT = F, d |22 e (112 e

T
v por tanto: T J Fy dp ....1228
%

Cuando Fy B se conservan constantes, resulia:

Tede FLh P & Peise bhf ...NEed

.

Es decir, el trabajo resulta igual al producto del valor algebraico de la
componente tangencial de la fuerza por la longitud del desplazamiento
del punto de aplicacién de la fuerza.

2 .- Si se descompor® el ¢ desplazamiento dTo.en una componente coli-
neal con la fuerza, dpy, (lamado desplazamiento tangenciall, y una
componente perpendicular a la fuerza, dPn (llamado desplazamiento

9



normall, el trabajo de la fuerza lo realiza totalmente a lo largo del
desplazamiento tangencial.

o

—
dP1
Fig 12.11

Como puede verse en la figura 12.11, el valor algebraico del des-
plazamiento tangencial es:

dﬁ = df cos & ....12.30

Al sustituir (12.30) en (12.23) resulta:
dT = Fdp, cneig1 25
y por tanto: Ti. = Jl Fdlf, .. 1232

De modo que cuando F y © son constantes en el intervalo bajo consi-
deracion:
Tz = F &F ..12.33

Es decir, el trabajo resulta igual al producto de la fuerza por el valor alge-
braico del desplazamiento tangencial entre las dos posiciones del punto
de aplicacién de la fuerza.

Cualquiera de estos dos métodos se aplica comuinmente cuando se trata
de calcutar el trabajo del peso de un cuerpo cuando dicho cuerpo se des-
plaza a lo largo de un plano inclinado (figura 12.12).

10

1er. Método.

El valor algebraico de la componente tangencial del peso Wes:
Fé = W s ©® = W Cos (‘100* ﬁ) = ~Wsen B

siendo 8 el 4ngulo formado entre el piana inclinado y la horizontat.

Si x es el desplazamiento recorrido por el bloque a lo targo del plano,
resulta:
Tw = - (wWsen®)x ...12.34

1,

20. Método.

I Fig 12.13

El valor algebraico del desplazamiento tangencial resulta:

ﬁfé T X cwwse = ~X ces f = =3¢ gen B

por lo tanto; Tw,, = W (‘d—scn B)= - WX cen Be 12235

En este caso particular el trabajo efectuado por el peso del bloque resulta
negativo porque la componente de la fuerza y el desplazamiento, ambos
tangenciales, forman un angulode 180°.

Como corolario de este segundo método se puede concluir que e/ tra-
bajo del peso de un cuerpo entre dos posiciones del mismo es iqusl at
producto del peso por la diferencia de niveles entre las dos posicionegs de
Su centro de masa, siendo positivo si el cuerpo desciende, y negativo Si
asciende.

12.1.8 TRABAJO REALIZADO POR UN PAR DE FUERZAS

Un par de fuerzas es un sistema formado por dos fuerzas cuyas lineas de
Bccion son paralelas, que tienen magnitudes iguales, y sentidos opues-

1



tos De esta manera cuando un par de fuerzas se aphea a un cuerpo rigi-
do dotado de moviinienlo plann general. las dos fuerzas del par trabajan
solamente cuando el cuerpo expecimenta una rolacion, En elecio, consi-
dérese el cuerpo indicado en la figura 12.14, sobre el cual se ejerce el
par mostrado, de magnitud M = Fr, y cuyo plano coincide con el plano
de movimiento del cuerpo

T T '!
1_Ldse
T
i}
, r ‘
Fig 12.14 Fig 12. 15 Fig 12.16
Cualquier desplazanuenio diferencial del cuerpo dolado de movimiento

plano general puede considerarse como la superposicion del desplaza-
miento debido a una Iraslacion plana v a una 1olacidon alrededor de un
eje perpendicuiar al plano de movirmenio que pasa por tualquier punio,
comoel O, delafigura 12.16.

Cuando el cuerpo se traslada, de manera que la componente del despla-
zamiento a lo largo de la linea de accion de las fuerzas es ds; (figura
12.15), se ve que el trabajo positivo de una fuerza cancela el trabajo
negativo de la otra fuerza.

Si se considera una rotacién diferencial, d8, del cuerpo alrededor de un
eje perpendicular al plano de movimiento que intersecta a dicho plano en
el punto O {figura 12 .16}, el punto de aplicacién de cada tuerza del par
experimenta un desplazamiento gg, = 19 d8 en la direccion de la

fuerza. Por lo tanto, el trabajo, total realizado por el par es:
C!TF‘.,z [ (.](: )de I (_E)da = Frde

o sea: dTp, = Mde ..1236

La linea de accidn del vector dO es paralela a la linea de accidn del par
M, y este siempre es el caso para un movitniento plano general, ya que
tanto M como dB son perpendiculares al plano de movimiento.

Ademds, el trabajo del par es positivo cuando I\_A.y d® tienen el mismo
sentido, y negativo cuando estos vectores tienen sentidos opuestos.

Cuando el cuerpo gira a través de un &ngulo finito ©, desde 8, hasta 6,,
el trabajo del par es:

12

T = j"l Mmde ....12.37

Por
L}

y cuando M tiene una magnitud constante:  T,, = M (e,-ey)

midiéndose siempre 64 y 6, en radiancs. +aRs

12.1.9 METODO DEL TRABAJO Y ENERGIA PARA CUERPOS RIGIDOS
tNTERCONECTADOS

Cuando se analiza un sistema formado por varios cuerpos rigidos dota-
dos de movimiento plano general (o alguna de sus versiones particula-
res), los cuales estan unidos por medio de elermmentos flexibles, inexten-
sibles y de peso despreciable (0 bien por resortes elasticos y lineales),
resulta que estos elernentos se corisideran interiores’ al sistema y por lo
tanto, el trabajo lotal realizado por ellos entre dos posiciones consecuti-
vas de los cuerpos coneciados es nu!o.

De esta manera, al efeciuar el analisis solo deberia tomarse en cuenta el
trabajo realizado por las fuerzas y pares exteriores a} sistema. Sin embar-
go, como se ilusirara al desarrollar algunos ejemplos de problemas, al
incluir el trabajo efectuado por dichos elermenios de unién, se logra
contar con expresiones que permuten calcular las fuerzas ejercidas a lo
largo de ellas, y posteriormenie, utilizando los diagramas de cuerpo libre
de esos cuerpos y el metodae de las ecuaciones de movimiento, se pue-
den obtener tas aceleraciones de los puntos esenciales de los cuerpos
del sistema.

De esta manera es posible comparar las respuestas obtenidas al usar
ambos métodos en la solucion de un problema particular que involucra
un conjunto de cuerpos interconectados.

Ejemplo 72.1. La barra AB de 147 N de peso estd articulada en A y
sujeta a la accién de un par de magnitud M = 40 N - m en el sentido indi-
cado. Sila barra se suelta desde el reposo cuando el resorte tiene su lon-
gitud libre en 8 = ang tan (3/4), determinar la rapidez angular de la
barra cuando © = ang tan (4/3). Al girar la barra el resorte se conserva
horizontal debido al apoyo de rodillo en D. (Figura 12.17).

K = 100N/m

L, =60cm

80cm

40cm

Fig 12.17
13



Solucidn.

Segun los datos, para el resorte L, = 60 cm, y su longitud final {figura
12.18}Yesde80cm, luegox = 20cm.

= 80 cm

60 cm|

30 :rr-:[
Fig 12.18

En cuanto al 4ngulo descrito por la barra desde una posicion a otra es:

A6= 53.130102° -3, pc9898° = Jo. 26020Y°

0 sea: ABG= 0, 2838 yod.

La diferencia de nivel entre las dos posiciones del centro de masa es
de 10cm.

Aplicando la forma 2 delprincipio del trabajo y energia resulta:
yo(o.2828) = %H(") ,'}w1+[° - 153 lo.10) } + S0 (o.w)2

»
HedsZ = 2.5 wt 49T +2
lveao 1 25wt = . 052

wr= 9.6208 5 w= 3a01F  vad/

Ejemplo 712.2. Un granrollo de papel que tiene una masa de 10 kg y un
radio R = 20 cm se apova sobre el borde A, de una mesa {figura 12,19,
s? se le da al rolio un ligero impuiso hacia la derecha perturbando su po-
sicion de equilibrio, hallar el angulo B formado entre la vertical y la recta

AC, al cual el rollo esté apunto de saltar afuera del borde A de la mesa.
El radio de giro centroidal dsl rolo esk = 10 cm.

A
Fig 12.19
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Solucién.

Como se trata de un sistema conservativo primero se calcula el valor de!
cuadrado de la rapidez angular, w 2, del rollo, en funcién del 4ngulo 6
tormado entre la vertical y la recta AC (figura 12.20) y posteriormente
se toma en cuenta que en el instante en que el rolio estd a punto de
saltar, 8 = 3, y la magnitud Ap de lacomponente normal de la reaccién
en el borde A es nula.

Posicidn 1

Posicidn 2

RO —CosB)J_
R RCos a]:

Fig 12.20

En la figura 12.20 se indican las dos posiciones del rollo que servirén de
base para el andlisis, asi como el diagrama de cuerpo libre para una posi-
‘cién cualquiera de la etapa comprendida entre la iniciacion del movi-
miento del rollo y su desprendimiento inminente con respecto al borde A.

Aplicando la forma 3 del principio de} trabajo y energia a dichas posicio-
nes, resulta:

Mg R (1- cos o) =.lz.[M.Kz+MRZ]uf
Cancelando la masa en ambos miembros, y sustituyendo los datos, se

obtiene:
1.8 (o.’to)(l-cose) = -\Z-( 0.0l +°-°q) w?

Despejando w2 resuita:

Wie2(08) 0 (1-cosa) = %84 {i-ces o)

0.05 (1)

Aplicando ahora la ecuacién R, = M Tw? 3 la posicién 2 del rollo, se
tiene:

Mg cos @ = An = MR w? , y sustituyendo los datos:

z
9.8 cos @ - An = 0.20 W luego:

Ww* = Y4 cos @ — 5 Asn (2)
16



Cuando Af! = 0. 6 -- B, y entonces al igualar las expresiones que resul-
tan de sustituir estas condiciones en las ecuaciones (1) y {2), resulta:

8. (I- cos B ) = 44 cos B

0 sea: (?a.‘t Y )ess B ¥6.Y
) oS ,B = Y_E_‘I_

de donde: 129 .4

Por lo tanto: B = Sz .3o0n"”

&emplo 12.3. En la figura 12.21 se indica un cilindro sélido homo-
géneo de 0.2(_) m de radio; sobre su periferia se desenrolla un hilo del-
gadp que se fija en A, Si el cilindro se suelta desde el reposo, hallar la
rapidez de su centro de masa C, cuando este punto ha descendido una
distanciay = 2 m.

b

R+ 0.20m

Solucion. Fig 12.21

En la figura 12.22 se indican las dos posiciones del cilindro.

Posicion 1
|
T‘} y=2.0m

Fig 12.22
16

Como se trata de un caso conservativo, aplicando la forma 3 del princi-
pio del trabajo y energia. se obtiene:

- 2 e s
Mg 4 = J% Ve + -é- -b?l_L R"w
Cancelando la masa M en ambos miembros y multiplicando por 4,

resuita: Yg4 = 2Vd + r'w? (n

Pero Vo = wR ; Jue&o Rrw? = V& (2)

T
<

Sustituyendo {2) en (1} resulta Y949 = ¥ (211) = 3V

y sustituyendo los datos:

Y{9a 0 = 3% .0 loego \)z:_in_.izzc.nn
Porlo que Ve = §.112 w/s

Ejemplo 12.4. La barra delgada y homogénea indicada en fa figura
12.23 apoya sus extremos A y B sobre planos lisos que tienen direccién
vertical y horizontal, respectivamente. La longitud de la barraes L, y su
pesoes W = Mg.

Si se suelta desde el reposo cuando el dngulo formado entre la vertical y
su eje es B, usando el método del trabajo y energia, deducir la ecuacién
diferencial que rige su movimiento plano general en la etapa en la cual el
extremo A permanece apoyado sobre el plano vertical.

Posiclon 1

Cos Qj

Fig 12.23
17



Solucion.

En las figuras 12.23 y 12.24 se indican las posiciones de la barra co-
rrespondientes al comienzo y a un instante cualquiera del intervalo bajo
consideracidn, respectivamente.

Posicion 2

—lé‘- {Cos By-Cos 8)

&

L
2C058

Fig 12.24
Como se Irata de un sistema conservativo, usando Ia forma 3 del princi-
p:o del trabajo y energia, se obtiene:
Mg Ja-. { cos 8, = cot e) = I~_£_ v + ¥ % 1Fag™

Cancelande la masa, M, y multiplicando ambos miembros por 24,

resulla:
Ryb (cosa, —cose) = 12vd + Pw? ()

De acuerdo con la posicion del ceniro instantaneo de rotaciéon de la barra
en la figura 12.24 se tiene que:

VC S W) _ZL ', lu('(.:, \’:l s U)z_u (2)'
Sustituyendo (2) en {1} resulta; |

12gqL (cos oo —ese ) = Y w?
Portanto| Ww*= 3 & (coss..—coso)
)L

y derivando implicitamente con respecto a © se obtiene:

2w dwy = 332 fen e (3)
de L

Por lo que dividiendo entre 2 ambos miembros de la ecuacién anterior,
resulta: .
K = 2 & Send

CA (4)
siendo esta la ecuacion diferencial pedida.
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ELjemplo 12.8. un disco A de 49 N de pesoy 1 m de radio que se apoya
sobre un plano inclinado 30° con respecto a la horizontal esta unido a
un bloque B de 19.6 N de peso por medio de una cuerda flexible, inex-
tensible y de peso despreciable, como seindica en la figura 12.25.

St al soltar el sistema cdesde el reposo el disco A rueda sin destizar vy el
coeficiente de fricci6n entre ¢l bloque B v el plano horizontalesptg = 0.10.
Determinar:

al Larapidez, Vg, del bloque B después de que harecorrido 10 m.

b) Latensién T, en la cuerda gue une los cuerpos,

¢) Elmodulo de la aceleracion 3 del centro de masa del disco A,

d) El médulo de la aceleracion angular, a del disco,

e) La tuerza de friccion Fy . que se desarrolla entre |a periteria del disco
Ay el plano inclinado, vy

f) El coeficiente de triccion minimo, i . entre el disco A y el plano
inchnado, requerido para asegurar ¢l rodamiento perfecto del disco A.

Despreciar el efecto d« |a polea pequena D, y considerar que el radio de
giro del disco A con respecto a un eje centroidal perpendicular al plano
de movimientoes k, = 0.6 m.

3¢ L"‘a‘ 0.10

30°

Fig 12.25

Solucion.
alyb).
Enlafigura 12.26 se indica el diagrama de cuerpo libre del bloque B.

4
1

| wg=19.6N

19



Con F\-s'-‘-b i NB= 9. g N
Luego  Fry = Mg Ny = o0.10 (19.6) = 1a¢  w
Aplicando la forma 1 del princip:o del trabajo y energia al bloque B,
tesuita:
2 T';’ = A£C,,
10T —10 (r.a¢) = z Ve
0 sea: 6T -19.6 = Vg (1)

Enlafigura 12.27 seindica «l diagrama de cuerpo libre del disco A.

Aplicando la torma 1 dei principio del trabajo y energia al disco, resulta:
b T TGy

ST *99(s) = 5 v 4 45 ea) w?

A
\

Fig 12.27

o sea: “I0T +29§ = 2.5 Vi +0.9 W¥ (2

Sumando miembro a miembro las ecuaciones (1) y (2}, resulta:
25,4 = Vg +2.5 VP 109wt (3)
Segun la forma en que estan unidos los cuerpos es evidente que:
Ve = Vg {4)

y como el disco A tiene rodamiento perfecto,

Ve = R J Y Sends R=1 om

e = wt (5)

Sustituyendo (4) y {5) en (3}, se tiene:

Z

sy = NE 428 N To.9 NS

Luego: Vg =254 = Sl.weis (6)
4.4
o sea: Vo = F.05F w/ls  (7)

Sustituyendo (6) en (1) y despejando a T, resulta:

T =8¢ 2 51 aoug = Y.083 N (8)
/o

c,d), el yfl
En el diagrama de cuerpo libre del bloque B, al aplicar la ¢cuacion
Ra = My @y resulta:
Yoogs —196 = & Gag) ; tuege Qp= 205615 mifr 19)
Por la forma en que estan unidos los cuerpos; A - 3dg, luego:
Ge = 2.5¢15  =/s% (10}
yoomo = G § = 2.5¢0s ved Je2 (1)

En el diagrama de cuerpo libre del disco A, al aplicar la ecuacién:

Rx-= My ¢ resulta:

Y44 (0.5) - $.083 — F'A = S (2.5615')

luego Fr, = Y6l N (12)
Con Ry = My oy =0 resulta:
N,= Y9 (0666 ) = Y2.43S N
Asi, Putn = Fin - Y.81 = 0.198¢
N, 42.493§

Ejemplo 12.6. Enlafigura 12.28 se indica un sistema de cuerpos uni-
dos por medio de cuerdas flexibles, inextensibles, y de peso desprecia-
ble. El carrete A que se apoya sobre un plano inclinado 30° con
respecto a la horizontal pesa 98 N y tiene un radio de giro centroidal de
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k,; = 0.6 m. El radio del eje del carrete esry, = 0.5 m, y el radio de las
ruedases Ry = 1.0 m El carrete D, articulado a un eje que pasa por su
ceniro de masa pesa 49 N y tiene un radio de giro con respecto al eje
centroidal de rotacion de kp = 0.8 m. El radio del eje de este carrete es
rp = 0.8 m, y el radio de sus ruedas es Rp = 1.50 m. El bloque B pesa
19 .6 N, y el coeficiente de friccion entre dicho bloque vy el plano hori-
zontalde apoyoes g, 0.10.

St al soltar el sistema desde el reposo el carrete A rueda sin deslizar, de-
lerminar:

al Larapidez de! blogue 8 después de que harecorrido 10 m. y
bl Ei coefictente de friccidn minimo entre el carrete A y el plano incli-
nado, requerido para asegurar su rodamiento perfecto.

Fig 12.28

Soiucion.

.8) Eniatigura 12.29 scindica el diagrama de cuerpo libre del bloque B.

TW5=19.6N
Ry=0
| oy
Frg ¢
Fig 12.29 Ng

Luego #r, = My Bg = 0w C19.¢) =mai N

Aplicando la forma 1 de! principio de) trabajo y energia a este blogue,
se obtiene:

2 T oYt
1 T i A (l.?s)r-.%_ Ve
o sea: b Ty -19.6 = V¢ (1)
Enfa hgura 12 .30 se indica el diagrama de cuerpo libre del carrete D.

Wp=49 N

Fig 12.30

En angulo 8,y girado por este carrete mientras el bloque B se desplaza
10mes: »
p> S8 = 128 wed (2)
Asi, el punto P de la periferia de las ruedas del carreie experimenta un
desplazamiento de longiud:

Sp = @ Ry =028 (1.5) =, 1835 0 (3)

Asi, al aplicar la forrma 1 del principio del trabajo y energia a este carrete,

resulta: ; z
IEegs Ty ~ie Ty &k L) gepiay

0 S€a: . je.¥s Ty =0Ty = st Lu':; (4)

En la figura 12.31 se indica el diagrama de cuerpo libre del carrete A.
Por la forma en que estdn umdos los dos carretes y como A tiene un
rodamiento perfecto la longitud del despiazamiento del centro de masa
de este carrete se obtiene mediante la proporcion:

W =088N

Fig 12.31



S oo J |o=30 Sc-’- S_l' S UpRESE _ s (i)
Sp 150 50 J.50

~

Aplicando la forma 1 del principio del trabajo y energia al carrete A,
resulta:
- 185 Ty + 98 {cas)= &% , Ji,(la)(o.'as) w}
osea: 1835 T tezs =5V viewl  (6)
Sumando miembro a miembro lasecuaciones (1}, (4), y (6), resulta:
§9:.9 = Vgt hé wg i T F1 e} (7
puesto que A liene rodamiento perfecto:

V('_ = wh RJ‘! ’ y come I?h = 1-0 L3

Ve = w, ; I sk UJ: (8)

De acuerdo con la cinematica: Mo = 008 Wy
Luego Wy, = Vs = 1.25 Vg
e (9)
y también b = ‘ O W
wp LS Wy 9 venor WA "“"D (10)

Sustituyendo (8}, 19} y 10) en (7), resulta:

R = Vg 2.8V + Lerer uf 4 28128 v « W5 V.

o s8a: Vo= £92.9° = YiI.9%s221 (19)
9.5
LUegO.’ Va = ‘.Q?‘as M/S (12)

Sustituyendo (12} en {1}, ydespejando T, resulta:

Ty = 196 + Y1, 9% 5220 = 6.458 w (13)
{10

Sustituyendo {12} en {9) obtenemos W, = 8.098s ral /o (14)

Sustituyendo (131 y (14} en (4}, y despejando T,.resulta:

T = glse 1-l.cy(a. of@i’lz = B.881 N (19)
18.%§

Segun el diagrama de cuerpo libre del carrete D (figura 12.30) al aplicar
la ecuacion Mg = I ap, resulta:

1.5 (e.ee1) -o.8 {c.i56) = 5 (0.69) x,

Luego Ao = uldaeyug = Hudgel = 2.¢23§ raJAz

3.

Por la forma en que estan unidos los carretes, y cormo A rueda sin des-
lizar, resulta:

L5 DZA = Y L db } .’0930 d‘ﬂ“:,:?.slag ‘QJ/;‘!
Asi 0= 2.6235 =/t (16)

Segun el diagrama de cuerpo libre del carrele A (figura 12.31) aplican-
do la ecuacion Ry = 0, resulta:

N, = 98 (0.86¢) = 8Y.8Y05 nN (17

Con Re = My, @ Y9-8.681 ~Fr\ = o (z.¢235)
Luego k, = 44 - B.8B! ~2€.235 =l3.88Y n

: Lty By = segel. = .8k
Asi —-LNA E49.8% 05

Fjempio 12. 7. Enlafigura 12.32 seindica el ptano de movimiento de
un sélido de revolucién desbalanceado. Para la posicidn mostrada la
recta que une su centro geométrico H con su centro de masa C es hori-
zontal, siendo 7 la distancia entre dichos puntos. Si el cuerpo se suelta
desde el reposo en dicha posicién:

a) Demostrar que el cuerpo se moverd adquiriendo un movimiento
plano general.

b) Usando los conceptos relativos al método de las ecusciones de mo-
vimiento y el del trabajo y energia demostrar que el cuerpo no adqui-
rird un rodamiento perfecto, ya que este movimiento particular re-
quiere que los puntos Hy C coincidan.



Solucidn.

al En la figura 12.32 se indica el diagrama de cuerpo libre del sélido |

para esta posicion inicial

Aplicando fa ecuacion  ( mi), = Ti, e

resulta: Mg ¥ = Ty, o luego,

Esto demuestra que el cuerpo si se mueve al soltarlo, de modo que
adquirira un movimiento plano general

b} En la tigura 12 .33 se indica el diagrama de cuerpo libre del solido
para una posicidn posterior, después de que ha girado un angulo 8
en el sentido de las manecillas del reloj.

_V
Fr ]‘ ¥ Mg
N
Fig 12.33

Como para cualquier posicion de un cuerpo rigido dotado de movimien-
to plano general deben cumplirse las expresiones:

!
|

S
Y M, = e oL
despejando @ de la primera de estas ecuaciones resulla

o\ = ML
E— 2

Andlogamente, despejando a de ia sequnda cde dichas ecuaciones, se
obtiene:

A = Mo {3)
I
Igualando {2} con {3}, resulla:
Mi = M
=
o sea: MY = Tl e (4)

Esta condicion debe cumplirse cualquiera que sea el tipo de rodamiento
gue adquiera e! soélido.

Hay que observar que ias cantidades M;, M. e [; no son constantes, sino
que resultan funciones del angulo 6.

En efecto, de acuerdo conla figura 12.33.

M.i= Mg ¥ cos e (5)

Me = NY cese ~ Fp [.R-’?.S':ne’] (6)

=T +M (R +F2 -2k Faens)= Tc +m{TE) (7)

habiéndose usado para esta ultima expresion el valor de ic2 obtenido a
partir de la ley de los cosenos aplicada al triangulo i H_ C.

Para esta segunda posicién, el valor de @ se obtiene a partir de la ecua-
cionM; = lya , resultando: o -~ pa;
i
por lo que tomando en cuenta el valor de M; dado por la ecuacién
(5) resulta: 7l
oA = Mg ¥ cos © (8)

I

SE = _ Mgr ceso X
Asi, ol (9)

A




Como la tuerza de triccion en el rodamiento pertecto no trabaja, el sis-
tema resultaria conservativo, de modo que al aplicar la forma 3 del prin-
cipio del trabajo y energia a las posiciones indicadas en las figuras 12.32
y 12.33 se obtiene:

€c, tePa, = EC, tela,
Mg 7 seno = ] Ve 4 4 Tew® (o)

Tomando como base al centro instantdneo de rotacion se tiene:

e — —

Ve = w x ic
V;’:-wKx[.f'co:s.i'l'(l!—?:.cne):)]
Luego: Ve = w[(n-Fune)i~‘F@gej]

\t’,‘,z

wL(R?—‘Z Rrscne + ¥ isente +?"(o$10)

n

osea: Vo = WH{ R*+FP-2RF sene) = w? (IR)F ()

Sustituyendo (1 1) en (10} resulta:

Ma?sgna =J§LNI(R1+-\;1"2RF$&‘-\G) +‘L‘u.‘
[ 2
o sea: Mg ¥ seno = wt {-M(nsz"—ZRFSN\O){-I‘_‘S
&

o bien Mg 7 sene :ugf[M(i:)z.*I‘]
Tomando en cuenta el valor de |; dado en la ecuacién (7} resulta:

Mg ¥ seao = J&LL" T (12)

Luego W= 2M5 T sene

'

(13)
Por otra parte, de la cinemética del rodamiento pexfecto se tiene que:

K, = RXi (14

Sustituyendo (8) en (4) resulta: &, = MART cose L (15)
I

=
Como: Qe

(]
"l

SN
‘l

{
E«u
b

(16)

Siendo HC = Tcwse L — ¥ semoe & (17)

Sustituyendo (14), (), (17)y (13) en {16} se obtiene: -
e . . ' UILTA"), NGENE 21y
4, = Mg ATcese ; 4 (-MgFcose y)x(Teosel~Ysno &7

L . 8

_zlnaT.sen @ ("F tofe A ._'?seno:))
Ii

Desarrollando el segundo miembro de la ecuacion anterior, y simp!i-

ficando: G ! 969 j’5 2 y

a; _M_s_\_m(R—q\’ une)t. .,.m.ff__(t'u\G—CmO).) (18)

Luego:  Bx = Qe = MpXcose (R - 37 sene ) (j9)
y ELB:Q“BZM%_;[:_ (2 sefe — cos“s) (20)

Aplicando la ecuacion Ry = M8y y tormando en cuenta la {1 9), resulta:
Fr = WL Fose (R->7 :cf\S) (21)
4 i
Analogamente, aplicando la ecuacion RV = Mayy tomando en cuenta
la (20}, se obtiene:

N-w = w' 8% (2 sente - cos?e) luego
3 3z

=R
Moew + W T
T

Sustituyendo (21) y (22} en {6) resulta:

(25en"® - cost®) (22)

B i [ W oy et (,zsen"'s cas"a)] T cosm
g

_w! ¥ cosg ( R-3Fsene)( R -Tsean) (23)
A =G0

Sustituyendo ahora las ecuaciones (5) y (23) en la condicién 14) se
tiene:

Mg i cos @ I = [ Wy 4 Sékﬂz‘?‘ (2 scn"&l-r.oaze)] Yeeso

- ’ﬁgL? ¥ cose (k—a?,\ene)(n -"r's:n.)



Duvu:liiendo ambos miembros de la ecuscion anienor entre W T Cos 8
resulta: '

Ee = Lraisilanats —cosze)-m (R-BV‘Sena}( R~ Fsens)

y desarrollando, resuita:

e=I, +M [?‘ (2s5entg - u,s?.;) —(r.‘- YRTSeno +2 Flgenly )J (24)
Sustituyendo ahoia {7} en {24}, resulia:
Ig = :"." = M (R‘f?t =T RFsen e) b m[?-‘ (z st.11'o-ggsls) - (R L-V Il?su.,e fa?'sfr!za)

Simplificando:

O i e - K -
0= Rix¢ CRY Sene '1'2_‘r1$¢-n<9 - Fleacto ~ R1+L‘ AT s @ _..-5??3:“!.

] B e o . i
Luego: o= Flo-Flonls =70 casla ¥ An T Sene

Esdecir c= 7° (1 ~L) 4 2x¥ sene

Entonces o= 2K ¥ sen® (p5)°

Con esta expre;ién queda demosirado que solamente para B = O se
cumple 13 condicion de rodamiento perfecio, y Que de la posicion inicial
(figﬁ.nra 12 .32} en adelante solarente puede haber rodamento perfecto,
sir = O; es decir, si el cuerpo es balanceado.

12.2 METODO DEL IMPULSO Y CANTIDAD DE MOVIMIENTO
12.2.1 INTRODUCCION

Los conceptos de impL_JIso y cantidad de mwovimiento, tanto lineales
com’o angplares, que sirven de base para el estudio dindmico de una
particula tienen sus versiones correspondientes para un cuerpo rigido

dptado de_un movimiento plano general, o de alguin caso particular de
dicho movimiento.

Como sucede en el caso de Ia particula, esle enfoque dindmico resuita
mas _adecuado cuando en los datos y las incognitas del problema bajo
consuderacién estan involucradas fuerzas, pares de fuerzas, tiempos, y
variaciones de rapideces, tanto lineales como angulares. '

12.2.2 RELACION ENTRE EL IMPULSO LINEAL DE LAS FUERZAS EX-
TERIORES QUE ACTUAN SOBRt UN CUERPO RIGIDO EN UN
INTERVALO DADO Y LA VARIACION DE SU CANTIDAD DE
MOVIMIENTO EN DICHO INTERVALO

En el caso de un sistema de particulas se establece dicha relacion y pues- -
to que un cuerpo rigido es un caso pariicular de dicho sisiema, las expre-
siones correspondientes a este caso resultan completamente validas.

A continuacion se escriben dichas ecuaciones y se hace explicila su
interpretacion correspondiente.

ta X — L -
J Har = (Z‘m;w) - ( z‘-""‘LVL) 1239
i Az £
(s

Ee X

€/ impulso lineal de las fuerzas exteriores que actdan sobre un cuerpo
rigido en un intervalo de tiempo dado es igual a ia variacion de fa canti-
dad de movimiento de dicho cuerpo en ese intervalo’’

Haciendo intervenir el centro de masa fa ecuacion anterior se con-
vierte en:

e > o
j'n d& = (M"a)t‘- (rave), .. 1240
&

siendo M la masa del cuerpo rigido.
12.2.3 CONSERVACION DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO
Siel impulso lineal de las fuerzas exteriores durante el intervalo bajo con-

sideracidn es nulo, la cantidad de movimiento del cuerpo rigido resulta
fdentica al.principio como al final del intervalo. Es cecir, si:

r"—’- —r —
R dt = ¢
)

la expresion 12.39 se convierte en:
(2 m%), - (&%)
3 4y e

Asimismo, la expresién 12.40 se convierte en:

—

Vey = Ve, L1240

En el caso muy particular en el cual el impulso lineal de las fuerzas exte-
riores sea nujo debido a que durante todo el intervalo R = O, entonces la
velocidad, V, del centro de masa del cuerpo rigido se conserva cons-
tante a través de dicho intervalo.

n



Es decir, siR = (_)'

e

T e o #- Rzt

Esto significa que el centro de masa experimenta un movimiento recti-

lineo uniforme.

12.2.4 RELACION ENTRE EL IMPULSO ANGULAR DE LAS FUERZAS
EXTERIORES APLICADAS SOBRE UN CUERPO RIGIDO DU-
RANTE UN INTERVALO DE TIEMPO DADO Y LA VARIACION

DE SU CANTIDAD DE MOVIMIENTO ANGULAR EN DICHO IN-'

TERVALO
Laecuacion w, = ]TA ...12.43

Obtenida en otro fasciculo permite establecer dicha relacién cuando el
punto A coincide con alguno de 10s tres puntos especiales siguientes:

a) Unpuntofijo, i,

b) El centro de masa, C, del cuerpo, y

¢) Un punto L cuya velocidad sea paralela a la de C en el instante consi-
derado.

En efecto, 13 ecuacion 12.43 puede escribirse como

= d (i)

o sea: Wy, 0% = oLl )
Ly —= — —
Luego: M, dt = (H),, - (wy )1 ...12.44

t L

Esta expresidn indica que:

’El impulso angular de las fuerzas exteriores aplicadas sobre un cuerpo
rfgido durante un intervalo de tiempo dado, con relacidn a alguno de los
tres puntos, i, C, o L, esigual a la variacidn de la cantidad de movimiento
angular del cuerpo rigido con relacidn a dicho punto, en ese intervalo*’.

Cuando el cuerpo rigido es simétrico con respecio al plano de movimien-
toy esta dotado de un movimiento plano general, el concepto anterior se
transforma como sigue:

3% _-&é

M . '
Ll A representa el impulso angular de las fuerzas exteriores
con respecto & un eje perpendicular al plano de movimiento, que
pasa por alguno delos tres puntos, i, C, 6, L.

2 . La cantidad de movimiento angular del cuerpo rigido tampién debe
considerarse con respecto a dicho eje, y en este caso agqunere algu-
na de las siguientes expresiones deducidasen otro fasciculo:

W, = I, O .14
W = T, W ...1246
A o . S g I TS

De este rnodo, la expresion 12.44 aplicada a un cuerpo ru’gido qotado
de movimiento plano general da lugar a las tres expresiones siguientes,
segun sea el punto considerado:

f" W dt ST e, - we, ) ...12.48
€
[‘_1 V‘d{ = -I,_ (‘1’:;_"—51.) ,...12A49
4,

v Jil Txl_ dt = Ic, (Jl‘h’—\b’tl) & MH (LC‘%\IL )t'f.— (LC"V‘ )t-}'1250
%, 2
Estas expresiones tienen una interpretacion analoga a la 12.44.

12.2.5 CONSERVACION DE LA CANTIDAD DE MOVIMENTO ANGULAR

Si durante el intervalo bajo consideracion el impulso angular de las fuer-
zas exteriores con respecto a alguno de los ejes ya mencionados ante-
riormente es nulo, la cantidad de movimiento angular del cuerpo sera
idéntica al principio y al final del intervalo.

Esta situacién particular se deduce de fas expresiones anteriores y da
lugar a los resultados siguientes:

a). De acuerdo con ias ecuaciones 12.48 y 12.49, si

—_— i T ——.
J“bhr; d¢ =0 j ¢ S'N\ﬁ-— e
¢ o

— —
T, = W, 1251

b) Segun la ecuacién 12.50, si

—

t'-'—
[lmkﬂlt=o

-'!‘_: U—J:—lf[m(:: F\Vey]tqu Lut‘-drsM(chv“}tl ...‘2-ﬁ2
1




Ejemplo 12.8, La rueda de la figura +2.34 tieneunradioR = 0.35 m,
unamasaM = 10kg, y unradiodegiro con respeclo a un eje centroidal
perpendicular al piano de movimiento de k = 0.25 m. Si se suelta desde
el reposo y gira hacia abajo del plano inclinado sin deslizar, hallar la
rapidez de su centro de masa, C, ent = 4 segundos.

032"

12

Fig 12.34
Solucidn.

En ta figura 12 .35 se indica el diagrama de cuerpo libre de la rueda para
cualquier instante del intervalo comprendido entret = Oyt = 4 segun-
dos. Como la Unica fuerza exterior que tiene impulso angular con respec-
to al eje que pasa por el centro instantaneo, i, es el peso de la rueda,
aplicando la ecuacion 12.48 en forma escalar, resulta:

> Fig 12.35
(" e (§)osdt = ;oi (o.28)" 4 Loas)’ ] wy

o sea: 3. 112308 (¢)" = 185 wy .
)

Luego: 525923 2= 1BS wy

w, = 26.523% vad /g
Como se trata de un rodamiento perfecto:

V«_.‘ = W“R

Luego: Ve, = 28.6239 (025) = 9.983 w/s

Ejemplo 12.9. Elcarrete dela figura 12.36 tiene una masa M = 15 kg
y un radio de giro cgn respecto a un eje centroidal perpendicular al plano
de movimiento de k = 0.25 m. Alrededor del eje del carrete se enrolla
una cuerda la cual se sujela a la accion de una fuerza horizontal cuya
magnitud dada en Newion es: P = 20t + 40, donde ! estd en segun-
dos. Sielcarreterueda sin deshza: en A, delerminar la rapidez del centro
de masa C, del carrele. 3 segundos después de que se aplica la fuerza.
£l carrete esta iniciaimente en reposo. Considérese que R = 040 m, vy
r=020-m.

P - 4
lr
Ca L
R
A
Fig 12.36

Solucion.

En la figura 12.37 se indica el diagrama de cuerpo libre del carrete para
cualquier instante del intervalo comprendidoentret = Oyt = 3 segun-
dos. Como la Unica fuerza exterior que tiene impulso angular con res-

pecto al eje que pasa por i es la fuerza P, aplicando la ecuacién 12.48
en forma escalar, resulta:

W=147N
[ ™\ P=20t+40
ol \_0.20 m
0.40m

A_='1
l:l'
£ Fig 12.37

3
o0 sea: 0.6 Lipttruot), = 2.2315 Wy

Luego 126 = 5. 3315 By 5 W = ¥ 82 rA.JA
Como se trata de un rodamiento perfecta:

Ve, = bt =3%.¥52 (040) = 1500 wfy



Qe_mplg 12.10. Si la pelota homogénea y maciza de la figura 12.38
tiene una masa de 1 kg y se arroja sobre una superficie rugosa con una
velocidad de 0.80 m/s paralelamente a la superficie, hallar la rapidez
angular, w . en retroceso que debe dérsele para que ceje de girar al
mismo instante en que su velocidad hacia adelante sea nula. {No es ne-
cesario conocer el coeficiente de friccién en A, para el calculo).

N‘
Ve =0.80m/s Cc
0.10m
o

Fig 12.38

LUICIn.

Er fa figura 12.39 se indica el diagrama de cuerpo libre de la pelota para
cualquier instante del intervalo bajo consideracién, el cual se supone que
tiene una duracion de t segundos.

Fig 12.39
. t; —= — —_—
Con la ecuacion S Rde=m( Ve ’ aplicada a

este caso, en forma escalar, resulta:
t o -T
j -/ dt = 1(0-0.8); ;0sea J K dt = o5 (1)
3
(-3

T, ——= —_ —_—
Usando ahora la ecuacion f Me dt = T (w, - U\’e.l)
(%

en forma escalar, se obtiene:

Ji 0.0 Fo dt = 6.4 (1jla.10)® Lo~ (‘“’)]‘"

= 0.004 w
L ]

O sea:. 0.10 JtFQJ'IC = o.ecY w (2)
°

Multiolicando ambos miembros de la ecuacion { 1) por 0. 10, resulta:

c. 10 Jt B dt =o0.08 (3)

©

lgualando (2} con {3) se obtiene: G. oM W = 0.08

Luego: w = o ""‘l/s,

Ejemplo 12.11. Deducir una expresion para calcular la minima rapidez,
V¢, que debe tener el centro de masa de una rueda homogénea como la
indicada en la figura 12.40, para que pueda ascender justamente el
escalén de altura h. Suponer que el radio de giro de la rueda con respec-
to a un eje centroidal perpendicular al plano de movimiento es k, que la
rueda no desliza durante su rodamiento sobre el plano horizontal, y que
llega al escaldn con una rapidez angular constante, w. {Despreciar el
impulso angular del peso durante el ascenso de la rueda al escalon).

— .

=-wK
s

Fig 12.40
Solucidn.

En el preciso instante en que un punto A de la periferia de la rueda se
pone en contacto con el vértice B del escaldn, dicho punto seinmoviliza.
En dicho instante la cantidad de movimiento angular de la rueda, con
respecto a un eje perpendicular al plano de movimiento, que pasa por A
se puede obtener con la ecuacion.

—_— —

Mo = (AC x Vo )m + Ko {o)

Siendo a su vez v (b)

Enla figura 12.41 seindica el diagramadecuerpo libre de ia rueda en el
instante final del impacto contra el escalon, cuando la rapidez angular de
la rueda es w,.
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T

Re
Fig 12.41 J/2Rh-1n?

En dicha figura se puede observar que:

e

AC = ~J2gh-® " i+ (rR-h)2 (1)

Por otro lado, Ve + WOF &2 .

Y Ho = T. % =R -w k)= —oMmE? & [3)

Sustituyendo (1), {2}, vy (3} en la {a), resulta:

e

HA...(\_, ={["'\I2Rh—h" £+ (R=1)J J % (LuR.‘L)}M AR

O sea: ﬁ; X _[ql_m,+r<'jw|-\/\ (4)

Al terminarse el intervalg del impacto la cantidad de movimiento angular
clelarueda es:

H"d-am'— I, w, = m (& "'?:l)("'wly.)

o sea: = - w, M (R*+R*) &k 85)

L despucs
Despreciando el impulso angular del peso, se trata de un caso de con-

servacion de la cantidad de movimiento anguiar de la rueda con respecto
a A. lgualando (4) con {5), resulta:

-(R‘—RH+EZ}NM ko= =wy M U™+ e

De donde simplificando y despejando w , se obtiene:

T

L8 & ;
b (e -Rh+ KT ) Wi (e)

En la figura 12.42 se indican las posiciones de la rueda justamente
antes y después de ascender el escalon.

Posicidn 2 ,w,* 0

Pasicion 1,

o

/ 1"
| F
. .
b
Fig 12.42

Usando ahora la forma 3 del principio del trabajo y energia para las dos
posiciones indicadas en dicha figura, resulta:

3 1 :
L Z,w = Mmah osea

L n (@t v o = g h
. 2 e
Luego: W = zqh
R+ K¢
osea w, - fzak y
N T (7)
Como Ve = wr (8)

al sustituir (7) en [6), y después dicho resultado en (8), se obtiene:

o W
Ve :.-_R_(B?'*K_)_z 5__2_3,,]_1__! A

(R‘{_H},‘T_KzJ ¥ R+ KR

TrE . Ve = _R Jz3hk (R* + B9
y simplificando: e LR TR

{9)

Ejemplo 12.12. Eltablon de la figura 12.43 tiene unamasade 10 kg,
centro de masa en C, y se apoya sobredos “‘burros’* en Ay B. Si el ex
tremo D se levanta 20 cm sobre la parte superior de los “‘burros’’ y se
suelta desde el reposo, hallar que tan alto se levantara el extremo E con
respecto a la parte superior de los ‘‘burros’’, después de gue el tabién
cae de modo que gira, en sentido de las manecillas del reloj, alrededor



de A, choca y pivotea sobre el “’burro’* en B, y gira en sentido de las
manecillas del reloj fueradel *’burro’’ en A.

1.0m 0.5m10.5m| 1.0m 2
e |

wy=0
Posicion 1 io.zOm

Tk

Posicidn 2

Solucidn.
Segun tridngulos semejantes, la altura, X , del centro de masa, C, del

tablén con respecto a la parte superior de los ‘‘burros’’ esta involucrada
en la relacién:

_L = A S o 1 A D03 m.

o.zo 2

Aplicando la forma 3 del principio del trabajo y energia a las posiciones 1
y 2 indicadas en la figura 12.4 3, resulta:

€c, + &g, = &£C;, + EPQ,

Py e~ 3 3t K
0 (3.8) o.ps —_li. 10 ['JBZ ‘pCdBs{c) ] wl,

osea: o0.46 = Wi ; leege @ w,u= 0-99 redf
—
wl = ~0.499 k

Siendo esta la velocidad angular que tiene el tablén cuando estéa a punto
de ponerse en contacto con el "'burro’’, en B.

La cantidad de movimiento angular del tablon con respecto a B, un ins-
tante antes de que este punto se inmovilice se obtiene a partir de la ex-
presion:

., =(etsWIm+H (n
AVTES -
Pero Pl el o i)

Vo = AC AW, = 0.6 4 x{-091 K) = -0l § (3)

y N = T WY wao _(_;.-,)"’ (mo.an k) w =HN2F K (4)

Sustituyendo estos valores en (1), resulta:

—

Hyg 5 [-o.u ix (=o.uas ..'3:3] 1 o AT R
ANTES

H. e 2.5 k - Y.925 K o= -4.95 W
Boaures
O sea. ﬁ_;‘ -y = -4.95 Xk (5)

Inmediatamente después del impacto contra el “‘burro’’ en B, la canti-
dad de movimiento angular se obtiene con la expresion

—_— = 7 2 -~
N = 1o | .2 (0.50 W
H"- pespuEs & Wy ;’::_ i ) 3
< epe f—
05
O Sea. Hk DFsPUES Le = {BJ

Despreciando el impulso angular del peso del tablén y de la reaccion
en A durante el impacto en B, se trata de un caso de conservacion de la
cantidad de movimiento angular con respecto a este punto; luego, al
igualar { 5) con {6}, se obtiene:

-4.95 k = 10 W,

Porlo que: W, = —0.495 k {7)

Aplicando nuevamente la forma 3 del principio del trabajo y energia a las
posiciones 3 y 4 indicadas en la figura 12 .44, se obtiene:

200m

Fig 12.44

lo(ma},\ﬁ 3 m['i: +0-25] ©0.245025
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De donde resulta que A, = 0.0125 m. Segun triangulos sermejantes
la alura 9, que se levanta el extremo E con respeclo a la parte superio
de los "“burros'’ es:

Sl T % U G (o.e:c:?)
A (et
’5
o sea: d = 0.87 w.

Ejemplo 12.13. Una placa delgada y homogénea de cualquier forma
experimentg un movimiento plano definido, en un instante dado, por la
velocidad , .. de su centro de masa C, y su velocidad angular w” {figura
12.45). 51 repentinamente un cierto punto O de la placa, situado a una
distancia b de C, se fija mediante una articulacién, deducir una expre-
sion para hallar la nueva velocidad angular, w,, de la placa, alrededor de
este punto.
‘\w

Fig 12.45
Solucidn.

Seleccibnese un sistema de ejes coordenados x,y, con origen en O
(figura 12.46) en el plano de movimiento, de tal manera que el eje x
coincida con la recta OC en ai instante en que el punto O se.inmoviliza.

%
% A
F‘

/
7g 12.46

La cantidad de movimiento angular de la placa, justamente antes de que
O quede fijo, estd dadapor la expresion:

—

Saores = LO€ x Ve )M + T W (1)
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Denotando aw como el mddulo de la velocidad angular , k al radio de
giro de la placa con respecto a un eje centroidal perpendicular al plano
de movimiento, y Vc, y Vcy alas componentes axiales de la rapidez de C
justamente antes de que O quede fijo, el desarrollo de la ecuac:én (1) re-
sulta como sigue:

Ve PR

i | beinapa) x{\!g,_i+v;3\3) mr MEiw k.

e =2
o sea: Ho,._m_,, e bVL"N\ K 2 MK g

= M (b\kb'f Riw ) % (2)

# AnTe§

Cuando el punto O queda fijo, se desarrollard una fuerza de magnitud
considerable en O. Sin embargo, el momento de esta fuerza con respec-
to a un eje perpendicular al plano de movimiento, que pase por O sera
nulo, y por tanto la cantidad de movimiento angular de la placa con res-
pecto a dicho eje se conserva. Dicha cantidad de movimiento angular
resulta:

—_—

H = m (Re+bT) W)

“resiuct
Eres

o sea:" v = (% L) w, k (3)

Y opitrves
siendo w,, el valor algebraico de w,

Iguatando (2} con (3}, y despejando w,, resulta:

w, = bVey "'_"\._?Z._Ly__ (4)
R v Lo
— P =i
Luego: B, = R, LR k(5
RY ¥

12.3 PROBLEMAS PROPUESTOS

12.1 El carrete de la figura pesa 49 N y tiene un radio de giro de 0.8 m
con respecto a un eje centroidal perpendicular al plano de movi--
miento, y se suelta desde el reposo en |la posicion indicada.

Encontrar la rapidez angular del carrete después de que su centro
de masa ha descendido 3 metros.

Resp. w, =,8.128 rod/s.

43



12.2

12.3

12.4

El disco de la figura esta sujeto a la accién de un par M de mag-
nitud constante, de 20 N - m. La masa del disco es de 10 kg.

Hallar la rapidez angular del disco después de que ha completado
4 revoluciones, partiendo del reposo.

M

$ = 0.5m L

Resp.w = 56.72 rod/s

En la figura se indica un volante que gira a una rapidez constante
de 180 rev/min. Para frenar el volante se usa un sistema de fre-
nado por friccibn. Cuando se frena, el volante experimenta un
mornento constantede 8 N - m.

El momento de inercia del volante con respecto al eje centroidal
de rotacion es de 8 kg - rmi?

¢En cuantas revoluciones el volante llegara al estado de reposo?

—

_—

M
L
Resp. A B =28.27 rev.

Una fuerza vertical de magnitud P = 1000 N se usa para levantar
una rueda de 10 kg de masa y el huacal de 20 kg de masa.
Suponiendo que la cuerda no desliza sobre la rueda, hallar la rapi-
dez del cuerpo B después de que el centro O de la rueda sube 2 m.
a partir del reposo. El radio de giro de la rueda con respecto a un
eje centroidal perpendicular al plano de movimiento es kg = 0.2 m.

P

AEARKN §

Resp. Vg= 7.923 m/s

12.5 Dos barras delgadas y homogéneas idénticas, OA y OB teniendo

cada una, una longitud L y un peso W = Mg estan articuladas
mediante un pasador liso en O, y apoyadas sobre un plano hori-
zontal perfectamente liso, de tal manera que los puntos A, O, y B
se localizan en un plano vertical. El sistema esta inicialmente en
reposo y la alturainicial de O s h. Hallar la rapidez V con la que
la articulacion O choca contra el plano horizontal suponiendo gue
los extremos A y B se deslizan aparténdose, y que jas barras caen
en un plano vertical.

[+]
T

Resp- Vo= v 3gh

1 A B

12.6 La barra delgada y homogénea AB esta apoyada sobre planos

lisos, horizontal y vertical. Su peso es de 98 N y parte del reposo
cuando © = 36.87°. Hallar su rapidez angular cuando el extre-
mo A se ha desplazado 1 metro bajo |a accién de la fuerza hori-
zontal de magnitud constante P = TO0 N.

e - Resp. w =1,1063 rad/s

12.7 La barra delgada y homogénea AB, de 9.8 N de peso y 2 m de

longitud se suelta desde el reposo a partir de la posicidn indicada.
Si los planos de apoyo son lisos, hallar la rapidez del extremo B
después de que este Ultimo se ha desplazado 0'5 m hacia la de-
recha.

2™

609 \g

Rosp. V= 1.734 m/»



12.8 Un yoyo cuyo radio de giro con respecto a un eje centroidal per-
pendicular al plano de movimiento es de k = 2 cm se suelta
desde el reposo. Hallar la distancia vertical .que debe recorrer su
centro de masa, C, para adquirir una rapidez de 100 cm/s. Des-
precie la masa de la cuerda y suponga que ésta se desenrolla alre-
dedor del eje del yoyo de manera que el radio medio segun el cual
se desenredaesder = 1 cm.

=T
C

12.9 Una barra delgada y homogénea 5e suelta desde el reposo cuando
su eje es vertical. Si se le permite caer libremente, obtener el
angulo B para el cual la normal vertical en el plano horizontal de
apoyo se anula. Para el andlisis suponer que se desprecia la
friccion en los puntos de contacto.

Resp. h=25.5 cm

a8

Resp. 8 = 70.53°

b3

12.10 Una llanta de automovil se suelta desde el reposo en A sobre el
plano inclinado y rueda sin deslizar hasta el punto B, donde sale
disparada de modo que su centro de masa experimenta un tiro
patabdlico. Calcular la méaxima altura H que adquiere el centro
de masa de la llanta después de que ha salido disparada. El radio
de giro de la llanta con respecto a su eje centroidal perpendicu-
lar al plano de movimiento esk = 0.25 m, y el radio de la llanta
esR=0.30m.

Resp.H 231746 m

1820

Un motor suministra al sistema un par motriz constante de mag-
nitud M = 50 N.m. aundisco "'D’’ acoplado, de masa despre-
ciable. Si el tambor A tiene una masa de 15 kgy un radio de giro
con respecto a su eje centroidal perpendicular al plano de movi-
miento de k = 0.15 m, hallar la rapidez que adquiere el cuer-
po C, de 30 kg. masa después de que asciende 4 m partiendo
delreposo. Despreciar la masa de los cables y de laclavija B.

M
£
; E )
0.20m
e ) ) B

Resp. \ = 6.548 m/s

12.12

12.13

Con los resultados del ejemplo 12.1 1 {ecuacién 9), hallar el va-
lor de V¢ tomando en cuenta los siguientes datos:

K=0.20m ; R=0.30m y
h=0,10 m, Resp.:V, =1.514 m/s.

Una barra delgada, homogénea, de seccién uniforme y de longi-
tud L se suelta en caida libre de tal manera que durante su des-
censo experimenta un movimiento de traslacion plana, existien-
do un angulo © entre la vertical y el eje de |a barra. Si veslara-
pidez de cualquier punto de la barra antes de que su extremo A
choque contra el piso, y si dicho extremo pivotea alrededor de
su punto de contacto con el piso durante el resto del movimien-
to de la barra, determinar la rapidez Vg del extremo B de la barra
cuando dicho extremo estd a punto de chocar contra el piso.
{Despreciar el impulso angular del peso de la barra durante la
rotacion de ésta).

Resp.Vy = //3gL Cos 6 + $v2Sen?§
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12.14 Para levantar el bloque B de 5 kg de masa se le aplica a la rue-

da homogénea y maciza, A, de masa 2 kg un par cuya magnitud
es: M = 9 t2 (N-m}, donde t estsd en segundos. Calcular la
rapidez del blogue B a los 4 segundos. El blogue esté original-

12.17 Ladoble polea consiste de dos ruedas que estan solidariamente

unidas y giran con la misma rapidez angular. La polea tiene una
masa de 1 kg y un radio de giro con respecto a un eje cen-
troidal perpendicular al plano de movimiento dek = 0.10 m. Si

mente en reposo apoyado sobre el plano horizontal, y el cable
de unién no se encuentra tenso. Despreciar el efecto de la
clavija D.

el blogue A tiene una masa de 5 kg y el blogue B tiene una masa
de 8 kgrobtener la rapidez del bloque B, 2 segundos después de
que el sistema se suelta desde el reposo. Despreciar la friccion
! . ! . en €l efe de la polea, y el pesodelos cables.

(Sugerencia: Determinar el tiempo necesario para poner al blo-
que B en movimiento).

M=9t2
rd
M=9r . D
o) joer
O

B Resp. Vp,= 40.3162 m/s

12.15 Una polea escalonada de masa de 2 kg. cuyo radia de giro
centroidal es de 50 cm,s® suelta desde el reposo. Hallar la rapi-

Resp. VBz= 23059 m/s
dez de su centro de masa 10 segundos después.

-

12.18 El tambor A tiene una masa da 98 kg y un radio de giro centroi-
dal de k = 0.25 m. Si se aplica al tambor un par motriz de
M = 40 t(N - m), donde t est4 en segundos, calcular la rapidez
del carro de mina, D, de 490 kg a los 10 segundos. El carro
estaoriginalmente en reposo sostenido por el tope L y los cables
estan sueltos. Despreciar la friccion y la masa, tanto de la po-
{ea.B como de las ruedas del carro.

Resp. V¢, 5 38.2439 m/s

B e

0.40m 0.60m

12.16 Un cilindro homogéneo macizo y una esfera homogénea maciza
que tienen el mismo radio ruedan sin deslizar hacia abajo por un
plano inclinado que forma un &ngulo © con la horizontal, par-

- Sugerencia: Determinar el tiempo necesario para puner el carro
tiendo del reposo.

en movimiento. -

al Haliar las expresiones para la rapidez del centro de masa de
cada cuerpo, después de t segundos.
b) ¢Cué! delos dos cuerposrodara mas aprisa?

b
_'1 I 20

Resp. V. 5 0.6769 m/s

Resp. o) Vc"-(%-g Sen 0)¢ o,

V.,,=(%g Sen &)t

b} Ls esfera.




12.19

12.20

12.21

Un disco circular homogéneo macizo de radio R apoyado sobre
una mesa horizontal pertectamente lisa esta girando con una ve-
locidad angular w = w k alrededor de su eje geométrico verti-
cal. Determinar la nueva velocidad angular, W 1. Que adquirira el
disco si un punto A de su periferia se articula repentinamente a
la mesa.

~

Troyectoriode C despues Wy

de que A se articula Resp. wf%" K

Resolver el problema 12.19 para el caso de una placa cuadrada
que originalmente gira alrededor de un eje vertical centroidal,
cuando uno de los vértices de la placa se articula repentina-
mente.

Resp. ;‘-’:=£’. K
a

Una tuerca localizada a 6 cm del centro del eje de una rueda de
un automovit se aprieta aplicando el par indicado durante 0.2
segundos. Suponiendo que !a rueda est4 libre para girar y se
encuentra inicialmente en reposo, hallar la velocidad angular
resultante de la rueda, la cual es de 20 kg y tiene un radio de
girocentroidal de 0.25 m.

Rﬁsp, o =—32K rod/s

12.22 Un cilindro homogéneo macizo de radio R y masa M se coloca

en un rincon con una velocidad angutar inicial wg. Si g+ €s el
coeficiente de friccion en A y B deducir la expresion del tiempo
necesario para que el cilindro llegue al reposo.

A -
wo 2
R Resp.t = M_('_'*&.l
2pg(p+t)
B

12.23 Resolver el problema 12.22 sila superficieen A eslisa.

Resp. t=%o R
2p g

61
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