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PRO L O G O  

En este fascículo se desarrollan los enfoques del Trabajo y Energía, y del 
Impulso y Cantidad de Movimiento para el análisis dinámico del cuerpo 
rígido dotado de movimiento plano general, representando así un 
complemento del fascículo 11 en el cual se considera el mismo análisis 
bajo el método de las fuerzas y aceleraciones. 

Sin embargo, para aprovechar de una manera más efectiva este ma­
terial didáctico se recomienda al lector familiarizarse previamente con 
los temas relativos al Trabajo y Energía, y los Impulsos y Cantidades de 
Movimiento (tanto lineales como angulares) correspondientes a una 
partícula. y a un sistema de partfculas, los cuales están desarrollados 
en otros fascículos. 

Al final del fascículo se presenta también la bibliografía de la que se han 
tomado algunas ideas para la proposición de ejemplos y problemas. · 
Lós articulas incluidos cubren adecuadamente los temas correspon­
dientes a dichos enfoques, los cuales forman parte de los programas de 
algunas materias básicas de las carreras ingenieriles. 

A lo largo del texto se presentan 1 3 ejemplos ilustrativos y se proponen 
23 problemas por resolver, incluyéndose sus respuestas al final del 
enunciado correspondiente. 

Considerando que el material incluido puede presentar errores involun­
tarios y omisiones, el autor agradece anticipadamente la atención de los 
lectores que se los indiquen, y asimismo espera las sugerencias que del 
mismo le hagan llegar personalmente con el objeto de mejorar adicio­
nes posteriores. 
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12. DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO. METODOS DE 
TRABAJO V ENERGIA, E IMPULSO Y CANTIDAD 
DE MOVIMIENTO 

12.1 METO DO DEL TRABAJO Y ENERGIA 

1 2 .  1 .1 I N TRODUCCION 

De manera análoga a lo que sucede en la Dmámica de la partícula, cuan­
do las can tidades involucradas entre los datos y las incógnitas de un 
problema dinámica relativo a un· cuerpo rígido dotado de movimiento 
plano general (o de un caso particular de ese mov1mientol, son la varia­
Ción de la rapidez de su centro de masa y la longitud del cam1no recorri­
do por dicho punto entre dos posiciones consecutivas del cuerpo, el 
método del Trabajo y Energía es el más indicado para desarrollar la 
solución • .  

En la primera parte se procederá a establecer las expresiones que corres­
ponden a la energía cinética de un cuerpo dotado de los siguientes movi­
mientos específicos: 

a) Movimiento plano general. 
b) Movimiento de rotación no baricéntrica alrededor de un eje fijo. 
e). Movimiento de rotación baricéntrica alrededor de un eje fijo. 
d) Movimiento de traslación plana. 

Posteriormente. y usando como base las tres formas del principio del 
trabajo y energía correspondiente a la partícula, se establecerán las 
mismas formas para un cuerpo rígido dotado de movimiento plano gene­
ral. Adicionalmente se desarrollarán algunos ejemplos de problemas para 
ilustrar los conceptos teóricos. 

• En el caso de una rotac1ón alrededor de un eje liJO esta Situación se presenta cuando las 
cantidades involucradas son la variación de la rapidez angular del cuerpo V el ángulo 
descnto por aste últ1mo. 

1 
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1 2. 1 .2 ENERGIA CINETICA DE UN CUERPO DOTADO DE MOVIMIENTO 
PLANO GENERAL 

La ecuac1ón correspondiente a la energía cinética de un sistema de par­
tículas donde se hace Intervenir el centro de masa. s1rve de base para 
obtener la expresión de la energía cinética de un cuerpo dotado de movi­
miento plano general. 

En efecto, d1cho modelo matemático indica que: 

- 1. � ( ·� ) E.c.- .M. ve + _L � f. 2 '*! -¿ e¡_ ... . 12.1 

= masa total del sistema de partículas 
= rapidez del centro de masa del sistema de partículas en 

el  instante considerado 
masa de la partícula iésima. y 
rapidez rela tiva de la pa

-
rtícula iésima con respecto al 

centro de masa. en el instante considerado. 

De este modo, para un cuerpo rígido dotado de movimiento plano gene­
ral. M corresponde a la masa del cuerpo; V e tiene el mismo significado 
mencionado antcnormcnte, y el término

_
! ( � _p1 ) se transforma en 

••J Z le,¡ 
5 f ch. ... z 

A su vez, la cantidad �¡ = 
está dada por la expresión: 

wxPC'; . de acuerdo con la figura 1 2 .  1 

� = U) P. l, . '.i. .... 12.2 ... 

Rg12.1 

2 

ya que los vectores w. y 7\ forman un ángulo de 9 O o. 

Así 

Al sust1tu1r estas cantidades en la ecuación 1 2. 1 se obtiene: 

·E..c. ··p "' .M.. V� + s� pl d.., 12 4 "' G z - Z J,� ' . . . . 

y como�2 -
es una cantidad común a todos los términos de la integral, 

resulta .r. 

.... 12.5 

A su vez. 

Siendo esta expresión el mornen1o de ine1 cia de la masa del cuerpo rígi­
do con respecto a un eje perpend1cular al plano de mov1miento que pas<-J 
por el centro de masa. 

Por lo tanto, para un movimiento plano general: 

siendo esta la expresión buscada. 

1 2 . 1 . 3 ENERGlA C INETICA DE UN CUERPO DOTADO DE UN MOVI­
MIENTO DE ROTACION NO BARICENTRlCA ALREDEDOR DE 
UN EJE FIJO 

Para este caso particular. de acuerdo con la figura 1 2. 2: 

� 

.. .. 12.8 

Flg 12.2 
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P1•r :antu.la ecuncll·.·n 1 2 7 st:: trAI"S!r>rrr:A pr•: 

E.C.. R = .M.. (wl. Y'�) + Ic.. I.Ul Ne '- T 
' · '  'llle puede esr.r1b1rse co1r:n: 

E .c. · "'o>e = f ( I c. t N\ r ' ) .... 1 2. 9 

'.' sr.g1�n el teorema de S:e1nner !de los e1es paralelos). 

I" :. Ic. -t Mr2 .. . 1 2 . 10 
Su'>1•iuy&ndo 1 2 . 1 0  en 1 2.9. rr!sultn 

E .e . 1\ �� D . ... 12.11 

í 2.1.4 ENERGIA CINETICA Df: UN CUERPO DOTADO DE UN MOVI­
MIENTO qE ROTACION BARICENTRICA ALREDEDOR DE UN 
EJE FIJO 

Er¡ es te caso, represents:�o en la figurA 1 2 .3 corno Ve O, la ecuac1ón 1 2. 7 se reduce a: 

!:.C. "Ic W1 . . .. 12.12 

Fig 12.3 

1 2. 1 . 5  ENERGIA CINETICA DE UN CUERPO DOTADO DE UN MOVI­
MIENTO DE TRASLACION PLANA 

Para este caso particu lar, representado por la figura 1 2.4 como w __ , o 
la expresión 1 2 .7 se reduce a: 

' 

E.(. T.P � v; . ... 12.13 

w 
p V=Vc p Ve dm e 

·fN Fr 

Flg 12.4 

1 2. 1  .6 DIFERENTES FORMAS DEL PRINCIPIO DEL TRABAJO Y ENER­
GIA PARA CUERPOS DOTADOS DE MOVIMIENTO PLANO 
GENERAL 

Las tres formas conocidas del principio del trabajo y energía aplicadas a la 
partícu la tienen sus versiones C(lfi'-3SIJlHlrllentes para un cuerpo rig1du 
dotado de movimiento plano genera l. [sl<lS formas son las SIQUientes: 

FORMA 1 . FORMA Gf:NEHAL 

"El trabajo realizado por el sistema de fuerzas exteriores que ac((Ían 
sobre un cuerpo rigiC10 dorado de un mov1miento plano general, enrre 
dos posic1ones consecutivas del cuerpo, es tgual al incremento de su 
energia cinética enrre d1chas posiciones". 

En forma s1mbólica esll) 'nd1C<1 que: 

fORMA 2 

2 T, , -=  ' b é e ,,-¡_ .. . . 12.14 

"El traba¡o realizado pur !,;..; tuc,/,1-' clfr.r,ores no conservativas que 
acrúan sobre un cuerpo dgido dorado de un movim1ento plano general. 
enrre dos posiciones consecur,vt�s del cut•t.no, es 1gual al incremento de 
su energía cinética mas ef,ncrcrner¡;!' rit' •'.l' o'wrgias porenciales involu­
cradas en el sistema. entre dichas posw.r .,1 .. , ". 

Es ciecw 2_ T,.'l. =- bt.CI,'l. + �E.P,,2 .. . .  12.15 
.,,,, 

Para la apl icación pr.iCIICél de es1,1 fnrn:,l Cl'llVIene tumar en cuenta los 
SIQLIICntes conceptos rei<Jclunados con l;1s energías potenciales, las cua­
les involucran fuerzas conserval•vas. 

,ll La energía potencial gravitawria de un cuerpo rígido con respecto a 
un nivel de referencia arbitrario se puede calcular tomando en cuenta 
la posición de su cenero de masa con respecro a dicho plano. 

En efecto. el peso de un cuerpo es una fuerza conservativa, y por lo  
tanto, para l a  iésima partícula d e  peso dw1 que está localizada a una diS­
tancia Y¡ sobre un plano de referencia arbitrario . (figura 1 2. 5), su ener­
gía potencial gravitatoria relativa es: 

d é. l.'. G • R = 'ji. d W..;. 
.... 12.16 

Y e 
Plano doto o 
nivel de referencia arbitrario 

Fig 12.5 
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Por lo tanto, la energía potencíal gravitatoria relativa del cuerpo tiene 1 
por expresión: . 

E:.f. (:¡.R. = J'j� du>;. .... 12.17 

Por otra parte, de acuerdo con la definición de centro de masa, y con­
siderando a g como constante, se tiene que : 

J ';i dw = 3 J � dm = 3 M  'J, = 'W :1, 
.... 12.18 

De este modo, la energía potencial gravitatoria de un cuerpo en una 
posición dada puede determinarse conociendo la altura Yc· de su centro 
de masa con respecto al plano dato. y el peso. W. del cuerpo. 

Para la posición indicada en la figura 1 2. 5 la energía potencial es posi­
tiva. ya que el peso tiene la capacidad de efectuar un trabajo positivo 
cuando el cuerpo se mueve hacia abajo hasta regresar al plano dato. 

Si el centro de masa se localizara a una d istancia Y e abajo del plano dato, 
l a  energía potencial gravitatoria es negativa. ya que el peso tiene la 
capacidad de efectuar un trabajo negativo cuando el cuerpo regresa a 
d1cho nivel dato. 

b) La energía potencial elástica correspondiente a un resorte elástico 
lineal ligado a un cuerpo rigido también proviene de una fuerza su­
puestamente conservativa. Así. cuando el resorte se alarga o se 
acorta con relación a su longitud l1bre , LL, una distancia x (figura 
1 2. 6). fa energía potencial elástica que el resorte transmite al cuerpo 
ligado a él es: 

E.P.t. = -l>_ :r.' .... 12.19 'Z. 

1-

siendo k la constante del resorte. Fig 12.6 

En la posición deformada la fuerza que ejerce el resorte sobre el cuerpo 
tiene la capacidad de efectuar un trabajo positivo cuando el resorte re­
gresa a su posición original no deformado. 

En general, si un cuerpo se sujeta tanto a la acción de fuerzas gravitato­
rias como elástica·s. la energía potencial total se expresa como: 

é:.P. = t:f'q + f. Pe .. . . 12.20 
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FORMA 3. 

"Si todas las fuerzas extenores apl1cadas sobre un cuerpo rígtdo dotado 
de un movimiento plano general, enrre dos posiciones consecutiVaS del 
mismo, son conservativas, la energía mecánica del cuerpo (o sea la 
suma de su energia cinética más las energías potenciales mvolucradtJs 
en el sistema) se conserva"; es decir: 

Antes de proceder a desarrollar algunos c¡er11plos numéricos aplicando 
el método del trabajo y energía a cuerpos rig1dos dotados de movrmiento 
plano general, se revisarán algunos conceptos relacionados con el t ra­
bajo realrzado por una fuerza . y por un P<H de fuerzas. 

1 2.1. 7 TRABAJO DIFERENCIAL DE UNA F"UERZA 
-

Cuando el punto de aplict:�ción de una fuerza F se desplaza la c<mlrdé)d 
AA' = dP!figura 1 2.7). pordefinic1ón: 

d T "" F · dt .. . . 12.22· 

Fig 12.7 

o sea: d T .:; F df COJ Q .. .. 12.23 

..... 
siendoB el ángulo formado entre el vector F y el vector dp . 

.... 
El trabajo realizado por la fuerza F en un in tervalo de tiempo finito para el 
cual el punto de aplicación pasa de una posición A1 a una posición A2• 
resulta: 

T,, � "' r F c.<» e d f .... 12.24 
1 

El trabajo es, por supuesto, una cantidad escalar cuyo signo depende del 
ángulo e-. es decir: 

si O 0 5 9 < 90 o. el trabajo resulta positivo 
-

si e = 90°. el trabajo es nulo, 

y si 90 o < 8 $1 80 o el trabajo resulta negativo. 
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De lo anterior puede deducirse que para que una fuerza efectúe trabajo 
es necesario que se cumplan dos condiciones: 
7. - Oue su punto de aplicación se desplace. v 

2.- Oue el ángulo formado entre la fuerza y e/ desplazamiento de su 
punto de aplicación sea diferente de 90 o 

X 

PosiciÓn 1 w w Posición 2 

p p 

Fr Fr 

N N 
Fíg 12.8 

Para el caso de la figura 12.8, donde se 111d1can liJS posiciones 1 y 2 de 
un bloque qut: �e d esplaza de 1lquierda a derecha apoyándose sobre un 
plano horizontal rugoso deb1do ¡¡ la acción de una fuerza activa P. el tra­
bajo de esta fuerza resulta positivo, de valor T p1 2 = Px, mientras que el 
trabajo de la fuerza de fricción Fr resu lta negativo, ya que el ángulo 
8 = 180°;asíTFr = -Frx. 1,2 
En cuanto a la fuerza normal, N, su trabajo es nulo pues e = 90 o. 
En este caso el trabajo del peso también rP.sulla nulo por la m1sma razón. 

En el caso del rodamiento perfecto de un sólido de revolución la fu-erza 
de fricc ión no trabaja pmque cada instante está siendo sustituida por 
una nueva fncción aplicada en el centro instantáneo de rotación (il (fi­
gura 12.9); es decir, en este caso para la fuerza de fricción dP= O 

w 

p 
TF, =- o .... 12.25 l,l. 

N 

Flg 12.9 

Cuando la magnitud y d1rección oe un<l fucrzn se conservan constantes 
durante algún periodo de interés. para ct'llcutnr el traba¡o realizado por 
ella entre dos posiciones consecutivas, de su punto de aplicación. con-. 
viene usar alguna de las dos torn1.:lS slgUirmlcs: 

1_óP 
Fn 

Fig 12.10 

1 .- Si se considera descompuesta la fuerza Fen una componente F; 
colineal con el desplazamiento del punto de apli�1ón de F (llamada 
componente langenciall. y una co1nponenlc, Fn, norma! a d1cho 
desplazamiento (llélmé!dél co1nponente norrnall !figura 1 2.1 Ol, la 
única componente que trabajél es la COITlponer11e tangencial. 

Como puede verse en la figura 1 2. 1 O. el valor algebra1co de la com­
ponente tangencial resulta: 

F"t. =. F co.s e .... 12.26 

por lo que al sustituir este valor en la ecuación 1 2. 23 resulta: 

y por tanto: 

d T "" F t d f .... l 2.2 7. 

TI,, -:; f _Ft. d p .... 12.28 

\ 
Cuando F y e se conservan constantes, resulta : 

T,,l = Fl:. A f :: F ,o.s e A f .. . .  12.29 

Es decir el trabajo resulta igual al producto del valor algebraico de la 
compon�nte tangencial de la fuerza por la longitud del desplazamiento 
del punto de aplicación de la fuerza. 

2.- Si se descompo� el desplazamiento dp en una componente coli­
neal con la tuerza, dpt, (llamado despla�miento tangencial! , X una 

componente perpendicular a la fuerza, dPn ! ltamado desplazamiento 

9 



normal! ,  el trabajo de la fuerza lo real1za totalmente a lo largo del 
desplazamiento tangencial . 

1-
dp 

Como puede verse en la figura 1 2 .  1 1 , el valor algebraico del des­
plazamiento tangencial es: 

d fe = d f c. os e .... 1 2.30 

Al sustituir ( 1 2 .  30! en ( 1 2 .  23)  resulta: 

dT .... 1 2.31 

y por tanto: ·T,,l. -:::. f F d r¿ .... 12.32 

De modo que cuando F y e son constantes en el intervalo bajo consi­
deración :  

.... 1 2.33 

Es decir, el trabajo resulta igual a l  producto de la fuerza por el valor alge­
braico del desplazamiento tangencial entre las dos posiciones del punto 
de aplicación de la fuerza. 

Cualquiera de estos dos métodos se aplica comúnmente cuando se trata 
de calcutar el trabajo del peso de un cuerpo cuando d1cho cuerpo se des­
plaza a lo largo de un plano inclinado (figura 1 2 . 1  2 ! .  

-w 

Rg 12.12 
10 

1 er Método. 

El valor algebraico de la componente tangencial del peso W es: 

F t ; W e oS e = W CoS ( '\0• + {:3) ; - vJ sen � 

siendo,B el ángulo formado entre el plano incl nado y la horizontal. 

S1 x es el desplazamiento recorrido por el bloque a lo largo del plano. 
resulta: 

Tw = - ( W Su\ \5) .X . . . . 12.34 ,,.l. 

2o.  Método. 

Fig 12. 13 

El valor algebraico del desplazamiento tangencial resulta: 

por lo tanto: Tw,,l.-=- w (-�se .. tJ):: -W� '"'" p .... 12.35 

En este caso part1cular el trabajo efectuado por el peso del bloque resulta 
negativo porque la componente de la fuerza y el desplazamiento, ambos 
tangenciales, forman un ángulo de 1 80 o. 

Como corolario de este segundo método se puede concluir que el tra­
bajo del peso de un cuerpo entre dos posiciones del mismo es igual al 
producto del peso por la diferencia de niveles entre las dos posicione!j de 
su centro de masa, siendo positivo si el cuerpo desciende, y negativo si 
asciende. 

1 2.1 . 8  TRABAJO REALIZADO POR UN PAR DE FUERZAS 

Un par de fuerzas es un sistema formado por dos fuerzas cuyas líneas de 
acción son paralelas. que tienen magnitudes iguales, y sentidos opues-

11 



tos De esta manera cu;rndo un PEH de fur!r1.1s ��? <tpllc<t ¡:¡ un cuerpo rígi­
do dotado de movirrll8nlo plano gencr,rt . I.J<; dns ftrf�llilS del p;::tr trnba¡an 
solamente cuando el cuerpo experrrnentirurril rnt;rr:ró r r .  En electo. consr­
dérese el cuerpo indicado en la figura l 2. 1 4, sobre el cual se ejerce el 
par mostrado. de magnitud M = Fr. y cuyo plano coincrde con el plano 
de movimiento cid r:umpo 

H H 
IF Fl 1 � _idse 

• o . 1 l 
--------

_, J r _J_ r J 
2 2 

Fig 12. 14 Fig 12. 15 Fig 12.16 

Cualquier dcspl,1lilllllcn to  dilererrcr;¡l dd crrt�rpn dnt;·rdo de movimiento 
plano general puerlt� r.onsidcrarse Ctlllll\ l.r supnrposrción riel desplaza­
miento debido�-� una traslacrón IJiélna y ;-r un¡¡ rnt¡¡ción alrededor de un 
eje perpendicul;:¡r ni plano de movirruenrn que pi'IS<l por cualqurer punto, 
como el O. de la frgura 1 2. 1 6. 
Cuando el cuerpo se traslélda. de rnam�ra que la co111ponente del despla­
zamiento a lo largo de la línea de accrón de las fuerzas es ds¡ (figura 
12.151, se ve que el tr<lb<�to posrlrvo c1t! rrna fuerld c<�ncela el trabajo 
negativo de la otra fuerza. 

Si se considera una rotación diferencial. aEi, del cuerpo alrededor de un 
eje perpendicular al plano de movimrento que intersecta a drcho plano en 
el punto O ifigura 1 2.1 61. el punto de aplicación de cada tuerza del par 
experimenta un desplazam iento d se = .!..!)_ d 8 en la dirección de la 
fuerza. Por lo tanto, el trabajo, total 

2
rcalizado por el par es: 

o sea: 

d TD -;. F (..:e )d& + F (.r.··¡det = p,- J9 ro( l. G, 1 

J T" � N\ de .... 12.36 ""' 
La línea de acción del vector ae es paralela a la línea de acción del par 
M, y �e siempre es el caso para un movimiento plano general, ya que 
tanto M como de son perpendiculares al plano de movrmrento. 

Además, el trabajo del par es positivo cuando M y de tienen el m1smo 
sentido. y negativo cuando estos vectores tienen sentidos opuestos. 

Cuando el cuerpo gira a través de un ángulo finito 8, desde 91 , hasta 82, 
el trabajo del par es: 

12 

TP .. , = j"� 1Y1 Je . . . . 12.37 

e, 
y cuando M trene una magnitud constante: T,�, = M 
midiéndose siempre 81 y 82 en radi<JnCS. 

(ol.- e.�,) 
.... 12.38 

12. 1 .9 METODO DEL TRABAJO Y ENERGIA PARA CUERPOS RIGIDOS 
INTERCONECTADOS 

Cuando se analiza un sistema formado por varios cuerpos rígidos dota­
dos de movimiento plano general lo ¿¡lguni'.l de sus versiones partrcula­
resl. los cuales están unidos por rnedio de elementos tlexibles, inexten­
srbles y de peso despreciable lo bien pnr resortes elásticos y t rnea\esl. 
resulta que estos elernentos se corrsrderan interiores· al sistema y por lo 
tanto, e\ trabajo total realizado por ellos entre dos posicrones consecuti­
vas de los cuerpos conectados es nulo. 

De esta manera. al efectuar el nnálisis solo debería tornarse en cuenta el 
trabajo realizado por las fuer zas y pares exteriores al sistema. Sin embar­
go, como se ilustrará al desarrollar algunos ejemplos de problemas, al 
incluir el traba¡o efectuado pur drchos elementos de unión, se logra 
contar con expresiones que nemrrlen calcular las fuerzas ejercidas a lo 
largo de ellas. y posteriorrnenlf!, utilizando los diagramas de cuerpo libre 
de esos cuerpos y el rnétodn de las ecuaciones de movimiento, se pue­
den obtener las aceleracrones de los puntos esenciales de los cuerpos 
del sistema. 

De esta manera es posible comparar las respuestas obtenidas al usar 
ambos métodos en la solución de un problema particular que involucra 
un conjunto de cuerpos in terconectados. 

Ejemplo 7 2. 7. La barra AB de 1 4 7 N de peso está articulada en A y 
sujeta a la acción de un par de magnitud M == 40 N ·m en el sentido rndi­
cado. Si la barra se suelta desde el reposo cuando el resorte tiene su lon­
gitud libre en e ;::: ang tan (314), de term inar la rapidez angular de la 
b,arra cuando e == ang tan (4{3). Al girar la barra el resorte se conserva 
horizontal debrdo al apoyo de rodillo en D. (Frgura 12.17). 

aoom 
•o=I 

K� IOON/m LL =60cm 

Flg 12.17 
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Solución. 

Según los datos. para el resorte LL = 60 cm, y su longitud final (figura 
12.1 8)es de 80 cm,luegox = 20 cm. 

. J J 1:'] A 
Flg 12.18 

En cuanto al ángulo descrito por la barra desde una posición a otra es: 

o sea: t1 e = o . z e� B to.d.. 

La diferencia de nivel entre las dos posiciones del centro de masa es 
de 1 O cm. 

Aplicando la forma 2 del principio del trabajo y energía resulta: 

tto{o.L&�s) .. 1:\i(i!>) 12]w2+(o - l'n (o.•o)] .¡. .!io{o.?o)"l 
,¡ . -:!.52:.. .:: '.S" ... ,t - 1 'i. "f + "2. 
lu�so: '·S u.1.L = <.'f.os-z 
w l. ::. 'l. '�o 5 ¡ UJ = -a. 1 o 1 'f l o.J /.s 

EJJ:IIJp/o 12.2. Un gran rollo de papel que tiene una masa de 1 O kg y un radio R = 20 cm se apoya sobre el borde A. de una mesa (figura 1 2.1 9), 
si se le da al rollo un ligero impulso hacia la derecha perturbando su po­
sición de equilibrio. hallar el ángulo ¡Bformado entre la vertical y la recta 
AC. al cual el rollo está a punto de saltar afuera del borde A de la mesa. 
El radio de giro centroida/ del rono es k = 1 O cm. 

Flg 12.19 
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Solución. 

Como se trata de un s·,stema conservativo primero se calcula el valor del 
cuadrado de la rap1dez ·angular, w 2, del rollo, en función del ángulo e 
formado entre la vertical y la recta fl,C !figura 1 2.20 1 y posteriormente 
se toma en cuenta que en el instante en que el rollo está a punto de 
saltar, e = /3, y la magnitud An de la componente normal de la reacción 
en el borde A es nula . 

R{l-Cos8)l 

} "'" { ______;:� 

Posición' 2 

"' 
' 

)(. ,  
Mo "'-

Fig 12.20 
En la figura 1 2. 20 se ind1car"' las dos posiciones del rollo que servirán d� 
base para el análisis, así como el diagrama de cuerpo li

_
bre para una pos•­

•ción cualquiera de la etapa comprendida entre la in1c1aC1Ón del mOVI­
miento del rollo y su desprendimiento inminente con respecto al borde A. 

Aplicando la forma 3 del principio del trabajo y energía a dichas posicio­
nes, resulta: 

N\� R ( 1- cose) = t [N\ �1. +M R-¡_1 w.-¡_ 

Cancelando la masa en ambos miembros, y sustituyendo los datos. se 
obtiene: 

9-8 (o, 'lo) (l-eos e)"'{- ( o.DI -to.o'-l ) VJ-z. 

Despejando w2 resulta: 

v./ : '2, ( 9, 1} )(p ,'"?) ( 1 -co S f! ) ::o 'f 8 .lf ( \ -'o .S e ) 
o. os ( t) 

Aplicando ahora la ecuación Rn = M r w 2 a la posición 2 del rollo, se 
tiene: 

N\5 '-oS e - An = !'-\ R w1. , y sustituyendo los datos: 

't. ·9.B coJ6J -A.,. • o.zo w ;luego: 

(2) 
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Cuando A0 � O, 8 -- f3, y entonces al1gualar las expresiones que resul­
tan de sust1lu1r estas condlc«ones en léls ecuaciones ( 1 )  y ( 2 ) ,  resulta: 

o sea: 

de donde: 

Por lo tanto: 

t B. '/ ( 1 - en S f3 ) = � '1 c.o.5 /3 

(re, • �� 1· 'f '1 ) Co S /3 : 'f Ó. lf 

co.s /3 =- u_,._:L 
1<'? . t¡ 

/3 - S2..�oe,·, 

Ejemplo 7 2. 3. En la figura 1 2. 21 se indica un cilindro sólido homo­
géneo de 0.20 m de radio; sobre su periferia se desenrolla un hilo del­
gado que se fija en A. Si el cilindro se suelta desde el reposo, hallar la 
rap1dez de su centro de masa C, cuando este punto ha descendido una 
distancia y = 2 rn. 

� R;:; 0.2.0m 

Solución. 
Fig 12.21 

En la figura 1 2. 2 2 se indican las dos posiciones del ci l 1ndro. 

Posición 1 

y;2.0m 

Fig 12.22 
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Como se trata de un caso conservativo, aplicando la forma 3 del princi­
pio del trabajo y energía. se obtiene: 

t-11� 'j = .M. \J� + ..1. ..tA.. R ... w' a ¿ 1. 
Cancelando la masa M en ambos miembros y multiplicando por 4. 
resulta: = 2 '1/,"l. 

Pero V, ""w R 

Sustituyendo ( 21 en 1 1 ) resulta 

y sustituyendo los datos: 

Por lo que V e. -- S. 11 2 -...;� 

( t) 

V���"' H.13B 6 

fl"w.P-Io 7 2. 4. La barra delgada y homogénea indicada en la figura 
1 2 .  2 3 apoya sus extremos A y 8 sobre planos lisos que tienen direcc1ón 
vertical y horizontal. respectivamente. La longjtud de la barra es L, y su 
peso es W = Mg. 

Si se suelta desde el reposo cuando el ángulo"·formado entre la vertical y 
su eje es 60, usando el método del trabajo y energía. deducir la ecuación 
diferencial que rige su movimiento plano general en la etapa en la cual el 
extremo A permanece apoyado sobre el plano vertical. 

PosiciÓn 1 

Rg12.23 
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Solución. 

En las f1guras 12.23 y 12.24 se indican las posic1ones de la barra co­
rrespondientes al com ienzo y a un instante cualqu1era del intervalo bajo 
consideración. rcspect1vu111ente. 

Posición 2 

A i --------?1 

Fig 12. 24 

/1 // 1 
e/ 1 1 

l 1 1 8 

Como se trata de un s1sterna conservativo, usando la forma 3 del princi­
p;o del trabajo y energía. se obtiene: 

Cancelando la masa, M, v rnult1plicando ambos miembros por 2 4 ,  
1esulta: 

De acuerdo con I<J posición del centro mstantáneo de rotac1ón de la barra 
en la figura 1 2. 2 4 se tiene que: 

Ve. ::;. w ..L.. ¡ lo,.,,� vl:-=- wt.l.: ( 2)' z � 
Sustituyendo ( 2 l en lll resulta: f 

l(.'jL (cosG�-toso) =- Y�.u<0 

Portanto : l Lv'l = 3 � (cos6o.-c.oso) 
¡_ 

y derivando implícrtamente con respecto a e se obtiene: 

"2. w d� = � lL s." '" e Ja L (3) 
Por lo que dividtendo entre 2 ambos miembros de la ecuación anterior, 
resulta: o<; =  

siendo esta la ecuación diferencial pedida. 

18 

(4) 

.fjfl!IJplo 7 2. 5. un disco A de 4 9 N de peso y 1 m de rad10 que se apoya 
sobre un plano inclinado 30 o con respecto a la horizontal está unido a 
un bloque B de 1 9. 6 N de peso por medio de una cuerda flexible. inex­
tensible y de peso despreciable, como se ind1ca en la figura 1 2. 2 5. 

Sí al soltar el sistema c1esde el reposo el dtsco A rueda sin deslizar y el 
t.:oeficiente de fricción entre el bloque By el plano honzontal es}J-8 = 0.1 O. 
Determinar: 

al La rapidez. V B• del bloque B después de que ha recorrido 1Om. 
bl La tensión T. en la cuerda que une los cuerpos. 
el El módulo de la aceleración ac del centro de masa del disco A, 
di El módulo de la aceleración angular. a del disco, 
el La tuerza de tncctún F1 ,, . que se desarrolla entre la periferia del d1sco 

A y el plano inclinndo, y 
fl El coeficiente de fncción rnín1mo. fL rn1n, entre el disco A y el plano 

inclinado. reque11rlo prlri1 asegurar el rodamiento perfecto del disco A. 

Despreciar el electo d•..: li1 polea pequeña D. y cons1derar que el radio de 
gtro del disco A CQ.n. ruspccto a un eje centroidal perpendicular al plano 
de movimiento es kA = O. 6 rn. 

D B 

J.L8=0.10 

Fig 12.26 

Solución. 

al y bl. 

En la figura 1 2. 2 6 se ind1ca el diagrama de cuerpo libre del bloque B. 

X T -·- ----1 B 

yt 
1 

Rg 12.26 
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Con N 

Luego 

.4plicando la forma 1 del pnncip1o del trabajo y energía al bloque B, 
wsulta: 

o sea: 

LT,., ::; ' �E. e •.� 
lO T - 10 ( l.'l 1.) =: � V l.. � e 

IOT -19.G "'- v: ( 1) 

En la figura 1 2. 2 7 se indica el rJI;.¡gr<Jma de cuerpo libre del disco A. 

Aplicando la forma 1 <id prinr.ip1o del 1rr1ba¡o y energía al disco, resulta: 

o sea: 

2 T, ... � óf.. e , , ' 1' 

49N 

Flg 12.27 

- 1 o T + 7. '1 S == 7. • S V¡ + o . <¡ U0 l.. ( 2) 
Sumando miembro a miembro las ecuac1ones 11) y ( 2). resulta: 

1.7.5. � '= v,l + ?..s v .. l. .. o.tt '""l (3) 
Según la forma en que están unidos los cuerpos es evidente que: 

y como el disco A tiene rodamiento perfecto, 

(5) 
20 

Sustituyendo (4l y 15l en 13l, se t1ene: 

Luego: 

o sea: 

v: = T�s.� 
'l.'/ 

( 6 )  

Sustituyendo ( 6 )  en 11 l y despejando a T. resulta: 

T = 1'1 c. ·r Sl.n'f3 
lO 

1--1 (8) 

e, dl, e), y f). 
En el d1agrama de cuerpo libre del bloque B. al aplicar la ecuación 

R.._ ;:;; 1'11,., C\. b / resulta: 

Por la forma en que están umdos los cuerpos; ac - a8, luego: 

y como 

Q<- ::. {..S6/S "-/s� (1 0} 

d-. = �- ¡ ex.. = Z. S 6 1 S 'r <>- J /&-¡_ . ( 11) 
R 

E11 el diagrama de cuerpo hbre del disco A, al aplicar la ecuación: 

luego 

Con 

Así. 

R.x.· =- �'��A 0·o:. resulta: 

�'1 {o.s)- f.os3 - Fr� = s (c.s-GJ.'J) 
F, A :. 4. 6/ N (12) 

R 'l � Wl" o.� "" o . . resulta: 

N 1\ ::. � (1 ( o. b t G ) = '1 ¿ • lj �S 

/" .. ,:" = Fr ... = � = 0.108(, 
N�- •a..l.l�S 

N 

fjemplo 7 2. O. En la figura 1 2. 2 8 se indica un sistema de cuerpos uni­
dos por medio de cuerdas flexibles, inextensibles. y de peso desprecia­
ble. El carrete A que se apoya sobre un plano inclinado 30 o con 
respecto a la horizontal pesa 9 8  N y tiene un radio de giro centroidal de 
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k� = O. 6 m El radio del eje del carrete es r A == 0 . 5  m. y el radio de las 
ruedas es RA = 1.0 m El carrete D. art1culado a un eje que pasa por su 
cen 1 ro de masa pesa 4 9 N y tiene un rad10 de g iro con respecto al eje 
centroidal de rotación de k[) = O. 8 m. El radio del eje de este carrete es 
r0 = 0 . 8  m, y el radio de sus ruedas es R0 = 1 .50 m. El bloque B pesa 
1 9.6 N. y el coefic•cnte de fricción enm: dicho bloque y el plano hori-
zontal de apoyo es J-Lu O. 1 O. 

Si al soltar el s•stema desde el reposo el carrete A rueda sin deslizar, de­
lerrninar: 

al La rapidez de! bloque 8 después de que ha recorrido 1Om. y 
bl El coehc1ente de fncctón rninimo entre el carrete A y el plano incli­

nado . requendo para -'!Segurar su rodamiento perfecto. 

i<0=0.Bm 

Flg 12.28 

Sotuc1ón . 
. �l En ia figura 1 2. 2� se indtca el diag rama de cuerpo libre del bloque B.  

22 

1 
Con J 

IJ 
x T1 ----------f 

W8 =19.6 N 

B 

Fig 12.29 Ne 

Luego Fre = �� 1\le ·= o. 1 ( J'!.G) "J.H N 

Aplicando la forma 1 del princip io deJ trabajo y energía a este bloque, 

se obtiene: 

L. 1-,,t = ot. e,,� 
JO T1 - 10 ( L. 't 6 ) "' -?:-- \}: <.. 

o sea: ( 1) 
En la f1gura 1 2.30 se tnd1ca el diagrama de cuerpo ltbre del carrete D. 

Wo= 49 N 

r, 

Fig 12.30 

En ángulo al.l g•rarlo por este carrete rnienlréls el bloque B se desplaw 
1Om es: 

Así, el punto P de la penferia de las ruedas dd Cé'lrrcie experimenté'� un 
desplazarruento de longttud: 

s, = e. R, t 'l.[· l1.s )_ =. •a.t!: ,.,, (3) 
Así, al aplicar la forrna 1 del principio del trabajo y energ ía a este carrE:!te . 
resulta: 

o sea : 
En la figura 1 2.31 se indica el diagrama de cuerpo libre del carrete A. 
Por la forma en �ue están unidos los dos carretes y como A tiene un 
rodamiento perfe.cto la longitud del desplazamiento del centro de masa 
de este carrete se obtiene mediante la proporción: 

W =-96N 

Fig 12.31 
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i l•<<jo Se =- � = � = lí..S '" ( 5 ) 
¡.�o J.so 

Aplicando la forma 1 del principio del traba¡o y energía a l  carrete A 
resulta: 

o sea: 

Sumando miembro a miembro las ecuaciones ( 1  ), ( 4 ), y (6), resulta: 

5 'l 7.. '1 "' V¿ + J. 6 w z + S �� � t- J .  8 w � ( 7) t. D C. •1 

puesto que A tiene rodamiento perfecto: 

cu [ . Vc..' = IU� ( 8) 

De acuerdo con la cinemática: 

Luego UJ "  ,. _v.,_ = 1 . 2s V e  O. ó (9 )  

y también w� -:: �� (10) 
Sustituyendo 1 8 1. 1 9 1  y 1 1  Ol en (7),  resulta: 

o sea: 

Luego: 

v: = .s..u..i. ' = v t . 'l H n t  
l'l. l"l.S 

(12) 

(11 )  

Sustituyendo 1 1  2 1  en 1 1 1. y despejando T 1 ,  resulta: 

T1 -;:. t9' r 4/.'n S:nl 
/0 =- , . 1$'8 

Sustituyendo 1 1 21 en ( 9 1  obtenemos UJ "  =- B • o '1 B s-

N ( 13)  

Sustituyendo ( 1 3 )  y ( 1 4 J en ( 4). y despejando T 2,resulta: 
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T •. "'- GI S& i· ' · '  (fl. O'lñS)l 
/ 8 ,  't S" =- 8. 9 8 l  � (1 5) 

Según el diagrama de cuerpo libre del carrete D !figura 1 2 .30)  al apl1car 
la ecuación Me = le a 0, resulta: 

Luego 

l. S ( 8 . e- e ¡ J - o . S ( C .  1 H ) = S" ( o. t. '1) o< o 

o:A. ¡¡  � 1'3.",'/1$" - '-1 . '1tC'/ =. � . t , � S  r ... J¡{¿ 
:.. ¿ 

Por la forma en que están unidos los carretes, y corno A rueda sin des­
lizer, resulta: 

Así 

Según el diagrama de cuerJJo l rbre del ca1 re le A (figura 1 2 . 3 1 1  aplican· 
do la ecuación Ry =- O. resulta: 

Con 

Luego 

Así 

N ( 17) 

1:. . S 9 <( :::: o . 1 E. 3 .E. é'-'1 . �l 05" 

.. #fl!IJp/o 12. 7. En la figura 1 2 .  3 2 se indica el plano de movimiento de 
un sólido de revolución desbalanceado. Para la posición mostrada la 
recta que une su centro geométrico H con su centro de masa C es hori­
zontal, siendo r l a  distancia entre dichos puntos. Si el cuerpo se suelta 
desde el reposo en dicha posición: 

al Demostrar que el cuerpo se moverá adquiriendo un movimiento 
plano general. 

b) Usando los conceptos relativos al método de las ecuáciones de mo­
vimiento y el del trabajo y energía demostrar que el cuerpo no adqui­
rirá un rodamiento perfecto, ya que este movimien-to particular re­
quiere que los puntos H y C coincidan. 



Solución. 

al En la tigura 1 2 . 3 2  se indica el diagrama de cuerpo libre del sólido 
para esta posición íntcial 

Fig 12.32 

Aplicando la ecuación ( 11\.i. ) .,  I,;,0 �o 

resulta: 

Ol.o = N\ '' Y'_ 'f: O ( 1 ) 
I:.. o 

Esto demuestra que el cuerpo sí se ITlueve al soltarlo, de modo que 
adquirirá un movimiento plano general 

bl En la figura 1 2 .  3 3 se tndtca el dtagram;:¡ rle cuerpo ltbre del sólido 
para una posición pt)Ster tor, después de que ha g·trado un angula 8 
en el sentido de las manecillas del reloj. 

j_ 7Seó8 
T , R-rsen8 

Flg 12.33 

Como para cualquier posición de un cuerpo rígido dotado de movimien­
to plano general deben cumplirse las expresiones: 

26 

despejando a de la prullera de estas ecuaciones resulta 

(2) 

Análogamente , despe1ando a de :a s�.Jquncia ele dtchas ecuaciones, se 
obtiene: 

Igualando i 2 1  con {3), resul tA:  

M '  
r .... 

o sea: 

Esta condtción debe cumplirse cualquiera que sea el tipo de rodamiento 
que adquiera el sólido. 

Hay que observar que las c()ntidades M¡. Me e 1¡ no son constantes, sino 
que resultan funciones del ángulo e. 
En efecto, de acuerdo con la  figura 1 2.  3 3 .  

M ;.  =: IYI :3 Y' c.os s ( 5 )  

I ( 1 - 1 · - \ I l .,_ )' I¡ "' , -+ M R + r - 2. li r- .s,.,,.., 6 J "' � + M A.c. ( 7 )  
habiéndose usado para esta última expresión el valor d e  ic2 obtenido a 
partir de la ley de los cosenos aplicada al triángulo i H_C. 

Para esta segunda posición, el valor de a se obtiene a part1r de la ecua­
ción M¡ ;;:: 1¡ a , resultando: o�.. "" Mi. 

r .... 
por lo que tomando en cuenta el valor de M¡ dado por la ecuación 
( 5 )  resulta: 

(JI... = M� r 'os e 
(8 )  I .i.  

� ':::. 1'1\9 r (OS O K 
Así, ! ¡' ( 9 )  

'A 



Como la fuer�a de fricción en el rodam1ento perfecto no trabaja, el SIS­
tema resultana conserv�t1vo, de modo que al aplicar la forma 3 del prin­
CIPIO del trabaJo y energ1a a las posictones indtcadas en las figuras 1 2 3 2  
y 1 2 . 3 3  se obtiene: 

· 

€ e 1 ;. E P <:¡ l =- é. e �  t- € e· <:, � 

Tomando como base al centro instantáneo de rotación se tiene: 

Luego: 

-
V, -= - w 1<. x [ r .,o.s a .,i. ;. ( R - r �� .... e ) j l  
V<.. - I).J I ( R - r s � n  e )  .A. - ·y: O>S e .j ] 

v{ = ' ( R1 - - � l ) W - 'l R t' .s e n  e + r sen e + 7 < <o!1 0 

o sea : 

Sustituyendo 1 1 1 )  en 1 1  O )"resulta:  

o sea: 

o bien 

M3 r s�o e :. � wl. ( R7. t r·�· - <. R r �  .... , e) + -k w'l 
� 

M 3 Y se r. e  = ·� l lv\ ( Rl- + ¡ n - 2. R r s�n e )  � l:� j  
M-;¡ '( lc.n e =. �� [ lv\ ( [Z )  'l. + ¡, J 

Tomando en cuenta el valor de Ji dado en la ecuación (7)  resulta: 

(f2) 

Luego (13) 
Por otra parte, de la cinemática del rodamiento pe�fecto se tiene que: 

(14) 

Sustituyendo 1 8 )  en ( 4 )  resulta·. - - r15) O. H :. M :' R r C:.OS � ..(. I¡, 

Como: ( 16) -H e.  
28 

Siendo ¡:¡e :. r c.o.s 9 ,;_ - y S<:•' Q j (17) , ... D � 
Sustituyendo ( 1 4 ) ,  ( 9 ) ,  ( 1 7 1 y r 1 3l en i l 6l se obtiene: � - _ · _ ¡ - . � A::• 'lTAD. INGE�¡r o1 � 

O.c. = M'ilBYr;s>� e _(. t (- b\'ilrcoSft K ) � , r cc. S e .A. - '(' �e•> 9 .l ) · 
I¡ . ZÁ 

Desarrollando el segundo miembro de la ecuacrón anterior. y simplr-
ficando: tJ f .• 9'¿? ¡,,:3 ;¿ &"' 

<3:7 - !.1 � r 'M � ( R - ·.:. � H" e) .l. 't- � ( '2. !.C•\ 20 - C. o·}� ) � ( 1 8) 
1 ¡  !.;_ 

Luego: 

y 

M'3 X co� a T ·  .... 
R - 3X $ t: <"' G  ) (19) 

Aplicando la ecuac1ón Rx = Max y tornando en cuenta la 1 19 ) ,  resulta: 

F� = w L '? . .c.su-- ( "- - � X -'<'" El ) (2 1 )  
� I¡ 

Análogamente. aplicando la ecuación Ry o M ay y tomando en cuenta 

la 1 2 0 l ,  se obtiene: 

�l .,._ vJ t- � L..,_ ( ?. S «r.a e - co� 1e) (22) S 1:¡ 
Sustituyendo 1 2 1  l y 1 2  2 1  en ! 6)  resulta: 

Sustituyendo ahora las ecuaciones 1 5 1  y 1 2 3 )  en la condición 1 4 )  se 
tiene: 

2t 



Dividiendo ambos miembros de la eCUiiCIÚII ill l l enur entre w r Cos e 
resulta: · 

y desarrollando, resulta : 

lc :. I4 + M ('i'1 ( 2 u"16 - c.os1e ) - ( 1:¿ - '! f\ ¡:sen e + ·� r�s�nl<9 ')J (24) 
Sustituyendo ahota 1 7 1  en 1 2 4 1, result<�· 

Simplificando: 

Luego: 

Es decir: e = 7 '- ( t - l ) �- "2 k �  s�VI e 

Entonces o = <- "- i' s�" e (25) � 

Con esta expresión queda dernostrado qua solam�n te para 8 = O se cumple la condición de rodamiento perfeclo , y 4ue de la posición inicial ( f i�ra 1 2 . 3 2 1  en adelan te solarmmte puede h<lber rodam1ento perfecto, 
si r = O; es decir, si el cuerpo es balanceado. 

12.2 METO DO DEL IMPULSO Y CANTIDAD DE MOVIMIENTO 
1 2 .  2 .  1 INTRODUCCION 

Los conceptos de impulso y cantidad de movunrenlo, tanto lineales como angulares, que sirven de base para el estudio dinámico de una 
partícula tienen sus versiones correspondtentes para un cuerpo rígido dotado de un movimrento plano general. o de algún caso particular de dicho movimiento. 

Como sucede en el caso de la partícula. este errfoque dinámico resulta 
más adecuado cuando en los datos y las incógnitas del problema bajo 
consrderacrón están involucradas fuerzas. pares de fuerzas. tiempos, y variaciones de rapideces. tanto lineales como angulares. 
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1 2 . 2 . 2  RELACION ENTRE EL IMPULSO LINEAL DE LAS FUERZAS EX­
TERIORES QUE ACTUAN SOBRl UN CUERPO RIGIDO EN U N  
INTERVALO DADO Y LA VAHIACION D E  S U  CANTIDAD DE 
MOVIMIENTO EN DICHO INTERVALO 

En el caso de un sistema de partículas se establece drcha relac1ón Y pues- · 
to que un cuerpo rígido es un caso part•cul<rr de dicho sistema, las expre­
siones correspondientes a este caso resultan co!llpletrtmente válidas. 

A continuación se escriben d1chas ecu<tc:iones v se hace explícita su 
"rnterwetac"rón correspondiente. 

"El impulso lineal de las fuerzas exteriores que actúan
_ 
so_bre un cuerp? 

rígido en un incervalo de tiempo dado es igual a la ��"ac1ón de la cano­
dad de movimiento de dicho cuerpo en ese mtervalo 

Haciendo intervenir el centro de masa ta ecuación anterior se con­
vierte en: 

It;l -R 1 L ( - )  ( - ) d " -= M 11, - NI V-. t 
-t, 1 

" 
siendo M la masa del cuerpo rígido. 

. . . .  12.40 

1 2 . 2 . 3  CONSEAVACION DE LA CANTIDAD DE MOVIMIENTO 

Si el impulso lineal de las fuerzas exteriores durante el intervalo_ bajo con­
sideración es nulo, la cantidad de movimienco del cuerpo rfg1do resulta 
identica a/. principio como al final del intervalo. Es ciecir. si: 

-R' J ·¿ = o 

la expresión 1 2 .  3 9 se convierte en: 

Asimismo. la expresión 1 2 .  40 se convierte en: -.. 
v�tl "" v._ tl . . . . 1 2.41 

En el caso muy particular en el cual el impulso lineal � la§juerzas exte­
riores sea nJ:!lo debido a que durante todo el intervalo R = O, entonces la 
velocidad, V e• del centro de masa del cuerpo rígido se conserva cons­
tante a través de dicho intervalo. 
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Es decir. si R= O. 
-V<- c. . . . .  12.42 

Esto significa que el centro de masa experimenta un movimiento recti: 
lineo uniforme. 

1 2 .  2 . 4  RELACION ENTRE EL IMPULSO ANGULAR DE LAS FUERZAS 
EXTERIORES APLICADAS SOBRE UN CUERPO RIGIDO DU­
RANTE UN INTERVALO DE TIEMPO DADO Y LA VARIACION 
DE SU CANTIDAD DE MOVIMIENTO ANGULAR EN DICHO IN-· 
TERVALO 

La ecuación iv;: = if .... . .  . .  12.43 

Obtenida en otro fascículo permite establecer dicha relación cuando el 
punto A coincide con alguno de los tres puntos especiales siguientes: 

a) Un punto fijo, i ,  
bl  El centro de masa. C. del cuerpo, y 
el Un punto L cuya velocidad sea paralela a la de C en el instante consi­

derado. 

En efecto. la ecuación 1 2. 4 3 puede escrib1rse como 

o sea: ;:A; cl t  = d ( fi;') 

Luego: 

Esta expresión indica que: 

"El impulso angular de las fuerzas exter iores aplicadas sobre un cuerpo 
rfgido durante un intervalo de tiempo dado, con relación a alguno de los 
tres puntos, í, C. o L, es igual a la variación de la cantidad de movimiento 
angular del cuerpo rfgido con relación a dicho punto, en ese intervalo ''. 

Cuando el cuerpo rígido es simétrico con respecto al plano de movimien­
to y está dotado de un movimiento plano general, el concepto anterior se 
transforma como sigue: 

Jt. - d é  
1 .- e, M� representa el impulso angular de las fuerzas exteriores 
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con respecto a un eje perpendicular al plano de movimiento, que 
pasa por alguno de los tres puntos, i ,  e, Ó, L. 

2 . - La cantidad de movimiento angular del cuerpo rígido tam�1én debe 

considerarse con respecto a dicho eje, y en este caso a?qu1ere algu­

na de las siguientes expres1ones deducidas en otro fasc1culo : 

y 

¡:.( ::. I..o. w . . . . 1 2.45 .l 
1-f; =- T ,  w . . . .  12.46 

. . .  1 2.47 

De este r.nodo, la expresión 1 2 . 4 4  apl icada a un cuerpo rígi�o dotado 

de movimiento plano general da lugar a las tres expres1ones S1gu1entes. 

según sea el punto considerado: 

ft., M¡ d i:  ::. J:.._ ( -:;:.- � .. , ) . . . .  1 2 . 48 

t, t.�. -¡:.t d i  :0 T" t w: .. - -wt , }  . . . . 12.49 

T ( '(;j - � ) + M f ( Ü·l'.  '-'� ) - ( � � V:  )t} 1 2  50 c. �.. t, 1 t.t 1 . . . .  • 

Estas expresiones tienen una interpretación análoga a la 1 2 .  44 · 

1 2 . 2 . 5  CONSERVACION DE LA CANTIDAD DE MOVIMENTO ANGULAR 

Si durante el intervalo bajo consideración el impulso angular de las fuer­

zas exteriores con respecto a alguno de los ejes ya menc1onados ante­

riormente es nulo, la cantidad de rnovimiento angular del cuerpo será 

idéntica al principio y al final del intervalo. 

Esta situación particular se deduce de las expresiones anteriores Y da 

lugar a los resultados siguientes: 

a l .  De acuerdo con ias ecuaciones 1 2 .  48 Y 1 2 . 4 9 ,  si 

• 
J l,� . H  : o ;· d 

t, 

bl Según la ecuación 1 2 . 50,  si 



�jemplo 1 2.8. La rueda de la figura 1- 2 . 3 4  tiene un radio R = 0 . 3 5  m ,  
una masa M = 1 O kg, y un rad1o d e  giro f._On respecto a un e1e centro1dal 
perpendicular al plano de mov1miento de k =  0 . 2 5  rn. S1 se suelta desde 
el reposo y gira hacia abajo del plano inclinado sin deslizar, hallar la 
rapidez de su centro de masa, C, en t = 4 segundos. 

Solución. 
Fig 12.34 

En la figura 1 2 .  3 5 se indica el diagrama de cuerpo libre de la rueda para 
cualquier instante del mtervalo comprendido entre t - O y t = 4 segun­
dos. Como la única fuerza exterior que t1ene impulso angular con respec­
to al eje que pasa por el centro instantáneo. i ,  es el peso de la rueda, 
aplicando la ecuación 1 2 . 4 8  en forma escalar. resulta: 

o sea : 

Luego: 

\ 9 8 N  
y e w( 

Fig 12.35 

1 '1 ' � '} � 1 ! 'I S  1 S. }. o.�S J t.  "' JO (o.<S) .¡. (o.�s) Wu 1 \ 1 !;.  \ ': 
13 • 1 '1 z :!> o  8 ( t: ) � : t .  85" 1).) '1 o 

:: 1, 8$ lOy 

. 
Como se trata de un rodamiento perfecto: 

Luego: 
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Vc. 'l = w'l ll. 

• 

_EjemP,Io 12. 9. El carrete de la figura 1 2 .  3 6 tiene una masa M = 1 5 kg 
y un radio de g1ro cQ_n respecto a un eje centroidal perpend1cular a l  plano 
de movimiento de k = O. 2 5 m. Alrededor del eJe del carrete se enrolla 
una cuerda la cual se sujeta a la acción de una fuerza horizontal cuya 
magnitud dada en Ncwton es: P = 2 O t t 4 O, donde l está en segun­
dos. Si el carrete rueda sin desliza;· en A, determinar la rapidez del centro 
de masa C, del carrete, 3 segundos después de que se aplica la fuerza. 
El carrete está inicialmente en reposo. Cons1dérese que R "" 0:10 m, Y 
r = 0 . 2 0 m .  

, P  

R 

Fig 12.36 

Solución. 

En la figura 1 2 .  3 7 se indica el diagrama de cuerpo libre del carrete para 
cualquier instante del intervalo comprendido entre t = O Y t = 3 segun­
dos. Como la única fuerza exterior que tiene impulso angular con res­
pecto al eje que pasa por i es la fuerza P. aplicando la ecuación 1 2 .  4 8 
en forma escalar, resulta: 

o sea: 

Luego 

W = l47 N 

N Rg12.37 

Como se trata de un rodamiento perfecto: 

.Vc.1. -::: w� �� = ·� ·t . t S 2  (o . �¡,)  ::: ¡S'. IO m/s. 
• 



ffjemfl./o 12. 1 O. St la pelota homogénea y maciza de la figura 1 2 .  3 8 
tiene una masa de 1 kg y se arroja sobre una superficie rugosa con una 
velocidad de 0 . 8 0  m/s paralelamente a la superficie, hallar la rapidez 
angular, w , en retroceso que debe dársele para que deje de girar al 
mismo instante en que su velocidad hac1a adelante sea nula. (No es ne· cesario conocer el coeficiente de fricción en A. para el cálculo). 

Vc = O.BO m/s 

O.lOm 

Fig 12.38 

Er la figura 1 2 . 3  9 se indica el diagrama de cuerpo libre de la pelota para 
cualquier instante del intervalo bajo consideración, el cual se supone que 
tiene una durac1ón de t segundos. 

X - -

N 
Flg 12.39 

Con la ecuación aplicada a 

este caso. en forma escalar, resulta: 
't J - 14.  d t  = 1 ( o - o. e) ; ; o sea 11. 'i J t  � o . �  ( 1 )  

Usando ahora la ecuación 

en forma escalar, se obtiene: 

J i. o . t o  F.,. J i .,. o. 'I Ü j (n . t o ) ' lo - (-w) J '=  o. oolf w • 
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o sea: o . t o J t F-t J t ::: o . o r: <¡ w ( 2) 
() 

Multiolicando ambos miembros de la ecuac1ón 1 1 1  por O. 1 O, resulta: 

ft e: 1 f.  -:::. 0 . 0 8  c .  10 0 r� <> (3) 

Igualando ( 2 )  con ( 3 )  se obtiene: (¡ • (¡o '1 U) :: o . o 8 

Luego: LV = ·¿o Yo.<i/ .. 

ffÍJt!IIfl.IO 12. 7 7 .  Deducir una expresión para calcular la  mínima rapidez. 
V C• que debe tener el centro de masa de una r ueda homogénea como la 
indicada en la figura 1 2  .40,  para que pueda ascender JUStamente el 
escalón de altura h. Suponer que el radio de giro de la rueda corJ_respec­
to a un eje centroidal perpendtcular al plano de movtmiento es k, que la 
rueda no desliza durante su rodamiento sobre el plano horizonta l ,  y que 
llega al escalón con una rapidez angular constante, w. ( Despreciar el 
impulso angular del peso durante el ascenso de la rueda al escalón) .  

- -w=-wK --

·I 
Solución. 

Fig 12.40 

En el preciso instante en que un punto A de la periferia de la rueda se 
pone en contacto con el vértice B del escalón, dicho punto se inmoviliza. 
En dicho instante la cantidad de mov1m1ento angular de la rueda. con 
respecto a un eje perpendicular al plano de movimiento. que pasa por A 
se puede obtener con la ecuación. 

Siendo a su vez 

f.l� = ( A'Z l( V: ) M  + 11, l o )  

( b )  

En la figura 1 2 .41 se indica el diagrama d e  cuerpo libre de la rueda en el 
instante final del impacto contra el escalón, cuando la rapidez angular de 
la rueda es w1 . 



·I }-h 
Fig 12.41 

En dicha figura se puede observar que: 

A C. = - h R \, - 1-,'l ' .A. i- ( N - h i j ( 1 ) 

Por otro lado, V'" '� U.J R Á. ( 2) 

y 

Sustituyendo ( 1  l. ( 2 ) ,  y ( 3 )  en la (a) .  resulta: 

o sea: H: ... : . � " - [  �· - R� + Rl J I.>J 1\1'1 k ( 4 )  

Al t�rminarse el intervalo del impacto la cantidad de mov1miento angular 
rle la rueda es: 

o sea: 

Despreciando el impulso angular del peso, se trata de un caso de con­
servación de la cantidad de movimiento angular de la rueda con respecto 
a A. Igualando (4 )  con ( 5),  resulta: 

De donde simplificando y despejando w , se obtiene: 
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En la figura 1 2 .  4 2 se indican las pos1c1ones de la rueda justamente 
antes y después de ascender el escalón. 

Fíg 12.42 

Usando ahora la forma 3 del principio del trabajo y energía para las dos 
posiciones indicadas en dicha figura. resulta: 

Luego: 

:) sea: 

Como 

j . . ' l .:� .:.. .:, VJ l = M '3 '"' 

\).)� = � �  h 
R1 + K  z· 

r------, 
VJ L - i �h_ _ _  � R ' ,. 7: '  

v� = w A ( 8) 

; o sea: 

(7 )  

al  sustituir 17 1  en 1 6 l .  y después d1cho resultado en 1 B l ,  se obtiene: 

y simplificando: ( 9 )  

.ffjf!!I1QIO 12. 12. El tablón de la figura 1 2 . 4 3  tiene una masa de 1 O kg. 
centro de masa en C. y se apoya sobre dos " burros" en A y B .  S1 el ex 
tremo D se levanta 20 cm sobre la parte supenor de los " burros" y se 
suelta desde el reposo, hallar que tan alto se levantará el extremo E con 
respecto a la parte superior de los "burros", después de que el tablón 
cae de modo que gira, en �entido de las manecillas del reloj, alrededor 
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de A, choca y p1Votea sobre el "burro" en B, y gira en sentido de las 
manecillas del reloj tuera del "burro" en A. 

Solución. Fig 12.43 

Según tnángulos semejantes, la altura, A , del centro d e  masa, C, del 
tablón con respecto a la parte superior de los "burros" está Involucrada 
en la relación: 

__)____ --� .u..L 
o.-zo 2 

),_ = o .  os m .  

Aplicando la forma 3 del principio del trabajo y energía a las posiciones 1 
y 2 indicadas en la figura 1 2 . 4 3 ,  resulta: 

é: e � + é f E, 1 == e e "2. -;. é. P � -z. 

JO ( ' U ; )  o. O S  = t 1 O [ fl -1- ( O .  SO) �  J L'l� 

o sea: o .  '1 ó = IJJ; 
-W t_ = - o . G 9  1<-

Siendo esta la velocidad angular que tiene el tablón cuando está a punto 
de ponerse en contacto con el "burro", en B .  

La cantidad de movimiento angular del tablón con respecto a B. un ins­
tante antes de que este punto se inmovilice se obtiene a partir de la ex­
presión: 

H t!.  = ( �  \' Vr.. ) IV) +- 1-l .. ( 1 ) A..UTC.� 

Pero Be. =. - o . S  ;. ( 2 )  

V._ -·..; A c. )1 \.Ú l. ;. e- ' o . � .l, x (- o - 'l 'r t<.) = - o  .'-l'IS j ( 3) 

y · • -� · , ? ' ) ·1 l/ s· ,, H .o = T c. uJ t = 1 o .t::.. ¡ · , - o . 't ,, �'- " - · . l. ... 1 <.  
Sustituyendo estos valores en ( 1 ) . resulta: 

k 

':f . '-i'tS 1<.. = - �/ - � S  \<.. 

o sea: H� : - lJ . '1 S  k ( 5 )  e �vTr S 

( 4) 

Inmediatamente después del impacto contra el " burro" en B, la canti­
dad de movimiento angular se obtiene con la exprestón 

o sea: 
. .... 
14�< o"•"'s " 10 u.> !> (6)  

Despreciando el  impulso angular del peso del tablón y de la reacción 
en A durante el impacto en B, se trata de un caso de conservación de la 
cantidad de movimiento angular con respecto a este punto; luego, al 
igualar ( 5) .con ( 6 ) .  se obtiene: 

- •1 • 9 S k == 1 o L\.1 _, 

Por lo que: 

Aplicando nuevamente la forma 3 del pnncipio del trabajo y energía a las 
posiciones 3 y 4 indicadas en la figura 1 2 . 4 4 ,  se obtiene: 

2..00m 

1 Posición 4 

BL IE. tW4= o Posición 3 

T o 

Fig 12. 44 

J o ( q . a ) A  � i , o [E + o.z5l o-Z4 5o 2. 5  1 ¡ z  J 
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De donde resulta que A. 1  = 0. 0 1 2 5  r n .  Según triángulos semejantes 
la altura �, que se levanta el extremo E con respecto a la parte su peno 
de los " burros" es: 

,.f _z.._ rl '1 -, -o q ( !i. D / �5")  -�-1 -= / ·- " t  (...� 

o sea: { (.> .. o . �<: ..,.,, . 
§jem{2.1o 12. 7 3_. Una placa delgada y homogénea de cualquter forma 
experimenlq_ un rnovtmiento plano definido, en un instante dado, por la 
velocidad ' e  cie su centro de masa C, y su velocidad angular w (frgura 
1 2 . 4 5 1 .  S1 repentinamente un cierto punto O de la placa, situado a una 
distancia b de C, se fija mediante una articulación, deducir una expre­
sión para hallar la nueva veloc1dad angular, w;: de la placa, alrededor de 
este punto. 

Fig 12.46 

Solución. 
Selecciónese un sistema de ejes coordenados x,y, con origen en O 
(figura 1 2 . 4  6 1  en el plano de movimiento, de tal manera que el eje x 
coincida con la recta OC en el 1nstante en que el punto O se.inmoviliza. 

Fig 12.48 

La cantidad de movtmiento angular de la placa, justamente antes de que 
O quede fijo, está dada por la expresión: 

42 
H - - - -• ,.,..,.,.¿� = { o c.  X v, ) M + I c:.  w ( l )  

Denotando a w como el módulo de la velocidad angular w, k al radio de 
giro de la placa con respecto a un eJe centroidal perpendicular al plano 
¡;le mOVImiento. y Vcx y Vcy a ias C()mponentes axiales de la rap�dez de e 
JUStamente antes de que· o quede fiJO, el desarrollo de la ecuacton t 1 1  re­
sulta como sigue: 

J.l - ( L i. "t O l ) X ( V o A. + Ve j) M + M K "l W · 1<. . 0 A._,l'LS - L � 

o sea: b V._ M k. + M K 2 l.ll �e_ � 
M l b Ve. :l + K 1 w J k ( 2 )  

Cuando el punto O queda fijo, se desarrollará una tuerza de magnitud 
considerable en O. S1n embargo, el momento de esta f•Jerza con respec­
to a un eje perpendicular al plano de movimiento, que pase por O será 
nulo, y por tanto la cantidad de movimiento angular de la placa con res­
pecto a dicho eje se conserva. Dicha cantidad de movimiento angular 
resulta: 

�� -;, HH·"' " :.  M ( iZ < + ¡/ )  w l  

o sea: • H": ( - 1  t.:' )  w t  �-M \'-. + �·s ""''�\ 

s1endo w1• el valor algebraico de w1 
Igualando (2 1  con (3) ,  y despejando w,. resulta: 

Luego: 

I.JJ l = b - 2  V, -:, -r K w ¡¡:t··; l,-z.·· .• ·--

::. b Ve. +- K ., uJ ---_,_.':1 _ ·-· . ·- ·---K. + b < 

12.3 PROBLEMAS PROPUESTOS 

( 4 )  

k ( 5 )  

( 3) 

1 2 . 1  El carrete de la f1gura pesa 4 9  N y tiene un radio de giro de 0 . 8  m 
con respecto a un eje centroidal perpendicular al plano de moví-· 
miento, y se suelta desde el reposo en la posición indicada. 

Encontrar la rapidez angular del carrete después de que su centro 
de masa ha descendido 3 metros. 

K =  O.Sm 

0.5 

4 9 N  



1 2. 2 El disco de la figura está sujeto a la acción de un par M de m�g­
nitud constante, de 20 N ·  m. La masa del disco es de 1 O kg . 

Hallar la rapidez angular del disco después de que ha completado 
4 revoluciones. partiendo del reposo. 

cp ::  0.5m 

Resp. w = 56 .72 rod/s 

1 2 .  3 En la figura se indica un volante que gira a una rapidez constante 
de 1 80 rev/min .  Para frenar el volante se usa un sistema de fre­
nado por fricción. Cuando se frena. el volante experimenta un 
momento constante de 8 N ·  m .  

El momento d e  inercia del volante con respecto a l  eje centro1dal 
de rotación es de 8 kg · rn2 

¿En cuántas revoluciones el volante llegará al estado de reposo? 

Res p. b. 8 = 28.27 rev. 

1 2 .  4 Una tuerza vertical de magnitud P == 1 000 N se usa para levantar 
una rueda de 1 O kg de masa y el huacal de 20 kg de masa. 
Suponiendo que la cuerda no desliza sobre la rueda, hallar la rapi­
dez del cuerpo B después de que el centro O de la rueda sube 2 m. 
a partir del reposo. El radio de giro de la rueda con respecto a un 
eje centroidal perpendicular al plano de movimiento es k0 = 0.2 m. 

f' 

Resp: Va= 7. 923 m/s 
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1 2 .  5 Dos barras delgadas y homogéneas idénticas, OA y 08 teniendo 
cada una, una longitud L y un peso W = Mg están articulada

_
s 

mediante un pasador liso en O ,  y apoyadas sobre un plano hon­
zontal perfectam�nte liso, de tal manera que los puntos A, O, Y B 
se localizan en un plano vertica l .  El sistema está Inicialmente en 
reposo y la altura inicial de O .es h. Hallar la rapidez V 0 con la que 
la articulación O choca contra el plano horizontal suponiendo que 
los extremos A y B se deslizan apartándose, y que las barras caen 
en un plano vertical. 

o 

h 

A B 
Resp. V0 = /3'9h 

1 2. 6 La barra delgada y homogénea AB está apoyada sobre planos 
lisos, horizontal y vertical. Su peso es de '98 N y parte del reposo 
cuando e = 3 6 .  8 7 o .  Hallar su rapidez angular cuando el extre­
mo A se ha desplazado 1 metro bajo l a  acción de la fuerza hori­
zontal de magnitud constante P = 1 00 N. 

1 2 . 7  . 

p A 
Resp. w " 1 .1063 rod/s 

La barra delgada y homogénea AB, de 9 . 8  N de peso y 2 m  de 
longitud se suelta desde el reposo a partir de la posición indicada. 
Si los planos de apoyo son lisos, hallar la rapidez del extremo B 
después de que este Último se ha desplazado O� 5 m hacia la de­
recha . 

Roe p. V11 • 1.7M m/• 



1 2 .  8 Un yoyo cuyo radio de giro con resp.ecto a �n eje centro1dal per­
pendicular al plano de movimiento es de k = 2 cm se suelta 
desde el reposo. Hallar la distancia vertical .que debe recorrer su 
centro de masa, C, para adquirir una rapidez de 1 00 cmfs. Des­
precie la masa de la cuerda y suponga que ésta se desenrolla alre­
dedor del eje del yayo de manera que el rad1o medto según el cual 
se desenreda es de r = 1 cm . 

. . � 

Resp. h = 25.5 cm 

1 2 .  9 Una barra delgada y homogénea se suelta desde el reposo cuando 
su eje es vertical. Si se le permite caer l i bremente, obtener el 
ángulo 8 para el cual la normal vertical en el plano horizontal de 
apoyo se anula. Para el análisis suponer que se desprecia la 
fricción en los puntos de contacto. 

8 

Resp. 8 = 70.53° 

1 2 . 1  O Una llanta de automóvil se suelta desde el reposo en A sobre el 
plano inclinado y rueda sin deslizar hasta el punto B, donde sale 
disparada de modo que su centro de masa experimenta un tiro 
pac.abólico. Calcular la máxima altura H que adquiere el centro 
de masa de la llanta después de que ha salido disparada. El radio 
de giro de la llanta con respecto a su eje centroidal perpendicu­
lar al plano de movimiento es k = 0:25 m. y el radio de la llanta 
es A = 0.30 m. 

Rasp.H " 3.1746 m 

1 2 .  1 1 Un motor sumin1stra al sistema un par motriz constante de mag­
nitud M = 50 N. m. a un disco "D" acoplado, de masa despre­
ciable. Si el tambor A tiene una masa de 1 5 kg y un radio de giro 
con respecto a su eje centroidal perpendicular al  plano de movi­
miento de k = O. 1 5 m, hallar la rapidez que adquiere el cuer­
po C ,  de 3 0  kg . masa después de que asciende 4 m partiendo 
del reposo. Despreciar la masa de los cables y de la claviJa B. 

}o.20m j:o.lom 
Resp. Ve = 6.548 m /s 

1 2 . 1 2 Con los resultados del ejemplo 1 2 . 1  1 { ecuación 9).  hallar el va­
lor de V e tomando en cuenta los siguientes datos: 

K = 0.20 m ; R = 0. 3 0 m  y 
h =  0. 1 0  m .  Resp. : Vc = 1 . 5 1 4  m/s. 

1 2 .  1 3 Una barra delgada, homogénea. de sección uniforme y de longi­
tud L se suelta en caída libre de tal manera que durante su des­
censo axpenmenta un movimiento de traslación plana, existien­
do un ángulo e entre la vertical y el eje de la barra. Si v es la ra­
pidez de cualquier punto de la barra antes de que su extremo A 
choque contra el piso, y si dicho extremo pivotea alrededor de 
su punto de contacto con el piso durante el resto del movimien­
to de la barra, deterrninar la rapidez V8 del extremo B de la barra 
cuando dicho extremo está a punto de chocar contra el piso. 
( Despreciar el impulso angular del peso de la barra durante la 
rotación de ésta) .  
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1 2 . 1  4 Para levantar el bloque B de 5 kg de masa se le aplica a la rue­
da homogénea y maciza, A, de masa 2 kg un par cuya magnitud 
es: M = 9 t2 ( N ·ml .  donde t está en segundos. Calcular la 
rapidez del bloque B a los 4 segundos. El bloque está original­
mente en reposo apoyado sobre el plano horizontal, y el cable 
de unión no se encuentra tenso. Despreciar el efecto de la 
clavija D .  

(Sugerencia: Determinar el tiempo necesario para poner a l  blo­
que 8 en movimiento). 
M =  9 t2 

Resp. V84.a 40.3162 m/s 

1 2 . 1 5  Una polea escalonada de masa de 2 kg. cuyo radio de giro 
centroidal es de 50 cm,sP. suelta desde el reposo. Hallar la rapi­
dez de su centro de masa 1 O segundos después. 

1 2 . 1 6  

.. 

1 1 1 0.40m 0.60m 
Resp. Vc10 38.2439 m/s 

Un cilindro homogéneo macizo y una esfera homogtmea maciza 
que tienen el mismo radio ruedan sin deslizar hacia abajo por un 
plano inclinado que forma un ángulo e con la horizontal, par­
tiendo del reposo. 

al Hallar las expresiones para la rapidez del centro de masa de 
cada cuerpo, después de t segundos. 

b) ¿Cuál de los dos cuerpos rodará más aprisa? 

Resp. o) Ven'"  (-i g Sen 8) t 
V.,, = <i-g Sen 8)t 

b) La esfera. 

1 2 . 1 7  La doble polea consiste de dos ruedas qu� están solidariamente 
unidas y giran con la mismr� rapidez angular. La polea tiene una 
masa de 1 kg y un radio de giro con respecto a un eje cen­
troidal perpendicular al plano de movimiento de k = 0 . 1  O m. S1 
el bloque A tiene una masa de 5 kg y el bloque B t1ene una masa 
de 8 kg'obtener la rapidez del bloque 8, 2 segundos después de 
que el sistema se suelta desde el reposo. Desprec1ar la fncc1ón 
en él eje de la polea, y el peso de los cables. 

1 2 . 1 8  

Res p. V82 = 2.3059 m/s 

El tambor A tiene una masa de 9 8  kg y lln radio de giro centroi­
dal de k = 0.25 m .  S1 se aplica al tambor un par motriz de 
M = 4 0  t (N · m ) ,  donde t está en segundos, calcular la  rap1dez 
del carro de mina, D, de 490 kg a los 1 O segundos. El carro 
está originalmente en reposo sostenido por el tope L y los cables 
están sueltos. Despreciar la fricción y la masa, tanto de la po­
lea. 8 como de las ruedas del carro. 

Sugerencia: Determmar el tiempo necesano para puner el carro 
en movimiento. · 

Resp. V = 0. 6769 m/s O¡o 

• 



1 2 . 1  9 Un disco circular homogéneo macizo de radio R apoyado sobre 
una mesa horizontal perfectamente lisa está girando con una ve­
locidad angular � = w k alrededor de su ej� geométrico verti­
cal. Determinar la nueva velocidad angular, w 1 •  que adquirirá el 
disco si un punto A de su perifena se articula repentinamente a 
la mesa. 

R 
-1 T"'", 

A \ 
1 

' / ./ 
Trayectoria de e des;r A, de que A se articulo� . w Resp. w1= 3 K  

1 2 .  2 0  Resolver el problema 1 2 .  1 9 para el caso de una placa cuadrada 
que originalmente gira alrededor de un eje vertical centroidal, 
cuando uno de los vértices de la placa se articula repentina­
mente. 

Resp. w= w K 1 -4 

1 2 .  2 1 Una tuerca localizada a 6 cm del centro del eje de una r!Jeda de 
un automóvil se aprieta aplicando el par indicado durante 0.2 
segundos. Suponiendo que l a  rueda estA libre para girar y se 
encuentra inicialmente en reposo, hallar la velocidad angular 
resultante de la rueda, la cual es de 20 kg y tiene un radio de 
giro centroidal de 0.25 m. 

R�sp. ;;J' = - 3.2 K rod/s 

10 

1 2 . 2 2  u n  cilindro homogéneo macizo de radio � y ma� M �e coloca 

en un rincón con una velocidad angular m1c1al w o· S1 fJ: es el 

coeficiente de fricción en A y B deducir la expres1ón del tiempo 

necesario para que el cilindro llegue al reposo. 

B 

Resp. t = wo R (J .¡. .y.'2.) 
2 JL O ( ,u.+l)  

1 2 . 2 3  Resolver e l  problema 1 2 . 2 2  s i  l a  superficie e n  A e s  lisa . 

Resp. t = � 
2 JL  o 
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