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PROLOGO

En 1637 el fildsofo francés René Descartes publicd su obra “EL Dis
cuwrnso del MEtodo”, que lo habria de situar en la historia coma uno
de los grandes pensadores de todas las épocas. Descartes incluye
en esta obra, a manera de apéndice, un escrito al que 1lamé La Geo
metrla, en el que propone 1la idea de utilizar el algebra para reso]
ver problemas geométricos. Este extehso escrito ha sido considera-
do como "ef mayorn paso unitards fands realizado en el progreso de
2as ciencind exactas" ya que dio las bases para el desarrollo delo
que ahora se conoce como Geometrln Analltira.

A través de la Geometria Analftica las curvas se expresan mediante

ecuaciones y las ecuaciones adquieren una interpretacidn geométrica.

Esta importante rama de las matemdticas constituye una herramienta
fundamental para el ingeniero., no sélo por ser antecedente en otras
disciplinas, sino porque proporciona adems los elementos bisicos a
partir de los cuales se pueden representar, mediante modelos matemd
ticos, innumerables fenbmenos naturales.

Es por esto que dentro de los planes de estudfo de la Facultad de
Ingenierfa de la U.N.A.®. se incluye, en el primer semestre, laasig
natura "Algebre y Geometria- Apalltics”. La finalidad de estos apun
tes es presentar los temas correspondientes a la parte de Geometriz
Analftica. El primer capitulo contiene e] estudio de las cantida—
des vectoriales y sus operaciones; el segundo trata la recta y el
plano en el espacio, con aplicaciones de las cantidades vectoriales;
y en el tercero se estudian las ecuaciones paramétricas, vectoria~
les y polares de las curvas cdnicas y se inicia el estudio de 1los
sistemas de referencia esférico y cilfndrico.

Es necesario que el estudiante complemente los temas aquf presenta
dos consultando otros textos, para lo cual, al final de esta obra,
se proporciona una bibliograffa bdsica.

E1 mejoramiento de estos apuntes podrd lograrse con ayuda de las
criticas y sugerencias de profesores y alumnos, por 1o que agrade-
ceremos las aportaciones que se hagan 1legar a la coordinacidn de
la materia con el objeto de mejorar futuras ediciones.
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VPITULD I

ALGEBRA VECTORIAL

La representacitn de objetos geométricos para el espacio de tres dimen
siones, se simplifica grandemente si se utilizan las cantidades vecto-
riales (vectores) como apoyo para determinar las condiciones especiales
que deberin satisfacer 1os pun®os que pertenecen a dicho objeto.

Dado que la finalidad de estas notas, es el tratamiento de algunos ele
mentos de la geometrfa analftica, desde un punto de vista vectorial; es
te primer tema corresponde al estudio de las cantidades vectoriales en
los espacios de dos y tres dimensiones principalmente.

I.1 VECTORES EN EL PLANO Y EN EL ESPACIO

I.

X

1 SISTEMA CARTESIANO EN LOS ESPACIOS DE DOS Y TRES DIMENSIONES

€n un espacio de dos dimensiones. los puntos estén definidos por una pa
reja ordenada de nimeros reales; tienen dos coordenadas. Pueden repre-

sentarse geométricamente en un plano determinado por dos ejes perpendicu
lares 1lamados cooadenados, que se cortan en un origen comin, Por faci-
11dad. se acostumbra dibujar los ejes con direcctones horizontal y verti
cal, hacia la derecha y hacia arriba respectivamente; a dichos ejes se™

les denomina por 1o general como ejes X y Y. *

A la distancia desde el eje Y a cualquier punto del plano, se 1lama la
abscisa del punto. A la distancia desde el eje x a cualquier punto del
plano se le 11ama ordenada del punto. Las dos distancias juntas son 11a
madas las coordenadas del punto y se representan por el simbolo (x,y).

La abscisa es posftiva cuando el punto estd a la derecha del eje Y, y
negativa cuando estd a la izquierda. La ordenada es positiva cuando el
punto se tocaliza arriba del eje X, y negativa cuando se localiza abajo.
En esta formd a cada punto del plano, puede hacerse corresponder una pa
reja ordenada de valores (x,y), y a cada pareja ordenada de valores (x,y)
puede hacerse corresponder un punto del plano.

Al sistema descrito, se le conoce como s{dfema cartesiano en ef espacio
de dos dimensiones.

Asi por ejemplo, los puntos P(1, 3), Q(~2, 0), R(-1, -4) pueden repre-
sentarse geométricamente com se muestra en la figura I.l.

R+—

%ﬁ

Repreaé;cacibn de puntos en el plano

Figura I.1

En un espacio de tres dimensiones, 1os puntos estdn definidos por una
terna ordenada de nimeros reales; tienen tres coordenadas. En este ca
50 suele utilizarse como sistema de referencia para la representaciﬁn
geométrica de un punto, el definido por tres ejes perpendiculares entre
sT (cada uno de ellos perpendicular a los otros dos), que se cortan en
un origen comin. A este sistema se le conoce como s<istema cartesdany en
el espacio de Lres dimensiones. Los ejes se 1laman coordenados y se de-
signan normalmente con las letras X, Yy zZ. Llos elJes X y ¥ se acostum-
br? dibujarlos en un plano hor1zontal y el eje 2 queda per tanto, verti
ca

S1 las direcciones positivas de los ejes coordenados corresponden a las
mostradas en la figura 1.2 el sistema se 1lama derecho. Un sistema 1z-
quierdo es el de la figura I,3. En general es mis comdn utilizar siste-
mas coordenados derechos.

zl Z}

<\
x¥

X )/

Figura I.2 Sistema Derecho Figura I.3 §istema Izquierdo
Los tres ejes definen tres planos, 1lamados PLanos Coordenados, que di-
viden al espacio tridimensional en ocho partes, 1lamadas cctanfes. El

plano Xy contiene a los ejJes X y ¥, el plano Xz contiene a los ejes X y

Z y el plano Yz contiene a los ejes Y y z, figura



1.1.2 SIMETRIA DE PUNTOS

Z4

<Y

Pigura X.4 Ejes y Planos coordenados

Un punto cualquiera del espacio tridimensional queda definido si se co-
nacen sus tres distancias dirjgidas a los tres planos coordenados. La
distancia del punto al plano Y2 se 1lama abscisa o coordenada X; sy dis
tancia a X2 se 1Tama ordenada o coordenada Y; por dltimo, su distancia
al plano XY se 11ama cota o coordenada z. También en esta situacibn a
cada punto del espacio, puede hacerse corresponder una terna ordenada de
valores (x,y,z), ¥ a cada terna ordenada de valores (x,y,z) puede hacer-
se corresponder un punto del espacio. Asi por ejemplo, la representaci6n
geométrica del punto P de coordenadas (2,3,3), puede hacerse como semues
tra en 1a figura I.S.

z}

- ] P
X

e
Figura 1.5 Representacifin de puntos en sl sspscio

<Y

Para espacios de mis de tres dimensiones, 108 puntos no pusden represeq
tarse geométricamente.

Para establecer la simetrfa de puntos en el espacio de tres dimensiones,
es necesario revisar algunos conceptos geométricos.

DEFINICION 1. Dos puatos P y P; son aimétricos con respecto a un
tercero 0, st &ste un punto medio del segmento PP

P o R
L

1 )1

: Po = OP|
Figura I.6 Simetria con respecto a un punto

Dos puntos P y P; son siwétricos con respecto s una
recta L, si &sta es medistriz del segmento PP;

DEFINICION 2.

YD"

L PM=MP,

,:;J
Figura I.7 Simetrfa con respecto a una recta

Dos puntos P y P) son simétricos con relacidn a un
plano w, si &ste es normsl bisector del segmento PP

DEFINICION 3.

Pt
M| \ao® .
. PM =MP,
| -
)
I
Rl

Figura I.8 Simetria oon resaspscto a un plano



En base a 1a definicidn uno, a todo punto P(x,y,z) del espacio de tres

dimensiones le corresponde un simétrico Py(-x,-y,-z) con respecto al ori

gen (figura 1.9}.

Z4

Plx,y.2)

< 3

%P, (-x, -y, -2)

Piqura I.9 Simetrfa con respecto al origen

Como consecuencia inmediata de 1a definicién dos, a todo punto P(x,y,z)
del espacio de tres dimensiones 1e corresponde un simétrico P, (x,~y,~z)
con respecto al eje x (figura 1.10).

P(x,y,2)

\
XP {x,-y,-2)
Figura I.10 Simetrf{a con respecto al eje X

Los puntos P(x,y,z) ¥ Pi(x,~y,-z) son simétricos con respecto al eje x,
pues este eje es mediatriz del segmento PP,. También el punto P(x,y,z)
t\‘?ne sus simétricos respecto a los ejes ¥ y Z que son P2(-x,y,=-z) ¥
Py(-x,-y,2).

Asimismo, como consecuencia de la definicidn tres a todo puntoP(x,y,z)

del espacio de tres dimensiones le corresponde un simétrico P, (x,y,-z)
con respecto al plano coordenado Xy (figura 1I1.11},

zj

Y

I}

)
|
'l-Pl(x, y,-2)

Figura I.11 Simetrfa con respecto al plano XY

Los puntos P(x,y,z) ¥ P;(x,y,-z) son simétricos con respecto al plano

XY, pues este plano es normal bisector del segmento Ppi. Ademds el pun-
to P(x,y,z) tiene sus simétricos respecto a los ptanos YZ y X2 que son
P2(-x,y,z) ¥ Ps(x,~y,2z) respectivamente.

Ejemplo I.1

Dado el punto Q(-1,-4,2) encontrar sus simétricos respecto al ori-
gen, ejes y planos del sistema de referencia.

Solucidn:
‘e —
£ ahm Respecto al origen, Q;?l'.i:;-Z)
o A Respecto al eje X, Qz2(-1,4,-2)
i i Respecto al eje ¥, Qa(l,-4,-2)
Reapecto al efe Z, Qy(1,4,2)
i i | Respecto al plano XY, Qs(-1,-4,-2)
et Regpecto al plano YZ, Qgs(l,-4,2)
iy Respecto al plano XZ, Qz(-1,4,2)




L1.3 SEGUERTO, DIRRGID0 Con este concepto de igualdad de vectores se puede suponer, si se desea
que todos los vectores tienen su origen en un punto de referencia 0. Si
se introduce un sistema coordenado rectangular con este punto como ori-

En ingenierfa es frecuente encontrarse con cantidades que poseen magni- gen, se puede establecer una descripcién analytica de un vector, esto es
tud y direccidn; entre éstas se tienen la fuerza, 1a velocidad, la acele una descripcién que se puede dar enteramente en términos de nimeros.
racién, el desplazamiento, etc. A este tipo de cantidades se les denoml
na cantidades vectoriales o vectores.

Cabe aclarar que existen muchos entes matemiticos que también se defi-
nen como vectores, pero en este curso el concepto de vector lo restrin-
giremos exclusivamente a las cantidades que poseen magnitud y direccidn.

Para representar geométricamente a un vector se utiliza el segmento di-

nigido, el cual es un segmento de recta entre dos puntos al que se le a-

signa un sentido de recorrido. Por ejemplo, en l1a figura 1.12 se mues — I.1.4 COMPONENTES ESCALARES DE UN SEGMENTO DIRIGIDG SOBRE LOS EJES

tra un segmento dirigido entre los puntos P y Q; a este segmento dirigi- COORDENADOS

do se le designa como P3, en donde la primera letra indica el punto ini-

cial 1lamado origen y 1a segunda el pupto final 1lamado extremo.
Considérese un vector a representado grdficanente por un segmento diri-
gido cuyo punto inicial es el origen del sistema y con punto final

= A(a:, a2, ay), véase figura 1.14.

- Q{extremo)
PQ

~~"P(origen)

4

Figura I.t2 Segmento dirigido

Es facil ver que los segmentos dirigidos presentan las caracterfsticas
de un vector a saber: direcci6n, dada por la direccién de la recta y
por el sentido de recorrido (1a flecha) y magnitud, dada por la longitud

del segmento. (]

En adelante, por 1o general, se usarin letras minldsculas con una raya
encima para designar a los vectores, par ejemplo: a, § , T, etc.

Para propdsitos de la descripcidn analftica de los vectores, se consi-
dera que dos vectores son {guafes si tienen 1a misma magnitud y la mis-
ma direccién. En otras palabras, un vector no se modifica si se mueve
paralelamente a s mismo, figura 1.13.

Figura I.14 Componentes de un
segmento dirigido

ol
orl

Pigura I.13 =1 porqueayd
tienen la misma magnitud y direccidn 92 -F =0,
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Los tres nimeros reales a;, a2, a» son 1lamados las componentes escala
res del segmento dirigido OA sobre los ejes coordenados; y dado que
representa al vector a, diremos también que a:, a2, a3 son las componen
tes escalares de @ o simplemente las componentes de @, de tal forma que
&, es la primera componente o componente X, a» segunda componente o com
ponente Y y a3 tercera compenente o componente Z. Consideremos ahora
los puntos P(py, P2, P3) ¥ Q(gq;, q2, q1) tales que el segmento dirigido
¥Q nos representa al vector & , y consideremos también que 2 « % ; com-
parando las representaciones geométricas de ambos vectores en'la figura
1.14, observamos que:

q1 - P1 ¥ &y Q2 ~ Pz = a2 qy — Pz = ay

Los tres numeros q1 - p1, q2 - p2 Y 93 - ps son 1lanados las compo-
nentes de FQ . En esta forna, vectores iguales tienen las mismas compo-
nentes, e inversamente, dos vectores con las mismas componente$ deben ne
cesariamente: ser iguales en magnitud y direccion. Esto significa que un
vector queda completamente determinado gspecificando los tres nimeros que
constituyen sus componentes. St un vector @ tiene por componentes 2 aj,
83, a3, éste se indica como @ « (ay, az, a3). Sim{larmente s{ & tiene

por componentes a b;, bz, by se escribe como b = (b, by, b3).

Una ecuacidn vectorial tal como @ =T es simplemente una forma breve
de escribir tres igualdades para niimeros reales:

a1 = by, az = ba, ay = by

Para el caso de vectores definidos en el plano, éstos tienen dos compo-
nentes. Asi por ejemplo en el vector €= (cj, cz)¢ 1 es la primera com
ponente o componente X y c, es la segunda o componente Y, figura I.15.

Y

Ol

Cz

Cy

x¥

Pigura I.15 Vectores en el plano

1.1.5 VECTOR DE POSICION

DEFINICION. Sea el punto A en el espacio de tres dimensiones, cu-
yas coordenadas son (a,, a;, a,); se llama vector de
posicion de este punto al representado por el segmen-
to dirigide que va del origen del sistema a dicho pup
to.

Designando pora al vector de posiciénﬁelpunto A, sus componentes son:

a=0A= (a1 - 0, az - 0, a3 - 0) = (ag, az, a3); entonces como se ve,
las componentes del vector de posicion son siempre iguales a las coorde
nadas del punto, como se ilustra en la figura I.1€.

z

Afg,,0;5,05)

G=0A=(a,,0,,0,)

<Y

Figura I.16 Vector de pasicidn del punto A

Entonces puede establecerse una relacion de correspondencia uno a uno
entre el conjunto de puntos en el espacio de tres dimensiones, y el con-
junto de vectores de posicidn con l1a misma dimensién. Es decir a cada
punto del espacio de tres dimensiones le corresponde uno y s0lo un vec-
tor de posicidn, y viceversa. Esta misma situacidon se presenta para los
conjuntos de puntos y vectores de posicion en el plano. En general esta
correspondencia existe, cualquiera jue sea la dimension del espacio en
que se trabaje. J

£s importante mencionar, que por ejemplo en el espacio de trez dimensi

nes, tanto los puntos como los vectores estdn dados por una terna orden

da de niimeros reales. Sin embargo 1a terna de nimeros reales que repre-
senta a un punto, determina la posicidn del punto en el sistema de ref

rencia. Por otra parte, la terna ordenada de nimeros reales que repre—
senta a un vector son sus componentes, es decir, las proyecciones dirig

das del vector sobre los ejes coordenados del sistema de referencia.



1.6 MODULO DE UN VECTOR

E1 mddulo de um vector, es la magnitud del mismo. E1 sfmbolo |=| se u-
tilizard para denotar el mddulo del vector 7,

Es sencillo calcular e) midulo de un vector a partir de sus componentes.
Para el caso de un vector definido en el espacio de tres dimensiones,
véas¥ la siguiente figura I.17

Se tiene:

X

Figur2 I.17 MSdule de un vector

Del tridngulo rectdngulo oMN, aplicando el teorema de Pitdgoras:

P - .
anN = /{JME . vaf + a3

Del tridngulo rectingulo OAN, por el teorema de Pitdgoras:

|E|a0An-’6N‘+NA’ x /al + af + a}

Por lo tanto, el mddulo del vector @, es:

|z] = Jai + a3 + af

=

.
Para el caso de vectores definidos en el plano, como se observa de lafi
gura [.18, aplicando el teorema de Pitdgoras, el modulo del vector < es:

[l = T+ o

Y4

icl
C2

ol
O
N

—

C] X
Figura I.18 M3duloc de un vector en el plano

Ejemplo 1.2

Determinar el mddulo de los siguientes vectores: a = (1, -5),

b= (1, 6, -2) <=(9.,0, 0
Solucida:
[a] = A% + (-5)2 = /26
[B] = /132 + ()% + (-2)% = JaT
g] M9+ (0% + (@7 =9
-
Ejemplo I.3

Demostrar gue los puntos A(7, 5), B(2, 3), C(6, -7) son los vérti-
ces de un triangulo reetdngulo, figura I.19.

Yk
* F

e

=Y

Figura I.19 Ejemplo I.3  den=-
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Solucién:

Definiendo los siguientes vectures sckre les lados del trifingulo:
z B - n3MOPR) = (7, 5) =15, <2

=C-B= (6, -7) - (2, 3) = (4, -10)
= A-Cw® (7, 5 - (6, -De (1, 12)

ol )
i
gl gl &

ol
I

Los mddulos de ¢stos vectores, o longitudes de los lados del triam—
gulo, son:

[7] = /)T + 27 = /3§

18] = V@)% + (1007 = IT6

le| = /DT + 27 = /55
Como se cumplé que: -

Ueh? = Ciap)? + (]2 8

[145 = 290 2 0%k 4

Entonces de acuerdo con el teorema de Pitdporas, es un triingulo ree
tangulo.

|.1.7 EL VECTOR CeMO CONJUNTO ORDENADO DE n NUMEROS REALES

€1 concepto de vector, puede extenderse a espacios con mds de tres di-
mensiones, no asi su representacion geométrica. En el espacio de n di-
mensiones un vector se define como sique:

DEFINICION., Un vector en el espacio de n dimensioncs se define co-

mo una n-ada de nlmeros reales. es decir, un arreglo
ordensdo de n numeros reales {aj, az, -.., ap). Al
i-€simo nimero de este arreglo, se llama la i-€sima
componente del vector.

-

Al conjunto de todos los vectores de n dimensiones se le 1lama edpacio
de o dimensiones o simplemente, espacio n. Obsérvese que la definfcidn
dada es consistente con la descripcion geométrica, mencionada previamen
te, para los vectores en los espacios de dos y tres dimensiones.

Asimismo el concepto de médulo de un vector que es la longitud o magni
tud del mismo, se puede hacer extensivo para vectores definidos en espa
cios mayores de tres dimensiones. En general el modulo de un vector en
el espacio de n dimensiones, |a), se obtiene como:

3] = /a2 +aZ+ ... +a

an|

Por ejemplo supdngase que tenemos un vector 3 en el espacio de seis di-
mensiones.

; = ( 2,-1, 3, 25 -2, 4)

E1 médulo del vector a estd dado por la expresion:

Fl = V@2 + D2+ (2 + @2)2 + -2)2 4 (5)2 =

=/ + 1L+9 ¥4 +4 + 16 = /38

|- &l - /38

En espacios mayores de tres dimensiones, los vectores y sus caracteris-
ticas, no tienen interpretacion geométrica. .
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1.2 OPERACIONES CON VECTORES

En esta parte, se tratardn solamente la suma de vectores y la rwltipli
cacidn de un vector por un escalar. En subtemas posteriores se ana11za
rdn las operaciones de productos entre vectores.

2.1 ICUALDAD DE VECTORES

— ————— -

DEFINICION. Dados dos vectores en el espnc1o de n dlmensxenes,
@ = (4), a2, ..., ap) y 6 = (by, bz, ...., ba), T es
igual ab si y sdlo si, sus componentes correspondlun
tes son iguales; es decir, @ = b ai y sflo si aj = by,
2% b2y -ees ¥ 8y = by

Esta definicion concuerda con el concepto de igualdad considerado pre-
viamente, y que dice que dos vectores son iguales si sus respectivos
segmentos dirigidos tienen la misma magnitud y dfreccién.

Ejemplo I.4

Verificar que los vectores @ y b son iguales, donde 3 parte del
punto A y llega a By b parte de C y llega a D; A(-1, 3, 4),
B(4, 2, 6), c(1, -2, -6), D(6, -3, -4)

Solucidn;

T=AB = (4, 2,6) - (-1, 3, 4} = (5, -1, 2)
B =TD= (6, -3, ~4) - (1, -2, -6) = (5, -1, 2)

Como las componentes correspondientes de los vectores @ y b son igua-
les, entonces se satisface la definicion de igualdad entre vertores.

1.2.2 ADICION DE VECTORES, PROPIEDADES

DEFINICION. Dados dos vectores en el espacio de n dimensiones,
a=- {ill 823 coceny ﬂn) ) 4 b= (blr b2,y seneey bp), la
suma a +b es el vector que se obtiene sumando sus com
ponentes correspondientes. Asi se tiene:

E'I'F = (a; + by, a3 + bz, «eu.., 8 +bn)

ilotese que en esta definicion, 1lamamos suma al vecter que resulta de
aplicar la operacion de adicion entre los vectores 7 y ¥ : esto es que
la adicion de vectores es la operacion descrita en la definicion, y la
sume de vectores es el resultaco de esa operacior.

Fropiedades de la adicidon de vectores.
1) Cerradura. Si a y b son duvs vectores del espacio de n dimensip

res, entonces a + B tambi@n es un vector del} espacia de n di—~
mensiones.

2) Ascejatividad. Se cumple que:
F+ b +¥) =@F+b)+7T

3) Existencia del elemento idéntice. Para la adicidn de vectorés
existe ua elemente idé€ntico que es el vector cero. En este vec

tor, designado por 0, todas sus componentes son iguales a cero.
Asi 0 = (o, o, , 0), y tiene la propiedad que:

U+0=0+a=a rera todo vector a

4) Existeuncia de los inversos. S3 se tiene un vector a, el negati
vo -2, €s un vector tal que:

-4 = (—a-,. 325 eves —an)
Entonces siempre se¢ cumple que:

T+ (F)=(-a) + @) =0
0 sea que para cada vgetor a siempre existe su inverso -3, tal
Gue §1 sumarles, el resultado es el vector cero (elemento idén-
tico).

5) Conmutatividad. Se cumple que:

a+b =b +a

La adicion de vectores en el espacio de tres dimensiones la podemos in
terpretar ceorétricanente, a partir del sicuiente razonamiento.

S3 un cbjete es desplazede a 1o largo de una linez recta desde un pun-
to a ctro, por ejemgio de ¥ a@ «, s¢ puede designer este desplazamiento
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por el vector PQ. Supdngase que enseguida el objeto se desplaza de Q a
R, este desplazamiento se puede denotar por el vector QR, figura I.20.

Q R

T

Figura I.20 Resultants

E1 resultado de los dos desplazamientos, es el mismo que el de un sim-
ple desplazamiento desde P a R dado por el vector PR, Es comin referir
se al_desplazamiento PR como la xesultante de los dos desplazamientos
PQy QR. En la figura ]1.20 se puede observar_gque la resultante PR, es
una diagonal del paralelogramo determinado por PQ y QR.

Si consideramos que los vectores estin definfdos por sus componentes,
se encuentra una relacidn muy simple entre las componentes de los vec-
tores involucrados. En la figura I.21, se muestran dos vectores

2= (0, az, a3) Y B = (0, b,, bs), localizados en el plano definido por
ae referencia.

los ejes Y y z, del sistema

by 0y+by

Figura I.21 Adicidn de vectores

Es evidente en la figura que la resuitante © tiene por componentes a
(0, a2 + bz, as + bs). En otras palabras, las componentes de 1a resultan
te se obtienen sumando las correspondientes de los vectores @y B . Es-
to misme se cumple para cualesquiera que sean los vectores @ y & , s61o
que en este caso se localizaron en el plano Yz para facil{tar la compren
sidn de la figura I.21. Por esta razdn la resultante corresponde a la

suma de los vectoresa y d .

I.2.3 MULTIPLICACION POR ESCALAR

DEFINICION., Si A es un nimero real (llamado comGnmente escalar) y
a= (a1, ag, +es. ap) es un vector en el espacio de n
dimensiones, el producto AT es el vector obtenido mul~
tiplicando cada componente de 2 por A, es decir:

A& = (Xay, Xaz, .... Aap)

Es importante seffalar que al multiplicar un vector por un escalar, da
camo resultado un vector de la misma dimensibn, es decic se cumple la pra
piedad de cerradura. i

Propiedades de la multiplicacién por um escalar.

Se puede verificar fdcilmente que si A; y A2 son escalares y a y b
son vectores de la misma dimensidn, se cumplen las siguientes propie
dades:

1) i @+B%) =N+ Mb

2) (A +22) @ = T+ A7
3) (A A2) &= A (A2 @)
&) |am| = Al |3

De donde:

|xal| -‘/J\I a? + A2 a% -

{A|,valor absoluto del escalar A

|i‘l-¢§7+a§+.....+anz

5) 0a=0, la=& (-)a=-3, -0~0

2
ense + A2 gk

Si el escalar A es mayor que -uno, el resultado de la multiplicacién se-
r& un vector con la misma direccién de =, pero con midulo mayor que el
de a.

S1 el escalar es mayor que cers pero mesor que uno, el resultado serd
un vector con la misma direccidn de @, pero con médulo menor.

Cuando el escalar es mayor que menos uno pero menor que cero, se obten
drd un vector paralelo al vector a, pero con direccién opuesta y miduto

menor.



Finalmente s el escalar es menor que menos uno, el resultado serd un
vector paraielo al vector a, pero con direccién opuesta y mddulo mayor.

Lo anterfor lo podemos representar geométricamente como se muestra en

Ta figura [.22.

d

A>1
(a)

e

O<A<i —-1< A<O0 A<-1

(b) (c) (d)
Pigura I.22 MaltiplicaciSn por un sscalar
Bjemplo I.5
_Dados los puntos A(2, -1, 3) y 8(0, -5, ~4) y los vectores
P=(2, 2, =Dy g = (-2, 0, 3), encontrar el vector :
3p-23+59A +3b - Za, siendo ay b los vectores de posicidn de
los puntos A y B, respectivamente,

Solucidn:

De acuerdo con la definicidn de la multiplicacidn de un vector por
un escalar:

3p = 3(2, 2, -1) = (6, 6, -3)

Zq = 2(-2, 0, 3) = {~4, 0, 6)

e (2, -1, ) - ©, -5, ~4) = (2, 4, D
Por lo taato:

-SBA = 5(2, 4, 7) = (10, 20, 35)

b = 300, -5, ~4) = (0, -15, -12)

2a = 2(2, -1, ) = (4, -2, 6)
Entonces por la definicifn de szuma de vectores:
3p-20+5BA+3b - 2a=(6,6,-3) - (-4,0,6) + (10,20,35)

+ (0,-15,-12) ~ (4,~2,6) = (6+4+10+0-4, 6-0+20~15+2, ~3-6435-12-6)~
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Ejemplo 1.6

Dados tres puntos colineales en el espacio de tres dimensiones,
P1(-2, 1, =3), Pa(l, 4, 0) y Ps(2, 5, 1). Determinar el escalar A
gue cumpla con la siguiente condicidn: -

A P1P2 = PPy

Solucidn:

Los segmentos dirigidos P1Ps y P1P; estfn definidos por:
Fifz = (1, 4, 0) - (~2, 1, -3) = (3, 3, 3)
PPy = (2, 5, 1) - (-2, 1, ~3) = (4, &, &)

La condicidn que se busca es:

X P3Pz = PPy

[=13

(3, 3,3 = (4 4, &

Aplicando la definicifn de Producto de uo vector por un escalar, se
tiece:

(3%, 3X, 3A) = (4, &, 4)

Para que dos vectores sean igualea, es necesario que sus couporentes
sean iguales, es decir:

3% = 4, de donde:

| X';'a/J |

Ejemplo 1.7

pados los vectores a =~ (1, 3) y B = (4, 2), obtemer a+b gréfica

mente.

(9.3



Sulucidn:

Aplicando la ley del paralelogranc.

i

d+b=(5,5)
17
18
I -
o + + t 7

Figura 1.23 Grafica de a + b

1.7.4 VECTOR NULO Y VECTORES UNITARIOS

En el inciso 1.2.2, para la tercera propiedad de la adicidén de vectores.

mencionamos la existencia de un elemento idéntico para la adicicn de vec
tores, designado por 0, y que es un vector cuyas componentes son iguales
a cero; esto es Qque 0 = (o, 0, 0, ...., O).

A este vector se le asigna por mddulo cero, por Ic que se le 1lama vec-
tor nulo; pero no se le asigna ninguna direccidon particular.

Geométricamente, el vector nulo puede ser considerado como un segmento
dirigido para el cual el origen y el extremo son coincidentes, es decir,
son el mismo punto. Se puede observar que todo vector diferente del vec
tor nulo tiene un médulo positive, estoes, [3] >0 si 7 ¢ 0.

Vectores unitarios. Se dice que un vector es unitario cuando su modulo
es igual a la unidad. Para cualquier vecter 32 # 0, siempre es posible
determinar el vector unitario en su misma direccion.

Por ejemplo dado un vector en el espacio de tres dimensiones
a = (a1, az, as)el vector unitario en la risma direccién estd dado por:

Ty "(-'ﬂ-"ﬂ“’ﬁ) = {ay, az, a3)
=l &l 4l [3]

Como se puede observar, &, tiene 1a misma direccidn de @ ya que:

3Ty 1 es un escalar mayor que cer

# a
= Iz|

Ay =

Por otra parte determinando el modulo de |7y|
- /(_a.L)a & fRN T (_aaj
|31 I3l Bl

(17])% = o} + a3 + al,

Pero:

Por lo tanto:

2 2 2
'Eu= = 41 o %2 = ?1 T
-
31“"32"'33 a; + a; + a3 ay + a; + a;

2 2 2
- a; +a, +a =]E|=l
ay iasdout L

Es un vector unitario en la misina direcciébn de F = (a;, az, a3)

Ejemplo I.3
Encontrar el vector unitario en la misma direccidn del vector.

= {2, =3, 1)

ol

Solucion:

[3] = /T + (-3)2 + (D2 = Va+ 9 +49 = v62

Con lo que queda demostrado que:
F3 ,(.iL o 88 _aL)
Jgl @ fal



3 3_11)
/139 ' /139 ' /i3

Por lo tanto el vector unitario es: Y et E e [FI (E S - m(_

2 B
V62 V62 V62

q= (-3, 3, -11) ~—
Ejemplo 1.9
Determinar un vector q, con la misma magnitud del vector
- Ejemplo I.10
Pp=3a-2b +°7
i Una particula se mueve con una rapidez de 2 m/seg en la direccidn
y en direccidn opuesta a la resultante“de los vectores d y e, del vector @ = (3, -3, 2). Determinar las componentes del vector ve

locidad, V.

= (2,1,-3),% =(1, -1, -1), T=(3, -2, 4), d=(1, -2, 8) A
Solucidn:

y €= (2. -1, 3) -
El vector V estd dado por V=2 7, =

Solucion:

El vector p es: M T gelingia (3, 53,18 5 3 2
A f’sﬁm + -=3“'f2£+<z)z . '(/38 "8 'fTs_) ‘|

P=32-20 +T=3(2, 1, -3) - 2(-1, -1, -1) + (3, -2, 4)

K = (11043, -8) Por lo tanto: ‘

La magnitud de p es: iy 2()38 » T3 .ﬁ?)
5l = AIDT+ (2 + 32 = /139 -

l Tof 0 6 & )

| /38, /38 /38

I.2.5 SUSTRACCION DE VECTORES

La resultante de dy e es:

d+e= (1, -2, 8) + (2, ~1, 3) = (3, -3, I1) o L A
DEFINICION. La sustraccion de vectores a - b, se puede definir a

' 1 4 e = B partir de la adicion como:
El vector unitario en la direcciorn de d + e es:

a - -l;- a+ (-F) - (al, 32y res 8n)+(‘b1. -hz...'—bn)
| T+ 2] = /BT + (-3)° + (1D = /139 T-b = (a1 - by, az - by, ... ag ~ ba)
@roy = (o2 22, 5
7139 ' /139 130 Al vector que resulta de la sustraccidn de dos vectores, se le conoce |

como la diferencia de los vectores @ y b.

fRF | A Tepge Gl vaqkor gEtiito ep e direcHRuRingers est La interpretacidn geométrica de la sustraccion de dos vectores @ y b
se muestra en la figura 1.24 en donde, como se observa, los vectores a
@eves e i)

/139 v139 ' /139




y b se dibujan con origen comin y la diferencia @~ B es el vector que
~ va del extremo de b al de 3 . Es decir se hace la adiciénd +{a-b) =a.

Z

=1

td
Pigura 1.24 Sustraccifn de vectores

1,2.6 DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS COMO MODULO DE LA DIFERENCIA DE DOS
VECTORES

Dados dos puntos en el espacio de tres dimensiones cuyas coordenadas
son: Ala;, az, as) ¥ B(b,, bg, b3). Sus vectores de posicién son respec
tivamente, T = (a1, 32, as3) Yy b = (by, by, bs). El vectora~b , es
el que va del extremo de 5 al de @y su médulo, |7 -5 |, serd igual a
la distancia entre A y B como puede apreciarse en la figura 1.25.

dAB = dBA = |- b|

<Y

X

Figura I.25 Distancia entre dos puntos

. 3]

fs deci::

dAB = dBA = 'F - b

Desarrollando la expresién antervior;

dAB = V(a) - b1)° + (a2 - bz2)- + (a3 - b3)

Como se observa esta expresion es la misma formula que se obtiene a tra
vés del teorema de Pitagoras.

Ejemplo I.1ll

Demostrar que los puntos P(3, 0, 3), Q(-3, 0, -3) y R(-3/3, 0, 3/3)
son vértices de un tridngulo equilitero.

Solucidn:
Q= [F-ql,p-9=1(3,0, 3) - (-3, 0, -3) » (6, 0, 6)
dPQ = V&2 + 0% + 62 = J7Z

dPR = | -F|, P - T = (3, 0, 3)-(-3V3, 0, 3/3)=(3 + 3/3, 0, 3 - 3/3)

dPR

Y3+ 3T +07+ (3-3/0D7 =19+ 1873 +27 +0+ 9 ~-18/3+27

dPR = V72

deR = {3 - T|, §-F = (-3, 0, -3)-(&/3, 0, 3/3)=(-3+3/3,0,-3~3/3)

dQR = V(=3 + 3/3)2 + 02 + (-3 =3V = /9 -1873 + 27 + 9 + LBV3 + 27

dQrR = /72

[ <» dPQ = dPR = dQR con lo que el tridngulo PQR es equilitero-
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PRODUCTO ESCALAK DE DOS VECTORES Dado que la multiplicacidn es conmutativa para los nimeros reales,
tenemos que:
n
1 DEFINICION Y PROPIEDADES ajby + azbz + ... + agbp = bpay + bga; +...+ byag = L =byap =b : a
k=1 .

DEFINICION. E1l producto escalar de dos vectores en el espacio de r e (E‘,,_ i =Fs BEge e
dimensiones a = (ay, ag, .-.5 apn) ¥ b = (b}, bz, ..,bp)
denotado por @ » b, que se lee 3@ punto b se define co—
mo:
el T ‘; ab, = aiby + azby + ... +a b Expresando los vectores en funciones de sus componentes:
k=1 N st

- (B+T) = (a1, az;-s ag) - b1, bos-vs b)) + (€1 €340es end]

= (a'], 85 iy a.n) # (b1+c1,b2+c2....,bn+cn_) =

E1 resultado del producto escalar ce dos vectores es precisamente un es
calar (niimero real) y no un vector. = a1(byt c)) + ap(batey) + ... + aplbytcy) =

250 ié mo pacd interny G pha -
xgl producto 2scalar también se le conoce como pacducts interno ¢ produc ~ 3bn Hhaats #athe & G4RE Fe.ct sl VRt
; punto.
= (ajb) + apby *..+ apbp) + (aje) + apep +..+ apey) -

agby + agek = (T - b)Y+ (T D)

L}
A3

EE

Propiedades del producto éscalar de dos vectores.

-G+ =(T"-D+E D

.Dados los vectores &, b, € en el espacio de n dirensiones y el es-
calar A, el producto escalar tiene las siguientes propiedades:

1) a+beb- 3 (propiedad conmutativa)

]

3) (@ *b=2F-b), AeR

e
2) 3a+-(b+T)=3-b+a-c (propiedad distributiva respectv a (@ - b D(ﬂh B2 o0y an)j * (b1, bz, ..., bp) =

la suma de vectores)
= (Aaj, 2az, -.., Aag) * (by, b2, ..., bp) =

3 OF -b=A@"b), 2 eR ,
= Aayb; + Aazby + ... + Mapby =

4 3+-T>0 sidT#0
")‘Ealbl+32b2+"‘+anba"

“ —
Pescstraciones: = lbil axby = * (@ - b)
Sean @ = (a], a2s sy 8\1)) b a (b1, bay .., bn) = (C], C2s 209 cn) x ()’5) - E = M3 - F) :
D F-b=b-3 4) T-T>0 si T40
- n
a+ b= (ag, az, .., En)'(bh ba, s bpy = £ ﬂkbk = n . n
K=y W m =i ayay = & (ak)2=8§+a%+...+a§

mmiby + aghs ¥ ... + agby k=1 k=1



Vado que T ¥ @, 3l wenos uns de las compouentes de T es diferente

de cero; por lo que:

e

1

Tenemos que:

u n

L ()" >0
k=1

Ljemplo I.12

Sean los vectores a = (2, 1, 1),

Encontrar:
a) 3-b
b) a3+~ <¢
e S @
4 3b - X
Snlucidn:

@) @« b- = (3, LW

) &« T = (2, 1,

) T-T=(-1,4,5 - Q1,1) =-2+4+5=

-

(ax)’ 40 y como  (ag)? > 0¥ac R

b= (3, -1, =2) » T = (=L, 4, 5)

(3, -1, -2) = 6 -1 -2 =

(-1, &, 5) = =2+ 4 + 5 =

|\|] 4"| o

d) 3b - 2¢ = 3(3, -1, -2) - 2(-L, &4 5) =

- - 10zl
o 1

= (9, =3, -6) - (-2, 8, 10) = -18 -24 -60

Sean dos vectores a y b, que forran los lados de un paralelogramo, co-
mo se observa en la figura 1.2¢. ®Geométricamente se puede establecer
que @2 y b son uridgenales si las diagonales del paralelogramo tienen 13
misma longitud, o sea, si el paralelogramo resulta ser un rectangulo.

La condicidn anterior la podemos expresar COmO:

1.3.2 ORTOGONALIDAD

Qy

ol

Figura 1.26 Ortogenalidad de vectores

3 ]b siysdlosia+b|=|z-5]

Proposicidn. Dos vectores a y b son ortogonales si y siilo si a-b=0

Comprobacidn:
Sean los vectores 3 = (ay, 32, a3) y b = (by, bz, b3)
si Ty b son perpendiculares:

|7 + 8| = |7 - 5]

Sustituyendo a l@s vectores por sus componentes, tenemos:

v(ay + b))% + (az + b2}2 + (a3 + ba)2 =

= /(a1 - b1)* + (a2 - bz)” + (a3 - ba)®
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ts decir:

Diviciendo entre 4:

lo que s2 puede escribir:

fesarrollando los binomios:

nZ+2a 1b x+bf+a:+232bz+b:+¢+2asb ;+bﬁ-af-2a;q&/+%_2azbg+¢+a;—2ub 3+b/{
G - (s 3 !

Elevando al cuadrado ambos miembros:

(ay + by)%+(a; + b} +(ay + by)?= (a, - by)?#(a, - by)2+(ay - by)?

Cancelando términos iguales en ambos mierbros:

2a1bi+ 2azbe+ 2a3ba= - 2a;by- 2azby- 2ajzb;

4ayby + Gazbz + Gasby = 0

aiby + azbz + asbz = 0

E1 primer miembro de 1a expresién anterior es precisamente a - b por

a-b

=0 '3

necesariamente se cumple

Lode veetox.

Ejemplo I.13
Determinar cuales de
les:
a) 7= (~2, 6,
b) &= (2, -5,

¢ T= (31D,

Con lo que queda demostrada

En caso de que los vectores a

que a

ciond anteriormente, el vector
bargo se ha adoptado por convencifn que el vecton nulo es oatogonal a

la proposicidn.

0B 6 ambos sean iguales al 0, entonces
+'B = 0. En esta situacion, como se men
0 no tiene una direccion definida; sin em

los siguientes pares de vectores son ortogona

4),d
1),%
>

= (3, 1/2, 1)
L (‘3, 0, 6)
= (4, -12)

Solucidn:

a) T+FB = (2,6, £:-(3, 1J2, 1) = -6 + 3+ & = 1 4.0)

‘.‘. no existe ortogonalidad

B) a-B = (2,-5, 1)'(-3,0,6) =-6+0+6=0
| BN
e) 706 =(3, -1)-(4, =12) = 12 + 12 = 2 ¢ OC

.. ro existe ortogonaliE@

Ejemplo 1.14

Eancontrar €l valer de "m", de manera que los vectores 2 = (3, 1,
y B = (-2, m, 1) sean ortogonales.

Solucidm:
TeoT= 03,02 (2w, 1) - 6w 2 e t,')
Fars que 3y d sean ortogonales, se debe cumplir que: a. b i
de donde:
m-4=0 &'m=4]
Ejanplo I.15 .

Demostral: que un drgule imscrito en un semicirculo es recto.

Solueidn:

b=20
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Para que el dngulo ABA’ sea recto se debe cumplir que: I.3.3 COMPONENTE VECTORIAL Y ESCALAR DE UN VECTOR SOBRE OTRO
c. d=0
Sean dos vectores cualesquiera a y b en un espacio de tres dimensfone
; . ' Pasando por el origen del vector a un segmento dirigfdo paraleio a b ¥,
De l1a figura 1.27 y de acuerdo a le sustraccibn ge vectores: trazando una perpendicular a dicho segmento desde el extremo de &, co
€ s se muestra en la figura [.28.

c=b-3
- 3 .
Y por lo mismo:

d=%b -(a)=b+a
Por To tanto:

crd=( -3+ FE+D

Por 1as propiedades de! preducto escaiaf de dos vectores:

CRR B OIS RO S FI IR Y
Pigura I1.28 Componentes de un vector sobre otro.

Ced=(bb)-(*a) ]
El vector a constituye la hipotenusa del tridngulo recténgule ABC.
Pero: ! segmento dirigido AC, dado que tiene 1a misma direccién de & y s6lo d
gn i ", Lt - fiere en magnitud, puede expresarse cocma:
b b= bibathrby = {5} y & -a=(la])?
. =X, Aes escalar mayor de
Sustituyendo: XL b e D
- = —1y = En esta forma el segmento dirigido CB estid dado por:
e+ d=([p])? - (ja])? ’ ; i
. =1 Ch = AB - AC pero como AB nos representa al vector @
Pero como de la figura se observa gue los vectores a v b tienen la
misma magnitud, que es la corresoondiente al radio de la circunferen- Tenemos que:
cia: 2
" . CE=a~-AaC=3- X
|6l = [a]

Ahora bien® y CB son perpendiculares, por lo que debe cumplirse qu

Por lo jue: B -TE=0
e di= - Claly? < —2.—I Pero: = .
lc dah? - dah? -0 CB =3 - 1B Por 1o que:
Con 1o cual, queda demostrado que un &ngulo inscrito en un semicicculo "L 3
es recto. b+ (a-Xxb) =0
Desarrollando:

P -3~ .B =0

Es decir:

®|
ol
4

=]
ot



E1 valor del escalar A.estd dado por:

): %= a-‘S —Tb_-‘n'?_

l El vector Ab, correspondiente al segmento d1rig1do AC de la figura I.28,
se 1lama componente vectorial def vecter a Sobre b y se representa como
Comp. VeT a.

Dado que AC =Ab, tenemos que:

Cpr.Vec-b— a=2p =

0 bien:

Comp.Vec-E a= —aI%IL -I%- v/

Irrl

NOtese que el vector €s un vector unitario en la direccibn de b

ol

a b
/5]
omp.Vecyd, a la cual se le denomina componente escalan de @ sobre b.

se denota como Comp.Esc;a; es decir:

ntonces el escalar representa la magnitud dirigida de] vector

Comp .Esci a= a-b
Ibl

egresando a la figura 1.28, en el tridngulo rectdngulo ABC se tiene que:

.cose=.«LA_§.|._-ﬂL__uF_|_

48| 3l 1zl
0<6 < 180°

stituyendo el valor de A tenemos:

a‘b_lgi L
| B
b

cos 6 = e =
laf |a] Il
los 6 = a-b = =
1 |;| |-€| o] a *b=|allb] cos B 0°< & < 180° J

médulo de

Esto significa que el producto escalar de dos vectores diferentes del
vector nulo, en el espacio de tres dimensiones, es igual al producto del
a, por el_midulo de b, por el coseno del ingulo entre a y
b. Los mddulos de a y b, son no negativos pero cos 8 puede_ser po-
sitivo, negativo o cevo. Por lo tanto el producto esc2lar a - b es ne
gativo Gnicamente cuando cos 6 es negativo, es decir, dnicamente cuande

90° < 6 < 180°.
También se debe notar que cuando a y b son extegenales (€ = 90°),
se tiene que cos ® = ¢ y por 1o tanto a - b = 0. Esto coincide conla

proposicidn enunciada previamente acerca de la entegenalidad de dos vec—
tores.

Ejemplo 1.16

En cada uno de los casos siguientes calcular Com.Esc T ay COmp.Vectg;

(-5, 8), b= (1, 1)

a) a

b) a

(1, 2, ~3) b= (0, 0, 1)

Solucidn:

a) Comp.Esc— a-b = M=58) - (L) _ =348, 3

y t5] 1%+ 12 Va2 Va2

Z-% G: 3 a2
Comp.Vec'T— 205 —— (1,1) =|(3/2, 3/221
y B B vz Ve

]
"

e
n

”

b) COI‘I‘IP.ESCF ; = 2 :_ b = (,.1'2_._’_“3_).._2_’ £ l) = 0+0-3 -!i]
|&] \'0‘+02+1’ V1
Comp.Vecy: a= a * b b (o, 1, 1)
2 p 27 22 e — = =) 1 = -3 (0,1,1) = m
ol 8]
Ejemplo I.17
El dngulo entre los vectores a ¥ b es 120°. Si |;| =3y IFI =4
calcular:
N
a) a-b b} E e b-b
Sclucign:

If

EICY I
(3)(3)(1) =19]

) () (1) = [16]

a) a-b=|al |l_>| cos & = 3 x 4 cos 120°

@ = [3]|3] cos & = 3 x 3 cos 0°

®]

b)

¢) b -b= bl B {cos © =4 x4 cos 0°
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1, 3.4 ANGULO FNTRE DOS VECTURES

In el inciso anterior, llecarios a determinar la exgresidrn:

a-b= 3] |6l cos £ ,0c<a <80

[n 1a cual el dngulo © , es el dngulo que forman los vectores a y &
al considerarlos en un origen comin, figura 1.29

%
|
i figura I.29 Angulo entre dos vectores

Si despejamos de la expresi6n anterior a cos 6 tenemos:

[cos 0 = 2:b
: Izl 1%l

Es decir que: l’

' @ = ang cos ];I' l;.

La expresiGn antertor nos permite calcular el dngulo que forman dosvec
tores, al considerarlos en un origen comun.

¢ Ejemplo 1.18
Calcular el angulo que forman los vectores:

a=1(3,0,-Dy 3% = (6, -2, 0

Solucidn:
&es U = a b 53505—1%-(5, L8 _..oA8 8 -
|a| 5] AT (1) V624(-2) 2402 J10 /&0 V400
= 481 cpse
20 10

6 = ang cos =5

-

\
I.3.5 VECTORES UNITARIOS i, j, k y FORMA TRINOMICA DE UN VECTOR

En algunas ocasiones es conveniente expresar un vector a = (a;, az, a3
en términos de los vectores unitarios i, j, k, qQue se muestran en la fi
gura 1.30; estos vectores tienen la direccidén de los ejes coordenados y
su modulo es fgual a 1.

zj

<Y

X

Figura I.30 Vectores unitarios i, j , k
A los vectores unitarios no se acostumbra testarlos.

En términos de sus componentes, los vectores unitarios quedan expresa-
dos como: >
L s

i= (1, 0, 0)
j= (o, 1, 0)
k= (0, 0, 1)

Ahora bien, el vector a = (a,, az, a3) puede expresarse como:

a = (a;, az a3 = {a, 0, 0) + (0, az, 0) + (0, 0, a3)

a = a(l, 0, 0) + a2(0, 1, 0) + as(o0, 0,,1)

o

~a—
i

@ = aii + a2j + aik /

\
Esta expresion define al vector a en la 1lamada { trinémicp. Asi
por ejemplo, la formd~trinémica de los vectores P K(z\ -1, 0)4
q = (4, -10, 9) son respectivamente, P=2i-3j, qQ=4i-10j + 9k. De
agqui en adelante se expresard indistintamente a un vector cu.lquiera T,
como ¥ = (r1, r2, r3) O bien r = rji + ra2j + rzk. Ambas notaciones son
equivalentes.
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.6 ANGULOS Y COSENOS DIRECTORES DE UN VECTOR

Para_describir la direccion de un vector a = (a1, a2, ay) usualmente se
have considerando los tres angulos o, B y v determinados por el vector a
y 1a parte positiva de los ejes X, Y y z como se muestra en la figura
1.31.

Zy

v 8 ~—{(a,,0; ,0y )

£

Figura I.31 Angulos directores de un vector

Algunas veces es mas conveniente trabajar con los cosenos de esos angu-
los, pues son proporcionales a sus componentes. * En efecto, se tiene que:

-3
cos & = =

) 22 cos y = =
EY

cos B = .
31 =]

Donde |3| es el mGdulo de 7, es decir, |3|= /ai + a3 + a;

A los tres nimeros cos a, cos By cos vy se les 11ama los coseros direc-

tos de @, y a los angulos o, By v se les conoce como los dngulos «iirec-

tores. Cbviamente si se conocen los cosenos directores y el moduio de 7,
se pueden calcular sus componentes (a;, az, a) despejandolas de las ecua
ciones anteriores.

Los cosenos directores de un vector no pueden ser arbitrarios; y su rela
cibn se puede establecer como sigue:

Elevando al cuadrado las tres ecuaciones, se tiene:

al 2
& 1 aj

FEE = (|z])? i a7k a5 + aj

i

2 2
2 a2 az
cos® B =
(I3])? ay + aj + aj
2 2
cos? y = =83 & Ch

Sumando tenemos:

2 2 2
2 2 2 ay az o3
+ cosly = o + +
cos” o+ cos*B + cos* ¥ PHESLET al+al+al  al+altay

(=]

2 2 2
2 2 2 ay +a; +a
5 de donde:
cos“ o + cos® B cos” Y =——£——r—§—al T tal’ nde

2

cos®a + cos®B + cos?y =1

Que es la expresidon que relaciona a los cosenos directores del vector 7.

Para el caso de vectores definidos en el plano, ¢ = (cy, c3),Sus angu-
los directores son los dos dngulos o y B determinados por el vector €y
la parte positiva de los ejes X y Y. Sus cosenos directores son cos &
Yy cos B y estdn relacionados por la expresifn:

cos’a # cos?B = 1 -°

N6tese que en 1o anteriovmente descrito se considera que a y c son dife
rentes del 0. Al vector nulo no se le asignan dngulos ni cosenos direc-
tores.

Ejemplo I.19

Encontrar los dngulos y los cosemnos directores de los siguientes vec
tores:

a) = (-6, 2, 3)
b) T = (3, 0, 0°

Solucidn:

a) El m&dulo del vector a es: |[3] = /(-6)2 + (2w (3)2=7



Por lo tanto sus cosenos directores sowu:

cosy=§

3 2
cos @ = - =, cosB=-7-. 7

Y sus dngules directores:
6 ° 2 Gqzt
@ = ang cos (- -5) = 149°, B8 = ang cos (7) = 73°24' y

¥ = ang cos (%) = 64°37"

a = 149°, 8 = 73°24' , Y = 64°37"

-”

b) El médulo del vector b es: 6] = J(”? + 0 +0? =12

Por lo tants sus cosenos directores son:

COS‘-“'%'I, cosB'%'D. cosa--g-’=0

Y sus dngulos directores:

a = ang cos (1) =0° B = ang cos (0} = 90° y Y= ang cos €0) = 90°

B=903 Y =90°

[u=0°,

De donde se observa que ‘el vector estd localizado sobre el eje Sy
*lo cual coincide con los valores de las componentes del vector, sien
do la primera la iinica diferente de 0. =

Ejemplo I.29

Hallar las componentes de un vector a con mbdulo igual a 3 y cuyos
angulos directores son iguales,

Solucidn:

Cﬁ"ﬁ"{

1

3cosza-l, cosza-T

5
k

De domnde:

cos @ = = cos B = cos ¥

s

Lo que indica que hay dos direcciones de vectores que satisfacen la
condicidn de que sus dngulos directores son iguales.

Tomando:

1
cos & = cos B =cos Y = ——

"

Eutouces las componentes del vector 2 son:
= 1
ay = [al cos a = 3( E) 2 /3
= 1
az; = |3| cosﬁ-.’!(‘g)-ﬁ

ae gl cosy=X )73

- 5 3]

De donde:

1.4 PRODUCTO VECTORIAL DE DOS VECTORES
1.4.1 DEFINICION Y PROPIEDADES

Ademds del producto escalar de dos vectores, cuyo resultado es un esc
lav, hay otro producto entre vectores que es particularmente dtil en la
aplicactones del anilisis vectorial. A esta operacifn se le 1lama e1.
Enodu.ato vectorinf {a producto cruz), y se le aplica a dos vectores &

en el espacio de tres dimensiones, para obtener un nuevo vector desij
nado por @ x b.

DEFINICION. Sean @ = aji + apj + aszk y b = byi + baj + bgk dos
vectores en el espac:lo de tres dzmens;ones . El pro-
ducto vectorial a x b, que se lee "a cruz b", (en ese
orden) esti definido por el vector:

Axb= (agby = asbp)i + (ashy = ajbz)j + (ajbs + ashby)k

2



LUna representacion mas facil de recordar del producto vectorial a x &
es por medio de un determiinante de tercer orden:

]1 i k|
Axb=d1 ax asj = (ashsy ashz)i+(aszh; - arhs) j+(ajby-azh Ok
|b1 b2 ba |

Aqui no se discutird mds sobre Jos determinantes, ya que el dnico pro-
pOsito es contar con un dispositive Gtil para escribir ciertas formulas
en forma resumida.

_En el producto vectorial @ x b si @ 6 b, o ambos son iguales al vector
0 = (o, o, o) entonces:

axb=0i+0j+0k=¢(0,0, 0 =0

Propiedades del producto vectorial.

Si A es un escalar, y @ y b sondos vectores en ¢l espacio de tres di-
mensiones, entonces se cumple gue:

1D Ixb=-(bx a. (Anticonmutatividad)
2) ax(b+2)=(@xb)+ (axc) (Ley distributiva izquierda)
Tambi&n se cumple una ley distributiva derecha:
B+ xa=(bxa+ (&xa
) A (@xb) = () xb

(ay, az, az) y b = (by, bz, b3), entonces:

B)
[

Ademds si
3 - (ax b = ailazbs - asbz) + az(ashy - aybs) + as(arbz - azby)=
= ajaaby - apazbz + azasby - azaybs + azarbz -a:azlﬁ=0

Y tambiéun:
b - (8 xB) = bifasbs - ashz) + bzlashy - arbs) + ba(aba - azbd=

= biazby — biazbz + bzash;y - bzogbs + byaibz-bjash=0

75

Es decir que el vector a » b es perpendicular tanto a 3 come a b,

A continuacidn se calcularid el médulo del vector a » b.

De acuerdo con la definicidn: de wddulo der un vector, so ticne que:

|Z x B|= VT{azbs - asbs)° + (ashy - arbz)” + (aibz - azby)’ =

= vajbi+aibi-2azbsashataibi+taibi-2usbiasbataibitaibi-2a baazh,

= Jaibjtajbitazbitajbitasbi+aib,-2a13:b,b2-2a1a3b1b3~2a2a:b2bs

2

Sumando y restando del radical afhf, aibz

2.2,
Y asba.

|3x6| = /afbTHaZb tFarb 4ats +albitalblralb Falbiratbiatbi-albioalbl-

“Zayazb,bo-2a;a3b)b3-2aza3bsbs

=yf(a:+a:+a§) (bf+b§+b§)— (a?b i-&azb §+a§b §+Zataz‘b 1bz+2a1a3bybs+2azasbzba)

|3 x b| =/(afraj+ at)(bi+by+ b2)~(a b, +a,b,+ab, )"

Pero:
(fE)? = af+ai+ al, {522 = bi+ bi+ b3
y =
(a *» b)z = (ﬂlbl'i‘azbz'i'u;b;)z
Por lo que: o
|3 x'8] = /(I5D7 (BDZ - G - 2
Como 3 - b = |a)] |b] cos e, tene«%ms que:
17 x 5] = A2 (IBD? - (122 ([B])Z cos? &
|7 x 5| = /(1332 ([E])2 (1 - cos? 8)



= JCTEl2 UB1)7 sea? 6 Con_esto, queda definido totalmente el vector @ x b desde el punto de
vista geométrico.

Por lo tanto: Ejemplo I.21

e R

[a xb|] = |3] |B] sen 0 0° <8 < 180° i L . N
L = Un vector ¢ tiene como wodulo 52 y es perpendicular cowun a los vec
tores a = 41 - 3j y b =-4i + 6 +k

: 2 - = ) Determinar sus cowpounentes.
Estas expresiones representan el modulo del vector a x b. En don-

de & es el ingulo entre los vectores 2y b. Cuando @ o b son iguna-

g 3 % = Solucign:
les a U, el 3ngulo 8 no tiene sentido, y en este caso el modulo de

3 x B queda determinado por la ecuacién [a x b| = 0 ey o ([ R A 45 + 12k
4 -3 0
iy e 3

Call

Un vector unitario en la direccidn de a x b es:
INTERPRETACION GEOMETRICA DEL PRODUCTO VECTOBIAL - = T xb
el )
Como _ya se menciond previamente, 3 x b s un vector perpendicular tan
to aacomo a’bysumidulo es iqual a |3] |B| sen 8. Entonces, aparen
temente, hay dos segmentos dirigidos con direccién opuesta que represen |7 = 8] =3+ (-4)°F (12)% = /169 = 13
tan al vector a x b. S$in embargo, la definicidn presentada del preduc-
to vectorial, estd basada en fa regla de fa mane detrecha, que dice:
A 1 i = e S - A N - 5. .
Cuando a es givado hacia b de tal manera que les dedos de la mano dere (a x bju 13 sS-q3i-gx itk
cha giran en la direccion de 1a rotacidn. entonces el dedo pulgar indi-
ca la direccidn del vector 3 x b, figura I,32. ’
Y entonces:
—_ =3(52) . 4 (52) . 12 {52)
B 13- & s

T= - 12d - M + Bk

La solucion también puede ser T = 12i + 12j - 48k, ya que es perpen
dicular a ay ab y su médule es 52.

Ejemplo I.22

Calcular las compomentes de un vector @, tal que sea perpendicular
a los vectores 5 = (1, 0, 2) y ©=(0, 2, -2) y quea - d = 1, don-
de d-= (—nv 1, 1)-

Solucidn:

fa = IKI Zu

Bu= (b x Qu = T;—i—.gT
Pigura I.32 Producto vectorial



h=t
WS « 0 4 B <At Esta afinnacidn se basa en que si en la expresidn [axb|=|3| |B] sen o,
Y o los vectores @ ¥ b no son nulos, para que |axb| resulte cero, 1a dnica
posib{ilidad es que sen @ sea igval a 0; o sea & igual a 0° § 180°. En
0 2 -2 ambos casos los vectores a y b san paralelos, s3lo que cuando 8 =0° Tos
vectores tienen la misma direccifin, y cuando 6 = 180° tienen la direc-
cidn opuesta.
b xEl= JETF (3 (D)7 = 24 ;
I x c‘ ¢ De lo anterior también se deduce lo siguiente:
Ty = T—“ :'_+F2 j+-7—-2k 2 e
i =
24 = s El producto vect_qrial de cualquier vector a= (31' a,, ay) por si
- I mispo es igual a0; axa =10 ‘
Por otra parte @ - d=1 & |T|Eg s d= 1
4 2o ; 2 " y -2 2 = o
el (- 7 id+—==3+ k) « (0i+ 3+ k)= |a[( + ) Esto también es valido ya que en este caso sen 6 = 0y 6 = 0°. Obvia-
24 %0 V24 ) LT mente esta interpretacidn es aceptable s8lo cuando @ es diferente del
vector aulo,
IEI - ',—2-:1‘— , por lo tanto:
= % 4 T 2
- |- = +
3 % ( 2 LRIt )
_ 2 Ejemplo I.23°
B m~id -;- i+ -%- k Usando el producto vectorial, demostrar que los vecrores:
; Te3i-j-2k y be-09i+3j+6k
Son paralelos.
Solucidn:
Si axb= —6, los vectores @ y b son paralelos.
axb=|4i j k| =0i+0j+0k
3 -1 =2 |-
1.4.2 PARALELISM) -9 3 6%

La primera aplicacion del producto vectorial que estudiaremos., es 1a fiTY s
que se refiere al paralelismo entre vectores, para 10 cual planteamos por lo tanto, a y b son paralelos,

1a siguiente condicidn:

et b i

. e : i i = Ejeaplo 1.24 *

Dos vectores 3 y b en un espacio tridimensional, diferentes del
vector nulo, son paralelos si y sdlo si su producto vectorial es i-

gualaaosea l:xgl-o

Demostrar que si: @+ b + € = 0 entonces:

o

= = — —_— Axb=bxT=Txd
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Solucidn:
Por la propiedad de anticonmutatividad del producto vectorial:

x a

=}

axb-~ -

Como:

o

Entonces :

e 0B

ol
n|

Sustituyendo en el segundo mienbro de la expresidn anterior:
TAxb=-bx (-b - ©)
Por la ley distributiva {zqu{ierda:
Txb=(bx-b)+(-bx-c)
Pero se tiene que:
(-b) x (b) =0 y -bx ~—Cebxc<c
Por lo tanto sustituyends tenemos gue:
Axb=bx<

Por otro lado de:

w|
+
o
+
n|
i
=]

Entonces:

|
]

(]
]

'
o

Sustituyendo en:

o}
®
|

"

'
o
x
®|

Se tiene que:

-S)xa=Ca+c)xa

ol
®
|
]

!
-~
)

[

Por la ley distributiva derecha:
Txb=(axa)+(cxa

Pero se tiene que:

Por lo tanto:
Axb=Txd

Con lo que queda demostrado que:

Aaxb=bx¢é=¢Cx3d

I.4.3 AREA DE UN PARALELOGRAMO

Por medio del producto vectorial, podemos calcular el drea de un parale
logramo, a partir del siguiente razonamiento:

Considérese un paralelogramo que aloja en dos de sus lados concurren--
tes a Tos vectores a y b, tal como se demuestra en la figura [.34.

b drea=lallbl sen 8 h=1ibl sen 8

Figura I.34 Area de un paralelogramo

Se observa que la altura del paralelogramo esti dada por [b] sen 8, en
tanto que su base es igual a {a|. El &rea del paralelogramo serd enton
ces igual a |a] [B| sen 6, que al relacionarla con la expresidn

[ xb]| = Iz| lﬁ{sen 8, se deduce gue el mdodulo del productc vectorial
@ x b es fgual al drea del paralelogramo en cuyos lados se alojan los
vectores a y b es decir:

Area del paralelogramo = |3 x b| = !EHF! sen 6

|



Ejemplo I.25 E1l producto mixto, denominado también como triple producto escalar,

o % = puede expresarse en términos de un determinante de tercer orden. En e-
Calcular el 3rea del trizagulo cuyos vértices son: fecto:

ANENEL, =T, 2), B= (& S, ~3) ¥y 6= l-i509,.1)

Solucidn: a4 -bx¢e = (a, az, az)-(bzea~bjez, bsci-bycs, bjea=bacy)
Haciendo: - . b2 bs by ba b1 b2
3a=AB= (4, 5, -7) - (1, -1, 2) = (3, 6, -9) d-bxc = a Ay + a3
= ey c; [ (-] €3 €3 e2
g b =R =(-1, 2 1) - (1 -1, 2) = (-2, 3, -1) R :
Entonces:
= T+rbxT = a a a
EE s % 4 k]l - Eie i -+ 3 : bz .
b b
3 6 -9 ‘ 1 2 3
| &4
; =5 3 -1 C1 €2 3
De doude:
T xb =|=v317 ¥ 217 + 217 = /3(21)7 = 21V3 Mediante el calculo directo se puede demostrar que:
Como el fArea del triSngulo es igual a la mitad del irea del parale S bxCc=b CEXBEE~TxD 7
gramo:
115 : En efecto, si en el determinante intercambiamos dos veces sus renglones
Area tridungulo ABC = unidades cuadradas obtenemos el mismo resultado; también se obtiene igual resultado al in-—

tercambiar dos veces mds los renglones para calcular c . @ x 5. Esto
significa que el resultado del producto mixto no se altera al cambiarcf
clicamente el orden de los vectores. _

Ahora bien, como el producto escalar es conmutativo, se puede escribir:

/ -

@-bxTeebx?€-a

Cambiando ciclicamente el orden de los vectores:

bxT-2=TxT-b=axT-b
.4.4 PRODUCIO MIXTO, PROPIEDADES L
Por 1o que tenemos que:
T:-bxE=Txb T
DEFINICION. ‘Dados tres vectores cualesquiera @ = {ay, a2, a3), | Es decir, en el producto mixto se pueden intercambiar el punto y Ta
b e (b1, ba, b3) y €= (e, c2, c3), se llama produc- cruz, sin que se altere e] resultado. Por esta razén, en ocasiones se
to mixto de los tres vectores al escalar & - ([;Px 2 utiliza la notacidn [3 & €] para indicar el producto mixto de Tos vecto
res a, b, ©, o sea: __

Evcl=3-bxTc=3xb 7

Notese que al calcular el producto mixto, primero se debe efectuar el !
producto ¥ x T, ya que si se asocia (Z - D) x € la expresifn no tiene

significado alguno, dado que @ - ¥ es un escalar y el producto vectorial

estd definido para dos vectores.



1.4.5 VOLUMEN DE UN PARALELEPIPEDO

Considérense tres vectores cualesquiera @, b, ¢, alojados en tres aris
tas concurrentes de un paralelepipedo, como se muestra en la figura [.35.

. Volumen=a xb-c

Area de o bose=fa xbl

Figura I1.35 Interpretacidn geométrica delproducto mixta

Como ya se vio el drea del paralelogramo en cuyos lados concurrentes se
alojan los vectores = y b es igual a |z x B}. Por otro Tado la altura
del paralelepipedo de 1z figura 1.35 es: |c|cos ¢, donde ¢ es el dnguio
entrec y @ x b.

En l1a figura cos $ es positivo porque 0 < ¢ < 90°.
Entonces el volumen del paralelepipedo estd dado por:
Volumen = base x altura = |3 x b| [€| cos ¢
Pero como se vio en el inciso 1.3.1, que el producto escalar entre dos

vectores, es igual al producto de sus médulos multiplicado por el cose—
no del dngulo que forman, tenemos que:

Volumen = (axb)  T=a-bxcs [AbT )

En otras palabras, el resultado del producto. mixto [33?] es igual al
volumen del paralelepipedo en tres de cuyas aristas concurrentes se alo
jan lYos vectores a, &, €. Cuando el &ngulo entre @ x b y © denominado
¢ es tal que: 90° < ¢ < 180°, el producto Ea‘F'é] es el negativo del vo-
lumen del paralelepfpedo.

La interpretacidn geométrica anterfor conduce a la conclusifin de que
1a condicion necesaria y suficiente para que tres vectores, llevados a
un origen comin, estén en un mismc plano es que su producto mixto sea
igual a cero.

)

Ejemplo I.26

Dados los puntos A(-1, 1, 2), B(0, 2, 3}, C(l, 1, 1)y p(-1, 3 3),
si tres de las aristas de un paralelepipedo son AB, AC Y AD, encon—
trar su volumen.

Solucidn:
Haciendo:

AB = (0,2, 3)c (-1, 1,2)=(1,1,1)

|
]

bow EOw (1, L, 1)~ (-1, Ly 2) = (2, O, =1)

W=(-1,3,3)- (1, 1,2)=(0, 2, D)

ol
[

Por lo tanto:

V=Z-bxT= i] = ®+4+0-0-2+2=24

(=}
TN O -
—

V = 4 unidades cibicas.

Ejemplo I.27

Calcular el volumen del prisma triangular, en tres de cuyas aristas

concurrentes se alojan los vectores @ = 2i + j, be 3i-2j+k ¥
T =21+ 3j - 4k

Solucidn:
El volumen del prisma triangular es igual a la mitad del volumen

del paralelepipedo que tiene las mismas aristas concurrentes, por lo
que se puede escribir:

VelG@ - FxD =32 1 0] =1Q6+2+0-0+12-6)e12
-2 1 ;
& 3

V = 12 unidades cilbicas.

Ejemplo I.28

Calcular el volumen del tetraedro de vértices A(l, 1, D),
B(3, 2, -1), c€(-2, 1, 1) y p(2, -1, @)



~

Solucidn:

Como el volumen del tetraedro cuyas aristas concurrentes son E,E
y &, ea igual a la sexta parte del volumen del paralelepipedo que
tiene las mismas aristas, haciendo:

a=AB = (3,2, -1)-(1,1,0) =(,1, -1)

- AC = (-2, 1,.1) - (1, 1, 0) = (-3, 0, 1)

ol

T=AD=(2,-1,0 - (1, 1, 0) = (1, -2, 0)

Por lo tanto:

S T 1 1
v.%(,-bxc)-% 21 -1 =¢g(0+1-6-0-0+4&=-¢
-3 0 1
1-2 8

Ve —é— unidades ciibicas,

Ejemplo I.29

Dewostrar que los puntos A(2, 1, 3), B(3, -5, -1), C(-6, 7, -9) ¥y
D(-2, 4, -3) son coplanares.

Solucidn:

Haciendo:

F=AB= (3, -5, -1) - (2,1, 3) = (1, -6, -4)

b =AC = (-6, 7, -9) - (2, 1, 3) = (-8, 6, -12)
T=AD = (=2, 4, -3) - (2, 1, 3) = (-4, 3, -6)
Por lo tanto:

F-bxE=|1-6-4 |=-236-288+96- 96+ 288+ 36=0

Por lo tanto los puntos A, 8, C y D son coplanares,

I.4.6 DOBLE PRODUCTO VECTORIAL

= (b1, b, b3) ¥
x (6 x¢). Es impor—
0 es el mismo que si

Consmerando los vectores a = (aj, as, a3), b
¢ = (c1, c2, c3)- Se puede formar el producto a
tante hacer notar que el resultado. en general, n
se considera el producto ( x 5) x T.

Calculando el doble producto vectorial: & x (b x ¢), se tiene:

b xT = (bzca - byez2)i + (bsey - bycs)j + (byez - bacy)k

Entonces:
i j k
ax(bxc)= aj ap ag
bae3-bzep bycy=bjcy bica=bacy
Desarrollando:

ax (xc) = I:ﬁz(bxcz - b2cy) - as(bsey - bxc;)]i

+ [as(bzcs - bycz) - aj(bycz - bzerd]j

¥ I:al(bltl - bycy) - az(bzcy - byez}]k

-

@ x (b xc) = (azbicz - azbze; - asbsci + asbicy)i

+ (agbacs - asbscz - ajbjcz2 + ajbac))j
+ (absc; - ajbjcs - azbacs + azbsc2)k
|

Sumando y restando a la primera componente a,b,c,, a 1a segunda azbzc2
y a la tercera asbjcjs:

ax (; x E) = (a)bjc; + azbjc2 - azb2c) - azbsye; + asbicy - a bicPi
+ (azba2c2 + asba2cs - ajbscz -a)bjyc2 + ajbac) - azbac?d)j

+ (asbscy + a)bscy - arbjc3 - azb2cy + azbsc2 -~ azbscdk



Factorizando como se muestra a continuacidn:
Tx (b x¢) = [{aie; + azes + asea)by - (arby + azbs + asby)ep]i

+ E(a;c; + azcy + aaca)bz - (ajby + azbz + agbs)caj
+ [{aie; + azca + ascsdbs - (aiby + azby + asba)cyk

Reacomodando términos:

a x (b x ¢) =(ajc+azcatascs) (byi+baj+bsk)—-(aiby+azbz+asby) (cri+cai+csld

0 bien:

| 3xGx0=-G-9b5-G-B 7|

-

De manera similar se puede demostrar que:

[ GxD x5~ G- 05-G-D 7 |

BEjemplo 1.30
Si@= (2,1, 3),b=( 0,-2) yT=(3, 2, 1)
Calcular:

a) Tx(bxc) y b) (@xb) x¢

Solucidn:
a) ax(xc)=(a-ad-(a-blE
TT=(2,1,3)(3, 2 1) m6+2+3-1l
(a - )b = 11(1, 0, -2) = (11, 0, -22)
Teob=(2,1 3)(l, 0, -2) =2+0~6w~-4
(a8 - B)T=-4(3, 2, 1) = (-12, -8, -4)

Por lo tanto:

& x (b x o)=(12, 0, -22)-(-12, ~8, ~4)=(23, 8, -18)

x (bx¢)=¢n a ~18) |

Por lo tanto:

b)

Gxblxc=(a*c)b-(b- )@
(@ + ©% = (11, 0, -22)

b-c=1(,0 -2-(3, 2, 1) =s3+0-2 =]

(b da=1€2 1, 3 =(2, 1, 3

(3 x B) x©= (11, 0, -22)-(2, 1, 3)=(9, -1, -25)

TG et X2 4, 1, 19




TULO IT LA RECTA Y EL PLANO EN EL ESPACIO

" En el capitulo anterior, se estudiaron los aspectos‘basicos del algebra
vectorial, es decir desde el concepto de vector. hasta las operaciones
que se pueden efectuar con los vectores.

En este capitulo se presenta la aplicacion del algebra vectorial para
1a definicion de 1a recta y el plano en el espacio de tres dimensiones,
asi como las relaciones entre rectas y planos.

1 LA RECTA

1.1 ECUACION VECTORIAL DE LA RECTA

La primera aplicacion del algebra vectorial en este tema, serd para el
estudio de la recta en el espacio de tres dimensiones.

Sea p el vector de posicidon de un punto P(x, y, z); sea p, el vector de
posicién de un punto dado ?,(x., yo, zo) ¥ S€a W= (a, b, ¢) un vector
dado tal que © ¥ 0.

Si el vector § -~ P, es paralelo a u, entonces por la condicion de para
lelismo entre vectores, existe un escalar t ¢ R tal que ¥ - §, = tU.
Figura II.1.

(N

zj
/\l-r p L
o0
Fo
\ P
R
K
X
Figura I1IX.1

Si

Entonces:

Considerando que P, y @ estan fijos y que el escalar t, al que 1lamare
mos pardmetro, puede tomar todos Jos valores de R; entonces decimos que
la recta que contiene a P, y es paralela al vector u, es el conjunto de
todos los puntos P para los cuales sus respectivos vectores de posicidn
P satisfacen la expresion p = P, + tu. Esta expresion es una ecuacion
paramétrica vectorial o simplemente una ecuacibn vectoriak de la recta
L; figura II.1.

La condicion para que un punto P pertenezca a la recta L, estd dada por:
P # P, pertenece a L si y sOlo si p - p, es paralelo a u.

£} vector u e (a, b, c) deterinina 1a direccion de la recta por lo que

a sus componentes a, b, c se les 1lama nimeros directores de la recta.
Cualquier vector paralelo a T nos determinaria también la direccidn de
la recta y podria utilizarse en lugar de wu.

Dado que para dos vectores paralelos sus componentes son proporcionales
es decir v = (a, b, ¢) es paralelo a v = (c, d, @ Si y s0lo si a = Ac,
b = xd, ¢ = e en donde »eR. Concluisios que cualquier terna de niumeros
proporcionales a a, b y c- también pueden utilizarse como nimeros direc
tores de la recta.
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kjemplo II.1

a) Hallar la ecuacida vectorial de 13
recta que contiene
Pe(2, -1, 2) y es paralela al vector @ = (3, 1, -2) e o

b) Obtener dos conj a
njuntos de nimeros reales que s a i
ean nidme -
tores de esta recta. . e

Solucidn:

a) P = (2, -1, 2) + t(3, 1, -2)

I_p-=(2+3t, -l + ¢, 2 - 32¢)

b) NUmeros directores dadosD, 1, —2_—_| otros nimeros directores

L ]
[-11 e 5 ’ -3] 4 E61 28 '[a -
Ejemplo II.2

Determinar ei el punto P

De P 1(35 7, 7) pertenece a 1la

€10g vectorial es = (5 - t, 1 + 3¢, 3 + 2t). R i
Solucidn:

EL vector de posicidon de P; es Pi = RN, )\ cna) dEBews atdata
cer la ecuacidn de la recta D =

(3, 7, JIE=RBI=Nt, 1 + 3t, 3/+.2t)
Por la condicidn de igualdad entre vectores tenemos:
8 = 5 -\t SEETHERREES 2= 3+ 2t

Las tres ecuacio
nes se cumplen para t = 2 ento P i
.- . L
eécuacion vectorial de 1la recta A ey

«- P1 pertenece a la recta

ECUACION VECTORIAL DE LA RECTA QUE CONTIENE A DOS PUNTOS DADOS

Uno de los postulados de la gearnetria euclidea estiblece que:

“Por dos puntos dados cualesquiera puede hacerse pasar una recta, v
s6lo una”. El cual tieme como consecuencia al corolario. "Dos pun-

tos determinan una recta''.

Supdnease que a partir de los puntos fijos P.(x., Yo, 2o) ¥
P1(x3, y1, 21), queremos determinar la ecuacion vectorial de ‘a recta L
que contiem? a ambos puntos. Figura II.2.

Figura II.2

Debemos obtener una ecuacion de la forma

P =P, +tT

Para este caso el vector de posicidn p. ya estd definido; nos falta per
definir al vector u que nos determine la direccidn de la recta L, para

lo cual podemos tomar al vector p) - p, como vector u, en donde Fi ¥ P.
son los correspondientes vectores de posicion de 1os puntos P; y P, res

pectivamente.

Bajo estas condiciones la ecuacidn nos queda:

7= 5 + - 7o)

La expresidn anterior es la ecuacion vectorial de la recta que contiene
a los puntos P, y P;. En esta ecuacion el valor t = 0 corresponde al pun
to P,, ¥ el valor t = 1 corresponde al punto Py; cuando t toma todos
los valores en el intervalo [0, 1], el punto P describe al segmento de
recta que une a P, y P;. Para valores de t menores que cero o mayores
que uno, obtenemos los demds puntos de la recta.

Ejemplo I11.3

Determinar la ecuacidn vectorial de la recta que contiene a los
puntos P, (2, -1, 1) y Py(0, 1, -2).

AR Seemanme .. MRS - TTEERSY.. ERRWTTERES RS R TSRS e
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Solucidu:
P=Pa+t (b1 - Pu)
P = (2, -1, 1) + tf(0, 1. -2) - (2, -1, 1}]

F=(2, -1, 1)+t (-2, 2, -3)

,;(2-2:. - 1+ 2¢, l-Jt)l

1.1.2 ECUACIONES PARAMETRICAS Y EN FORMA SIMETRICA DE LA RECTA

Sea
P =P+ tu
1a ecuacion vectorial de una recta que contiene al punto P.(xes¥o 2o} ¥

que es paralela al vector U = (a, b, c) y sean p ¥ . los vectores depo
sicion de 1os puntos P(x, y, z) y P. respectivamente.

Si en la ecuacion sustituimes los vectores por sus respectivas componen
tes, tenemos: ‘e
(%, ¥, 2) = (X5, Yo, 2a) + t (3, b, ¢) =
= (%o, Yos 2o) + (ta, tb, tc) =

= (xe + ta, yo + tb, zo + tc)

De donde:

(x> ys 2) = (%o + ta, yo + th, z, + tc)

Por igualdad de vectores se tiene que:

|l-x.+:a. Y™ Yat+tth, 2= 2, + te

Estas ecuaciones son las 1lamadas ecuaciones paramétricas de la recta
que contiene al punto P, y es paralela al vector u.

La recta es el conjunto de puntos cuyas coordenadas (x, y, z) se deter
minan respectivamente por las ecuaciones paramétricas cuando t toma to-
dos los valores reales.

Ahora bien, si ninguna de las componentes a, b, c es cero, podemos des
pejar a t de las ecuaciones.paramétricas, obteniendo:

X = Xo Y = Yo 2 = 2o
t = =22 . a2 S S8
a z S 2 g c

Iqualéndolas ohtenemos las ecuaciones:

ESMy o TEE | 2 =N
a b c

Que son las ecuaciones en forma simétrica de la recta que contiene a p,
Yy que es paralela a u.

Si una o dos de las componentes de u son nulas, se presentan casos par
ticulares en estas ecuaciones.

Por ejemplo si a = 0 entonces W = (0, b, c), las ecuaciones simétricas
son:

Yomige . Zi=iEy
b c

X = Xs,

Dado que el vector u es paralelo al plano Yz entonces la recta también
es paralela al plano YZ.
Si a=b =0 entonces U = (0, 0, c) las ecuaciones se reducen ay
X5 Xop Y = Yo, zeR

E1 vector U es paralelo al eje z por 1o que la recta es paralela al eje
2 ¥y en consecuencia es perpendicular al plano xy

ECUACIONES PARAMETRICAS Y EN FORMA SIMETRICA DE LA RECTA QUE CONTIENE
A DGS PUNTOS DADOS.

Sea:

P=P. + t {(F1 - Po)
La ecuacion vectorial de la recta que contiene a 10s puntos Po(Xs, Yo zo)
y Py(x1, y1, 21) y seanp, p. y p1 los vectores de posicién de los pun
tos P(x, y, 2), P, ¥y P; respectivamente.

S1 en la ecuacion vectorial sustituimos los vectores por sus respecti-
vas componentes, nos queda: )

(x, Y 2) = (xa, Yo, 20) + t[(xlv Yis Z]) - (xo: Yoo znn

= (Xo, Yos Zod ¥ (X1 = X, Y1 ~ Yos 2] — 2o) =

= (xo + tlx1= %), Yot tly1-¥o), 'ze + tlyi-ye))

———




W
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Por igualdad de vectores se tiene: c) Despejando a t

: -1 -2 -
Ix'xv+t(=<1-x°), Y = Yo + tly1 - ¥o), z=z.+c(z,-z.)[ paias AL :=z33
que son las ecuaciones paramétricas de la recta que contiene a los pun- - x; L = Z ; g ; - forma simftrica
tos P, Y P;.
Si x3 # xo» Y1 ¥ Yo ¥ 2, ¥ 2,, podemos despejar a t de las ecuacicnes Ejemplo II.S
parametricas:

Determinar las ecuaciones en forma simétrica de la recta que con-
tiene al puanto P.,(-5, 0, 3) y es paralela al vector u = 3j + 5k

Slaaie=Xe-, L pie ¥ is . smedmecuie
X] ~ Xo Y1~ ¥a 2] - 2o Solucidn:
Igualando: Las ecuaciones son de la forma:
X ooReo o ¥ =Xy o B = Ey X=X o Y~ Yo o 2= 2o
x| - Xeo Y1 = Yo z] » 2z, # a b q c
Estas ecuaciones, son las ecuaciones en forma simétrica de 1a recta que Pero la primera componente de U es cero, o sea que a = 0 por lo tan
contiene a los puntos P, y P;. to las ecuaciones quedan:

- % N z;J

Ejemplo II.4
Sea una recta que contiene al punto Po(l, 2, 3) y es paralela al Ejemplo II.6

vector U = 2i - 43 + 3k X
Si una recta contiene a los puntos P,(5, 0, 7) y P(5, -3, 11) de .

a) Determinar la ecuacidn vectorial de la recta. terminar sus ecuaciones:

b) Hallar sus ecuaciones paramétricas, a) Vectorial.

c¢) Hallar sus ecuaciones en forma simétrica. b) Paramétricas.

c) En forma simétrica.

Solucidn:
a) 7=(l,2,3)+¢t(2,~4, 3) = Solucidn:
= (1, 2, 3) + (2t, - 4t, 3t) = a) ?=(5, 0,7 +¢[(s, -3, 11) ~ (5, 0, 7)]
= (1 +2r, 2 - 4t, 3 + 3t) = (5 0, 7) +¢c(0, - 3, 4) =
[ P= (1 + 2, 2-4t, 3+ 3t) l vectorial = (5, - 3t, 7 + 4r)
b) (x, y, 2) = (1 +2t, 2 - 4, 3 + 3t) I Pp=(5 - 3t 7+ lal:)l ] vectorial
[ x= 142, y=2-4t, z=3+3t paramétricas B) (x, ¥y, z) = (5, - 3¢, 7 + ;‘;)

[.'. x®5 y=-3t z=74+ 10tJ paramétricas




— " ey e

Yyc

- a7 Q
) w=S5, tese, t % 2“
Nox=5, 2% = s forma simétrica : #
¢ % g 7 d=distancio de Qa L L
X Z
Si ahora tomamos a P, (5, -3, 11) y P1(5, 0, 7) otro conjunto de ecua
ciones en forma simétrica de ls wisma rects sera: -
u
- it . Bl
g 3 =ik
£

Ejemplo II.7

Hallar las componentes de un vector a que es paralelo a la recta

de ecuaciones:
X

Xx=2-3¢, y-= 2t, 2z = 3t

Wl
+

Figura II,3 Distancia de un punto a una recta

SolREEn: Para calcular el valor de la distancia d, 10 podemos hacer por distin-
G tos procedimientos, por ejemplo considérese la figura I1.4.

Las ecuaciones de la recta estan dadas en forma paranétrica
x = x, + ta, Yy = ¥o + tb, z = 2, + tc

en donde a, b, c son las componentes de un vector paralelo a la rec
ta.

Por lo tanto una solucidn del problema sera:

a7 =09’ b = 2, c=3

F'a'= (-3, 2, 3)

I.1.3 DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA

Sea L una recta que contiene al punto P, y es paralela a u, y sea Q un
punto fijo dado.

La distancia del punto Q a 1a recta L es igual a 1a longitud del segten FPigura IT.4
to dirigido que es perpendicular a L y que tiene como punto inicial a Q
y como punto final un punto sobre la recte L. Figura II.3.
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En el triangulo rectdngulo P,, P;, Q se tiene que:

d s

lg -7.|

sen ¢ =

en donde § y P, son los vectores de posicién de los puntos Q y P, respec
tivamente.

Despejando a d tenemos d = |§ - .| sen &

E1 dngulo « lo forman 1a recta y el segmento ?,q y es el mismo que for
ma el vector § - P, con el vector u. Como vimos en el tema I el &ngulo
entre dos ve'ctores esta dado por:

iq = Pol |“|
De donde:
|(E" Pe) XEI
Rt Gl = e
[T - 7.1 |5

Sustituyendo en la expresion que obtuvimos para d:

_JEe - F.) x T
d = |g- 7| J:—_:*'__—“
7 - 3. gl
) La cual se reduce finalmente a:
= ](q_se) xﬁ'l

[«

Esta expresion nos permite calcular la distancia de un punto fijo Q a
una recta que pasa por el punto P, y es paralela a u, aplicando el pro-
ducto vectorial.

Otro procedimiento para calcular d, seria aplicando el teorema de Pita
goras por la solucidn del tridngulo rectangule p,, Py, Q de la figura
11.4.

Esto es que: - . .
212 = [Pergl® ok (6P |*

Pero el segmento P.Q es la representacion del vector T - 7., el mddulo
de QP, es la distancia que queremos calcular, y el segmente |F,F;| es
la componente del segmento P.Q sobre la recta L, que es equivalente a
la componente escalar de g - $, sobre u.

En el tema 1 vimos que esta componente la podenos calcular por:

Com. Ese. = (T - TFa) = G -F.) T

I5f
Por lo anterior para el triangulo P,, P;, Q tenemos:
— . o ez A 2
L (ﬁ-—s—’— e
G|

De donde:

4 = la-alh(ﬁ—'gﬁl—f)“

Con esta expresion podemos calcular la distancia del punto Q a la rec-
ta L que contiene a P, y es paralela a U, aplicando el producto escalar.

Ejemplo I1.8

Calcular la distancia que existe entre el punto Q(2, 1, -2) y larec
ta cuyas ecuaciones son: -

.- | R T A

2 3

y=1
Solucidn:

Primer procedimiento:

De las ecuaciones de la recta obtenemos directamente un punto de
ella P, (3, 1, 2) y un vector paralelo G = (2, 0, 3) por lo que la
distancia d pedida estd dada por:

s I|§_g = _En) x 1l

[Tl
En donde:

(2, 1, =2), Pa = (3, 1,2) yu= (2,,0£73)

3=
q=7. = (-1, 0, -4)

0y
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l_ Segundo procedimiento:

1 dz-lﬁ'—b‘olz—( =, '-‘I)z X

) 15l

- Figura II.5 Angulo entre dos rectas
IT-Pel? = =1)2 + (02 4 (-4)2 = 17

@~-TF.) v~ (1,0,-4 " €2,0, 3 =-2+0-12= DEFINICION., El dngulo © que forman dos rectas Ly y Ly en el espa-
¢ ' cio de tres dimensiones, es el @ngulon que forpan sus
= =s respectivos vectores paralelos U 3 G,
L 2
42—17-(7“') SRUEE :
De acuerdo a la defininicifn anterior y a las vistas en el tema I sobre
T dngulo entre vectores, © estard.dado por las expresiones:
d = -ﬁ — 4
8 = ang cos ol Y2
SHodm =3 » [®y [ 182 ]
/13
)
6 = ang sen _I.'iﬂZ_l
|Ul| Fle \

I.1.5 ANGULO ENTRE DOS RECTAS Ejemplo I1.9 i

Determinar el 3ngulo que forwan las rectas Lj y Lj, sabiendo que Ly
es paralela al vector
Sea L; una recta que contiene al punto P,; y es paralela a G, y sea
L, una recta que contfene al punto P,2 y es paralela a u,. Ver figura e L i
RIo. El - i-gi "

Sij-
= l}llp-
=




= 1 5 1 Perpendicularidad.- En el inciso anterior definimos el &ngulo que for-
Y L, es paralela al vector b = B B 35 ) man dos rectas, como el angulo entre sus vectores paralelos. Sf decimos
que dos rectas son perpendiculares nos estamos refiriendo al caso parti
Solucidn: cular de que el dngulo que forman es de 90°, esto es que L; es perpendi
o A e : o
1 y cular a L, si y sdlo st el &ngulo 8 que forman u; y W, es igual a 90°.
= =29 .
- [a! |b=] Esto nos 1leva a que si en la expresidn:
o= G TR O TS I - [ 1 = - cese--;l-—:;fz—-
AR 3533 I ol 1%l
o o B B consideramos a 8 = 90°, entonces cos 6 = 0, de donde:
9 9 9 3
o o/l R ATONE S PR s 8
- - -t = - 3 =\ —— —_ —_— = TEY
Bl =y5egty =1 Bl =V57+ 37+ 37 L [T U2
-4
w0 . . i S M cTm =0 '
e 8 ang cos T w1~ 2u8 cos ( 3> 1 2
Por el producte vectorial De aquf la siguiente condicién:
6 = ang sen —:_‘flx—_b.l Dos rectas L; y L, son perpendiculares si y sdlo si el producto escalar
a| [b] entre sus respectivos vectores paralelos es igual con cero. |
1 j k
! 1 i 1 3 S |
T (5 T L =R 2
= ' 75 3 73 g5k iy -Paralelismo.- S1 L, es paralela a §W; y L, es paralela a Wp, ¥ a su vez
I 1 5 1 L; es paralela a L, entonces T, y T, son vectores paralelos, de donde el
35 3B 3B 1 dngulo entre W; y u, es fgual a 0° & 180°.
S$1 en la expresign:
' |3 xb| = & . 4 78 . 22
9 * 3 3 3 I x |
SEN-Oim s
|“1| ]“zl
242
.- 8 = ang senl,::l = ang senig—

- Consideramos que 8 = 0° 6 180°, entonces sen 6 = 0 por lo que:
De donde 8 es el Angulo cuyo coseno vale - L Y cuyo seno vale &

3 3 5 x5,
l 0 = 109.47° |

[myf |,
i ITII x szl = 0

. De donde:
|11.1.5 PERPENDICGLARIDAD, PARALELISMC Y COINCIDENCIA U xTy =0

!

§
tSean 1as rectas Ly y L, paralelas a los vectdres Uy Y up respectivamen
iy 2 1l

-
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Dos rectas L, y L; son paralelas si y sélo si el producto vectorial en
tre sus respectivos vectores paralelos es igual al vector cero.

T xUy; =0

Si consjderamos que W) = (a;, by, €1) ¥ Uz = (ap, by, c3) entonces:

i 3 k
-II]_ Xﬁz = aj bl c)] a 01 4+ Uj + 0k
az bz ez

Una de las propiedades elementales de los determinantes es que si dos
renglones o dos columnas de un determinante son iguales o proporcionales
el determinante es nulo.

Debido a esto precisamente es por lo que el producto vectorial entre
dos vectores paralelos da por resultado al vector nulo, ya que como vi-
mos en el tema I dos vectores son paralelos si sus componentes respecti
vas son proporcionales. €sto lo expresamos como:

T llT <=>F2er [T =27

lo que nos da por resultado que:

d; = laj, by = Abp, cy = Acy

Aplicando esto a 1a condicién de paralelismo entre rectas, podemos afir
mar también que la recta L, es paralela a la recta L,, si las componen—
tes de sus respectivos vectores paralelos, son proporcionales.

Coincidencia.- Si para las rectas L; y L, se satisface la condiciénde
paralelismo, y ademds un punto cualquiera P(x, y, z) de L;, pertenece
también a L, entonces las rectas soa coincidentes. Figura II.6.

A | Ly Il L
Py € L,
I
} P €L,
Po L2
Y

Pigura II.6 Rectas coincidentes

Ejemplo 11.10

tlallar 14 ecudcidon de la recta L que contiene al origen y'es perpen
dicular a las rectas Ly y Ly, en donde Ly es paralela a u) = (4,2,1)
y Ly tiene la ecuacidn:

i e L
=3 21—

Solucidn:

Si la recta buscada es perpendicular a2 L} y Lz, entonces serid para-
lela a un vector perpendicular a ambas rectas.

w7
L || T xdy=|4 2 I |=(2+ 2}~ (5+ 3)j +1-8+ 6}k =
-3 -2 1 | = 4i- 75 - 2k = u,

L es paralela a u3 = (4, -7, -2) )

Si adem3s contiene a 0(0, O, 0) entonces su ecuacidn vectorial es:

$ = {0, 0, 0} + t(4, -7, =23

& ).




P = (4c,

Ecuacion vectorial de la rec-
ta que contiene al origen y es

-7t, =2t)

Comprobacidn:

perpendicular a Ly y L

Si L es pevpendicular a 1) v Lp, entonces u3 debe ser perpendicular

aud; yaduy

Ejemplo IT1.1l1

0 =Wz ~ T3 =3

=10 (4, 2, 1) =16~ 14-2=0

7, -2) « 35 22,1) = - 12 + 14 - 200 0
-

Demostrar que las rectas L) y L; son paralelas,

Solucidn:

Ly

Ly:

Si son paralelas, sus
tambigén paralelos y se

Ty x
oy =
i
3 4
-7.5 -10

= 2w -n i Aoy

3 4 ah
x +1 wk 2
-7.5 ~10 = 10

respectivos vectores paralelos, deberin ser
cumplira que:

Uy = 6
(3, 4, -4) Ty = (7.5, - 10, 10)
k

-4 | = (40 - 40)i - (30 - 30)j + (-30 + 30)k

10| =0i-0j+0k=0

Ly ¥y L, son paralelas

Ejenplo II.12

Demostrir que. L} y L; sen coincidentes.

L xiZ SSedEEl z =8

L A R =
il + 12

l-zfx,_l H§_46= z

Laleft

3

Solucidn:

Prirerc se deberd cumplir lh cendicidn de paralelismo.

T x0T, =0, o, = (3, 4, -4),

Il-lx'ﬁyz

- W P
W s~
wiss &

De dortde se comprueba que L} y L, cumplen con la condicion de para-

lelismo.

Segundo.
cer a la otra reécta.

o

= 0i + cj + ok =0

Uz""_ly‘

wls

4
3

2

(4 -~ 4)] + (~4 + W)k

Ua punto cualquicra de una de las rectas deberd pertene—
Esto es equivalente a que un punto de una de

ias rectus satisfaga las ecuaciones de la otra recta.

Un punto de L) es P(2, -2, 8)

Este punto P debe satisfacer las ecuaciones de L,

241 -2

6 _ 8- 12
-1

w4+

4
3

- 32 = 3w -]

La ecuacidn se satisface:

<. L y L; son coincideuntes

I1.1.6 DISTANCIA ENTRE DOS RECTAS

Sea L; una rect3 que contiene al punto P, y es paralela al vector u,,
Yy sea L, una recta que contiene a P,, y es paralela a u,.

1Ry

Ver figura

¥
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DEFINICION. la distancia entre dos rectaa en el espacio de tres di
mensiones, es la minima longitud que existe entre am—
bas, medida sobre una perpendicular comiin.

<y

d = distancic entre L,y L2

X L. = perpendiculor comiin a Ly y L2

Figura II.7 Distancia entre dos rectas

Si L es perpendicular a L, y Lz, entonces un vector paralelo a L, que
en la figura aparece como W, es también perpendicular a w, y T, de dop
de:

T =T % Uy
Considérese el segmento dirigido P,P., que une los puntos conocidos
de L, y L, respectivamente.
El segiento P,3P,2 10 trasladamos paralelamente, de tal forma que su

punto inicial coincida con el punto c; (interseccidn de L con L,). Ver
figura I1.8.

Figura 1I.8

Entonces resulta que la distancia d es igual al valor absoluto de la
componente escalar del segmento P,jP., Sobre la recta L, 1o que es equi

valente a:
-

d =~ ICOmp. Ese. o Po lpozl L
u

=~ |Comp. Esc. i - Po1Po2)
lll X “Z
De donde:
- |1>‘,1P,i * (T x Ty)|
fu, x T5

Esta expresidn nos permite calcular la distancia entre dos rectas que
se cruzan ¢ se intersectan; en este {1timo caso la distancia es cero.

S1 las rectas son paralelas, la expresidn no tiene solucidn, yaﬁue el
producto vectorial &} x u, es fgual con cero. En este caso la distancia

entre las rectas es igual a la distancia de una de ellas a un punto cual

quiera de 1a otra.




A
Ejemplo 11.13

Calcular la distancia entre la recta L) cuyas ecuaciones son:

x—%—1=y+l-% ydeeecuacionesx¥-8+t.

y=~3-2¢t, =8+ 3t
Solucidn:
Un punto de L) es P,)(1, -1, 0) y un vector paralelo es Ty = (2,1,3)

tn punto de L; es P.3(-8, -3, 8) y un vector paralelo es uym(1,-2,3)

Txuae [1i § %k | G+6)i=(6-3j+(4~1ks
2 3
~2 3 | =9i-33" 5k

T x Uy ¥ 0 por lo tanto las rectas no son paralelas.

PoiPo2 = (-8, -3, 8) - (1, -1, 0) = (-9, -2, 8)

l-g, -2, 8 * (9, -3, -9
J(3)2 + (=3)2 + (-5)2

|PoyPoz » (U x Ty) |
I‘u‘1 x T,

d=

|-81 + 6 ~ 40| 115

/115
Y8l + 9 4 25 /115

[ d= /115 U ’

Ejemplo Il.14

Determinar la distancia que hay entre la recta L) que <¢ontiene al
punto P,1(2, -1, 2) y es paralela al vector G} = (1, -2, 1) y la rec
ta L, cuyas ecuaciones son:

Rli= 3 kil ezl
2 2 2
Solucidn:
De L, tenemos que P.3(2, -1, 2) y w3 = {1, -2, 1)

De L, obtenemos Pap(3, -9, 3}y W = (2, 2, 2)
L)

up x up = 12 1 = (=4 -2} - (2 - 2)j + (2 + &)k

= -~ 6i + 6k

U xUp ¥ 0 por lo tanto L) y Ly no son paralelas.

PoiPoz = (3, -9, 3) - (2, -1, 2) = (1, -8, 1)
g =0l -8, 1) - (6,0, 8)]  -6+6_,
V(=6)2 + (6)2 72

81 d = 0 las rectas L, se intersectan

y L

Ejemplo II.1S

Determinar la distancia que hay entre las rectas Lj y Lp cuyas ecua
ciones son respectivamente: A

X -zl
2 ¥ 3
x + 2 MEvllin, - kEe
~6 -3 -9
Solucidn:
De Ly, Po1€0, 1, ~3), T = (2,1, 3)

De Lz, Pop(~2, -1, 0), Uy = (-6, -3, -9)

Las componentes de W) y U son proporcionales ya que Uz = -3 (Uy).

Por lo que se concluye que W) es paralelo a u; y en este caso la ex
presion para calcular la distancia no tendria solucidn.

Pero en este caso podemos determinar la distancia entre las reccasa
como la distancia de ur punto cualquiera de una de ellas a la otra
recta.

Tomemos P,3(0, 1, -3) y calculemos la distancia a L,. Esta distan

cia esta dada por:

I(F‘J. - Fez) Kizl
|a, |

dw=




P.1 - Pz = (0, 1, -2) - (-2, =1, 0) = (2, 2,9

(Poy - Po?) x Ty = i i k | = (-18-5)i - (-18-18)j + (-6+12)k
2 2 -3
SRR | = - R 6k

|(Foy - Pup) x W]l = /-ZN? + (3602 + (6)2 = V3CBI
[6;] = /-6YZ + 3)7 + (-9)7 = V126
_ /7061 229
e VI

I d = 4.04 u

En este casv si la distancis fuera igual a ceru, las dosrec
tas serian coincidentes.

NOTA:

[.1.7 INTERSECCION ENTRE DOS RECTAS

fn el ejemplo I1.14, al calcular la distancia entre dos rectas dadas,

1legamos a1 célcuto de una distancia igual a cero, y dado que las rectas

no son paralelas, concluimos que se intersectan, es decir que tienen un
_ punto comiin.

En el caso de que sean paralelas y i« distancia entre ellas sea jgual a
cero, entonces todos sus puntos son comunes, es decir las rectas son
coincidentes.

Anora bien cuando sabemos que dos rectas se intersectan, podemos deter-
minar el punto de interseccidn. Mo existe una expresién general para ha
1lar este punto, sin embargo a continuacidn se describe un método para
determinarilo.

Sean las rectas:

Xx=x] + t) 8 ACH=SEOTEE | tyab
Li: Jy=yr+t:rdy La: Jy=y2+t2 b
) SRSy Gl z =12, 4ty cy

St el punto P(x, y, z) es el punto de interseccidn, entonces sus coor-
denadas deben satisfacer simultdneamente a las ecuaciones de las rectas;
en tal caso podemos hacer la siguiente igualacidn:

x1+t1a1'-x2+t2a2

b s e - ol o

2] +'ty e = 254 £ Cy

Stiendo datos X1» Y1ls 21, X2, Y2, 22, 31, by, €)1, az, by, cz, entonces
las incégnitas son los parametros t, y r,. Esto implica que tenemos un
sistema de tres ecuaciones con dos incégnitas, el cual tiene solucidn
finica o no tiene solucidn.

Si resolvemas para dos de las ecuaciones y los valores de ty y t; satis
facen la tercera ecuacion, entonces esos valores de t; y.-ts son la solu-
cion al sistema. Si no se satisface la tercera ecuacidn entonces el sis
tema no tiene solucion y en consecuencia las reqtas no se intersectan.

Si existe la solucidn, entonces al sustituir el valor de t; en lasecua
ciones de L; o el de t, en las ecuaciones de 1,, obtendremos los valores
de x, y, z correspondientes a Tas coordenadas del punto de interseccidn.

Ejemplo II.16
Obtener el punto de interseccidn de las rectas del ejewplo 1I.l4
Solucién:

Lj: contiene a P,1(2, ~1, 2) y es paralela a u; = (1, -2, 1)

x-3_3+9_2-3
2 2 2

Ly:

Obtenemos las ecuaciones paramétricas:
L]" (X, Yy, z) — (2; "ln 2) I C!(l, ~25 1)

e (24+ 1, -1 -2{1, 2+ t))



(/c/

2w Yk ey o=l =2t, z.= 2+ Ty
x - 3 ) ~ 3
Lot 7 ® t2, .Lz'— = Lo, - 3 =ty
x e 3+ 2t,, y = =9 + 2t,, z = 3+ 2ty

Igualando:
2+ t) = 34 2t
-1 - 2t3=-9 + 2tz
2+ t) =3+ 2t i
Tomemos la segunda y tercera ecuacion:
=1-2t) + 9= 2ty =0

d +oty = 31 Men =20

Haciendo operaciones y multiplicando la segunda por (-1)
-2{]-2C2+8=0

=0ty + 2By =0

Semando:

= 3ty +. 30

Sustituyendo t; = 3 em la tercera:

-3+2t, +1=0

‘t2= ll

Los valores de tj; = 3 y t; = 1 deben satisfacer 1la prime
ra ecuacion:

2+(35

3+ 2 (1)
3% 5
Si se satisface, por lo que el sistema tiene 8olucion. Para obte~
ner las coordenadas del punto de interseccidn sustituimos t; o tp
eu las ecuaciones de Lr y Ly respectivameate.
Tomemos t; = 3
Si x = 2+ Ey

y = -1 - 2¢t,, @& 2 % by

Entonces:
xe 2+ 3, y=s=1-5, z=2+3
Por lo tantc el punto de interseccidon es:
IP(S, =7, 5) l

Comprobacidn:

Tomemos : tz = 1 en las ecuaciones de Lo:
x =3 + 2t3, y = -9 4 2t,, z= 3+ 2,
x=3+2 , y=-9+2 , Zm 342

De donde: {
FE=EEST y » -7, 5w B

| #s -1, 9 l

I1.1.8 FAMILIAS DE RECTAS

En los incisos anteriores hemos visto que una recta queda cefinida si se
conocen su direccion y un punto de ella. Incluso si conocemos dos puntos
de la recta, ambes puntos nos determinan su direccion, e independientemen
te cualquiera de los dos lo utilizamos cemo pusito conocids de la recta.

Ahora bien, si partimos de una sola de las dos condiciones que ncs defi-
nen a una recta, entonces 10 que definimos es un conjunto de rectas que
cumplen con esa condicidn. Por ejemplo si tenemos el siguiente enuncia-
do 4ca £a necla L que contiene al pustto Pil{x1, yi1, 23)s dado que no esta
mos estableciendo ladireccidn, entonces nuestro enunciado no se refiere
a una sola recta, sino a un conjunto infinito de rectas que cumplen con
la condicion dada. Figura II.9.
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AN

\\\ Y

! X Figura II.9

conforme a To anterior formulamos la sigufente:

DEFINICION. Se llama familia de rectas, al conjunto formade por
todas las rectas que satisfacen una sola condicién
geométrica, de tal forma que al establecer otra condi
cidn se definir3 una y sdlo una de las rectas que per
tenecen a la familia. |

Segin esto, el enunciado de nuestro ejemplo debe decir sea L 2a familia
de nectas que conticne @f punto Py(x1, y1, z1). Esta familia la pode-
mos expresar con notacion de conjuntos como:

L = {rectas que pasan por Po(Xes Yos 2o)}

Analiticamente también tenemos expresiones que nos la definen. Por
ajemplo las ecuaciones en forma simétrica de una recta son de la fonrna:

- iy, | R Jlailin 4 Z — Ze

a b &

Si en estas ecuaciones sustituimos las coordenadas de P, entonces que-
fa:

S0

que son las ecuaciones en fonina simétrica de la familia de rectas que
cantienen a Py(x), y1, 21); en donde como a, b ¥ ¢ no estan definidos,
quedan como pardmetros de la familia de rectas. -

Ejemplo II.17

Determinar las ecuaciones de la familia de rectas que contienen al
punto P;(1, -3, 2)

Solucidn:

En forma simétrica = =

Ejemplo II.18

Hallar las ecuaciones de la familia de rectas que son paralelas al
vector U = (3, 2, ~1).

Solucidn:

En forma simétrica

Ejemplo II.19

- Determinar las ecuaciones de la familia de rectas que contienen al

origen.
Solucidn:
3 p x 2z
En forma simétrica 2 =1 =2
a b c
-

Ejemplo II.20

iCubles son las ecuaciones de la familia de rectas que son paralelas

al eje X?
Solucidn:
X =Xo + ¢
Paramétricas
YIS
. o~ 2,
{1.2 EL PLAND

II.2.1 ECUACION VECTORIAL DEL PLANO Y ECUACIONES PARAMETRICAS

En el subtema II.1 defininos a la recta en el espacio, como el conjunto
de puntos P para los cuales, el vector de posicion 7 de cualquiera de




St

ellos puede expresarse, coma la suma del vector de posicign P, de un pun

to dado mds un vector paralelo a un vector dado u; lo cual expresamos
analiticamente com0 p = p, + t4.

En forma andloga definiremos el planc, pero con la diferencia de queal
vector p, le sumamos dos vectores paralelos a dos vectores dados u; ¥ uz
respectivamente.

Partiremos de las sfguientes condiciones:

_Sea Po(x,, Yo» 2Zo) Un punto en el espacio y sean uy = (a1, b3, ¢3) ¥
u; = (ap, by, cp) dos vectores no paralefos.

DEFINICION. Un plano es el conjunto de puntos P(x, y, z) tales que
el vector de posicidn de cualquiera de ellos se puede
expresar como la suma del vector de posicifn P, del pun
to P, mas dos vectores paralelos a los vectores Ty y
U, respectivamente.

-
Lo anterior queda expresado por la siguiente ecuacidn vectorial:
Fa'ﬁ,+‘:ﬁl+sﬁz; r, 8 £ R

Si r = s = 0 entonces la ecuacion se reduce a p = po, 10 cual nos indi
ca que el punto P, pertenece al plano.

La interpretacidn geométrica de la definicidn de plano aparece en lasi
guiente figura II.10.

)"

< Pigura II.10

Ya que el plano contiene a P,, ¥ todos sus puntos se pueden definir a
partir de las direcciones de @y y up, a la ecuacion:

[F-$.+t'i1+sﬁzl t,s¢ R

Se le 1lama ecuacidn vectorial del plano gue contiene al punto P, y Que
es generado por los vectores u) y u,

Ejemplo II.21

Determinar la ecuacidn del plano ¥ que coatiene al punto P,(l,2,-1)
y que se genera por ) = (0, 2, -2) y uz = (I, 1, 2)

Solucidn:

ol
q

(1, 2, -1) + r(o, 2, =-2) +s(1, 1, 2)

(1, 2, -1) + (0, 2r, ~2r) + (s, s, 2s)

(l+s,2+2r+s, -1 -2r + 2s)

SoP= (U +s,2+ 2r+s, -1 -2r + 2s)

Ecuaci6n vectorial del plano =

Si en la ecuacidn vectorial del plano P = P, + ruj + suz sustitui-
mos los vectores por sus respectivas componentes tenemos:

(xy ¥, 2) & {xay Yo 2s) +5lay,; by, €3) * 8laz, boy c3) =
= (Xo» Yos» 20) + (raj, tb), rcy) + (saz, sbp, 8c3) =
= (x, *+ va] + sag, yo * tby + sbs, z, + rej + scy)
(x, ¥, 2) = (xo + ra; + saz, yo + tby + sbp, zo + rey + scp)

Por igualdad de vectores tenemos:

X =™ %o + raj + sa;
Y = Yo + ¥by + sby r, 8¢ R

2 ® 2, + rey + scy

que son las ecuaciones paramécricas del plano que contieme 8l puate ~
P, y que se gemera por ut y 1,

Ejemplo 1I.22

Hallar las ecuaciones parsmétricas del plano wn definido en el ejen
plo IIL.21.
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Solucidn:
La ecuacidn vectorial es:
P=(Q0+s,2+2r+s, -1-2r + 23)
De donde:
(xy y» 2) = (L +s, 2+ 2r +s, -1 =2r + 23)

Por la condicion de igualdad de vectores tenemos:

x=»l+s

n: y B 2 452 %S Ecuaciones paramétricas

z = -] =2r + 23

Ejemplo II.23

Verificar si el punto P1(3, 6, 1) pertenece al plano m cuyas ecua=-
ciones paramétricas son:

x=>1+s
n: y=2+2r+s

zm -]l -2r + 2s

Solucidn:

Si el pumto P pertenece al plano, entonces sua coordenadas deberdn
satisfacer las ecuaciones de 7:

3214+
6 =24+ 2r+s
le~] -2r + 2

De la primera ecuaciSn tenemos que s = 2, sustituyendo en la segun-
da nos queda r = 1 y sustituyendo ambos valeres en la tercera:

1 e <1 =2(1) + 2(2)
le-1-2+1

e 1 =9

Las coordenadas del punto satisfacen las ecuaciones del plano, por lo
que concluirws:

[ P1(3, 6, 1) pertenece al plano w

X
%

ki

-

Plano definido por dos rectas que se intersectan. Cuando en la ecua-

cion vectorial del plano 7 = §, + ry) + su, s toma el valor cero enton
ces la ecuacion se reduce a § = P, + ruj que es la ecuacion de uda rec-.
ta que contiene a P., es paralela a u; y estd contenida en el plano. Si
ahora r es el que se anula, entonces nos queda p = B, + su; Qque es 1a
ecvacion de una recta que contiene a P,, es paralela a u; y también es-
Figura II.11.

td contenida en el plano.

Zy

Figura II.11

En este caso se han definido dos rectas que estan contenidas en el pla
no, que se intersectan en P, ¥y cuyos vectores paralelos son respectiva-
mente los vectores que generan al_plano. -

Contrariamente dos rectas no coincidentes, que se intersectan en unpun

to, definen a un plano cuyos vectores generadores son respectivamente
los vectores paralelos a las rectas.

Ejemplo I11.24

Determinar la ecuacidn vectorial y las ecuaciones paramétricas de
un plais v Jdefinide por las rectas cuvas ecuacicucs Soin

Ly: - ; ~ % = 2z -1
% =3 z -1
Lz: 2 Ll = L 4

Soiucion:

De la ecuacidn de L} tenemos que Po1(2, 0, 1) y u; = (3, 2, 1)

4
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De la ecuacidu de Ly Po2(2, 0, 1) y T2 = (2, -1, 4)

Por lo que las rectas se intexsectan en P,(2, 0, 1) que es un pun
to también del plano =.

Los vectores G; Yy us son dos vectores gue nos generan a %, por lo
que la ecuacidén vectorial del plano es:

B = {20, 1) s, 2, IDRPNSs (2, -1, 4)=
= (2, 0, 1) + (3r, 2r, 1) + (2s, -8, 4s) =
=(2+3c+2s, 2r-s, 1 +r + 4g)

"Pp=(2+3r+2s, 2r - s, 1 + r + 4g)
Las ecuaciones paramétricas son: P

x =2+ 3r + 2s

y 2r = s

zal+r+ 4s

Plano definido por tres puntos no colineales. Sean tres puntos

P'f(x‘“ Yos Zo), P1(x1. Y1, 21), Pa(x2, y2, z2) que no pertenecen a una
misma recta (no colineales).

Teorema: Si P,, P} y P, son tre% puntos no colineales, existe un
plano m y sdlo uno que /contiene a los tres. puntos.

DEMOSTRACION

. Supdngase que uno de los tres puntos es el origen, por ejemplo P,, en-
tonces los vectores de po¥icidn p; y P, quedan como vectores generadores
de un plano =; que cpntiene.al origen y que contiene a los puntos Py ¥y
Pp. Figura 11.12.

4 |

<Y

Figura II.12

La ecuacion vectorial de este plano es:
wyt P = rp; + 5P r, s eR

Supdngase ahora que tenemos otro plano -, que contiene al origen y que
contiene a Py y P,. Su ecuacidn serd de la forma:

Wy Pl = r¥u; + &ly £, s eR
Si este plano contiene a Py y P, entonces por definicidn:
Pl = au; + bu,
u) no paralelo a Up
P2 = cu) + du,
en donde a, b, ¢, d Son ciertos escalares.
De aqui que la ecuacion vectorial de n; se puede expresar:
P = rlat; + bTy) + s(cUp + dT3)
que reagrupando nos queda:
7 p o= (ra + sc)my + (b + sd)Ty
Lo que nos indica que cualquier punto de =; -se puede definir a partir de

los vectores generadores de w5, por lo que concluimos que el plano », es
ta contenido en el plano =,.
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Ahora si{ en las expresiones: ] Para obtener la ecuacién vectorial de un plano definido por tres puntos,
los vectores generadores se pueden determinar restando los respectivos
- . = vectores de posicion de los tres puntos, por ejemplo:
P1 = au) + bup
Uy =P1 - Tes Ty =Pz - Do

P2 = cup + diy
con los cuales la ecuacion vectorial del plano queda:

Multiplicando 1a primera ecuacidon por d y 1a segunda por b tenemos: — =
T = Po + rlp1 - Bo) + s(p2 ~ Po)

dp; = adu; + bdup

bPz = bely + bdup Ejemplo II.25

Resténdolas nos queda dp; - bPz = adu) - bed) Determinar la ecuacidn vectorial y las ecuaciones paramétricas del

De donde: plano definido por las puntos

Po(1, 0, 2), P3(1, 2, 0} y Po(-1, ~2, -3)

b i —
ad ~ be pl_ad—bc E2 = U
Solucidn:
En forma similar obtenemos:
P=(1, 0. 2) +r[{1, 2, 00-(1, 0, 2]] + s[(-1, -2, -3)-(1,9,23 =

Cc — a —
bc - ad P! " hc - aq P27 W2 = (1, 0, 2) + (0, 2, -2) + s(-2, -2, -5) =

= (1l ~2s, 2r - 25, 2 - 4r - Ss)
Esto implica que la ecuacidn vectorial de u, se puede expresar:

P=Q0Q0-2s 2r - 2s, 2 - 2r - 55)] Ecuacion vectorial

.=t afoxd ae: Ao of. YD Sl o
w2 P (ad-bc+bc~acl)pl+( ad - be bc—nd}pz Syt TR

Lo que fmplica que cualquier punto de 7, se puede definir a partir de e e EF QIS DRSS Sk

los vectores generadores de m, por 1o que concluimos que n, estd conte Slaor S no
nido en el plano m,

finalmente ny cn; ¥ 12 ¢ M <m> 1y =73

Con 1o que se completa la demostracidn.

1I.2.2 VECTOR NORMAL Y ECUACION NORMAL DEL PLANO

Sea P = Po + Tu] + S, un plano 7 que contiene al pun ‘
to P, y es generado por u} y u. Un vector N que es

ortogonal simulténeamente 2 Uy y u, es también ortogo
nal al plano v, a este vector N lo llamamos vector mor
mal al plano ». Figura TI.13 i

DEFINICION.




De 1a ecuacifn vectorisl del plano tenemos:
T=7P. + ra] + 50,

De donde:
§ - Po = ruy + 5U; = (ra) + saz, rb) + sbz, rey + scg)

(P - TF.) " Na (ru + sh,) © (01 x Up) =

= rajbjey - razbpey + sazbjcy ~ sazbaey +

+ ragbjey = rajhjcy; + sazbze; — sajbzes +

+ rajbaey - vasbje; + sajboecs — saghyes; = 0

]

A la ecuacidn:

(P-F) "N=0

se le llama ecuacidn_mormal del plano que contiene al punto P, y
yo vector normal es N,

Figura II.13 Vector mormal a uvn planc

Si el plano estd definido por.dos rectas L; y L, Cuyos vectores par:
los son respectivamente u; y W, y que se intersectan en el punto P,,
ecuacion normal del plano estard dada por:

Recuérdese que en el tema I se vio que el producto vectorial entre dos
vectores, da por resultado un vector ortogonal a los vectores que se es
tdn operando. La aplicacidn de esto nos lleva a que podamos obtener un ’
vector N normal al plano » como: ](; ey .l < 0 ‘

W=1 T Finalmente si el plano estd definido por tres puatos P,, Py, P, 0O i

- (T o e = - lineales, 1a ecuacidn normal del plano 1a obtenemos como:
Por definicidon u, y oy son vectores no paralelos, 1o que nos garantiza R e
1

que @ x W ¢ D % [_-(;'F-)'(51-3.)X(Fz-iu))'0l

Con base en lo anterior se enuncia el siguifente:

TEOREMA. Dado un plano 5 que contiene al punto P,, es generado por ¥
los vectores no paralelos u) y Uz, Y cuya ecuacidn vecto-
rial es p = Po + TU] + SU. Sea U] x Uy * N, entonces:
El plano n €8 el conjunto dc todos los puntos P tales gue
sus respectivos vectores de poaicidn sastisfacen la ecua-

2%
clon: //
i ' s—_———-

i B (P-%.) Naug _ 11.2.3 ECCACION CARTESTANA DEL PLANO

—— j *

Sea un plano r que contiene al punto P,(x., yo» 2.) ¥ CUyo vector nc

Demostracidn: mal es N = (A, B, C).

Uy = (a1, by, €1)y W2 = (az, bz, €2) La ecuacion normal del plano n es de Ta forma:

N = Y] x U3 =E(b,c2 - bacyi), (azcy - aje2), (aghy - ‘2"18 (; - B ¢ Neo
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en donde p es el vector de posicidn de un punto cualquiera P(x, y, z)
que pertenece al plano =.

Por las propiedades del producto escalar, la ecuacion normal la podemos
expresar : (P-2,)-N=0O

i P-N-P.-FN=0 PB,nN-0

¢
c

z|
=)

=N -5, =0
Sustituyendo a los vectores por sus respectivas componentes tenemos:
(A, B, C)o(x, y» 2)-(A, By C)* (X0, Yo, 2o) = 0
Efectuando los productos:
Ax + By + Czl- (Axo + By, + C25) = 0
Si hacemos:
D = - (Axo + By, + Czo)

Nos queda:

Ax + By + Cz + D = 0

que es 1a ecuacidn cartesiana dada en forma general del plano =.

Ejemplo II.26

Hallar la ecuacidn del planoc que contiene al punto P.(2, 1, =3) y
as normal al vector @ = 2i - 3j + 2k 2

a) En forma neormal.
b) En forma cartesiana.
Solucidn:

a) Ned= (2, -3, 2)

Sop-(2,1, -3) - (2,-3,2)=0

b ((x, y, 2z} ~ (2, 1, -3)) - (2, -3, 2y =0

2x = 3y + 22 - (4~-3-~6)=0

[5% -3y +22t5= 0|

c

Ejamplo II.27

Determinar la ecuacidn cartesiana del plana que estd definido por
las rectas -

Ll y £ 2 3 -7

2 3 1

Ll:

Ly 1 g i R |

que se intersectan en el punto Po.(5, 4, 1)

Solucion:

o

(P -Peo) » (U7 %) =

de Ly tenemos que uj; = (2, 3, -1) y de Lz, Uz = (-3, 2, 3) por lo
que:

(tx, y, z2) = (5, 4, 1)) + ((2, 3, -1) x (=3, 2, 3)) =0
G NSy~ 4y82 - 1) €2, 3, -1) x 6392, 3) =40

Se trata de un producto mixto:
= {x-511-¢y - 63+(z - 1) 13

= 11x ~ 3y +132-56=0

11x - 3y + 13z - 56+ 0 |

Ejemplo II.28

Obtener la ecuacidn cartesiana del plano que contiene a los tres
puntos no colineales L(2, 2, 1), (3, 3, 3) y q(1, 0, 2).

Solucidn:
(P-Ps) - ((p1 - Fe) x (P2 = Pa)) = 0
entonces p, = (1, 0, 2)

Tomemos a Q como P,

a 1 como P, entonces py = (2, 2, 1)
y a M como Py  entonces P2 = (3, 3, 3}

P tiene las coordenadas (x, y, z)
((x, vy, 2) - (1,0, 2)) + (((2, 2, 1)-(2, 0, 2))x((3, 3, 3)-(1,0,2)}) =

= ((x, y, 2 - (1, 0, 2)) * (1, 2, =1) x (2, 3, 1) =0




s claro que la distancia d es igual al valor absoluto de la componen-

x-1 ¥ z -2 = (x - 1)5 - 3y +(z - 2) (-1) = te escalar del vector § - p., sobre el vector N, o sea
1 2 =1 d = |Comp. Esc. §q - Pol
2 3 1. (WE=Esx — 3y - 2 - 3= De donde:
- 0 : 4= 1@-F) - 7l
| LSx—By-z—SﬂoJ 4 - ]
¥
¢ ;
Ejemplo 1I.29
Si un plano contiene al pento P,(l, -1, 0) ¥y su vector normal es
I A : . % N = (6, 24, -8). Calcular la distancia del plano al puntoq(12,2,14),
2. TANCIA DE UN PUNTO A UN PLANO
- Solucidn:
Sea un plano n que contiene al punto P, y cuyo vector normal es §, y e lectz. 2. 02 ~(1, -1, 0)): (6, 24, -8 |
sea Q un punto que no pertenece al plano. V(62 + (24)2 + (-8)2 (-8)2
bEFINICION. La distancia de un plano % a un punto Q, es la longi- | = I(ll' 3, 16)(6, 24, ‘8)! = *+ 26
tud del segmento dirigido ortogomal al plano n, y cu- . Y676 26
yo punto inicial e8 un punto del plano y punto final .
- T
Graficamente lo representamos en la figura 11.14, Ejemplo II.30
i 1 i Si la ecuacion de un plano es 6x + 24y -~ 8z - 78 = 0. iCual sera
Z]L la d stancia del plano al punto *Q(-6, -8, 4)?
Solucidn:
'ﬁ-""o Q Para aplicar directamente la expresidn de distancia de un punto a
B un plano, nos falta determinar un punto del plano, lo cual podemos
0 N hacer fijando el valor de dos de las variables de la ecuacion del
d plano, y calcular el valor de la tercera variable.
| % Pero también podemos proceder de la siguiente manera:
q
p! i El numerador de la ecuacidn para calcular la distancia es:
¥ @ -7 « §l
El cual lo podemos expresax como:
g~ v gy .
d = distoncia de = a Q 3
. d=IPRGl ; P,Q normal a e 2
| ! el Z Recu€rdese que en el inciso lI.2.3festablecinos e la D de la
i ecuacion cartesiana del plano - (N - p,) ¢ para este caso

Pigura II.14 Diatancia de un punto a un plano vale -78.
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_Por otra parte N q = Aq) '+ Bgz + Cq3, que para este caso queda _ . ;

N - g ="6(-6)_+ 26(-8) -8(4) de donde: ST

| | dad .33y
_ J6(-6) + 24(-8) -8(4) - 78] _jL338 | - %
5 O+ QO+ o | %%

>

2 o d mSl3= G

K}

o

.Q‘Anah'cems ahora el caso particular de encontrar la distancia de unpla

no = al origen.
Sea = un plano que contfene al punto P, y cuyo vector normal es N.
$1 queremos determinar 1a distancia de = al origen, 1a obtendriamos por:

qol@-50 -Fl _ |-G @
In] IN]

Recudrdese nuevamente que - (p, - N) = D lo que implica que si el
plano estd dado por su ecuacidn cartesiana, entonces la distancia del o
rigen al plano.estéd dada por:

_!P._!_ .

R

Ahora bien si el plano contiene al origen, entonces esta distancia va-
le cero, o sea que:

D
Sl
]

Esta expresidn se cumple s6lo cuando D = 0.
LY

De donde concluimos que si en la ecuacidn cartesiana de un plano:
Ax + By +Cz2+D =0

el termino D es nulo, entonces el plano contiene al origen del sistema
de referencia.

I1.2.5 ANGULO ENTRE DOS PLANOS

Sea P,y ¥ ﬁl el punto y el vector normal que definen a un plano nj y
sea P, ¥ N, el punto y el vector normal que definen a otro plano =;.

—_—

DEFINICION. E) angulo entre los planos w) y Ty es el angulo 6 gue

fotman Sus respectivos vectores normales Ny y N,

Figura 1X.15 Rngulo entre 4os planos

Por la expresidn para calcular el dngulo entre dos vectores vista en el
tema I, tenemos que el dngulo entre el plano = y el plano wn, estd dado
por:

1 N2

1| |82l

b4
8 = ang cos

|z

o por:

' [Fy x W,
6 = ang sen T—————="—
W W] A

Ejemplc II.31
Calcular el angulo que forman los planos
LI 3x~ 5y + 6z = 15
Wyl kK +3y-52= 2
Solucidn:

W = (3, -5, 6), Np = (1, 3, -5)



8 = ang cos o) Cls 3,00 -
8 T Cors 02 A2z 2+ 2

/
g 15 =ik
;70 V35

8 = ang cos 2;;; = ang cos %

6 = 148.05°

1.2.6 PERPENDICULARIDAD, PARALELISMO Y COINCIDENCIA

Sea el plano w1y definido por el punto P,; y por el vector normal N1,
sea tambien el plano =, definido por el punto P., y por el vector nonnal
Na.

PERPENDICULARIDAD

DEFINICION. Dos planos 71 y 3 son perpendiculires si y sblo si
sus respectivos vectores normales N; y N, son ortoge
nales.

- De esta definicidn se sigue que dos planos n; y v, son perpendicg]ares
si y sdlo si sus respectivos vectores normales N, y N, forman un &ngulo
igual a n/2

De 1a expresion de angulo entre planos estudiada en el inciso anterior
tenemos:

"—" = ang Cos '_"—“"El. EZ
2 IYIEA
0 sea: o
cos x . le-—zg— 0
2 IN; [N, |
.N-l iﬂ = Q0

De donde la siguiente condicidn:

Dos planos =, ¥y v, son perpendiculares si y s6lo si para sus respecti-
vos vectores normales N; y W, se cumpie que:

Nl'ﬁzﬂﬂ

La interpretacion grdafica de 1a perpendicularidad entre planos estd en
la siguiente figura II.16.

Figura II.16 Planos perpendiculares

Ejemplo 1I.32

Determinar la ecuaci®n cartesiana del plano =»; gue es perpendicu—
lar simultineamente a los planos

Wy o — 2yabidz ~ la=10
ma b Besfiley-1, 1) N3y= (1, 0, 2)

y que contiene al punto P.1{0, 0, 2)

Solucidn:

Si .) tiene que ser perpendicular a 73 y w3 simultidneamente, enton
ces su vector normal N tiene que ser ortogonal simultaneamente a

los reﬁpectivos vectores normales de wp y w3. El vector normal de
1, es Np = (1, -2, 3) y el de n3 es N3 = (1, 0, 2).




Aplicando el producto vectorial: Para obtenér una solucion del sistema fijamos una de las variables, por
ejemplo:
i 3j k
- - - a.= 8
Ny = Ny x Ny = 1 =2 3 = =43-(-1)3 + 2k
Y resolvemos el sistema:
1 0 2
8 ~ 2b + 3c 0

Fl-(—k.l.Z)I S Bk =)

De 1a segunda ecuacién tenanos que ¢ = - 4, sustituyendo en la primera:

Como el plano m contienme al puato P,1(0, O, 2) entonces su ecuacidn
normal sera:

(F-0(,0 2) (41,2 =0 8- 20 +3 (-4 =0 )

8~2b-12=0

De donde:
(x, ¥y, 2-2) « (-4, 1, 2) = SEVF=F QRS
= 4x+y+2z-4=0 De donde:
b=~ 2
o o =bx+y+22-4=0
Por lo que:

m = (8, -2, -4)
Este problema 1o podemos resolver aplicando 1a definicion de perpendi- ’
cularidad. E1 cual con el punto dado P,;(0, O, 2) nos definen al plano cuya ecua-
cidn normal es:
Si m; es perpendicular simultdneamente a n, y n3 entonces se deberd cum

plir: (- €0, 0,2)) - (8 -2, -4) =0
-
Ny 2Ry = 0 Y cuya ecuacién cartesiana es:
A s L 8x—2y—foz+8=0]

Supongamos que:

N; = (a, b, )
CASOS PARTICULARES

Entonces:
C(a, b, ¢) = (1, -2,3) =0 ’ Sea un plano w perpendicular al plano coordenado xy. Figura I1.17.
(a, b, c) = {1,0,2) =0
g sea:
a=-2b+ 3c=0
a + 2c=a0
Con lo que obtenemos un sistema de dos ecuaciones con tres incdgnitas, =

el cual no tiene solucidn Unica.
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Figura II.27 Planc perpendicular al XY

Como el plano n es perpendicular al plano xy, el vector normal de = de
be ser ortogonal a cualquier vector normal a xy, pero a su vez cualquier
vector normal al plano xy es paralelo a la direccion del eje Z. De don
de el vector normal a = es ortogonal a 1a direccion de z, por lo que sy
tercera componente es nula.

Esto significa que el vector normal a n es del tipo N = (A, B, 0) por
1o que la ecuacion cartesiana del plano es de la forma:

Ax + By + Db = 0

De donde concluimos que si en la ecuacidn cartesiana de un plano n, el
coeficiente de la variable z es cero, entonces el plano es perpendicu—
lar al plano coordenado xy. Y

En forma andloga si en la ecuacidn cartesiana de un plano r, el coefi-
ciente de 1a variable y o el de 1a variable x es cero, entonces el pla-
no es perpendicular al plano coordenado xz o al yz resqgctivamente.

PARALELISMO

DEFINICION.. Dos plancs %) y 7; son paralelos si y sdlo si sus res
pectivos vectores normales N} y N; son paralelos.

En el tema I para la condicifn de paralelismo entre vectores se vio
que dos vectores son paralelos si su producto vectorial es igual a cero,
To cual es consecuencia de que sus respectivas componentes sean propor-
cionales.

Aplicando esto al paralelismo entre planos, tenemos la siguiente condi
cion:

Dos planos =} y 7, son paralelos si y s38lo si para sus respectivos
vectores normales N; y N, se cumple que:

To cual equivale a que se cumpla también que:

Ny = kN K € R. x 70

El paralelismo entre planos estd representado grdficamente en la si-
guiente figura II.18.

i

Figura II.18

Ejemplo II.33

Obtener la ecuacidn cartesiana del plano que contiene al punto
P(4, 2, -6) y que es paralelo al planc cuya ecuacidn es:

10x - 4y + 8z - 18 = 0
Solucidn:
La notmal al plano dado es Ny = (18, -4, 8)
Suponemos la normal al plano pedido ﬁz = (A, B, C)
Por la condicifn de paralelismo:

A = 10k, B = -4k, C = 8k, k#0




S$i tomamos k = 1, entonces:
A = 10, B = -4, C=38 .
De donde un vector normal al plano pedido es Np = (10, -4, 8) y co~
wo contiene al punto P(4, 2, ~6) la ecuacién cartesiana del plano
estd dada por:
10x - 4y + 8z + D=0
En donde;

D=- (40 - 8 - 48) = 16

Fipalmente:

10x ~ 4y + B2 + 16 = 0

CASOS PARTICULARES

Sea un plano s paralelo al plano coordenado xy. Figura II.19.

Zi

-<‘|f

Figura II.19 Plano paralelo al XY

Dado que n es paralelo al plano xy, el vector normal a n debe ser para
lelo a cualquier vector normal a xy, pero a su vez cualquier Vector nor
mal al plano xy es paralelo a la direccidn del eje 2. Por lo que el vec
tor normal a n es paralelo a la direcci6n del eje z y como consecuencia
es ortogonal a 1a direccién del eje x y a 1a direccibn del eje Y, de don
de sus dos primeras componentes son nulas, es decir N = (0, 0. C). iy

La ecuacién cartesiana del plano paralelo al xy, es de 1a forma:

CZ+D=20

De donde:
ol 2
Pero:
D = -(Ax, + By, + Cz,) AsO B= 0
D= GR,
Sustituyendo:
Z = Zs

De donde z, es la cota de tados los puntos del plano.

De donde concluimos que un plano paralelo al plano xy tiene una ecua-
cion de la forma:

Z=k5% k e R

En forma andloga un plano paralelo al yz tiene una ecuacién de -1a for-
ma:

Y un plano paralelo al xz

Vy=k. k ¢ R

COLNCIDENCIA

DEFINICION. Dos planos w); y n, son coincidentes si y eflo si sus
respectivos vectores notmales N; y N, son paralelos, |
y ademds existe al menos un punto que est3d contenido
en m y T3

Si sus respectivos vectores normales son paralelos entonces:
W =kN; k e R k#0
Supongaros que w, tiene de ecuacién:

s Apx + Byy + C12 + Dy = 0 v Mp: Ap¥ + Boy + C3Z + Dp = 0

Entonces por condicién de paralelismo entre sus vectores normales tene-
mos que:




F '

AI‘kAz 81=knz Cl"kC2 k#0

Ahora bien supongamos que existe un punto P.(x., yo, zs) contenido en
ambos planos.

P, debe satisfacer las ecuaciones de =; ¥y w;, esto es:

Alxy + B)ys + Cjzo + D; = 0

AR, + Baya + Cozo, + Dy = 0
pero por la proporcionalidad de los coeficientes A, B, C, podemos escri
bir:

k Ayxs + KBy, + k€22, + Dy = 0

Apxe + By, + CaZo + Dy = O
De donde:

—5—1- = = (Asxs + Bay, + CZ,)

Dy = - (Azxe + Bayo + CpZo)

Lo que implica que:

D}
P

0 sea:

|D;=kn2|

Lo que nos lleva a la conclusidon de que si en las ecuaciones cartesianas
de dos planos:

Ty: Ajx + Byy + Ciz + D = 0
32 MApx+ Boy + C2z + Dy = 0
$e cumple que A} = kA, B) = kBy, C; = kC;, D; = kD, en donde k es una

¢onstante diferente de cero, entonces los planos w; y =, son coinciden-
tes.

1I.2.7 DISTANCIA ENTRE DOS PLANOS

En el espacio, dos planos se intersectan o sen paralelos. En caso de
ser paralelos, la distancia entre ambos, estard dada por la distancia
de uno de los planos a un punto del otro plano, la cual podemos calcu-
lar por la expresidn correspondiente estudiada en el inciso II.2.4.

En caso de intersectarse, se considera que la distancia es nula.

Ejemplo II.34%
Determinar la distancia entre los planos
w1 2x - 3y + 6z=0
Tyt ~6x + 9y - 18z +2 <=0
Solucién:

La distancia entre un punto Q y un plano ‘que contieme a un punto
P, ¥y cuyo vector normal es W, est3 dada por:

a-1E@-2) - Wl
I%]

Para aplicarla, consideremos a Q un punto cualquiera de uno de los
plarntos, por ejemplo #,. Para determinar las coordenadas de Q, fije
mos arbitrariamente el valor de dos de las variables en la ecuacidn
de m; por simplicidad hagamos y = 0, z = 0 entonces:

mp: ~6x + 9(0) -18(0) + 2 =0

De donde:
x =%
De aqui:
Q1/3, 0, 0)

Y su vector de posicidn es q = (1/3, 0, 0)

Ahora necesitamos un punto P. de 71, el cual podriamos obtemerlo
por el mismo procedimiento por el que obtuvimos a Q, pero ndtese
que en la ecuacidn de m; el térmimo D no existe, por lo que segiin
lo visto en el inciso II.2.4 esto significa que w) contiene al ori
gen. Entonces podemos tomar P.(0, O, 0) y la distancia la calcula
mos a partir de:



¢ JB1/3, 0, 0-0, 0, 08 . (2, -3, &)] _
237 + =3)7 1 (6)2

L4

[a173, 0, 0 - 2, -3, 8]

/49

-a'u]n

11.2.8 INTERSECCION DE DOS PLANOS

DEFINICION. La interseccidn de dos plamos m; y 15 es el conjunto
de todos los puntos que pertenecen al plano n3; y al
plano m,

Si cada punto de la interseccion de dos plancs estd contenido en ambos,
entonces cualquier punto de la interszccifn deberd satisfacer las ecua-
ciones de los dos planos.

Las caracteristicas de la interseccion entre dos planos estdn dadas
por el siguiente:

Teorema.- Para dos planos ©; y n, se tiene que:

a) Si w; y 1, son paralelos no coincidentes, entonces su interseccidn
es el conjunto vacio

N ow, =@
b) Si a2, y m, son coincidentes entonces
ﬂlnnzch:=1‘l’2

(%) ] _*1 Y rp NO son paralelos ni coincidentes, entonces su intersec-
cidn es una recta.

DEMOSTP ".CION

Sea m;: P = py + rm + su = =
" 3 =& u.“uz: r, s ¢R

Yy mp (F-;z)-ﬁz-o

-«
Un punto P de wy pertenece a 7, si y sflo si dado por su vector de po-
sicién p = p; + ru) + suU, se cumple que:

(1 + ruy + s0z) =5,) - ¥, =0
0 sea: i
((py - Pa) + rﬁl + 80p) ° -ﬁz = 0
Por las propiedades del producto escalar tenemos que:

(P - P2) - Ny + £(u; - N2) +sup - N2) = 0

o bien:

rluy * Np) + sfup = Ma) = (p2 - p1) * Ng (1)

a) Si w; y -, son paralelos no coincidentes, entonces wu; * N, = 0,
U - Np =0y (F2 - 7)) * Np # 0, por 1o que no hay ninguna pareja
de ndmeros reales r, s que satisfaga la expresion (1), lo que im—
p]ica que no existe ningiin punto P cuyo vector de posicidn sea
P =71 + ry + s, que pertenezca a u) ¥ 1, 5 T A »n=9

b) Si sy y : son coincidentes entonces T * W = 0, Up - N, =0 y
(P> -F) - Fr=0por Yo que cualquier pareja de numeros reales
r, s satisfacen la expresmn (1); To que implica que cualquier pun
to P cuyo vector de posicidn sea p = §1 + ru; + sy y que pertene-
ce a , pertenece tambi€n a ., 0 sea xj ¢ wy. En forma andloga
se demuestra que .. ¢ .y, POr 10 que .} = up

¢) S$i 1} y v no son paralelos ni coincidentes, al menos uno -ic: 10s
dos productos Ty - N, 6 U, - W, es diferente de cero. Entonces en
la expresion (1) poderos suponer que G; * N ¢ 0; de donde los nime
ros reales r que la satisfacen quedan representados por:

(p2 - P1)

T &

- Ny - s{u, - W)
131 -2

de aqui que un punto P pertenece a 'y ¥y @ 7y Si y s8lo si su vector de

posicidon queda expresado por:

P=p + [(pz = P))_" .NE =8 Cup - Nl)]m + s,
1 uy Nz
0 bien:
TS ____“_____(Pz_‘ Pj_) - Ne Tp+e |E - 2222 N "l'.l"l] (2)
o c W LI
En donde _EZ_:_EJI_____. T) es un vector paralelo a m, que al sumarse
a - N2

al vector de posicion p; nos da por resultado otro vector de posicién
que 1lamaremos p3




- e o L]
) < N e
Por otra parte &, - %;___ﬁz u; nos da por resultado otro vector al
1 - N
que 1lamaremos G.

Entonces la expresion (2) se reduce a:

P~ is + su s €R

que es la ecuacidon de una recta. -
Lo que completa la demostracidn

Ahora bien de la demostracion del tearema anterior tenemos que el vec-
tor u al cual es paralela la recta de interseccion, es igual a:

..___Ez N2 =

e W
0 sea: 3.

P o S I S T NP S By

?1 . N2
Pero:
(‘-‘]'52)62—(:2'Eg)ﬁl=31xﬂ2xﬁz

De donde:

— 1 - - S
u-_a_ i—(ulxuszz)
Pan ep

Si consideramos que para el plano ™1; U; x Up = N
Entonces:
T = k(N] x ﬁz)
en donde k es una constante diferente de cero.
De 1o anterior concluimos que si N3 y %, son respectivamente los vec-

tores normales a dos planos que se intersectan; entonces el vector u al
cual es paralela la recta de interseccisn, es ortogonal a ¥; y W,

Ejemplo II.35

Determinar la ecuacidn de la recta de interseccidn de los planos
no paralelos ni coincidentes:

.12 definido por Pj(2, 3, -2} ¥y N = (2, -3, 6)

1o definido por Py(2, 3, -2) y Ny = (1, -1, 2)

Solucidn:
Evidentemente P; = P> por lo que es un punto de la interseccids.

Por atra parte un vector U al cusl es paralela la recta de inter-
seccidn estd dado por:

W=Tu] x U = i i k (-6 + 6)i + (6 - 4)] +
2’ -3 6 | + (-2 + 3)k =
1 -1 20 ') =25

eutonces la recta d¢ interseccién tiene como ccuacidm vectorial:

5 e (2,3, -2)+ (0, -2, 1}

r3= (2, 3+ 2, 2+¢)

Ejemplo II.36
Determinar, si existe, la interseccién de los planos:
ngd W0 MAVEENZE S BIl=T O
Tl R Ay = g =5 -
Solucidn:
Para iy se tiene Ny = (2, =3, 1)
Para mp, Ny = (1, 3, ~2)

Dado que ﬁl ¥k iz 1os planos no son paralelos ni coincidentes; en-
tonces su interseccifn es una recta L.

tn vector de direccidn de la recta L estd dade por:
4 ol -\ ——
dm N x N; = i i k = (6 -3} + (1 +4)3 +
2! =B 4 + (6 + 3k =
1 3 -2 = 3i + 55 + 9k

Ahora necesitamos un punto de la interseccion de u) y s.; para lo cual



podemos sequir el siguiente procedimiento: Ax+ By +D = 0

En las ecuaciones de los planos fijemos arbitrariamente una de las va- -
riables, por ejemplo z = 0 entonces: ~ I 2
X . )
2x - 3y/- 1 =0 e : L . : que es la ecuacion de la traza del plano » sobre el plano xy.
’ o T
x+3y -5=0 W ) S Andlogamente:
Resolviendo el sistema:x = 2, y"if- 1 ; entonces un punto de la inter- Ax+ Cz+ D=0
seccion es P(2, 1, 0), de donde la recta de interseccion tiene como ecua ; ‘
cion: y=0
5 2 .
p=(2,1, 0 +t(3, 5,9) Z T AN .8 es la ecuacidn de la traza del plano » sobre el plano xaz.
\'_J‘ g -
P=(2+3¢t, 1+ 5¢ 9) A p) Finalmente:
._J-’ - By +Cz+D =0
CASOS PARTICULARES U g
x =0
Casos particulares de la interseccion entre planos son las interseccio |
nes de un plano cualquiera con los planos coordenados. Figura II.20. ecuacién de 1a traza del plano x sobre el plano yz.
4
A y
g o
b
I1.2.9 PLANOS PROYECTANTES DE UNA RECTA
v
/,’ _— g
~ -; En el inciso 11.2.8 vimos que la interseccion de dos planos no parale-
\\ los y no coincidentes, es una recta.

Dado que en estas condiciones 1a recta de interseccion es unica, pode-
mos considerar que otra forma de representar a una recta, es a partir
de dos planos diferentes que la contengan; es decir que una recta L la
definirfamos como:

-
- f Alx + B1y-+ Cjz + D] = 0
X / L:
£ Figura II.20 Trazas de un plano T Azx + Bay + Cz_= + Dy =0
A las intersecciones de un plano = con los planos coordenados se les . 0
11aman trazas del plano . I'} este par de ecuaciones se le 11ama ecuaciones generales de la recta
Sea un plano @ cuya ecuacion cartesiana es Ax + By + Cz + D = 0 Dado que existen una infinidad de pares de planos diferentes, que defi
1 1 nen a la recta L como su interseccion, cominmente se escojen planos que
La traz.? del plano n sobre el plano xy, es una recta contenida en el contienen a la recta y que son perpendiculares a los planos coordenados;
Plano xy; 1a cota de cualquier punto contenido en xy es igual a cero, a estos planos se les 11ama planos proyectantes de la recta L. Figura

por lo que haciendo z = 0 en la ecuacion cartesiana del plano obtenemos: 11.21.



X/ Figura II.21 Planocs proyectantes de una recta

En la figura I1.21 el plano =, es perpendicular al xy y contiene a L,
el n, es perpendicular a xz y el =3 es perpendicular a yz.

Ahora bien, en el {inciso II.1.2 estudiamos las ecuaciones simétricas
de una recta L, que son de la forma:

X . X 2T Lo REERZ,,
a b c

Las que podemos expresar como:

0 bien:
bx - ay - bx, +'ay, = 0
cy - bz - cy. + bz, = 0

CX - az - X + a2, = 0

Segn 1o visto en el inciso I1.2.6. la primera ecuacidon corresponde a
un plano perpendicular al plano xy, la segunda a un plano perpendicular
al plano al yz y la tercera a un plano perpendicular al xz.

Aderds la recta L estd contenida en cada uno de estos planos. Esto lo
podemos probar de la siguiente manera:

Las ecuaciones paramétricas de L son:
® = Xo + ta; y = ¥, 4+ tb} z = 2, + tc

L gsté contenida en plano bx ~ ay - bxe + ay, = 0, Sus ecuaciones
param@tricas deberan satisfacer la ecuacion del plano, o sea:

b(xo + £a) ~ a(yo + tb) = bxo + ayo = 0
bx. + tab - ay, - tab - bxe + ay, =0

0=0

En forma andloga para el plano cy - bz - cyo + bz, = 0 se tiené que:
cly, + tb) = b(2o + te) ~ cys + bz, = 0
cy, + tbe - bzo - tbc = ¢yo + bzsa = 0
0=0
Y para el plano cx - az - cx..+ az. = 0

c{xo + ta) - afze + te) - & + azo = 0

Cxo + tac - @z, — tac - Cxo + az, = 0
. 0=0

Por 1o que concluimos que los tres planos obtenidos de las ecuaciones
simétricas de la recta L, son sus planos proyectantes.

Ejemplo 1I.37

Obtener los planos proyectantes de la recta L

SR U VR D L2
il 1 )
Solucion: \
)
x=2 _ Y. SRR D i rer2 o Bio3
3 3? 4 2 3 2
2)_\ I—‘
& ! ]



3x - 6 = 3y; 2y =9 - 323 2x-4=39-3

3x -3y -6=0

2y +3z2-9=0

— =ding

x+3z—13-0}

Ejemplo II.38

Obtener las, gcuaciones simétricas de la recta definida por sus pla ;

——

fnos proyectantes -
= P e Fa
bx -y -1l =0
2x-2-2=0
Solucidn:
La direccidn de la recta estd dadz por el vector:

T=[i § k| =i+454+2

Haciendo x = 2 en las ecuaciones, tenemos:
M -y -1 a0 3"1::-3=”
2(2) -2-2 =0

de donde: - ~ - .

y=-3 2= 2

Un punto de la recta es P(2, -3, 2) por lo que las ecuaciones si-
métricas de la recta son:

e IS o 2R
Fads =0 7

I1.2.10 FAMILIAS DE PLANOS

De la misma forma que en el inciso I1.1.7 consideramos familias de rec
tas, ahora definiremos familia de planos.

DEFINICION. Se llama familia de planos al conjunto de planos gque
satisfacen una condicidn geométrica, de tal forma que
al establecerse otra condicidn, se defime uno y sdlo
un plano de la familia T

Por ejemplo, sea la famili@de planos paralelos al plano de ecuacitn
‘Ax + By + Cz + D = 0,

El conjupto de planos que forma esta familia, se puede expresar por
comprensidén como:

PL= {1 /n es un plano paralelo al plano Ax + By + Cz + D = ¢}

También podemos obtener una ecuacidn que nos represente a esta familia
de planos. Para la cual podemos razonar de la siguiente manera:

Si cada plano » es paralelo al plano dado, entonces por 1o visto en el
inciso I1.2.6, los vectores normales de los planos n deberan ser parale
los al vector normal del plano dado.

De donde los términos A x, By, Ciz de la ecuacién de cada plano v,
podemos considerarios iguales a 1os términos Ax, By, Cz respectivamente
de la ecuacidon del plano dado. Pero el término D, de las ecuaciones de
los planos n, no est§ deffnido, ya que su valor depende de las comfonen
tes del vector normal y de las coordenadas de un punto del plano; por
lo que este término queda como parametro de la ecuacion de la familia
de planos.

LAx+By+Cz+k=0 k el

Cuando se le da valor a k, entonces se define uno y s6lo un plano de
esta familia. -

Ejemplo 1I.39

Determinar una ecuacidn de la familia de planos paralelos al pla-
no 3x -2y + 42 +1=0

Solucidn:

3x ~ 2y + 42 + k =0

Ejemplo II.40

Obtenga la ecuacidn de la familia de planos que contieng al ori-~
gen.

Solucidn:

Recuérdese que si un plano contiene al origen, entonces en su ecua
cibn cartesiana el té&rmino D vale cero.




1.'. Ax+ by + Cz=0

En este caso, cuando determinamos el vector normal N = (A, B, CO)
entonces se define un solo plano de la familia.

.3 RELACIONES ENTRE PLANOS Y RECTAS

I1.3.1 \ANGULO ENTRE UNA RECTA Y UN PLANG

Sea una recta L definida por un punto P, y su vector de direccién
U= (u],_uz, u3z), y sea un plano = definido por un punto P y su vector
_normal N = (A, B, C).

s
DEFINICION. El 3ngulo entre el plano n y la recta L, es el dngu-
lo que forma la recta L con su proyeccidn ortogonal
scbre el plang m.

Entenderemos por proyeccifin ortogonal de la recta L sobre el plano =,
como la interseccion de = con un plano perpendicular a n y que contiene
a la recta L. Figura II.22. -

Figura II.22 Proyeccién ortogonal de una Xecta
scbre un plano

En esta figura =, es un plano perpendicular al plano » y que contiene
a la recta L, la interseccidn del plano =3 y = se ha representado por
L), el dngulo entre v y L es el dngulo & que hay entre las rectas L yL,

Notese que el angulo es complementario al que forman los vectores uw y

N. Figura II.23.

N{l

<

Figura II.23

Asi se tiene que:
@ =90° -8

Recuérdese que para calcular ¢ se obtuvo 1a expresidn:

cos @ = .N_E
Wl Tal

De donde:
cos (90° - 8) = —E—E—
Il [wl
Pero:
cos (90° - 8) = cos 90° cos 68 + sen 90° sen 6

= sen 6

s




Finalmente:
R -u
GEN BN = ey
Il |]
G:
8 = ang sen EE
& vl

Esta expresidn nos permite calcular el dngulo entre una recta y un pla-

no. i L2
2 -~
5\)‘: (3% 2T -9 lz.ﬂ'm ]
1 - [t o.‘\
Ejemplo II.4l u - 2% e B
jemplo 5 “1 2 ‘) | &
Obtener el angulo entre el plano 3x + 2y - 3z ~ 5 = 0 y la recta
It R T 7 | T
4 3 2 .
P 3
Solucidn:
De la ecuacidn del planec N = (3, 2, -3) 4 3 4
De las ecuaciones de la recta u = (4, 3, 2)
® = ang sen QL 2, -2) (4, )
Y(3)2 + (2)2 + (=307 /(4)2 + (3)2 + (2)2?
= ang sen it ang sen 12
viZ /7§ V638
//
IB & 28,36° )

iI. 3.2 PARALELISMO Y PERPENDICULARIDAD DE U'N PLANO Y UNA RECTA

Sea un plano = definido por un punto P; y su vector normal X = (a,B,C),
y sea una recta L definida por un punto P, y su vector de direccion
U= {u1, vz, u3)

PARALELISMO

El plano v y la recta L son paralelos si y sélo si el vector normal n
del plano es ortogonal al vector de direccién W de 1a recta. !

L

Figura II.24 Recta paralela a un plano
Por 1a condicion de ortogonalidad entre vectores, tenemos que:
o
|l <=> W+T =0
PERPENDICULARIDAD

g1 plano 7 y 1a recta L son perpendiculares si y s6lo si el vector nor
mal N del plano es paralelo al vector de direccion @ de la recta.



Figura 1I.25 Recta perpendicular a un plano

Por 1a condicidn de paralelismo entre vectores tenemos que:

rlL <=> V=ku keR, k%0 ,L,\"\

Ejemplo IX.42

x = 2 _;3y+1 R, lu=er

Demostrar que la recta L: ;
y el plano w#: 2x — 3y + 62 + 3 = 0 son paralelos y determinar ladis
tancia entre ellos.

-

Solucidn:

Las ecuaciones de la recta se pueden expresar como:

sow—r
x-Z’[y-&J_z-l
6 ~ -3

Por lo que el vector de direccidn de la recta es:
u= (6, -2, -3)
La normal al plano es:

N = (2, -3, 6)

y como Uy N deben ser perpendiculares, se cumpliri que @ + N = 0

U+ N= (6, -2, -3)+(2, -3, 6) =12+6-18 =0

.+ la recta L y el planc w som paralelcs

Para determinar la distancia entre ellos, el problena se reduce a cal-
cular la distancia de un punto de la recta L al plano =.

Un punto de la recta estd dado en sus ecuaciones simétricas, y es
#(2, - 143, 1); de donde y aplicando lo visto en el inciso I1.2.4 tene-

r0s :
4= 2(2) = 3(=1/3) + 6 + 3
DT+ N7+ (8)

whtl+6+3 _ 34 3
V& +9 %36 7

A

I1.3.3 INTERSECCION DE UN PLANO Y UNA RECTA

TEOREMA
Para un plano = y una recta L se tiene.

a) Si =y L son paralelos y L no estd contenida en w, su interseccidn
es el conjunto vacfo.

2 0 L=¢

b) S{ ny L son paralelos y L estd contenida en n, su interseccion es ||
igual a L.

xfl L=L

¢} St n y L no son paralelos, su interseccidn es un punta.

PRUEBA
Sea: w G-Fd K =0
v: L:F =T + @




Un punto P de L estd contenido en -

si y s6lo si dado por su vector de

posicidr. p = By + tT se cumple que:

(1 +t®) - Fo) " ¥ =0

8 sea:

((p1-P.) +tu) - Nao0

Por las propiedades del producto escalar:

(P1-P) B+t (u°F =0

0 bien:

a)

b)

c)

ta - ®) = (e - P " F (2)

Si ny L son paralelos y L no estd contenida en », entonces

W-N=0y (po - i{) - ¥ 4 0 por lo que no hay ningin valor real

de t que satisfaga la expresibn (2), o que implica que no existe
ningiin punto cuyo vectur de posicibn sea p = p; + ti y que esté con
tenido en n y en L.

mnAL =9

$i m y L son paralelos y L estd contenida en ., entonces u - N= 0
Y . - py) - N = 0 por lo que cualquier valor resl de t satisface
la expresion {2) y esto implica que cualquier punto cuyo vector de
posicidn sea § = 7y + tu gque pertenece a L pertenece tambiér a =

i) L.=*E 3

Si w y L no son paralelos entonces @ - N # 0, y los valores de t
que satisfacen la expresion (2) estdn dados por:

cx B —F) 1N
u - W
de aqui que un punto pertenece a m y L si y sOlo si su vector de
posicidn queda expresado por:

3:;14,((}%_-_511-}!)3 )

u *+ N

en donde (< T —ﬂ, : ")ﬁ es un vector paralelo a ¥ que al sumar
> re

se al vector de posicidn de p nos da por resultado otro vector de
posicion que 1lamaremos p,.

Entonces la expresion {3) se reduce a:

Que nos define a un solo punto.

Lo que completa la demostracion.

Ejemplo II.43

Deteraminar la interseccidn del plano definido por el punto
P, (2, 3, -1) ¥y su vector normal W = (4, -3, 2), con la recta de ecua
cidn:

goilsl, z
= 2~y=z2-12

Solucidn:

El vector normal del plano es N = (4, -3, 2) y el vector de direc~-
cidn de la recta es v = (5, -1, 1) entonces:

N-w= (4, -3, 2)°(5, -1, 1) =25 ¢ 0

lo que nos indica que el plano y la recta no sc.i paralelos, enton-
tes su interseccidn es un punto.

La ecuacidn normal del plano es:
(F- (2,3, -1) - (4, -3,2) =0

Y e ecuacidn vectorial de la recta es:

2 (3, -2,2)+¢t (5 -1, 1)

o

P=(3% 5, = 2@ & 2 &t
Al hacer simultineas las ecuaciones del plano y la recta tenesos:
{3+ 5st, -2-¢, 2+ 0)-(2, 3, -1)] * (4, -3, 2) =0
CISESE =58 €, 3TN (L) >3, 2) =K0
4+ 20t +15+ 3t +6+ 2t ~0
258 + 25 =0 t=-~1
Sustituyende t en la ecuacibn de la recta:
Fe=(3+5(-1), -2-(-1), 2+ (-1))
= (-2, -1, 1)

2. el punto de interseccidn es:

P (-2, -1, 1)




zi
(Fy (1), (1), F5(1))
L]
ITULD 111 EI;UACIONES PARAMETRICAS ¥ ECUACLCGHES EM COUPDENADAS ¢
POLA™ZZ
. T
En el capitulo anterior aplicamos el concepto de vector para ceterminar " .
las diferentes ecuaciones de la recta y el plano (vectorial, paranétri-— Y

cas y cartesianes). En este capitulo extenderemos nuestro estudio a las
ecuaciones vectoriales y paramrétricas de las curvas cénicas, asi como a
las ecuaciones de curvas en ccordenadas rolares. X

”~

Figura III.1 Curva trazada por ;
.1 |ECUACIONES DE CURVAS PLA:..S

/L 1.1 ECUACICN VECTORFAL DE LNA CURVA La ecuacidn T = £1(t)i + f2(t)i + £3(t)k se demomina ecuacién vecto—

rial de la curva €. Para curvas situadas en €1 plano =,y la componen-
te dada por f3(t) es siempre cevo.

Sean €,{t), f2{(t) ¥ t£3(t) tres funcioses reales de una variable real t,

cuyos dominios son §;,8, y &1 respectivanents. Entonces:

I1.1.2 ECUACIONES PARAMETRICAS
€ = {(x,y,2)|x=f,(t), y=£2(t), z=F3(t); te§;N62NEs) ik

En la figura II1.1, heros representado la grdfica de una curva ¢, cuya

es un conjunto Je ternas ordenadas con una gréfica en el sistema carte— ecuacion vectorial s T = ()i + f2(e)j + (k. Es evidente que un
siano x, 3, z. punto de la curva C tiene la representacion cartesiana (x, y, z), donde
Para todo niimero ¢ en la interseccién de 4;,é: y 4+ existe un vecter T x = fi(e) y = fa(t) z = f3(¢)

definido por: 3 ;
5 Estas ecuacionés se 1laman ecuaciones paramétricas de la curva ¢. A la
variable t en funcién de la cual estdn definidas las variables x, y y z
se le 1lama paréretro.

F= 018+ £2(00] + f3(t)k En 1a ecuaciéi vecterial de una curva, asi como en sus paramétricas,

godemos dar al paranetro t distintas interpretaciones, por ejemplo si
per.samos Gue la curva estd trazada por una particula en movimiento, po-

Para cada valor de ¢, T definird el vector de posicidn de un punto; deos cqnsidcrar la direcciGn positiva a ¢ largo de 1a curva como la
cuando ¢ toma todos 10s valores en la interseccion de &;, &2 81, el pus direccitn en la cual se muecve ia pirticula cuands el pardmetro ¢ crece.
to final de 1a representacifin de posicidn del vector ¥ traza una curva En un caso como Este, t se prede tomar coro 12 medida del tienpo y la
c. {Figura II1.1). curva dada por las ecvaciones vectorial o paramétricas representa la

trayectoria de un mévil, cuya posicidr en cualguier instante estard da-
da por el vector de posicidr T o por las coordcnadas x, y, z dependien-
do de que, para determinarlo, utilicemos la ecuvacidn vectorial de ¢ o
las paramétricas.

o




En otros casos, es posible dar una interpretacion geométrica al pardme
tro t; esto lo flustraremos nis adelante cuando veamos las ecuaciones
vectoriales y paramétricas de las curvas conicas.

111.1.3 INTERVALO PARAMETRICO

Conio se menciond en la seccion I11.1.1., una ecuacién del tipo

T = £3;(e)i + £2(t)j + £3(t)k se denomina ecuacion vectorial de una curva
C. NoOtese que esta expresion nos representa una funcidon cuyo dominio es
un conjunto de nimeros reales D; = {t|ces165M83,te R} en donde §1,82,8s

son los respectivos dominios de f£;(t), fa(t) y £3(t) y el rango de la
funcion es un conjunto de vectores (estas funciones 1lamadas funciones
vectoriales de variable escalar, serdn estudiadas con detalle en el cur
so de cdlculo vectorial).

Le 1lamaremos Intervalo Parwnéfaico, al conjunto de valores de t para
los cuales estd definjda la funcion T, es decir es el conjunto de valo-
res de t que pertenecen al. dominfo de 1a funcidn ¥.

L Intervalo paramétrico = (t|tcé;f6,M63,te R}

Ejemplo III.1

Dada la ecuacidn vectorial ¥ = vt - 2 i + (¢ - 3)j, plantear las
correspondientes ecuaciones paramétricas e indicar el intervalo para
métrico.

Solucidn:

Ecuaciones paramétricas:

x =iy G- y=t—f—3' z=0

f1(t) estd definido parat - 2> 0 o seat >2
f2(t) est3 definido para t - 3¢ 0 oseatd 3
fi{t} est3a definido para Ot = 0 o sea tER

].2 te [2, =), t¥3 intervalo paramétrico.

III.1.4 ECUACION CARTESIANA DE UNA CURVA

\

' - h i Pl
b TS —

Hay otra manera de definir una curva en el espacio de tres dimensiones
Algunas veces se puede eliminar t entre las ecuaciones paramétricas, ob
tenienco dos ecuaciones en %, y y z.

F(x, ¥, z) =0 y clx, ¥y, z) =0

Un par de ecuaciones como géstas se denomina representacion cartesians
o implicita de la curva.

i

Para una curva situada en el plaro x, y se tiene Z = 0 y sdlo es nece:I
sario considerar las dos prinieras ecuaciones paramétricas; de tal mane-
ra que eliminando., t entre estas dos, se 11ega a una ecuacion de la for-
ma f(x, y) = 0 que es satisfecha por todos los puntos de la curva.

Ejemplo I11.2
Dada la ecuacidn vectorial T = t?i + 2 t j
8) Obtener lax ecuaciones paramétricas.
b) Indicar el intervalo paramétrico.
¢) Obtemer la ecuacidn cartesiana
d) Indicar los intervalos de variacién de .lss variables x Y y.
e) Craficar la curva
Solucidn: -
a) | y=2t ecuaciones paramétricas
b) De ambas ecuaciones se obticne que:
teEeR

o sea |tel—=, =) intervalo paramétrico.

c) Para eliminar t, podemos despejarlc de las ecuaciones paramé-
tricas e igualarlas:

de x = t* tenemos que t = % /x
de y = 2t tencmos que & = 12
igualando t x o= )’2_

2
elevando al cuadrado x = Ll.'

finalmente | 4x = y-z] eeuacidn cartesiatiz.



@) Tenemos que t = ¢ ix

Por lo que (% 0 [intervale de variaciCn de la variuble x.

- v 5
Ademas t = 3 s por lo que y  puede rerzr ccalquier valor recl,

esto es quef~ o + y s+ w ] intervialo de variacién de la varia-

ble y.

e) Para graficar la curva, podemos utilizar la siguienate tabla:

< o ol yomke

= 9 -6 |
-2 4 -4 |l
-1 1 -2 :
0 0 = 4o l
1 1 2 !
2 4 4 f
3 9 6

Y‘h

& =
-

4

=¥

Figura IXI.2 Grafica de la curva

Puede suceder que la eliminacion del paramétro nos dé una ecuacidn car
tesiana cuya grafica contenga mds puntos que la grafica definida en la
ecuacion vectorial o en las ecuaciones paramétricas.

Por ejemplo, si las dos ecuaciones paramétricas son:
x = VT , y=t¢t

la eliminacidn de t conduce a la ecuacidn cartesiana y = x*. Obsérvese
que la presencia de /r implica que t sdélo puede tomar valores no negat i
vos, lo que implica que x e y tomaran también valores no negativos. A

pesar de que 1a ecuacidn cartesiana y = x* es vilida aun siendo x nega-
tivo; por lo tanto la ecuacion cartesiana que corresponde a las paramé-
tricas del ejemplo, sera:

Ejemplo IIL.3

Dada la ecuacidn vectorial T = (cos t}i + (se¢ t)j
a) Obtener sus ecuaciones paramétricas,

b) Obtener su ecuacidn cartesiana,

Solucidn:

a) %= cos t y ~ sec t ecuaciones paramétricas,

1

b) Utilizando la identidad sec ¢ = M
cos t

s 0 tenemog que y =

y como X = cos L entonces y --:? s Xye= 1

.

Si observamos cuidadosamente las ecuaciones paramétricas del ejemplo,
vemas que para cuaiquier valor de t, el valor de x queda comprendido
entre -1 ¥y 1 ;o sucediendo lo mismo con la expresion cartesiana la cual
es vdlida para cualquier valor de x diferente de cero, dentro del c¢on
junto de los niimeros reales. Por 1o que la ecuacidn cartesiana serd fi
nalmente:

x %0 ecuacidn cartesiana.

Hasta asqui hemos planteado la transformacion de ecuaciones vectoriales
¢ paramétricas a cartesianas. Estudiemos ahora el problema inverso, es
to es, la determinacion de la ecuacion vectorial o de las ecuaciones pa
ramétricas de una curva plana, a partir de su ecuacion cartesiana.




Podemos plantear el problema en estos términos:

Sea una curva en el plano xy, cuya ecuacion cartesiana es £(x, y) = 0.
Encontrar un par de ecuaciones paramétricas:

x » £1(t) y = f2(t)

0 una ecuacion vectorfal T = £1(t)i + f£2(t)j que representen a la misma
curva.

La solucidn a este problema no es {inica, ya que el procedimiento para
resolverlo, consiste en plantear una de las ecuaciones paramétricas se-

giin convenga a nuestro problema y obtener la otra por medio de la ecua-
cion cartesiana.

Por ejemplo si la ecuacidn cartesiana es x’+y’=25,y > 0 , podemos es-
tablecer la primera ecuacion paramétrica simplemente como x = t, de don
de en la ecuacidn cartesiana tenemos que:

t? +y2 =25 y20
Despejando a y nos queda.

ys/zs—:z

En este caso las ecuaciones paramétricas son:

X

y = /25 - ¢t°

La ecuacidn vectorial es:
| Teoei+ (V25 - £)]

Otra solucidn es:

x ™ & 25 - £°

ecuaciones paramdtricas,

y=t, t>0

E = (2725 - t7)i + til ecuacidén vectorial .

Otra solucidn:

81 z2=5¢cost

Tenemos que:
(S cos t)2 + y? = 25

Despejando a y tenewos:

y = /25 - 25 cos?t

Como cos®t = 1 - sen’t

Sustituyendo:

y = fzs — 25(1 = SEI’!‘H

Finalmente:

y = 5sent

Por lo que:

ecuaciones paramétricas.

e — e

l? a (S cos t)i + (5 sen t)j | ecuacidn vectorial.

ITI.1.5 DEFINICION DE CONICA

Una recta mdvil 6 que ¢orta a una recta fija A en un punto P, formando
con ella un angulo constante 9, siendo 0 < § < 7/2, engendra una super-
ficie en el espacio tridimensional, 11amado coro circalar recto. Larec
ta g §s la generatriz del cono, A es su eje y P su vértice (ver figura
I1I.3).

A

|- |

—G(qgeneratriz)

Hojo superior T

8P (vertice)

Hoja inferior

[

Figura III.3 Cono circular recto ‘




S1 1a recta A es vertical, se tienen dos porciones del cono, una supe-
rior y una inferior unidas en el vértice. Ambas porciones del cono se
11aman hojas del cono.

DEFINICION. Una secci®n cdnica es una curva d¢ interseccidn de un
plano con un cono circular recto de dos hojas.

Se presentan tres tipos de curvas de interseccidn, que son la pardbola,
la elipse y la hipérbola.

III.4 Pardbola

Figura III.S Elipse

Si el plano es paralelo a una sola posicidn de la generatriz, Ta curva
de interseccion es una parébola (ver figura III.4).

Si el plano cortante contiene al vértice del cono y a la generatriz en
una sola posicidn entonces tenemos una linea recta llamada pardbola de-
geterada.

Si el plano cortante no es paralelo a ninguna posici6n de la generatriz
la curva de interseccibn es una elipse (ver figura III.5).

Si el plano cortante contiene ai vértice del cons, pero no contiene a
la generatriz en ninguna posicion, entonces tenemos un punto que corres
ponde a una ellipse degenerada.

Si el plano cortante es perpendicular al eje del cono, y no contiene al
véertice, entonces tencmos un caso particular de elipse a la que 1lamamos
circunfzrencia (figura 111.5).

Figura IXI.6 Hipérbola

Finalmente si el plano cortante es paralelo al eje del cono circular
recto. entonces intersecta al cono en sus dos hojas y la curva de inter
seccion es la hipérbola (figura III.6).

E1 caso de hipérbola degenerada corresponde a dos rectas que se cortan
y se presenta cuando el plano contiene al vértice de cono y a la genera
triz en dos posiciones.

NOTA: La definicidn analitica de cada una de estas curvas, corres-
ponde a cursos anteriores de Geometria Analitica Plana. En
este capitulo definiremos.en forma general a las cdnicas de
acuerdo a una propiedad comiin de todas ellas.

DEFINICION. Una ¢dnica es el conjunto de todos los puntos P conte
nidos en un plano, tales que la distancia no dirigida
de cada punto P a un punto fijo F(foco) estd en razdm
constante a la distancia no dirigida de P a una recta
fija L (directriz) que no contiene a F.

!

Denotaremos por e a la razdn constante mencionada en la definicidn an-
terior, la cual se 1lama excentricidad.

La excentricidad e es un nmero no negativo dado que proviene de la ra
20n de dos distancias no dirigidas. Si e = 1 la cOnica es una pardbola
si e <1 se trata de una elipse y s1 e > 1 es una hipérbola. ;

|

IIT1.1.6 ECUACIONES PARAMETRICAS Y VFCTORIALES DE LAS CONICAS

A continuacidn veremos como pueden deducirse parejas de ecuaciones pa-
ramétricas para algunos casos particulares de curvas cdnicas en un espa
cio de dos dimensiones, asf como sus respectivas ecuaciones vectoriales

Elipse.~ Consideremos dos circunferencias concéntricas de radfos a y b
con centro en el origen, siendo a > b. Tracemos una recta cualquiera L
que pasa por el origen, formando un dngulo 8 con la parte posiciva uel
eje X. Esta recta corta 2 las dos circunferencias en los puntos A y B.




Bajemos desde A y B perpendiculares al eje X, definiendo asi los puntos
C y D. Pasemos por A una paralela al eje X, que corta al segmento BD en
el punto P. Puede demostrarse que el punto P es un punto de la elipse
con centro en el origen, semieje mayor (horizontal) a semieje menor b.
(ver figura II1.7).

Y

P(x,y)

%3 |

Figura III.7 Elipse

Je la figura ‘enemos que:
x % 0D=0B cos 6 = a cos 6
y-ﬁ-ﬁ=ﬁi sen O = b sen 6

0 sea que:

X = a cos B

ecuaciones paramétricas de la elipse de
y * b gsen 8| la figura.

S1 1lamamos p al vector de posicion del punto P, podemos plantear la
ecuacion vectorial correspondiente.

P = (a cos 8)L + (b send)j

T
3 -
' e

A

. Para eliminar'el pardmetro de las ecuaciones paramétricas podemos pro

ceder de 1a siguiente forma:

x=acos 0

y =b sen 6

¥

Elevando al cuadrado ambas expresiones:

%% = a® cos? @

y? = p? sen? @

Despejando: 209 7 seit 8

= cos® 8

{1’ = gen® 8

Sumando estas expresiones tenemos:

z
+{;-'=-l:m;29+sen2 -}

N’J XM

Aplicando 1a identidad sen®€+ cos®> © = 1 nos gqueda:

2
+§7-1

rawlnN

«ye es precisamente la ecuacion cartesfana de .. . .pse con centro en el
origen, semieje mayor (horizontal) a y semieje menor b.

Circunferencia.~ Sea una circunferencia con centru en el origen y ra-
dio a. Sea § el vector de posicién de un punto P(x, y) de 1a circunfe-
rencia; designemes con 6 al angulo que forma el vector p con la parte
positiva del eje x (ver figura II1.8).




FACULTAD DE INGENIER!A

Figura III.8 Circunferencia

De 1a figura tenemos:
xXm= [‘p‘l cos B
y = 7] sen
Pero |pl= a Ga_ 9O 620%

Por 1o que:

ecuaciones paramétricas de la circun
ferencia.

La ecuacion vectorial correspondiente es:
P= (acos 9)i + (a gsen @)j 1

Mediante un proceso similar al aplicado en las ecuaciones par‘anétricasl

de 1a elipse, podemos elimiar el pardmetro en las ecuaciones de la cir-
cunferencia y obtener la ecuacidn cartesiana.

x2 432 =gt
Hipérbola.~ De la misma forma que para la elipse, consideremos dos cir
cunferencias concéntricas, con centro en el origen y radio. a y t res-

pectivamente, siendo a > b. Tracemos una recta ¥ que pasa pgr el origen
y que forma un dngulo 9 con el eje X. Sea € el punto de inturseccidnde

dicha recta con la c¢ircunferencia de radio mayor; pasemos por C la tan-
gente a dicho circulo, que corta al eje X en el punto D. Por el punto
B tracemos una paralela al eje Y, que corta a la recta M en el punto E.
Pasemos por D una paralela al eje Y y por E una paralela al eje X, rec-
tas que se cortan en el punto P, el cual pertenece a 1a hipérbola con
centro en, el origen y eje focal coincidente con el eje x (ftgura 1II.9).

Yi

Figura III.9 mHipérbola

Del tridngulo rectdngulo OCD
X=0D =0C sec 6 = a sec 6
del tridngulo rectdngulo OBE
y =TP =BE= OB ten O = b ten 0

Por 1o que:

x = agec B _— =
ecuaciones paramétricas de la hipérbola.

y=b tan 6

Si 7 es el vector de posicién del punto P, la ecuacién vectorial corres
pondiente es:

[ P = (a sec 0)i + (b tan 0)]

L e e



identidad trigonométrica sec? 6 - tan? 8 = 1), se obtiene la ecuacién

Eliminando el pardmetro 6 de las ecuaciones paramétricas (mediante la 2yy'=4pP
4 P
cartesiana tan o = y' =

= 2.%
7y e y #0

2
x
;r*’l;r'l 0 sea que:

2nP

tanu=-y—, y#0

que corresponde precisamente a la hipérbola mostrada en la figura III.9.

Despejando a y:

20P,
y tam;--ZP cot a

Pa‘f‘b‘;l"" Sea una pardbola con vértice en el origen, cuya ecuacién Sustituyendo en la ecuacidn cartesiana de la pardbola, tenemos:
cartesiana es:

‘(2P cot @) = 4 Px

y? =4px y> 0 De donde:
2 2
x a4 P cota _ ., 2.
4p
4 Finalmente:

Si 11amamos o al dngulo de inclinacién de la tangente a la curva en AR A ‘
cualquier punto, ver figura I1I.10. ecuaciones paramétricas de la par&-
y = 2P cot bola.

“ La ecuacidn vectorial correspondiente, estd dada por:
7
P = (P cot? a)i + (2 P cot a)j
P(x,y) ;
-
/{ kil JII1.2 ECUACIONES EN COORDENADAS POLARES
0 X

III.2.1 SISTEMA DE REFERENCIA EN COORDENADAS POLARES

Figura III.10 Parfbola

Hasta ahora, hemos determinado la posicidn de un punto en el plano po
medio de sus coordenadas cartesianas rectangulares. Pero existen otro
sistemas de coordenadas que pueden ser utilizados; el siguiente en im-

. portancia, es el sistema de coordenadas polares, el cual lo pcdemos fu
Aplicando 1a derivada como tan a, tenemos: damentar utilizando el concepto de vector en el plano, de la siguiente
forma:

Un vector queda determinado completamente por su magnitud y direccidn
las cualss se representan en un segmento dirigido por la longitud del
segmentd r y el angulo de inclinacidn 6 respectivamente. Asi pues si




r > 0, entonces la pareja ordenada (r cos 8, r sen 6) son las componen
tes del vector de magnitud r y dngulo de inclinacidn 8 (ver figura
II1.11).

Y
P{rcos 6,r sen 6)
i
v : r sen @
! r>0
g :
o g it
X '
et -

(8

rcosQ

Figura III.11 Representaciénale la pareja
(r cos 6, r sen 0)

Ahora bien, si consideramos que r < 0, entonces -r > 0 y (-r cos 6,

-r sen 0) es el vector de magnitud -r y dngulo de inclinacién 8. Ahora
bien (r cos 6, r sen 6) es el vector (-r cos 6, - r sen 8} girado un an
gulo = (ver figura III.12), es decir, si r < 0 entonces (r cos €. r senf)
es el vector de magnitud -xr y dngulo de inclinacidn 6 + =.

Y

<

r<o
A

(-r cos 8,-r sen@)\\\

i
A
5

24 |

{r cos B,r sen 8)=
(-t cos (8+),-r sen(8 +))

Figura III.12 Representacién de la pareja
(-r cos 6, -r sen 0)

Resumiendo tenemos:

a) (r cos 6, r sen 8) es el vector de magnitud r y ingulo de in-
clinacidn 6 si r > O.

b} (r ces 6, r sen 6) es el vecter de magnitud —r y dangulo de in~
clinacidon 6 + s si r < 0.

c) Si r= 0, no tenemos ninguna dificultad en identificar el vec—~
tor; es el vector nulo.

En las dos figuras anteriores, los vectores estdn en su representacidon
de posicidn (definida en el tema I) por 1o que si P(x, y) es el punto
extremo del vector representado, entonces podemos afirmar que los dos
nimeros r y 6 estdn relacionados con x e y por medio de las ecuaciones:

X = r cos @
y s . r.sen ¢

Todos los pares ordenados de niimeros reales (r, 6) con r > 0 que satis
facen estas ecuaciones se denominan cooadenndas pofares de P. E1 nime-
ro positivo r se denomina distancia radial de P y 6 angulo polar o argu
mento, el cual generalmente se expresa en radianses (ver figura III.13?
E1 dngulo polar no es dnico, ya que si © satisface las ecuaciones

=rcos@yy=rsen € también las satisfacen 8 + 2nw, nez. Sin
embargo aigunas veces es conveniente restringir el valor de 6 de tal ma
nera que pertenezca al intervals [0, 2@}, en cuyo caso a & 1o 1lamare-
nos argumente puinedpel .

P(r,8)

[ |

Figqura III.13 Coordenadas polares

Al eje horizontal oL a partir del cual se mide el dngulo 6, se le 1la-
ma eje pofar, al origen de este mismo sistema le 1lamaremos polo.

Asi por ejemplo., el punto P(4%, % m) se localiza en un sistema de coor-
denadas polares, dibujando primero el angulo cuya medida en radianes es
%w a partir del eje polar, en sentido contrario al de las manecillas

del reloj y con vértice en el polo; sobre esta 1inea, a cuatro unidades
a partir del polo se localiza al punto P. (Ver figura III.14).



P{4,5 w)

3
ik

° i
Figura IIT.14 TLocalizacién de P (4, 34" )

Encontremos a continuacion la relacion entre las coordenadas polares y
cartesfanas. Supongamos el eje polar superpuesto con el eje X y al po-
lo coincidiendo con el origen. Llamaremos ej> ccpolar a la recta perpen
dicular al eje polar, que pasa por el polo. En este caso el eje copolar

coincide con el eje Y. (Ver figura I1I.15).

v} Plx,y)

P(r,8)

8
o _
X

Figura YIZ.18 Sistema polar y sistema cartesiano

De 1a figura se deducen las siguientes relaciones:

I_x-rcose; y = r sen 0 J (a)
r = /x% + y:; 0 = ang tan% (b)

Las expresiones (a) nos permiten calcular las coordenadas cartesianas
de un punto a partir de sus coordenadas polares, en tanto que las expre
sfones (b) las utilizaremos para determinar las coordenadas polares a

partir de las cartesianas.

Ejemplo III.4

Hallar las coordenadas rectangulares del pumntoc cuyas coordenadas 99:
lares gon P(6, 5/6 ) ;

Solucidn:

x= 6 coa(%)n = 6(-§ )-,-3-"3-

2
y-6sen(%)ﬂ-6(%)-3

| = B (= 3)|

Hallar un par de coordenadas polares del punto cuyas coordenadas
cartesianas son P(6, -6)

Ejemplo IIL.5

Solucidn:

t e /62 + (-6)° = /12 =642

Q-ang' tan (;2-—) - %ﬂ

SR, T

Otra aolucidn:

r =672

L - 13 ;
(‘] an+2n’ "
S P(6Y2, %ﬂ)

Recuérdese que a cada pareja ordenada de nimeros reales le corresponde

un dnico punto, en tanto que, como hemos visto, a un punto particularen
coordenadas polares le pueden ser asignadas un niimero ilimitado de pare \
Jas ordenadas de nlimeros reales.

Ejemplo IIL.6
Localizar en usd sigtema de coordenadas polares al punto P(-6, % m
y encontrar sus coordenadas rectangulazes.



Solucidn:

vas la ecuacidn
, utilizacion que

|

.‘] versa.

|
|

i

P(-6,2 )
2w
Va i
Pl d
//
W
vk
-
Pigqura IIT.16 localizacién de P (-6, T )

&
5
y=~6 sen(z *n‘) = 3V/2

l S P32, 3//2)

x = -6 cos (i ﬂ) = 32

rII.Z.Z TRANSFORMACION DE ECUACIONES CARTESIANAS A POLARES Y VICEVER-
SA

Una curva en el plano se puede definir por medio de una ecuacidn polar
es decir, una ecuacién de la forma £(r, 6} = 0 a la que han de satisfa
cer las coordenadas polares de cada uno de sus puntos. Para algunas cur

olar es mis ficil de obtener y mis conveniente para su
a ecuacion cartesiana.

| Por medio de las ecuaciones de transformacion, es posible plantear la
‘ecuacion polar de una curva, a partir de su ecuacifn cartesiana, y vice

Ejemplo III.?7

Dada la ecuacidn cartesiana x’ + yz + 16x - 3y + 2 = 0, transformar

la a polar.
Solucién:

x* + y? =gt

x = r cos O y = r gsen 0
Sustituyeundo:

12 + 16r cos 8 - 3x sen 0 + 2 = 0

Ejemplo III.8

Dada la ecuacidn polar r = T ios B obtener la ecuacidn cartesia
na.
Soluciom:
q 6r -~ r cos 6 = 4
t=y¢x +y 3 x = r cos O
Sustituyendo:
6/xF +yZ-x =4

6Yx2 + g2 = x + 4

Blevando al cuadrado:
36(x% + y2) = (x + 4)2

Desarrollando:

35x% + 36y? -8x - 16 = 0

III.2.3 ECUACION EN COORDENADAS POLARES DE LA RECTA Y LAS CONICAS

ECUACION POLAR DE 1A RECTA

““Una Tinea recta en el plano, también se puede definir por medio de una
ﬁecuacian polar. Consideremos una recta R que no pasa por el polo, ¥ un

punto P cualquiera de ella, cuyas coordenadas en el sistema de referen-
/cia polar seran (¢, ), como se muestra en la figura III.17.

~



Pir, 8)
N(p,a)
r 90°
p
8
a

\_?

R

Figura III.17 La recta en el sistema polar

Para determinar 1a ecuacidn polar de R definamos al punto N(p,a) auees
1a interseccidn de la perpendicular a & ¥ que pasa por el polo. Nitese
que las coordenadas de N son una particularidad de la recta R que la
identifican plenamente, ya que p resulta ser 1a distancia del polo a la
recta y a es el &ngulo que forma la perpendicular a r que pasa por el po
To y el eje polar.

En la figura pndemos observar que para el tridngulo OoNP se puede esta-
blecer 1a siguiente relacidn:

cos (8 - a) =2
r

De donde:

-
T™Zos (@ - a)

La expresion anterior se conoce como ecuacidn general de la recta en
coordenadas polares o ecuacion polar de la recta.

S1 1a ecuacion polar de la recta la transformamos a una ecuacidn carte
siana, obtendremos 1a ecuacion cartesiana de una recta.

- -
En efecto, sea: r —-—LCDS oy
0 sea: rcos (B-a)=p
Pero: cos (8 ~ o) = sen 6 sena + cos  cosa

Por lo que: 2
r sen 6 sen @ + r cos 6 cos u=p

Pero por las ecuaciones de transformacion de coordenadas polares a car-

‘tesianas, tenemos que:

X = T cos O

y = t sen 6
Sustituyendo:

y séen @ + X cos O = p

Despejando a y:

. _S0sa Jua
)’ sen QO X5 sen

TR

N
b

ap°

_9090. P -
B
a
1 4 -
\ i

Figura III.18

De la figura II1.18 se tiene:

B=90" +a por lo que a=f - 90°
Ademds:
cos a
sen o - - RS

Pero: - cot @ = - cot (B 90°)




Utilizando 1a identidad:

- cot (B - 90°) = - SOt B cot 90°+ 1

‘cot 90° - cot B
Y considerando que cot 90° = 0
g 4 ]
NOs queda: - cot(B - 90°) = - 5~ =tan B

Sustituyendo este resultado en la expresifn:

cos

y-_sena sen

Llegamos a: :
y = tan 8 x + — A
(] sen

Por otra parte en la figura III.18 para<l tridngulo ONC podemos esta-
blecer que:

cos (90° - a) = -g—

Pero: cos (90° - @) = co3 90° cos o + sen 90° sen a
Como: cos 90° = 0 y sen 90° = 1
Nos queda: cos (90° - o) = sen @

Sustituyendo en 1a expresifn: cos(90° - a) -%

Nos queda:
sen a = %

‘0 sea que:
S
sen O

Por 1o que 1a ecuacifn:

y = tan Bx + —B—
sen,

Finalmente nos queda:
¥y =tan Bx+b

Que es la ecuacifn cartesiana de 1a recta del tipo:

Ejemplo III.9

Determinar la ecuacidn de la recta paralela al eje polar, que paga
por el punto B(-3, - ™/6)

Solucidn:
T
?(‘3,--6') R
p
3
a
X
: \ _
s o o
0 & L
Figura III.19 Recta paralela al eje polar
Solucion:
De la figura se deduce que P = 3 sen n/6 = 3(1/2) = %
ademds: o = w/2
Sustituyendo en la ecuacidn gemeral de la recta:
3f2 3/2 3/2

KA cos (8 - w/2) ™ Tos 8 cos n/Z + gen 6 sen /2 _ sen B

3

F= 2 sen 8

Ejemplo III.10

Determinar la E:_uaciﬁn de la recta R que pasa por el punto
C(8, 3/4 1) si OC es perpendicular a R,




Solueidn:

Cis, 2 7)

Blot
3y

Veanwos ahora algunos casos particulares de la ecuacién polar de la regc
ta.

Para el caso de una recta que pasa por el polo, en la figura 111.21 po
demos ver gue p = 0 ¥ a no estd definido.

Por otra parte para cualquier punto P(r, 8) que pertenezca a la recta,
r coincide con la recta y 0 resulta ser el angulo que la misma forma con
la parte positiva del eje polar.

- h

Figura 11I.20 RepresentaciSn de la recta R

Como se observa en la figura, se tiene que:
p =38, o =3/4w
Al sustituir en la ecuacidn general de la recta, queda:

LS gl v (8- 3 n/4) ~ cos © cos 3 u/4 + sen 0 sen 3 /4

8
7z 7z 5
= cosB+—2sen6

: 16
/2 sen 8 - /2 cos O o

3 16

/2 V2800 - /7 cos @

8v2

sen B - cos O

P(r, 8)
\9
0 e
L
Figura IIY.27 Recta que pasa poc el polo R

De agui que para tener definida una recta que pasa por el polo, serd
suficiente conocer el angulo que forma con la parte positiva del eje po
lar; 1o ¢ual nos lleva a la expresidn:

k = constante

Esta expresion es la ecuacidn-polar de la recta que pasa por el polo.

E1 siguiente caso particular es el de la recta paralela al eje polar.

Sea la recta R, paralela al eje polar y que pasa por el punto B(r;, O1).

(figura III.22).

P{n, 8,)

n

a

6

Figura III.22 Recta paralela al eje polar
{




En la figura se observa que: Solucidn:

p = r; sen 8§ p-t-laen%

a = wf2 3
a *f‘ll’

- =2 sen w/4 - =2 sen /4
coa(® -~ 3/4 1 sen 0

Por ser perpendicular al eje polar; asf que sustituyendo valores en

la ecuacifn general de la recta, se tiene: i 2[-/:2- = 2
J y sen 0O % /2 aen D

e e ._rx%_
cos (8 - a) coa (8 - w/2) 2
wr R Een 8

Pero:

cosg(® ~ w/2) = gen O

LIS I sen 8, Veamos el caso de la ecuacion polar de la recta normal al eje polar y
aen 6 que pasa por el punto P(r;, 6 ). Figura III.24.

Esta expresidn, es la ecuacidm polar de la recta paralela al eje
polar y que pasa por el punto B(r;, §;)

Bjemp_lo I111.11
Determinay la ecuagidn polar de la recta, que es paralela al ejepo Pln, 91)
lar y que p8sa por el punto P(-2, ©/4)
n
4 6,
- o P i
S L
i
e
A
A
: L
0 ‘ \z . R
I8 Figura III.24 Recta nommal al eje palar '
=2 P H
Para este caso:
p(.z‘%) R P = r1 cos 6

o= 0

Pigura IIX.23 Recta paralela al eje polar




Sustituyendo en la ecuacion general de la recta en coordenadas polares,
tenemos:

- P _ I1_cos 63
5 cos (8 - a) cos (6 - 0)

‘ ¢ = EL_cO8 8,
i cos 6

Que es la ecuacion polar de la recta normal al eje polar y que pasa por
el punto P(r:, 6 )

Ejemplo III.12

Determinar la ecuacidn de la recta, que es normal al eje polar y pa
sa por el punto P(-3, - w/4)

=T
P(-3I -4_

3

Figura III.25 Recta normal al eje polar

w
" -3 cos -(AZ ) - ans

cos 6 cos 6

2 el R et .
¥ vZ cos @

ECUACION POLAR DE LAS CONICAS

En el inciso III.1.5 definimos a las curvas conicas, y en el inciso
ITI.1.6 obtuvimos sus ecuaciones paramétricas y vectoriales.

En esta parte de nuestro tema, determinaremos las ecuaciones polares de
las cénicas, es decir las ecuaciones de estas curvas referidas al siste
ma polar.

Ecuacidn polar de la circunferencia.- Consideremos primero el caso par
ticular de la elipse, en la cual sus semiejes son iguales. A esta elip
se particular la 1lamamos circunferencia.

Sea una circunferencia de radio a, con centro en el punto C(c, o). Fi-
gura III.26.

Figufa III.26 Circunferencia

Sea P(r, 6) un punto cualquiera de la circunferencia.

En el tridngulo rectdngulo poc de la figura, si aplicamos la ley delo
cosenos, tenemos que:

[_az =r? 4+, ¢ -2 rccos (8 - q)

Expresion que relaciona todos los datos y permite obtener r en funcifk
de 8. A esta expresion se le conoce como ecuacion polar de la circunfe
rencia.

Ejemplo III.13

Determinar la ecuacidn polar de la circunferencia con centro en
« (5, m/4) y radio igual a 2.



e —
9
i Solucidn:
I Al sustituir los dates en la ecuacidn general se tiene:
l 2% = r? + 52 2(5) r cos (8 - n/4)
4 =1r?+ 25 - 10r (cos B cos w/4 + sen 8 sen m/4)
4 =t + 25~ 10r (cos 8 (/2/2) + sen 8 (/2/2))
4 = r? +25 - 10(/Z/2) r (cos F + sen [)
L Finalmente se llega a:
] li" 5/Z r (cos b+ sen@) + 21 = 0

Ejemplo IIX.l4
Determinar la ecuacidn de la oi . i
reunferencia e ti
el polo y de radio a. Figura III.27. RS vsa

C(o,0) Cind

Figuxa ITI.27 Circunferencia con centro en
el polo y radio a
Solucidn; g

Sustituyendo los datos d
S el problema en la e io
circunferencia, tenemos: NS sl

a2 a p?

+0% - 2(0):t cos (€~ 0)

La expresidn a i E:
nterior es la ecuacidn
3 polar de una (j i
con centro en el origen y de r di ; na circunferencia

Ejemplo III.15

Determinar la ecuacidn de la circunferencia de radio a, que pasa
por el polo y cuyc centro se localiza sobre el eje polar (figura

DA Sy
L
Figura IlI.28 Circunferencia con centro sobre
el eje polar y Que pasa por O
Solucidn: I

Para este caso tenemos:
2
a® = r¥ + 3% - 2ar cos(C - @)
0 =r? - 2ar cos(€ - 0)

r? = 2ar cos €

De donde:

.[r ® 2a1 cos €

Ecuacion polar de la c¢ir¢unferencia que pasa por el polo, con centroen
el eje polar y radio'a.

ECUACION POLAR DE LA PARABOLA, LA ELIPSE Y LA RIFERBOLA 1

l.as ecuaciones polares de estas curvas, las obtendremos a partir de las
caracteristicas comunes que guardan entre ellas,es decir 1legaremos a
una expresién general a la que 1lamaremos Ecuacidn Pofar de £as Cénicas,
de 1@ cual obtendremos las cxpresiones particulares correspondientes a
la pardbola, 1a elipse y la hipérbola.



En el inciso II1.1.5 definimos céuica como el conjunto de todos los
puntos P contenidos en un plano, tales que la distancia _no dirigida ce
cada punto P a un punto fijo F (foco) estd en razén constante a la dis-
tancia no dirigida de P a una recta fija R (direectriz) que no contiene
Qb

La razén constante mencionada en la definicion de cénica, 1a 11amamos
excentricidad, y la simbolizamos con e.

Sea una cdnica en la cual un foco coincide con el polo, su eje focal

coincide con el eje pelar y la directriz del foco consicerado estd a la
izquierda de 81. Figura III.29.

R (directriz)

P(r, 8)

o
N Flfoco) S Eje polor

Figqura III.29 OBnica en el sistema polar

Entonces de acuerdo a la definicion tenemos:

e -% o sea que |DP| e = |37
De la figura poderwos observar que:

|oF| = ¢ entonces r = e |DP|
Pero: Io?P| = |W6| + |O8] = p + £ cos €
De aqui que:

r=e(p+ t cost)
Desarrollando:

r = ep + er cos {

r - ercosf= ep

Factorizando a r:

(1 - e vos() = ¢p

Finalmente:

r-—%—e
l - e cos

Esta expresion es la ecuacibn de una conica en la cual un foco coinci-
de con el polo, su eje focal coincide con el eje polar y la directriz
del foco considerado estd a 1a izquierda de 81; y nos representara auna
pardbola, una elipse o una hipérbola, dependiendo de que e = 1, Q<e<l §
e > 1 respectivamente.

Para este caso, la directriz es una recta normal al eje polar, y su e-
cuacion sera:
il _P.._~l
cog £
Si en la conica un foco coincide con el polo, su eje focal coincide con

el eje polar, pero 12 directriz estd a la derecha del foco considerado,
entonces la ecuacion de la conica es:

I e
1+ e cos¢

Y su directriz tiene por ecuacifn:

D

cos £

Anhora bien, cuando un foco coincide con el polo, el eje focal de la co
nica coincide con el eje copolar, y la directriz es paralela al eje po-
lar; la ecuacion de la cédnica sera: 5

e——an O
ep
=Tz gent

Teniendo como directriz la recta de ecuacién:

r-j:_a—
sen €

E1 signo positivo de las dos expresiones anteriores, corresponderd al
caso de la directriz situada arriba del polo, y el signo negativo corres
ponde a la cénica cuya directriz esté situada abajo del polo.

Ejemplo III.l6

Encontrar 12 ecuacidn de la elipse con foco en el origen, e = 1/4,
y directriz.
¢ i
cos 8




=T -

Solucidn:

La directriz es una recta del tipo r = - T
la recta perpendicular al eje polar, situada a 2 unidades a la iz—
quierda del polo.

£ que corresponde a

De aqui que p = 2 y como e = 1/4 la ecuacidn de la elipse es:

oo LPASEEY 2
1 -(1/4)cos 8 4(1 -(1/4)cos B)

.
* 4 - cos 8

Ejemplo III.17

T

Determinar la ecuacidn cartesiana de la elipse del problema ante—
rior. &

« Solucion:

2

T % —cos 8

o sea 4r -~ r cos 8 =» 2

Pero:

: 6 m y z cos B = x
Por lo que:

GW -x=2
De donde:

lnf;m = x + 2
Elevando al cuadrado:

16(x2 + y2) = x? + 4x + 4

16%2 + 16y2 = x2 + 4x + 4

[Ex7-+16y2—lox-lo=0J

Ejemplo IIX.18

e
2+ 4 cos 8

Dada la ecuacidn r
a) Encontrar la excentricidad.
b) ILdentificar la cdmica.

¢) Obtener la ecuacidon de la directriz.

Solucidn:

Necesitamos expresar la ecuacidn en la forma:

2

r-l t e cos 8

Para lo cual dividimos numerador y denominador entre dos.

. 1/2) 6 L, 3
T * 7Y (2 + & cos 8) 1+ 2cos 6

3

T* T+ 2 cos 8

a) e = 2 (excentricidad)
b) Como e > 1, se trata de una hipérbola.

c} El signo positivo en la expresidon nos indica que le directriz
se encuentra a la derecha del polo. Por lo que su ecuacidn es
del tipo:

Para obtener p. tomawos el numerador de la ecuacidn de la comica, eg
to es. .

ep=3 o seaque 2p =3
De donde:
Pp*3

Con lo que obtenemos la ecuacidon de la directriz:

— 3/2

coe B
. directriz r = P
¥ 2 cos B




En general, aplicando el concepto de excentricidad de las cdnicas,
podemos determinar la ecuacidn de una cdnica con un foco en el ori-
gen, pero con la directriz correspondiente localizada en cualquier
posicidn. Por ejemplo sea la cdnica mostrada en la figura III.30.

R, directriz
N
L A
—____..——--"‘

©
\
=

.
[
G2

i

ol Eje polar

Figura III.30

—_———
——
—
P——

Para determinar su ecuacidn, hagamos las siguiente: consideraciones

g

r
x|

E

El problema se reduce a determinar [ﬁ]
[P8] = [WN] - [¥P] pero | = p
Por lo que:
[PN] = p -|¥P|
Ahora bien :
|MP| = r sen ¥
Pero:
(e -90°) + y=6 Ssea y= 6 - a+ 90°

De donde:

Iﬁl' r sen (8 - a + 90°) = r cos(6 - a)

IIX.2.4 DISCUSION DE LA ECUACION DE UNA CURVA EN COORDENADAS POLARES

Sustituyendo:
r

e’p—rcosia-ui
pe - re cos(6 - a) - r =0

pe = r(e cos(® - a) + 1)

e

. At L ENEAE LG
T " T+ ecos(d - a)

Como vimos en la seccion II1.2.2, una curva en el plano se puede defi-
nir por medio de una ecuacion polar, o contrariamente si tenemos una e-
cuacion del tipo f(r, 6) = 0, podemos construir una curva, que es lagri
fica de 1a ecuacion. La relacion entre esta curva y la ecuacion
f(r, 8) = 0 es tal, que todos los puntos cuyas coordenadas satisfacen ]
ecuacion, se encuentran sobre la curva, y reciprocamente, si un punto
estd sobre la curva, sus coordenadas satisfacen la ecuacion. Para cons
truir esta curva, tenemos que hallar un nimero suficiente de puntos, cy
yas coordenadas satisfagan la ecuacion, que indiquen su contorno. Egta
puede hacerse dando arbitrariamente valores a 8, sustituyendo estos va-
lores en la ecuacidn, y obteniendo asi los respectivos valores de r. An
tes de hacer estos cdlculos es conveniente, sin embargo, tratar de este
blecer algunas propiedades geométricas de la curva, que nos permitan cb
nocerla con suficiente aproximacion. Esto implica el realizar algunos
cdlculos sistematicos, a los cuales se les 1lama discusion de l1a ecua—
cion de la curva.

La discusion de la ecuacion de una curva comprende los siguientes pun-;
tos: .

1. Determinacion de las intersecciones de la curva con el eje polar y
con el eje copolar.

2. Estudio de la simetrfa de la curva, respecto al eje polar, al eje
copolar y al polo.

3. Estudio de la extension de la curva.
4. Calculo de las coordenadas de algunos puntos de la curva
5. Representacion grafica de la curva.

6. Transformacion de la ecuacion polar £(r, 8) = 0 a una en coordena
cartesianas f(x, y) = 0

Antes de describir el proceso de cada uno de los puntos_mencionados o
el pirrafo anterior, es conveniente sefialar algunas particularidades qu
tiene 1a discusion de una ecuacidn en coordenadas polares.



En efecto, 1a discusion de una ecuacidn polar requiere de ciertas pre-
cauciones, que no son necesarias cuando se hace la discusidn de una ecua
cidn en coordenadas rectangulares. Por ejemplo, un punto en el sistema
rectangular tiene un solo par de coordenadas, pero un punto en el siste
ma polar tiene una infinidad de pares de coordenadas Podria suceder
que para un punto P de una curva, un par de sus coordenadas polares sa-
tisfaga la ecuacién de la curva, pero otro par no la satisfaga, Por
ejemplo para la curva cuya ecuacion es r = 2 8 {11amada espiral de Arqui
medes), si & = 1/2 entonces r = n y tenemos las coordenadas
(3.1415 ..., n/2) de un punto de la curva. Si asignamos al mismo punto
otro par de sus coordenadas tales como (3.1415 ..., 5/2 ©), vemos que es
te segundo par de coordenadas no satisface la ecuacion de 1a curva.

Por otra parte, se puede presentar el case, de que una curva, se repre-
sente por mds de una ecuacién polar, por ejemnplo, una circunferencia cu-
yo centro estd en el polo y que tiene de radio a, tendrd por ecudcién a
1a expresi6n r = a, pero también podra representarse por r.= - a.

L.as ecuaciones que representan a una misma curva, se 1laman ecuaciones
equivalentes.

Continuando con la discgsién de una curva en coordenadas polares, se
describirdn a continuacion cada uno de los puntos a discutir.

1.-Intersecciones.

Intersecciones con el eje polar. Estas intersecciones, cuando existen
se pueden determinar calculando los valores de r que resultan cuando a
8 se le asignan sucesivamente los valores 0, + «, & 2n, ..., nm; en don
de n es un entero cualquiera.

Intersecciones con el eje copolar.- En este caso las fntersecciones se
pueden detenninar calculando r para € ijgual a % —%—, % ~%— Ty weves

—%— n; en donde m es un entero impar cualquiera.

Si para algin valor de
poTo.

8 resulta r = 0, entonces la curva toca el

2.- Simetrias.

Simetria respecto al eje polar. Decimos que una curva es simétricares
pecto al eje polar, si para cada punto P de la curva, existe un puntop
que también pertenece a 1a curva, de tal forma que al segmento PP; lobil
secta perpendicularmente el eje polar.

En- la figura III.31 se observa que para P(r, 8) su simétrico P, tiene
por coordenadas (r. -8) 0 (-r, m-8).

P(r, 8)
r
g -8
=) i
_/// Eje polar
=)
-
Pir—8)
Figura III.31

Por lo que 1l1egamos a la siguiente condicidnde simetria.

tina curva es simétrica con respecto al eje polar, si su ecuacidn polar
no se aitera, cuando se reempiaza 6 por -6, S 8 por = - 8 y r por -r.

La simetria con respecto al eje _polar existe también si al reemplazar
los valores indicados, la ecuacion de 1a curva cambia a una ecuacidn
equivalente.

Simetria con el eje copolar.- Decimos que una curva es simétrica res-
pecto al eje copolar, si para cada punto P de la curva, existe un punto

Py también de la curva, tal que el segmento PP, es bisectado perpendicu

larmente por el eje copolar. Figura III.32.

Eje copolar

Py P(r, 8)

e
-

Eje polar
Figura III.32

—————



En este caso para P(r, 8) su simétrico P; tiene por coordenadas
(r, # - 8 0 (-r, - 0)

De aqui la condicion de simetria:

~ Una curva es simdtrica respecto al eje copolar si su ecuacion polar no
se altera, cuando se reemplazan ¢ por r - 6, 6, 6 por -8 ¥ r por -r.

La simetria respecto al eje copolar existe también, si al reemplazar
los valores indicados. 1a ecuacion polar de la curva cambia por unaequi
valente.

Simetria respecto al polo.- Decimos que una curva es simétrica respec
to al polo. st para tada punto P de la curva, existe un punto P; también
de la curva, tal que en el segnerto Pry, el polo es su punto medio. Fi-
gura III.33.

Plr, 8)

\\\\ T +8 8 .

(] Eje potar \ %

P

Figura I¥I.33 Simetria con respecto al polo

En este caso para P(r, 8}, su simétrico p; tiene por coordenadas
(r, * + ) 0 (-r, 8); de donde observamos la siguiente condicidn:

Una curva gs simétrica con respecto al polo ! su ecuacin polar no se
altera, cuando se reemplaza 6 por = + 6 0 r por -r.

La simetria existe, s el reemplazo indicado cambia la ecuacion polar
de Ta curva en una equivalente.

3. Extension.- En esta parte del estudio de la curva, determinaremos
si la curva es cerrada o abierta; para 1o cual serd necesario que en
su ecuacion quede expresada r en funcion de 6 es decir r = £(9).

En esta forma si para cualquier valor de & la variable r toma un va
lor finito, entonces 1a curva es cerrada.

Si para ciertos valores de & la variable r se vuelve infinita, enton
'ces 1a curva es abierta.

Si para ciertos valores de 6 la variable r se vuelve compleja, enton
ces no hay curva para esos valores de 6.

Calculo de las coordenadas de algunos puntos de la curva. Las coor
denadas polares de algunos puntos de la curva pueden obtenerse asfﬁ
nando valores particulares a 8 en la ecuacitn de la curva r = £(8),
con lo que obtendremos los valores correspondientes de r cuandoexis
t7n. En general serd suficiente dar valores de 6 a intervalos de
n/6.

Representacion grdfica de la curva. Para esto, serd necesario tra-
zar un sistema de referencia polar, y localizar, en este sistema,
los puntos tabulados en el paso anterior.

A continuacifn se unirgn estos puntos con una curva continua, quede
berd concordar con los datos obtenidos en 1os pasos uno, dos y tres.

Transformacion de la ecuacion polar a una en coordenadas cartesia-
nas. Haciendo uso de las ecuaciones de transformacion entre el sis
tema de referencia polar y el cartesiano, podemos transformar la
ecuacion de la curva f(r, 8) = 0 a otra del tipo f(x, y) = 0.

Ejemplo III.19

Discutir la ecuacidn polar de la curva r = 4 cos 2 O
Solucidn:

1° Intersecciones

Con el eje polar; para:
#8 =0, r=i4

6=mm r =4
B8 21, v = &

= nn, r=4& 0= upn entero

Con el eje copolar; para:
6= /2, r=-4

6= (3/2)r, r = -4

8= (5/2)m, r=-4

0= % m, r=-4 n = impar

Con el polo; si en la ecuacifn hacemos v = U tenemcs:




0 = 4 cos 28 = cos 28 3. Extensidn

28 = ang cos 0 La ecuaciBn de la curva es r = 4 cos 29

¢ - 2ng cos 0 Dado que el valor de r, depende de loa valores
2 que tome ls funcién coseno, y cowo sabemos que
loa valores da esta funcidn eatén dentro del in
Por lo que: tervalo (-1, 1], eatonces concluimos que r ae-
r = 0 para 8 = /4, 3 /4, ra finita para cualquier valor 8, por lo que la

curva es cerrada.
Sn/4, Tu/&4, .... , na/4 n = impar
4. Calculo de coordenada de algunos puntos de la curva; si
Concluimos que para estos valores, la curva pasa por el polo.
6=x/6 , = 2, (2, v/6)
2° Simetrias
o= /3 ,r==2, (-2, 7/3)
Con respecto al eje polar; si cambiamos 6 por (- 68), tenemos:
6=212/3 , r= -2, (-2, 2v/3)
r = 4 cos 2(# 8) = & cos (- 28)
8= 5u/6 , r= 2, (2, 51/6)
cos (~ 28) = cos (0 - 208) =
6w 7n/6 , r = 2, (2, 7n/6)
= cog (0) cos (28) + sen (0) sen (26) =
8= 4n/3 , r=-2, (-2, 4n/3)
= (cos(28)) + 0 = cos (26)
. Y 6= 51/3 , r=-2, (-2, 5%/3)
.. la ecuacion no se altera.
" 6= 1la/6, r = 2, (2, 1ln/6)
Concluimos que la curva es simétrica al eje polar:

Con respecto al eje copolar; si cambiamos 6 por (m - 6), tenemos:

r = 4 cos 2(n - 8) = 4 cos (2v - 20) En el paso uno calculawos otros puntos de

la curv
cos (27 - 29) = e

= cos (2%) cos (26) + sen (2r) sen (26) = (4, 0), (=&, #/2), (4, v}, (-4, 37/2)

o (COS (26)) e o5 (20) (l‘l 2")' (0. “/l‘)r (Ov 3"/10)' (0; 5’”/[‘)'

.% 1la ecuacidn no se altera. W )
Concluimos que la curva es simétrica respecto al eje copolar.
Con respecto al polo; si ¢ambiamos 6 por (7 + 6), tenemos:
T = 4 cos 2(x + 8) = 4 cos (2n + 26)
cos (27 + 28) =
= cos {27m) cos (28) - sen (2m) sen (28} =
= {cos{28)) - 0 = cos (29)

2. la ecnecidn no se altera.

Concluimos que la curva es eimétrica respecto al polo.




5.

Representacidn grafica de la curva. Figura III.34.

(SIE ]

Figura III.34 Grdfica de r = 4 cos 2 0

6. Transformacidn de la ecuacidn polar, a una en coordenadas carte
sianas

r= 4 cos 26
r = 4(cos? 8 - sen? 0)

r=4cos?2 8- 4 sen? 0

Por las ecuaciones de transformacidn tenemos:
4 x2 :.%2 4 x2 - 4 y?
3 t! r -] T
rd=4x?-4y2

(AT %32 )3 =4 x2 -4 y2

. 2 2y3/2
R R ]

111.3 COORDENADAS CILINDRICAS Y ESFERICAS

I1I.3.1 SISTEMA DE REFERENCIA EN COORDENADAS CILINDRICAS Y ECUACIONES
DE TRANSFORMACION

El sistema de referencia polar, estudiado en el subtema anterior, co—
rresponde a un espacio de dos dimensiones, es decir estd considerado en
el plano; sin embargo podemos generalizar nuestro sistema polar a un es
pacio de tres dimensiones.

Sea un punto P, en el espacio de tres dimensiones, referido a un siste
ma de c¢oordenadas de tal forma que P, tiene por coordenadas (r.,, 6., z.),
es decir P.(r,, 0,, z,) en donde r, y 6, son las coordenadas polares de
la proyeccidn ortogonal de P, sobre un plano polar y z, es la distancia
dirigida de P, al plano polar. Figura III.35.

z|
 Folto:60420)
0
Eje capolar
r
0
Pc;(l'o. 60)

Eje pola 2 :
e Proyeccion ortogonal de P

sobre el plano polar

Figura III.35 Sistema cilfndrico de referencia

En la figura se han dibujado tres ejes: el polar, el copolar y el d
tas (z). Este sistema recibe el nombre de coordenadas cﬂ!ndr'lcas..



do a que los puntos del espacio para los que r es constante equidistan
del eje z y forman un cilindro circuilar recto. Figura 111.36.

z;}

r=c¢
c=constante

———

— S ——

=C &

———————
e -

Eje polar r )

i :

Figura III.36 Cilindro circular recto

Zjemple III.20

Representar en un sistema de coordenadas c¢ilindricas a los puntos

Pl(zp "‘/‘; 85 P2(3, ‘7/2» -1) y Pg(l. 7'-'"/4, 2)

Solucidn. Figura III.37

3 Eje copolar
R

Eje polar |

Figura III.)7 Representacidn de puntos en
el sistema cilfndrico

Dado que para el sistema de coordenadas polares un punto en el plano
tiene uuna infinidad de coordenadas polares, en las coordenadas cilia-
dricas un punto en el espacio tiene una infinidad de coordenadas ci—
lindricas.

ECUACIONES DE TRANSFORMACION

Un punto P en el espacio 1o podemos referir a un sistema de coordena—
das cartesiano o a un sistema de coordenadas cilindricas. Si conocemos
las coordenadas de P en uno de los sistemas, por ejemplo en el cilindri
co, podemos determinar sus coordenadas en el sistema cartesiano siempre
que conozcamos la localizacidn relativa de un sistema con respecto al
otro. Figura III.38.




z)
Z
Zy ¥ P(ry, 8y, 24)
Z\_ 5
) rp(!hh-z:)
0 5 * 9
Xy y
& p!

Eie polar

Figura IXI.38 Transformacibn de ¢oordenadas

En la figura I11.38 se han representado los vectores de posicidn p del
punto P en cada uno de los sistemas.

En el sistema cartesfano las componentes de p son (xj. Y1, 21)

En el sistema cilindrico las componentes de p sobre el eje polar, copo-
lar y de cotas son (ry cos 81, ry sem 03, z])

Ahora bien, sf consideramos que para estos sistemas el origen y el polo
coinciden, que el ejeX,el Y y el Z coinciden con el polar,.copolar y de
cotas respectivanente y que las escalas estdn referidas a 1a misma unidad
entonces. las componentes del vector T para ambos sistemas son respectiva
mente iguales. es decir que:

(x, y, z) = (r ¢cos & r gsen®, z)

De donde se tienen las siguientes ecuaciones:

x = r cos @
y = r sen 0

Las cuales nos permiten obtener las coordenadas cartesianas de un punto
en el espacio, a partir de sus coordenadas cilindricas.

Si planteamos el problema inverso, esto es calcular las coordenadas po-
lares de up punto en el espacio, a partir de sus cocrdenadas cartesianas;

de la figura 1I11.38 podemos observar que el tridngulo oP'P es un triéngg
lo rectangulo, ya que P’ es la proyeccion ortogonal de P sobre el plano
polar. Entonces existe la siguiente relacifn: .

72 = o2 + 22
Pero |p| en el sistema cartesiano es:
[ol= &F+yZ+ 22
Por 1o que sustituyendo. tenemos:
(1/':?2-'-i‘_y.z—-i-_z_z-)Z = pZ 4 22
x2 +y? +22 =242
x2 +y2 = 2  de donde r = /X% + y2

De las ecuaciones de transformacién de cilindricas a cartesianas se tie
ne que:

x « r cos 6
y = r sen 6
Si dividimos y entre x

¥y . rsen6 _ sen®
x x cos 6 cos t

« tan 6

De donde:
= ¥
6 = ang tan z
Finalmente tenemos que los ejes de cotas de ambos sistemas estfn rela—
cionados de tal forma que:
zi™ 2
De 1o anterior concluimos que si conocemos las coordenadas cartesianas

de un punto en el espacio, sus respectivas coordenadas c{lindricas esta-
rdn dadas por las expresiones:

r= sz + },2
= b/
&} ang tan

T




Ejemplo ITT.21

Decerminar las coordenadas cilindricas del punto P(-1, 1, 4) dado
en coordenadas cartesianas.

Solucipn:

= -DZ + (D2 = 2

8 = ang tan :}_—- = 3Inlb

z = 4

r B(/2, 3n/4, 4)

Ejemplo III.22

Determinar las coordenadas cartesianas del punto P(-2, ~ u/3, 1) da
do en cocrdenadas cilindricss.

Solucidn:

3 WD con (-%)-(-z) (%)--1

y = (=2) sen(-%)-(*Z)(-é)-/Z’T

I11.3,2 SISTEMA DE REFERENCIA EN COORDENADAS BSFERICAS Y ECUACIONES DE
TRANSFORMACION

Existe otro sistema de referencia para el espacio de tres dimensiones,

al que podemos considerar también como.una generalizacion del sistemade

coordenadas polares.

Consideremos un punto P. en el espacio de tres dimensiones, referido a
un sistema de coordenadas tal que P, (ps: 6., $.), en donde p, es

el m6dulo del vector de posicifn del punto P.,, B. es la segunda coer

denada de 1a proyeccifn ortogonal del punto P. sobre unr plano polar ¥y

$. ©€s el dngulo que el vector de posici6n de P, forma con un eje nor

mal al plano polar y que pasa por el polo. Figura III.39.

1 Fo (Fo1 8540 )

pO

%
o]
Eje copolar
fa
80 h
4 Po(fo . 90 )
Eje polar Proyeccidn ortogonal de P,

sobre el plano polar

Figura IXI.39 Sistema esférico de referencia

A é&ste se le conoce como sistema de coordenadas esféricas, ya que los
puntos del espacio para los que P es constante equidistan del polo y for
man una esfera. Figura II1.40.

p=c
¢ = constante

Eje polar

Pigura III.30 Bsfera




En el sistema de coordenadas esféricas al igual que en el de coordena-
das cilindricas, no existe la correspondencia uno a uno entre las ternas
de coordenadas y 1es puntos del espacio, y¥a gue a un punto le correspon-
de una infinidad de coordenadas esféricas.
ECUACIONES DE TRANSFORMACION
Sin embargo cuando se requiere la correspondencia uno a uno entre pun-
tos y coordenadas esféricas, se acostuwbra restringir los valores de P, '

0y ¢ de tal forma que solo se utilizan valores positivos de P, valores Cor_lsjderemos un sistema dg coordena@as cartesianas y uno de cooﬁdenaods
de 6 entre 0 y 2¢, y de ¢ de 0 a . esféricas, tales que coinciden el origen y el polo, a_demas los ejes X, Y,
! z coinciden con los ejes polar, copolar y el perpendicular al plano polar
Obsérvese que el conjunto re:gegﬁvamente. y en los cuales las escalas estdn referidas a la nisma
unidad.

8 -
e, )]0 PO < 0 < SR Y sea un punto P cuyas coordenadas en el sistema polar son (p, §, ¢).

‘Define todo el espacio cartesiano. Figura ITI.42.
)
Ejemplo III.23 -|Is
. p=|P|
Representar en un sistema de coordenadas esféricas a los puntos
P1{3, n/4, 0/6) y Pz(2, 3=/2, n/2)
z Py
Snlucidn: - 2.6,¢)
$ B
Figura III,41
y Eje copotar
o) _—
-
F
rP'I 2 8 -
a Pl
S,
Eje polar
o RIS
&t 6
2
AT . ]
P 2 Figura IXI.42 Transformacibén de coordenadas
2 el
El vector p es el vector de posicion del punto P, por 1o que sus compo-
T nentes son (x, y, 2z) en el sistema cartesiano.
2
Eje polar Las componentes de p sobre los ejes del sistema esférico son:

(r cos 8, r sen 8 |§[ cos ¢)

Pero:
Figura ITI.41 Representacidn de puntos en

un sistema esférico r = |5| sen ¢




Como:
7l = »
Entonces:
r = p sen ¢
Por lo que las componentes seran:
(p sen ¢ cos 6, p sen 6 sen 0, P cos ¢)

Dadas las coincidencias de los dos sistemas, las componentes de 7 enam
bos sistemas deberdn ser respectivamente iguales, por lo que:

(xy ¥, 2) = (p sen ¢ cos 6, p sen“d sen 6, p cos ¢)

De donde se tienen las siguientes ecuaciones:

x = p sen $ cos 0 |
y = p sen § sen 8

Z2 = pcos ¢

Las cuales nos permiten calcular las coordenadas cartesianas de un pun
to en el espacio, a partir de sus coordenadas esféricas.

Si ahora consideramos que conocemos las cuordenadas cartesianas de P,
y requerimos las esféricas podemos plantear lo siguiente:

Como p =~ |p| ¥y el médulo de un vector cuyas componentes son:

(x, vy, 2) es |p| = /%% + y2 + 22

Entonces:

p = ¥x% + y2 4 2°

Dado que 9 es la segunda coordenada polar de la proyeccifn de P sobreel
plano polar, 1a relacidn de 8 con 1as coordenadas cartesianas x e y, es-
ta dada por:

- L
6 = ang tan .

Finalmente en la tercera ecuacion de transformacién de esféricas a car-
tesianas tenemos que:

z = pcos ¢

Pero como ya vimos:
p-:’xz-fy:-rzz

Por lo que:
z =( /%% +y2 +zz) cos ¢
NECODI N &
/xZ +y!+ z2
De donde:
¢ = ang cos —— %
I’x! +y2+ zz

De Yo anterfor concluimos que si conocemos las coordenadas cartesianas
de un punto en el espacio, las correspondientes coordenadas esféricas del
punto estardn dadas por las expresiones:

p= /%2 +yt + 22

8 = ang tan -lu.-
i

s Ty

¢ = ang cos

EJ:emplo ITI.24

Determinar las coordenadas esféricas del punto P(-1, 1, 4) dado on
coordenadas cartesianas.



Solucidn:

p=Y/-DZ+ (D2 + ()2 = /18 = 372

8 = ang tanflr- = 3n/4

¢ = ang cos <= = a o—l £
1:4 33 ngcsjz_ T

. P(3/2, 334, w/4)

Ejemplo III.25

5 " L
Determinar las coordenadas cartesianas del punto P(3, ) ) dado
en coordenadas esféricas.

w)

Solucidn: -
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