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PRESENTACION 

El tema !/� ta� corno se establece en el programa de rleo.metJúa 
� de la Facultad de Ingeniería de la UNAM, resulta indispensable 

para los estudios posteriores del cálculo intermedio y del cálculo 

avanzado; sin embargo, la carencia de material escrito sobre dicho tema me 

indujo a escribir las presentes notas en su primera versión, de diciembre 

de'l990. Esta nueva versión ha sido corregida con la �yuda de los amables 

lectores y se pone a la disposición de la comunidad de la Facultad con la 

idea de que apoye el aprendizaje del tema. 

Una vez más solicito la amabilidad de los lectores para que me hagan saber, 

por escrito, los errores que seguramente aún existen, con el objetivo de 

que en la deseada versión definitiva, como parte de un libro que contenga 

la integridad del programa de rl�vua AnaU�. carezca completamente de 

errores. 

Erik Castañeda De Isla Puga 

abril 1994 

• 
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S U P E R F e E S 

GEOMETRIA ANAUTICA 
FASC!CULO !!. SUPERFICIES 

Def inición. - Se llama superficie al lugar geomét r i co de todos los 

puntos que t ienen representación gráfi ca en ·el espacio de tres dimensiones 

y cuya relación matemática representativa cuenta con una sola ecuación del 

tipo: 

F ( x , y , z )  = O 

Es conveniente hacer notar que no todas las ecuaciones de ese tipo 

representan a una superf ici e ,  por ejemplo: 

2 2 + 4z
2 

X + y = 

2x2 + 3/ + 6z2 

2 X 2 2 + 4y + 5z = 

o ( 1 ) 

' 

-8 ( 2 ) 

25 ( 3 ) 

La ecuación ( 1 ) representa sólo un punto, que en este caso es el  origen, 

ya que únicamente es satisfecha para ,los valores x = y = z = O. 

La ecuación ( 2 ) no representa nada, ya que la suma de tres cantidades 

posi t ivas no puede ser negat iva. 

La ecuación ( 3 ) representa una superficie l l amada e l ipsoide. 

Por otra parte,  también es necesar i o  aclarar que en l a  parte 

correspondiente a l a  geometría ana l í t i ca de dos dimensi ones se 

representaba a una curva con una sola ecuación, pero e l lo se debía a que se 

estaba trabajando s iempre en el plano xy, cuya ecuación es  z = o. 
Entonces, cualquier curva, en ese caso, tenía la ecuación con la que se 

trabajaba y la  anteriormente citada. Esto además quiere decir que una curva 

en e l  espacio tr idimensional requiere para su representación de dos 

ecuaciones cartesianas , l o  que significa ,  en rea l idad, que una curva puede 

obtenerse como la intersección de dos superficies . Como un ejempl o  de este 

caso se t iene la representación de una recta por medio de dos ecuaci ones 

cartesianas, como se ve en el tema correspondiente. De la misma manera, por
. 

ejemplo, una ci rcunferencia en e l  espacio de tres dimensiones puede 

representarse como l a  intersección de una esfera y un p lano, como se verá 

más adelante. 
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CLASIFICACION DE ALGUNOS TIPOS DE SUPERFICIES. 

A continuación se presentan los nombres de algu�os tipos de supetficies, de 

acuerdo con sus caracteristicas geométricas o con las de sus ecuaciones . 

. SUPERFICIES ALABEADAS: 

Son aquellas que no pueden estar contenidas en un plano . 

. SUPERFICIES CUADRIGAS Q CUADRATICAS: 

Para empezar, en la geometría analítica plana se habló de las curvas 

cónicas, las cuales se caracterizaban por estar representadas por una 

ecuación de segundo grado. Ahora, en tres dimensiones, a las superficies 

·que tienen su representación analítica del tipo: 
2 2 2 J Ax + Bxy + Cy + Dxz + Ez + Fyz + Gx + Hy + Iz + 

se les llama superficies cuádricas o cuadráticas. 

Las cuáo:r \.e as se sube.\. as '1..\ \.c.an a su \le L. en ·. 
'lt-���;ras. 
Elipsoides. 

Hiperboloides de un manto y de dos. 

Paraboloides circulares o de revolución. 

Paraboloides elípticos. 

Paraboloides hiperbólicos . 

.. Degeneraciones de las anteriores. 

SUPERFICIES CILINDRICAS: 

o 

Se llama superficie ci�índrica a aquella que se forma con el movimiento dP. 

una recta que se conserva siempre paralela a un vector dado y que sr. apoya 
en una curva fija. 

De acuerdo con esta, definición, el cilindro circular recto, 1 lamado 

simplemente cilindro desde la escuela primaria, es sólo un caso par·.t icula1 
de estas superficies, pues hay cilindros parabólicos, elípticos, etc . 
. SUPERFICIES CONICAS: 

Se llama superficie cónica a aquella que se genera con ·�1 movimiento de un¡;¡ 

recta que pasa siempre por un punto fijo llamado vert.ir;e y qlH' �;(: ;,puya en 
una curva fija. 

Para este caso. vale también una aclaración similar a la de los ('j lindros, 

pues el llamado cono es sólo la mitad de un cono circular r�cto, y;1 qtJv la 

superficie se extiende hacia ambos lados dcd vér·t ice. y ex i st(�n t Lln:l>íén 
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conos diferentes a l  circular recto. 

SUPERFICIES REGLADAS: 

j GEOMETRIA ANAUTICA 

FASC!CULO n. SUPERFICIES 

Se l lama superf i cie  reglada aquel l a  que puede generarse por medio de 

rectas .  Esto signif ica que tanto l os c i l indros como los conos son 

superficies regladas. Además, l o  anterior permite precisar que de 

acuerdo con la presente clas i f i cación, una superfi c i e  puede quedar incluida 

en var ias categorías. Un ejemplo de esto, que además resul t a  cur ioso,  es  

que e l  plano es una superficie cilínd r i ca ,  cóni ca y ,  por  supuesto, reglada. 

SUPERFI C I ES DE REVOLUCI ON :  

Son aquel las que se generan ·con e l  giro de una curva plana l lamada 

meridiana, al rededor de un eje contenido en el mismo plano. Algunos 

ejemp l os de estas superficies, son l as esferas, l os, c i l indros circulares 

rectos, l os conos c i rculares rectos y ,  los actualmente muy frecuentemente 

.uti l izados, paraboloides circulares. 

METODO DE LAS GENERATRICES. 

El estudio de la geometría analítica tiene dos objetivos principales, a 

saber :  l a  obtención de la expresión matemát ica del lugar geométrico en 

estudi o  y la  identif icac i ón de éste cuando su expresión es conocida. A 

continuación se presenta un método que conduce a a lcanzar e l  primero de 

esos objetivos en l o  que se refiere a las superficies. 

Antes de est�blecer este método, conviene enunciar algunas def iniciones: 

Curva generatriz:  Es aquel l a  que cambia de posi c i ón y, en 

ocasiones de forma, apoyándose en una o varias curvas fijas l l amadas 

directrices y que con su movimiento genera una superficie.  Las ecuaciones 

de una generatriz son identi f i cables pues contienen parámetros, ya que 

son curvas que cambian y l os parámetros, al  tomar diferentes valores, 

provocan ese cambio.  Para representar parámetros 

griegas minúsculas, como a, �. D• etc.  

se u t i l izarán letras 

Curva directr iz:  Se l l ama directriz a aque l l a  curva que se 

mantiene fija  y que señala la  direcc ión que debe seguir la generatri z  a l  

moverse para formar una superfi c i e .  Las ecuaci ones d e  una directri z  no 

tienen parámetros pues son curvas f i jas. 

DATOS PARA LA APLICACION DEL METODO: Las ecuaciones de la o las directrices 

y de la genera t r i z .  Estas ecuaciones son datos propiamente dichos o pueden 

ser obtenidas t omando en cuenta las características geométricas de la  
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superf i c i e  en estud i o .  

OBJETIVO DEL METODO: Determinar la  ecuación de la  superficie  trabajando de 

manera s istemát ica con las ecuaciones indicadas. 

DESCRIPCION DEL METODO: a )  Con las ecuaciones de la  generatriz  y con las de 

una de las d i rectrices, se el iminan las variable x ,  y, z; quedando asi una 

ecuación con solo parámetros y constantes .  Esta ecuación se l lama ecuación 

de cond i c i ón.  Esto mismo se rep i t e  con las ecuaciones de la  generatriz y 

con las de cada una de l as directr ices,  de manera que al  térm i no de esta 

etapa se tendrán tantas ecuaciones de cond i c ión como d i rectrices exi stan. 

b) Con todas las ecuaciones de cond i c i ón y las de la generatriz ,  se 

eliminan los parámetros, con lo  que queda una sola ecuación donde 

i ntervienen constantes y variables,  y ésa es la ecuación de la superf i c i e .  

OBSERVACION: Para la  correcta apl i cación del método, e l  número de 

parámetros debe ser igual a l  número de directrices más uno. En ocas iones 

resulta más senc i l lo ver i f i car que el número de directri ces debe ser igua l 

al  número de parámetros menos uno, esto cuando se establecen primero las 

ecuaciones de la  generatriz y,  por lo tanto, se conoce prev iamente el 

número de parámetros. 

A continuación se presentan unos ejerc i c ios i l ustra t i vos del método, y 

después de el los se hace una jus t i f i cación de é l .  

Ejercicio  l: Determ i nar l a  ecuación de la  superf i c i e  que se genera con e l  

desplazamiento de la  curva: 

G: 

{ 

z - (X 

x = r 

( 1 ) 
( 2) 

al apoyarse simu l táneaooente en las curvas: 

Solución: 

{ 

2 2 X + y = 1 
Dt: l z = 

"' { : 

2 X 

o 

(1 (3) 
( 4) 

( 5 )  

( 6) 

En este ejerc i c i o  se puede fác i lmente ident i f icar la generatriz,  que es l a  
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GEOMEJRIA A�AUTICA 
FASCICt.:lO 11. SUPERFICIES 

curva G, ya que en sus ecuac iones t iene los parámet ros oc, � y r. Por otra 

parte, al tener tres parámetros en sus ecuac iones, se deben tener dos 

di rectrices, que son las curvas Dt y D2. 

al Con G y Dt, e l im inac ión de las variables x, y,  z: 
Como X = r 

2 2 y = 1 - r 

llevando este vaior a ( 1 ), y tomando en cuenta (4 ) :  

- a =  �(1  - r
2l (Ctl 

que es la primera ecuac ión de condic ión. 

Ahora con G y D2: 

Dado que X = r 
2 z = r ' 

llevando este v a lor a ( 1 ) y tomando en cuenta 
2 o CC2l r - Cl = 

( 6 ): 

b )  El iminación de los parámetros trabajando simi.l l  táneamente con G, (Ct) y 

(C2 ) : 

tomando en cuenta (2) en (C2l: 
2 

X = Cl 

despejando � de (1): 

z - Cl 
2 y 

(7) 

l l evando este valor a (Ct): 

z - Cl 
1 - Cl = 2 y 

2 
e 1 - r l 

de (7} y (2}: 
2 Z - X 

2 y 

que es la ecuac ión de la superficie,  pero simplif �cando 

un poco esta expresión, f inalmente queda: 
2 2 X + y = z . .. ( S )  

L a  superficie  répresentada por esa ecuación e s  u n  paraboloide de 

revoluc ión,  como se muestra en la f igura 1, y es la que se forma con e l  

mov imiento de  una parábola ,  como G, al  apoyarse en una c i rcunferencia y en 
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una parábo la ,  Dt y 02, respectivamente. 

figura 1 

Ejercicio 2: ·Determinar la  ecuación de la esfera de radio R y centro 

C ( h , k , l ) .  

Solución: Sea la esfera representada en la figura 2: 

• 

' 

� • 
:r 

/-----------�k� y 

figura 2 
En este caso , no se dan como datos las ecuaciones de la  generatriz ni de 

las directrices, pero si se considera que esta esfera puede formarse a l  

tomar como directriz a una circunferencia de radio R y centro C ( h ,  k ,  1), 
contenida en un plano paralelo a l  yz,  como se muestra en l a  f igura 2; y 

como generatriz, a una circunferencia horizontal que tiene su centro 

siempre en la recta vertical  que pasa por el centro de la  esfera, y que esa 

circunferencia en su desplazamiento debe tocar constantemente a l a  

directriz :  

6 



las ecuaciones de la directriz 

0: I ( y - k)2 + (z 

lx = h 

y las de la generatriz: 

son: 

- 1)2 

üEOMETRIA ASAUTICA 
FASC!Cl'l.O ll. SUPERflCI ES 

... (1) 

... (2) 

. . .  ( 4 )  

Obsérvese que los parámetros representan los cambios que se producen en la 

generatriz para formar la superficie; asi, � corresponde al radio variable 

de la circunferencia horizontal y � es la distancia que separa esa 

circunferencia del plano xy. 

Aplicación del método: 

a) sustituyendo ( 4 )  en ( 1 ) :  

(y - k)2 + (�  - 1)2 

ahora (2) en (3): 
2 2 (y - k) = 0: 

llevando este valor a (5): 
o:2 + (� _ l)2 = R2 

' 

b) Con la ecuación de condición y las de la generatriz: 

sustituyendo (3) en (C): 

... ( 5 )  

. . .  ( 6) 

... e el 

(x- h)2 
+ (y- k)2 + (�- 1)2 = R2 

finalmente, tomando en cuenta (4): 
(x - h)2 + (y - )(J2 + (z - 1)2 = R2 .. . (S)" 

Ejercicio 3: Sea la tuberia que se muestra en la figura 3 ,  constituida por 

un cilindro circular recto, de 4 metros de diámetro. con eje oblicuo a los 

ejes coordenados. Determinar su ecuación. 

figura 3 

7 
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Solución: Para resolver este problema, se considerará como directr iz una 

ci rcunferencia ,  con centro en el origen y con tenida en un plano 

perpendicular al  eje del c i l indro. Para obtener sus ecuaciones ,  dicha 

ci rcunferenc ia se puede considerar como la  intersección de una esfera y un 

plano:  

Dr 
2 2 + y + z = 4 

J - 4 y 

... ( 1 )  

... (2) 
Por otra par te, la generatriz  será una recta para lela al  eje que se apoyará 

cont inuamente en la directriz .  Para expresar esta generatr i z ,  primero se 

determina un vector que def ina la di rección : 

V = Oi  + Jj + 4k 

Las ecuaciones de la  generatriz  se plan tearán en forma simétrica :  

X - Xo 
a 

= Y - yo 
b 

= Z - Zo 
e 

Dado que se trata de un vector paralelo al plano yz, se tendrá un parámetro 

que indique la di stancia de la  recta generatriz con dicho plano. Por otro 

lado: 

Y - yo 
3 

z = 4 
3 

si  se hace a 

entonces: 
' 

Apl icación del método: 

Z - Zo 
4 

4 y - -3- yo + Zo 

4 
3 

yo + Zo 

y + a 

a )  sust ituyendo (2) en (1 ) :  

2 X 

2 X 

2 9 2 + y + ---u;y 

4 

8 

4 

... (3) 

. . .  ( 4 )  

... (S)  
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GEOMETRIA ASAUTICA 
FASCICI..il..O 11. SUPERFICIES 

i gualando (2) y (3): 

(4) y ( 6 )  en 

3 --¡- Y  

y 

( 5): 

25 144 {32 + 12 625 

{32 + 9 2 = 4 25 a: 

. . .  (6) 

2 4 a: 

' . . .  ( C )  

( 3) y ( 4 ) en (e) : 

f inalmente: 

2 + 9 
(z _ 4 y ) 2 = 4 X 25 3 

2 X 
4 + 

2 
( 3z - 4y) 

100 
1 .. . (S) 

Ejercicio 4: Determinar la ecuación de la superf i cie  del ejercicio anterior 

u t i l i zando la  m i sma recta como generatriz ,  pero como d i rectriz la  e l ipse 

que es traza de la superfi cie con el plano xy, ver figura 4. 

f i gura 4 
Solución: Las ecuaciones de la generatriz son las mismas que las obtenidas 

en el ejercicio anterior, es decir: 
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G' { : 
= 

�� y + a ' . . ( 1 ) 

... ( 2) 

Ahora, para la determinación de l as ecuaciones de l a  

d i r ectr i z ,  considérese l a  figura S :  

a )  

z 

)( 

f i gura S 
Del triángulo que seña l a  la incl inación del eje del ci l indro:  

sen ce 
4 

=s-

del triángulo OAB: 

sen ce = 
2 
a 

iguala�do y despejando: 

a =  2.5 

entonces , las ecuaciones de l a  di rect r i z  quedan: 

0: 

( 4 l en ( 1) : 

y = Jcx 
-4-

2 y 
6.25 

= 1 

o 

. ' . ( 5 )  

10  

... (3) 

.. . (4) 



(2) y (5) en ( 3 ) :  

/32 (- 314 a -- + 4 6.25 
/32 9ci 

1 4 + ---roo = 

b) De ( 1 ) : 
Ct z -

4 
3 y 

(6) y (2) en (C ) :  

2 X (3z - 4y) + 
-4- 100 

f 

... (C) 

... [6) 

2 
= 

' 

Gt'DMETRJA A:"AUTIC."' 
FASC"ICt;U) 11. SUI'ERFICIES 

.. . (S l 

Ejercicio 5: Determinar la ecuación de la misma superficie cilíndrica del 

ejercicio 3, considerando a la recta L, de la figura 6, como directriz, y a 

la e lipse E, de la misma figura, como generatriz. 

l 
/ 

.' 

y 

figura 6 
So lucion: Par·a determinar las ecuaciones de la directriz se tomará en 

cuenta e l  triángulo OAB de la figura 7: 

X figura 7 
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cos a 
OA 

; 08  

pero OA = 2 y cos a = 

entonces: 

10 08 = -3-

3 
5 

FACLL TAO DE I�GE:\IERIA, t:'A.\1 

que es e l  valor absoluto de la cota a l  origen de l a  rec ta L .  

Por l o  tanto, las ecuaciones de l a  d i rectriz quedan: 

t 4 10 ... ( 1) = 3 y - -3-
0: 

= o ... (2) 

Para las ecuaciones de l a  generatriz, la e l ipse en su 

movimiento no cambia de forma y lo que se modif i ca de e l l a  es  su altura y 
l a  ordenada de su centro , entonces: 

a)  (2) en (3): 
' 

(y - o:)
2 

6.25 

2 
(y - o:) 

2 
(y - o:) 

6.25 

1 

6.25 

y - 0: = ± 2.5 

tomando e l  valor posi t ivo: 

y =  0: + 2.5 

( 4 ) y (S  ) en ( 1 ) : 

12 

... (3) 

... ( 4) 

... (S) 
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� = � (a + 2. 5) -
1

� 

� 4 
3 a .. . ( Cl 

(4) en (C): 
3z 

a = 
-4-

l levando este valor a (3): 

2 
(y - 3/4 z)2 X + 4 6.25 1 

fina lmente: ' 

2 
(4y - 3z)2 X + 1 4 1 00 

=: . . . (S ) 

Obsérvese que es la misma ecuación que las obtenidas en los 

dos ejercicios anteriores, pues: 

{4y - 3z)2 = (3z - 4y)2, para todo valor de y,z. 

qercicio 6: D�t�nR\.'CI..�I �íl �C.��c.\�\\ <;i� \� w.\STha 'S'U"?eT1lc1e cill. ndr ica de 

los casos anteriores, pero ahora tomando como directriz la recta L de la 

figura 8, y como generatriz la circun ferencia J de la misma figura. 

z 
figura 8 

Solución: Como puede observarse, la directriz es la misma que la que se 

empleó en e l  ejercicio S. Asi que sus ecuaciones son: 

D: rz

x

:: +
y

-l = o 

10 
3 

. " ( 1 ) 

" . (2) 
Para las ecuaciones de la generatriz, la circunferencia 

móvi 1 puede formarse por medio de la intersección de una 

13 
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esfera de radio 2 y centro en e l ·  eje del cil indro, con un 
plano perpendicular a dicho eje y y que pasa por el  centro 

de la esfera (ver figura 9) . 

�� ·-·· 

figura 9 

Las ecuaciones de l a  generatriz quedan: 

1x2 + (y

3

-

G: 

2 = - 4 

2 2 o:) + ( z  - �) = 4 

y + '1 

Como puede verse, los tres parámetros que aparecen se deben 

a que el centro de la esfera sufre modif i caciones en su 

ordenada y en su cota ,  y e l  plano en su cota a l  origen, ver 

figura 10 .  

X 

f i gura 10 

Aparentemente el método no puede apl i carse,  pues se t iene 

una sola direc t r i z  y tres parámetros; sin embargo, pueden 

relacionarse dos de los parámetros.  o
"
e la misma f i gura 1 0 :  

h = 
cos e 

1 4  



a) Igualando 

h a. 
cos 9 

h 
'( = 

sen 8 

entonces: 

a r = 
cos 8 sen 

pero cos e = 3/5, sen. 9 

25 
r 12 a  

e 

= 4/5, 

' 

por 

vEO:o.!I::.IRIA A:-;AUTICA 
�ASC!Ct:I..O 11. SUI'ERFICII':S 

lo  tanto: 

sust ituyendo en las ecuaciones de la generatriz :  

J

x

z

2 + 
G 

1 

4 . . .  ( 3 )  

. . .  ( 4 )  

( 1 ) y ( 4): 

4 10 3 25 
3 y - -3-

= 4 y + 12 a  

25 2S 10 
---rz y = --r2 a. + 

-3-

8 ... (S) y = a + S 

(2) y ( S )  en ( 3) : 

(a + 8 -a) 2 + 2 4 5 (z - f3) 

(z - ¡3 ) 2 36 
.. . (6) - �  

por otra parte, (5) en (4): 

z = 3 
4 (a. + �) 5 

+ 
25 

--r2 .. a. 

15 
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4 6 ... (7) z = 3 ex -
s 

(7) en ( 6): 

{...!._ 6 
al

2 36 
ex - 5 - 25 3 

4 6 a ± 6 
3 ex -

s 
- = s 

tomando el  valor negativo del miembro derecho , en virtud de 

que se el igió como d irectriz la  recta colocada inferiormente:  

b )  d e  (4): 

4 6 f3 
6 

3 ex -
5 

- = 5 

f3 4 
... (C) = 3 ex 

12 3 
ex = 25 (z + -¡- y) 

l levando este valor a (C): 

a =(_!_ ) (�)(z + �) 3 25 4 

16 3 f3 = 
25 ( z  + -¡- y) 

' 
( 8) y ( 9) en ( 3) : 

... {8) 

... (9) 

2 12 X + [y - ZS(z 3 ))2 [ 16 ( + 3
4 

y)]2 ::: 4 +-¡-Y + z - 25z 

desarrol lando y s impl if icando: 

2 
X 

4 + 
2 

(4y - 3z )  
100 

16 

::: 1 . .. (S) 



JUST I F I CACION DEL METOOO: ( OPCIONAL ) 

GEOMETRIA AN AUTICA 
FASCICULO n. SUPERFICIES 

El fundamento del método se basa en la definición de superficie previamente 

establecida; es decir, el conjunto de puntos del espacio de tres 

dimensiones. cuya representación matemática es una sola ecuación del tipo 

F{x, y,z) = O. 
De acuerdo con esta definición, dos ecuaciones del tipo F(x, y, z) == O, 

tomadas simultáneamente, representarán aquellos puntos que pertenecen a la 

vez a dos superficies; es decir, dos ecuaciones cartesianas representan una 

curva, que es la de intersección entre las dos superficies, cuando esto 

suceda. 

Si se considera a una superficie como el conjunto de todas las posiciones 

de una curva generatriz, se t lene que 1 as ecuac ion"es de esa curva cuentan 

con uno o varios parámetros, ya que esto significa que se trata de una 

familia de curvas, o de una curva que cambia de posición y/o de forma. 

Considérese primero la generatriz: 

G: Jr (x,y,z,a)== O 

lr:(x, y, z,al= o 

Como consecuencia de la variación del parámetro a, las ecuaciones G 

representan una curva variable que se mueve en el espacio y el conjunto de 

todas sus posiciones constituye la superficie, que es el lugar geométrico 

de todas esas posiciones. 

Para encontrar la ec.uac1.Jn de la superficie engendrada por la curva G, 

basta eliminar al parámetro � trabajando simultáneamente con las ecuaciones 

de la generatriz. Por supuesto al eliminar el parámetro a quedará una 

ecuación F(x, y, z)= O, q\le es la de la superficie, en la que evidentemente 

ya no figura el parámetro ce Esta ecuación es satisfecha por todos los 

sistemas de valores (x, y, z) que verifican a las ecuaciones G, para todos 

los valores del parámetro a. Esto es cierto porque se sabe que eliminar a 

una variable consiste en obtener una ecuación que se verifique para los 

mismos sistemas de valores que verifican a las ecuaciones de donde se 

pal"l iú. Por· lo tanto, la ecuación obtenida es la ecuación de la superficie 

engendrdda por la generatriz G. 
No siempre se pres enta el problema de manera tan simple, pues el número de 

1 7  



ERIJC. CASTAÑEDA DE ISLA PUGA FACULTAD DE I�CESIERIA, UNA.\1 

parámetros en la generatriz puede ser mayor que uno. Asi, supóngase que se 
tienen dos parámetros: 

G: {'1(x,y,z,a,�)� o 

o f2(x,y,z,a,f3)-

Si el problema no tiene otros datos es un problema indeterminado porque las 
ecuaciones G pueden representar a todos los puntos del espacio de tres 
dimensiones. Supóngase que 
M(x ,y ,z ) es un punto cualquiera del espacio de tres dimensiones, al 1 1 l 
reemplazar sus coordenadas en G: 

f (x ,y ,z ,a,f3)= O 1 1 1 1 
f (x ,y ,z ,a.�)= O 2 1 1 l 

Este es un sistema de dos ecuaciones en que las incógnitas son los 
parámetros a y {3. Es claro que se trata de un sistema compatible y puede 
calcularse una pareja de valores a y f3 que lo satisfagan. Para estos 
valores, las coordenadas de M verifican el sistema G y como M es un punto 
cualquiera del espacio de tres dimensiones, se ha demostrado que las 
ecuaciones G representan todos los puntos del espacio de tres dimensiones. 
Entonces, para que el problema quede determinado, es necesario que exista 
una relación independiente entre los parámetros; a esta relación se le 
llama ecuación de condición entre los parámetros: 

' 

4>(a,{3) = O ... (C) 

Entonces el problema está determinado porque si entre las ecuaciones G y 
(C) se elimina un parámetro, se obtienen las ecuaciones de la generatriz 
con un solo parámetro y se llega así al primer caso, bastará eliminar a 
este parámetro para obtener la ecuación: 

F(x,y,z) =O ... (S) 

que es la de la superficie. 
Esta teoría puede generalizarse para un número cualquiera de parámetros. 
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FASCICULO D. SUPERFICIES 

Por ejemplo, si en la generatriz figuran n parámetros, para que el problema 
esté determinado deben existir n - 1 ecuaciones de condición entre los 
parámetros. La ecuación de la superficie engendrada se obtiene eliminando a 
los n parámetros entre las dos ecuaciones de la generatriz y las n - 1 
ecuaciones de condición. 
La ley según la cual la generatriz se desplaza y se deforma en el espacio 
se tendrá obligando a la generatriz a tocar constantemente a ciertas curvas 
fijas llamadas directrices. 
Considérese el problema cuando en las ecuaciones de la generatriz figuran 
tres paráf!;etros. 

G { 
fl(x,y,z,a.�.r) = O 

f2(x,y,z,a,�.rl = O 

considérese ahora la curva fija: 

que es upa directriz. 

{ hl (X, y, Z) = 0 
D1· . h2 {X, y, Z ) = 0 

' 

Para que la curva G toque a la directriz Dt se requiere que existan valores 
de x, y, z que verifiquen a las ecuaciones G y D1. Para esto basta que 
se despejen a las variables x, y, z en el sistema formado por tres de las 
ecuaciones y se lleven los valores obtenidos a la cuarta ecuación. Si ésta 
se verifica, la curva G toca a 1 a curva D1; la ecuación as i obtenida ya no 
contendrá a las variables x, y, z y sólo tendrá parámetros y constantes: 

�1(a, f3.r) o .. . (Cl) 

Se ha encontrado una de las ecuaciones de condición necesaria para resolver 
el problema. Pero, como en la generatriz figuran tres parámetros, hace 
falta otra ecuación de condición entre dichos parámetros, y para ello, será 
necesario tener otra directriz: 

{ hl(x, y, z) = O 
D2· . h2 (X, y, Z) Q 

19 
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51 se procede de manera semejante eliminando a x, y, z, entre las 

ecuaciones G y D2, se obtiene otra ecuación de cond ición: 

l/>2(a. , f3,rl ;; o ... ( C2) 

Si está ecuación se ver ifica, la generatr i z  G se apoya en la d i rectr i z  D2. 

Ahora el problema está determinado, bas ta eliminar los parámetros entre las 

ecuaciones G, (Cl ) y ( C2) .  La ecuación encontrada es la ecuación de la 

superficie engendrada por G al moverse en el espacio de tres dimensi ones 

apoyándose en las curvas directri ces D1 y Dz: 

F (x , y , z) =O . . .  ( S )  

Obsérvese que cada directriz suministra una ecuación d e  condición. Puede 

entonces general izarse el siguiente método: 

Si en las ecuaciones de la generatr i z  f i guran n parámetros, e l  problema 

estará determinado s i  se t ienen n - 1 direc trices. P r i mero se e l iminan a 

las var iables x, y, z entre las ecuaciones de la generatriz y cada par de 

ecuaciones de cada directr i z. Como resultado de cada eliminación se obtiene 

una ecuación de cond i c ión entre los parámetros. A continuación se �l i mlnan 

los parámetros entre las ecuaci ones de la generatr i z  y las n 1 

ecuaciones de condición. Se obtiene entonces una ecuación F(x, y ,  z )=O que 

es la ecuación buscada de l a  superf i c i e ,  engendrada por la generatr i z  al 

moverse apoyándose en las n - 1 direc trices. 

' 

SIMPLIFICACION DEL METODO PARA ALGUNOS TIPOS DE SUPERFICIES .  

E l  método que s e  acaba d e  presentar es d e  apltcación general , pero para 

ciertos t ipos de superf i c ies, es posible s i mp l if i car algo su emp l eo. A 

continuación se presentan· algunos de estos casos : 

SUPERFICIES CILINDRICAS CON DIRECTRIZ CONTENIDA FN UN PLANO COORDENADO O 

UNO PARALELO A UNO DE ELLOS Y GENERATRIZ CON UNA DIRECCION CUALQUIERA. 

Para presentar este caso, supóngase que se t i ene una curva d irectr i z  

contenida en un plano paralelo, al plano xz , y que d ista de éste d 

unidades. Entonces: 
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0: 
{ f(x,z)=O 

y = d 
(1) 
( 2) 

GEOMETRIA A."All1lCA 

FASCIClJ!..O D. SUPERFICIES 

Ahora. supóngase que la generatriz es una recta paralela al vector: 

v = a i + b j + e k 

Para aplicar el método, será necesario determinar las ecuaciones de la 
generatriz: 

X - Xo 
a 

= Y - yo 
b 

= Z - Zo 
e 

' 

Como la directriz está contenida en un plano paralelo al xz, conviene 
despejar a x, y también a z para tenerlas corno función de y: 

X - Xo 
a 

Y - yo 
b 

a a 
X = � y - � yo + Xo 

Dado que a, b y e son constantes, pero xo y yo son diferentes para cada 
posición de la generatriz, si se hace: 

a 
�yo + Xo 

entonces: 

que es la primera ecuación de la generatriz. 
Análogamente, para el caso de z: 

(3) 

(4) 

que constituye la segunda ecuación de la generatriz . 

A continuación se aplicaría el método corno en los demás casos. 
De la misma manera, si ahora se tuviera la directriz contenida en un plano 

21 



... 

ERIK CASTAiilEDA DE ISLA PUGA 

paralelo al xy: 

D: 
{ 

f(x,y) 
z = d 

o 

FACI..íL TAO DE l:'IIGE�IERIA, l":\A.\1 

( 1 ) 
(2) 

Si la dirección que debe seguir la generatriz está dada por el vector: 

v = a i + b j + e k 

Las ecuaciones de la generatriz quedan: 

G: 
a z + a 
e 
b --z +f3 e 

(3) 

( 4 )  

Por último, s i  l a  directriz está contenida en un plano paralelo al yz, las 
ecuaciones de la directriz y de la generatriz son: 

{ 

f(y,z) = o 
0: 

X = d 

(1) 

(2) 

{ :  

b = x + a 
G: a 

e + f3 -- X a 

(3) 

( 4) 

Para fijar ideas se presenta el siguiente: 
Ejercicio 7: Encontrar la ecuación de la superficie cilíndrica cuya 

' -generatriz es paralela al vector v = i - j +k, y cuya directriz es:> la 
parábola: 

{ y2 = 4x 
O: z = 3 

( 1 ) 
(2) 

Solución: De acuerdo con lo expuesto anteriormente, las ecuaciones de la 
generatriz son: 

1 
1 z + a 

- 1 -1- z +f3 

es decir: 

22 



Ahora,  apl icando 

a )  

b )  

G: 

{: 

normalmente e l  

= z + (X 

= -z + f3 

método: 

FASCICULO !1. SUPERFICIES 
ERIK CASTAÑEDA DE !SU. PUGA 

(3 )  

( 4) 

Tomando en cuenta ( 2 )  en (3) y en (4) : 

X = 3 + (X 

y == -3 + f3 

sus t i tuyendo en ( 1 ) :  

(f3 - 3)
2 = 4 ( 3  + a)  

Despejando a y f3 de ( 3) y ( 4 ) :  

a = X - Z 

f3 y + z 

sust i tuyendo en (C) :  

' 

. . . (C) 

2 
ly + z - 3 )  = 4(x - z + 3 )  . . . (S) 

. SUPERFI C I ES CONICAS CON D I RECTRIZ CONTENIDA EN UN PLANO COORDENADO O EN 

UNO PARALELO A UNO DE ELLOS Y VERTICE FUERA DE ESE PLANO. 

Nuevamente, para l a  presentación de este caso se explicará suponiendo un 

caso: 

Supóngase que la directr iz está contenida en un p lano paralelo a l  yz: 

= o 
D: 

( 1 )  

(2)  

y que el vért ice es  el  punto V(xo, yo, zo) . Entonces, las  ecuaciones de la  

generatri z  se obt ienen de la  s i gui ente manera: 

X - Xo 
= 

a 
Y - yo 

b 
= Z - Zo 

e 
En este caso, xo, yo y zo son constantes, y a ,  b y e son variab les.  De 
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manera que también conviene establecer a las variables y, z e n  términos de 

x :  

Y - yo : 
b 
a 

( x  - Xo) 

Si se hace: 

b 
0: = -­

a 

y - yo = o:(x - Xo) 

Análogamente: 

Z - Z o  f3 (x - Xo) 

Entonces, las ecuaciones de 

{ 

y - yo = o:(x - Xo) 
G: 

f3 ( x  - xo)  z - Zo = 

la  generatriz quedan: 

A continuación se aplicaría el método normalmente. 

De manera s i milar,  �i ahora la directr i z  estuv iera contenida en un plano 

paralelo a l  xy: 

D :  

' 

{ f(x , y) =O 

z = d 

y e l  vér t i ce es V(xo, yo, zo ) ,  las ecuaciones de l a  generatr iz  serían: 

{ 

X - xo = o:(z - Zo) 
Y - Yo = � ( z  - Zo) 

Fina l mente,  si _la directriz está contenida en un plano paralelo  al xz, con 

vértice V(xo, yo, Z.o ) :  

0: 
{ f ( x , z) 

y = d 

24 
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entonces las ecuaciones de la generatriz quedarían: 

G: { X - xo = 
Z - Zo = 

a(y - yo) 

�(y - yo) 

Para fijar ideas se resolverá el siguiente: 

GEOMETRIA M'AUTICA 

FASCICULO ll. SUPERFICIES 

Ejercicio 8: Determinar la ecuación de la superficie cónica con vértice 

V(3,-1,2) y directriz: 

0: {
y= 

z = o 
4 sen 2x 

Solución: Las ecuaciones de la generatriz son: 

G: 

ahora, aplicando el método: 

{ 

Y

x -

+ 

3
1 :_ a(z - 2) 

�(z - 2) 

a) de (2) en (3) y (4): 

x = -2a + 3 

y -2{3 -

' 

( 1 )  

( 2 )  

(3) 

(4) 

tomando en cuenta estos valores en (1): 

b) 

-2� - 1 4 sen [2(3- 2a)) 

entonces: 

2� + 1 + 4 sen (6 - 4a) = O 

despejando a y {3 de (3) y (4): 

(X = 

{3 = 

X - 3 
z - 2 

y + 1 
z - 2 

25 
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sus t i t uyendo en (C ) :  

2y + 2 
z - 2 

+ 1 + 4 sen [6 -
4x - 12 

z - 2 

multiplicando por z - 2 ,  y haciendo operaciones dentro 

del argumento de la función seno: 

2y + 2 + z - 2 + 4 (z - 2 )  sen 

finalmente: 

6z - 12 - 4x + 12 
z - 2 

2y + z + ( 4z - 8) sen 
6z - 4x 

z - 2 
o 

o 

. . . (S )  

SUPERFICIES DE REVOLUCION CUANDO EL EJE DE REVOLUCION ES UN EJE 

COORDENADO Y SE CONOCE LA ECUACION DE UNA DE SUS MER I D I ANAS CONTEN IDA EN UN 

PLANO COORDENADO CONTINENTE DEL EJE DE GIRO. 

Ahora para este caso, supóngase que se desea determinar la ecuación de una 

superficie de revolución que se formará fOn el giro de la curva: 

alrededor del eje x. Ver f i gura 1 1 .  

' 

X 

z 

t 
t (x,y l=O ./ 

f i gura 1 1  

( 1 ) 

(2) 

Para resolver el problema, puede suponerse que la  directriz  de esta 

superf icie  es  la curva M y que la generatriz es una ci rcunferencia que se 

desplaza paralela al p l ano yz, con centro s iempre sobre el  eje x. radio 

variable y que s i empre toca a M Ver f i gura 1 1 .  Por lo tanto, l�s 

ecuaciones de la  generatriz son: 
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2 + z 
G: { 

/ 
X = {j 

2 = a 

GEOMETRIA A.>; AUTIC A 
F . .O.SC!CULO u. SUPERFICIES 

(3)  

(4) 

Apl icando e l  método, de (2) en (3): 

2 2 y = a. => y = ± a 

l levando este valor a ( 1 )  y t omando e n  cuenta (4): 

f(f3, ±a) = O (C) 
' 

ahora, (3) y (4) en (C): 

f (x, ± / / + z
2 o (S) 

que es la  ecuación de la  superficie .  

Obsérvese que la ecuación obtenida resul tó igual a la primera de la 

merid iana ,  sólo que en lugar de y, resul tó  más o menos la  raíz cuadrada de 

la suma del cuadrado de la misma y más el cuadrado de z. Este resu l tado 

puede generalizarse a la simplificacfón: 

Si se desea determinar la ecuación de una .superf i c i e  de revol ución cuando se 

conocen las ecuac i ones de una meridiana contenida en un p l a no coordenado y 
el  eje de giro es un eje coordenado, basta con susti tuir la  variable 

di ferente a la correspond iente al  eje de rotación por más o menos la raíz 

cuadrada de la s uma de l os cuadrados de la misma variable más el cuadrado de 

la variable que está i gualada a cero en l a  otra ecuación. 

Ejercic io 9: Determinar la ecuación del toro (toroide) que se genera con la  

rotación, a l rededor del  eje  z ,  de  la ci rcunferenc i a :  

H { 
(y  - R)2 

X = 0 

27 
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figura 12 

Solución: De acuerdo con lo  obtenido l íneas arriba,  para la obtención de la  

ecuación de la  superf ic i e ,  debe ident i f i carse en la primera ecuación de la  

curva meridiana a la  variable diferente a la  correspondiente al eje de 

giro.  Como en este caso el  eje alrededor del cual gira la curva es el  eje 

z ,  la otra var iable es y .  Ahora debe hacerse la  sus t i tución: 

1 2 2 ± V y + X C 

que es la ecuación buscada. 

2 r 

IDENT I FICACION DE UNA SUPERF ICIE .  

(S) 

Como se dijo anteriormente ,  son dos los problemas más importantes en el 
' 

estudio de la Geometr ía  Ana l í t ica ,  el  pr imero de el los ya ha s i do tratado .  

A cont inuación, s e  hablará del otro; e s  dec i r ,  de l a  i dent i f icac i ón de una 

superficie, teniendo como dato su representación ana l ít i ca .  Para e l  efecto,  

el  método más comúnmente empleado es el  l lamado Discusión de l a  Ecuación de 
una Superficie. Ahora se exp l i cará este método, pero es muy conveniente 

señalar que no siempre es necesario completar la total apl i cación del 

método ya que el objet i vo es siempre la i dent ifi cación de la superf i c i e ,  y 

si  ésta se logra con sólo algunos pasos del método, o por medio de algún 

otro recurso,  sería ocioso completar la apl i cación del método tan sólo  por 

completarlo,  cuando en ocasiones resul ta muy engorroso. 
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GEOMETRIA ANAU11CA 

FASCICULO ll. SUPERFIPES 

DISCUSION DE LA ECUACION DE UNA SUPERFICIE.  

Para la  iden t i f icación una superficie por medio del aná l i s i s  de su 

ecuación, es conveniente investigar en dónde se loca l i zan los puntos de 

intersección de l a  superf i c ie con los ejes coordenados ,  si hay; o cómo son 

las trazas de d i cha superfi c i e  con los planos coordenados, o con planos 

para le los a éstos;  o bien si  la  superficie presenta s imetr í a  con respecto a 

a l gún o a lgunos e l ementos del s i stema de referenci a ,  etc . De manera que con 

el objet ivo de s istema t i zar esta invest i gación, se sugiere seguir la 

s i guiente me todolog í a ,  la  cua l ,  para hacer l a  más comprens ible se presenta 

simul táneamente con un ejemp l o :  

Ejerc i c i o  10:  Ident i f i car la superf i c i e que tiene por ecuac ión: 

Solución:  

2 2 2 Sx + Sy + 8z - 6xy ; 8 
' 

I .  I NTERSECC ION DE LA SUPERFICIE CON LOS EJES COORDENADOS. 

l .  1 .  Con e l  eje X: 
Para la determinación de los puntos donde la  superficie corta al eje de 

l a s  x, se hacen y = z = 0 :  
Sx2 = 8 

entonces, los puntos de intersección son: 

( 2¡:;;;, O, O )  y (-2;:;;;·. o ,  0 )  

I . 2 . Con e l  eje y :  

Se hacen x = z = G :  

Sy
2 = 8 ,  que conduce a un caso s imi lar a l  anterior: 

los puntos de intPrsección son: 

y (0, -2� . 0) 
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1 . 3. Con e l  eje z:  

Se hacen x y = 0 :  

z = ± 1 

los puntos de intersección son: 

(0, o, 1 )  y (0, o .  -1 ) 

I I .  Trazas con los p l anos coordenados .  

I I .  1 :  Con el p l ano xy: 

Se hace z = 0: 

2 2 Sx + Sy ·  - 6xy O 

FACULTAD DE 1:\GE\'IERIA, L"�A.� 

Al contener l a  ecuación el  término -6xy, imp l ica que se 

trata de una curva con ejes obl icuos a los coordenados .  Para averiguar de 

qué t i po de ecuación se trata se emplea· el l l amado di scriminante 82 - 4AC: 

( -6 ) 
2 

- 4 ( S )  ( S )  = 

= 36 - 100 = 
' 

-64 

que resultó menor que cero; por lo tanto, se trata de 

una ecuación t ipo e l ipse.  Ahora, para determinar si efectivamente se trata 

de una e l ipse, se l l evará al  cabo una rotación de ejes.  Como los 

coeficientes de x y de y son iguales,  el ángulo de rotación es e 4S0 . 

De las ecuaciones de transformación correspondientes, se sabe que : 

x = � cos e - � sen 9 

y = � sen e + � cos 9 
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dado que e = 45 ,0 se t i ene: 

1 
sen e = cos a = -------

sus t i tuyendo y desarro l l ando: 

2 2 
a: + 4ij = 4 

o lo que es lo mismo: 

' 

GEOME'IlUA ANAllTICA 

FASctcut.o n. SUPERFICIES 

esto s i gnifica que s í  se trata de una e l ipse con semiejes dos y uno 

sobre los nuevos ejes a: y iJ, respect ivamente. 

1 1 . 2 . Con el pl ano xz:  

Se hace y = 0:  

que es una e l ipse con semiejes: 

z fz5 js sobre e l  eje x, 

1 sobre el eje z. 

1 1 . 3 . Con el plano yz: 

Se hace x = 0: 

2 2 Sy + 8z = 8 

también se trata de una e l ipse con semiejes que t i enen los 

mi smos valores numéricos que para e l  inciso anterior. 

I I  I .  Simetr ías.  

3 1  
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I I I . l Con respecto a l  eje x :  

eje. 

Se cambian y por -y 

z por -z: 

Sx2 + 5 ( -y ) 2 + 8 ( - z )2- 6x ( -y )  8 
2 2 2 Sx + Sy + 8z + 6xy = 8 

como l a  ecuación se modifica,  no existe sime tr í a  con respecto a ese 

I I I . 2  Con respecto a l  eje y: 

Se cambian x por -x 

z por -z: 

5 ( - x ) 2 + Sy2 + 8 ( -z ) 2- 6 ( -x ) y  8 
2 2 2 Sx + Sy + 8z + 6xy = 8 

No hay s imetría con respecto a y .  

I I I . 3  Con respecto a l  eje z:  

Se cambian x por -x 

y por -y: 

5 ( -x)
2 

+ 5 ( -y ) 2 + 8z2- 6 ( -x) ( -y )  8 
2 2 2 5x
, 

+ Sy + 8z - 6xy = 8 

l a  ecuación no se al tera, lo que signi f i ca que sí hay s i me t r í a  
con respecto a l  eje z .  

I I  I .  4 Con respecto a l  plano xy:. 

se cambia z por -z 

2 2 2 
Sx + S y + 8 ( -z ) - 6xy = 8 

2 2 2 Sx + Sy + 8z - 6xy = 8 

s í  hay sime t r ía con respecto a l  plano xy. 
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I I I . S  Con respecto a l  p l ano xz: 

se cambia y por -y 

2 2 2 
Sx + 5 ( - y )  + 8z - 6x ( -y ) 

2 2 2 
Sx + Sy + 8z + 6xy = 8 

8 

GEOMETIUA A.'1ALJTICA 
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Por tanto , no hay s imetr ía  con respecto a ese p lano. 

I I I . 6  Con respecto al plano yz : 

Se cambian x por -x: 

2 2 2 
5 ( -x ) + Sy + 8z - 6 ( -x ) y  = 8 

2 2 2 Sx + Sy + 8z + 6xy = 8 

No hay s imet r i a  con respecto a YZ. 

I I I .  7 Con respecto al or igen: 

Se cambian x por -x 

Y. por -y 

z por -z 

' 

5 (-x) 2 
+ 5 (-y)

2 
+ 8 ( -z ) 2

- 6 ( -x ) ( -y ) = 8 

Sx
2 

+ Sy2 
+ 8z2

- 6xy = 8 

entonces, sí hay s imetría con respecto al origen . 

IV .  Secciones Planas Paralelas a los Planos Coordenados. 

IV .  1 Paralelas a xy: 

Si z = k :  

Sx2 
+ Sy

2 
+ 8k

2 
-6xy = 8 

Sx
2 

+ Sy
2 

-6xy = 8 - 8k
2 • . . . .  ( A )  

Se trata de una ecuación t ipo el ipse , ya que e l  d i scriminante e s  e l  mi smo 
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que aquel obtenido en el  i nc i so I .  l .  Entonces, las trazas de los planos 

paralelos al XY con la superficie ,  son e l ipses o una degeneración de esa 

cónica, dependiendo de k .  

IV . 2 Paralelas a xz: 

Si  y = k: 

Sx
2 

+ Sk
2 + 8z

2 
-6xk = 8 

5x
2 

+ 8z
2 

-6xk = 8 · - 5k2 

es también una ecuación t ipo el ipse. 

IV. 3 Parale las a yz :  

Si X = k :  

Sk
2 + Sy

2 
+ 8z

2 
-6ky = 8 

5y
2 + 8z

2 
-6ky = 8 - Sk

2 

. . . . .  ( B) 

. . . . .  (C) 

de nuevo se trata de una ecuación t ipo el ipse. 

V. Extensión. 

V.  1 En z: 

Para invest igar los valores de z para los cuales existe la 

superf i c i e ,  es conveniente aprovechar la ecuación ( A )  del i nc i so I V . l con 

la que se puede averiguar para qué valores de k se t i ene una e l ipse , un 

punto o ningún lugar geomé t r i co.  Recuérdese la  ecuación ( A ) :  
' 

. . . . .  ( A )  

s i  s e  transforma la  ecuaCión, gi rando los ejes coordenados empl eando 

las m i smas ecuaciones de transformación para rotación de ejes ,  y dado que 

se t i ene e l  .ni smo valor del discriminante y el m i smo ángulo  de g i ro ,  la 

ecuac ión t ransformada queda: 

2 2 2 
oc + 4� = 4 - 4k 

en vi rtud de que se t i ene en e l  miembro izquierdo una suma de dos 

números pos i t ivos para cualquier valor de oc y ¡¡, para que exista lugar 
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geométrico ,  e l  m i embro derecho no puede ser nega t ivo, a s í  que para 

determinar l os valores de z para l os cuales exi ste superficie ,  habrá que 

resolver la inecuación: 

para resolverla ,  considérese el  producto notable l l amado el de los 

conjugados: 

( 2  + 2k ) ( 2 - 2k ) � o  

para que este producto sea pos i t ivo, ambos iactores deben tener e l  

mismo s igno, entonces, s i  l o s  dos son pos i t i vos: 

2 + 2k � o 
2 - 2k � o 

k � - 1  
k � 1 

por lo tanto , e l  conjunto solución de este primer caso es :  

-1 � k � 1 

ahora, para e l  caso en que ambos factores sean negat ivos: 

2 + 2k � o 
2 - 2k � o 

k � -1 
k ?: 1 

la  intersección de estas dos posibi l idades es e l  conjunto vacío ,  así 

que,  f i na lmente, la  extensión en z es:  

-1 ::S z � 1 
es deci r ,  s i  se hace pasar un plano paral e l o  a l  xy, cuya a l tura esté 

comprendida en ese intervalo,  la  superficie  y el  plano tendrán 

intersección, si i icha al tura sale de ese interval o ,  no habrá intersección. 

V .  2 En y: 
Ahora es conv�niente anal i zar la extensión en este eje u t i l izando 

la  ecuación ( B )  del inc iso IV. 2, y para e l l o  se transcribe a continuación: 
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( B) 

Como se dijo anter iormente, la ecuación es t i po el ipse,  pero para 

representer un lugar geométrico el parámetro k debe tomar ciertos valores .  

Para averiguarlos, primero se  completarán cuadrados: 

2 9k
2 2 - 5k

2 + 9/5 k2 5 ( x  - 6/5 k + -zs- } + 8z = 8 

5 (x - 3/5 k }
2 + 8z2 16k 2 

: 8 - --5-

De nuevo, para que exista lugar geométrico ,  el  miembro derecho no 

debe ser negat ivo, así que resulta  la  inecuación: 

8 - � o 

E l  conjunto solución de esta inecuación proporciona los valores de 

y para los cuales existe la  superf icie :  

- / 

V . 3 En x :  

5 
2 :S y :S 

Ahora se ve la convenienc ia de u t i l izar la  ecuación ( C )  obtenida en 

el  inciso I V .  3 :  

. . .  ( C }  

Como puede observarse,  esta ecuación e s  análoga a la ecuación ( 8) y 

genera una solución equivalente para la extensión en x ;  es dec i r :  

Con todos l o s  elementos determinados por esta discus ión, ya e s  posible  

ident i f i car l a  superf icíe .  Es  claro  que se trata de  un  el ipsoide. Para 

conc luir ,  se e l abora su representación gráf i c a :  
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V I .  REPRESENTACION GRAF I CA .  

l 

X 

y 

f i gura 13  

GE0:1.1ETR!A A�AUTICA 
FASClCl'LO 11. SUPERFICIES 

' 

Como se d i j o  prev iamente ,  el  obje t i vo de la d i scus i ón de la ecuación de una 

superf i c i e ,  es iden t i f icarla y/o d ibujar la .  De manera que si puede 

ident if icarse la supe r f i c ie antes de conc l u i r  l a  d i scusión, no debe uno 

aferrarse a termina r l a ,  pues con l a  ident i f i cac i ón se cumpl e  e l  obje t ivo.  

Como un ejemplo de esto,  considérese el s i guiente: 

Ejerc i c i o  1 1 :  Iden t i f i car la superf i c i e  cuya ecuación se escribe a 

cont i nuac ión, y representa r l a  gráfi camen t e :  

So lución:  

2 2 2 
(4x - 3z ) + 1 6y = 4z . . . (S) 

Antes de efectuar toda la di scusión de esta ecuac ión, puede observarse cual 

de los pasos de d i cha d i scusión podría  arrojar luz sobre el  problema. 

Parece que lo más prudente sería comenzar con el aná l i s i s  de las secciones 

paralelas  al  plano xy. De manera que se hace z = k :  

2 2 2 
( 4x - 3k) + 1 6y = 4k 

tomando como factor común a 4 en e l  pr imer término: 
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Como puede observarse, se t r a t a  de una fam i l i a de c i rcunferenc i a s  
hor i z on t a l e s ,  con centro sobre e l  plano xz y rad i o  var i ab l e .  Cuando k es 

nul a ,  se reduce a un punto ( e l  or igen ) ,  y conforme crece k ,  pos i t i va o 
nega t i vament e ,  e l  radío crece y l a  abs c i s a  d e l  centro también aumenta en 
valor abso l u t o ,  por lo que puede deduc i r se que se t r a t a  de un cono c i rcular 
obl i cuo. Para dibuj a r l o ,  bastará con se l e c c i onar adecuadamente una d e  e s t as 

c i rcunferenc i a s :  por ejemp l o ,  s i  k = z = 4 :  

{ ( x  - 3 ) 2 + y2 = 4 

z = 4 

además como ya se sabe, e l  o r i gen es e l  vér t i c e :  

X. 

z 

\ 
\ 
\ 

1 

' 

\ 
\ 

f i gura 1 4  

' ' 
' 

' 
' ' 

Es evidente que para lograr l a  iden t i f i c a c i ón de una supe r f i c i e ,  antes de 
conc l u i r  con la d i scus ión de su ecuac ión,  se nece s i ta de c i e r t a  habí l l dad 
que s ó l o  l a  prác t i ca puede proporciona r .  S i n  embargo, cuando se trata de 
una superf i c i e  cuád r ica que no tenga sus ejes obl i cuos .  es pos i b l e  lograr 

su ident i f i cac i ón por med i o  del anál i s i s  de sus coe f i c i e n t e s .  Para e l l o ,  se 
incluye l a  s i gu i ente t a b l a :  
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CLAS I F I CACION DE LAS SUPERF I C I ES CUADR ICAS 

CUADR I CAS CON CENTRO (AX
2 + BY2 + CZ

2 = R )  

A ,  B, C 

Todos pos i t ivos 

Todos negat ivos 

Dos pos i t i vos y uno negat i vo 

Uno pos i t ivo y dos nega t i vos 

Uno nu l o  y dos pos i t ivos 

Uno nu l o  y dos nega t ivos 

Uno nul o  y los ot ros de signos 

di ferentes 

Dos nu los y uno posl t i  vo 

Dos nulos y uno negat ivo 

Todos d e l  mismo signo 

Dos pos i t ivos y uno nega t ivo 

Uno nulo y los otros dos del 

m � smo signo 

Uno nu lo y los o t ros de signos 

diferentes 

Dos nu los 

LUGAR GEOMETR ICO 

E l i psoide 

Ningún l ugar geóme t r i co 

Hiperbo l o ide de una rama 

Hiperbo l o i de� de dos ramas 

C i l indro e l ípt ico recto,  si los 

dos son iguales es c i rcular 

Ningún lugar geóme t r ico 

C i l indro hiperbó l ico recto 

Pos p l anos para l e l os 

Ningún lugar geomé t r i co 

Un solo punto que es e l  o r igen 

Cono recto 

Un eje coordenado 

Dos p l anos que se cortan 

Un plano coordenado 

NOTA. S i  R es nega t ivo,  se mul t i p l i ca por menos uno toda l a  ecuación. 
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CUADRIGAS SIN CENTRO (Ax2 + By2 = Rz ) 

R A ,  8 LUGAR GEOMETRICO 

p 
o Del mismo s igno Paraboloide e l ípt ico S 
1 Diferentes s ignos Parabo loide hiperból ico 
T 
1 Uno nulo Cil indro parabó l i co recto 

V 
o 

H Del mismo signo Un eje coordenado 

u Signos d i ferentes Dos p lanos que se cortan 

L Uno nulo Un plano coordenado 

o 

NOTA. Si  R es negativo, se mul t ip l ica por menos uno toda l a  tcuac ión. 

Ejercicio 12:  Ident ificar la  superficie cuya ecuación es 

. . .  ( S )  
Solución: En  este caso, no es  necesario efectuar toda la  d iscusión ya  que 

puede identificarse est� superficie con notar que se trata de un cono 

e l íptico,  puesto que se tiene una cuádrica con centro y el término 
2 - 2 2 independiente es nulo, con los coeficientes de l as variables de x , y , z 

que son dos posi t ivos y uno negat ivo: 

2 2 2 3y + Sz - 4x = O 
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ECUACIONES VECTORIALES Y PARAMETRI CAS DE SUPERF I CIES. 

Objet i vo . - Expresar matemá t i camente una superficie por med i o  de una 

ley que describe el desplazamiento de un vector de pos i c i ón,  e l  cual toca 

con t inuamente con su ext remo a dicho lugar geométrico .  

Recuérdese que un plano puede expresarse por medio de  la ecuación 

vec t o r i a l : 

p = po + ru + sv 

en donde: 

X 

' 

p es e l  vector móvi l  

po es e l  vector de pos i ción de un punto 
conocido del p lano. 

u y v son dos vectores conocidos, no paralelos .  

r y s son parámetros. 

f igura 15 

En la f i gura 15 se puede observar que para lograr que el  vector p tenga su 

extremo en el p l ano , d i cho vector debe poder obtenerse como la suma del 

vector po más dos vectores paralelos a los vectores u y v .  Para e l l o ,  con 

los parámetros r y s se puede modificar l a  magni tud de u y v ,  

respect ivamente ,  y aún su sentido pero no su  d i rección. O sea ,  que s i  un 

punto no pertenece al plano , a l  no poder al terar la dirección de los 

vectores u y v,  no podrá a l canzarse con un vector p obtenido con esas 

caracteri s�icas. 

La ecuación anter i o r  puede escribi rse también: 
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p r ( xo + rux + svx ) i  + ( yo + ruy + svy ) .j. + ( zo + ruz + svz ) k  

s i  se sabe que: 

po xoi + yo.j. + zok. 
u = Uxi + uy.j. + uzk. 
V Vxi + Vy.j. + vzk. 

Además, s i  p t i ene como componentes ( x , y , z ) ,  con la s o l a  
cond i c ión de que pertenezca a l  p l an o ,  por igualdad de 

vectores se pueden estab l ecer las ecua c iones 

paramé t r t cas d e l  p l ano: 

Xo + rux + SVx 

yo + ruy + svy 
Zo + ruz + svz 

Pe r o ,  recuérdese también que, tanto la ecuación vec t o r i a l  ant e r i o r ,  como 
las ecuaciones paramé t r i ca s ,  no son las únicas expresi ones matemá t i cas de 
ese t ipo que representan al p l ano . Por ejemp l o ,  si se recuerda l a  expr e s ión 
cartes iana del p l ano : 

Ax + By + Cz + D = O 

para determina r  o t ras ecuaciones paramé t r icas y de a l l í  una ecua c i ón 
vector i a l ,  se puede parame t r izar haciendo: 

X = t t  
' 

y 

por l o  tant o ,  sus t i  tuyenuo en l a  ecua c i ón c a r t e s i ana y 
despejando 2 :  

2 = 
1 
e ( A t l  + B t 2  + D )  

que e s  l a  tercera de las ecuaciones paramét r i ca s .  Ahora, 
s e  t i ene : 

p t1 <. + t 2-j. - + ( A  t 1 + B t 2 + D )  k 

que e s  o tr a  ecuación vector i a l  d e l  p l ano . 
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Nótese que para representar paramétrica o vectorialmente a una superficie ,  

·es necesar io u t i l izar dos parámetros, mientras que para la  representación 

de una curva se necesita únicamente de uno. 

Por supuesto, las parametrizaciones posibles son muchas y deberá buscarse 

la más conveniente para cada caso. En ocasiones una adecuada 

parametrización conduce a la solución más accesible de un problema. 

Ejercicio 13 :  Expresar paramétr ica y vector ialmente, de dos maneras 

diferentes a la esfera cuya ecuación cartesiana es:  

2 2 2 2 x + y + z = r 

Solución: PRIMERA FORMA: ' 

ecuaciones 

Si se hace: 

se tiene : 

X = S 

y t 

z 

esta parametrización no es muy conveniente puesto que 

con e l l a  se t iene que separar en dos la  superficie ,  ya 

que con el s igno posi t ivo de z se tendría  la cota del 

hemisferio superior y con el negat ivo , el inferior. Es 

decir ,  no puede tenerse una sola expresión para toda la 

esfera. Entonces: 

Hemisferio  super ior: 

paramétricas r :
z 

�-- j: ·--------------� l r2 - ( s2 + t2 ) 
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ecuación vecto r i a l :  

Hem isfe r i o  infe r i o r :  

ecuaciones 
{ X = S 

paramé t r i cas 
y = t 

z :; j 

ecuaci ó n  vector ia l :  

SEGUNDA FORMA: 

Para lograr descr i b i r  e l  mov imiento de un vector de pos i c i ón p que toque 

constantemente a l a  esfera,  se puede considerar la proyección del vector p 

sobre e l  p l ano xy , ver f i gura 16,  la que a su vez se proyecta sobre e l  e j e  

x ,  y también sobre e l  eje y .  

z 

z 
' 

- -- - Y 

X 

f i gura 1 6  

De l a  mi sma manera,  puede proyectarse el  vector p sobre e l  eje z .  De esta 

manera, se pueden considerar como parámetros e l  ángu lo if¡ que forma el 

vector p con el eje z .  y e l  ángu l o  6 formado por la proyección de p sobre 

xy y e l  eje x. Ademál:., para abarcar la total idad de la esfera, conv l ene 

hacer var iar a 6 desde ce ro hasta 2rr, para dar la vue l ta comp l e t a  a l rededor 
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de z, y a � desde cero has t a  n, pues con e l l o  se cubren los ocho octantes .  

De e s t a  forma, l a  magnitud de l a  proyec c i ón d e  p sobre e l  p l ano xy es:  

m r sen � 

dado que 1 p = r 

a su vez, l a  proyección de m sobre x y sobre y e s :  

x = m c o s  9 

y = m sen e 

entonces: 

x = r sen � cos 9 

y r sen � sen e 

' 

por ú l t i mo, l a  magn i t ud de l a  proyección de p sobre z e s :  

z = r c o s  4> 

fina lmente :  

ecuaciones paramé t r i cas:  

r �z :_ � ::: : ::; : 1 r cos 4> 

ecuación vector i a l :  

p = r sen 4> cos 9 ¿ + r sen � sen e 1 + r cos 4> � 

Ejerc i c i o  1 4 :  Determinar una ecuación vec t o r i a l  para l a  superf i c i e  regl ada 

formada por las rectas para l e l a s  a l  plano · xz que se apoyan s i mu l t áneamente 
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en l a  c i rcunferencia C y l a  recta R, s i :  

C :  

e 

2 + z 

{ /  
X = 1 

figura 17 

Solución:  Para representar el lugar geomé t r i co que es tocado por un vector 

de posi ción, conviene expresarlo como la suma de un vector v que toca 
-

primero a la c i r cunferenc ia  más otro que parte del extremo de v y continúa 

paralelamente al plano xz hasta alcanzar el punto en estudio .  

f igura 18  

para lograr l o  anterior. puede expresarse la  c i rcunferencia e en términos 

paramé t r i cos:  

C:  I � : :os t l z = sen t 
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entonces, e l  vec t o r  v de la f i gura quedará representado por: 

v ¿ + cos t j + sen t k 

aho r a ,  para obtener una expresión d e l  vector s ,  obsérvese que s puede 

dete rminarse como un vector que S i Rue la d i recc i ón del  vec t o r  u - v, ver 

f i gura 19, pero de magni t ud tal que a l cance al punto que se desea: 

' 

, -""' 

f i gura 1 9  
-

�ntonces, para .representar a l  vec t or u ,  conv i ene escr i b i r l o :  

\J - i  + c o �  t j + O k 

pue s t o  qu<·  t oda�; l ;.�s abscisas de l os puntos que pert enecen a la r e c t a R 

ddJ<'n v.t l t·r· m•:n,l:; uno. t t'tbs l .1s c o t  <:J. S son n u l a s  y todas l a s  ordenadas 

d l ' l •t•n ! · • · r ·  l :\!; nl i !-nt : J s  q11� l as e l eg i da s  para l a  c i rcunferenc i a  para a s í  

; ¡ s , ·gtu·,¡ :  • ¡tl l ·  e l  v t · , · t u r  d i ft •r,•tw i .l u - v s e a  para l e l o  a l  p l ano x z .  Por l o  

l :u1 l o ,  j ; ¡ � � · · ¡ ¡ , ¡ , · i , l l l  v c c t or i o1 l  tlh l v n i da po r e s t e  razonam iento resu l ta :  

fJ = V + S 

s = r ( u  - v )  

dtHt.:•· r· . : s  �Hl p;¡¡-¡_¡n;et ro qu� per·mi t e  <IL'Ort;¡r o a l. .1rgar l a  magn i tud d e  s 

ha 1 :1 <. d e;mzar • · 1  pt:il l o . lli i Dn•:cs: 
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pero: 

f ina lmente : 

p V + r ( U - V )  

U - V = -¿ + COS t j -

= - 2i - sen t k 

¿ + cos t j + sen t k ) 

p = ¿ + cos t j + sen t k + r ( - 2i - sen t k ) 

p = ( 1 - 2r ) i  + cos t j + ( 1  - r ) sen t k 

' 
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EJERCICIOS PROPUESTOS. 

GEO�ETR!A AJIIAUTICA 

FASCICULO u. SUPERFICIES 

1 .  Determinar la  ecuación de la superficie que se genera al  desplazarse la 

curva El apoyándose constantemente en las curvas E2 y E3 s i :  

2 2 
2 2 { : = o 

z 
1 X _Y_ 6 = 

--- + = 1 
2 f/ E2: 

El : 0:: 

z = '1 

' 

2. En e l  centro de un lago se produjo una perturbación que generó oleaje. 

Con objeto de proteger las r iberas se requiere conocer la ecuación de la 

superf icie de dicho oleaje; para e l lo ,  los ingenieros responsables de un 

anteproyecto,  est imaron de una manera simp l i sta que esta superficie  se 

forma con la rotación, a lrededor del eje z, de la curva E. Determinar la 

ecuación del o leaje. 

3. Obtener la ecuación cartesiana de la superficie presentada en el 

ejercicio  1 4  de la página 45: 

a )  Empleando rectas paralelas al plano xz como generatriz. 

a) Ut i l i zando el ipses paralelas al  plano yz como generatriz .  

4 .  Determinar l a  ecuación de la superf i cie de  una estructura " salto de  ski "  

de una obra complementaria de una cort ina en una presa, formada con la 

curva d irectriz  parabó l i ca de ecuaciones: 

D { 2 z = i y 

X = Ü 

y generatriz también parabó l i ca que se desplaza paralelamente al p lano xz,  
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s in cambiar de forma, con vért ice tocando continuamente a la  directriz D ,  

s i  se  conoce que l a  sección de la superficie en  e l  plano xz  pasa por el  
1 punto P (-, 0 , 3)  mostrado en la f i gura 20 . 
2 

F 
1 
1 

figura 20 

5. Determinar l a  ecuación de l a  superficie cónica con vértice V ( -1 , -1 , -4 ) 

s i  se sabe que t iene una directriz el íptica.  

{ 2x2 + 3/ 
D: 

z = S 

1 

6 .  Determinar s i  las siguientes ecuaciones representan algún l ugar 

geométrico, en caso afi rmativo, indicar de cuál se trata y dibujar 

aproximadamente su gráf ica: 

a )  Sx2 + 4/ 2 - lOx + 16y - 6z + 36 = o + z 

b)  Sx2 4/ 2 -10x + 1 6y - 6z + 6 = o + + z 

e )  Sx2 + 4/ 2 -lOx + 1 6y - 6z + 30 = o + z 

d )  2 - 2x 2 6z2- l2z -20 o X 3y -18y + = 

e )  X 2 - 3/ + 6z2 - 2x -18y 12z +20 = o 

f )  2 2 6z2 - 2x - 18y - 12z -40 o X 3y + = 

g )  3x2 - 2y 
- Sz2 + 6x + 20z - 7 = o 

h )  3x2 - Sz2 + 6x + 20z -17  = O 

7 .  Ident i ficar la superficie cuya ecuación es :  

x2+ z2 = 4 [ (y - 4 ) 2 + 1 1 2  
8 .  Ident ificar el  lugar geométrico que representa la  siguiente ecuación y 

so 



hacer un dibujo aproximado de su gráfica: 

xy - �(xz + yz )  + 2 4 
2 z 14 

GEOMETRIA ANAUTICA 
FASCICULO 1!. SUPERFICIES 

9 .  Determinar una ecuación vectorial del c i l indro circular recto de 

ecuación cartesiana: 
2 2 X + y = 9 

10 .  Determinar una ecuación vectorial del cono el íptico recto con vért ice 

en el  origen y con directriz :  

{ 2 2 x + 4z = 16 
D:  

L y = 5 ' 

1 1 .  Determinar una ecuación vectorial del cono el íptico con vért i ce 

V ( 1 , 4 , 5 ) s i  su traza con el  plano xy es:  

1 

SOLUCION DE LOS EJERCICIOS PROPUESTOS. 

2. z 

4 .  z 1 
12 

2 y -3 :S X :S 3 

2 2 5 .  2 ( 9x - z + 5 )  + 3 ( 9y - z + S )  

6 .  a )  Ningún lugar geométrico 

b )  Un e l i psoide 

- 10 :S y :S 3 

5 1  
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e )  El punto ( 1 ,  -2 , 3 )  

d )  Cono e l íptico 

e )  Hiperboloide de dos ramas 

f )  Hiperboloide de 
--

una rama 
.. .; 

g )  Paraboloide hiperból ico 

h )  Dos planos que se cortan 

7 .  Superficie de revolución generada con el g iro de una parábola al rededor 

del eje y.  

8 .  C i l indro hiperból ico 

9 .  p = 3 cos e l + 3 sen e j + z k 
"·'l-... 

10 .  p = 4t cos e l + St j + 2t sen e k 

1 1 .  p = [ 1 - r ( 1  - 5 cos a ) ] ¿ + 4 [ 1 - r ( 1  - sen e )  1 j + 5 ( 1  - r )  k 

Nota. En los ejercicios 9 ,  1 0  y 1 1  la  solución no es única, pero se 

recomienda al lector intentar l l egar ? ' a  solución proporcionada. 

.. 
....... 

··-

' 

•. i 
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