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PROPOSITO LA GUIA

Esta gula tiene como objetivo proporcionar al ---

a2lumno una orientacidn gue le permita abordar por cuenta -

propia los ntenidos y objetivos de aquellas materias que

pnY elguna circunStdncia tiene que acreditar por medio de

un examen .extraordinario,

de la UNﬁM.

.de acuerdo con el Reglamento Gg

neral de Examanes

La misma no COntlunP el desarrollo to*al de los
de

la materia; cino
el alumn

zada, critica y auténoma y desarrolde laws

conxvenidos que propone actividades que

contribuyan para que o los asimile en forma organi

habilidades nece

sarias para el logro de lod objetivos de aprendiv aJe pro--

puestos. Por ello, es deseable que el alumno hay ‘a cursado

previamente la asighatura. G

Como parte de su estructura incluye el temario y

]
ria y contiene actividades de anrendlza]n gr JCU¢1 y ejerc i

les tivos, tantc generales como especificos de la mate~

\

cios

ef
Por Giltimo, propone activicades de

cuya realizacidn

conceptos adquiridos.
autcavaluacidn que le permita

dizaje previo a la presenLaCLOn-del examen.

&

*
ex

Se estatlece gue
n e!traordlnarlo cuando: habiéndose inscrito en la
asignatura, no haya llepsdo los requisitos para acreditay
3a en exomsn ordinario: ziendo alumno de la Universida d no
haya estado inscrito en ld asignaturs correspondiente,”
nc ie hava cursado; habiendo estado inscrito dos veces en
una esignatura, no pueda inscriWirse nuevamente;

ame

Universidad.

orzaréd la organ12a01on de los -~

an al-alumno verificar su apren

cuendo hg
ye llegado al 1fmite de tiémpq para esta; inscrito en ?#‘*;

1. INTRODUCCLON

El curso de Cdlculo Vectcrial sintetiza los cgnte

nidos de Algebra'y Geométria Analitica, C&lculo Diferefs=z-
,‘cial e Integral y Algebra Lineal, proporcionando -las basea
! ‘necesarias para poder realizar un estudio completo de mate
b rias subsecuentes,
Me

Introduccién

como por ejemplo: Electricidad y Magne-

a tismo, cdnice. de Fluidos o Hidraulica, Teoria Electromag

k)

nética, al Comportamiento de las Materiales,

Mecdnica del Mediu Continuo, Mecinica de Materiales, de --

Suclos y de Rocas, Teorfa «del Potencial, etc. Como puede

verse, esta materia resulta de-zran importancia en diver--

sas ramas de la Ingenicrfa y nu es aventurado decir que, -
junto con Ta solﬁcién de ecuaciones diferenciales, forma -
parte del nlcleo de conocimientos mds relevantes que debe
poseer todo ingeniero.
: |
El curso se centra en el cdlculo de varias varia-
bles: derivadas parciales, diferenciales totales e incre--
“'mentos para campos escalares; derivadas ordinarias y su --

apllC&CJOn fisica o geometrlca para campos vectoriales. Am

L]
bos casos permiten conocer las variaciones que puede expe-
rimentar un fenémeno fisico o un modelo geométrico cuando
p . L . . . ¢
;una de las variables independientes modifica su valor.

1

Las variaciones por si mismas no permiten conocer

‘todo el comportamiento de un modelo hasta que no se hace -
una integral a lo largo de una curva o extendida a to<do un

“volumen o un area. Estos aspectos se estudian con la inte

gral.curvilinea y-con las integrales miltiples, ligadas en

i forma importante por e). teorema de Green, gue permite

un alumno podri presentarse a -~

transformar una integral doble en curvilinea y viceversa.
o N - ASJ mlsmn son tratados dos aspectos ‘importantes:
opt*m14aclon de funcionés de varias variables, con una bre

1ntroduc\_lon &

Zye

la programacidn lineal y nc lineal y el



tema de superficies.  la optimizacidn de funciones compren
de la labor de todobingeniero.»que consiste en realizar --
un. obra al minimo costo y utilizando el mejor procedimien
to. El método de los Mulriplicadores de Lagrange es la -=
téenica mas poderosa que se estud1a en este curso, y sus -
aplicaciones se encuentran tanto en casos cotidianos del -
quzhacer d21 ingeniero prdctico como en 1os temas gue abor

da un investigador. El tema de supurficige brinda Werva<s

s

mientas para analizar una superficie dada y poderla repras

sentar grificamente o para generar la ecuacibn de una Buew .

perficie -conecidas algunas propiedadez geométricas. Con'-
d

estas bases puede representarce correctamente un Campo &5 .

calar gue represente un fenbmeno fisico cualquiera, como -

por ejemplo temperaturas, presiones, etc.

2, SUGERENCIAS PARA EL USC DE LA GUIA | ‘

3e han selecc1onado del programa v1gente de 1a -

asignatura los conceptos y temas fundameniales, y se ha tg
madc también en cuenta la frecuencia con que han aparecido
en los exdmenes extraordinarios. En el anexo 1 se muestra
una tabla que indica las aztividades consideradas y el ---
tiempo de estudio que sugerimos”para prepararlas en fun---
cidn de. esos criterios. La tabla serviri para organizar -

el tiempo de trabajo del cstudiante.

e Consulitar la tzbia, del ANEXO L y selecciondr el -
tema de maycr importancia y/o en el que se presen
ten més deficiencias en los conocimientos. Procu-

rar dedicar el ti%mpo de estudic que se sugiere - ;

como necesario en dicha tabla para la actividad -~
elegida.
%3 Leer cuidadosamente la lista de objetivos que en-

cabezan el tema selezcionado y estudiar los con--

ceptos en los textps base, verificando que se po-. -

seen los .onocimientos antacedentes sugerides. ==
» - . . 3 i

% (wvuey ARNTYVA 9) b C & B - '

3, ' Analizar detenidamente los procedimientos que s& -
' utilizaron para resolver 1los ejemplos o ejecutar -

las instrucciones de solucidn expuestas en 10§ =---
ejemplos gulados. . B

4., | Resolver los problemas propueafos y vevlflcar sus
soluqlones. En algunos casos 1las soluciones con--
tienen, ademds, orientaciones para llegar al resul
840 _ o

5. ’ Una vez terminade el estudio de un tema, seleccio-
har otré usande &l criteric propuesto en el punto

L. -

El tiempo estimado para estudiar la totalidad de -

‘la gufa es de 47 horas. Es de suma importancia que el .es

tudiante programe su trabajo eon la debida anticipacidn y
‘que inicie el estudio de la guia CUANDO MENOS TRES SEMANAS
ANTES DE LA'REALIZAQIQN‘DEL EXAMEN.

La gula esta disefnada para servir como material de
autoznsL"ucclon, no cbstante,; si en slgﬁn momento el estu
diante no comprende algin concepto o tiene ﬁroblemas para
resolver un ejercicio, se le sugiere consultar a los ase-
sores de la asignatura, quienes podrdn orientarle al res-
pecto, o proporcicnarle mids ejercicios o bibliograrfia.

3. O3JETIVO GEWERAL DE LA ASIGHATURA

Proporcionar al estudianté los conceptos del Cilcu
lo Diferencial e Integral para funciones escalares y vec-
toriales de varias variables, habiliténdolo en el manejo

y aplicacién de los mismos.
%

4, TEFAS QUE COMPRENDE EL PROGRAA

Superficies y campocs escalares.

[
)

Derivacién y diferenciacidn de funciones

I . 5 Bl
! - - -



o

escalares de V““‘aS variables

1208 Campos vectoriales.
IV. = Integrales cu'V113noas. £
Y. In*sgralesd miitiples. -
VAn-. Miximos vy minimos. peara funciones de dos o
mas variables. o i '
51, REFERENCIAS BIBLICGRA] ICAS

THOMAS, George B. CALCULO iNFlN!TEfIMAL Y GEOMETRIA ANALITICA.
Aguilar S.A. de Ediciones. Madrid, 6a. edicién, 1980;

SPIEGEL, Murray R. CALTULO SU s
México, 1970.

Departamento de Matemiticas B3sicas. Facultad de Ingenierfia, UNAH.

APUNTES DE CALCULO VECTORIAL. 1981.

PERIOR HMc Graw-Hill, serie Schaum's

Estos textcs, que deberdn tenerse a la mano al 3
utilizar la gula, fueron seleccionades por su disponibili-
dad en la 3iblioteca de la Facultad de Ingenieria; sin em-

bargo, en caso de no taner acceso a ellos, ce sugiera al - .

estudiante acudir al asesox.de la materia, quien tiene una

-

bipiiografia comp.lementaria.

6. DESARRGLLD

A continuacidn se indican: el objetivo, ‘el conte=

nido y las ectividades de cada rro de los temas que ¢om=--: '

rende el programa de esta materia.

upadas hacia el final de la guia),
ast d;anLc pueda compar=r1as con }

e e e

adas- se présentan ejemplos que ilus
les conceptes y problemas propuestos

Todos los e]erc1c1os han sido’

TEHA I. IvSUPERPICIES Y CAMPCS ESCALAPRES

. OCBJETIVO

Proporcionar al estudiante el concepto de funcidn
‘escalar de varias variables y su repvesentaciiﬁ geonétri
ca en el caso de dos variables independientes, a través
del estudio de algunas superficies.

¢ CONTEMIDO . « i

IR TR Cémpos”evca]a"eé; Regiones y entornos.
1;.27 "De‘1n1c1on de superficie. Representacidn cartesia
B, . Definiéién;de suﬁa’y producto de campos escalares.

L. Métodq de las geﬁeratrices para determinar la ecua
_ cién de una superficie.
'I.S.’. Digcusidn de la zcuacidn de una superflcle.'
"I.6, Superficies regladas.
bI-7Q  Paraholoide hiperb8lico.
I.8. Superficies cilindricas. | "
Jhg G5 Superficies cdnicas. e ’ 5
I.10. . Superficies de revolucidn.

ACTIVIDADES que comprenden los ineisos:
S a. 'ifGeﬁeracién de superficies por el método de
_ las generatrices. '
b Discusidn de la =cuacidn de una superficie.

"a. 4 Generacidn.de superficies por el método de las ge~
¥ 'nevatrzceg, ) s
" Dadas las. caracteristicas de una superficie, deter
-minap su ecuaéi6553jﬁstificando[cada paso.
N i : = =
';a.l:, Rev1ba“ 1os antecedentes consultando los -~
: .numeros il y 24 de"1la lisra del Anexo 2.
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Elnd g
! desde la plgina 5, segunda columna, Segun
: ~do parrafo hasta la pégina 7 y del punto
L1 As 2NN Gpp A iERaw2i2)) .
a.3. ;Ana¢1zar los ejemples de la guia.
QY. . Resolver los ejercicios del grupo 1.
EJEMPLOS
*e . 3 ; v
1: Una superflicie cdnica corta al planc xy formando una elipse cu- b

yo centro se encuentra en el puntd P(1,2), pasa por. 10§'ﬁhhtbs f“
Q(1,9) y R(0,2) y su vértice se ncuentra en el punto (o 0,~1). 2.

Determinar la ecuacion del cono.
Sojucidn:
‘La ecuacidn de ia elipse es de la forma

(y =~ k)2 ;

2 .
(x - h) 3 1
ai‘. b2 y
g
Y‘l ‘
] v
;
R(0,2)+
] Qd ’0) v T T : g y
1 ngura 02 : i | -'.;-" -1

_ Estudiar los Apuntes de Cilculo Vectorial =

en este.caco h = T A

: k=2, am= 1, b= 2 (figura 1). Por lo
{i S © que la ‘ecuacién de la directriz seré.
§ W - 1)Z y - ")2 > gy )
(1)
za0 : B ¢)

Las gcnuratrICes son rectas que se spoyan en el vértice y en 13
e ellpse, por lo que serdn de la forma:

n s . : — - -
i : o © B ¢
| gue para iss coordanadas

del vértice dado quedan, después de -~
" despejer y, x en funcién de z:

o -
an dande =, " 8 son los pazg~
. metres -

gy

o +
YT (z+1) |
Por’lo. tanto la ecuacién de la generatriz queda:

Cx = alz41) - (3)

Sy sl ()

i _Resolviendo como simulténgas les ecuaciones de la directriz y -

. de 13 generatiiz se obte

| Substituyendo (2) en (3);

Substituyendo (2) en (i)

‘al substitulr (5) y (b)
'flciénl 2

ré f{a ecuacibn de condici6n, asT que:
Xm0 ¢ (G))A
y=8 (6) y

n (1) sL obtiene la ecuacién de condi~

@-1)%, i8-2?

. 1 ¢}

' 5;.. Resolv*«ndo s:letaqeam Lfe las ecuaclones de la generatriz y
i la de cond-rlén se obtiene una ecuacibn en Ia que NO apareacen

los naramet:os

de (3)AG = ;“éff“ { L o R : (8)

¥y de Qﬁ} g =

(3)



res =n el primer miembro de la ecuacidon se obtlene:

10

subst it :vendo (8) y (9; en (7)

Iy

: : S AL e e i : : d)
. e '/._...‘L_ 2" & . . o

Z) 0] P e . _ ~
o bien, tomando comin denominador vy eliminando ]os‘denomInAdd--'f“'#h<-n e

que es la ecuacién de ia superfic¢ie cdnlca. . ot

phe

Obtener

la ecuacién de ta superficle que se& genera al hace? gi .
28l
bola paraiela al plano yz cuyo vértice es (2,1,3) que ¢contiene -

rar alrededor ce 1a recta de ecuaciofies x = 2, ia pard

al punto (2,2,4) vy que abre en direccibn psraiela al eje y. i
' en
Solucidn: 3

¥
Para resolverio seguir los pasos que se detallan a cont!nuac!én

-

a) Elaborar la aréflba de la pardboia en el plano parale}o al yz

que pasa por los puntos que definen la paradbola. ;
b) Como la paritola estd en._un_plano paralelo al yz, su ecua---

cidn ser3d de la forma que aparece a continuacidn, ya que =---

abre en direccién paralela al eje y.

((z -~ k)2 = b4p (y - h)

x = cte

o Sor W e

en donde h, k son la ordenada y la cota del vértfcé_réquc:i
vamsnte y para determinar la constante 4p tenemos' la cohdi;-
cién de que debe pasar por el punto (2,2,%). Obtener la —~-=
ecuacién de la pardbdla, que es’en este caso la direcriz.
c) Al hacer girar ia parabola en torno a la recta (eJe) X = 2
z=.3, caaa pun*o de ella genera ung circunferencia con cen—.'
;tro en x = 2, z = 3-2n un plano paralelo al xz y de radlq va
riable, dependiendo de la ordenada "yt éorresponduente._ ObFi
.. tener ia ecuacién de ]a “familla“ de circunferencias que tle
-

nan las caracte.lsLi;as mencionadas, que son en este caso. -*4

s -. - i i V N .A'-b :.‘

1 EJERCICIUS.
: b, Détgrmin{r ia e

ejgs de la ellpse.que los contiene.

11

!as genﬂr‘tr.ces. Z : ;

Resolver simultineamente las euuaclones de la directriz y de
té4 generatriz de.manera que se encuentre una ecuacién en la
que no |ntervengan las variables, que es la ecuaclén de con-
dicién (s« se realizé acertadamente debe haberse obtenido -=
of gdag. ;

Por Gltime, trabalar Simultinsamsnte con las ecuaciones de =~

condicidn y de l1a gengratriz .o3ra-eliminae los pardmetros y

. obténer la ecuac~on de la superflgle, que es en eite caso:
(x ~ 2)% & (»
= Y

. )2 P Y >

GRUPO 1

i

i2 ecvacidn del paraboloide elfptice gue se muestra
la figura 2. Los puntos P y Q z& encuentran sobre los semi-

P(0,2,4);  Q(4,0,4).




B i T L, St Bt

—__ ———

—

R

una terraja hiperbdlica, como se muestra.en la figura 3.

sea conocer la ecuacién de i2 superficle_=xterior de la pleza

de maguinaria. \

-

24

N

10cm ;
Im

A

2. Para pulir una cierta piecza de maquinarifa, se coloca en ua -torno

Q
TERRAJA
P
Ele del'/\
ol
f—— forne. \y Y.
8cm .

Figura 3

3. Encontrar por ei método de-las generatrices la ecuacién de ta sy

<y

4
i.

perficle cilindrica que tiene por directriztuna circunfenencla-;ﬁg.ﬂ’V

en @l piano xy, con centro en (1,3)'y radio igual a’z;’siendo la =

generatriz del cilindro paralela a la recta ‘que une los puhtos =

Py (5,3,2) v P, (7,4,5).

b. Discusibn e 1la ecuacidn de una suﬁerficief'.

Dada ia ecuacibn de una superficie, representarla gré- =
ficamente en isométricdo, valiéndose para ello de los =

. L L. 0 .
recursos analfticos que se considere .necesarios.

v EJEMPL

b.1.

b.2.

b.3.
‘Bt

g% -

13

= : N

Reyisar los antecedentes, consultando lLos nlme
yos 1, 2, 3, 5, 6 y 24 de la lista del anexo 2.
" Estudiar en Thomas, George Calculo Infinitesi-

“mal y}Géémétria‘Analitiea {pp, 6U3 a 617)y en

les Apuntes de Cdlculo Veatorial estudiar los

subtemas *.9 a l.9;2;'y‘l.3ﬁa'1.3}7“'y revisar

las tablas de las pp. .15 y 8,

° Analizar el ejemplo de la gula,

" ‘Resolver los ejercicios del grup@ 2.

Discutir -la superfiéfe que tiene por-ecbaclén

"MRRGE R Ei‘_ 1
"6 25 9-

I s 4
- Solucidn:

Investigar primeramente las trazas con los ejes coordenados:

EjJe x; y=2m=0;

;2 : fl
i5g-~ T om» x% w1 x = + h hay interseccidn en dos
i ' : ki
.- puntos
: o _:__‘ s . i & Y
Ele yi x =z« 05 e '
ol | : T . ' ;
S = 1.0 -=> no hay interseccidn v
25 i -

CEezixsy=0y

&
)

9 X

—=:1 . => no hay lnterseccién;?

Arvestigar. ahora las trazas con‘loéjplanOS coordenados.

" Plano xy; z = 0;

B PR
= = Lem ,Es una hipérbola icon centro en el origen y

eje'focal-sobre:él ele x.



14 ; . 15

e o ere  e BL R L oniEls

Plano xz; y = 0;.

x? 22 " "“Es una hipérbola con centro en. el = .

-2 e A CE T X por =X y por -y; z por -z;
16 9 i . “origen y eje focal sobre el eje'x. - | o # e

5 N : e ,.;:mesia;':: a (-x)2 jfy)f ; (-2)2 _

Plano yz; x = 0;

R
.

; no se-altera . hay simetris

_ﬁf 28 4 i.° ... noes alguna curva, no existe la .
3

“ ; ‘Secciones. con planos paralelos a los planos coordenados
& ~—~interseccibn. - ) -

Ver ahora si hay simetrfa’cdp:' »f;Pafaquos;a) Xy;' z = k;

2 2 kz

P]anos-coorden?dosf.~ o i — : - Es une familia de hipérbolas con

" Plano xy; z por -z; - 31 o . g . R ‘_",»- ;; _Z,f . _16: .ZSZ' j.' 9 - centro sobre el eje '"'z'' y eje fo-
‘ i S e e 9o - % y ! oyt
x2 _y? _ (-2)* _ . -.nosealtera .. hay simetria ! P 4o cal el ', .
W 5 o W A dr . ; h

,Pafalgios al:yz;g;g - k{:.l para cuando %F -15>0
e T = R o -{; S

) . . 'no se altera .. hay simetria. X_.+ = . ﬁi Ly ~ Familla: de ellpses con centro so-

: ] ' 5 5 : 25‘.j 9 16 f ' bre el. wje gty semleJe mayor en

S ) :l "A ."lyll

Plano yz; x por =x;. - -

n

(-x)? _y* N | o se altera .. hay simetria

- =
’

. ﬁéﬁq{éldéJaisz;__y - ke & :, A L B
16 20PN Ol

5:;_.51 ey Eiif ; Familia de hipérbolas con centro
16 §. - @5 en el eje 'y", eje focal sobre el

Ejes coordenados: .. i R . e eje 'x',

"Eje x; y por -y; 2z RoS

o i & : {:1 ak E’ e CE{S: i -'ﬁpyéstlgar ahora la extensi6n:
%t (-y)? _ (-z) . ); ooRO-ASPLERED .. 1Y Simelriay ; A < SR

-

16 25 M

1. '
i o

" sobre el eje x!:-

W
o
o
=
[
N

je v -x; SR, g 'S U E
EJ? /B Por a5 S W » W G W ‘: Fdat .’5_..-1 +'L‘+ -z—..; X'-':_"_,h' f+d w2
(-x)% _ y? . -~ {=2z)%: - " ro se altera .. hay simetrfa - -{ - '

5 9

- - = ]’ ‘ ) i ) y : ‘
16 25 % " SR g Tﬁ"'fpara todo y. 2, x es real, paro slempre :mayor que-4 .y me--
"L Bje e m por>~x, W pbf-'wa. ; | : .:'{x © nor ‘que '“ el '° tanto - < x G-l box<troesla
’ o 2 -12-3;_. o U o R N j = ;Lv';:;”.'exfeﬁSIGn: % 'f., ., .; 4 . ;
o ( x) =4 y) = 34—; 1; . no se alters L. hay simgtf@a.ﬁt:v A ) = R e Y \
N 1Qn . .25 .8 = : RS ERE  y e Sob?Q,el eje Myt i - o U ‘ .




- i [
16 o S b
B i '
N T = N . 5
Ei radicando es una hipdrbola, en la qua si “Xx" se mantlene en -
tos intazrvalos de! punto anteri or, la “zf pusde tomar todos los : b) x%  v¥ " x?
o, . e . .2 ' : 2t K I -'0
valores y por lo tanto "'y tambidn, o0 sea =™ <y < + » as la ex- - TR A e
tensidn an !yt : = S i i i
K : o2 2 2
. Sl i i
Sobre el cje ‘'z ; c i P o il 1o
| : . : . E : &) B2 ol
, ) , ; i { N
= = y wy ; .2 . . v o
—_—= e -~ A= ], 2 = 4+ 2 = o g % = d) o x? L - i i : :
. Y e . - : A 5 = 2 S - (o] T - . =3
g 16 25 « V 25 : P : ! 2 e T '
i : : » L £ .
comc en el paso anterior, si ' ce mantiene menor que -4 y mayer e) . x? 12:
86 = H : i ; T =l
gue 4, "y puede tomer cualaguier valor rasi y ~ ®» <2 < + w gs la | a b2 P :

extension sobre el eje ''2'')

o i = . i
.ZA - - " Sea la funcidn F(x,y,z) = Ux? - 25y% + 162% - 100 = 0. Utilizando
: .f‘-los pasos que se cons'ddren necesarios, de |J discusidn de una su--
’ perficie, s ?b]ar°r sus caracteristicas y realizar una grifica --
~ aproximada.d2 ella. . .
# PN = :
!x H \ |
= - s . : |
; YA ? 5 - 5
P.P RBO! U'D:"‘UPT,CG DE DG" “ﬂAl\.TGS ac s e -
’ — - o ; : : i i : :
i . Ficura & ¥ o o —
' “. , i iy
A ) d :x ! . L » I 1 i ] .
EJERCICIOS.  GRUPO 2 | B g ' o ? ‘
) Lo [ Ly M ai il " g N o= j. E : . | ;
U5 Escr:&nr en Ia !Tneo dF la- dnreche el nCmbre de 1a superf{cle que - 05 O L a. o om I
30— il : -
; P G R i E -
' « . - ; ; :
" vel o i s ;
! i i : ! k
i ! !
i e & s »m e d g
T { 2 J . T :
1 Lo ok : s b ;
2 L { k4 0




TEMA II, : DERIVACION Y DIFERENCIACION DE FUNCIONES ESCﬁ}A E:

DE VARIAS VARIABLES : A

~

ORJETIVO 3
¥

Proporcionar al estudiante los elementos para el es udlc
v an&lisis de variacidn de funciones escalares de varias. varla

bles.

CONTENIDO

-,

Limites y continuidad de funciones escalares de variable!
5

vectorial.

Derivada parcial. Interpretacidn geomdtrica para el caso
de dos variables independientes.- Interpretaciones fisi--
cas.

Tecrema de Schuarz.

total.

Derivadas parciales sucesives.

unciones diferenciables. Diferencial

Compesicidn de funciones. Derivadas parcieles de funcio
nes compuestas.
adiente.

I1.6. Derivada direccicnal -

67

Diferencial exacta y su integracidn.

i
i
i
i

ACTIVIDADES

que’ comprendsn los incisos: ]
a. Interpretacidn fisica y geométrica de lia deri-

vada parcial y de la diferencial total.

5, Derivadas parciales de funciones compuestas, -

derivada direccional y gradiente.

P

a. Interpretacidn fisica y geométrica de la derivada par--

cial v de la diferencial total.

Dado un fendmeno fisico o geométrico,.modelade explici :

tamente por una funcidn real de variable vec¢torial;

- Obtener las rapideces de crecimiento de la funcidn

EJEMPLO - 3

1.

19

relativas a cada una de las variables reales que in-
tervengan.

- Calcular aproximadamente un incre@ento de la funcidn
aplicando la diferencial, en caso de que dicha fun--

cidn sea diferenciable.

Revisar los antecedentes consultandc los nfime--
a 13, 25 a 27 de la lista del ANEXO 2.
Estudiar los subtemas 15.2 a 15.4 (pp. 738 a --
754) y subtema 15.8 (pp. 770 a-778) del iibro -

a.1.
ros: 4, 7

a.2.

Cilculo Irfinitesimal y Geometria Analitica de
16 y

analizar los problemas recueltos del 8 al 15, -

Thomas G.E.; en el cap. 6 estudiar la p.

en &l caw., B gstudiax 13 p. 174 y analizar el -
o

problema resuelto No. 28 del libre Calculo Supg)‘
rior de Spiegel M.R.
de la guia.

2.3. Analizar los ejemplos |

a.4. Resolver los ejercicios del grupc 3.

Usando dfferenciales calcular el valor aprcxlmado de

v (2, T)’ sen—3?° 'L

Solucidn:

Se propone la funcién f(;,y) =+/x? sen y
Ax = 0.1, y=30°, Ay =1°

pero es necesarlo que tanto "y” como. su lncremenfo estén en raala-

y los vaiores x = 2,

nes, asT que, Jabsendo gue Trad = 180° hacer las conversiones:

Ay = i 0.01,7105 rad.

fy = L-u.0.5236 rad;
6 180

El valor aproximado de la funcidn ser§ f(xq,yo) + Af, en donde

Yo son los valores ''‘cerrados' « = 2, y = 307.



EJERCICIOS.

Para calcular Af se usard la diferencial como aproximacidn.

La diferencial total de f{x,y} sera:
3

9f 2 . §
af e A0 gy + Bl gy @ RSB o+ X E0RL. 4y
5x 3y 24% sen y /%% sen y

y substituyendo los va!orcs;
7 V3 i
df = 2121__£1121_ (0.1) + 121_;!542_ (0.01745) = ; (0.1) +
2(2) 2(2) 2 T

+/5 (0.01745)

el valor de df es: df = 0.18 ! ' .

por otro lado, f(2,30°) =4/(2)? sen 30°=+ 8(1/2)= yﬁzﬂ 2

finalmente, el valor aproximado de la funcidn serd:

£(2,30°) + df = 2 + 0.18 = 2,18 "

GRUPO 3

Mostrar que lac superficies Sy: x + 2y - Lnz + 4 =0 'y

2

Sy: x> - xy - 8x +z+ 5 =0 son tangentes, esto es, tlenen un.pun~,

to tangente comdn en (2, -3, 13, e =

< 3

- Se desea calcular el volumen de concreto necesario para construjr -

un monumento en forma de cowo elfptico. - Si"el error acentado al fa
bricar el molde es de i_0.00S m en los semiejes y + 0.0) m en la al

tura. (Cudl es el maximo error que se comete en e} cilculo Jel voly

men, si las dimensiones son 80 y 40 cm para los semiejes y 3.50 m ~.

para la altura?

Derivadas parciales de funciones compuestas, derivada di

reccional y gradiente.

Dado un ferdmeno fisico o geométrico,.modelado explicita

mente por una funcidn real de variable wvectorial:

-y oo ; :..‘.' B :
v - Obtener las rapidéres de crecimiento de la funcion

S TR, S

EJEMPLOS.

" grados, x, vy, el

21

cowpuasta pelativas a cada uné de las variables que
intervengan.

= Calcular la rapidez de crecimiento unitario de la -
funcidén, en cualquier direccidn.

- Conocida Ja rapidez de erecimiento unitario de la -

funcidn, daefinic las divecciones en que estoe ocurre,

b.l. Revisar los antecedentes consultando los niime-
ros: 4, 7 a 11, 14, 26 a 29, 3% de la lista --
del ANEXO 2. Revisar el tema IT de esta guia.

b.2. .Estudiar los subtemas 15.5 a 15.7 (pp. 754 a =
769) del libro Célculo Infinitesimal y Geome--
tria Analitica de Thomas G. B.; y =2studiar en
el cap. & la p. 163 v los preblemas resueltos
1la3ijyl2 alu, en el cap. 6 estudiar la p. -
106 y los problemas resueltos 18, 21 a 28 del
libro C&lculo superior de Spiegel M. R.

BN Analizaf los ejemplos de la guia.

b.4. Resolver los ejercicios del grupo k.

0

La temperatura en cualquier punto de una placa rectangular en el pla
no xy est& dada por ia expresién T = 50 (x* - y2) (T en grados centi
metros). Determinar en el punto P(4,-2):

a) La expresidn que permita conocer la variacién de la temperatu-

ra en cualquier direccion.

b) LEn qué direccidn a partir de! punto no hay variacién de la --
temperatura? ¥ .

c)  lEn qué direccidn la variacién serd de 250°C/m?

Justificar las respuestas.

Mota: Las direcciones deben ser referidas con ¢l dngulo agudo que -

“forman con la direccién positiva del eje x.




22 ! - 23

Solucin: - . { E! &ngulo gue forma la direccidn p-erpgndiculaf al gradiente -
: ) T - con el eje X sera:
= 8 = ang tsn -2 = -63.435°

a) La expresidn que da la variacién de la tempei‘atura et cuale--v dT
‘El 8ngulo quz forma la direccidn en que ~— = 250 con el eje x

quier direccion es la derivaia direccional, que es en este ca-

A e

so: : : est ' e
o7 r _ _ ' Y = 26.565° - 56,01°= -29,445° P
—=D,T=V¥T « y en donde u es el vector unitario en la direc : v b ; s 9z s
ds ién 4 4 — = i 7 SIl 2= xe’ +ye"; x=2rs, y=r/s, calcuiiar —
cidn descada, 1Y x)e PO e ds
e | = le#id {7 ¥ xehey
U7 = ar i ..31] =100 x i ~ 100y J; VT |p = 100i + 200] - i o Solucion: : . )( .8
9x 2 . i ; : ) g L) =4
Y 2 \ Para resoiverlo segulr Ioswpasos que se detallan a continuacién:
b)  La direccién de variacién nula es | 2 VT.en el punto P, ya que 1 . a) Se puede usar la regla de la cadera, ya que se trata de una --
se requiere 9T * U = 0, por -lo que, sabiendo que: . . funcidn compuesta con las variables intermeuias xy y las inde-
- %7 | . ' . pendientés rs,
la direccidn de VT|P es —— - h00 P + 200§ _2i + ) , ; » ] :
]'1' P 200 /5 Vs o : _3“2_ - é.,z;- é.‘.f_ 4 .a.i' 2].
d N e I . i " 9 3x 3s’. 9dy 3s
una direccidn perpendicular v = ai + b; : & e
‘ gl - ? ] b) Finaimente, luego de calcular las derivadas y expresar todos -
es ts) que v . ,_Zl S W RS RE e s i i o A - los ‘resultados en funcién ‘de r, s obtener: LR oo e
- (VT] P \/—5— 2 p
: Y X
-k c I S rsfr? v
por lo que v = 1= <l es un vector taitaric perpendicular al == e e - ns) + 2 i ¢ ‘“;\
/5 : : 9s s s
gradiente. ST ! v g {
La direccién en que a. 250 sers ‘tal que: = _— R0 . A | -
ds EJERCICIOS. GRUPO 4 ol 0 W 4
. G- |¥T] cos ©; en donde O es el angulo entre ' '
e : : 1. Hallar la perdiente mis pronunciada de la superficie f(x,y,z) =

—_ _ = x? - 2Zxy + 3y -~ 1 en el punto P(1,2) y la razén de cambio de la
9T|p vy la direccién o ] . "
. . funcibn a partir de P y en la direccién de 0(5,4)

|[7v} = «/(lmo)2 + (200)% = +/ (160000 + 40000) = o
= +/200000 = 200v/%5 _ t 2, Seanw= f(x + at, y + bt) slendo a y b constantes, demostrar que
as? quk: 25C = 2005 cos © => cos O = 0.559 Ju du v

gu
; n g —4+ b —
O = 56.01° & 56°0'36" ot ox o9y

(¥5L

o g s e

El 3rgulo que forma el gradiente con el eje x : i L.

o =.ang: t3n 1 26.585° ' Sl 0 = e ,.i_ _ y
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TEMA III. . CAMPOS VECTORIALES ‘

CBJETIVO . ;
Proporcionar al estudiante el concepto de funcidn vec~§
torial, sus principales aplicaeiones y los elementos para el

anilisis de la variacidn de una funcion vectorial.i
CONTENIDO

III.1. Definicidn de campos, vectorialés.

#1010 o Limites y continuidad de campos vectoriales.
11I.3. Arco de curva y su zcuacidn vectcrial. Curva regular,
III.4. Derivada ordinaria y diferencial ordinaria. Aplica--
" cinnes.

ITI.S. Derivadas parciales de funcicnes vectorialcs.
IIX 6L Diferenciales de funciones vectoriales. :
ToTeTeNAS Generalizacidn del ccncepto de gradiente.
II1I.8. Coordenadas curvilireas.
IIX.9. Ecuacidn vectorial de una superficie. )
IIT1.10. Divergencia. Propiedades. ~ Campo Solenoidal.
III.11. Rotacional. Propiedades. Campo irrotacional.
III.12. Laplaciano. Aplicaciones. i i,

. 3
ACTIVIDADES que. comprenden los incisos:

a. Aplicaciones de la derivada ordinaria de campos
vectoriales. Interpretac1ones fisica y geométri

.| EJEMPLO

car
b. Ecuacidn vectorial de uha superficie y derivadas
parciales de funciones vectoriales. Interpreta-
P B g
.cion geométrica. =

c. Gradie

El gradiente en coordenadas curvilineas.

t e

nte, divergencia, rotacional y laplaciang. .
N *

25

2 Aplicaciones de la derivada ordinaria de campos vecto-

riales. Interpretaciones fisica y geométrica.

Dado un fendmeno fisico o geométrico, modeiado por una

funcidn vectorial de variable escalar:

= Analizar la curva en &1 implicada, obteniendo al

misms tiempo los elementos fisicos correlativos.

Revisar los antecedentes consultando los nlime--
Mok al 17, 290028, 80y 31 de Wa lista ded
ANEXO 2.

Estudiar los subtemas 14.1 a 14.5 (pp. 689 @ ---

ros 1,

717) del libro Calculo Infinitesimal y Geometria.

Analitica de Thonas G.
7 las pp. 139 y 140,
del 30 al 33 y 45,

y 96 del librc Cdlculo Superior de Spiegel M. R.

BRGNS estud*ar en el cap.
y los’ problemas resueltos -
v los problemas pvopuestos 95
a.3. Analizar los ejemplos de la gufa.

a.4. Resolver los ejercicios del grupo S.

P

(1. Una partfcula se mueve segiin la ley T = 2 sen 2at | +

;+ 2 /3 sen 2mt J + 4 cos 2mt k donde |r| estd en metros y 't esté
en segundos., :

Cuando t = 2.5 seg se desea conocer la velocidad de la particula,
su rapidez y sus aceleracionas tangencial y normal. Ademds se de-
sea saber sl Ia partroula se mueve scbre una trayectoria plana o --

alabeada.

Solucligae = '% %

>

. Se conoce T = r(t) y se sabe que V= r

V = U1 cos 2nt I + 41 /3 cos. 2mt j - 8 senZut % s (1)

“evaluando para t = 2.5 seg

-




I
s

-

Vo= b ocos 5w i + bu/T cos 5w § ~ 8n sen 5w k =

m by | o-hme reis) ()
La rapidez es [V] )
ast |v| =~160% + 1673 = vk = 8ir AN (3)
Anhora calcular ia aceleraci6n a partir de v (Ec.1)
T = t = -3nlsen2nt i ~Bu?/3zenznt | ~ 16m%cosamt k e (4)
Evaluando también para t = 2.5 seg. ;
'3 = -un’senSn i -Bm?Y3senSt j - 16wlcos5T k :
7= 1607 k e (B9
Por otro lado se tiene que a = ET + Zh 3 b oea. (B)
y ademds op = (a-T)T % : . e (W)
T = VY| Tl (6)
Substituyendo (2) y (3) en (8)
Tm (b i <kn/3 §)/8m; Te-Li- '/5-1 L (9)
2 2
Sustituyende (9} Y en (6)
B a’tu:e%r:sw"gk y(-(si ;m- 3 M req2 &
Tk \ 2 2 -‘/J
E% =0

Bhora este valor se sustituye en (6) para obteﬁér=3ﬁ

A =3, ; a,=161%k
e L

Observar que solo existe 1a componente normaly’ '
Leterminar si la trayectoria es plana ¢ alabeada, para lo cuai se
necesita conocer e} valor de ia torsidn, la cual se puede calcu~~'
lar de la siguiente manera:

v.xia _ da 1 -

T =
v xal dt 7] |5
" En dichz expresidn se encuentra i%-la cual ain no se ha calculadc. '

: A . g
‘Entonces derivar {4) y evaluar en t = 2.5 seg.

(10) |

1

EJERCICID.

1.

ciales de funciones' vectoriales,

. trileay,

27

»

7 = ~16nfcos2mt i + 32n3sen2ut k

«167!V3cos2mt ]

T =16 1+ 167%/3 | .. (1)

AsT sustituyendo (2), (3), (5) y (10) en (11)

(=hm | -hre3 ) x 167 ko (1617 i + 1671 3.})
| (=4 i —thglj) x 161? k| o 8n jem? w |

_ (e6hm® j -6hud/T 1) (16m3 1 4 167%/3 )

{ 1287°%) (8u) (16m2)

P ~102475/5 + 1024n%5
1024w% (8)

T

T w0
coms la tors!dn es nula, s& trata de una curva plana.
GRUPO 5

Una particula se rrueve a lo largo de 1a curva dada por las ecuacio
nes x = b sen3t, y = b cos3t y- z = kbt donde x, y, 2 estin en me j
tros, ""t''en sequndos v''b''es canstante. S| la rapidez es lgual a 10

metros por segundo determinar:

aj Cudnto vale wpn,
b) Ley de aceieraciomnes
c) Aceleraclién tangencial

d) M6dulo de aceleracién norma'l

Ecuacidn vectorial de una superficie y derivadas par--

Interpretacidén geomé-

P TS

Aplicar los conceptos de derivada, diferencial y gradien-

- te de .funcidn vectorial de variable vectorial, para el

caso de 2 variables independientes al andlisis de super
ficies. - .

b.l.  Revisar los antecedentes consultande los nimeros



28

7, 16, 27, 31 y 32 de 1la lista del ANEXO 2.
Revisar los temas I y Tl de esta guia.

b.2. Estudiar el subtema 2.8 {(pp. 106 a 112) de lcg
Apuntes de C&lculo Vectorial que edita la Facul
tad.

b.3.  Analizar los ejemplos de la guis,

T Resolver los

ejercicios del grupo 6.

LJEMPLO

Sean las superficies Sy: T(s,%) = st + (s+t) ] &+ (s=t) k . y‘

Sot r(u,v) = ui + vj + 2k.
a) indicar de qué superficies se tratan.

b) Detarminar la ecuacidn del plano normal y recta tangente a Ja

curva de intersecci6n entre $; y S, en el punto P(-4,0,2) "

Solucidn:

\ . o pd
a) Para ver de qué tipo de superficies se tratan,

sus expresiones Gartesianas,

obtener primero
para lo cual se necesita estable-
cer las ecuaciones paramétricas correspondientes.

Se sabe que F(t) = x(t) i+ y(t) j + z(t) k
entonces péra S; se tendri: '

x = Ust,

»: uy -

Yy=s+t, z=as -t
se determina primero s = s(x,y), t = t{x,y)
y+z=2s, =% L 1
: g ool (1)
y-2=2t, t=2_2 :
v oo (2)
: @
as? sustituyendo s y t en x
R s R et

2. 8.

TR

S b AR

b)

antontes

29

la cual se conoce como un paraboloide hiperbélico,
Analizando ahora el caso de Sj:
«ea (B)

se observa gue para X€ Ry YyeE R siempre 2 = 2, ademis u y'v

X=u, y=yv, X = 2

son parametros libres. Por lo tanto z = 2 representa un _plano
paraleio al plano xy. )

z = 2 Flano paraieio ail plano iy
El vecter que define ai plano normal y recta tangente 2 la cur
va de interseccidn esntre S; y 5: es:

e

M=, x W, donde Ny es e) vector normal a Sy
i, es el vector normal a S,
se aucesita determinar Ny y Ny

Dada una ecuacibn vectorial que representa una superficie,

W= EL g donde T = vlu,v)
} du v
entonges Ny = A & = ikt a J+ k) x s it+] -k
g 9 &t

Ni= -2 1+ (bt + 4s) + k (4t = bs) sera(5)

Se necesita obtener los valores de s y t correspondientes al
punto de interseccién P(-4,0,2) y esto se hace sustituyendo -
dicho punto en las ecuaciones (1) y (2).

LE L S8

’ 16 £ g= ol

2
i~ j(4 =8) + k(=4 -b4)
... (6)

entonces en (5) se tiene Hy= -2

Ny =-21-8k

‘~aho¥a se determinar3 Nj

como Sz es el plano z = 2 entonces Nz = k
~.el. cual podemos Verflcar; si rm(u,w) mul+v]+2k

Vg
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sz_a_rxﬁf.slxj -ﬁz-k -!‘(7)
du Qv

con lo que ya se puede saber quisn es N, se sustituye (6) y (7)

en N = N;y x N2

i -,ék) x (k)

entonces N = (=2

E]

= 2 e (8)

conocido N, se procede a determinar el plano normal v la recta

tangente a la interseccidn de S; y Sj:
\d

€c. plano: N * (P _$;)= 0o -

sustituyendc (8) y Po(-4,0,2)

2j(x + h, y, 2z - 2) =0; 2y =0;

y = C es el plaro xz

€c. recta normal: X~ %0 .Y " Yo, 2= %o
Nx Ny N,

sustituyendo nuevamente (8) y Po(-%,0,2) nos damos -=-

cuenta que Nx'= Nz = 0, por lo que tamb

o , presentar como !a interseccibn de.los planos x = -4,
z =2

EJERCICIO. GRUPO 6

1. Sea ls superficie definida por:

ris,tj = {2s + 3 t)i + ’-s +2t)j + (2: -3s)k
obtener la ecuacion del plaro tangente y recta normal a la superf:

y = =h.

.

cie en el punto x = 1,

- SR s o o

¢ n g R e R, DI e R Bt Pt e

ién se puede re
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- Qeadi ~divergeneia, notagzignal y 1aplac1ano. El gra
diente en coordenadas curv'lineas.
Interpretar‘el concepto gradiente de una funcidn vecto--
rial de variable vectorial en cualquiesr sis}ema de refe-~
.rencia, i ’
Dadc un fendmeno fisico representado por una funcién vec
torial:
1 - Analizar sus variaciones utilizando los conceptos de
divergencia,rotacional y laplaciano, seglin proceda,
y en el sistema de coordenadas mds conveniente.
e.i. Revisar los antecedentes consultands 1os nfi-
meros 7, 16, 17, 27, 31 y 32 de la lista del
ANEXO 2.
.Revisar el tema II de esta guia.
0.2,  Estudiar en el caprN las’ Pp. 140 a 143 y -~
' analizar los problemas resueltos del 34. al 39
"y del 42 al uy4 del liibro C&alculo Superior de
Spiegel M. R.; estudiar el subtema 3.10, ~--
(pp. 11% a 121) de los Apuntes de Cdlculo --
Veé?o“ial que edita la Facultad.
.3. Anallzar los ejemplos de la guia.
c.l. _Resolver los P]ePClClOS del grupo 7.
EJEMPLG

T ufu,v) = 2F gy

Sean las_ecuaciones de transformacién x = 2u + 6v; v = =hu + 3y,

Obtener la expresi6n que determina el gradienta de la-funcidn .

f o 2u + v2 referlda al sistema x, y en €l punto u = 1, v = 2.

%
Solucidn:
00 1))

+ 89 Ty Fluw) =20 + 02

u W xS



32 ;e 33
Derivar (1) respectc a uy v respectivamente ) ' ahora derivar a {6) y (7) respecto ay
of P ‘
= =2 ... (2) & ... (3) v Z 0 m2 W, ey
u Y ! Ny Jy
shora se¢ procede a obtener. Vu y- Uy J
- s H Ju av .
£ 1 = -4 =& 3"‘"‘
sabiendo que: Vu = 2% | 4 QL—LJ i %) ¢ . ay oy
BX ay | ° e E . )
i .
: ! aplicar nuevamente la regla de Cramer y obtener e s %
Tead g f o %
i J () 6
ox oy ) | 0
o o ! . ' dul |1 3 -6 u _ -1
En este sistema de ecuaclones 1o se encuentran de manera explicita ;; . -2_g L _3; ; E _5 oS
u=ulx,y), v = v(x,y). Se necesita hacer una derlvadién imp!7 \‘ ) 2y 3
cita del sistema x = 2u + 6y 1 (5)“ i
) : .
. y = -4y + 3v | e () , < 5 )
Derivando respecto a x a(6), (7) ' | o e A ‘ §l'. -h | 3_' ; v __1_ . (2)
; o . o ™2 & 30 ay 15
1o g Sl o | i . _ : , -4 3| ] ; :
. ax ax - : : it S e A o :
: ; J . 1 _ sustituyends (8) y (i1) en (4) asi como (9) y (12) en (5)
OR T Wk T 4 W e A ‘ - .
) - E 1 1 ; Vu._.'..']-__]_J’ i o vee (‘3)
aplicar la regla de Cramer para despejar LI} y v i ) 10 i 5 |
ax I L o g : : ll . "
) . e ) ~ i 1 :, [ i Vv = 2_ i + — j . ote 8 (”‘) ,
B o P : ol i v 15
du _| 0 3’ £} Ju 1 U T L Los valores aqui obtenidos asi como (2) y (3) se sustituyen -- }
x 2 6 30 : B—x. T(; (8) e B finalmente en Vf = af u o+ g-f-Vv'
. N o W e ) v L BN v
- 3 o Ta = e
2 S e e’ntpn'céesv.fu’“]—'-ia-l-j\+2v(z;-i+1—.-j
'] .. "o 10 5 15 15
e . S ¢ = L 7 e o, 2 | 4 ; ; (9) '| & . B At ' T el - " o
ax 2 6| 39 ax 15 e , E ; " agrupando Vf = 2_ MY (2. I
-4 3 ! 3 EoP ey, e : 10 . 15 b g
. "solo ‘rest{a_ obtener Vf para el puntou = 1.v=2
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-za 1V, INTEGRALES CURVILINEAS

S T e

L 33JETIVO
3 v =g o E - :
15 15 g Precporcionar al estudiante 21 concépto de integral de un
-{veétor y la metodologia para calcular integrales vectoriales
EJERCICIOS.  GRUPO 7 | o s '%reductib;es a una variable; haciendo énfasis en sus aplicacio

i nes a modelos matemiticos de preblemas fisicos.

¢

“1.  La liamada ley de Darcy ¥ =-kVh se escribe en forma matriclal éﬁi

R? como sigue: {ONTEN1 0O
. & = ! . 3 :
7 : : odb g < In ral ilirea; 5 i orial y fi-
i v r"kx 0 [ 3h s6n i3 lifiaiv] 1.1 a_Integxa: curylllrea, sus expresiones vectorial y fi
i " 5 39X L ' sica. . | s
{ vy - i I { H S ky son : > 3
i 0 y L‘Eﬁ en IV.2, = Integral curvilinea a lo largo de una curva regular
ol Ciees h - cerrada. o _
— ) - )iy T X % 1Iv.3, - Integral curvilirea como integral or:dinaria.
alcular a) rot v b) div v rifi i = k.= Wl P 9 2 z .
JNETRLEaT g srkx y IV, Relaci®dn entre la independencia de la trayectoria y
% & ;-1a diferencial exacta.

div v = -k V2h ¥y rot v=20" "

IV.5. 7 :Potencial y campc conservativo.

2. Encontrar la ecuacién de 1 a 1e i =< o b : : N
. i _a_ﬁrt?ct:iiar?gsz_nte_ »a sunya de linbersec=: ACTIVIDADES que comprenden los incisos:

cidn de las superficies x% + y2 + 22 = 43,  x2 + y2 = 13, en el == | - ;

punto P(3,2,-6): * v : - = ‘a. Interppetacién fisica de la integral curvilinea.
. b ~Integral curvilinea en campo conservativo. Di-

ferencial exacta y su integracidn.

3 ' , . 1a.  Interpretacidn fisica de la integral curvilinea.

Dado un campo vectorial, o una combinacidn entre va--
rios de ellos, asi como una trayectoria, efectuar la
sl * integracién del campo resuitante sobre dicha trayecto

ria para la resclucién de problemas fisicos o gecmé--

e R - LR S R s - asvy
C Al Revisér los antecedentes consultando 1os néme--
: ros 1, '12, 18, 19, 20, 27, 28, 36 y 31 de la ---
lista del ANEXO 2.

e DY N

- a4 M



Revisar el tema III actividad a de esta gula.
Estudiar el subtema 17.3 .pp. 866 a 870) del 1i.
bro Célculo Infinitesimal .y Geometria Analitica
10 las pp. 195 5 197
y analizar los problemas resueltos 1 a 4 del mig

A

de Thomas G.B.j en el cap.

mo capitulo en'el libro Cadlculo Superior de Spie
el G. R.

a.3. Analizar les ejemplos de .la guia.

a.4%. Resolver los ejercicios del grupo 8.
v
L4
EJEMPLO
1 Hallar el trabajo para mover una particula material cuando actGa el

campo de fuerzas Fe(2xy ~y) i + (x2-y2) ]alo large de la -
¥

curva compuesta por las trayectorias siquientes:

a) La pardbola y? = x de P(1,-1) a Q(1,1)
b) e Q(1,1) a R(2,4) sobre la pardbola x? =y
(Nota: el trabajo nedido es de P a R)

-

Solucion: ‘ -

El trabajo pedido se puede obtener a partir de:

_ DI R X o
T - [Tr‘.d‘r“; ,[r‘;d?‘asff.d'r" ) - B S
4"; .i; . Q .

a) Tomando la trayectoria y2 = x de P(l.-j),a:Q(1;1) la _cual. se -

i
i
|
i
]
RS ST L NG AR S

tiene graficada en ta'Fig. 5.

Como se trata de una.integral ordinaria, debe ser expresada et

términos de una sola.variable. .

y i } oo . . v
Se conoce la'relacion yz = x y su diferencial sera 2y dy = ¢*'§»
i s F : § .
£ i ) L
a3 iy i . .

-b)" - Se procede de 'igual manera al inciso’anteiior '

e

Q

Entonces { . F . d? seréJ. (2xy - y)dx + (x* - y?) dy qus ex-
. ,

.
presdndola en términos de una éola variable da

y = +1 3
1, .J'- . (2y2y -y)2ydy + (y* -y2)dy
y = -1 :

1 '
T -g (Sy" = 3y2)dy

i 1

g . . 1 ~
¢ la cuéj sa integra Ty = y° =~y =1 -t ~(-1+1) =0

: . .
Tl ao : G904 (1)

B
: Figura 5

. (2)

D ym k3, dy = 2xdx
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R R
‘entonces Tg =5\ F o d?: j‘ (2}" -y)dx + (xz - Yz)dy .. (3
Q Q

sustituyendo las ecuaciones (2) en (3)

n

X“L;
T, g (2_x x2 = x%)dx + (x* - x") (2x dx)
x =1 )
: 2
. ) . 3 !
T, 5 (-2x5 + bx® - x?)dx = - 25 4x X v
1 ., 6 3 ;
Ts =7§£~+16- §-+ 1l 3 I+~l
3 2 3
- ¢
'Tzz_zé . e (l..)

3

Finalmente e} trabaio total seraé:

T=T1+T'z
2 ' ) . :
T=0- 26 . s 2 28, unidades de trabajo
3 = 3
- EJERCICIOS.  GRUPO 8
Vo Determinar el trabajo que se¢ realiza al llevar una particula de

T R 2
P;<§31> al purto P, 0,0) a 1o largo de la curva y = Ei— a través
2
: ™
del campo de fuerzas F = (y sen x i + X sen x j) si F esta en New--

tons; X, y en meiros,

39

Calcular el. trabaJo realizado al desplazar una partfcula en el cam-
po de fuerzas Fli,y) = (x -2y)1 + (y + 2x)] en sentido contrario -

al de las manecillas del reloj, a lo largo de la curva

D{*’v2°°5t 1 VW 0<t<2m
1)

y =2sent

Integral curvilinea en campe¢ eonservativo. Diferencial

exacta y su integracidn.

. . J . q 0]
Dado un modelo que implique la intwgracidn de una combi-

-

)

nacibén de .campos vectoriales sobre una trayectoria,

- Determinar si ia integral es independiente o no de -4
la trayectoria y resolver el problema seleccionando ¢
el métodc mis conveniente,

- Utilizar los conceptos de campo vectorial conservati;
vo y diferencial exacta, para simplificar el proble- {

ma.

bl Revisér los antecedentes consultando los nime--
ros'1, 12, 18, 19, 20, 27, 28, 30 y 31 de la --
lista del ANEXO 2.
Revisar los temas II actividad a, IITI actividad
_ c y IV actividad a. de esta guia.
" b.2. Estudiar el subtema 17.3 (pp. 870 a 880) del 1i
‘ibro Célculo Infinitesimal y Geoinetria Analitica
‘de Thomas G.B.; del cap. 10 estudiar 1la p. 197
'y analizar los problemas resueltos del 11 al 15
en el mism6JCap1tulo‘en el libro Cdlculo Supe--
"y ___i«ior de Spiegel M.R. ‘
b.3. Analizar los ejemplos de la guia.
.bfk.'Resolver los ejercicios-del grupo 9.
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Un cuerpo es impulsado por una miquina que <consume 1 1t de combyssi
ble por cada 2 x 10° kg . m de trabajo desarrollado. Qué cantiu'a';
de comdustible se necesita para !levar el cuerpo cel punto

Py{1,0,0;.

~

C: X = cos t,

al puntc Fz(l,d,ll)km a través de la trayectoria C:
y = sen %, z = t/m

(x, Yy, z en km si t estd en min) :
y en contra del campo de fuerzas:
2)i - yj+ 3
2

F=0+ x &

[ W]

(|F] en Yon si x; y, z en km)

Solucién:

Para calcular 1a cantidad de combustible 'Q' que va a consumir .el
cuerpo basta con determinar el trabajo "T' realizado y, a partir =~
del resultado, obtener la proporcidn dc combustible. rejuerido. En

simboics:

i e
oil= x 11t 500 (U
2 x10° kg . m S B
El trabajo se calcula con la intedral curvil!inea: :
it { F.dr g b ¥ e i)
c S RS A e
Esta integral se simplifica si F tiene potencial, al que se -le !la-
mars %, puesto que T sze reduce a la diferencia de potenclal:
T = ¢(P2) = $(Py) ' -39

.

y la.integral no depende de la trayectoria, es -decir, que.

v

F = grad 9, lo cual se verifica si T es irrotacional, o sea:

rOt F = 2.

A SRR Xk i e A M L0 b e TR

Sraases e

I

e T

. Ahora se verifica el segunde sumango de ¥ .

41
, pesarrollando:
. fa 3N - o LM
rotrz! .i j k = '('é—y- 5:() - E(Y))
| 2 (3 "3 3 \)
b on | GE) - wEH):
x
\
) - )

\‘*%2 v o g k(i;(‘y) ay(“’zz
i

rot F= 1 (0) - J (%— -%)+ #lop =, &

' = .. d

Se concluye, por lo dicho anteriormente, que F tiene potencial, el I
cual se obtiene por integracidn. Se sabe ya que F = grad ¢, enton=

ces se tiene la diferencial exacta: E

¥ . d?=9-4'—dx+§-¢-’-dy+—agdz-d¢

Ix ay 3z ‘

-

que se integrar& como sigue: b v 1Y

-/(1 g %Z>dx + gly,2) i g

ariables réstantes:

P -f—a-iti ax + gly,z)
Ix

donde se nota que al Integrar respecto a X, las v

permanecen constantes. Quedando:

¢ = <1 +%-:)fdx + gly,z) = (1 + %Z> x 4+ gly,z)

dF, diferenclando la

Y, 2

cién que se acaba de obtener respecto a y:

’ {y e 3g{y.2
2 gy =202 gpn oy gy agly.2) | v
By dy dy
"y se integra:
! ;2 o ‘n LT
g=-—y?+clz) ! j
2 :




C b2

recordando que z es constante para este £8rmirio.

o\
Por el momento se tiene que ¢ = (l PP T y?
. 2

3 + C(;), y se veri-

fica el tercer sumando de F . dT, diferenciando respecto a z: -

e

L 2z % Ct {z) | dz = 3z . ¢ (z) =0
9z L 2 . 2

de aqui se concluye que C'{z) = cte, = ¢

Finalmente se escribe:
l, ) 1 2 =
X =-—y“+c
- 12

¢=\1+
pudiendo verificar facilmente que grad ¢ = T (se Invita a hacerlo)

3

=z
2

La solucidn ests expreéada en (3) quedando que el trabajo vale:

{1 + -i-(u-)) ]-

2 2
\ e L
km = 6 x 10° kg . m

T = ¢(1»091’) - ¢(I’0M»-o) = [
i 2
r

(I + 2(0))
2

Tel[1+6] -[1]=06Ton .

2
1 = g + c
—2

y la cantidad de combustible dada en (1) es:
o6 x 10°
2 x 10°

2
7

Q Its = 3 Its

Se observa que la integral es independiente de la trayectoria, y =~-

que depende exclusivamente de los puntos final e inicial.

En caso de que no hubiera existido ¢, no se hubiera tenido mas op--

| EJERCICIOS.

cién gue integrar (2) & lo ]aréo de la trayectoria dada: fn este --
problema este procedim?entofcohduce desde ldego a! mismo valor de * )

T=6 Ton + km. Se sugiere realizarla (aqui se deja indicaca): ,

B N

43

PR J
T =:’[.Pl (-1 o %(% (-sen t dt_)_ - (sen t)(cos t dt) +

- ——

)

. D A % _
1 e e )
o T z dx Y Y -
des(2)
‘ &) N A
o l dz

‘.

donde Py se'reduce.a t = 0 y Ppes t =i

.GRUPO 9

f.. Si se sabe que dp = (3x% f.6y),dk + (3y? + éx) dy e;-una;diferen---
‘;}él exacta, obtener: =

a)‘

el gradienté de la:funcién ¢

2
LS

E—d

b) f V¢ . dr a lo largo de la elipse :
-~ € ;

Sea | una funcién yu = uix,y) tal que dy = ﬁxydx + 2(x% + y)dy;
sl se sabe que 1(3,2) = 30, calcular n{2,1).
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TEMA V. INTEGRALES MULTIPLES

OBJETIVO - .

Proporcionar al estudiante la generalizacidn del con--

cepto de integral a funcioﬁes de mis de una variable y los mé
todos para el cdlculo de integrales m@ltiples. v

CONTENIDO
.
vV.l. Integral doble en coor denadaq,ca teslanas. ,
vV.2. Interpretacidn geométrica y propiedades de 1la 1ntegral
doble. '
V.3. Cdlculo de la integral doble por medio de la reiterada.
Definicidn adecuads de regiones. d .
Teorema de Green.
5. Integral doble en coordenadas curvilineas. Aplicaciég
a coordenadas pclares.
V.6 Cilzulo de &rzas planas, vollmenez bajo una superficie
y otras aplicaciones de la integral doble. -
vV.7. Aplicaciones del tecrema de Green.
V.8. Area de una superficie alabeada.
VNP Integral triple en coordenadas cartesianas.
V.10. Iﬁterprétaéién fisica v propiedades de la integral ---

triple.

ACTIVIDADES que comprenden ios incisos:
&. Aplicaciores de la integral doble al cdiculo de-

4reas planas y vollmenes.

cie alabeadd.

Area de una superii

ch Aplicaciones dz1 teorema de Green.

Aplicaciones de la integral doble al célculo de areas
planas y vollmenes. I
= Dada una regién en EZ,

.especificarla de ranerd "

T

o T e B,

sy

¥ ' . 45

que la exprevlon pueda 91mp11f1car, adecuadamen-
te, el célculo de una integral doble de una fun-
cidén dada sobre dicha regidn.
 Aplicar el concepto de integral doble para calcu
lar dreas de regiones cualeéquiera en el piano -
o vollihenes de cxl1rdroq con generatr17 paralela
a9 EU IR ¢3e~

a.l. Fevisar los antecedentes consultando los nd
mevos 6, 18, 12, 20, 21 y 22 de la lista --

" del ANEXO 2.
' Revisar los temas I actividad b y III acti-

i oom vidad'e .
‘ ' a.2?. Estudiar los sustemas 16.1 y 16.2 (pp. 811
a 818) 'y 16.4 (pp. £23 a 826) del’libro C&l
_culo Infinitesimal y Geometria Analitica de
“'Thomas G. B; en el cap. 9 estudiar las pp.
18C a 182 y los ‘problemas resueltos del'1 =
2l b y:del'G al 8 en este capitulo}en?el 11
bro Cdleuld Superior de $piegel M.R.
.3. Analizar los ejemplos de la guia.
a.. Resolver los ejercicios del grupo 10.

EJEMPLOS

Uo . Calcular el volumen del s6lido 1imitado por las graficas de las ---

ecuaciones siguientes:

x2 + 22 = 9; yi= 2x; y =0; z2=0
Solucién:

%  #e S .
La ecuacién x? + 22 =9 representa un cilindro circular recto de ra
‘dio 3 y'eje_de’simetrfa’sobre el>eje y; La ecuacién y = 2x corres-
pondé'a'unip}ano vertlcél-qhe pasa por el origen y cuya traza en el

plano xy es una recta de pendiente 2.

* La combinacién conduce al vo
i )



-6 . . 2

lumen buscado:. ' S

.
Se tienen dos opciones sencillas para calcular el volumen: definien
do una reglén en xy én forma triangular o en xz en forma de cuadran
te circular.

Sigue cualquiera de ellas, reéprdando que el elemento di‘ferencial -

de volumen es un prisma cuva base contiene dos diferenciales (con --

" iay variables independieiites} y cuya altura corresponde,' en este ca

so, a la variable dependiente. £ ;
g ._
[}
\
."\,
Figura 6 . \: .
= E 'l. B
OPCION 1. Se usaréd la regvic')n en xy: V =// 2 dx dy, con los lfmi. ; )

3 2X - E ny
tes: j[ / /9'.- x? dy dx =4

x=07y=0 _ N T

: gt
V=‘f WLY];--dX
0

- . AT : 2
Se.

e e L e

SR

47

V.f /9 - x? 2x dx ] ' T
il 1 - . _ .
"Esta Integral es Inmediata, del tipo:.

e 3/2 '
fa A u)l/Z i (a - U) c
: 3/2

entonces se obtiene:

2)3/2

= 18 u?

V---g.(S-x
3

i Wm‘;

" Figura 7

OPCION 2: Se usard la regién en xz:

V'-ff y dx dz.-/‘f 2x dx dz
lp‘xz" g Rz

© pero V co'nVicine ser calculada en coordenadas-polares, dado que Rxz
" es' un cuadrante circular, quedando:

V:‘f‘_.. it " f.j ] 3 .-ﬁ: /2
e !.f ‘2..':__93-5.2— rdrde =f. B f 2r2 cos 8 dr do
i J, R ] ) ?» Jor=0 J 8=0

.re e dArea
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Figura 8

F ) 2 _ a2 w .
Encontrar el volumen limitade por las superficies x2 +y 2= 0y
z = x2 + y% que se encuentra arriba del plano xy, usando coorderia=-+

das polares o cilindricas.

Para resolver este ejemplo se sugieren los_siquientes pasos: .

a) identificar la regién de integracion en el plano xy, como ta -
proyeccién de la curva que resuita de intersectar las dos su--’
perficies. Basta con hacerlas slmultaneas, quedando una C|r--
cunferencia de radio 1, con centro en el “origen, en un plano =
paralelo al xy a uns cota z = 1.

b) Plantear la diferencial de volumen: dv = ( z cono - z paréb) dA'

-

donde 1a dfiferesncial de 3rea convicne en coordenadas polares,’

por ser circular la region de integracida:

= g(p,ﬁ){ 9<pc1,0x<8€ <’2ﬂ§' e Rt
Las'étuaciores del cono y del paraboloide son escritas én éPQﬂf

»denadas polares, respectivamente:

Zcono =P £ 3 L Zparab-Pz

5 u,v.

e v

19

_dv es entonces: dv = (2 - P2) p dp db

c)  El resultado de la integral, antes de substitulr los Ilmites ~

N -debe ser:

d)  El volumen buscado vale /6

= o I '
i Calcularff (x* ¥ y2) dy, donde R es la regién que en un planc
' e

uv tlene la forma que muestra la figura 9, obtenid:: de acuerdo a la

transformacién x + y = u; x -y = v,

Para resolver este caso observar que falta- transformar el integran-

do y la dlferencna‘ ‘de &rea.

a) - Determinar’ X,y a partir de la transformacion en términos de

b) Caleular 22

v

+ y?, se debe obteher:
) _Verificar que el jacobiano de la transformacién es:
\J ¥\ ot
: u, v 2
d). Demostrar que la |ntegral a resolver esk

//u / [(2ee

du dv

" e) La |ntegral ‘tiene como’ valor —

2 I N
(2
. : 3
| igstan integral representa el momento polar. de inercia de un paraleio
gramo Dibujar la régién en xy Yy calcular su valar sin usar la

transformacnon propuesta aqui. ‘El resultado debera ser 8/3.




-

M= [t}
Figura 9 e
EJERCICIOS. GRUPO 10 5
] -4
1. Evaluar usando coordenadas'poléres, la integral doBle » )

Vi

/f e(xz +,Y2) dx dy
A ) y

donde R es la regién en el primer guadrante dentro del circulo
.x2+y2=az 2

-

u

Encontrar el volumen del sd)ido limitado por las superficies x = 0,

y=0, 2=0,. z=x?+2y%, x+y=1I
Calcular el 3rea limitada gor la curva polar de ecuacidn |

P =4 cos (29) donde su grifica es la mostrada en la figura 10. -

!
o

R R SPOR R P
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Area de una superficie alabeada.

Aplicar €l concepto de integral doble para calcular ---
dreas de superficies ‘alabeadas, por el mé&todo mds conve
niente. Y ) :

b.1. Revisar losg antecedenteé consultando loé niimeros 6
y 18 a 22 de la lista del ANEXO 2.
"Revisar los temas II actividad ¢, II actividad b,-
~ III actividad b y V actividad a de esta guia.
b.2. Estudiar el subtema 16.9. (pp. 838 a 847) del libro
' Calculo Infinitesimal y Geometria Analitica de Tho
mas G.B.; estudiar en el cap. 10 las pp. 198 y 199
y analizar losiproblemas4resueftos del 16 al 21 --
del”libro Cdlculo Superior de Spiegel M.R.
b'3f Analizar los ejemplos de la gula,

b.4. Resolver los ejercicios del grupo 11.

EJEMPLO

".

ioarte i

£ i s e

. Determinar el-ﬁrga:de la porcidn de esfera x2 + y? + z% = r? que =~
queda dentro del' cono x? + 2% = y* para 'y > € Fig. 1!

-1

-“. ﬂ; L R vfﬁ“‘

o B Figura 11: !
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E! &rea definida por la interseccién de! cono y la esfera es yn cas
quete esférico cuya proyeccidn en ¢l plano xz es una circunferencia

de radio — .
2

ecuacicnes.
Substituir la fgualdad incluida en el cono, dentro de la ecuaci®n

de lz esfera, para e]lo se arreglan los términos:

{x2 + z2) + y* = r2; perc por el cono
y2+ y2 a® o sca ) i G S
2 rz T g
yie = 5 y=
2. - i

que es la ordenada de la intersecclén, el radio de la clrcunferencia

se obtiene al substitdir en el cono-

x* + 22 = -E—- (circunferencia de radio ..... )

-2 2

x? + 2% a-Y

Como la intersecci6n y su proyeccl6n son circulares, conviene trans- .

formar el problema a coordenadas polares.

la superficie pedida (la esfera), es ficilmente calculable con la -- .

férmula: )
& A .= _ i
ds = /1 + -@1\ wf o0 dx dz, para la regln. R__, donde:
BX) 8z = 25 :
R L R W SRR, e
Ix 22 - x2 <z
3y . 22 .
ax 2/ r? - x2 - 22 '
Substituyendo:
/ o 2
ds = /1 + s i 4 dx dz J
A/ r2 - x2 e 22 p2 o x? o g% .
sImpliflcando: s . | : .

Esto puede com,zrobarse haciendo simuiiSneas ambas --

La diferencial de &rea de .

e

: ".- . Faltando 5510 cornpletar du =2 p dn;

EJERCICIOS.

C -

~
%)

2+z2

' (r? - x* = 2%) + x
2 A s - _) dx dz
w r2 - x* - 22

D= x2 + 22, asl ccmo dx dz = p .dp db:

ds = ——F—— P dp d9

La regién por 5y parte es simplemente 0 < p <

esto setiene:

la Gltima integral'es directa, del tipo:

s L oais2
,{}ﬂ o u) 1 2 du - uiiu?fglmm—
. : ij2

*c

e e . i 1/2 r1/2
TS qu'_-[ -2(r? - p?)  .(1/2) ]
L& 7 0
b cpn o e -
TS = 2mr [fh/i'-r ~amt |1 -}
Cre ] L 7

GRUPO 11

p sltuada en el primer octante.

Hallar el drea de.la porcién de cono x?
tra entre los planos y = 2 ; y =5,
i : " ‘ ' i 0°

i 2m
Odp dd = [ﬁ] r

Ly? 42

r
= = dx dz
r? - x% -z

'. ' Ahora se t(énsfo'rn\aré a coordenadas polares (p, B), recordando que -

fio0<8<2rm Con

A

[ =
o . 0

que‘da g

Tm -2mr [(r2 - i)uz-
2

_ 172
(r* - 0% ]

unicades de &rea.

Calcular el drea de la parte del plano 6x + 3y + 2z = 12 que estd -

= 0 que se encuen
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c. Aplicaciones del teorema de Green. !  SmiimEn: o gl ,
Aplicar el Teorema de Green para tsansformar integrales & | PR Y e . ' , :
’ Te— . 3
curvilineas a integrales dobles-y viceversa, calculands. . | El teorema de Green establece IGieE] ) ;
sus valores respectivos. U g i ¥ et )
: - E . S § pd,(...Qdy..ff( d dY.,""’, " }
c.1l. Revisar los antecedentes consultando los nlmeros &' : . c X * -
y 18 a 22 de la lista del ANEXO 2. o T . , o i
) e P .En este. problema se' qunere calcular M x dA, entonces se --
Revisar los temas IV y V actividad a de esta guia,: Al - . o D v/ R .
c.2. Estudiar el subtema 17.5 (pp. 888 a 898) del texto, ! . g B ; : :
ldentifica: - . . . - | - i
C&lculo lnflnltestmal y Geometria Analltlca de ’I‘ho o 2 g ab g~ ! o ' y :
mas G.B.; en el cap. ‘10 estudiar la p. 197 y ar!a-‘_ -a— "a* =X = : (.l)
: . ¢ X oy X

lizar los problemas resueltos del 5 al 10 en este

capitulo en el libro Cilculo Superior de Spiegel’ i Se tienen que proponer dos funciones Py Q quesatisfagan (1), pue-

M. R. . . . "} den ser lac sigilentes:
.3. Analizar ios ejemplos de la guia. . baQ . %
c.4. Resolver los ejercicios del grupo 12. e PEL; »‘a" % ">= Qs 2—' - (hay infinitas soluciones)
g e ’ e W g B B p R e g
c L Ent-onceis: -
EJEMPLO § Peeg :
: & Al -, = de 5 e dy - f x? dy, que ‘es la integral curvilfnea

1. E) momento estdtico de un &fea respecto al eje y se calcula con.la - I c L nan c B, ;

expresmn. My = R xdA, donde R es la reg|6n plana que deflne el g utllnzar : .

érea. R » e j_ '_Ahora se defimré a la curva ci . c = ¢ Ucy Ucs , donde:

Utilizando el teorema de Green, proponer una Integral curvaea que 8 - {y_.t_)_;’ O—f_~)€._<_,_§}' — {Y_‘ - 2‘3_,( +3bs 8 < w< 0}

permlta calcular M, y utilizar-dicho teorema para verificar el resul : a @

Y
tado con el &rea de la figura 12__ ' i § : S

i . .-_] _'»
T ocy s {x-Q';__, Qiyf_Bb}

{
. 4 i ) . 4 o ¢

Y4 i Sustltuyendo en la- Integral Curvllfnea dé My
({0,3b) 2 ) : . 2 J :z . » . 2 . -
' N My _y{ —dy = f‘;i‘— dy + f Iody + f X dy

k e TR Fer 2 €2 2 €3 2

L‘EVﬁ// e Nim Ay Ry E : 1 R Iy

NG L L i f e il e - ;
. / \/r e = 5 o . 4 “Realizar.cada integral por separado:: o
» z o Sk e ;
. ) - ’ x . . ;;,’. 1 ’ .I :
- U ._._ J ;
T = Ry 17 = 1 2 | R ! z




TR e ey

ugxdx'
a

a’h a?b

6a.

3 . Xz"';. . i
Iy = e Eé dy , en c se tiene: dy
4 n, ‘. W
a ) a
2 : 3
Iy = f i ('_3. X dx) s*L X7 =
2 ol 2ol 3
\ e = ?
- = : . .
' - x? ph 2b i
Ly = —dy , donde dy= -~ dx -
C2 2 . .
4
) T e
we [ h(zzd)z £l
2N ) .
) A 2 ) .aq £ é 3

NIX

- = 5 .
c3 E s

5

My es \a suma de las tres. lntegrales H9 -

-
b ’ n
Ny 2 _

2 5

Para hacer la verificaci6n del teorema se tiene que calcular'la in-. . :

tegqral doble propuesta. Se necesnta def:n:r la;:eguon R:

— b ST e

R={(x,y) logxié‘,‘gx«Y _<__,2—b’<]+3b}.
< . . . a

3

ak "

y se tiene la integral:

a

" =fJ:_’.‘:;_dA § fo

0

-~ ' .:_ b
' ' , 57
. .; V ) ‘ i “j ‘ :
c e o 2 o N _f . ¢ : : : ’
s SR (P . : _»
. ;: / Xy \“:;~ dx . , : |
ce : i ; .
TR !—J-x & o "
. 5 )
o - _ ) . = |
o M;,E/“x(-‘-z-‘ix+jb-%x>dx-‘j (3bx‘**~—-*‘) dx @
‘-.,‘ B = o 0 i | . ;.' », 0 . .
k. ARER
25 8 ®\
. & - 3? ./~ (X; 3—) dx
] SR 0:a ol
i L : ;
i y realizar la dltima Integral en términos de x: :
g ; . ;
o L o z :3 a 2” 1 :
R T B o3 | e N o BT
- | e v et ] 2 Bai [l SN2
3a%b P ‘ e A R |
-6 ; que es el mismo valor: obtenldo al usar 1a |ntegral curvilinea y el
) teorema queda ver:flcado. 8 _‘
: | g l & 3 Lt ) . 4
. . e
e ANE e ; B & ol .
: EJERCICIO. . [GRUPO'12 . & .

e

0

'Demoskrar que:la'magnitud de la integral J. (2xy - y)dx + x2dy, --

donde ”c” es una trayectoria cerrada, es lgual al area del dominito

llmltado por dncha trayectorla

[ eSS n g8 G
. e . S
i) '
: i
: e '
e .  § * T
1 : { P
i : do 2
- ” P
. R i ’ iy
T : :
L H i
Al | . - 50 0
i :
1 . :
2 1 1
' =
i . "
0 -
. 1
; ] 4
te i
. .




IREIGARVETE MAXIMOS Vv MININMOS PARA FUNCIONES DE DOS O MAS
VARIABLLS
02JETIVOQ

Propoarcicnar al 2studiante los conceptos relativos a
maximscs y minimes para funciones deé varias variables, hacien
do enfasis en la importancia de la optimizacidn de la Inge--~

. -
SRILEN S TS

COMTEN'DO

VI.l. Definicidn de miximcs y minimos. Corceptos correlati.
vos.
VI.2. Criterio de la segunda derivada.
VI.3. MN3todo de los multiplicadores de lagrange. Introduc--
¢ién a la programdcién no lineal. :
.
ACTIVIDADES jue <omprernden les incisos: ;
e Maximos y minimos de funciones de varias varia--
bles. Criterio—<e-la -segunda cerivada. ‘
9 liétodos de los multiplicadaores de Lagrange para
maximos y winimos restringidos.
a. Maximes y minimos de funciones de varias variables. --

Criterio d¢ la segu=da derivada. -
Dado un problema de optimacidn modelable por una --

funcidn explicita de variable vectorial:

= Determinac todos sus puntos criticos.

- Discriminae por ¢l criterio de la segunda deriva -
aa. '
a.l. Ravisar los antecedentes coasultando los nl

meros 23, 33, 35 y 36 de la lista del ANEXOJ'-

Y %o Revisar'el tema II actividad a. de ests .

-
guia.

»

e

e R e - s

59

Estudiar el subtema 18.5 (pp. 954 a 958) --
Cdlculo Infinitesimal y Geometria
Bds
p. 164 v Yos problemas resueltos

del libro
Analitica de Thomas G.
cip. 8 la
del 20 al 23 en el lihvo Cdlculo Superior -
de Spicgel M. R. ’

Anaslizar los ejemplos de la guia.

y estudiar en el

e .

ase
a.4. Resolver los ejercicios del grupo 13,

EJEMPLO

'

Una comoahfa céhcrétcra tiene tres contratos para surtir concreto pre
mezclado en ef estado de'Tamaulipas. Si las'obraq estan localizadas:
La %egqnda a h.km al Oriente de la primera y la tercera a 6 km al Sur
de la primera, !a compania desea saber cuil es el punto éptimo para -
instalar la planta. E) criterio 2 seguir es localizar el punto en el
“que 13 suma de los cuadrados de las distancias de la obra 3 la planta

sea minima.(ver fig.13).
Solucidn

Si‘ se localizan las obras en un sistema Jde ceferencia, se obtiene:

- ol "t OBRA I 0BRA 2
; :
- {0,0) {(4,0) x
: d
d2
5 \PLANTA DE CONCRETO
= ds
i  0OBRA3[(0,76)




i

B T S

Primero se plantear3 la tuancidn a minlmizar, que es la suma de los =ua

drados de las distancias de las obras a la planta. Calcular primero -

s

dy, dz2 y ds.

4y = V(X‘h)z + 92
di = VY2 + (y + 6)2 il ;

Por lo que la funcibn a minimizar seré&:

fle,y, = dy? 4 d2? +da? = 0P + y2 + (x - 4)2 4 y2 4 x% 4 [y + 6)2

flx, y) = 2x® + 2y% « (x - 4)% & (y + 6)?

Ahora hay que encontirar los puntes criticos, para lo ¢cual hay que caicu

lar e} gradiente de '‘f'' e iqualario a cero, con [o que se obtiene:

¥ oo x-% =0 ; 6x -8 =0 ()
ax

af ‘

Lo+ 2ly+6) =0 ; by + 12 =0 (2)

dy

gue son dos ecuaciones lineales de una sola variable cada una. De (1) =
se obtiene x = 4/3 y de (2) y = -2, por lo que el punto crftico es =--
P(4/3, -2). ‘

Al analizar su naturaleza poer el criterio del Hessiano, haciendo el de~

terminante y analizando su signo obtenemcs:

EJERCICIOS.

61

con lo cual

A 8l :
Re |g | =Ac-82=36>0 conasc=1250
L

y se concluye que la funci#n solamente tienc un minimo, que es el pun

to (4/3, -2) ' : )

GRUPO 13

3 2 2 3 : 2
Establecer los puntos donde la funcién z = -x° +y~ - 3y + 1 tiene ma
ximos, minimos o puntos silla, indicando en cada caso qué tipo de pun

‘to es cada uno de. lus obtenidos.

-

‘Hallar el maximo relativo de la funcién z = x2y(4 - x -~ y). Calcular

el valor de ""z'" en el punto (6,-1). Explicar y comentar este resulta

do en relaciéon con el anterior.

Método de lgs_multiplicadcres de Lagrange para miximos y -
minimos restringidos.

Dado un protlema de optimizacién modelable por una funcién
explicita de variable vectorial, sujeta a restricciones en

su dominio:

- Determinar todos los valores extremos de la funcién
utilizando el método de los multiplicadores de -----
Lagyange.
b.1. Revisar los antecedentes, consultando los nGme-
- ros 23 y 26 de la lista del ANEXO 2.
Revisar el tema IT de esta guia.
b.2. Estudiar el subtema 15.11 (pp. 782 a 790) del -
¥ - libro Célculo Infinitesimal y Geometria Analfti
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EJEMPLOS

o e

62

ca de Thomaz G.B.; y estudiar en el cap 8'1a
p- 184 y los problemas resueltos 24 a 27 del -
libro C&lculo Superior de Spiegel M.’ R.

b.3. Analizar los ejemplos de 1la guia.

Resolver los ejercicios del grupo 14,

i
|
1

Se desea construir up canal trapecial de 10 m? de 4rea Iibre y recy {

14, Determinar sus die-

bierto de concreto como se ve en la figura
mensicnes para que el recubrimiento sea mfnimo. : -
o r'd

\// K\“/v.}\

NN e Q X X- §<\\Q ///&\\‘\\l

i

T Figura )4

Solucién: ' Tl 4

Sean las dimensiones a buscar como se ve en la figura 15.

Flgura 15

e

AsT teniendo que el érea.se'défiﬁevFécilmente ﬁdf:

YT ' i

B 8 base mayor + bése @enor
0 2 -

x altura

En este casc:

ol f‘(a + 2xcos o) e J (x sen a), o sea:
. ) ' -

se sabe que A debe valer 10 m%., Esta es -

A = (a + xcos &) (x sena);
la restriccidén que se escribe facilmente:
10=0

Por otra parte se-esté obligado a recducir la longitud de recubri---

A = (a + xcos: &) (x sena)-

miento, esto es:
= 2x + a (minima)
que recibe el nombre de funcién objetivo.
La solucién de este problema se haré pur medio del método de los -~
multiplicadores de lagrange, que en forma escalar se esciibe:

L=2 + AA
dondse A es el mu|IiU|ICddOf de Lagrange, no aule.

Las variables in
.gependlen s 50N X, @, & H dertvar la expresaén de Lagrange respec-

“to a ellas 2 sgualar a cero:

1 '

— =2 + M (a + x cos a) sen o + xsena(cosa)} = 0 )
3 bt
. -
" ™ + Mxsenal = 0 SE(2)
A da 5 : .
o, 0 + A{(a + xcosa) xcosa + xsena(-xsena)} = 0 . (3)
%0 i
y resclver el 5|stema. "De (3), como. A # 0, se tiene que:
185
. a-cosa + x(coa a - sen’d] = 0 o T e 8 (%)
por otro Iado, de (l) ¥ (2; se puede lgualar X - 4
. " T Tasenia + Z x sena cosa X send.. .:“;f.::39 y HE

con lo que resulta: 2x sen ai= a sen o+ 2x sen”'a"cos, :

Ak X(Z‘cos @ -2)=9 = _ i ,



“superficie z = (37/6) + x? + Y S “XY

€b

de (5) en (4), se substituye a:
(2 -2cosa) (xco3a) + x(cos?a - sen?e) = 0
cue ce reduce a:

- 2cos?a + cos?q - sen

2 cosc 2,20 ; 2 cosa - 1.0
de donde: ' ! ’ iy
cosam~ ), o=m/37 -~ ., ()
2 . e
. llevando este valor a (4): .
e g lemdnye § : BALE L J.oamx
2 b4 Y Ze -

{observar que llevando o =7/3
resultado).

Ahora faita utilizar estos valores en la restriccién:

Z By .:.
A= a+a—!—)(a{-3--10.-0
B 2, 2 .

n'l@ a?

con 1o que se obtiene el valor de''a’:==

Concluyendo :

4o°
a =™

& 2.97 ¢ . kA& DTS TEa
3/3 : . :

Lo longitud de recubrimiento de concreto es: £ = 3a & 8.32 m
Verificar que efectivameﬁte es la longitud minima.
nir otras dimensiones que permitan obtener un &rea 1ibre de 10 m?
Por ejemplo a = 1/2, x=10/3 m

a=3m, (canal rectangular);

La lcngitud de recubrimiento es:

2,="+2<w> 2 9.67 m > 8.32 m
3 5

Se concluye que las n:mensaones obtenidas son las que conducen al - . o

~mfnimo de rec;brlnnento

.Encortrar el punta de menor cota'de la curva de |nterseCC|6n de !a v

Para ello dgfl?_

y el plano-x +y + 2 5'6;"'“>|

S8 - )
a {5) se obtiene desde luego el mismo . ' !

R DR O i

- -§J£Rc|<_:|os_.'

'_ menslones debe tener para que el costo sea mfnimo?

65

.:Paré’resolver este problema se sugiere este procedimiento:

- a) fdefln1rfia funcidn objetivo, en este caso se trata de z
&), ~deflnir la restriccién como el plano dado
«¢)  utillzar la expresidn UF = ) UG, para obtener el sistema
' -1 = ) ' .-

d) ~ resolver el sistema anterior, obteniendo

2x + by = X ; 2y + bx = )X ;

4 ) : ! ) 3 .
Y= xm 16z =3 iy

‘@) - .demostrar que i’ valor obtenido es mfnimo comparando con otros
: e

- puntos que verifiquen la restriccidn.

.' GRUPO 14

" Una caja en forma de - prlsma rectangular debe tener un volumen de --
12wt R materla! para construir la base cuesta $450.00 /m? ,
mlentras.que el materlal para. los. lados cuesta.$150..00/m® . tQué di
LCusl es dicho

'.costo? (utllszar multipllcadores de Lagranoe)

-Determlnar las dlmensnones del paralelepfipedo rectangular de volu--
‘men m&sximo que tiene.tres de sus caras en los planos coordenados, -

. un vértice en el origen y otro vértice en el primer octante sobre -

" el plano ix + 3y + z = 12.




PRUEBA DE AUTCEVALUACION . {

directriz la
y =2% +22+1 y cuya generairiz es paralela _
a una recta fija de nimeros directores (2,1,1 ) '

Determinar la ecuaci6n de la superficie que tiene como

curva x'= 2 + 1,

Hallar la derivada de la funcidn'u = x2 - 3yz + 5 en el punto -

m (1,2,-1) en Ta direccién que forma &ngulos iguales con todos los
ejes coordenados. €

Determiviar el qradiente de y = 2 tos § en coordenadas esféricas. -y

Un campo estd engendrado por una  fuerza de magnitud constante F._--'
que tiene 1a direccidn del semieje positivo OX. Hallar el trabajo

de diche campo, cuando un punto material describe, en el sentido de

las agujas del reloj, el cuarto del circulo x* + y* = r? gque se en-
g W g

cuentra en e! primer cuadrante.

bk e

- Hallar el volumen limitado por las superficies 2 a z = x% + e

NGIEEL vl 7RI R RO
Entre todos ]os'f;iénéulos de perimetro igual a 2p haliar el que -~
tiene mayor area.

e L e e e S

-
RS
B o
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" SOLUCIONES DE LOS EJERCILICS

GRUPO 1. °

1. Fn'eSQé caso sé tienen dos difectflces, qhe son las pardbalas
con vértice en el orlgen que pasan por Py Q Para Ta direc-
trlz que: pasa por P se tiene ls ecuacién de bondlcl6n a? = 48
y para la -que pasa por, Q la ecuacion de condicién es BZ = 8.
La ecuacrén de la superflcnn es x + 1_ £ 2
' \

La ecuaciénfde la terréja es una hipérbals en el plano yz. Co

.+ . -nociendo ia ecuacién general de una de estas curvas y satien-
21 e ) : ¢

; ;‘dq‘qﬁg pasa por los punhtos P Y, 0 se pueden determinar las -~--
' constantes gue faltan.' La ecuacién de la superficie que se -

‘genera es: x? + 2% - y? = 36 que es un hiperboloide de revo--

lucion de un manto.

M. "La ecvacibn de 13 c¢ircunferencia es de la:forma

Ax - h)2 +#:(y = k)% = r? en donde h, Kk son las coordenadas del
centro. La ecuacidn de condicién es (o'~ 1)2 + {8 - 3)2 = 4,

Finalmente, '1a ecuacién del cilindro:es
t

» 2
L_ _1_ 3 % uli
(2/3)2 emhe - YN
Lol
- GRUPO 2,
- 1.a. Elipsoide con centro eﬁ eI:origen, seﬁiejes a,b,c, en x,y,2z

respectnvamente "
b. ‘Hiperboloide eltptlco de un manto, centro en el origen.
Gl Cond elfptlgo, vértice en'e) origén, gje de simetrfa el z.

' . d. - Paraboloide-elfptico, vértice en'el origen; abre hacia las z .

{ posltivas si ¢ >0 y hacia las .z negativas si c <0,
e. Par de rectas que pasan por el oflgeﬁ de pendientes simétricas
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:j; . - i :
* - § 5 . . c) ';, w (3 < T)T donde T es el vector tangents a T ar = [
B respecto a los eJes x, y. ‘l' a i _
‘ ‘ Lol & d a=3a, +3; [@] =18
: b.2. Se trata de una cuédrlca con centro. Determlnando sus trazas . ‘ 5 - . i |
‘ con los planos coordenados y secclones con planos paralelos - § - "GRUPO 6. : '
| f al plano xz se puede dsbu;ar la superficie que es un hiperbo- , b S - ; I
loide elTptico de un marsto. Pooas rls,t) = xts,t)) + z(s,t)k 5t = iy 5 =2; N2 @
| ‘. : 7k plano tangente 2x = 17y - 7% + 98 = 0. Recta normal
| ¢ . o . x = .y + 4 2+ 4 ‘
q - 5 s i . ' i - -
‘ 1 - GRUPO 3. - : g -2 7 7
#& - ;. 1 ok [ B ! _ L i i
) - ook Recordar que N = a % ar
1. Primero verificar que ambos tienen como comGn el pynto === L iz : 3s ot
! ‘i (2,-3,1) y después proba| que los gradlentes de ambas uperfl i i
| 3 ) cles son paralelos. Las superficies sT son tangentas. w T . ! GRUPO o
] i - "2, El 3rea de la e¢llpse es A = 7 ab’en donde a, b son sus seml-- | © Expresar v.= v_| + Vy'] s vy obtensrios del producto ma-
| i 5 Tt ‘ : X :
i eles.Usando diferenclales se obtlena el error = 0.:37 m>. ¢ ' -
7 - e . tricial indicado.
:’ e g el b B P : 3%h a'zhé )
}‘ , ) N o % f ; a) .. rot V e~ ‘..k — kx .....__... ki
¥ GSUPO b, ot TR S . G e o L Y aysx ayax
é o _ | 7 - he ! . ) il \ az‘h ..2h . )
3 1. La maxima pendiente es /5 en la direccién del vector ok ke ok, 0y die 9o e = ky- ‘g‘;‘;‘ . s ‘
i {2i = J) / /5. La varlacidn en-Ta diceccidn de P a ] es ol B f SN M . :
| 3 -3 /5 /5. . Pl B e < ' . - etz
:§? s | S i e 712, . 'Ecuaciba de la recta buscada: o ) - Y YO ”0__ :
fi ‘ . i i Sl v : N ] Nz
§ 7) Considerar que w = f{r,s) en donde r = X'+ at, s.=y+bty i ! x Y
; calcular fas derivadas que Intervienzn ysando i2 regla de ia’ . e e
% cadena, La expresisn se verifica. A _donde F":in + RN, k =% Ha ; By vesbonaiiap: io
§ ' ] ,'superficle 1. Nz - vector nurmal a la superficie 2.
o , RPN | C(+lc-12k .N-6l+k }T--H+12.l
2 GRUPO 5. . ‘ B L L= J s N2 J .
4 = . : . = i el B ¢ Pecta —-7—— g ==1 e B
1. a) Expresar r = x| + y} + zk y obtener |v| = ¥l s b=2 I T 42 ik &
A o - ) 2 ey . . s vy Al !
‘f : b)  Recordar que 3 _---(—{z B 51—-45; @ = -18 sen3ti -~ 18 cos3tf . . 0 U0 oo o ! jegll

I . i :'55«12"'”‘ »
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1. ExpresaE}(} . dr en términos de x ; T = B . x%sen x dx; .- v ;
2 3 . - u O 5 § p
: % .1, Verificar que la diferencial de superficle es
= 210 [1 - 1 i p ‘ : . 5
) : 7 . 2 1 2 5 7 g . ' . 2
. 8 T ) ds -V—dXdY' i .A = 14 q2 o 4 .
2, T= F.dr. Expresarlo en’ térmunos de t; a5k o : ¥ i |
E "f . 2., Lla diferencial es ds = 45 dxdz, conviniendo la transformacién
T& .}” -8 dt 3 T = 16w ' :f “de foordenaygs‘polares.' 5=21/2 7yl
T |' ) . . E . oS
) 51 GRUPO 12’ . . 1‘ |
GRUPO e E oy 3 '-‘.' " S - i A e e
2 ’ e l;} Aplicar el teorema de Gfeen; se obtiene 1a Integra! doble
; i o . ik N e 2 .
1. a) U= (3x® + 6y)1 + (3y? + 6x)j. -Observe que: ’.~[]r A e g B
' d® = Yo . dr, por lo que basta con factorizar. : " B]A P i
b) La.integral vale cero: el campo es cdhserVatlvo y la traf i : . f e ' o
yectoria cerrada. - : .i' f GRUPO 13 A%l kb . L
2. Verificar que 1 = 2x%y + y? + ¢; ademds ¢ » =10 .. p(2,1) = 1 i 20 M =T | 3 .
i -y o ‘ 1. Py(0,1,-1), - punto silla.P2(0,~1,3), miximo. A
. 3 - ; : S : ;o ., L ;
GRUPO 10 & “ i 2. las coordenadas. del miximo relativo son x = 2, y =.1 y el
. : A " _?. : valor.de Va, funcién en ese punto ©5 2 h. ’
1. &1 transformiar~a coordenadas polares  se tiene ‘la Integral di=- ...} i .

recta
r? : ! Sl . L a
e rdr, del tipo e du.: La Integral vale me
2, Conviene una regién en x, y, '
oy Sxt i vk e

e

o Usese de preferencia una so:a lntegral para

0<89 < 271 . A= 8w

o

- EL valor de. la funcuon en el punto (6, -1) es z(6,-1) = 36 > z,

E1 maxlmo encontrado es relatnvo puede haber otros puntos de

mayor cota; pero en este caso no hay otro punto.zlrededor del

cual, todos los puntos tengan cota inferior. NStese ademis --

© que, en'x = 0 (eje y) ambas derivadas parciales se anulan, asf
~como el hess:ano. todos los puntos de) eje 'y tienen la misma

:.cotaﬁ(z - 0) y por lo mlsmo no es po*nble hab'ar de maximo o

min.imo relatlvo.b
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GRUPO 14

l_. Funcion objetivo: iF - Xxyz = 12 = 0; Restriccién m ' d

v
e e e e

WA PN T e S e

costo = (costo base) xy + 2(costor lados)’ ¥z + 2(costo lédos .xz'. .
X=2m; y=2m; z = 3m. Costo mfnlr_no'- $5,4000.00 .. V‘“ g

1.7 x? - bxz + hz% - 3x + 7z -y + 3 =0

I ’ l
a . . = =

2. x=1, _y-i, ;zaJi.__ . ke

: .’-F:‘.'A _'._'A
3. W =(2r cos B) & - (r sen °) %y
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! CURSO DE ALGEBRA'Y GEOMETRIA AHALITICA- i o e y 2 it
B 5 : g . . e i l

Nimeros directores de un vector. o I B “"5',
Ecuacién cartesiana ¥ vectorial del piano.: o ' s Rl i =, i .
Vectores tangente y norma] a uma curva. - P ; B 7 VR :

VIS ol e n t

Algebra de vectores: suma, producto escalar nmédulo. producto vecto . e ) : | L
rial, doble producto, vectores unitarfBEES S ot NEReD R - M | :
Ecuaciones paramétmca; de las curvas p]anas.. S ‘o . . 8
Proyecci6n de un vector. sobre otro. ik Ve i
Vector de posicién. . - wat e

e s IR

PtSERVA 1 = |
; AUTOR DTV DE C‘{LNCI/\Q B,’\SICAS

Interpretacidn geometmca de las operaciones con vectores.

Coorden--ue - pgg y c1hndr1cas o R
‘ Seme de Tay]or = 2l & B e GUIA PARA EL ESTUDIO DEL ¥

CURSO DE ALGEbRA LINEAL : TR R L L IAL- ‘

7R Tt .y S S b ., ?
o T R RO g .7 . PRESTADO A

| Expresiones matr1c1ales, factorizaciones Y operacignes con matrices: i FEGHA -

suma, producto. : AT ol (R

Determinantes. . AW i : e e = i : i
' Solucién de ecuaciores lineales, . AN e R S TR i .

vl

Para el estudio de estos. antecedentes se Sug1ere utilizar Tos apun-A' " N
tes de Tas materias correspondlentes o t.onsultar a:los asesores g, T B [
las as1gnaturas.. '
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