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PROPOSITO DE LA GUIA 

Esta guia tie�e �omo objetivo proporcionar al -�
a lumno una orien�aci6n que le perm it a abordar por cuenta -
propia los co nt e n idos y objetivos de aquellas materias que 
p�� �lguna circunstdncia fie n e  que acredita� po� medio de 

�n ex2men ext�aordinario, .de acuerdo con el Reglamento Ge 
ne.:r�·tl d0. Exá.mt?.nt�s de. la Ut-JAN.�'t 

L¡¡ misma no con.t.i·�!ne el d e s arro l lo tot�i de los· ·

é0!11:er• icios de la. 
m a ter�:<:; :: i no que propone acti.v { d¿¡dcs que 

conh•:ibuyan par.:1 qu•; el ulumno los asimile en fol'fna organi 
z¿tcla, cr!ti.cd y �tutónoma y_ desa.rro'J,le l<w habiliJddcs ncc; 
sar•i.as papa el logro de los objetivos de aprendi�,aje pro-
pueutos. Por ello, es des e abl e que el alumno haya cursado 

pl·cvia�\Cntc la dSig.natuPa-

Como parte de su estructura incluye el temario y 

los obj.etivos, tanto generaJ.es corno específicos de' la ma:·te,

l"·ic>. y contiene actividades de aprendizaje graclual_y ejerc!_ 
cios cuya realización 

conceptos adquiridos. 

reforzar� la orga ni iaci6n de los -
Po-r·· Últi-mo, propone activic'ades de !' ¡ 

auto-::·:aluació-n que le rerm i t.a_n al al.Y..!flDO _verificar su apre� 
dizaje previo a la presentaci6n�el examen .  � 

* Se establece que un alumno podri pre�entarse a 
examen extraordinario �uan��: habi&ndoie inscrito en la �- · 
asignatura, no haya. llenado los requisitos para acredita,!_ 

la en exomsn ordinario; siendo alumno de la Universidad nd 

haya estado inscrito �n lci asignatura correspondicnte;'o- -, 

n·o la haya cursado; habien·do estado inscr i to dos v e c es · en · ; · 

una asignat11ra, no pueda inscribirse nuevamente; cuando h�: . . 

ya llegado al lfmite de tiempo para es�ar in�crito en 1�-

Universidad. 
- · 

. -� .. 

l. INTRODUCClON 

El curso ne Cálculo Vectorial s intet i za los c6nt� 
nidos de Algehra � Geom�tría Analitic�, Cálculo Difereh==� 

.
cial e Inte grq l  y Algebra Lineal, proporcionanda-las base� 
necesarias para. poder realizar u:n estudio completo de mate 
rías subs ecuentes , como por ejemplo: Electri 9 idad y Magne: 
tism0, Mecánica de Fluidos o Hidr&ulica, Teoria Electromag 
hética, Introducción a.l Compor•tamiento de los Materiales,
MPclnica del Mediu Continuo, Hecanica d� Materiales, de -

Suelos y de RocaG, 1�or5a del Potencial, etc. Como puede 
verse, esta mftteria resul�a de ·zr3n import anc ia en diver-
sas ramas dé la Ingenit:ría y r1u es aventurado decir que, -

junto con 1a s o luci6n de ecuaciones diferenciales, for�a -

parte del nGcleo Jc conocimientos mAs relevantes que debe 
poseer todo ingeniero. 

El cu�so se centra en el cálcuio de varias varia
bles: derivadas parciales, diferenciales tota:es e incre - 

·mentcs para' campos escalares; derivadas ordina�ias y su 

aplicación física o geométrica-para campos vectoriales. Am 
bos easos ·permiten cono�er las variaciones que puede expe
rimentar un f enóm�no f1sico o un modelo geom�trico cuando 

¡una de las variables independientes modifica su v�lor. 
, 

. 

Las variaciones por sí mis:nas no permiten conocer 
todo el comport�miento de un modelo hasta que no se hace -

una integral a lo largo de una curva o e xtendida a todo un 

volumen o un área. ERtos aspectos se estudian con la inte 
gral.curvilínea y-con las integrales mGltiples, ligadas en 
forma· lmportal')te ·por el.- teorema de Green, que permite 
transformar una integral doble en curvilínea y viceversa. 

�Asi mismo son tratados dos a spec t os importantes: 

optimización· de funciones de varias variables, con una bre 
've i.ntroducci6n a la programación lineal y no Hne;ü y el 

·-. _ _._. __ . ___ --
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�ema de superficies. Lct ontimizaci6n de funcion.es , compre� 
de la lal:\.ol� de todo ingeniero , .que consist-e en rea lizar -

Url,· obra al minimo costo y ut i lizando
.
J el mej or p�ocedimie� 

�o. El m�todo de los MulTiplicado�es-de Lagrange es la -� 

t�cnica m¡s poderosa que se estudia en este curso,_y sus 

aplicaciunes se encuent�an. tanto en casos cotidiano s del -

q'lehacer• del ingeniero práctico como (:!! los temc.5 qu� abot 
da un investigador. El tema de �l.lJ?��I'f'.i.c::i.'$:3 );Jl':indci l'i"!::rf'a"'"' 
mientas para analizar una superficie dadB,Y poderla ra��Q� 
s�ntar gr§ficamente o pa�a generar la ecuaci6n de una su-�:. 
per(icie·conccidas algunas propiedades geom¡tricas. Con'-

" 
estas . bases puede repr12sentav:::.e QOI't·ectamente un campo ��.-. 
calar que represente un fen6meno físico cua lquiera , como.

por e j emp lo telllperaturas, pr-esiones, etc: 

2. SUGEREiKIAS PARA EL USO DE LA GUIA 

Se han seleccionado. del .programa vigen�� de la 

asignatura los conceptos y temas fundamen�ales , y se ha to 

mado tambi�n en c��nta la frecuencia con que han apa�ecido 

en los ex&menes extraordinarios. En el anexo 1 se �uestra 

una tabla que indica las a�tividades consideradas y el --

tie�po de estudio que sugerimos �ara prepararlas en fun--

ci6n de.esos cr iterios . La tabla servirá para organizar -

el tiempo de trabaj o del c�tudiante. 

., .. .  

2. 

1 

Consultar la t abla. d el ANEXO 1 y selecc i onár el 

tema de maycr importanqia y/o en el que se prese� 

ten mis deficiencias en los conoc imientos . Procu

rar dedicar el ti �mpo de estudio que se sugiere -

como necesario en _dicha tabla para la activid�d -

elegida. 

Leer cuidadosamente la lista de objetivos que en

cabezan el tema �ele�cionado y estudiar los con-

ceptos en los textps base,. verificando que se pO- · 

seen los �onoc i�i�ntos anta�edentes sugeridos. 

� (ver ANEX� 2). 

.· 

3, 

. ; �-

.5 

Analizar detenidamente los procedimientos que s� � 

utilizaron J?al:'P. resolveX' los ejemplos o ejec.uta.r -

las instrucciones de solución ,expuestas en los ---

ejem�los guiad¿s, 
. 

4. Resolver los problemas propues1:os y verificar sus 
soluciones. En algunos casos la� soluciones con-

t�eneh� además. orientacio�es para llegar al resul 
tédi;), 

5, Un• vez tb�minaeo ei eatudio de un. tema, seleccio
na� ot�o �2ando él ��iteric propuesto en el punto 
l . . 

El t iempo estimado para estudiar la totalidad de -

•la guía es de 4? horas. Es
' 

de suma. importancia que el.es 
tudiante progr-ams su trabáj o con lil debida anticipación

·
�; 

que i.nicie el estudio (:le la guia CUANDO MENOS TRES SEMANAS 

ANTES DE LA REALI ZACION DEL EXAHEN. ' ! . • • , . · · •· 

La guía está diseñada para servir como material de 
. . . 

a.utoinst_�l,!cción; no obstante_, si e1' algún momento el estu 
diante no comprende algfin concepto o tiene �roblemas para 
resolver un ejercicio , se le sugiere consultar a los ase
sores de �a asignatu-ra, quienes . . podrán .orientarle al res

pecto, o propor-cionarle m.ás ejert:ici.os o bibliografl.a. 

3·. OJJETIVO GENERAL DE LA ASIGNATURA 

. . 
PPopoPcionar al

. estud.ianfe los conceptos del Cálcu 

lo Diferencial e Integral para funciones escalares y vec: 
t�riales �e varias varia� les, habilitindolo en el manejo 

y aplicaci6n de los mismos. 

4. 

! . - i 

--<-

TEt-1AS QUE Cot1PKENDE EL PROGRANJ\ 

I. Superficies y campos escalares. 

Il. Deriva�i6n y diferenciación de funciones 

---· -- --- ; __ 
. ' . 
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HI, 
IV. 

6 

escal3res de varias vuriables. 
Campos vector·iales. 

Integrales curvilincas. 

V. In�2grale¿ múltiples. 
VI. M�ximos y �lnimos.p�ra 

mas ·var•ial:'>les. 
funciones de do$ o 

/ 

REfERENCIAS BIBLIOGRft.FICAS 

THOHAS, Georg e B. CALC\JLO i NF 1 N !TE� 1 MAL Y GEOHETR 1 A ANAL 1T 1 CA, 

AguiJar S.A. de Ediciones. Madrid, 6a. edición, 1980. 
, 

SPIEGEL, Murray R. CALCULO SUPEBiOR He Graw-Hill, serie Schaum's 

México, 1970. 
Departamento de Hatem&ticas Básicas. Facultad de Ingeniería, UNAH. 

APUNTES DE CALCULO VECTORIAL. 1981. 

Estos textcs, que deber&n t e nerse a la mano al 

utilizar la guía, fueron seleccionadcs po:' su disponibili

dad en la 3iblioteca de la Facultad de Ingeniería¡ sjn em
bargo, en caso de no tener acceso a ellos, se sugiera al - . 

estudiante acudir al aseso.:::._ de _lq_.rr>.a-rerJ.a, quien tiene una 
bioliografia comp�ementaria. •. 

6. DESARROLLO 

A. continuaci6n se indican': el objetivo , ·el' cante ..o 

nido y las a.c tiv i daC.es de cada. t·no de los temas .que c.om--
pre::de el programa de esta materia. 

En las acti�idades-$e prisentah ej emp los que ilus 

tran la apli�aci6n ÓE· les có ncept cs y ��cbl�mas prop�es to� 

cc� .sus resy�estas (sgrupadas h�cia el final de la guia)., 

�0:-1 .r::l obje-to de que el es-tudiante pueda. ·comparal"'las con�� 
1 

!?s resultados:<;,ue obtenga.' Todos los ejercicios han sido 

t.:..:-:a.::!os de e>.:árr.enes extraordinarios · aplicados en semestres 
. ¡ .. 

7 

TEi·lA I. · SUrERFICIE:S Y CAMPOS ESCALAP..ES 

' •. 

OBJ.ETIVO 

Proporcionar al estudiante el concepto de funci6n 
escalar de varias variables y su :t'ep:t•esentac� ió ;, geométri 

ca en el cas� de dos va�iables independientes, a trav6s
del estudio de algunas supe.rficies. 

¡·CONTENIDO 

'I.l. 
I. 2. 

. I . 3 . 

I. 4. 

,· 
I..S. 

. I. 6�· 
I .? .  
I .  8. 

l. 9. 
1.10. 

Campos escalares.. Reg ione s y eni:orn�s. 
Defini .ci6n de s.u·.nerf;c ; e , R t '6 

· 
� • ¿ epres en acJ. n cartes1a 

na, 
Definición. de su1�a y producto de campos escalares . 

Hétodo de las ge�era.'trices p a.ra determinar la ecua 
ci6n �e una YUpe�ficie. 
Discus:ión de la �=cua(!Í.Ón de una superficie. 
Su�erfi9ies regi�das. 

Paraboloide hipe::.'bÓlico. 

Superficies cilindricas. 

3uperficies cónicas. 

Superficies de revoluci6n. 

, . 

� ··, :. •:, :� -� 

----�;- .. 

ACTIVIDADES que compre nden los incisos: 

a. 

!.· 

a. 

b. 

Ge1ieración de superficies por el método de 

las �ene roa tr·ice:s. 
DiscUsión de la ��uaci6n. de una superficie. 

Generaci.ón.de superficies por el método de las ge
narati"i·ces. 
Dadas J.as: _car,acteris ticas de una superficie, detel' 
mina� su ecuaci6n, j�stificando cada paso. 

a.l: · Revisétr los antecedentes consultando los 
. : númel'os l·y 2'� de"la :¡.d,sr.:a del Anexo 2 • 



EJEMPLOS 

- ,, a .. L .  

a.3. 

a.4. 

8 
·.f. 
¡ � 

. � .· 
Estudiar los Apuntes de Cálculo Vectorial 
desde la página 5 � segunda columna, segu� 'L 

·, 
· do párrafo hasta la página 7 y del punto ' 

. l. 4 a-i l. 9 ( p p • · 16 a 2 3 ) • 
• }.� • 

Analizar los ejemplos de J.a _g_uía. 

Reso�ver los ejercicios del grupo l. 

. !; 
Una sup'!rflc:ie cónTca corta al plano XV formando una el tp�e tu- ti 
yo c-entro se encuentra en el punto P(l;'l)1 pasa por_los puntos.·. 
Q(l ,o) y R(o,z; y s� vértice se éncucntra on el punto (o,0,-1}. : : 
Determinar la ecuación _del cono. 

Soiución: 

La ecuación de ia elipse es de la
· 

{x - h)'2 
+ 

_<.L:.._!g_2 - 1 ; 
a2 b2 

· -

Figura 1 

forma 

J ·.-. 

,·· 
·1_ 

' . . 

: ' 

1• • 1 • • 

.· � 

9 

�" este. -(;<1'.;0 h- .. 1 • - k .. 2, a ,.¡ 1 , ' b - 2 

que la ·ecuación de· la directriz será:-

tx .: 1) � + _tt_: 2) 2 • 1 
0 1 4 v 

z "' o 

tflgura 1}. Por lo 

(1) 

(2) 

Las generatrices son rectas que se apoyan en el v�rtlce y en la 
elipse, por lo que serán de la form<\: 

X - Xo - y - Yo 
-;--� •.... 

---
· 

. A. S 

z - z 
_.2, 

e 
<jlJé j)!lri) lall c'oordel'll.ldas del vértice d¿sdo quedan, después de -

despejar
, 

y, x en función de z: 

A 
"lll donde e- • a, 
a¡etre¡¡ 

B e • � son los pa�-l A l:t + J} • ¡¡ �e' ' 
t 

¡ 

'B y-- ( z + 1 )  .. ,e 
Por'lo'tanto la ecuación de la generatriz q•)eda: 

.. ,... . x .. �(z+l) O) 
(4) y .. 

Res o 1 v ! ''"do como s 1m u 1 tá n 

de la generatriz se obte 

Substituyendo 12) �n (3): 

les ecuaciones de la directriz y -

:a ecuacJ6n de condición, asf que: 

x ·,. a . (5); 
Substituyendo (21 en \4), y '" 8 . (6) y 

�1 substituir· (5) y (b) n (1) s\ obtiene la ecuación de condi-

'. ción 

.!. 

1 '  

(a 1)¡ � \B- 2)2 

Resolviendo 
. . . 

la de C:ond!d6n 

los parámetros: 

4 

de '(3) a • _x __ 
. . . z + . 1 

y 
y de t4} 5 � _. ___ : 

z + 1: 

(7) 

te _las ecuaciones de le generatriz y 

una ecuación en 1 a que I'O aparecen 

(8) 

(9) 
.. ¡.----·- .. . -

·_ 'L�-- ---.:.i__:_ _ __ . _ _ . __ -- __:__..;.__;_ ___ .::___..:.:... ___ ...:.....:. __ �-----'------& 
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substlt;.:yenrlo (8) y (9). en (J} ( X )' 
:;_ l 1 y )2 J •• T." ¡·--- -2 

z -r 1 · "'· \z -r 1 ... 

., 

o bien, t0r:1ando común deno,minador y eliminando los. denominado--·········- •. 

res "'n el primer miembro de la ecuación se obtiene: 

(x - z 1, ) 2 1 ( 
+ :r- y -2;: 

que es la ecuación de ia superfiCie cónice. 

Obtener 

n 

·las gel'!er;�trlci!S, 
d} Resolver simultáneamente las ecuaciones de la directr.lz y de 

li! gener·atriz de. manera que se encuen tre una ecuac16n en la 
que no intervengan las variables, que es la ecuación de con

Jiclén {�·¡ 5; real iz6 acert:.�damente debe haberse obtenido 
e/ "' B - 11. 

el Por Gttim�� trabajar simultSn�amente ton las �cuaciones de
-�éndl<lióri i¡ dé Iá l)et�er;)trít.t�arO!·."'l!mínaP los panímetros y 
Obtener 'lo ecuac(ói1 do lll supe r f ic ie , que es en e:;te caso: 
(x � ,?.) � .¡, (t � j) 2 i:! y � 

' 
la ecuación de la $uperf1de que se genel'a al hacér g.!. 

rar alrededor: de ia recta dr.: ecuaciot'ies ·",. 2, z • 3; la pM!!_ 
bola paralela al plano yz cuyo vlrtice es (2,1 ,3) que eonticn� 
al punto (2,2,4)- y que abre en direcci6n para1ell:! t�l eJe y, 

EJeRCICIOS. GRUPO 

Solución: 
¡· 

Para resolverlo �eguir los pasos q�e se detallan a �ontfnuac16ri: 

et) Elabor-ar la gráfica de la parábola en el plano l?aralelo al yz 
que pasa por Jos puntos que definen la parábola, 

b) Como la parábola est.á..en.u.P_p_lano p_aralelo al yz, su ecua,--

ción será de la forma que aparece a continuación, ya que--
abre en direccí6n paralela al eje y. 

l(z- k)2 = 4p (y- h) 1 x = cte 

en donde h, k son la ordenada y la cota del vértfce respec�.!_ 
vamente y par<t determinar la constente 4p tenemos· la coridi--. 
ción de que debe p¡¡ sar por el punto (2,2,4). Obtener la�_;
ecuación de la p�ribóla, que es'en este caso la dlrecriz; 

e) i\1 hacer girar i¡¡ parábola en torno a la recta (eje). x = 2,' 
z =.3, cada punto de ella genera un.:. circunferencia con d�n-'. 

: tro ·en x "'  2, z = 3 ·en tin plano paralelo al ,xz y de nid iq v� 
riable, dependiendo d� la ordenada "y"· correspondiente. Ob.-: 
tener la ecuaci6n de la "famiiia" de.circuriferencias que ti,i· 

nen las caracteris:ticas mencionadas, que son en este caso 

l • 

' 
� . ' 

'li 

·!· 

iletermín;r iá e.:uación del p�Jr!ibololde el tptico que se. muestra . . . . : 
en le fts·.ura ·2. los puntos i' y Q ��� e·ncuentran sobre los semi-
ejes de la elipse-que los contiene. P.(012,4); Q(4,o,4), 

.: 

z 

' Q  

.X 
Figura 2 

.¡ 

·.�1 
, . 

y 

'· , ... . ,. 

:"¡ 

[' � .. 

, :  'l 

� �· . . . ----
!.···. 

,. 
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2. Par.:: p�l ir una cierta pieza de maquinaria, se coloca en un -torno 
una terraja hiperbólica, como se muestra--en la figura 3. Se de
sea �onocer la ecuación dt ia superflcle-exterlor de la pieza 

J. 

b. 

de maquinaria. 

l o 

I
�TERRAJA 10om- Y.:_ lp E)o dol . e 1>-� 1 torno. Y-

� v� -
Fi9_ura 3 

•. 

,· 

,. 

; i . � 

Encontt·ar por ei método ·de . · l as generatric�s la ecuacló� de- la s�i: 
perficle cilíndrica 9ue tiene por d.irectriz 'una circunfer.encla. -·: i 
en el p l ano xy_, con centro e� (1,3)' y radio igual a 2, siendo la 

generatriz del cilindro paralela a la recta que une los puntos "" 
P0 (5,3,2) y P1(7,4,5}. 

_ ,  

Di.scusi6n m la ecuación de una superficie. ; � 

D,:J.da la ecuaci6n de üna super·fic ie, representar;la grá- . 

ficamente en isométrido, valiéndose !?ara ello de los '

recur:_sos analíticos qÚe- se considere ·necesari os. 

-� "': 

\. 

·, '  
� 

r. 

. · '· 

b • .l. 

b. 2. 

b. 3. 
· _b ,l¡ , 

13 
. ; 

Reyisar los antecedentes, consultando J.os núme 
·ros l, 2, _3, S, 6 y 24 de la lista del anexo 2. 

Estudiár en Thomas, George Cálculo Infinitesi
mal y:Geome

.
trí_a-Analítio.,_ {¡Jp. 6U9 a 617)y en 

los Apun-tes d(� Cálcu.Lo Vractü:t'ial' estudiar los 
sUt)tema.P J: .. 9 a 1.9�2; y'Ll"a·i.:�.? y revisar 
las tablas de las pp. .L5 y �g, 
Analizar �l ejemplo de la gu!o, 

·Resolver los ejercicios del gvupQ 2. 

t;JEHPLOS 

1-. 

, . 

Dl_scutlr la superfi<fie que t iene por ec�acl6n 
,.;. ·. ' x2 · v2 _· ;¡:2--

---.L.--- ':11 
.. 16 25 9-

Soluci6n:· 

Investigar primer{lmente las trazas con los ejes coorde11ados: 
Eje x; y • 2 • O; 

16 

EJe y¡ x .. l "' ó ;' 

x • + 1¡ hay lnterseccl6n en dos 

puntos 

:.:t.. _ .. 1-� -•> no hay lntersecci6n 
25 

... � . . � 

__ Eje z; x ,. y "' O¡ 
·- •. 1 '2 :!._ . .. 1 

9 . •> no hay 1 ntersecc16n .,. 

-fr'i',¡estiga·r. ahora las trazas con· los _p-lanos coordenados. 

Plano xy¡ :z ."' O; 

16 25, 
Es' una hipérbola ·con centro en el origen y 
eje-focal-sobre,�! eje x. 

1 � 
____ :·-_______ ------



Plano xz; y : O; 
x�·- � .. 
16 9 

. 1 

14· 

·Es . . una hip,rbola con centro én.el 
origen y 'eje focal sobre e) eje x. 

. _ .... 

. , 

·, ' . 

-� 
. � .. . ---:· 

.x por :-x.;, Y, por •y¡ :z ·por ·z; 

15 

.: .. .. : ... �·.. .. ... . ' (-x) z �- - . _.<._-y) .2 - ( -z) 2. 
•

. 1·, _ no st: ·a 1 ter a h�y s lmetr íe Plano yz; x O· ' 

!' noes alguna curva, no existe la 

: , ....
. :,. -�· int��cc;.ión. 

Ver ahora .s i hay simetría. con:· 

Planos_ coordenados:··• -· 

Plano xy; z por -z; 

xz. - y2-
(-z)z ., 1; 

16 25  9 

P�ano xz; y por -y; 

. nó se altera 

X 2 .. (-y)2 
_

. z2 _ · no se al.tera· 
- J.; • . 

16 25 
Plano yz; x por -x; . 

(-x) 2 - .i_ 
16 25 

9 

9 
- -- ._. -.�-:-:--. - - -

Ejes coor.dcn<Jdos: '· 

Eje x; y por -y; z por -z; 

·• hay simetría 
¡! 

hay s imei:ría. · 

hay sime't� iá 

. . 

,· 

.(-z) 2.,1; 
9 

.nº-,se_AÜs� :'·. hay simetrla· 

Eje y; x por -x; z por ,-z;-

no se a 1 tera 

... 

'} 

,_ .. , . . ·;_: · 

J . . ·; 
� i . . �-, 

'1 ' 

. .. 

-; . 

_hay s imetrJ<�:. 1 i.. ¡ -'' . 

•' . 

Eje z; x po'r -x; y por -y·;· 

:� . 
; ( -x) 2 

16_ 

·, .. _ 

no se a 1 tera 

-;; 

!--1' 

.! 
� -. -! . -. 
1. ; 1 

16' ' 25 9 · '  

'Seccl o'n�s con p 1 anos para 1 e 1 os a 1 os p 1 a·nos coordenados 

Parale1os'al xy: � • k;. 

xz:- :t._ ;. ;1 + k. a�.:. 
16. is·. 9 : 

' •1 
¡ 

. Paralelos al_�z¡ '. x • k; 

. -� . 

1: 1 . ' 
. . 1! +. z:1 ;;. :.!{ .:. . 1 

25 '. ; 9 - !16 
. ( 1 . ' ·, '�. 

Es una familia de hipérbolas con 

centro sobre el eje "z" y eje fo
cal el 11x11• 

k:. para cuando Tb - 1 > O 

Familia: de el i pses con centro so

bre el ele. "x" _Y, semiej e �y9r en 

"y". 

Fnmilla de hipérbolas con centro 
en el .eje "y", eje 'focal sobre el 
eje "x". 

l!'vestlgar ahora la extensión: 

'. 
· Scibr·e el eje ·11x11 :· 

. ; . �- !. "_!:. ·para todo 'y, z, ?!'es re!ll, per� slempr
.
e mayC\r que·4 .y ine-

'nor que •11, por lo tan to -ca< x_�:z- 4; 4 !s,x < + co_u la 
'· ' 

ext'ens 16n.· 

$ob(e� el eje "y":. i '. 

1 ;:.··· 



·· .  · .. 

16 :·. -- ·-· 
. -·--.-.. ...... · . ...,. .. ..· , . 

El radicando es una hip6rb<:Jla, en la que si "x'' se mantiene en ·
los int-�rvalos del pl:nto anteri or, la "z" puede tomar todos los 
valore!;. y por lo tanto "y'' también, o sea<-co <y< +"' es la ex-
tensi-ón en nY"� 

Sobre el eje 
.z 2 

n: 

x2 

9 16 

fl..,ll4 

-

� . 

¿= 
LS 

1; 1:>(2 ¿._ 1; z - :: 31) :__ . 16 25 
ccino en el paso anterior,_ si "1'.x11 se mantiene t.1enor que -4 y· ma_yc� 
que 4, "y" puede tor.-<zr cualquier · v2. l or rc<d y - '"' <.7. · < + "' es J.;¡ 
extensión sobre el eje "z".· ,. 

: . . 

EJERC!C!OS. G�UPO 2 

1. Escri.hir en la lln.ee de·¡¡¡ derecha el nómbre -�_e· la superficie qut; 
C!?rresponde a Ja expresión '.)i)alftica de la i�quierda. 

a) x2 1z · · 22 
-+-.+ 
a2 b2: c2 
1 ....:-... �.r 

· . i 

·· .
. ,. 

'i 

; ,· 

. � 
· . . i i 1 

• .•. f 

. _: ·�-

:. :2. 

{·· 

i·.·. 

. . 
_r_ 

, : 

b) x2 z·. ·. '1 + .,__ __ 
a2 b"2 

cf xl ·v2 
+ -'- ·• 

a2 bz 

d) ' x2 ·2 
+.L -

62 'b
2 

e) 

x2 
1 _ ... 

(;2 
z.2 

a o 
c2 

2cz.= 

. ; 

• ·o 

o 

17 

--'---·-------·--··--·-· 

4x2 - 25y2 ... ·16z2 - 100 • O. lltillzanc!.:> 
- J os . pasos _que �e considÚen necesarios. de {3 discusión de una su-
per·fic!e, :!5t.?.b ler.:�r·· st:� caracteristiC.éiS y real i<:<Jr una gráfica -

aproximada.de ella. 

' 
¡ . : !' 

l. ' 

�� .. 

'· : 

1 .  

,· 

. . ' :·· 

¡_ ... 

·;·-- - --··-·, . .  

l"i 

. , 

,, 
-··········: . 

.. � 
'··� .·::N;;�; .��J 

·-----'----�-·'-' -------- ··•···· 
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. DERIVACION Y DIFERENCIACION DE FUNCIONES ESC�R>'3 
DE VARIAS VARIABLES �, 

OBJETIVO 

?rop•orc ionar al e s tudiante . los e lementos para e l  e s tud id l y aná l i s i s  de var i ac ión de · f\mciones es calare s de varias . varia' 

b l e s . 

CONHN I OO 

I I . 2 .  

II . 1 . 
I I . 4 .  

Limi tes y cont inuidd d  de func io ne s es calare s de variable ¡ 
v e ctc>ri!'l.l . 

Derivada parc ia l . In�erpr e ta c i 6 n  

de dos variab les independient e s . 

cas . 

¡ 1 g0ométrica pare e l  caso¡ 
Int erpre t ac iones � i s i - -1 

1 

De� i vadas pa �c ia l e s  s uc e s i v a s .  �eorema de Schwar z . 

Funciones d i f e l · e r. c i a.b l e s . Di ferenc i a l  total . 

1 
¡ 
i i 

1 9  

re lat ivas a c ada una d e  las va.d.ables reales que in

tervengan . 

Calcular aproximadamente un incremento de la func ión 
aplicando la dif ere

.
ncial , en caso de que d i<:ha fun - 

c ión sea diferenciab l e . 

d . •  l .  Rev i sar los antecedent e s  conn u ltandc. los núme - 

ros : 4 ,  7 a 1 3 , 2 5  a 2 7  d e  l a  l is t a  d e l  ANEXO 2 .  

a . 2 .  Estud ia� l o s  sub temas 1 5 . 2  a 1 5 . 4  ( pp .  7 3 8  a - -

7 � 4 )  y subtema 1 5 . 8  ( p p .  7 7 0  a · 7 7 6 ) d e l  l ibro 
C�lculo I�f initesimal y Geometria Ana l ítica de 

Thomas G . B . ; e n  e l  cap . 6 e s tudiar la p .  104 y 
ana l izar los prob lemas 1�esuel tos d e l  8 al 1 5 , -

an el cap . 8 e e tud i•r la p .  1 7 4 y ana l i z ar e l  - ' 
problema r�suelto No . 2 8  del l ibro C&lculo Sup� l  

l 
rior de S p i e g e l  M . R . ' 

a .  3 .  Ana l i zar los e j emp los de .. la . guia . 
a . � .  Reso lver los e j erc i cios de l grupo 3 .  

Compo s i c i ó n  de f unc ione s . 

n e s  compue s t a s . 

i 
Derivadas par c i a l e s  de funcio ¡ EJEMPLO. 

I I . 6 , Derivada direcc ic nal r  Grad i e nt e . 
II . 7 .  D i fere n c i a l  exa c ta y su i ntegrac ión . 

1 1 .  1 • 
i 

ACTIV IDADES �ue compre nda n los i n c i s o s �  1 
I nterpretac ión f í s ica y geométrica de la der i n  f 
vada parc ia l y de la d i f erencial to ta l .  ¡ 
Der i vada s  par c i a l e s  de funciones compu e s t a s , - j 
d e r i vada direc c iona l y grad ient e . 

a .  

b •. 

a .  I n t erpretación fís i ca y geomé t r i c a  de l a  derivada par.- 
c i a l  y de la d i f e r � n c i a l  tota l . 

Dado un fenómeno f í s ico o g eomét-r i co , ,  mode lado explíc� ' 
t ame nt e  por una func ión r e a l  de variable veQtorial l 

Obt e ner las rap id�ce� de cre c imiento de la f u n c i ón 

Usando d i ferenc i a l es ca l cu l a r e l  valor aprcx ! mado de 

So l uc i ó n :  
� t . .. .. -: �:.: ?�-"' _:._._:� .. 

Se p ropone l a  func i ón f(x ,y� .. §-;;;;-;-
y los .va l ores x • 2 ,  �x • 0 . 1 ,  y • 30° , 

pero es neces a r i o  que tanto "y" como . su I ncremento es tén en rad ia

nes , �5 { qu� , sab i �ndo que nrad· • 1 60" . ha�er · ·, as ccnvers i o.nes : 

�y • � � . 0 . 5236 rad ; 
6 

�Y • 2_ • 0 . 01 745 rad . 
1 80 

.E Í  va lor  apróx i mado de l a  func i ón será f (x0 ,y0) + �f , en donde � ·  
Yo son l os va l ore5 "cerrados" .,, • l ,  y .  30? . 

1 . 



P a r a  ca l cu l a r  �f se u s a rá l a  d l fe renc f � l  como aprox i mac ión . 

La d i ferenc i a l  �ota l de f(x ,y) s e rS : 

d f  = � dx él f  3x2 s e n  y 
:Jx + o'f 

d
y � 2._,(3 s e n  y 

y sub� l i t�yendo l os va l ores : .  

x 3  cos y dx + dy 
2�en y 

df � 
3 ( 2 ) 7 ( 1 /2 )  

2 ( 2 )  
(0 . 1 )  + ( 2) 3 �[Z __ ( 0 . 0 1 745) 

2 ( 2 )  
(0 . 1 ) + 

+ .JJ ( 0 . 0 1 745)  
e l  va l o r  d e  d f  e s : df  - 0 . 18 

por o t ro l ado , f (2 , 3 0 ° )  = V'<z) � sen 30°= -/ii(i/2) ... .¡¡¡�,. 2 
f f nil l mc n t e , e l  v a l o r  ap�ox i r.;¿ do de l a  f1 1nc f 6n s e rií : 

f ( 2 , 3 0 ° )  + df = 2 + 0 . 1 8  a 2 . 1 8 ' 

E.J ERC 1 C 1 OS . GRUPO 3 

Mos t ra r que l a !  s u pe r f i cJes 5 1 :  x + 2y - Ln z + 4 • O y 

1 
¡ 
¡ ·  
¡ 1 
1 
l 1 

2 1  

o&:,lr:ua � t «  ralád.v�;;  a csd.s u n<! d e  l a s  v•tY.iab l e s  que 
intervenga n . 
Ca lcu lar la rap i d e z  d e  cr�c im ie nto unitario de la -
func i6n ,  e n  c ualquier direc c i6n . 

Cono c i d a  J a  r .'lp id e z  de ·�re c i m it: nto unitdrio de la -

fu�c i 6n , d a f i n i� las d j re cc i one s e n  que e s t o  ocurre . 

b . l .  Rev i sar l o s  a n t e c e de n t e s  �onsu l t a ndo l o s  nGme 

ros : 4 ,  7 a 1 1 , 1 4 , 2 6  a 2 9 , 3 4  de la l i s ta - 

d e l  ANEXO 2 .  Re v i sar e l  t em� I T  d e  e s ta guía . 
I.J . 2  . . E s tud iar los s u b t emas 15 . 5  a 1 5 . '1  t pp . 7 5 4  a -

7 6 9 )  d e l  l i b P o  Cá l c u lo I n f i n i t e s imal y Geome - 

tr'i.a Ana l í t ic a  de Thomas G.  B . ; y � s t ud iar e n  
e l  Cdp . " la p .  l G J  y los prob lema :> r e s u e l t o s  '-' 

1 a 3 y 1 2  a 1 4 , e n  el cap . 1) e s t ud iar la p .  -

1 0 () y l o s  prob l emas res u e l to s 1 8 , 2 1  a 2 8  d e l  
l i bro Cá l c u l o  super:i.oP d e  Spi e g e l  . � .  R . 

b .  3 .  Ana l i zar los e j emp los d e  la guía . 

b .  4 .  Re s olver' l o s .  e j e r c i c ios d e l  grupo 1¡ , 

5 2 :  x 2 - xy - Bx + z + 5 = O son tangen te s , es to es , t l e;,en un pun�, 

t0 t a nge n t e  ·común en ( 2 ,  -3 . • 1 }. 
1 EJEMPLOS .' 

2 .  

b .  

·- i 
Se des ea ca l cu l a r  e l  vo l umen de con c r e to necesa r i o para constru¡ r 

u n  monumento en forma d e  coilO e l íp t i co . S i  -e l e r r.or ace!)�··ado a 1 fa 

b r i ca r  e l  mo l d e  es de :::_ 0 . 005 m en l os s emi ej e s  y .:_  0 . 01 m en l a  a l  ¡· 
t u ra . ¿cuá l  es e l  máx i mo e r ror que se comete en e l  cá l cu l o  .ie l  vo l u  

l as d i mens i ones son B o  y 40 cm pa ra l os s em i ej e s  y 3 . 50 m -· - i · me n ,  s i  
pa ra l a  a l t u r a ?  l 
Derivadas pa�c ia le s de fun�ion�s compue s t a s , d erivada d! 
re cc iona l  y grad i e nte . 

Dado .un fen6meno f i s i c 6  o · teom� trico , -mo d e lado e xplic it! 
me nte por una f unc i6n r e a l  de �ariab le vect orial : 

Obt � 1 s �ap � ,-� ;.;;:_.es . de c Y·ec ; �. _,, e nto. d e ,_· a f'un<- ; Ón er.e. a • · · � ·; - :· - ..... • - -

r 
¡ 
� 

1 .  La tempe r a tu ra en cuéd qu i e r  p u n to de u na p l aca r ectang u l a ro  en e l  p l a 

no xy e s t á  dada por i a  exp res i ón T "'  50 (x2 - y 2 )  (T en gr.ados cen t í  

g rados , x , y ,  e n  me t ros ) .  Determ i na r  e n· e l  punto P ( 4 , -2) : 
a )  

b )  

e) 

La expres i ón que perm i ta conoce r l a  var i ac i ón de l a  tempe ratu

ra en cua l qu i e r  d i recc i ón .  
LEn  qué d i recc i ón a par t i r d e !  pun to no hay var i ac i ón de l a  -

tempe r a t u ra ?  
L E n  qué d i recc i ón l a  v a r i a c i ó n  s e rá d e  2 5 0 " C/m? 

J us t i f i ca r  l a s  r e s d ues t a s . 

No ta : La s d i re c c i o ne � deben s e r  refe r i das con d l  l ngu l a  agudo que 
· forman con l a - d i recc i ón pos i t i va d� l eje x .  
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So l oJc i 0n :· 

a) 

b) 

e) 

La exp res i ón que da la  va r i a c i ón de l a  tempera tura o:i1 cu<! l ---
qu í e r  d i recc i ón es la der i va � a  d i recc iona l , que es en e s te ca-

s e :  

dT 
ds 

u en donde Ü es e l  vec cor un i ta r io en l a  d l rec 

c i ón des c::.ada , 

\7'r "' 2.!_ i ., ClT j • 1 00 X i - 1 00 y j ;  Vr 1 • 400 i + zooj p . ax íly 

La d i recc i ón de va r i ac i ón nu l a  es 1 a VT,en e l  punto P ,  ya que 

se r equ i e re VT • Ü :  O ,  po r · lo q u e ,  s a b i endo q u e :  

l a  d i r ecc i ón de VT j P  es 
vr 1 
lv1 ¡ J p  400 i + 200 J - � 

200 .../5 15 
una d i rec c i ón perpend i cu l a r  v • a i  + bj - �T 1 . 2.a + b es ta l qiJe V ,  ¡v�·, p .,  . . /s a 0 .,.> D =' ;.. 2i1 , - '· ., . 

por l o  que v = � es un vec to r  un i ta r i o  perpend l �u l a r  a l  
15 

grad i ente . 
dT • 

La d i recc. i ón en que - -=  250 será ta l que : 
d s  

dT ... V; 
ds 

u • jVT !  cos 0; en donde 0 es e l  áng� l o  entre 

VT j p y la  d i recc i ón Ü 
¡ v-,- ¡ · .. ¡( 400) 2 -1; (200) 2 ., j ( 1 60000 + I¡OOOO} • 

" ..; 200000 "' 200.;5 

a s í  qu� : 250 
0 

200/5 cos 0 �> cos 0 � 0 . 559 
5G . o � o ó st, •o ' 36" 

El  ángu i o. que forma e l  g rad i en t e  con el  ej e x 

a • .ang · t<¡ri .!.. = 26 . SSS" 
2 

¡ 

1 

¡ 
. i 
1 

, ¡  
' 

1 
1 
1 ( l 
i 
¡ 
t ¡ 

. t 

l 
1 - i 

· ! ' 
. ! 

2 .  

23 

E l  á ngu l o  qu� forma la d i recc i ón pe rpand i cu l a � al g rad i ente -

con e l  ej e x será : 

e - ang téi!'l -2. - -63 . 435°  
d_ T • .250 · E l  ángu l o  qu;!. forma la d i recc ión en que con e l  ej e .x 

es : d s 

56 . 0 1 " •  -29 . 445"  
S I  z • xeY +· ye

x
; x =

. '1 X . <> 

(Jz rs ,. y .. r í s , ca 1 cu l a r  

\. (?, 1· / 0  ' ; ¡ 
' '1  /' . .., 

+ 0. e \-e ; )  as 
Sol u c i ón :  ( ' \ � ; ·-\" 
Para reso i �e r l o  s egu i r  l os--.Jpas:S que se deta l l an a cont f nuac i 6n :  

a) 

b) 

Se puede u s a r  la  reg l a  de l a  cadera , ya que se tra ta de u na 

func ión compues ta con l a s  va r i a b l e s  i n ttlrttoeu i as xy y l as l nde

pend i entés r s . 

+ 1! h 
lly CJ s  

F i na l ment e , l uego dtl ca l cu l a r  l as der lva�:as y exp resar todos -

los . re-s'u 1 t ados en funcf ón ' d e  r ;' 5 'Ób fene r :  

.az "' t!.r/s ( r � rs) a s  
-

@ < • ¡ . 
EJERC I C I OS .  GRUP.O l¡ ' . , ' ' \ \ 

1 .· Ha l l a r la pend i en te más p ronunc i ada de l a  superf i c i e  f (.x ,y , z) • 

... xi - Zx.y + 3y - 1 en el punto P ( l  , 2) y l a  razón de camb io de l a  

func i ón a pa r t i r de P y e n  l a  d i recc ión d e  Q(5 ,4) 

2 .  Se,an w • f (.x + a t ,  y +  b t) s i endo a y b con s t a n tes , demos trar  c:¡ue 

� " a � + b -� 
a t  a.x ay 

l � .  ' l  
__ , 

· )  ' . J 

. 

J,. ,  
. .>:r· 

. ) .  

. · .. 
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TEMA I ! I . CAMPOS V ECTORIALES 

OBJET IVO 
·l 

Pro por'! io nar a l  es tudiante ; e l  concep to . de fu·nci6n vec- f 
tor b. l , sus pri nc ipal e s  ap :l. ic a c ione s y los e lemento s  para e l  

a n & l i s i s  de l a  variaci6n de u c a  funcion vectorial . 

I I I . l .  
I I I . 2 .  
I I I . 3 .  

I I I . 4 .  

I I I . S .  
I I I . 6 .  

I I I . 7 .  
I I I . 3 .  
I I I  . 9 .  

I I I . lO .  
I I I . l l .  
I I I . l 2 . 

' · i. 
/ ' 

De f in i c i6n de campo;:;. v e ctorialé s . .11 Límite s y cont inuidad de c ampos vectoria le� . 

Are� de curv�. y �u �cu�ción v�:c toria� .  C�rW.i :roe�ular ., 
Der 1.vada ord:Lnarl.a y d1.ferenc::.a;l ol:'dl.narl.a . Apl 1.ca-- ¡ 

c iones . 
Derivadas parc iales de func ione s vectorial � s . 
D i f e re n c ia le s  de funcione s  vectoriale s .  
Genera l i zac ión d e l  concepto de gradie nte . 
Coordenadas curv iline a s . 
Ecuación vector i a l  de una superf i c ie . 
Div ergenc ia . Propiedaa e s  . .. Cá"l'ilpo so lenoida). . 

Rotac iona l .  Pr•opi edades : · Campo irrotac ional . " 
Lap lac iano . Ap l i c acione s . ; 

-1 

1 
1 ·  1 
1 
1 1 

Ac'TI V IDADES que . �o�renden los i nc is o s :  
a .  

b .  

c .  

Ap l i cac ione s de la der•ivada ordinal•ia de c�mpos 
vectoriale s . rn:terpre t ac iones físic a  y geométr!_ t· . l. ca . ! 
Ecuac i6n v e c torial de una sup erfic ie y derivadas ¡ 

vectoriales . Interpreta- · ¡  
¡ 

parc iale s d� funciones 
_ ci6n geomé trica . 

Gradiente , d i ve�gencia , rotacional  y laplacian9 .  
• 

El grad ient e  �n coorde nadas curv i l !neas . 

. ·::. 

! � " 

)' ,, 

EJEMPt.O 
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Ap licaciones de la derivada ordinaria de campos v e c t o 
riale s . I nterpretaciones f í s ica y geom€trica : 
Dado un f en6meno físico o geomé t l:' i c o , �ode .tado por una 
·func i6n v e c tori a l  de vari ab le e s c a lar : 

An a l i zar la curva en é l  imp l i cada , obt e n i endo a l  
mi smo t i empo l o s  e lementos f í s i.cos cor!'e lat i v o s . 

a . 2 .  Estud iar los s ub t emas 1 4 . 1  a 1 4 . 5  C pp .  6 8 9  a - - -

7 1 7 )  de l libro CSlculo Inf inites imal y Geome tría 
Ana l:Í.t ica de Thomas G .  B . ; y e s tud iar· e n  el cap . 
7 las pp . 1 3 9  y 1 4 0 , y 16s prob lemas r e s u e l tos -
de l 3 0  al 3 3  y 4 5 , y l o s  prob lemas propue s t o s  9 5  
y 9 6  de l l ibre C á l culo Superior de S p i e g e l  M .  R .  

a . 3 .  Ana l i za� los e j emp los de la guía . 
a .  4 .  Res o lver los e j erc i c io s  d e l  gr·up9 S .  

' . 
l .  - Una part fcu l a  se mueve segGn l a  l ey � • 2 sen 2nt 1 + 

: + 2 /f sen  2nt j + 4 cos 2ni: k donde lrl es tá en me tros y 1 1t" está 

en segundos . 

Cuando t • 2 . 5  seg se desea conocer l a  ve l oc i dad de l a  pa r t rcu l a ,  

• u  rap i dez y su5 ace l erac l orias tangenc i a l  y norma l . Además s� de

sea saber s i  la part rcu la  se mueve scbre una trayecto r i a  p l ana o -

a l abi.!ada . 

So l uc i ó:-� :  

' Se conoce r • r( t) y � e  sabe que v • ¿ '" 
v • 4n cos 2'!t't 1 + 4n /3 c�s - 2nt j - ,61! ¿en211t k 

· ev_a l uando pa ra t .. 2 . 5  seg 

; ' 

· . . .  ( 1 ) 



... .. 4'IT CO$ Sn i + 41f./3 cos 5;r j � a'l'f !leli 511 K .. 
-41! i -4rr--'3 j 

La r a p  i de<: es !vi 
a s í  lvl • ./;·.-6_7l..:.· "_+_1_6_"_z_3_= 4:r4" "' 8;r 
Ahor� ca l cu l a r  1 a . ace l e rac i 6n � pa r t i r  de v (Ec. t ) 
a • ¿ � - Jn2 s en2n t i �B,r 2/:3set1lnt j - 1 6n2 cos2nt k 
Eva l uando tamb i én para t "' 2. . 5  s eg .  
a a -<ln'-sc;,S;; -8rr 2(�sef'51T j � 1 61T 2cos5n k 
a "' 1 6 11 '- k 

-Por otro l ado se t i E�e que a e aT + a N  
y ademá5 i:lr ,. (a· T) T  J 

1 a V/ !YI 
Subs t i tuy endo (2 )  y (3)  en (8)  

T • ( -4"1! i -4TfyJ j ) /8n ; 1 • � 2. 1 - -1 J 

Sus t i tuye�dc (9)  y ( S )  en (6)  
2 2 

r 1 1 . 1"3 .\l ¡T " ! 1 (.'!! 1 k · (- - 1 - - • ' j  1 6:r2 k 
L \ 2 2 ·'j 

- .  

(2) 

• • .  ( 3) 

(4)  

(5) 
(6) 
(7 )  

(ü) . 

. . .  (9) . 

. .  

. 

1 
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..:.. 
a • 

..:.. 
a � 1 6TI3 1 + 1 6n3/3 J 
As t s us t i tuyendo (2) , (3) , ( 5) y ( 10}  en ( 11) 

T .., J.::i0_._-.!!!2;LJL:;.J!!r.2 . J1 6n3 i + 16rr3/3jj_ 
1 ( -4TI i -�,/j j )  )'( 1 Él1rl k 1 8n j 1 6n� k 1 

't' .. _(-.•611113 j -64n 3/:f i ) ( 1 6n3 + t 6n 3/3 j )  
( 1 28n3 ) ( Bn) ( 1 6nz)  

1' • 
� 1 024n6/3 + 1 02 4n6,'] , ..;..;..:c...:..;.;._.;.;:__..;_�:..;.;.;....;..,._ "'' ' - o 

1 0241ra (8)  

cerno l a  t;:;rs ! ón es nw l a ,  se t r a ta d e  u n a  cu rva p l ana . 

• • •  ( 1 1 )  

¡ EJERC I C I O . G RUPO 5 

¡ 1 . Una pa r t í c u l a  se rr.ueve a l o  l a rgo d� 1 <>  .::u rva dada por l as ecuac l� 
r j nes x .. b sen 3c , .¡ • b cos 3 t  y - z • L1b t  donde x ,  'l •  z es tán en m� ¡ 

S i l a  rap i dez es l gua l a l O  t ros , " t"an s egundos y"bi 'es cor.s tante . 

Ahora es te va l or se s u s t l  tuye en ( 6 )._ para-ob teñe r · aN 
a "' a , ,  ; <l :-- K 1 6n 2  k 

; ¡ ¡ ·  metros por segundo determ i nar : 

a ) Cuán to �a l e  "h" . 

.. ,. 

Observar que s o l o e)tj_� �e l a. compo nente n�r::ma l .  \ 
Determ i na r  s i  l a  t r ayec tor i a  es p l ana o a l abeada , para l o  cua l  se · 
!'eces i ta conocer e l  v a l o r  de l a  to rs i 6n , l a  cua l se puede ca ) cu-- ' 
l a r  de l a  s i gu i en t e  manera : 

( 1 0) 

En d i cha expre s i ón se encuen tra Jii l a  cua l .a ún no se ha ca l cu l ado. 
d t  

· Entoncés d e r i va r ( 4 )  y eval u�r e n  t • 2 . 5  scg . 

f 1 

1 f �. 

1 
1 b .  ' f ' 

b} 
e) 
d)  

� 
Ley de ace i era c i t>nes 
Ace l er2c i 6n tangenc i a l  

H6d u l o  dl� ace lerac i 6n nornia'l 

Ecuación vectorial de una superf icie y derivadas par-

ciales de �uncione s ·  vectoriales , I nterpretació n geoml -

trica . 

Aplicar los conceptos de d ez;ivada, diferencia� y gradi e�

·te de . f{¡nc ión v e c tor-ial de variable vectorial , pa:r;-a e ),  

caso de 2 variab le s indepe ndiente s a l  análisis de s u pe� 

f ie ie s .  

,b . l .  Rev i sar los antecedent e s  consu ltando los nfimeros 



b .  2 .  

b .  3 .  

b . 4 .  
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7 ,  1 6 , 2 7 , 31  y a 2  de la lista del .ANEXO 2 .  
Revi sar los tema s I y IJ. ' de. esta g�ía . 

· . ..... . , 

Es tudiar el subtema 3-. 8 ( pp . 1 0 6  a 1 1 2 ) de los _ Apunté s  d e  C5lculo Vectorial qua. � ·  ' �- et.:::t t·ñ. la Facul- ;. 
tad . 

Anal i zar l o s  � j emplos de la �� gu-<> . 
Re solver lo s � j erc icios del grupo 6 .  

l .( 

l 
;:J EMPLO 

1 1 ' .  Sean l a s  superf i c i e:; S 1 : r(s , \) .. lts t 'l + (Ht) j + (s-t)  k y 
r(u ,v)  = u i  + vj + :ik .  
! qd i ca r  de qu€ supcrf i c l es s e  t ra t a n .  
De term i na r  la  ecu.�c ! ón de l p l ano norma l y rect¿, tangente a l a 
cu rva de i n te rsecc l 6n en t re 51 y $ 2 en e l  punto P (- 4 , 0 ,2) ' 

So ] u.; i 6n :  

a )  P.:� ra v e r  de q u é  t i po c!e super f i c i es s e  t r a tan , obtener pr'ime'ro 
sus expres i ones �ar tes i anas , pa ra l o  cua l se neces l �a es tab l e
cer l as ecuac i ones pa -am · t  · r · e  · r ¡ :as correspond i e n tes . 

Se sabe que r(t )  .. x ( t ) i + y ( t) + z ( t) k -
entonces pa ra S 1  se te·,,dr:i ;  

X =  4s t ,  y =  S + t , _ z a S - t 
se determ i na p r i mero  s � s (x , y) , 

y + Z = 2 S 1 . S = 'j� 

y - z 

2 

2 t • t .. Y.::....! 
2 

as í sus t i tuyendo s y t en x 

x = 4 (y + z) (y ·- z) 
2 2 ' 

t • t (x ,y) 
• • • ( 1 )  

• • •  (2), 

. . .. , (3) 

í 

i 
1 
1 1 
1 

1 
f i 
¡ ! 

J ,. 
. ' · 

b)  

.. 
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la cua l se conoce como u n  parabo l o i de h i pe rb61 l co ,  
Ana 1 i zando ahora e 1 caso d e  5 2 : 

X �: IJ., y a V ,  z • 2 • • •  (4) 
se obse r;Ja que p a ra xe: R ·y y<. f!. s i empre z • 2 , . además u y' v 

son pa rárnet r_os l i b res . Por l o t an to z "' 2 representa un _ p l ano 

pa ra l e l o a l  p l ano xy . 
t. "'  2 P i n 110 pa r� l e ! o t� i  p l ano liY 

E l  � a c t o r  que def i ne a l  p l ano no rma l y recta tangente a l a  cur 

va de l n te r s ecc í 6n e n t r e  $ ¡  y s� e s : 

donde Ñ1 es el vec tor nor�� l  a 5 1  

IT2 e s  e l  vec tor norma l a S 2  

Dada una ecuac i ón vec tl1r  i u 1 q u e  representa una supe r f l  e l e ,  

íJr <� r  Ñ "" � X ·-
()u () v  

a r  a7 
• ...,._ .. X -.:...- .s 

a �  a t  
( 1¡ t • j + k) K (4 S l + j - k) 

i1 • -2 + J {4t + 4s) + k (4t  - 4s) (5) 
Se neces i til ob tener Jos va l ores de s y t correspond i entes a l  
pu nto d e  i nter secc l én P (-4. , 0 , 2 )  y esto s e  hace sus t i tuyendo 

d i cho punto en l as ecua c i ones { 1 )  y { 2 ) . 

o + 2 S ,., __ ., 

2 
t - �  .. - 1  

2. 
e n to�c�s en ( 5 )  se t i ene B1 • -2 - j (4 - 4) + k  ( - 4  - 4 )  

ff1 a -2  j - 8 k . . .  (6) 
· . ahot-a s.e d e te rmi nará th 

ccmo _S 2 es el p l ano z • 2 en tonces N1 � k  
-

· . e l - cua l podemos v17r l f l car , 1 l  r {u ,v) • u + v j + 2 k 

l . 



30 .'f. 3 1  
... ·--- . ....:: 

ar ar uu - x - ·  
au av 

.. _ ___ -- - -

X j (7 }  

con lo  que  ya se puede snber qu i ªn es  R, se s u s t i tuye (6)  y {7) 
en Ñ = Ñ¡ x Ñz 

entonces Ñ • (•2 -:Bk) X ( k) 
Ñ = 2j (8) 

conoc i do Ñ, se procede a determi n.J r  el  p l ano norma l y l a  recta 
tangente a l a  i n tersecc i ó� de 5 1  y S2 : 

�c . p l an<) : Ñ · CP - P )  =- O o 

s u s t i tuyendo (8 )  y P0 ( -4 , 0 , 2 ) 

2j · (x + 4 , y , z - z) .. O ;  2y • O ; y • O  
y • O es e l  p l ano xz 

Ec . rec ta norma l :  �.0 . ..  � .. z - Zo 

EJERC I C I O .  GRUPO 6 

Nx Ny Nz 
sus t i tuyendo nuevamente ( 8) y P0 ( -1¡ , 0 , 2 } nos damos -_.;_ 

cuenta que  N ·= N � O, por l o  que tamb i én se puede r_e _ · X •• Z 

p resen ta r como l a  i n ter.secc i6n de _ J os p l anos x • -4 , 

z = 2 

l .  Sea l a  5 uperf i c i e  def i n i da por :  

r ( s , t ) • (2s + 3 t ) i + ( -s + ·zt)j  + ( 2 t 2  -Js) k 
obtener l a  ecuac i ón de l  p l ano tangente y recta norma l a l a  super

-
f.!. 

c i e  en e l  punto x rd 1 , y • -1¡ .· 

f 

1 · t  
l 

1 
1 

¡;l:�'<ll:'i.ttü\te: g ctive:r:'>,gt!l1cia , )Xi"ti!.;•lOi'!al y la.p laci ano . El gr� 
diente en coordenadas curvilineas . 
I nterp�e tar el c o nc epto gr�di ente de una fu nci6n vecto-
rial d e  �ariab le vectorial en cualquier s i s tema de r e f e 

. rancia . 

Dado un f enómeno f í s ic o  repr e s e ntado por una f unción vec 
tot•ial : 

Andli zar sus variaciones ut i l i zando l?s concepios d e  

d i v ergenc ia ,rotaciona l  y lap laci ano , s egGn proc eda , 

y e n  el s i s t ema de coordenadas más conv e n i e nt:e . 

c . l .  

c . 3 .  

c . 4 .  

Rev i s ar los ant e c edentes connul t a ndo los nCt

meros 7 ,  1 6 , 1 7 , 2 7 , 3 1  y 3 2  de la l i sta d e l  

ANEXO 2 .  
Rev i sat' e l  t ema I I  d e  e s ta guía . 

Estudiar �n e l  cap . 7 las pp . 1 4 0  a 1 4 3  y - 

a na l i zar l,os prob lema·s resue ltüs de l :3 4 .  al 3 9  

· y  de l 4 2  a l  4 4  de l l i bro C�lculo Superior d e  
S p i e g e l  M .  R . ; e s tudiar e l  subt-en,a 3 . 10 , - - 

( pp .  1 1 4  a 1 2 1 )  d e  los Apun t e s  d e  C� lculo -
V ec torial que edita la Facu ltad . 

Ana l i zar los ej emp los de la guía . 

R e s olver los ej ercicios d e l  grupo 7 . .  

l EJEMPLO __ 

! 1 . Sean -l a:;_ ecuac i ones de transformac i ón x • 2u + 6v ; v • -4u + 3 v .  
1 Obtener l a  exp resión que determ i na el grad l enta de l a - func i ón J f "'  2u + v 2 refei" l da a l  s i s tema x ,  y en e l  punto u • 1 ,  v • 2 .  
_, 
¡ 

�·f 

So i uc lón ; 

�· ,llf (u ,v)  ·,;_ c-f Vu + ll_ Vv 
()u oltl . '1 f ( u ,v) • :2u + v2 • • • ( 1 )  
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De r i var ( 1 ). respecto a u y v respect i vamente 

� • 2 
;)u 

• . .  (2) 2!. "'  2v 
. av 

ahora se procede a ob tener. Vu � Vv 

b •  d "u ... ;)u r + ¡¡,� J·. sa t en o qu11 : v 
ax ay 

?v • � ¡ +-� j 
ex ()y 

. . .  (3)  

(l¡) 

(S) 
En  e s te s i s tema de ecuac i ones no se encuen(ran de manera exp l fc l ta 
u • tJ (x , y) , v • v (x , y) . Se neces i t a hacer una der i vaCión imp ll; 
c l t<� de l  s i :; tema x ,.  2u + 6v (6) 

y " - l¡u + 3v ( 7) 
Der i va ndo respecto a x a ( 6) , ( 7 )  

1 .. 2 au � ·  6 � -
ax ()x 

O • - 4 ()u + 3 � 
Clx ax 

·· -····-:.:-· 

ap l i car la reg l a  de C ramer para d�spej a r  !!:!_ y élv 

1 1 6 1 � .1� 
ax 1 2 6 1 

l -4 j 

av � -� � �  _ .,  __ 

ax 1 2 6 1  
-4 

3 r 

- �  
30 

30 

au  1 - · -

ax 1 0  

av 2 _ ., _  

ax 1 5  

ax a:x 
·\ 

• • • (8) 

(9) 

:· i 
: .:: 

. : 

33  

ahora de� f var  a (6)  y (7)  respecto a y 

1 • � 4  a� +  3� 
ay ay 

Í)¡j ap l f ca r  .nuevamente l a  reg l a  de C rame r y ob tener 
()y 

� ·� \_:JI 
íly 1 �� : ¡  
ílv 1 -� �� - -
�y 

1 
2 

6 1  - 4  3 -

-6  - -
30 

- �  
30 

� - :.!. 
()y 

()y 1 - · -

ay 1 5  

• • • ( 1 1 )  

. . .  ( 1 2) 

(8)  ( . 1 ) ( '·)  a s "t como (9) y ( 1 2) en ( S) � us t i tuyendo y 1 · . en " 

Vu • _.l - _!_ J ' 
1 0  5 

2 1 ' -Vv • -,- L + '-- J 
1 5  1 5  

( 1 3) 

. .. . ( 1 4 ) 

Los v a l ores aquí ob ten i dos as í como ( 2) Y (3 )  se sus t i tuyen -
'f, l na l mente  en Vf "' 2.f. l7u + ll_ Vv 

ílu av . (1 . 1 � e'n tonces v; ., 2 � 1 - 5 JJ (2 • 1 ,\ 
+ 2v �S 1 t 75 J J 

i '  

' . ,_ �' -' l¡y . � 2  2v 

• (�; + �5) '  +{ ·-; 
+ 

;-5 J 
agr

,
upando V.f 

. so fo res ta ob tene r ·vr  para e l  punto u • 1 · v • 2 ! 



a s í  Vf ( l  ,2 )  -= (� + §_}\ ' 1 o 1 5  

Vf "' .!.!. 1 
1 5  

2 l J 15 
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+ . .:. + - j  {-7 1¡ ) 
\ 5 .  1 5 -

EJERC I C I OS .  GRUPO 7 

· i . La l iamadd l ey de Darcy � •· kVh se escr i be �n forma ma t r i c i a l  en _ 
R2 como s i gue :  

2 .  

·' 

Ca lcu l a r  a )  rot v b) d iv v 

y rot v = O  

con h • h (x ,y) 
kx , ky son

. 

c'tes 

Encontrar la ecuac i ón de la recta tangente a la curva de i n tersec-� 
c ión de las supe r f i c ies  x2 --.: y2  ·; ;z = -1¡9 ,- x2 + y2 - 1 3 ,  en e f  ..,., 
pun to P {3 , 2 , -6) ; 

. ! i .  
' 

. ; 

� 
� 

3 5  

J �::>:A r.¡ ,  I NTEGRALES CtiRV I UNEAS ' 

¡ Prcporc iuna.P al  e s-tudiante e l  conc ep·to de i n,tegr.:i l de u:1 

1 1ector y la metodo logia para c a l cular integrales vec to�iales 
i re du c t ib les a 
1 

�na variab l e ;  h ac i endo fnfa s i s  e n  s u s  a p l icac i o  

mat em& t i coe d e  prob lemas fi s ico s . ! nes a mod e lo s 
í 1 . - �  co\ITEt� 1 DO 

¡ 1 v . 1 . 

I V . 2 .  

I V . 3 .  

I V . 4 .  

l rv .  s .  

I n t e gra l c urv i l i rie a ; sus expres iones
_

ve ctorial y f i -
s ica . 

I nt e gr a l  c c:.rv i lÍ�<.e a a lo largo de una c urv a  regular 
ce:-:>rada . 

. Integra l curv i l Í Le a  como inte gra l or;d i naria . 

- Re laci�n e ntre la i n d epend�nc ia de la t ra;ectorla y 
· 1� dif�renc i a l  exa � t a . 

: Pot e r,_c i a: l  y c ampo c o ns erva t i v o . 

ACTIVI DADES que comprE: nden los i nc i s o s : 

i -

J a . 

r 
J 
t 
t 
i 
-1 '· i 

. r  
f { 

a .• Interpre �ac i ó n  fis ica de la i ntegral curv i l í nea . 
b .  I n tegral c ur'v i l ínea e n  c ampo c o n s erva t i v o . Di

ferencial exa c t a  y su i n t e grac ión . / . . 
: ¡ 
Interpretación f i s ica de la int�gral c urv i l ínea . 

Dado un campo v e ctori a l , o una comb i n a c i ó n  e ntr•e v a - 

rios d e e l lo� , a s i  como u n a  trayector ia , e fe c tuar l a  

i i n t egración d e l  c ampo t"e s ultar.:te s obre dicha tl"dye c t g_  

r í a  para la �res oluci6n d e  problemas f í s i c o s  o geom€ - 

t'r·icos .· 
. a . l .  Rev i sar l o s  antecedent e s  cón s ul t ando los núme - 

ro� · 1 ,' ' 12 , l Q , 19 , · 2 0 , 2 7 , ·  is , 3 0  y 3 1  de l a - -' 1 i p t a  de l ANEXO 2 .  
. 

:;_ ! /��; 

, 



a . 3 .  
a . 4 . 

• >, ·_ -,:-�-�- .. :_ - �·-· - · -

Rev i s ar e l  t ema I I I  activ idad a de e s t a  gu1a . 
E s t ud iar e l sub:tema 1 7 . 3  . pp . 8 6 6  a 8 7 0 ) del l i .  � 
bro Cálculo I n f i n i te s ima l _y Geometría Anal í t ica ; i de Thomas C .  B . ; en e l  cap . lO las pp . 19 5 a. 197  

"! 

del mis Í - l  y a l l a l i zctr• lo:; . prob lemas r•e s u e ltos 1 a 4 

mo capítulo ert ' e l  libro C&lc ulo Superior 
e l  G .  R .  
Ar:a lizar los e j emp los d e  .la guía . 

Res o lver l o s  ej ercicios d e l  grupo 8 .  

d e Spie i . 
- ¡  

:1. ¡ 
EJEMPLO 

l .  Ha l l a r  e l  t rdbajo para move r una pa r t fcu l a  mater i a l  cuando actGa el 
. 1 

campo de fuerzas F = (2xy - y) + (x2 - .y. 2) J a l o  l a rgo de la  - 1  j 
cu rva compues ta po r l a s  trayector i a s  s i gu i en tes : ¡ 
a )  
b )  

L a  pa ráño ! a  y 1  = x d e  P ( l , - 1 )  a Q ( l  ; 1 )  
De Q ( 1  , 1 )  a F\ ( 2 , 4 )  sobre l a  parábo l a  x2 .. y 

(Not � :  e l  trabaj o  ped i do es de P a R) 

1 
1 

So l uc i ón :  • .  

E 1 trabaj o ped i do se puede _ ob tene r a pa-r t i r de:  

a)  

. T 
Q • R 

dr ;; { � . dr � [. r dr 
'p Q 

' . ' 

: 1 
Tomando l a  trayector i a  y2 � x de P (l , - i l  a, Q(l , l )  .l a cua l se 

1 
L t 1 en:! g r a f i cada en l a· ' F i Q .  5 .  ; ' ! 
1 

Como se t ra ta de una _tntegr�! ord i nar i a ,  debe ser  e�p r�sada e� t · 

t�rmi nos de u na so l a.�ar i ab l e .  

S e  conoce l a ' re l ac i ó� �2 e x  y s u  d l f�renc l � l  será 2y dy • � 

. .  , _ · 

. ,  ' 
' � . _ 1 

, ' 37 
... , .... 

' . 

presándo l a  en térm i nos de una so l a  va r i a b l e  da 

l a  

' T ¡ 
y .. +- 1  "'f ( 2y 2 y -y ) 2ydy 

y • - 1  ' 

T ¡  .. í 1 ( 5y4 •. 3y 2 ) dy 

- 1  . 

eua,l se I ntegra T1 "' y 5  

T ¡  .. · o 

1, 1 

-y3 

. 
+ (y� -/) dy 

1 . : 
. ,. � 1  - ( - 1  

. ./ .  . . 
b) · · Se. p ro.cede de • I gua l mane ra a l  I nc i so ;  l!ntei' io r  

. y . . ,. x 2 ' , , d y  "' 2xdx 

+ 1 )  • o 

. . .  ( 1 )  

t 
") � r: t. ... --··· ·-· � ... -... -, 

. .  • ( 2} 
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\ en tonces T� 

su s t t tuyendo l as ec�a t i ones (2 )  en {3) 

T• jx .. ( � .
· 

� v 2  • x2 ) d� 1 :1. � ,  ( ) , � A � - A + . x  - x 2x dx 
X "' 1 

+ .4x 3  - x 2 ) dx = - ! x6 + x4 
6 

T z = -_§� + 1 6 - -ª. + .!_ - 1 + .!_ 
3 . 3 3 3 

F i na l mente 
·
e l  tra baj o tota l serl:  

3 ( . 

T = T 1  + T2 

T = o - I2.  
3 

T z - 25 · un i da de s  de trabaj o 
3 

•. 

� 
(4)  

EJERC I C I OS .  ÚUPO 8 

1 .  De term i na r  e l  t ra bajo q ue sg rea l iza a l  l l evar una pa r t rcu l a  de 

P{Í • 1) a l  punto P :i ( O , O) a i o  l a rgo de l a  cu rva y =  4:� a t ravés 

de l  campo de fue rza s F (y s en x i '  + x sen x j )  s i  F e s tá en New-� 
tons ; x ,  y en me tros . 

1 l ! 
1 

i 

J b .  

1 
1 
1 i r 

.. 
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. ,. 

Ca l cu l ar � 1 . trab�Jo rea l f ¡ado a l  desp l a;z:ar  una p<�rtfcu l a  en e l  cam

po de fuer:zas f(,< ,y) i'l (x •2y) i + (y +  2x) J en sen t i do contra r i o  -
al de l as manec i l l as · de 'l re l oj , a lp la rgo de l a  curva { X "" 2 COS t 

e .  
, • y "' 2 sen t 

y o < t < 2 1T 

Integral curvil!i.\'\aa en campú eoM er-vativo . Diferencial 

e_xacta y su · integritc i6n . 

Dado un rnoc! e lo que . imp lique la int·.., gración de una combi- 1 . . 3 nac i�n de .campo s  vectoriales s6bre una trayectoria , 

Determinar s i  la int egral es independiente o no de -
la tray ectoria y res olver e l  problema s e lecc i onando � 
e l  m¡ todc m&s conv eniente ; 
Utilizar los conceptos de c �mpo vectorial conservati 
vo y d i fere ncial exac ta , para s impl ificar el proble
ma . 

b . l .  Rev isar los antecedentes consultando los núme-
ro s · l ,  1 2 , 1 8 , 1 9 , 2 0 , 2 7 , 2 8 , 30 y 31 de l a - 
l i s ta del ANEXO 2 .  

Revi-s ar los temas I I  · ac tividad a ,  I I I  activ idad 
e y I V  actividad a .  de esta gu ía . . . 

b . 2 . Es tudiar e l  s ubtema 17 . 3  ( pp . •  8 7 0  a 8 8 0 )  d e l  li 

"!. 

· ;br•o Cálcu lo. Infi nite s �ma l y GeOifletría Analítica 
·de Thomas G . B . ; del cap . 10 e s tudiar la. p .  1 9 7  
y ana l i zar l o s  probl emas re $ue l tos de l 1 1  al 1 5  
en el mismo capítulo · en e l  libro Cá lculo Supe--

rior dé Spl ege1 H . R .  
b .  3 .  Ana l i zaP los ej emp los de la. guía . 
b , 'l¡ , Res o lver los ej  er•cicioo del grupo 9 .  

' 1 : 
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CJ EHP �O 

1 .  Un cuerpo e, i r,¡pu l sado por una máqu i na q ue -cons ume 1 . I t  de combus � l  

b l e  po r cadé< 2 x l O  6 kg • m d e  trabajo d cs a r r.o l l ado . lQué can t i d¡;¡d 
de com:,us t i  b 1 e se neces i ta pa ra l 1 e va r e l  cuerpo d e l  ptm to 

P ¡ ( 1 , 0 , 0 ¡  · a l  punto P z ( l  , ó , 4 ) km a t ravis de l a  t rayec to r i a C :  
e :  X "' cos t , y -=- ·sen t ,  z .. t/11 

( x ,  y , z en km S i  t es tá en m i n )  

y en cont ra de l campo de fuerzas : 

F "'  ( 1  + l z) i - yj + }_ x k ( !fl en Ton s i  x ¡  y ,  z en j<m) 

So l uc i ón :  

2 2 

Para ca l cu l a r  l a cant i dad de combus t i b l e  'l¡"  que va a consum i r  . e l  

cue rpo b a s t a  con determ i na r  e l  t rabaj o "T" rea l i zado y ,  a pa r t i r -

de l r e s u l t ado , ob te ne r  la  p ropo r c i ón de combus t i b l e  re· ¡ue r i do .  En 

s ímbo i cs : 

T 
Q = ------- X l t  . . .  ( 1 )  

E l  t ril baj o s e  ca l cu l a  con l a  i nt eg'ra l  curv i l ínea : 

' · � 

. , 

l 
1 1 l 
i 
¡ 
l 
1 
¡ 1 l 
! 

1 
j 
¡ ,  

T .. f F . dr (2) 

Es ta i n teg r: l s e  s i mp l i f i ca s i  F t i ene potenc i a l , a l  que se · l e  i ta- 1 
ma r& 4; ,  pue s to que T se reduce a l a  d i ferenc i a d<} potenc i a l : (

3
) 

I

Y 

T � 9 (Pz } - 9 ( P ¡ ) 
y l a . i n tegra l no d.::pende de 1 a  trayec tor i a. ,  es ·dectr i que 
F • g rad 4> ,  l o  cua l se vcr i. f i ca s i  1' es i r ro taci ona l ,  o �ea :  

rot f :; c. 

. -:: �· 

---.. ¡ { 
} ; 1 � 
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Desa r ro l l ando : 

¡ (�y (t x) a (�y)) -ro t -r .. 1 j k rz J 

1 (�x (t x) a (i, + t z ))+ \ a a a J rz 

1 ax ay az 

+ 1 z  l x  k (h( v) (l � + Í z)) 
1 2 -y 2 1 (ly 
1 

ro t F • (O) , - J (t - t) + 
!< (O)  ;:: Q 

Se conc l uye , por l o d i cho a n te r i o rmen te , que F t i ene potenc i a l , e l 

· · •  Se � abe ya que F • g rad • •  en ton-
cua l se ob t i ene por 1 n tegrac 1 o n .  -

ces se t i ene l a  d i ferenc i a l  exacta : 

'f . dr = <l!f¡ dx + <l<f: dy + a9 dz • d<P 
élx ély  Cl z  

q u e  se i n tegrará como s i gu e :  

donde 1e nota q u e  a l  I n tegrar respecto a x ,  l a s  va r i ab l es res tan tes : 

y ,  z pe rmanecen cons t a n te s .  Quedand o :  · .. . ; . ·  

• .. (1 + l•)/ d x + g (y ,z) .. (1 + �z) x .¡ g (y ,z)  

Ahora s e  ver l f i cil e l  UQ!Jndl.:• ¡¡uman(!O de r . dr, d l ferenc h�ndo l a  fun 

c i 6n que se acaba de ob tene r respecto a y :  

;:¡q. Clg(y,z) di¡· "' -y dy . .  2.2lli& .  
-y ·- dy 

ay ay ay 

· y  se i n teg ra : 

9 • 
1 . 2 

- - y + c (z) -· · ·  

' 2 
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recordando que z es cons tante pa ra este tármi no. ( j \ . , 1 Por e l  n:ome n to se t i e ne que cjl "' '  1 + ;zJx - ;' y2
.
+ C ( z) , y SP. ver i ·  

f i c a  e l  t��cer sumando d e  1=' .  dr, d i ferer.c i an d o  res pecto a z :  
' .  

31J ' - oz e '  (z)  • o 
a z  

de a q u í  se conc l uye que C ' (z) • cte ,  • e 

F i na l men te se escr i be :  

1 3 ) 9 = \ 1  + ;z 1 2 x - ·- y + e 
· 2 

pud i endo ve r i f i ca r  fác i l mer¡te que grad <P • 'r (se i nv i ta a hace r l o ) '  

La so l uc i 6n e s t á  exp resada en ( 3 )  quedando g u e  e l  t rabajo va l e :  

T .. tj¡ ( 1  , 0 , 4 )  - <P ( 1  , 0 , 0 )  .. [ (t + ·;(4)) . { 1) " �2' + 

[(� + �(o)) - ��2 + �] 
T .. [ 1 + 6 ] - [ 1 ] .. 6 Ton • km • 6 x 1 O 6 kg • m 

y l a  can t i dad de combus t i b l e  dada en ( 1 )  es : 

6 X 1 1) 6 Q * l t s = 3 l ts 
2 X 1 0 �  

S e  obs erva que l a  i n tegra l e s  i ndepend i ente de l a  t rayector i a ,  y � 
q u e  d epende exc l us i vamente de l os pun tos f i na l  e i n i c i a l . 

En caso de que no hub i e ra ex i s t i do <P ,  no se hub i e ra te� i do más op-
c i 6n que i n teg ra r (Z) a l o l a r�o de l a  t rayec tbr i �  dada . En es te -
prob l ema e� te p roced i .n.i en to· .cond�ce desde l uego a.l m i smo va l o r  de '·' 
T = 6 Ton • km. Se sug i ere rea l i za r l a  (aquí s e  deja i nd i c;Jda ) :  

. 1 

: . 
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T ..,:·¡{:2 ( 1 + M !)� { - sen t d t )  - (sen t) (cos t dt)  + 
• 1 .. , Tf � ---- ---

t L ,i · ), 

donde p 1 s e  . r,educe, a t oh o 

+ ¿ �. ( d t) 
·· 2 · TI · 

t t 
X dz 

y 

EJERC I C I OS .  GRUPO �� 

t . .  S i  se sabe que d� • (3i2 + 6y) dx + ( 3 y 2  + ¿x) dy es una .� i feren--

c 'i á l  exacta , obtene r :  

a )  e l  grad i enté � e  l a · fun c i 6n <P 

b )  � �<P .  dr a l o  l a rgo de l a  e l i pse 
: e 

Sea Jl una f un c i 6n )l e jl {x , y )  ta l que _d)l • 4xydx + 2 (x2 + y ) dy ¡  

s i  s e  s abe �ue ·lJ ( 3 , 2 )  30 , ca l cu l a r  ¡.¡(?. , 1 ) .  

. ! . . . . --- . 
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'I'E�lA V .  INTEGRALES MU LTI P LES 

OBJETIVO 

Proporc ionar al e s t'...!diante la genera l ización de·l con-

c e p to de int egra l a func ion
.
e s  de má s de una .var iab l¡;¡ y los mé 

todos para el c¡lculo de i n t e grales mGlt iple s . • 

CONTE N I DO 
1 

1 � 
.J 
i 

V . l .  
V .  2 .  

. f Int egral doble en coorde nada$ , Car t e s ian� e , 

1 
I nt erpre t a c ión g eomé trica y prop iedades de la integral 

.

. 

dob l e . 
V .  3 . •  Cálculo de la int egral dob le por medio d e  la 

Definic ión a decuada de r e g i o ne s .  
re iterada . ¡ 

1 
] Teorema de Gre e n .  V .  4 .  

V .  5 .  Integral doble en coordenadas c urv i lineas . Aplicac ión i 
1 

V . 6 .  

a coordenadas po lare s . 

C& J .culo de &reas p l�nas , volGmenes baj o una superficie 
y otra s aplicac ion� s de la int egra l doble . 

V . 7 .  Ap licac iones d e l  te�ema de Gre en . 

V . 8 .  Area de una superf i c i e  a labeada . 

V .  9 .  
V . l O .  

I ntegra l tr i p le e n  coordenadas car t e s iana s . 

i�ter�r� ta b i ó n  f i s i�a � prop i edades d e  la integra l 

trip l e . 

ACTI V I DADES que comprenden lo s inc i s o s : 

a .  

E .  Ap l icac ione s de la integral doble a l  cálculo de · 
ár eas p lanas y V �lGmene s .  

b .  Area d8 l• na s uperf ici e a labeadil: . 

c .  Apl i c a c ione s d e l  teorema de Gre e n . 

Ap licaciones de la int egral doble al c álculo de areas 

p lanas y vo lúmene s :  

Dada u na. regió n en E 2 , .  e.s p e c i ficarla de Jr.a ner<l -�  

45 

que la e xpre s ió n  pueda s imp lificar , adecuadamen

t e ·, e l: c á l�ulo de una inte gral doble de una f un

c i ón dada sobre d icha regió n .  

Ap l i c2.r e l  conc e p to d e  integral d:ob l e  para c a le� 
lar áreas d e  regiones cua l e s qu iera �n e L  p lano -

.y volúme ne s  de c i l indt'Os co n  generatr i z  par9- l e la 

a .. .m ej e .  
a . l .  F:ev i s ar• los a ntec e dent e s consul tanda l o s  nú 

maros 6 ,  1 8 , 1 9 , 2 0 , 2 1  y 22 de la l i sta 

d e l  AI/EXO 2 .  
Revi sa� los temas I actividad b y I I I  ac t i� 
v idad ' c  

a . 2 .  Estudiar los subt ema s 16 . 1  y 1 6 . 2  ( pp .  8 11 
a 8 1 8 )  y 1 6 . 4  ( pp .  8 2 3  a 8 2 6 )  d e l  libro Cál 
cu lo I n f i n i t � s imal y Geometria Anal1 tica de 

'I'homa s  G .  B ;  e n  e l  cap . 9 e s tud iar las pp . 
1 8 0  a 1 8 2  y l o s  prob lema s r e s�� l to s  d e l  1 � 

. a l  4 y d e l " 6  a l  8 en e s t e  capitulo en el l i  

��o c' l ó u l6 S�pé�iQ� d 8  Spi�gel M . � .  
a � 3 .  Ana l i zar loa e j emplos d e  la guia . 
a . 4 . ' Re so lv e r los e j erc icios d e l  grupo.  lO . 

EJEMPLOS 

1 .  Ca l cu l a r  e l  vo l umen d e l  só l i do l i m i tado por l as grif i cas de l as --
ecuac i ones s i gu i entes : 

., 

y • O ;  z • o 

So l uc i ón :  
:(-

La ecuac ! ón �2 + z2 • ·9 representa un c i l i nd ro c l rc u l a r · r�cto de "!!. 

d i o  3 y eje de s i me t r fa sob re e l  ej e y·. La ecuac l 6n y • 2x corres
pon de 
p l a no 

¡ 

a 
xy 

un p l ano ve rt i ca l  que pasa por e l  o r i gen y cuya traza en e l  
e s  una recta d e  pend i ent� 2 .  La comb i na c i ón conduce a l  va 



. lt6 , .  

l •Jmen buscado : 

Se t i enen dos opc i ones senc i l l as pa ra ca l cu l a r  el vo l umén : def i n l en 
. do una reg l ón en xy en forma ' t r i a ngu l a r  o en xz en forma de cuadran 
te c i rcu l a r .  

S i gue cua l q u i e ra d e  e l l a s , recordando que e l  e l emen to d i !ferenc i a l  -
de vo l umen es un p r i sma cuya b a s e  con t i ene dos d i feren c i :a l es ( cori . 

i a L  va r i a b l es i ndepend i e, rr e s ) y cuya a l t u r a  co r responde , en e s te ca 
s o ,  a l a  va r i a b l e  d epend i en t e ,  

z 

OPC I ON l .  Se u sa r§ · 

r 3 
tes : f2x J 

X = o y "' 

V � ·/ 3 

o 

F i g u r a  6 

l a  reg i ón en xy : 
r-:;-19 - X dy dx 

o 

. -�· 

... 
y 

" 

' ' •  
· · · x�z�9 \ 

1 

V �ff z dx dy , con l os 1 ím.i 
R 

�y 

'· . 
! 1 

• 1 

. . 1· ' 
·, 1 
·, : .. 

i , j  
\ 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
l 

, . , 

. 

" 
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fj ,.:_ 
V • �x2 2x

,
dx 

- o . . . . 

r .: 

· Esta I n te g ra l es l n�ed l a ta ,  d e l  ti po : .  

¡; 1 /2 ( a  "- u) 312 
J ( a -. u) du .. - + e 

3/2 

en tonces se obt i ene : 

V • 

z 

3 
X 

F i �1ura 7 

OPC I ON 2 :  s ¿  u�a r§ l a  reg i ón e n  xz : 

. ' 

, 
V ·/ J y dx dz ·• J f 2x dx dz 

. P'xz · , ,  1�z 

y 

pero V conv i erte ser ca l cu l ada en coordenadas pol a res , dado que Rxz 
·. es' l,Jn cua d r a n t e  <;:'� rcu l a r ,  queda ndo : 

. V � r¡ . 2!:. cos. 
6 

_ 0:� 
; . J ' . 1:\, i . • . . Rre . ' , . x djl.rea -r. · . 

f ·�
6
·· .1-2 o 2r2 cos e dr d6 



, 1  , , J 
, !  
11' i 1, 
1· 
·¡ 1¡ 1, 
�� 
1 ! ' •1 

2 .  
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e 1 ·,;/2 - 1 8  u 3  
J o 

Y=2 X 

¡ 
i 
1 f A 
-!" 
�-� .  

1 l ·¡. ! . F i gu ra 8 

Encon t r a r  e l  vo l umen 1 i m i tado po r l as s uperf i c i es x2 + y 2 - z 2 "" a , · )· 
z. .  x2 + y2 que se •:ncuen t ra a r' r l b"a de l p l ano xy , usando coorderia- - ·  ¡ 
d a s  po l a res d c i ! Fnd r i ca s .  1 

j 
i 

P a ra reso l ve r  es t e  ej emp l o � s u g+�.en l os_ s i g u i entes pasos : l 
a )  Iden t i f i ca r  l a "reg i ón de i n te§ rac l ón e n  e l  p l ano xy , como 

p royecc i ó n  de l a  c u rva que resu l ta de i n tersec t a r  l a s  dos s u-

pe rf i c i es .  B a s ta con hace r l a s  s i mu l tá�ea s , quedando una c i r-

cunfe renc i a  de rad i o  1 ,  con cen t ro en el or i gen , en un p l ano 

para l e l o  a l  xy a una co ta z • 1 .  
b )  P l an tea r l a  d i fe renc i a l  de vo l umen : dv • ( z cono - z parab) dA 

donde l a  d i fe r enc i a l  de á rea conv i ene en coo rd enadas po l a re s , " · ·  

por s e r  c i rcu l ar l a  reg i ón de i ntegrac i ó n :  

R .. { (P , 6 )  l o :5. p ·:: 1 , o .:_ :e < 2n f 
las ecua c i ones de l cono y d e l  parabo l o i de son es c r i tas en cpo_!:_; 

denadas po l �res , res pec� i vamente : 
Zcono = P , ; Z pa rab "' P 2 

49 

. dv es entonces : dv • ( P - P 2 )  p dp d6 

e) E l  res � l tado de l a  i n teg ra l , a n tes de subst i tu i r  l os ! Tm i tes 
d�be s e r : 

t PJ 0 

d) E l  v� l umen bu.scado v.a l e  TT/6 

[e] 21T 
o 

Ca l cl.l l a rf JR '(�2· � � 2 )  dy , donde R es l a  reg i 6n que en un p l ano 

uv t i ene l a  forma que mues t ra l a  f i gu ra 9, ob ten i d.•: de acue rdo a l a  
t ra ns formac ión � + y ' •  u ; x - y • v .  

· Pa ra reso l ve r  este c·aso observa r que fa l ta t r a n s fo rma r e l  i n teg ran
do y la  d i fe renc i a l  de á re� . 
a )  De t e rm i na r  x , y _ a pa r t i r  d e  l a  t r a n s formac i ón en térm i nos de 

u , v .  
b )  . " Ca l cu l a r  x 2  + y.2 , s e  debe obtene r : uz + v 2  

2 

e) , Ver i f i ca r  que e l  j a co b i a no de l a  t r a n s fo rmac i ón es : 

J ( !:..!...1).. .:.� · u ,  V 2 

d )  DemOs t ra r  que l a  i n teg ra l  a reso l ve r  es : 

f [ (x2
. 

--� . y
�

) dx dy .. 12 1 2.( . u2 2
+ v2 ) 11 - _21 1 d u d v 

. R . o O 

e) La i n tegra l t i ene como ' va l o r  3 
3 � 

Esta i n tegra l representa e l  momen to po l a r. de i ne rc i a  de un pa ra J e !!?. 
gramo� D i buj a r  l a  reg i ó n  en xy y ca l cu l a r  s u  va l o r  s i n  usa r l a  
t ra n s fo rmac i ón propues ta aqu f .  · E l  resu l tado deberá s e r  8/3 . 

.. · 

)
.
·
. 

.- - -· 

' . 



so 

� ..:.....:_--=...:..:....·- _ :;;.;.-· - - -

; 

V 

F i gura 9 

EJ ERC I C I OS .  GRUPO 1 0  

1 .  Eva l ua r  usando coordenadas po l � res , l a  i nteg ra l dob l e  

- ........... ··-� ,i, , 

.. 

fj :: 

-1� 
J 
l ! 
< . .  1 i 
1 l 
L ¡ 1 . i 

- ,  
¡ 1 

. · 

b .  

5 1  

- ; 

A:rea de una <Superficie a labeada . 

Apl;i.car EÜ concepto 
. 
de i nt·egra1: dob le para calcu lar . - - 

área s  d e  sup erfic i e s  ' a labeada s , por e l  método más conve 

ni e nte . 
b . l .  Revisar los antecedentes consu l tando los nGmeros 6 

y 1 8  a i2 de l a  l i s t a  d e l  ANEXO 2 .  
· Re v i sar los te�a s I I  a c t i v idad � .  I I  a c t ividad b , 

I I I  a c t i v idad b y V a c t iv idad a de e s ta guia . 

b . 2 .  E s tud �ar e l  s ubtema 1 6 . 9. C pp .  8 3 8  a · H 4 7 )  d e l  l ibro 

Cálculo I n f inites imal y ·Geometría Ana l í t ica de Th� 
ma s G : B . �  e s tud iar en el cap . 10 las pp . 1 9 8  y 1 9 9  

y a�a l i zar los ' prob l emas resueitos d e l  1 6  a l  2 1  - 

d e l  l ibro Cá l culo S up er i or d e  S p i e g e l  M . R .  
b . 3 .  Ana l i zar los e j emplos d e  la g u i a . 

b . 4 .  Resolver los e j erc i c ios d e l  grupo 1 1 .  

' ' l EJEMPLO !! R 

donde R es l a  reg i 6n en e l  �r l mer  cuadrante  dent ro del ctrcu l a  

2. .  

3 .  

í ¡ 1 .  
¡ ·  

Encon t r a r  e l  vo l umen del  s 6 1 l do l i m i tado por l a s  s u per f i c i es x .. o . j 
y 2 0·, :¡: . "'- o , .  

Ca l cu l a r  e l  S rea l i m i tada por l a  curva po l a r  d e  ecuac i 6n 

p = 4 ces . ( 29 )  donde su g rá fi ca es l a  mos t rada en l a  f i gura 1 0 .  

y 

l 
1: 1 l 
·¡ 

. 1 :  ' J  
t '  
i . ¡ 
) 

<· ; .  

. Determ i n a r  e l  á rea·  de l a  porc i ón de es fera x2 + y2 •+ z2 • r 2 que - 

queda den t ro de l ;  cono x2 + z 2 • y2 para ·Y �  O · F ! g .- 1 1  

z 

r;¡ gura 1 1  
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E l  área d ef i n i da pc:;,r l a· i n t�r:o:ecc i 6n d e !  cono y l a esfera es un CAl' 

quete esfér i co cuya p royec c i 6n en e l  p l ano xz es una c i rcunfe.enc i 6  
de rad i o � . Esto puede comvroba rse haci endo s lmu i t�ne=� ambas --

/i 
ecua c i ones . 
Subst i tu i r  l a  i gua l dad . i nc l u i da en el cono , dentro de l a  ecuac18n 
de l;: esfera , para e l l o se ¡¡ r r�� l a n  l os térrni nos : 1 1 
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dx dz • 

· Ahora se transfo.rmará a coordenadas po l a res (p , 6) , recordando que -

O •  x 2 + z 2 ,  a 5 f  cc.mo dx dz • p .dP dEl:  . .. 

ds r p d p  d6 

(x2 + z 2 )  + y2 • r 2 ; · pero por e l  cono 

t 
y 2 + y2 • r2 � o sea · . . . ¡ , . ' 

La reg l ón ¡¡or su pa r te es s i mp l emente O �  p � ...!.. ; o <  a <  2'!1'. Con 
esto se'" t l ene: 

. f2n 
. s· r�/2 r PdP d6 

y - � 
12 

que es l a  ordenada de l a  l n tersecc 1 6 n ,  e l  rad i o de la c l rcunferen�la 
se o b t i ene a l  subs t i t J1 r en el �ono: 

x2 + z2 - . � ( c i rcunferenc ia de rad io � )  

¡ : . . . 

1 
1 
l 

S • · . ti 2 fr. - p 
o o 

ja G l t i�a i nt��ra l · �s d i rec ta , del  t i po :  

.. -

. . 1 /2 

o 

- ¡ /i . .  i .  
u) w 1i2 

. du . ta -� -�- .+ e  

í i2 
Como l a I n tersecc ión y su proyecc l 6n son c i rcu l a res , conv i ene t.ra�s- · 

formar e l  prob l ema a coordenddas polares . La d i ferenc i a l  de área :de , 
la superf i c i e ped i d a  ( l a  esfera ) , 'es fác i lmente ca l cu l ab l e  con l a -

f6rmu l a :  

d s  • �(b:.JV + (21. ""\-2) - d�-�-. · para l a  reg l 6n .. Rxz '  donde :
' :¡ l T \a; j T t OZ • ,  

b:_ .  2x 
ax . 21r2 - x2 _: z 2 ....... L 

� .  2z 

. . .  

fa l ta ndo s 6 1 o  comp l e ta r du • 2 P d P ;  

¡ . 

j .  

\ · ·S • �21tr 

' •, '  
' 

GRUPO t t ·  lm�m, ¿L 1 
1 

: 1 /2 
- p2)  • ( 1 /2) 

·, 
queda : 

J r!li 
• -2nr 

o 

unl aad�s de ¡rea . 

a.x 2/ r 2  - x2 - z2 

Subs t i tuyendo: , , . 1 \ . Cü l cu l a r  e l '  área de la par te del p l ano 6x + 3y + 2z .. 1 2  que est4 -
' ! '  . � . 

ds 

� lmp i l f l cando: 

1 , . s i tuada en e l  p r i mer octante. 
·. : l 

. i . 
! 2 .  . . . 
¡ 
' 1 l . t. 

lia l l a r  e l  �r ea de . l a  .porc ·fón de cono x2 :.. · y z + ·z2 • O que se encuen 
tra entre l os p 1 anos y • · .2 y • s .  , . 

' '  
1 • • • 
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Ap licaciones d e l  teorema de Green . 

Apl icar e l  Teorema de Green para t:bansformar integrales 
c urv i l íneas a integra les dob les- y · vic eversa ' calculando . 
s us v a lores res p�ctivo;. 

e . l .  Revisar los antece:dentes consultan do los número s .  6 ' 
y 1 8  a 2 2  de la l is ta del ANEXO 2 .  

t 
! 
·¡ 
i 
! 

Rev is ar los t ernas IV y V actividad a de esta guí'a., ' j 
c . 2 .  Es tud iar e l  subt ema 1 7 . 5  ( pp .  8 8 8  a 8 9 8 )  del -tex.to ; . 1  
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·;· 

Sol ución : .1 ·� 1 

· :·. , · ., . ·- ¡ ;  __ . 

E l  teorema de Green es tab l ece que : 

Pd.< + Qdy � f !(� - }l P ) dx dy . . ' 
R ax Cly 

, En este . prob fe�a s� quiere pa l cu l a r  MY - �� x dA , entonces se 

· 1 den t i  f l ca : 
aQ aP , - - -- • x 
ax · . ay: 

( 1 )  
Cálculo I nfinites irn� l y Ge ometría Anal ítica d e  Tho ¡  J 
mas G . B . ; en el cap . • 1 0 E. s tudiar la p .  1 9 7  y arta.., ' -J. 
l i zar los problemas resue ltos del 5 al 10 en e s te . l .  
ca pitulo en e l  libro Cálculo S uperior de Sp :Lege l � { ' ' S� t i t'Oen que proponer dos ;func i ones P y Q quo::• sa t i s fagan ( 1 ) ,  pue-

M .  R .  

c . 3 .  Analizar los e j emplos d e  la guía . 
c . 4 .  R e s o lver los e j e�c iclos del grupo 1 2 . 

. ; . , dén ser l as s í'gú i en tes : . . 
· J . · - l l 

. 1 l 1 
¡ : . ; 

p .. o ·aQ  - .  :x •> 
ax. 

• 2 Q , X 
· -' . 2 

(hay Inf i n i tas sol uc i ones ) 

. i 
¡ i· : -EJEMPLO . Entonces : 

1 .  
! 

ca l cu l a  con l a - !  
' . . 

: 
E l  momen to estát i co de un área respecto a l  ej e y se 
expres i ón : My ·! h xdA , donde R es · l a  reg i ón p l ana que def l ne � ' l 1 
á rea . 

• .  

U t i l i za ndo el  teo rema de Green , proponer una 
permi.i:a ca·lc'lfl a r'  My y .ut i 1 i ,za r · d l cho teorema 
tado con el á rea de l a  f i gu ra i 2 .  

y 
( 0,3 b) 

( o , b )  

( 0,0) · ).( 
' . 

1 ' 
-{;;..<t 1 

l n tegra 1 curv 1 1  ínea q�e i 
pa ra ve r i f i ca r. � 1  re��.!. ¡

_ ¡ 
-¡ 

' 

J 

: ' ' l 'l , . 
; 1 " .. :._\, . .. 

1 :  ¡ 
1 

· ' 

_, .. 

2 ¡ · 1 

. M  "'f . Odx + �� dy • J: x2 dy , que es l a  i n tegra l curv i 1 Tnea y e · 2 '  )' e  
. a u t  l l  ,i za r. .  

' 
Ahora se def i n i rá � l a  cu rva e :  

C ¡  • {y .,· � X - '
;
'
. 0�-X -,S- ;J.}: 

a ' '  
1 } o �  y .:5. 3b 

e • __ c 1  U c 2 U C 3  donde : 

, Sus t 1 tyyendo en l'a 1 n teg'ra 1 curv,i 1 r'nea ·de -�Y : 
- · - ·  •. 1 

l 

My ·f.. . X� - dy 
z ,  e 

· Rea H zar cada i ntegra· ! por _separado: · 
... 

1 : 1 
1 

--
I '  

: l..:c: ____ ___:__ ., ·----'=----



¡ 

a ' f· . . 
o 

¡--- )(2 dy 
C 2 2 

o 

f 
a 

5;., o .. 

�- · 

en c1 �e t i ene : dy • � x d� 
a 

-b · ·-
· ·· 2a 3 

pero - x  • b · 
, . 

. -· 

a 

o 

2b dx a · -

6a.  6 

· ba 3 a2 b 

' a  

- -- - --
3a 3 

. I �  • f Ody o 
. ' .

. .. e·, 

. . ' 
. . 

. � 2b ' a 2b . \ 3a2b � - -- + - +' 0 • ---
6 . 3 . . 6 

My e·; l a  suma de l as  t t:es i'nt��ra l es : .  

- a2b _ . · Hy 
2 

¡ . .  

• .  

Pa ra · hacer la ver l f i cac l 6n del  teorema se t i ene que ca l cu l ar ' la I n- . 
teg ra l dob l e  propues ta . Se neces i ta d e f i n i r  .J�eg i ó_n R :  . ,  

. .  ·_ . :  · - . ..,.:..�-- r ': .  ·._ -.. -· .• -

R 
= { (x ,y ) 1 O < x < a · , ' �  x < 

. a 
y < 2b - . )( 

a ·  

· ,'. • 

. · , · 

-t '· . ! -j 

1 

! 
1 

1 � 
d • !  · - f 
) . l 
, ,  
· ¡  i . . i  . � . 
-; ¡--
: ¡  j 
! I 

.• · 
, . 

fa 
'x

y 

. o 

2b - 3 x + 3b 
. ' 

b - x  a. 

'Y ·./, · · (: E¡ x  + jb  

� 3 b  
. . 

. fa (. ! , x%') . 
· . x ; - a dX 

o . . ' 1  
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dx 

b ·) - x  
a . . dx .. 

. . 

� ¡'"t d • 'J' ( 3b>' . .. )b� ) . 
, \. ij 1 •' ú 

y rea l i za r  l a  ii l � i 'ina I nteg ra l en térm i nos de x :  

3b [ :2 · - ;: ] - 2  
' M. - 3b �. ¡ - Y. .. .. . [, :2 _ :{ ] a 

3a 
_ -0 

dx "' 

.· ; . • i · ' .. � � : Y 1 que . és e l  m i smo va l or - ob ten i do a )  usar l a . i ntegra l curv i l ínea y e l  
: teorema queda v� r i f i c�do . 

) 1 . 

�-- � i 

• 

' : 

� ' 
Demostra r .q ue ' l � magn i tud d� l a  l ntegrn l .fe (2xy - y ) dx + x2dy , -

es l gua· l  a l .  área de l  d� l n lo  

y se t i en·e l a  i n tegra·! : . ... · :_�---d . . . ..  �-

'Y =j j x_· dA 

R S : ( 

Zb - )( r a � 
J . 

b • . . 

- )(. a . 

� -� ¡. . : ,. :. � ·. : ., 
i ; 1  

: - - · :· 
· ·. i • 

. .  · 

- · ·
. 

;. · . . , ,  

' , ,  
' ' , . , 

. , 
: 1  • ; �·.:· .  _ .:.. ; ....:_ _· _ .; ._ ._ __ - � � - -� _-_ _ _ _: _  � 

,--: · 
' ! :  

,. :· 

:� . ·) . � 
. 

. � . 

i •. 
- � .i ._ -

. '· ., .. 

'h . . ¿ �  ... . , 1'" J; 

2 .::_: �-:,_ E���·�:�:J 
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XA:< I �!OS Y MIN I:-lOS PARA FUNCIONES DE VOS O HA3 
. VARIAB:.I:S 

5 9  

i . 
03JETIVO í . ... . 

a . Z . E ::a u d i a r  e l  s u b t cr.¡a 1 8 . 5  ( pp . 9 5 4  a 9 5 8 )  - 

ci e l l i b ¡o Ci l c u l o  I n f i n i t e s ima l y Geome t r l a  
A n a l i t i c a  d e  Thomas G .  B . ; y e s tud i a r  en  e l  

c a p . !l·· la p .  1 6 4 y fos p rob lemas resue l tos  
d ¡• l  ? O  a l  Z 3  e n  e l  ! i h 1·o C 1i l c u l o  S up e r i o r  -

( k  S p i e g e l �1 . R .  

j 
L • 

¡ 

a .  3 .  Ana l i  z n  r l o s  e j emp l o �· d e  l a  gu í a .  

a .. 4 .  íh: s o l v e r  l o s  e j e r c i c i o s  d e l  g r upo 1 3 . 
Prop·::n'c ionar zü ·� ntu<:!ia n t e  los conceptos re lativos a 

:náxür.<:.s y mínimos para func io!les devarius 'l.'ariab l e s , hac ien 
do �nfa s i s  e n  la im?or tancia de la op t i � i zac i6n de la I nge-� 
:1 i e r· � ;1 . \ · EJ EMPLO 

' � .  

CONT[N 1 0 0 

. V I . l .  De f i n lc i6n de m 5 x imcs y m!ni:nos .· Co�ceptos corre lati-

v o s . 

V I . 2 .  Criterio de la � cg�nd� der ivada . 
V I . 3 .  1'-: étodo d"' lo s m :1 l t i p l i c ado:-es de Lagrange . I ntroduc ..: ..:  

c i é n  a 1 2  progr ; md c i ó n  n o  l i nea l . 

ACTI V I DADES que �omnre�den l e s  inc i so s : 

e .  ;�á.:.: imos y m!.nir::os d e  f u n c i o ne s  de varias varia--

1:: 1. e s . Cr· i t e r io·-;:e- l.a· -seg•.H'lda. c' erivada . 

b .  11érodos de·  los r.1ul t i  p licadort!S de Lagrange para 

máximos y � i n imos r e s tr i n g idos . 

a .  Nd.x ir.:cs y rníni:nos de- fu nc io ne s de vur ias variables . 
Criterio d� la s e gu�dn derivad� -

Dado un problema de o� t imaci6n modelable por una --

func i 5n e xp l í c i t a  de v a r i a b l e  vectori a l : 

D e t ermi n a �  todos s u s  pun t o s  c r ! t i co s . 

Di scrim i na r  por G l  criterio de la se gunda derivd 
¿a . 

1 a . l .  Rev {sar los antecedentes consul tando 16s �a- . 
meros 2 3 ,  3 3 ,  3 5  y 3 6  de la l i s ta d e l  ANE�O 
2 .  R.e v i s ar el tema ir a c t i v idad . a. de esta. · 

gt1 1'.a . 

i·. . Una compai'l fa conc retcra t i ene t r <!S con t rato� para s u r t i r  concreto pr=., 

me z c l ado en e l  es tado <le Tdma u l i pa !. .  S i  l as ·obrar, e s tán l oca l i zuda s :  

1 !  

La segu.nda a 4 kr.¡ ¡ ¡1  Or i en t e  de l a pr i me r .t  y l a  tercera a 6 km a l  Sur 

de l ¡,  :> r i mer.l , li\ (;cliTINI'IÍ<1 deseil saber cu:, ¡  e� el pu11to óp t i mo pdra -

l ns ta l 8 r  l .l  p l � n ta . E l  c r ¡ t c r i o  a segu i r  es loca l i za r  e l  pun to en e l  

· c¡ue l -1  suru d e  l os· cuadrados d e  l a s  d i s tanc i a s. d e  l a  obr a a l a  p l an ta 

sea mín i ma . ( v,e r f i !¡ . l 3 ) . 

S0l uc i ón 

S i · se l oca l i z9n l a s obra5 en un s i s t ema Je r e f erenc i a ,  se obt i ene: 

. . : 
y · 

OBRA 2 

X 

'\._ PLANTA DE CONCRETO 

.. .. 
, OBRA 3 { 0,-6) 
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... .. ._ ·- . 6 1  

P r i mero se p l a n teará l a  t ·unción a m i n l m í .1.ar , que e s  l a  suma de l o �  ::ua 
drados d� l a s . d i stanc i a s  de l a s  obras a l a  p l an ta .  Ca l cu l ar p r i mero -
d ¡ ,  d2 y d ! . 

d ¡ - � 
.:!� .. /(x-4) 2 + yz 

P�r l o  Que l a  func i 6 n  a m i n i m i za �  será: 

f (x , y) 

Ahora hay que encon tra� l o s  puntes cr í t i cos , para lo cua l hay que ca l cu 
;-l a r  e l  grad i ente de "f" e i gua l a r l o  a cero, con Jo que se obt iene: 

� 2 I¡x + 2 (x - 4) • o 
d)( 

� a  4y + 2 ( y  + 6) M O 
ay 

Sx - 8 • O ( 1 )  

6 y  + 1 2  - o (2) 

o u e  son dos ecuac i ones l i nea l es óe una so t a  va r i ab l e  cada una . De ( 1 )  

s e  ob t i ene x • 4/3 y d e  ( 2 )  y • � 2 ,  por l o  que e l  punto c r f t lco es 
P ( 4/3 , �2) ; 

A l  a na l i zar su natura l eza por e i  c r i ter i o  d e l  Hess iano , hac i endo e l  de
tcrmi  nante y a na 1 i zar.do su s 1 gno obtenemo s :  

·� : 
1 . ¡ 

·, 

i l 1 .  

j j j 

! () 2 f  . .  
e u -- m  o 

�x3y 

e _ a2 f • 6 
()y 2 

' . .. 
·-;.� 

. ; 

con lo cua l 

H � ¡: . � � D AC - 82 - 36 > o .con A + e - 1 2  > o 

y se con e 1 uye .que 1 a func i ón so lamente t i  ene un mín imo , que es e 1 pu.!!_ 
to (1¡/) , -2) 

EJERC I C I Os . ·  GRUPO 1 3  

1 .  Esta b l ecer los · puntos donde l a  func16n z � -x2 + y� - 3y + 1 t i ene má 

. x i mo5 , m í n i mos o puntos s i l l u ,  i nd i ca ndo en cada caso qué t i po de pu.!!_ 

· to e s  cada uno · d e .  l os obten i dos . 

2, ' H; d l a r  e:l m.ix inio re l a t ivo de la func ión z • x2y (I¡ - x - y ) .  Ca l c u l a r  
e l  va l o r  d e  "z" en e l punto ( 6  , - 1 ) .  Exp l icar y comentar e s te resu l t� 
do en re l ac i ón con e l  a nter ior . 

b .  l·lé todo 4e los_.!llul tipl i-cadc r e s  de Lagrange para má.ximo s y -

minimos r e s t r i ngia o s . 

-

Dado un prob l ema· de <.1p t imi zación mode l ab l e  por una función 

exp l i c i t a  de variab l.e vec t o rial , suj e ta a r e s tr i cciones en 

s u  domini o :  

� 

D e t e rminar to�6s 16s va lo r e s extremos de l a  función 

u t i l i zando el mé todo de los mul tiplicadores de - - - - 

Lag �ange , 

b . l .  Re visar l oi anteceden tes , consu l t ando los ndme

b .  2 • 

r o s  2 3  y 26 de l a li s ta del ANEXO 2 .  
Re v i s a r  e l  tema I I  d e  e s t a  gu f a .  
Es tudiar � 1  s ub tema 1 5 ;  1 1  (pp . 7 8 2  a 790) del -

libro C�lcUlo Infinitesimal y Geome tria Ana l ! t! 
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ca de Thomas G . B . ; y e studiar en el cap 
P· 16 4 Y lo s  pro b l emas r e s ue l t o s  2 4  a 2 7  
l i bro Cálculo S uperior d e  S p i eg e l  M .' R .  

b . 3 .  Ana l i zar los e J' emplos d 1 • , . e a gu�a . 
b .  4 .. Resolver los e j ercicios d e l  grupo 1 4 . 

63 

. .  A . base mayo( + base menor  x a l tura 
2 

En es te case : 

A • [�(a=-·';_· -=2:.:.:;�co=.;s:-=a�)-._+_3::_ ] (x sen a) • o se¡; :  

A •. ( a � xcos a) (x  s ena) ; s e  sa be que A debe va l er 1 0 m2 • Esta es -
. !  l a  res tr i cc i ón que ·se esc r i be . fa c i  ! mente : 

l . ... Se desea ccn :; t ru i r  un c?na l. t r<!pec i a l  de 1 0 m2 de área ;l .l bre y recu 
b l er to d e  concreto como se ve en l a  f '1 gu ra 1 4 · . Determ ina r sus d l •-mens i cnes pa ra que e l  recub r l n1 ¡" en to • sea ... rn 1 n J mo .  

fi,gura 1.4 

So l uc i ón : 

1 

Sean l as d i mens i ones a busca r como se ve en .1� f i gura ·JS .  

Figura 15  

As t ten i �ndo que el  área. se def i ñe. fác i !mente por :  

· · ::.,. 
·. 

\ ·\ 

\ 

. � . 

: !  1 
. ! r ! ; 
1 
¡ 

. ! 

: : ! 1 1• •· . 4 
' . ··; 
• 1 . ,  
.

.

: j 
· ¡ 

t .  

A e ( a  + xco� a)  (x  sena) � 1 0  • O 
Por otra pa rte se ·es tá ob l i gado a re<!•.!c i r  l a  l ong i tud de recubr i --
m i en to ,  es to es : 

t :  2x + a ( m í n í rna ) 

que rec i be e l  nomb� e  de func i ón obj e t i vo .  

La so l uc i ón d e  es te prob l ema se h a r á  po r med i o  de l  mé todo de J os 

mu l t i p l i cadores d e .  lag range , que en forma esca l a f  se e s c r i be :  

L .. R. + )..A 
�6nd� A es el m� l t ; p l i cador  de Lag range , no nu l o .  La s var i ab l es i n  
�epend i en ! c S  �011 X ,  a ,  Ó ;  der i va r  )a expre·s .i 6n d e  lag range respec

·'to a e l ·l as � l gua l a.r a cero : 

2 + �{ �a +  x cos �l . sen a +  xsena{cosa) } • O 

� • .. 1 + >. { xsena} .. o 
(la 

� "' O + t.{ (a + xcosa) xcosa + xsena ( -xsena) } • O 
a a 

y' resc l v.er e l  s i s tema . ,De ( 3 ) , como. >. #  O ,  se t i ene que : 

a �;osa + x ( cos2a ··- .sen 2C{Í "' O .�- · · 
por o t ro .l a do ,  de ( 1 )  y ( 2 j  s e puede i gua l a r >.. ; .· 

- 1  
a ·sen : a  + 2 x sena cosa x sena. 

2.x ' sen a ;= 
. ¡  

· ' 

( 1 )  

( 2 )  

. . .  ( 3 ) 

,, ! ( 4 )  
� 

1 
.. ·::· . " .. . ;: 

. ,  
1 

�on l o  que · re su l ta �  a ;en a + 2 �  señ' 'ci · cos,a . · , ._: :  ..:. :  1 

a + x(2  cos ct -2)' = O 
.. .. . : :· {S) 



.!. ' 

,1 
,, 

2. 

6 4  

d e  (5) e n  (4) , s e  subs t i tuye a :  

( 2  -2cosa) (xcos�) + x (cos 2a - sen2�) � - 0 
que se reduce a :  

de donde : 

1 cos a .. -
2 

a .,: n/3 · 

l l eva ndo este va lor a (4) : 

; + x ( t
-

t ) - o  
a - � • O 
2 2 

2 cos a - 1 • O 

• • • (6) 

- - ; • .  

(observar que l l evando a •n/3 a { 5 )  se obt i ene desde l uego e l  m i smo 
res u 1 tado) • 

Ahora fa : ta u t i  1 i zar es tos va l ores en l a  res t r i cc i'6n :  

A n 
(

a + a ;) - f � )- � �- O 

con l o  que se obt i ene e l  va lor Je"a": 3¡J ¡; 2  .. 10 
4 

Conc l uyendo : 

a ., 2 . 77 
•. 

La l ong i tud de recubr i m i ento de concreto es : t • 3a • 8 . 32 m 
Ver i f i car que efec t i vamente es l a  l ong i tud mín i ma .  Para e l l o  def i 
n i r  o tras d i mens iones que perm i tan obtener un áre¡;---l l b re de 10 m2 • 

Por ejernp lo a "' n/2 , a .. 3 m ,  x .. 1 0/3 m (cana l rectangu l ar) . 
La l ong i tud de recub r i m i en to es : 

65 

-� f . .  Pa ni reso l ver este prob l ema se sug l ere este proced i m i ento: J a )  · def l n l r' ta func i ón _objet l vo ,  en este• caso se t rata de z .jl_L . . ,!:¡.), d�f,l n i r  l _a res t �: l cc �6n como e l  p l ano dado 
e) ut i l i zar la ex.pres ió, n  'iiF • A 'iiG ,  para· olltener e l ' s i stem& .j Í 2x + 4y • A ; 2y + 4x a A ; · 1  • A 

1 
; d )  

fe) 
¡ '  1 

reso l ver e l  s i s tema anter ior , obten iendo 

y • X. "' �1/6 ;  . Z s 1!;-· 

. demos trar que e l ; va l or· obten i do es m fn l mo comparando con otros 
puntos que ver i f'l quen l a  rest r i cc l 6n . 

· i 
iJERC I C I OS .  GRUPO 1 4  

¡ ·t · ' Una caja en forma. de. · pr l sma rectangu l á r  debe tener un vol umen. de 
12 n13 • .. El ma ter l a l · para cons t ru i r  l a  base cuesta $450 . 00 /m� 
m l ent_r�s que e l : rn.a teda l  pa ra l os l ados cues ta � $ l.SO-.OO/m2 • tQué d i  
mens-t·ones debe tener ·para qJc e l  c?sto sea mfn imo7 LCuál es d i cho 
costo? ( ut i l i zar mu l l l p l i c�1dores de Lagrange) . 

Determ i nar l as d i mens i ones de l  para l e l epípedo rectangu l a r  de vo l u-
men máx imo que t i ene . tres dtl sus caras en l os p l anos coordenc:1dos , -
un v�rt l ce en e l  or i gen y otro vért i ce en e l  pr i mer octante sobre 
' e l  p l ano 4x + 3y + z � 1 2 .  

i--� ·. 
; t: --��. • 1 ; 

t = 3 + 2 C�) = 
2� = 9 . 67 m >  8 . 32 m 

1 1 . 1 
l : � 

t ¡l._ . · 

' (·.·:.;; , .. 

'.' ":.:: 
: ;: 
_, i/ 

Se conc l uye que las d imens i ones obten rdas son l as que conducen � 1  
mfn i �o de rec��r i m l en to� 

.Encon tra r el p!Jn to de· menor cota • de la curva de i n tersecc i ón de la 

· superf i c i e z .. ( 3 7/6) + x'2  + y 2  + 4xy y e l  p l ano · x + y + z ""  6 .  

1· i ' 1  
1 

, ; 

• !� -

; ! 
� _, . 

· , _ . 

· ' 

_ ¡ _ 
1 :  

.. : ¡_ - -
. 
._ ---� )_ ' 
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PRUEBA DE AUTOEVALUACION 

Oeternri nar l a  ecua c ión de l a  SUP¡?r,fi c i e  que ti ene con1o d i rec.t r i z  la  
curva X' " z + 1 ,  y = z z  � · 2z + . 1  y c uya generatriz es pJ ra l el a  
a una recta f i j a  de. números di rec tores ( 2 , 1 , 1  

H;; 1 l a r  l a  der i vada de l a  fu n c i ón U = xz - 3yz + 5 en el pu n to 

rn ( 1 ,2 , - 1 )  en l a  d i rec c i ón que forma áng ul os i gua l es con todos l os 
ejes coordenados . 

. .... í_· 

, g, ¡ ! 
! 
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SOLUC I ONES DE ,LOS EJERCI C lOS 

_f GR.UPO 1 .  
¡ 

; 
. ' 

.. 

1 .  F.n es te caso s e  t ienen dos d i �ectr l ces , que �on l ás parábo las  

con vért  i �e en e 1 o r i gen que  pasan por P y Q.  Para 'la d i  rec
tr i z que· pasa por P se t iene l a  ecUac i�n de co�d i c i 6n ci2 • 48 

y �a-ra 1� que pasa por : Q  l a  ecuac ion de cond ic ión es 132 • 8 .  

2 . •  : 
' ' 

· . La ecuac i 6n de la  super f i c ie es �� + E .  z .  
4 .  1 

' 
Lá ecuac ión:  de l a  terraj a es una h i pérbo l a  en e l  p l ano yz . C.:; 
naci endo la ecuac i 6n gP.nera l de una de es t?s curvas y sab ien-

Determinar e l  ') r.'l d i ente de � · ·  t•2 cos  e en coordenadas es féri cas • . . . l ! :  · 

. i· 
' 

.do q�f pa &a .por los  puhtos P y Q se pueden d�term i na r  l as ---
con s tan t e s  que fa l ta n . · La ecuac i611  de  l a  superf i c i e que se 

· genera es : x2 + z2 - Y� . =  36 que es un h i perbo l o i de de revo--Un campo e s tá engendrado por una fuerza de m agn i tud con s tante F , .  �
que t i ene l a  d i recc i ó n  del s �m i �j e  pos i t i vo OX . Ha l l ar e l  trabajo _ 
de d i cho campo , cuando un punto mater i a l  d e s c r i be , en e l  sentido de 
l as agujas del re l oj , el c ua rto del c ' rcul o x2 + y2 = r2 qu� se en
cuentra en e l  primer cuadra n te . 

Ha l l ar el vo! umen l im i tado por l as Sl! perfi c i es 2 a z = x2 -1: y2 
xz + y2 - z2 a z  , z = O .  

Entre todos l os triángul os d e  pedme'tro igua l ·  a 2p hal l ar e l  qull - 

t i ene mayor área . 

. · . .  

1 :  

f . ' 

. 4 
1 
i .  
1 . : • 
r 
1 ' 
1 ; ' 
! 
1 ! 
i . .  
r 
1 i .  
1 ;  
l ! : 
l ' ¡ · · · 

l 
:· . 

3 .  

l uc i ón d e  u n  m·anto.  · 

la ecoac i 6 n  de l ;;i  c i rcu�ferenc i a es· de l a ·  forma 
. (x - h) 2 + · (y -· k) 2 . .. i-2 eh donde h , ' k  son l a s  coordenadas de l  
centro.  la· ecuac ión  de  cond i c i6n  es  (a · - 1 ) 1  + {6 - 3) 1 .• 4 .  
F i na l men te ; · l a  ecuac i ón de l  c i l i ndro os 

( 2__-= · � \� ( -� - 3)2 
(2/3) z r,- . ( 1 /3} 2 . 

. GRUPO 2 �  . ' 
·� , . . . 

.l . a .  E l i psoide  con centro eri e l  or i gen , sem i ejes  a ,b ,c ,  en x , y , z  
respect i vamente . 

b .  ·.H i perbo l o ide  e l ípt i co . de un manto , centro en e l or igen . 
c .• Cont e l Tpt l �o ,  vér t ice en · e l  or i gen ;' ej� .de � ¡:metda e l z .  
d .  · Parabo l o l de · e lf p t l co ;  vér t i ce e n  e l  o'r i gen ; a b r e  hac i a · l as z 

'! pos l .t i vas s i  e > o  y hac i a l a s  z negat i vas  s l  e <  O .  
e ,  Pa,r d e  rectas que pa san por e l  or i gen d e  pend i entes s lml!tr lcu 

. i 
1 
r -

1 ' 1 
: 1  

' 1 ' 1 ' 1  



. , . . 
"' 

-(. .' 

� 

/ 
\ -� 
i · ¡ . 
·' � 

.,. " 
\ ' 1 
J :t � ,�, =;: J 

l , 
-�· 
j -� :¡ 
i· �-
f)j=. 
{ 
l •· 

i i ,, � 3 ·� il · � 

1 
·-
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respecto a l os ej es x ,  � ·  

b . 2 .  S e  t ra ta de ' una cuád r i ca con cen t ro .  Determi nando sus t razas . 
con l os p l anos coordenados y s �cc l ones con p l a nos para l e l os - · 

a l  p l a no xz se puede d i buj ar l a  s uperf i c i e  que es un h i perbo
l o i de e l f pt l co de un mar.to. 

GRUPO ) .  

l .  
j 
í , .  

el 
d) 

a1 ,. {_a • T}T donde T es el vec tor tangente� a r ; 81 • i 

+ a  
· T , . ' 

¡a-¡ ... 1 s  

GRUPO 6 .  

· J . r(s , t) • x(s , t ) J  t z (s , t ) k 
7k p l a (l()  tangente 2x .. 1 7y 
� - • .  .L:!:_l 

-2 . 1 7  

Record a r  que ·Ñ • 

z + 4 
7 

ar ar - x -
a s  a t  

t • 1 ,  s • 2 ;  N � · -z r  +. 1 7J + 

7:r. + '98 O .  Rec ta n<•rma l 

P r i me ro ver i f i ca r  que ambos t i enen como común e l  pvn to 
(2. , -3 , 1 )  y despu¡;;s proba.r que 1 �  g rad i en tes de amblls � Jpe r(!_ 
e l es son p a ra l e l os .  Las s uper f i c i es sT  son tangen�·es . i ;, GRUPO ]; 

' 2 . E l  á r ea de la é l l pse es . A  • Tr ab "en donde a ,  b son sus !lem l -

ej e s . U sa ndo d i ferenc i a l es se ob t i ene e l  e r ror • 0 . 1 37 m' . 

GRUPO 4 .  

l .  La máx i ma pen d i en te es 15 en l a  d l recc i 6n del vector 

(2 i - J)· / 15. La var l a c lf>:1 en ·-ta G-4-eccX ón de P a :¡ e:J 

,¡ i . 
;· i : . 

1 .  

. 1  

Expresar V· • V ( + V  j X y 

tr l c l a l  I nd i cado .  

a) .  ro t V . . ( (l2h ·
·
k ·-.-

. v  ayax 

b) d l v  v . •  '-k -. -..:. ( ;¡ 2,h 
. ' .· . . X (lit,� 

' 

+ k '  
X 

k y 

v obte�dos de'! producto tria y 

íF'h) k · . .  
(!y(lx 0 2·�) 
(ly 2 ' 

-J 15 15 . • .  ' 
� . 2 .  x .. xo Y .- � Yo . . . z .; zo 

- - - - �-· ' Ecuac l 6n de la ri!cta ·buscada :  

2 .  
. ' 

Con s i derar que w •  f ( r , :; )  en donde ;. "" "X : +  a t ,. s. • y '+ bt y 
. . - . -�-- . . ..... 

ca l cu l a r  l as der i vadas que I n terv i enen usando l a  reg l a  de lil' 
c�den a .  La expres i ón se ver i f i ca . 

GRUPO 5 .  . .  

¡ ' . 

' ' 

1 .  e) Expresar : i ' r • x l  +. yj + zk y obtener lvl • · ¡ ¡:-¡ .i b �- 2. , , ·¡ · 
·: : .. . 

' 
t 
¡ · .  

! . . . • :  

. . 'i 

_ 1 • • 

.b) .a · • ;. ¡ a  sen3tl 18 �os3ty ... , . ; 

' donde Ñ •• N . ; X 1 + Nyj .,.. N 
:z 

superf l c l � t •· : Ñ2 v�i:to r  

Ñl .. 6 1  + ; 4J ... 1 ?. k . . 

,x - .3 : .. .  :L..:2 
-l¡ . 1 2 ' ;  

. , ' ; _ · ,  

Ñ2 

�· - -· - ·-- - - - - __:_ - � 

k - Ñl 

norma l 
- 6 1  + . 

N 
X 

X 

a 

.Ñ2 

l a  

l¡f . 

N 
y 

N z 

Ñl vector norn\8 1 

superf i c i e 2 .  

ti - - l¡ f + 1 2j .  

. ,) 

( 

6 l ll  
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GRIJPO 8 

1 .  Expresa rJF 

2 .  T ... F .  dr 

dr en térm i nos de x ; T ._..!3,{0 _ x25en x dx; 
1T2 

Expres1.1r lo  erf térm i nos de t;  

!21T 
T � 8 d t  , 

o . 
T = t 61r 

' 1 1 •• · 

GRUPO 9 

l .  a)  V� � (3x2 + 6y) l + (3y2 + 6x) j .  · Observe �ue 
d� = V<'J • dr, por lo qu_e bas ta con factor i zar .  

.. ..  : ¡  

2 .  

b) 
. . ... . 

La--integ r a l  va l e  cero : e l  campo es conserva t i vo y l a  tra 
yec tor i a  cer ra2a . 

Ver i f i ca r  que )l = 2x2y + y2 + e; además e " - 1 0  •
•

• )l (2 , l )  • 1 

GRUPO J O  •. 

l .  

2 .  

3 .  

' 1 :  ' .. , : 
.11 1 transforma r- a coordenadas ;¡o l a res se t i ene .l a· I ntegr a l  d i '-
recta Jer 2

rd r ,  óel t l po J u ··· . , a 2 · . 
e d�r .  · 'La I ntegra l  va l e  1re 

Conv i ene una reg ión en x ,  y ,  
o 2 y 2 1 -- x ' }  . V ..; 1 

- . 1¡ 
Usese de- pre fe renc i a  un� �o l a  i n tegra l - para - -

o < e < 2 1r 

.. ··· � ' i : 

' 
! l. ·i' · _! 

,· -: 
or ' 

. i 

. 1 _ . ' 
. ' i -

_,. · . (' 

. . 1 · ¡  1 · .  ! · · 1 ; . 

f ,, ! 
¡ 

'! 

� � ., .¡ ,; · 
i :¡ 

.- !: ' ;1 
; !  
1 ;i 
j · !. 

! , . ' 1 1 
¡, l 

-

. . 

: 

J I  
• ¡-

GRUPO 1 .1 .. .. 1 

1 .  Ve'r l f l ca r  que l a  d J fe renc l a l  .de superf i c i e  es 

· , ds ·' I dxdy · 
' 2  

2 . .  La d'l ferenc l � l' � s  ds  • (2 dxd:�: , conv i n i endo l a  trans formac 16n 
de �coordena�� s ._

po l ares . : S • 2 1 .-'Í  1r u 2  

GRUPO t 2  1 .  

·-: 1 . •  

1 .. .. • 

; ... . ,� . ..... 
Ap l icar e t: t�orema de Gteen ; se ob t i ene . l a  I ntegr a l  dob l e  ' 

f-r · dA .: )R . ; .. ' . · ¡ _ 

GRUPO 1 3  

' 
1 .  · P � (O , l , .,. 1 ) , · puntC? s i l l a . P 2 (0 ,-1 ,3) , rriá� l;oo , 

2 ;  

.. 

· ,  

.•. ' 
j ¡ 
1 

Las coordenadas . del- m,áximo relat i vo son. x • 2', y ;, · 1 y el 
va lor de la func ión en ese punto es  _)1_ • _lt  • • 

-

. E l l(a lor de . ; l a  func ión en e l  punto (6 , - 1 ) es z ( Eí , - 1 )  . 1 
36 > z H 

lt (máximo encontrado es r e l a t i vo ;  puede haber otros puntos de 

m;3yor cotá ; pe ro en este� ca�o no hay o t ro punto . a l rededor del  . , - - � 

cual , todos los  puntos tengan cota i nfer ior . Nótese ad�n�s 
que , . en 'x·: .; O (eje y) ambas der i vada:; parc i a l es se anu l a n ,  asf  

· como e l  hes� iano ;  todos l os puntos de l . �j e· "y" t i enen l a  m i sma 
. �o ta �(z • O) y por l o  rüsmo ; no es pos i b l e  hab l a r  de máx i mo  o 

nií n i mo  rel a t ivo .  



GRUP.O 1 4  

1 .  

2 .  

Ftmc rón 

costo -

x • 2m ; 

X 1 , 

. ·' 

obj et i �o :  i F  • �yz - 1 2  • O ¡  Res t r l �c l �n . . . . � 
(costo base) xy + 2 (cos to· l ados ) 'fz + ,  2 (cos to l ados 

y • 2m ; . : z • 3m . Cos t? mín i mo
'
. $5 ,4000 .00 

. y - 4 ' z ....,._!t - --· J._ · · · l 

· ·. ·  
i ' ¡ · ·  

:_ ¡ 

-... . .  
.. · . 

.. ... 

' 

• 1 
: i 

¡ .  

. .. · ' '  

, ,  
1 .:· · 

• 1 . :¡ 

\ xz' :� ' . 
!. : f '  

. . • 

·· '  
¡ .  

, ¡  

! . ' 

_' . .• 

·; ·· · 

. 

. i : 

\ 

_ .. . .... :--.... _ 

4 ..... -... .._ ..... . 

SOLUCIONES DE LA PRUEBA DE AUTOEVALUAC I ON 
·- -

1 .  x 2 - 4 x z  + 4 z 2 3x  + 7 z  - y + 3 .. o 

2 .  - '(31 3 

3 .  • ( 2 r  e ) "' V� ; c.o s .e r 
- ( r s e n  e � e 

4 .  T .. . F ' r  

5 .  V • 
na 3· . 

3 - -' 

6 .  l' r  i á n g ui ·o e q u i l á t e r o 

- --.::�:�:- :-::;;.:.....:._�-.1�: · .. ::..__-:....:;=.�::�.� 

' 4• --: · · ·-· 

' 

·, _ 
< 

l.�.�·�- - ,_ . . 

• 
1 1 

; . i 
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5 .
. 

� -
7 . 
8. 
9. 
10. 
1 1 .  
1 2  . .  
13. '  

14. 
15 :  
16. 
17.  
18.  

19 . 
20 . 

: 2 1 .  
2 2 .  
2 3 ,  • 

. . . 

• 

� -· . .  

C'.· :-··· 

2 . ' 

LiSTA GENERAL D[ ANTECEDENTES 

PREPARATORIA 

Geometría ana1 i t i ca pl ano : punto, recta , c i rcunferenc ia , el i pse , 
· par�bo l a ,  h i pirbo l a ,  el pl ano cartes iano. 

Dis<.,us ión de .. una. :u_rva--pl ana . 
Factorización de polinomios con productos notab l e s . 
Trigonometría plana . 

.. -

CURSO DE CALCULO D I FEREiKIAL E I NT EGRAL 

Domi ni l y recorrido de una funci6n esca l ar de varí.ab l e  esca la,r.  

Conjun �os , i:1 t.erv a l os y ctes i gua hfades .  

Oer"iva.:a ord i r.ari-a de fur.ci6n <'sc�; l a r  de variabie esca l ar .  
Interpre ta c i ó n  g�om�trir.a d e  l a  der i v él da o rd i nari a .  

Interpr ·etar:: ión f í s i ca de l a  derivél.da ordinaria . 
Recta tangente y rect� normal a una curva . :  

Angu l o �entre curvas .  
I ncremento y d i ferenci al de funci<lnes escalares de variab1e rca1 .. 

Valore� absol u to y rel ati vo de los errores en e l  c� l c�.: l c  aproximado 
de.-funr i ones . 
Func i ón compuesta . 

Longi tud de arco de curva . 
DerivaÍia , d i ferenc i a l  e i rÍcrrmcntq de ·f�.;nc ion>?s com¡n.t:!s ta s . 
Derivación suces i va de fnnc ·i ones ··�scdl ues de variab1e escai o r .  
I ntP.gra l ordi na r i a  d e  funci ones escal ares d e  variable rea l . 
L imi tes de i ntegra c i ó n  e i nterva l os .  
Propi edades de l as .i nt�gra l es .  
Apl i caci ones de l a  i ntegral ordinar i a .  
Métodos d e  i n tegrac i ó n .  
'
Máximos y mfnfmos de funciones escal ares ce va�iabl e  rea l . 
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CURSO DE ALi;tBRJ\ ,  y· Gi::01·1ETR IA  AN.AL I T ICA .•. . 
,, ¡ ' ¡  

Números d i rectores de u n  vecto r.  
Ecua c i ón ca r teJ> i ana y vec toria l de1 p l a no . ·  ¡ · 
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Expr�s iones ma tri c i a l es , 
suma � producto . 
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Para el estud i o  de es.tos. a ntecede�tes se sug i ere ' uti J i zar l os a pun�·. · 
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