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Este material tiene por objeto orientar a los estudiantes que desean 
prepararse para presentar examen extraordinario de la asignatura Es
tática. 

La guía está destinada a los alumnos que ya han cursado 
ra y que poseen ciertos conocimientos sobre la materia. 
PRETENDE SUSTITUIR A LOS CURSOS REGULARES, sino mejorar 
ci6n que el estudiante haya adquirido en ellos. 

ESTRU:TrnA DE lA GUIA 

la asignatu
LA GUIA NO 

la prepara-

De cada tema del programa vigente de la asignatura se seleccionaron 
los conceptos fundamentales agrupándolos en bloques. 

Cada uno de estos bloques contiene una �� de eoneep�o� con sus 
respectivas referencias para localizarlos en los textos base, que 
son: 

Ferdinand P. Beer y E. Russell Johnston, Jr. 
MECANICA VECTORIAL PARA INGENIEROS ESTATICA (TOMO I) 
McGraw-Hill 
Tercera Edición, 1979. 
F. Ocampo Canabal 
MECANICA. ESTATICA (TOMO I) 
Editorial Limusa 
Primera Edici6n. 

Facultad de Ingeniería, UNAM. 
MECANICA I 
Impos Editores, S. A. 
Segunda Edición, 1980. 

Estos textos deberán tenerse a la mano al utilizar la guía. 

En cada uno de los bloques se presentan, además, algunos ejemplo� 

que ilustran la aplicaci6n de los conceptos. 

Al término de cada tema se plantea un conjunto de·p�btema6 pkDpueA 
��. para que el estudiante los resuelva y adquiera con ello la -
práctica necesaria en el manejo de los conceptos_del tema. 

Al final de la guía aparecen los resultados de algunos prob.lemas 
propuestos, a fin de que el estudiante pueda compararlos con las 
respuestas que obtuvo. 

INSTRUCCict-IES PARA EL USO DE lA GUIA 

l. Lea cuidadosamente la lista de conceptos que integran el primer 
bloque de cada tema y estudie secuencialmente cada uno de ellos 
en los textos base, poniendo especial cuidado en aquellos con
ceptos que no haya comprendido o adquirido en su preparación an 
terior. 
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2. Analice detenidamente los procedimientos que se siguier�n para 
obtener la solución en los ejemplos, cerciorándose que ha com
prendido claramente los razonamientos expuestos; esto puede lo
grarse reproduciendo el proceso de solución sin recurrir· al 
texto. 

3. Estudie los conceptos y los ejemplos del siguiente bloque, con 
las mismas indicaciones de los dos pasos anteriores. 

4. Resuelva los problemas propuestos que se plantean al final de 
cada tema; en caso de que tenga dificultad, deberá estudiar nu� 
vamente los conceptos del bloque e intentar una vez más resol
ver dichos problemas. 

La gu�a está diseñada para servir como material de autoinstru.cci6n; 
no obstante, si el estudiante no logra comprender algún concepto o 
no consigue resolver un problema, se le sugiere CONSULTAR A LOS ASI 
SORES DE LA ASIGNATURA, quienes podrán orientarle al respecto. 

SE REQUIEREN SESENTA HORAS DE TRABAJO, aproximadamente, para reali 
zar las actividades que se proponen en esta guía, recomendándose 
distribuirlas en un periodo de tres a seis semanas. Es de suma i� 
portancia que el estudiante programe su trabajo con la debida anti 
cipación y que inicie el estudio de la guía CUANDO MENOS TRES SEMA 
NAS ANTES DE LA REALIZACION DEL EXAMEN. 

La elaboración de este trabajo estuvo a cargo de los señores prof� 
sores: 

ING, PEDRO REYES G!NORI 

I NG, AURELI O ESTRADA SÁNCHEZ 

1 NG, JOSE J, BERNAL M::JNTE/'AAYOR 

quienes contaron con la asesoría pedagógica de la licenciada IRMA 
HINOJOSA FELIX, de la Unidad de Apoyo Editorial de la Facultad. 

FACULTAD DE If'lJENIERIA 
DIVISION DE CIENCIAS �SICAS 

MARZO DE 1984 
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CD FUNJllVrENTffi JI LA M:lflNICA QASICA 

E4.te. .tema. comp!tende un b.toque. Se 4ugú.Jte u:tucüa.Jt .to4 conc.ep:to4 de 
a.c.ue!tdo a. W Jte6eJtertúa.4, a.4.[ como Jtev.{,[,a.Jt .(o.l pltOb.teJII!t6 llUue.t:Co4 
pa.�ta. ca.da. concepto. 

PRII'ER BLOQLE 

,,I.2 MODELOS DE aJERro: FUNTO, PARTIWlA, CUERPO RIGIDO Y CUERFO D!: 

fORMABLE 
Referencia: Apuntes de Mecánica I, páginas 12 y 13 

¡. 3 CONCEPTOS DE CANTIDADES ESCAlAR Y VECI'ORIAL 
Referencias: Apuntes de Mecánica I, páginas 13 a la 15 

Estática, Beer y Johnston, página 17 
I. 4 LEYES DE NEWTON DE lA MEX::ANICA ClASICA. LEY DE lA CMVITA

CION UNIVERSAL 

Referencia: Apuntes de Mecánica I, páginas 15 a la 20 

y ejemplos de las páginas 20 y 21 

Ejenplo 1 

th CXJhete es lanzado al espacio desde la Tierra y, cuando se encuen
tra a S x 107 m de la Luna se desprende de �1 un elerrento l!Odular. 

Sabiendo que en ese instante el nódulo no tiene velocidad y que las 

nasas de la Tierra y de la Luna sen, respectivai!E11te M,_¡.=5.974x1024 

kg y M¡,= 7 .38 x 1022 kg y que la distancia entre anbas es 

d = 3. 84403 x 108 m, deteDninar hacia d6nde caerá y calcular r.:uál s� 

rá su aoeleraci6n, supc:!1iendo que el nódulo en cuesti6n posee una � 
sa m = 2 x 105 kg. 

Solucifu: 

O:m:> en el enmciado no se definen las d!nensiones de los cuerpos, 

de I. 2 canclu:im:>s que el IIPdelo adecuado es la partícula y de I. 4 s� 

berros que se aplicar&l la segunda Ley de Newta1 y la Ley de la Gra� 

taci6n Uliversal ya que se encuentran relacionados los ronceptos de 

nasa, peso y aceleraci6n. 

Conviene realizar un esquena. en el que identifiqueros todos los con
ceptos que intexvienen en el problema, as! caro una lista de los da

tos: 

1 1 
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/-------- __ _g ________ _ -�/ 
1 

l. dl ---' 

·--· -��--� 
dL = 5 X 107m 
d = 3.84403 x 108m 
� = 5.974 X 1024 kg 

� = 7.38 X 1022 kg 
m 2 X 105 kg 

G = 6.673 X 10-11 m3 
kg s2-

LUNA 

Para saber hacia d'Snde caerá. es necesario calcular la fi.Erza de 

atracci6n que ejercen arri:xls cre:rpos celestes sobre el m5dulo en el 

punto donde se encrentra &lte; por lo tantc, se aplicará la ley de 

la Gravitaci6n Universal, cuya expresi6n matemática es: 

F=G � 
d 

La fi.Erza de atracci6n gravitatoria de la :wna es: 

sustituyendo los datos: 

I{L m 
G (d}2 L 

(6.673 X 10-11) (7.38 X 1022) (2 X 105) FL = . (5 X 107) 2 

efectuando las q¡eraciones, nos queda: 

FL = 393.974 kg � S 

La fi.Erza de atracci6n gravitatcria de la Tierra es: 

sustituyendo los dates: 

(6.673 X 10-ll) (5.974 X 1024)(2 X 105) 
FT = (3.84403 X 108- 5 X 107)2 

5 

y al efecblar las operaciones resulta: 

m FT =. 712.978 kg 52 

Al conparar las fuerzas de atracci6n gravitatoria calculadas, se a1:r 
serva que la de la Tierra es de mayor magnitud, consecuent:errente el 
elenentc m:XIular caerá hacia este planeta, cx:n una aceleraci6n que 

se determinará aplicando la eJqJresi6n matemática de la segunda ley 
de N=wton: 

F = ma 

reenplazando los valores de FT y m : 

de donde: 

a= 

712.978 = 2 x 105 a 

712.978 
2X'1Q5 3.565 X 10-3 � 

Cbsérvese la cuantla de esta aceleraci6n, en o:mparaci6n con la ace

leraci6n gravitatoria estándar. 

PROBLEMAS PROPUESTOS 

l. Un alpinista cuya masa es de E .12 kg se encuentra en la cima del 
M::lnte Everest, cuya altura es de 8,839 m S.N.M. ¿Cuál será su 
peso en dicho lugar?. Considerar que la aceleraci6n gravitato

ria al nivel del mar es de 9.80665 rn/s2 y que e1
"

radio terrestre 
es RT = 6,370,000 m. 

2. A qué altura deberá saltar un paracaidista cuya masa es de 70 
kg, para que en el instante en que salte pese 680 kg m/s2• Cbns� 
derar que la aceleraci6n de la gravedad al nivel del mar es de 
9.80665 m/s2 y que el radio terrestre es RT = 6,370,000 m. 

3. Problema !.20. Series de ejercicios de Estática. 

�· 
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0 SISIDVIS IE ll'liDALf.S 

Eh.:te. :Wna. eampJLende. un b.toque.. Se. hugLVLe. utucLiaJL .to.6 eonee.ptoh de. 
aeue.Jr.do a. .ta.h Jte.6Vte.neia.h, M.i. como Jte.viha.Jt .to.6 pJtab.te.mM Jtuue..e.to-6 
pa.Jta ea.da. eonee.pto. 

PRIM:R BLOQUE 

II.3.A ECUACIONES DIMENSIONALES 

Referencia: Estática. F. Ocampo Canabal, páginas 16 a la 
19 

II. 3.B TRANSFORMACION DE EXPRESIONES Y TRADUCCION DE FORMUlAS 

Referencias: Estática. F. Ocampo Canabal, páginas 21 y 22 

Ap1mtes de Mecánica I, página 28 

Ejerrplo 1 

NOITPa Oficial Mexicana NOM- Z -1- 1981. Sis

tema Internacional de Unidades, paginas 13 a 
la 20 

Para calcular el caudal o gasto de 1m vertedor de denasias con des
carga libre, en una presa de almacenamiento, en condicirnes partiC_!! 
lares puede aplicarse la f6rrnula de Francis: 

Q = 1.933 .t H312 

en donde: 

Q = gasto (m3 /s) 
.e. = longitud de la cresta vertedora (m) 
H = altura del agua sobre la cresta (m) 

Investigar la hcmxj('mJ1dnd de dicha expresión, detenninando las di
!lEilsiones del CXX'f1denlL' numfu-iro y traducirla al sistema F.P.S. 

Solución: 

re acuerdt) C'Cll1 1 J. 3.11, procedenos al análisis dinensional de la f6.E_ 
rrula, SUR\ ! \ uymd!) 1ll8 literales por SUS d:irrensiones: 

Q • 1.933 .t H312 

f m 1.933 L L312 

;3 = 1.933 L512 

(1) 

(2) 

7 

Cl:mo las dirrensiones no sen las mismas en el prinero y segundo miem
bros de la ecuaci6n (2), t'§sta no es h::m:lgffiea, por lo cual deduc:inos 
que el roeficiente no es adimensional. 

Para detenninar las dinensiones del coeficiente nurrá-iro lo despeja
nos de la ecuaci6n (2): 

sinplificanCb: 

1.933 = X 1 
T Ls/2 

112 L 1.933 = .-T- ... (3) 

Asf, las dirrensiones de l. 933 

mula. 
quedando harogénea la f6_!:: 

re II. 3.B, puesto que la expresi6n (1) es válida en el SI, para qre 
lo sea en el sistema ingl€s (F.P.S.) es necesario obtener el valor 
del coeficiente nurrá-iro oorrespondiente que , por lo pronto, lo iden 
tificarros con K. 

Q = K .e_ H3/2 

1/2 Cl:mo las di!lEilsiones de la ronstante son L 
T -, quedará: 

en el SI: 

en el FPS: 

m1/2 
1.933 S 

igualando los t€rminos (S) y (6) : 

ft1/2 m1/2 K--= 1.933 --s S 

... (4) 

... (5) 

. . .  (6) 

. . . (7) 

en la expresión (7) transfonnarnos los netros a pies (o los pies a� 
tres) para obtener el valor de K: 

despejando K: 

1/2 K�= 1933 S • 
(3.281 ft) l/2 

S 

K= 1.933 (3.281)1/2 (ft)1/2 
S 

efectuando la operación y sinplificando: 

K =  3. 5 

S 
ftl/2 

�' 

. 

. 
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sustituyendo este valor en la expresi6n (4) tenerros la f6lJ11l.lla de 

Francis aplicable en el sistana F.P.S. de unidades: 

PROBLEMAS PROPUESTOS 

1. fu el cálculo del esfuerzo pennisible para diseñar una oolunna 

rretálica larga es posible aplicar la expresi6n: 

2. 

en aonre: 

f = 1195- 0.0299 (�) 2 

f 
Lyr 

esfuerzo (kg/cm2) 
longitudes (cm) 

Efectuar el análisis dinEnsianal oorrespondiente para detenninar 

las d:irrensiones de los t€Dninos m.Jml§rioos y obtener la magnitud 

de �stos a fin de que dicha expresi6n sea válida en el sistana 

ingMs. 

La siguiente expresi6n relaciona el m:nento flexianante con el 

peralte efectivo de una viga de concreto amado: 

M = 1640 d - 557 

en donde: 

---- - --- -·------, 
� - ---- - - - ---·--

.�. 

1...--------- L_ ------

M =  m:nento flexicnante (lb· pulg) 

d = feralte efectivo (pulg) 

o _ 

CORTE A-A' 

Analizar la harogeneidad y obtener el valor de los coeficientes 

para que en la expresión, M esté en kg • cm Y d en cm. 

3. Probleira II.28. Series de Ejercicios de Estática. 

4. Problel!a II. 30. Series de Ejercicios de Estática. 
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CD'iCEPTOS BASICOS II LA tSTATIC4 

Et.-te. -tema c.on;plte.nd<'_ dot. bLoque_¿, o Se_ t.ug.i.elte u.tw:Lúvt Lo¿, c.onc.ep;t_a¿, 
de ac.ueltdo a w ll!!.teltenc.iat., Mi como Jtev.i.<>M -f.o<� p!tobLemM -'Le.<�uü 
-tot. par._a_ c.aclct conc.e.p.to o 

PPif"ER BLOOUE 

F.efcrenóa: tpuntes de �fecáPica 1, papinas 65 a la 67 
Ul o 3 COMPOSICION Y B..:;C:OI1PCS1 CION f;F rL'Et:7PS 

Referencia: Ppuntes de l'ecánica I, páp,inas 73 a le 76 y 
ejemplo de la página 77 

EjeJ!lllO 1 

D:Js albañiles intentan extraer del suelo una tablestaca aplicanclo 
sus respectivas fuerzas nediante cables atados a ella, CO!!O se llt\E� 
tra en la figura. 
a) ¿Cuál es la magnitud y direcci6n de la fuerza que debe generar 

el ITDtor del JT'alacate para producir el roiSIID efecto que el de 
los albañiles? 

b) Si se requiere que los cables est&l contenidos en el plano Y Z 
¿Cuáles serán sus düecciones a fin de que su efecto sea igual 
al de la fuerza del ITDtor actuando en la direcci6n del eje Z? 

Solución: 

Eh armas pregmtas intervienen los¡'oonoeptos III.l, mientras que re 
III.3 se aplicará la composici6n.de fuerzas para resolver la p� 
ra de ellas y páJ::a la segunda, la desca¡posicián. 
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Dado que se pide una fterza (R) que sustituya a dos conocidas 
(FA y FB), dicha fuerza es la resultante de éstas. 
0::m:> paso previo a la obtenci6n de la resultante, conviene ex
presar vectori allrente a FA Y F 8 : 

FA= IFAI ;OA y 
sustituyendo los datos: 

;A= 1500 [ -i +2j+2k 
J .¡ (-1)2 + (2)2 + (2JZ 

FA=- 500i + 1000j + 1000k [N J 
+ 

Para detenninar el vector equipolente FB , prinero debellos cb-
tener el valor del ángulo a : 

ros a = 11- (ros260° + ros240°) = O. 4040 
a= cos-1 (0.4040) = 66.2° 

El vector equ.:".polente FB : 
... 
FB = 1600 (ros 66.2° i - cos 60° j + ros 40° k )  
... 
FB = 646.3i - 800j + 1225.7k [N] 

la fterza resultante: 
_, ... ... ) R =  FA+ FB = ( -500i + 1000j + 1000k + 

+ (646.3 i - 800 j + 1225. ?k) 
R = 146.3i + 200j + 2225.7k [N"] 

su magnitud: 

¡;¡ = /(146.3)2 + (200)2 + (2225.7)2 = 2239.45 [N] 

y la direcci6n: 

146.3 ros a = 2239_45 = 0.0653 a = cos-1 (0.0653) = 86.3" 
200 cos B = 2239.45 = (l.0893 B = oos-1 (0.0893) = 84.9° 

2225.7 ros y= TIK45 = 0.9939 y= oos-1 (0.9939) = 6.4° 

b) Para resolver este inciso tendrem:Js en ctenta que las magnitudes 
de las fuerzas de los albañiles no varlan, ni la del malacate. 
O::m:> la magnitud de la resultante ya se obtuvo, ¡:ero ahora ten
drá la direcci6n del eje z, su vector equipolente es: 

... R = 2239.45 k 

I:E III.3, saberros que se trata de desCCI!p0!1er una fuerza en dos 
... + 

(FA' y FB•) cuyas magnitudes se conocen. Se debe curplir: 

11 

2239.45k = 1500 (oos aAi + oos BA j +ros yAk) + 
+ 1600 (ros aB i + =s 138 j + oos y B k) 

o i + o j + 2239.45 k (1500 cos aA + 1600 oos a8) i + 
+ (1500 cos BA + 1600 oos 138) j + 
+ (1500 OOS yA + 1600 OOS yB) k 

O::m:> los coeficientes de los vectores unitarios iguales, en � 
bos mienbros, deben ser iguales tanbién, se tienen las siguien
tes ecuaciones: 
1500 COS aA + 1600 OOS aB = 0 
1500 cos J3A + 1600 oos 138 = o 

1500 OOS YA + 1600 ros YB = 2239.45 

(1) 

(2) 
(3) 

Al.ociliándonos de un esquema analizarerros la relaci6n entre los 
ángulos directores de los vectores equipolentes de las f1..1€-..rzas • 

En _el e squema observanos que se cunple: 

cos aA = oos aB = 0 (4) 
(5) 
(6) 

z 

X 
por lo cual tenerros un sistema de seis ecuaciones con seis in
o:5gnitas. 
Sustituyendo �5) y (6) en (2) y des¡::ejando: 

1500 sen YA = - 1600 sen YB 
1500 ros yA = 2239.45 - 1600 oos yB 

elevando al cuadrado anbas igualdades y SU!!éndolas mierrbro a 
mierrbro: 

(1500) 2 lsen2yA + oos2yA) = (2239.45) 2- 2 (2239. 45) (1600) cosyB + 
+ (1600) 2 (cos2yB + sen2yB) 

despejando: 

(2239.45)2 + (1600)2 - (1500)2 0.7431 ros yB= 2(2239.45) (1600) = 

A partir de este valor podenos ccnocer todos los demis ángulos 
que definen la direcci6n de cada ooa de las fterzas: 
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r;r.: 

Dirección de FA 

"A= 90o 

BA = 44.45° 

YA= 45.55° 
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Di.recci6n ele FB 

"B = 90o 

SEGLNOO BLOOLE 

OJOFDENADAS VECTORIALES DE UNA nJERZA; ECUACION VECTORIAL DE 

SU SOPORTE 
Referencia: Apootes de Mecánica 1, páginas 88, 89 y 83, Y 

ejemplos de las páginas 89 y 90 

III . 6 illMENTO DE UNA FUERZA CON RESPECTO A UN EJE 
Referencias: Apuntes de Mecánica I, páginas 91 y 92 Y ej� 

plo de la página 94 

Estática, Beer y Johnston, páginas 81 a la 83 

Ejerrplo 2 

Para dar a la varilla la fonna reqterida en el annado de ooa colunr 

na, qos fierreros le aplican fuerzas cuyas líneas de acción quedan 

definidas por los puntos �(200, -80, 95), B(l50, -70, 90) 

C(130, o, 75) y D(l40, -20, 70) en centi:rletros. Las :rragnittiles 

:�e las fuerzas son FDA = 150 kgf y FcB = 180 kgf. 

a) ¿Cuáles serán las coordenadas vectoriales de anbas fuerzas? 

b) ¿OJál será la expresión vectorial del m:::rre1to de cada fuerza 

con respecto al tra!]O HO? 

! 
e 
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Solución: 

a) !::e III. 5 saberros que las coordenadas vectoriales las fonnan el 

vector e:¡uipolente y el m::nento de la fuerza con respecto al o� 

gen del sistana de referencia. 

�culo de los vectores equipolentes: 

FDA = 150 [ (200 - 140) i + (-80 + 20) j + (95 - 70)k J /(200 -140)2+ ( 80+20)2+ (95 - 70)2 

... FoA = 101.7i - 101.7j + 42.4k [kgf] 

FCB = 180 [(150- 1 30) i + (-70- O )j + (90- 75)k] 
1 (150 DO) z + <- 7o - o)2 + (90- 75l z 

48.4i - 169.5j + 36.3k [ kgf ] 

Cálculo de los rn::.uentos con respecto al origen: 

-:;pA � -+ " 

'''o = r00 X FDA = (140 i- 20 j + 70k) X (101. 7 i - 101.7 j + 42.4k) 

}fA 
= 6271 i + 1183 j - 12204 k o 

MgB = ;ocxFCB = (130 i + 75k) x (48.4 i - 169.5 j + 36.3k) 

� = 12712.5 i - 1089 j - 22035 k [ kgf • an J 

Las coordenadas vectoriales son: 

FDA= �Ol..]i- 101.7j + 42.4k, G271i +1183j - 12204k] 
_;CB= [48.4i-169.5j +36.3k, 12712.5i -1089j -22035k] 

b) Aplicando los conceptos III. 6 obtenerros el =to de una fuerza 

con respecto a un eje. 

Caro el origen del sistena de referencia es tm ptmto que fonna 

parte de HO, con respecto al cual se calcularán los rrorrentos, 
ya se obtuvieron los :rrorrentos respecto a este ptmto de dicho 

eje HO. 

Ahora deterntinam:>s el vector ooi tario �HO que define la direc-

ci6n HO. 
.... �o = - cos 20° i - cos 70°j + cos 90°k =-0.9397i - 0.3420j 

Aplicando la expresión: 

_,. _,. � (� e) e 
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-> 

Cálculo del :riO!lEilto de F0A con respect o a HO: 

susti tuyendo valores: 

t�¡¡0F0A= �627li + 1183j -12204k) • (-0.9397i- O. 3420j >] (-0.9397i- 0.3420j) 

-> -> �O FDA = (-5892.86- 404.59) (-0.9397i - 0.3420 j) 

�o F0, = 5917.7 i + 2153.7 j [ kg f • an] 
-> 

Cálculo del rrr:xrento de Fea ccn respecto a HO: 

sustituyend o valores: 

-+ -> \, ' � 1-\¡of'cB= �12712. Si - 1089j - 22035k) • (-0. 9397i- 0.3420j )j (-0.9397i- 0.3420j) 

.. -+ 
!\!e FcB = (-11945. 9 + 372. 4) (-0. 9397 i - o. 3420 j) 

-+ -+ 1)¡0 F CB = 10875.6 i + 3958.1 j [kgf • cm J 

PROBLEMAS PROPUESTOS 

Prcblernas 3.17-i, 4.14, 4.16 y 4.19. Series de ejercicios de E st! 

ti ca . 

0 ESTUDIO IE LOS SISffi1As If FUERZAS 

U .te .tema eamplLende da.! b.toqu.M. Se ¿¡l.lfl-l.eJr.e u.tu.d-i.alL .(o¿¡ c.onc.ep.ta-5 
de aeu.eJLdo a .f.M Jr.e6eJr.encia.6, M-i eomo Ju¿v�M .(o¿¡ pMb.eemM Jr.Uud 
.to-5 palLa c.ada c.aneep.to. 
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PRII'ER BLOOLE 

IV .1 COORDINADAS VECTORIALES DE UN SISTEMA DE FUERZAS. EQUIVALEN

CIA ENTRE SISTEMAS DE FUERZAS. 
Referencia: Apuntes de Mecánica I, páginas 99 a la 101, 110 

y 111 y ejemplos de las páginas 108 y 111 
...... ,.· }.l/·:'2 TRASIACION DE UNA FUERZA Y PAR DE TRANSPORTE 

Referencias: Apuntes de Mecánica I, páginas 119 a la 122 y 
ejemplo de la página 122 

Estática, Beer y Johnston, problema model o 3. 7, 
página 96 

IV. 4 RIDJCCION DE UN SISTEMA DE FUERZAS A UNA SOlA FUERZA 
Referencia: Apuntes de Mecánica I, páginas 123 a la 125, 129 

y 130 y ejemplos de las páginas 131 y 132 

Ejenplo 1 

En ·un edi ficio de departarrentos actúa el sisterra de f1.Erzas fo:rmad o 

por: 
-+ 

cargas vivas F1 =- 300 k [tf] A(9, 5, 12) [m] 
-+ 

cargas muertas F2 = 7 i + 8 j - 56 k [ tf J B(3, 4, 12) [m] 
f\.Erzas debidas -+ 

al viento F3 = -30 i- 6 j +S k [ q] ¡ C(18, S, 9) [m] 
-+ 

f1.Erzas por sismo F4=25 i+2.3 j+149.33k [ti]¡ 0(0, O, O) [m] 

¿CUáles serán las coordenadas vectoriales del sisterra equivalente al 

anterior, si se requiere que la resultante pase por el oentro geare
trico del edificio? 

--. -

lOm 
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Soluci6n: 

Para determinar un sistema equivalente oon las características <J1.E 
se indican, previarrente se abtendr§n las coordenadas vectoriales del 

sisterra de fuerzas actuante en el edificio, lo cual se lleva a cabo 
aplicando IV.l. 

Gí.lculo de la resultante: 
·+ 4-+. -+ � -+ -+ 

R=EF�= F1+F2+F3+F4= (-300k) + (7i+8j-56k) + (- 30i- 6j +5k) + 
i=l 

+ (25i +2.3j + 149.33k) 

R 2i+ 4.3j-201 .. 67k [ tf J 
Cálculo de los l\"CCIrefltOs: 

M) = r X pl = (9i + 5j + 12k) X (-300k) = -1500 i + 2700 j 
O OA 

-+ -+ -+ M¿, = r0B X F2 = (3i + 4j + 12k) X (7i + 8j- 56k) = -320 i + 252 j -4 k 

M3 = ; X F3 = (18i + 5j + 9k) X (- 30i - 6] + 5k) = 79 i- 360 j + 42 k 
o oc 

-> 

ya qtE la 1L'1ea de acci6n de F4 pasa por el centro de 

m::uentos. 

+ (79 i - 350 j + 42 k) 

R0 = - 174li + 2592j + 38k [�·m] 
Ias coordenadas vectoriales del sisterra original de foorzas son: 

R= (2i + 4.3j - 201.67k , - 1741i + 25 92j + 38k) 

Para saber a CJ1.É se reduce este sistera de f�rzas, efectuarros el_ 

producto escalar de las coordenadas vectoriales del roisrro. 

R · R0= (2i+4.3j- 2ól.67kl·<- 174li +zsnj +38kl= o 

Corro este producto es igual a cero, de IV. 4, conclUÍIIDs que el siste 

na se reduce a una sola fuerza. 

Entre las caracterfsticas de la frerza resultante <J1.E deberros defi

nir, está la ubicaci6n de su lfnea de acci6n, adenás de su nagni tud 

y direcci6n. 

Cbtenci6n de un punto de la linea de acci6n: 

Se supone un punto cualquiera cuyo vector de posici6n es: 

-+ 
r=xi+yj+ zk 

• • •  (1) 
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sustituyendo en (1) los valores correspondientes: 

(xi + yj + zk) X (2i + 4.3j - 201. 67k) = -1741i + 2592j + 38k 
(-201.6?y-4.3z )i-(-201.67x- 2z)j + (4.3x-2y )k= - i741i + 2592j + 38k 

en esta eJ<presi6n igualarros los =eficientes de los vectores uni ta
rios correspondientes: 

-201.67Y- 4.3z = - 1741 

201.67x + 2z = 2592 

4.3x- 2y = 38 

Y al despejar z de las ecuaciones (2) y (3): 

--201.67y + 1741 z- 4.3 
2592 x-26I":67 

2 
201.67 

X - 12.85 
-0.0099 

z = -201.67x + 2592 
2 

1741 y -� z - o 
-4.3 = --1-

201.67 
y - 8.63 - z- o 
0.0213 - -1-

(2) 

(3) 
(4) 

a partir de la ec uaci6n sinétrica obtenida se detennina el punto 

P(l2.85, 8.63, O) por donde pasa la lfnea de acci6n de la resultante. 

Caro se requiere que la resultante pase por el punto Q(9, 5, 6) , 
aplicarros los conceptos IV.2. 

Cl:Jtenci6n del par de transporte: 

QP = 3. 85 i + 3. 63 j - 6 k 
+ 

QP X R= (3.85i + 3.63j - 6k) x (2i + 4.3j - 201.67k) 
+ 

QP X R =- 706.26i + 764.43j + 9.3k 

o sea <JI.E el par de transporte necesario para que la resultan te pase 

por el centro g;=arrétrico del edificio, tiene = vector: 

¡;¡= -706.26i + 764.43j +9.3k 

Por lo tanto, el sisterra equivalente está formado por una ft.Erza y 
un par cuyas coordenadas vectoriales son: 

FUERZA 
+ 

R = (2i + 4. 3j - 201. 67k , -1034. 74i + 1827. 57j + 28. 7k) 
Magnitud 1 i 1 = 2o1.13 [ tt] 
Direcci6n [0.00989 , 0.02129 , 0.9997] 

Posici6n Q (9, 5, 6) [m J 

PAR 
+ + 

m =  (O, - 706.26i + 764.43i + 9.3k) 

Magnitui 1 ; 1 = 1040.79 [ tf · m  J 
Direccifu [- 0.6786 , O. 7345, 0.0089 J 
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SEGLl'liXJ BLOQUE 

IV. ó REDUCCION DE UN SISI'IMA DE FUERZAS A UNA FUERZA Y UN PA.'< NO 
COPLANOS. F.EDUCCION CAAONICA Y EJE CE!\ITRAL 
Referencias: Apuntes. de Mecánica I, páginas 137 a la 140 y 

ejemplo de la página 141 

Estática, Beer y Johnston, problema modelo 

1.10 página 111 

Ej�lo 2 

lh soporte, cuya forma se muestra en la figura, se encrentra sorreti

do a la acci6n de dos tensiones qua le transroi ten dos cables sujetos 
a él. ¿Cuál es la expresi6n can6nica del sistema de fuerzas y d6nde 
se localiza el eje central? 

1.2 kN 

Soluci6n: 

En la figura se observa que las des fuerzas se cruzan, por lo cual 

en su reducci6n se aplicar§n los conceptos IV. 6. 

Cbtenci6n de la resultante: 

_.. _,. ... 
R = yl + y2 = l. 2 (- cos 60° i + cos 30° k) + l. 5 j 

... 
R = -0 . 6 i  + l.Si + 1.04 k 

1 R : = 1. 9214 e kN J 

Cálculo del m:mento resultante: 

� +� �� � 1\l = � + !{¡ = (-30i + 20j) X (-0.6i + 1.04 k) + 0 
.... 
Ro=20.8i + 31.2j + 12k [kN· anl 
R. Ro= (-0.6i + l.Sj + 1.04k) • (20.8i + 31.2j + 12k) = 46.8 ,¡o 

OJ!lO se habfa previsto, el sistema se reduce a una fuerza y un par 

no coplanos (m:::.!i.:or o wrench) .. 
?rocederros a efectuar la reducci6n canoru.ca. 
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Ecuaci6n del eje central: 

donde: 

r=xi+yj + zk 

_,. _,. 

).-R·R0 
- m 

+ 
_.. R 
e= l � l = - 0.3123i + 0.7807j + o.5413k 

(xi. + yj + zk)x (-0. 6i + l.Sj +l. 04k)= (20. 81 + 31. 2j + l2k)- 1.�6218
4 (-0. 3123i + 

+ o. 7807j +o. 5413k) 

(xi. + yj + zj)x (-0.6i + l.Sj + 1. 04k) = (20. Si+ 31. 2j + 12k)- (-7 .6li + 19. 02j + 

+ 13.18k) 

= 28.411 +12.18j- 1.18k 
(1.04y -l.Sz)i- (1. 04x + 0.6z) j + (l.Sx+ O. 6y)k = 28. 41i + 12.18j -1.18k 

igualando los coeficientes de los vectores unitarios co=espondien
tes: 

1.04y- l.Sz = 28.41 
- 1.04x- 0.6z = 12.18 

1.5x + 0.6y = -1.18 

despejando z de las ecuaciones (1) y (2): 

(1) 
(2) 

(3) 

?., = 1.04y- 28.41 
1.5 z = 1.04x + 12.18 

- 0.6 

X +  11.71 =y- 27.32 _ Z- 0 -0.5769 1.4423 - ---1---

un punto del eje central es P (-11. 71, 27.32, O) [ an J 
re los resultados obtaridos se concluye que .  el sistena se reduce a 
una fuerza Y un par Il1ÍninD cuyas CCX>rdenadas vectoriales son: 

FUERZA 
_,. 

R = (-0.6i + l.Sj + 1.04k , 20.8i + 31.2j + 12k) 

Cuya posici6n es P (-11. 71, 27 .32, O) [ aiJ. J 
PAR MlNIM) 

m= (0, -7.61i + 19.02j + 13.18k) [kN·an] 
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PROBL..fi'1AS PROPUESTOS 

1. Problemas 3.66 y 3.92. Estática, Beer y Johnston, páginas 100 y 
117. 

2. Problema 3-A.6. Estática, F. OcanpO canabal, página 77. 

3. Problema 5-14. Series de ejercicios de Estática. 

4. radas tres fuerzas y dos pares: 
·> 

pl = 3i + 4j + 12k [ lbf] A(-4, 3, O) pies 
+ 

p2 = 4i - Sj -7k [ lbf J B(-4, -3, O) pies 

p3 = -6i - 7j - 2k [ lbt] C(-2, O, 2) pies 

;;;l Si - 4j - 4k [ lbf ·pie J 
¡;¡z = 3i + 2j + 5k [ lbf ·pie J 

reerrplazarlas por un sist.ena de fuerzas equivalente que actúe en 
el punto Q(1, 1, 1) pies. 

0 HlliLIBRIO OC LOS SISfrn\S If FUERZAS 

EM:e. .te.mo. c_omplte.nde. do¿, bloquu. Se. ¿,ugúJte. u.tw:Lúvr. loó c_onc_e.p.toó 

de. ac_ue.Jtdo a .l'.a6 Jte.f,e.Jte.nc.hu., aóZ como Jte.v.WM loó pMble.maó JtUue.i 

.toó palttt cada conce.p.to. 

PRIMER BLOOUE 

V. 1. A DIAGRAMA DE CUERPO LIBRE 

v.z 

Referencia: Apuntes de Hecánica. I, páginas 45 a la 4 7 

LEYES DE LA FRICCION EN SECO 

Referencias: Apuntes de Mecánica I, páginas 36 a la 44 

Escática, Beer y Johnston, problemas rrodelo 
8.2 y 8.3, páginas 312 y 313 

V.3.A ECUACIONES VECTOF�� Y ECUACIONES ESCALARES CAR1éSI�� P� 

RA EL CP.SO GENERAL .DE EQUILIBRIO 

Referencia: Apuntes de Mecánica I, pá¡r,inas 143 y 144 

Ejenplo 1 

En la figura se ilustra un muro de retenci6n fonre.do por dos cuer-
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pos, el inferior de JMrrpOster!a cuyo peso es F5 = 168 tf y el supe
rior de concreto cicl6peo, cuyo peso está representado por las fuer
zas F3 = 70 tf y F4 = 212 4. El relleno carpactado ejerce so-
bre el cuerpo superior una fuerza F1 = 128 tf y sobre el inferior 
Fz = 96 tf , = se rrruestra. Cbnsiderando que el muro se encuentra 
en equilibrio: 

a) ¿D.Jál es el valor del coeficiente ele fricci6n entre las superfi
cies en contacto de ambos cuerpos del muro? 

b) ¿Cuál es la magnitud de la fuerza horizontal F6 que opone la � 
queta? 

e) ¿A qué distancia de B se localiza la reacción nonre.l del st:elo? 

Solucifu: 

Previarrente al desa=llo IT'atenátioo del problema efectuarros los dia 
gramas de cuerpo Íibre a que haya lugar, oon apego a V.l.A. 

y 

16m 

_j_ 

a) r:edo que el sist.ena debe ena:ntrarse en equilibrio, se aplicarán 
1� =ceptos V.3.A. Se establece el sistana de referencia y se 

calcula el ángulo e: 



,_...,...--�----------- --- --- -
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= 0: =tan-! (i�) = 53.13° 

E = 23.13° + 36.87° = 60° 

rFx = O Fr¡ - 128 oos 60° = O Fr¡ = 64 tf 

J:Fy = O N¡ - 70 - 212 - 128 sen 60° =O 
Para obtener el coeficiente de friccifu se aplican los concep

tos V. 2. 

Fr¡ 64 
V = N

= 392.85 \! = 0.163 

Eh la verificación del equilibrio del Cl.Erpo es necesario qtE la 

sum::t de los m::xrentos de las fuerzas, con respecto a un punto, 

sea cero de acuerdo con V. 3. P. .• 

'l\::rnai!Os m::xrentos con respecto al punto A: 

l:MA=O; 
392.85 (a) + 128 cos 60° (4) - 128 sen 60" (11) - 212 (6) -70 (1) o 

a=5.87m 

qtE es la posición de N¡ para qtE el cuerpo no vuelque. 

b) Fealizarros el diagrama de cuerpo libre de la parte inferior del 

muro: 

caro: 

J:Fy =o 

Fr 
v = N 

l:Fx = O 

N1: 392.85 t, 

.-1 ¡4m 

N2 - 168 - 392. 85 - 96 sen 10° O 
N2 = 577.52 q 

Frz 
0•25 = 

577.52 
Fr2 = 144.38 � 

F6 + 144.38 - 64 - 96 oos 10° = O 

F6 = 14.16 tf 

el Cerro el ClErp0 está en equilibrio la suma de los m::xrentos de ter 
das las fuerzas que aetllan en él debe ser igual a cero: 

tMs = o ; 577.52 (e) - 14.16 (4/3) - 392.85 (5. 87) + 64 (4) - 168 (7) + 

+ 96 cos 10°(2) - 96 sen 10°(14) 

de donde: 
e =  5.68 m 
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SEGLNIXJ BLOO.l.E 

V.l.B TIPOS DE APOYO 

Referencias: Apuntes de Mecánica I, páginas 54 y 55 
Estática, Beer y Johnston, pápinas 125 y 151 

V.3.B GRADO DE HIPERESTATICJDAD 

v.s 

Referencia: Apuntes de Mecánica I, páf'inas 159 y 1EG 
EQUILIBRIO DE SISTIMAS PlANOS: SISTil".AS GENERALES, PAPJ>l.HOS, 

CONCURRENTES Y COLINEALES; SUS ECUACIONES ESC'PLI'.RES CAR1TSIA
NAS DETERMINANTES 

Referencias: Apuntes de Mecánica I, páginas 145 a la 147 
Estática, Beer y Johnston, páginas 126, 143y 1LLI� 
Problemas modelo 4.1 y 4.4, pá¡;-jnas 131 y 134 

Ejerrplo 2 

En la construeei6n de una autopista, las características topográ

.ficas obligan a diseñar la estructura que se ImJestra, donde el ¿¡� 
yo A se considera articulación, el B errpotramiento y el E apoyo 1:!:_ 
bre; las fuerzas que se transmitirful al suelo provienen de las a_:: 

tuantes en la estructura y se deben al peso de los vehículos, al 

errpuje horizontal del relleno y a las cargas :rm:Ertas, consideradas 

de 10 tfjm, unifonrerrente distribuidas a todo lo ancho de la ca..."'"� 
tera. Ccrro en el diseño de los apoyos A y B debe preverse el ¡;,.r.l:!:_ 
librio de todo el sistema, ¿cuáles ser§n las reacciones de tales 
elementos de sujección? 

E 
o "' 
,.: 
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Soluci6n: 

En el bloque precedente se =rprob6 la utilidad del diagrama de COOE_ 
pe libre, pcr lo tanto en la solucioo de este problema tarrbién se 
aprovedlar� ese re=so. 

J.875 m,¡ 

o )( 

3.� ... g-�---1 
Cy Dy 

D.C.L. (1) 
Eh el D.C.L (1) de la superficie de rodamiento incluirros las cargas 
muertas cuya resultante RM la a::nsiderarros en el oentrc del claro: 

RM = 10(7.5) = 75 � 
caro los apcyos e y D sen libres, de V.l.B, las fuerzas reactivas 
s6lo tienen carpanentes según la direcci6n del eje y, mimtras que 
de acuerdo ccn los cx:nceptos V.3.B y V.5: 

l:Mc =o¡ 8(0.125)- 75(1.75) + Dy(3.5)- 15(3.625) =o 

Dy = 52.75 t:t 
J:Fy = o ¡ -8 - 15 - 75 + Cy + Dy = o ¡ 98 - Dy = Cy 

Cy = 98- 52.75 Cy = 45.25 tf 

Siguiendo el misno orden de ideas aislarros las partes derecha e i� 
quierda de la estructura. 

79.12m 
Y L. 3m 52.75m 

tY ¡. 2'!1_.-¡--

r 
1 ¡.. 

75� 
1 D.C.L.(2) D.C.L. (3) 

Bx Me X 

By 

De acoordo a::n el principio de la acci6n y la reacci6n, las fuerzas 
Dy y Cy calculadas a partir del D.C.L (1) cambian su sentido al cx:n 
siderarlas en el D.C.L (2). 
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rFx = o ; Ax - 2.5 = o Ax = 2.5 tr 

e: l:l".A = O ¡ 2. 5 (O. 666) + 52.75 (2) - Ey (4. 5) + 45.25 (5. 5) 

Ey = 79.12 tf 

De J:Fy = O y considerando el valor de Ey: 

- 45.25 + 79.12- 52.75 + Ay - 0 Ay= 18.88 tf 

o 

Carro ya obtuvirrDs las carponentes Ax y Ay de la fuerza reactiva en 

la articulaci6n A, es pcsible detenninar la I!Bgnitud y direcci6n de 

dicha fuerza: 

Magnitud: RA= ¡ Ax2 + Ay2 RA= 19.04 tf 

-1 2.5 82.46° Direcci6n: (l = cos 19.04 
(l = 

� = ocs-1 18.88 B = 7.43° 
19.04 

Para calcular las reacciones en el enpotramiento B del D.C.L. (3), 

nos apeganos en consid=raciones y procedimientos análogos a los � 
teriores. 

Del equilibrio en la direcci6n del eje x, deduciiros que: 

rFy = o ; By - 79.12 = o 
Bx = O tf 

By= 79.12 tf 

e: EM6 = O  ; MB- 79.12(3) = O .". MB = 237.3 tf·m 

De estos resultados· se ocncluye qu: las reacciones en el apoye B son: 

Una fuerza vert!cal hacia arriba 
Un rn:::a:rento de enpotramiento 

By = 79.12 tf 
Ma=273.3 tt· m 

PROBLEMAS PROPUESTOS 

1. Problema 7.18. Series de ejercicios de Estática, página 67 y 

68. 

2. Problema 4. 73, página 159. Problema 6.59, p�gina 247. Problema 

8.10, p�gina 315. Problema 8.53, página 327 y problema 6.47, P! 

gina 245. Estática. Beer y Johnston 

. 
. 
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@ MJVENTOS ESTATiffiS Y PRI1"ERRS MJVENfffi, CfN

T� II: GRAVEDAD Y OC f'VISA. CfNTffiiOCS. 

Eh-te -tema c.omp1umde doh b!oquu. Se hug.ieJte u-tudúuz. !oh c.onc.ep-toh 
de ac.ueJtdo a !M Jte6Vte11Út:lh, MZ c.omo Jtev.i¿,M !oh pMb!emM Jtuuef 
-toh palla c.ada c.onc.ep-to. 

PRIMER BLOQUE 

VI. 3 PRIMEROS MOMENTOS Y CENTROIDES DE VOLUMENES. PLANOS Y EJES 

DE SIME.TRIA 
Referencias: Estática. F. Ocampo Canabal, página 86, tabla 

de la página 91 y ejemplo 4.1 de la página 88 

Estática. Beer y Johnston, problema modelo 

5.11, página 204 

Ejenplo 1 

Eh la figura A se IlD.lestra una colurma fo:rmada por un cilindro cir

cular recto, un cono truncado y un cubo, mientras qre la zapata s2_ 

bre la cual se apoya es una pir§mide truncada. Si dos de las COOE_ 
denadas del centroiCle de volurren de todo el conjunto deben ser ce

ro ¿Cuál serli el valor de la tercera coordenada? 

Soluci6n: 
Por la oondici6n que debe cmplirse aplicanos los ccnceptos VI.3, 

de nodo que los ejes de referencia se encuentren ubicaros COI!D se 

muestra en la figura B. As! se tendrá: 

0.50m f---1 
1 

��{{�""� 

Figura A 

x=y=O 

) 
1 

-1 14.0m 
1 -_}-�m 

1 

,i._ J 
/j\ 

Figura B 

1 
"1 --f � 
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Para obtener el centroide de volurren de cada tmo de los cuerpos de qre está fonnada la colunna, los aislamos de 1 a rranera que se indi-
ca y re=iJ!Ds a la i:abla de la referencia VI.3. 

Figura 1.- Cilindro: 

V¡= 11 r2h= 11 ( 025 )2(4) 

V¡= 0.7854 m3 

h 4 Z = -y = 2 = 2m 

Y tomando CClllO referencia los ejes de toda 
la colurrna: 

Z¡ = 1.0 + 1.0 + 0.45 + 2.0 = 4.45 m 

Figura 2.- Eh e ta f' s J.gura se considera el cono mrrpleto (sin el 
truncamiento l · Auxiliándonos del corte y . 2 02 Z2 y por 
SemeJanza de trilingulos. 

z, 
t 

/ 
":z Figura 2 

El voluren del cono CCI11Jleto es: 

h h- 0.45 
0.35 = 0.25 

h = 1.575 m 

Z = h- 0.45 = 1.125 ro 

v2 = � 11 r2 h = T (0.35) 2 (1.575) = O. 202 m3 
Y su centroide: 

- 1 1.575 Z - 4 h = --r- = 0.3938 m 
respecto al sisterra de referencia de toda la colurma: 



28 

y ronsiderando los ejes de referencia de toda la colurma: 

z3 = 1. 0 + 1 . 0  + 0 . 45 + 0 . 2813 = 2 . 7313 m 

· Figura 4 . - Se trata de un cubo de 1 m  por cada lado. 

J @.·· - � -

!Dm .--(ii" - · · - - - - 1 0.5 m 

]_ ----- <'- - - --- '-- --- !, 

_Ar-,. 

- 1 z = T h = 0 . 5  m 

Y refiriéndose a los ejes coordenados 

de la rolurma: 

1, Figli'O 4 z� = 1. 0 + 0 . 5  = 1 . 5  m 

Figma 5.- Cbrresponde a la pirámide sin truncamiento. Para determ_:i,_ 

nar la altura total nos auxiliarros de un corte (ZsOsYsl • 

z, 

J í Truncam,.nfo 

1 � Ó�5 m 
__L_ � - �L� -1-.5-m--'>-11 -+- Y, 

h h - 1. 0 
1."5" = -----o:s-

,, F igu ra  5 h = 1 . 5  z = 0 . 5 

El volurren de ia pirámide corrpleta es : 

v5 = � _e2 h = ( � )  (3) 2 (1. 5) 

- h 1 . 5  Zs = 4 = 4 = O.  375 m 

Figura 6.- caro es el truncamiento de la pirámide su voluren se 

considera ne9ativo. 

, 
.. 
F i g u r o  6 

v6 = - -} .ez h = - -} (1) 2 ( 0 . 5) = - 0 . 1667 m3 

= -} = � = 0 . 125 m 

y respecto al sistema de referencia general: 

z6 = 1.0 + 0. 125 = 1. 125 m 

Para obtener la coordenada z del ccntroide de la colmna elaborarros 

la siguiente tabla: 
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Figura Volumen vi 
No . (m3 )  

1 0 . 7 8 5 4  

2 0 . 2 0 2 0  

3 - 0 . 0 736 

4 l .  0 0 0 0  

5 4 . 5 0 0 0  

6 - 0 . 1 6 6 7  

¡: 6 . 2 4 7 1  

zi 
(m) 

4 . 4 5 0 0  

2 . 3938 

2 . 7313 

l. 5 0 0 0  

0 . 3 7 5 0  

1 . 1 2 5 0  

- - -

zi vi 
(m4 ) 

3 . 4950 

0 . 4 835 

- 0 . 2010 

1 .5000 

1 . 6875 

- 0 . 1875 
_.' D INGENIERI 

6 . 7775 

'Ieniendo en CLEnta qtE el rocuento de priner orden de todo el volurren 
es igual a la suna de los prilreros rocuentos de sus partes, es posi
ble plantear: 

z = 

6 
l: zi vi 

i= l 6. 7775 
E Vi = � 

Z = 1. 0849 m ·?o JZ 3 1 

ce acrerdo al resultado, el centroide de volurren. es el punto de 
coordenadas : 

(0, 0 ,  1. 0849 ) [ m ]  

SEGLtlOO BLOQUE 

VI . 4 PRIMEROS MOMENTOS Y CENTROIDfS DE AREAS CONPUESTAS 

Referencia: Estática. Beer y Johnston, páginas 168 a la 170 
y 172 a la 174 . Figura 5 . 8 .A de la página 171 y 
figura 5. 8 . B de la página 172 . Problerra JJOdelo 

5 . 1  página 175 . 

Ejarplo 2 

E: poyo de una estructura de acero para un puente de veh:ículos , se 
ha esguerratizado en la figura (A) y en la figura (B) se detalla 
una de las placas en las qtE el perno se alojará para constituir m 
apoyo articulado. 

Si el espesor de dicha placa se considera irrelevante ¿doode se en
rontrará ubicado el centroide de �? 
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�. 
2i ! 
_j ..__ ____ � 

Agura 8 

Figura  A 
Soluci6n : 

<l::lservarros que en esta figura no se localizan directairente ejes de 

siiretrfa, p:¡r lo cual ubicararos los ejes de referencia de IID<b que 
tcx:bs los norrentos de prirrer orden sean p:¡sitivos. 

O:ln apego a VI. 4 seccionarros la figura en áreas ceyos centroides 

sean conocidos , corro se indica en la figura e, y recurrinos a la 
tabla de la figura 5 .8 .A  de las referencias . 

Suponerros que la placa no tiene perforaci6n . 

� o 
"' ; @  ® 

o 

Figura C 

Figura 1.- Sector circular. La coordenada del centroide, de un s� 

ter circular, nedida sobre su eje de sirretrfu es : 

Y' = -} r s:n CL ; r = 20 en, a = 75° = l. 309 rad 

2 20 sen 75° Y' = el 1.309 9 . 84 en 

Agura 1 

Ahora , con respecte a los ejes escogidos iniciall!ente x, y: 

x1 = 20 - y' cos 75° = 17 .45 cm 

y1 = 50 + y' sen 75° = 59 . 50 cm 

A¡ = a r2 = 1.309 (20) 2 = 523 . 60 cm2 

. 1.- :!ectfu:tgulu : 
F�gura 

y 

¡ ;-
l �r'-1 ----1..--.i-x 

� 
Figura l' - Trifu:tgulo : 

Figura 4• 
r Triángulo : 

y 

Aguro 1 

31 

b = 20 + 20 cos 30° = 37. 32 cm 

Xz = -} = � = 18. 66 cm 
50 Y2 = 2 = 25 cm 

Az = 50 x 37. 32 = 18. 66 cm2 

!1 = 20 cos 60° = 10 cm 
i = 50 + !1 = 60 cm 

!2 tan 3 U u= T ; .e.2 = 60 tan 30° --- 34 .64 cm 

de donde : 

x3 = 37. 32 + -} (34. 64) 48. 87 cm 
- 1 Y3 = 3 (60) = 20 cm 

1 A3 = 2 (34 .64 )  (60)  1039 .23 cm2 

x� � 20 + -} (17. 32) = 31. 55 cm 
- 1 Y4 = 50 + 3 (10) = 53 . 33 cm 
A4 = � (17. 32) (10) = 86. 60 cm2 

Figura 5 ,
1 Es un círculo qre corresp:>nde a la perforaci6n de la pl� 

ca. 

y 

1 

81 y� 

l 
¡.gQ:J_, 5 A gurd 

x5 = 20 cm 
Ys = 50 cm 

As = - w (7.5 ) 2 = - 176. 71 en2 

-------------------------------------
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Para facilitar la obtención del centroide de teda la placa consigna

rros los resultadcs obteniébs en la siguiente tabla : 

l 
Pr:ineros rrorren tos 

-

Yi Ai 
ClKi--rañl Figura x¡_ 

No. (cm) (cm) (cm l Qyi (an l 

1 17 . 4� 59 . 50 523 . 60 9 , 136. 82 31 , 15 4 . 20 

2 18.66 2 5 . 00 1 , 866. 00 34, 819 . 56 46 , 6 50 . 00 

3 48. 87 20. 00 1 , 03 9 . 23 50 , 7 87 . 17 20 , 7 84 . 60 

4 31. 55 53 . 33 86. 60 2 , 732 . 23 4 , 618 . 38 

5 20. 00 50. 00 - 176 . 7 1  - 3 , 534 . 2 0  - 8 , 835. 50 

l: - - - - 3338. 72 9 3 , 941 . 58 9 4 , 371. 68 
- - -

cebe CUIIPlirse que el rrarento <i= pr:iner orden de \ID. área es lgual a 

la surra de los pr:irreros norren+:os <i= sus ccmponentes : 

5 
l: 

i= J 
9 3 , 94 1 . 58 

3, 338.72 
28 . 14 cm 

An:í.loganente: 
9 4 , 3 7 1 . 6 8  _ 28 27 cm 

3,338. 72 - . 

o sea que el centroide se localiza en el p¡mto: 

l. 

2. 

3. 

§� ..... N ai N 1 

C (28. 14 , 2 8 . 27 )  [ an ]  

!_e 

1 o ... �8.14cm� 
Figuro 6 

Pf{)BW\AS ProPUESTOS 

Prablerra 4 . A. 5 ,  p:í.gina 99.  Estática. F. 0canpo C. 

P:robl.enas s. 9 8  y S. 99 , p:í.ginas 207 . Estática. Beer Y Jahnst:cn. 

Problerras 9 . 16 y 9 . 17 ,  páginas 95 y 9 6 ,  respectivarrente . Series 

de ejercicios de Estática . 
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MJrENTOS DE INERCIA 

Eh:te :tvna comptr.ende do<. btoqu..u . Se <.ug.úvz.e u:tucU.evt. to<> concep:to<> 
de acUVr.do a tM Jte6eJtenc..út<> , a<>.i como Jtevióevt. to<. pi!.ObtemM I!.UuU 
:to<> pctlta cada concep:to . 

PRII-ER BLOQLE 

VII . 1  RADIO DE GIRO 

VII . 2  

Referencia :  Estática. Beer y Jolmstan, página 354,  � 
blema rrodelo 9. 3 ,  página 356 

SEGUNDJS MOMINTOS DE ARFAS PLANAS . PRODOCTOS DE INERCIA 

Referencias : Estática . Beer y Johnstan , páginas '351 a 
la 353 ,  369 y 3 7 0 ,  problemas rrodelo 9 . 1  y 
9 . 2 ,  página 355 y 9 . 6 ,  página 376 

Estática. F. O� Canabal ,  las dos Últi
mas figuras de la página 172 y 173 

VII. 3 . A  TEORIMA DE LOS EJES PARALELOS 

Referencias : Estática. F. Ocarrpo Canabal, páginas 164 y 
165, ejemplo 8 . 5 ,  página 174 

Estática. Beer y Jolmstan , página 360 

Ejenplo 1 

Eil el otro a¡:oyo del puente rrencicnado en el ejemplo 2 del tena VI ,  
se us 6  una placa de acero C!Wa fonna , rrostrada en la figura , s e  di
señó oonsideranéb :·  
a) los narentos de inercia, 

b) el producto de' inercia, 

e) los radios de giro. 
respecto a la base y al lado OA. Si la placa es l:x:!!ogénea y de e� 
pesor despreciable ¿cu!les son las magnitudes correspondientes a 

los tres incisos? 

68 86 tll'l -- - ----1 

Soluci6n: 

Dividirros la placa en las cuatro partes indicadas en la figura, C!:!. 
yos li'C!IEI1tos y productos oentroidales de segundo orden se obtienen 
aplicando las f6:rnW.as de las tablas consignadas en las referen
cias VII. 2  
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6C1l 
j__ 0\..-4_Q_r'!.__ -+-28.ª-.§__\_0...; 

Figura 1.- :�ecttingulo (se supone cxmpleto l : 

/· c1 (20, 25) cm 

��� 

� .. �:G -50a�� ;h 1 1' 
! 

·, ,,, ' " ""  , • .L ....t:....-- a 

Al = 40 (50) = 2000 an2 

segundos m:xnentos y prodoctos centroidales : 

I x¡ = � = 40E0) 3 = U6 ,667 cm" 

b3tl <40l 3 (50l = 266 ,667 an4 Iy¡ = U = 12 o. • =--:·_1.0�--=-� 
F i g u r o  ! I x¡y¡ = 0 

Figura 2.- SEmicírculo (suponi€ndolo cxmpleto) : 

-·· L - - ·  

c2 (20 , 58.49) cm 

A2 = � � (20) 2 = 628 .32 cm2 

- r" (9u2 - 64) = 17 561 cm" I xz - 72u 
, 

I yz = Í " (20l " = 62 ,832 an4 

I X'zY2 = O 
Figura 3.- Tri§ngulo: 

T 
• · 

c3 (49 .62 ,  16 .67) cm 

A3 =-} (28 .86l (50l = 721.5  an2 

- bh3 - 28 . 86 (50) 3 
= 100 208 cm" rx3 - 36 -

36 
, 

-1---+------.-- • ¡ - - b3tl _  (28 .86) 3 (50) = 33 385 cm" 
. ,,,' "·' '" Y3 - 36 - 36 , 

_.__ __ _ __.__j_-_-,�__.,---'-- L-• _ _ b2h2 (28 . 86) 2 (50) 2 28 ,920 an4 o 40 ,. ' 2e.66on. � I X3 Y3 = - ----r2" = - 72 
F i g u r o  

Figura 4.- Circulo (corresponde a la perfol!aci6n de la placa) . 

En este caso, los valores que· se obtengan de I x , I y e I xy se re� 

tarru1 a los cleftás ,  debido a que se refieren a un área inexistente. 

:�ectérdese que nmca serán negativos los valores de los l!DIIEiltoS 

de inercia, pero s1 pl.Eden restarse. 

Flg. 
· ¡  

1 

2 

3 

4 

¿ 
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c., (20 , 50) 

A4 = - 11 (7.5) 2 = - 176 .71 an2 

" r" I xt, = I y4 = -4-
" (7.5) 4 

4 = 2 ,485 an4 

o :  dl,' 20et� 

F i q u r a 

Para calcular los :rn:I!Bltos y los productos de seg¡mdo orden con r� 
pecto a los ejes x, y alojados en la base y en el lado OA, respect!:_ 

vamente, aplicamos el teorema de los ejes paralelos : 

donde dyi es la distancia entre los ejes x, Xi cuya detenninaci6n 

requiere re la ubicaci6n prevía del centroire del área Ai. 
Para el caso del rectángulo, de la figura 1 sustituinos los valores-

Ix1 = 416 , 667 + 2 ,000 (25) 2 = 1,666,667 cm" 

Anál.oganente se obtienen In e Ix1y 1 :  

I Y I  = 266 , 667 + 2 , 000 (20) 2 = 1,066 ,667 an4 

Ix ¡ y ¡  = O + 2 ,000 (25 ) (20 ) = 1,000 ,000 

El procedimiento seguido para el caso del rectángulo se repite para 
todas las derrás figuras en que se divídi6 la placa; por esta raz6n 

conviene sistanatizar los cálculos rrediante una tabla. 

A r e  a distancia 
A it'dy/ Ai(dxl I • I+A d 2 lrxy•Ixy-1 entre ejes A i dy 1dx 1  I x ;  I y¡ IX¡ y¡ 

A i  dy¡ dx1 
2 ooo.oc 25.00 20.00 1 250000 800000 

628.32 584! 20.00 2 149 533 2 5 1  328 

721.50 16.67 49.62 200 49 1 776 43 

- 1 76 .7 1  50.0( 2 0.0( -44 1 775 - 70 684 

3 1 73. 1 1  - - - -

de donre se obtiene: 

a) Ix = 3 ,690,206 cm4 

b) Ixy = 2 , 126,179 cm" 

e) kx = Ix 3 ,690 ,206 
--¡;: - 3, 173 

ky = � = 3,117, 480 
A 3,173 

Ix Iy A dx¡dy¡ 
1 000 000 416 667 266 667 o 1 666 667 066 667 1 000 00( 

735 009 1 7 5 6 1  62 832 o 2 167 09� 314 1 60 735 005 

596 800 100 208 33 385 28 92( 300 705 80982: 567 880 

-176 71 0 -2 485 - 2  485 o -44426( - 7 3 1 6 9  -1 76 7 10 

- - - -
3 690206 3 11748( 2 126 179 

Iy = 3 , 117,480 cm4 

kx = 34 . 1  cm 

ky = 31.3 cm 
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SEGLN!Xl BLOOLE 

VII . 3 . B  EJES PRlliCIPALES 

VII . 4  

Ejenplo 2 

Re.fe:rencia:. Estática. Beer y Johnston , páginas 371 a la 

373 , problema rrodelo 9. 7 ,  página 377 

APLICACIONES A FIGURAS CXlMPUESTAS 
Refe:rencias : Estática. Beer y Johnston , página 360 

Estática. f. Ocampo Canah3.1 ,  ej emplo 8 .  6 de 

la página 177 

En la placa del ejenplo 2 del tema VI se dete:r:rnin6 su centroide de 

área. Si este punto se adopta = origen de un sistema de refe

rencia cartesiano ¿Q¡;é :íngulo fo:rnar:ín estos ejes, respecto a los 

iniciales, para que los m::rtBJ.tos de segun do  orden sean el rráxino y 

el núnino y cuáles serán sus magniturles ? 

Soluci6n: 

Adoptam::>s la misma divisi6n que se hizo de la placa en el ejenplo 

2 del terna VI, as! 00110 los sistemas de referencia; = el resul� 

do obteni do del centroide de toda el área deflnim:Js las distancias 

entre los ejes centroidales de cada figura y los correspcndientes 

a toda la placa. 

y 

''·"J T
�-

1 dy, '21.7 

ld�M�- x. ---'-1"'----tr"� 

_j_ 

28.27 
@ 

o r----JB. 14 .¡ Acotociones en cm 

F i g u r o  II A II 
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Calcularenos los nmentos y el producto de segwdo orden de cada 
figura, respecto a sus ejes centroidales paralelos a los x, y y 
posteriomente, rrediante una tabulaci6n , aplicarros el teorena de 

los ejes paralelos para deteDllinarlos respecto a los ejes x, y 
que son los centroidales de toda el área. 

Figura 1.- Sector circular (se =sidera conpleto) : 

A¡ = 523 . 60 an2 

lrCilEntos Y producto de segundo orden 

respecto a los ejes x' , y' : 
� 

IX• = f (a + sen a  cos a) + y' 2 A1 

Ix• = 62 360 + 50 698 = 113 058 an4 
-• r� I Y = 4 (a - sc...n a cos a) 

c-+-----... x IY' = 42 360 an� 

F iguro rv•x-• = o 

Ahora, respecto a los ejes :X1 r y1 , aplicarros VII. 3 . B :  

rx- 1 = rx-• + :ry• 
+ 

rx-• - ry-• 
2 oos 2e - Ix'y' sen 2 e  

rx1=. 
113 o58 + 42 36o + 113 058 - 42 360 cos 30•- O = 108 322 an� 

ry-1 = rx· + ry-• - r:x• - ry-· 
2 2 cos 2e + IX:'  y' sen 2 e  

Jy 1 = 113 058 +"'42 360 113 058 - 42 360 
2 cos 30°+ o = 47 096 cm4 

I X1 y1 = -
Ix1 - !y¡ tan 2 _ 

108 322 - 47 096 
2 8 - - tan 30• = -17 674 an4 

Cl:m::> en las figuras restantes no es necesario efectuar rotaci6n de 
sus ejes centroidales aplicarros directanente las f6nilulas a::noci
das ,  as! cam VII. 3.B y VII.4.  

Figura 2.- Rect:íngulo (se considera conpleto) : 

A2 = 1 866 

bh3 I xz = 12 = 

b 3h I yz = U = 

Ix2Y·2 = o 

( 37 ' 3� (50) 3 = 388 750 cm4 

(37. 32) 3 (50) 
12 = 216 577 cm4 
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Figura 3.- Triángulo: 

A 3 = 1 039 . 23 cm2 

Ix
3 

= b3
h
6
3 = (34.64) (60) 3 = 207 840 cm" 36 

Iy
3 = b3

3: = (34. 6�
6
3 (60) = 69 276 cm" 

Ix3-Y 3 = - b2n2 = - (34 . 64) 2 (60 ) 2 = - 59 996 cm" 
72 72 

Figura 4.- Triángulo (se ccnsidera canpleto) : 

A4 = 86. 60 cm2 

rx. = 17. 32 (10) 3 = 481 cm" • 36 
IV - (17. 32) 3 (10) = 1 443 cm" Y4 -

36 

IX"y" =- (17. 32)
7
;(10) 2  = - 417 cm" 

Figura 5. - Cfrculo. Corresponde a la perfo:r:aci6n, por lo que ha
brá que restar sus m::t'!Eiltos y producto de seg¡mdo or

den. 

As = - 176. 71 an2 
- w r4 _ 11 (7 .5) 4 _ IXs = lys = -4- - --4-- - 2 485 an4 

IXs"Ys = o 

Con los valores calculados y la figura A efectual!Os la tabulaci6n: 

A¡ (dy-.f A ¡ (di¡)2 I= f-+A d2 I xy s'!xy 
Fíoura I>, I y¡ I i¡ y¡ Al( di¡XdYi I x  I y  +A da¡

d y¡ 

1 108 322 47 096 -17 674 510 674 59 835 -174 803 618 996 106 9 3 1  -192 477 

2 388750 216 577 o 19 953 167 698 57 845 408 703 3&4 275 57 845 

3 207 84( 69 276 59 996 71 076 446 591 -178 163 278 916 5 15  867 -238 159 

4 4 8 1  1 4 43 - 4 1 7 !t4 385 1 007 7 400 54866 2 450 6 983 

5 - 2 485 - 2 48 5  o -83 441 - 1 1  709 31 2 5 7  - 8 5  926 - 1 4  194 3 1  257 

:¿ - - - - - - 1 275 5115 995 329 -334 551  

de donde los seg¡mdos m::t'!Eiltos, respecto a los ejes centroidales 

establecidos, son :  

y el producto: 

IX = 1,275 ,555 cm4 

Iy = 995 ,329 cm4 

!Xy = 
- 334 , 551 cm4 

39 

fina.lrrente, = estos valores se obtienen los segundos 
Principales: 

m:mmtos 

1 � = 1 275 555 + 995 329 
� 2 ± 

IMáx = 1 135 442 ± 362 707 
m!n 

IMáx = 1 498 149 cm'+ 

Im!n = 772 735 cm" 

tan 2a = - 2 Ixy = 669 102 _ � 2"8"Qm - 2.3877 a = 33 . 6° 

J 
� 2la.��--�--------��-

O ¡. za 1:4 '"' � 

PROBLEMAS PROPUESTOS 

l. Probl6113S 9. 22 y 9 .59 Beer Jf'"-�- . y �u..,c.un . Estática ,  página 366 y 380 
2• Probl6113S 10. 19 y 10.24. Se i r es de ejercicios de Estática, pá_ 

g:inas 115 y 118. 

3 . cal.cular el valor de Ix para el área de la figura : 

t 1 
o 25 cm 
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IBULT .eros JI AUliNOS PROBI.DYIS Pffif\ESTOS 

TEW\ VII 

1) wh = 59 .85 N 9 .22) .,jx = 1281.4 pulg4 , kx = 5 . 98 pulg 

3) 9h = 0 . 658 m/s2 9 .59) IMAX = 11.77 pulg4 , Imin = 2 . 33 pulg4 

6 = 64 .3°  

2 )  M = 744 .56 d - 642 .31 
10.19) Ixy = �� (a2 + 4ab + 6b2) 

4) w = (p - 914 . 81) 4 ,781.21 Id 
20 000 

3) Ix = 3 ,718 cm4 

4 . 14l "F = (210i + 420j - 420k , - 2s2oi + 1260j l 

4 .16)  P1 (3 , 6, O) , P2 (3,  O , O) 

TEW\ IV 

3 . 66) F = - 173 . 2j + 100k [N] 

MA = 7 . Si - 6j - 10 .39k [N·rri] 

3 . 92)  R = 200 N ,  P(O ,  63 .4 ,  200) 

5 . 14) Son equivalentes los sistemas I y III 

+ 
4 .  73) P = 461. BBN ; Rs = U39j [N] 

8 .10)  P = 36 lbf , h = 40 pulgadas 

8 .53) Q = 30kN , p = 80 .28 kN 

TEW\ VI 

5.98) CG(0.61,  - 2 .34 , O) 

5 .99) CG(1.B75 , - 7 .5 , 0) 




