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Estos apuntes han sido elaborados por los profesores 
de la Sección de Matemáticas, y· tienen por objeto ayudar­
a los profesores y alumnos del curso. Indudablemente, �­
adolecen de defectos, errores y carencias: sin embargo -­
se podrán mejorar con las observaciones que nos hagan --­
profesores y alumnos. 

Los apuntes no deben ser usados como libros de texto, 
ya que sólo pretenden establecer los conceptos básicos, -
proponiendo una notación uniforme, de modo que la utiliz� 
ción de aquellos sea más simple. En la bibliografía se -
mencionan algunos títulos, no obstante, corresponde a --­
cada profetor determinar cuáles deberán ser empleados. 

Además de estos apuntes, se publicarán una serie de­
ejercicios que incluyen problemas relacionados con cada -
uno de los temas, cuya resolución es muy conveniente para 
que el alumno adquiera la práctica necesaria para la apl� 
cación de los conceptQs teóricos. 

El éxito que un alumno tenga en el curso depende del es-­
fuerzo que desarrolle a lo largo de todo el semestre y no 
sólo del estudio intenso en los períodos próximos a los -
exámenes: con objeto de ayudar a los estudiantes a resol­
ver las dudas que se presenten con respecto al curso o 
las deficiencias que tenga de cursos anteriores, puede -­
acudir, además de a su profesor titular, a la asesoría -­
respectiva de la Sección de Matemáticas en los cubículos­
de la Biblioteca del Edificio Anexo. 
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C A P 1 T U L O l .  

. OBJ ET 1 VO GENER AL DEL CAPI TULO : 

Al f ina l  i zar  es te capítu lo ,  el a l umno podrá: def i n i r , i dent i f i car  , -

c l as if i ca r ,  efectuar operac iones y representar g ráf i camente func iones rea-­

l es de var i ab l e  rea l , asf como formu l a r  mode los matemát icos s imp l es .  

1 . 1. 

1 .2 .  

l .  3 .  

1 .4. 

1.5. 

1 . 6 .  

l. 7 .  

1 . 8 .  

1 ..9 .  

1 . 1 0 .  

1 . 1 1 .  

1.12.. 
·l . 13 . 

Al f i na l izar est e cap ít u lo  el a l umn o  pod rá :  

Def i n i r  e l  concepto de func ión real de var i ab� real tant o  desde e l  -

punto de v i sta del enfoque trad i c ional como del enfoque a part i r de -

l a  teoría de conj untos . 

Def i ni r  el concepto de : I nt erva l o ,  así  como el de Dom i n i o  y R ango de­

u na funci ón .  
Dada una re lac ión, i nd i ca r  s i  e s  o no func ión .  

Enunc i a r  l os d i ferentes t i pos de notac iones q ue exi st en para func io--

nes . 
Dada una ecuación de 12 ó 22 grado en·x , Y, represent ar l a  g ráf i camen­

te e i nd i ca r  s i  se t rata de una función o no. 

D. ada una func ión cuya reg l a  de correspondenc i a  sea una ecuac ión de --

12 ó 22 g rado, i nd i car su  dom i n i o  y rango. 

Def i n i r  l as formas exp l íc it a ,  i mp l íc i ta y paramét r i ca de una func ión.  

Dada una función i nd icar s i  está expresada en forma e xp l íc i ta ,  i mp l í­

c it a  o paramét rl ca . 

Dada una función def i n i da por var i as reg l as de correspondenc i a  y un -

va lor  de su dom i n i o, ca l cu lar  el correspond iente va lor  de l a  var i a b l e  

depend i ente . 

Def i ni r  l as operaci ones bás i cas de adi ci ón ,  sus t racc i ón ,  mu l t i p l i ca-­

c ión , d i v i s i ón y compos i c i ón de func iones , i nd i cando sus prop i edades . 

Dado un par de f unciones ej ecutar las  operac iones bás i cas , i ndi cando­

e l  dom i n i o  de la func ión resul tant e . 
R epresentar gráf i came nte l a  suma y resta de un par de func iones dadas . 

Def i n i r  l as func iones constante e i dent i dad .  

1 . 1 4 .  Enunc i a r  l as def i n i c iones de : func ión entera (o pol i nomi a l ) '· func ión­
rac i ona l 

l .  1 5 .  Dada una 
n a  l .  

l .  1 6 .  Enunc i a r  
l. 1 7 .  Dada una 

te s i  es 

e i r rac ional y func i ón a l gebra i ca .  
funci ón a l gebra i ca ,  I nd i car s i  e s  entera , rac iona l  o i rrac i o  

1 as  def i n  1 e iones : func ión b i u n  f voca y func ión 1 nversa .  
func ión poli nóm i ca hast a  d e  22 g rado ,  determi na· r  artá l lt lcamen 
o no b i unívoca . 

1 . 1 8 .  Dada una func ión a l gebra i ca b i un ívoca , obtene r su i nversa , e � nd i car­

dom l n lo y rango de ambas . 
1.1 9. R epresent ar en un m i smo s i s tema de ej es coordenado s , l as g ráf i cas d�­

una fu nc ión a l gebr a i ca dada y de su i nversa . 
1 .2D. Dada una func ión a l gebra i ca no b i un ívoca , def i nir un I nterva l o  de su-

dom i n io donde t i  lo sea .  
1 .2 1 .  Enunc i a r  l a  def i n i c ión de func i ón trascendent e . 
1 .22 . Enunc iar  l a  def i n i c ión de func ión per i ód i ca .  

1 .23 . Enunc iar  l a  def i n i c ión , reg l a  de correspondenc i a ,  dom i n i o ,  rango y - ­
traz ar l a  g ráf i ca de l as func i ones : 

C i rcu l a re s  d i rectas . 
- C i rcu l a res i nversas . 

- Exponenc i a l es de base a y base e .  
- Logarít m i cas  d e  base a ,  base e y base 10 . 

1 .2 4 .  Enunc i a r  l a  def i n i c ión de l a  func ión pot enc i a .  
1 .2 5 .  Dada una func ión rea l d e  var i ab l e  re a l  def i n i da por una o var i as re-­

g l as de correspondenc i a ,  obt ener dom i n i o ,  rango y gráf i ca .  
! .2 6 .  Dada una func ión re a l  d e  var i ab l e  rea l def i n i da por una o var ias  re-­

g l as de correspondenc i a ,  def i n i r el o los I n terva los de l dom i n i o  donde 
sea b i un ívoca. 

1.27. Dada una func i ón rea l de var i ab le  rea l b i un ívoca def i n i da por una o ­
var i as re g l as de correspondenc i a ,  obt ener su i nversa y; l as g ráf i cas ­
de ambas. 

1 .2 8 .  A part i r  de datos conoc i dos de un p robl ema fís i co o geomét r i co s impl e ,  
formul ar e l  mode lo  mat emát i co que lo  represente por med i o  d e  una fun­
c i ón real de var i a b l e  rea l . 



CAPITULO 1 
F U N C 1 O N E S , 

1.1. Func i ón rea l de var i ab le  rea l , I n terva los, Dom i n i o .  Rango. ­
Codom l n i o. Representac ión Geométr i ca , 

1 . 2 .  Funciones dadas en  forma exp l íc i ta, imp l  í'é i ta y paramétr i - ­
ca, Func lone.s def i n i das en d i ferentes I nterva l os, 

1 . 3 .  Operac i ones con func i ones . 

1 .4. Func iones a l gebra i cas .  Func iones constante e I dent i dad, Ente 
ras , rac iona l es e Irrac i ona l es, Las func iones a l gebra i cas co 
mo ra lees de ecuac iones del t ipo: P ( x ) y" + •••• + p � 
( x ) • o. o n 

1 . 5 .  
'Func i ón b f unfvoca, Func ión i nversa. Gráf i cas, 

1 . 6 .  Func i ones t rascendentes, 

1 . 6. 1 .  Func i ones per i ód i cas .  

1 . 6. 2 .  Func iones c i rcu l a res d i rectas 

1 . 6 . 3 .  Func iones e 1 rcu 1 ares inversas 

y sus 

y sus 

1 . 6 . 4. Func i ones exponenc i a les de base a y 

gráf i cas , 

gráf l eas, 

base e ,  sus 

1.6. 5. Funciones l ogarftm fcas de base a ,  base e y base 
cas. 

1 . 6. 6. Func i ón potenc i a .  

l .  7 .  P l anteam i ento d e  func i ones, 

gráf i cas .  

10, sus gr§f.!_ 

F U N C 1 O N. E S , 

I NTRODUCC I ON. 

E l  p resente capftu l o  se ded i ca a l  estud i o  del concepto de func ión, -

que cons ! tuye una base fundamenta l para el C41cu l o  O i ferenc i a l  e I ntegra l . La 

Importanc ia de este concepto radica en e l  hecho de que mu l t i tud de fen6menos­
ffs i cos de l a  v i da real pueden ser representados por un mode l o  matem,t i co do� 
de f i gu ran todas aquel l as var i ab les que I ntervienen en el fenOmeno . Estos mo· 

de los matemá t i cos o fenOmenos son ana l i zados medi ante d iversas herram! entas , ­

como por ejemp l o  l as proporc i onadas por e l  Cá l cu l o  O f ferenc i a l  e I ntegra l , -­
con el f i n  de determ inar la sol uc iOn de un probl ema especff!c:o. 

El s i gu iente d iagrama i l ustra el ordenamiento 10g f co de un p robl ema­
f i s l co cua lqu iera desde el fenómeno m i smo hasta el p l anteam iento de model os -
matemá t i cos que l o  representa y el aná l i s i s  y la sol uc ! On del m i smo: 

CONJUNTO DE DATOS 
DEL PROBLEMA. 

FENOMENO F I S I CO REAL 

FORMULACION DEL MODELO 
MATEMATICO QUE REPRE•· 
SENTA El PROBLEMA A •• 
TRAVES DE UNA FUNC I ON ,  

CONJUNTO DE I NCOGN ITAS 
DEL PROBLEMA. 

s i gue • • •  



1 
ANALIS I S  DEL MODELO O FUNC I ON 
A TRAVES DE HERRAM I ENTAS MATE 
HAT I CAS Y DETERH I NAC I ON DEL O 
LOS VALORES DE LAS I NCOGN ITAS 
O VAR IABLES DEL PROBLEMA, 

1 
UT I L I ZAC I ON DE LAS SOLUC I ONES 
OBTEN I DAS EN EL MODELO. MATEMA 
TICO O FUNCION,EN EL PROBLEMA 

F I S I CO REAL, 

En lo que s igue de este capftu lo ,  se def in i rá fundamenta lmente el -
concepto de func ión y se estud i a rán los d i ferentes t i pos de func iones rea l es 
de var i ab l e  rea l como base fundamenta l para e l  Cá l cu l o  D i ferenc i a l , objet ivo 
central de este curso, 

� 
1.1 .  FUNC I ON REAL DE VAR I ABLE REAL . I NTERVALOS .  DOM I N I O .  RANGO . RE-

PRESENTAC I ON GEOHETR I CA .  

E l  concepto de función en  genera l ,puede presentarse s i gu iendo dos 
d i ferentes puntos de vista, Aquf se ana l iza r& bajo l as dos corr ientes para ­
tener un c r i ter io  más amp l io  acerca de � 1 . Estos dos puntos de v i sta se l den 
t l f l ca rán en este capftu l o  con los s igu ientes nombres : 

a) Concepto trad i c iona l .  
b) Enfoque moderno, 

En lo que s i gue, se t ratarán por separado los dos enfoques y despu�s 
se enfa t i zará la equ iva l encia  entre ambos.  

Concepto Trad ic iona l .  

Cuando dos var i ab l es estan re l ac ionadas en tal  forma que a cada va-­
lor  de la pr imera corresponde un va l or de la segunda , se d i ce que la segunda 
es func iÓn de la p r imera. 

Cas i  todos Tos prob l emas c l entrf lcos t ratan con cant idades y re l ac i� 
nes de  esta natura l eza , y en  l a  exper i enc ia de la  v i da d i a r i a ,  se presentan-

4 

constantemente s i tuac iones en l as que Interv ienen magn i tudes que dependen -
de otras magn i tudes. As f ,  l a  long i tud que adopte un resorte dependente del ­
peso que soporte . El vol umen de una esfera es func ión de su d iámetro, La -­
pres ión de un gas conten i do en un rec i p i ente de vo l umen constante es fun--­
c ión de su temperatura , etc, 

Con objeto de acl arar  el s i gn i f i cado de este concepto se presenta -­
el s i gu iente : 

Ejemp lo  1.- Un punto se mueve a lo l a rgo de un eje hor i zonta l con 
una vel oc i dad un i forme de 8 m/seg , empezando el mov im iento en cero y desp la­
zandose hac ia  l a  derecha . Determ i na r  l a  d i s tanc i a  recorr i da por e l  punto a l -
cabo de u n  t iempo dado , /' 

Denotando con S a l a  d l stanc l a.en metro�del punto al or i gen en cual 
qu ler Instante y con t a l  t iempo, en segundos, t ranscurr i do desde que el -­
mov im iento se I n i c i ó ,  se t iene que S y t son las  var i ab les que I nterv i enen-­
en el probl ema, 

Ev i dentemente S depende de t. Asf a l  cabo de 5 segundos , el punto -­

habrá recorr ido 40 metros, o sea que s i  t • 5 seg , se tendrfi s • 40 m. Cuan· 
do el t i empo t ranscur r i do sea 25 segundos el punto se ha despl azado 200 me-• 
tros , esto es , s i  t • 25 seg , S • 200 m. 

t=o 

o lO 20 )0 40 50 60 70. 80 

FIG. 1 

S 

La tab l a  s igu iente muestra los va lores de S que corresponden a a l gu-­
nos va lores de t .  



t ,  seg o 5 1 0  1 5  20 25 30 

S, m o 40 80 1 20 1 60 200 240 

Desde l uego, la fórmu l a  med i ante l a  cua l  s e  obt lene el valor de S -

para cada valor de t es: S • Bt, 

Esta fórmula describe exactamente como el valor de la variable S de 
pende del valor de la variable t, Esta variable cuyo va l or puede fijarse a-
voluntad, recibe e l  nombre de variable Independiente y aquella cuyo valor ­

depende del que se d� a la Independiente se l l ama variable dependiente. 

Notación.- SI en una relación func iona l ,  x es l a  variable Indepen­

d iente y'y•es la variable dependiente se acostumbra escribir y • f ( x ) -
,Para representar l a  función en cuestión y se l ee''y l gual "a f de x� 

Por supuesto, f ( x ) aquf no es e l  producto de f por x,  s i no que -

f ( x )  Indica que x es l a  variable Independiente y f representa simbólica­

mente las operaciones a efectuar con cada valor de x para obtener e l  corres 
pend iente va lor de y. 

En princ ipio la l et ra f ,  Inicial de función , se emplea en la nota�­

c lón Ind icada en forma tfp lca,pero pueden emplearse distintas letras para -
discriminar diferentes funciones de la misma var iab le  I ndepend iente como : -
g ( X ) 0 p ( X ) , cj> ( X ) ,  etC, 

Durante todo el curso de un proceso un mismo símbolo de funcional 1-
dad Indicará una misma ley de dependlencla entre la variable depend iente y­

l a  Independiente, es decir una m i sma notac ión y • f ( x ) Indicará las mis­

mas operac iones por ejecutar con cada va lor  de x que se tome para ca l cu l a r­
e l  va lor de y que le corresponde. AsT Y¡ • f ( x1 ) ,  y2 • f ( x2 ) ,  etc .  

Ejemp lo  2 . - Sea f ( x ) • x2 
- 9x + 14  

Se tendrli: f ( o 

f ( -

• o - 9 ( o ) + 1 4  - 1 4  

) • ( - ) 2 - 9 ( - 1 ) + 1 4  • 24 

f ( 3 ) • ( 3 ) 2 - 9 ( 3 ) + 1 4  • - 4 

5 

Ejemp l o  

f a )  • a2. - 9 a +  14 
f b + 1 ) - ( b + 1 ) 2 - 9 b + 1 

3".- Hacer ver que f 
S I  f X ) • X 4 

( a ) - f - a ) • O 
- 3i + 5 

+ 1 4  • b2 - 7b + 6 

En efecto : f ( a ) . 
4 - 3 a a

2 
+ 5 ; f ( - a ) • a4 - 3 a2 

+ 5 
Luego : f ( a ) - f 

Ejemp l o  4 . - Dada g 

- a ) • o 
X ) X 

E a • hacer ver que 

g ( z + l ) - g ( z ) • ( a - 1 )  
Efect ivamente : g ( z + 1 ) • az + 1 g ( z ) 

g ( z + 1 ) - g ( z ) • az + - az • ( a -

9 ( z ) 
z • a 

1 ) az • ( a - 1 ) g ( z ) 

Para que una expres ión y • f x )  sea func ión rea l de variab le  rea l , ­
es necesar i o  que y sea rea l para todo va lor real de x, y que a cad� va lor de l a  
var i a b l e  i ndepend iente x corresponda un val or d e  l a  var i a b l e  depend iente y sólo 
uno . 

Ejemplo 5 . - La ecuac ión y • ±IX no representa una func ión ya que para­
cada va lor  pos i t ivo de x exis ten dos valores para y. Así s i  x1 • 1 ,  y2 = -1 ; s i  
x2 • 4 ,  y3 E 2, y4 = -2,  etc. S i n  emba rgo, s i  específ icamente s e  estab lece que­
los va l ores de l a  var i a b l e  depend i ente y son pos i t ivos , s i  se t i ene , con 
y • + IX:  ( x > O, y >  O ) una func ión ,  o b i en s i  se estab lece que los va lores­
de y son negat ivos tamb i én queda dada una función con y • - I'X, ( x > O ,  y < O ) .  

Enfoque Moderno . -

Este enfoque del concepto de func ión está basado e n  l a  teoría de conju� 
tos, entonces antes de estab lecer una def i n i c i ón de func ión , se recorda rán a l g� 
nos conceptos bás i cos de l a  teoría de conjuntos . 

Conjunto. Qu izás la forma más senc i l l a de def i nir un conjunto sea e l  d� 

c i r  que se t rata de una colecc ión de e l ementos , en donde cada uno de estos e l e­

mentos tenga una o var i a s  caracterís t i cas que lo d i st inga de otros e l ementos -­

que no pertenezcan a l  conjunto . 

Cuando en un conjunto se d i spone de un c r i ter io  que perm i te saber de -
sus e l ementos cua l es anter ior y cua l poste rior,  se d i ce que el conjunto es --



o rdenado. 

Ej emplo 6.- Lo s s i gu ientes co nj unto s  so n o rdenado s. 
a) e l  co nj unto C de to do s lo s nú mero s pri mo s  mayo res que 2 y me­

no res que 17, co nsi derado s  en o rden ascendente. 

e m{ 3, 5, 7. 1 1, 13 } 

b) El co nj unto 8 de las vo ca les en e l  o rden usua l de enunc iac ión: 

B ··{ a, e, 1, o, u} 

Do s co nj unto s  o rdenado s  so n I gua les s i  t i enen lo s m i smo s  e l emento s  -

y en el mi smo o rden. 

Re l acld n b i na r i a. Una re l ac iÓ n b i nar i a  R, o s imp lemente una re l a-­
ci ón de un co nj unto A en o tro co nj unto B es un co nj unto d� parej as o rdena-­
das ( a, b ) en do nde a e: A, be: B y en el · que lo s e l emento s  de l as parej as -

o rdenadas estt n li gado s  por l as co ndl clo né' s que establece l a  rel ac ión. 

S lmb� ll camente una re lac l� n se puede escri b i r  co mo s igue: 

R • { ( x, y )  1x e: A, y e:B, P x y} 

lo que l nd l ca que R es el co nj unto de parej as o rdenadas ( x, y ) ta­
les que x E A, y E B y e l  v( ncu lo entre lo s e l emento s  de cada parej a  está -
estab l ec i do po r l a  pro po s i ció n P x y. La pro po s i c ión P x y perm i te es tab l e-­
cer s i  una pa rej a o rdenada cua lqu iera ( x, y ) e: A x B, pertenece o no a l a­
re laci ón. 

Ej emplo 7.- S ean lo s co nj unto s  A z { x 1 x e: N; 15: x< 3} 
B { Y 1 y e: N ,  1 2 y 2 4 } o sea que A = { 1, 2, 3 } y B = { 1, 2 , 3 ,  4 } 

To das l as po s i b l es parej as que se pueden fo rmar co n lo s e l emento s  de 
lo s co nj unto s  A y B, en este o rden, co nstit uy en el pro ducto cart esi ano A x B 
que se l ee A cruz B ,  y so n l as si gui entes: 

A xB={( 1, 
( 2, 3 ), ( 2, 4 ), 

) • ( 1. 2 ) • ( 1, 3 ) • ( 1, 4 ) • ( 2. 1 ) • ( 2, 2 ) • 

3, 1 ) • ( 3, 2 ), ( 3, 3 ) • ( 3, 4 ) } 

La re lac ión R de lo s co nj unto s  A y B que se o bti ene po r medio de l a­
pro po s ic ión P x y : y > x puede escr i bir se : 
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R • { ( x, y ) 1 x e: A 1 y e: 8, y 7 X } a { ( 1, 2 ) , ( 1, 3), (1, 4), ( 21 3 ) , 
2. 4) • (3. 4 ) } 

Pueden d i s t i ngu i rse t res t i po s  de re l ac io nes entre do s co nj unto s  A y 

B, que so n :  
a )  Re l ac ión mu l t i fo rme. Cuando s e  re l ac io na cada e l emento del co nj u� 

to A co n uno o var io s e l emento s  del co nj unto B, Co mo pretende esquemati zarse 

en la f i gura 2 .  

A FIG2 B. 

b) Rel ac i ón u n i fo rme o un (vo ca. Cu ando uno o var io s  e l emento s  de A -
se aso c ian  co n un so lo e l emento de B. F i gura 3. 

e) Re lac iÓ n b l u n( vo ca o uno a uno . C uando a cada ele mento de A s e  a• 
so c i a  un e l emento de a y sólo uno y v iceversa, f i gura 4 .  



A l a s  re l aciones de un conj unto A a un conjunto B en l a s  que a cada 
e l emento de A corresponde un sol o  e l emento de B se les da el nombre de fun­
cl ones . Es decl r a 1 as re 1 acl ones un 1 formes o un fvocas y a 1 as re 1 acl ones -
blunTvocas se l es l l ama funciones. 

De acuerdo a esto, la definición de función desde el punto de vista 
de la Teoría de Conjuntos se puede expresar de la siguiente forma: 

" Una funciÓn es una reg l a  o método que asigna a cada e l emento x de 
un conj unto A un Único e l emento y de un conjunto B "· 

Lo anterior significa que una función es un conjunto de parejas or­
denadas de e l ementos ta l que ningunas dos parejas d i s t i ntas tienen el mis-­
mo primer e l emento. Este conjunto de parejas ordenadas resu l ta de apl icar� 
na ley o reg l a  de aslgnaclon a los e l ementos del primer conjunto para obte­
ner l os correspond lentes e lementos de 1 otro conjunto, La/ i gura 5 represen­
ta esquemáticamente el concepto de función. 

Se puede observar también que una función f de un conjunto A a un -­
conjunto B es un subconjunto del conjunto A x B. 

De acuerdo a lo  anterior, una función no es mas que un tipo especia l 
de rel ación y por l o  tanto puede emp l earse l a  notación de rel ación para re-­
presentar una función. 

Entonces una función puede expresarse 11 por comprensión " asf: 

f a { ( x, y ) 1 X E A, y a f ( X ) } 
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O blen puede expresarse en a l gOn caso escribiendo todas l as parejas­
ordenadas que la forman, " por extensión " 

f = { ( x1,y1 ) , ( x2 , y2 ) , ( x3 , y3 ) .... , (xn, yn ) 

Puede verse en l a  primera de l as notaciones anteriores que no se ha­
escrito el conjunto a que pertenecen l os e lementos "y" sln embargo aparecen­
ldentlflcados mediante l a  l ey o reg l a  de aslgnaclon y = f ( x ) también --­
l l amada reg l a  de correspondencia . Por otra parte, esta reg l a  de correspon--­
dencia debe ser ta l que no permita tener dos parej as distintas con el mismo­
primer e lemento. Es decir si ( x1 , y1 ) y ( x2 , y2) son dos parejas dlstl�­
tas de l a  funcl6n f, deberá tenerse x1 � x2• Obsérvese, sin embargo que e l  
segundo e l emento y sl puede repetirse en más de una pareja, 

De lo expuesto, se ratifica que toda función es una rel aciÓn pero no 
toda rel aciÓn es función. Las relaciones mu l tiformes no son funciones. 

Habiendo presentado el concepto de funciÓn bajo los dos puntos de -­

v 1 sta propuestos, es Importante hacer h i ncap ié que ambos enfoques son equ iv� 
l entes , no se presenta diferencia a l guna en l a  esenc ia del concepto de fun 
clón. Se trata sol amente como ya se ha dicho de diferentes puntos de vista. 

As( que en el desarro l l o  de este curso genera l mente se-util izará e l ­
enfoque tradiciona l  aunque cuando resu l te d e  util idad el emp l eo d e l  enfoque­
moderno y l a  notación Inherente a é l , se emp l eará éste. 

FunciÓn Rea l de Variab le Rea l .  

Hasta ahora s e  ha tratado el concepto d e  función e n  forma genera l , o 
sea que no se ha hecho restricciÓn a l guna sobre l a  natura l eza de l os e l emen­
tos de l a s  parejas ordenadas que la forman. En el presente curso, se tratará 
con funciones donde l os e l ementos que Intervienen pertenecen al conjunto de­
los numeros rea l es. Esto quiere decir que tanto la variab l e  independiente co 
mo la variab le dependiente serán numeros rea l es. 

Teniendo en cuenta que se tr"atará con e l  conjunto de los números rea 
l es  y con subconjuntos de é l , conviene presentar a l gunos aspectos Importan-­
tes de los sistemas númericos . 

a )  Números Natu ra l es . - Son l os que s i rven para conta r :  1 ,  2 , 3 ,  4, . . .  
es dec i r , son l os enteros pos i t i vos . El conj unto de l os números natura l es es 
cerrado respecto a la ad ic ión y respecto a la mu l t i p l icación . Esto s ig n i f ica-



que d ichas operac iones efectuadas con números na tura l es dan s iempre como re-­
sul tado, números natura les .  

Observese que el conjunto de l os números natural es no es cerrado res 
pecto a la sustracc ión ,  no todas las restas obten ida s entre números natura l es­
son tamb ién números natura l es .  

b )  Números Enteros . - E l  conjunto d e  los números enteros está forma-
da por todos l os enteros pos i t i vos, l os enteros nega t i vos y el cero • . •  , -3 , ­
-2, -1, o, 1 , 2, 3 . . . .  

Este conjunto es cerrado respecto a las  operac iones de ad ic ión, sus­
tracc ión y mu l t i p l icac ión. Las sumas, restas y productos de números enteros ­
son. tamb ién numeres enteros, pero no todos 1 os e oc i entes de números enteros -
son enteros, o sea que e l  conjunto de l os números enteros no es cerrado res-­
pecto a la d i vis ión .  

e )  �meros rac i ona les . - Son todos l os números que pueden escr i b i rse­
en la forma _E_ en que p y q son números �nteros y q � O. Es dec i r, e l con­

q 
j unto de l os números raciona l es está formado por todas las fracc iones cuyo nu 
merador y denom i nador son números enteros y el denom i nador no es cero . 

Los números enteros y ppr cons igu iente l os números natura l es ,  son ca 
sos part i cu la res de números rac i ona l es, ya que qasta con d iv i d i r, cua l qu iera­
de e l los entre uno para que queden escr i tas en l a  forma _E_ q 

El conj unto de l os números rac i ona les es cerrado respecto a la ad i ­
c i ón, su stracc ión, mu l t ipl ica� ión y d i v i s i ón .  

d )  Números i r rac iona les . - Son todos aquel l os números que no pueden ­
escr i b irse como el coc iente de l os dos enteros �· como son:l2: ,TI , e, etc . ­
que pueden ser ident i f i cados también como l os dec ima l es i l im i tados no per iódl 
cos . 

El conj unto de l os números rea l es está formado por l a  unión del con­
j unto de l os números rac i ona l es y el de los i rrac iona les . E l  s i gu iente cuadro 
s i nópt i co muestra la c l as i f icac ión de l os números rea l es .  

Números rea l es .  

Rae i ona 1 es .  
{ Enteros 

F rae e i o na r i os . 

I rrac i ona l es .  8 

I n terva l os .  Ta l y como s e  ha cons i derado e l  conjunto R ,  se t rata de l 
conj unto de l os números rea l es no res t r i ng i do .  F recuentemente es necesa r i o  con 
s i derar un subconjunto de R; es dec i r, se t iene que restr i ng i r  este conjunto y 
esto se l l eva a cabo med iante l os i n terva los . Sean dos números a y b, de ta l  ma 

nera que a'< b .  Se l e  l l ama i nterval o  a l  conjunto de números comprend i dos entre 
a y b .  Esto puede escr i b i rse como : 

a < X< b 
En donde X es un número cua l qu i era menor que b pero mayor que a .  

A cont i nuac ión s e  desc r i ben los nueve t i pos d e  i nterva los que pueden 
presenta rse, cuatro de el l os f i n i tos y c i nco i nf i n i tos . 

I nterva l os F i n i tos . - Se l lama interva l o  a b i erto determ i nado por l os­
numeres rea 1 es  a y b ta  1 es  que a< b , a 1 conjunto de  todos 1 os  números rea l es 
mayores que a y menores que b .  Este i nterva l o  se denota ( a, b ) . a y b son -
l os extremos del i nterva l o . 

( a ,  b )  �{x l x E:R, a<x<b} 
A veces este i nterva l o  se escr i be s imp lemente: 

a <x < b 

Obsérvese que en un i nterva l o  ab ierto ( a  , b ) ,  l os p rop ios ext remos 
a y b no forman parte del m i smo. 

Sue l e  l l amarse amp l itud del i nterva lo  ( a, b a la d i ferenc ia b �a . 

Geométr icamante el i nterva l o  ab ierto ( a , b queda representado --
por el conjunto de todos l os puntos de un eje numér ico x comprend i dos entre -
1 os puntos que representa n a 1 os extremos a y b ,  como se ve en 1 a f i gura 6 . 

FIG. 6 X 

E l  i nterva l o  cerrado determ i nado por l os números rea les a y b donde 
a < b, es el conj unto de todos l os números rea l es x ta l es que a-"'x-"' by se de 
nota con [a, b] 

[a, b] = {x ¡xe:R, a-::x�b} 

Evi dentemente en un i nterva l o  cerrado[a , b] , l os ext remos a y b -­

forman parte del i nterva l o .  La d i ferenc ia b - a es la amp l i tud del interva l o .  



La representac ión geométri:ca del i nterva l o  cerrado (a ,  b) está cons 
1 ltuída por e l  conjunto de todos los puntos de un eje nÚmer i co x comprendidos 
�ntre l os puntos a y b ,  i nc l uyendo estos ,  figura 7 • 

FIG7 x· 

Se conocen como interva l os sem iab i ertos a l os siguientes : 

I nterva l o  semiabierto por l a  izquierda: 

(a , b J � { X 1 X E R, a < ic � b } 

Que se representa geométr icamente en la f i gura 8 . 

FIGB X 

I nterva lo  sem l abierto por la derecha: 

[ a, b) E { x 1 x E R, a� x< b } 

Que geométr icamente se ve en la figura 9 

"[ .. 
X FIG. 9 

Los interva los inf in i tos son los siguientes, en donde x E R .  

( a ,..,)={ xl x > a} 
[a , oo ) a { X 1 X� a } 
( a ) • { x 1 x< a} 
( a] • { x 1 x� a }  

00) •{ X 1 X E  R }  

Las representac iones geométr_ i cas d e  estos interva los s e  deducen f�­
' l lmente de lo anter ior .  
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Domin io  y Rango . - S e  l lama dominio de una función a l  conj unto de  to 
dos l os valores que toma l a  varia b l e  i ndepend iente. Esto es , s i  

f = { ( X , y ) l x  E A; y = f ( X ) } 

e l  dominio de la función f denotada por Df es Df = A 

Rango de una función es e l  conjunto de va l ores que toma la varia b l e­
dependiente. O sea que para la función f = {  ( x ,  y )  1 x E Qf ' y =  f ( x ) } , 
el rango denotado por Rf es e l  conjunto de va lores y ta l es que y =  f ( x ) ,  -
x E Of . Simból feamente : 

ejemp los : 

Rf = { y 1 y 

Para i lustra r l os conceptos anteriores se presentan l os siguientes 

Ejemp lo 8 .- Sea la func ión dada por f ( x ) = +� 
E l  dominio de esta func ión es Df a { x 1 XE R ,  x� 5 } o sea , el interva 

lo i nfinito ( -oo, 5] 

El rango es el conjunto de todos los números rea les no negativos , es 
d ec i r  Rf = { y 1 y E R , y 2. O } o b i en [ O ,  + oo ) 

De este ejemp l o  se inf iere una importante convenc ión. Cuando una fun­
c�Ón se defina Únicamente por la reg l a  de correspondiencia , se cons iderara e� 
mo dominio el conjunto de va lores rea l es de la va r ia b l e  independiente que ha­
cen que sea rea l l a  varia b l e  depend iente. En d icho ejemp lo ,  como se tiene una 
raíz cuadrada , que será rea l  solamente si e l  subrad ica l es positivo o nu l o ,  -
el dominio se obtuvo de considerar 5 - x >  O .  Lo cua l imp l ica x <  5. 

x2 - 4 Dada la func ión f ta 1 que f ( X ) a _;.;X __ -2:-'-- , puede-
x2 - 4 

Ejempl o 9.-

observarse que la expresión X - 2 no esta defin ida para X= 2 ,  por tan­

to no hay va lor de f ( x )  para x • 2 ,  de ahí que x2 - 4 2 t Df . Sin embargo --x::-z-

es un número rea l d i ferente de 2 .  Si a ER y a � 2 hay un va l or de f ( x ) -
en a que es : 

a2 4 f (a ) • a = 2 l uego e l  dominio de esta función es : Df • { xl x E R ,  x + 2} 



El rango estará constitu ido por todos l os va lores de y que resu l tan­
correspondientes a los va lores de x de l domi nio. El rango es 

Rf z { y\ y e R, y + 1¡} 

Representación Geométr ica . -

En e l  estudio d e  l os tóp icos d e  las matemáticas es d e  gran ayuda po­
der dibujar i l u straciones que tengan a l guna sign i f icac i ón con el tópico en -­
cuestión . Estas ilu straciones no son parte esencia l de la teoría matemática , ­
sino más b ien deben cons iderarse como ayudas visua l es .  Además de un diagrama­
que i l ustre la correspondiencia , o dependenc ia entre las va ria b l es que inter­
vienen en una función , puede darse una representac i ón geométr ica de la m i sma . 
Muchas veces la ayuda que proporciona la gráf ica de una función es c lave para 
el estudio de la función y para la sol ución del prob l ema en que interviene é� 
ta . 

Dado que una función rea 1 de va ria b 1 e rea 1 es un conjunto de parejas 
ordenadas de números rea l es ( x, y ) , y como existe una correspondencia uno a 
uno entre el conj unto de parejas ordenadas de números rea les y e l  conj unto de 
puntos de un pl ano cartes iano x ,  y ,  una func ión puede representa rse por e l  
conjunto de puntos de l  p lano, cuyas coordenadas sean las parejas que constit� 
yen la función. Esto es , cada pareja ordenada ( x1, Y¡ ) de la función 

f = { ( x , y )\yg f ( x ) , x E Df} 

queda ,-cpresentada por e l punto P1 ( x1, Y¡ ) , por lo cua l ,  la gráfica de di--
cha función será el lugar geométrico de todos los puntos P x, y ) cuyas co-
orden�das satisfacen la ecuación y= f ( x ) .  Recuérdese que el primer e l eme� 
to, x de cada pareja es la a bscisa del punto que la representa y que e l  segu� 
do el emento y es su ordenada . Debe notarse que de acuerdo con la def i n i ción -

de func ión real de var iable rea l ,  si ésta tiene una infin idad de pares de el� 
mentes ( x , y j,  su gráf ica es un l ugar geométr ico ta l que no hay ninguna -­

recta paralela al eje y con la que presente más de un punto de intersección. 

Ejemp lo 10 . - Sea la func ión del ej emp l o  8:  f ( x )  • + � 
En seguida se muestra una tab la con a l gunos va lores de x en el domi­

nio de l a  func i ón y sus correspondientes f ( x ) .  

10 

X -1¡ -1 o 2 3 l¡ 5 

y=f (x) 3 2 +./"3' ./2 o 

En la f i gura 10 esta representado el conjunto de parejas ( x ,  y ) d 
la tab l a. 

X ( - 4,3) 

-4 

)( (-1,16) 

-1 

y 

3 
(O,f5¡ 

X (1,2) 

FIG. 10 

3 

(4,1) 
X· 

(5,0) )( ... 
X 

Trazando una curva por todos los puntos mostrados en la figura 10 ,  -
se obtendrá la representación geométr ica de la funciÓn propuesta , como se ve 
en la figura 1 1 . 

y 

-4 -1 o 

FIG, 1 1  

o¡"[x¡xu!, x�sJ 
Rf'{ TI Y< IR) Y <O} 

4 X 



Ejemplo 1 1 .- Sea la func iÓn dada por y =  3 - --2- ;i x - 2 ) 2 + 9. 3 
Para trazar su gráfica puede ttansformarse antes la ecuac iÓn dada p� 

ra ver que t ipo de curva representa , dado que es una ecuac iÓn de 2e grado en 
x, y ,  y determinar sus e l ementos característ icos . Esto es: 

y- 3 - _2_ A X - 2 )2 + 9 ""'9> 
3 

3 ( Y -
3 ) • - 2 ¡�¡ X - 2 )2 

+ 9 

-9 ( y - 3 ) 2 = l¡ ( X - 2 )2 + 36 

je y ,  de 
vertí ces 

9 ( Y - 3 ) 2 - l¡ ( X - 2 ) 2 = 36� ( y - 3 ) 2 ( X - 2 ) 2 -'-.::,9�....!..,_ = 1 

Esta ecuac i ón representa una h ipérbola con eje foca l para le lo  a l  
centro e ( 2 ,  3 ) ,  semieje transverso a = 2 ,  sem ieje conjugado b 
vl ( 2 ,  1 l. v2 ( 2 , 5 ) 

Teniendo en cuenta l a  reg la de correspondenc ia dad: : 

y "' 2 ¡¡ 2 1 3- - ( X - 2 ) + 9 3 

e--
- 3. 

la gráfica de la func iÓn en cuest ión consiste·en la rama i nfer i or de d icha -­
hipérbola como se ve en la f i gura 12 .  

y 

o,=R R=[v!ve!R,Y�1J 

X 

Figura 12 

1 . 2 .  FUNC I ONES EXPL I CITAS E IMPL I C ITAS . DADAS EN FORMA PARAMETR I CA . ­
FUNC I ONES DEFINIDAS EN DIFERENTES INTERVALOS . 

Sea 1� func i Ón dada por y =  f ( x ) ,  donde como se sabe f ( x )  in-
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dica como ca lcular el va lor de l a  variab l e  dependiente y directamente en --­
térm i nos de la variab l e  i ndepend iente x. Toda función especificada asi se -­
l lama func ión exp l í c i ta .  

En otras pa l abras , una func ión es exp lícita cuando en l a  ecuac ión 
que actúa como reg l a  de correspondenc ia , se tiene despejada la var ia b l e  de-­
pend iente y en términos de l a  var ia b l e  independiente x .  

Ejemplo  12 . - La función y =  f ( x ) = 3 / + 2 X + 1 es una función 
exp lic i ta, dado que la ecuación que es la reg la de correspondencia , perm i te­
ca l cu lar d i rectamente para cua l qu ier va l or x del dominio, e l  e lemento corre� 
pond lente y del rango. 

Considérese ahora que f ( x, y ) representa una '�xpres i Ón en x, y; -
en ta l forma que f ( x ,  y ) = O  ( 1 ) es una ecuaciÓn en x ,  y ,  que no-
está resuel ta para y ,  es decir que no está despejada y .  

Ejempl o 1 3 .- La ecuac ión :  2i - 2xy + / - 1 = O 
es una ecuación de l  tipo f ( x ,  y ) = O 

donde f ( x, y ) = 2 x2 - 2 x y + y2 - 1 

(a ) 
(1) 

En este ejemp l o  se puede despejar y considerando que se trata de una 
ecuaciÓn de segundo grado en y 

De donde: 

2 y 2xy + ( 2x2 - 1 ) = O 

¡--;;-· Las soluc iones de d icha ecuac iÓn son : y =  x ±/1 - x� 

Dado que hay dos va lores de y para cada va lor de x en el Interva lo� 
blerto ( - 1 ,  1 ) , la ecuac ión (a) especifica una relac i Ón mu l t i forme,pero no 
una función. 

Para que la ecuac iÓn (a) sea la regla de correspondencia de una fun­
c iÓn , basta con prec i sa r  el signo que ha de afectar a la rafz. De este modo­
se tendr�n dos func iones : 



z x + � 

Segun l o · anter l or ,  una ecuac i on f ( x ,  y )  • O puede imp l icar una o­
más re l ac iones func iona l es .  Ante esto es necesar io tener cu idado ,  ya que hay 
ecuac i o ne s  de l t ipo (1) que no se sat i sfacen para nlngGn par de nameros -
rea l�s x ,  y, por l o  cua l no representan n i nguna func ión rea l de var iab l e  �-­

rea l ,  como es el caso de l ejemp lo 14. 

· Ejemp lo 14 . - Dada l a  ecuación i + y2- 9 • 0., obsérvese que no -
se satisface para n i ngún pa r de números rea les x, y ) • 

Esto se ve c l aramente en l a  expres i6n que resu lta a l  despejar  y, que 
es : 

Ev identemente a l  sust i tu i r  en esta expres ion a x por cua lquier núme­
ro rea 1 queda la ra.Tz cuadrada de un numero negat lvo que no es un número 
rea 1. 

Aqul se cons iderará que una ecuac i ón de l t i po ( 1)  define una re lac ión 
misma que s i  no es una func i ón ,  puede def i nirse a partir de e l la una func ión 
adaptando condiciones adecuadas como en el caso del ejemp l o13 . 

Una func i Ón cuya reg la  de correspondenc ia sea una ecuaciÓn del t i po­
(1), se l l ama funciÓn lmp l 1c ita . O sea que una func iÓn imp l lc i ta se caracte­
riza porque en la  ecuac iÓn que actúa como reg l a  de correspondencia , la varl� 
b l e  depend iente y no se encuentra despejada . 

de x .  
Ejemplo 15.- En las s igu ientes expres iones ,  y es función lmp l lc i ta -

a) x2 - 3y + 1 • O 

b) X y = 1, X ..¡. 0 

e) 4 x2 - / - 8 x + 2 y - 1 • O; y > O  

d )  y e COS ( X - Y 
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e) ey • sen ( x + y ) 

f) y3 X - 2 
2 • X 

Func iones dada s en forma paramétr ica . 

En e l  s i guente ejemp l o  se i l ustra et sign ificado de la representac iÓn 
paramétr ica . 

Ejemplo 16.- Dadas las  ecuac iones 

X • 2 t -
2 ; y • 4 - t ( A ) 

e l  parámetro t puede e l im i narse por igua lac ión ,  habiéndo l o  despejado previa­
mente : 

X +  2 t a --2-- t e 4 - y x-+2 4_Y --
2
--= x + h -.6=0 

( B ) es la ecuac i ón de la recta que se ve en la f igura 1 3 . 

x:2t-2 
Y=�-1 

o 
F.IG.IJ 

X 

( B ) 

Obsérvese que.para cada va lor  de t en l a s  ecuaciones ( Al se  tiene­
un va lor de x y un va l or de y, que cons iderados como una pareja ordenada de­
números rea l es ( x ,  y), const i tuyen las  coordenadas de un punto P ( x, Y)­
de la recta de ecuac iÓn ( B ) .  

Ejemp lo 17.- x • 2t + 2 ; y • 2t2 + 4t son las  ecuac iones paramétr i 
1 

2 
cas de la pa rábo la de ecuac iÓn y a 

-2- x - 2, f i gura 14 .  



y y 

Y•-}-x�z ·� 
o X X ·� X • 21+2 3 

Y•!f 
Y•2t2+4t fl G. 14 -6 

FIG. 15 

Ejemp l o  18 . - Las ecuac i ones x • 2t2 ; y =  !2 , con el parámetro t,­

son una representac ión paramétr ica de la h i pérbola  cuya ecuac i ón ca rtes iana­
es: x y = 6, f i gura 1 5 .  

Una representac ión paramétr ica frecuentemente puede const i tuír l a  r� 
g l a  de correspondenc ia de una func ión como es el caso de l os ejemp l os ante-­
r i ores, donde las  func iones respect ivas se pueden escr i b i r :  

y JI X - 2t- 2 ,  y. 4- t ,  t E R} 

y J¡ x a 2t + 2 ,  y • 2t2 
+ 4 t ,  t E R} 

f1 • { (  x ,  

f2•{ ( x , 

f3 • { ( x , Y ) 1 X • 2t2 ; y • -3- t e: R t ..,. O} 
t2 

A veces un par de ecuac iones paramétr l ca s  representa una relac i ón mu l 
t iforme que puede descomponerse en más de una func i ón .  

Este es  e l  ca so de l a s  ecuac iones del ejemp l o  19 . 

Ejemp l o  19 . - las ecuac iones x a 3 cose ;y m2 sen e, en l a s  que e es 
e l  paráme:tr,o/corresponden a _ la e l ipse de l a  ecuac ión cartes iana x2 +-2 

--
9- + -

Desde l uego estas ecuaciones deflhen una relac i6n mu l t i fbrme en el i nter 
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va lo  ab ierto - 3< x < 3 ,  que puede descomponerse en las dos s i guentes func i o-

nes: 

f 1 
- { (  x ,  y ) 1 X • 3 cos e. y - 2 sen e. - 3 < X < 3 ,  y > O} 

f -2 { ( x, y ) 1 X = 3 cos e ,  y = 2 sen e ,  - 3 < X  < 3 ,  y < O} 

Cuyas gráf icas se ven en l a  f i gura 16 . 

y 
y 

2 -3 3 
X 

" -2 

FIG. 1 6  

Una func ión expresada en forma paramétr ica es  pues : 

f • { ( x ,  y ) / x • f ( t )  , y • g ( t ) ,  te: Df n D
9 ..,. $} 

Debe tenerse cu idado en i den t i f icar l a s  ecuac i ones paramétr l cas que­
no def inan una func ión. Esto puede suceder s i  Df nD

9 = $ como se ve en e l  e--

jemp lo  20 .  

Ejemp l o  20 . - Dadas x • 

donde D ¡= { t / t E R, t _::: 4 } y 
f ( t ) - � y•g ( t ) • /t=--b 

o
9 

= { t/ t E R, t � 6 } se ve que Of n o
9 

• $ 
Lo cua l hace que n i ngún va l or de t defina un par de números rea l es ordenados­

( x ,  y ) . Esto imp l ica que estas ecuac iones no def inen una func ión. 

Una ap l icación Út i l  de las  representac i ones paramétr icas se presen-­

ta en prob lemas de mov imiento curv i l fneo, donde comunmente se cons idera que -­

( x, y )  son las coordenadas cartes ianas de l  punto móv· i l  y el pa rámetro t es­

el tiempo. 

A l a s  ecuac iones x = f ( t ) ,  y • g ( t ) ,  s ue l e  l l amarse l e s  en ese ­
caso ecuac iones del movimiento y a la gráf ica correspond iente , trayector ia -
de l  mov im iento. 



Otro emp l eo interesante de las ecuac i ones pa ramét r l cas se t iene para 
s imp l i f ica r  l os cá l cu l os a l  determ i nar l a s  coordenadas de l os puntos de u na ­
curva , dada su ecuac i Ón ,  como s e  ve e n  e l s i gu iente 

Ejempl o 2 1 . - Para obtener puntos de la curva de ecuac i6n 4y3 a 27x
2 

puede hacerse x = 2t3 , l o  cua l da y3 = 27 t6 , en otra ecuac ión y eR  y t eR -­
luego puede s imp l i f icarse para tener y =  3 t2 . 

Es ev idente que s i  se usa n  l a s  ecuac i ones paremétr icas x e 2 t3 ; -­
y =  3 t2 en l ugar de l a  ecuac i ón 4 y3 = 27 x

2 
pueden tabu larse con mas fac i ­

l i dad l os pares ( x ,  y )  deseados . 

Func iones def i n idas en d i ferentes i nterva l os .  

F r ecuentemente l a  reg l a  de corres pondenc i a  d e  una func ión esta espe­
c i f i cada por var i a 5  ecuac i on e s , cada una de las cua les estab lece la a s i gna-­
c i en ,  puede estar cons t i tu i da por una o;más ecuac i ones d i ferentes que esta-­
b l ecen el v i ncu l o entre las var i a b les x ,  y, en d i ferentes i nterva los del domi 
n i  o .  

A cont i nuac iÓn se presentan a l gunos ejemp los para i l ustra r esto : 

Ejemp l o  22 . - Sea la func i ón dada por : {- 2 
y =  � 

s i  x .s. -1  

s i - 1 < x s... 2 
S i  X > 2 

Puede verse que la reg l a  de correspondenc i a  esta formada por tres e­
cuac i ones , l as cua l es estab l ecen el víncu lo  entre x y y para d i ferentes pa r­
tes del dom i n io ,  que es R .  Especlf i camente: 

y = -2 para X E ( - oo  - 1 ] 
y - para X € ( -1 . 2 J 
y = 4 para X E ( 2 , + ., ) 

La grá f ica de esta func i Ón se mues tra en la f i gura 1 7 .  

14 

V 

4 

-1 

D{JR 
o-----R;;.:;1=�,1,•} 

X 

F 1G 1 7  

Ejempl o  23 .- Sea l a  func i ón "va l or a bsoluto" dada por y = 1  x 1 ·  
Esta reg l a  de correspondenc i a  es equ iva l ente a :  , 

S i  X < 0 

S i  X > 0 

E l  dom i n i o  de esta func ión es e l  conjunto de todos l os números rea-­
l es y el rango es e l  conjunto de todos l os números rea l es no negat ivos . 
Of = R, Rf = { y  1 y E R ,  y �O } Su gráf ica se ve en l a  f igura 1 8 .  

F 16. 1 8 

Ejemp l o  24 . - Con s i dérese l a  func i ón def i n i da por F \1 x ) = [ x ]  
l l amada "func ión �ayor entero", donde[ x ] s ign if ica l a  parte ' enter a  del nume 

ro rea 1 x .  Es dec i r  f ( x ) " [ x ] = n s i  n � x < n + 1 .  

E l  dom i n i o  de esta func ion es e l  conjunto de l os números rea les y e l  



rrlngo esta formado por todos l os números enteros . 

Una parte de la func i ón se desc r i be a cont i nuac ión .  

F X [ x ]  -2 S i  - 2 < X < -1 

F X [ x D -1  s i  < X < o 
F X [ x ] o s i  o < X < 

F X [ x ] S i  < X < 2 

F X [ x ] 2 s i  2 < X < 3 
F X [ x ]  3 S i  3 < X < 4 

La gráf ica correspond iente se presenta en la s igu i ente f i gura. 

2. -

·2 -¡ o :z 

--

F i gura 1 9. 

Ejem�lo 25 . - Sea l a  func ión def i n ida por : r x2 
- 3 S i  -1  < X < 

f ( X ) f 2x - 4 s i  <;: X ¿ 2 

l 5  x2 s i  2 ' X <  

Obs�rvese que la reg la de correspondenc ia de esta func ión esta' forma 
d•l por tres ecuac iones . La pr imera representa una parábo la cuyo ej e coi nc ide 
c on e l  ej e 1 1  y 1 1  y su vér t ice es e.l punto v 1 ( O , -3 ) .  La segunda equ iva l e-

m: ·-· . 1 

a una recta con pen d i ente i gua l a 2 y que corta a l  ej e 11 y 1 1  en el punto - ­

p ( O , - 4 ) y la tercera representa otra par'abola .Tamb i én con su ej e co inc i  
d i endo con e l  ej e d e  las ordenadas y vert ice v2 ( O , 5 ) .  

La gráf ica d e  esta func iÓn se puede observar 

1 .  

-3 -2 -1 
o 

-1 

-2 

-3 

- 4  

F i g u r a  2 0  
1 . 3 .  OPERAC I ONES CON FUNC I ONES .  

en l a  f igura 20 .  

E n  este tema se estud ian l a s  operac iones d e  ad i c iÓn ,  sustracc iÓn ,  
mu l t i p l icac ión ,  d i v i s ión y compos ic iÓn d e  func iones , m i smas que son i nd i spe� 
sab l es para e l  tratamiento de los · temas subsecuentes . 

En l o  que s igue se cons iderará que f y g son func i ones con reg l a  de­
correspondenc ia y =  f ( x ) ,  y =  g ( x )  y dom i n i o  Df y o9,respec t ivamente. 

Se def i ne como suma de las func i ones f y g a l a  func i Ón denotada con 
f + g con dom i n i o  D 

f + g ) ( x )  f ( x ) + g ( x ) , x e: D 

Esto es, e l  va lor de f + g en x E D ,  es igua l a la suma de  los va lores 



de f y g en x E D .  

Ejemp lo 26 . - Sean l as func iones : 

f = { ( 1 , 3 ) • ( 2 ,  5 ) • ( 3 , 7 ) • ( 4 ,  1 1  ) • ( 5 ,  1 3  ) • ( 6 ,  1 7  ) } 

g z { ( -2 . -5 ) • ( o . 4 ) • ( 2 ;  3 ) • ( 4 .  2 ) • ( 6 .  1 ) } 

Ev i dentemente: Df = { 1 , 2 ,  3 , 4 ,  5 ,  6 }  y o9= { -2 ,  O ,  2 ,  4 ,  6} 

Luego: 

Entonces : 
f + g z { (  2 ,  8 ) ,  ( 4 ,  1 3 ) ,  ( 6 ,  1 8  ) }  

Ejemp l o  27 . - _Cons idérense l a s  func iones dadas por : 

f ( x ) = x2 + 1 y g ( x ) = + �  

para las que Dt = R y 09 [3 , + "'  resp�ctivamente . 

Ahora D = Df n D 9 = [ 3 , + "' ) 

( f -v .9 ) ( x ) = x2 + 1 + � 

- Sustracc ión .  

S e  l l ama d i ferenc ia de l a  func iÓn f menos l a  func iÓn g y se denota­
por f - g a la func iÓn dada por 

(f - 9 ) ( X ) = f ( X ) - 9 ( X ) 

Donde O =  Df n 09 es el domi n io de f - 9 ·  
Ejemplo 28 . - Dadas las func iones f y 9 del ej emp lo  26 se tendrá que : 

f - _g = { ( 2 , 2 ) . ( 4 , 9 ) . ( 6 , 1 6 ) }  

Ejemp l o  29 . - S i  f y g son l a s  func iones dadas por f ( x ) • 3x2 + x ,  
g ( x ) = x 2  + H, se t iene Df • R ,  y 09 = [o + "' ) . Entonces O • Df n o9= 
[o + oo )  y f - g estará dada por [f - g] ( x ) = 2x2 + x - ¡;;_3' 

Mu l t ipl i cac iÓn .  

E l  producto d e  las func i ones f y 9 e s  l a  func iÓn con dom i n io 

o Df n D9 , denotada por fg y ta l que s i  x ¡; D 
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( f g) ( X ) = f ( X ) 9 ( X ) 

Ejempl o 30 . - Tomando las func iones f y g de l ejemp l o  26 se t i ene : 

f 9 - { ( 2 .  1 5  ) • ( 4 .  22 ) • ( 6 • 1 7  ) } 

Ejemp l o  3 1 . - S i  f 1 y f2 son func iones ta l es que f1 ( x )  = + �� 
f2 ( X ) a + 19 - }, 1entonces Df1 D ·  + "' ) , y  Df2 - [-3 . 3] • por l o  

cua l D = Df 1 n Df2 = [_1 ,  3} y [ f g ]  ( x ) • + � � : x ¡; D 

ta 1 que 

D iv i s ión. 

Se l lama coc iente de la func ión f entre l a  func ión g a la func ión __ 
f 
__ g 

[+) ( X ) e f ( X ) 
g ( X J 

Ejemp lo 32 . �  Las func iones f y 9 de l  ej emp l o  26 dan 

Ejemp lo 33 . -

f 5 1 1 
--g = { (  2 ,  --3-- ) , ( 4 ,  -2- ) , ( 6 , 1 7  l _  

Sean l a s  func iones dadas por F ( x ) • + !('
_
x
_

+
_
2
_

)
"""3'' 

G ( x ) = + ,!( x + 3 ) ( 5 - x J, se tendrá: DF =[ -2 ,  + "' )  y DG = [ -3 , 5]  

Luego DF n DG =[ -2, 5 J ,  pero G ( -3 ) = G ( 5 ) = O ,  entonces e l -­
domin io  de la func ión + es O =  [ -2 ,  5 ) , s i endo : 

[+ ] < X ) z +1 ( X + 2 ) 3 1 

+/ ( X + 3 ) ( 5 - X ) ; 
De las def i n i c i ones de suma y producto de dos func i ones se t iene que :  

La suma de n func i ones rea l es de var iab l e  rea l :  f1 + f2 + f3 + • . .  + fn 
es una func ion rea l .  

E l  producto de n func iones rea l es de var i ab l e  rea l :  

f1 f2 f3 . . .  fn es una func ión rea l • .  

S i  se suma n veces una m i sma func i on f ,  se t i erte : 

f + f + f +  + f = n f ;  ( n sumandos 

S i  se mu l t i p l ica n veces por si m i sma la func ión f resu l ta :  



f .  f .  f .  f - fn , ( n factores ) 

Desde l uego ,  s i  m y n son nameros natura les , entonces : fn fm = fn + m  

-n Def i n iendo f" = 1 y f • n 
números enteros y n y m se ver i f ica�á: 

en que n es natura l , para todos l os 

fn fm m fn + m sobre o n o 
fn fm 

Campos i e 1 ón de Func iones o Func ión de func ¡ ón . 

Dadas las func i ones f y g con dom i n ios Df y Dg respect ivamente , se 
def ine como l a  compos i c i ón de l a  func ión f con la func ión g a la func i ón de­
notada por f • g t� l que : 

[ f 0 g) ( X ) = f ( 9 ( X ) ) 

f • g se lee 11 f compos i c i ón g 11 y se trata de la func ión cuyo dom.!_ 
n i o  est; formado por todos los e l ementos x que pertenece� a l  dom i n i o  de g ,  -
para los cua l es g ( x ) pertenece a l  domi n i o  de f .  

Df .g a {  X 1 X E Og ' 9 ( X ) E  Df } 

S i  g t i ene dom i n i o  en e l  conj unto A y rango en el conjunto B y f -­
t i ene domin io  en B y  rango en e l  conj unto C, entonces f • g t i ene dom i n i o  en 
A y rango en C .  En la f i gura 21 se ve un d iagrama esquemát ico de la func i on­
f compos i c i ón g .  

FIG 2 1  

E l  concepto de cornpos i c i 6n de func i ones e s  de gran ut i l idad e n  e l  -­
tra tamiento de func iones que se presentan frecuentemente , que pueden establ� 
cerse en base a otras func iones mas s imp l es como se muestra en l os s i gu i en-­
tes ej emp 1 os : 

1 7  

Ejemp l o  34 . - La func ion def i n ida por y = + � puede conceb i r ­
s e  pensando q ue  y = + �y u • x2 + 1 

es : 

y l a  

y que 

Esto es : si y =  f ( u ) = + � y g ( x ) = x2 + 1 , entonces : 

Y = f (g (x } }  = [ f 0 gJ ( X  ) = + � 
Ejemp l o  35 . - S i  y a f ( u  ) z u4 

x· - 1 ·4 y • ( f 0 9) ( X ) = ( ....,..--:¡:-¡- ) 

u = g ( x )  x - 1  a ....,..--:¡:-¡-

Estas m i smas func iones pueden esc r i b i rse :  

f m { ( u , y ) l 4 Y m U , s i endo-

f o 9 a { ( X ,  Y ) 1 y B 

Ejemplo 36 . - Dadas f = { (  x ,  y l l  y =  x2 - 2x + 3 } 

9 = { ( x ,  y l l  y = x
3 - 4 } l a func ion h - f o 9 

h = { ( x , y l l y - ( x3 - 4 ) 2 - 2 (x3 - 4 ) + 3} 

func ion g • f es : 

j = { ( x , y ) 1 y - ( 2 - 2x + 3 ) 3 - 4 } X 

EJemp l o  37 .- S i  f = { ( 1 ' 3 ) ' ( 2 ,  4 ) ,  ( � ... �_) . ( 4, 6. ) } y 
g = { ( o ,  -3 ) ,  ( 3 '  2 ) ' ( 4 ,  1 ) }  entonces : 

f g { ( 3 ,  4 ) , ( 4 ,  3 ) }  y 
9 • f m { (  1 ,  2 ) , ( 2 ,  ) }  

S e  ve con e lar idad que Dfog ={ X l x  E 0 'r/ ( X  ) E Df } g g 
D 9 of a {x 1 X E Df 'rf f ( X ) E 09 } 

Tamb i én es notor i o  en l os dos úl t imos ejemp l os ,  que : f o g � g o f .  

Es dec i r  que genera lmente la compos i � ión de func i ones n o  es conmutat iva . 

SI f y g son dos func iones rea l es de var i ab l e  rea l ,  la gráfica de 
f o g puede constru i r se par t i endo d.e las gráf icas de f y g como se i nd ica a-



con t i nuac ion , f i gura 22 . 

Tomese un número x � O . Trácese una recta para l e l a  a l  eje de las o� 
9 

denadas que pase por e l  punto ( x, O ) . Esta recta i n tersecta a l a  gráf i ca -

de g en e l  punto ( x, g ( x ) ) . La recta para l e l a  a l  eje de l a s  absc i sas -­

que pasa por e l  punto ( x ,  g ( x ) ) i n tersecta a la recta y = x en e l  punto 

( g ( x ) ,  g ( x )  ) .  S f  x E Df 0 g entonces g ( x )  E Df y l a  recta para­

l e l a  al ej e de l a s  o rdénadas que pasa por el punto ( g ( x ) , g ( x ) ) i n-­

tersectará a l a  gráf i ca de f en e l  punto ( g ( x )  f g ( x )  ) .  E l  punto 

FIG.  2 2  

�(g- G_J_)_)_ de f • g correspond i en te , es l a  i n tersecc ión de l a  rec­
j ta para l e l a  a l  eje de l a s  absc i sas que pasa por ( g ( x ) , f ( g ( x ) ) Y -
p a  recta para_l e l a  a l  eJe __ d<:._

l a
_
s _()_r�nad'!_s ___ <¡ue pa�'!. . .P�r ( x , O ) . 

Ejempl o 38 . - Sean f y g l a s  func iones dada s por f ( x ) = x2 , 

g ( x ) = x + 2 . Se t ra ta de trazar l a  g rá f i ca de l a  func i ón f o g .  
Como Of = Dg = R , se t i ene Dfog = R 

La reg l a  de correspondenc i a  de f o g es 

[ t  o 9 }  X ) =  f ( 9 ( X ) ) =  f ( X + 2 )  ( X + 2 ' ) 2 
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l d  1 l •¡ur<1 23 mueHra l ll  gráf ica correspond iente. 

y 

X 
f IG 2 3  

En esta f i gura : P1 ( x , g ( x )  ) ,  P2 ( g  ( x  ) ,  g ( x ) ) ,  P1 ( g ( x )  
f ( f ( 9 ( X ) ) y p4 ( X , f ( g ( X ) ) • 

1 . 4 . . FUNC I ONES ALGEBRA I CAS . FUNC I ON CONSTAtiTE E I DENT lDAD .  ENTERAS , 
RAC I ONALES E I RRAC I ONALES . LAS FUNC I ONES ALGEBRA I CAS COMO RA I -

n n- 1 C ES DE ECUAC I ONES DEL T I PO : P0 ( x ) y + P1 ( x ) y + . . .  
+ Pn ( x ) = O .  

Las func i ones a l gebrá icas son a que l l a s  en l a s  que i nt erv i ene u n  nume 
ro f i n i to  de operac i ones a l gebrá icas de las  func iones constante e i dent i dad , 
m i smas que se presentan a cont i nuac i ón .  

Func i ón constante e s  l a  que tiene como dan i n i o  e l  conj unto de l os nú 
meros rea l es y cuyo rango es un sól o número rea l .  

Esta func i ón puede esc r i b i rse : 

C = { ( X ,  y ) j X E R , y = C } = { ( X ,  e ) j X E R } 

Ev i dentemente l a  def i n ic i Ón d e  func i ón constante no se contrapone ·a l 
concepto de func ión ,  dado que a cada va l or de la var i a b l e  i nd epend i ente x co 



rresponde un so l o  va l o r de va r i ab l e  depend i en te y ,  que es e l  Ún ico va l or e ­
del  rango. 

La gráf ica  de la func i ón c onstante es una: recta para l e l a  al ej e de­
las absc i sa s ,  con ordenada e ,  como se ve en la f i gu ra 24. 

e Y=c 

o 
F I G  24 

Y=-x 

rr 
-----------f�L-4�--_.- x 

"' Fl G 25 

Func i Ón ident i dad es l a  q ue t i ene como dom i n i o  a l  conj unto de l os nu 
meros rea l es y en l a  que a cada va l or de la va r i a b l e  i ndepend iente x l e  co­
rre sponde e l  m i smo va l or de la va r i ab l e  depend i ente y, de modo que su rango­
es tamb ién el conj unto de l os numeras rea l es .  Comúnmente la func ion i dent idad 
'e representa con l .  As í :  

1 = { ( X , Y ) 1 X E: R ,  Y = x }  " { ( X ,  X ) 1 X E: R } 

Tamb i én puede e spec i f i ca r se esta func i ón esc r i b i endo su reg l a  de c o  
rrespondenc ia : l ( x ) = x 

La grá f i ca de l a  func i on i dent idad es la rec ta que pasa por e l  or i -­
TT <Jen y t iene un á ngu l o  d e  i nc l i nác i ón a =  T , como se ve en la f i gu ra 2 5 .  

Func i ones enteras o po l inom i a l e s  son las  q u e  s e  obt ienen a l  e fect uar 
con las  func i ones consta n te e i dent i dad un  número f i n i to de operac i ones de � 
d i c i ón ,  sus tracc i ón y mul t i p l icac i ón .  

Una fu nc i ón pol i nom i a l  e s  pues : 

p = ao + a , 1 + a2 1 2 + . .  + a .  I n 
n 

1 9  

donde a k , k = O ,  1 ,  2 ,  3 ,  . . .  , n ,  son func i ones constante s ,  1 e s  la  func ión 
i d ent i dad y e l  nOmero na tura l n e s  el  grado de l a  func i ón pol i nom i a l . .  

Una func ión de este  t i po puede descr i b i rse por med i o  de su reg l a  de­
correspondenc i a :  

. .  + a  n 
n X ( 2 ) 

cuyo dom i n i o  es R, en donde a0 , a 1 . a2 
el grado s i  a n � O .  

an son números rea l es y n es -

S i  e l  grado de una. func i 6n entera e s  1 , entonces se 1 1  ama func i ón 1 i 
nea l .  La func i ón l i nea l genera l está dada por : 

f ( X ) m x + b 

donde m y b son con stantes y m -+- O 

Una func i ón entera de grado 2 se l l ama func i ón cuad rát i ca .  

La func i ón cuadrát i ca genera l esta def i n i da por : 

f ( X ) = ax2 + bx + C 
donde a ,  b y e son cons tante s  y a �  O 

Una func i ón entera es una func i ón cúb i ca s i  es de grado 3 .  

Ejemp l o  3 9 . - La s s i gu i entes reg las  de cor respondenc i a  son de func i o­
nes entera s : 

a )  f l ( X 3 X - 2 1 i nea 1 ) 

b) f2 ( X 1 /2. 2 - 6 X + 2/3 cuad rát ica X 
e )  f3 ( X 4 - 6x + 2 2 3 cúb i ca ) X - X 

d )  f 4 X ) 5x6 
- 7/4 

4 
+ X - 9 de sexto grado ) X 

E l  coc i ente de dos func i ones enteras e s  una func i ón rac i ona l . Las fun 
p

l c l ones rac i ona l es son de l a  forma r = --p-- en que P1 Y P2 son func i ones ent� 
2 

ras o sea d e l  t ipo ( 2 ) .  

Una fun c i ón rac i onal  puede esc r i b i rse : 



r ( x ) • 

en donde P2 ( X  ) -+ o 

Ejemp l o  40 . - Son func iones 

a) ( X  ) 4x3 - X +  r 1 X + 

2 - 3 b )  ( X ) = X r2 X - 2 

e) f ( X  ) = 2 X - 1 -
2
--

X - 9 

+ a x!J n 
+ 2 

X + b2 X + 

rae iona l es l as def i n idas por : 
5 

x -+  2 

x -+  3 ' X ooF - 3 

• • •  (3 )  

' 

NÓtese que una func iÓn rac ional se obt iene efec tuando con l a s  func i.2_ 
nes constante e ident idad un número f i n i�  de operac i ones de ad ic iÓn ,  sus--­
tracc iÓn ,  mu l t i p l ica c iÓn y d i v i s iÓn . 

Las func i ones pol inom i a l es son casos part icu lares de func i ones rac i.2_ 
na l es .  En efecto , si en una func iÓn rac iona l de la forma ( 3 ) se t i ene - ­
m • O ,  l a  func iÓn se reduce a 

r ( x ) 

que es la reg l a  de correspondenc ia de una func iÓn pol i nomia l .  

Son func iones �C[p�O�� aque l las en donde ademas de poder i nterv� 
n i r  operac i ones de ad ic iÓn ,  sustracc iÓn ,  mu l t ip l icac iÓn ,  d iv i s ión y potenc i� 
c i Ón , i nterv i ene la rad i cac iÓn .  

Ejem�l o 41 . - Las s i gu i entes reg l a s  d e  correspondenc ia def i nen fun--
c lones ir rae ioha l es .  

a ) f1 ( X  ) = 

b )  f2 ( X ) = 

+ � 
5 X - rx-+1 ; X -+  2/3 X > -
3¡ 2 X - 3 

6 + .127 3 x rx 
o x .?_  

3 15 
e) <!> ( x ) 
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Una func ión a l gebráica s imp l e  es una func i ón donde i nterv i ene un nú­
mero f i n i to de operac iones que sólo pueden ser de ad i c i ón ,  sustracc i ón ,  mu l ­
t ip l icac i ón ,  d i v i s i ón ,  potenc iac i ón y rad icac i ón .  

E n  genera l l a s  func i ones a l gebráicas pueden def i n i rse como soluc io-­
nes de ecuac iones de l t ipo 

n-1 n-2 PO ( X  ) y" + Pl ( X  ) y + P2 ( X ) Y + • • •  + Pn ( X  ) = 0 . .  (4} 

donde P0 ( x )  , P 1 ( lL<l ) , • • •  , Pn ( x )  son pol i nom ios en x y n es natu­
ra 1 .  

Obsérvese que s i  en l a  ecuac i ón ( 4 ) ,  P0 ( x 
c ión se reduce a e y + P1 ( x ) = O ,  cuya so luc i ón es 

es la reg l a  de correspondenc i a  de una func ión entera . 

S i  en ( 4 el grado de P0 ( X ) es 1 o mayor 
e ion queda Po ( X  y + pl ( X  ) - o y la sol uc i ón de 

l • c y n = l , 

y = -� 
e 

que 1 y n = 1 ,  
ésta es : 

l a  ecu� 
y esta-

l a  eCU!_ 

pl ( X. ) • que es una func i ón rac iona l .  y = - Po { X ) 

S i  en ( 4 ) n > 1 ,  se tendrá con l a  sol uc i ón de d icha ecuac .ión una 
func i ón i rrac iona l .  

1 . 5 .  FUNC I ON B i UN IVOCA. FUNC I ON I NV ERSA. GRAF I CAS . 

Una func i ón b i u n ívoca es una re lac i ón b i u n ívoca o uno a u no ,  m i sma -
que se def i n ió en e l  tema 1 . 1 . ( pag 6 ) . 

Es dec i r ,  una func ión y =  f ( x )  es b i un ívoca cuando a cada va l or ­
de la var i a b l e  depend i ente y l e  corresponde un só lo va lor de l a  var i ab l e  l n­
depend i ente x .  

En otras pa l abras , s i  l a  reg l a  de correspondenc ia y • f ( x ) genera 
parej as ordenadas ( x, y ) ta l es que s i  ( x1 , Y¡ y x2 , y2 ) son dos· par!:_ 
ja s  d i st intas se t i ene y1 � y2 , entonces y = f ( x ) es la reg l a  de corre� 
pendenc ia de una func ión b iun ívoca . 

EJempl o 42 . - La func ión f tal que f ( x )=2 x - 1 es b i u n ívoca , ya-



que a cada va l or de f ( x ) corresponde un so lo  va l or de x .  En todas las pa­
rej as ( x, y ) que const i tuyen la func i ón ,  no se rep i te e l  segundo e lemento­
y. 

Ejemp lo 43 . - La func ión g d ad a  por g ( x 
ya que ex i s ten para e l la una i nf in i dad d e  pareja s  

z x2 + 3 no  es  b i un1voca 
a ,  a2 + 3 ) y ( - a ,  a2+ 

3 ) ; a e R donde se rep i te el segundo e l emento. S i  x1 a 2 ,  y1 = 7 y x2 K - 2 
hace que y2 = 7 • 

Las parejas d i s t i ntas ( 2 ,  7 )  y ( -2 ,  7 )  t i enen el m i smo segundo � 
1 emento. 

La def i n ic ión de func i ón b i u n ívoca puede expresarse s imból icamente­
en forma conc i sa como s igue . f es una func ión b i un ívoca s í :  

[ < a , b ) e f y a = e  
Esta expres i ón i nd ica que a cada elemento b del r�go de f esta aso­

c i ado un so lo  e lemento a del dom i n i o  de f .  

La observac i ón de la gráf ica d e  una func i ón perm i te en forma senc i -­
l l a determ i nar s i  la func i ón es b i un ívoca o no l o  es . 

Recuérdese que l a  gráf ica de una func i ón t i ene l a  prop iedad de que -
toda recta normal a l  eje sobre el cua l se ha graf i cado el domi n i o  i ntersecta 
r� a la gráf ica cuando más en un punto. S i  una func ión es b i un ívoca , su grá-
1 l ea t i ene tamb ién la prop iedad de que toda recta perpend icu l ar a l  eje sobre 
rl cua l se ha graf i cado el rango, i ntersectará a la gráf i ca cuando más en un 
punto. Esto se i l us t ra en l as f i guras 26 y 27 donde se ven las gráf i cas de � 
"" función b i un ívoca y de una func i ón que no es b i un ívoca respect i vamente . 

y 
yr 

X 
X 

F IG 27 
FIG 26 
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Una forma de ident i f icar una func i ón b iu nívoca s i n  basarse en su 

gráf ica es la que se funda en las def i n i c i ones de func i ón crec i ente y de fun 
c i ón decrec iente : 

Sea una func ión f = { (  x ,  y l l Y =  f ( x )  , x e Df } 

Se d ice que f ( x ) es crec i ente sobre un i nterva l o  [a ,  b}r:: of s i ­
f ( x1 j < f ( x2 ) cuando x1 e [a , b] , x2 e I a , b] y x1 < x2 • 

Se d ice que 
f ( x1 ) > f ( x2 ) 

f ( x ) es decrec iel'lte sobre un i nterva l o[ a ,  
cuando ><¡ e[ a ,  bJ , x2e [a ,  bJ y x1 < x2 

. s i  

Para i l us trar estas def i n i c i ones, s e  v e  e n  l a  f i gura 28 l a  gráf ica ­
de u na func i ón crec iente y en la f igura 29 l a  de una func i ón decrec iente en­
un i nterva lo [ a ,  b ] 

y y 
Y=f(K) ·cr�tcitnte 

X 

FIG 28 FIG29 

S i  y =  f ( x )  es c rec iente sobre el interva lo[a ,  b ] , entonces es 
b i u nívoca sobre d icho i nterva lo , y en la m i sma forma , s i  y =  f ( x ) es de-­
crec i ente sobre el i nterva l o [a ,  b] tamb i én será b i un ivoca sobre el m i smo­
i nterva lo .  

Func i ón i nversa . S i  f es  una func i ón b i unívoca , entonces l a  i nversa ­
de f es la func i ón {'def i n i da por la s i gu i ente cond ic i ón .  



( X ,  y ) E: f -1 S Í  y SO 1 O S i ( y ,  X ) E: f 
Esto es , l a  i nversa de una func i ón b i u nívoca f es la func i ón f - l 

que·­
se obt i ene a l  i n tercam b i a r  l a s  componentes de cada una de l a s  parej a s  ordena 
das que cons t i tuyen a la func i ón f. 

Debe a c l a rarse que en este concep to , en la notac i ón f- 1 , el i nd ice -

- 1 no t i ene e l  s i g n i f i cado que se l e  da el a l gebra como exponente. 

Ej emp 1 o 44 . - Sea f = { ( O ,  1 ) , ( 1 , 3 ) , ( 2 ,  5 ) ,  ( 3 , 7 ) } 

Ev identemente es u na func i ón b iu nívoca , dado que no se rep i te el -
segundo e l emento en dos parej a s  d i s t i ntas .  

La f u nc i ón i nver sa d e  f es : 

f -l ={ ( 1 '  o ) ' ( 3 .  1 ) ' ( 5 '  2 ) , ( 7 '  3 ) } 

De l a  d ef i n i c i ón de func ión i nversa �e deduce con fac i l idad que s i  -
f - l es la i nver sa de f ,  e l  d om i n i o d e  f es e l  rango de f -1 y e l  rango de-
f es  e l  dom i n i o d e  f -1 . 

Es i mportante destacar que es cond ic i ón necesa r i a  para que una fun-­
c i ón f tenga fu nc i ón i nversa f - l 

e l  que sea b i unívoca . 

En efecto s i  una func i ón no es b iu nívoca , es dec i r ,  s i  una func i ón F 
es u na r e l ac i ón u ni voca o u n i forme , se presentaran parej a s  d i st i n tas ( x ,  y )  
e F con e l  m i smo segundo e l emento" y: m i smas que a l  i ntercamb iar  sus  e l emen-­
tos darán lugar a parej as d i s t i nta s a hora con el m i smo pr imer e l emento . Estas 
Ú l t imas parej a s  no pueden pertenecer a u na func i ón F - l  

Ejempl o 45 . - Sea la fu nc i ón f dada por f ( x ) 
n i o es Df = { 2 ,  3 ,  4 , 5} 

3 x - 3 y cuyo dom i  

S e  trata d e  obtener la  func ión i nver sa de f s i  é's ta e s  b i u n ívoca , -
ha l l a r  d om i n i o  y rango de f-1 y l a s  gráf i cas de amba s func i ones trazadas en-
un m i smo s i s tema de referenc ia . 

Se puede ver c l a ramente que f es b i u n ívoca . El rango de f es 

P.f = { 3 ' 6 .  9 .  1 2  } o 

Descr i b i endo f por exten s i ón , se t i ene : 
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es Rf -1 

Luego 

E l  d om i n i o  d e  
={ 2 ,  3 ,  4 '  

f 
- 1  f = 

f - 1 e s  

5 }= Df 

{ ( 

{ ( 

2 ,  3 ) , 3 ' 6 ) , 4 , 9 

3 . 2 ) ,  6 ,  ) , ( 9 , 4 

Df -1 = {  3 ,  6 . 9 ,  1 2  }= Rf 

Las gráf icas d e  f y f -1  se ven en l a  f i gura 3 0 .  

y 
11 

9 

6 

. / 
/-t 

/ 

f o 

FIG,JO 

+ 

6 9 12 X 

) , 5 . 1 2  ) } 
) , 1 2 ,  5 ) } 

y e l  rango de f - 1 --

Puede observa rse en l a  f igura anter i or que l a s  grá f icas de f y f - l 
-

son s imétr icas respecto a la gráf ica de la func i Ón i d ent i dad 1 , o sea la -­

recta y =  x. Esto se conf i rma r á  ad e l a n te . 

Dada u na func i Ón f = { (  x ,  y l l  y =  f ( x ) ,  xc D f } s i  es b i u n fvoca 

su i nversa f -
l 

puede obtenerse i ntercamb i ando l os pape l es que d esempeñan l a ­

var i a b l e  i nd epend i ente y la va r ia b l e  depend iente .  

Esto es : 

f -
l 

= { ( x ,  y ) J x = f ( y ) ; y E: D f = Rf -1 } 

Notese que en esta � l t ima expres i ón ,  la ecuac i on x = f ( y )  e'ta b l e  

c e  que "/ es func i .;n i mp l fc i ta d e .'x': 



Ejemp l o  46 . - Sea l a  fu nc i ón f = { (  x ,  y ) 1 y 2 X + 3 xe: [-2 , � } 

Se trata de i nves t iga r  s i  f e s b i u n ívoca , y en caso a f i rma t i vo,  ha-­
l l a r  s u  func i ón i nversa , trazar las gráf i c a s  d e  amba s func i ones y observar -
que e s t a s  son s i métr i c a s  respecto a l a  recta y =  x .  

E n  efecto , y =  2 x + 3 e s  l a  r e g l a  d e  correspondenc i a  d e  una func i Ón 
b i u n ívoca , ya que a cada va lor de x l e  corr esponde un s o l o  va l or de y. E s to­
t am b i én pued e con s ta ta r s e  v i endo que se· t ra t a  de una func i Ón c rec i ente dado­
que si x2 > x 1 e n tonces y 2 > Y ¡ · 

As i que f t i ene func ión i nversa que e s :  

f -
J 

= { ( X ,  y ) 1 X = 2 Y + 3 ; y e: [ - 2 ,  2] } 

Que p u ed e  escr i b i r se : 

f - J  = { ( X ,  y ) 1 y = X ; 3 , X E (-J , 7] } 

f::t que 

Las graf icas de y = 2 x + 3 ,  x e: [ -2 , 2 J y d e  y = � 
·.� ven en l a  f i gu ra 3 1 , donde es obv i a  la s ime t r ía de e l l a s  respecto a la rec 
l d  y = x .  

-------- ------ --

y 

7 

/ 
/ 

/ 
/ 

FIG.31 

/ 

------ --

Y-=Y./ 
/ 

/ 
/ 

X 

- ----

U na i n teresa n t e  prop i edad d e  l a s  func i one s i nversas se da en el s i - -

gu i ente 

Teorema . H i pótes i s :  La func ión f es b i u n í voca y su func i ón i nversa -
- 1 es f . 
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Tes i s :  s e  tend rá :  

1 )  f f-1 donde e l  domi n i o  d e  es e l  rango de f ,  D I 
= R = D f - 1  f 

2 )  f-1 f = donde e l  dom i n i o  d e  e s  e l  d om i n i o  d e  f ,  D I 
= D = f o 

Rf - 1  

Demos trac i ón .  

1 )  Sea. a e: Rf 
en tonces f - l  ( a ) = b donde ( a ,  b ) e: f - 1 

Lo que imp l ica que ( b ,  a ) e:  f ,  esto es : f ( b )  = a  

Por l o  ta n to como a e: RÍ se t i ene : [f o f- 1J ( a  ) = f ( b )  = a  
y s i  x e: R f ' entonces : [ f 0 f- J ( x )  = x :  x e: Df - 1  

I ntentando i l u s tr a r  l a  d emos trac i ón anter i or d e  l a  parte 1 )  d e l  Teo­

rema se presenta e l  esq uema de la f i gu ra 32 . 

A 8 A 
F i g u r a  3 2  

2) Sed a e: Df , entonces f ( a ) = b donde ( a ,  b ) E f 

l u eg o  ( b ,  a ) e: f- 1 , o sea que f - 1 ( b ) = a 

por l o  tanto S i  



p lo  46 . 

Entonces [ f- 1  o f l ( a ) = f ( b ) = a 

Y s i  x e: Df se tendrá [ f- 1  0 f ]  ( x ) = x 

Ejemp lo 47 . - Ap l fcar e l  teorema anter ior a l a s  func i ones de l  ejem-

Las reg las de correspondenc i a  son : f ( x ) = 2 x + 3, Df = [ -2 , 2 J 
Rf =[ - 1 , 7] Y f- 1 { x ) = + x - + ,  0¡- 1 =[  - 1 ,  7] , Rf- 1  = [  -2, 2] 

Se t i eneJ f o f- 1] { x ) = f { f- 1 ( x )  ) = 2 { -1- x-3- )  + 3 � x [ ]--[  1 J 1 1 2 2 3 para x E: - 1 , 7 f- o f  ( x )  f- ( f ( x ) ) = -2- { 2x + 3 ) - -2- • x 
para x e: [ -2, 2 J 

Estas conc l u s i ones pueden ver i f icarse gráf i camente en la f igura 3 1  -
i nterpretando la compos i c i ón de las func idhes como se v i ó  en 1 .3 .  

Ejemp lo 48 . - Sea l a  func i Ón f - { (  x , y ) ¡ y  = + /� x e:(2, 6 ) }  
Hacer ver que es b i un rvoca , ha l l ar su func ión i nversa , trazar l as 

gráf icas de ambas func iones. Ver i f icar que f ( f -1 ( x ) ) = x para x e:Df 
que f -l ( f ( x )  ) = x para x c Df y v i sua l i zar esto en las gráf i cas . 

A cada va lor de x en e l  i nterva l c. [ 2 ,  6) corresponde un só l o  va l or -
de y .a s f  que f es u na func ión b i u n fvoca y por l o  tanto t i ene func ión i n  
versa . 

E 1 rango de  f es Rf = [ O ,  2 ) ya que f ( 2 ) O y f ( 6 ) = 2  

La func ión i nversa de f es :  

f-1 x, y l l  x = + � yc [2 , 6 ) }  o b i en 

f - 1 x ,  y ) 1 y = x2 + 2 xe: [o , 2 l }  of-1 = [o , 2) 

Rf -1 [ 2 , 6 )  
-1 l. 2 ---. r?' f ( f ( X ) ) = + {( X + 2 ) - 2 = + { X- = X para 

xe: [o , 2 l 
f -1 ( f ( x )  ) = ( + ;x-::---r) 2 + 2 = x - 2 + 2 = x para 

X F: (2 , 6 ) 
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X 

Ejemp lo 49 . - S i  f es la func i Gn dada por f ( x ) = 2 + 2 x - x2 

S i endo Df = [ -1 , 3] , trazar su gráf ica y s i  no es b i un rvoca , descom 
poner su dom i n i o  de modo que resu l te b i un ívoca en cada i nterva l o  de la dese� 
pos i c i ón de l  domi n i o. Ha l la r  la func ion i nversa correspond iente a cada parte­
b i unívoca de la func i 6n dada y trazar l a  gr�f ica de la i nversa . 

y 

-1 

Reduc iendo la ecuac i ón y a 2 + 2x - x2 

a l a  forma ord i nar i a  de la ecuac i ón de 
l a  par�bo la se t i ene : 
y = - ( x2 - 2x + 1 ) + 2 + 1 

( x - 1 ) 2 s - ( y - 3 ) 
La gráf ica d e  la func i ón es el a rco de 
l a  parabola de vért ice V ( 1 , 3 )  y pa 
rámetro P = - -t- comprend ido entre � 

1 os puntos ( - 1 ,  - 1 ) Y ( 3 ,  - 1 l 
Ev identemente l a  func i ón no es b i unfvo 
ca en e 1 i nterva 1 o [ - 1 , 3 J . S i n  e; 
bargo , s i  d ic ho i nterva l o  se descompo­
ne en los i nterva los [- 1 ,  1] y ( 1 ,3] 



la func ión en estos i nterva l os es crec i ente y decrec iente respect i vamente­
por lo cua l ,  cons iderada separadamente en [ -1 , 1] y ( 1 ,  3 J resu l ta b iun f 
voc.a .  

La func i ón i nversa correspond i ente a f e n  cada i nterva lo  donde f es­
b i u n fvoca ,  t iene como reg l a  d e  correspondenc i a :  x • 2 + 2 y - y2 de donde­
despejando y : 
( Y - 1 ) 2 " 3 - X 
func ión i nversa de 
la func ión i nversa 

y - 1 = � ; y = 1 ± �- De aquí se ve que l a  
f en[ - 1 ,  1 ] e s  f� 1 ( x ) = 1 - � ; x ¡; [ - 1 , 3] y 

;-¡ - 1  de f en ( 1 , 3_¡ es f 2 ( x ) � 1 + ,f3=Y:' ; xe:[- 1 ' 3] 

y 

X 

FIG. 3S 

1 . 6 .  FUNC I ONES TRASCENDENTES . 

Se def i n i ó  l a  func ión a l gebra i ca y se i n d i có que una func ión que no­
es a l gebra ica es trascendente . En este tema se estud iarán a l gunas func i ones­
t rascendentes . Estas i nc l uyen las func iones c i rcu l a res d i rectas , funci ones -
c i rcu l a res i nversas , func iones exponenc i a l es de base a y base e , func iones lo  
qa rítm icas de base a ,  base e y base 1 0  y func ión potenc i a .  

1 . 6 . 1 .  Func iones Per i ód icas .  

Def i n ic ión . - Una func ión f se d ice que e s  per iód ica con per íodo 
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P > O , si s i empre que x esté en e l dom i n i o  de f, entonces x + P tamb ién es­
tá en e l dom i n i o de f, y :  

f ( X + P ) = f ( X ) 
Y Gráf i camente : 

X 

Las func iones per iód i cas t ienen importantes ap l i cac iones en fís i ca e 
i ngen iería en lo que se ref i ere a fenómenos que se rep i ten per iód i camente ,­
ta l es como e l  mov im iento ondu l a tor i o ,  v i b rac iones , etc . 

1 . 6 . 2 .  Func iones C i rcu l a res D i rectas y sus Gráf i ca s .  

Se  def i n i rán las func iones c i rcul ares d i rectas a part i r  de  un  círcu­
lo un i ta r i o  de ecuac i ón x2 + y2 � 1 . Sea e un número rea l , que t i ene med i da­
en rad ianes . Trácese un ángu l o  de e rad i anes cuyo pr imer l ado co i n c i de con -
el sem ieje pos i t i vo "x" y su vért i ce con el punto ( O , O ) . E l  segundo l ado­
cortará l a  c i rcunferenc ia un i ta r i a  en el punto P .  S i  P es e l  punto de coorde 
nadas ( x, y ) , entonces la func ión coseno está def i n ida por o  

COS 9 = X 

y (O,t) 

El Punto de coordenados 

ce,\ e, s.e� e  
F I G  3 7  



y la func i ón seno esta rá def i n ida por : 

sen e =  y .  
De  l a  def i n i c ión anter ior s e  deduce que s e n  e y cos e están def i n i das 

para cua l qu i er va lor de e.  Por lo que el dom i n i o  de las func i ones seno y e� 
seno , es el conj unto de todos l os números rea l e s .  El va l or máx imo que puede­
tomar cua l qu i era de estas func iones es 1 y el  m i n i mo va l or es - 1 .  Puesto que 
las func iones seno y enseno son cont i nuas para cua l qu i er va lor de e , el ran 
go de l a s  func i ones es (- 1 ,  1} 

c i ón 
Dado que e l  punto p se encuentra sobre e l  c írcu l o  un i ta r i o  de ecua­

x2 + y2 - 1 o b ien 

+ 
res u 1 ta que : 

sen 9 > O para O <)l < 11 

La def i n ic ión imp l i ca que seno y coseno son per i ód icas con per íodo 2� 
ten iéndose que : 

cos e + 2 rr ) =  cos e 
sen e + 2 11 )= sen e 

La f i gura 38 ,  muestra ángu l os que t i enen una med ida negat i va en rad i� 
nes de-8 y ángu l os correspond ientes que t i enen una med ida pos i t i va en rad i a ­
nes de + e 

y 

e os -e = e os e ( 5 ) 
)<. -e e (6) sen =-sen 

f 1 G 38 

Geométr i camente es ev i dente que l a s  func iones seno y coseno son con 
t ínuas en cua l q u ier i n terva l o  de S , la func ión coseno es decrec iente en e l ­
i nterva l o  [ o ,  rr) . E l  seno e s  crec iente e n  e l  i nterva l o  [ o ,  � ) f i g .  39. 

sen e 

cose 
y =  sen e 

F IG  � 9  

por l a s  ecuac iones 
seno y coseno para 

y =oose 

Por las prop iedades de las func i ones seno y coseno dadas 
( 5 )  y ( 6 ) , se puede obtener la gráf i ca de las cu rvas ­
el i n terva l o[ - TT ,  rr] . Como se muestra en l a  f i gura 4 0 .  

y 

0T 
1 �y=cos9 --- ------

F i gura 4 0 .  



FUNC I ON TANGENT E .  

A part i r  d e  l a s  func iones seno y coseno s e  def i ne l a  func i on TANGEN-

TE como: 

tan 8 sen 8 
cos 8 

Pa ra todos l os numeras rea les 8 en donde cos 8 =F o .  

la func ión tangente n o  esta def i n i da cuando cos 8 = O , esto sucede -
d 1 . d 1 1 1T 3 1T 1 __!_ + < ua n o 8 toma cua qu 1 era e os va ores -2- ,-2- o en genera 

2 

" TI donde n = O , ± 1 , ± 2 ,  . . . .  etc . De esta manera e l  dom i n i o  de la func ión 

Ld ngente es e l  conj unto de l os números rea les  exc l uyendo l os va l ores 8 

�2� + n 71' ,  donde n = o , ± 1 ,  :t 2 ,  . . .  etc . pa ra l os cua l es l a  func i ón tangen­

�� no esti def i n ida . 

La func ión TANGENTE es una func i ón per i ód ica con per (odo 1T dado que : 

ta n ( e + n )  = sen 8 + 1T tan 8 - sen 8 
- cos 8 e os 8 + 1T 

Nótese además que pa ra va l ores nega t i vos de 8 se t i ene : 

t a n  ( - 8 ) = 
sen ( - 8 )  
cos ( - 8 ) tan 8 

la func ión TANG ENTE es estr ictamente crec iente en el i nterva l o -

TI 1T ) ( -2- , -2- Y en genera l en todos l os i nterva l os 

donde n = 0 , ±  1 , ± 2 ,  etc . 

n 1T - 1T 
-2- ' n 1T 

la func i ón TANGENTE es pos i t i va y crec i ente para O <  8 1T < -2- y l os 
• · • 1 ores d e  tan 8 son grandes cuando 8 se aprox ima a 1T 

-2- por l a  i zqu i erda--

l "u,· s t o  que sen 8 

,., .  grande.  

1 y cos 8 = O y por lo tanto e l  coc iente t i ende a hacer-

Lo m i smo ocur re , cuando tan 8 toma va l ores g randes y negat i vos s i  8 se a-
pr Óx ima a 1T 

-2- por l a  derecha . 

la grá f i ca de la fu nc i ón TMIG E�!TE se muestra en la f i gura 4 1 . 
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e 

Además de. l a s  func iones t r i gonométr i ca s ,  ; seno,  coseno y tangente , ­
s e  def i nen l a s  func i ones : secante , cosecante  y cotangente como s i gue :  

44 • 

sec 8 = --1-­cos 8 

e se 8 1 
� 

cos 8 
cot 8 = � 1 

tañ"'e 

las gráf icas de estas func iones se muest ran en l a s  f i guras 42 , 43 y­
respec t i vamente . 

-3TI 1 -II 1 z :n2 : 
1 1 1 1 ! 1 1 1 : 1 
1 1 1 ' 1 • 1 1 

y 

o 

-1 

-2 

-3 

FIG. 42 

1rr 1 3rr 
1 2 2 !ni 
l 1 
; 1 1 1 1 1 
y =  sec 8 

e 



'U! 
1 
1 

__ _, ________ ��-------=+--------=���----9 -TI 1 O TT 1 Z1T 
1 1 1 

¡(\-' :(\¡ 1 -2 1 1 
1 1 1 1 1 1 1 -3 1 1 
1 i 1 
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F l G. 43 
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---�IT�:----���--��----��--��----���--�----•9 
1 
1 
1 

FIG 44 y=cote 

1 .6. 3 .  Func iones C i rcu l ares I nversa s y sus G ráf icas . 

Las se i s. func iones tr i gonométr icas desc r i ta s  en e l  i nc i so 1 .6. 2 .  son 
per iÓd icas y por tanto no son b i u n rvocas .  Luego la i nversa de una func i ón 
t r i gonométr ica no es func iÓn . No obstante , es pos i b l e  obtener una func ión b i  
u n  rvoca de una func i Ón tr igonométr ica dada , res t r i  n g  i endo e 1 dom i n io e n  for 
ma aprop iada y entonces la i nversa de ta l func i ón será una func i ón .  

Por ej errp l o :  

y • sen x , x e:R  
no e s  b i u n fvoca , pero l a  func i Ón 

y • sen x , x e: [ - T +J. , y e: [- 1 , 1 ] 

s i  l o  es . La gráf ica de esta func i ón se ve en l a  f i gura 45 . A esta parte de­
la gráf ica se le conoce como la " rama pr i nc i pa l " 

y 

--�.-------------�------------�rr� Gráf ica de l a  Rama Pr inc i pa l . 
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La func ión y =  sen x anteri ormente def i n ida es b i un ívoca , y por tanto 
t i ene una i nversa que es func i ón .  Esta func ión i nversa se escr i b i rá como - -
' ' ang sen x ' ' ,  que 
so. 

por lo tanto 

se 1 ee " ángu 1 o e uyo seno " y es 1 a func ión .seno i nver 

x = sen y , y e: [- + •+ J. x e: [- 1, 1 ]  

y = a ng sen x , 



La gráf ica de y = a ng sen x se muestra en la f i gura 46 , ang sen x r� 
presenta rá la segunda componente de la pareja ordenada que pertenece a " ang 
·.rn " y cuya pr imera c�onente es x. 

y e a ng sen x +1> x • sen y 

y 

Con s i derando ahora la func i Ón 

y yE [- + ' +) 

y • COS X x e[o , rr )  ' y E [ -, 1 ,  1 J 
cuya gráf ica se muestra en la f igura 47 . Puesto que la func iÓn rec ien def l nl 
da es b i u nívoca , su I nversa es una func i ón .  D icha func i�n i nversa se des i gna 
por " ang cos ", y es l a  func ión coseno i nverso . 
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y 

Gráf ica de la Rama 
Func ión 

X 

, y=COSX 

P r i nc i pa l de la 
Coseno. 

La gráf ica de " ang cos " se muest ra en la f i gura 48 , se esc r i b i rá -

" a ng cos x para des ignar la segunda componente de la pareja ordenada que 
pertenece a " ang cos " y cuya pr imera componente es x .  

y • ang cos x .,.  x -= cos  y • ye[ O , rr ] 
y 

fiG.41 y:ang cosx 



La func ión TANGENTE no es b i unívoca , s i n  embargo , se puede expresar e l  
dom i n i o  en cond i c iones ta les que l a  func ión TANGENTE sea b i un ívoca , como : 

y = tan X , X E (- + 

-.rr : 2 1 1 
1 

y 

1T -2-

'JI : 2  
1 

Rama pr i nc ipa l de la func i ón Tangente. 

F i gura 4 9 . 

Y <.  R .  Ver . F i gura 49. 

La func ión TANGENTE as í  def i n i da es b i unívoca y de ahí  que su i nve� sa sea func i ón ,  donde se des igna cano ' '  ang tan 1 1  a la func i ón tangente i!!,_ versa . 

X �  tan y ,  y E ( - + , + )  X E R 

La gráf ica de l a  func i ón " ang tan x " se muestra en la f i gura 50. 

" ang tan x " representará l a  segunda componente de l a  pareja ordenada que pe� 
tenece a ' ' ang tan 11 cuya pr imera componente es x .  

y ang tan x - x tan y y E ( - ....:¡;_ 
2 . -t- )  
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y 
- --- ---- · -- -- - -!-

2 

- ---- - ---- ---:ñ 
2 

fiG � y=ang ta n x  
Con s iderando l a - func i ón COTANGENTE def i n ida por : 

y = cot x x e: ( 0 , 1T ) , y E R  cuya gráf i ca se muestra en l a  f i gura 5 1 ,  esta func i ón COTANTENTE as í  def i n i ­d a  e s  b i un ívoca y de ahí que s u  i nversa sea una func i ón .  La i nversa que se -des i gnará como '' ang cot x 1 1 ,  es l a  func ión cotangente i nversa . 
X =  cot y ,  y E ( 0, 1T ) ,  x E R y 

o 

FIG 51 

JI 2 ITT 
1 
1 � •E (O,TT) ! 

1 
1 
1 

y =cot x 
G ráf i ca de l a  Rama P r i nc i pa l  de l a  func i ón Cotangente . La gráf i ca de " ang cot x " se muestra en l a  f i gura 52 , " ang cot x " representará l a  segunda componente de l a  pareja ordenada que pertenece a "ang cot" y cuya pr imera componente es x .  

Y = ang  cot x � x = cot y 
y 

o 

TT 

TT T 

y y E ( 0 ,  1T ) 

FIG. S2  _ Y�ang cot >< ,  YE(O,TT) . 



Puesto que l as fun c i ones S ECANTE y COS ECANTE no son b i u n ívoca s�e l  d� 

rn i n i o  de d i cha s  func i ones se sel ecc i onará aprop iadamen t e ,  el dom i n i o  se l ecc i o  

rr.,do pa ra tener u n a  func i ón b i un ívoca cons i s t i rá en l a  un i ón d e  d o s  i nterva­

l os .  La se l ecc i ón se hace tomando en cuenta el resu l tado más s enc i l l o para -
m�s ade l a nte def i n • r  l a s  d er i vadas de l a s  func i ones i nversa s .  

Con s i derando e l  segmento de la func i ón S ECANTE def i n i do por : 

Y • sec x , x E [- TT ,  -+ ) U [ O ,  T ) ver f i gura 53.  La func i ón­

srcANTE a s í  def i n ida es b i unívoca y d e  ahí  que su i nversa sea una func i ón .  -

ld i nversa que se des i gnará como " a ng sec x es la func ión seca nte i nver -

TT 

x • sec y 

CJI ' 2  1 1 

y e:[- Tl ' - + l u [ o ' 

y 

o JI 2 

\r _____ _ , 
FIG 53 xó [-n, -f )u [o .lf ) 

Gráf ica de la Rama Pr i nc i p a l  de la Func i ón 

Seca nte . 

La g ráf ica de 11 ang sec x 11 se muestra en la f i gura 54 . 

Tl 
-2-

y • a ng sec x - x • sec y [ -n 
y E - TT ,  -2-) u [  

Tl 0 , 2  
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y 

n - - - - - - - - - - -- - - -
z 

_, o 

-·- -- _ .. ____ - . .  -· .. ·- - -.- -TT 2 

, -
t'G ?4 

-TT 

La func ión COS ECANTE cuyo dom i n i o se se l ecc i onará . como : 

Y = ese x , Tl J _n2 J x E ( - nT U ( O ,  s e  representa 

en la gráf i ca de la f i gura 55 .  La func i ón COSECANTE a s í  def i n i da e s  b i un ívo­

ca , y de a h í  que su i nversa es una func i ón . La i nversa se expresa como • •ang­

c sc1 1 ,  es la func i ón cosecante i nversa . 

-TT 1 

ese y 

_JI , 2 1 1 1 

y 

_ --,  
y E ( - Tl , --t-J 

� 
o 

1 1 1 

u ( o , +J 

í------ _, 

: /  FIG 55 Y = CS<X , xt (-'11,-�]U(O.�J 
Grá f i ca de la Rama P r i nc i pa l de la Func i ón Cosecante . 



La gráf ica de " ang e se " se muestra en la f i gura 56 . 

y a ang CSC X .. X m CSC y 

-1 1 1 1 1 

y 

lT 2 

1 lT __/---- -2 
---------- ---- - - - -TT , 

y e: ( - n , - +] U ( O , +] 

F 1  G 5 6  y=angcsc • ,  re (-n:1-�]u(o;�J 
1 . 6 . 4 .  Func iones Exponenc ia les de base a y base e, sus Gráf ica s .  

A fín de  ayudar a l  manej o y compren s i ón d e l  concepto d e  func i ón exp� 

nenc i a l ,  se debe recordar de l  á l gebra e lementa l ,  que s i  a y b son números 

rea les pos i t ivos y que s i  p y q son números rac iona les , las  l eyes bás icas de 

l a s  exponentes son : 

con b + o  

32 

nes : 
Como comp lemento a e ste repaso se recuerdan l a s  · s i gu i entes def i n i c io 

Para un exponente cero : a0 
• 1 

Para un exponente negat ivo : -m a 

Para un exponente fracc i onar i o :  a 

a 

1 
m a 

1 /n ) n = a  
1 /n )m = am/n 

Estas l eyes t i enen s i gn i f icado en a l gebra e l ementa l só lo cuando los­
exponentes son números rac iona l e s ,  s i n  embargo ,  se puede demostrar que las -
l eyes anter i ores son vá l idas para exponentes que son números rea l e s .  

Para cua l qu ier número rea l pos i t i vo a. + 1 ,  l a  func i ón 

v i ta r  

Exp a { ( x ,  Y l l  Y • ax , x e: R a 

se l lama func ión exponenc i a l  de base 

tratar  con números comp lejos ; e l  rango 
lo que s i g n i f ica que s i empre ocurr i rá ax > O 

a .  Es necesa r i o  que 

de  esta func i ón es ( 
para cua l qu i er va l or 

( 7 ) 

a > O  para !O 
o ,  + 00 ) , -

d e  x. La -
forma de la g ráf i ca de la func ión depende del va l or que tome l a  base a ;  será 
crec i ente s i  a > 1 y decrec i en te s i  O < a < 1 ,  los  dos casos se muestran en­
la f i gura 57 .-

y 

1 <o 

X 
F I G  5 7  



Ejemplo 5 0. - Encontrar las gráf icas de las  func iones 

a) Exp2 E { ( x, y ) 1 y • 2
x x e: R } 

b) Exp1 12 - { ( x , y ) i y • ( + ) x , x e: R }  

a )  Para encontrar l a  grafica se l e  darán a x l os va lores que se 
muestran en la s i gu iente tab la , los va lores correspond i entes a y aparecen 
tamb i én en e l la .  

y 

-J -2 -1 1 2 3 � S X 
flG SB 

33 

b) la tab l a  y gráf ica de esta func ión son las  s i gu i entes : 

X y 

o 1 
0 . 5  

2 0 . 25 
3 0 . 1 25 

- 1 2 
- 2 4 

- 3 8 

y 

-5 -.e -3 -2 -1 • 2 3 X 
FIG S9 

La func i ón de x que se def Ine por : 

Exp
e

a { ( x , y  l l X 
X e: R } Y • e ( 8 ) 

se l lama func i ón exponenc ia l  de base e ,  nótese que es un caso part i ­
cu l a r  de  una func ión exponenc ia l d e  base a ,  s in embargo, por su importanc ia-



se da como una fun c i ón apa rte,  su gráf i ca esta en la f i gu ra .60 ,  a l gunos de 

l os va l ores correspond ientes de x y y e s tán a con t i nuac i ón :  

X 

o 

2 
3 

- 1 
- 2 
- 3 

y 

-2 -1 

y 

1 
2 . 7 1 828 1828 
7 . 3891 

20 . 0855 

,. 

1 2 

FIG 60 

o .  3679 
o. 1 353 
0 . 0498 

X 

( va l or d e l  número e 
con nueve dec ima l es ) 

1 . 6 . 5 .  Func i ones Logar ítm i cas de Base a,  Base e y Base 10 , sus G ráf i 

cas . 

La func ión exponenc i a l  de ba se a def i n ida como 

Exp 
a 

= { ( x , y ) y = ax , X E R } 

es b i unívoca sobre R ,  y por lo tanto la i nversa de l a  func i ón exponenc i a l  --
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tamb ién es una func ión .  Se exp resa esta i nversa med iante l og a,y se l e  l l ama­

func i ón l ogar ítm ica de base a ,  es dec i r  que la func ;ón l oga r ítm ica de ba se -

a es la func i ón 

l eg
a = { ( x, y ) 1 x = a 

y 
, y E: R , x E ( O , + <» ) } ( 9 )  

Se escr i b i rá l og ax pa ra representar l a  segunda componente de l a  p� 

reja ordenada que pertenece a l a  func ión l ogar ítm ica y cuya pr imera compone� 

te es x ( l ag ax se lee  " l agar i tmo de x de ba se a " ) . De d onde según l a  def i 

n i c ión de l ega 

y =  l ogax � x = a y ( 1 0  ) 

Y l oga
c es el número ú n i c o  b ta l que a

b '= e 

La gráf i ca d e l  l eg
a 

se obt i ene de la gráf ica de su i nversa "Expa " en 

la forma usua 1 ( vease la f i gura 61 ) .  

X 

fiG 61 

La s g ráf icas de la func ión  l oga r í tmica para l os casos a > 1 y O < a < 1 
se mue stra n  en la f i gura 62 . 



y y 

X X 

Figu r a  62 1•)  Figura  6 2 (b) 
Para el caso de la func ión exponenc ia l de base e su  i nversa es la fun 

c ión logarftm ica de base e ,  def i n ida por : 

l • { ( x, y ) 1 X - ey y e: R ,  X e: ( 0 + oo ) }  
"' 

Y según l a  def i n i c ión de loga r i tmo 

y =  L x 

La graf ica de esta func ión esta' en l a  f i gura 63 . 

y 

fiG t>3 
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De ( 10 ) se s i gue que si a > O , a � 1 y x > O,  entonces 

( 1 1  ) 

Para obtener una formu l a  que rel ac ione l oga r i tmos de bases d i feren--
tes, sea b un número pos i t ivo d i ferente de 1 ,  tomando logar i tmos de base b 
de l os dos m iembros de ( 1 1  ) .  

De las l eyes d e  los l oga r i tmos 

( 1 2  ) 

Cua l qu ier número pos i t ivo, excepto 1 ,  se puede usar como base de un ­
s i stema de loga r i tmos. Hay dos s is temas de  uso comúm. Para cá l cu los ord i na�-­
r ios se usan l os logar i tmos comunes , de l a  forma _,log 1 0  N, cuya base es 1 0 .  

E l  otro s i stema de logar i tmos que se  usa t iene como base e l  número e ,  
l os l ogar i tmos de base e se l l aman l ogar i tmos natura les y se expresan por L 

De ( 1 2  ) y tomando en cuenta que : 

L 1 0  a 2. 30259 y log lO e =  O. 43429 

Se t iene 

l X • ( 2 . 30259 ) l ag 1 0  X 
l og lOX • ( 0 . 43429 ) L X 

Ejempl o  5 1 . - Encontrar las gráf icas de las func i ones 

a) l og2 a 

b) log 1 12 = 

{ (  X , Y ) 1 Y • l og2 X ,  X E ( 0 + 00 ) }  

{ ( X ,  y ) 1 y a l og 1 12x , X E ( 0 ,  + 00 )  

a )  Para soluc ionar este prob l ema se usa l a  ecuac ión ( 1 2 ) ,  donde 



log2x • log2e L x 

l og2x • ( 1 . 4427 ) L X 

X y 

o 
2 1 . 0000 
3 1 . 5850 � 
4 2 . 0000 
5 2 . 3219 
0 . 5  - 1 . 0000 
0 . 25 - 2 .0000 

Su gráf ica es: 

y 
3 

_, 

f i G  6 4  

b )  Para este caso la ecuac ión ut i l izada e s :  

l og l /2 X • ( - 1 . 44271 ) l x 
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X y 

-' 
0 . 5  1 . 0000 
0 . 25 2 ,0000 

o 
2 - 1 .0000 
3 - 1 . 58So 
4 - 2 . 0000 
5 - 2 . 32 19  

Su  gráf ica queda : 

y 

- 1 

3 

f I G  6 5  

1 . 6. 6. Func ión Potenc i a .  

S e  def i ne como func ión potenc i a  a una func i6n del  t ipo 

F • { ( X ,  y ) 1 f ( X ) • uv u > o } ( 1 3  ) 

donde :  U • U ( X ) , V • V ( X ) 

Obsérvese que una func ión exponenc i a l  es un caso part icu lar  de la -­

func i ón potenc i a ,  puesto que se t i ene a una func ión constante e l evada a otra 
func i ón cua lqu i era . As im ismo , una func i ón pol i n6mica de un sol o  térm ino , ta� 
b ién es un caso part icu l a r  de  l a  func ión potenc ia , pero aquí se t i ene a una-



func ión 

tenc ia . 

i dent i dad e l evada a l a  func ión constante . 

EJe!!!!!: l o  52 .-

a )  y -

b) y -

e )  y -

Las s i gu ientes 
X 

X )  0 X 
( L x ) sen x 

son func 1 ones 

X �  1 
sen x x >  o X 

potenc i a .  

En genera l resu lta comp l icado obtener l a  gráfica de una func ión po--

Tomando loga r i tmos natura l es en ambos m iembros de la expres i ón ( 13 ) 

l f ( x ) • v l u 
f ( x ) � ev L u ( 1 4  ) 

La expres ión ( 1 4  ) es otra forma de representa r Ía func ión potenc i a .  

1 . ] .  PLANTEAM I ENTO DE FUNC I ONES . 

Ta l y como se asentó a l  pr i nc i p io de este caprtu l o1 las  func iones no 
son más que model os matemát icos que representan a l gún fenómeno f rs ico de l a­
v ida rea l .  E l  p lanteam iento del modelo  matemát ico o l a  func ión es  e l  pr imer­
paso en la soluc ión de un prob l ema y ante este t i po de s i tuac iones se encon­
trará en mu l t i tud de ocas i ones el estud i ante de a l guna carrera de I ngen ie-­
ría . 

No ex i sten reg las prec i sas n i  método genera l para el p lanteami ento ­
de func iones que representen a l gún fenómeno. La recomendac ión en este sent i ­
do sería ident i f icar cua l es son l os datos , var ia b l es e i ncógn i tas  de l  prob l� 
ma en pr imer luga r ,  y después proceder a encontrar a l guna relac ión entre l os 
da-tos e i ncógn i tas  del  prob l ema  a través de símbol os matemát icos ( var ia b l es 
depend ientes e i ndepend i entes , representadas mediante l etras ) .  Un a grupa--­
m iento adecuado de l os datos e i ncógn i tas  así como el trazo aux i l ia r  de una­
gráf ica o d iagrama son de espec i a l  ayuda en el p l anteamiento de func i ones de 
un prob 1 ema . 

Ej emp 1 o 53· - Encontrar una func ión que represente e 1 prcxll!C to de t� 
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dos l os pares de números de ta l  manera que l a  suma de  un número y el  tr i p l e  
de l  otro sea 60 . 

Soluc Ión :  

S i  se representa a un número con x y a 1 otro con y ,  e 1 produc to se -
puede escr i b i r  como: 

p - X y ( A ) 

Pero de acuerdo a las cond ic iones estab l ec idas : 

X + 3 y • 60 ( B ) 

Despej ando y sust i tuyendo en la expres ión A 

Ejemplo 54. - E ncontrar una expres ión que relac i one a l  vol umen d e  un 
c i l i ndro recto c i rcu lar , i nscr i to en un cono recto c i rcu lar  con un rad i o  de 
5 m. y a l tura de 1 2 m . , en func i ón del rad io  del c i l i ndro. 

Sol uc ión :  

l 1 

- - - --------�T�-r 
1 J2 K 

M!l 
12-"\. 

-�j_ _ __ _ _  , _ _  j_J...----4 r •L5_ 

�-·-t.,.------ol FJ� 6 7  
F' I G  6 6  



La s i gu i ente fórmu l a  expresa a V en térm i nos de R y H .  

( A ) 

Es necesa r i o  estab l ecer una expres ión i ndepend iente de ( A  ) l  que re 
lac ione a R y H. 

De la f i gura 67 y usando tr iángu l os semejantes : 

Despejando H :  

H = 

Sus t i tuyendo B 

V R 

1 2  - H 1 2  

60 - 1 2  R 
5 

R • -5
-

en ( A ) y desa¡rol lando :  

1 2'•r -5-

( B ) 

Ejempl o 55. - En el d i seño de una cafetería se est ima que s i  ex i sten 
l ugares para 40 a 80 personas ,  la gananc ia semana l será de $ 8 . 00 por lugar . 
S i n embargo ,  s i  la capac i dad de a s i entos sobrepasa los 80 l ugares , la ganan­
c ia semana l en cada l ugar estará reduc ida a 4 centavos por el número de lug� 
res excedentes .  Encuentre una func ión que relac i one el número de a s i entos -­

con la gananc ia de la semana . 

Sol uc ión : 

S i se l e  l l ama a x e l  número de lugares y G la gananc ia semana l ,  se­
t iene que , cuando 40 < x < 80 l a  gananc ia por l ugar es 8, y por lo  tanto 
p = 8 x. 

S i n  embargo , cuando x > 80 l a  gananc ia por l ugar es 

1 os 1 ugares es : 
[ 8 - 0 . 04 ( x - 80 ) ] y la gananda por todos 

p x[8 - 0 . 04 ( X - 80 J] 
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Desarrol lando: 

P • 1 1 . 20 x - O . 04 x2 

Cano se puede observa r ,  l a  func ión ped ida no se puede representar ­
con una sola reg l a  de correspondenc ia para todo su domi n io. La func i ón queda : 

8 X S i  40 < X < 80 
1 1 . 20 x - 0 . 04 x2 S i  X > 80 

Ejemplo 56. - En la f i gura 68 , el punto A representa una i s la que se 
encuentra a 6 k i lometros del punto B ,  et cua l es el punto más cercano sobre­
una p l aya recta . Un a lmacén está en el punto C a  7 ki lometros de B ,  sobre la 
p laya .  S I  un hombre puede remar a razón de 4 km/hr y cam inar' a razón de 5 km/h� 

establ ezca una expres ión que re l ac ione a la pos ic ión de l punto de desem­
barco con. el t iempo que tarde en l ) egar de A a C .  

So l uc i ón :  

7 K!m. . ----JI' )!��--�X<>...JK,_,,..,_,_. ------<MMI"�p-'("'7 ' X :1 km. ,.... 
C 



Con respecto a la f i gura 68 , sea P el punto sobre la p l aya donde e l  
hombre desembarca , e l  hombre rema de  A a P y cam i na d e  P a C .  

Sea : x l a  d i sta nc ia en k i l ómet ros de B a  P .  

T e l  t i empo• en horas que le tome a l  hombre hacer e l  v i aje de 
A a c .  

Entonces T es e l  t i empo en horas para i r  d e  A a P más e l  t i empo en ­
horas para i r  de P a C .  Como el t i empo se obt i ene a l  d i v i d i r  l a  d i stanc ia­
entre l a  veloc idad , se t i ene : 

T = 1 4P 1 + 1 ;e 1 ( A ) 
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De la f igura 68 , se observa que !1\F'! es la l ong i t ud de l a  h i poten� 
sa de l  tr iángu l o  rectángu l o  ABP . Por l o  tanto : 

1 AP 1 E / x2 + 36 

Por otra parte , de la m i sma f igura : 

! Pc ! • 7 - x  

Sust i tuyendo estos va l ores en la ecuac ión ( A ) , se obt iene T en fu� 

c lón de x.  

7 - X 
+ --5--



CAPITULO 

OBJET IVO GENERAL DEL CAP ITULO: 

Al f i na l i zar  este capítulo ,  el a l umno podrá : def i n i r  el concepto ­
de l ím i te ,  apl icar teoremas y art i f i c ios matemát i cos para e l  cá l cu l o  de 
l os l ím i tes de func iones rea les de var i a b l e  real para un va lor  dado . 

Def i n i r  e l  concepto de cont i nu i dad de una func ión y determ i nar l os 
va lores para los cua l es una func ión es cont i nua o d i scon t i nua . 

Al f i nal i za r  este capítu l o  el a l umno podrá : 

1 1 . 1 .  Enunc iar  las  prop iedades bás i cas de l as des i gua l dades . 

1 1 . 2 .  Enunc iar  l a  def i n i ción de val or absol uto. 

1 1 . ) .  Enunc iar l as def i n i c iones de entorno y entorno .reduc i do , ind i -­
cando l os s ímbo los correspond ientes . 

1 1 . 4 .  Expresar l a  def i n i c ión d e  l ím i te de una func ión rea l de var i ab l e  
real en un punto. 

1 1 . 5 .  I l ustrar gráf icamente l a  def i n i c ión d e  l ím i te de una func ión --­
rea l de var i ab le  rea l en un punto . 

1 1 . 6 .  A part i r  de l a  def i n i c ión de l ím i te ,  determ i nar  el l ím i te de una 
func ión constante dada , para un  va lor de X .  

1 1 . 7 .  A part i r  de l a  def i n i c ión d e  l ím i te ,  determi nar  e l  l ím i te de una 
func ión i dent i dad dada , para un va lor de X .  

1 1 . 8 .  Enunc iar  l os teoremas sobre l ím i tes y sobre operaciones con l ími  
tes .  

1 1 . 9 .  Enunc i ar  l a  def i n i c ión d e  l ím i tes l atera l es d e  una func ión rea l ­

de var i ab l e  rea l e n  u n  punto . 

1 1 . 1 0 .  Dada una func ión rea l de var i ab l e  rea l def i n ida por una o var i as 

reg l as de correspondenc i a ,  i nd ica r  si exi ste e l  l ím i te en un pu� 
to a  par t i r  de l cá l cu l o  de sus l ím i tes l atera l es .  

2 
1 1 . 1 1 .  Enunc iar  l a  cond i c ión para que una func ión real de var i ab l e  real 

sea cont i nua en un punto. 

1 1 . 1 2 .  Dada una func ión d i scont i nua en un punto, i nd i car porqué no se ­
cump l e  l a  cond i c ión de cont i nu i dad . 

1 1 . 1 3 .  Dada una func ión d i scont i nua en un punto, ind i car s i  se trata de 
una d i scont i nu i dad remov i b l e  y en caso af i rmat ivo establ ecer l a­
cond ic ión que l a  e l im ine .  

1 1 . 1 4 .  Enunc iar  los teoremas re l at ivos a func iones cont i nuas . 

1 1 . 15 .  Dada una func ión rea l de var iab le  rea l expresada por una o var i as 

reg l as de correspondenc ia ,  determ i nar  l os va lores de l a  var i ab l e  
I ndepend iente para l os cua l es l a  func ión e s  cont i nua y aque l l os­

para Jos que es d i scont i nua • 

. .  1 . 1 6 .  I nd i car el va l or de los s i gu ientes l ím i tes : 

1 im 
a+ O 

tan 1 1m 0 a 1 im - cos a 1 lm 1 - cos a 

1 i m  Pn ( x 
x + "' Q¡n ( x 

1 im 
X +  0 

sen k x 
X 

1 l m  L ( 1 + fl ) 
fl + O 

m >  
m • 
m < 

1 im 
x +  o 

a +  a a + O 
a n 1 lm - e 

n a + O a 
n 

sen x2 
1 1m ( 1 X m + "' 

1 lm m ( m ra - 1 ) 
m + «�  

. a a +  o 
a 

- 1 1 lm a 
a+ O a 

+ _1_ ¡m 1 i m  ( 1 + . m X +  0 

1 1 . 1 7 .  Dada una función real de var i ab l e  rea l . ca l cu l a r  su l ím i te en un 
punto . 

1 1 . 18 .  Enunc iar l a  def i n ic ión de incremento de una var iab le ,  i nd icando­
el s ímbol o  de éste . 

1 1 . 19 .  Dados una func ión ,  e l  va l or del i ncremento de l a  var i ab l e  i nde-­

pend iente y el va l or f i nal  o i n i c i a l  de d i cha var iab l e ,  ca lcu l ar 
el correspond iente i ncremento de l a  var i a b l e  depend i ente . 

1 1 . 20 .  Enunc iar l a  def i n i c ión de con t i nu i dad, por med io de Incrementos . 

a 

X )Y. 





1 1 . 2 1 . Dada una func i6n rea l de var i ab l e  rea l ,  determ i nar  por med io  de-
incrementos , s i  es con t i nua en un punto dado . 

1 1 . 2 2 .  Demostrar l a  equ i va l enc i a  de las  expres iones : 

l im f ( x )  = f ( a )  
x + a  

y l im 6 f ( x )  = O  
� + O 
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L I M I TES Y CONT I NU I DAD . 

1 1 . 1 .  CONCEPTOS BAS I COS :  DES I GUALDADES ,  VALOR ABSOLUTO Y ENTORNOS . 

1 1 . 2 .  DEF I N I C I ON D E  L I M I TE E N  U N  PUNTO D E  UNA FUNC I ON REAL D E  VAR I A­
BLE REAL .  I NTERPRETAC I ON GEOMETR I CA .  

1 1 . 3 .  L I M I TE DE LA FUNC I ON CONSTANTE Y DE LA FUNC I PN I DENTI DAD . 

1 1 . 4 .  TEOREMAS SOBRE L I M I TES . 

1 1 . 5 .  L I M I TES LATERALES . 

1 1 . 6 .  CONT I NU I DAD D E  UNA FUNC I ON EN U N  PUNTO . D I SCONT I NU I DAD REMOV I -­
BLE . TEOREMAS SOBRE FUNC I ONES CONTI NUAS . 

1 1 . ] .  CONT I NU I DAD DE UNA FUNC I ON EN UN I NTERVALO . 

1 1 . 8 .  ALGUNOS L I M I TES DE APL I CAC I ON EN EL CALCULO D I FERENC I AL E I NTE­
GRAL . 

1 1 . 9 .  I NCREMENTOS . CONCEPTO D E  CONT I N U I DAD POR MED I O  D E  I NCREMENTOS Y 
EQU I VALENC I A  CON LA DEF I N I C I ON DEL I N C I SO 1 1 . 6 .  

1 1 . 1 .  CONCEPTOS BAS I COS .  DES I GUALDADES . VALOR ABSOLUTO Y ENTORNOS . 

DES I GUALDADES . 

Prop i edades fundamenta l e s .  

1 )  E l  sent ido d e  una des i gua l dad no se  a l tera , s i  s e  suma o se resta 

a ambos m i embros la  m i sma cant i dad . Si a >  b ,  entonces a ± e  > b ± e  

Ejempl o  1 . - 1 0  > 8 1 0 ± 3 >. 8 ± 3  

2)  E l  sent ido  de  u na des l gua i dad no se . a l tera , s i  ambos m i embros se -­

mu l t i p l ican o se d iv iden entre l a  m i sma cant idad pos i t i va . S i  a >  b y e > o  
entonces a c  > be Y � > _b_ 

Ejempl o  2 . -

e e 
1 2  > 6 ; 1 2  ( 2 > 6 ( 2 ) =- 24 > j 2 

_..!1_ > ....L -=» 4 > 2 3 3 

3 )  El sent ido de una des i gua l dad se i nv ier te, si ambos m iembros se mu l­
t i p l ican o se d iv i den por l a  m i sma canti dad negat iva .  S i  a > b y. e <  O; en 
tonces ac < be y _a_ < � e e 

Ejemplo 3 . - 8 > 2 8 ( -2 ) < 2 ( -2 ) �) - 1 6  < - 4 

8 2 - - 4 <  - 1 
-=z- < -=2 

4) S i  se suman m i embro a m i embro dos des igua ldades del m i smo �ent i do , ­
l a  suma or i g i nará una des igua l dad de l  m i smo sent ido .  S i  a >  b y e > d ;  en­

tonces a + e > b + d 

Ejempl o 4 . - 1 4  > 6 y 3 > 2 � 1 4  + 3 > 6 + 2 � T 7  > 8 .  

S )  S i  d e  tres cant i dades , l a  pr imera e s  mayor que l a  segunda y l a  se-­
gunda mayor que la tercera , entonces la pr imera es mayor que la tercera . S i -

a > b  y b > c  entonces a > c .  

Ejempl o 5 . - 1 4  > 6 y 6 > 3 � 1 4  > 3 

6) S I  dos des i gual dades entre números pos i t ivos t ienen . e l  m i smo sent í 

do, se pueden mu l t l p l i ca r · m iembro a m iembro y l os productos darán como resu l  



tado una des igualdad en el m i smo sent ido. SI  a, b, e ,  d ,  son todos pos i t ivos ; 
y a > b, e > d ,  entonces ac > bd ,  

EJempl o  6 . - S I  4 > 2 y 5 > 3 -- 20  > 6 

7) S I  en una des igua ldad se sust i tuyen ambos m iembros , por sus recípro 
1 1 -

cos, la des igua ldad camb ia  de sent i do.  AsT s i  a > b se tendrá que � < --b-

EJe111plo 7.- 1 < 
1 s 1  25 > 5 - 25 T 

VALOR ABSOLUTO Y DES IGUALDADES . 

Def i nic ión .  

S I  a e s  u n  número pos i t ivo cua l qu iera , su va lor absoluto será"a"y s i  a 
es negativo entonces será .!'a"; asf s imból icamente se representa lo anter ior-
de la manera s igu iente: 

\a \ • a s i  a > O , 1 - a l  � - a 

El va lor absoluto de cero es cero esto es : 1 0 1  • D 

s i  a < O 

EJempl o  8 . - 1 3 1 • 3 ; l  7 - 5 1•  1 2 1 • 2 ;  1 3 - 8 1 • 1 - 5 1 •  5 

Soluc ión de ecuac iones donde Interv ienen va lores absolutos . 

Cuando en una I gual dad I nterv ienen va lores absol utos de expres iones­
en térm i nos de una var iab le;  la Igua ldad se cump l i rá para dos va l ores de la­
var iab le ,  esto se debe al concepto de va l or absoluto .  

Ejemplo 9. ­
dos pos i bi l i dades : 

l 3x - 4 1 •  1 6 - 2x 1 

3x - 4 - 6 -
3x - 1¡ - - 6 

Así de (A) : 5x • 1 0  - X • 2 
y de (B) : X • - 2 

De acuerdo a la def i n ic ión ex i sten 

2x • (A) 
+ 2x  • (B) 

Ahora si en lugar de tener una Igua ldad se t i ene una des igua ldad , ento� 
ces a l  resol ver la expres ión para determ inar  los va lores x que la sat i sfacen 
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se har ía como se muestra en el s i gu iente ejemp lo.  

EJemplo 10 .- Determi ne l os va lores de  x que cump l en con: 

1 4x - 2 \ � 6  

S e  escr ibe (A) como - 6 � 4 x  - 2 � 6 ; sumando 2 a cada m iembro 

• (A) 

- 1¡� 1¡ x .( 8 ,  por 1 o tanto 1 os va 1 ores de x que sat i sfacen (A) , son 1 os que -

van de - 1 a 2 , Inc lus ive. 

ENTORNOS . 

Se l l ama entorno o vec l ndad de un punto " a " en IR a 1 i nterva lo  ab i er­

to ( a - o , a + o ) • { x 1 
pl l tud o rad io  del Interva lo .  

a-S  

a -
Ver 

o < x < a  + 
f igura 1 .  

� ..----'---. 

.. � 

F I G  1 

eS } en donde o es la  

X 

Ta l entorno del punto a y rad i o  o suel e  tamb ién i nd icarse como: 

1 x - 11 1 < 6 , o b i en como f ( a , o ) • 

semi�!!!,. 

Se l l ama 11 entorno reduc ido 11 a aquél en el que se exc luye e l  m i smo ­

punto 11 a 1 1 ,  esto se representa como: 

f' a ,  o )  • { x l a  - o <  x < a + ó , x � a  } , es dec i r :  

O < l x - a 1 < cS 

1 1 . 2 .  D EF I N I C I O� DE L IM ITE EN UN PUNTO D E  UNA FUNC I ON REAL DE VAR I ABLE 

REAL. I NTERPRETAC I ON GEOMETR I CA .  

L I M I TE DE  UNA VAR I ABLE.  

S iendo ahora el objeto de estud io  e l  concepto de l ím i te en un punto, -



de una func ión rea l de var ia b l e  rea l ,  es conven iente ana l f�ar prev iamente e l  
concepto de l ím i te de una var i a b l e ,  aná l i s i s que se re� l l �ará a con t i nuac ión. 
Antes de dar una defi n i c ión cons iderénse l os s i gu ientes ejemp l os .  

s i ón .  
Ejempl o 1 1 . - Sea x la var iab le  cuyo campo de var lab i l  i dad es la suce-

1 2 + 2 
1 1 1 2 + --¡¡- , 2 + 8  ' . . • •  2 + 21'  

S i  x va tanando va l ores cada ve� más " avanzados 1 1 es ev idente que su­
va l or se va acercando a 2;  se d ice  entonces que x ,  t i ende a 2, l o  cua l se e� 
cr i be x ..,. 2 , o b ien que el l ím i te de x es dos esc r i b iéndose esto. 1 fm x • 2 

S i  x ..,. 2 entonces l a  d i ferenc ia x - 2 t i ende a cero. Esto puede expre­
sarse i nd icando que s i empre se puede tener x - 2 < o , donde o es un núme­
ro pos i t ivo tan peque�o como se qu iera . 

S i  o • 0. 1 basta con tomar a :  
1 1 x • 2 + -¡¡ • 2 + 1"6""""" con lo cual  se cump l e :  

2 
X - 2 < O 

1 1 1 S i  se hace o • 0 . 02 • 5o ,  tomando x • 2 + � ., 2 + (jlj""""" se t i ene 

1 1 1 x - 2 • 2 + 64 - 2 • (jlj""""" < 5o • o etc . 

Observese que x no l l egará a l  va l or 2, s i n  embargo, su va l or puede es� 
tar tan cercano a 2 como se desee. 

Ejemplo 1 2 . - Sea u n  circu l o  f i jo  cuya área contante es•la 1 1 (  f igura 2 ) 
Cons idérese Insc r i to en e l  cfrcu lo  un poi (gono rectangu_l a r  cuyo número de l a­
dos va  en  aumento; obviamente e l  área v del  pol ígono es var iab l e  y a l  cam-­
b iar de va l or ,  ésta se acerca a l  número"a1 1s i n  l l egar a ser v • a.; es dec i r  -
v ..,. a o b ien l ím v • a .  

Para expresar l a  cond ic ión en que s e  basa este hecho s e  puede escr i b i r  
v - a  ..,. O o b i en v - a  1 < o .  S i endo o u n  número pos i t ivo tan pequello co­
mo se qu i era . 
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Es necesa r io toma r e l  va l or a bsoluto de la d i ferenc ia v - a  cuando se­
compara �S�!! con e l  va lor de o porque en e l  p resente caso se t iene s iempre ­
que v - a < p, S i  no se tomara va l or abso l uto , no tendrfa n i ngún objeto la 
comparac i ón de �n número nega t ivo v - a con cua lqu ier  número pos i t ivo o ya -
que lo que rea lmente i nteresa es l a  comparac ión entre la magn i tud de estas -
dos cant i dades . 

En genera l tomando 1 v - a l en cua lqu ier caso, s i  l v - a l < o  para to­
do o > O ( por pequeMo que éste sea ) ,  5e tendrá : 

v -+ a  ó b ien l ím v • a  

fiG 2 
Def i n i c ión .  

1 1  Se d ice que l a  var ia b l e  x t iende a la constante a , o b ien ,  que el -
l im i te  de x es a , s i  para todo número o > O ( por peque�o que sea �ste ) 
s iempre se ver i f ica que 1 x - a  1 < o" 

A cont i nuac ión se presentará el concepto de L ím i te en un punto de una­
func i ón rea l de  var i ab l e  rea l .  Antes de exponer la def i n ic ión formal se hará 
una i ntroducc ión del concepto para l ograr un  mejor entend im iento . 

NOC I ON DE L I M I TE DE UNA FUNC I ON REAL DE VAR I ABLE REAL. 

Cons i dérese la func ión dada po� : 

y • f ( x ) • - 2x2 + 8 x - 4 ,  y concéntrese la a tenc ión en 
una vec i ndad del va l or x • 3 .  



1 

Es necesar i o  cons i derar l a  func i ón no sol o cuando x = 3 ,  s i no tamb i én 

cuando x toma va l ores en d i versos entornos de l  punto x e 3 .  

4 

3 

2 

o 
-1 

-2 

-3 

1 1 
1 

1 
1 

1 
1 

Xc2 
F I G. 3 

Para e l l o  supÓngase que se sel ecc iona 

Y=4 

el entorno t ( 3 ,  1 ) es dec i r, 
2 < x < 4 .  La gráf ica de la func i ón en este entorno muestra que para x = 2 .., 

se t iene f ( 2 ) • 4 y para X = 4 , f ( 4 ) = - 4 (F i gura 3 ) . 

En otra s pa labra s ,  la gráf ica d e  la func i ón se encuentra en el rectan­
gu l a  l im i tado por l a s  rectas x • 2., x • 4 ,  y =  4, y = - 4. E l  próximo paso ­
es sel ecc i onar un entorno de x = 3 con menor amp l i tud , por ejemp lo ;  

( 3 ,  0 . 5  ) es dec i r , 2 . 5  < x < 3 . 5 . Cons iderése la  gráf ica en  este entorno . 

F i gura 4 ) .  
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3 

2 

fiG � 

La gráf ica se encuentra ahora en el rectángu l o  1 im i tado por las  rectas 
x = 2. 5 , x = 3 . 5 , y =-0 . 5 , y a 3 .  5 . Cont i nuando de esta manera , tómese un­
entorno aún menor , sea este ( 3 ,  0 . 1 ) ó sea , 2 . 9  < x < 3 . 1 ,  la gráf ica se­
encuentra ahora en e l  rectángu l o  formado por las rectas x = 2 . 9 ,  x = 3 . 1 ,  - ­

y • 2 . 38 ,  y =  1 . 58 ;  como muestra amp l if i cadamente la f i gura 5 .  

FIG. 5 



E l  punto p r i nc i pa l  a reca l ca r  es l a  a l tura de es tos rectángu l os .  A me­
d i da que el ancho de l os rectángu l os d i sm i nuye , l a  a l tura tamb ién se reduce . 

S i  se con t i núa tomando ahora el en torno ljl ( 3 ,  0 . 0 1 )  ó sea 2 . 99 < x < 3 .0 1 , 
e l  rec tángu l o  correspond ien te que cont i ene a l a  g rá f i ca de l a  func ión esta ría 
l i m i tado por l a s  rectas x = 2 . 99 , x = 3 . 0 1 , y =  1 . 9598 , y =  2 . 0398 . De lo ant� 
r ior se deduce que a med i da que l as rectas x = cte . se acercan al valor 
x = 3 , l a s  rectas y = cte . se acercan a l  va l or y = 2 .  Es pos i b l e  que pueda­

pregunta rse cua l es el objeto de toda esta comp l i cac i ón en c i rcunstanc i a s  -
que , por sus t i tuc ión d i recta en l a  ecuac ión se obt iene que y = 2 ,  cuando -­
x = J. Obsé rvese s i n embargo , que en toda la d i scus i ón no se ha ut i l i zado ­

este hecho , más aún , se ha ev i tado toda con s i derac ión de lo que sucede cuan 

do x = 3 .  

As í ,  i n teresa s o  1 amente e 1 comportami ento d e  " y " cuando x e stá e n  a 1 
gún i nterva l o  a l rededor d e l  va l or 3 .  

E n  cas i todas l a s  func i ones estud i adas ha sta a hora , se d i s t i ngue entre 

e l  comportam iento d e  la  func ión en un  punto, por ej emp l o  en x = a , y su com­

por tam i ento en una suces ión de  entornos , cada vez más pequeños ,  de ese punto.  

S i n  emba rgo, ocurre un camb i o  sorprendente cuando se  estud ian func iones cu­
yo compor tam i ento no puede determ i narse por sust i tuc ión d i recta . Por ejem-­

p l o la func ión:  

y = f ( X ) = sen x 
X 

Está d ef i n ida para todo va l or de x excepto x = O ,  la sust i tuc i ón d i rec 
ta en x = O daría : 

y = f ( o ) = o -0-

l o  cua l carece tota lmente de sent i d o .  No obstante , se verá más adelante , que 
es tud iando una suces i ón de interva l os en torno a x a O ,  que se hagan más y ­

más peque�os , se observa que l a a l tu ra de l os rectángu los que cont i enen la -
func ión se hace tamb i én más y más peque�a y se acumu l a  en torno a un va lor -

pa r t icu l a r  de y .  En n i ngún momento se d ice  a l go acerca de y cuando x es cero, 
só 1 o se estud i a  e 1 va lar de y cuando x se hace más y más cercano a cero , 

Vol v i endo a l  ejemp l o  de l a  func ión f ( x ) =-2x2 
+ 8x - 4 se ve que 
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cuando x se aproxima a l  va l or 3, f ( x ) se aprox ima o t i ende a l  va lor 2 . 
Se d ice entonces que por lo tanto " f ( x ) t i ende a 2 cuando x t iende a 3 " 

y se a brev ia esta p ropos ic ión a s í :  

l (m f ( x )  = 2 
X -+ 3 

S i  una func ión está def i n i da para va l ores de x en torno a un número f i  

j o  " a  " y s i  a l  tender x a " a " , l os va l ores d e  f ( x ) se hacen más y más 
cercanos a un número específ i co L ,  se d i ce que 

1 (m f ( X ) • L 
x + a  

• • • . ( 1 )  

l o  cua l se l ee " e l l í m i te de f ( x ) cuando x t iende a " a  " es L".  

Geométr icamente esto s i gn i f i ca que la suces i ón de rectángu l os que ro-� 
dea a " a  " y  que t i enen a nchuras más y más pequeMs ,  t i enen tamb ién a l turas 
que se" hacen cada vez menores y se acumu l a n  en torno a l  punto ( e , L 

Todas las propos ic iones a nter iores que cont ienen expres iones como "más 
cercano", "más pequeño", etc . son bastante imprec i sa s  y s o l o  pretenden dar � 

na i dea i ntu i t iva de lo que ocurre . 

Cons i dérese ahora l a  s fg uente func ión :  

y =  f ( X ) X - 2 
2 l x - 2 1 

que está b i en determ i nada para todo va l or de x , excepto x = 2 ,  puesto que­
O para x = 2 l a  sust i tuc i ón d i recta d a ;  y = -¡¡-

La gráf ica de la func ión, ( f i gura 6 ) ,  es muy s i mp l e : 

S i  X > 2 ,  entonces l x - 2 1 = X - 2 y la func ión toma el va l o r + o . s ;  y 

s i  x < 2 ,  entonces l x - 21 • - ( x - 2 ) , y la func i ón va l e - 0 . 5 .  Se qu i e re 
ahora estud iar el comportam i ento de l a  func ión cuando x t i ende a 2 .  Se l ecc io 
nando un entorno pa ra . x=2:,por ej emp l o : V ( 2, 0.6 ) o sea : 1 . .11 < x < 2 ; 6 ,  se­
ve que l a  func ión está conten i da en .e l  · re.cJángu l o  l im i tado pór las rectas -­
x • 1 . 4 ,  x a 2 . 6 ,  y • 0 . 5 ,  y = - 0 . 5 ,  ( F i gura 7 . ) . 



y 

0.5 Y =0.5 

2 ,  3 )( 

y 

1 

0.5 

o 

1 1 1 1 1 1 1 Y=0.5 
1 

¡ 
1 2 3 )1 1 

1 1 •= 2 
----0.

-
5�--y-=--0

-5--------� ;0.5 1 Y=-0.? 1 1 1 1 -1 flG 6 x :lA 1 X : 2.6 
fiG 7 

En rea l i dad i ndepend i entemente de cuán angosto se haga e l  entorno de -­
x • 2, l a  a l tura del rectángu l o  será s iempre uno; esto es , no hay l ím i te cua� 
do x t i ende a 2 y se d i ce :  

l ím ...:x;:,--=2:.._,..,... 
X .,. 2 2 1 X - 2 J 

no ex i ste . 

Se estud iaran a con t i nuac i ón d iversos ejemp l os de func i ones ,  con el ob 
jeto de determ i nar l o  que sucede en la vec i ndad de un va l or part i cu l a r  de x ,  
cuando l a  func ión no queda def i n ida med iante la sus t i tuc ión d i recta de  ese ­
va lor .  

Ejemplo 1 3 . - La func i ón f ( x ) • 2i - x - 3  
X + 1 

está def i n ida para todo va l or de x ,  excepto x • - 1 ,  puesto que en x • - 1 ,  
tanto e l  numerador como e l  denom i nador se anu lan ¿Ex i ste l ím f ( x )  1 

X .,. -1 

Para tener una idea de lo  que sucede, se e labora una tab l a  de va l ores , 
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y trazando ensegu ida la gráf ica se obt i ene una 1 fnea recta con un 11 aguje-­
ro 1 1 en el punto ( - 1 , - 5 ) ,  ( f igura 8 ) .  

X f ( X  

- 2 - 7 

- 1 0/0 

o - 3 

1 - 1 

2 1 

) 
f(• 

• 
3 
2 

1-s 
- 6  

f i G  8 

Con una d i scus ión geométr ica sobre l os rectángu los como la hecha con 
la func ión f ( x ) � 2x2 + 8 x - 4, se conc luye para este caso que : 

L ím f ( X ) • - 5 
X+  - 1  

S i n  embargo, es  necesa r i o  d i sponer de un método más s i stemát ico, s i n  -
neces idad de recurr i r  a representac i ones gráf icas y cons i derac i ones I ntu i t i ­
vas .  

como: 
Por ejemp l o  se puede factor izar el numerador y la func ión se escr i be -

Ahora , s i  x -+ 

( 2 x - 3 ) ( x + 1 )  
X +  1 

1 ,  se puede s imp l i f i car y entonces : 

f ( X ) • 2 X - 3 , s i  x -+  - 1 



Esta func ión t i ende a - 5 cuando x t iende a - 1 porque ahora se puede­
hacer la sust i tuc i ón d i recta . Por tanto se conc l uye que : 

l ím f ( x • - 5 
X + - 1 

Obsérvese que en n i ngún momento se subst i tuye el va l or x • - 1 en la -
expres ión or i g i na l .  

Ejemplo 14.- Encontrar e l  l ím ite  de l a  func ión :  

f ( X ) • _;Xo:_. _-_4:........ __ 
3 ( /X - 2 )  

cuando x t i ende a 4 .  

, x -+ 4 , x > O  

Obsérvese que no se puede apl ica r  l a  sust i tuc ión d i recta , puesto que ­
f ( 4 ) • � , l o  cua l carece de sent ido. Pud i era procederse en forma grá­
f ica a l  i gua l que en el  ejemp lo  1 3 ; s i n  embargo, es pos i b(e hacer una t rans­
formac ión a l gebrá ica . En efecto, si rac iona l izamos el  denom i nador_, mu l t i p l i ­
cando la fracc ión por h +  2 , para x ..¡. 4 se t iene 

X - 4 
3 < rx - 2 

y s imp l i f icando,se t iene: 

IX+ 2 
IX +  2 

( x - 4 ) ( /X + 2 )  
3 ( X - 4 J 

s i  x -+  4 ,  x � O  

E l  l ím i te de esta expres ión puede encontrarse por sus t i tuc ión d i recta 
de x • 4 .  

L ím f ( x ) • l ím IX +/ 
x .,. 4  x + 4 

14'+ 2 
3 

Ejemplo 1 5 . - Encontrar e l  l fm i te d e  l a  func i ón 

4 - -3-

lf+X' -f ( X ) E X + 1 , X ..¡. - 1 , X > -2 

cuando x t i  ende a - 1 .  
Como la sust i tuc ión d i recta da una i ndeterm inac ión de l  t i po � 

efectúa una rac iona l i zac ión del numerador . 
, se-
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Así1 mu l t i p l icando numerador y denom inador por {2� +  1 ,  resu l ta :  

f ( X ) • _,_( ¿,¡¡:--+7.:::.....;+�. :.:.X _-_1'-L)_,_( .._.ff+7..:2_+'-"x---'+-'-1 ...<.... 
( x + 1  ( /2+X' + 1 ) 

S imp l if icando queda : 

X + 1 
( X + 1 ) (/2+X' + 1 ) 

X ..¡.  - 1 

f ( X ) • 
.."2+X' + 1 

para x ..¡. - 1 ,  x ;¡:. - 2 • 

Por lo tanto 1 ím f ( x ) • 1 ím ----=---- : _1_ :  _1_ 
X .,. • 1 

Ejemplo 1 6. - Encontra r : 

X .,. - ./'['+7 + 1 + 1 

1 rm f ( 4 + h ) - f ( 4 ) h ..¡. O ,  donde f ( x ) • 
h + O  h X +  

La sus t i tuc ión d i r�cta de h • O ,  da f ( 4 ) - f ( 4 )  o 
o - -0-

1 S i n embargo, f ( 4 ) • � 

f ( 4 + h ) - __ _..;_ _ _,>2""'". -
4 + h + 

Por tanto :  
---=--...,.-- - ..!... 

f ( 4 + h ) - f ( 4 ) - ....l..25"-.+�h,....)!...
2 
_ __::2.:::.5-

h h 
25 - 5 + h > 2 

25 h 5 + h > 2 

- ( 1 0  h + h2 ) - h ( 1 0  + \! J . 
25h ( S + h ) 2  

( .1 0 + h ) 

25 h ( 5 + h ) 2 25 ( 5 + h > 2 

As f ,  

L(m f ( 4 + .h ) - f ( 4 )  • l (m - ( 1 0  + h )  - 1 0  = - 2 

h ... o h h ... o 25 ( 5 + h ) 2 - ---;r- 1 25 

Ejemplo. l 7 . - Encontra r e l  

x .-+ 3 .  

1 í m f ( x ) , donde f ( x ) 
X + 3 X -

2 



O i buJando la "gráf ica de esta func ión en un entorno a x = 3 , se ve que 

c rece s i n  l ím i te cuando x t i ende a 3 ,  (F i gu ra 9 ) . De acuerdo con la noc i ón -

de l ím i te ·antes dada , tómese un i n terva l o  de va lores de x en torno a 3 y ve!_ 
se en que rectángu l o  están conten idos l os va lores de la func ión de la f i gura ; 
se ve c l a ramente que no ex i sten ta les  rectángu l os cua lqu iera que sea la pequ� 

ñez del  i nterva l o  escog ido a l rededor de x = 3 .  En ta l caso, se d ice que : 

y 

L ím f ( X ) 
X + 3 

no ex i s te . 

�------t-�--�z------��----�4------s�----�6�x F I G  9 

DEF I N I C I ON DE L IM I TE DE UNA FUNC I ON .  

Ante r iormente s e  presentó l a  noc ión de l ím i te d e  una manera i nforma l , ­
se hab l ó  d e  entornos ' ' pequeños 1 1, de números 1 1  cercanos ' ' a otros , de  canti._ 
dades 11 acercándose 11 a cero, etc . S i n  embargo estas pa l abras no matemát icas 
t i enen d i ferentes s i gn i f icados para cada persona y no pueden ser la  base de­

una estructura matemát ica , por lo tanto, a cont i nuac i ón se establ ece l a  defl 
n ic ión forma l . -

Def i n ic ión . - Dados una func ión f y l os números a y L ,  s e  d i ce que el  
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l ím i te de f ( x ) cuando x ti  ende a 1 1  a 1 1  es L,  s i  para todo número pos i t 1 vo 

E ex i ste un número pos i t i vo á ta l que l f ( x ) - L l < E s i empre que 

O < lx - a 1 < o 
La propos ic ión 1 ím f ( x ) L 

x + a  

es una notac ión abrev iada para la def i n ic ión a nter ior . 

En otras pa labra s  la anter ior  def i n ic ión estab lece que los va l ores de­

l a  func i ón f ( x ) se aprox iman a un l ím i te L a  med ida que x se aprox ima a -
un número a ,  s i  e l  va lor abso l uto de la d i ferenc ia entre f ( x ) y L ,  se pu� 
de hacer tan pequeña como se qu iera , torilando x suf i c i entemente cercana a " a  " 
pero no i gua l a u a ' '  

Es i mportante da rse cuenta que en esta def i n i c ión nada se menc i ona aceL 
ca del va l or d e  la func i ón cuando x = a Esto es , no es necesa r io que la fu� 
c i ón esté def i n ida para x = a  para que e l  l im f ( x )  ex i s ta .  

x...a 

Ahora se ent rará en deta l l es acerca de ésta def i n i c ión y pa ra l el amente 

se i l ust ra rá la representac ión geomét r ica de l concepto. 

I NTERPRETAC I ON GEOMETR I CA .  

- Recuérdese que l x - a  1 < o , es  equ iva l ente a l a  dob l e  des i gua l dad : 

a - o < x < a + o 
- Esta dob le  des i gua l dad expresa que x debe esta r conten i da en un en-­

torno 1/' '  ( a ,  o ) . 

- La pa rte de la des igua l dad  que expresa O < 1 x - a 1 s i gn i f ica s i m­

p 1 emente que x no puede toma r e 1 va 1 or 11 a 11 es dec i r ,  se t rata de un entor­
no reduc ido del  punto 1 1  a 1 1  ya que se exc l uye el  va l or 1 1  a 1 1 m i smo .  

- La des i gua l dad  1 f ( x ) - L 1 < E que e s  equ iva l ente a L-E< f (x)< L + E , 
expresa que l a  func ión f está por enc ima de l a  recta y • L - E 



Y por debajo de la recta y z b + E  ( f i gura 1 0  ) . 

y 

F u¡ 10 
,. 

- La def i n ic ión m i sma puede ser i n terpretada como un c r iter io ,  dado un 
núme�o pos i t i vo arb i trar io, l lámese le  E ,  el cr i te r io  cons iste en encontra r­
un número ó ta l que f ( x ) se encuentre entre L - E y L + E  , s i empre que 
x esté en e l  entorno reduc ido de a ,  a - ó < x < a + ó x � a .  S i  se­
puede encontra r  ta l ó para todo número .pos l t ivo E ,  entonces se d ice que 
f ( x ) t i ene el 1 im i te  L cuando x t i ende a "  a " . 

Obsérvese que el va l or de ó puede ser d i ferente para d i ferentes va lo-­
res de éps i l on ;  además,  el c r i ter io  debe ser ap l icab le  a todo E > O .  

La i n terpretac ión geométr ica expresa , que dado E , debe ser pos i b l e  en 
contra r  un ó ta l que l a  func ión f se encuentre en el  rectángu l o  l im i tado por 
las rectas x • a - ó ,  x • a +  ó ,  y • L -E y y • L + E ; (F i gura 1 1  ) . Na� 
da se d i ce acerca del va lor de f cuando x es  a .  

E s  conven i ente adqu i r i r  c i erta p ráct ica para encontrar e l  ó que corre� 
ponde a un E dado, esto puede empeza rse efect ivamente part i endo de a l gunos -
casos muy s imp l es .  Cons idérese un caso senc i l l o :  sea f ( x )  a 3x - 2 y tóme 
se a a e 5 .  
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____ _ ____ . .J___ : __ J 1 1 
1 

,1 

1 
' 

L-E ---- -·--- - - - r - - - - -• - - - - - . 
1 1 1 1 1 i 1 1 1 

-4--------��--+-----� � a.- J a a+f o 

F I G  11 

Obténgase el l ím i te de la func ión en a a 5 ; para e l l a ut i l fcese un en­
torno de l punto a ,  sea este � ( 5 ,  1 ) , o sea , 4 < x < &. 

Ahora se formará una tab l a  con l a s  s i gurer'!tes co l umnas : 

1 . - Va l or de x en estud io • • •  (a) 
2 . - Va l or conten ido en el entorno reduc ido de "a " . . •  (x) 
3 . - Va l or absol uto de la d i ferenc ia x - a  
4 . - Va l or de l a  func ión en x . .  f ( x ) 

Al observa r las . cuatro pr imeras col umnas de la tab l a ,  se ve que a med i 
da que e l  i nterva l o  1 x - a l t i ende a cero, la func ión t i ende a l  va l or 1 3•, ­

por esto se d ice que: 

1 Ím f ( X ) • 1 3  
X -+ 5 

�umentándole ahora a la tab l a  l as  co l umnas 5 y 6, o sea : 
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5 . - E l  va lor del l ím i te de la func i ón . (L) 

6 . - E l  va lor absol uto de la d i fe renc ia f ( x ) - L • 

Se observa que para cada va lor 1 x - a  de la tabla , ex i ste un va l or 

de 1 f ( x ) - L 1 y ambos t ienden a cero. 

Lo que se qu i ere es hacer ver que dado un E , se puede encontrar un o 
ta 1 que: 

1 3x - 2 - 1 3 < E  cuando l x - 5 1 < O  

Como 1 3x - 1 5 1 •  1 3  ( x - 5 l l , s i  se da un E ,  se toma s impl emente­
o • E/3; entonces, si 1 x - 5 1 < o • E/3 , se encuentra que 3 1 x - 5 1 < E ,  
que equ iva 1 e a 1 res u 1 tado buscado , l 3x - fSI < E 

Ejemplo ¡_a, - Trazar una gráf ica de f ( x ) • x +
3 
2 donde x .P - 2 , 

y encontrar un o ta l que 1 f ( x ) - 1 /3 1  < 0 . 01 s i  lx - 7 1  < o 
SOLUC I ON : 

La gráf ica está I l ustrada en la f igura 1 2 .  En la def i n ic ión se tendrá-
1 L • --3- y  a • 7 ,  se debe encontrar un I nterva lo de x en torno de a • 7 ,  ta l 

que l a  gráf ica se encuentre en el rectángu lo adecuado. La func i6n decrece mo­
nótonamente a med ida que se avanza hac ia la derecha , y por tanto, a l  l eva� 
tar rectas vert ica l es en l os puntQs en que las rectas y • 0 . 3� , y • 0 . 32, -­
cortan a la curva , se obt iene e l  mayor Interva l o  pos i b le  en el eje x .  La l n­
tersecc 16n de d ichas rectas con la curva representat i va de la func ión, se e� 
cuentra reso lv iendo : 

x2 + 2 

y despeja ndo x. 

De (A) : 

• l + E • 0 . 3�3333 

• l - E • 0 . 323333 

3 • 0 . 3�3333 ( X¡ + 2 ) 

• (A) 

(B) 



x1 - 8 .737864 - 2 

De (B) : 

y 

3 • 0 . 323333 x2 + 2 l 
x2 • 9 . 278351 - 2 � 

0.34 -
Q.JJ -- - - -" - -
0.32 

o 6.738 6.7S 

F IG 1 2  

x1 - 6 . 737864 

x2 • 7 - 278351 

-

7.2S 7.278 

En la f igura 1 2 , se muestran estos va l ores a una esca la muy ampl i f ica­
da , puesto que la func ión decrece monótonamente hac ia la derecha , un va lor � 
decuado para 6 es 0 . 25, ya que s i  l a  func i ón se encuentra en un rectángu lo � 
vldentemente tamb ién se encuentra en un rectángu l o  s im i lar de la m i sma a l tu­
ra , pero más angosta . En otras pa labras , se cump l e :  

l f  ( x ) - 1 /3 j < 0 .01 cuando O < l x - 1 j  < 0 .25 
,(2X - 2 EJemplo 1 9 . - S I  f ( X ) • -...!l.:::x::.:.._--:;2=--- , a • 2 y E • 0 . 01 X -/a 2 . -

Determ ine un número ó > 0 , ta l que s e  cump l a  la def i n ic ión d e  l fm l te . ­
D i buj e una gráf ica aprox imada . 

SOLUC 1 ON : 

La func i ón no está def i n i da para x • 2 ,  pero para x ..¡. 2 

f < x > _ 
< m - 2 > < 12X'+ 2 > 
( x - 2 )  ( /2X + 2 )  

2x - 4 
< x - 2 l cm + 2 ¡ 

. 2  ( X  - 2 ) 
( X - 2 ) ( V2X + 2 )  

f ( x ) • -L. .r2X + 2 s i  x ,;,¡. 2 ;  1 rm f ( X ) • 1 rm ---"2�-
X + 2 X +2 /.'f.X + 2 

La gráf ica de esta func i ón está d i bujada en la f igura 13 en donde tam� 
·b lén se representan las rectas 

y1 • L + e: • 0.5 1 L - e: D 0.49 

o. 51 

--l - �·.:Í. - -- - -
0.49 

/.815 /, 85 /.8 1.9 z i.t 2.1S 

F l G  1 3  
2 L + e: • 0 .5 1  (A) 

J2X1 + 2 

2 
L - e: • 0 . 49 (B) 

Fz + 2 

Despejando x de las ecuac iones (A) y (B) : 

2 De (A) .fiXl + 2 • 0 • 51 ; J2Y.� " 1 . 92 157 por l o  tantc 2x1 • 3 . 69243 
x1 - 1 .84621 
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De (8)  /2x2 + 2 • � ; /2x2 • 2. 081 63 por l o  tanto 2x2 • 4 .333 1 9 
x2 = 2 . 1 6660 

Puesto que la func ión decrece monótonamente hac ia l a  derecha , ún va l or 
adecuado para o es o • 0 . 1 5 , ya que 1 . 846 < 1 . 85 y 2 . 1 66 > 2 . 1 5 

Ejemplo 20. - Demostrar  por med i o  de la def i n i c ión que : 

SOLUC I ON : 

1 ím x 
X _.. 1 X +  

Se t iene que L • -1
- y a • 1 . Debe demostrarse que para cada e: > O se 2 

puede encont rar un o > O , ta l que : 

X 1 1 """'X'+T - -2- < e: cuando O < 1 x - 1 1 < ó 

Para formarse una i dea del aspecto de la func ión ,  ·se t raza la grá f ica­
(f igura 14) , y de esta se ve que la func ión es monótonamente crec iente . Esto 
se ver i fi ca esc r i b i endo la i dentidad . 

X 1 - __ 1 _ --x-:¡:t • X + 1 

Y observando que a 1 crecer x ,  l 1 ( x + 1 ) decrece, por tanto, 

1 - [ 1 / ( x + 1 l] crece. 

SupÓngase en pr imer 1 ugar que e: < 1 /2 ,  entonces , L + e: < 1 y L - e: > O 

puesto que L e -}- . En segu ida se determ i nan l os puntos en que las  rectas-

y - + -€; 1 y y • -z- +  e:, cortan a la curva , reso l v i endo las  ecuac i ones --

(A) y (8) . 

_......,:X.:..,_ __ • _1_ - e: 2 • • • •  (A) 
X + 
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X 
X + 

_1_ + e: 2 • • • •  (B) 

La ecuac ión (A) da : •  1 x • ( -z- - e: ) ( x + 1 ) ,  o sea : 

1 1 ( z- + e: ) x a -2- - e: y 

X • 

S im i la rmente la ecuac ión (B) d a :  

1 
-2- - e: 

-2- + e: 

+ e: 1 
-z-x - -. . :-:1:::..-----2- e: 

Tomando ó igua l a la menor d i stanc ia entre y x1 y entre 1 y x2 • Se­

puede ver i f icar que 1 - x1 es menor que x2 - 1 , por tanto: 

eS - 1 - x1 - 1 -
1 

-2-

y 

- e: 

+ e: 
2 e: 

_1_ + e: 2 

Y=t+€1---r---.-----:;;"f'" 
t 

Y=t-€ 1---��--��--� 

o 

F I G  1 4  

+ 2e: 



Observac ión. Si b i en la def i n idón bás ica expresa que debe encontrar. 
se un 0 para todo E , en rea l idad se observa que una vez encontrado un o p� 
ra un determ i nado E se puede empl ear el m ismo o para todos los E mayores . 
Geométr icamente esto s i g n i f ica que una vez que se sabe que la func ión se en­
cuentra en un rec tángu 1 o, ev identemente está canten ida en todo rec tángu 1 o ·-­
de l m i smo ancho pero de mayor a l tura . 

1 1 . 3 .  L I M I TE DE LA FUNC I ON CONSTANTE Y LA FUNC I ON I D ENT I DAD . 

L IM I TE DE LA FUNC I ON CONSTANTE . 

Para determ i nar el l fm i te de esta func ión recuérdese que l a  func ión -­
constante es aqueTi a q ue no va ría ,  o sea que conserva su m i smo va l or para to­
do va l or de la var i a b l e  i ndepend iente , es dec i r :  

f = { ( X , f ( X ) 1 X E Df ; f ( X ) = K } 
cuya gráf i ca se muestra en la s i gu i ente f i gura . 

y 

F IG 15  

• • • .  (A) 

X 

De esta m i sma gráf ica resu l ta obv io  esta b l ecer la s i gu i ente propos ic ión: 

1 Ím f ( x ) = 1 Ím K a K • • • •  (B) 
x + a  x + a 

Para demostrar la propos i c i ón (B) se tomará como base a l a  def i n ic ión-
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de l ím i te ,  estab lec ida en el tema anter ior 1 1 . 2 . ;  esto es : 

Basta que 3 un 6 > O ,  ta 1 que para un E > O dado, se cump la : 

1 f ( X ) - k 1 l k - k 1 K o < E s i empre que ; 
0 -< . 1  x - a . ¡ < o  

como es fác i l  ver ,  sea cua l fuere e l  número o >  O que se escoj a ,  s i empre su 
cederá que l f ( x )  - k  l es menor que cua l qu i er E >  O dado, por pequeño que 
éste sea . 

Teorema 1 1 .  1 . - "L Ím i te de l a  Func ión Const.ante". 

H i pÓtes i s :  f ( x ) es una func ión constante. 
Tes i s :  El 1 1m i te de f ( x ) cuando x. t iende a un número ., , cua l qu .ieta , ­

e s  i gua l a l a  constante. 

Esto es : S i  f ( X·. ) • k �ntonces 1 Ím f ,  ( x ) " 1 lm k • k 
x + a  x ... a 

L I M I TE DE LA FUNC I ON I DENT I DAD . 

Con un proceso anál ogo a l  anter ior , recuérdese que l a  func ión ident i ­
dad e s  aque 1 1  a cuyo va 1 o r  e s  exactamente e 1 m i smo que e 1 que adqu iere 1 a va­
r i ab l e  i ndepend i ente, es dec i r : 

f • { ( X, f ( X )' 1 X E Df ,  f ( X ) = X } 

La gráf ica se muestra a cont inuac ión , en la f igura 1 6 .  

.. x 



de la gráf ica se puede observa r que se cump l e  la s i gu iente Igua ldad : 

1 ím f ( x ) • 1 ím x • a • • • •  (A) 
x + a x .,. a 

Se comprobará la verac i dad de l a  I gua l dad (A) recu r r i endo a l a  def i n l -
c ión de l ím i te ;  as f debemos encontrar un número 6 > O para cada E > o tal-

que : 

1 f ( X ) - al< e: s lempre que O <  lx - al < ó 
dado que f ( x ) • x se t 1 ene lx - al <: E • 6 

Por l o  que para cua l quier  E >O dado s i empre 3 un ó • '€: > 0  que cl.lll-­
p l a  las cond i c iones estab lec idas de ta l manera que l rm f ( x • l ím x • a 

Teorema 1 1 . 2 .  1 1  Lfm l te d e  la func ión Ident idad 1 1  
.. 

H ip6tes i s :  f ( x ) es l a  func ión Ident i dad .  

x + a  

Tes i s :  E l  l fm i te de f ( x )  cuando x t iende a cua lqu ier número a es i ­
gua 1 a 1 número a • 

Esto e s :  S i  f ( x )  • x; entonces l (m f ( x )  • l fm x • a 
X + il  x + a  

1 1 . 4 .  TEOREMAS SOBRE L I M ITES . 

En el i nc i so 1 1 . 2 .  del presente capítu l o  se esta b l ec i ó el concepto de 
1 1 m i te de una func i ón y se ca l cu l aron numé r i camente a l gunos ejemp l os de l fm i ­
tes ut i l i zando d i versos art i f ic ios y ma n i pu l ac i ones a l gebrá i ca s .  E l  estud ia� 

te escépt ico se dará cuenta de que cada una de e l l as neces i ta j us t i f ica rse -
aún cuando muchas de el las parecen obv i as .  Por este mot i vo,  se exp�mdrán a -
cont i nuac ión los teoremas sobre l (m i tes que s i rven de base para el cá l c u l o ­

de l (m i tes de func iones . la correspond i ente demos trac ión de estos teorema s ­
se presenta en un anexo a l  presente cap ítul o .  

Teorema 1 i . J . - " Un i c idad de los l fm i tes . " 

H ipÓtes i s : Una func ión f ( x )  está def i n ida en un entorno del punto -
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Tes i s :  Esta func ión no puede tener dos l fm l tes d i st i ntos , cuando x --­
t iende a l  va lor a .  

Teorema 1 1 . 4 . -

H i pÓtes i s :  Una func ión f ( x ) e s  pos i t iva o nula e n  u n  entorno del -­
punto x • a • 

Tes i s :  El 1 1mlte  de f ( x ) cuando x t iende a l  va lor a ,  no puede ser -
nega t ivo. 

Teorema 1 1 . 5 . -
H l p6tes i s :  Una func ión f ( x ) e s  negat i va o nu la e n  u n  entorno del 

Tes i s :  
punto x "  a • 

El l fm l te de f ( x ) cuando x t iende a l  va lor a ,  no puede ser 
pos i t ivo. 

Teorema l i . 6 . - " L fml te de una su1111 " ·  

H i pÓtes i s :  f ( x ) es la  suma de un número f i n i to de func iones de x - ­

que t i enen l ím i te cuando x t i ende al número a .  
Tes i s : f ( x )  t i ene l ím i te cuando x t iende a l  va l or a y d icho l fm i te­

es igua l a la  suma de l os l fm ltes cuando x t i ende a l  número a , ­
de l a s  func i ones sumadas . 

Esto es : S i  f x )  • f1 ( x )  + f2 ( x )  + • . .  + fn ( x ) . y s i  

Hm f 1 ( x ) " L1 , 1 ím f 2 ( x ) • L 2 • • • , y 1 (m f n ( x ) • Lr 

x + a x -+ a x -+ a 

Entonces : 1 Ím f ( X ) • 1 Ím (f l ( X ) + f z ( X ) + 
x +  a x .. a 

• + fn ( x l) • 
• L1 + L 2 + • • •  + Ln 

Teorema 1 1 . 7 . - "Lím i te de l!n producto . "  

H i pótes i s :  Una func ión f ( x ) es e l  producto d e  un número f i n i to de -
func i ones de x que t i enen l ím i te cuando x t i ende a l  va l or a .  

Tes i s :  E l  l ím ite  de f ( x )  cuando x t i ende a l  número a ex i ste Y es I ­

gua l a l  producto de los l im i tes en este punto de l a s  func i ones-



que se mul t i pl i ca n .  
Esto es : s i  f ( x )  • r1 ( x )  

Y S i  1 Ím f l ( X ) • l¡ ,  1 rm f 2 x -.. a x + a 

f2 ( x ) • . . •  • 'n ( x ) 

( x ) • L2, • 1 fm fn ( x ) 
x + a  

• l n 

entonces : 1 fm f ( X ) • 1 Ím [f 1 ( X ) • f 2 ( X ) 
x .¡.. a x + a  

• f n ( X >) • 

Corolar i o. - El l ím i te en un punto del producto de una constante por una 
func ión es I gua l a la constante mu l t ip l icada por e l  l im i te de la func i ón en ­
ese punto. 

Esto es : 1 fm (k f ( X ) J • k 1 fm f ( X ) 
x -+ a  x + a  

Teorema 1 1 . 8 . - "Lfm l te de un c oc i ente " 

H ipótes i s :  f ( x ) es el coc iente de dos funciones dé x que t i enen l í­
m i te cuando x t iende a l  número a y el l ím i te del denom i na -­
dor no es cero. 

Tes i s :  E l  l ím i te d e  f ( x ) cuando x t iende a l  número a ,  ex i ste , y es 
I gua l al c oc i ente de los l ím i tes de d ic has func iones en el pu� 

Esto e s :  

t o  i nd i cado. 
'1 ( X ) 

s i  f ( X ) "' 
'2 ( X J ; 1 ím f1 ( X ) • 

x + a 

1 rm f2 ( X  ) • l2 . o entonces : 
x + a  

1 ím r1 ( x 
1 f m f ( X ) • __;X:.:.,..+�a:,-....,.....,.....,-- • ....!:J_ 

X + a l fm f 2 ( X li x ..,.  a 

Teorema 1 1 . 9 . -

l l y 

t2 • o 

H ipÓtes i s :  Dos func iones de x, r1 ( x ) y r2 ( x ) t i enen l os m i smos -
va lores para va l ores igua l es de x en un entorno del  punto· 
x • a y r2 ( x t i ene l im i te cuando x t i ende a l  número a .  

Tes i s :  La func i ón f1 ( x t iene l ím i te cuando x t i ende a l  número a y 
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este l im i te es I gua l a l  l ím ite de la  func i ón r2 ( x ) en d icho 
punto. 

Esto es: S J f ( X ) • f 2 ( X ) -'t X E a • 6 < X < a + 6 y S i  

1 rm f 2 ( X ) • L • entonces 

Teorema 1 1 . 1 0 . -

1 Ím f 1 ( X ) • 1 Ím f 2 ( X ) "' L 
x + a  x + a 

H i p6tes l s :  Para un entorno del punto a se t i ene que 
f1 ( x )  < f (  x )  < r2 ( x ) , además,  f 1 ( x )  y f2 ( x )  t i enen l ím i te cuando x 
t iende a l  va lor a y sus l ím i tes son igua l e s .  

Tes i s :  E l  1 1m l te cuando x t i ende a l  número a d e  l a  func ión f ( x ) , � 
x l ste y es igua l a l  l fm l te de las  funciones r1 ( x ) y r2 ( x ) · 
en el punto cons iderado. 

Esto es : SI f1 ( X ) <  f ( X ) < f2 ( X )  V X E 0 < 1 X ·  a 1 < 6 
Y S i  1 fm f 1 ( X ) • 1 Ím f 2 ( X ) = L, entonces 

x + a x + a 
1 ím f ( x ) "' l 

x .,.  a 
Teorema 1 1 . 1 1 . -

( 1 ) H i pótes i s . - f ( x )  es una func ión que t i ene l ím i te L cuando x t i en 

de al va lor a .  L es pos i t i vo y n es cua l qu ier entero p� 

s i t ivo . 
Tes i s . - E l  l ím i te de la raíz enés ima de f ( x )  cuando x t iende a l ­

va lor a ,  es igual a l a  raíz enés i ma  del l imi te de f ( x )en 

ese punto. 
O sea : Si l im f ( x )  • 

n x + a  
• .¡ 1 im f ( x ) X +  a 

"���-l , entonces : 1 i m  .¡ f x ) • 
n x + a 

,I""L 
(2) H i pótes i s . - f ( x )  es una función que t i ene l ím i te L cuando x t l en 

de al va lor a .  L es negat ivo O" cero y n es un entero im  

par  pos i t i vo. 

Tes i s . - La tes i s  de l a  segunda parte de este teorema es la m i sma 

que l a  p r i mera . 

O sea : S i  l ím f (x) • L ,  entonces l fm "Ir ( x )  • �l ím f (x) • 
n� 

x .... a X + a x .... a 
Los s-igU i entes ejemplos i l ustran la apl i cac i ón de los teoremas anter io--

res . Para I nd i car el teorema del l fm f te que se está usando, se hará anotando 



l a  abrev iatura " T  " , segu ida por el número del teorema . 

Ejemplo 2 1 . - Encontrar el va lor de: 1 ím ( x
2 

+ 2x - 1 ) 
X + 2 

1 ím ( x
2 

+ 2x - 1 ) • 1 i'm x
2 

+ 1 Ím 2x - 1 Ím • . • .  ( T. 1 1 .  6 ) 
x + 2  x + 2  x + 2  x + 2 

- l¡ + (2) (2)- 1 

- 7 

Ejempl o 22. - Encontrar X 
2 

- 9 

2x
2 

+ 

- 9 - 9 

+ 7x + 3 2x
2 

+ 7x + 

/1 ím ( x
2 

- 9 ) jx + - 3 : 
1 Ím ( 2x

2 
+ 7x + 3) 

X -.. -3 

Hm x2 
� Hm 9 

X -+ -3 X + -3 

1 Ím 2x
2 

+ 1 Ím 7x + 1 Ím 3 
X + -3 X -+ -3 X + -3 

1 ím x • 1 Ím x - 1 Ím 9 
X -+ -3 X -+- -3 X + -3 

2 1 Ím x . 1 Ím x + 7. 1 Ím 2 + 1 Ím 3 
X + -3 X + -3 X + -3 X + -3 

3 ) ( - 3 ) - 9 

2 - 3 ) ( - 3 )  + 7 ( - 3 )  + 3 

=/ 1§ - �1 + 3 

1 � 1 
= o 

o-

,. 

7x + 3 

3 

( T. 1 1 .  1 
( T. 1 1 .  7 

( T . 1 1 . 2 

( T . 1 1 .  1 1  ) 

( T. 1 1 .  8 ) 

( T. 1 1 . 6 ) 

( T. 1 1 .  7 ) 

( T . l l . 2 
( T. 1 1 .  1 
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Lo obten i do representa una i ndeterm i nac i ón ,  l o  cua l carece de sent ido; 
s i n  embargo, esto no s i gn i f ica que el  l ím i te buscado no ex i s ta .  La func ión -
para la cua l se t rata de encontrar su l ím i te cuando x _,. - 3 ,  s impl emente no 
está def i n ida para ese va l or de x ,  por l o  tanto para x � - 3 se puede ut i ll 
za r la s i gu i ente t rasformac ión a l gebra ica , apoyándose en el teorema 1 1 . 9 .  

( X +  3 ) ( X - 3 )  X - 3 

2x
2 

+ 7x + 3 ·( 2x + 1 ) ( x + 3 ) 2x + 

entonces : 

1
, /x

2
- 9  1 m  ,/ 2 

x -+ -3V2x + 7x + 3 

-;-3 - 3 
-6 + 1 

Ej emp 1 o 23 . -
3 

Encontrar el va. l o'r de 1 ím x + 8 
X �  -2 X + 2 

En este prob l ema ,  a l  igua l que en el ejemp lo  anter ior no es pos i b l e  a­

pl i car  e l  teorema 1 1 . 8 a l  coc i ente ya que e l  l ím i te del denom i nador se anu la  

cuando .x -:�- -2 .  S i n embargo ,  fac tor i zando e l  numerador se t i ene : 

x
3 

+ 8 ( x + 2 ) (  x
2

- 2x + 4 ) 

x + 2  x + 2  
, a s í :  ( T .  1 1 .  !) ) 

Este coc iente es x
2 

- 2x + 4 ) s i  x � - 2 ( ya que s i  x � - 2 se -

puede d iv id i r numerador y denom i nador entre ( x + 2 ) . Entonces la sol uc ión­

a este prob lema se toma la s i gu iente forma : 

x
3 

+ 8 2 
1 Ím � 1 Ím ( X - 2x + l¡ ) , S l endo X ..¡. - 2 

X + -2 X + 2 X ..;. -2 

1 ím x
2 

- 1 ím 2x + 1 ím 4 
X + -2 X -+ -2 X -2 

• 1 ím x 1 ím x - 2 1 ím x + 4 
X + -2 X + -2 X + -2 

· ( - 2 )  ( - 2 ) - 2 ( - 2 ) + 4 

a 1 2  

( T .  f f .  6 ) 

( T .  r 1 .  7 
( T .  r r .  1 

( T .  f 1 .  2 



1 1 . 5 L I M I TES LATERALES. 

A l  estud i arse e l  concepto de 1 imi te de una func ión ,
' 1 r·m f ( x ) , se -x ... a 

h i zo espec i a l  mención de que i nteresa ana l i zar  los va lores que pueda tomar -
l a  var i ab l e  independ iente x en un entorno a l  punto "a" pero no en "a" m i sma , 
esto es , en va lores de x próximos a "a" que sean mayores que "a" o menores -
que "a" ( es dec i r  en un entorno reduc i do de "a") . S i n  embargo , supóngase -­
por ejempl o ,  que se t iene l a  func ión :  

f ( x ) c +� 

Ya que f ( x ) no está def i n ida para x 4 3 ,  la func ión no se def i ne en 
cua lqu i er entorno que contenga a 3 .  De aquí ,  se puede cons i dera r :  

l ím + �  
X +  3 

no ex i ste 

S i n  embargo, s i  x está rest r i ng ida a va lores mayores que 3 ,  e·l va l or 

dt! li("-=-T se puede hacer tan cercano a cero como se qu lera tomando x suf i ­
c lentemente cercano a 3 ,  pero mayor que 3 .  

E n  u n  caso como este se hace que x se aproxime a 3 por l a  derecha , y ­
entonces se cons idera E l  L ím i te Latera l por l a  Derecha , e l  cua l se def i ne -­
forma lmente a cont i nuac ión . 

L I M ITE LATERAL POR LA DERECHA. 

Cons ld�rense una c ierta func ión y =  f ( x )  donde x está def i n ida en ­
e l  i nterva l o  a b ierto a ,  a ·+ h ) ,  donde h E m y h > O , según se observa en-

la F i gura 1 7 .  

o 

f(x) 

a 
F I G  1 7  
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Se d ice que el l ím i te  de f ( x ) c uando x se aprox ima a " a  " por la -
derecha es L1 , y se denota : 

1 Ím f ( x ) • L ¡ + x -.. a 

S i  para cua l qu ier E > O , ex i ste un o >  O, ta l que : 

1 f ( x ) - L 1 < e: s 1 einpre que O < x - a < g 

• • • •  (A) 

• • •  (B) 

Nótese que en (B) no hay barras de  va l or absol uto para x - a ,  ya que -
s l x > a , x - a > O 

Se s i gue de l a  expres ión (A)· para el ejemp l o  a na fi zado, que 

l Í m :j: ,rx=--f' a O 
x+ 3 

S I  a l  cons iderar el l ím i te de la func ión ,  l a  var ia b l e  I ndepend i ente x­
está restr i ng ida a va l ores menores que un número " a  ", dec imos que x se a ­
prox l ma  a " a " por l a  i zqu ierda , entonces e 1 l ím l te s e  l lama l fm 1 te latera 1 
por la i zqu ierda . 

L I M ITE LATERAL POR LA I ZQU I ERDA. 

Cons idérense ahora la mi sma func ión y • f ( x ) ,  pero " x "  
def i n i da en e l  I nterva l o  ( a - h ,  a ) , donde h E  m y h > O ,  según se  muestra 
en la  F i gura 1 8 .  

y 

Lz -- - _, - - - -- - - - - - -1 

--�--�------------�------� X 
a-h 1+------ h 

a 
. ., F 1 6  18 



Se d ice que el l ím i te de f ( x ) cuando x se aproxima a " a  " por la -
i zqu iera es L2 , y se denota : 

1 Ím f ( X ) • L2 
X -+  a 

S i  para cua l qu ier E >  O ,  ex i ste un 6 > O , ta l que: 

lf ( x ) - L l < E s iempre que O <  a - x < 6 

Se puede ahora l lamar a l  Hm f ( x ) ,  Lfm l te B i l atera l .  
x ... a 

o no d i r i g ido, para d ist i ngu i r lo de los l fm i tes l atera l es .  

Teorema 1 1 . 1 2 . -

(e) 

(O) 

H ipÓtes i s :  f ( x ) t iene l fm l te cuando x t iende a l  va lor a y este l fm l  
t e  e s  el número L .  

Tes i s :  Los l im i tes cuando x t iende a l  número a por la Izqu ierda y por 
la derecha , ex isten y ambos son Igua les a l  número L .  

La i nterpretac ión geométr ica de l o  a nter ior se muestra a cont i nuac ión­
donde puede observarse que x puede tender a l  número " a  " b ien sea por la d!_ 
recha o b ien por l a  i zquierda de " a ", ten iéndose para ambos c:asos la pos l ­
b l l  idad d e  que los I Tm l tes sean d i ferentes ( L 1  .., L? ) • Ver f igura 1 9 .  

y 

1 • 1 ,,. ,, - -liJ 
1 : � 

o 

i ¡ + i 

a-h a 

FIG 19(a) 

o 

y 
1 1 
1 

1 . 1 
i 1 1 
. r + 1 
1 ¡ 1 

- - ¡.  - - - - -. 1 
i 1 

1 

a-h a 

FIG 19(b) 

O+h 
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En l a  f igura 1 9 (a) , L1 • L2 : *í� � ( x )  • L1 • L2 • 

En camb i o  en l a  f i gura 1 9 (b) , L1 .¡. L2 , por lo tanto : 

1 Ím f ( X ) no ex i Ste . 
X + a  

Ejempl o 24 - Sea h una func ión def i n i da por : 

h ( X ) • 
{2x + 1 

1 0  - X  

a )  Trazar la gr,flca de h .  
b) Encont ra r  el l fm h ( x ) ,  s i  exi ste. 

X .;. 3 

SOLUC i ON :  

5 i X <: 3 

s i  x � 3 

a )  Un d i bujo de la gráf ica se muestra a cont i nuac ión en la f igura 20 . 
', h (x) 

F I G  20 

b) Lím h ( X  ) • 1 f"m ( 2x + 1 ) • 7 •  L2 x + r X + 3 

Lím h ( x ) • Lf"m ( 10 - X ) • 7 • L ,  
X .. 3 + X .. 3+ 

Según el Teorema 1 1 . 1 2. , como L1 • L2, l ím h ( x )  ex i ste y es Igua l a 7. 
')( ... 3 



Ejemplo 25 . - Sea g una func ión def i n ida por :  

{l¡ + t2 

g ( t ) = 5
2 1 2  - t 

Trazar la gráf lea de g ,  y encontrar 1 rm g ( t } 
t .... -2 

SOLUC 1 ON : 

S 1 t < -2 

s i  • -2 

5 1  t > -2 

La gráfica de la func ión g es la que se muestra abl lo en la f igura 21 . 

g( t )  

13 

-3 -2 -1 0 2 3  
FIG. Zl 

l rm g+ ( t ) • l rm j 12 - t2 ) • 8 • L 1  
t ... -:- 2  t ... -2 
1 rm g_ ( t } • 1 fm (_ 4 + t2 ) • 8 • L. 

t .... -2 t ... -2 2 
Por l o  tanto por el teor ... 1 1 . 1 2 , 1 (• g ( t )  ex iste y es l su- 1  a 8 .  

x +-2 
Nótese que g ( - 2 )  • 5, lo cual no afecta a l  l f• g ( t ) 

t ... -2 
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EJempl o 26 .• - Cons ldérue la s iguiente func ión f ,  def i n ida por : 

f ( r } ·
{ r  + 2 , 

1 2 
T r - 3 1 <  r � l¡  

I nvest igar s i  existe 1 rm f 
r .... . 1 

( r ) y t raza r  la gráfica de f ( r ) 

SOLUCI ON : 

1 1m f 
r + 1• 

1 2 . -5 r ) • 1 1m + ( -2- r - 3 ) • -2- • L¡ 
r + 1 

1 1m f ( r ) • 1 1m ( r + 2 ) • 3 • L2 
r + 1 r ... 1 

Por lo tanto, como L 1  + L 2 , 1 f111 f ( r )  no ex i ste. Ver f igu ra 22. r·· 1 

F I G  22 

NOTA: Los c rrculos negros pertenecen a la gráf ica , � asf los b lancos. 

EjeRpl o 27. - Para la s i gu iente func ión dada por tres reglas de corres 
pondenc ia, determ inar l os l fmites de .d lcha func l6n pa ra l os puntos en que -
x • - 2 y x • 5. Hacer un d i bujo de la grff lca de la func 16n. 



r ·· + ·  para • 4 � X � -2 
f ( X ) • • 3 para - 2 .¿ X ::. 5 

2x - 1 3  para S <  X <. 1 0  

SOLUC I ON : 

Se puede I n i c iar con el trazo de la grá f i ca de f ( x ) para una 
v i sua l i zac ión del probl erra ,  ta l y como se i 1 ustra en la f i gura 23. 

f(XJ 

1 8 1 
1 1 
1 6 1 
1 1 
1 ... 1 

, i 1 1 1 2 1 
1 1 

- ·  -4 -2] o 2 4 8 10 
i 
1 -2 

-a 
Fi tu•a 2.3 

a )  VI endo si se cump l e  el teorema 1 1 . 1 2 .  s i  a • -2 

Hm f ( X ) - 1 1m ( - 3 - - 3 - L l + + x ... a X + -2 

Hm f ( X ) 1 rm ( x2 + 3x + 2 ) - 4 - 6 + 2 - o - L2 
x .,.  a X +  -2 

Por 1 o tanto como L 1 .;. L2, 1 rm f ( x ) no ex i ste . 
1( ... -2 

• 

mejor 
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b) Para a • 5 

1 Ím f ( X ) � 1 Ím ( 2x - 1 3  ) • - 3 a l 1 
x .,. a+ x + 5+ 

1 ím f ( x ) • 1 i'm ( - 3 l • - 3 • L2 
x ... a X -+ f 

por l o  tanto como L 1 • L2 • - 3 , el l ím i te ex i ste y va l e :  

1 ím f ( x ) • - 3 
X ... 5 

1 1 . 6 .  CONT I NU I OAO OE UNA FUNC I ON EN UN PUNTO . O I SCONT I NU I OAO REHOV I BLE.  

TEOREMAS SOBRE FUNC I ONES CONT I NUAS . 

En el i nc i so 1 1 . 2 .  se a na l  i zó el s i gn i f icado de l fm l te• de una func ión­
en un punto y se escr i b i ó  su d ef i n i c i ón con la  expres i ón (1) que se rep i te­
a cont i nuac ión : 

1 i'm f ( X ) • l 
x + a 

• • • •  (A) 

Recordando tamb ién que no es necesa r i o  toma r en cuenta el va lor de l a­
func ión f ,  cuando x a a ;  de hecho, para muchas expres iones la func ión no es� 
tá s i qu iera def i n i da en x • a ,  

En ese m i smo i nc i so, e n  el  ejempl o 1 3 , se cons i deró l a  func ión f def i ­
n ida por l a  ecuac ión : 

f ( X ) 2x2 - x - 3 2x - 3 ) (  x + 1 
x + 1 " ->.-=:....,.x"'"'+:'--í�::...;�...!... 

Ahí m i smo se observó que ta l func i ón está def i n i da para todos los va l� 
res de x, excepto x • - 1 ,  para el cual tanto el numerador como el denom i na ­
dor d e  la  func i ón se anulan.  Un d i bujo de l a  g ráf ica de todos l os puntos de­
la recta y • 2x - 3 ,  excep to el  ( -1 , -5 ) se- muestra en la f i gura B .  

E n  el l a ,  prec i samente , hay una nota b l e  1 1  i nterrupc i ón 1 1  en el  punto 
( - 1 ,  - 5 )  y se d i rá entonces que la func ión f es d i scont i n ua pa ra cuando-



En camb io s i  se def i ne f ( - 1 ) • 5, la func ión queda ahora defin ida 
para todos los va lores de x, pero aún hay un " sa l to " en la gráf ica , y l a­
func ión s i gue s i endo d i scont i nua en  ese mi smo va l or , según se muestra en l a­
f i gura 24 .  

S i  embargo , s i  se def i ne que f ( - 1 ) • - 5 , entonces se d i ce que la­
func ión f es cont i nua para todos l os va l ores de  x .  

y FO<J 

Def i n i c ión : Se d i ce que l a  func ión f es cont i nua en el  va lor a E Df ,­
s i empre y cuando se  cump la  l o  s i gu i ente : 

1 ím f ( x ) • f ( a ) • • • •  (B) 
x -+  a 

El que se cump la  la def i n i c ión a nterior impl ica que se cump l an l as s i ­
gu ientes cond ic iones : 

1 )  Que f ( a ) esté def i n i da .  
2) Que ex i Sta 1 rm f ( X ) 

x :+ a  
3)  Que 1 (m f ( x ) = f ( a 

x _,. a  
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Basta con que una de l as tres expres iones ante r iores no se cumpl a pa­
ra que l a  cond i c i ón (B)  no se cump l a ,  por l o  tanto, l a  func ión f no sea co� 
t i nua en e l  va lor  a .  la cond ic ión (B)  es necesar i a  y suf i c i ente para que l a  
func ión y = f ( x ) sea cont i nua e n  a .  

Ejemplo 28 . - Sea f def i n ida como s igue :  

ru - 2 S i  X � - 2 X + 2 
f ( X  ) • 

5 s i  X • - 2 

Traza r su gráfica e i nvest i gar  s i  es cont i nua en. e l  punto donde x • - 2 · 

SOLUC 1 ON :  

En la f i gura 25 ,  se muestra un d i bujo de l a  gráf i ca de l a  func ión , en­
la  cua l hay un sa l to en el punto donde x • - 2 

7 

7 
)( 



I nves t i gando paso a paso la cond ic ión de cont i nu i dad para x • - 2 

f ( - 2 ) • 5 por l o  tanto se sat i s face l a  pr imera cond ic ión . 
l fm f ( x )  • - 3 :. por lo tanto se sat i s face la segunda cond ic ión. 

X .. -2 

Pero, como f ( - 2 ) � xlJm_� ( x ) , la tercera condfcfón no se sat i s face. 
Así ,  se concl uye que f es d i scont i nua cuando x • - 2 
Ejemplo 29. - Cons id,rese la s l guente func ión : 

( ) X + 3 g X • 
Xz + X - 6 

l nvest fguese s i  ex i ste a l gún punto de d i scont i nu i dad en d i cha func ión. 

SOLUC I ON: 

En la f i gura 26 se muestra un d i buJS de la gráf ica de la func ión g .  

y g (•) 

9 ( x ) = X +  3 
7 x2 + X - 6 6 
5 
4 X + 3 = 

(X +3) (X-2) 

.. 

-3 
•4 

f i G  26 

Ana l izando la func ión g ,  se observa que ésta no se encuentra def i n i da-
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para x • - 3, por tanto . 

g ( X ) • ..____:... __ , para x -+ - 3 
X - 2 

Esto se ve claramente como una I nterrupc ión en l a  gráf ica de g ,  cuando 
x • - 3, y asf ,  al no cumpl i rse l a  cond i c ión ( e ) , se conc l uye que ta l fun­
c ión es d i scont inua para cuando x • - 3 . 

S i n  embargo , ex i ste otro punto de d i scont inu i dad , ya que cuando x z 2 ,  

e l  denom inador d e  l a  func ión g ,  se anula no quedando def i n i da para ese va lor .  
Nuevamente s e  conc l uye que d icha func ión no es cont i nua a l  no cumpl i rse l a ­
cond ic ión (D )  ahora para x • 2. Este ú l t imo caso, tamb i én se p�ede ver i f i car 
observando e l  comportamiento de g ( x )" en la f i gura 26 . 

Ejemplo 30 . - Sea h def i n ida r·· - , 
h ( X )• 

� 2._ -1 
2 

por :  

s i  x :;:  2 

s i  X >  2 

Trazar su gráf ica , e invest igar s i  se cumple l a  cond i c ión de cont inu i ­
dad , en e l  punto donde x • 2 .  

SOLUC 1 ON: 
En la f i gura 27,  se encuentra representada gráficamente la func ión h ,  

se observa que para x • 2 ,  hay una i nterrupc ión en d icha gráfica .  

y hl•l 

3 

·3 ·2 ·1 3 X 

-:1 � •3 
... 
-s 
-6 ......... 

FIG 2 7 



Ahora I nvest igando paso a paso l a  cond lc 16n de cont inu idad para x • 2 , 
se t iene: 

c l6n . 
f ( 2 ) • 2 ( 2 )  - 3 • 1 ,  por lo tanto sat i sface la pr imera cond l-

1 f"m h ( x ) • 1 f"m ( 2x - 3 ) • 4 - 3 • 1 

1 f"m h ( x ) • 1 (m ( - ¿__ - 1 ) • - 1 - 1 • - 2 2 + X +  2 

ya que l fm h ( x ) -+  1 (m h ( x )  , se conc luye que l f"m 1) ( x )  no ex iste¡ -
x + 2 h ... 2+ x + 2 

entonces la segunda cond lc 16n no se sat i sface y h es d i scont inua para x • 2 . 

EJemplo 3 1 . - Dada l a  s igu i ente func l6n :  {3x + 7 
f ( X ) • 

kx - 1 

s i  x � 4 

s i  x ,.  4 

Encontrar e l  va l or de la constante k que hace que la func 16n sea cont f 
nua para x • 4 .  

SOLUC I ON :  

Para que f ( x )  sea cont inua para x • 4 ,  debe cump l irse l a  cond lc 16n­
de cont 1 nu !dad . 

f ( 4 ) • 3 ( 4 ) + 7 • 1 9  por l o  tanto se cump l e  l a  pr imera co� 
d lc f6n . 

1 (m f ( x ) • 1 (m ( 3x + 7 ) • 1 2 + 7 • 1 9  
X + /¡-

1 (m f ( x ) • 1 (m ( kx - 1 ) • /¡k - 1 
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Para que se cumpl a  la segunda cond lc 16n ,  debe cump l irse que : 

1 (m f ( X ) • 1 (m f ( X ) , O sea 

4k - 1 • 1 9  por l o  tantO k • 5 ,  a s f  1 (m f ( X )  • f ( 4 )  
X + l¡ 

y f ( x ) es cont i nua en x • 4 .  

D 1 SCONTI NU 1 DAQ REMQV IBLE: 
En l os ejempl os anter i ores , se han a na l i zado funciones que presentan ­

d i scont inu idad para a lgún punto. 

SI se ana l iza deten idamente para cada caso la causa que or i g i na d icha 
d i scont i nu idad , se podrá observar que cuando la d l scon t l nu lad se or ig ina por 
que f ( a ) ¡ ,  s lendo •a• el punto de d l scontJnu Jdad , ex ist iendo 1 (m f ( X )� 

x + a  
o b ien ex ist iendo f ( a ) y ex i st-Iendo 1 rm f ( x ) estos no son Igua l es ;  o 

x ... a 
sea : 1 rm f ( x ) -+ f ( a ) • En esta s i  tuac 16n la d l scont lnu lad se mene lona 

x ... a 
cano " D i scont inu idad Remov lb le", pues basta con def i n i r  f ( a  ) • 1 rm f ( x ) 

x + a  
para que la d i scont inu idad se el imine. 

Pero se ha de reca lcar que en esta forma se estar Te def in iendo ,  de  ma­
nera absoluta ¡  una " nueva func l6n "; s iendo la 1 1  nueva " func l6n Idént ica a 
la anter ior ,  excepto en e l  punto x • a .  

En e l  caso que l a  d l scont l nu l ad sea or i g i nada por l a  no ex i stenc ia de l 
l (m f ( x ) ;  entonces esta d i scont inu idad es l rremov l b le y no se podrá el l m_L 
x + a  
nar d e  n i nguna manera . 

EJemplo 32 . - Sea l a  func l6n :  

, ( ' ){';:·,- 2 s i  x -+ -2 

s i  x • -2 



estud iado en e l  ejemp l o  28 . I nd icar s i  la d i stont i nu idad de l  punto en que -­

x = - 2 es  remov i b l e  y en caso a f i rmat ivo remover la . 

SOLUC 1 ON: 

En e l  ejemp l o  28, se puede observar ( f igura 25 ) que la func ión f (x) 
presenta " un sa l to " para x • - 2. As í m i smo se puede ver que la func ión -­
cump le  para x = - 2, las dos pr imeras partes de la cond i c i ón de cont i nu idad , 
es dec i r :  

1 . - f ( x )  está def i n ida para x = - 2 y va l e  f ( - 2 )  • 5 

2 . - l im ex i ste y va l e :  L a - 3 
x ..- 2 

Pero la tercera parte, no se cump l e ,  puesto que :  

3 . - 1 i m  f ( x ) -;. f ( - 2 ) 
X _,.  -2 

- 3 -;. 5 

La d i scont i nu idad s i  es remov i b l e ,  puesto que basta con def i n i r  f ( -2 

3 ,  y tamb i én se cump l i rá la tercera parte ,  quedando la func ión cont i nua-
para X a - 2 S i : { x2 + x - 2 

f ( X ):: X + 2 
- 3 

Ejempl o 33 . - Sea l a  func ión :  

g ( x ) = ..:.x:.,-+_,3:__ __ 
X + X  - 6 

s i  x + - 2 

s i  x = - 2 

estud iada en el ejemplo 29. I nd i car· s i  l a  d i scont i nu i dad del punto-­

en que x = 2 es remov i b l e  y en caso de ser l o ,  remover l a. 

SOLUC 1 ON: 

La func ión g ( x ) no cump le  con la pr imera pa rte, ta l como se v i ó  en­
el ej emp l o  29 . 

Ana l izando l a  func i ón para la segunda parte : 
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Hm __ ..:.;x'-+"--"3'---- no ex iste .  
X ... 2 X

2 + X - 6 

Obv iamente , l a  func ión t i ene una d i scont i nu idad l r remov l b l e ,  puesto -� 

que no es pos i b l e  def i n i r  la func ión en x = 2 y que sea igua l a l  va l or de l  -
1 1m i te ,  puesto que el l ím i te no ex i ste .  

TEOREMAS SOBRE FUNC IONES CONTINUAS 

Las func i ones cont i nuas t ienen un buen número de prop i edades importan­
tes, a l gunas de las cua l es son consecuenc ia de las prop iedades de l os l ím i -­
tes . Ap l !cando la def i n i c ión de c o n t  i n u  rtlad  y l os teorema s de l

'
ím i tes an­

tes v i stos , se t len en 1 os s i gu i  entes teoremas sobre func f·ones cont 1 nuas en -
un punto. 

Teorema 1 1 . 1 3 . -

H ipÓtes i s :  f y g son dos func iones cont i nuas en x • a .  
Tes i s :  f + g es cont i nua en x • a 

2 f - g es cont l nua en x • a 

3 f . g es cont l nua en x • a 
4 f +  g es cont i nua en x • a ,  s i empre que g ( a ) + o. 

Se demostrará l a  parte ( 1 ) de este teorema , pa ra i l ustrar el t i po de 

demostrac ión requer ida para cada parte , ya que f y g son cont i nuas en a,  de­
la  def i n i c ión de cont i nu idad , se t i ene:  

y 

1 ím f ( x ) • f ( a ) (A) 
x ->- a 

1 Ím 9 ( X ) a 9 ( a ) (B) 
x _,. a  

Por l o  tanto, de las ecuac i ones (A) y (B) , y del  teorema 1 1 . 6 se t i ene: 

) Ím f ( X ) +  9 ( X )  
x _,. a 

a f ( a ) + 9 ( a ) (e) 



La ecuac ión ( C) es la cond ic ión para que f + g sea cont i nua en x • a ,  
l a  cua l proporc i ona l a  demostrac ión del teorema 1 1 . 1 3 . 1 . 

Teorema 1 1  . 1 4 .  

H i pótes i s . - f x )  es una función pol i nóm ica.  
Tes i s . - f ( x )  es una func ión con t i nua para todos l os va l o res de su dom i n i o .  

n n-1 n-2 X + b1 X + b2 X + • • •  + bn_1 X + bn ' bo � 0 

donde n es un entero no negat ivo y b0 , b1 • • •  , bn ' son números rea l es .  Con 

apl i caci ones suces iva s  de l os teoremas de l fm l tes , se puede demostra r que s i  
a e s  c ua l q u ie r  número, entonces : 

s igue que :  

J (m f ( X ) • f ( a ) 
x .. a 

Teorema 1 1 . 1 5 .  

' ( ) 9 ( X ) H lpotes l s : f x • h ( x j es una func i ón rac i ona l .  

Tes i s :  f ( x ) es con t i nua para todo su dom i n i o  s iempre que h ( x ) � O 

Este teorema se demostrará en ba se a que f es una func ión rac i ona l ,  la  
cua l puede ser expresada como el  cqc iente de dos func i ones po l i nom i a l es . � 
s f ,  f puede estar def i n ida por : 

f ( X ) • 9 ( X ) 
h ( X J 

Donde g y h son dos func iones po l i nom i a l es y el dom i n io de f cons i ste 
de todos los números � excepto aquel l os pa ra l os cua l es h ( x )  • O .  

S I  a e s  cua lq u i er número e n  e l  domi n i o  d e  f , entonces h ( a ) � O ;  

67 

así por el teorema 1 1 . 8 .  

1 i m  9 x )  
1 fm f ( x ) • ....:.:.x_-+�a�-­

x -+  a 1 im h 
x + a  

X ) 
(O)  

Ya que g y h son func iones po l i nomi a l e s ,  por el teorema 1 1 . 1 4 . , son -­
cont i nuas en a, y así  l im g ( x )  • g ( a  ) y 1 1m h ( x )  E h  ( a  ).  Canse--

x -+  a x _,. a 

cuentemente , de la ecuac i ón (O)  : 

1 fm f ( x ) x -+ a 
9 ( a 
h ( a 

1 1 . ] . CONTINUIOAP DE UNA FUNC I DN EN UN I NTERVALO . 

Con los conceptos enunc i ados en el I nc i so anter ior ,  es pos i bl e  ana l i -­
za r la cont i nu i dad de cua l qu ier func i ón rea l de va r iable  rea l en el punto -
en que se desee. S i n  embargo, para muchos prob l ema s  será i nteresante l nvestl 
gar los i nterva l os en l os cua les una func ión sea cont i nua . El concepto de -­
cont i nu idad de una func ión en un I nterva l o  puede expresarse med i ante las  s i ­
gu ientes def i n ic iones . 

Def i n ic ión . - La func ión ·f es cont i nua en e l  I nterva l o  a b i erto ( a , b )  
s i  y solo s f  es cont i nua para todo va l or de x que esté dentro del I nterva l o­
( a ,  b ) • 

Definición . - La func !on f es cont i nua en e l  I nterva l o  cerrado (a , bJ 
s i  y só l o  s1 es con t i nua para todo va l or de x que este dentro del I nterva l o­
a b i erto ( a , b ) ; así como cont inua por la  derecha en ·a* y con t i nua por l a  -
Izqu i e rda en b** · 

* La func ión f es cont i nua por la derecha en a ,  s i  y só l o  s f :  

1 rm f ( '1 ) - f ( a ) 
+ x -> a  

** La func i ón f es cont i nua por l a  I zq u i erda e n  b ,  s i  y só l o  s f :  

1 ím f ( x ) • f ( b ) 
X -+ b 



1 

De acuerdo con las  def in ic iones anter iores , para Invest igar la cont i-­
nu idad de una función en un i nterva lo,  es  necesa r io el aná l i s i s  en todos los 
puntos de ese I nterva lo.  Este trabajo será, l og lcamente, engorroso, lmpráct l ­
co y ,  dada su magn i tud Impos i bl e. S i n  embargo, apoyándose en l os teore.Bs s� 
bre cont i nu i dad , estud iados en el I nc i so anter i or ,  el prob lem. se reduce a !.  
na l Iza r  solamente l os va l ores en los cua l es no se cumplan las h i pÓtes i s  de -
l os teorema s ,  o b i en aque l las en las que haya duda , por ejemp l o  en donde haya 
cambio de regla de correspondenc ia . 

1 EJemplo 34 . - Sea g ( x ) • 
x
2 

_ l¡ 
determ i na r  los Interva l os para --

los cua l es l a  func ión g es cont inua . 

SOLUC I ON :  
La función e n  estud io e s  una función rac iona l y de acuerdo a l  Teorema-

1 1 . 1 5. , será cont inua para todo va l or de x,  exfepto aquel los que anu len al -
denom inador. De manera que Igua l a ndo a cero el denominador : 

x2 - 4 • D 
X • !  2 

Pa ra x • - 2 ó x .• · 2, la func ión g no es cont inua. Entonces , l os lnteL 
va los en l os que s i  es cont inua son : 

( - .. ' - 2 ) ' ( - 2, 2 ) y ( 2, + .. ) 

EJe-el o 35.- Para que valores de x ,  la  función def i n ida por :  

f ( X  ) • {� = ;  
5 - X 

es cont i nua 1 D ibujar su gráf i ca .  

SOLUC I ON :  

, - 1 < x < 1  
1 5 X <  2 
2 i X ( 3 

Apoyándose en l os teoremas sobre func iones cont inuas puede fác i l mente­
deduc i rse que f ( x )  es cont i nua en l os I nterval os ( -1 , 1 ) ,  1 ,  2 )  y 
( 2, 3 ) . S i n  embargo, l os ún icos va lores dudosos están en x • 1 y x • 2 .  
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Ana l izando los puntos dudosos : 

a) en x • 1 
f ( l ) - 2 ( 1 ) - 4 • - 2 

1 fm f ( X ) a 1 fm ( / - 3 ) • 1 - 3 • - 2 
X +  1 

1 1m f ( x ) • 1 1m ( 2x - 4 ) • 2 - 4 • - 2 
X + 1+ X •+ ¡+ 

por lo tanto como Hm f ( x ) • l fm f ( x ) ,  entonces 1 (m f ( x ) ex i ste. 
x ... 1 X +  1 

F i na l mente, l (m f ( x )  • f ( 1 
X + 1 

por lo tanto se cump l e  l a  cond lc 16n de cont i nu i dad , y asf se concl uye que -
la func ión f es cont inua en x • 1 .  

b) En x • 2 
f ( 2 ) • 5 - ( 2 ) 2 • 1 

1 fm f ( X ) • 1 (m ( 2x - 4 ) • l¡ - 4 • 0 
X .,.  2 

1 (m f ( x ) • 1 (m ( 5 - x2 ) • 5 - 4 • 1 

por l o  tanto como Hm f ( x ) ..;.  l fm f ( x ) , Hm f ( x )  no ex l $te. 
X +  2 + x ... 2 

Por esto ú l t i mo ,  se conc l uye que f no es conti nua cuando x • 2. En la­
f i gura 28 , apa rece l a  gráfica de d icha func ión. 



f (x )  

2 

-2 4 11 

Figu r a  2 1  

EJemplo 36 - A111 l l zar la cont i nu i dad de la func ión h ( t ) I nd icando 
los valores para los cua l es sea d l scontínua y los Intervalos donde sea co�tí-
nua . D i buje la grllf lca .  

s i  - 1T < t 5 1T 

r t 
- 2 

h ( t ) • :�n t + s i  - ..!._ < t <  o 
2 

s i  o < t < + .. 

SOLUC 1 ON : 

Las expres iones que forman l a  reg la de correspondenc ia , representan al 
gunas de las funciones trascendentes estud iadas en el capítu lo l. De acuerdo 
a l o  estud iado, se puede af i rmar : 

a) La func ión cotangente es cont i nua , excepto en los puntos en que -­
t • !  n 1T ,  en donde n es un número entero pos i t ivo. Para este problema , la­
primera expres ión no presenta n i ngún punto de d i scont i nu idad porque su l nte� 
va lo de def i r lc lón no Incl uye a l os va lores se"a l ados . 
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b) La func iÓn seno s iempre es cont i nua . 
e) La suma de la func ión seno �s 

es cont i nua , de acuerdo con e l  
d )  La func ión exponenc ia l  h ( t ) 
e) Los únicos va l ores dudosos son 

Anál i s i s de los puntos dudosos : 
1r 

a) cuando t • - -2-

la func Ión constante t • 1 ,  
teorema 1 t .  1 3 .  

t cont i nua s iempre. E e es 
1T cuando t • - 2 y cuando 

tamb ién-

t - o 

h ( t ) está def i n ida por med io de la pr imera expres ión y va l e :  

h ( -=...1!: ) • cot ( :..1!._ ) • O 2 2 

entonces se cump le la pr imera parte de la def i n ic ión: 

1 rm h ( t ) - 1 rm cot t .. o 

t .. - 'TT 
2 

l ím h ( t )  • l ím sen t + 1 • O 
·1! + + 

t � 2 t-+-� 
Por l o  tanto el l ím ite ex i ste y va le 1 fm h ( t ) • O 

t-. - + 
y la segunda parte se cump l e  • 

La tercera parte se cumpl e ,  puesto que :  

1 rm h ( t ) - h ( .:....:!_ ) .. o 
- 'TT 2 

t � T  
!' 

Entonces la func ión h ( t ) es cont i nua para t • -2-

b) Cuando t E O. 

h ( t ) no está def i n ida puesto que n i ngun I nterva lo  de def i n ic ión de­
la·s tres expres iones i nc l uye el va lor t • O. Al no cumpl i rse la pr imera par­
te, la func ión h ( t ) no es cont i nua para t • O .  



Es de hacerse nota r que el l ím i te en ese punto s i  ex i ste, como lo pu� 
de comproba r e l  a l umno, es dec i r  l os 1 im i tes l atera l es son igua l e s .  

con 
de 

el 

1 im h ( t ) � 1 im h ( t ) • 1 
t -+0 

S i n  embargo, a l  no poder 
va lor de la func i ón en 

+ t -+  o 
i gua lar e l  

ese punto, 
va lor del 1 im i te , que 

por no esta r def i n i d a, 
cont i nu idad no se cump l e  y l a  func ión h ( t ) es d i scont i nua 

Resum iendo : 

h ( t ) es cont i nua para los s i gu ientes i nterva l os :  

( - 1! , O ) y ( O ,+  "' ) 
o b ien : 

h ( t ) es d i scont i nua pa ra t e o .  

S i  
l a  
en 

La gráf ica de la func ión puede observarse en la f igura 29 .  

y 

X 

fiG 29 

ex i ste, -
cond ic ión 
ese punto. 
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1 1 . 8 .  L IM I TES CON APL I CAC I ON EN EL CALCULO D I FERENC I J,L E I NTEGRAL . 

Se t rata rá en este tema l a  obtenc ión de l os l im i tes de a le rtas func io­
nes que t i enen posterior apl i cac ión no so l amente en este curso ,  s i no en otras 
materias de matemát i ca s .  

Estos l ím i tes n o  s e  pueden obtener por sus t i tuc ión d i recta , y asi su ­
va l or tendrá que obtenerse por otros med ios . 

Ha de quedar c l a ro que l os casos que se t ratarán no son l os ún icos de­
este t i po de l im i tes , pero su obtenc i ón se ana l i za deb i do a l a  ap l icac i ón -­
que tendrán en temas posteriores . 

l ) l ím � 
X -+ 0 X 

·H1, tan x )  

P( cosx�s�nx) 

B(I,O) 

FIG JO 

Hac iendo f ( x ) � se: x ,se ve que - -
f ( O ) no está def i n ida , s i n  embargo -
se demostra rá que su l im i te ex i ste . 
Suponga se O < x < Tl/2 

Ref i r i endose a l a  f i gura 30 , l a  cua l 
muestra un c f rcu lo de rad io un i ta r io cu 
ya ecuac ión es x

2 + y
2 

a 1 y en el cua l 
se puede d i st i ngu i r  el sector c i rcul a r­
BOP cuyo ángulo centra l ,  med ido en rad i� 
nes es x,y cuya área está determ inada -

. 1 2 
por --2- r x ; As i s i  s uni dades cua--
d radas es el área del sector BOP , enton 

1 ces S a ---2 x. 

Tamb ién se observan l a  cuerda BP y l a  -
tangente BT en el punto B .  

L lámese k1 a l  área del t r i ángu lo  OBP ,  -
1 1 donde k1 � --2- sen x, y k2 a l  área de l tr iángu l o  OBT , donde k2 m --2- tan x. 

Por geometr ía e lementa l se t i ene :  

k1 < S < k2 ; esto es : + sen x < + x < + tan x .  (A) 



o sea : sen x < x < tan x 

y d i v i d i endo (B) entre sen x, queda : 

de 

o 

< X 
sen x < tan x 

sen x -=;> 1 < __ x __ sen x 
< --�-­cos X 

donde : x < sen x < 1 cos 

sea : 

X 
Por otra parte : l- eos 

2 - cos - COS X :a 
1 + COS X 

X • ( 

X = 

1 - COS X ) ( 1 + COS X ) 
l + COS X 
2 sen x 

1 + COS X 
2 

< 1 __,_ sen x < sen 2 x Como O < cos x � 1 + cos x 

por l o  tanto 2 - cos x < sen x 

De (B) sen2 x < x2 ya que sen x > O y x > O 

por l o  tanto : 1 - cos x < Sen2 x < x2 :::} 1 - x2 < cos x 1 1  evado a (e) 

1 - x2 < � < X 
Tomando l ím i te cuando x + O , se t iene : 

1 (m ( 1 - x2 ) < 1 (m sen x < Hm X X + 0 X ... o X +  0 

< Hm sen x <1 � 1 rm sen x 
X + o X X +  0 X 

m 1 

2) 1 fm � ; recordando que tan x a � se t iene: 
x+ O X COS X 

1 , tan x o m ----x 
X _,.  0 

1 , sen x a o m  ----
0 COS X X _,. 

1 1 , [ sen x • 1 � -- • o m ---- ----
x X -+ O X COS X 

l (m �  
X -+ 0 X 1 (m 

X _,. O COS X por l o  tanto 1 Ím � 
X -+ 0 X 

m 1 

(B) 

(e ) 

(D) 

por 

( E )  
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3)  1 (m sen k x 
• ,  1 (m k sen k x • k 1 (m sen k x 

X + 0 X X + 0 kx X +  0 kx 

m k 1 - k ..q  1 fm sen kx - k 

4 )xl_[m0 

·x lJmo [ 

5) 1 ím 
X + 0 

• 1 fm 
X -+  0 

l o  tanto 

X +  0 X 

1 - COS X = 1 fm [ 1 -
x

cos x + COS X ] -x + O + COS X X 
2 2 1 - e os X ] ·xl fmo 

sen X ·x l !mo X 

1 - COS X 
X 

sen x 
X 

2 1 + + COS X X COS X 

1 - -2-

• 1 Ím [ 1 - �os x • 1 + cos xl 1 im 
sen 2 x 

x ... 0 1 + cos xJ x+O x ( 1 + cos XT 
1 ,  sen x om 1 + cos x X + 0 

• 1 í'm 
X +  0 

sen x 
X 

1 Ím sen x 
X + O 1 + COS X 

l ím - COS X - o X X + o 

2 2 2 
6) 1 ím sen X l ím x sen x - 1 Ím X , 1 Ím sen X - 0 . 1 = o a 

X -+ 0 X ... o 2 + O  X + O X 2 X X X 

2 
�� 1 ím sen X - o 

X +  0 X 

n n-1 + + a a o X + a l X 
/)  1 ím n 

m m-X +  oo bo X + bl X + + b m 

Para este l ím i t e  se presentan los s i gu i entes 3 casos : 



a )  n n-1 n • m •o x + • 1 x + • • •  •n 

Hm �· CID 
n n-1 •o x + •, x + • • •  + •n xn 

--!!----�--...,..---�:- • 1 (m ---n-�--n-""'1,-;�---ba x" + bl xn-1 + • • • •  + bn :x +eo -b::!.O_
x 

__ 
+_b,;.1_x __ • 

___ 
+_b

-"n� 
x" 

., a 
•o + -- + • + -"- •o X n X 

b · o;-· -'- +  n lio + --X n X 
n-1 • + a 

por lo tanto: 
•o 

l l'm 
80 x" + 81 X + n 

• -b--1s l n • m m m-1 

por 

x+ "' b0x + bJ X + • 

b) n < m  
n n-1 + + a  a0 x + a 1 X n H111 m-1 m 

+ b 

Hm 

m o 

•o .,  
""iii=ñ" + m-n+ 1 + 
X X 

a 
+ -n-m 

X 
6 x +  oo b0 x + b1 X + + b m X+oo b0 61 -- + -- + 

1 X + -111-

• .JL • o b 
lo tanto : 

n n-1 + + a  •o x + • , X 
Hm 

n • o,s l  n < m .  m m-1 + + b X """ bo b0 x + b1 X m 

e) n >  m an + � + x" + a  n-1 
• + •n •o ;· n •o 1 X + • 

• Hm X X I r  m ·m m-1 60 61 X ;. "'  
• + b )l.-+ .QO b0x + b1 X + • + n-m+1 + m n-m 

•o • -0- oo>  l fm 
X--+Ct::l 

n n-1 
X X 

•o x + • 1 x + + •n -...::.-m.,---...:....,.m,.._-.1 _____ ___ -+ "' , s 1 n > m 
bo x + b1 n + + bm 

m X 

6 _m_ 
n X 
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· es dec i r ,  el l fm i te no ex iste si n > m. 

8) L fm ( 1 + -1- ) 111 
m 

Desarrollando el b i nomio.  
m- 1 

( ( 1 + _1_ ¡m • 1m + m 1 ( _1_ ) + m m - 1 
m --,:;-- m 21 

2 
1m-2 ( 1 ) + m 

+ m ( m - 1 ) ( m - 2 

m - 1 
1ft 

• +  ( m ; 1 ) < m ; 2 ) +  

1 1 1 1 ( 1 ) ( 2 ) + 1T • 2T < 1 - m- > • 3T 1 - m-· , - 7 
. . . . . => Hm ( 1 + -'- ¡ m 

m - 1 1 1 • -rr + 2T 1 +3T + • • • e 
m .. .. 

por lo tanto 1 rm ( + _1_ ¡ m • e 
m m .. .. 

9) l fm ( _ _ 1_ 
tomando x • -1-1 + X X X + 0 --> m + • 

X +  0 m 
_,

_ 
Hm ( 1 + X  ) X • 1 rm ( + _1_ ¡m • e 

X + o  m .. .. m 

10)  1 r m L ( 1 
B 

+ B ) ; como L ( 1 S B ) • L ( 1 + B ) 1 /B 
S + O - l im 

B + o  
t < 1 + a J 

B 
1 /B 1/B 

1 fm L ( 1 + 6 ) : L 1 rm ( 1 + B ) 
B+ o a .. o 

Del l fm l te 8) se t iene 1 rm ( 1 + B ) 1 /B 
8+0 • e 

L 1 + B ) por lo tanto: 1 (m B • L e • 1 
B + o  



u 
1 1 )  Hm 1 - ea 

Sea - e • - fl - 1 + fl • e  
a+ O a 

por lo tanto: a • L ( 1 + e )  
a e 

Hm 1 - e • Hm 
a • O 

tí fl-.. o L + a 

• Hm 1 1 
B .,. o L ( 1 + fl ) lis• - - -r 

a 
por l o  tanto: 1 (m 1 - e - - 1 

a .. o a 

a tl a 

a 

a - 1 1 2) 1 fm a • Sea a - 1 • e => a • 1 + 
a + O  

Tomando l ogar i tmos natura les:  

a L a • L ( 1 + fl 
a • L ( 1 + 1l l 

1:. a 

S i  a ... O * 8  ... 

Sust i tuyendo : 

Hm 
e 

L { 1 + B 
B• o L a  

(1 
Hm a - 1 • L a  

a .... O a 

1 3) 1 rm m ( 
m¡-. 

.., ..... 

o 

Hm L a 

fl+ o L { ¡ + fl l  
" 

- 1 ) • Sea m • --1- • S I  
a 

.. 

• L a  

a ... o 

ll 
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por 

Sust ituyendo: 

a 

J!mo+ ( • a  - 1 ) • ci�o·....::.a.....,a,.--=-1-
Del l fmlte 1 2) 

Hm a a - 1 • L a  
a+ O a 

l o  tanto: 1 fm m ( 
m /8' - 1 ) • L a .  

m + ..,  

1 1 . 9. I NCREMENTOS. CONCEPTO DE CONT I NUI DAD POR MED I O  DE I NCREMENTOS Y­
EQU IVALENC I A  CON LA DEF I N I C I ON DEL I NC I SO 1 1 . 6 .  

- 1 NCREHENTOS . 

Sea f • { ( x, )' ) 1 y • f ( x ) ; x e: Df } y x1 , x2, dos elementos­

del dom i n io de la funcl6n • Llámese a x1 " va l o r  I n ic i a l  de x " y a x2 " V!. 
l or f ina l  de x " • S I  l a  var iable  Independ iente x pasa de un va lor I n ic ial x1 
a un va lor f inal  x2, tal que se tenga x2 • x1 + ó x, a la d i ferenc i a :  

(A) 

se le l l aN " l ncr-nto de x " y  debe leerse 11 del ta equ i s  " • Este I nc re-­

mento I nd ica el caMb io en el  va l or de x y puede ser un número cua l qu iera con 

l a  cond l c 16n de que x1 + ó x  este en el domin io de la func l6n. 

D icho I ncremento puede tener var ios va l ores que son : 

6x > O 

Ax < O 

Ax . o 

=> 

x1 < x2 
x1 > x2 
x1 • • x2 

(B} 
(e) 
(O) 



Ejempl o 37. - S i  a part i r  de la pareja ordenada ( 3 ,  7 ) la va r iabl e -
i ndepend i ente ( x ) adqu iere l os va l o res 4. 1 , 2 y 3 ,  ca l c ul ar l os i nc rementos 

cerrespond ientes .Ax. 

SOLUC I ON :  

Sea x1 • 3 . 

S i  x2 • 4 . 1 ; 6 x  • x2 - x, • 4 . 1 - 3 • 1 . 1 > O ;  ya que x1 < x2 
S I  x2 . 2 ; 6 x • x2 - x1 • 2 - 3 - - 1 < o ya que x1 > x2 
S i  x2 • 3 ; 6 x  • x2 - x1 - 3 - 3 - o - o ya que x1 = x2 

De lll!l nera s im i l a r  s i  l a  func i ón y • f ( x ) pasa de un va l o r  I n i c i a l  y1 
• un v.;� lor  f inal  y2 , la d iferenc ia : 

(E) 

se tlom i na 1 1  I nc remento de la va r ia b l e  depend i ente ". El va l o r  i n ic ia l  de l a ­
var ia b l e  depend iente ( Y¡ ) e s  aquel va lor que adq u i ere l a  func i ón y • f ( x )  
cuando la var ia b l e  independ iente ( x )  toma un va lor  i n ic i a l  x1 • 

El va l or f i na l  de l a  va r i a b l e  depend i ente ( y2 ) es aquel va l o r  que ad 
qu iere l a  func i ón y • f ( x ) c uando a l a  va riab l e  i ndepend iente ( x ) se l e  
a s i gna u n  va l o r  f i na l x2 • 

Por l o  tanto : Y¡ • f ( x 1 ) (F )  

Si  el va l o r  de  x camb ia de x1 a x2 m x1 + 6 x , entonces se tendrá un co­
rrespond iente i ncremento en la va r ia b l e  depend i en te o sea : 

Y¡ + 6 y • f ( x, + 6 x ) (G) 

de donde : 

6 y • f ( x1 + !J.  x ) - f ( x1 ) � f ( x2 ) - f ( x1 ) (H) 

Es dec i r  el  i ncremento de " y  " es i g ua l  a su val or f i na l  menos su va­
l or i n ic ia l .  
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Al i gua l que en e l  caso anter i o r ,  d icho .inc remento puede tomar a l guno­
de l os s i gu ientes va l o res : 

ó y > O ;  s i  f ( x, < f ( x2 ) ( 1 )  
6 y < O ·  . s i  f ( x, > f ( x2 ) (J) 
!J. y =  O ; s i  f x, f ( x2 ) (K) 

Ejempl o 38. - Sea la func ión f • 2 { ( X ,  Y ) 1 Y • X - 4x + 1 2 }, S i  X 

camb ia de x1 • - 2 a x2 • 3 ;  ca l c u l a r  l os i ncrementos de las  dos va r ia b l es • 

Para " x " según (A) ) • 

SOLUC I ON :  

6 X a x2 - x1 
6 X a 3 - ( - 2 ) • 3 + 2 

!J. X • 5 

Para " y " ( según (H) ) 

!J. y • f ( x2 ) - f ( x 1 ) • f ( x1 + 6 x ) - f ( x1 ) 

ll. y = f ( 3 ) - f ( - 2 )  

6 y a [ 32 - 4 ( 3 ) + 1 2) [ ( - 2 ) 2 - 4 ( - 2 ) + 1 � 
6 y = 9 - 24 

!J. y - - 1 5 

La representac ión geom�t r i ca de estos resul tados se muest ra en la f i g� 
ra 3 1 , en donde puede observarse que : 

6 X >  0 
!J. y < o 

ya que x2 > x1 ( de acuerdo con (B) ) 
ya que f ( x2 ) < f ( x1 ) ( de acuerdo con (J ) ) 

Ejempl o 39 . - Supónga se una esfera metál l ea  de rad i o  r • 2 5  cm. S i  por 
efectos de va r iac ión de temperatu ra se observa que su d iámetro ha aumentado-
0 . 002 cm. ¿ Cuá l será la va r i ac ión de su vol úmen y de su superf i c i e  1 



SOLUC 1 ON : 

y 

6 

4 

2 

--2�---�---1-0 6� 1 2 f 

� � 

El vol úmen de l a  es fera está dado por: 

4 3 V ( r ) • -3- rr r 

6 V • V ( r 1 + A r ) - V  ( r1 ) 

4 3 4 3 A v - -3
- 1T (  r 1 + ll r )  - -

3-
1r r1 

X 

Donde r1 • 25 y A r • O .  001 • A � (E l  semlncremento del d iámetro ) . 

El 

A S • 

"' s· . 

ll V • + 1T ( 25. OD1 ) 3 
- + 1T ( 25 ) 3 

ll V • + n (  1 5 ,  626 . 87507 - 1 5625 ) • + rr (  1 . 87508 ) 

.{::, V = ] . 85430 cm3 

área de l a  esfera 

S 

S 

4 

( r ) & 4 

r 1 + A r 

7f r 

) -

rr ( r , + t;r ) 2 

2 
está dada por : 

S r 1 ) 

- 4 2 
1T r 1 
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Donde r 1 • 25 cm y A r • 0 . 001 cm. 

A s • 4 7f ( 25 . 00 1  ) 2 - 4 1T ( 25 ) 2 

(:; S • 4 1T ( 625 .05 - 625 ) • 4 7f ( 0 .  05 ) 

A s • 0 . 62833 

- C ONCEPTO DE CONT I NU I DAD POR MED I O  DE I NCREMENTOS Y EQU I VALENC IA  CON­
LA DEF I N I C I ON DEL I NC I SO 1 1 . 6  . .  

Def i n i c ión : 1 1  Se d ice que una func ión es cont i nua en un va l o r  de l a  V!,_ 
rlab l e i ndepend i ente cuando e l  I ncremento de l a  va r iabl e depend iente t l enee 
a cero, a l  tender a cero el i ncremento de l a  var i ab l e  independ i ente 1 1  

Esto es ,  e n  notac ión de  I nc rementos , e l  hecho de  que l a  func ión -
y • f ( x )  sea cont i nua en un c i erto va l or de 1 1  x 1 1  Se expresa de la s i --
gu 1 ente manera : 

l ím t; y • O 
Ax ..,. O 

(L) 

Ejemplo 40 . - Aver i guar s i  l a  func ión f ( x )  • 3x2 - 2x es cont i nua --

en el punto ( 2 18 ) .  U t i l izar para el l o . el  concepto de con t i nu idad por med io 
de I ncrementos . 

SOLUCI  ON : 

E l  probl ema cons i ste en dar l e  a 11 x 11 i nc rementos 11 óx 11 cada vez más­
pequeilos a part i r  de l va l or dado de 1 1  x 1 1  en e l  punto de estud io  y observar­
s i  el correspond iente I nc remento de l a  func ión tamb ién t i ende a cero . 

Para e l l o  construyese una tab l a  con las  s i gu ientes col umnas .  

A X 

va l or I n ic i a l  de x, f ( x1 ) • va l or i n i c i a l  de f ( x ) 

I nc remento de x ,  t:.f ( x )  I nc remento de f ( x ) 

va l o r  f i na l  de x ,  f ( x2 ) = va l or f inal  de f ( x ) 



De l a  tab la anter ior se observa que cuando ó x t iende a cero ( esto se 
)( 

logra hac iendo x2 cada vez más próx imo a x1 ) El I ncremento correspond len� 
..... .... te de f ( X ) tamb ién t iende a cero, y por l o  tanto s e  conc l uye que l a  fun--o o N .., .., N .... o N � "' o ... � .... o c lón f es cont inua en el punto ( 2 ,  8) . )( "' ci. ,.... .; ...; o 
... EJemelo 4 1 . - Cons idérese l a  s i gu i ente func ión :  

r·  s i  X �  )( 
y . f ( X ) • 

.... 3 - X s i  X > <l 
1 )  Trazar la gr§flca de f .  
2 )  Demuestre que la func ión es d l s��nt l nua pa ra x • 1 

"' Apl i cando la cond ic ión dada por (L) . o o "' .., ClO N .... o ·N � "' "! "": o .... ClO )( ...:. o ci. ..; ;;¡ U\ N SOLUC I ON:  � 
... 1 )  A continuac ión , en la f igura 32 ,  la gráf ica d e  f .  se muestra 

...; 

ó 
)( ClO ClO CD ClO .., ClO CD z 

< 
..... .... 

� ... 
5 

� 
+ � .., ..., "": N o 

..¡ ..¡ ..¡ ...; -+ N )( "" N N X 
.. . ; ' N . -2 ' )( � 

F' I G 32 
)( � "'! "! "": N _  '": o 

o ... o <l o o o o o 

2) Se demostrará ahora que f es d i scont inua en x • 1 .  

)( N N N N N N N Para que Hm ó y  ex i sta y sea Igua l a cero , es necesa r i o  que 
Ó X  + 0 
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1 rm /';y - 1 Cm fiy - o 
t:.x + o- A><+ o+ 

E 1 1 (m t:.y puede obtenerse sab iendo que para x ,¡; 1 
t:.x ... o-

y a 3 + x ;  de donde : 

fiy • 3 + X + /lx - 3 - X 
fly • llx =) 1 (m Ay • 

t:.x + o-
l fm t:.x • O 

t:.x + o-

El l (m /';y puede ca lcula rse recordando que 6y • y2 - Y¡ 
h.><+ o+ 

Donde para toda x > l ;y • 3 - x y que y1 • f ( x1 
entonces : 

/';y • 3 - X - 1¡ • - X - 1 

a 1¡ 

Por otro lado la cond ic ión 6x + O+ Impl ica que x + 1+ 

asf :  1 1m +/';y • 1 1m J - x - 1 ) • - 1 - 1 • - 2 
t:.x +O x + l 
F i na lmente como 1 1m _t;y � /';y , 1 1m /';y no ex i ste. 

h.x + O  /';>< + O+ 
y se conc luye que la func ión no es cont inua para x • 1 .  

Se verá ahora que l a  def i n ic ión de cont i nu idad dada este I nc iso, es -� 

completamente equ iva l ente a l a  expl icada en e l  Inc i so 1 1 . 6 .  

A t ravés d e  l a  expres ión ( L) que s e  rep ite a cont i nuación, se esta.bl� 
ce que : 

1 rm /';y - o  
/';x + O  

debe cumpl i rse para que ex i sta cont i nu i dad en una func ión. 

(L) 

El I ncremento de la func ión tamb i én se puede expresa r como la  d i feren­
c i a  entre el va l or fi na l de l a  func ión y su val or I n i c ia l , es dec i r :  

"' y • f ( a + 6 x  ) - f ( a ) (H) 
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donde a es el va lor I n i c ia l de la var iable  Independ iente x .  

Asf sust i tuyendo (H) en (L) : 

1 (m/'; y - 1 rm [f ( a + 4. x )  - f ( a ) ) - o 
4.x + O 6x + O  

• •  (N) 

Según las  prop i edades de l os l fmites ,  o sea apl !cando el teorema 1 1 .6 . 

L fm (t ( a + 4. x ) - f ( a ) ] 
/';X ... 0 

Es dec i r :  

- 1 rm f ( a + "' " ) - 1 rm f ( a ) - o 
't;x ... O t;x + O • • • • (O) 

1 fm f a + X ) • J (m f ( a ) • • • •  (P)  
/';x ... O /';x ... O 

Adem�s /'; x • x - a , entonces el hecho de que 6x ... O ,  Impl ica que -­
x +  a ,  por lo tanto : 

1 (m f ( a + X - a ) • f ( a ) x ... a 
ya que f ( a ) es I ndependiente de 4. x .  

Entonces : 

1 fm f ( x ) • f ( a ) 
x + a  

• • • •  (Q) 

• • • •  {R) 

que es prec i samente la cond ición de con t i nu idad de una func ion en un punto, 
anter iormente estud iada . 

Tal vez el concepto de 11 cont inu idad por med io  de i ncrementos " perm i­
ta tener una Idea mis clara acerca de la cont inuidad de una func ión. 

Resul ta e la  ro que una func Ión cont l'nua no puede adqu 1 r l  r dos va 1 ores -
enteros suces ivos por med io  de 11 sal tos bruscos 1 1 ,  ya que pueden dársel e  I n­
crementos a la va r iabl e  I ndepend iente en cant i dades tan pequenas como se de­
see, con lo cual l a  func ión va r i a rá en va lores tan pequenos como se quiera , ­

tend lendo ambos a cero de acuerdo a la cond ic ión de cont inuidad ú l t imamente ­
a na l  izada . 

Las f i guras 33 y 34 expresan gráf icamente la Idea menc ionada . 



V T 

FIG. 33 

Nótese como en l a  f i gura 33 , la func i ón f toma el va l or de B a part i r­
del de A, después de adqu i r ir todos l os va l ores comprend i dos entre A y B ; ­

e s  dec i r , s i  l a  func ión f t i ene u n  va l or A cuando x • a y u n  va lor B cuando­
x • b ,  la func ión tomará un va lor cua lqu iera M comprend ido entre A y 8 para­
por lo menos un va lor de x comprend ido entre a y b .  

Por e l  contrar io  e n  la f i gura 34 , s e  observa c omo  l a  func ión y " sal -­
ta " bruscamente desde A hac i a  B, cuando x • P .  
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APEND I C E  AL CAP ITULO 1 1 .  

A cont inuac ión se exponen l�s demost rac iones de a l gunos teoremas v i s-­
tos a l o  l a rgo del  presente capítu l o .  

Teorema 1 1 . 3 .  

Demostrac ión :  
Supongase que l a  func ión f ( x )  t iene dos l ím ites d i ferentes cuando ­

x se aprox ima a l  número a ,  es dec i r :  

que 

1 fm f ( x ) • L 1· ; 1 fm f ( x ) • L 2 y L 1 + L 2 x -+ a  x -.,. a  

Se demost rará que esta supos ic ión l l eva a una contrad icc i ón :  

1 L - L 1 Sea e: • -1-2-2- por l o  que e: ll o 

Por def i n i c i ón deberá ex i s t i r  un o ta l que : 

1 f ( X ) L 1 1 < e: s i  o < X - a 1 < o 1 

1 f ( X ) - L 2 1 < e: s i  o < 1 X - a 1 < o 2 

Entonces se t l ene que 01 $ 02 ó 02 < 01 . Sup6ngase por conven i enc ia 

ol � o2,entonces como: 

l l - L 2 • L
1 - f ( x + f ( x ) - l 2 

por l o  tanto : \ L1 - L2 1 • 1 ( L 1 - f ( x ) )  + ( f  ( x ) - L z ) 1 
y por un teorema de va l ores absolutos : 

1 l¡ - L2 1 .S 1 L l - f ( X ) 1 + 1 f ( X ) - L 2 1 



D i v id iendo entre 2 a la expres i ón anter ior: 

1 1 1 
f A C U L T A D  D E  I N G f N ¡ � R i i\ Pero: f ( x ) - L 1 < E Y f ( x ) - L 2 1 < e: , de modo que : 

U 1....:....hz l < _e:_ + _e:_ • e: 2 2 2 

S •  b h b' ·  d f ' 'd I L ¡ - b l  b • 1 1 n  em argo se a 1 a  e 1 n 1  o e:• - �- y se o t 1 ene e: <  e:, o -
cua l  resu l ta absurdo, y de esta manera l a  supos i c i ón L1 � L2 no puede soste 

nerse . 

Teorema 1 1 . 4 .  
Demostrac ión : 

Q . D .  

Sea f ( x ) t a l  que f ( x ) � O , s i  1 x - a  1 < o  y s:a N un número ­
negat ivo ta l que ! N I • !  P I  donde P es un número pos i t ivo, por l o  tanto 
N • - P ó b ien - N • P. 

Así f ( x ) - N � P • • • •  (A) 

ya que f ( x ) � O  y - N >  O ,  entonces : 

f ( X )  - N >  0 por l o  cual f ( X )  - N  • i f  ( X )  - N  1 • • • •  (B) 

S I  se supone que N es l ím i te de f ( x ) cuando x t iende a l  va lo r  a ,  t� 
n i endo en cuenta las  expres iones (A) y (8) , y hac i endo e: K P > O , se t i ene ­
que : 

l f  ( x ) - N I  � P • e: cuando O < 1 x - a 1 < o 
l o  c ua l  contrad ice l a  def i n ic ión de l ím i te ,  por l o  que un número negat ivo co 
mo N < O no puede ser el l fm l te de f ( x ) cuando x ·• a- s 1 f ( x ) � O pa ra­
! X - a  1 < O  Q . D .  

Teorema 1 1 .  5 .  

Demostrac ión :  

La demos t rac ión de este teorema es semejante a l a  anter ior y se deja-
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a l  a l umno como ejerc i c io .  

Teorema 1 1 . 6 .  

Demos t rae i ón : 

Cons idérense solamente dos func iones : sean f1 ( x ) y f2 ( x ) ,  ta l es­
que : l ím f1 ( x ) & L 1 y t rm f2 ( x ) • L 2 

x + a  x � a  

Usando la  defin ic ión de l fm i te ,  debemos demostrar que ex i ste un o > O 
ta l que : 

1 f1 ( X ) + f2 ( X  ) - L 1 - L 2 1 < e:  S ¡  o < 1 ' x - a  

Según l a  def i n i c i ón de 1 íml te para f1 X )  • ·  tomando -L 2 
gar de e: > o, tenemos : 

1 f1 { X ) - L 11 < + s i  0 < 1 X - a 1 < ¡¡ 1 

y pa ra :  f2 { x )  

1 f 2 ( X ) - l 21 < + S i 0 < 1 X - a 1 < 6 2 

S i  se cons i dera un ó menor de o1 Y ó z , queda : 

j [ f1 ( x ) + f2 ( x )J - [ L 1 + Lz J I · 

1 < ll 
> O en l u-

• 1 [f 1 ( X ) - l1] + [ f 2 ( x ) - l 2 J 1 � 1 f 1 { x ) - l 1 1 + 1 f 2 { X ) - l 2 1 

y 1 f 1 { x ) - L 1 1 + 1 f 2 ( x ) - L2 1 < T + T • e: cu.ndo O < 1 x - • 1 < 6 

l o  cua l lmpl i ca que l ím [t1 ( x ) + f2 ( x )  J • Hm f1 ( x ) + l rni t2 ( x )  
, x -+ a x + a x + •  

GENERAL I ZAC I ON DEL TEOREMA 1 1 . 6 .  POR I NDUCC I O� HATEHAT ICA. 

Se demostrará que si  el Teorema 1 1 . 6 .  es verdadero para k funclo�s . ­
tamb ién lo es para k +  1 func iones . 



Tomando como h i pÓtes i s  : 

Hm ff 1 ( x ) + f 2 ( x ) + • 
x + a l • + f � ( X � • 1 fm f l ( X ) + 1 (m f 2 ( X ) + j x + a  x + a  

+ • • + 1 (m fk ( X ) x + a 

Tomando una func i ón mas se t iene por la Ley Asoc iat iva de l a  Ad lc 16n : 

[f1 ( X ) +  f2 ( X ) + .  • • + fk ( X )] • [f1 ( X ) +  f2 ( X ) +  • • •  + 
+ fk ( X )} \+1 ( X ) 

Apl icando el teorema demostrado para dos func iones : 

1 fm [f 1 ( X ) + f 2 ( X ) + • • • + fk ( X ) + f k+1 ( X ) ] • ) (m [f 1 ( X ) + x + a x + a  

+ f2 ( X  ) ;+ • • •  fk ( X  )l + 1 (m \+1 ( X  ) 
x +a 

y ten i endo en cuenta la h lp6tes ls hecha : 

J (m (t1 ( X )  + f2 ( X  ) + • • •  + fk ( X  ) + fk+1 ( X  >] • J (m f1 ( X  ) + 
x + a  x + a  

+ 1 (m f2 ( x ) + 
x + a  

Teorema 1 1 .  7. 

Demos trae Ión : 

• 1 (m fk ( X  ) + 1 fm fk+1 ( X ) x + a  x + a  

Con s l derense dos func iones p rimeramente: 

Q.D .  

Sean f1 ( x )  y f2 ( x )  ta les que l l'm f1 ( x )  • L 1 y l l'm f2 ( x )  • L2 
x + a  x + a  

Se demostrari que l fm ((f 1 ( x ) ( f 2 ( x l))• ( Lt l <L z) 
x + a  

Cons i derando la I dent ida d :  

f 1 (x) • f2 (x) - L 1 L2 • f1 (x) • f2 (x) - f1 (x) • L2 + f 1 (x) • L2 - L1 • L2 • 

• f 1 < x l � 2 ( x l - L2l + L 2 ( f 1 ( x ) - L1) 
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y por la teorfa de va l ores absol utos : 

l f1 C x l • t2 C x ) - L 1 • L2 1 , 1 '1 ( x l 1 l f2 < x )  - L2 1+ I L 21 1 ft < x >-

por otra parte : f1 ( x )  • f1 ( x ) - L 1 + L 1 , por l o  cual : 

Cons i derando el l fm lte de f1 ( x ) y tomando e:• 1 , se t iene por l o  ant.!!_ 
r l·or que: 

1 f 1 ( x ) - L 1 1 < 1 s 1 emp re que O < 1 x - a 1 < 6 
l uego : 1 ft ( x l l  < + I L¡ I Y hac lend,Q 1 + 1 L 1 1  • k, queda : 

1 ft ( x ) 1 < k s i  o <  1 x - a 1 < 61 

Tomando en cuenta esta �l t lma expres ión :  

1 f 1 < x l • f 2 < x ) - L t - L 2 1 < k lf 2 < x l - L2 1 + 1 L 2 1 1  f 1 ( x l - L 1 1 
s i  O < 1 x - a  1 < 6¡ 

Tomando E 2 l L2 l en l ugar de e:, se t i ene que : 

1 f1 ( X  ) - l ¡  1 < -,.::2¡;.,-l-2.,-1 
s i  O <  1 x - a  1 < 62 

E Ahora cons i derando el l fml te de f2 y tanando � en l ugar de e: 

f2 ( x )  - L2 1 < �k s i  o < 1 x - a  1 < 6, 

Si  se cons i dera un 6 < 6 1 , 6 < 62 , � < 63 , se puede sust i t u i r  

1 f 2 ( x ) - L 2 1 por �k que es mayor , y a l f  1 ( x ) - L2 1 por -1 e: l 2 L2 
que es mayor , asf :  
1 f 1 ( X ) - f2 ( x ) - l 1 • l 2 1 < k �k + 1 L2 1 2 j L21 • E , esto 



es : 

1 f 1 ( X ) • f 2 ( X ) - l l • l 2 1< E S i  0 < 1 X - a 1 < Ó 
1 o cua 1 i nd 1 ca que 1 (m [ f 1 ( x ) • f 2 ( x ) ] • L 1 • L 2 ó sea : 

x -+- a 

1 rm [ f 1 ( X ) • f 2 ( X ) J • 1 Ím f 1 ( X ) • 1 Ím f 2 ( X ) 
x + a  x � a  x + a  

Al igua l que e l  teorema 1 1 . 6 . , é'ste se puede genera l I zar ap f  !cando la­
demostrac ión hasta aquí obtenida y hac iendo uso de l a  I nducc ión Matemát ica .  

Teorema 1 1 . 8 . 

Demostrac ión :  

Sean f1 ( x ) y f2 ( x ) dos func iones ta l es que : 

1 rm f ¡ ( x ) • l ¡ y 1 ím f 2 ( X ) • L2 + 0 
x + a  x + a  

se demostrará que l (m 
x -+- a 

0 r i mero ha de verse que l ím 
x -+- a f 2 ( X ) a 1 Ím f 2 ( X 

x -+- a 

Q . D . 

1 
- -¡:-;-

( _w_ Según la def i n i c i ón de Lím i te , para l a  func ión f2 x ) , tomando 2 

por e: , se t iene : 

J.lJ. f 2 ( x ) - Lz. 1 < 2 cuando O < x - a l < ó 

por otra parte : 1 L 2 1 • l f2 ( x ) - [ f2 ( x ) - L 2 } 1 ; ten iendo en cuenta 
un teorema de va l ores absolutos :  

1 l2 1 � l f2 ( X )  1 + 1 f2 ( X )  

L z < f2 ( x J I + � 

-l.!f- < 1 f2 ( X ) s i  O < 1 x - a  

- L2 I Y así : 

, l uego: 

< 6 
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Ahora : 

- --tz- 1 -
I L 2 - f2 ( x ) 
¡ L 2f2 ( x ) ¡ 

pero: 

entonces : 

_ _  , _ , _ ·L 2 
¡ f2 ( x ) - L z j 

1 Lz l l f2 ( x l l  

y ahora sust i tuyendo : !  f2 ( x )  1 por l.ill_ 2 
l f2 ( X ) - L2 1  

< 
I L 2  1 :rrp: 

se t iene : 
1 

- ""T2 f2 ( X 

y según la def i n ic ión de l ím ite,  para f2 ( x ) se puede hacer : 

1 f 2 ( X ) - L z 1< J L i 
2
:: E s i  0 < X - a 1 < Ó 2 

Teorema 1 1 . 9 .  
Demostrad ón : 

2 l f2 ( x ) :- L 2 1 

I L  2 ¡
2 

Q . O .  

Sean f1 ( x ) y f2 ( x ) dos func iones ta l es que f1 ( x ) • f2 ( x ) 
para todo va l or de x en e l  entorno de 1 x - a  1 < ó1 además sea 1 ím f 1 ( x 

x -+- a  

Por la  def i n ic i ón de l ím i te, debe tenerse que: 

l f¡ ( X  ) - L 1 1 < E s f  0 < 1 X - a  l<.ó1  

Tomando un ó menor que ó1 , se  puede sust i t u i r  f1 ( x ) por f2 ( x )  

en l a  ú l t ima expresión, para así  obtener : 

1 f2 ( X  ) - L ¡ 1 < E s i  0 < X - a  
lo  cua l s i gn if ica que l (m f2 ( x )  • L ¡ • Hm f1 ( x )  

x -+ a  x 4 a  

1 < ó 

Q . D .  



Teorema 1 1  . 1 0 .  

Demostrac ión : 

Por la def i n i c i ón de l fm i te para t1 ( x ) ,  pa ra un e: > O ,  se debe te-
ner :  

1 fl ( X  ) - l 1 < e: s i  O <  1 x - a  1 < 0 1  
l o  cua l es equ i va l ente a : - e: <  [t 1 ( x )  - L J < e:  

o b ien : . 
L - e: <  t 1 ( x )  < L + e: s r o < l x - a l < o, 

Por la defi n ic ión de l ím i te de t2 ( x ) se t i ene : 

o b ien :  

ó 

l t2 ( X ) - l 1 < e: s i  o <  1 x - a  l<o� 

- E: < ( t2 ( X ) - L ) < e: , 

l - e: < f 2 ( X ) < l + e: S i  0 < 1 X - a 1 < 02 
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Tomando un Ci ta 1 que o < o 1 , o < ó2 , se puede escr ib ¡ r :  

por lo  cua l :  

L - e: < f 1 ( x ) < f ( x < f 2 ( x ) <. L + e: cuando O < lx - a 1 
L - e: < f ( x ) < L + e: , que se puede transformar en : 

l f ( X ) - l 1 < E: s i  0 < 1 X - a 1 < Ó 

y esto s i gn i f ica que : 

1 rm f ( X ) • l 
x + a 

Q . O .  



CAPITULO 
OBJET I VO GENERAL DEL CAP I TULO : 
A l  f i na l i zar el capítu l o ,  el a l umno podrá : 

Enunc iar  l a  def i n i c ión de Der i vada , i nvest i ga r  l a  de r i vab i l i dad de 
cua l qu ier func i ón real de var ia b l e  rea l , asf  como cal cu l a r  sus der i vadas 
pr i mera y de orden super ior y va l ua r l as en un punto. 

1 1 1 . 1 .  Escr i b i r  la def i n i c ión de der i vada de una func ión en un punto . 

1 1 1 . 2 .  I dent i f i ca r  l as notac iones de Cauchy, Le i bn i z ,  Lagrange y Newton 
,.ra l a  der i vada . 

1 1 1 . 3 .  Dada una func i ón a l gebra ica s imp l e 1 ) ca l c: l a r  su der i vada a -
part i r  de l a  def i n i c i ón ( método de los 4 pasos ) .  

1 1 1 . 4 .  Escr i b i r  l a s  def i n ic iones de der i vadas l atera l e s .  

1 1 1 . 5 .  A part i r  d e  l a  def i n i c i ón ,  ca l cu l a r  e n  un punto l as der i vadas l a  
1 ) 

-
tera les de func iones a l gebra icas s imp l es con una o más reg l as-
de correspondenc i a .  

1 1 1 . 6 .  Enunc iar  l a  cond i c i ón que debe cump l i r  una func ión para que sea­
der ivabl e  en un punto . 

1 1 1 . 7 .  Determ i nar s i  una func ión a l gebra i ca s impl e! ) dada por tres re-­
g l as de correspondenc i a ,  es der i vab l e .  

1 1 1 . 8 .  Demostra r  que para que una func ión sea der i vab l e  e n  u n  punto , de 
be ser cont i nua en él . 

1 1 1 . 9 .  Ejemp l i f icar ana l ft i ca y gráf i camente e l  caso d e  una func i ón que 
en un pun to sea cont i nua y no der i vab l e .  

1 ) S e  ent i ende aquí como fun c i ón a l gebra i ca s i mp l e  a u n  pol i nomi o  ha� 
ta de 3er . grado, o una función rac ional con numerador de ¡! ó 22 g rado , 
o una i rrac iona l como la raíz cuadrada de un pol inomio de ¡ ! ó 22 grado. 

3 
1 1 1 . 1 0 .  Demostrar l a  reg l a  de l a  cadena para dos func iones . 

1 1 1 . 1 1 .  Escr i b i r  la reg l a  de l a  cadena para der iva r  una func ión compues­
ta de 3 ó 4 func i ones . 

1 1 1 . 1 2 .  Demostrar l a  fórmu l a  que re l ac i ona las der i vadas de dos func io- ­

nes i nversas entre s f .  

i 1 1 . 1 3 .  Escr i b i r  l a  fórmul a  que rel ac iona l as der i vadas d e  dos func iones 
i nversas entre s í .  

1 i l . 1 4 .  Apl i cando e l  método d e  l os 4 paso s ,  obtener l as fórmu l as para d� 
r i var l as func i ones : 
- Constante , i den t i dad ; l a  suma , e l  producto y cociente de dos -

func iones ; y una func ión e l evada a un exponente entero y pos i ­
t i vo . 

1 1 1 . 1 5 .  Escr i b i r  l as fórmu l a s  para der i var l as func i ones : 
- Constante, I dent idad ; la suma el producto y coc iente de dos -­

func iones ; y una func i ón el evada a un exponente entero y pos i ­
t ivo. 

1 1 1 . 1 6 .  Der iva r cua l q u i er func ión a l gebra ica y va l ua r l a  para un e l emento 
dado de su dom i n i o .  

1 1 1 . 1 7 .  Ap l i cando e l  método d e  l os 4 pasos , obtener l a  fórmu l a  para ca l ­
cu l a r  l a  der i vada d e  l a  func ión seno. 

1 1 1 . 1 8 .  Part i endo de la der i vada de la func i ón seno, .obtener l a s  fórmu-­
l a s  para der i var l a s  funciones : coseno, tangente , cotangen te , s� 
cante y cosecante . 

1 1 1 . 1 9 .  Escr i b i r  l a s  fórmul a s  para der i var l as func iDMes : seno, coseno , ­
tangente, cotangente , secante y cosecante. 

1 1 1 . 20 . Der i va r  cua l qu i er func i ón compuesta donde I n tervengan una o más­
func iones c i rcul ares d i rectas y va l ua r l a  para un e l emento dado­
de su dom i n i o .  

1 1 1 . 21 . Obtener l as fórmul as para der i va r  l as func iones c i rcu l a res i nver 
sas .  



1 1 1 . 22 .  Escr i b i r  l as fórmu las  para der ivar l as func iones c i rcu lares i n--
versas . 

1 1 1 . 23 . Der ivar  cua l qu ier  func ión compuesta donde i n tervengan una o más­
func iones c i rcul ares i nversas y va l uar l a  para un e l emento dado ­
de su dom i n io .  

1 1 1 . 24 .  Ap l i cando e l  método de l os 4 pasos , obtener l a  fórmul a  para der i  
va r una func ión l ogarítm i ca d e  base a .  

1 1 1 . 25 . Esc r i b i r  l a  fórmu l a  para der ivar  una func ión l ogar ítm ica d e  base 
a .  

1 1 1 . 26 . A part i r  d e  l a  fórmu l a  para der ivar  una func ión l ogarítm i ca de ­
base a ,  obtener l a  fórmu l a  para der i var  una func ión logarítm ica­
de base e { func ión · l ogar i tmo natura l ) . 

1 1 1 . 27 . Escr i b i r  l a  fórmu l a  para der ivar una func ión l ogar i tmo de base e 
( func ión logar i tmo natura l ) . 

1 1 1 . 28 .  Ca l cu l a r  l a  der ivada de cua l qu ier func ión l ogarítm i ca y va l ua r l a  
para u n  e l emento dado d e  s u  dom in io .  

1 1 1 . 29 . Obtener las fórmu las para der i var  func iones exponenc i a l es de ba­
se a y de base e .  

1 1 1 . 30 . Escr i b i r  las fórmu las para der ivar  func iones exponenc i a l es d e  b� 
se a y de base e .  

1 1 1 . 3 1 . Ca l cu l ar  l a  der ivada d e  cua lqu ier func ión exponenc i a l  d e  base a­
ó de base e y val uar l a  para un e lemento dedo de su dom i n i o .  

J I  1 . 32 . Ca l cu l a r  l a  der ivada de  cua lqu ier  func ión compuesta donde inter­
vengan func iones l ogarítm i cas y/o exponenc i a l e s .  

1 1 1 . 33 .  Esc r i b i r  l a  fórmu l a  para der ivar  una func ión cuya base y expone� 
te sean func iones . { func ión potenc ia ) . 

1 1 1 . 3 4 .  Ca l cu l a r  l a  der i vada de cua l qu ier func ión potenc i a .  

1 1 1 . 3 5 .  Ca l cu l ar  l a  der i vada de una func ión Imp l íc i ta cua l qu iera y va l uar 
l a  para un e lemento dado de su domin io .  

1 1 1 . 36 . Obtener l a  fórmu l a  para der i var  una func ión dada en forma para� 
tr i  ca . 
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1 1 1 . 37 .  Escr i b i r  la fórmu l a  para der i var una función dada en forma para­
métr i ca .  

1 1 1 . 38 .  Ca l cu l ar l a  der ivada de cua l qu ier función expresada en forma pa­
ramétr ica y obtener su va l or numér ico para un va l or dado de l pa­
rámetro .  

1 1 1 . 39 . Expresar e l  concepto de  func ión der i vada . 

1 1 1 . 40 .  Dada una func ión cua l qu i era , ca l cu l ar  su func ión der i vada Y de-­
term i nar el dom ln .i o  y rango de ésta . 

1 1 1 . 4 1 . Escr i b i r  l as  notac iones para der ivadas de orden super ior . 

1 1 1 . 42.  Obtener l a  fórmu l a  para ca lcu lar  l a  segunda der ivada de una fun­
c ión dada en forma paramétr l ca .  

1 1 1 . 43 .  Dada una func ión cua l qu iera expl íc l ta ,  imp l fc i ta ,  paramétr i ca ,  
) ca l cu l ar  s u  segunda y tercera der ivada y va l uar la  en un­

punto dado . 
1 1 1 . 44 . Der ivar una func ión apl icando la reg l a  de l a  cadena . 

1 1 1 . 45 . Ca l cu l ar l a  der ivada de una func ión en térm i nos de l a  der i vada-­
de su func ión i nversa . 

1 1 1 . 46 . Dada una func ión con dos o t res reg las  de correspondenc i a ,  estu­
d iar  su cont i nu i dad y der l vab i l i dad en todo su domin io ,  determi­
nando en qué punto no  es der i vab l e .  



1 1 1 .  1 .  

1 1 1 . 2 .  

1 1 1 . 3 .  

1 1 1 . 4 .  

1 1 1 . 5 .  

L A D E R 1 V A D A 

DER IVADA DE UNA FUNC I ON EN UN PUNTO. NOTAC I ONES . CALCULO DE LA 
DER I VADA A PART I R  DE LA DEF I N I C I ON .  DER I VADAS LATERALES .  
OER I VAB I L I DAD Y CONT I NU I DAD . 
DERIVADA DE LA FUN C I ON DE FUNC I ON .  DER I VADA DE LA FUNC ION I NVE� 
SA. 
DERI VADAS DE LAS FUNC I ONES ALGEBRAI CAS . 

DERI VADAS DE LAS FUNC I ONES TRASCENDENTES. 

1 1 1 . 5 . 1 . Der i vadas de las func iones c i rcu l ares d i rectas e I nversas .  

1 1 1 . 5 . 2 .  Der ivadas de  las func iones exponenc i a l es y logarftm lcas .  

1 1 1 . 5 . 3 .  Der i vada de  l a  func ión potenc i a .  

1 1 1 . 6 .  

1 1 1  . 7 . 
1 1 1 . 8 .  

1 1 1  . 9 .  

DERI VADA DE LA FUNC I ON I HPL I C I TA. 
DER I VADA DE LA FUNC I ON DEF I N I DA EN FORMA PARAHETRI CA. 

LA FUNC I ON DER I VADA. 
DERIVADAS DE ORDEN SUPER I OR .  (DERI VADAS SUCES I VAS) . 

' 
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I ntroducc ión :  

E l  presente capítu 1 o s e  ded ica a 1 estud io · d e  1 concepto de " Der ivada -
de una func ión "· Este concepto un i do a l  de func ión y l ím i te const i tuyen la  
parte ���adu lar  del Cá l cu l o  :J i ferenc fa l . 

La der ivada es en esenc ia un l ím i te muy espec ia l y de mú l t i p les ap l ica­
c iones en el campo de la  I ngen ier ía . La i nvenc ión de esta va l iosa herramien 
ta matemát ica se deb ió  a l os t rabajos de dos notab l es matemát icos : Le i bn i z  y 
Newton en los s i g l os XV I I  y XV I I I .  

1 1 1 . 1 DER IVADA DE UNA FUNC 1 Oll EN UN PUNTO. NOTAC 1 ONES .  

CALCULO DE LA DERIVADA A PART I R  DE LA DEF I N I C I DN .  

DERI VADAS LATERALES . 

Sea una func ión y • f ( x ) . Como se sabe , a l  dar l e  a x un i ncremento-
6x en un punto Xo ,  le corresponderá a y un i ncremento 

t:. y a t:. f ( x ) • f ( Xo + t:.x ) - f ( X o ) 

Al coc iente �! sue le  l lamárse le  coc iente i ncrementa l o cociente de­
l os i ncrementos . 

Se def i ne como la der ivada de la func ión y c f ( x ) con respecto a x -
en un punto Xo a l  l ím i te ,  s i  ex i ste , del coc iente I ncrementa l * cuando ÓJ< 
t iende a cero. 

Es dec i r ,  d icha der ivada es e l  l ím i te del coc iente del i nc remento de -
la var iab le  depend i ente entre, el i ncremento de la var iab le  i ndependiente cuan 
do éste t i ende a cero y se puede denota r por f '  ( Xo )  

f '  ( X o ) " 1 im � e 1 im ....:...f_,_..:.X.:::o:...+�t:.::.:;x::....<)_-_f:.....;(.__X.:::;o_),_ 

Ejemplo 1 . -

llx +O llx llx -+ O t:. x 

Dada la func ión f ( x ) e 
2 

X ' su der ivada en el punto Xo • 3 es : 



f ' ( 3 ) • 1 im f ( Xo + 6 x ) � f ( Xo ) . l im ( 3 + 6 x ) 2 ( 3 ) 2 

ll x + O  ll x  flx + O  6 x  

m l im 9 + 6 6.x +(6 xl
2

� 9 - f ' ( 3 ) - l im 6 6 x +(6 x)2 
ll x ..,. O  a x 6 x ..,. O 6 x 

1 im ( 6 + 6 x l - 6 
ll x + O  

f ' { 3 ) - 6 

Con esto se observa que e l  va l or de la derivada de una func ión , depen­
de del punto en donde se ca l cu l e ,  a s í ,  para el ej emp l o  anter i or ,  s i  se ca lcu la 
la  der i vada para cua l qu i er va l or de x se t iene : 

Ejemplo 2 .  

Para f { x ) 2 e X 

f , { x ) • 1 1m .:..f_,_�x_+'-'6"'-'x:..:.....i_--'f_,_{ .;;xc...l • 1 1m { x + a x Y. 2 - X  
6 x + O  a .x  

l lm x2 + 2x 6.x + ( 6 .x )2 - x2 

ll x + O  a x 

6 x + O  6 x 

l im { 2x + { a x  ) 2) - 2x 
6 x + 0  

f ' { x ) • 2x 

A con t i nuac ión se dará un ejemp l o  en e l  cua l , a part i r  de un probl ema  
fís ico, s e  i nduc irá e l  concepto d e  l a  der i vada d e  una func 1.6n. 

Ejempl o 3 ·  

Supóngase que s e  deja caer un cuerpo desde una � l tura de 25 metros , y -
que se desea conocer la ve l oc i dad del  móv i l  cuando ha transcurr i do un segun­
do. 

1 ibre :  
la a l tura de l cuerpo { y • f ( t ) ) será según las ecuaciones d e  cafda 
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:r-ui••ll ¡ 
T 

Y.:; 25m. 

1' 
y FIG. 1 

f ( t ) • yo 
cons l d.erando :  

9 . 81 m g - -2 seg 
quéda : 

1 2 � -y- gt 

yo • 25 m 

f ( t ) - 25 - " - 905 t2 

E l  prob l e1111 cons i ste en encontra r  la veloc idad en un I nstante determ l'n!_ 
do. Para esto hay que entender pr imeramente l o  que es ve l oc i dad med ia dura� 
te un i nterva l o  de t i empo , o sea,desde el I nstante t hasta t + 6t , def l n� 
dola como el coc ient e :  

Vm .d i ferenc i a  de 

f ( t + ·lit 

d i stanc i a s  en e l  t i empo 
t iempo transcurr ido.  

) - f ( t ) 
6t  

transcu r r i d o  • 

Cons iderando el I nstante t • 1 . 0  seg ; la d i stanc i a  recorr i da después de 
0 . 5  seg . es : 

f ( 1 . 5 ) - f { 1 ) - [ 25 - " - 905 ( 1 . 5  ) 2 ) - [ 25 - " - 905 ( 1 iJ--6. 1 3 

( el s i gno menos del resul tado s i gn i f ica que el c uerpo está bajando ) .  

AsT la vel oc i dad med ia en e l  Interva l o  [ 1 ,  1 . 5 ]  será : 

V .-_h!l m 0 . 5  
1 2 . 26 ....!!!..._ seg 

Ahora , cons i derando e l  instante t • 1 y después de haber transcurr ido­
lit segundo s ,  la  d i stanc ia será : 

Vm • - 9 .8 1 6t - 1¡ .905 ( 6t ) 2 
llt 

- 9 .8 1 - 1¡ . 905 Lit 

Tomando va l o res de At cada vez menore s ,  l a  vel oc i dad med ia se acerca C!_ 
da vez más a - 9 . 81 5:9 • Por ejemp l o  s i  6t • 0 . 1 , l a  ve\o y l dad es - 1 0 . 30 s:g 
sr lit - 0 . 01 será - 9 . 86 ....!!!..._ 

lo I mportante es que
s

:� puede obtener la vel oc i dad med ia tan cerca de 



- 9 . 8 1  cario se desee, s i n  más que tanar a llt l o  suf ic i e'ntemente pequello. O 
sea que : 

1 im Vm • 1 lm ( - 9 .8 1  - 4 . 905 llt ) • -9 .8 1  � 
llt +O ll t -+ O  seg 

y es lóg ico l l amar a este l ím i te ,  vel oc i dad I nstantánea en t • 1 . 0 seg. 

Con esto se puede conc l u i r  que para obtener una ve l oc i dad I nstantánea 
en cua lquier I nstante t ,  bastará obtener el l ím i te  de l a  vel oc i dad med ia cua� 
do ll t  + O. 

1 im Vm • 1 im V ( t ) •llt -+ 0 flt -+ 0 
f ( t + llt ) - f ( t ) 

llt 

La expres ión anter ior es c l a ramente l a  defi n i c ión de der ivada ap l icada 
a la func ión f ( t ) : f 1 ( t ) • v ( t ) 

Se escogió un prob l ema de vel oc i dad por la faml l ia r idad que el a l umno • 

t i ene con este t ipo de fen6menos , pero ex i sten i nf i n i dad de prob lemas fís icas 
y geométr i cos en donde el concepto de der ivada surge en el so lo  aná l i s i s  de l 
prob l ema . 

- Notac iones : 

Hasta este ·�omento se ha ut i l izado una notac i ón para la der ivada de una 
func ión f x ) ,  que es f '  ( x ) .  Pero ex i sten otras notac iones que i nd ican­
lo m i smo .  Así la der ivada de la func i ón y • f ( x ) ,  se puede esc r i b i r : 

y '  Ó b i en f '  ( x )  que es l a  notac ión de ,La��ange 
D x Y Ó D x f ( x ) que es 1 a notac ión de Ca_uchy 

dv ' d --=-- o -dx dx f ( x ) que es la notac ión de Le i bn i z  

y 5 f ( x ) que es l a  notación d e  Newton . 
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La notac ión de Lagrange sug i ere que al der ivar u na func ión Y f x ) ,  
en todos los puntos de su domin io ,  se obt iene otra función y '  � f '  ( x cuyo 
domi n io está const i tuido por todos los puntos del domi n io de la func ión - -­
y • f ( x ) para los cua l es ex i ste l a  der ivada . 

Esta notac ión es út i l  tamb ién pa ra representa r el va l or de la der ivada­
f '  ( x ) pa ra un va l or de x determinado x • Xo ,  escr i b iendo f '  ( Xo ) , como -
es e l  caso del ejemplo  ( 1 ) donde . f '  ( 3 ) • 6 es e l  va l or de la der ivada de 
f ( x ) • x2 pa ra Xo  • 3 . 

La notac ión de Cauchy perm i te representar e l  proceso de obtenc ión de la  
der ivada de una func ión como un operador ( Dx ) que apl .i.cado a l a  func ión Y • 
f ( x ) l a  t ransforma en la func ión y '  • f '  ( x )  : 

O X f ( X ) • f 1 ( X ) 

Respecto a l a  notac ión de Le i bn iz � aunque t iene l a  forma de un coc ie� 
te, por ahora se cons i dera rá que d i cho cogfente representa un solo ente . En e l  
capítu l o  V I  se verá que l a  der ivada en s í  es u n  coc iente y se apl icará este -
hecho a f i nes específ icos . 

Esta notac ión tamb ién perm i te  representa r el p roceso de der ivac ión con­
el operador d , que apl !cado a una func ión ,  la t ransforma en su der ivada . 

dx 

_d_ f ( X ) • f '  ( X ) dx 
Newton ut i l i zó su notac ión pr imord ia lmente en probl emas fís icos , donde­

la va r i ab le  i ndepend iente es el t iempo, por lo que por costumbre, esta notac ión 
se usa frecuentemente en mecán ica y en general en p rob lemas donde el t i empo ­
es l a  var i ab l e  independ iente . 

En el desarrol l o  de estos apuntes se emp learán ind ist in tamente las  nota­
c iones anter =ores según la conven ienc ia que presenta cada una .  

- Cá lcu l o  d e  la  Der ivada a pa rt i r  d e  l a  Def i n i c ión .  



Como se ha v i sto, la der i vada de una func i ón y • f ( x ) ,  e s :  
1 f o ( ) 1 im f ( X + f1 X ) - f ( X ) Y • x • Ax+ o ID< , p.or l o  que para obtener l a  de r i -

vada de u na func i ó n ,  e s  neces a r i o  ca l cu l a r  e l  l fm l te ante r ior . Una forma de ha ­
cer l o  es sust i tu i r  l os e l ementos necesar ios dentro de l a  exp res l6n de la def i n l ­
c i 6n , hacer l a s  s imp l i f i ca c i ones adecuadas y ca l cu l a r e l  l fm ! te ,  ( como en e l  e ­
jemp l o  2 ) .  

Ot ra forma es a p l i ca r  el  método d e  l os cuatro pa sos , que es sol amente­
un proced imi ento ordenado y pos i b l emente má s  cómodo para obtener la der i vada­
de una func i ón por med io de l a  def i n i c i ón .  

Método d e  l os Cua tro Pa so s :  

Pa rt i endo d e  l a  reg l a  de correspondenc i a :  
Y = f ( X ) ( 1 ) 

l e r  paso : Se i nc r ementa en óx el va l o r de la va r i b l e  i ndepen d i ente, r� 
s u l tando incremen tada la va r i a b l e  depend iente y , en AY · 

Y + óy "' f ( X + /!.X ) ( 2) 

2do. Paso : Se ca l cu l a  e l  i nc remento de la va r i a b l e  depend i en t e ,  resta� 
do ordenadamente 1 a expres i ón ( 1 ) !le 1 a ( 2 ) • 

f!.y 8 f ( X + /!.X ) - f ( X ) (3) 

3er Pa so : Se ca l cu l a  el coc i ente de l os i ncremen tos , d i v i d i endo l a  -
expres Ión ( 3 ) entre [!. x .  

f ( X + Ó X  ) - f ( X ) 
l!.x 

4o.  Paso: Se ca l c u l a  el l ím i te de l coc i en te de l os i nc rementos A::f...• 
{J. X 

cuando el i nc remento tJ. x  t i ende a cero . 

l im � 
tJ. x -+ 0 tJ. x  

l i m f ( x + fl x ) - f ( x )  
Ó X  -+ Q  Ó X  

(4) 

( 5 )  
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S i  este l ím i te ex i s te entonces d i cho l ím i t e  es l a  der ivada deseada : 

1 !m .fl:t._ • 0 
l!. x  .. O A x x y 

y se d i ce que l a  func ión y • f ( x ) es der i va b l e ;  

Es conven i ente obse rva r que l os 3 p r i meros pasos son pu ramente mecánl 
cos y que se hacen en forma rut i na r ia .  E l  4o paso es e l  que requ i e re un poco 
más de i n gen i o  y ma n i pu l ac i ón a l gebrá i ca para ca l cu l a r  el l ím i te.  

Puesto que y • f ( x ) es una func i ón cont i n ua ,  se t i  ene que !k"!. 0¡.,y • o 

( ve r 1 1 . 9  "Con t i nu i dad por i nc rementos " ) con l o  que en ( 5 ) se tendrá e l  -
l ím i te de un coc iente donde numerador y denom i nado r t i enden a cero, y s i n  em­
bargo puede ex i s t i r  el l ím i te .  

Ejempl o 4 .  

Ca l cu l a r l a  der i vada d e  f ( x ) • 3 x2 + 1 

1 2  f X + ÓX • 3 X + ÓX ) 2 
+ 1 • 3x

2 
+ 6 X f!.x + 3 ( 6X ) 

2 
+ 1 

22 f x + 6x - f ( x ) • 3x2 + 6 x 6x + 3 ( Ax ) 2 + 1 - ( 3x2 + 1 ) 

6 x 6x + 3 ( Ax )
2 

f ( X + Ax ) - f ( X ) 
6 x  • 6 x Ax + 3 ( 6x )

2 

Ó X  • 6 X + 3 Ó X  

42 1 i m  .!..f--L( ..:,x�+�ó!.:x;....L_-__:f......l.(...:.x�) 1 i m  ( 6 x + 3 A x ) = 6 x 
6x+ O. X ·Ax ... O 

Esto es : f '  ( X ) • 6 X 

Ejempl o . 5  

Obtener Dx ( +) 
Tómese f ( x ) • -1-x 

1 f ( x + Ó x )  = ;-:;:t;X 



22 f ( X + Ó.x ) - f ( X ) 1 - X'+"'i'iX - _1 _ _  - t:,.x 
X 2 

X - ( X + Ó.X )  
x2 + x t:.x x + x [l<  

o sea : 

Jll f ( X + Ó. X  ) - f ( X ) • 
ó.x 

- t:. x - 1 -
2-- - --z--:-x + x t:.x x + xt:.x _t:._x __ 

1 1m f ( x + ó.x ) - f ( x ) 1 im - 1 
z----t:. x  t:. x -+- 0  x + x t:. x 

-1  
-2-x 

Es conven iente, observar  que este proced im iento para el cá lcu lo  de l a  
der ivada e s  l a  rea f i rmac ión del concepto de  de r i vada , y no  e s  u n  método prá� 
t l co, pa ra der iva r .  Más adelante se encontra rán fórmu las  de der i vación gene­
ra l i zadas para cua lqu ier t ipo de func ión , m i smas que se deducen a part i r  de la  
def i n ic ión .  

Ejemp lo  6 . -

Ca l c u l a r  *x ( + � 
sea Y • + � 

t:.y •+1 x + /::, x - 2 

� .f x + l!.x - 2 •+ X AX 

42 1 lm !::., 
t:. x +o EX 

Para ca lcular este l f�onv iene rac iona l izar e l  numerador del  cac l e� 
te i ncrementa l .  Esto se l ogra mu l t ip l icando y d iv id iendo por el conjugado -­
de d i cho numerador .  

lx + t:. x  - 2 · - ..'X="T ) (,/ X + t:,.x - 2' +TX"'=2') 
tí x ( J x + 1'1 x - 2 1 + Tx - 2 ' ) 
. x + ó. x - 2 -(x - 2 ) 
(;. x ( /x + t:. x - 2' + /x -2') 

______ tt-·x: ______ _ •
t:,. X ( ,_r� - + � �  � 2_- ' +  /�' ) 
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lx + 1;,.., - 2' +� 

Entonces : 
1 1m � 1 im 

Ó.X -+-Q f:. X t:.x -+- O lx + t:.x - 2 +1 x� 

Esto es : 
_d_ ,1X72'- 1 

dx 2 �  

Ejemplo. 7 

1 - ---
2 ,lx---=--2" 

Apl icando la def i n i c ión de der i vada ( método de l os cuatro pasos ) ha--
2 X +  3 l la r  l a  der ivada de l a  func ión y a -x-:-r-

1 2 t:. 2 ( x + b. x ) + 3  Y + Y • x +llx - 1 
• 2x + 2� _ � .  �(_2::x::..,:.+...,:,2f:.X=-...:.+_3��(..,:x:;.._-___:.1_.)h--l.(...:2:::x:,_;_+_.3�__,_(..:x:....;.+....=;t:.x.;._-.;._1;_) 

x + t:,.x - 1  x - 1  ( x + t:,. x - ) ( x - 1  

2 x2 - 2x + 2x b.x -

• ( X +fí X - 1 J ( X -

32 t:,.y • - 5 [¡X 
t:,.x t:.x ( x + t:,.x - 1 

42 1 im IJ:t. 1 im -t:,.X .. o ( X  ll x  O+t:. x 

!!l .  - 5 
dx ( X -

2x - 3x - 36x + 3 

- 5 
x + t:.x - 1 ( X - 1 

- 5 - 5 
+ {j X  - 1 X - 1 ( X - 1 ) ( X - 1 

1 ¡ 2 



- Der ivadas l atera l es .  

De l a  def in i c i ón de deri vada y por l os conceptos d e  l ím i tes latera l es ­
estud iados en e l  i nc i so 1 1 . 5 ,  se inf iere que la ex i stenc ia  de l a  der ivada , -­

s i endo ésta un l ímite,  está re l ac i onada con l a  ex i stenc ia  de l os l ím i tes la­
tera l es y con l a  i gua l dad entre e l los . 

Xo + 8x 
X 

f ( Xo + L\x  ) - f ( Xo ) 
X 

- f ( Xo ) 1 im 
lx +rst' 

f ( Xo + 8x  ) - f ( .Xo ) 
8x  

Por su  estructura , es  l óg i co l l amar a estos l ím i tes la tera l e s :  der iva-­
da latera l  por la i zqu ierda y der ivada l atera l por la derecha , respect ivamente . 
Se denotan en la forma s i gu iente : 

Der i vada l a tera l por l a  i zqu ierda : 

f_l ( ) 1 1m .. f ( Xo + 8 x ) - f ( Xo ) Xo m ó x-+()- ó x  

Der ivada l a tera l por l a  derecha : 
f l ( Xo ) . 1 1m "-f----!.(..;..Xc:.o_+.c._ó..:.x:......<..)_-__:.f----!.(_X_o-.!... + Ó x.+IJ+ 8 x  

Con lo  a nter ior s i  f 1  ( Xo ) l-=> f •  ( Xo ) • f 1  ( Xo ) z f 1  ( Xo ) + 
Ejempl o .  8 

Ca lcu l a r  las der ivadas l atera l es de l a  func ión f ( x ) • 2x + 1 ;  para 
Xo . 3 .  

Para ca l cu lar  l a  der i vada por l a  i zqu ierda f 1  ( 3 ) se requiere que -
8x + o: lo que imp l i ca que 8 x  < O , entonces : 

f ( 3 + 8 x  ) - f 3 
X 

2 ( 3 + 8 x ) + - 2 ( 3 )-1 . 1 im 6 + 28x + 1 - 6 - 1 
=--'--'<--�'?;z¡-:X:--'--'--'-..;....� 8 X+ 0- 8 X 

1 fm 28x 
8 x+ o- Tx 
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f� 1 r m 2 • 2 , por 1 o tanto , f � ( 3 ) • 2 
( 3 ) ·8 x + O-

Para ca lcu lar  la  der ivada por la  derecha f � ( 3 ) se requ iere que f:.X+ oi 
o sea que 8 x > O • 

f 1  
+ 

f 1  
+ 

( 3 

1 fm f 3 + 8 x ) - f ( 3 ) ( 3 ) 
z 8 X +  o+:_�_;_!o!,8éXC:......<..-...:.......l....::......<.. 

) 1 im 6 + 2 8 x + 1 - 6 - 1 
- 8  x + O+ 8 x 

l fm � 1 1m 
ó Y. 

2 • 2, por �o tanto1 f! ( 3 )  • 2 

Ev i dentemente : f 1  ( 3 ) - f� ( 3 h f l  ( 3 ) - 2 

Ejempl o 9 . -
Ca l cu l a r  l as der i vadas l atera l es d e  la  func ión f ( x ) • X 

2/3 , para -
x1 • O .  

Hac iendo x - x-0 + t:.x ,  s i  8x + o , entonces x + x0 

Una expres ión equ iva l ente a f 1  ( x0 l •8!�mo 
f ( xo + 8x ) - f ( xo ) 

8x 

f 1 (X ) • 
l f  m f ( X ) - f ( X o es o x ... x X - X 

en este caso, a s í: 
0 0 • 

1 fm tl · la cua l se puede apl icar -t:,X -+- 0 8x  ' 

( O ) • l im f ( x ) - f ( O )  f l  x -.. o x-o 

f l  + ( 0 ) • 
1 im f ( x ) - f ( O ) 

x +o + x - o 

f 1  

Por l o  tanto, f 1 1 .  2/3 o ( 0 ) • 
1m_ x -

y f� 

X +O X 

1 • x213 - O ( O ) • •m  
+

.:=----� 
X +O x 

( o ) 1 im f ( x ) - f ( O ) • 
X + 0- X - 0 ' 

1 
3rx 

- - co 

- + .. 

Ev identemente en este caso no exi ste f 1  ( x0 ) pa ra X0 • O .  



La func i ón f ( x ) • x213 no es derivab l e  para x0 • O 

Ejemplo .  1 O 

Ca lcu lar l os va l ores de l a s  der ivadas l a tera l es de f ( x ) ,  para x0 • O 
Haciéndol o  para A • 1 ,  A K O :  fx 2

s f x < O 
f ( X ) • 

Ax s i  x � O  

Para ca lcu la r l a  der ivada por l a  izqu ierda en x0 • 0 , /l x +  O- por tanto 
ll x  < O ,  a sí que :< <  x • O ;  y la reg l a  de correspondeAC !a que def i ne a la fun 

2 o 
c ión es f ( x ) • x ; por lo que : 

f 1  ( o } • l im ( 0 + f!,x )
2 - ( o ) 2 

. ll x + O  llx 
l im 

ll x + rJ  

1 ! m  ( O + ll x ) • O - f.! ( Xo ) • f� ( O ) • O 
ll x -- o-

S i gu iendo un razonami ento s imi lar tendremos que, la reg l a  de correspon-
denc ia a der {var para obtener f� ( O ) , es f ( x ) • Al< 

f 1 + ( 0 ) • 1 im A ( O + llx  ) - A(O) 1 im A llx 1 im A• A - • 
ll x + O+--¡;;- • 

ll x + O+ ll x + O+ ll x  

Para A • +� o - o 

Para 

lf� 
¡ 

A • O 1 f� 

t l + 

o K 1 

( o ) - o} 
( O ) e O 

� f� 

--9- f! 

( o ) "" f 1 + ( o ) por lo tanto 
f 1 ( o ) 1 

( o l - f '  + ( o ) por l o  tanto 
f 1  ( o l - o 

En este ejemp lo  la func ión no es der ivab le  pa ra x • O s i  A •  1 ,  y s (  
l o  es cuando A • O .  

- Der ivab i l idad d e  una func i ón en u n  i nterva lo .  

Se sabe que una func ión y • f ( x ) es der i vab le  pa ra un va l or x de -o 
• la var iab le  i ndepend iente ,  s i  ex i ste la derivada : 
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f 1 ( X ) • 1 lm f ( Xo + !J.x ) - f ( Xo ) 0 
ll x + O  !J. x  

y que l a  ex i stenc ia d e  ésta impl ica que f 1  ( Xo ) • f� ( Xo ) .  

Obsérvese que para que la func ión sea der ivab le en X o debe estar def i ­
n i da en urr entorno de �o ; S I  no  estuv iera def i n i da por ejemp l o  a l a  i zqu ier­
da de Xo , no ex l s t f rfa f�. ( Xo' ) .  

S i  l a  der ivada f 1 ( x ) ex i ste  e n  todos los puntos de un I nterva lo  ab ie� 
to ( a ,  b ) se d i ce que l a  func ión y • f ( x ) es der ivab l e  en e l  interva l o  - - ­

( a, b ) • 

Cuando l a  der i vada f 1 (x) no exi s te en uno o más puntos de l interva l o ­
(a ,  b) , l a  func ión y • f (x) no es der ivabl e  en uno o más 1puntos de d i cho in­
terva l o  • 

1 S I  el danl n fo de una func ión cont rnua y • f ( x ) es el I nterva l o  cerr!: 
do [ a ,  b] no puede hab la rse de l a  der iva b l l  f dad de l a  func ión en e l  l nterv!_ 
l o  [ a , b] dado que: f.! ( a  ),ñ'- f '  ( a  )ft y que f� ( b ).2i- f '  ( b )¡( 

Ejemplo 1 1 .  

Dada la func 16n f ( x ) • 3 x2 + 1 Invest i gar s i  es der ivabl e en e l  In­
terva l o  ( - 2 , 5 ) .  

Segan e l  ejetnplo  4 ,  l a  der l vada de esta' func 16n es f l ( x )  • 6x,y  esta ­
der ivada s i  ex i ste para todo va lor de x, luego l a  func16n f ( x ) • 3 x2 + 
s i  es derivabl e  en el Interva lo ( • 2, 5  ) . 

Ejempl o. 1 2 

I nves t i gar  s i  la func ión f ( x ) • -1- es der iva b l e  en e l  i nterva l o  X 
( - 1 ;  3 ) . 

Tomando en cuenta que l a  der ivada de f ( x ) • -1- es f '  ( x ) • - �' X X 
según se v ió  en el eJemp lo  5 ,  puede observarse que f '  ( Xo ) no ex i ste pa ra -

Xo • o y como Xo • O pertenece a l  i nterva lo ( - 1 ,  3 ) se conc l uye que la fu.!l_ 

c i ón dada no es der iva b l e  en todo el i nterva l o  ( - 1 , 3 l · 
Ejemplo. 13 
Da da la func i ón f ( x ) • + �. dec i r  s i  es der iva b l e  en el I nterva-

l o  ( 1 ,  4 ) 



La der ivada de esta func ión se obtuvo en e l ejem!)1 o 6  y es f '  ( x )  • 
Esta der ivada no ex i ste s i  x �2,  luego l a  func 16n f ( x ) = 

E+ � no es der iva b l e  en todo e l  interva lo  ( 1 , 4 ) .  

1 1 1 . 2  DER IVAB I L I DAD Y CONT I NU I DAD. 

El hecho de que una función es cont inua en un punto imp l i ca que la fun 
c ión cump l e  con c iertas cond ic iones , ese punto y la af i rmac ión de que d i cha­
func ión es der i vab l e  en e l  m ismo punto, s i gn i f ica que l a  func ión t iene c i e r-­
tas prop iedades en el punto; por lo tanto , es lóg ico cuest i onar s i  hay a l gu-­
na conex ión entre e l  concepto de con t i nu i dad y el de der l vab i l i dad de una -­
func ión en un punto. 

U na respuesta a esta cuest i6n está i nc l u ida en el s i gu iente :  

Teorema . 1 1 1 .  1 

H i pótes i s  : La func ión y a f ( x )  es der iva b l e  en e l  punto x • x
1 • 

Tés l s :  La func ión y E f ( x ) es cont inua en x • x1 • 

Demostrac ión :  

Como l a  func ión es der ivab le  en e l  punto x • x1 , ex iste 

1 i m  f ( x1 + ó x ) - f ( x1 ) 
f 1 ( x 1 ) • ÓX .,.  0---:.._-,Ó_X _____ ..:.__ 

Ahora b i en . el incremento de l a  var i a b l e  depend i ente l!. y  que corresponde 
a l!.x en ese punto es : 

queda : 

óy E f ( x1 + óx ) - f ( ll¡ ) 

Mu l t i pl icando y d iv i d i endo el segundo m iembro de esta i gua ldad por t;x 

f ( X¡ + ÓX ) - f ( x 1 ) !J. óy . x.  
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Tomando l fm i tes cuando 6x t i ende a cero queda : 

1 1m 6 y 1 im f ( x
1 + 6x ) - f ( x 

óx ... o • 
6x .... o __ ....:... _ _,óx,-------'--

Esto es : 
1 1m óy • O 

óx ->- 0  

1 i m  t;x • f '  ( x
1 

) ( O ) • O 
l!.x ->- 0  

Lo cua l  s i gn i f ica según l o  tratado en 1 1 . 9  que la func ión y • f ( x ) -
es cont inua · en ef punto X • x1 , quedando asf  demostrado ef teorema . 

Con este teorema se ve que toda función der i vab le  en un punto, es con 
t l nua en é l ,  pero l a  a f i rmación inversa no es verdadera , no toda función con 
t i nua en un punto es der i vab le  en e l 'mismo. 

Esto se ev i denc ia en l os dos s i gu ientes ejempl os .  

Ejempl o. 14 

Hacer ver que l a  func ión y • 1 x - 2 1 es contfnua para x1 • 2 pero no­
es der ivab l e  en este punto. 

X • 
1 

En efecto, para hacer ver que l a  func ión y • 1 x - 2 1 es cont inua pa ra-
2 basta demostrar que en ese punto se cump l e :  

1 i m  6 y • O 
ó x_,.  O 

Se t iene pa ra cua l qu i er va lor de x que : 

ó y • l x + t; x - 2 1 - 1 x - 2 1 

y para 

Luego: 

X¡ a 2 :  6 y • i 2 + 6 X - 2 1 - 1 2 - 2 1 a 1 6 X 1 

1 im 6 y = 1 im 1 óx 1 • O 
óx->- o 6><-+0 Q. D .  

Para demostrar que l a  func ión y E 1 x - 2 1 no e s  der ivab l e  para x1 D 2 

consi dérese el hecho de que d icha func ión puede esc r i b i rse :  



. ' { : . _. : :: : :  : y ca l c.flense l as der ivadas latera les de la func ión en el punto dado. 

La cond i c i ón l!.x -+- Cí impl lea l!.x < O y 1 Ax l • - l!.x 
por lo cua l : 

f 1  ( 2 ¡ . 1 im � .  l im lóxl • l!.x -+-Cí óx óx -+-� 

( 2 ) - - 1 

Ahora Óx -+- 0+ impi ica ÓX > 0 Y l!!.xl • ÓX 

Luego : f+l ( 2 )  • 1 1m� . 1 1m +� • óx .. o óx ó.x-+- 0 óx 
1 1m óx 1 im ( 1 ) • 1 f ¡ ( 2 ) • 1 

·ox -+o+l'X • óx -+o+ 

Como las der ivadas latera l es son 
d i st inta s :  f� ( 2 ) .¡. f� 2 ) , 
la func ión y • l x - 2 1 no es der iva • 
h le para x1 • 2. 

y 

FIG l 

Se conf i rma con el ej emp lo anter i or que no toda func ión cont inua en un­
punto es der i vab le en el m i smo, y se i ns i ste un poco en ésto con el s i gu iente : 

� 
EJemplo. 1 5 

Estud iar la cont i nu idad y la der ivab i l i dad de la func ión f ( x ); x 213 

en el punto x1 • O .  

La cont i nu i dad en x1 • O puede estud iarse i nvest i gando s i  s e  cumple l a  
tond ic ión de  cont inu idad : 

1 im f ( x ) • f ( a ) 
x-+ a 

para lo cua l  se procede s igu i endo los pasos : 

1 i. f ( o l • o213 • o • • . 3 

2i. 1 1m f ( x )  • l im x213 
X -+ 0 X -+0  

Ji. 1 1m f ( x )  • f ( O  ) • O 
>&O 

... 1 1m 
X -+0  

Luego la func ión e s  cont rnua para x1 • O .  

La der l vab i l l dad de la func ión se estud ia ahora ca lcu lando pr lmerame� 
te l a  der i vada para cua l qu ier va lor de x apl icando la def i n i c ión. 

1 1m .:.f_,_( ..:.;x:....+.....:;-ó-'-'x_)'----'-f -'('-"-x -'-) • f l  ( X  ) •ó x -+ 0  - Ó X  
1 1m 
x -+ 0  

( x +p ¡213 _ x213 
ó, X  

Rac i ona l i zando e l  numerador 

f 1  ( ) 1 hn x '"ll x-+ 0 

poder ca lcular 

f 1 ( X ) • �� o---,-..l.( ..!.X�+__;Ó�X4),-,2 .,.-..!.x�2----
-;;-;,.----,;-;r:;-

-
-r.;-:;o;-f!.x r e  X + f!.x )4/3 + ( X + ÓX )2/J x2/J + Xlí/3 ] 

1 1  x2 + 2 x lx + f 1  ( x ) • m 
ó x-+ O óx ( ( x + l!.x 

4r) + X  .J 

f 1 (x) • 1 1 m  2x óx + ( óx ) 2 

óx-+ 0 ÓX ( ( X + ÓX )lí/3 + ( X + lJ.X ¡213 X2/3 + x41J) 
f 1 ( x ) • 1 1m 

óx +O 
2x + óx 

Obten iendo el l fm i te anter ior 

2x f 1 ( x ) 2x 
f 1 ( X ) • 413 21J 2/J 4/J; -

• � x + x  x + x  
por l o  tanto: 
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(A) 

(8) 



f' ( X ) • (e)  

Como se  puede aprec ia r  en el  resul tado an ter ior,  f '  (x ) no exi ste  pa­
ra x, • O,  por lo que f ( x ) • x213 no es der ivab l e  pa ra d i cho va lor,  no obs­
tante que s i  es cont inua . 

La cond ic ión de cont inuidad es una cond ic ión necesaria  para l a  exi ste� 
c i a  de l a  der ivada , pero no es con d i ci ón suf ic iente. 

Concl uyendo, toda func i6n der ivab l e  es con t i nua . Pero, el  hecho de -­
que una func i ón sea con t i nua es so lo una con d i c ión necesa ria , pero no suf ic l� 
te _para que sea der iva b l e .  La otra cond ic ión necesar i a  para poder asegurar -­
que la der ivada ex i ste es que las  der ivadas l atera l es ex i stan y sean I gua l es­
entre s í .  ( Ver der i Vadas Latera l es ) .  

Así una func ión y • f ( x ) , es der i va b l e  en x1 , s f  y s6 1o  s r  l as dos ­
cond ic iones s i gu ientes se cump l en :  

1 ) y - f ( X ) es cont lnua '" "•} -> f '  ( x1 ) 3 
2) f� ( x1 ) - f � ( x, ) 

y con cua l qu i era de el las que no se ver i f ique entonces f 1 ( x1 ) � 
Ejemelo .  16 

Trazar l a  grif lca de la func16n dada, determlnar s i  es  cont i nua en x1 • 4, 
encont rar f� ( x1 ) y f� ( x1 ) ,  s i  ex i sten , y determ i nar s i  la  func i ón -
es der iva b l e  en x1 • 4 .  

s i  X � - 4 

f ( X ) 
S i  X > - 4 
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La gráf ica se ve en l a  f i gura 3 
y 

-· 

.fiG 3 

P r i meramente se estud i a rá la cont i nu idad de l a  func l 6n para x1 • - 4 ,  -
para lo cua l habrá que probar el cumpl im iento de : 

( a ) Ex i stenc la de f ( x1 ) 

f ( - 4 ) 4 + 2 • - 2 

( b ) 1 1m f ( X 1 i m  f ( X l - l im f ( X ) 3 
x .. x, + 

x + x1 X +X1 

1 1m ( x + 2 )  •-4 + 2 • - 2 ; l im + ( - x - 6 )  
X_,. -4 X + 4 • 

( e ) f ( x, ) • 1 im f ( x ) 
x + x1 

f ( _ 4 ) • 1 im f ( x ) • - 2 
x+ -4 

( - 4 ) - � · - 2 

De lo anter ior se concl uye que l a s  3 cond i c iones de cont i nu i dad se cu 
p l en pa ra x1 • -4 , y y • f ( x )  es cont i nua en d icho va lor  de x .  

Se ca lcu lan a hora l as deri vadas f �  ( x 1 ) y f� 

( _ 4 ) • 1 lm f ( - 4 + hx ) - f ( - 4 ) 
A x+ 0- Ax 

( - 4 + Ax + 2 ) - ( - 4 + 2 ) 
Ax  

( x1 ) ,  s i  ex i sten : 



1 im -
2 + Ax + l¡ - 2 

t!x-+ 0 tlx 

f.!. (- l¡ ) .  l im � 
tlx -+ 0- tlx 

para tl x  � O ,  se t i ene � . 
,'¡X 

f� ( - l¡ ) - 1 !m 1 -
tlx +O 

Ahora : 
f '  ( - l¡ ) 1 im f ( - l¡ + t. x  - f ( X ) 

+ •
t. x ->- 0+ t. x  

f '  ( - l¡ ) l im - + 
- ( - l¡ + t.x ) - 6 - [ - ( - l¡ ) - 6] 

+ 

f '  + ( - l¡ ) 

f 1 + - l¡ 

f '  + 
( - l¡ ) 

t. x -+ 0  

i !m - + t. x -+ 0 

1 im - + t. K -+ 0 

- - 1 

l¡ 
t. x  

- t. x  - 6 - l¡ + 6 
t. x t "' x)· l i m 

+ ( 
t. x  t. x -+ 0  

- 1 ) 

Conc l us ión :  Puesto que f' ( - l¡ ) � 
es derivabl e para x1 • - 4 

Ejempl o. 1 7  

f� ( - 4 ) , l a  func ión dada no 

I nves t i gar  la deriva b l l i dad en x, • O de l a  func ión va lor  abso l uto 
f ( X ) • 1 X 1 

Esta func ión puede escr i b i rse : 

f ( X ) -r : si x < O 

s i  x � O  

En l os interva l os ( 
- oo O ) ,  y ( O , + oo )  l a  func ión es der ivabl e por 

ser poi i nóm ica .  

Para invest i gar l a  der ivab i l i dad pa ra x, a O ,  pr imero s e  conf i rma que la  
func ión es cont i nua para x E O.  
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f ( o ) - o.  

l lm f ( X ) • l lm ( - X ) • o 
- -

x -+ 0 x -+ 0 

l lm f ( X ) • l lm ( X ) - o  
X -+0 + 

X -+0+ 

l lm f ( X  ) • 1 Ím f ( X ) 1 1m f ( X ) - o 
x .. o 

-
x ... o+ x .... o 

l im f ( X ) - f ( o ) 
x .... o 

Por lo cua l se concl uye que l a  func ión s i  es contYnua pa ra x1 • O .  

Ahora para I nvest iga r l a  der i va b l l l dad  e n  x1 • O hay que proceder emplea� 
do der ivadas l atera l es .  

Se deja que e l  a l umno ca l c u l e  ap l icando l a  def i n ic i ón de der ivada : 
Dx ( X ) • 1 y DX ( - X ) • - 1 

si X < O, f '  ( X )  • DX ( - X ) • - 1 � f '  

s i  X > O, f '  ( X )  • Dx ( X ) • 1 

Como: 

f� ( o ) � f� ( o l - f '  ( o ) 

o 

o • 1 

La func ión f ( x ) • l x l no es der iva b l e  pa ra x • O 

El cálcu l o de l a  derivada de una func ión para cua l qu i e r  va lor de su doml 
n io,  por el mé�9do de los cuatro pasos no es práct ico , así que después de ha­
ber obten i do l as  fórmu l as  pa ra der iva r  d iversas func iones ( 1 1 1 . 4 ,  1 1 1 . 5 ) s e  
presentan ejemplos del estud io d e  l a  der i vab i l l dad de una func ión ap'l i cando -
d i chas fórmul as .  

1 1 1 . 3  DER IVADA DE LA FUNC I ON DE FUNC I ON .  DER IVADA DE  LA  FUNC I ON 
I NVERSA . 



S I  se t i enen las func iones y • f ( u )  y u • g ( x ) ,  se sabe que 
y • f ( g ( x )) es una función de func ión ,  o b ien l a  compos ic ión de l as fun-­
c iones dadas ,  que está def i n ida para todo va lor de x del domin i o  D de g 
u • g ( x ) que hace que u pertenezca a l  domin io  de Df de y • f ( u 

Es necesar i o  saber ca l cu lar  l a  der ivada de y con respecto a x s i n  sus­
t i tu i r  a u por g ( x )  en y • f ( u ) , para lo cua l se presenta el s igu ien-­
te :  

Teorema 1 1 1  • 2 

Der ivada de una func ión de func ión. 

H ipótes i s  : Sean las func iones y • f ( u  ) , u . g(  x )  
der ivab l es ta l es que y � f ( g ( x )) V x e: D que hace que g 

Tés i s  La der i vada d e  y con respecto a x está dada por :  
Dx y • Du y Dx u 

Demostrac ión :  A cada incremento IJ. x  de la var ia b l e  i ndepend iente x co­
rresponde un Incremento /J. u de la var i ab l e  I ntermed ia u y un /J.y de la var ia b l e  

depend i en te y . 

Mu l t i p l icando y d i v id iendo por /J. u  a l  coc iente i ncrementa l 

l a  ident i dad : ____0t_ • ..b_ /J.u 
/J.X /J. u  --¡;;¡- ; /J.,u + O 

...!:::/_ queda­
/J.x 

(A) 

Como u =  g ( x ) es der ivab le ,  será tamb lé� cont i nua por lo cual  s i  -
/J.x .. O ,  IJ. u  .. O tamb ién. 

Entonces torrando l ím i tes c ua ndo /J. x -> O en l a  expres ión ( A ) queda : 
1 1m � l im � 1 1m /J. u  

/J. x  .. o---xx • /J. u  .. 0---x¡¡-- /J.x .. o-¡¡;:- (8) 
y ten iendo en cuenta l a  def i n i c ión de der ivada , l a  ecuación (B) equ iva l e  a :  
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o y • o y o u X U X 

Que usa ndo la notac ión de Le i bn i z  puede escr i b i rse : 

Q. O .  

La tés l s  de este teorema se conoce tamb ién como reg la de la  cadena : 

EJempl o 1 8 .  

Ha l lar  Ox y para y • -1-
.rx=z 

Aquí se puede hacer : 

y • + ; u • .¡x=-T 
Ten iendo en cuenta l os resul tados obten idos en l os ej emp l os 5 y 6 se -­

pueden escr i b i r  l as der ivadas de estas funciones así  

1 o X u • ---
2 /i('=2' 

y ap l  !cando l a  reg la de la  cederla : Ox y • O u y Ox u 
resul ta : 

1 0x Y • - --2 u 2 ,x-=-r 
sust i tuyendo u • � 2 u2 � 

2 { X • 2 )3/2 

E l  proceso de compos ic ión de func iones puede repet i rse cua l qu ier número 
de veces , obten iéndose s i empre nuevas func iones , por ejemp lo ,  s i  se t i ene : 

f ( X )  • X3 + ] ,  g ( X  ) • sen X, h ( X )  • x5 , X E � 

La func ión compuesta .p { x ) • h(( g ( f ( x ) )] será : 



J] • sen5 ( x3 + 7 ) , 

Apl icando 2 veces la reg la de l a  cadena , se obt iene la reg la de la cad� 
na para las func iones compuestas de tres func i ones , a saber : 

Genera l lzac ión de la regla de la-cadena 

Sea 9 ( x ) • h  [g (f ( X ) ) ] s 1  se cump l e  que : 

a ) .  f es der i vab le en x 

b) . g es derivable en f ( X 

e) . h es der i vab le en g ( f ( X ) ) 
Entonces la func ión <P ( x )  es der ivab le en x y la der ivada es : 

<jl l ( X ) h1 [ g ( f ( X ) ) J 
< 1 6n de Le ibn iz ,  s i  y • h ( u ) ; u • 

..iL - ..iL 
dx du 

du dv dV """'dX 
o b i en con l a  notac ión de Cauchy. 

Ejemplo 19 

g 1 ( f ( x ) ) f 1 ( x ) ; o con la nota-
g ( v ) ,  v • f ( x )  quedará 

Ha l lar :; s i endo y • + /( 3x2 + 1 ) 2 - 2 

En este caso se puede cons i derar que : 

y - ¡;;--:--z- ; 2 U • V v • 3x2 + 1 

Las derivadas de· estas func iones se ca lcu lan en l os ejemp l os 6 ,  2 y 4 -
respect ivamente; pud iendo escr i b i rse entonces : 

du 2 �' 
....!!.!!... • 2v ; 
dll..--

dv • 6x """'dX 
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.J!L • .J!L du dv 
Y cOIIIO dx du dv (i'i( 

..iL - -.,::::::::1 =-
dx 2 �  

( 2 v ) 6x • -6::.:x'-::::::v=� ru::-2' 
Sust i tuyendo a u y v en términos de x :  

2 � .  6x ( 3x + 1 
dx / ( 3xi + 1 120 - 2 

Que es la der ivada ped ida .  
A cont inuac ión se trata l a  der ivada de l a  func ión I nversa , 

S I  se trata de ca l cu lar la der ivada de la función I nversa de una función 
dada , es pos i b l e  obtenerla a part i r  de la der ivada de la func ión dada , s i n t� 
ner que determ i nar a la  I nversa. 

Esto es; s i  y =  f ( x )  es una func ión b l un Tvoca der ivab le , la der iva ­
da d e  su i nversa puede ca lcularse e n  térm inos d e  l a  der ivada Ox y E f '  ( x ),, 
s i n  tener que despejar x de la func ión dada para tener pr imeramente la i nver­
sa x a f-1 ( y ) 

Para esto se t iene el s i gu iente teorema -

Teorema 1 1 1 • 3 

H i pótes i s :  y • f ( x ) � una func ión l> l un fvoca , der i vab l e y 
f ' ( x ) .¡. O, s i endo su func ión i nversa x • f -l ( y ) . 

Tés l s :  La der ivada de la i nversa es : 
1 o x - íiY  y X 

Demostrac ión :  

Se t lene �que: 

Efect ivamente, para todo l:JX .¡. O y /W .¡. O. 

Como y • f ( x ) es der ivab l e, llJ<. .... o -Ay .... O 



Tomando l ím i tes cuando lly + o :  

D e  aqu í ,  por l a  def i n i c ión de der i vada se t i ene : 

D X = -1-y Dx y 

Ejemplo.  20 

o b i en Dy f- 1  ( y ) = --1-­
Dx f ( x ) 

Dada l a  func ion y • f ( x ) E -=2x:!....:+�3:..__ 
X - 1 

(A) 

I nvest i ga r  s i  cumpl e  con la h ipótes i s  de l teorema anter io r  y en caso -
a f i rma t i vo ,  ha l l a r  la der ivada de su func ión I nversa ap l  ican�o d icho teorema . 

Ver i f i ca r  el resul tado obten i endo l a  func ión inversa pr imeramente. 

Al ca l cul a r  l a  der i vada de f ( x ) • -=2x:!....:+�3�­
x - 1 

en el ej emp lo  7 se obtuvo : 

- s f '  ( X ) e -(-'x::......--.......,.,- •  DX Y 

Se ve que f '  ( x ex i s te para todo x +- 1 ,  por l o  que l a  func ión 

Y • f ( x )  es der ivab l e  para toda x � 1 .  

(B) 

Además f ' ( x ) < O s i  x la 1 1 uego y • f ( x ) es b !unívoca si x ,¡.e 1 

Se cump l en l as  cond ic iones de l a  h i pótes i s  de l teorema 1 1 1 . 3 por l o  que 

l a  der ivada de la I nversa según ( B ) . 

1 1 D X g """I)"T = -_.:..,5,...---y X 
( X - 1 )

2 

( X - 1 ) 2 
- 5 (C)  
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Ahora b i en s i  se despeja x de (A) 

X = f- 1 ( y ) = � 
y - 2 

Ca lcu lando l a  der ivada de esta func ión por el método de l os cuat ro pa­
sos se obt iene : 

D 
y 

S I  

o y 

X 

en 

- 5 

( y 

(C )  

- 2. 
Se 

) 2.  
sust i tuye x en térmi nos de 

( y + 3 - y + 2 ) 2 

( y - 2 )
2 

- 5 

y queda : 

52 

- 5 ( y - 2 

D y = - 5 
X y -

Comparando ( O ) con ( E ) se veri f i ca el resu l tado . 

1 1 1 . 4 DER I VADAS DE LAS FUNC I ONES ALGEBRA I CAS . 

( D) 

) 2 

2 ) 2 (E) 

Dado que e l  proceso de der lvac l6n por el  método de los cuat ro pesos puede -

resu l tar muy l abor i oso s i  no se trata de func iones tan senc i l l as como l a s  que se 

han der ivado hasta ahora , se establ ecerán a l gunos teoremas sobre der ivac ión de -

func i ones t T p i cas que generan fórmu l as cuya ap l i cac ión perm i te el cá l cu l o  de de­

r i vadas , con re l a t iva fac i l idad . 

A cont i nuac i ón cuando se apl ica el método de l os cua t ro pasos se l nd í ca 
cada uno de estos con número romano a l a  izqu ierda . 

Teorema 1 1 1  .4 

Der ivada de la func i ón constante . 

H i pótes i s :  sea la func ión constante f ( x ) • C 

Tés i s :  l a  der i vada de l a  func i ón constante va l e  cero. 



D e • o 
X (1 )  

Demost rac ión :  Der ivando d icha func i ón por e l  método de l os 4 pasos . 

1 ) .  Y + l1 y  f ( x + n x ) � c  

! 1 ) . 11 y  = f ( X  + 11x ) - f ( X ) m C - C =  0 

1 1 1 )  • 0L E f ( X + 11.x ) - f ( X ) - ...Q_ = o 11� Ax 11x 

IV ) . 1 im � .  1 1m f ( x + 11x ) - f ( x ) i im  ( O ) • 0 fl x  .. O 11 x  11x .. O 11 x  =11 x  .. O 

Esto es : 
D e = o 
X 

Teorema 1 1  1 . 5  

Der ivada d e  l a  func i ón i den t i dad.  

H i pótes i s :  f ( x )  es l a  func i ón i dent i dad y • x. 

Tés i s : La der ivada de la func i ón ident idad es i gua l a la  un i dad : 
D X = 1 
X 

Demost rac i ón :  Apl i cando el método de l os cuatro pasos . 

1 )  . y + 11 y • x + /1x 

1 1 ) .  11 y • x + /1 x - x • /1 x  

1 1 1 ) .  0L - � - 1 
11 x  11x 

I V )  1 im l}.,r = 1 im ( 1 ) • 1 ,  1 u ego 
" f1 x .. 0 /1x /1 x  .. o 

D X = 1 
X 

o b i en dx 
dx = 

QD. 

(2) 

QD. 

En l o  que s i gue, u • f ( x ) ,  v � g ( x )  y w • h ( x )  son func iones -

d�r l vab les y sus der i vadas son : 
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, 

1 im 1\ u  
11x + o  11 x 

1 1m 11 v  
11 x +O "'21)( 

1 im 11w 
11 x + o  11 x 

f ' ( x ) . D u  X 

- g ' ( X ) - D V X 

- h ' ( X ) • D w 
X 

Además l a  i n tersecc i ón de sus dom i n i os Df ' ' D D 1 j unto 
g ' ' h ' ' no es e con 

vac • o . 

Teorema i 1 1  .6 

Der ivada de  una suma de func i ones . 

H i pótes i s :  S i  y • u + v - w 

(3) 

Demostrac i ón Cuando a la  var iab le  I ndepend iente x se le da un i ncre-

mento 11 x a las func 1 ones u ,  v y w 1 es corresponden los i ncrementos 11 u ,  11 v y -
A w, respect i vamente, as f que a l  ap l  l car  e l  método de l os cuatro pasos a l a  fun 
c lón 1ada se t iene : 

1 ) .  

1 1 ) .  

1 1 1 ) .  

IV) . 

y + l1 y = u + l1 u + v + 11 v - ( w + 11 w ) 

11 y • u + 11 u  + v + 11 v - w - 11 \� - u - v + w 

11 y • fl u + 11 v  - 11 w  

l i nr- � l im 11 u + l im 11 v  l im 11 w  
11 x + oll)( · n x + o  � 11 x + o  TX - 11 x .. O � 

Esto es : 

o b i en 



D [ f ( X  ) + g ( x )  - h ( X  ) ]  • D f ( X  ) + D g ( X  ) - D h ( X  ) X X X X Q. O . 

Esta fórmu la se genera l iza s i gu iendo e l  m i smo cr iterio  para un número ­
f ij o  cua lqu iera de func i ones der iva b l es ,  l uego se puede conc l u i r  que :  la derl 
vada de la suma a lgebra ica de un número f ij o  de func i ones es igua l a la suma ­
a lgebra ica de l a s  der ivada s de l a s  func i ones . 

1 ) .  
1 1 ) .  

1 1 1 ) .  

IV ) . 

u - f 

Teorema 1 1 1 . 7 

Der ivada d e l  producto de d os func i ones . 

H i pótes i s :  S I  y • uv 

Tés i s :  D X uv ) • u Dx v + v Dx u 

Demostrac i ón : Se hace a p l i cando el método de l os cuatro pa sos . 

y + /l y • ( U + /l U ) ( V + /l V ) • UV + U fY + V /JJ + /l U /lV 

ll y  • uv + ullv + v/JJ + l!. uiN - uv 
ll y • u !:N + vllu + /JJ/lv 

ll v  - u --ll x  + v � +  ll u  ll x  

(lt) 

1 im .!:J.. . 1 im u 1 1 m 1!. v + 1 1m v 1 im A.!:!_ + 1 im 1!. u 1 1m 1!. v 
/l X + 0 fl X /l X +  0 /l X +  0 -¡;;¡- /l X +  0 /l X + 0 /l X /l X + 0 /l X + 01iX 

1 1m Peroi. x+ 0 
u - ú ,  l im 

/l x + O  
( x ) es der ivabl e  y por 

D y - u o V + V D u + ( X X X 

D ( U V ) - u o V + V  D X X X 

OX [ f ( X ) g ( X ) ¡ f 

V • V 

l o  tanto 

o D X 

u 

y 1 1m 
l!, X+ 0 

contfnua,  

V => 

ll u  • 0 •  dado que 

entonces : 

X ) g 1  ( X  ) + g ( X  ) f '  ( X  ) 

o b i en 

Q . D .  
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La der ivada del  p roducto de dos func i ones es i gua l a l  producto de la -
pr imera func i ón por l a  der ivada del  segundo más el p roducto de la segunda por 
la der ivada de l a  p r i me ra .  

Esta fórmu l a  puede a p l icarse más de  una vez s i  se trata del producto 
de n func i ones der iva b l es,  hac iendo uso de la l ey asoc iat iva de la mu l t ip l ica ­
c l ón . 

Corolar io .  La der ivada del producto de  una constante por una func i ón -
es igua l a la constante por l a  der ivada de la func i ón .  

E n  efec to, a l  a p l ica r  (lt) y ( 1 )  a l a  func i ón y =  e v 

• e OX V + V O
X e • e OX V + V ( 0 ) 

- e o v X 

Teorema 1 1 1 . 8 

Der ivada del  coc iente de dos func i ones : 

H i pótes i s :  Se t iene y • __ u_ ,  V 

Tés l s :  
( l  v D  u - u D  v 

D ..!!.. • X X 
X 2 V� V 

V .¡.. 0 

queda: 

(Ita ) 

(5) 

Demostrac i ón :  Se der i va la func i ón y • _u_ a p l icando la d e f { n ic V 
de der ivada : 

) � 1 . - y + l!,y • V + /lV 

1 1 ) . 

1 1 1 ) .  

llY • ....!!....:!:.. - .....!!..... • V + {',V V 
V ( u + AU - u ( V + AV 
( V + {',V J V 

v u + v/lu - uv - uhv 
( v + l\v ) v  

vl!,u - ul!,v 
1 '1 + l!.v ) v 

l!.u llv 
vl!.u - u6v v liX - u liX 

llx ( v + llv )v  ( v + /lv ) v 



I V ) . 
1 im v 1 im liu _ 1 1m u 1 im {;¡¡J_ 

1 i m _J!L .lix::_:-+_O:__,lix=i-: ... :...,.::O..,-�lix"';'-�:-';li"'X';+;.¿O--:-'liX�-+;_;.0_..t:,x'"'-
lix -+0 lix 1 im ( v + liv ) 1 im v 

Sab i endo que 1 im 
t:,x ... o 

liX-+ 0 liX+ 0 

v • v, 1 im 
lix+ O 

u - u y que 1 im 
liX-+ 0 

liV • 0 

porque v es der ivab l e  y cont i nua , resu l ta que : 

v D  u - u D  v Dx y • x x 
V • V 

v D u - u D V 
-�x:::.....,.----.:ox_ , o lo que es l o  m i smo: (7) V 

LC u 9 ( X ) f 1 1 X ) - f ( X ) g 1 ( X ) Dx STXT • [9 ( x ) J 2 QD . 

la der ivada del cociente de dos func i ones es igua l a l  producto del ·de­
nomi nador por l a  derivada del numerador , menos el producto del numerador por 
la der ivada del denominador y todo d i v id i do entre el cuadrado del denomina-­
dor . 

Corola r i o. la der ivada del coci ente de una constante entre una func i6n 
es Igua l a l  producto del s imétr ico de la constante por l a  der ivada de l a  fun­
c i6n d iv i d i da entre el cuadrado de la func ión .  

Efect i vamente apl icando (5) y 
(..E....\ . v Dx e - e Dx v Dx V } C D \f2 

( 1 )  a l a  func ión y - e 
V 

V ( 0 ) - C DX V 
o=? 

V 

resul ta :  

0x 
( -f-1· - -zxv 

(Sa) V Obsérvese que la der ivada del coc iente de una func ión u entre una cons-
tante C � O puede ca lcu larse apl i cando ( 4 ) : 

D ( !_ �) x \C  

Teorema 1 1 1 . 9 

D u X • -e-

Der ivada de la potenc ia de exponente natura l de una func ión . 

H ipótes i s :  Sea 

Tés i s :  

n y - u 

(6) 

Demostrac ión :  Cons i derando pr imero l a  
por e l  método de l os cuatro pasos : 

func i ón z • x" y der ivandola -

1 ) .  z + liz • ( x +. lix ) n 

1 1 ) .  liz • ( x + !J.x ) n - x" 

Ap l icando el b i nomio de Newton y s imp l i f icando .  

liz • xn + nxn-l lix + n ( n - 1 lx"-1 !J.x ) 2 + • . •  + nx  ( lix ¡ n-1 + ( lix  ¡ n - xn 

2 !  

li z  • n n-1 lix + n ( n - n-2 ( lix ) 2 + • . •  + ( lix ¡ n-1 + ( lix ) n X X n x 
2,! 

n � n - 1) n-2 liz 1 1 1 > . rx · lix n xn-1 + 2! X 
X 

lix + , . •  + n x ( lix ¡ n-2 + ( lix ¡ n- 1J 

I V ) . 
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liz n-1 n ( n - 1 
rx • n X + 2! 

l im liz 1 1m 
lix -+O rx E lix +O 

n x [ n-1 
+ 

n ( n - 1 ) n-2 2 ! X (:;.X + . . •  n X ( lix 

• nxn-1 + O + . • •  + O + O 

Esto es : 

n n-1 Dx x • n x 

De aquí n n-1 qu� Du u • n u 

Ahora s i  y • u", como u • u ( x l ;  Dxy • Du Y 0x u 

+ ( lix ) n-� 
¡ n-2 + 

{6a) 

QD. 

La der ivada de la potenc ia de una func ión  el evada a un exponente natu-



ra l ,  es i gua l  a l  producto de l  exponente por l a  func ión el evada a l  exponente ­
d i sm i nu i do en la un idad y por l a  derivada de l a  func ión . 

Como se demostrará en e l  tema 1 1 1 . 5 . 3 ,  l a  fórmu l a  (6) es verdadera pa ra 
todo va lor  rea l de n ,  razón por l a  cua l  desde ahora se apl icará para cua l qu ier  
va lor rea l de n .  

Coro l a r io .  La der ivada de l a  rafz cuadrada de una func i ón es  i gua l a l  
coc i ente d e  l a  der ivada d e l  subrad lca l entre el  dob l e  de l a  m i sma ra fz. 

F.sto se ver i f ica fác i l mente a l  ap l icar (6) a l a  func ión y • /U' K  u 112 

Esto es : 
o X 

o u 
¡-;;' . _x_ 

2 /U'  

1 _ _ 1_ O u  
D u • - u 2 O u = � 
X 2 X 2 U I/ L  

Resum iendo las  fórmu l as obten i da s :  

D C • O X 

O X = 1 X 

o ( Cv ) = e X 
V D u 

o !:!. e  X 
X V 

D � X V 

D V X 
- u D V X 
2 V 

(6b) 

(1 ) 

(2)  

(3 ) 

(!¡ ) 

(4a )  

(5) 

(5a) 
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n n-1 D u = n u D u X X 

D Xn = n xn-1 
X 

D X 
D u 

ru a _x_ 
2 /U' 

Ejemplo 21 . 

(6) 

(6a ) 

(6b) 

Ca l cu l a r  l as der ivadas de l as s i gu i entes func iones . 

Ap 1 1  cando ( 3 ) , ( 1 ) , ( 6 ) , ( 4a ) , Y ( 2 ) 

Dx y E Dx ( 2 )  + Dx x3 - Dx ( 5 x4 ) • o +  3X2 - 5 ( l¡ x3 ) - 3X2 - 20 x3 

b) . f ( x ) E ( x2 + 1 ) 312 

Emp 1 eando ( 6 ) , ( 3 ) , ( 1 ) y (2) : 

f '  ( x ) = l ( x2 + 1 ) 1 12 D ( x2 + 1 ) = l ( x2 + ¡ 1 12 ( 2 x + O ) • 2 X 2 

e) . 

Usando ( 5 ) , ( 3 ) , ( 6 ) , ( ) y ( 2 ) : 

( x2 + 3 ) D ( i - 3 - ( x2 - 3 
DX g ( X ) • X 

( x2 + 3 ) 2 

d ) .  

( x2 + 3 ) 2x - ( x2 - 3 ) 2x • 

( x2 + 3 ) 2 

1.22"' a 
+ & r • 9 ¡ a es constante. 

• 3x ( x 2 + 1 ) 1 /2 

D ( x2 + 
3 ) X 

2x3 + 
6x - 2x3 + 6x 

( / + 3 ) 2 

1 2x 111 
x2 + 

3 



Se ap l ican (S) , (6b) , (3) , (6) , ( 1 ) Y (2 ) : o ( a2 + e2 ) �-;¡-- - 2 •  
e G 

- 4 a + 9 ( 1 ) 
2 /a2 

+ 92' 

9 2 e 92 
- a2 - e2 

2 /,.2 
+ 92 "/· + e'l. r;� 2 - a 

92 
92 ? la2 + e2 

Ejemelo .  22 e-

Obtener el va l or de la der i vada para e l  va l or i nd icado de la  va r i ab l e ­
i ndepend iente. 

!ti -dx -

a ) .  

Se t iene : 

15 + 2x 

�� 

!ti 

para x
1 

, 1 uego 

( .¡ 5 +2X' ) 2 

5+2x 

- 1 0  
dx 5 + 2x ) 1 25 - 4x2' 

2 

- 5 - 2x - 5 +2x 

"5 - 22' rl 5 + 2x 
5+2x 

- 1 0  

- 1 0  - 1 0  Para X¡  m 1 :  � - 1 0  
dx]x .. ; ( 5 + 2 ) �-1 

= --- - _ ___:_;:__ 
7 .121' 7 ,..m 

b ) . 

f '  ( X ) 

ft1 - - _1 0 _ _ 

dx] x
1
=1  7 12"1 

f { X ) a �x
:0 ( 3x -

2x + 1 
'"""X+5 ( 3 ) + ( 3x - 1 

para X a -3 

x + 5 ) ( 2 ) - ( 2x + 1 ) ( 1 )  

( X +  5 ) 2 
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= 6x + 3 + 
X + 5 

( 3x - 1 ) ( 2x + 1 O - 2x - 1 ) � 6x + 3 + ( 3x - 1 ) ( 9 ) 
( x + 5 ) 2 x + 5 ( x + S ) 2 

e 6x + 3 + 2]x - 9 = (  6x + 3 ) ( X +  5 ) + 27x - 9 • 
X + 5 ( X + 5 ) 2 ( X + 5 ) 2 

6 x2 + 30x + 3x + 1 5 + 27x - 9 e 

{ X +  5 ) 2 
6x2 + 60x + 6 • 6 ( x2 + 1 0x + 1 ) 

( x + 5 ) ( x + 5 ) 2 

f 1 ( - 3 ) - 6 ( 9 - 30 + 1 ) - 6 ( - 20 ) - - 30 
( -3 + 5 ) 2 

(-2) 2 

Ejemplo . 23 

f ' ( - 3 ) E - 30 

Dada l a  func ión y • f ( x ) , t razar s u  gráf ica ,  determ i nar  en que va­

l ores de x es cont i nua y en que otros es d iscont i nua , a s í  como su der l va b l l  1 -
dad , a rgumentando todas l a s  respuestas .  

Í 2x2 + 6x para - 5 -6  x < -3 

J ( x + � para - 3 $ x � 2 f ( X ) . 3 X + � 

i x4 + 4x3 
1 23x + 5 1 8  

l 1/ -3- - -5- ls para 2 < x :¡¡ 3 

Cont inu idad en el I nterva l o  [- 5 , - 3  ) . 

En v i rtud de que la func i ón es pol i nom i na l , en este I nterva lo  la fun-­
c i ón es cont i nua . 

Cont i n u i dad en el i nterva l o  (- 3 ,  2 ) 

Por i nspecc ión de la reg la y =  3 
f-x + � se observa que será d i scon \x + ¿/ 

t i nua para e l  valor x1 =-3 solamente. 



Cont inu i dad en el I nterva l o  ( 2 ,  3] 

Puesto que la  func ión en este i nterva l o  es pol i nom ina l ,  l a  función es 
cont i nua. 

Cont i nu i dad en x1 •-3 

Para ver i f i car  la cont inu idad en x1 • ·3 ,  deberán probarse l a s  t res - ­

cond iciones para l a  ex istenc ia de cont i nu i dad en un punto. 

f ( - 3 ) • 3 [ = j : � ) + 2] • 1t ; f (-3 ) }Í ,  1 uego l a  func ión es 

d i scon t i nua para x1 • - 3 

Cont inu idad para x2 • 2 

f ( 2 ) � 3 p) - o 2 + 3 
1 im f ( X ) • l i� [ 3 (�) ] - o 

X +2  - x .... 2 X + 3 

1 im 1 1• [ x' 
+ •·' ""' + _ill_ l + f ( X ) 

" x  .... 2+ � -3-
- -5-x ... 2 1 5  

1 im f ( X ) 24 
+ 4 ( 8 ) 

X -+  2+ • r¡- -3-

1 im f ( x ) • O 
X +2+ 

1 23 ( 2 ) + l.!i - o 5 1 5 

Por ( b ) y ( e ) , 1 ím_ f ( x ) • O , 1 lm +f ( X ) • O ,  l uego 
X +  2 X + 2 

l im f ( x ) . o 
X -+2  

Comparando ( a ) can ( d ) ,  se t iene que : 

1 im f ( x ) • f ( 2 ) 
X -+2 

de lo cua l se concl uye que l a  func ión es cont i nua para x2 • 2 

(a) 

(b) 

(e) 

(d} 
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Como en x1 • - 3 na hay con t i nu i dad ,  la func ión na es der i vabl e en es­
te punto. 

En x2 • 2 si  hay cont inuidad,  par lo cua l la func ión puede ser der i va• 
ble en d icha punta . 

Para i nvest i gar esta, se procede a comparar l as der ivadas l atera l es de 
la func ión en el punto . 

Se deja a l  estud iante el cálculo deta l l ada de l as der i vadas de f ( x ) ·  
a part i r  d e  l a s  reg las de correspondenc ia  adecuadas 

y es 

Se dan a cont i nuac ión d i chas derivadas ya obten idas : 

( X  ) 

( 2 ) 

3 2 1 2� • x + 4x - � , l uego : 

- 23 + 4 ( 4 ) - lli .  - 1 
5 5 (e) 

f' ( x ) • - 1 5 , par l o  cua l :f+' ( 2 ) • --,-
--'1-"5---,.-- • - _l 

+ ( X + 3 )2 ( 2 + 3 ) 2 5 

Ten iendo en cuenta ( e y f se ve que : 

f� ( 2 ) - f� ( 2 ) - f ' 2 • • 1. 
5 

La func ión s i  es derivab le  para x2 • 2 

Concl uyendo, l a  función es (ont lnua en el i nterva l o  [ - 5 , 3 J 
der ivab le  en el I nterva l o  - 5 , 3 ) , x .¡. - J .  

(f) 

' X +o -

Para el t raza de l a  gráf ica ,  que se ve en la f i gura 4 se presenta una • 

tabla de va l ares x y f ( x ) .  



Tabulac ión y f(Jt) 
X f ( X 

3 1 6 . 98 
2 . 5 3 .63 
2 0 . 0  
1 . 5 0 . 33 28 
1 . 0 0 . 75 
0 . 5 1 . 29 24 
o 2 . 0  20 
0. 5 3 . 0  

4 . 5 16 
1 . 5 7 1 2  
2 . 0  1 2 
2 . 5 27 
3 no def i n ida 
3 - 5  3 - 5  
4 8 
4 . 5 1 3 . 5  -5 -4 -3 -2 -1 2 l 4 
5 20 FIG. 4  

Ejenplo. 24 

Dada l a  func ión y • f ( x ) def i n i da por l a s  s i gu ientes reg l as de co-­
rrespondenc ia : 

r� 4 + --¡¡- para < X  < -

f ( X ) • 5 + -
6

-- para - 1¡ "  X "  8 X - 2 
6 para 8 < x < 

X 
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Determ i nar l os I nterva l os de cont i nu idad de la func ión ,  así como l os -­
puntos de d i scont i nu i dad y estab l ecer si la func ión es der ivab le en los pun-­
tos x, • 4 y x2• 8 . Fundamentar l a s  respuestas y d ibujar la gráf ica corres-­
pond lente . 

Cont inu i dad en el interva lo ( - m , - 4 ) 

Por i nspecc ión de la ecuac ión f (x) • + r--?' se aprec ia que la fun-
c ión ex i st i rá para los va lo res de x correspond ientes a su interva l o  de def i-­
n i c ión, y serán igua l es a los va l ores de l os l ím i tes respect ivos, por lo que­
la func ión será cont inua en ( - m , 4 ) 

Cont inu i dad en el i nverva l o  ( - 4 ,  8 ) 

6 Tamb ién por I nspecc ión de f ( x ) • 5 + � , se observa que, e l .-
ún ico va l or que la i ndeterm ina es x • 2 ; por tanto la func ión será cont i nua­
en el i nterva l o  ( - 4, 8 ) donde x ole 2 . 

Cont i nu i dad en e l  i nterva l o  ( 8 ,+ "' )  

En v i rtud de que f ( x ) • 6 ,  l a  función es cont i nua en su i nterva lo de 
def i n i ción .  

Para i nvest igar l a  cont i nu i dad e n  x � - 4 ,  s e  probará l a  cond ic ión que 
determ ina l a  cont inu idad en un punto . 

6 f ( - 4 ) - 5 + - 4 � 2 - 4 (A) 

(B) 

(C) 



por lo tanto 

l im 
x -+ - 4 f ( X ) = 4 

Según {A) y (B) l a  func ión es cont inua en x K -4 .  

Para invest igar l a  cont i nu idad en  x = 8 :  

1 im  

x -+ 8  
f ( x ) = 1 i m  

-(5 + 
x-+ 8 

f ( X ) = 6 

de ( F ) y ( G ) : l im f ( x ) 
x + B  

�) -

f ( 8 ) • 6 

Según ( E )  y ( H ) , l a  func ión es con t i nua en x = B. 

(O) 

(E) 

(F )  

(G) 

(H )  

Por l o  tanto la  func ión será con t i nua en - "" <  x < "" , x .¡. 2 ;  p b ien 
es .con t i nua en - oo < x < 2 y 2 < x <  "'\Y es d i scont i nua en x = 2 .  

Ex i ste  cont i n u i dad e n  x • - 4 y x • 8 ,  por l o  que pud i era ex i s t i r  der i ­
vab i l i dad en tal es puntos . 

3 X 2 � '* f� 3 S i  x < - 4 f ' ( X ) • (-4 ) - 2 ( 1 )  
4 .r =-;r ¡-- , 4 - X 

S i - 4 < x <  8 :  f '  ( X )  =;.- f� ( - 4 ) = - 6 1 

( X - 2 ¡2 (� - 6 

(J) 

Por ( 1 ) y ( J ) l a  func i ón no es der ivab l e  en x = - 4 

Ahora : - 6 - 6 1 Para - 4 <  X <  8 :  f '  ( X  ) -
2 ) 2 í f� ( 8 ) = r = - 6 ( K) 

( X -
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S i  X >  8 : f '  ( X )  • 0 '<' f� ( 8 ) = 0 ( 1 )  

Por  ( k ) y ( 1 ) l a  func ión no es der i vab l e  e n  x = B .  
y 

10 

3 • s 6 7 e 9 10 

-2 
FIC:. S 

1 1 1 . 5  DER I VADAS DE LAS FUNC I ONES TRASCENDENTES 

1 1 1 . 5 . 1  DER I VADAS DE LAS FUN C I ONES C I RCULARES D I RECTAS E I NVERSAS . 

Dos de l os l ím i tes de apl i ca c i ón en e l Cál cul o D i fe renc i a l  e l n tegra l , ­

v i stos en e l  Tema 1 1 .8 ,  se emp l ea rán aquí a l  obtener l a  fó rmula para der i va r  
l a  func ión  seno, m i sma que s i rve d e  base en l a  determ i nac i ón d e  l a s  der ivadas 

de l as c i nco func iones c i rcu l ares restantes .  

D i chos l ím i tes son : 

1 im sen llu = 1 
6 u +o ---¡;u-

1 im 
llu +O 

eos llu - 1 
llu  - o 

En l o  que s i gue, u f ( x )  es una func i ón der i vab l e .  

Teorema 1 1 1 . 1 0 

(A) 

(B )  



Der i vada de l a  func ión seno . 

H i pótes i s :  Se t i ene l a  func ión y • sen u 

Tés i s :  Dx sen u =  cos u Dx u (7) 

Demostrac ión : Ap l i cando el método de los cuatro pasos para ca l cu l ar  prl 
mero O sen u .  u 

1 ) . y + 11 y = sen ( u + 11u 

l l ) .  

1 1  1 ) .  

IV) . 

/1y = sen u + t.u  - sen u 
• sen u cos f1U + cos u sen f1U - sen u 
• sen u ( cos 11 u -

sen u cos 11u -
11u  

+ cos u sen 11u  

+ sen /1 u  cos u � .. (sen u .::C..::O::.S ,..,11'-'u::......-__,1 \ + 1 i m fcos 
/1u / /1 u  + 0 \ u sen [)u\ 

/1U ) 
1 im 1 im Pero11 u + o  sen u =  sen u ,  /1 u +O cos u • cos u; por ( A. ) y ( B )  

1 1m � - ( ) llu + O Ll u sen u O + cos u ( 1 ) 

Esto es : D u Y • Du sen u = cos u 
\ 

F i na l mente, sab iendo que O Y • O Y D u se t iene: 

D sen u = cos u D u X X 

Teorema l l l .  1 1  

X U X 

Der ivada de l a  func ión coseno . 

H i pótes i s :  Sea l a  func i ón y � cos u 

Tés i s :  O cos u � - sen u O u X X 

Q .D .  

(8) 

Demostrac i ón :  Se sabe que e l  coseno de un ángu l o  es igua l a l  seno de -
su compl emento , entonces : 
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cos u a sen ( f - u ) �  y • sen ( I - u ) 

Apl icarido a esta func i ón l a  fórmula ( 7 

D Y • cos ( � - u ) D ( � - u ) • X 2 X 2 

11 11 = cos ( .2 - u ) ( Dx 2 - Dx u ) = 

• cos ( i - u ) ( O - Dx u ) = - cos ( � - u ) Dx u 

Ten iendo en cuenta que y • cos u y que tamb ién cos ( I - u ) = sen u, -
resu l ta :  

( 5 ) . 

Dx cos u • - sen u Dx u 

Teorema 1 1 1 . 1 2  

Der ivada d e  l a  func ión tangente. 

H i pótes i s :  Dada y =  tan u 

Tés i s :  O tan u • sec2 u O X X u 

Q . D .  

(9) 

Demostrac i ón :  Cons i derando que tan u = � y ap l icando la  fórmula -­cos u 

cos u o sen u - sen u o cos u 
� a X X o tan u • D 2 X X cos u 

D tan u • sec2 u O X X u 

Teorema 1 1 1 . 1 3  

cos u cos 
cos 
u o X 

u 
u - sen u 

2 2 cos2 u 
( - sen u ) 

cos u + sen u o u e 
2 X --=2-'-- 0 X U 

cos u cos u 

o u X 

Q. D .  



Der ivada de l a  func16n cotangente, 
H lp6tes l s :  Se tiene y • cot u 

T�s l s :  O cot u • - csc2 u O u X X ( 1 0) 

'" cos u 
( 5 )  Demostrac lon: Como cot u • sen u ' al apl i car la f6r� l a  queda : 

o cot u -
X 

� - sen u O o X 

sen u 

sen u 

( - sen u ) 

sen 
2 2 - sen u - cos u 
sen u 

o 
2 

----.,.-;..._-- 0 u X 

X 

u 

e os u - cos u o sen u 

sen 
u - cos u 

o u - -X 

X 
u 

cos u o u X 

2 2 sen u + cos u 0 
sen u 

u X 

sen u 
O cot u • - csc2 O u X X Q,O, 

Teorema 1 1 1 . 1 4  

Der ivada de l a  func!6n secante, 

H lp6tes l s :  S I  y • sec u 

T�s l s :  O sec u • sec u tan U · D u X X 
1 Demostrac 16n: Ya que sec u ·cos u ' apl i cando ( 5a ) 

O sec u • O --1-- • X X COS U 
- 1 -z- ox cos u ces u 

- 1 
2 cos 

- sen u 
u 

O sec u • sec u tan u O u X X 

Teorema 1 1 1 . 1 5  

Der ivada de l a  func16n cosecante. 

n u - -1--x cos u 
� o  COS U X 

(1 1 )  

u 
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H lp6tes l s  S I  y • ese u 

Tes i s :  Dx ese u • - ese u cot u Dxu 

�strac16n : Recordando que ese u • 
queda: 

sen u 

Dx ese u • O --1- • x sen u 
- 1 ---.2..=-- O x sen u sen u 

- 1 --i2r--- cos u Dx u • -
sen u 

O ese u • - ese u cot u D u ,  X X 

sen u 

( 1 2.) 

al ap l i car ( 5a ) --

A cont lnuac 16n se agrupan las f6nmulas para der ivar func iones c i rcu l a­
res d 1 rectas : 

o sen u •  cos u o u X X 
o e os u - - sen u o u X X 
o tan 2 u Ox u u - se e X 
Ox cot 

2 u - - ese u o u X 
Ox se e u - sec u tan u o u X 
o ese u - - ese u cot u o u X X 

EJemE!1o . 25 

Obtener la der ivada de cada funciÓn 

a) . 2 X 2 y • sen 
apl !cando ( 7 ) 

• cos 2 x2 ( 4 x 

b) . f ( X ) • Un 2 X 

Al apl l car ( 9 

o sen 2 2. X X 

) • 4 X cos 

queda: 

• cos 2 X 

2 X 2 

f '  ( X ) • 

2 0 2 X 2 
X 

2 l o  se e X X 2 

(7) 

(8) 

(g) 
( 1 0) 

(1 1 )  

( 12 ) 



f 1 ( x ) • 2 x sec2 x2 

e) . g ( x )  • sec /)( 
Ap l i cando ( 1 1  ) :  

d 1---. sen ¡-; tan 
-dx �e x • 

�2 
d) . r • cos 2 

2 
.rx-

dr 

dx
d s�c lx . sec /x tan ./x� 1 

2 /x' 

X 

Emp l eando ( 8 ) :  di) • - sen 
�2 d ( i)2

2
) -2 d& 

e) . u - cot -1-v 
usando ( 1 0 ) 

� • - csc2 1 

dv v 

f) . 2 2 y • x sec x 

du 
"""dV 

2 • - ese 

1 
- -z V 

Se apl i can ( 4 )  y ( 1 1  ) 

Ejemplo. 26 

1 
V 

d ( 1 
dV v- > 

2 1 ese 
V 

Ha l l a r  l a  deri vada de l a  func 16n dada y val uar la para el va lor Ind i ca­
do de la var iable l ndepend1ente. 

1 09 

a) . y • x cos x; para x1 • O 

Se apl ican ( 4 ) y ( 8 ) : * • x ( - sen x ) + cos x ( 1 ) 

� 1 • cos O - ( O ) sen O • 1 - O • 1 dx x • O 1 

b) . f ( X  ) sen x '11 
• -x- , para x • 2 

Emp l eando: ( 5 ) y ( 7 ) : f l  ( x ) • x cos x - sen x ( 1 ) 
X 1T 1T 1T 

f 1 ( X ) • X COS X - sen X 
X 

11 2 cos Z : sen 2 
Y t 1 e T > - --=---:o<----='­

•. ( ! ) 2 

f 1  ( ....!..._ ) -2 

1T 
2 ( o ) - 1 
---112 __ _ 

11 

l¡ 
- -;r 

e) . F ( � ) • + tan3 � - tan � + � , para -0- • T 
Ap l i cando ( 3 ) ,  ( 6 ) ,  ( 9 )  y sab iendo que sec2 � - 1 • tan2 -0- :  

1 2 2 F 1 ( � ) • T 3 tan � sec � sec2 ·9 + • tan2 -0- sec2 � - ( sec2 9 - 1 

• tan2 -e- sec2 -e- - tan2 -& • tan2e-( sec2 -& - 1 } 

F ' ( � ) • tan l¡ � y F 1 ( T ) • tan 4 -;- • ( .¡; , ) 4 

d) • 1jJ • sec ex tan ex para ex 

Se ap 1 1  can ( 4 ) , ( 9 ) y ( 1 1 ) 

..i..1.... • sec a sec2 a + tan a. sec n tan a • 
d Ct 

• sec3cx + sec3 a - sec 

...!L • 2 sec3 et - sec a 
d a 

a •  

1T 
- -3-

- 1 ) 
• tan2 {) tan2 n-



lf 
y para a. • 3 • 2 sec3 lf 

a. -3-lf 
a. - -3-- 1 6  - 2 - 1 4  

� 
2 ( 2 ) 3 - 2 -- sec -3- • 

Para l as der ivadas de las  func iones c i rcu l a res Inversas se presentan -
los s igu ientes teoremas .  

Teorema 1 1 1 . 1 6 
Der i vada de l a  func ión I nversa del seno. 

H i pótes i s :  S I  y • angsen u 

o X U Tes i s :  Ox angsen u • j 
1 - u 2' 

... 
Demostrac ión :  y e angsen u es equ iva l ente a :  u E sen y ,  donde 

(13) 

- + � Y � +, y  l a  der ivada de ésta con respecto a y es : D y u = cos y > O 
Ahora b i en ten i endo en cuenta la der ivada de una func ión I nversa : 

1 0 Y • -
O
--u

-
u y 

resu l ta :  

Ou Y • Du angsen u • cos y cos y > O ya que - + < y < + 
Pero cos 

cos 

--
2 ' 

y • / 1 - sen y y como sen y • u 

y = � por lo cua l : 

Ou angsen u • /1 - i' u 

Tomando en cuenta l a  der ivada de una func ión de func ión :  

Dx angsen u e 

Te o rema 1 1 1 • 1 7 

resu l ta :  

Q. D .  

Der i vada de  l a  func ión I nversa de l  coseno, 

H i pótes i s :  S I  y • ang cos u 

Tés l s :  
o u 

O ang cos u • - � X ¡1 - UL (14)  

Demostrac ión :  La expres i ón y =  ang cos u es equ iva lente a u • cos y para 
O � y � lf • la der ivada de lista con respecto a y es : OY u • - sen y .  

Como Ou y • �0-
y
�u-- � Du y • Du ang sen u • _ sen Y 

Donde : - sen y < o porque O < y < lf 

/1 2 ' 
Pero: - sen y - - - cos y y como cos y - u 

- sen y - - ¡¡--:-:r, l uego: 

o ang cos u • -/, 2 u 1 - u 
De donde se obt iene: 

o u 
o - X ang cos u • /1 i X - u 

Teorema 1 1 1 . 1 8 

Der ivada de l a  func ión I nversa de l a  tangente. 

H i pótes i s :  S I  y • ang tan u 
o u 

Tes i s :  Dx ang tan u • _x ___ 
1 + u2 

Q. D .  

( 1 5) 

Demostrac ión:  y • ang tan u es equ i va l en te a :  la func i ón u E tan y;  " " - -;¡- < y < --2- y l a  der ivada de esta respecto a y es : 

o 2 t iene: u • sec y, se y 
1 - 1 o y • -0--
u
- --y-u y sec y 

Emp l eando l a  i dent i dad tr igonomét r i ca sec2 y =  1 + tan2 y1 ten lendo 
que tan y =  u : sec2 y =  1 + u2 por l o  cua l :  

1 1 0  

Du Y = Du ang tan u = ---��2---, l uego : 
+ u 



o u X Dx ang tan u = � 

Teorema 1 1 1 . 1 9 

Der ivada de la func l6n Inversa de la cotangente , 

H i pótes i s :  S I  y • ang cot u 
o u 

Tés l s :  Ox ang cot u • - � 
1 + u 

Demostrac ión : y = ang cot u es equ iva l ente a u = cot y; 
2 para l a cua l :  Dy u a - ese y 

Ya que o 1 
u y a ou  y 

o u ang cot u - 1 - -2--
ese y 

Pero : 
2 

1 + cot2 y m 
2 porque cot y • u ese y - + u 

Entonces : 1 O ang cot u • - � de l o  cua l se s i gue que : u 
D u 1 + u 

X Ox ang cot u • - ------
1 + u2 

Teorema 1 1  1 .  20 

Der i vada de la func ión I nversa de la secante. 

H i pótes i s :  SI  y • ang sec u 

Tés l s :  
o u X Dx ang sec u • ---z---:--,. u J u - 1 

Demost rac ión :  La expres.ión y =  ang sec u es equ i va l ente a :  

Q , D ,  

( 1 6 )  

O < y <rr 

( 1 7) 

u • sec y ,  y E ( - TT - -T-J 11 ( O, T] y que l a  der ivada de esta con -
respecto a y es : Oy u • sec y tan y. 

1 1 1  

En tonces : 

- ou ang sec u • sec y tan y 

Ahora , tan2 y • sec2 y - 1 ..., tan y • '!: / sec2 y - 1 
y como sec y • u, se tendrá : 

1 Ou ang sec u • ------�--------
+ ·z---­u ( - l u - 1 ) 

Además ,  s i  u > 1 � sec y >  O ,  tan y >  O ,  ) sec y tan y >O 

S I  u < * sec y < O, tan y < O q sec y tan y > O 

Entonces , 

Ou ang sec u • --��====� 
u i u2 - 1 o X u 

Por lo cua l : Ox ang sec u • ----==�--
/� 

Teorema 1 1 1 ,  2 1 

u u - 1 

Der ivada de l a  func ión I nversa de la cosecante. 

H i pótes i s :  SI y • ang ese u 
T�s l s :  Dx ang ese u - -

o u X 

Q . D ,  

( l B )  

Demostrac ión : La expres i ón y =  ang ese u es equ ival,ente a u =  ese y , -
y E ( - rr , -f-J 
es D y 

u ( o, -t-J y l a  der ivada de u • ese y con respecto a y 
1 u • - ese y cot y, se t i ene que Ou y • ���---Oy u 

==> Ou ang ese u 

Pero cot2y ., csc2y - 1  . =:>-eot y • '!: / csc2 Y -
+ �  Y como ese y = u re su 1 ta que ese y cot y • u ( - { u· - 1 ) 

As r que o ang ese u • - -----1------u r- � 
u ( '!: 1 u2 - 1 ) 

ese y cot y 



- ----- --�- -----o-�----� - ----

AdemAs , s i  u >  1 =  ese y >  O, eot y > O -t- ese y -cot y >  O 

S 1 u < l => ese y < O, cot y < O 9 ese y cot y > O 
1 Entonces : Ou ang ese u • - ---''----

u rur-::-; 
y la der ivada con respecto a x es : 

D u X Dx ang ese u • - --'"r===.. 
/ 2  " 

u {u - 1 

Las f6rmu l as para der ivar func iones c i rcu l a res I nversas se resumen a 
cont l nuac l6n .  

D u X Dx ang sen u • -
{t
....::....--

2
-, 

- u 
D u 

u • - �x 
__ _ 

j- --2' 1 - u 
Dx ang cos 

D u 
D x ang tan u • --.!:!.-..

u
,.-2 --

o u X Dx 11ng ese u • • --'"----¡---2-----.,. u u - 1 

Ejemplo. 27 

Der ivar cada una de las s igu ientes funciones. 

11) . y • ang sen x2 

Ap 1 1 cando ( 1 3 ) : 

(1 3) 

( 11¡) 

( 1 5) 

( 16)  

( 17)  

(18) 
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b) . y • ang tan � 

Apl icando ( 1 5  ) : 

2x 

D rx� 
D ang tan ,FX' • � • 2 lx-. _ 1 

--- . __ __:.. ___ _ x l + ( ,r x ¡ 2  1 + x 2 � ( 1  + x) 

e) . y • ang cot x3 

Ap l icando ( 1 6  ) : .3 D X 
D ang cot x3 • - x -3 2 

x 1 + ( x )  

d )  y • ang cos � • 
Ap l icando ( 1 1¡ ) 

D ang cos � X 8 
_,_ 
a 

/1 2 X · ----r • 

D x ang cos � a 

o � X a 
ft - ( � ¡2 

1 a 
• 

h2 - x2 
--,--a 

-1 --
/e2 - x2 

e) . y • -l-eng sec 2 x 
Ap l icando ( 4a ) y ( 1 7 ) 

3 l .. 6 1 + X 

D _1_ 
X 2 ang 1 Ox (2x ) 

sec 2x • T 
2x ( ( 2x )2 - 1 

1 
a 



2 

4x � 
f) . y • x ang ese x 

Ap 1 1  cando ( 4 ) y ( 1 8 ) : 

2x � 

D ( x ang ese x ) • x ( - / \ � + ang 
X . X X - 1 ) 

D ( x ang ese x ) = ang ese x - -.:...1 ---x /7"'='"1 
Ejempl o 28 , -

ese x 

Hal l a r  cada una de las der ivadas I nd i cadas y va l ua r l a  para el va l or se 
ña l ado de l a  var i ab l e  i ndepend iente, 

a) • 
X 1 a2 - i ( ) s i  f ( X ) • ang sen a + --=--X-"---

0 ha l l ar f!. a 

Se emp 1 earlin ( 3 ) , ( 1 3  ) , ( 5 ) , ( 6a ) y ( 2 ) • 

� - ,1 a- - X- ( 1 )  

f l  ( X ) • 

2 - X 

f 1  ( X ) 

¡r:-r a 2 a 
2 

+ ----=a,__ __ 
2 � 

x le- - x-

j,.2 _ i  2 X 

+ 

X 

- i - ( a2 - x2 

1,? - i '  
2 

X 

2 2 x - a 
2 ,� X y 8 - X 

Y el va l or de f '  ( x ) para x • a es : 

( / - X 2 
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b) . a + r Ha l l a r  g 1  ( O  l , s l  g ( r )  • ang tan � 
Ap 1 1  cando ( 1 5  l y ( 5 ) . 

..!!... r 1!1 + r 1 9 ,  ( r ) • d r  ' · .,-:-&r .  
( 1 - a r )  ( 1 ) - ( a + r )  ( - a ) 

( 1 - a r ) 

1 + , a + r 1 2 

1 .�1 
2 

+ ( a + r )  
( 1 - a r 12 

l - a r + a2 + a r 
1 - a r ) 

( 1 - a r )2 + ( a + r 12 
• 

( 1 - a r )2 

1 + 1!12 

2 ( a + 

g '  ( r ) • � g '  ( o ) - _ __.!.._ 
o + 1 

. .  •· 

- 1 

� DER I VADAS DE LAS FUNC IONES LOGAR ITM I CAS Y EXPONENC I ALES , 

En este tema se obtendr'n l as f6rmu l as para der ivar l as funciones lo­
garftm lcas y exponenc ia les cuyo emp l eo no se l im i ta a l a  der lvac l6n de d.!_ 
chas func iones , s i no que , en a l gunos casos espec i a l es fac i l i ta l a  der iva-­
c ión de otras func iones , como es el caso de la func ión potenc ia  que se ve­
en e 1 teorema 1 1 1  • 5 .  3 .  

Teorema 1 1 1 . 22 

Der ivada de l a  func16n logerftmlca de base a > O .  

H lp6tes l s :  Sea y • l ogax ; e > O 

Tés l s :  D l og x "' -1- logae X a X 



Demostrac ión : Al der ivar la func ión dada, por med io  de la def i n i c ión ­
de der ivada se obt iene: 

1 ) .  y +  óy a l oga ( x + AX ) 

1 1 ) • &¡ • 1 og a ( x + Ax ) - 1 og a x 

Por l as prop iedades de l os loga r i tmos queda : 

1 1 1 ) .  �y_ • -1- 1 og ( 1 + &< ) 
&< &< a x 

Mu l t i p l i cando y d iv iv iendo por x y apl i cando nuevamente las  prop ieda-­
des de los l oga r i tmos: 

AY 1 X ( (g< ) & � x Tx l oga 1 + x 
+ 

.(g< X 
X 

I V) 1 1m p.y_ m 
' !s< +0 &< 

1 im (g< AV l oga ( 1 + -x ) '"" 
&< ... o x &< ... o 
1 im 

X 
= -1- log l i m ( 1 + � )bi\ x a Ax_,. O x 

ya que 

y según 

D 
X 

1 im 
"-Ox 
se v ió 

= _1_ 

en 
X 
1 1  8 1 im . llx+O 

loga x • -1- log x a e 

( 1 
X 

+ /l;< )�& • e ,  l uego 
X 

Q ,D ,  

Ahora , s i  se  t i ene y • l oga u ,  apl icando l a  reg l a  de  l a  cadena resu l -
ta :  

D 1 oga u • -
1- 1 og e D 

X U a X u ( 1 9 )  

Para determ inar  l a  der ivada de  l a  func ión loga r i tmo natura l ( o  base e ) : 

y • Lu ' • loge u 
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se apl  l ea 1 ( 19) y se t i ene en cuenta que loge 
D L u • Dx loge X 
D L 1 o U a --

X u X 

Teorema 1 1 1 . 23 

u • -1- l og u e 

u 

e D u 
X 

e • 1 :  

Der ivada de l a  func ión exponenc i a l  de base a > O .  

H i pótes i s :  Sea y • ax : a >  O 

Tes i s :  

(20) 

(2 1a )  

Demostrac ión : La  expres ión y = ,<( es equ iva l ente a x =loga y .  

Sab iendo que la der ivada de l a  func ión inversa es D • 1  y apl  i-y - --X 0 X 
y 

cando ( 1 9 )  1 a func i ón X a l og8 que da : 1 • _1_ l og8 e a y Dyx- y l oga e D y y y 
resu l ta que : 

D 1 � X y = 1 • 
y 'i"(i'Qe' e l oga e X l oga e a y 

sabe 
1 

• La , l uego : pero se que 'iCig-e 
a 

D a X - ax La Q . D .  X 
Para der ivar la func ión exponenc i a l  y • au : a > O se ap l i ca (21 a) y -

l a  reg l a  de l a  cadena : 

D y • D au D u • au La D u X U X X 
O au • au La O u X X (2 1 )  

S I  se trata de obtener l a  der ivada de l a  func ión exponenc i a l  de base -
e :  y • eu , al apl i car  ( 2 1 ) y tener en cuenta que Le • 1 ,  resu l ta :  

u (2 1b )  



y por supuesto D ex • ex 
X (21 c) 

r.esúmen de fórmu las  para der ivar func iones logarftm lcas y. exponenc la• 
l es 

D loga x • -1-log e X X a 

o 1 og u • -
1- 1 oga e Dx u x a u 

D u 
D Lu • _x __ X U 

Ejemplo , 29 

Der ivar  l a s  s igu ientes func iones . 

a ) . y • T oga ( 4x - 3 ) 

Ap l i cando ( 19 )  : � 
b) . y • L ( ax + b ) 

1 4 l og8 e 
� l oga e ( 4 ) • 4x - 3 

Al ap l i car  (20) : 0x Y • ---:a"""x..:..,+:--;-b-
2 

O ( ax + b ) • -8--x ax + b 

e) . f ( x ) • L X 
� 

Se emp l ea (20) : f 1  ( x ) • 
2 1 O X 

---;:r- x x2 + 1 
� 

( 1 9a) 

( 1 9 )  

(20) 

(2 1 a )  

(2 1 )  

(21 b) 

(2 1c )  
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x2 + 1 ( i + 1 ) 2x - x2 ( 2x ) 2x3 + 2x - 2x3 
f 1 ( X ) • --2-· 2 2 • ;:.

2;¡-...;__;
2¡¡:.:-

__:;� 
x ( x + 1 )  x ( x + 1 )  

f l  ( X )  • _......:,2.---­
X ( i + 1 ) 

d) , H ( X ) • L3 ( 4 X ) • [L ( 4 X ) l 3 

2x 

se ap l i can ( 6 ) y (20) : d� H ( x ) • 3 l L ( 4 x l] 2 Ox L ( 4 x ) • 

d� H ( X ) "' 3 [ L ( 4 x ) J 2 -d- ( 4 ) • + L 2 ( 4 x ) 

e) . y • ( 1 O ) nx 

Ahora , se apl tca • (2 1 )  1 :  O y • ( 10 ) nx L ( 1 0 ) O ( n x )  X X 
O y • ( 1 O ) nx L ( 1 O ) ( n ) • n L ( 1 O ) ( 1 O 1"x "' ( 1 O )  nx L ( 1 O} n 
X 

f} , g ( z ) • b2z 

A 1 ap 1 1  ca r ( 2 1 ) queda:  g 1 ( z ) • b 22 Lb ( 2 ) • 2 Lb ( b 22 

g 1  ( z } • Lb2 ( b2z ) 
ya que por l as prop iedades de l os l oga r i tmos 2 Lb • Lb2 

1 3x -3x x -x g ) .  Y • -3- ( e  - e  ) + 3 ( e  - e  ) 

Ap l i cando ( 4a ) , ( 3 ) y 1 (2 1 b } l : 

O y • _1_ ( 3 e3x + 3e-3x ) + 3 ( ex + e-x ) • e3x + e-3x + 3ex + 3e-x 
X 3 

Factor l zando: x -x 3 Dx y • ( e + e ) 

Ejempl o 30.  

Ca l cu l ar e l  va lor I nd icado de l a  der ivada de l a  func ión dada , 

a ) . f ( x ) • l og ..L ,  para x • 2 X 
1 2 ) 1 f 1  ( x ) • 2 l og e ( - z-- • - x -
X 

1 f 1  ( 2 ) - - -2-

X 
1 

-2 l og e • l og e • l og 

l og e 



b) . ex - 1 
y • - para x • o ex + 1 

� • ( ex + 1 ) Dx ( ex - 1 ) - ( ex - 1 ) Dx ( ex + 1 ) 
dx ( ex + 1 ) 2 

• ( e
x + 1 ) ex • ( ex - 1 ) ex • 

( ex + 1 
82x + ex _ e2x + ex 

( ex + 1 )z 

�] 2 e0 2 1 
dx x:O ( eo + 1 )2 • ;r- • -r-

1 1 1 .  5 . 3 DER IVADA DE LA FUNC I ON POTENC IA ,  

Teorema 1 1 1  • 24 

Der ivada de y • uv 

H i pótes i s :  Sea l a  funcl6n y • uv: u • f ( x ) > O ,  v • g ( x ) 

Tes t s :  D uv • v uv-1 o u + uv Lu D v 
X X X (22) 

Demostración :  Tomando l ogar i tmos natura les en ambos m iembros d e  y • uv : 

Ly • L uv .. Ly • v Lu 

Esto Imp l i ca ,  por l a  def l n lc l6n de l ogar i tmo que : 
v lu y • e 

Der i vando esta función con respecto a x med iante ( 2 1 b) 

o y ." e vlu O ( v Lu ) -x vlu x 1 Ox y • e ( V u OX u + Lu OX V 

Como Y • uv • evlu 

O y • uv ( ...::!.._ O u + lu Ox V ) -X U X 

O uv • v uv-1 0 U + uv Lu D V 
X X X 

Esta f6rmu l a  puede escr i b i rse con fac i l i dad s i  se t ienen en cuenta l as 

f6rmu l as ( 6 ) y ( 2 1 ) ,  cons iderando por un momento como s i  a l ternat lvame� 

te fueran cons tantes v y u ,  

1 1 6  

Ejemplo . 3 1 

Obtener l a  der lvada de ceda una de las s lgu lentes expresiones : 
X 

a) . y • xe 

Sean u • x, v • ex 

� X el<- 1  � ( X )  
dx • e x dx 

ex d ,. + x lx dx 

� X ex ( _1_ + l X ) 
dx • e x x 

b) . y • x¡x 

X e 

* • jX x¡i(-1 
d� ( x ) + x .¡x be. d� ( /; 

_..!!Y_ ,TX ,li(-1 + /X l X _1 __ 8 /X ( ..E. + � } --ex • X X X 2 (x  X 2 .;x 

� • x.fX ( 2 + Lx 
dx 2,rx 

Ejemplo. 32 

Dada l a  func l6n :  

IX 2 + Lx • X 
2 IX 



S 1 3 o ) r �  . .  X E ( - 2'1T . 
f ( X ) • X • 1 s i  X E r o , 1 ) 

r ... ) Lx s i  X E  : 1 ;  

a ) . Ana l izar l a  con t i nu i dad en s u  dom i n i o  

b) . Ana l lzar l a  der lvab 1 1  1 dad en su dom i n i o  

e) . Trazar su grAf l ca .  

a ) . El dom i n io es:  Df • { x l >I'ER ,  X > - t 'IT } · - t • + ... 

La func ión es cont l nua en l os I nterva l os ( • t'IT ; O ) , ( O, 1 ) y ( 1 , co) 
porque en cada uno de e l l os l a  reg l a  de correspondenc i a  es una func ión 

cont i nua .  Queda por Invest igar l a  con t i n u i dad para x1 • O y x2 • 1 .  

Cont i nu idad para x1 • 0 :  se apl i ca l a  cond l c l ón t  
l lm f ( x )  • f ( a ) , emp l eando l {m l tes l atera les para I nvest igar s l  ex iste x-+e 

1 1m f ( ) x + O x 

f ( 0 ) m 0 - 1 • - 1 l lm f ( X ) l lm ( - COS X ) • - 1 • l lm+ f ( X ) • ; x + O- ·x + O.. 'x -+0 
1 lm  ( x - 1 ) • • 1 

x ..,.o+ 

1 lm_ f ( x ) • 
1 1m+ f ( x ) • _ 1 ,.. 1 1m f ( x ) • _ 1 x + O x + O  x + O 

1 1m Luego se cump l e :x + O f ( x ) • f ( O )  • - 1 por l o  cual l a  func ión s i  

es con t i nua para x1 • O .  

Cont inu idad para x2 • 1 :  se procede en l a  m i sma forma. 

f ( 1 ) - L e 1 ) • O· l lm_ f ( X ) • 1 lm_ ( X - 1 ) -'x + l x + 1 - 1 • O : 

1 lm f ( x ) • l lm+ Lx • L1 • O 
x+ J+ x + J  

l lm -f ( x ) • l lm+ f ( x ) • O"» l lm f ( x ) • O, entonces.: x + 1  x .,. 1  x + J  

1 i m  f ( x ) • f ( 1 ) 
X +  1 

y l a  func ión es cont inua para x2 • 1 .  

Conc l u s i ón La func ión es con t i nua en todo su dom i n i o .  

b) . Y • cos x e s  der ivab l e  e n  ( - t 'IT ,  O ) , y • x - 1 e s  der ivab l e  en 
( O ; 1 ) y y• Lx es der ivab l e  en ( 1 1 +  "' ) , asf  que hay que estud iar  l a  -­

der i vab i l i dad para x1 E O y x2 • 1 donde l a  func ión puede ser der i vab l e  ya 
que es cont i nua . 

Se emp l ean derivadas l atera les  para esto . 

Para x1 • 0 :  

s i  x < O ,  f '  ( x ) • Dx ( - cos x ) • sen x • f! ( O ) • sen O • O 
S 1 0 < X < 1 ; f 1 (x ) • OX ( X - 1 ) • 1 .. f! ( 0 ) • 1 
Se ve que f! ( O ) +  f! ( O  )- f 1 ( O  ) p  por lo que l a  func ión no es 

der i va b l e  para x1 E O .  

1 1 7  

Ahora para x2 • 0 :  
Como f 1 ( X ) • 1 , S i 0 < X < 1 .. f 1 ( 1 ) • 1 

1 
- 1 

s i  x > 1 f 1  x ) E Dx Lx • x ,.. f� ( 1 ) • -1- • 1 
Se t iene: f� • f� ( 1 ) + f 1 ( 1 ) • 1 ,  asf que l a  func ión s i  es 

der i vable para x2 • 1 

Concl us ión :  La func ión es der i vable en 

xl E O 

e) La g ráf ica se ve en l a  f i gura 6 .  

- + " , + "' ) excepto para-



es 

Ejemplo .  33  

Para 

a) . 

b ) . 

l a  s lgu lent{e fu:c !ón : 

f ( X ) - - I 
ang sen x 

zx 

Trazar su gr4f lca 

Ana l i zar su cont i nu idad 

-1 

FIG 6 

s l - 4 -:> x < -

s !  - � x < 1 

s i  � x < 2 , 5 

e ) .  Ana l izar su der lvab l l l dad , 

Sol uc ión : 

a) . La grSf lca se ve en la f igura 7 .  

b ) , Cont i nu idad, 

La func ión constante 
'1! y - - -z- es cont !nua 

cont l nua en ( - 1 ,  1 Y .  z
x es cont inua 

en - 4 ; 1 
en 1 ,  2 , 5  

) . y • ang sen X 

) . Se debe In-
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-4 

F i gura 7 ,. 
vest l gar l a  cont i nu i dad para x1 • -1 : y x2 • 1 , 

Para x1 • - 1 f ( - 1 • ang sen ( 1 ) 

1T 

" 

- - JI. 
2 

1 1m 1 1m f ( x ) • 1 1m 

X+•1 X +- 1 
1 1m f ( x ) • - ... 2 ;  

X _,..¡ + 
ang sen x • 

x + -1 + 

� ang sen ( - 1 ) • - T 
1 1m_ f ( X ) • 1 ( mi+ f ( X ) • '1! -9 1 1m f ( ) '1! .... 1 (m 

x..-1 X + • - f  X+ - 1  X • · r X _,. .¡ f X 

y l a  func ión es cont i nua para x1 • - 1 . 

Para x2 • 1 : f ( 1 ) • 2 1 • 2 .  

f - 1 

1 1m f ( x ) • 1 1m 7f 1 1m 1 fm x 
x ..,.1- x ..,.1- ang sen x • ang sen 1 • I ;  x _,.1+ f ( x ) • x +  1+ 2 • 

2 1 • 2 .  

1 ! m  _f ( x ) .;. 1 1m+ f ( x ) """ 1 1m f ( x ) -1 
x+l X + 1  X +1 p por l o  cual l a  func ión es -

d i scont i nua para x2 • 1 .  

Concl us ión : La func ión es cont i nua en e l  interva l o  



to para x2 • 1 ;  o sea es con t i nua para ( - 4 ;  1 ) u ( 1 .  2 , 5  ) .  

e) . Oer ivab l l !dad .  

La  func ión es  der ivab le  en  l os I nterva los ( - 4 ;  - 1 ) ,  ( - 1 ;  1 ) y 
( - 1 ;  2 . 5 ) se debe Invest i gar  l a  der !vab ! l ldad para x1 • - 1 sol amente ya 
que para x2 • 1 no es der ivab l e  por no ser con t i nua , 

S 1 ;  - 4 < X < - 1 ;  f 1 ( X ) • D
X 

( - f: ) • 0 =9 f � ( - 1 ) • 0 

S I ; - 1 < x < 1 ;  f '  ( x )  • Dx eng sen x • /l � x2''9 f� ( - ) i 
Luego hay d i scon t i nu idad para x2 • - 1 .  

Conc lus ión :  La func ión es der ivab le  en ( -4 , - 1 ) U ( - 1 ,  1 ) U ( 1 ,  2 . 5 )  
o sea no es der i vab l e  para x1 • -1  y x2 • 1 

En el teorema 1 1 1 . 9 se demuestra l a  fórmu l a  D 
X 

n u ..n-1 nu O u 
X 

(6) 

para todo n entero y pos i t i vo , ahora ap l i cando la fórmu l a  ( 22 l se demostra• 
r6 que ( 6 ) es verdadera para cua l qu ier  va lor  rea l de n ,  

En efecto sea y • u" en que u • f ( x ) e s  der ivab le  y t iene como expo-­
nente a la func i ón constante v • e en que C � R.  

Por  ( 22  ) D u" • nu"-1 D u + u" Ln O n .  
X X X 

Pero según ( 1 ) Dx n • O ,  l uego queda : 

O u" • nun-l D u V n E R .  
X X 

1 1 1 . 6  DER I VADA DE LA FUNC I ON IHPL I C ITA.  

Q,O ,  

Recordando que en  una  func ión presentada en  forma Imp l íc i ta l a  var iab le  
depend i ente no  está despejada , como en  l a  ecuac ión ; 

2 x5 - x • 3 y3 + 2 y + 8 (A) 
y cons iderando que esta ecuac ión def ine a y como una o mas func iones der i va­
b les de x, se puede ha l l ar  la der ivada de y con respecto a x por e l  proceso­
l l amado " der ivac ión !mp l fc l ta ", el cua l  se presenta a con t i nuac ión ,  

1 1 9  

E l  pr imer m iembro de l a  ecuac i ón ( A ) e s  una func ión de x ;  sea : 

F ( X ) � 2 x5 • X 

El segundo m iembro de ( A ) es una func ión de Y , sea : 

G ( y ) • 3 y3 + 2 y + 8 
donde y es func ión de x, es dec i r :  

y = f ( X ) 
por l o  que l a  ecuac ión ( A ) se puede escrl� l r  como : 

F ( X ) • G ( y ) o b 1 en F ( X ) • G ( f ( x ) ) 

Entonces se t iene que: 

Dx F ( x ) • Dx G ( y 

Dx [ 2 x5 - x J • Dx í_ 3 yJ + 2 y + 8 J 
La der ivada de F· { x se puede obtener fác l imen te : 
0 F ( X ) • 0 ( 2 x5 - X ) • 1 0 x 4 - 1 

X X 

(ll) 

(C) 

(O) 

(E) 

(F)  

(G) 

La der ivada de G ( y ) se debe obtener usando l a  reg l a  de la cadena , ya­
que G ( y )� 3 y3 + 2 y +  B. y se pretende der ivar con respecto a x :  

• 9 y2 D Y + 2 O Y 
X X 

sust i tuyendo los va lores de ( G ) y ( H ) en ( F ) se t i ene que : 

1 0  x4 - 1 • 9 v2 D y +2 o Y • O Y ( 9 y2 + 2 ) 
X X X 

Despejando Dx Y se obt iene : 

1 0  x4 - 1 o y • 2 X 9 Y + 2 

(H) 

La ecuac i ón ( A ) es un caso espec i a l  donde todos los términos en x es­
tán separados de l os térm inos en y, s i n  embargo la idea de la der ivac ión !m­
p l fc i ta es genera l y lo Importante es der ivar cada uno de los términos de l a  
ecuac ión tomando en cuenta que Y no e s  l a  var i ab l e  I ndepend iente y d e  ahf l a  



neces i dad de usar le reg la de la cadena. 

Ejemplo. 3 4 

Usando la der lvac16n lmp l fc lta ha l l a r  Dx Y de : 

2 X 1¡ i • X y3 + 8 y • 1¡ fy (a) 

Supon iendo que ex i s t en una o más func iones der ivables ta les que s i  
y • f ( x ) l a  ecuac 16n ( a ) s e  ver i f i ca,  a l  der i va r  ambos m iembros con res• 
pecto a x se t iene : 

OX ( 2 X 1¡ l - X y3 + 8 y ) • Ox ( 4{y ) 

OX ( 2 X 1¡ l ) - 0 ( X y3 ) + 0 ( 8 y ) • 0 ( 4.¡-v ) X X X 

Ca l cu lando por separado ceda una de l &S  der ivadas : 

0 ( 2 XI¡ l ) X 
4 2 2 1¡ • 2 X Ox y + y Ox 2 X • 

• 2 x4 2y O y +  y2 8 x3 -X 
• 4 x4 y O y +  8 x3 y2 

3 l( 2 3 • x OX y + y3 OX X • 3 X Y DX Y + y 

( ··- ) 1¡ 2 o 4 o "  y • --- O y • - Dx Y X 2 ¡y  X ry 
sus t i tuyendo estos resu l tados en ( b ) :  

1¡ ·XI¡ y 0 y +  8 x3 y2 • 3 X y2 0 y • y3 + 8 0 y • _!_ 0 Y X X X ff X 

Despejando Dx y de l a  ecuac ión ( e ) 

O Y a X 4 2 2 4x ·Y - 3x y + 8 - -- -, . y 

(b) 

(e)• 
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En conven iente notar que aún cuando de l a  ecuac ión que def i ne una fun·�­
c lón lmp l fc l ta no sea pos i b l e  despejar la var i able depend iente y ,  su der ivada 
Dx y �empre se puede despejar después de der ivar ,  pues queda de pr imer grado 
Además ,  en genera l ,  el resu l tado cont i ene tanto a X como a y. 

Ejemplo .  3 5 .  

Encontrar  Dx y de  la ecuac i ón 

sen ( x y ) • l + y 1" 

Dx ( sen ( x y ) ) • Dx (x
2)+ Dx (y) 

( cos ( X y ) ) OX ( X y ) • 2 x + OX y 

[ cos ( X y ) 1 ( y + X OX y ) • 2 X + OX y 

OX Y ( X COS ( X y ) - 1 ) • 2 X • y COS ( X y ) 

Q • 2 X • Y COS ( X Y ) 
X y X COS ( X y J • 1 

Ejempl o. �6 
Encontrar O y • y '  de la ecuación x3 - 3 x y2 

+ y3 • 1 , y ca l cu l a r  su valor ­X 
en el punto P ( 2 ,  - 1 ) .  2 3 X 2 • ( 3 y2 + 6 X y y 1  ) + 3 y y ' = 0 

Y1 ( 3 y2 - 6 x y ) = 3 y2 
- 3 x2 

2 2 
Y' Y - X 

- 2 y • 2 X y 
( - 1 ) 2 

- 22 
y•] p ( - 1 )  - 2 ( 2 ) { - 1 ) 

_;__-_4;__ - - _3_ 
+ 4 5 

1 1 1 .  7 DER I VADA DE LA FUNC I ON DEF I N I DA EN FORMA PARAMETR I CA. 

Se ha v i sto l a  der lvac l6n de funciones exp l fc l tas y de func iones dadas -



en forma Imp l íci ta . Como se v ló en e l  Capftu l o  1 ,  exi ste otra forma de pre­
sentar una func ión y • F ( x ) ,  que es la forma paramgtr l ca. 

- f ( t 

- g ( t 
(A) 

(B)  

En esta parte se trata de ca l cu l ar l a  der i vada de y con respecto a x: 
Dx y, de una func ión dada en forma paramétr lca , para l o  cua l se segu i rá el -
s igu iente razonam iento : 

De la reg la de l a  cadena : 

en donde Dx t se puede ca l cu l a r  despejando " t " de l a  ecuac ión ( A ) , lo 
cua l no s iempre es f¡c l l  y a veces es Impos i b l e .  Otra f6rma de  ca l cu l a r  
Dx es usando l a  der ivada de l a  func ión Inversa , o sea : 

o t - --X Ot X 
con lo que l a  ecuac ión ( e ) se puede escr i b i r :  

o 1 y - 0t Y • -0--x- .. X t 
o t y g '  ( t o Y m � 

-
X f '  ( t 

(C) 

(23) 

La fórmu l a  ( 23 ) perm i te ca l cu l a r la der ivada de una func ión paramgtrl 
ca , s i n  tener que l l egar a l a  ecuac ión cartes i ana de l a  func ión ,  

Ejempl o. 3 7. 

Encontrar Dx y de l a  s i gu iente func ión . 

a) . Usando la fórmu l a  ( 23 ), y b) e l im inando el parámetro t y der ivan­

do el resu l tado . 
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{x • 2  

y - +  ,lt - 1 

a ) .  
ot ( + lf' - 1 

0x y - 2 ot ( 2 t - t 

1 
� 
l¡ t - 1 

o y - ---::::::1:----x 8 t  /;'- 2 /f'  

b) , De ( B ) : t • ( y + 1 ) 2 

sus t i tuyendo en ( A ) 

x m 2 [ < y + 1  , �]
2

- ( y + 1  ¡ 2 ,. x • 2  ( y + 1  ¡ 4 _ ( y + 1 ¡ 2 

(A) 

(B) 

(C) 

(O) 

(E) 

De l a  ecuac ión ( E )  se puede obtener Ox y der ivando lmpl fc l tamente: . 

Ox x • Ox [ 2 ( y + 1 ) l¡ - ( y + 1 J2J 

1 • 8 ( y + 1 ) 3 O y - 2 ( y + 1 ) D y X X 

o y . - 1 
X 8 ( y + 1 ) 3 - 2 .{ y + 1 ) 

Los resu l tados ( C ) y ( F ) son equ iva l entes . 

En efecto, sus t i tuyendo ( O ) en ( C ) : 

(F) 

o y - 1 - ----------
X 8 ( Y + 1 l 2 /e Y + 1 l zl - 2 /( Y + 1 l 2 8 ( Y + 1 l 3 - 2 ( Y + 1 J 

que comprueba e l  resu l tado obten ido 

Ejempl o. )8. 

Encontrar Ox y de l •s s igu i entes ecuaciones param�tr l cas ;  va l uar la pa­
ra t • 1 



{ : . ang tan 2 t2 

. L t3 
3 t2 

D Dt L t3 y • ¿ 3 t2 1 + 4 t4 ) 
X Dt ang tan 

D y • 3 ( 1 
X 4 

Ejemplo .  3$. 

2 t2 

+ 4 t4 

t2 

4t 4 t 
1 + 4 4 t 

D y J t•T 3 ( + 4 
X 4 ) 

De l as ecuaciones paramétr lcas de l a  c i c l o ide : 

x • 2 ( 4> - sen 4> ) 
y • 2 { 1 - cos 4> ) 

1T Ca l cu l a r  l a  der ivada Dx y y va l uar l a  para 4> • � 
D.p. 2 ( 1 - cos 4> ) 2 ( sen p ) sen p 

• ...!L 
4 

Dx y • 
D 4> 2 { 4> - sen 4> ) 2 ( 1 - cos 4> ) 1 - cos 4> 

sen 4> 0x Y • 1-::cos-¡ 
1 1 

J ,;-;¡- .f2 Dx Y 1T • --1- • ¡;;r • 
4> a 1j L � L..:._!_ 2 /2' 

1 1 1 . 8 LA FUNC I ON DER I VADA. 

En los temas anter iores se han tratado l as der i vadas de func iones a l ge­
bra icas y t rascendentes, como por ejemp lo :  

Dx sen x
2 • 2 x cos i ó 

en este tema se debe puntua l i zar que l a  der ivada de cua l qu ier func 16n es otra 
func 16n· Así la der ivada de l a  func ión f ( x )  = x3 es la func ión f ' ( x ) = 3 x2 
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Al der ivar una func ión f { x ) , se obt iene otra func ión f '  { x ) l l ama­
da " func ión der ivada " que t i ene como reg l a  de correspondenc ia al l Tm l te :  

f 1 { X ) • 1 lm f { X + ÁX ) - f ( X ) 
/',X +0 X 

s i endo su dom i n i o  el conjunto de va l ores x del domin io de y • f ( x ) en -­
donde el l fm l te anter ior ex i ste , o sea , donde la func ión y • f ( x ) es de-­
r ivab l e. 

Entonces de l a  func ión :  

f • { ( 1< ,  y ) 1 y • f ( X ) • X E: Df} 
la func ión der ivada ser• : 

f 1 • { (X ' y ) 1 y • f 1 { X ) • �·! � 0 f ( X + f1:<. lx- f ( X ) X E D f } 

E l  proceso de der ivac ión se puede entender ahora como un operador "O" que 
transforma una func ión en su der ivada . 

y • f ( x )  o X h y' K f '  ( x ) • Dx f { x ) 

La notac ión de Cauchy para la der ivada es aprop iada cuando a l a  der iva­
c ión se le trata expresamente como e l operador que rea l i za la transformac 16n . 

Ejemplo .  40 

Obtener la func ión der ivada y su dom i n io de : 
1 2 y a f ( X ) • -2- X ; X E ( - 3 , 2 ) 

graf lca r  y • f { x ) y y '  • f '  { x ) 
So l uc ión : 

1 2 s i  y K T x 

Y' = 0 -
1- x2 • X ..>f 1  { X  ) • X X 2 



e l  dom i n i o  de y ' � f 1  ( x )  está determinado por todos l os val ores de x don 
de y • f ( x )  es der ivabl e y por ser ésta un pol lnomlo,es der ivab l e  en to• 
do su dom i n io ,  s i endo e l  dom i n io de y ' • f '  ( x ) el m i smo que el de y • f ( x 

Df r- Of l • { X 1 X E ( • 3 , 2 ) } 

Las gráf icas de y • f { x ) y y ' 

f(x) 
S 

4 
y ;l(t) 

2 

-3 2 f i gura 8 

Ejemplo, 41  

Obtener la función der ivada de :  

f ( . ) • { ' .: ' , ,·:.0 . •  ' 

y trazar l as gr,f lcas de ambas func iones. 
So l uc i ón :  

f '  ( x ) se ven en l a  f i gura 8 .  
tbtl 

Der ivando d i rectamente cada una de las reg l as de correspondenc i a ,  

{
Dx l

x

• O  s i  x < O  
f 

1 
( x ) • 

O e • ex s 1 O < x < 2 X 
para x • O y x • 2 l a  función der i vada no ex iste puesto que en estos puntos 
la func ión y • f ( x ) no es der ivab le ,  como se hace ver a cont i nuac ión 

para x • O 
f 1 ( X z OX 1 • 0 ; f 1 0 
f� ( .x )  • Dx e

x; f� ( O ) _ 

. o} , ,  ( o  ) � '! ( o ) 

1 -
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Para x • 2 

f� ( 2 ) 

Las gráf i cas de y • f ( x )  y y ' 

f(x) 

f1 ( x ) se ven en la  f i gura 9. 

Ejemplo. 42 

Obtener la 
So l uc ión : 

Se t i ene f '  

y;l(x) 

func ión 

( X ) 

o 

F i gura 9.  

der ivada de l a  func ión, 

1 2 -
1 -'f • O x 3 - - - x X 3 

La func ión der i vada es : 

f l  ( X )  • --..:.1---
J J fJ" 

f 

y�:f'(x) 

f(x) 
.... 

X ) = 3/)( 

1 1 
3 X 213 

3 3D X 

Obsérvese que el dom i n io de y • f ( x ) es el conjunto de los nGmeros -
rea l es ,  s i n  embargo para x • O, y ' • f 1  ( x ) no ex i ste. 

Df ' • { x 1 X E R, x .,.. 0 } 

1 1 1 . 9 DER IVADAS DE ORDEN SUPER IOR. 

Quedó estab l ec i do en e l  tema 1 1 1 . 1  e l  concepto de der ivada de una fun• 
c lón y • f ( x ) med iante la expres ión :  

f 1 ( X ) • 
1 lm f ( X + 4x • f ( X ) 

Ax -? O x 

S I  esta nueva func ión y ' • f '  ( x ) es der ivab le ,  entonces a l  der ivar l a  
se obt iene otra func ión de x que puede representarse con f" ( x ) y que se 
l l ama segunda der ivada de l a  func ión y • f ( x ) ,  



Esto es : 

f1 1 ( X ) • O f 1 ( X ) • 1 1m f 1 ( X + AX ) � f 1 ( X ) 
X .ox-.0 AX 

Las notac iones que representan a la segunda der ivada de la func l 6n 
Y • f (x) y que son constcuenc l a  de •as ya conoc idas p a r a  l a  p r i me ra der i vada -
son : 

d2 v d2 Z "'---'- o - f ( X ) ¡ y" Ó f" ( X ) , DX y 
dx 2 dx2 

, 
o Dxz f ( x ) ,  y 

De l a  m i sma manera, s i  l a  segunda der ivada de una func l 6n es der ivable -
se obt iene a l  der ivar l a ,  l a  tercera der ivada de l a  func l6n or i g i na l ,  que se ­
representa con : 

d3 y d3 3 --:->r • f ( X ) , y" 1 • f1 1 1  ( X ) ¡ OX. y 
dx' W • o3 f ( x ) • X ' .. y 

Al segu i r  der ivando suces ivamente una func16n y • f ( x ), l a  en�s lma d� 
r lvada, donde n E N, n > 1 , es l a  pr imera der ivada de l a  ( n - 1 ) der ivada 
de y =  f ( x ) .  Es dec i r ,  s i  todas las der ivadas suces ivas hasta l a  de or-­
den n - 1 son der ivables, l a  en�s lma der ivada de y • f ( x ) ( o  de orden n 
se obt iene ap l icando a l  operador der i vada a la func16n obten ida a l  ca lcu lar ­
l a  der ivada de orden n - 1 

f (n) ( X ) - � f ( X ) • -d- [ f (n-1 )  ( X > ] • 
dxn dx 

, cn- 1 ) ( x + llx) _ , cn- 1 )  ( x )  • 1 i m  - -
l!.x+ O l!.x 

Obv iamente las notaciones que se empl ean para l a  derivada de orden n -­

de l a  func 16n y • f ( x ) son . 

u . � f ( x ) ¡ y (n) . f (n) ( x ) , o: y • t" ( x ) .  
dxn dxn 

En l a  notac16n de Lagrange por comod idad se emp l ea un namero romano 
cuando el orden es mayor que 3 y l a  notac16n de Newton no se empl ea para de­
r ivadas suces ivas despu�s de l a  tercera , 
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Ejemplo. 43 

Ca l cu lar todas las der ivadas de orden super ior de l a  func l6n : 
x4 x3 f ( x ) • --¡¡ + 4 �

+ 5 x - 1 

Sol uc ión : 
Se procede a obtener las der ivadas suces ivas : 

d f !x X ) • �X [-t. + 4 ;3 
+ 5 X - 1 ] • x3 - 4 i + 5 

que ser¡ l a  primera der ivada , 

dz f ( X ) d ( 3 2 2 �....:.....,¡.-<:...-L . - x - 4 x + 5 ) • 3 x - 8 x 
dx2 dx 

s iendo ésta l a  segunda der ivada, 

[3 x2 - 8 X] • 6 X - 8 

que es l a  tercera der ivada , 

dx dx 
[6 x - a] • 6 

(a) 

(b) 

(e) 

(d) 

(e) 

hab iEndose obten ido todas l as der ivadas suces ivas d i ferentes de cero, pues -
4 s i  se apl ica nuevamente el operador der ivada , a l a  func 16n f ( x )  se ob--

tendri l a  qu inta der ivada : 

é f ( X  
dx5 . 

_ _  d ( 6 ) • 0  
dx 

(f) 

Se observa que todas l as derivadas suces !vas de orden super-Ior al 4• se­
ran Igua l es a cero. Por tanto se puede I nfer i r  que cuando se t iene una fun-­
c 16n pol i nómica, la der lveda suces iva d i st i nta de cero de mayor orden que se­
puede obtener es de orden Igua l al grado del po l i nom io, 

Asf ,  en e l ejemp l o  43 se t i ene un pol lnomlo de cuarto grado, por lo que -
solo hasta l a  cuarta derivada, l as der ivadas suces ivas ser5n d iferentes de -­
cero. 



Ejempl o .  lt4 

Dada l a  func16n f ( x ) • x1 13 obtener el valor de l a  segunda der ivada -
f" ( x ) pera x • 8.  

So l uc l6n : 

f '  ( X ) d [ f ( x l ] 1 x-2/3 - dX - -3-

f" ( X ) d [d� f '  ( x l ] 2 
- dX  - - ,-

f1 1 1 ( X ) • 2 - ---
9 � 

f'' ( 8 ) - - --=-2---
9 ( 8 )( 4 ) 

2 

9 X  r,r 9 

(a) 

x-5/3 (b) 
2 1 

( 8 ) ( 4 ) 1 44 

Se observa en e l  ejemp l o  anter ior que a l  aumentar e l  prden de las der i-­
vadas suces ivas el exponente negat ivo de la var iab le Independ iente tamb l€n a� 
menta en va lor absol uto, lo cua l hace ver que l a  func16n dada t iene una Inf i­
n i dad de der ivadas suces ivas. 

Se d ice que una func l6n f ( x ) es Inf i n i tamente der ivab l e  en un punto -
s i  exi sten todas las der ivadas de orden super ior para d icho punto x, es -­

dec i r ,  s i  f (n) ( x )  ex i ste para n • 1 ,  2 , 3 • • •  

Una func 16n f ( x )  ser¡ Infi n i tamente der ivable en un Interva l o  1 ,  s i  es 
Inf i n i tamente derivable en cada punto de d i cho I ntervalo .  

La función de l  ejemp lo 44 e s  I nf i n i tamente der ivab l e  para toda x � O . 
La func ión f ( x ) • sen x es tamb ién Inf i n i tamente derivab l e  ( eJemp l o  

45 ) como l o  son todas l as func iones trascendentes , 

Ejemplo .  45 

Ha l l ar l as derivadas suces ivas de la func l6n f ( x ) • sen x. 
So l uc ión : 

S I  f ( x ) • sen x 
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f ' ( x ) • cos x 

f "  ( x ) • - sen x 

f1 1 1 ( X ) • - COS X 

f ' V  ( x ) • sen x 

fV ( X ) • COl X 

Ejemplo . 46 

Ver i f i car que l a  func 16n : 

y • ( X + ¡;,_z-::-; ) n n E N 

sat isface la ecuac l6n : ( x2 + 1 ) y" + x y - n2 y • O"  
Sol uc ión: 
S I :  y • ( x + ..¡;:::--; ) n 

y '  e n ( x + � ¡ n-1 ( 1 + 2.x 
) 

2 ,¡¿:-; 
;;:-,· y ' • n ( x + � ) n-1 ( 1 + x 

¡;-:-; 
y ' • n ( x +¡-;;r-;-; ) 11 

y '  • ....!!/_ 
,fT:7 ¡;-:-; 

Ca lcu lando ahora l a  segunda der lvada 1 x 
JAx_z�·�1�·�"-YL-'�-�"�x��-�x:2��.�� y" - ( y ' ) ' - -

x2 + 1 

Sus t i tuyendo { A )  en { B ) :  

y" -
¡¿:-; )  n 

X + 1 
2 ¡-¡:-:-: n y �x + 1 • nxy 

lx + 1 
nxy 

2 )x2 + 1 
y" • .:.:"__.Yt..-,_J-�......:......:.... __ / + 1 X + 1 

(A) 

(B) 

\ 



y" • ;;"�Y.....!....:"T-!/.:.x:..2_.:.+-n1 ,..' ·__:x::.....:..l 
x2 + 1 )372 

Sust i tuyendo A l Y ( C ) en la ecuacl6n dada : 
2 � ( x + 1 ) n y ( n lx + 1 - x) + 

( x2 + 1 ) 3/z 
n x Y 

_ n2 y .. 0 
� lx + 1 

2 ;:z·--, 
....:.:.n_yL-...:...;X:..._...:+_.:.1_·_.:n.:.....:x:.....ly_ + ...!!....!..L. _ n2 

Y .. 0 
'2 -,  � lx + 1 lx· + 1 

2 ,-2' n y lx + 1 2 1-z---' - n x y + n x y - n y lx + 1 • O 
o "' o  

y l a  func 16n s i  sat i sface la ecuac l6n dada . ' 

- Der ivadas de orden super ior de func iones impl fc l ta s .  

(C) 

En el tema 1 1 1 .6 se present6 e l  proced im iento para obtener la pr imera ­
der ivada de una func l6n lmp l fc lta , 

Una vez obten ida l a  pr imera derivada en t�rm lnos tanto de l a  var i able -
I ndepend iente como de la depend iente, l a  segunda der ivada se encuentra der i ­
vando ambos m iembros de l a  ecuac16n obten ida tomando en cuenta que en e l  se­
gundo m iembro, puede aparecer la var iab le depend i ente ten l �ndose que apl i car­
en estos casos la reg la de la cadena .  

Ejempl o . 47 

Encontrar l a  segunda der i vada y" de : 

xy - l + 2 • O 
So l uc ión : 
Der ivando lmpl fcl tamente para encontrar y ' : 
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xy ' + y - 2 y y '  � O  

Despejando y '  

y '  - ---'----
X • 2 y 

Der i vando en la ecuac l6n B para obtener y1 1 : 

y" . �<�x:.__��2�y_l�<�-�y�·��-�(�-�y�l�(_t�-�2�y�'-L­
( X • 2 y )2 

y' ' - 2 V y' - X y1 + � - 2 y y' 
( x - 2 y )  

; .. _v'-·---'x'-1.1:...'-,.. 
( X - 2 y )2 

(A) 

�B) 

(C)  

Con la ecuac 1 6n ( C ) se t iene la segunda der ivada y se puede observar­
que ésta queda en tfnnlnos de x, y, y y '.¡ SerA conven iente tener a y" como fu!!. 
c i 6n de x y de y ún icamente para lo cua l  bastarS sust i tu i r  ( B )  en ( C ) . 

_.!!:1._ Y + X • 2 y y" • L _ _:___;:__::...4-2 
( x - 2 y } 

-y 
Y' '  .. ,...r_-_JCe....{>...::x:..· ---;.2_Y�-.;!...­

( X • 2y ) 2 

( x - 2 y }y+ xy 
X • 2 y Y" .. ----"'--....;;;.-'--.,-"L--

( x - 2 y )  

2 
y" • 2 x y - 2 y  

( X • 2 y )3 (O) 

Es pos i b l e  encontrar la segunda der ivada s in neces i dad de tener una ecu� 
c 1 6n expl fc l ta para la pr imera der ivada , Para esto sol o  es necesar io tener ­
una ecuación que contenga l a  pr imera der i vada y der ivar la lmp l fc l tamente , 

Ejemplo .  48  

De l  ejemp lo 47 obtener y" a partir de la ecuac l6n x y 1  + y  - 2 y y '  • O 

Der i vando lmp l fc l tamente: 



yl l  -

xy" + y , + y ,  _ 2 ( y y" + y , y , ) • 0 

Despejando y" ; 

y" ( X - 2 y ) = 2 ( y 1 ) 2 - 2y 1 ._ 

2 ( y' ) 2 - 2 y' 
X - 2 y 

lEn esta expres ión y" se encuentra tamb ién en térm i nos de x ,  y)
y Y" · 

Sust 1 tuyendo (B) en 

( - y  r 1 1 2 X - 2 y y E 
X - 2 .y 

2 2 
+ 2 y 

( X - 2 y ¡ 2 
X - 2 y 

(q . 
- 2 (: � 2 ) 

( X 
( X 

- 2 y) 
- 2 y ¡ 2 2 y2 + 2 X y - 4 y2 

X - 2 y ) 3 

2 �� • 2 X Y - 2 y 
( x - 2 y )3 

Las ecuac iones ( G ) y ( D ) son equ ival entes , obv iamente, 

(E )  

(F) 

(G) 

E l  proced im iento para obtener la der ivada enés ima de una func l6n lmp l f­
c l ta ,  es der ivar lmp l fc l tamente a le ecuac 16n que contenga a l a  derivada de­
orden ( n - 1 ) ya sea que esté despejada o no, 

Ejemp lo .  49 

De l ejemp lo  48 obtener l a  tercera der ivada : y" ' · 

Sol uc ión : 

Part i endo de l a  ecuac i ón ( E ) 
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xy" + 2 y '  - 2 y y" - 2 ( y '  ) 2 
E O 

Der ivando lmp l fc l tamente: 

x y' "  + y" +  2 y" - 2 y y" ' - .2 y' y" - 4 y ' y" E O 
X y1 1 1 + 3 y" - 2 y y" '  - 6 y ' y1 1 • 0 

Despejando y' 1 1  : 

6 y' y" - 3 y" ( X - 2 y ) • 6 y 1  Y1 1 - 3 y" =>y'" • X :  2y 
Sust i tuyendo l a s  expres iones de  y '  y y"  obten idas antes : 

2 1 ; 2 '1 [ 2 x y · 2 �  j - 3 : 2 x y ··· 2 y  1 
y'" = _6_,('-'x"--=-=�:....L.-'--....:::..>..( �x:....·--=.2 _,y_)'---"---"l .._( =x _-.....;2"-'-y-')_

3 ) 
X - 2 y 

6 y ( 2 2 l )  6 X y - 6 2 X y - y 
( X - 2 y )4 ( X - 2 y )3 

X - 2 y 

( 2 2 ) ( X • 2 ) ( 6 X y - 6 y X y - 2 y - y 
( X 2 )4 

X - 2 y 

- 6 y 

2 y3 
• 6 X 2 2 + 6 2 12 y3 

-, 1 2  X Y + 1 2  Y. + 1 2  X Y. X y -
( 

2 2 - 6 X y + 6 X y 
( X - 2 y )S 

Ejempl o .  50 

X - 2 y ) 5 

,..... y" l -
2 2 6 X y - 6 X y 
( x - 2 y ) 5 

Ca lcu lar  y '  y y" pa ra l a  función ex + x • 2 ey + y 

�<!:_i_ón : 

Se obt iene y '  : 

(E)  

2 



por l o  tanto: ex + 1 y '  -

Obten iendo y": 
X e 

l uego: 

y' ' -

2 ey + 

( 2 eY + 1 ) 3 

ex ( 4 e2Y + 4 ey + 1 ) - 2 ey ( e2x + 2 ex + 1 ) • 
( 2 ey + 1 ) 

4 e2y+x ex - 2 e2x+y - 2 ey 
( 2 ey + 1 ) 3 

-Der ivadas de orden superior de func iones def l rt l das param�tr lcamente . 

En e l  tema 1 1 1 . 7 se estud l� l a  der l vac l�n de func iones dadas param!tr l ­
camente, y se  demostr6 que : 

Ot y 
O y = --x Ot X (23) 

E l  objet ivo de este tema es encontrar una forma para obtener las der i va 

c lones de orden superior de una func16n def i n i da paramétr lcamente, 

Se sab" que : 
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02 y • O ( Dx Y ) (A) X X 
Cuando se ut i l i za l a  expres l6n (23) l a  der ivada Ox Y es en genera l fun 

c 16n de t y no de x� entonces ex is te l a  neces i dad de apl icar la reg l e  de l a­
cadena para apl icar ( A ) . 

Pero: 

o2 y - o X t 
Dx t • 

Entonces : 
02 y X 

D X 

(B) 
La ecuac ión ( B ) perm ite ca l cu l a r  l a  der ivada segunda de una func 16n p� 

ramétr lca, para l o  cua l es necesar io conocer l a  pr imera der ivada Ox Y como 
func 16n de t .  

S i gu iendo un proced im iento an§ logo para determ i nar l a  enés ima der ivada : 

Por def l n lc l6n de enés ima der ivada : 
Ap l i cando l a  reg l a  de l a  cadena : 
o: Y • ot o:· l  Y ) ox 

Ot On-1 y ) 
o" Y .  x 
X 

o b i en :  
d 

'd't 
dx 
dt 

oh Y = o ( on-1 Y ) X X X 

(24) 

Es c l aro que para obtener la enés ima der ivada es necesar io conocer to• 
das las der ivadas anter iores .  

EJem(!lo. 51  

* d2 Ca l cu l ar y .!!_...Y.2 para 1 a func l6n def i n i da por :  

t + t3 
d X 

t3 
X • 3 y - 9 t 

54 9 



Sol uclón :  

:1 X + t2 _d_t_ 18 
t2 

-
3 

...!L . -r 
d X 1 + t2 

--re-

2 
• --S....L • ...L.::.2. ' d t 3 

� 6 t2 - 1 8  . 
d X t + 1 

d2 Ca l cu l ando : � 
d X 

l uego: 

-tt r�J d rc 6 t2 - 1 8  > J Ot l t2 ... 1 
d X t + 1 
dt ----¡¡¡-

( 2 t ) 

t + 1 
1 8  ( 1 2 t3 + 1;y-1 2 t3 + 36 t) 

( t2 + 1 ¡ 3 
1 8  ( 1¡8 t ) ... ¿ . �86::.,;4,.....t;__� 
( t2 + 1 ) 3 d x2 ( t2 + 1 )3 

Ejemplo .  52 

Ca l cu l ar o3 y de la func ión dada por :  X 
2 x • sen t ,  y • ces t 

Sol uc ión :  como O t x • ces t ,  
0 y • - 2 ces t sen t • _ 2 sen t .  x ces t 

Ot Y • - 2 ces t sen t 

(a) 

1 29 

o3 y • o X 

- 2 ces t • _ 2 ces t 

.EJemplo. 53 

Ca lcu lar o3 Y y va l uar l a  para t � 1 ,  s t  l a  func 1 6n se da con : X 

x • ang tan t2 

y • t2 + 2 

03 y 
X 

o ( o2 t 
X 

Dt X 

y ) 

1¡ t3 - _2_t_ 
� 

!¡ t + 
2 t 
+ t 

o3 y - 6 t8 + 8 t4 + 2 X 

D� YJ - 6 + 8 + 2 - 1 6  
t•1 

1 2 t5 





CAPITULO 

OBJET IVO GENERAL DEL CAP ITULO: 

Al f i na l izar e l  estud io de este capítu lo e l  a l umno podrá interpre­
tar geométr i camente el concepto de l a  der ivada y ap l i car éste en l a  sol u  
c i ón de prob l ema s .  

I V  . 1 . 

I V . 2 .  

I V . 3 .  

I V . 4 . 

I V  . 5 .  

I V . 6 .  

I V . ] .  

I V .8 . 

I V . 9 .  

A l  f i na l i za r  este capítulo, e l  a l umno podrá : 

Representar gráf i camente, en forma secuenc i a l , cada uno de los ­
pasos de l a  der i vac ión a part i r  de la def i n i c ión . 

Enunc iar e l  s i gn i f i cado geométr i co de l a  der i vada de una func ión 
en un punto . 

Dada l a  gráf i ca de una func il'in I nd i car el s i gno '!e l a  der ivada P.!_ 
ra un punto cua l q u i era de e l l a .  

Dada l a  ecuac ión de una curva y u n  punto de e l l a ,  determ i na r  l as 
ecuac i ones de l a s  rectas tangente y norma l a la curva en el pun­
to dado . 

Determ inar e l  o los puntos de una curva donde l a  recta tangente­
o l a  recta norma l a d i cha curva tenga una pend iente dada . 

Dada la ecuac ión de una curva y un punto de e l l a ,  determ inar l as 
long i tudes de l os segmentos tangente , norma l ,  sub tangente y sub­
normal . 

Dadas l as ecuac iones de dos curvas que se cortan, determ inar e l ­
va lor del ángu lo que forman e n  cada punto d e  intersecc i ón .  

Dada una func i ón real d e  var i ab l e  rea l , encontrar l a  razón d e  cam 
b lo de una de l a s  var i ab les conoc ida l a  razón de camb io de l a  � 
tra var i a b l e .  

A pa rt i r  de datos conoc i dos de un  probl ema ffs i co o geométr i co ­
s i mp l e ,  un va lor para una de l as var i ab les rel ac ionadas y l a  ra­
zón de camb io de ésta , ca l cu l a r  l a  correspond iente razón de cam­
b i o  para la segunda var iab le re l ac ionada . 

4 



ALGUNAS APL I CAC I ONES DE LA DER IVADA 

I V . l I NTERPRETAC I ON GEOHETR I CA DE LA DER I VADA , 

I V . 2  ECUAC I ONES D E  LA TANGENTE Y DE 'LA NORHAL. LONG ITUDES D E  LA  TANGEN 
TE, NORHAL, SUBTANGENTE Y SUBNORMAL. 

I V . 3 ANGULO DE I NTERSECC I ON ENTRE DOS CURVAS, 

IV .4 RAZONES DE VAR IAC I ON DE VAR IABLES RELAC I ONADAS , 
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I NTRODUCC ION: 

E l presente capftu l o  t iene por objeto presentar a lgunas de las más lm·· 
portantes apl i cac iones del concepto de der ivada , Es perti nente ac larar que • 
no ex i ste pract lcamente rama de la lngen ler(a en donde no se encuentren una· 
gran var iedad de usos y apl icac iones de este concepto, Por este mot ivo se·­
r fa sumamente d l f fc l t  abarcar en este curso, el estud io de todas estas api le� 
c lones que l nvotucrarra necesar iamente el conoc imiento de una gran d ivers idad 
de d i sc ip l i nas ( mecán ica, e l ectr ic idad y magnet i smo, res i stencia de meter la• 
tes, c i rcu i tos e léctr i cos, mecán ica de f l u rdos. etc, ) ,  A l o  l argo de la ca· 
rrera , el a lumno l rí conoc iendo y apl icando en d iferentes campos de la lnge-­
n l erla , el concepto de der ivada a un gran número de problemas ,  

I V , 1  I NTERPRETAC I ON GEOHETR ICA D E  LA DER I VADA. 

- Tangente a una curva . 

E l  trazo de l a  recta tangente a una curva en un punto dado de el l a  es una 
herram ienta Importante en l a  resoluclon de muchos probl emas geométr i cos y ma­
temát icos en genera l .  

Antes d e  l a  l nvenc16n de l Cálcu lo D i ferenc ia l ,  e l  problema d e  trazo de ­
la recta tangente pudo ser resue l to sÓl o  para a lgunos casos espec ia les ,  Por -
ejemp lo . la recta tangente a una c i rcunferenc ia en un punto de el l a  pudo l le­
gar a trazarse sabiendo que ésta era perpend icu lar a l  rad io correspond iente -
en d icho punto. S l n  embargo para otro t l po de curvas l a  soluc l6n al prob le-­
ma no habÍa & I do sat i sfactor ia. 

Fue hasta la apar ic iÓn del matemát ico francés P l erre Fermat cuando se­
conc i b i Ó  la recta tangente a una curva . como la pos i c iÓn l (m l te de la recta­
secante a d i cha curva cuando l os dos puntos de Intersecc ión de la secante - ­

con la curva se aprox iman uno al otro , 



La I dea que ten ra Fermat acerca de lo que debra entenderse por '' pos i --
c iÓn 1 rm l te de l a  secante " era vaga e Imprec isa y no l l egó a establecerse 
un método genera l i zado que pud iera ser apl i cab le a cua l qu ier caso , 

No fue s i no hasta l a  pub l i cac iÓn de los trabajos de los matemát icos 
I saac Newton y Gottfrled W, Le ibn i z ,  rel at ivos a la formal i zac ión de l os co� 
ceptos de 1 rm l te y der ivada , cuando se d i spuso de l as herram ientas necesarias 
para prec isar l a  sol uc lon del probl ema de l a  recta tangente a una curva en -
un punto. 

Cons ideremos una curva cont inua y en e l l a  un punto f ijo P ,  La recta -­
que pasa por el punto P y corta a l a  curva en otro punto Q se l l ama secante­
de la curva ( ver f lg .  1 ) , 

S I  se mueve el punto Q sobre l a  curva acercándose a l  punto P ,  l a  secan­
te g i ra a l rededor de P, y t iende a una pos ic ión l ím i te que es la de l a  recta 
PT. 

F igura 1 

Se cons idera que l a  recta PT es el l fm l te de l a  secante PQ y se def ine­
como la tangente a l a  curva en el punto P. 

I nterpretac iÓn Geométr ica de l a  der ivada . 

A cont lnuaclon se ana l i zará el s ign i f icado geom�tr lco de la der ivada ­
de una función en un punto cua l qu iera Xo, ten iendo presente que: 

1 33 

1 1m f ( x ) - f ( Xo ) f ' ( xo) • x+Xo x - Xo 
1 1m f ( Xo + !J.x ) - f ( Xo 

• !J.x -+0 lJ.x 

Para el l o ,  cons ld�rese una curva C que sea l a  gráf ica de una func ión 
cont i nua f cuya ecuac iÓn sea y • f ( x ) 

Cons i dérese además sobre l a  curva e 

- un punto p ( Xo , Yo ) 
- un punto Q ( x, y ) 
- l a  recta tangente PT a la curva C en Xo , 
- l a  recta secante PQ a l a  curva e ,  

ta l y como se muestra en la s i gu iente f i gura : 

F i gura 2 .  

De  l a  f igura antedor se  puede observar que :  

- S I e l punto Q se  mueve sobre la curva e ,  el ángu l o  de  lncl l naciOn e de 
la secante PQ es var iab le .  SI Q se acerca a P, entonces el ang� l o  e se apro­
x ima a l  ángu lo de Incl i nac ión a de l a  recta tangente PT , Lo anter ior se puede 
escr i b i r  s imbÓl icamente como: 

l im e • a· 
Q +P 



que se l ee :  " el angu la  e t i ende a l  va lor del ángu lo  a. cuando el punto Q -­

t iende a l a  pos lc 16n de P " 

- El hecho de que Q t i enda a P Imp l i ca que x t i enda a Xo , es dec i r :  

Q + P - X + XO 

- Con s iderando e l  tr iángu lo  rectángu l o  PQM se t iene que : 

f ( x ) - f ( Xo ) 'L.:..:i2.... tan e x - Xo • x - xo· 

- Ten iendo en cuenta l o  anter ior,  se t iene que : 

1 1m f ( X ) - f ( Xo ) • l lm tan e 
x + Xo x - Xo x + Xo 

- Cons iderando que la func ión tangente es cont i nua en el I nterva l o  - - ­

( -; ; + ) se t 1 ene que : 

l lm tan e 
x +xo tan a. • m pt 

l o  cua l  s ign i f i ca que la tangente del ángu lo  de Incl i nac iÓn de la recta se­
cante, o sea l a  pend iente de PQ t i ende a l a  pend iente de la recta tangente -
PT s i  el punto Q t iende a P .  

- De  l o  anter ior ,  se puede conc l u i r  que : 

f '  ( Xo ) • 1 1m f ( x ) - f ( Xo 
x + Xo x - Xo 

• m ( 1 ) 
pt 

lo  que s i gn if ica que la der ivada de una func iÓn y • f ( x ) en un punto, es -
I gual a l a  pend i ente de l a  recta tangente a l a  curva en d i cho punto , 

Ejempl o, 1 

Ha l l a r  la pendiente de l a  tangente a l a  curva de ecuac iÓn y • x2 - 3 en el -
punto P ( 1 ,  - 2 ) .  ver f i gura 3 .  

So luc iÓn : 
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m • .!!l:. · m • 2x dx ' 
y por tanto : m • 2 

EJemplo .  2 

� 
dx 

y 

f igura 3 .  

Determinar  l os puntos d e  l a  curva d e  ecuac iÓn y • 1 �2 x donde l a  tan­

gente es para l e l a  e la recte de ecuac i Ón 2 x - 5 y + 5 • O 

Sol uc iÓn :  

2 
Le ecuac ión de l a  recta puede escr i b i rse y • --5- x - 1 de .donde se dedu 

ce que su pend iente es : 2 m¡ • --5-

La pend iente de l a  tangente a l a  curva en cada punto es : 
1 0  m • � -

dx ( 1 - 2 X ) 2 

Como l a  cond ic iÓn de para l e l i smo entre dos rectas de pend i entes m1 Y -­

m2 es m, - mz , se t i ene : 

2 1 0  
-s-

• 
( 1 - 2 X )2 

Reso lv i endo esta ecuac iÓn :  

- 2 x ) 2 • 25 � 1 - 4 x 
+ 

4 x2 • 25� i - x - 6 • O• de donde : 



5 Para x1 • 3 : - 2 ( 3 ) 

Para x2 • -2 : 
5 y2 - 1 - 2 

Los puntos buscados son : 

p 1 ( 3 , - 1 ) y p 2 ( - 2 , 1 ) 
:y 

- 2 

• ..i_ . _ ,  - 5 

· + ·  

f igura 4 . 

Ejemplo .  3 

Ha l l ar l a  ecuac ión de la parábol a  y • x2 + b x + e  que es tangente a ­
la recta y • x en e l  punto ( 1 ;  1 ) . 

So l uc i ón :  

C omo  l a  parábo la debe pasar por e l  punto P ( 1 ,  1 ) l as coordenadas de ­
este punto deben sat i sfacer l a  ecuac iÓn de l a  m i sma : 

1 • ( 1 )2 + b ( 1 ) + e -> b + e • O (A) 
Puesto que la parábol a  y la recta deben ser tangentes en P, debe tener­

se en d icho punto �1 • m2 • 
y • x ... m1 • y '  • 1 
De la ecuación de l a  parábola: Dxy • 2x + b 
Para e 1 punto ( 1 ,  1 ) : 

Dxv] { l , l ) • m2 • 2  { 1 ) + b • 2 + b 

(8) 

(C)  

1 35 

de las ecuaciones ( B ) y ( e ) . 
m1 • m2� 1  • 2 + b por lo tanto � 

Y con l a  ecuac ión ( A ) e • 1 
de donde la ecuación de la perábo la . es :  

2 y • x  - x +  

Ejemplo .  4 

Encontrar e l  punto de la curva y2 • 2 x3 para e l  cua l  su tangente es -
perpend icu lar a l e  recta 4 x - 3 y +  2 • O 

Soluc ión : 

- - 1 Por l a  cond l c lon de perpend icu l ar idad m1 • ---1por l o  que es necesar io -
hal la r  pr imeramente l as der ivadas . 

m2 

/ • 2 x3 *y  • S); Y ' • 6 x2 

2/ 2 x3 
• _3_ 

12 
4 2 4 X - 3 y + 2 • 0 -+y  • -3- X + -3- ¡ 4 y ' • 4/3 -+ m2 • -3-

m • - _1_ -.. 31X'. _-_3_. 
1 m2 12 4 

' 

sust i tuyendo en l e  ecuac lon de l a  curva : 
2 ( 1 3 ¡--¡---' 1 y • 2 s > � y · ;m · w 

E l  punto buscado es P ( -k- ,  Ti- ) .  

I V . 2 .  ECUAC I ONES D E  LA TANGENTE Y O E  LA NORMAL. LONG I TUDES DE LA TANGENTE , 
NORMAL, SUBTANGENTE Y SUBNORMAL . 

Sea una curva C de ecuaciÓn y • f ( x ) donde y • f ( x ) 
: IÓn .cont lrrJa en x. 

una fun-- 1 

Se sabe que la pend iente m de l a  tangente PT a C en P ( Xo o Yo ) es : 
m • f '  ( Xo ) 



l uego l a  ecuaclén de d i cha tangente puede escr i b i rse usando l a  forma punto -
pend i ente de l a  ecuac ión de una recta,  as f :  

y - yo • f '  ( xo ) ( x - xo ) • • . • (2 ) 

Se def i ne como norma l a una curva en un punto , a la recta que pasa por -
el punto y es perpend i cu l ar a l a  tangente a la curva en el m i smo, 

As l ,  l a  norma l a l a  curva C en el punto P es l a  recta PN,  f l g .  5 .  

y 

Sabi endo que l a  cond i c i Ón de perpend i cu l ar i dad de dos· rectas es que sus -
pend ientes sean rec fprocas y de s i gno contrar io ,  se puede escr i b i r  la pend le� 
te mN de l a  normal : 

1 mN • - .,.f..,.,-(i-x-0--r , por lo cua l la ecuac iÓn de d icha normal es : 

y - yo • - f '  ( xo ( X • XO ) (3) 

Longltydes de la tangente. la normal. la su btangente y la subnormal. 

la long i tud de l a  tangente se def i ne como l a  l ong i tud del segmento de l a  
recta tangente comprend i do ent re e l  punto d e  tangenc i a  P y e l  punto T donde­
la tangente corta al eje x. La l ong i tud de l a  proyecc ión de este segmento so 
bre el ej e x se l l ama l ong i tud de la subtangente. (Ver f i gura 5) . 

la l ong i tud de l a  normal se def i ne como l a  l ong i tud del segmento de l a  -
norma l comprend ido  entre el punto de tangenc i a  P y el punto N donde l a  normal 
corta al eje x. La l ong i tud de la proyecc iÓn de este segmento sobre e l  eje -
x se l l ama long i tud de l a  subnorma l .  
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En el tr iángu l o  PTS, rectángu l o  en S ,  de l a  f l g ,  5 se t i ene : 

f 1 ( xo ) • tan a • � -+ TS • � TS tan a 
Yo Pero SP • Yo; TS • fi--rx;;/ ¡ TS • Long i tud de l a  subtangente. 

tamb 1 en : ( TP ) 2 • ( TS ) 2 + ( SP ) 2 TP • ,1 ( TS )Z + Voz 

TP • Long i tud de l a  tangente. 

En e l  t r i ángu l o  PSN , rectángu lo en S :  

SN tan a • 'SP'" 

además :  

S N  • S P  tana -+ S N  • yo f '  ( x o 

SN • Long i tud de l a  subnorma l ,  

PN )2 
• ( SN ) 2 

+ ( SP ) 2- PN • ,/ (  SN )2 + Vo2 
PN • Long i tud de l a  norma l ,  

Obsérvese que TS t iene s igno ( + ) s i  l a  absc isa  de T es menor que l a  -
absc isa  de S ,  y, t iene s i gno ( - ) en caso contrar io ,  

Otro tanto sucede con e l  signo de SN  que es  ( + ) s i  N t iene mayor abscl 
sa que S1 y es ( - ) en caso contrar i o .  

Re l a c i ón entre l a  l ong i tud d e  l a  tangente , d e  l a  norma l y d e  l a  ordena• 
da de l punto de tangenc i a .  

S I  e n  un tr i ángu l o  rectángu lo , a y b son l os catetos y h la  a l tura toma� 
do como base l a  h ipotenusa , se t iene por geometrta que: 

1 - 1 + -1-
7 -2 - b2 

a 

De ahl se deduce fác i lmente que : 
1 - 1 + 1 

Yo2 � ( PN )l (1¡) 



Ejemplo 5 . -

Obtener l as ecuac iones de l a  recta tangente v de l a  recta norma l ,  l as ­
l ong i tudes de l a  tangente, de l a  norma l , de l a  subtangente y de l a  subnormal 
a la curva y • ( x - 2 )2 + 1 , en el punto P ( 3, Z ) .  Ver if icar la re l a-­
c lon ( 4 ) • 

Soluc iÓn :  

.tl_ • 2 ( X • 2 ) ; .tl_ l  • Z ( 3 • 2 ) 
dx dx x•3 

l uego l a  pend iente de l a  tangente es m • 2 , 

- 2 

Ecuac iÓn de l a  tangente, según l a  expres ión ( Z ) : 
y - 2 • 2 ( x - 3 ) ,  o b ien Z x - y - 4 • O 

Ecuac iÓn de l a  norma l segun ( 3 ) : 
1 y - 2 • - -:r- ( x - 3 ) : Esto es : x + 2 y - 7 • O 

long i tud de l a  subtangente : 

Ts • Yo 2 1 m • -:r- •  

Long i tud de l a  subnorma l :  

SN •Yo ·m • 2 ( 2 ) • 4 

Long i tud de l a  tangente: 

TP . /( TS )2 + ( Y. ) 2 • � • 15 TP • 15  

Long i tud de l a  norma l : 

PN • • 120 .  2 15: PN • 2r5" 

Estos resu l tados pueden observarse en l a  f i gura 6 ,  

Ver i f icac iÓn de l a  re lac iÓn ( 4 ) . 

1 1 + 1 • 1 1 . _, _ _  .!!_U_ 
2 • --:::-:2 -:-::--:2( PN ) ' -22 

• -5- 20 20 Yo ( TP ) 
por l o  tanto : 
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1 1 
-,¡- :: -,¡-

Ejemplo. 6 

i 

F igura 6 

Ha l l ar l as ecuaciones de l a  tangente y de l a  normal a l a  curva 
X - 1 y • ang sen --2-- en. su punto de intersección con el eje x. 

Sol uc iÓn : 

Para obtener el punto de Intersecc ión : 
X • 1 X • 1 y • O • ang sen -2-- -sen O • -2-- • O -+ x • 1 

p ( 1 ,  o )  

Cá lcu l o  de l a  der i vada y '  • m. 

y ' • l /2 para P ( 1 , 0 ) . y ' • + • m  
j1 • ( X ; 1 ) 2 

EcuaciÓn de l a  tangente: y - Yo • m ( x - Xo ) 
y • -f- ( x - 1 ) • • •  tangente 

Ecuac iÓn de la norma l : y _ Yo • .:_!_ ( x _ 1 ) m 

y • - 2 ( x - 1 ) • • .  norma 1 ,  



Ejempl o 7 .  
Ha l l a r  l a  ecuac ión de  l a  tangente a l a  s igu iente curva dada en  forma -­

paramétr lca ; para t • -f-
Y • t cos 
x • t sen t 

So l uc ión : 

� 
dx 

dy/ dt 
dx/dt 

- t sen t + cos t 
sen t + t cos t 

1T - -2- + O  - n  
1 + 0 · --r 

l as coordenadas del punto de tangencia son : 
1T 1T 1T Xo • -2- sen -2- 9 Xo • T 
1T 1T Yo • -2- cos -2- � Yo • o 

La ecuac 1 ón es : 
y - o - - 2.. ( x - 2.. ) 

1T 
2 ; 2 

-2- x + y - -¡¡- • 0 

Que es l a  ecuac iÓn buscada . 
Ejempl o 8 .  

Ha l l ar l a  l ong i tud d e l  segmento subtangente a l a  curva y .  2x para cua l ­
qu ier punto . 

Soluc ión :  

TS •  _':_o_ 
Yo ' 

y' • O 2x • 2x L 2 X 
TS • _2_x __ • _1_ 

2x L 2 L 2 
TS '" -1-

L 2 
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EJemplo .  9 

Demostrar que l a  l ong i tud de l a  subnorma l de l a  h i pérbol a  x2 - y2 • a2 , 

en un punto cua l qu l era, es I gua l a l a  abc lsa del punto. 

So l uc ión :  

SN • Yo Yo ' 

X • X 
,¡;_z:-; 

I V . 3 ANGULO DE I NTERSECC I ON ENTRE DOS CURVAS , 

Q, O ,  

La d i recciÓn de una curva en un punto se def ine como l a  d l recc"rón d e  •• 

su recta tangente en ese punto, 

AsÍ ,  la d l reccl�n de la curva C de ecuac iÓn y • f ( x )  en el punto 
P ( xo, yo ) está dada por el ángu l o  de Incl i nación de la recta tangente 
PT o b i en por la pend·fente de ésta : 

m • tan a • f '  ( xo ) 

Ahora es fác i l  def i n i r  el ángu lo que dos curvas c 1 y c2 forman a l  cort•L 

se en el punto P xo, yo ) como el ángu l o  � que determ inan l as tangentes 1 • 

l as curvas en P ( ver f i gura 7 ) . 

y 

F i gura 7 .  



Sean y • f 1 ( x )  y - f2 ( x )  l as ecuac iones de c
1 y c2 respect iva-­

mente, se tendrá : 

En l a  f igura 7, es ev idente que : � • a2 - a1 

Con lo que el ángu l o  � puede determ inarse por med io de l as der ivadas -­

de y • f1 ( x ) y y =  f2 ( x ) ten iéndose ; 

� • ang tan f2 ( Xo ) - ang tan fJ ( Xo 

Otra forma de obtener � es med iante la fórmu l a :  
m2 - m1 f Z ( Xo ) - f J ( Xo ) 

tan � • ..-=,:--=-':::--1 + m2 m ¡ 1 + f 1 ( Xo ) f 1 ( Xo ) 1 2 
f 2 ( Xo ) - f t ( Xo ) 

de donde ; � • ang tan ....::. ____ __,:. ____ _ 

1 + f j ( Xo ) f z ( Xo ) 

Ejempl o. 1 0  

Determ inar e l  ángulo que forman a l  cortarse l as pa rabo l a s :  

Sol uc ión : 

2 X y - -2-
x2 y • -q 

(A) 

(B)  

Resolv iendo como s imu l táneas las ecuac iones ( A ) y ( B ) para determ i ­
nar los puntos d e  Intersecc ión :  

2 x
4 

y - """lb De ( B ) : 

Igual ando ( A )  y ( 6 1  ) : 
4 

� . _x_ 
2 1 6  

• • • • ( B  1 ) 
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X 4 - 8 X • 0 - X ( x3 - 8 ) • 0 

de aqul : 

Y¡ • O y2 • 1 

Las paraoolas se cortan en e l  or igen y en e l  punto P ( 2 ,  1 ) . Ahora ­
dado que l as tangentes a las parábolas en e l  or igen son l os prop ios ejes co­
ordenados , el ángu lo que forman en este punto es de 90 ° .  

S e  determ inara ahora e l  ángu lo en P :  

D e  ( A ) , der ivando !mp l fc l tamente : 

¿y_ 1 � 1 .... ....E:/_ 2Y dx • T .., dx • 4y dx 

De ( 8 ) , se t 1 ene: � • � ,.. * 

o b ien : 

1 � • ang tan 1 - ang tan -,¡-

- 45" - 1 4 . 03 °  

- 30 . 97° 

- 30° 58 ' 
1 

- T 3 
tan .¡, � ___ __:..,r- e -5-+ ( 1 )  (-¡¡-) 

� � ang tan + • 30•58 1 

.p � 3o• sa•  

Ejempl o. 1 1  

• 1 • f 2 ( Xo ) ; m2 � 1 

Ca l cu l a r  e l  ángu lo de Intersecc iÓn de l as curvas y • x2 y • x3 



y 

F i gura 8 ,  

Sol uc lón : 
Puntos de IntersecciÓn. Resolviendo las ecuac iones como s imu l táneas 

por Igualación: '1<_2 .. ,.3 _ x2 ( x - 1 ) • O x1 • O: x2 • 1 -y1 • O; y2 • 1 

Los puntos de Intersección son: 

pl ( o, o ) , p2 ( 1 ,  1 ) 

- Cá l cu l o  de las pend ientes. 

y • '1<.2-+ y 1 • 2 X ; 
Y • x3.,.. y' • 3 x2 

- Cál cu lo de los ángu los de Intersecc ión. 
Para P ( O, O ) : 

m1 • O ,  m2 • O por lo tanto a • ang tan O -.  a • O 

Para P ( 1 ,  1 ) : 

3 - 2 1 
1 + 6 • 

1 

1 
a • ang tan T - s· s •  
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I V . 4 .  RAZONES O E  VARIACION O E  VARIABLES RELAC I ONADAS . 
La derivada como razón de camb io. 

Sea una func!on y '"  f( x ) , S I  para un va lor de l a  var iable lndepend le� 
te x, se da a lsta un Incremento �x y se ca l cu l a  el correspond iente lncreme� 
to by de l a  variable depend iente, al d i v i d i r  Ay entre Ax se t iene l a  raz6n 
de camb io promed i o  de y con respecto a x, cuando la var iable I ndepend iente -
cambia de x a x + Ax. 

de 
� 

� 

x 
es la razon da c�b l o  promed io de y con 

x determinado y un l!x dado. 2 
Por ejemplo para l a  función y • T-· Se 

respecto a 

t lene1 

(x + ax¡2 2 x2 + 2x� + ( �x) 2 - 2 X 6Y • .L ¡.,y • - "'"'!""' 2 2 

S I  se d iv ide entre ax: 

..Et. - 1 
ax x + --2- Ax, s i  y camb i a  de 2 a 3 ,  b x • 1 

� - 2 + -}- ( 1 ) • 2 . 5  

2 

x, para un valor -

1 [¡y • x 6 x  + "'"'!""' ( 

� • 1 d � - 2 . 5  Ind i ca que l a  razon de camb i o  promed o e y con respecto a x • 
es Igual a 2 . 5  cuando x aumenta de 2 a 3 .  

S I  e l  Interva l o  d e  x a x + 6x d i sminuye es dec l � s l  6 x  t iende a caro 
al ca l cu l ar el l rm l te cuando Ax + O la razón de camb io promed io de y con res 
pecto a x se conv ierte en razón de camb io en un punto. 

l lm 
óx +O 

La der ivada de y con respecto a x es la razón de camb i o  de y con respe� 
to a x para un valor def i n ido de x. 

En el ejemplo anterior l a  razón de camb io de y con respecto a x es 

d 2 d di( ( + ) • x en cada punto y para x • 2 va l e * • 2 .  

Cuando l a  variable I ndepend iente en el  t i empo t como en una función --
( ) � -y • f t se t i ene que dt es la rapidez de var lac l on de y para un velor -

definido de t .  

bx). 



S I  en un probl ema I nterv ienen var iab l es que son func iones del t iempo -
y d ichas var iables se pueden re lac ionar, entonces der ivando respecto a l  t le� 
es pos ib le  ha l l ar  una re lac ión entre l a  rapidez de var iac ión de l as var i ab les 
cons ideradas .  

Por ejemp lo s i  x • g ( t ) ; y • h ( t ) , y • f ( x ) 

_j_r_ • _d_ f  ( X )  dt dx 

Una sugest ión para proceder a resolver problemas de esta l ndol e ,  es se 
gu l r  los s igu i entes pasos : 

1 . - Enl l star l os datos y las magn i tudes que se buscan , 

2 . - Trazar una f igura que represente e l  enunciado del problema y donde 
, 

se establezca l a  convención que I nd ique con que l etra se esti representando 
cada var iable Invol ucrada. 

3 . - Escr i b i r  la re laciÓn que l igue a l as var iables que Interv ienen . 

4 . - Der ivar con respecto a l  t iempo, 

5 . - Sus t l tu (r en el resul tado del paso 4 las  magn i tudes l nc l u (das en -
l os datos y despejar l as que se buscan. 

Desde l uego que , según el caso, pueden combi narse entre sf estos pa-­
sos suger idos . 

Ejemplo. 12 

Una esca lera de 3 .00 mts. de l ong i tud está apoyada sobre un p i so ho-­
r i zontal y contra un muro vert lca11 s l  el  extremo I nfer ior de la esca l era se 
a l eja del muro a una veloc idad de 1 . 20m/seg. L a qué ve l oc idad desc iende e l  -
extremo super ior en el Instante en que su a l tura sobre el sue lo  es de 2 , 40m7 
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So l uc ión: 
dx 1 . - Datos i • 3 . 00 m;  dt •  1 . 20 m/seg y1 • 2 . 40 m .  

1 - 1 � ncogn ta:  dt 

2 . - Figura : cuando Y¡ • 2 , 40 

x1 • ;'9 - ( 2 ,40 )2 • 1 . 80 m, 

F igura 9 .  

4 . - Der ivando con respecto a l  t iempo: 

dx � dx � 2 X dt + 2 y dt • 0 -+ X dt + y dt • 0 

5 . - Sust i tuyendo va l ores : 

1 . 80 1 . 20 ) + 2 . 40 � - o -2 ,40 � · - 2 . 1 6 -

� • �:l� • - 0 . 90 m/seg. 

Que es la ve loc idad con que desc iende el extremo super ior, en ese i ns tante . 

Ejemplo. 1 3 

El foco de un arbotante esti a 4 . 5  metros de a l tura sobre una banqueta­
hor izonta l .  Un hombre de 1 . 75 m de estatura camina a lejándose del arbotante 
a una ve locidad de 44 metros por mlnuto . L  A razón de cuantos metros por mlnu 
to e rece su sombra 7.  



So l uc í  ón : 

1 . - Datos ; H • 4 .5 m, h � 1 . 75 , �: • 44 m/m l n ,  I ncÓgn i ta :  :� 

2 . - Figura .  

3 . -

�x------+---- Y------� 

F igura 1 C .  

Por semejanza d e  t r lángolos en l a  f igura 1 D .  

....1._ .. � ___y__ � h H esto es : 1.75 • � ; 

4 , 5  Y • 1 . 75 X +  1 . 75 y; 2 . 75 y • 1 . 75 X ;  y • �:�� X 

y • + X 

4 . - Der ivando respecto a 
� . _]_ dx 
dt 1 1  dT 

5 . - Para :: 44 m/m l n  �� • J- 4� • 28 m/m l n ,  

L a  sombra s e  a l a rga a razón d e  2 8  m/m l n .  

Ejempl o. 14 

Un papalote esta a 3D metros de a l tura sobre el n ivel del suelo y se • 

a l eja hor i zontalmente a una ve l ocidad de 10 metros por segundo del n ino que• 
lo sost i ene l A  razón de cuantos metros por segundo está sol tando la cuerda· 
el n l�o, cuando la d i stancia entre �ste y el papa lote es de 50 metros? . 
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Sol uc ión : 
1 . - Datos: lncCÍgn I ta :  
Al tura h • 30 m Veloc idad Incl i nada 

dx Velocidad horizontal d:t '"  10 m/seg 

Di stanci a  I nc l i nada z1 • 50 m .  

2 . - Figura. 

F igura 1 1  

3 . ·  De l a  f i gura 1 1  y por e l  Teorema de P l t«goras 

-

4,- Derivando respecto a l  t i empo t :  

2.Z _!!.!. • 2 dx . dz X dx X -- '  dt • --z- dt dt dt 

s . - De ( A ) : X . J.._
2 

- 900 

Para z1 • 50 m, X¡ • J< 50 l2 -

Luego sus t i tuyendo va lores en 

dz • 40 m ( 1 0  m/seg ) • 8 m/seg Tt 50 m 

900 ._ /1600° 

B 

• 40 m .  

E l  n lno está sol tando l e  cuerda a razon de 8 m/seg. 

Ejemplo. 15 

(A) 

(B) 

En una fábrica de cemento se depos i ta arena de ta l modo que se forma una 
4 

p i l a  cÓn ica, cuya a l tura es s i empre Igual a los--3- del radio de la base. 



1 Sabiendo que el rad io de l a  base aumenta a razon de -¡r- cm/seg ¿ Con qué 
rap i dez aumenta el va l umen de la p i l a  cuando el rad io de la base es de 90 cm 1 

Sol uc ión : 

1 , - Datos : 
4 h • 3 r dr 1 

dt 
-

'lí cm/seg. 

Se busca dv cuando r • 90 cm .  llt 
2 . - F i gura .  8 !  

F i gura 1 2 .  

3 . - E n  l a  fórmu l a  que d a  el vol umen del cono : 
1 2 v • J Ti r h 

Se sus t i tuye h 4 - rr para tener una func iÓn de una var iab le :  

4 3 V • 9 TI r 

4 . - Der ivando con respecto a t :  

5 . - dr 1 Para r • 90 cm y dt • ¡r cm/seg 

Se concl uye que l a  rap i dez con que aumenta el volumen de arena cuando -
r • 90 cm es : 

dv 3 
dt • 4 ,241 , 1 6 cm /seg . 

143 

Ejemplo. 16 

E l  a i re de un g l obo esfilr·lco escapa hac iendo que e l  vol úmen del g lobo• 
d i sm i nuya a raz6n de 400 cm3 por segundo. ¿ Con qué rap i dez d i sm i nuye e l  
�rea de l a  superf i c i e  del g l obo cuando su rad io m ide 20 cm1 ,  

Sol uc iÓn :  

1 . - Datos : 

Camb io de vo l umen : � • - 400 cm3/seg 

I ncógn i ta :  
, , dA D l sm l nuc lon del area dt cuando r1 • 20 cm. 

2 . - La f i gura es obv ia .  

3 . - y 4 . - A � 1¡ 11 r2 '* dA • 8 TI d r  
dt r dt 

v • � TI r3 '* dv • 4 TI r2 !!.!:. 3 dt dt 
dr Despejando dt de la ecuac iÓn ( S ) 

dr 1 
dt - 2 4 TI r 

Sust i tuyendo este resu l tado en l a  ecuaciÓn ( A  

5 . -

dA 
"""dt 
dA 
dt 

dv dA --�> -- -
dt dt 

2 
r 

dv 
dt 

Para r1 • 20 cm y � • - 400 cm3/seg : dt 

• -2-- ( - 400 cm3/ seg ) • - 40 cm2 /seg 20 cm 

40 cm2 1 seg. 

E l  área d i sm i nuye a razÓn de 40 cm2 1 seg . 

(A) 
(B) 



Ejemplo 1 7. 

Una gota esfl!"r lca se evapora en razcm proporc ional a l  área de su super­
f ic ie .  Demostrar que el rad io se reduce con una razón constante. 

So l uc iÓn :  

dv 2 
dt -• 4k 11 r (A) 

K • constante de proporc iona l idad , la f6rmu l a  del vol umen es V • í � r3 

der ivando: 

dv 4 � r  2 dr 
Cit "'  dt (B) 

!gua l anda ( A ) y ( B ) : 

4 k 2 • 4 � r 2 dr � r dt 

dr K Cit "'  Q. D .  

EJempl o. 1 8  

En e l  extremo de una cuerda de 1 2 . 6  m que pasa por una polea s i tuada-
a 6 . 9  m sobre el suelo, se coloca una pesa . S I  un hombre sost i ene el otro­
extremo de la cuerda a 1 . 5  mt sobre el suelo , y se aparta a raz6n de 1 . 2  -­
m/seg . ¿ A qué veloc idad se eleva la pesa cuando el hombre está a 2 . 1 0  m. de 
el punto d i rectamente abajo de la pesa? .  

So l uc l6n : 

dx Datos : 2. • 1 2 . 60 m; H "'  6 .90 m; h • 1 . 5D m; dt • 1 . 20 m/seg ; x1 • 2 . 1 0m. 

l nc6gn l ta :  * 

y - 12 . 60 - z 

z2 • x2 + ( 5 . 40 ) 2 
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• 
Fog ura 1 3  

� - X 
dt 1 i + 29. 1 6  X 

Sus t i tuyendo va lores : 

dx dt 

z -

y -

lx2 + 29. 1 6  
/r-::"2--..... , 

1 2 . 60 - rx + 29. 1 6  

Der ivando respecto a l  t iempo : 

� . 2 x dx 
dt 2 li + 29. 1 6  dt 

� - - 2 . 1 0  ( dt 1( , 1 . 20 ) • - 0 . 435 m/seg . 
fl 2 . 1 0  )2 + 29 . 1 6 

La pesa se e leva a una velocidad de 0 . 435 m/seg . 

=> 

N6tese que el s igno ( - ) del va lor obten ido de * se debe a que a l  --
sub i r  la pesa el va lor de y d i sm i nuye. 



CAPITULO 

OBJET I VO GENERAL DEL CAP ITULO : 

Al term i na r  el estud i o  de este capítu lo ,  e l  a l umno podrá : apl i ca r­

l a  reg l a  de L ' H8p i ta l  para e l  cá l cu l o  de l ím i tes de func iones que pre­

sentan formas i ndeterm i nada s .  Encontrar los va l ores máximos y/o mín i -­
mos de una func i ón .  Ana l i zar l a  var iac ión de una func i ón .  

A l  f i na l i zar este capítu l o ,  e l  a l umno podrá : 

V .  l .  Escr i b i r  l a  def i n i c ión de máx imo absol uto y l a  de mín imo abso l u­
to de una func ión con t i nua en un i n terva l o  cerrado. 

V . 2 .  Enunc iar  e l  teorema d e  We ierstrass . 

V . J .  Enunc i a r  el teorema de Bo l zano. · 

V . 4 .  Enunc iar  e l  teorema d e  Rol l e .  

V . S . I l ustrar  gráf icamen te el teorema de Rol l e .  

,. 

V . 6 .  Dada una func i ón y u n  interva lo d e  s u  dom i n io ,  determ i na r ,  cuan­
do ex i s tan , el o l os puntos que ver i f i can el teorema de Ro l l e .  

V . 7 .  Enunc iar  e l  teorema d e l  va lor med i o  de l cá lcu lo  d i fe renc ia l .  

V . 8 .  1 l ustrar  gráf i camente e l  teorema del va lor  med io  del cá l cu l o  d i ­
ferenc i a l . 

V . 9 .  Dada una func ión y u n  I nterva l o  de s u  domi n io ,  determ i na r ,  cuan­
do ex i s tan,  el  o los puntos que ver i f iquen el teorema del va l or -
med io  del cá l cu lo  d i ferenc i a l .  

V .  l O .  Para una func ión y un va lor de su domi n io ,  ca lcu l a r  aprox imadame� 
te e l  correspond iente . va l or de l a  var i ab l e  depend iente , ap l i can­
do el teorema del va l or med io  del cá l cu lo  d i ferenc i a l . 

V. 1 1 .  Enunc iar el teorema de l va l or med io de l cá l cu l o  d i fe renc i a l  para 
dos func iones . 

V . 1 2 .  Escr i b i r  todas l as formas I ndetermi nadas que se pueden presentar 
en el  cá l cu l o  de l l ím i te de una func ión .  

5 
V . l ) .  Escr i b i r  l as dos ún i ca s  formas i ndetermi nadas para l as cua l es es 

ap l icab l e  la reg l a  de L ' H8p i tal . 

V . 1 4 .  Ut l l  I zar, l a  reg l a  de L ' H6p l ta l  para el cá lcu lo  del 1 im i te de una 

func ión dada , que presenta una forma i ndeterm i nada . 

V . 1 5 .  Escr i b i r  l a  def i n i c ión de func i ón crec i ente y l a  de func ión de-­
crec iente en un i n terva l o. 

V . 1 6 .  Demos tra r  que l a  der ivada de una func ión crec i ente en un i nterv� 
l o ,  es pos i t i va para cua l qu i er punto del i nterva l o .  

V . 1 7 .  Demostrar  que l a  der ivada d e  una func i ón decrec iente e n  u n  i"nter 
va l o ,  es nega t i va para cua l qu ier  punto del i n terva l o .  

V . 1 8 .  Dada una func ión,  determ i na r  l os i nterva l os en los cua l es e s  cr� 
c i ente o decrec i ente . 

V . 19 .  Escr i b i r  l a  def in i c ión de Máx imo re l a t i vo y l a  de mín imo re l a t i ­
vo d e  una func ión.  

V . 20 .  Escr i b i r  l os pasos para determ i na r  l os va lores crít i cos de una -
func ión .  

V . 1 1 . Descr i b i r  e l  c r i ter io  de l a  l a .  der i vada para determ i na r  l os va­

l ores Máximos y mín imos re l at ivos de una func ión .  

V .22 .  Descr ib i r  e l  c r i ter io  de l a  2a . der ivada para determinar l os va­
lores Máx imos y mín imos rel at ivos de una func ión . 

V . 23 .  Dada una func ión def i n i da en un i n terva lo  cerrado, determ i nar  
l os va l ores Máx imos y mín imos absol utos , Máximos y mín imos rel a ­
t i vos de  d i cha func i ón .  

V . 24 . A part i r  d e  datos conoc i dos d e  u n  probl ema fís i co o geométr lc� ­
s impl e ,  determ i nar l os va lores Máx imos o mín imos que representen 
la sol uc i ón de l probl ema . 

V . 25 .  Escr i b i r  l a  def i n i c ión de concav idad hac i a  a rr iba y l a  de conca­
v i dad hac i a  abajo de una curva en un I nterva l o .  



V .26 . Escr i b i r  l a  re l ac ión que ex i s te entre el s i gno de l a  2a . der i v� 
da de una func ión en un punto y su sent i do de concav i dad en ese­
punto .  

V . 27 . Dada una func ión ,  determ i nar los interval os e n  los cua l es l a  cu� 
va que l a  representa , es cóncava hac ia arr i ba o cóncava hac ia a­
bajo. 

V . 2B . Descr i b i r  los pasos para determ inar l os puntos de inf lex ión de u 
na func ión . 

V . 29 .  Dada una func i ón ,  determ ina r sus puntos de inf lexión .  

V . JO . Dada l a  representac ión gráf i ca de una función ,  trazar aprox imad� 
mente l a  gráf i ca de su ·func ión der ivada. 

V . J l . Dada l a  representac ión gráf i ca de una func ión y l a s  de sus der i ­
vadas suces ivas hasta de 3er. orden, expl i ca r  l as re l ac iones que ,. 
ex i sten entre l as caracterís t i cas de éstas y las de l a  función � 
r i g inal . 

V . 32. I nd i car l os aspectos que se con s i deran para e l  an,l l s i s  de var i a  
c ión d e  una func ión .  

V . 33 .  Dada una función, hacer e l  anál i s i s  de su var i ac ión . 
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1 

VAR IAC I ON DE FUNC I ONES . 

V .  l .  Teorema de We lerstras s .  Teorema d e  Bo l zano. 

V . 2 .  Teorema de Rol l e .  I n terpretac ión Geo
.
métr lca. 

V . 3 . Teorema del Va l or Med io del Cá l cu lo  D.i ferenc l a l  ( o  de i ncrementos f l n i  

tos) . I n terpretac ión geométr i ca .  Ap l i cac iones . Teorema del va l or med io 

del cá lcu lo  d i ferenc ia l  para dos func iones (Teorema -de Cauchy) . 

V . 4 .  Reg la  de L ' H8p i ta l . Formas i ndetermi nadas . 

V . 5 .  Func iones crec ientes y decrec ientes . 

V . 6 .  Máx imos y mín imos . 

V . ] .  Concav idad de una curva . Puntos de I nf lex ión .  

V . B .  Representac ión d e  l a  func ión or i g ina l  y sus der i vadas . 

V . 9 .  Es tud io de l a  variac ión de una func ión.  P rob l emas de ap l i cac ión .  

VAR IAC I ON DE FUNC I ONES . 

Un estud io bás i co de l  comportamientó de una func i ón es de I mportanc i a  -
v i ta l  para el conoc im iento y emp l eo de l a  func ión. 

Ta l estud io es e l  conten i do de este capítu l o ,  donde se hace uso de con­
ceptos estud i ados en capítu los anter iores como e l  de l ím ite ,  der ivada , der l v� 
das l atera l es ,  der ivadas suces iva s ,  representac iones geométr i ca s ,  etc . , para­
estud i ar l a  var i ac i ón ·de una func i ón a l o  l argo de su domi n io .  
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V , l  TEOREMA DE WE I ERSTRASS ,  TEOREMA DE BOLZANO , 

Estos teoremas son necesar ios para el mejor entend im iento de l os concep­
tos que se estud i an en el desarro l l o  de este capitul o  y pr i nc i pa l mente s i rven 
de fundamento en l a  comprens i ón del Teorema de Ro l l e ,  el  cua l es a su vez l a  
base para e l  estud io d e l  Teorema d e l  Va l or Med io  d e l  C' l cu l o  D i ferenc ia l , 

La demostrac ión de los teoremas de We lerstrass y de Bol zano, cae fuera -
de los propós i tos de estos apuntes , por l o  cua l se d' so l amente su enunc i ado• 
e I l ustrac ión geométr ica. 

Teorema V . l . - De We lerstrass. 

H i pótes i s :  La func i ón y • f ( x ) e s  cont i nua en· e l  Interva lo  cerrado • 
[ a ,  b ] 

Tés l s :  Entre todos l os va lores de f ( x ) ,  en e l  i nterva l o [a ,  b� hay 
un va l or M • f ( x1 ) ,  l l amado máximo absol uto, que no es superado por n l n·­
gún otro va l or de f ( x )  en � .  bJ y un va lor m • f ( x2 ) ,  l l amad9 mfn lmo ­
abso 1 uto/que no supera a n l nguno de los va l ores de f ( x ) en [a ,  b] . Esto es 
m • f ( Xz ) � f ( X ) � f ( Xl ) • M.  

En  l a  f i gura 1 se ven dos I l ustrac iones geométr i cas de este teorema, en 
e l l os l a  curva C es la g ráf i ca de l a  func ión y • f ( x ) ,  cont i nua en el l nte� 
va l o  [a ;  b ] 

Debe observarse que tanto el m¡xlmo absoluto M ,  como el mfn lmo absoluto 

m pueden presentarse para l os va lores de x extremos del Interva lo  [a ,  b ] ( co 

mo se nuestra en l a  parte (8) de l a  f igura 1 donde M • f ( a ) y m • f ( b ) 
y que M o m pueden. presentarse para más de un va lor de x en [a ,  b ] 

Para el caso part icu l ar  de l a  func iÓn constante y • k ,  se t iene que - -­
M • m • k. 

Teorema V , Z  De Bo l zano, 



Hlp�tes l s :  Sea y • f ( x }  una func iÓn continua en el Interva lo cerrado 
[ a ,  b] y se. y 0 un va 1 or de f ( x l tal que m � y 0 � H, 

Tes i s :  Cuando menos para un va lor x0 de x en [ a, b J ,  se t iene que y0 • 
f ( xo ) 

' 
1 
1 
1 f 

'" _. __ _ _ _  L. _ _ _ _ _ _ 1 f 
: 1 

o • .. 
( A } 

:'"-ft'JQ ' 

b X 
F i gura 

'1=11•1 

""'l(a) 

m - - - - - - - - - - - - - - -- - -�m,f,b 
' 

-!--�d---------�-t 
( 8 ) 

Una l l ustrac16n de este teorema se presenta en l a  f igu ra 2 en l a  cual 
d icho teorema se cumpl e  para dos va l ores de x :  x0 E [ a , b ]  y x1 e[ a, b] 
y0 • f ( x0 } • f ( X¡ ) , 

y 

f1G 2 

V. 2 , TEOREMA DE ROLLE,  INTERPRETAC I ON GEOHETR I CA. 

Teorema V . 3 .  DE Rol l e ,  

X 

H ipótes i s :  Sea y • f ( x ) una func l on que cump le  con las  cond ic iones -
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1 , - y • f ( x l es cont inua en e l  Interva lo cerrado [ a ,  b ]  

2 ,- y • f ( x } es der ivabl e  en e l  I nterva l o  abierto ( a ,  b 

3 . - f ( a ) • f ( b } 

Tes i s :  Existe por l o  menos u n  va lor x1 E ( a , b } para e l  cual 

f1 ( X¡ ) • 0 .  ( 1 )  

Demostrac l6n :  C omo  y • f ( x } ,  es continua en [ a ,  b} , segOn l a  cond l•  
c l6n 1 de l a  H ipótes i s ,  por el  teorema de We lerstrass se  garant iza l a  ex iste� 
c la de un mfn lmo abso l uto m y un máximo abso l uto H en [ a ;  b} , 

Cons idérese pr imero e l  caso partlcu llír en que los va l ores m y H, se pre 
sentan en l os extremos a y b de l I nterva l o[ a ,  b ], es dec i r  que m • f ( a } 
y H • f ( b } ,  f i gura 3 ,  Entonces por l a  cond lc lon 3 , de la  H i pótes i s  se ten 
drá :  

m • f ( a ) • f ( b ) • H • K ( k es una constante ) , 

Esto 1� corresponde al caso de una función constante f ( x l • k para -
la cual a todo val or x1 E ( a ,  b l corresponde f 1  ( x1 l • O ya que l a  der i -
vada d e  una constante va l e  cero. 

Obsérvese que en este caso part icu l ar,  el  teorema se cumpl e  para todo -
val or de x en el I nterva l o  ( a , b ) , 

y 

m• al f(>o):k t M• (b} 
k 

¡, 
fllü3 

X 



Cons idérese ahora que a l  menos uno de los valores m � M  corresponde a • 

un punto Interior del Interva l o[ a, b] Para f ijar lde8$, supóngase que 
H a f (x1 ) donde a � x1 � b 

Segdn el teorema de We lerstrass el valor máx imo absoluto M • f ( x1 ) -
no es superado por n i ngún va lor de f ( x )  en [a,  b] , por consigu iente se • 
tendní: 

f ( x1 + 11 X ) 5_ f ( x1 ) ; a <: XI < b, ( x1 + 11 X ) E ( a ,  b ) 

por l o  cua l : 

f ( x1 + 11 X ) • f ( x1 ) � 0 

D ivid iendo ambos m i embros de esta desigua l dad entre 11 x � O resu l ta :  
f ( X I  + /1. X ) • f ( X¡ 

/:;X > 0 1 1  /:; X  < 0 (A) 

f ( x1 + 11 X ) - f ( x1 ) 
5. o s i  t:; x > O (B) 

SI x + o· , por ( A ) , según el teorema 1 1 .5,  y por la  def l n l c 16n de de• 
r lvada lateral por la l �qu lerda : 

J lm f ( x1 + /1 X )  • f ( X¡ ) 
fl X  + o· 11 X �0 � f� ( X1 ) � 0 (C) 

S l ll x  .. o•, por ( B ) , teniendo en cuenta el  teorema 1 1 . � .  y por 18  de­
f t n lc l6n de der lv8da lateral por la derech8 : 

f ( x1 + fl X ) • f ( x1 ) 
-----�----------------��0 (O)  

{:; X 
Según ( e ) , la der ivada lateral por 1 8  l�qu lerda para x • x1 es pos i t i ­

va o n u l a  y segÚn ( D ) l a  der ivada lateral por 1 8  derecha para x • x 1  e s  ne• 
gatlva o nula, pero �or la cond i ción ( 2 ) ,  de la hl p6tes l s ,  la funcl6n es d� 
r l vable en ( a ; b )  por l o  que es derivable para x • x1 • Esto Impl ica que 
las der i vadas laterales para este valor de x deben ser Iguales, a s (  que l a  
Única pos i b i l idad e s  que: 
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Q. D .  
Interpretación gea.ét rlca del  Teorema de Rol l e .  

Sea l a  func ión y • f ( x ) que cump l e  con l as cond i c iones de l a  h i póte­
s i s  del Teorema. Esto Impl ica l o  s iguiente! 

Por la cond i ciÓn ( 1  ) , l a  graf lca de y • f ( x )  es con t i nua en e l  lnter 
va l e[ a, b ] 

Por l a  cond ic ión ( 2 ) ,  d i cha graf l ca es una curva que t i ene tangente -
en cada uno de sus puntos en ( a , b ) ,  Tal ve� no adm ita tangente en l os •• 
puntos extremos de absc i sas x • a y x • b y  por l a  cond i c ión ( 3 ) ,  los pun• 
tos extremos A y B de abscisas x • a, x • b, t ienen la m i sma ordenada 
A ( a , e ) ; B ( b., e ) ; F lgu ra 4 • 

El teorema demuestra que existe por lo menos un punto de l a  gráf i ca de 
y • f ( x ) ,  en ( a , b ) en donde la tangente a el l a  es para lela a l  eje de 
las abscisas, es dec i r  de pend iente cero. 

En l a  f i gura 4 se I l ustra el caso en que el teorema se cuMp l e  para dos­
puntos , ( x1 .y1 ) y ( x2 ,y2 ) .  

y 

' 
' 

, ,  ' ' 
.. .... b X 

fiG � 

Ejeaplo 1 , •  l nvest lger s i  1 1  func ión f ( x )  • x3 - 3 x + 3 cump l e ­
con las cond i c iones del teorema de Ro l l e,  en el l nterv•lo[-;-r,+¡-rl ,sr  cum 



.... 

p l e ,  detem l na r  l os va lores de x E ( · ff. ,fT ) para l os cua l es se ver i f ica• 
el teorema . 

Sol uc i Ón :  

Pr imero se I nvest i ga s i  l a  func lcÍn cump l e  con las  cond i c i ones de l a  h l p� 
tes i s  del Teorema : 

1 ) . - La func iÓn dada es con t i nua en el l nterva l �[ - 13', + ,TJ' ]  ya que 
se trata de una func l�n pol inÓmica ,  la cua l es cont i nua para todo va l or de x .  

2) . - La func l�n dada e s  der ivab le  en e l  lnterva l o  ( ·13', +/"Y ) porque 
s l e.ndo pol inómica , es der ivable para todo va l or de x .  

3) . - f ( a ) - f ( -13 ) - - 3 n + 3 n + 3 a 3 

f ( b ) - f ( 13> - 3 13' - 3 R' +  3 - 3  

Luego f ( a ) • f ( b ) 

La función f ( x ) • x3 • 3 x + 3 s i  cump l e  con las  cond i c i ones de l a  -
h i pÓtes i s  en el Interva l o  propuesto. 

La der ivada de la funciÓn es : f1 ( x ) • 3 x2 - 3 ,  as f que:  

f • ( x ) z O "'> 3 x2 - 3 • .  O =) x1 • • 1 , x2 • 
por l o  cua l : f '  ( - 1 )  • O, f '  ( 1 )  • O, y como - /3< 1 < + /37  - /3'< - 1 < + /3  
se concl uye que e l  Teorema se ver i f ica para x1  • - 1 y x2 = 1 
Interva l o  ( · /T.' + /T') .  

en e l  

Para I l ustrar geométr i camente este ejemp l o ,  se  presenta l a  f igura 5 ,  

2/3 Ejemp l o  2 . - S I  l a  func ión f ( x ) • 4 - x cump l e  con las  cond l c l o·· 
nes del Teorema de Rol l e  en el Interva l o  I - 3, 3 ]  ha l l ar l os va l ores de -­
x E ( - 3 ,  3 ) pa ra l os que se ver i f i ca el Teorema . Trazar la gr,f lca co-­
rrespondiente. 

Sol uc i ón : 

S I  se apl i can l as cond ic iones de la H i pótes i s  del Teorema se ve que : 
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(1-J):O y ' 

o 

.FIGj 

i¡-.o : 
1 
1 

X 

1 ) .  La fanc ión es cont inua en el intervalo[ - 3 ,  3 ]  dado que s i empre 
se cumpl e  que l fm ( 4 - x213 ) • 4 - x 213 es dec i r ,  ....- x E [ - 3 ,  3 ] , o o x+ x o 

f im f ( X ) • f ( X ) X + XO O • 

2) . - La der i vada de l a  func ión es : 2 - .!. 2 f l  ( X ) • • -3- X 3 • • -3--
3 ifX 

Se observa que f '  ( x )  no esta def in ida para x1 • O y O E ( - 3 , 3 ) ,  
l uego l a  func ión no es der ivab l e  en e l  I nterva l o  ( - 3 ,  3 ) ,  y por lo  tanto no 
cump l e  con l a  segunda cond ic ión de l a  H i pótes i s  del Teorema , 

Esto Imp l ica que el Teorema de Rol l e  no es apl icab l e  a la func ión - - - " 

f ( x ) • 4 - /13 en [- 3 ,  3] . 

En l a  f i gura 6 se observa que aun cuando l a  gr,f lca de l a  func ión es una 
curva con t i nua y los puntos extremos A y B en el I nterva l o  dado t i enen la -­
m i sma ordenada , no exi ste n i ngún punto de l a  gr,f lca ent re A y B donde la recta 
tangente a e l l a  sea para l e l a  a l  eje de l as absc isas.  



y 
4 

-3 3 
FIG 6 

E le� lo .  3 . - Dada l a  func l6n f ( x )  • 1 x - 2 l ,  y e l  Interva l o  -
[ - 2 ,  6j  s i  es apl i cab l e  e l  Teorema de  Ro l l e ,  determ i nar e l  o l os puntos don 
de se ver i f i ca .  

So l uc ión :  

Para ver s i  se cump l en l as cond i c iones d e  l a  H lpótesfs del Teorema d e  -
Rol l e, se pueden emp l ear ahora l as conc l us iones del ejemp l o  1 4  del Capftu l o-
1 1 1  donde se t rata esta func ión, 

De d i chas conc l u s i ones se t i ene : 

1 ) .  La función es cont i nua en [ - 2 ,  6]  

2) . La func ión no  es derivab l e  para x1 • 2 E ( - 2 ,  6 ) l uego no  e s  de­
r ivab l e  en el I nterva l o  abierto ( - 2 , 6 ) . 

Esto hace ver que el Teorema de Rol l e  no es ap l icab l e  en este caso, 

La f i gura 7 muestra la gráf i ca de la func ión dada , Al l f  se ve que entre 
l os puntos A ( - 2, 4 )  y 8 ( 6, 4 ), no hay ni un punto de d i cha gráf i ca don 
de l a  recta tangente sea para l e l a  a l  eje de l a s  absc isas. 

V . 3 . - TEOREMA DEL VALOR MED I O  DEL CALCULO D I FERENC IAL(O DE I NCREMENTOS 
F I N I TOS � I NTERPRETAC I ON GEOMETR I CA. APL I CAC I ONES . TEOREMA DEL VALOR 
MED I O  DEL CALCULO D I FERENC I AL PARA DOS FUNC I ONES . 
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FIG 7 

Teor�a V . 4  Del Va lor Med io del Cá l cu l o  D l ferenct'a l . 

H i pótes i s :  Sea l a  func ión y • f x } que cumpl e  con l a s  cond ic iones, 

1 ) .  y • f x )  es cont i nua en e l  I nterva lo cerrado [ a ,  b] 

2) . y • f ( x es derivab l e  en e l  Interva l o  abierto ( a ,  b 

Tés l s :  Ex i ste por lo menos u n  va lor x1 en e l  Interva lo ab ierto ( a ; b ) 
para e 1 cua l .  

f '  ( x } • f ( b - f ( a  } 
1 b - a 

DeQIOstrac lón : 

a <  x1 < b (2} 

Sea y • f ( x ) una func ión que cump l e  con las cond ic iones de l a  h i póte­
s i s  del Teorema y cons idérese la func ión aux i l iar . 

� ( X ) • f ( X ) • A X (A) 
en la cua l A es constante. 

Esta función es cont i nua en el Interva l o [  a, b] y der ivab le en e l  Inter­
va l o  ( a , b ) ,  dado que es la suma a l gebra ica de d0s func iones que lo son , 

Por l o  m i smo, l a  func ión ( A ) cump l e  con l as dos pr imeras cond i c iones -
de l a  H i pótes i s  del Teorema de Rol l e  y para que tamb i én cump l a  con l a  tercera 
condic ión de d i cha H i pótes i s ,  basta determ inar e l  va lor adecuado de A, esta-­
b l ec i endo la cond ic ión : 



cp ( a ) • <P( b ) 

C01110 <P ( a ) • f ( a )- A a y <P( b ) • f ( b ) - A b, se tendrS segOn 
( B ) : 

f ( a • A a • f  b ) · A b • A ( b - a ) • f ( b ) - f ( a )  

(B) 

A • f b ) - f ( a (C) 
b - a 

Asf que para este va lor de .A, l a  func l6n ljl ( x )  • f ( x ) - Ax. sat i s·-
face las tres cond ic iones de la H i pótes is del Teorema de Rol l e .  

SegOn l a  tés l s  de l  m i smo Teorema , ex l st l rS por l o  menos un  va l or 
x1 E ( a· , b )  para el cua l : 

<P 1 ( x1 • O ;  a < x1 < b 

Pero de ( 1 ) <P ' (  x • f 1  ( x - A  y para x • x1 queda : 
4> 1 ( x1 ) • f 1  ( x1 ) • A 

lo cua l por ( 3 ) y ( 4 ) da : 

f 1 ( xl ) _ f ( b ) - f ( 11 ) • 0 .,. f , ( ) • f ( b ) f ( a ) ,· 
b - a x1 b - a 

x1 E ( a ;  b 

l nterpretac l6n Geométr i ca .  

Q . D .  

(O)  

Sea el arco AB de la f igura 8 ,  la gráf ica de la func 16n y • f ( x ) que 
cump l e  con l as cond ic iones del Teorema del Va lor Med io de l Cá lcu l o  D l feren-� 
c la l  en el Interva l o  [e ,  b ] .  

Entonces por l a s  cond i c iones de l a  H i pótes i s  del Teorema d icha gráf ica­
será una curva cont i nua y adm i t i rá tangente en cada uno de sus puntos entre• 
A y B (excepto ta l vez en l os puntos A y B) . 

El Teorema establ ece que ex i ste cuando menos un punto P1 ( x1 , y1 ) de 

y 

o 
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la curva entre l os puntos A y B en e l  cua l la recta tangente es para l e l a  a l a  
secante que pesa por l os puntos A y B .  

l l t d : 
1 1 

¡ ... ,b 
r-- b-a--j 

(Al  

A 

X ,. x, 

F igura 8 

En efecto, l a  pend iente de d icha secante es 

f e· b ) - f ( a ) mAB • tan a• b _ a 

y 

X 

(8 )  

como se puede ver en la f igura B ( A ) , la pend iente de la recta tangente -­
a l a  curva en el punto P1 es : 

m • f 1  ( x )  
y por l a  Tés l s  del Teorema del Va l or Med io del Cá lcu l o  D i ferenc ia l  se t lene t 

f b - f ( a ) f 1 ( x, ) - .:._!.....i'-b -'-'-a....:.......!.....:=---'-

que equ iva l e  a l a  cond ic ión de para l e l i smo : mAB • m. 

arco 
a l a  

Desde l uego que este Teorema puede ver i f i carse en más d e  u n  punto del • 
AB como es e l  caso de l a  f igura 8 (B) , en donde las rectas tangentes ­
curva en l os puntos P1 y P2 son para l elas a l a  secante que pasa por -

l os puntos A y B .  

Coro l ar io 1 . - Una func 16n y • f ( x )  cuya der ivada es nu la en un l nteL 
va lo ,  es necesar iamente una func 16n constante en este I nterva l o. 



En efecto sea l a  función y • f ( x ) que cumpl e  con l as cond i c i ones -
del Teorema del Va l or Med io del Cli l cu l o  D iferencia l en el lntervl!l l o [ a ,  b J 
adem&s sea f 1 ( x ) • O "t x E ( a ,  b ) 

En e l  I nterva lo[ a, x] donde a < x < b, se cump l en las cond ic iones an• 
ter lores por lo cua l  según la tes i s  de d i cho teorema , apl icado en el lnter• 
va l o[ a ,  x] se t i ene : 

f ( X ) • f ( a ). f l ( < X X - a x1 a < x1 

Pero como f '  ( x ) • O, se tendrl f '  ( x1 
f ( X )  • f ( a )  • O +  f ( X )  • f ( a ) x - a 

-!> f ( x ) • f ( a )  

Como f ( a ) • k es constante, f ( x ) • k 

• O, por l o  cua l : 

• o 

Q. D .  

Coro lar io 2 , - S I  dos func iones y • f1 ( x ) y y • f2 ( x ) t ienen sus -
der ivadas Igua l es en un Interva lo, d i f ieren en una constante en d icho lnterva 
lo. 

Efect ivamente sean l as func iones y • f1 ( x ) ,  y • f2 ( x )  cont i nuas -­
en [ a ;  b ]  y ta 1 es que f ¡ ( x ) • f Z ( x ) en ( a, b ) .  Cons 1 d�rese 1 a fun­
c ión g ( x ) • f1 ( x ) - f2 ( x ) .  La func ión g ( x ) cump l e  con las condl 
c lones del Teorema del Va l or Med io del C� l cu l o  D iferenc i a l . 

Además : g 1 ( X ) • fJ ( X ) • fl ( X ) 

pero como fJ ( x ) • f2 ( x ) ,  se tendrl g '  ( x ) • O 

Entonces , por el coro l.!ldo 1 ,  g ( x )m k + f1 ( x ) - f2 ( x )  • k 
Q ,D ,  

Ejempl o  4 .  I nvest igar s i  es apl icab le e l Teorema de l  Va l or Med io de l  -
Cl lcu l o  D i ferenc i a l  a l a  func ión f ( x ) • x3 - 5 x2 - 3 x en el Interva lo -
[ 1 ,  3 ]. S I  l o  es , ha l l ar e l  o l os valores de x para los cua l es se cumpl e­
d icho Teorema en ( 1 ,  3 ) .  

So l uc ión : 

Al apl icar las cond ic iones de l a  H i pótes i s  del Teorema se concl uye l o -
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s igu iente :  

1 ) .  La func ión dada es cont inua en e l  l ntet'Ya lo [1 ,  3] ya que es una ­
func ión pol i nómica y por lo tanto es cont i nua para todo va lor de x, 

2) .  La función dada es der ivab le en el Interva l o  ( 1 ,  3 ) por que es ­
derivab le para todo va l or de x por ser pol inóm ica. 

Entonces s i es ap l icab le e l Teorema , y deber& tenerse según l a  tés l s  
de l  m i smo : 

f ( 3 ) - f ( 1 ,_ f '  ( ) • 3 • 1 X1 ' 1 < X¡ < J 

ya que a • 1 y b • 3 . 
f ( 3 ) • 33 - 5 ( 3 ) 2 - 3 ( 3 ) • - 27 f ( 1 ) • 1 - 5 ( 1 ) - 3 ( 1 ) - - 7 

f ( 3 ) - f ( 1 )  
3 - 1 • 

Por otro l ado f '( x 

- 27 - 7 ( - 7 ) 1 o 2 - -

) • 3 x2 - 1 0  x - 3, l uego: 

3 i • 10 X • 3 • - 1 0  � 3i • 10 X + 7 • 0 

Resolv iendo esta ecuac ión se obt ienen : x1 • -f- ;  x2 • 1 
7 Como -r- & ( 1 ,  3 ) y 1 Ji' ( 1 ,  3 ) ,  e l  ún i co va lor para e l  cual se cum-

p l e  el Teorema en ( 1 ;  3 ) es x1 • -f- ,  
Ejempl o  5 . - L Es apl i cab le el Teorema del Va lor Med io del Cl l cu l o  D i fe­

rencia l a la func ión f ( x ) • -2- en e l  Interva lo G- 1 ;  2 ] ?  En caso af i rma X 
t l vo, determ inar el o l os va lores de x donde se cump le el Teorema . 

Sol uc lón 1 

Apl icando l as cond ic iones de l a  R lpótes l s  del Teorema se ve que : 

1 ) .  La func ión f ( x ) • -2- es d i scont i nua para x • o  y x • O E �1 , 2] X 
l uego l a  función no es cont inua en e l  I nterva l o  cerrado [- 1 ,  2 ] ,  No cum· --
p l l�ndose l a  pr imera cond i c ión de l a  H i pótes i s ,  se conc l uye que el Teorema -



no es apl i cab le en el I nterva l o  menc ionado. 

Gráf icamente se puede constatar con -
mucha fac i l idad esta conc lus ión obser 
vando en la f i gura 9 que no exi ste --

2 n i ngún punto de l a  gráf i ca de y • -x-
entre l os puntos A ( - 1 , -2) y B (2 , 1  ) 
en donde l a  recta tangente sea para le­
l a  a l a  cuerda que pasa por A y B .  

y 

F igura 9 .  

Ej emp lo 6 . - Hacer ver que e l  Teorema del Va lor Med i o  de l  Cál cu l o  D l feren 
e !  al no es apl icab le a la func f6n f ( x ) • ( x-2 J 213 en el I nterva l o  [O, 3 ]  
Ind i cando por qué y trazando l a  gráf i ca correspond iente . 

So l uc ión :  

La func ión f ( x ) • ( x - 2 ) 213 es cont i nua para todo va l or de x ya -
que s i empre se t iene : l (m f ( x ) • f ( x0 ) l uego l a  pr lmera cond i c ión de­

x +x o 
l a  H i pótes i s  del Teorema s i  se cump l e :  

1 )  f ( x )  • ( x - 2 )213 es  cont i nua en [ o ,  3] 
La der lvada de 

se observa que esta 

2 l a  función es : f '  ( x l • 1/3 3 ( X • 2 ) 
der ivada no exi ste para x • 2 y 2 E ( O ,  3 ) l uego no se -

cump l e  l a  segunda cond lc 16n de l a  H ipótes i s  del Teorema , 

2) .  f ( x ) • ( x - 2 )213 no es der i vab l e  en ( O , 3 ) .  

Por esto no es ap l icab l e  e l  Teorema 

En l a  f i gura 1 0· se I l ustra este ejemp l o ,  Puede observarse que es  Impo­
s i b l e  que l a  recta tangente a l a  curva en a l gún punto entre A y B, sea para !� 
la a l a  secante que pasa por A y B. 

Otra forme en que sue l e  presentarse la T�s l s  del Teorema del Va lor Me-
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y 

fiG 10 

d io del Cá l cu l o  O l ferenc l a l  es l e  s i gu iente, 

SI de f b ) - f ( a )  f '  b - a • 
se despeja f b ) ,  queda : 

X 

f ( b ) • f ( a ) + ( b - a ) f 1 ( x1 ) ; a < x1 < b 

a < x1 < b � x1 - a > O ,  b - a > O =') O <  xl -
a 

�< 1  

Sea xl - a 
� • e, se tendrá O < 9 < 1 

Luego: x1 • a + b - a ) 9 
Y s i  b - a • h :  b • a + h y x • a +  h e  

Con s iderando esto en l a  expres ión ( 3 ) : 

o < e < 1 

f ( a + h ) • f ( a ) + h f '  ( a + h e ) : o <  e <  1 

Obs6rvese que las expres iones ( 3 )  y ( 4 )  son equ iva l entes 

(3) 

(4) 

E l  Teorema del Va l or Med i o  del Cá l cu l o  D i ferenc i a l  puede ser muy út i l  -
para est imar l a  magn i tud de la var iab le depend i ente y hacer aprox imac iones -
numér icas. 

Ejemp lo ,  7. - Emp l eando el Teorema del Va lor Med io del Cá l cu l o  D i feren­
c ia l ,  est imar � 



Sol l¡c ión: 

Tomando f ( x ) e � ;  f 1 ( X ) K 213 3 X do (3 )  

J./28""" 
queda : 

Es to es : 

�= 

W + � 28 - 27 >J [-
3 

-
x1

-:i-
�¡=-3 -] ; 

3 + 1 

3 2/3 

a e 27 , b e  28 y ap l ican-

27 < xl < 28 

(a) 
x1 1 1 1 _1 __ Pero como 27 < x1 

< 
( 27 ¡

213 
a 

3 + 
3 

3 < 

273 --
3 x1 

1 < 3 + -1-2/3 x1 27 

�< 3 + _1_ 
27 

3 3 ( 9 ) 

, l uego por (a.) 

P-ara ejemp l if icar una apl i cac ión del Teorema de l Va lor Medio del 
Cá l cu l o  D iferenc i a l  expresado en la ecuac ión (4) se da el s igu iente : 

Ejempl o B .-

Demos trar que liCi"1 - /Too <-do 
So l uc ión : 

Sea f ( X ) = /X j  a =  100 , h K 1 ,  entonces a +  h = 1 0 1  

f ( a + h ) e liOT , f ( a ) z 1100 
Como f 1 ( X )  m --1-- -+ f 1 ( a + h e ) = f 1  < too + e ) .. 

2 /X 2 1 
1\pl icando (4) : ITo1 = /100 + o < e < 1 

2 1 100 + e 

Esto es :  liOT - liOO = 
2 .¡ 100 + a 

Pero: 1 < l uego : 
2 1 loo + e 2 .¡-1Qo 20 

1 

27 

100 

/""lUI - rmD <To Q . D . 

+ a  
; O<e<l 
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Teorema del Va l or Med io del Cá l cu l o  D i ferenc i a l  para dos func iones : 

Este teorema conoc ido tamb ién como Teorema de Cauchy, es fundamenta l pa• 
ra estud iar la Reg l a  de L 1 H8p lta l que se ve en el s igu iente teme . 

Teorema. V ,  5 De Cauchy 

H ipótes i s .  Sean y • f ( x } ,  y • g ( x } dos func iones que cumpl en con 
las cond ic iones : 

1 ) .  y • f ( x ) ,  y • g ( x )  son cont i nuas en el Interva lo[ a ,  b ]  

2} . y • f ( x ) , y • g ( x )  son derivables en et . l nterva l o  ( a , b 

3) . g 1 ( x } .;. O para todo va lor de x en ( a ,  b ) • 

Tés l s :  Ex i ste u n  va l or x1 en el Interva lo ab ierto a ,  b } para e l cua l 

f ( b ) - f ( a } f 1 ( x l ) 
g ( b ) - g ( a ) g 1 ( xl ) 

a < xl < b (S) 

Demostrac ión :  Conv iene primeramente hacer ver que g ( b ) .;. g ( a ) �a 
ra que l a  expres ión ( 5 ) ,  tenga sent ido. 

En efecto ev i dentemente l a  función y • g ( x ) cump le con las cond lc lo- · 

nes de l a  H ipótes i s  del Teorema del Va l or Med io del Cá l cu l o  D i ferenc i a l  en -
el Interva l o  [ a ;  b] , l uego se t iene : 

g ( b ) - g ( a )  ( ) b _ a • g 1 x1 ; a <x1 < b 

Pero g 1 ( x } .;. O JJ. x e: ( a ,  b } � g 1 ( x1 } .;. O 

9 ( b l - 9 ( a l p. O - g ( b } - g ( a } P. O -+ g ( b ) P. g ( a ) b - a 

Ahora b i en ,  cons idérese l a  func i ón aux i l i a r :  

q, (  ) f ( b } - f ( a )  x • g ( b ) - g ( a ) [ g ( X ) - g (, a ) J - [ f ( X ) - f ( a ) J . (A) 

Como puede observarse, ljl ( a }• q, ( b ) • O, entonces la func i ón t A ) • 



cump l e  con l as tres cond i c iones del Teorema de Rol l e, 

Como cj>1 ( X  ) • f ( b ) • f ( a  ) g 1  ( X  ) • f 1  ( X  ) g ( b ) • g ( a ) 

Según l a  Tes i s  del Teorema de Rol l e :  cj> 1 ( x1 ) • O; a <  x1 < b 
Lo cua l lmpl Jea por ( B ) 1 

f ( b ) - f ( a j 
g ( b ) - g ( a g 1 ( x, ) - f 1 ( x, ) • O 

Como g 1  

f b 
g b 

( x1 ) ;. O ,  a l  d i v id i r  en ( e ) entre g 1 

- f ( • ) f 1 ( x, ) . f b - f 
• g ( • ) - g 1 ( x, l • o ... g b - g 

V , ,  REGLA DE L 1 H6P ITAL. FORMAS I NDETERH I NADAS , 

( x, 
a ) 
a ) 

) queda 
f l 

a < x1 < b 
Q., O .  

( B )  

(C) 

Cuando una funel6n y • f ( x ) , t� una de las s igu ientes fonR��s para 
un determinado va lor de x¡ 

o .. f ( X ) • O , -;;;- , (0) ("") ,  "" .  
o o 

ao ,  O , co f 

se d ice que la func16n y • f ( x ) toma una fonna Indeterminada . 

Hasta el momento, en e l  Capftu l o  1 1  en el c' l cu lo de a lgunos l fml tes -· 
o .. cuando resu l taba 0 6 �· se v ieron ver los casos en los cua les se mostr6 -

l a  forma de como el im inar d i cha lndeterm lnac 16n ,  E s  dec i r ,  dada una func 16n 
y • f ( x ) ,  si para a l gún va l or de la var iable Independ iente, e l l fm l te de­
la funcl6n toma una de l as dos formas anter iores de Jndeterm l nac16n ,  ya sea 
o .. 0 6 '""' se ha v i sto como conocer el va l or de d i cho l fm l te, med iante una --
transformac16n o proced im iento a l gebra i co. 

Sin embargo, una de l as apl icac iones de la der ivada, es prec i samente ­
poder el im inar d icha lndeterml nac16n en una forma más senc i l l a , a trav�s -
de l a  reg l a  de L 1 H8p l ta l , l a  cua l se descr ibe a cont lnuac l6n :  
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Regl a  de L 1 H�p l ta l : 

Dada l a  fracc l6n : W-4 ,  s i  f ( a ) • O y g ( a ) • O , 9 \ X / 0 se presenta en el coc i ente una lndeterm lnac l6n de l a  forma 0 , para x • a ,  

E l  problema que s e  p lantea cons i ste en encontrar ¡  

1 fm f ( X ) 
x+ a 9TXT 

Para el l o ,  se har' uso del sJgu lente teorema : 

Teorema v. 6 Reg l a  de L 1 Hop l ta l  

H l p6tes l s :  1 ) . - Sean y • f ( x )  y Y •  g ( x ) ,  dos func iones der ivable• 
en e l  Interva lo ab i erto 1, excepto posfb lemente en el número a e I.  

2) , - Para toda x ;. a en 1 , g 1 ( x ) ;. O ,  

3 ) . ' rm f ( X ) • 0 y 1 rm g ( X ) • 0 
x + a  

4) . Hm 
x + a 

f l ( X 
g l  ( X • L 

Tés l s :  Se cumpl e  que :  

x + a 

1 1m f ( X ) • l - 1 rm f ( X ) 
x -.. a 9TX'T X + a 9TX'T • 1 fm f l ( X 

x ... a gl ( x  

E l  Teorema anterior es v' l ldo s l  los l fm l tes a l os que se hace menc 16n ­
son todos l fml tes derechos , l fm i tes izqu ierdos 6 l fmi tes totales .  

Oemostrac 16n : 

Para l a  demostrac 16n del Teorema anter ior, se d i st inguen tres casos : 

1 ) .  

2) . 

+ x+ a 

X+ a 

3) . X+ a 



Anal izando l a  demostrac 16n del pr imer caso, se observa que en l as con-­
d ic iones del Teorema no se supone que y • f ( x )  , y  • g ( x )  est�n deflnl 
dos en 11 a 11, por tal mot ivo, cons iderando que: 

para x P. a 
y para x • a 

y • f ( X y y • g ( X ) 
y • f ( a • O y y • g ( a ) • O (A) 

Sea 11 b 11 el punto extremo derecho del I nterva lo abierto 1 dado en las­
cond ic iones del Teorema , Puesto que y • f ( x ) Y Y • g ( x ) , son ambas de 
r lvables en 1 ,  excepto pos i b l emente en 1 1  a ", se concl uye que y • f ( x ) y 
y • g ( x ) son ambas der ivab l es en e l  Interva l o  ( a ,  x ]  , donde a < x � b, 

Asf que, y • f ( x ) y y • g ( x ) son ambas cont i nuas en el l nterva lg, ­
( a , x ] , Las funciones y • f ( x )  y y • g l x )  son tamb ién continuas a -
la derecha de " a 11 ya que: 

J (m+ f ( X ) • 0 • f ( a ) 
x -+- a 

y 1 fm g ( x ) • O • g ( a 
X -+-a+ 

B 

Por lo tanto, 
cerrado [ a ,  x ]. 
c lones de l  Teorema 

y • f ( x ) , y  y • g ( x ) ,  son cont i nuas en el Interva l o  
Asf , y • f ( x ) , y  y • g ( x )  sat i Sfacen l as tres condl 
de Cauchy para dos func iones en el I nterva l o  [ a , x ] .  

luego, se cump l e  que : 

f ( X ) • f f a ) 
g ( X J • g a J 

f l  

donde x1 es u n  número tal que a < x1 < x , 

Ten iendo en cuenta l as expres iones ( A )  y ( B ) , se t iene quez 
f ( X ) • 

f 1 ( X1 ) 
9TXT gl ( x1 ) 

(C) 

(O) 

+ Ya que a < x1 < x, se s.Jgue que cuando x -+- a , x1 + a•, por l o  tanto : 

1 fm f ( x ) 
9TXTX • 

x + a+ 
f 1 ( x1 ) f 1 ( x1 ) 

J (m+ 1 ( X ) • J (m+ ..,..., ...,....,.,..:� 
X-+- a  g 1 x1 _.. a g X1 ( E) 
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Pero por las cond ic iones del teorema, el l fm l te en el l ado derecho de -
l a  expres 16n ( E ) , es L. Por cons igu iente: 

1 (m f ( X ) • L 
x -+-a+ !j'"T'i(T 

l o  cua l prueba e l  caso ( 1 ) , 
Q, D .  

La demostrac l6n del caso ( 2 ) ,  e s  s i m i l a r  a la anter ior, y l a  demostra• 
c 16n del caso ( 3 ) está basada en los resu l tados de l os casos ( 1 ) y ( 2 ) y 
se dejan a l  estud iante como ejerc ido, 

E l Teorema V ,  6, se conoce con el nombre de Reg l a  de L 1 H8p l tal , 

De esta manera , queda v i sto que l a  regl a  es apl l cabÍe para l a  forma % ,  
as im ismo, tamb ién resu l ta apl icab le para l a  forma �· s in embargo su demos-­
trac 16n , no se presenta en este capftu lo ,  dado que cae fuera del a lcance del 
curso. 

En conc l us l6n, cabe menc ionar que la reg l a  de L 1 H8p l ta 1 ,  s61 o  es api le� 
b le cuando se presentan l as formas Indeterm inadas � 6 � 

EJemplo !J, 

Encontrar 1 (m _x __ x -+- Q  tan x 

Sol uc l6n :  
Sust i tuyendo en l a  expres 16n x • O ,  s e  obt iene que :  

t rm � •  0 
x -+-O tan x O 

l a  cua l es una l ndeterml nac l6n que puede e l iminarse med iante el empl eo de l a  
reg l a  de L I H8p l ta 1 , de esta manera cons iderando l a  expres l 6n anter ior, como 
un coc iente de dos func iones se t iene que :  

l fm 
x -+- O 

__ x _ • l (m f ( x ) 
tan X X -+-O !j'"T'i(T 

por l o  tanto, ap l icando l a  reg la de L 1H8p l ta1 resu l ta !  



1 1m %-f-7i = 1 1m f '  ( x ) 1 1m 
grrx-r . X +0 g X X -+0 x ... o 

f i nalmente, tomando el l fm l te se obt iene¡ 

J (m � • + • 1 
x+ O sec x 

por lo que, 

J (m 
X + O  

X 
t'iiñ"'X . 

Ejemplo 1° Calcula r :  

I r  m 
x + "'  

F ( X ) • 1 (m X 
X + "' � 

Sol uc l6n : 

1 
-,-sec- x 

Al buscar el l fm l te de F ( x ) cuando X + oo, se obtiene: 

1 (m F ( x ) X 
� -x + "' 

La lndetermlnac16n anterior, puede el imi narse empleando para e l l o  l a  re­
g l a  de L ' Hop ltal y con s i derando a F ( x ) ,  como un cociente de dos funciones, 
de la  s igu iente forma : 

l (m F ( X ) • 1 fm f ( X ) 1 fm f 1 X 
X +  CD X + c:o gm - x .. (Q gi X 

por l o  tanto: 
f1 ( X ) 

x1J'! g 1 ( x ) 
F i na lmente: 

1 1 o _ I"X _ __ _ 

J fm X 
• 0 

x... .. -;;r:--1 
En algunas ocas iones, puede suceder que despu�s de haber apl i cado la r� 

gla  de L ' H8p l ta l ,  a una lndetermlnac16n, �sta pers ista es dec i r ,  que se tenga : 
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1 1m 
x + a  

f ( x ) 1 1m 
9TXT

" 

X +a 

En este caso, la reg la 

f '  ( X  ) 0 Ó 
Q"'TX'l" o 

de L 1 H8plta1 puede apl leerse tantas 
sea necesario hasta que se haya el !mi nado la lndeterm1 nacl6n, o 

1 (m 
x +a 

donde: 

f e x > _ •!w QT"X) X 
f '  
9' 

1 1m f ( X ) 
• 1 fm f" ( 8 

x +a 9TXT x +a g' '  ( a 

( X ) • l fm f" ( X 1 rm f" ( 
( X J X +a gil ( X ) X +a gil ( 

veces como -
sea: 
a ) 
a l 

el proced imiento anterior se conoce con el nombre de genera l i zación de l a  re­
g l a  de L 1 Hóp l ta 1 .  

Ejemplo 1 1  

Dada l a  función: 2 sen X 
F ( x ) • ------=2=----

... COS X 

encontrar 1 rm F ( x )  
X ... Q -

Solución: 

Cons iderando a F ( x ) como el cociente 
2 X 

de dos funciones, es dec i r ,  

f ( X ) F ( x ) " QT"X) " 
sen 2 

1 (m 1 - cos x x ... O 
tomando el l fm l te de F ( x ) cuando 

t rm F ( X ) 
X + 0 

l rm f ( X ) 
i"T'iCl X -+ 0 

x +O, se t iene: 
2 X 

1 rm sen 'f 
1 

• COS X 
o 

- o  

l a  cual es una I ndeterm inación en l a  que resu l ta apl icable l a  reg la de L ' HSp! 
tal , con l a  que se obtiene: 

2 � 
1 1m 

x-+0 
sen 2 1 rm 1 - cos x x+ 0 

sen f cos � o 
sen x • O 



como puede observarse, l a  Indeterm i nac ión pers i ste una vez que se ha ap l i cado 
la reg l a ,  de esta manera , vol v i endo a apl icar la reg l a  por segunda vez , re-­
su l ta :  

X X 
1 (m 
x+ O 

sen 2 cos 2 
sen x 

1 l fm 2 x+ O 
F i na l mente,  se obt i ene que: 

sen2 i 1 
1 • COS X • -2-l fm 

x+ O 

EJem�lo 1 2 .  

Dada l a  func ión : F ( X - -� 
ese x 

Ha l l a r :  1 i m  F ( X 
X +  0 

So l uc ión : 

2 � 2 X 
cos 2 - sen 2 ) 1 1 • O 1 

COS X � -2- � • Z 

Cons i derando a l a  func ión F ( x ) - -� como un coc iente de dos fun­csc X 
c lones , es dec i r :  

f ( X ) L X 9TXT - 'C'SC'i( 

Y tomando 1 fm 1 tes cuando X +  0, se obt 1 ene: 

1 1m 
X-> 0 

!2._ - --
ese x 

dado que: L x + 

es e  x = --1- -+ co s i  x -+- O sen x 
Entonces para el im i nar  l a  l ndete�m lnac lón ,  se hace uso de l a  reg l a  de • 

L ' Hop l ta l ,  ten iendo: 

l fm 
X +O 

!2.___ . 1 (m 
X +O ese x 

como : ese x • 

se t i ene que : 
sen x 

- ese x cot x 

y cot x COS X - ---sen x 
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1 (m 
x + O 

� .. 
ese x l fm 

X -+0 

Vol v i endo a ap l i car  l a  reg l a  de L ' Hop l ta l ,  se obt iene : 

1 fm 
2 - sen x l fm - 2 sen x cos x O 

• x sen x + cos x ¡• -1- • 0 X COS X X -+ o  X + 0 
F i na lmente,  

l fm � • O 
X +O ese x 

Ta l como puede aprec iarse , l os ejemp l os anter iores muestran l a  ap l l c� 
c l6n de l a  reg l a  de L ' Hop l ta l , en l os casos en que ún i camente se presentan ­
rndeterm rnaclones de 'l a forma � 6 � • 

DETERHI NAC ION DEL VALOR DE LA FORMA ( O ) ( m ) 
S I  una func 16n F ( x ) , cons l d�rada como el producto de dos func iones , 

F ( x )  • f ( x ) . g ( x ) , toma l a  forma l ndetermn l nada ( O )  ( oo ) , para 
un va l or de x, la func i 6n dada puede escr i b i rse en la forma : 

F ( X )  • f ( X  J •  g ( X )  • f..J...D . L.L.!...l 1 1 9TXT nxT 
Esto se hace con el objeto de l l egar a obtener una de las  formas v i stas 

anter iormente y de esta manera poder ap l icar la reg l a  de L ' Hop l ta l . 

Ejempl o. 1 3  

Ca l cu l a r :- 1 (m x L x 
x + O+ 

So l uc l6n : 

Con s iderando, a l (m x Lx como : 
x + O+ 

donde : f ( x ) • X 

f ( x ) , g ( x )  • 1 rm 

x ..,. o+ 

, g ( x ) • L x  

X L X 



se obt i ene que: 1 1m X l X • 0 • co 
x +O+ 

Por lo tanto, haciendo: 

1 1m 
x -.. o+ 

X L  X - l x 1 1m+ -1-x -..O -­x 

00 - -­co 

La forma de l a  lndetermlnac16n anter ior, permi te e l  empleo de l a  reg l a  • 
de L 1 H8p lta 1 , es dec i r :  

L X -- .. 1 1m _x_ • 1 1m ( • x ) • O 
x + O+ - 1 x _,.o+ --2-

X x 

Por l o  cual 1 1m x L x • O 
x -.. o+ 

.. 
DETERH 1 NAC 1 ON DEL VALOR DE LA FORMA co - "'  

S I  una función F ( x ) ,  cons i derada como l a  d i ferenc ia de dos func iones 
F ( x ) • f ( x ) - g ( x ) , toma la forma Indeterm i nada oo •co , para un va­
lor de "x" ,  a l gunas veces es pos i b l e  transformar l a  en una fracción que tomarS 

o 00 l a  forma I ndeterminada 0 6 �· med iante a lgOn proced imiento a lgebra ico • 
y de esta manera , es pos i b l e  apl icar l a  reg l a  de L 1 H8p l ta 1 , y encontrar un va 
l or determinado. 

Ejemplo. 1 4 

Ca l cu lar 1 1m 
x-.. 1 

Sol uc l6n : 

Cons i derando a 

1 1m F ( X ) • 
X +1 

(x+r - d-) 
1 1m ( � - -1 ) como : 

X -..1 X • 1 L X 

1 1m [f ( X ) • g ( X >] • 1 1m ( 
X 1 ) X +1 X +1 x-::-r - t'""X 

1 60 

y tomando l fm lte cuando x+ 1 , resu l ta ;  

1 1m ( xx• 1 - � x ) .. oo - "'  

Para e l iminar l a  I ndeterm inac ión anter ior, se requ i ere de una transfor• 
maclón del t i po % ó �. l a s  cual es ,  med i ante el empl eo de la reg l a  de -­
L 1 H8p lta1 , pueden el im i narse. 

por 

De esta manera , tomando como factor coml1n a 1 
1 ) L X • 

(T-T- _ _  1 )-L x 

l o  que, 

1 1m (-x - -1 ) 
X _,.1 X - 1 l X 

l 
X • 

1 1m 
X +1 

X • 

L X  x L x - [ x - 1 ] 

lC L x • X • 1 ) • o 
"( X • 1 l x o 

resu l ta que z 

La lndeterml nac 16n anter ior perm i te que se apl i que l a  reg l a  de L ' H6p l ta l , 
con lo que se obt iene : 

X L X - ( X • 1 l lm ( X • 1 ) L X  1 1m 
x + 1 

X (� ) + L x - 1 

x + 1 
L X 

( x - 1 ) ( .!. ) + L x  X 
Xl_!m1 --...,1:-=-�--� 1 - - + L x  X 

o 
o 

Como se observa después de apl icar 
nac 16n pers i ste, por lo que apl lcá�dol a  

1 1m L x • 1 1m x 
x+ 1 1 - - + L x x+ 1 -} + .!.  X X X 

2 

l a  reg l a  de L 1 H6p l ta 1 ,  l a  l ndeterm l• 
nuevamente resu l ta :  

l. 
1 1m � 

X + 1 1 + X  
---r X 

• 1 1m 
x->- 1 

--'x;.:.... ___ • 1 1m X 1 _....::..._ . _2_ 
X ( 1 + X )  x+ l + X 



Ejemplo. 15 
Cal cu l ar 1 1m 

x-+ O 

Sol úc,l6n : 

1 1m 
X +O 

( cot x - --!-) 

( cot x - -1- )  )( 

1 lm F ( X ) • 
K +O  

J h n  [f ( X ) • g ( X >] 
X +  0 

tomando l fm l tes cuando x +O ,  resu l te :  

corno: 

• l lm 
X +O 

1 lm ( cot x - -1- ) • 1 1m )(+ Q X X� Q ( � - _1_ ) - ... "" sen x x 

1 ( cot x - -;¡-

Puesto que par� l a  l ndeterm l nac 16n anterior no ex i ste un proced imiento-
que perm i ta e l  lm lnar la d i rectamente, se debe buscar a lgun'a transformac 16n ,  -
a lgebra ica me·:! 1 ante 1 a cua l sea pos ib le obtener una lndeterm l nac16n del t i po o �� �  de esta forma , poder apl l eer l a  reg l a  de l ' HSp l ta l . o oo ' y 

AsT pues , s i  se toma como factor común de l a  expres l6n anter ior a � 
te obt iene : x 

cot x - --1- • � ( x - -1- ) pero como : cot x ' X X 
1 tan x • COtX , se t iene que: 

cot x - --1-x 
1 - X'TañX ( x - tan x ) • x - tan x 

x tan x 

Ahora b ien ,  obteniendo el 1 Tm l te de l a  ú l t ima expres l6n : 
1 1m 

X+ 00 
cot x - _1_ ) • 1 lm x - tan x 

X x � co X tan X 

Por lo tanto, l a  l ndeterm l nac16n anter ior perm i te el emp l eo de la reg l a  
de  l 1 HSp l ta 1 , a s r  pues : 

l lm 
X+ 0 

X • tan X 
X tan X l lm 

x .. o 
1 - 2 sec x 
tan x + x sec X 
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2 1 tan � Pero como : se e X • --r- y X • e os X e os X 
Se t iene que : 1 - 1 2 X • 1 e os 

1 2 2 cos X 1 1m - sec X 1 1m __ e� .  l lm 
X_,. 0 tan x + xsec2x x ... o � + --; 

x+ O sen X COS X .¡. X  
2 COS X cos X e os X 

1 lm 
x .. ..  sen x cos x + x 

S imp l i f i cando l a  ú l t ima expres 16n y ut i l izando l as sust i tuciones tr igo­
nométr icas s igu ientes , 

2 
' 

2 cos x - 1 • - sen x 
2 sen x cos x • sen 2 x 

se obt iene: 
cos2 x - 1 l lm sen x cos x + x X -+0 

Vol v i endo a apl i car 
2 

l lm -2 sen x 

-2 sen2 x O l lm sen 2 x + Zx 
• 

O X +0 

l a  reg l a  de L ' H8p l ta 1 ,  y tomando e l  1 Tm l te se t fene : 

1 1m - 4  sen x cos x 
x + O sen 2x + 2x x ->0 2 cos 2 x + 2  

- � - o 
4 

F i nalmente, 
1 1m ( cot _ _  1_ ) • l lm -4 sen x co• x • 0 

X + 0 X X + 0 2 COS 2 X + 2 · 

DETERM I NAC I ON OEL VALOR. DE LAS FORHAS O" , • " , 100• 

S I  una func l 6n tjJ ( x ) puede expresarse en l a  forma f ( x )g ( x ) ' pue­
de suceder que para a l gún va lor x0 de x, se obtenga que: 

f ( X ) • o, g X ) - o quedando l a  forma o· o o 
o b i en :  

f ( X o ) - t .  g ( X ) • 00 quedando l a  forma 1 ""  o 
o tamb ién :  

f ( X o ) • 00 .  g ( X ) - o quedando l a  forma .. .  o 

Entonces , para poder determ inar un va lor que perm i ta e l im inar l a _ l nde-



term l nac l6n para cua l qu i era de las  tres formas anter iores , se emp l ea el pro­
ced imiento que a cont l nuac l6n se exp l ica : 

Sea 1 a func l6n cp ( x ) • f ( x ) g ( x ) 

Tomando loga r i tmos natura l es en ambos m iembros de l a  expres l6n anter·f.or 
y apl icando las  prop i edades de los l ogari tmos , se obt iene que : 

l <f> ( X ) g ( X ) l f ( X ) 

Por lo que en cada uno de los casos anter iores , a l  l oga r i tmo natura l de 
la func l6n , ¡p ( x ) , tomar' la forma I ndeterm i nada O • "" . De esta manera -
determ inando el valor de esta forma por el proced imiento correspond i ente v i s­
to anter iormente , se obt i ene e l  ! Tm l te del l oga r i tmo de l a  funcl6n cp ( x 

De ta l forma que, s i  el l fm l te toma el va lor " a " , es dectr  s i :  

1 1m 
X + X  o 

entonces : 

l <f> ( X ) • a 

1 1m cp ( x ) 
X+ X o 

Ej emp 1 o.  1 6 .  

a 
• e 

Ca l cu l a r :  l lm ( 1 + _1_ ) X 
X X -+ co 

So l uc l6n : 

Cons i derando l a  expres l 6n anter ior como : 

1 1m ¡p ( x ) • 1 1m f ( x ) 9  ( x ) • 1 1m 
X + OO  X -+ co x -+ co 

buscando e 1 ! Tm 1 te,  se obt 1 ene : 

1 1m ¡p ( X ) • 1 00 
X -+ co  

( 1 + _1_ ) X 
X 

Esta I ndeterminación conduce al emp l eo del proceso descr i to anter lorme� 
te para e l iminarl a ,  a s i  pues , tomando loga r i tmos natura les y apl icando las ­
prop i edades de los l oga r i tmos se obt iene : 
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1 1m 
X -+- "" 

de donde:  
1 1m 

X -+  oo 

( X ) l lm X L 
l'-+- 00 

x l  ( 1 + -1- ) • co •  O X 

( 1 l + --X 

E l  método para resol ver d i cha I ndeterm i nac ión ,  i nd i ca que hay que cons i ­
derar e l  l ím i te anter ior como e l  producto d e  dos funciones t ratando d e  l l ega r 

o a obtener una i ndetermi nac ión --0- ó , para poder apl i car  l a  reg l a  de --
L ' H6p i ta 1 . 

As r pues , s i gu i endo d i cho proceso resu l ta :  

L ( 1 + -1- )  X 1 1m ( 1 + -1_ ¡ . X l lm x l 
x -+ "' x ... co 

Ca l cu l ando el l fm l te de l a  a J t lma expres l6n se obt iene : 

dl + �) - o .::.....>----'-'� o 1 1m x -+ co  
x 

Apl i cando ahora l a  Reg l a  de L ' H8p i ta l , 

( 1 
1 1m L ( 1 + x l.  1 1m 

X -+ oo X + oo  

buscando e l  

1 1m 
x -+ oo  

X 

1 Tm l te res u 1 ta : 

+ 1 
X 

De esta manera , 
1 im L <P ( x ) • 1 1m 

X +  co X + co 

1 
--,- -

l + l  X 

1 X=:r) 1 +.!. 
X 

1 
- -r  X 

• 1 i m 
X -+ oo 

Como e l  ! Tm l te que se busca es 1 1m cp ( x ) , f i na lmente queda : 

l lm ( x ) • 1 1m f ( X ) g ( X  ) • e1 • e 
x ..... 

1 + ­X 



EJem� lo .  17  

Ca l cu l a r :  1 1m e-x 
X 

X + "' 
Soluc ión : 

Consfderando a 1 1m e-x 
X como : 

X + "' 

1 1m <P ( X ) • 1 1m f ( X  ) g ( X )  • 1 1m X e-x • OJo 

x + "' x + "' 

tomando l oga r i tmos , 

1 1m L <P ( X ) • 1 1m 
X _,. "' x .... "' 

-x e L X • (O) (oo) 

Ap l i cando el método para e l im inar  d i cha l ndeterm l nac iOn,  se t i ene que z 

x
l;m

"'
(J�� 1 1m !:2. • ..!!!.... 

X + "' 
X e 

Ut 1 1  i zando la reg l a  de L ' H8p l ta 1  y ca l cu l ando el  l fm l te se obt iene, 

1 lm 
X + "' 

__ x_ . 
X e 

Asf ,  pues,  se t i ene que : 

1 1m 

1 1m L .p ( x ) • 1 lm L : • 0 
X + c:o X -+ oo  e 

F ina lmente, 

X x e 

1 1m <jJ ( X ) • 1 im f ( X ) g (  X ) • 
X + oo X -+ co  

Ejemplo .  18  

Ha l l ar  1 1m+ xsen x 
x ... o 

1 1m 

· -'- - o 

e-x O x • e • 
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Sol uc ión :  

S I  1 1m + <P ( x )  • 1 1m+ f ( x ) g ( x ) 
x + O x .. o 

1 1m Xsen X • o• 
x ... o+ 

Tomando l ogar i tmos : L xsen x • sen x L x -? 1 1m L xsen x 

x+ o+ 

1 1m+ l <P ( x ) • 1 lm � • 
,. ... o x+ o+ 1 

sen x 

Apl i cando l a  reg l a  de L ' HOpl ta l : 

1 
( X ) • 1 1m _L_ .  

x+ 0+ • CCI X 
2 

2 
- 1 1m � • ....Q... 
X +0 + X COS X 0. 

sen x 
Ap l i cando nuevamente l a  reg l a :  

L <P ( x ) . _ l lm 2 sen x cos x 
+cos x - x sen x 

X +O  

Luego 1 lm +<P ( 
X +O 

x ) • 1 lm+ xsen x • e o • 
X +0 

2 o 
1 - o 

V . 5. FUNC I ONES CREC I ENTES Y FUNC I ONES DECREC I ENTES, 

- o 

1 lm sen x L x 
+ 

X+ 0 

Al estud iar  la var i ac ión de una func ión , es de p r i nc i pa l Importanc i a  • 
saber s i  es crec iente o s i  es decrec iente , A cont i nuac ión , se estud ian  es­
tas caracterTst l cas  de las func iones .  

L a  I dea d e  func ión crec iente y d e  func ión decrec iente , puede lntroduc l� 
se d i c i endo que una func ión es crec i ente cuando al aumentar el val or de la -
var ia b l e  Independ iente , tamb l�n aumenta el va l or de l a  var iab le  depend iente­
y que una func ión es decrec iente cuando al aumentar el va lor de la var iab le• 
Independ iente, d i sm inuye el va lor de l a  var i a b l e  depend iente, Esto se concre 
ta en las s igu ientes def i n ic iones : 

Def i n i c ión , - Una funa lón y • f ( x ) ,  es crec i ente en un I nterva l o  -



[ a, b] s i  e l  coc iente ln
1
cr'emental � es pos i t ivo en e l  I nterva lo. 

s i :  
..9:1.. • f ( Xo + h.x ) - f ( Xo ) > 0 
llx · 'i . !Jit( 

s iendo Xo y Xa/+ �x. dos valores cua l esqu iera 
/ 

N6tese que :  4Y- > 0 <�>&.x > o , t,y > o uX . r 

o b ien que : � >O <-+ h.x < O,
.,_ 

t,y < O 

de x en [_a ,  b ] 

l o  que ev identemente concuerda con l a  Idea expresada anter iormente. 

En l ¡-f{gura 11 se I l ustra el caso de una funcl6n crec iente. 
y y 

Es dec i r  

y=f(x) FIG. 11 ycf{x) 

d•e rttciente 
F I G . 1 2.  

creci�nt@-

o • .. 

x.&•+ 6x 
t(x,)>f(x,+ll.xo) 

ll.x - ---1 

: :ll.y 
f(x ¡ 1  · • 1 f(x,+ll.x)l 

1 1 1 1 

.. ••+ll.x b 

Def ln lc 16n : Una func l6n y • f ( x ) ,  es decrec iente en un I nterva l o  •• 
[ a ,  b J, s i  el coc iente Incremental � es negat ivo en e l  I nterva lo .  Esto • 
es , s i :  

é:L .  f ( Xo + llx ) - f ( Xo ) < 0 llx llx 
s iendo Xo y Xo + ll>t, dos va lores cua l esqu iera de x en ( a ,  b J .  

Se puede observar que : 

� < O  <-+ ll.x > o, ll.y < O 

o b i en que : � <0 -llx < O, lly > O  

La f igura 1 2 muestra l a  grlf lca de una func16n decrec i ente ,  

Para cond ic ionar ana l ft lcamente l a  existenc ia de una funcl6n crec iente• 
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o de una decrec iente, se presentan l os s i gu ientes teoremas .  

Teorema V . 7  

H lp6tes l s :  Sea y • f ( x )  una func l6n cont i nua en[ a ,  b ] , der ivab le 
en ( a ,  b ) , y ta 1 que f 1 ( x ) > O en ( a , b ) , 

Tés l s :  La func 16n e s  creciente en [ a , b]  

0aMOstracl6n :  La funcl6n y • f ( x ) sat isface l as cond ic ione• del 

Teor- del Valor Hed lo del Ct l cu l o  O l ferenc: l a l  en [ a, b ] ,  por l o  Que 1 1 -
Xo y Xo + llX. son dos va l ores de x en [ a ¡  b ] , d icha funcUln sat i sface 1 .. • 

mismas cond ic iones en e l  I nterva l o  [xo ; Xo + A>t] • 

De acuerdo a la Tés l s  del Teorema menc ionado se tendr¡ : 

f ( Xo +� x ) • f ( Xo ) 
X 

Pero según l a  H lp6tes l s  del Teorema en demostrac16n : f '  (x) > O �  x E  (a , b) 
entonces : 

f 1 ( x1 ) > O, Xo < x1 < .X o + /lx 
por l o  cua l : 

f ( Xo + llx )  - f  ( Xo ) > O X 
y esto Imp l ica que l a  funcl6n y • f ( x ) es crec:lente en [ il ,  b] . 

En l a  f i gura 1 3 .  se t i ene l a  gr¡f lca de una func 16n crec i ente en un In 
terva l o[ a ,  b J y se ve que l a  pend iente m • f' ( x1 ) de l a  recta tangente -
en cua l qu ier punto P1 ( x1 , y1 ) del arco AB es pos i t iva. 

Teorema V . B  

H l p6tes l s :  Sea y • f ( x ) una func:l6n cont i nua en [a ,  b ) , der i vab le­
en ( a ,  b ) y ta 1 que f 1 ( x ) < O en ( a ,  b ) • 

Tés l s :  La funcl6n e s  decrec lente en [ a ; b] 



y 

o 

fiG 13 

a 

: m�t'tx,l > O  1 o' 1 1 
b X 

y 

)1 

Demostrac 16n. La demostrecl6n de este teorema es tota lmente s i m i l a r  a• 

la del Teorema V,7 por lo cual se deja desarro l lar a l  estud iante . 

Un cr i ter io genera l ,  basado en l o  anter ior, para determ inar l a  natura l!_ 
za crec iente o decrec iente de una funcl6n, cons i ste en detlrm lnar el s igno -
de su der ivada a l o  largo de su domin io, sab iendo que s i  en un I nterva lo la· 
der ivada es pos i t iva, la func16n es crec iente y si la der ivada es negat iva -
l a  func l6n es decrec iente. 

Ejemplo 1 9 .  

I nvest igar para que Interva l os d e  valores de x l a  s igu iente func l6n e s  • 

crec i ente y para cua l es es decrec i ente : f ( x ) • 2 x3 - 9 x2 + 1 2  x • 3 

Sol uc l6n : 

La der ivada de l a  func l6n es : f '  ( x ) • 6 x2 - 1 8 x + 12. (A) 

Esta func l6n der ivada es cont inua pare todo valor de x, por lo cue l , el 
va lor de f '  ( x ) , sol amente camb l arl de s i gno pasando por el ve lor cero, ·­

por lo que es neceser lo determinar los va l ores de x que hacen f ' (  x )  • O . 

Faetorl zando en ( A ) :  f 1  ( x )  • 6 ( x - 1 ) ( x • 2 ) (1) 

f 1 ( x ) • o .... 6 ( x - 1 l ( x - 2 ) • o .... x1 • 1 , x2 • 2 

A cont l nuec l6n se obt iene el s i gno de f 1  ( x ) a la Izqu ierda y a l a  de• 

recha de x1 y x2 ( esto se fac i l i ta si se emp l ea ( 1 ) , para deter�lnar la n� 
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tura l eza de l a  funcl6n dada , 

S I  x < 1 .,.  f '  ( x ) > O �Y • f ( x ) es crec i ente 

S 1 < x < 2 •l> f 1 ( x ) < O � y • f ( x ) es decrec 1 ente 

S I  x > 2 .,. , ,  ( x ) > O .,.  y • f ( x ) es crec i ente 

Como un complemento a la soluc 16n de este ejemp l o  se da l a grlffca en -
l a  f i gura 1 5 ,  y 

F igura 1 5 .  

Ejemplo .  20 

Dada la func16n f ( x ) • x3 - 6 x2 + 9 x, determ inar en que I nterva los 
es crec iente y en cua l es es decrec iente ,  

So l uc ión : 

f 1  ( X • 3 x2 • 1 2  X + 9 • 3 ( x2 
• 4 X + 3 ) • 3 ( X • 1 ) ( X • 3 ) 

f 1 ( X • 0 ... 3 ( X • 1 ) ( X • 3 ) • 0 .. x1 K 1 ,  x2 
• 3 ,  

Desde l uego que s i  f 1  ( x ) no se puede factor lzar los val ores que l a  
anu l an pueden obtenerse resol v iendo l a  ecuac16n f 1  ( x ) • O como convenga , 

La obtencl6n del s i gno de l a  der ivada y l as conclus iones pueden obte • 

nerse haciendo el sigu iente cuadro: 



X 

- "' X < 1 

l < X < 3 

3 < X  < + "' 

V . 6  MAX I MOS Y M I N I MOS.  

X - 1 

-

+ 

+ 

X - 3 f l  (x} f ( X } 

- + crec iente 
- - decreciente 

+ + crec iente 

la determ inac ión de los valores máximos y mTn !mos de una func ión es de­
suma importanc ia  en e l  estud io de fa var i ac ión de la m i sma y conduce a una a­
p l i cac ión Inmed iata del Cá l cu l o  D i ferenc i a l  en la soluc ión de muchos probl e­
mas pr,ct l cos . 

Def I n  1 c i ón .  f ( Xo } es un va lor m6xlmo rel a t ivo de l a  funclón con t i --

nua y - f ( X  } ,  s i  ex i ste un entorno Xo - t; < x < Xo + o de Xo para e l  cua l : 

f ( Xo + ll.x } < f ( Xo } cuando 1 ll.x 1 < 6 

Def i n i c ión : f ( Xo ) es un va lor mfn imo re l a t ivo de la  func ión cont l --
nua y - f ( X ) ' s i  ex i ste un entorno Xo -- eS < X <  Xo + eS de Xo para e l  cua l 

f ( Xo + llx ) > f ( Xo ) s 1 1 llx 1 < o 

Como en estas def in i c iones só lo  se cons i deran va lores de x en un entor­

no de Xo , se puede notar que una m i sma func ión puede tener más de un m�xlmo­
relat lvo y m6s de un mfn lmo re lat ivo y aún puede suceder que un m3x lmo rela­
t ivo sea menor o I gua l que un mfnlmo re lat ivo. 

En la f i gura 1 6  se ve la gráf ica de una función y = f (x) la cual t iene 
máximos re lat ivos pare x1 y x3 , presenta mfn lmos relat ivos para x2 y x4 Y ­
se observa que f ( x1 ) < f ( x4 ) 

Teorema V 9 .  

H i pótes i s .  Sea l a  función cont i nua y • f ( x ) y u n  entorno 
Xo - eS < x < Xo + 6 del va l or Xo de su dom i n io en e l  cua l se t iene : 

f '  

f '  

Xo + llx > O s 1 ll .x < O ,  1 ll .x 1 < 6 
Xo + llx ) < O s i  llx > O ;  llx < eS 

(A) 
(B) 
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y 

f 1 G l ó  
Tés l s :  f ( Xo es un va lor m6x lmo re l at ivo de l a  func ión y • f ( x ) ,  

Demostrac ión : Por e l  Teorema V ,  7 ,  y por ( A ) de l a  H i pótes i s  se dedu­
ce que la func ión y • f ( x ) es crec i ente en el I nterva lo  Xo - o  < x <0: Xo 
por l o  cua l en este m i smo Interva lo :  

f ( Xo + llx } < f ( Xo } (C) 

Ahora , por e l  Teorema V.  8 y por ( B ) de la H i pótes i s  se  deduce que 
y - f ( X } es decrec iente en e l  Interva lo  Xo  � x < XC!>  + eS , l uego en este o-
tro Interva lo  se t i ene : 

f ( Xo + ll.x } < f ( Xo (o) 

Ten iendo en cuenta ( C ) y ( O ) s imu l táneamente se conc l uye que 1 

f ( Xo + llx ) < f ( Xo ) , s 1 1 llx 1 < 6 .  

luego f ( Xo } es un máx imo rel at ivo de l a  func ión y • f ( x ) que se -
presenta para x • X o 

Este teorema se i l us tra en la f i gura 1 7 ,  

Teorema V . 1 0 

H i pótes i s :  Sea l a  func ión cont i nua y • f ( x } ,  y u n  entorno 
Xo - o < x < Xo + o del va l or Xo de su dom i n io en el cual se t i ene : 



T T 

f'(a.,'J! 

X Figura 1 7  
l A  l ( S l  

f l  Xo + óx < o s i  !J)( < o ,  1 !Jx 1 < 6 (E )  

f '  Xo + Ax > o  s i  !Jx > O; !Jx < o (F) 

Tés l s :  f ( X o  ) es un va l or mfn lmo relat ivo de la función y • f ( x ) 

Demostración : La demostración de este teorema es total�ente s fm l l a r  -

a l a  del Teorema V. 9 y se basa a l ternat ivamente en los Teoremas V. 8 y V, 7 
por l o  cual se deja como ejerc icio a l  estudiante. 

Geométr i camente el  Teorema V .  9,  se I l ustra en la f igura 18 .  

'1 '1 

((x)<O f'(x.)>O 

f'(•.l=O 
ti·� tix.l:>() 

X)<O 
1 
!t(x,) !f(x,) 

o .. ( Al " o .. ( 8 )  
F i g u r a  18 

" 

Por l o  anterior se observa que lo que garantiza la exi stenc ia de un .& 
xlmo re lat ivo o un mfnlmo relat ivo de una función y • f x ) para un valor 
Xo ,  es el  cambi o  de s igno de su der ivada y ' • f' ( x ) al pasar x c reciendo 
por el  valor Xo· 

SI d icho cambio de s i gno es de ( + ) a ( - ) se trata de un m&xlmo re­

lat ivo, s i  es de ( - ) a ( + ) se t i ene un mfn lmo relat ivo. 
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Ahora b ien, l a  der ivada puede cambiar de s i gno pasando por el va lor ce­

ro 6 camb iando bruscamente de un va lor pos i t ivo a otro negat ivo o v i ceversa . 

S I  l a  función derivada y' • f 1  ( x ) es con t inua en un entorno del va-­

lor  Xo, al camb iar de s i gno l o  hace pasando por e l  va lor cero, Este es e l ­

caso que s e  I l ustra e n  l a s  f iguras 1 7  ( A )  y 1 8  ( A ) , 

S I  l a  función der ivada y ' • f '  ( x ) es d i scont inua en Xo, puede cam-· 

blar de s i gno bruscamente como sucede en los casos I l ustrados en l as f iguras 

17 ( 8 ) y 1 8  ( 8 ) . 

Al estud iar una función para determ i nar sus m'xlmos y m1n lmos relat ivos 

conv iene proceder en un orden 16glco para lo cua l se pres�nta el s iguiente -

criterio.  

C r i terio de l a  pr imera der ivada para determ i nar los m«xlmos y mfn lmos -

relat ivos de una función y • f ( x ) .  

l )  . - Ha l l ar  l a  der ivada y' • f '  ( x ) 

2) . •  Obtener los valores de x que anu l an o hacen d i scont i nua a la de­

r-Ivada , Estos val ores se conocen comllnmente como valores crft lcos de x.  

3) . - I nvestigar el  camb io de s i gno de l a  der ivada a l  pasar x creclen 

do por cada va lor crft l co Xo, x1 , x2 , etc . ,  deduciendo de e l lo si se trata­

de un mlxlmo rel a t ivo o de un mfn lmo relat ivo segOn d icho camb io sea de -­

( + ) a ( • ) o de ( - ) a ( + ) respectivamente. 

Si a l  rea l iza r esto ú l t imo en un punto, la  der i vada no camb i a  de s i gno, 

la función y • f ( x )  no t i ene máximo ni mfnlmo re lat ivo . Una I l ustración 

de este caso se presenta en l a  f i gura 19 ( A )  y ( 8 ) .  



y y 

X o .. 
CAl F igura 1 9  ( 8 )  

Ejemplo 21 . 

Estud iar la func ión f ( x ) • x2 + 2 x + 4 determ inando sus máximos y -
mín imos re lat ivos . Trazar su gráf i ca .  

Sol uc l6n : 

1 ) , •  f 1  ( X ) • 2 X +  2 

2) , • f 1 ( X ) • 0 -.  2 X + 2 • 0 ... Xo • - 1 ,  

E l  On ! co va l or crft l co que se presenta es Xo • -

3 ) . - S 1 x < - 1 f 1 ( x ) < O ,  t 1 ene s 1 gno ( - ) ) , 

S I  x > - f1 ( x ) > O, t iene s lgno ( + ) ) , 

Como e l  camb io de s igno es de ( • ) a ( + ) se deduce que l a  func16n -
f ( x ) • x2 + 2 x + 4, t iene un valor mfn lmo rel at ivo para e l  va lor crft l ­
co Xo • - 1 .  

E l  va lor del mfn lmo es : f ( - 1 ) • ( - 1 .  ) 2 + 2 ( - 1 ) + 4 - 3 

La grif lca se ve en l a  f igura 20, 

Ejemplo .  22 

Determ inar los val ores mixlmos y mfn lmos re l·at lvos de l a  func16n - --
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F i gura 20 

f ( x )  • 10 + 12 x - 3 x2 - 2 x3 . 

Sol uc l6n : 

1 ) ,  • f l ( X ) • 1 2  • 6 X • 6 x2 ,'' 
Factorlzando: f 1  ( x ) • • 6 ( l + x - 2 ) • - 6 ( x + 2 ) '( x • 1 ) 

2) . - Como l a  func 16n der ivada es cont i nua , se buscan l os va lores que ­
la anu l an ún i camente. 

f 1 ( X ) • 0 "9 • 6 ( X + 2 ) ( X • 1 ) • 0 ..>.. � 1 2 ..., A - - , x2 - 1 

los va l ores crft l cos son x1 • - 2 y x2 • 1 

3 ) . - la l nvest lgac l6n del cambi o  de s i gno de la der ivada puede hacerse 
con el s igu iente cuadro. 

X - 6 ( X + 2 ) ( X  • 1 ) f '  ( x )  f ( X  ) 

- co < X < - 2 + - - Hay un mfn lmo 
para x1 • - 2 

- 2 < X < 1 - - + 

1 < X < + co - + - Hay un mix lmo P! 
ra x2 • 1 



El va lor del mfnlmo es: f - 2 ) • 1 0  - 24 - 1 2  + 1 6  • - 1 0  

El  valor del mixlmo e s :  f 1 ) • 1 0  + 12 - 3 - 2 • 1 7  

EJempl o .  23 

Dada la funcl6n f ( x )  • 3 • ( x • 2 ) 213 ha l l ar sus mlxlmos y mfnlmos 
relat ivos s 1 los t lene: 

Solucl6n: 

2 - 1 /3 2 1 ) ,  f' (. x ) • • -3- ( x • 2 )  • --=--
3 ¿¡;-:--z 

2) . - No exi sten valores de x que anulen a la derivada pero x1 • 2 l a  
hace d i scontinua luego el  Gnlco valor crft lco es �ste, 

3) . - x < 2 o x - 2 < o • 3 1:x-::-T"" < O • f' ( x )  > O ( +  

x > 2 o x - 2 > o -+ 3� > o • f ' ( x )  < o .( -

Evidentemente se t i ene un m¡xlmo relat ivo para x1 • 2 cuyo valor es 
f ( 2 ) - 3 .  

E n  la  f i gura 21 s e  ve la  gr¡f l ca  correspondiente. 

Figura 21 

EJemplo 21¡, 
o X 

Ha l l ar l os m¡xlmos y mfnlmos relat ivos de l a  funcl6n : 

f ( • ) -{; - ¿ :: : : : 
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trazar la griflca correspondiente: 

Solucl6n: 

SI X < 2 ;f' ( X ) - - 2 X 

f '  ( x ) • O �  - 2 x • O ,.. x1 • O que es un valor crft l co, 

1 S I  x > 2j f 1  ( x ) • --2- ,  no hay va lor de x que anule o haga d lscont l• 
nua a l a  derivada. 

Para x2 • 2 .: f ( 2 ) • t y f '  2 

Esto lmpl fca que f '  ( 2 ) J as! que x2 • 2 es otro valor crft lco. Ade· 
mis por lo anterior se ve que al pasar x creciendo por el va lor x2 • 2 l a  d! 
rlvada camb i a  de signo de ( - ) a ( + ) , l uego f ( 2 ) • 1 es un valor mfn l •  
mo relat ivo. 

Para el  valor crftlco x1 • O se t iene 

x < D .. f '  ( x ) > O ( + )  

X> 0 ,.) f l  ( X ) < 0 ( • ) 

Asf que f ( O ) • 5 es un valor m&xlmo re lat ivo, 

La gr6flca de esta funcl6n se ve en la f igura 22 

f(X) 
M 5 

.. 

-3 -1 3 

Figura 22. 

X 



Otra forma de ana l i zar una func ión para máx imos y mfn lmos relat ivos In· 
c l uye e l  empl eo de l a  segunda der ivada de l a  func ión como se ve a cont i nua•• 
c lón. 

Teorema V ,  1 1  

H i pótes i s :  
f '  ( Xo ) E O y 

La func ión y • f ( x ) es der ivab le  en Xo , ademh , 
f" ( Xo ) < O .  

Tés l s :  La func ión y • f ( x ) presenta u n  máx imo re l at ivo para x .  Xo 

Demostrac ión : Como f" ( X o ) < O , ex i ste un entorno Xo - ó < x < Xo + ó  
de Xo en el cua l l a  func ión der ivada y '  • f ' ( x ) es decrec iente, l uego: 

f 1 ( Xo + llx < o} l a.x l 
>'o 

< o 
> f '  ( Xo s 1 ll x 

f 1  ( Xo + ll x  < f 1 ( Xo s 1 llx 
Pero como f '  ( Xo ) • O, l o  anter ior Imp l ica : 

f 1 ( Xo + llx si 6x < O } 
s 1 llx > O 

> o + ) 

f '  ( Xo + IJ.x < o ( -

Esto se hace ver que l a  der ivada camb ia de s igno de ( + )  a ( - ) ,  a l  -
pasar x crec iendo por Xo, l uego hay un máx imo re l at ivo para x • Xo , cuyo va· 
1 or es f ( Xo ) • 

Teorema V .  12 

H i pótes i s :  La func ión y • f ( x ) es der ivab le  en Xo , ademSs 
f '  ( Xo ) • O y f" ( Xo > O .  

Tés l s :  La func ión y • f ( x ) t i ene u n  mfn lmo rel at ivo para X .  Xo 

Q, D ,  

Demostrac ión :  Este teorema s e  demuestra en forma tota lmente semejante -
a l  anter ior , 
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Con base en los teoremas V, 1 1  y V ,  1 2 se da ahora el s lgu lente 1 

C r i ter io de l a  segunda der ivada para determ inar los mfix lmos y mfn lmos• 
re l at ivos de una función y • f ( x ) .  

1 ) . •  Obtener l a  pr imera y l a  segunda der ivadas de l a  func ión , 

2) . - Ha l l ar los val ores crít icos que anu l an a l a  pr imera der ivada , 

3 ) . - Ca l cu l a r  el va l or de l a  segunda der ivada para cada uno de los va· 
lores crít icos obten idos antes , deduc iendo que s i  para un va lor crft l co 

x a Xo , se t i ene f' ( Xo ) • O ,  se t iene que f ( Xo ) es máx imo rel at ivo s i  
f" ( Xo ) < O ,  y es mín imo re l at ivo s i  f11 (Xo) > O • 

En el caso en que f' ( Xo ) • O ó f"( Xo ) no ex i sta , este. c r i ter io -
no es ap l icable, ten lfndose el recurso de apl i car el cr i ter io de l a  pr imera­
der ivada. 

Ejemplo. 25 

Ap l i cando el cr l ter.fo de la segunda der ivada , determ inar l os m§x lmos y • 

mfnlmos re l a t ivos de la func ión f ( x ) • x3 + 3 x2 - 2 

t lvo. 

So l uc ión : 

�) , •  f l  ( X )  • 3 x2 + 6 X ; f1 1  ( X ) • 6 X + 6 

2) , • f 1 ( X • 0 :0  3 x2 + 6x • 0 ""  3 X X + 2 • 0 

� x1 • - 2 ,  x2 • O que son los va l ores crít icos, 

3) . - Para x
1 

• - 2 f" - 2 ) • 6 ( - 2 )  + 6 • - 6 < O l uego : 

f ( - 2 ) • ( - 2 ) 3 + 3 ( • 2 ) 2 • 2 • 2 es m¡xlmo re lat ivo, 

Para x2 • O, f" ( O ) • 6 > O  por lo cua l f ( O ) • - 2 es mfn lmo reJa-



tjemplo. 26 
3 l¡ 1 3 2 Estud l ar  l a  func ión f ( x ) • T x - T x - x encontrando sus máxi·� 

mas y mín imos rel at ivos , apl i cando el c r i ter io  de l a  segunda der i vada . 

Sol uc ión : 

1 )  . - f '  X f1 1  ( X  ) • 1 8  x2 • 2 X • 2 

2) . - f '  ( X - o �  6 x3 2 - 2 X • O  =.> x ( 6 2 • X X 
2 x1 - o 6 X • X - 2 - o 

! ;, X • 

1 + 7 
x2 - -,-2-

- l¡ ( 6 ) 
2 ( 6 ) 

2 - -3- ; 

( - 2 ) - 1 ! lii9 - 1 ! 7 
1 2  1 2 

1 - 7 1 x3
. -1-2- · . T 

- X - 2 

=> 

-1 3 Los va l ores crít i cos son : x3 • -;r-: x1 • O ;  x2 • -z-

- o '* 

1 1 1 1 3 ) . •  Para x3 • - -z- : f" ( • 2 ) • 1 8 ( -¡¡- ) • 2 ( - """'2 l • 2 
1 7 � f" ( � 2 ) e + -2- > o 1 u ego: 

1 hay mfn lmo rel at ivo para x3 • - --2- cuyo va l or es : 

f ( - -} ) - t ( - -}  ) l¡ - f ( - -}  ) 3 - ( - -} l 2; f ( - -} ) =--§t 
Para x 1  • O : f1 1  ( O  ) • • 2 < O l uego hay !Mx lmo re l at ivo para x1 • O 

cuyo va l or es f ( O ) • O .  

Para x2 • t :  f"  ( t ) • 1 8  ( t )2 - 2 ( Í )  - 2 • 721 > O l uego hay :., , .  

mín imo re l a t i vo para x2 = -í- cuyo va lor  es : 

3 2 1 35 ( -2- l = 32 
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PROBLEMAS DE HAX IHOS Y H I N IHOS.  

Comúnmente l o  pr imero que hay que hacer al  resol ver  un prob lema de m&x l •  
mos y mín imos e s  estab l ecer e l  model o  matemAt l co que representa l a  func ión •• 
cuyos va l ores máx imos o mín imos se desean determ ina r ,  

Aquí t i ene una amp l i a  ap l icac ión d e  lo  tratado e n  e l  tema 1 . 7 .  

N o  hay una reg l a  ap l icab l e  a l a  sol uc ión d e  todos l os prob l emas d e  máxl 
mos y mín imos pero en l a  mayoría de e l l os puede segu i rse el s i gu iente orden. 

1 l Determ inar  la func ión cuyo m&x lmo o mín imo se desea obtener ,  trazan 
do un croqu i s  cuando convenga . 

2l S I  l a  expres ión resu l tante cont iene más de una · var lab le ,  l as cond l ·  
c lones del probl ema proporc ionarán suf i c i entes re l ac iones entre l a s  var i a b l es 
para que l a  función pueda expresarse en tl!rm lnos de una sola var i a b l e .  

3' A l a  func ión resu l tante se  l e  apl i can l os c r i ter ios t ratados ante­
r iormente para el cá l cu l o  de máx imos y mín imos .  

4l En l os prob l emas práet l cos , muchas veces se ve con fac i l i dad cua l es 
de l os va l ores crít i cos darán un máx imo o un mín imo , en consecuenc i a  no s l em 
pre es necesar io apl ica r  comp leto el paso anter ior . 

52 Conv iene constru i r  l a  g ráf i ca de la func ión para comprobar el resu l 
tado obten i do.  

E l  cá l cu l o  de los máximos y mín imos pueden s imp l i f icarse con ayuda de ­
l os s igu ientes p r i nc i p ios . 

1 ) . - Los máx imos y mín imos de· una func ión cont i nua se presentan a l ter­
nat i vamente. 

2) . - Cuando C es una constante pos i t iva , e f ( x )  es un máx imo o un ­
mfn lmo para l os va lores crít i cos de x que hacen a f ( x ) máx imo o mínimo -



y no para otros. 

Cuando C es negat iva ,  e f ( x ) , es un m6x lmo cuando f ( x ) es mfn lmo Y 
recfprocamente, 

3) . - SI C es constante, f ( x )  y e +  f ( x )  t ienen va lores máximos • 
y mtn lmos para l os mi smos valores crtt l cos de x, 

EJempl o. 27 

Se qu iere constru i r  una caja rectangu l ar de base cuadrada s i n  tapa . Cel 
2 

-
cu l a r  e l  vol umen de l a  caja que se puede obtener de 1 ,200 cm de mater ia l , -
con l a  mayor capac idad pos ib le .  

Sol uc l6n :  
... 

Un croqu i s  del desarrol l o  de la caja se ve en l a  f i gura 23 . 

Se ve que : - l¡ L h + 

despejando h queda : h -

sus t i tuyendo en V • L2 h .  

V • L 2 [ 1 , 200 • L 2 J . 
4 L 

Der lvando : 
d V • 300 - + L 2 dl .. 

Figura 23 

L2 • 1 , 200 
11200 - L2 

4 L 

11200 L 
4 

cm 

l 

H 

l 

2 

l 

L3 3 
-T--- • 300 L- !..i¡-

l 

d V O � - +  L2 + 300 • O -�> L2 • ( 30� ) l¡ • 400 ,. L • ,f1i()Q n ·  " 
L � 20 cm ( que es e l  ún ico valor crT t lco ) ,  

.. 

1 72 

Cal culando l a  segunda der ivada : 

� - - -6- L • - ..l..... L 
d L2 l¡ 2 

sust i tuyendo L • 20 quedari : 

d2 V � • - 30 < O '"!>  V ser6 mlxlmo cuando L • 20 
d L.: 

sus t i tuyendo en V e l va l or crft lco 

V • ( 11200 ) 20 
4 

( 20 ¡ 3 
-,¡--- - 6,000 - 2 , 000 • 4 ,000 

v·· 4 , 000 cm3 es l a  capac i dad mlxlma de l a caja .  

EJemplo. 28 

Un hombre t i ene un muro de p i edra en un costado de un terreno. D ispo­
ne de 1 ,200 metros de mater i a l  para cercar, y desea hacer un corra l rectan• 
gu lar ut i l izando el muro como uno de sus l ados, L Qu� d imens iones debe te­
ner el corra l para encerrar la mayor área pos ib le? ,  

Sol uc l6n : 

La f igura 24 muestra un croqu i s  del terreno, 
1 2  

Figura 24 

El área es : A • A x )  • x ( 1 , 200 - 2 . x )  • 1 ,200 x - 2 x2 

Der i vando : A' ( x • 1 ,  200 - l¡ x 

A '  ( x )  • 0 • 1 ,200 - 4  x • ='!> x1 • 300 m ( va l or crft lco ) ,  



La segunda der ivada es constante y negat iva : 

A" ( X ) • - 4 < 0 
l uego se trata de un máximo. 

E l ancho del corra l debe ser x1 • 300 m y el largo : 

1 , 200 - 2 ( 300 ) a 600 m. 
Ejemplo .  29 

le suma de un número y el t r i p l e  de un segundo número es 60. Encontrar 
entre todos los pares de números que sat i sfacen esta cond ic ión aquel cuyo pr� 
dueto sea e l  máximo pos i ble ,  

Sol uc l 6n :  

E l  producto P se puede represent•r •sf :  

p • X y 
por l a  primera propos l c l 6n del probl ema se t iene que : x + 3 y • 6o· __. 

1 
V • --3-- ( 60 - x ) 

eue t l tuyendo :y en P • x y :  

P • x + ( 60 - x )  1 2 • 20 X • -3- X • P ( X ) 

como P es func 16n · de x1 , der ivando con respecto a x :  

PI 2 ( X ) • 20 • -3- X 

Igua l ando esta expres 16n a cero: 
.2 20 - -3- X • 0 -«> X1• 30 

eust l tuyendo en y • + ( 60 - x )  queda : y1 • 1 0  

Los números ped idos son x1 • 3 0 ,  y1 • 1 0 

Ejemplo .  3 0  

Al proyectar un estac lon•mlento se est ima que s i  se d i sponen de 4 0  a BO 
c•s l l l eros para autom6v l l es l a  ut i l idad d iar ia será de $ B . oo por cas i l l ero, 
S i n  embargo s i  en e l proyecto se aumenta el número de cas i l l eros a m's de BO 
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la ut i l idad se reduc irá en $ 0 . 04 por cada cas i l l ero de l os que excedan a Bo 
¿ CuA l debe ser el número de cas i l l eros proyectados para obtener l a  máxima ­
ut i l i dad ? .  

Sol uc ión : 

Sea x el número de cas i l leros y F la ut i l idad d iar ia en pesos , 

Ev identemente F depende de x, Cuando 40 � x � 801 F se obt iene mul t i ­
p l icando x por 8 . 00,  es dec i r: 

sr 4o " x "  so, F ( x ) • B x 

Cuando x � Bo l a  ut i l idad por cada cas i l l ero es B - 0 . 04 ( x - So )  
por l o  que l a  ut i l idad por x cas i l l eros es :  

S I  X >  so F ( x ) • x [ B - o.  o4 ( x - so l ] · 1 1 . 20 x - o. o4 2 X ' 

Obsérvese que l a  ut i l idad d i sm i nu i r' hasta anul arse cuando 
2 1 1 . 20x - 0.04x s O  • Resolv iendo esta ecuac l6n resu l ta x1 • 2SO . Esto qu iere-

dec i r  que s i  se d i spus ieran más de 280 cas i l leros habría pérd i da en l ugar de­
ut l l  idad. 

De l o  anter ior, se deduce que l a  func l6n que hay que estud iar para �xl 
mos y mfn Irnos es : 

F ( x ) • { S x  

1 1 . 20 x - 0 , 04 x2 

S 1 40 < X < SO 

s i  so < x < 2So 

Aunque por l a  natura l eza del problema x es un número entero pos i t ivo -
para tener una func16n cont i nua se cons idera que x es un número rea l ,  ten l én 
dose como domi n io de l a  funCión e l  I nterva l o  [ 40 : 280] • 

Ahora b ien ,  s i  40� x ' So,  F' ( x )  • S 

s i  Bo < x � 2Bo, F' x )  • 1 1 . 20 - o . oB x 

Para x • 80 , F� ( 80 ) • 8 y F�( 80 ) • 1 1 , 20 • 0 , 08 ( 80 ) • 4 . 80 



Como F� ( So ) P. F� ( So ) � F '  ( so ) -¡ ,  asf  que x1 • So 
es un va l or crft l co de x, pero se observa que F� ( Bo ) > o y 

F� ( SO ) > O , no hay camb io  de s igno de la der ivada , l uego para 

x1 = SO no hay máx imo n i  mín imo. 

Para F •  ( x ) • 1 1 . 20 - O. OS  x s i  So < x � 2S0 1 

F '  ( X )  • 0 .. 1 1 . 20 - O. OS x • O � x2 • 1 40 que es otro valor crft l co 
a l  cua l debe corresponder e l  mfixlmo ,  

Ap l i cando e l  c r i te r io de l a  segunda der ivada , 'e ve  que : 
F" ( x l o. os s 1 so < x � 2So 

F" 1 40 ) • - O , OS < O , a s r  que esto conf i rma que para x2 • 1 40 ,  
F ( 1 40  ) e s  mlix lmo. 

Conc l u s ión ! Se tendrá l a  ut i l i dad mAx lma si el  estac ionam iento se pr� 
yecta con 1 40 cas i l leros. 

V .  7 CONCAV I DAD DE UNA CURVA, PUNTOS DE I NFLEX I ON,  

Sea una recta L como l a  I nd i cada en l a  f igura 25, no perpend i cu l a r  a l  -
eje x, entonces se t i enen l a s  s igu ientes def l n l c lones 1 

y 

Figura 25 
Def l n  l c lón : 

.. 

R5:región superior 
R¡: regián inferior 

• 

Se d i ce que l os puntos P 1 ( x, y ) se encuentran en l a  reg lón super ior 
Rs de l a  recta L s i  sus ordenadas son mayores que l as ordenadas correspon-
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d i entes del punto P0 de l a  recta L que t i ene l a  m i sma absc i sa que P1 ( en l,a 
f i gura 25 P1 E Rs ) .  

Def 1 n 1 c lón : 

Se d i ce que l os puntos P2 ( x, y ) pertenecen a l a  reg lón I nfer ior R i de 
la recta L s i  sus ordenadas son menores que las  ordenadas del punto de l a  rec 
ta para l a  m i sma absc i sa ( en l a  f i gura 25 se t i ene que P2 � R

1 
) .  

Con esta base se puede def i n i r  l as concav idades de una curva como s igue : 

Def 1 n 1 c lón : 

La curva de ecuac ión y • f ( x ) que es cont i nua en el punto P xo, yo) 
t i ene su concav idad hac i a  arr l b�, en P s i  ex i ste un entorno de p en e l  -

cua l todos l os puntos de la curva , excepto el punto p se encuentran en la re-

g l ón s•.1per 1 or de 1 a tangente a la m i sma en e l  punto p ( xo , yo ) . 

La f i gura 26 muest ra l a  I nterpretac ión geom�tr lca de esta def i n i c ión : 

y 

o 

Def i n i c ión :  

x, 

F igura 26 

concavidad hacia 
arriba 

La curva C cuya ecuac ión es : y • ·f ( x ) que es cont i nua en P, t i ene -
su concav idad hac ia  abajo en este punto s i  ex i ste  un entorno del punto P ,  
t a l  que todos l os puntos d e  l a  curva , con excepc ión del punto P ,  s e  encuen­
tran en la reg lón I nfer ior de la tangente a la curva en d i cho punto, 



Esta def l n l c lórr se muestra g ráf icamente en la f i gura 27, 

y 

1 
e' 

o 

Teorema V. 1 3  

x ,  
F igura 27 

concavidad hacio 
abajo 

�y:f(x) 

H i pótes i s :  La ecuac ión de la  curva C es y • f ( x ) ,  esta func ión t le 
ne segunda der ivada y se cump 1 e que f" ( Xo ) > O 

Tés l s :  La curva C t i ene su concav idad hac ia a r r i ba en e l  punto 
P ( Xo , Yo ) 

Demostrac ión : La ecuac ión de l a  recta tangente a la curva e en el pun­
to P es : 

Y - yo e f 1 ( XO ) ( X • XO ) "' y • f 1 ( XO ) ( X • XO ) + yo 
Y es l a  ordenada de un punto de l a  tangente con absc i sa x ,  f ( x ) ,  es l a ­
o<denada del punto de la curva con l a  m i sma absc i sa x .  

Cons i dérese la  func ión f ( x ) - y  : 

f ( X ) • Y • f ( X ) - f 1 ( XO ) ( X - XO ) • yo 

Como esta función es depend iente de x, entonces es vá l ido ca l cu l a r  con 
respecto a x l a  primera der ivada . 

d [-dX f ( X ) • y J E f l  ( X ) • f 1  ( XO ) 

S l x = xo:  
d 

dX [f ( X ) • y J • 0 
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Ca l cu l ando l a  segunde der ivada , 

d2 [ J z f ( X )  - y • f1 1 
dx 

( X ) 

Segan l a  h i pótes i s :  f" ( xo ) > O , entonces por el Teorema V. 1 2  l e  -
func ión [ f ( x ) - y :J t i ene un mfnlmo para x • xo. 

El va l or de este mfn lmo es : 

[ f ( X ) • y] =f ( XO ) • 0 
x=Xo 

l uego ex i ste una vec i ndad del punto P ,  en l a  que a excepción de este punto -
se t iene que : 

f ( x ) - y > O  

lo  que Imp l ica que f ( x )  > y ;  l uego en d i cha vec i ndad todos los puntos de 
la curva excepto e l  punto P se encuentran en la reg lón super ior de l a  tange� 
te a la curva en el punto P, de donde se concl uye que la curva C de ecuac ión 
y • f ( x ) t i ene su concav i dad hac i a  arr i ba en ese punto. 

Teorema V. 1 4  

H i pótes i s :  La ecuac ión d e  l a  curva C es y • f ( x ) ,  esta func ión t i e­
ne segunda der lvada y se cump 1 e que f" ( xo < O ,  

Tés l s :  La curva C t i ene su concav idad hac i a  abajo en e l  punto 
P ( Xo , Yo ) . 

Demostrac ión :  

La tangente a l a  curva en e l  punto P es : 

y - yo • f 1 xo ( x - xo ) "" y • f ' ( xo ) ( x - xo ) + yo 
cons i dérese l a  func ión :  

( f ( X ) - y ) m f ( X ) • f 1  ( XO ) ( X • XO ) • yo 

su pr imera der lvada será : 



fx [ f ( X ) - Y J • fl ( X ) - f 1 ( XO ) 

que se anu l a  para x • xo. 

La segunde der ivada es : 

d2 [ -:-z f ( x )  
d X 

y ] • f" ( X ) 

Según l a  h i pótes i s :  

f" ( xo ) < o 

por lo cua l ,  según el Teorema V. 1 1 ,[ f ( x )  - y]t l ene un m�x lmo relat ivo 
para x • xo entonces exi ste un entorno del punto P en que sol o  exceptuando­
este , se t iene que : 

f ( X ) - y < 0 � f (  X ) < y 
Se concluye que en d i cho entorno, todos l os puntos de l a  curva e de -

ecuac ión : y • f ( x ) con excepc ión de P ,  pertenecen a l a  reg16n I nfer ior -­
de l a  tangente a l a  curva en d i cho punto, l uego l a  curva e de ecuac ión 
y • f ( x ) t iene su concav idad hac ia abajo en d i cho punto, 

EJemplo. 31  

Exami nar l a  concav idad de la curva de ecuac ión y • f ( x ) • x2 - 4 x1 12 

Soluc l6n : 
1 

y1 • 2 X - 2 X- 2 
. l  

y" m 2 + X 2 -+ y" R 2 + 1 

;;r 
E 1 dom 1 n 1 o de y • f ( x ) es x � O  y e 1 dom 1 n 1 o de y '  • f 1 ( x ) y 

y" • f" ( x ) es para ambas : x > O 

Es cl aro que s i  x > O se t iene que f" ( x )  > O, por l o  cual l a  curva­
es cóncava hac ia arr i ba .  

Puede verse que s i  x+ O+, esta curva se aproxima tangencla lmente a l  eje 
de las y. Dado que f ( O ) • O, el or i gen está sobre la curva, pero l a  cur-
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va no se ext i ende a la Izqu ierda de este punto como se ve en la f igura 28, 
j 

F i gura 28 

EJemplo .  32 
1' 

Encontrar l os puntos donde l a  curva de ecuac ión :  24y • x3 - 6x2 - 36x + 16 
es c6ncava hac ia arr i ba y donde es cóncava hac i a  abajo ,  

So luc l6n :  

Der ivando : 

24 y '  • 3 x2 - 1 2  x - 36 ��------���--����-----,--� 

• 3 ( X + 2 

der ivando nuevamente: 

24 y" • 6 X - 1 2 • 6 ( X - 2 ) 

se ve que : y" > O s i  x > 2 

y" < o s i  x < 2 FIG. 29 

Por este mot ivo l a  curva es cóncava hac ia abajo para x < 2, y cóncava -
hac i a  arr iba para x > 2 como se ve en l a  f igura 29, 

Se observa que y" • O para x • 2 y el punto ( 2 ,  -3 ) sobre l a  curva - ­

separa la porc ión de la curva que es cóncava hac i a  arr i ba de la que es cónca­
va hac i a  abajo.  

• 



PUNTOS DE I NFLEX ION,  

S I  existe una vecindad del punto P ( xo, yo ) en l a  curva C y en esta• 

vecindad todos l os puntos de la curva que est&n a un lado de P pertenecen a­

la reg16n superior de la tangente a la  curva en d icho punto P y todos los pu� 

tos de l e  curva a l  otro lado de P pertenecen a l a  regl6n Inferior de la  m i s •  

ma tangente, entonces el  punto P ( xo, yo ) s e  conoce c omo  punto d e  lnflexl6n 

de 1 a curva Y • f ( x ) , 

De lo anterior resu l ta c l a ro que un punto de lnflexl6n de una curva es -
aquel en el cual cemb la el sent ido de la concav idad de la m i sma , como se ve 

en l a  f i gura 30 ( A )  y ( B ) ,  

1 T 

�,., f(-.) 1 1 

( A ) ( 8 ) 
Figura 30 

De esta def l n l c 16n y del estudio sobre concavidad se s igue que en el • 
punto de lnflexl6n la segunda der ivada debe camb iar de s igno, 

Por e l  proced imiento v i sto en el estudio de los va l ores ext remos de una 

func16n ( m6xlmos y Mfnlmos ) , se ve que para anal izar el cemh lo de s igno • 

de f" ( x ) se requ iere ca l cu l a r  los va l ores de x que anulen esta der ivada• 

segunda , dado que esta con d l c 1 6n es esenc i a l  pera que exista el  camb io de • 

s igno. 11u aún, la funcl6n y" • f" ( x ) puede anularse s i n  que ocurra el  -

camb io de s igno. 
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As r pues, para encont rar los puntos de lnf lexl6n, de una curva dada •• 

y • f ( x ) se procede como s igue: 

1 ) ,  Ca l cu l a r  l a  segunda derivada f11 ( x } 

2 ) .  Calcu l a r  l o s  val ores d e  x que enulen o hagan d i scon t i nua a f "  ( x ) 

3) , S I  e l  pasar x por d i chos val ores hay un cambio de s igno de f" ( x } 
entonces l a  curva tendr' un punto de lnf lexl6n para el va lor de x considera­

do. 

4) , SI el  cambi o  de s igno es de ( + )  a ( • ), la curva camb ia  su con· 

cavidad de hacia a r r i ba a hacia abajo, 

5} . S I  el cambio de s igno es de ( - )  a ( + ) ,  l a  concav idad c�b l a  de 
hacia abajo a hacia a r r i ba ,  

Otra forma m's r'plda d e  calcular u n  punto d e  l n f l ex16n s e  Infiere f'c l l  

mente del s i guiente teorema : 

Teorema V, 1 5  

H l p6tes l s :  y • f ( x ) e s  l a  ecuacl6n d e  l a  curva C ,  para x • xo se • 

t i ene f" ( Xo ) • O y f"'{ Xo ) ;. O. 

Tls l s :  E l  punto P ( xo, yo ) d e  l a  curva C es un punto d e  Inflexión , 

Demostracl6n:  Se con s i deran dos casos : 

ler caso: f 1 " ( Xo ) > O, esto Impl ica que en un entorno 
Xo - 6 < x < Xo + ó l a  función y" • f"( x ) es creciente l uego: 

f" ( Xo + bx < f" ( Xo • O 

f" ( Xo + Ax > f" ( Xo • O 

s i  /J.:x < 0 } 1 Ax l  < 6 
s i  /J.x > O 

luego l a  segunda derivada f" ( x ) cambla de ( - } a ( + ) y l a  curva 
y • f ( x ) t iene un punto de i n f l exión en P (Xo, Yo) como se ve en la figura 
3 1 .  



/ q_ -��(K) 
e ' 

1 

F i gura 3 1  

2 o  Caso:  f" ' ( xo  ) < o,  esto imp l i ca que en  un entorno 
Xo - o  < x < Xo + c5 ,  l a  func ión y" = f" ( x ) es decrec iente l uego: 

f" ( Xo +ll x > f" X o - o s i  ll X  "' 01 
f" ( 1<o + ll .x  < f" Xo 0 S i  [lK > 0 

\ flX \ < o  

l uego: f" ( x ) camb ia  de s i gno de ( +) a ( - ) y l a  curva y • f ( x ) t le 
ne un punto de i nf lexl6n en P ( Xo o y0 ) , ver l a  f igura 32 .  

o 

Ejemplo 33. 

,., 
Figura 32 

Ha l l a r  los puntos de inf l ex l6n y el  sent i do de la concav i dad de la c�r 
va de ecuac 16n : 

Sol uc l6n : 

y '  • 12 x3 - 1 2  x2 
y" • 36 x2 

• 24 X ,_. y1 1 • f" ( X ) • 36x ( X • t ) , 
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2 f" ( X ) • 0 "l> 36 X ( X • 3 ) • 0 
reso l v i endo la ecuac 1 6n anter ior se obt i enen : 

Como : f" ( x 2 • 36 X ( X • 3 ) 
cuando x < O -:> f" ( x ) > O ; � 
cuando O < x < � =?> f" ( x ) < O ;  f'::\ 3 

Luego la curva es cóncava hac i a  arr i ba a l a  i zqu ierda de x1 • O y cónca 
va hac i a  abajo a l a  derecha de ese punto. 

cuando O < x < f. .... f" ( x ) < O 

cuando x > t _,. f" ( x ) > O 

2 Luego l a  curva es cóncava hac ia abajo a l a  izqu ierda de x2 • 3 y con-
cava hac i a  arr iba a la derecha de x2 • 2/3 . 

Sus t i tuyendo 
t 1 en en : y 1 • 1 y 

2 l os va lores de x1 • O Y x2 • 3 
y2• �� respect ivamente. 

en la ecuac 16n dada se ob--

Por lo  tanto, l os puntos Ij ( O , 1 ) e I2 ( 2/3 ,  1 1 /27 ) son l os puntos 
de i nf lex ión , f i gura 33 .  

Figura 33.  



Ejempl o 34.  

Ha l l ar l os puntos de i nf l ex ión y concavidad  de l a  curva de ecuac i ón 
y • 2 x3 - 3 x2 

- 36 x + 25 .  

SOLUC I ON :  

y '  • 6 x2 - 6 x - 36 
y" � 1 2  X - 6 

1 2  X - 6 • 0 -!> X • 1 
y" '  - f1 1 1  ( x ) • 1 2 > 0 ..,. f'" ( 

l uego s i  hay punto de inf lex ión.  

1 
-2-
1 
2 > o 

Sus t i tuyendo x1 � .!. en la ecuac Ión dada . 2 

Y¡ • 2 ( t ¡ 3 

1 3  

3 ( .!. ) 2 - 3 6  ( .!. ) + 25 2 2 

Y ¡ • 2 
El punto de i nf l ex ión es 1 ( t 
Sust i tuyendo: x • O <  t en y". 
y" - 1 2  ( o ) - 6 

y" .. - 6 < o 

.!l ¡ • 2 

l uego la curva es cóncava hac i a  a baJ· o  a l a  i zqu ierda de x � .!.  1 2 
Sus t i tuyendo :  x • 1 > t en y" 

y" • 12 ( 1 - 6 

y" - 6 > o 
1 l uego l a  curva es cóncava hac i a  arr i ba a la derecha de x1 • 2 

V .8 REPRESENTAC I ON DE LA FUNC I ON OR I G I NAL Y SUS DERI VADAS . 

E l  s i gu i ente ejemp lo ,  i l ustra grff icamente l a  t ransformac i ón que toma -
una func i ón dada , a l  apl ica rse sobre e l l a  el operador der i vada por tres oca­
s i ones , es  dec i r ,  hasta obtener su der i vada de tercer orden . As i m i smo ,  es  -
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pos i b l e  observar como se cumplen l os conceptos estud iados anter iormente , so-­
bre la representac ión y s i gn i f i cado de la pr imera , segunda y tercera der i vadas 
respect i vamente ,  rel ac i onándol os con el comportamiento que t i ene la func ión 
or i g i na l ,  iden t i f icando l os e l ementos y puntos crft i cos de l a  m i sma .  

Ejempl o. 35 

Representac ión gráf ica de una func ión or i g ina l  y sus der ivadas  hasta -
de tercer orden . 

,. 

F i gura 34 



En l a s  g ráf i ca s  anter iores se puede observa r  l o  s i gu iente : 

En l os 
y '  • f '  ( X 
y • f ( X 

interva los ( - co; a 
) es pos i t i va y en 
es decrec i ente,  se 

) y ( e ;  e ) 

l os interva los 
t i ene que y '  e 

donde y • f X ) es crec i ente -
( a ;  e y e ;  + oo donde 
f '  ( X es nega t i va .  

Pa ra l os va lores crít i cos x E a x= e en l os q ue hay máximo rela t ivo , y ­
x • e que corresponde a un mín imo re l a t ivo ,  se t iene que f '  ( x )  • O .  

Pa ra x .• b y x E d donde s e  presentan puntos de i nf lex ión, f "  ( x ) • O 
en e l  i nterva l o  ( b ;  d ) donde l a  grá f i ca de y • f ( x ) es cóncava hac i a  a rr i  

ba , f" ( x ) e s  pos i t i va .  S i  x < b y x > d donde d ic ha gráf ica es cóncava - ­

hac ia abajo se t i ene que f"  ( x )  es negat iva .  

S i  se toma como func i ón or i g i na l  y '  • f '  ( x ) s e  c ump l en l a s  m i smas pro­

p iedades anter iores , respecto a y" • f" ( JI.. )y y ' " • f" ' ( x ) como se puede ­
observa r en l a s  g ráf icas correspond i entes del ejemp l o  35 . 

En l os ejemplos que se presentan a cont inuac ión se muestra l a  representa­

c ión gráf i ca de a l gunas func i ones y de su p r imera der ivada , con objeto de com­

pl ementar el aná l i s i s  de la i nterpretac ión gráf i ca de una func i ón o r i g i na '  y ­

de sus der i vada s .  

Ejempl o. 36 

f ( x ) = - x2 + 2 

-2 

f(x) 

2 

o 2 X 

-1 

-2 

F i gura 35 ( a ) 

f '  ( x ) = !!...... ( - x2 + 2 ) dx - 2 X 

-z 

F i gura 35 ( b ) 

Ejempl o. 37 

f ( X ) K x3 + 3 X .  

F i gura 36 ( a ) 
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f '  ( x ) 3 
d 

( x3 + 3 x ) = 3 x2 + 3 dx 

Ejempl o. 38 

f ( x ) = sen x 
S i  0 �  x �  2:11 

-z -t O 

F i gura 36 ( b ) 

�ex) 

F i gura 37 ( a  ) 

r(x) 
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f' ( x ) • d� [ sen x ] • e os x 

-f' (�) 

-z 

F i gura 37 ( b ) 
Ejempl o. 39 

-t 

-+ 

F i gura 38 ( • )  

" 



f '  ( x ) • L In x • -1-dx x 

3 

o 3 5 
Figure  31 lb) 

• • 

V .  9 ESTUD 1 O D E  LA VAR 1 AC 1 ON D E  UNA FUNCI ON , PROBLEMAS DE APL I CAC 1 ON . 

Como una de l a s  apl icac iones mas importantes de los conceptos ana l i zados 
en este capítu lo  se t iene el estud i o  de la var iac ión ( o comportamiento ) de -
una func ión dada , l a  cua l resu l ta más evlldente cuando se di scute gráf i camente . 

De esta manera ,  resu l ta deseab l e  obtener e l  menor número de puntos que -
perm i tan  tener una v i s ión c la ra de la grá f ica de una func ión en estud io ,  p ro-
curando ev itar la obtención de aque l los que no sean necesar i os o importan-
tes;es dec i r ,  aque l los cuya i nformac ión no �esul ta t rascendente , en e l  estu-­
d io del comportam iento de la func ión .  Con la  práct ica es pos i b l e  efectuar ero 
qu i s  correctos ma rcando tan sólo unos cuantos puntos . 

En l os cursos de geométr i a  ana l ít ica , el estud io de l a  d i scus ión de l a  e­
cuac ión de una curva tan sól o  se l i m i ta a la obtenc ión de l os s i gu ientes aspe� 
tos : 

1 ) . Intersecc iones con l os ejes  coordenados . 

2) . Determ inac ión de l a  s imet ría con respecto a l os ejes coordenados y 
a l  or igen . 
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3) . Detereminac ión de l a s  as íntotas vert ica l es y hor i zonta l es .  

4) . Determ inac ión d e  l a  extens ión d e  l a  curva , esto es , def i n i r  e l  co� 

junto de va l o res real es de x para los cua l es •y''es rea l  y e l  conjunto de los -

val ores rea l es de"y ''para l os cua l es x es rea l . 

Con los conoc imientos adqu i r idos en este capítu lo ,  ahora se d i spone ade· 
más de un c r iter io para determinar :  

5) . En que interva los l a  func ión q ue  se va a representar gráficamente ­
es c rec i ente y en cua l es es decrec i en te .  

6) . Tamb ién es pos i b l e  determ i na r  _l os máx imos y mín imos relat ivos y ab­
sol utos • 

7) . As im i smo , el conoc im ien to de l a  concav i dad y l os puntos de I nfl exión 
concretan ca racteríst icas esenc i ales  de l a  grá f ica en estud io . 

El s i g u iente ejempl o  muestra como desarro l l ar  e l  p roced im iento descr i to ­
anter iormente en el anál i s i s  de la var iac ión de una func ión . 

Ejemplo. 40 

D i scut i r  y t razar la gráf ica de la func ión : 
X y - � 

SOLUC I ON :  

1 ) .  I ntersecciones con los ejes : 

S i  x • 0 9> y a O 
S i  y = 0 -+  X • 0 

Por l o  tanto l a  curva intersecta a los ejes en e l  punto O ( O ,  O ) exc l� 
s i vamente. 



2) . S imetr fa :  

A l  subst i t u i r  a x por -· x queda y - x , por cons i gu i ente se a l tera -
x2 + 1 

l a  ecuac ión, l uego no hay s imetría respecto a l  eje y .  

Al subst i tu i r  a y por - y queda -y s-2-
x __ , 

X + 1 
por cons i gu i ente se a l tera la ecuac ión y no hay s imetría respecto a l  eje x .  

Al s ubst i tu i rse s imul táneamente a x por - x y a y por - y queda : 

X - y  - � 
X + 1 

por l o  que la ecuac i6n no se a l tera . Esto ind i ca que s i  hay s i metría respecto 

a l  ori gen. 

3) . Asíntotas .  

Cabe hacer notar que para l a  determi nac ión de l a s  as íntotas d e  una curva 
l a  teoría de 1 im i tes resul ta de gran ayuda 

por lo cua l :  x .,.- oo � Y  .,. o 
Por l o  tanto e l  prop io eje de l a s  x es asíntota en ambos sent i dos . 

4) . Extens i ón de l a  curva : \ 

Observando l a  ecuac ión se ve que no hay restr icc iones para l os va l ores 

de x, es dec i r, que cua l qu ier va l o r  real de x hace que y sea rea l .  S i n  em­

bargo s i  se resuel ve l a  ecuac ión para x se def i ne : 

2 y x  + y • x  

Y X2 - X + y e O 
por l o  tanto :  

X 
± /1 - 4/ 

2y 

La ecuac i ón anter i o r  muestra que para que " x " sea rea l debe cump l if"se 

que : 2 1 -+ 1 2 y 1� 1 - 4 l ?f:. o - 4 y ' 

1 1 
o sea que : - -2- 4> y o{,  -2

- será el i nterva l o  de va l ores rea l es de-

S i  se cump l e  que : y que hacen que x sea rea l . 

1 im f ( x ) • a 
x-++oo 

se t iene una as íntota para l e l a  a l  eje de l as absc i sas : l a  recta de ecuac ión 
y = a . 

S i  1 i m  f ( x ) • 00 
x + a 

o sea f ( X ) + 00 
x + a 

se t iene una a s íntota pa ra l e l a  a l  eje de l a s  ordenadas :  l a  recta x e a .  

S i  1 i m  -'1"/"--- • O 
X -+ +oo X + 1 

eStO es : X ·"f. OO - y +  0+ 

S i  X ... - 00 : -- 1 im _2_
x __ e o 

X -+-oox + 1 
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5) . Der ivando y • f ( x 

y ' • f '  ( X  ) • 

se t i ene : 
1 - x2 

A l  i gua l a r  f '  ( x )  con cero , se obt i enen como va l ores c rft i -­
cos de x l os s i gu i entes ; 

1 
2 - X Q 

2 ¡ 2  ( X + 

1 - 2 
a O X 

2 • 1 X 
X • ± /l"e ± 



y s i  

Por l o  tanto , x1 • 1 } son 1 os va 1 o res e rf t i  e os de x . 
x2 • -1 

En esta forma , obteniendo sus correspont i endes ordenadas se t i ene: 

Si x1 • 1 � y1 • f ( 1 ) • � • + 
x2 • -1 '* y2 • f ( - 1 ) • - 1 1 

'1+'1 - - -2-

Por l o  que , l os puntos P
1 

( 1 1  1/2 ) y P2 ( - 1 , -1 /2 ) son ca racterfs­
t icos, ya que las tangentes a la c urva en P, y P? son para l el a s  a l  eje x .  

En conc l us ión,  ana l i zando l a  func ión para va l o res de : 

X < - 1 �  f '  ( X ) < 0 - que f ( X ).- es decrec i ente 

- 1 < x < 1 .., f 1 ( x ) > O - que f ( x ) es e rec 1 en te 

x >  .., f '  ( x ) � o - que f ( x )  es decrec i ente. 

6) . Máx imos y mín imos ; 

Una vez determ inados l os puntos caracterfst icos , en l os cua les l a  -
tangente a l a  curva es para l e l a  a l  eje " x ", a p l i cando e l  c r i ter io de -
la segunda der i vada se obt iene :  

Por lo  tanto , para x1 • 1 ,  

f" ( 1 ) • - t < 0 � que para x1 • 1 ,  l a  func ión y �  f ( x )  t iene 
un va lor  máx imo, en P 1 ( 1 ,  1 /2 ) 

y pa ra x2 • - 1 , 
1 f" ( - 1 ) • 2 > O  • que para x2 • - 1 ,  l a  func ión : 

y • f ( x )  t iene un va lor  mín imo,  en P2 ( - 1 , - 1 /2 ) .  
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7) . Puntos de I nf l exión y sent ido de concav idad . 

A pa rt i r  de l a  segunda der i vada de y • f ( x ) ,  obten i da anter iormen­
te , e i gua lándo la  a cero, resul ta :  

2 x ( i - 3  y1 1 • f1 1  ( X ) • .=....;"-'�--"-L- m O 
( x2 + 1 ¡ 3 

2 2 X ( X - 3 ) • O 
( x2 + 1 ¡ 3 

2 x ( x2 - 3 ) • O 

2 x • O -+ x3 � O 

x2 - 3 • O "'!> x2 • 3 • x4 • + 13 x5 • - /3 

En esta forma , obten i endo l a s  correspond ientes ordenadas para x3 • O 
x4 • /3  y x5 • - 13. se obt i ene : 

S i  x3 • O .., y3 • f ( O ) • O 

S i  x4 • + 13 ..,.  Y4 • f ( + 13 ) • 13 - • 13 
3 + 1 4 

s · ]-.¡- f ( - 3 l • _ - 13 • _IT 1 x5 a - " � .., Y 5 • 
3 + 1 4 

Por l o  tanto, l os puntos P3 ( O, O ) , /3/4 ) V 

P5 ( - � , - �/4 ) son l os puntos de i n f l exión de l a  gráf i ca de l a  func ión .  

Ana l i zando , e l  camb io  d e  s i gno d e  f"  ( x ) para l os va lores x3 • O ,  
x4 • + 13" Y x5 • - fJ, se t iene : 

- ., < x < - ,rr- -. f" ( x ) < O -> l a  concavidad es hac i a  a bajo 
- /3 < x <  O � f" I x ) > O ..,  la  concav idad es hac ia  a rr i ba 

O <  X < /3 - f" ( x ) < O � la concav idad es hac i a  abajo .  

13 <x  < + co - f "  ( X  ) > O  - la concav idad es hac ia a rr i ba . 

De este modo, resumiendo la i nfo rmac ión obten i da en los pasos 5, 6 y 7 



-

' 

se t i ene : 

va l ores de x y = f (x) y ' •f '  (xJ y ' '-f" (x 

- a>  < X < - rr decrece - - concav idad hac 1 a a bajo . 

- 13 - 'f  t o Punto de l nf l exi6n .  x •  - 8 
- 13 < x < - 1 decrece - + Concav idad hac ia a r r i ba 

- 1 1 o + Mln imo. X • - 2 
- 1 < X < o crece + + Concav i dad hac i a  a r r i ba 

X • 0 o 1 o Punto de inf lexi6n 

O <  X < 1 c rece + - Concav idad hac ia a bajo.  

X • 1 1 o - Máx imo 2 .. 

1 < x <  + 13 decrece - - Concav idad hac i a  abajo.  

X - + IT 13 1 o Punto de i n fl ex ión . 11 - 8 
+ 13  < x < + a> decrece - + Concavi dad hac i a  arr i ba. 

Con la I nformac ión de l a  tab la anterior, y l os datos compl ementa r ios 
obten idos en l os pasos hasta e l  q, es pos i b l e  constru i r  la gráf ica 

y = f ( x ) = 2 
x como se muestra en l a  f i gura 39 

X + 1 

i 

/ j =j(7t) 

--4-

F igura 39 . 
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CAPITULO 
OBJET I VO GENERAL DEL CAP ITULO: 

Al f i na l izar este capftu l o  e l  a l umno podrá def i n i r  e I n terpretar ­
geométr icamente e l  concepto de d i ferenc i a l  de una func ión ,  ca l cu l ar l as 
d i ferenc i a les p r imera y de orden super ior para cua lqu ier  t i po de func i Ón •  
ca l cu l ar  en forma aprox imada e l  va l or de l I ncremento de l a  var i a b le - ­
depend iente ut i l i zando l a  d i ferenc i a l  de l a  var i ab le  depend i ente - para -
una func ión cua l q u iera ,  y resol ver  probl emas donde se I nvo l ucre e l  con­
cepto de d i ferenc ia l . 

Al f i na l i zar  este capítu lo ,  e l  a l umno podrá : 

V l . l .  Enunc iar  l a  def i n i c ión y notac ión de l a  d i ferenc ia l  de una fun-­
c ión . 

V l . 2 .  Ca l cu l a r  l a  d i ferenc i a l  y su va lor  para u n  val or d e  l a  var i ab l e­
I ndepend iente y un i ncremento de ésta . 

V l . 3 .  Demostrar que e l  i ncremento de l a  var iab l e  i ndepend iente es I gual 

a su d i ferenc i a l . 

V l . 4 .  Demostrar que l a  der i vada de una func ión e s  I gual a l  coc iente de­
la d i ferenc i a l  de la fÜnc ión entre la d i ferenc i a l  de la var i ab l e  
I ndepend iente . 

V l . 5 .  Demostrar que l a  expres ión para ca l cu l ar  l a  d i ferenc i a l  de una ­
función es vál i da tamb ién para e l  caso de una func ión de func ión .  

V l . 6 .  I l ustrar g ráf icamente e l  concepto d e  d i ferenc ia l  de una func ión .  

V I . ? .  Escr i b i r  l a  d i ferencia  entre e l  i ncremento y l a  d i ferenc i a l  de � 
na función .  

V l . 8 .  A part i r  d e  una func ión ,  u n  va l or d e  l a  var iab l e  i ndepend ien te ­
y un incremento de ésta , ca l cu l a r  aprox imadamente el correspon-­
d i ente va lor del i ncremento de la var i ab l e  dependiente ut i l i zan­
do la  d i ferenc i a l . 
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G 
V l . 9 .  Escr i b i r  l a  d i ferenc i a  entre e l  i ncremento y l a  d i ferenc i a l  de � 

na func ión jus t i f i cando l a  razón por l a  cua l estos dos va l ores­
son aprox imadamente igua les .  

V I . IO .  Ca l cu l ar el  error  absol uto y re l a t i vo que se comete a l  emp l ea r- · 
l a  d i fe renc i a l  en vez del Incremento de l a  var i ab le  depend i ente­

de una func ión . 

V l . l l .  Determ inar el error aprox i mado absol uto y re l a t i vo en que se I n­

curre en el cá l cu l o  de un va lor  de l a  var i a b l e  depend i ente hab lénd� 
se comet i do un error en la va l uac ión de l a  var i ab le  i ndepend ien­
te . 

V l . 1 2 .  Escr i b i r  l a  expres ión de l a  d i ferenc i a l  de orden enés imo de una­
func i ón ( jus t i f i cando la notación de Le i bn i z  para der ivadas de­
orden super ior) . 

V l . l 3 .  Dada una func ión cua lqu iera ,  ca l cu lar  sus d i fe renc i a l es suces i -­
vas hasta l a  de orden 3 .  

V 1 . 14 .  Escr i b i r  en térm inos de d i ferenc i a l  d e  x y de d i ferenc ia l  de y ­
l a  fórmu l a  para ca l cu l a r  la  d i ferenc i a l  de a rco de una curva . 

V l . 1 5 . Ca l cu l a r  l a  d i ferenc i a l  de arco de una curva dada .  

V l . 1 6 .  Escr i b i r  l a s  fórmu las  para ca lcu lar  la  curvatura y e l  rad io de ­

curvatura de una curva . 

V i . t 7 .  Ca l cu l a r  l a  curvatura y e l  rad io  de curvatura de una curva en un 

punto dado . 



LA O 1 FERENC 1 AL. 

V l . l .  Func ión d iferenc i ab le .  D i ferenc i a l  de una func ión rea l  de var iab le -­
rea l . 

V l . 2 .  Der i vada como coc i ente de d i ferenc i a l es .  Permanenc i a  de l a  forma de ­
l a  d i ferenc i a l  para una función de función .  I n terpretac ión geométr i ca 
de la d i ferenc i a l . 

V l .3 .  Re lac ión entre la d i ferenc i a l  y e l  i ncremento. Apl i cac iones de l a  d i -
ferenc ia l  ( va lores aproximados y errores ) .  

V 1 . 4 .  D i ferenc ia l es de orden super ior ( suces ivas ) .  Notac ión de Le ibn i z .  
V I . S .  D i ferenc i a l  d e  a rco en coordenadas rectangul a res . 
V l .6 .  Curvatura y rad io de curvatura . 

LA O 1 FERENC 1 AL . 

I NTRODUCC I ON :  

Hasta ahora s e  h a  representado l a  der ivada de l a  func ión y • f ( x ) - -

como : 

� - f 1  ( X ) dx 

A través de lo estud iado, el símbolo  �� no se ha cons i derado como -
una fracc ión ord i nar i a ,  con dy como numerador y dx como denomi nador , s i no - ­
por e l  contra r i o ,  se ha tomado como un s ímbo lo  que representa e l  l ím i te del - ­

coc iente 
dy 

· --ax 

Hay muchos prob l ema s ,  s i n  embargo , en l os que es i mportante dar  p resen­

tac iones a dx y dy separadamen t e ,  es  por eso que se i n t roduc i rá un nuevo con­
cepto que se denom i n a rá con el nombre de d i fe renc i a l , y se extenderá el estu­
d i o, para obtener la  d i fe renc i a l  de orden n de una func i ón ,  estudi ándose tam­
b i én l a  d i fe ren c i a l  de arco en coordenadas rectang u l a res , para f i na l i zar en ­
base a es tos concep tos con la i n t roducc i ón de curvatura y rad i o  de curvatura . 
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V I . LA D I FERENC IAL Y APL I CAC I ONES . 

V l . L  FUNC I ON D I FERENC I ABLE . D I FERENC I AL DE UNA FUNC I ON REAL DE VAR I ABLE 
REAL . 
Hasta ahora se ha representado l a  der ivada de una func ión y • f ( x ) -

como: 

� • f 1 ( X )  dx 
El s ímbo l o  � no se ha cons iderado como una fracc i ón ord i nar i a  con dy 

en el  numerador y dx en el denom inador,  s i no por el contrar io ,  se ha tomado -
como un s ímbol o  para representar e l  1 im i te del coc i ente:  

l im � - .21._ 
f1x + o� dx

, 
Hay muchos p rob l emas , s i n  embargo , en l os que es I mportante dar presen­

tac iones a dx y dy separadamente , es por eso que en el presente capítulo se -
introduc i rá un nuevo concepto que se denomi na rá con e l  nombre de d i ferenc i a l . 
Se hará resa l ta r  l a  estrecha re l ac i ón que posee d i cho concepto con e l  de der l 
vada y se expondrán a l gunos ejemp los de apl icac ión . 

Sea y a f ( x )  una func ión der ivab l e  en x, donde f ' (x) � O  l uego , 

l im M ( x 
f1x+ o f1x 

• f '  ( X ) 

Por la def i n i c ión de l ím i te :  

Sea M ( X ) 
f1 X 

f1f ( X ) 
f1 X 

- f '  ( x )  • n 
f '  ( x )  J < E s iempre que O <  J l1x J < 4 
donde Jn l < E  

l uego M ( X - f '  X ) f1 X + n f1 X donde n + O ( 1 ) 

cuando f1x ... o 
-El  térm i no f '  (x) f1 x d e  l a  expres ión anter ior s e  l l ama l a  parte pr l�  

c i pa l  de l  i ncremento f1f (x) porque f ' (x) f1 x es  una buena aproximación de l  -
va l or de f1f (x) para va lores peque�os de f1 x . 

- Por otra parte n +  O cuando f1x + O , es dec i r :  

1 i m  n & o 
f1x + O  



Basado en lo ante r i or ,  se conc l uye que una func ión y • f ( x )  es d i f� 
renc iab le  para un va lor de x s i  para un incremento �x . e l  incremento 
�f ( x )  puede escr i b i rse en la forma ind icada por l a  expres ión ( 1 ) . 

Se puede observar que para que se cump l a  l a  cond i c i ón estab l ec i da en -­
( 1 )  es necesar io  que cada uno de l os térm i nos del 2" m iembro exi s tan .  Luego -
se concl uye que l a  ex i s tenc i a  de l a  der ivada es cond i c ión necesar i a  y suf i --­
c iente para que la func ión sea d i ferenc iab l e .  

S e  l l ama d i feren c i a l  de una func ión e n  un punto x a l a  parte p r i nc i -­
pa l del inc remento de l a  func ión d i ferenc iab l e  y se representa con : 

dy • df ( X ) • f '  ( X ) � X 
donde df (x) representa un solo ente .  

------------- --- --- ---

(2) 

Ejempl o 1 . - Demostra r que l a  func i ón y • x2 - 4x ·def i n ida en el ínter_ 
va l o  ( - � , � ) es d i ferenc i a b l e  y obtener su d i ferenc ia l . 

SOLUC 1 ON : 

Para que la func ión sea d i ferenc i ab l e  debe cump l i rse con l a s  caracte-­
ríst icas estab l ec idas en la def i n ic ión, es dec i r :  
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Se debe ver i f icar que: 

�Y • f '  ( x ) llx + n ( llx l llx • • • •  (A) 

En efecto : 

y + � y • ( X + � X  ) 2 - 4 ( X + � X ) 

� y • ( X + � X ) 2 - 4 ( X + � X )- ( x2 - � X ) 
� y • x2 + 2x � X + ( � X ) 2 - �X - 4 �X - x2 + 4x 

2 
A y •  Zx - � ) A x + ( � x l  

� y • 2x - � ) � x + A x • A x • • • • (B) 

La ecuac 1 ón (B)  t iene la forma dada en (A) as í que : 

f '  ( X • Zx - 4 

n (  A X ) • A x 

Donde : 

1 1m n ( � X ) • 1 im A x • o 
A x + O  A x + O  



Por lo tanto l a  func i ón es d lferenc iabl e .  

La d i ferenc i a l  de  la func i ón es : 

Ejempl o 2 . - Demostra r  que ' la  func ión y • x3 def i n ida en el i nterva--
lo ( - oo , oo ) es d i ferenc iab l e  y obtener su d i ferenc ia l .  

donde : 

SDLUC I ON :  S i gu iendo el m i smo proced im iento que en el ej erc i c io ante--­
r ior se tendrá que : 

El i ncremento de la func i ón es : 

h y • ( X + h X ) 3 - x3 

h y • x3 
+ 3xl h x + 3x (h x ) 2 + (h x ) 3 - x3 

.. 
h y m 3x2 Ó X +  [ 3x Ó X +  ( Ó X )ZJ  A X 

f 1 ( x ) • 3x2 

n ( óx ) • 3x ó x + ( h x ) 2 

por lo tanto : 
1 im n ( ó x ) • 1 im [ 3x h x + ( ó x ) 2] 

óX -+- 0 hx -+- 0  

1 fm n Ó X • 1 f m  3x [ 1 im h X ] + 1 fm Ó X ) 2 
hx -+- 0  hx -+- 0  hx -+- 0  hx + O  

1 im n ó x • o 
óX ... o 

l uego la func i ón y • x3 es d l ferenc lab l e  y su d iferenc i a l  es : 

dy • f 1 ( X ) h X - dy • 3x2 
h X 

D I FERENC IAL DE LA VAR IABLE I NDEPEND I ENTE . 

Sea la func ión i dent idad y • f ( x ) • x, cuya d i ferenc ial  es, 
dy • f 1  ( x ) ó x, l a  der ivada de esta func ión es : 
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f 1  ( X  ) • 1 

�-�t l tuye este va l or en la di ferenc ial  de la func i ón :  

d y  • 1 h X • • . •  (3) 

como : y • X dy • dx 

Sust i tuyendo este resul tado en e l  pr imer m i embro de (3) , queda : 
dx • h x 

De aquí se conc l uye que l a  d i ferenc ial  de l a  va r iab l e  i ndepend iente -
es i gua l a su I ncremento.  

S I  se t iene en  cuenta este resul•tado en  la  ecuac i ón (2) , que  def i ne la  
d i ferenc ia l  de una func lón, se t iene : 

dy • f 1 ( x ) dx • • • • (1¡) 
Este resul tado perm i te establ ecer la s igu iente def i n ic i ón . 

Def i n ic i ón : 
n La  d i ferenc i a l  de una func i ón es i gua l a l  producto de su der i vada por­

la d i ferenc i a l  de la var iabl e Independ iente ." 

Ejemplo 3 . - Ha l l ar las  d i ferenc i a l es de l as s i g u i entes func iones : 

a )  y • x3 + 5x2 
+ 1 0x - 18  

b)  y - e2x 
+ L x 

e )  y - sen x + cos3 x 

d )  X y • ang cos a 

SOLUC 1 ON : 

La d i ferenc ia l de las  func iones , se obt iene apl icando la ecuac ión (4) -
dy • f 1  ( x )  dx a cada una de el las . 

a )  f 1  ( X ) a 3x2 
+ 1 0  X + 1 0  

d y  • ( 3x2 
+ 1 0  x + 1 0  ) dx 

dy • 3x2 dx + 1 0  x dx + 10 dx 



b) f '  ( x ) • 2e2x 
+ 

1 
X 

dy • ( 2e2x + -1- ) dx X 
dy • 2e2x dx + � X 

e) f '  ( x ) • ces x - 3 cos2 x sen x 
dy • ( cos x - 3 cos2 x sen x ) dx 

dy • cos x dx - 3 cos2 x sen x dx 

d )  f '  ( X ) • 

d y -

-1 

- dx 
1 2 2 1  a - x 

Ejemplo 4 . - Usando d i ferenc i a les c a l cu l a r  �! de la ecua c i ón 

3 2 2 y • X + X y + y 

� No obstante que en e l  presente ejemplo se t i ene una función !m-­
pi íc i ta ,  se debe recordar que l a  d i ferenc i a l  de una funci.ón d l ferenc lable -
es igual a la der ivada por la d i ferenc i a l  de la var iable I ndepend iente¡ todas 
l as fórmu las para derivar pueden trasformarse en fórmu l a s  para d i ferenc i a r .  

Tomando d i ferenc ia l es en cada uno d e  l o s  térmi nos d e  l a  expresión dada 
se t iene: 

3y2 dy • 2x dx + ( x dy + y dx ) + 2y dy 

Agrupando los térmi nos que cont i enen dy y dx como factores. 

( )y2 - x - 2y ) dy • ( 2x + y ) dx 

F i na l ment e :  

...!!L. - _2x=,,.:+.....Ly ___ _ 

V l . 2 .  DERI VADA COHD COCI ENTE DE D I FERENC IALES . PERMANENC IA DE LA FORMA 
DE LA D I F ERENC IAl PARA UNA FUNC I ON DE FUNC I ON .  I NTERPRETAC I ON -­
GEOMETR ICA DE LA D I F ERENC IAL.  

Según se estudió en la secc ión V I .  l.  l a  d i ferenc i a l  d e  una función --­
Y • f ( x ) está dada por la ecuac ión : 

dy • f1 ( X ) 6 X 

Además como el Incremento de la var ia b l e  I ndepend iente 6 x es I gual a ­
s u  d i ferenc ia l ,  s e  determ inó que: 

dy • f '  ( x ) dx 

S I  se d iv i den ambos m iembros de esta expresión entre dx, queda : 

+x •  f '  ( X )  . .  (5) 

Con l a  ecuación (5) se conc luye que la der ivada de una func ión es I -­
gua l a l  c oc i ente de la d i ferenc i a l  de la va r iab l e  depen d i ente entre la d i fe-­
renc i a l  de la var iab l e  I ndepend i ente. 

PERMANENCIA DE LA FORMA DE LA D I FERENC IAL PARA UNA FUNC I ON DE FUNC I ON .  

Todo l o  estudiado hasta e l  momento parte de l a  supos i c i ón que x e s  l a­
va r iable I ndepend iente , s i n  embargo puede suceder que x sea I ndepend iente pe­
ro exista una va r ia b l e  Intermed i a ,  como cuando se t i ene una función de fun--­
c ión. 

Sean :  
y - f ( u ) y 

En este caso la d i ferenc i a l  de y tamb ién se ca lcula por med io de la e­
cuación {4), esto es : 

dy • f '  ( x ) dx 
o b ie n :  dy • Dx y dx 

2 dx 3y - x - 2y Esta aseverac ión se esta b l ece en el s i gu iente teorema . 

191 



Teorema V l . 1 .  

H ipótes i s :  S i  y • f ( u ) y u • g ( x ) ,  

Tes i s :  
d y  • _!!Ld

d dx ó b i en dy • O y dx X X 
Demostrac i ón :  Sea una func ión de func ión dada por .  

y • f ( u )  
U • g ( X ) 

Las d i ferenc ia les de cada una de es tas func iones de acuerdo a la def i n í  
c i ón d e  d i ferenc ia l son : 

dy • f 1  ( u ) du 
du • g 1 ( x ) dx 

Según la ecuac i ón (5) :  

y 

f 1 ( u ) - �� 
du g l ( X ) • di( 

Por l o  que la d i ferenc ia l de cada una de l as func i ones queda : 

Sust f tu yendo (7) 

dy -

Pero : 

_.!!Y_ 
du 

en 

dy - _j_y_ du 

du du 
- dX 

(6) : 

_.!!Y_ du di( 
du 

du 

• dx 

dx 

du - _j_y_ dX dx 

Sust i tuyendo en este resu l tado en (8) 

dy • �� • dx 

• (6) 

• • • •  (7) 

. • • • (8) 

. . • •  (9) 

La ecuac i ón (9) comp leta la demost rac i ón de este teorema . 

El resul tado de este teorema se puede genera l iza r  para el caso de n va 
r fa bl es Intermed ias y una sola var i ab l e  I ndepend i ente , es dec i r :  

y • g ( u )  , u • f ( v ) , v • h ( m )  ( X ) 

La d iferenc ia l de y se ca lcu la por med io  de l a  ecuac i ón (9) 

dy • _.!!Y_ dx ó dx dy • Dx y dx 

Ejemplo  5 . - Ca lcu lar l a  d i ferenc ia l d y  d e  la s i gu iente func ión de -
func i ón .  
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3/2 u y �  u - e 

u •� 
SOLUC I ON :  Según l a  ecuac ión (9) 

Donde :  

Por tanto : 

_j_y_ dy • dx • dx 

_j_y_ - _j_y_ d u 
dx du dx 

...2.:L.[ dx 

Sust i tuyendo el va l or de u en la ecuac i ón (A) : 

*• [ + ( x2 _ 1 ) 1 /4 ( X 2 - 1 ) 1 /2 ) e 

X e ( X 2 1 ) 1 /2 
* •  3 X 

2 - 1 ) 1/4 2 1 ) 1/2 2 ( X X -
La d i ferenc ia l  de y es en tonces : 

dy • ( 3 X 
2 ( x2 - 1 

X e (x
2 - 1 ) 1 /2 ) 

( x2 - 1 ) 1/2 

J . . . . (A) 

( ( X 
1 ) 1 /2

) 2 X 

• • • •  (B) 

dx 



3 x dx d y = �..::__;¿ir---)-;-1 ¡-n4-2 ( X -
( x2 _ 1 ) 1 /2 

x e 

I NTERPRETAC I ON· GEOMETR I CA DE LA D I FERENC I AL .  

dx 

Sea una func i ón y =  f ( x ) ,  cuya gráf ica es la curva e ,  ver f igura 1 .  

y 

)( X+A K 
AX = d X  

F igura 1 .  

X 

Para u n  i ncremento A x � O  ex i ste un va l or x + Ax de l  dom i n io de la -
func ión a l  cua l l e  corresponde un va lor f ( x + A  x ) de l  rango ,  s i endo e l  -
punto Q ( X +  A X ,  f ( x + A x ) ) un punto de c .  Trácese la tangente T a C 
en el punto P ,  s i endo a e l  ángu l o  de i nc l inac ión de T, tan a = f '  ( x ) .  S i ­
s e  cons idera e l  tr iángu lo  PRS formado por T ,  l a  l rnea que pasa por P y e s  par!!_ 
l e l a  a l  ej e x Y la l ínea qu� pasa por Q y es para l e l a  al eje y ,  se t i ene : 

I Rs l  tan a = "jPifj" 

Ten i endo en cuenta que tan a • f '  ( x )  y I P  R l =  A x ,  l a  expres i ón an­
ter i or queda : 

1 R S 1 = f '  ( x ) A x 

Pero dy = f '  ( x )  A x por def i n i c i ón ,  por l o  que : 

dy E 1 R S 1 
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Por otro l ado ,  es c l a ro que e l  i ncremento A y e s :  

En ot ra s pa labras ,  d y  e s  e l  i nc remento de l a  ordenada de l a  tangente ­
T a l a  curva e ,  y A y es e l  i ncremento de l a  ordenada de l a  curva c .  

En l a  f i gura 1 ,  se t i ene que dy < A y ,  s i n  embargo puede suceder l o  con­
tra r i o :  dy > A  y, como en l a  f i gura 2 ,  o que dy y A Y sean negat ivas (puede 5!:'_ 
ceder que A y y dy tengan s ignos opuestos ) ,  para cua l qu ier caso se pueden dl 
bujar f i guras aprop iadas y ver i f icar que tan to l a  i n terpretac ión de dy como -
.],a de l  i ncremento Ay permanece vá l i da . 

y 

e 

¿_Y • ftx) 
. - - - -t-

15 - - - -,-· 
d Y  

'_ _ _  ¡ _ _ _ _ �Y _ _ _ _  l_ 
R¡ 1 1 1 1 

1 1 
1 

F i gura 2 .  

E n  cua lqu i era d e  l os casos s e  observa que e l  i ncremento A y e s  d i fere� 
te a l o  d i ferenc i a l  dy .  La magn i tud d e  l a  d i ferenc ia depende de cua nto se se­
pare l a  curva de su tangente ,  asím l-.u dy se aproxima más a ty a med i da que 
A x se hace más pequeño . 

V ! . 3 . REUAC I ON ENTRE LA D I FERENC I AL Y EL I NCREMENTO . APL I CAC I ONES DE LA 
D I FERENC I AL ( VALORES APROX I MADOS Y ERRORES} . 

Como se v i o  anteriormente ,  una func ión es d i ferenc i a b l e  cuando su i ncre­
mento puede escr i b i rse en la forma : 



� y = � f ( X ) = f '  ( X ) � X +  n (  � X ) � X . . • .  ( 1 0) 

La d i ferenc ia l de l a  func ión es : 

dy = f '  ( X ) � X • ( 1 1 )  

De l a s  dos ecuac iones anter i ores es pos i b l e  deduc i r  la relac ión ex i s-
tente entre e l  i ncremento de una func i ón : � y, y su d i ferenc ia l :  dy . Esta d i ­
ferenc ia se encuentra sust i tuyendo l a  ecuac ión ( 1 1 )  en ( 1 0) . 

� y = dy + n ( � X ) � X 

La d i ferenc i a  entre el i ncremento y l a  d i ferenc ial de l a  func ión e s :  
� Y - dy  = n ( � X ) � X 

La d i ferenc i a  n (  � x � x entre � y y dy será menor m i entra s  más pe­
queño sea el va l or de � x, l uego será pos i b l e  tdlnar e l  va l or " dy " en l uga r­
del va l ar " � y " en probl emas donde " n  ( � x ) � x " sea lo suf ic ientemente 
pequeño. Esto es út i l  porque comunmente es más ráp i do y fác i l  obtener el va-­
l or aprox imado que da l a  d i ferenc i a l  que e l  va l o r  del i ncremento de una func ión . 

A l a  d i ferenc i a , en va l o r  absoluto,de e l  i ncremento y la d i ferenc ia l ­
de la func i ón se l e  denom i na el error abso luto 

1 ó Y - dy 1 = 1 n ( x ) 6 x 1 = e . . . . ( 1 2) 

A la re lac ión E/ 6 y  se l e  l l ama el er·ror re lat ivo , cuya expres ión es : 

E y 1 00 -¡;y-

�Y - dy 1 1 n ( x l .......;-7�-y-"-'-- -
f 1 ( X ) + n ( X ) 

% )  se l e  l lama el porcentaje · de error . 

. • . •  ( 1 3) 

S i  a l  ca l cu l a r  y =  f ( x ) , se t i ene un error dx en l a  med i da de x , ­
esto l l evará u n  error aprox imado d y  e n  l a  cant i dad d e  y ;  e l  error e s  re lat ivo. 

_j_y_ y 
y 1 00 � es e l  porcentaje de error y 

• ( 1 4) 

. ( 1 5 )  
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Ejemplo  6 . - Encontrar e l  i ncremento by  y la d i ferenc i a l  dy d e  l a  - ­
func ión y =  x2 para x = 20 , � x = 0 . 1  lCuá l es el porcentaje de e rror de l a ­
aprox imac ión � y � dy? 

C l a ramente : 

�y = ( X + A X l 2 -
dy = 2 X 6 X 

Sust i tuyendo va lores : 

2 X = 2x � X  + ( 6 X ) 2 

� y = 2 ( 20 ) ( o .  1 ) + ( o .  1 ) :¿ = 4 .  01  

dy = 2 ( 20 ) ( o .  1 ) = 4.  00 

Para estos va 1 ores e l  porcentaje de error de l a  aprox imac ión � y �  dy 1 ]  ( 1 00 ' l • [ 1 4 · ''.:,:·" 1 ] ( 1 00 ' l - ' - '" 
es : [ 1 � y - dy 

6 y 

Reemp l azar �y por dy es equ i va l ente a reempl azar e l  á rea rayada vert� 
ca l mente de l a  f i gura 3 ,  por l os dos rectángu l os rayados d i agona l mente de-
área x � x desprec iando e 1 pequeño cuadrada de área ( �x ) 

2 
6X 

�UU������llUUW��óX 

F i gura 3 

14---- x 

X 6 X  

Ejempl o ?. - Sea l a  func ión y =  3 x2
- x ,  ha l la r � y y dy y el error ­

a bso l uto : 

a )  Pa ra cua l q u i e r  va l or de x . 
b) Pa ra X =  y � X - 0 . 1  

e ) Pa ra X =  y � X = o .  1 
d )  Para X =  y � X =  0 . 0 1  

e) para X = y � X =  0 . 0 0 1  



SOLUC I ON :  

a )  Como y a 3 x2 
- X 

Entonces : 

!:Jy = 3 ( / + LX • ÓX + ( /:¡ X  ) 2 ) - X - !:J X - 3 x
2 + X  

l:Jy = ( 6x - 1 ) /:¡ X + 3 /:¡ X /:¡ X 
Tomando la d i ferenc i a l  de la ecuac i ón or i g i na l .  

d y  = ( 6x - 1 ) dx 
dy = ( 6x - 1 ) !:J x 

1 n (x) b x l = 1 !:J y - dy 1 = E 

• • • •  (A) 

• (B) 
• (C) 

Las ecuac iones (A) y ( B) dan el  i ncremento ty  y l a  d i ferenc i a l  dy de­
y respect ivamente , y j unto con la ecuac ión (C)  dan la so l u; ión del inc iso a .  

E l  resul tado d e  l os i nc i sos b ,  e ,  d y e está en l a  s i guente tab l a , do!!_ 

de !:J y, dy y E se toman según l a s  ecuac iones (A) , (B)  y (C)  respect ivamente.  

X bx Ay dy E 

- 0. 1 - 0 .47 - 0 . 50 0 . 03 
0 . 1 0 . 53 0 . 50 0 . 03 
0 . 01 0 . 0503 0 . 0500 0. 0003 
0 . 001 0 . 005003 0 . 00500 0 . 000003 

EJem�l o 8 . - Ca lcu l ar  aprox imadamente l a  ra rz cúb i ca de  200 , usando dl 

ferenc i a l e s .  Cons iderando que e l  va l or exacto de  V2oo es 5 . 8480 ,  compa rar-

l a  con e l  va l or aprox imado obten i do ,  ca lcu lar  el  error a bsol uto y e l  error r� 
l a t ivo que se  cometería a l  toma r e l  va l o r  obten i do con d i ferenc i a l es en l ugar 
del  exacto. 

SOLUC 1 ON : 

Sea y • 

s i x1 z 21 6 

200 

�m • 6 . oooo 

21260 1 
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En este case !:Jx = dx = - 1 6  
Yz = Y ¡  + !:Jy y 

Pero s í :  !:Jy � dy l a  ecuac ión (A) queda : 
Yz ,;, Y¡ + d y  

Yz � 6 . oooo + d y  

La d iferenc i a l  d e  l a  func i ón es : 

dy = _d:..:x.:....__ 
3 -y¿ 

Sus t i tuyendo l os va l ores de dx y x1 en la ecuac ión (C) 

dy  = - 1 6  

3 v;62 
- 1 6  

( 3 ) ( 3 6  ) 

dy - - 0 . 1 481 

Sus t i tuyendo este va lor en  l a  ecuac ión (B )  
v2 = 6 . oooo - o . 1 481 

y = 5 .851 9 = 3,t zoo 2 

E l  error abso l u to es : 

1 5 .851 9 - 5 .8480 1 e 0 .0039 e E 

Y e l  error re lat ivo es : 

0 . 0039 
s .848o = 0 . 00066 

Y el error porcentua l :  

{ 1 00 } (  0 . 00066 } a 0 . 066 % 

• • • •  (A) 

• • • .  (B) 

• • • .  (C) 

Ejem�l o 9 . - Usa ndo  d i ferenc ia l es ,  encontrar u n  a lgor i tmo que perm i ta 

ca lcu lar  en forma aproximada la ra íz cuadrada de un número N .  

SOLUC 1 ON : 

Sea N el número cuya ra íz cuadrada se desea obtener . S i  r1 es una raíz 



aprox imada para lo cua l r1 = I"NJ y r2 es la ra íz más aproximada de N. -r2E ,Tir 

Pa ra la func ión r E IN 

Con /',. N  = dN = N - N1 
/',.r = r2 - r 1 
r 2 R r 1 + /',. r ,;, r 1 + d r  

D i ferenc iando l a  func ión : 

d r = _d_N __ = _!',._N__ 
� 2� u'� 

N 

N 

Como 

Queda : 

IN= r 1 1 
dr N E

� 
rl - --2-

Sus t i tuyendo (B) en (A) 

N r l r2 = r l + 
� - --2-

2 IN 1 

{N,' 
2 

. • • •  (A) 

• . • •  (B) 

. - . . •  ( 1 6) 

La ecuac i ón 1 6  es e l a l gcr ! tmo que perm i te ca lcu la r  la raíz cuadrada de 
u n  número N en forma aproximada 

Ejemplo 1 0 . - Empleando e l  a lgor i tmo de l a  ecuac i ón 1 6 , ca lcu l ar apro­
x lmadamente .¡:¡;¡::-

1 96 

ra : 

SOLUC I ON :  

Para ap l icar l a  fórmu la ( 1 6 )  cons idérese r 1 = 8 .  

1 r2 E -2- ( 1 7  ) 

2 
Nótese que ( 8 . 5  ) = 72 . 25 

En una segunda ap l i cac ión de la fórmu l a  ( 1 6) cons idérese r 1 = 8 . 5 ,  aho 

1 r2 = -2- ( 1 6 . 97 ) 

r2 = 8 .49 

Observese que ( 8 . 49 ) 2 = 72 . 08 

S i  se apl ica la fórmu la ( 1 6) más de una vez , se verá que cada ra íz que 
se obtenga será mucho más aprox imada que la a nter ior . 

Ejempl o 1 1 . - Ca lcu lar cos 61 ° aprox imadamente u sando d i ferenc ia l es .  

SOLUC 1 ON : 

Sea 1 a func ión : 

Por tanto :  

y -= COS X 

(W = COS ( X + /',. X ) - COS X 
dy a - Sen X dx 

Como : /',.y = dy 
cos ( x + 6 x ) - cos = - sen x dx 

S impl i f icando : 
cos ( x + 6 x ) = cos x - sen x dx • • • .  (A) 



S i  se toma x • 60° � 1T 
3 

1T />,y = 1 °= 1 800 = 0 . 0 1745 

Su s t i tuyendo estos va l ores en l a ecuac i ón (A) : 

cos ( 60°+1 ° ) = cos 60° - ( 0 . 01 745 ) ( sen 60° 
cos 61 " = 0 . 50 - ( 0 . 0 1 745 ) ( 0 . 8660 ) 
cos 6 1 °  = 0 . 4849 

Ejempl o  1 2 . - E n  cuánto aumentará aprox imadamente e l  lado d e  un  cua-
d rado, si su área aumenta de 9 m2 a 9 . 1  m2 

SOLUC I ON :  

S i  x es e l  área del cuadrado y el l ado de l  m i smo es � se t i ene : 

• • • • (A) 

Por l a s  cond i c i ones de l  p rob l ema : 

x1 = 9 f>,x =  0 . 1  
S e  sabe que : 

/>,y = dy = f '  ( x ) dx (B) 

Ten i endo en cuenta (A) en (B) : 

dy  = 1 l1 x  
z rx  

1 
2 /"""9 

( 0 . 1  ) 

dy = 0 . 01 66 m .  

E l  lado d e l  cuadrado aumenta aprox imadamente 1 . 66 cm. 

Ejempl o 1 3 . ­
respect ivamente :  

La s fórmu l a s  para e l  área y e l  vol úmen de una esfera son 

Y V • _4_rr r3 
3 
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S i  a l  med i r  e l  rad i o  se  obt iene 3m.  
a )  ¿cua l es son l os errores máx imos aproximados d e  S y V s i  l a s  med i da s  

son seguras hasta 0 . 01 m .  

b )  ¿cuá l es en cada caso e l  er ror re l a t i vo máx imo expresado e n  tanto -
por c iento? 

SOLUC 1 ON: 
Tomando las d i ferenc i a le s  de l área y de l vo lumen se encuen tra el error 

a prox imado que se comete a l  ca lcu l a r  el área y e l  vo l úmen o respect ivamente . 
Pa ra el área : S =  4 71  r2 

D i flerenc iando: ds = 8 71 r d r  . . .  (A) 
Sus t i tuyendo en (A) r • 3 y dr = 0 . 0 1 : 

d s  ( 8 rr ) ( 3 ) ( 0 :0 1 ) 
d s  = 0 . 75398 m2 

S i endo este resu l tado el error aprox i mado que se comete a l  ca l cu l a r­
e 1 área . 

Para e l  vo lúmen: V = _4_ 1T  r3 
3 2 D i ferenc i ando: dV = 4 71 r dr . . •  (!!) 

Sus t i tuyendo en (B) r = 3 y dr = 0 . 0 1  
dV = ( 4 rr ) ( 3 ) 2 ( O • O 1 ) 
dV a 1 .  1 3097 m3 

S iendo este e l  resu l tado de l error aprox imado que se comete a l  ca lcu 
l a r  e 1 vo l úmen .  

E l  error  re lat ivo pa ra e l  área y e l  vol umen , se encuentra según l a  e 
cuac ión ( 1 4) . 

Tomando l oga r i tmos de la ecuac ión del área '' 
L S = L 4 71 + 2 L r 

D i ferenc i ando: 

Po r tanto : 

d s 2 d r -
s
- = --

r
--

...i..L = ( 2 ) ( 0 . 0 1  ) 
S 3 

i: E l  ar t i f i c i o  de tomar l ogar i tmos es sÓl o  para obtener d i rectamente el co-­
c iente + . Otra forma ser ia ha l lar ds y S y e fectuar la d iv i s ión . 



� = 0 . 00667 

E l  e rror máximo en % es : 

100 d
s
s = o . 667 % 

Para el vol úmen se procede en forma s im i l a r .  Tomando logar i tmos para . 
la func ión de l vo l úmen: 

L V 4 L -3- n + 3 L r 

D i ferenc i ando: 

� = � 
v r 

� = ( 3 )  ( 0 .0 1  
V 3 

� = o  0 1  V • 

E 1 er ror máx imo en % es :  

1 00  � = 1 %  V 
V l . 4 .  D I F ERENC I ALES DE ORDEN SUPER I OR ( SUCES I VAS ) .  NOTAC I ON DE LE I B-

N IZ • 

La notac i ón de Le i bn iz  �� perm i te cons idera r a la der ivada como -

un operador ___ 
d___ ap l icado a la func ión y =  f ( x )  es dec i r :  dx 

� ( y ) . As t l a s  der ivadas suces i vas  de una func ión se esc r i ben como :  

Pr imera der ivada d f ( X ) ) ..!!L =f '  ( X  ----ciX dx 

d ( f '  ( X ) d2 
Segunda der i vada � ) �  -2..f- = f" ( X ) 

dx 

Tercera der ivada d ( f" ( X ) )= d3y f 1 1 1  ( X  ) ----ciX � -
Del m i smo modo la notac i ón emp l eada para la d i ferenc i a l  perm i te cons i ­

dera r a ésta como u n  operador o sea : 

d ( ) = -d - ( dx dx 

Ap l i cando  el operador d i ferenc i a l  d 
se obt i ene l a  d i ferenc i a l  pr imera de la func i ón :  

d d ( y ) = � ( y ) dx 

) , a la func i ón y f ( x ) 

. .  ( 1 7 )  

E l  va l or de  l a  d i ferenc i a l  dy  depende tanto d e l  va l or que tome la va -­

r ia b l e  i ndepend i ente x ,  como de l  va l or de la d i ferenc i a l  de la var iab l e  i nde  
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pend i ente dx • ó x .  

S i  se desea ap l i ca r  nuevamente e l  operador d i fe renc i a l  d ( ) a l  -

resu l tado obten ido en ( 1 7) ,  se debe cons i dera r  a dx como una constante,  se­
gún se cons i dera en e l  i nc i so V l . 1 .  

d ( d y  ) = ___ d ___ ( ..!!L dx ) dx dx dx 

El  pr imer m i embro de esta ecuac ión se denotará con d 2y .  

d
2
y = ___ d___ ..!!L dx ) dx dx dx . . . •  ( 1 8)  

En el segundo m i embro de  esta ecu�c ión se t i ene l a  der ivada de  un pro­
ducto de func i ones que son : :� y dx. 

d ( 

Der i vando queda : 

_d _ ( _2L • dx ) = [-d- (� )  ) 
dx dx dx dx 

dx +__2y_ [ d 
dx dX 

( dx ) ) 
Como dx es una constante ,  d � ( dx ) = O ,  por l o  cua l : 

2 
d ( cfy . • dx ) 

...2....L • dx + � ( 0 ) 
cr;r- ax = 

dx2 dx 

d 
"""di< 

d2 
( � . dx ) = -+ . dx 

dx dx 

Si esta ú l t i ma expres ión se sust i tuye en la ecuac i ón ( 1 8) queda : 
2 

d2y = � ( dx ) 2 

dx2 . . . .  ( 19 )  

Este  resu l tado es l a  d i ferenc ia l segunda de l a  func ión . 

Del m i smo modo ,  la d iferenc i a l  tercera se obt i ene ap l icando e l  operador 
) ,  a la d i ferenc ia l segund a .  

d r d2 
-- � �  dx L dx2 

( dx ) 2 J dx 



S imp l i f icando : 

• . . .  (20) 

Los resu l tados de l a s  ecuac iones ( 1 9) y (20) se pueden genera l i za r  para 
obtener la d i ferenc i a l  de orden n de cua l qu ier func ión .  Se conv iene esc r i b i r  
dx2 , dx3 , etc . ,  en l ugar de ( dx ) 2 , ( d x  ) 3 , . . . .  respec t ivamente. 

n 
d ny = �  dxn 

dxn 
ó 

d ny = f (n) ( X ) dxn 

Ejem2l o 1 4 . - Ca l cu lar  d3 y para la func ión y 

SOLUC 1 ON : 
Ap 1 i cando e l  operador de d ( ) .  

6x5 + 30.Z dx 
30x4 + 60x d/ 

1 20 x3 + 60 ) dx3 

Ejempl o 1 5 . - Ca lcu l a r  d 2y para l a  func i ón y sen x L x .  
SOLUC 1 ON : 

Ap 1 icando e 1 operador d ( ) .  
dy = cos x L x + s�n x ) dx 

. . . .  (21 ) 

_ sen x L x + � + x cos x - sen x ) dx2 X Z 

dzy e ( -

Ejem2l o 1 6 . - Ca lcu lar  d 5y de 

Ap l ! cando e l  operador d ( 

sen x L + 2 COS X X ----
X 

l a  func ión y X = e - e 

dy � ex + e-x dx 

X 
sen x 

2 X 
-x 
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d\ = X -x dx3 e + e 

d\ X -x dx 4 e - e 

d5y = X -x dx5 e + e 

V I . S .  D I FERENC I AL DE ARCO EN COORDENADAS RECTANGULARES . 

Una forma de ha l l a r  la l ong i tud de una c i rcunferenc ia puede h ace r -­
se por med io de l  cá l c u l o  del l ím i te del per ímetro de un pol ígono regu lar  cu­
yo número de lados c rece i ndef i n i damente 

,.... 
En forma semeja nte la l ong i tud del a rco PQ de una curva ab ierta ,  f igu-

ra 4, se def i ne como e l  l ím i te S de l a  suma de las l ong i tudes de l os lados -
de una pol i gona l PP1 , P1 P2 , · 

aumenta i ndef i n idamente. 

e 

P Q cuando e l  número de n 

Q 

F i gura 4 .  
r, 

l ados de e l la 

E l  l im i te de l a  re lac ión de l a  l ong i tud d e  un arco PM a la cuerda sub-
ten ida PM , cuando e l  punto móv i l  M t i ende al punto f i jo  P a lo la rgo de la -
curva , es l a  u n i dad : 

• . . .  (ZZ) 

Demost rac ión : Para demos t ra r  l a  a nter ior a f i rmac ión se usará l a  f i gura 
No . 5 . 



y 

F i g ura 5 .  

De esta f i gura s e  t i ene : 

...... 
PM < PM < PR + RM 

D i v id i endo entre PM 
'"' 

1 < PM < PR + � 

¡;¡;¡ PM PM 
Sea tan S - tan ex = o 

Como tan S • � � ; tan ex= f '  ( x ) 

La expres ión (24) queda : 

� - f '  ( x )  "' O  Ó X 

/:; y  - f '  ( X  ) /:; X  • O /:;  X 

/:; y - dy = o /:; X E RM 

PR "' !:. x sec ex 
PM • !:. x sec S 

Sust i tuyendo estas expres iones en (23 )  ,.... 
< � < 

PM 
!:. x sec ex 

/:; X Sec e 
+ 6 /:; X 

t:. x  sec e 

X 

. (23 ) 

• • • • (24) 
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ro, 
< PM < � + -6-

PM sec e sec e 
S i  /:; X + o ·� e + ex -· sec e + sec ex 

sec ex + 1 
sec S 
tan e -tan t't =- éi ->O 

éi 
sec S 

+ 0 

Luego en (25) tomando 1 ím i tes cuando 6x -... O o sea M -"  P 

Por l o  cua l : 

...... 
< 1 ím PM < 1 

M+ P PM 

l ím 
M +P 

PM 

PM 
"' 1 

. . . .  (25 )  

Q. D .  

Esta prop iedad serv i rá pa ra obtener una fórmu l a  fundamenta l pa ra l a  d i  
ferenc ia l d e  a rco • 

Sea y • f ( x ) , una func ión cont i nua y der iva b l e  y sea S la l ong i tud­
de l arco AP de su gr¡f i ca , med ido desde un punto A de la curva , s i  se cons id� 
ra un punto cercano M ( x + !:. x ,  y + !:. y  ) ( Ver f i gura 6 ) y se representa­
con t. S la l ong i tud del a rco desde P a M .  

y 

X X+AX X 

F i gura 6 .  



ver de 

LIS LIS Ahora : � K ---x PH 

y 

. . . .  (26) 

cuando Ll x -+ O 

Esta ú l t ima a f i rmac i ón es consecuenc ia de la ecuac ión (22) .  Se puede -
l a  ecuac ión (23) que : 

l im {�\ 2 - (�\ 
Llx -+ 0\ Ll>� J dx } 

De la f i gura ( 6 )es c l a ro que :  

2 J PH ) 2 
• l im --
/iX -+ Ll'i< 

PM 2 = ( Li x ) 2 + ( LI Y l 2 

S i  se d i v ide esta expres ión entre ( Ll x ) 2 

( : r = + ( : ) 2 

4 1 + � �� � 2 
cuando Ll X -+ 0 

Sust i tuyendo este resul tado en l a  ecuac i ón (27) 

. . . .  (27) 

Este resul tado se puede esc r i b i r  en térmi nos de d i ferenc i a l es como : 

. . . .  ( 28)  

Esta ú l t ima ecuac i ón determ ina la d i ferenc i a l  de a rco en coordenadas -
rectangu l a res y es vá l ido s i  x y y dependen de una tercera var i ab l e .  

D e  l a  ecuac ión (28) s e  pueden obtener l a s  s i gu i entes expres i ones que -
son de ut i 1 i dad . 

dS = [ l + ( �� y ) :�2 

• • • •  (29) 
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[ 1 dx ) 2 ) 1 /2 
dS = 1 + \ ""'Ciy- dy • • . (3D ) 

la ecuac ión (28) s ig n i f i ca que geométr icamente la d i ferenc ia l de a rco­
queda representada por la h i potenusa del t r iángul o cuyos catetos son dx y dy . 

d S  � dy 
dx 

Ejemp lo 1 7 . - Ha l la r  l a  d i ferenc i a l  d e  a rco d e l  c í rcul o x2 + y
2 = r2 

SDLUC 1 ON: 

Der ivando ...!!Y_ • X 
dx y 

Para ha l l a r  " ds " se sust i tuye en l a  s i guente fórmu l a .  

ds • 

ds K 

ds 

r dx d S = -;:;::::::;;:::-
// - x2 

� 2 + 2) 1 /2 
K Y x dx 

2 y 

Para ha l l a r  ds en func ión de " y  " se sust i tuye en l a  ecuac i ón : 

ds m 

ds e 

ds • 

d s = -;.
r
�
d:y:::::;;::

-
,1 2 2 r - Y 

f- 2 2 \ X ) y f
2 

J dy 



Ejem p l o  1 8 . - Ha l l a r  l a  d i ferenc ia l d e  a rco d e  l a  c i c l o ide 

x = a ( .8 - sen 8 ) , y = a ( 1 - cos 8 ) 

SOLUC 1 ON : 

dx = a ( 1 - cos e ) d e dy a ( sen e ) de 

Sust i tuyendo en la fórmu l a  

d S2 2 
1 -a 

2 de2 a 

e ) 2 d e2 2 sen 2 6 cos + a 
2 2 ( ( 1 - cos e ) + sen e ) 

d 82 

2 . 2 (1 2 e + sen2e a de - 2 cos e + cos 

2a2 - cos 8 ) d e2 

Como 1 e 2 2 e 
- cos sen -2-

5 u s t i t u yendo e s t e  resu l tado en l a  ecuac ión (A) 

2 2 2 e d S  = 4a sen � d e 2 

dS = 2a sen _e_ d e 2 

V l . 6 .  CU RVATURA Y RAD I O  D E  CURVATURA. 

• • • •  (A) 

La razón d e  camb io de y con respecto a x m i de la i nc l i nac ión de u na - ­
curva . En una c i rc u n ferenc i a  de rad i o  a ,  recorr i da en sent i do contra r io d e l ­
mov i m i ento de l a s  a gu j a s  de un re l oj ,  la "curvatura" que se de f i ne como l a  -
razón de camb i o  de cp con re specto a S ,  e s to es �: ; es con s tante e i g ua l a 
1 /a ,  e l  i nve rso de l rad i o .  F i gu r a  7 .  

Por geome t ría e l ementa l ,  e l  ángu l o  cp e s  igual  a l  ángu l o  

La med i da d e ! ·ángu l o  P0 t P ,  e n  rad ianes , e s  S/a . As í 

cp = _s_ 
a 

D i ferenc i a ndo : 
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y dcjJ -
_d_s _ _  a 

y 

o X 

F i gu ra 7 .  
Pues to que d qvds , nos ofrece una mrd i da razonab l e  d e  l a  curva t u ra d e  una 

c i rcunferenc i a  (cuanto mayor es la c i rcunferen c i a ,  menor es la curva t u ra) es­
común u sa r l a  tamb i én como med i da de l a  cu rva t u ra de otras c u rva s .  

Sea una cu rva dada por l a  ecua c i ón y = f ( x ) , ten i endo y "  f "  ( x ) -
der i vada segunda cont i nua . En un determi nado punto P0 ( x0, y0 ) l a  tangente­
a la cu rva forma un ángu l o  con el sen t i do pos i t i vo del  eje x, que se des i gna­
por <P (ver f i gu ra 8) . De la def i n i c i ón de der i vada se sabe que tan <P = f '  (x0) 
ó que en un punto P ( x, y ) . 

cp = are tan f '  ( x ) ( 3 1 )  

y 

o 
X 

F i gu ra 8 .  

La forma e n  que varía cp a med ida que se recorre l a  cu rva e s  una med i da 

de lo pronunc i ada que e s t a .  Obsérvese que para una l í nea recta no camb i a  en -
absol uto y que para una curva "gradua l "  camb i a  muy poco aún después de haber­
recorr i do una l a rga secc i ón de e l l a .  

Def i n i c i ón . - La curvatura K d e  una cu rva dada por y f ( x ) es 1 a ra --



zón de var iac ión del ángu l o  � con respecto a l a  l ong i tud de arco S ,  esto es : 

Teorema V l . 2 .  

K = __;!_<t_ dS . . . (32 )  

H i pótes i s :  Sea una curva de ecuac ión y =  f ( x )  pa ra l a  cua l f"  ( x )  
es cont i nua . 

Tes i s :  La curvatu ra está dada por : 

k ( X ) = f" ( X [ 1 + ( f 1 ( X ) ) 2 ) 3/2 

Demostrac ión : De la reg l a  de la cadena : 

d <!> k � dS 
De la ecuac ión (3 1 )  

. . . . (33)  

�x
<!> = d� ( are tan f' ( x ) ) 

1 + ( f ' ( x ) ) 2 f" ( X ) • • • • •  (34) 

De la ecuac ión ( 29 ) 

d 2 1 /2 r 2 ] 1 /2 
dS = ( 1 + ( Tx ) ) dx = l 1 + ( f '  ( x ) ) 

Se t i ene : 

/1 + ( f ' ( x ) ) 2 

Sust i tuyendo (34) y (35)  en (36 ) . 

k = f" ( X ) 
1 + ( f 1 ( X ) ) 2 

[< 

k = f"  ( X 

) 2] 372 [1 + ( f '  ( X  

1 + ( 
1 

f '  ( X  ) ) 2 J 
1 /2 

Q . D .  

dx 

. . . .  (35) 

. . . .  (36) 
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SI la ecuac ión de la curva está dada en la forma x = g ( y  ) 6 en la -
forma paramétr ica x = x ( t ) , y = y ( t ) , el Clngul o  <!> que l a  tangente for­
ma con el sent i do pos i t i vo del eje x puede s·i empre def i n i rse. Se puede demo� 
trar que para un  a rco de ecuac ión x = g ( y ) l a  curvatura está dad;; por la ·"· 
fórmu l a : 

S i  
c urvatura 

k ( y ) 
g "  y 

[ 1 + ( 9 1 ( y ) ) 2 J 3
/2 

la curva se da en la forma paramét r i ca X =  X 
está dada por l a  fórmul a :  

k ( t ) = x ' ( t ) y" ( t ) - x l l  ( t ) y' 

X' 2 + Y ' 2 ) 3/2 

. (37) 

( t ) , y = 9 t ) , 1 ¡¡ 

( t • • . .  (38) 

La curvatura puede ser pos i t i va ,  negat i va o nu la , para ecuac i ones de l a 
forma y = f ( x ) l a  curvatura t i ene el m i smo s i gno que f" ( x ) . Si c rece­
en forma que l a  curva va g i rando hac ia l a  izqu ierda cuando el pa rámetro ere 
ce, entonces k es pos i t i vo; y k es negat iva s i  <!> es decrec iente . Esto es equ i ­
va l ente a dec i r  que e l  l ado cóncavo de la curva está hac ia a r r i ba s i  k >  O y­
hac ia abaj o si k < O . (Ver f i gura 9) . 

y 

K > 0 ) Porárnotro ----::: uecoonto 

Paró;(/ /¿ crocoonto 1( K<O 

F i gura 9 .  
X 



Def i n i c i ón . - El rad io de curvatura de un arco en un punto se def i ne -- . 
como el recíproco de l va l or absol uto de la curvatura en ese punto , esto es : 

1 R
· -� k-� • • • .  (39 ) 

Ejemp l o  1 9 . - Encontrar l a  c urvatura d e  l a  c i rcunferenc i a  x = a cos t ,  
y z a sen t 

so�uc 1 ON : 

Der i vando : 

x 1 • - a sen 
x" = - a cos t 
y 1  • a cos t 
y1 1  • - a sen 

Sust i tuyendo en la ecuac ión (38) 

2 2 2 2 a sen t + a e os t k =  
( a 2 2 2 2 t ) 3/2 sen t + a cos 

k a 

2 a = 
-3-a 

Que col n� i de con el resul tado ob•en i do anter i ormente . 

5J.emp l o  2u . - Encontrar la curvatura y el rad io de curva tura pa ra l a  -
parábola y = x2 

SOLUC 1 ON : 

� =  2x dx ' 
2 

4 = 2  
dx 

Por tanto s us t i tuyendo la ecuac ión (A) en la ecuac ión (36) 

k = 2 
312 

( 1 + 4/ ) 

. . • .  (A) 
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El rad io de la curvatura es : 

1 2 3/2 
R = -2- ( 1 + 4x ) 

Ejempl o 20 . - Encontrar la curvatura y el rad i o  de curvatura d e  l a  c i ­
c l o ide. 

X K a ( e - Sen a ) 0 Y • a ( 1 - COS a ) , Q < a < 2 1T 

SOLUC 1 ON : 

Der ivando : 

x ' a - a ( 1 - cos a ) 

x' ' e :e a sen 9 

y ' a K a sen a 
y" a = a cos a 

Sust i tuyendo en la ecuac ión (38) . 

k 

R 

k =  a ( 1 - cos a ) a cos 

r_ a2 2 
1 ( 1 - cos e ) 

a - a sen a a sen a 
2 2 J 3 2 

+ a sen a 

= _1_ 
a 

cos a 

[ 
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2 ( 1 - cos a l J 

2a 12' {1 - cos e' 

4a sen ( + )  
4 a sen e 

-2- • o < ·8 < 2 Tf 
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