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Estos apuntes han sido elaborados por los profesores
de la Seccién de Matemdticas, y tienen por objeto ayudar-
a los profesores y alumnos del curso. Indudablemente, -
adolecen de defectos, errores y carencias:; sin embargo -~
se podradn mejorar con las observaciones que nos hagan ---
profesores y alumnos.

Los apuntes no deben ser usados como libros de texto,
ya que sélo pretenden establecer los conceptos bdsicos, -
proponiendo una notacién uniforme, de modo que la utiliza
cién de aquellos sea mds simple. En la bibliografia se -
mencionan algunos titulos, no obstante, corresponde a ~--
cada profe$or determinar cudles deberdn ser empleados.

Ademds de estos apuntes, se publicardn una serie de-
ejercicios que incluyen problemas relacionados con cada -
uno de los temas, cuya resolucién es muy conveniente para
que el alumno adquiera la prdctica necesaria para la apli
cacién de los conceptos tedricos.

El éxito que un alumno tenga en el curso depende del es--
fuerzo que desarrolle a lo largo de todo el semestre y no
s6lo del estudio intenso en los periodos préximos a los -
exdmenes; con objeto de ayudar a los estudiantes a resol-
ver las dudas que se presenten con respecto al curso o --
las deficiencias que tenga de cursos anteriores, puede --
acudir, ademds de a su profesor titular, a la asesoria --
respectiva de la Seccién de Matemdticas en los cubiculos-
de la Biblioteca del Edificio Anexo. -

FACULTAD DE INGENIERIA
COORDINACION DE MATERIAS
PROPEDEUTICAS

Seccién de Matemdticas



PROGRAMA DE MATEMATICAS 1.

CAPITULO I.
FUNC | ONES .

1.1. Funcidn real de variable real. Intervalos. Dominio, Rango. Repre
sentacidn geométrica.

l1.2. Funciones dadas en forma explfcita, Implicita y paramétrica. Fun
ciones definidas en diferentes intervalos. s

1.3. Operac iones con funciones.

1.4, Funclones'algebralcas. Funciones constante e identidad. Enteras,

racionales e Irracionales. Las funciones algebraicas como rafces

de ecuaciones del tipo:
n '~ n=-1
B ouluttdaali Py (onm) i e g™ PR (W ) = 0

35 . Funcidn biunfvoca. Funcién inversa. Graficas.

1.6. Funciones trascendentes.

1.6.1. Funciones periddicas.

1.6.2. Funciones circulares directas y sus graficas.

1.6.3. Funcliones circutares Inversas y sus graficas.

1.6.4, Funciones exponenciales de base a y base e, sus graficas.

1.6.5. Funciones logarftmicas de base a, de base e y base 10, sus gra--
ficas.

1.6.6. Funcidn potencia.

1.7. Planteamiento de funciones.

CAPITULO 1. LIMITES Y CONTINUIDAD.

.. Conceptos basicos: desigualdades, valor absoluto y entornos.

o e e

Definicién de 1Tmite en un punto de una funcién real de variable
real. Interpretacién geométrica.

LTmite de la funcién constante y de la funcién Identidad.
Teoremas sobre 1fmites.

Limites laterales.

Continuidad de una funcién en un punto. Discontinuidad removible.
Teoremas sobre funciones continuas.

Continuidad de una funcién en un intervalo.

Algunos 1fmites de aplicacién en el Cilculo Diferencial e inte--
gral. )

Incrementos. Concepto de continuidad por medio de incrementos y-
equivalencia con la definicién del inciso 11.6.

CAPITULO 1. LA _DERIVADA.

Derivada de una funcidn en un punto. Notaciones. Cdlculo de la -
derivada a partir de la definicidén. Derivadas laterales.
Derivabilidad y continuidsd.

Derivada de la funcién de funcidn. Derivada de la funcidén inver-
sa.

Derivadas de las funciones algebraicas.

Derivadas de las funciones trascendentes.

111.5.1.Derivadas de las funciones circulares directas e inversas.
111.5.2.Derlvadas de las funciones exponenciales y logarftmicas.
111.5.3.Derivada de la funcidén potencia.

Derivada de la funcién implfcita.
Derivada de la funcidn definida en forma paramétrica.

La funcidén derivada.
111.9. Derivadas de orden superior. ( derivadas sucesivas ).
CAPITULO IV. ALGUNAS APLICAC'IONES DE LA DERIVADA.

Interpretacidn geométrica de la derivada.

Ecuaciones de la tangente y de la normal, longitudes de la tan-~

gente, normal, subtangente y subnormal.

Angulo de interseccidn entre dos curvas.

Razones de variacién de variables relacionadas.



CAPITULO V. VARIACION DE FUNCIONES.

v.l. Teorema de Weierstrass. Teorema de Bolzano.

v.2. Teorema de Rolle. Interpretacién geométrica.

V.3 Teorema del Valor Medio del Cilculo Diferencial ( o de incremen-
tos finitos ). Interpretacién geométrica. Aplicaciones. Teorema-
del valor Medio del Cilculo Diferencial para dos funciones ( Teo
rema de Cauchy ). »

V.4 Regla de L'H8pital. Formas indeterminadas.

v.5. Funciones crecientes y decrecientes.

v.6. Maximos y minimos.

v.7. Concavidad de una curva, puntos de inflexién.

v.8. Representacidn de la funcidn original y sus derivadas.

vV.9. Estudio de la variacidn de una funcién; Problemas de aplicacidn.

-

CAPITULO VI.

vVi.1.

Vi.2.

VI.5.
Vi.6.

LA OIFERENCIAL.

Funcién diferenciable. Diferencial de una funcién real de varia-
ble real.

Derivada como cociente de diferenciales. Permanencia de la forma
de la diferencial para una funcidén de funcidn. Interpretacidn --
geométrica de la diferencial. :

Relacidn entre la diferencial y el incremento. Aplicaciones de -
la diferencial ( valores aproximados y errores. )

Diferenciales de orden superior ( sucesivas ). Notacién de Leib-
niz.

Diferencial de arco en coordenadas rectangulares.

Curvatura y radio de curvatura.
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CAPITULO 1.

- OBJETIVO GENERAL DEL CAPITULO:

Al finalizar este capitulo, el alumno podrd: definir, identificar , ~
clasificar, efectuar operaciones y representar graficamente funciones rea--

les de variable real, asf como formular modelos matematicos simples.

Al finalizar este capitulo el alumno podra:

1.1, Definir el concepto de funcién real de variable real tanto desde el -
punto de vista del enfoque tradicional como del enfoque a partir de -
la teoria de conjuntos.

15728 Definir el concepto de: Intervalo, asi como el de Dominio y Rango de-
una funcidn. )

JoSla Dada una relacién, indicar si es o no funcion.

i Enunciar los diferentes tipos de notaciones que existen para funcio--
nes.

(P51 Dada una ecuacién de 12 6 22 grado en X, Y, representarla graficamen-
te d indicar si se trata de una funcién o no.

1.6. Dada una funcién cuya regla de correspondencia sea una ecuacion de --
12 6 22 grado, Indicar su dominio y rango.

1.7. Definir las formas explicita, implicita y paramétrica de una funcidn.

1.8. Dada una funcién indicar si estd expresada en forma explicita, impli-
cita o paramétrica.

[ cCl Dada una funcién definida por varias reglas de correspondencia y un -
valor de su dominio, calcular el correspondiente valor de la variable
dependiente.

1.10. Definfr las operaciones basicas de adicién, sustraccidn, multiplica--
cién, divisién y composicién de funciones, indicando sus propiedades.

1.11. Dado un par de funciones e]ecutar las operaciones basicas, indicando-

el dominio de la funcién resultante.

1.12. Representar graficamente la suma y resta de un par de funciones dadas.

‘1.13. Definir las funciones constante e identidad.

1.14,

1.15.

1.16.
[1517/5

1.21.
.22,
1528

1.27.

1.28.

Enunciar las definiciones de: funcidn éntera (o polinomial)[ funcidn-
racional e irracional y funcién algebraica.

Dada una funcidn algebraica, indicar si es entera, racional o irracio
nal. '

Enunciar las definlciones: funcién biunfvoca y funcidn Inversa.

Dada una funcién polindémica hasta de 22 grado, determinar anélltlcamqg
te si es o no biunfvoca.

Dada una funcidn algebraica biunivoca, obtener su inversa, e indicar-
domlnio y rango de ambas.

Representar en un mismo sistema de ejes coordenados, las graficas de-
una funcidn algebraica dada y de su inversa.

Dada una funcidn algebraica no biunivoca, definir un intervalo de su-
dominio donde 3i lo sea.

Enunciar la definicién de funcién trascendente.

Enunciar la definicion de funcion periddica.

Enunciar la definicion, regla de correspondencia, dominio, rango y --
trazar la grafica de las funciones:

- Circulares directas.

- Circulares inversas.

- Exponenciales de base a y base e.

- Logaritmicas de base a, base e y base 10.

Enunciar la definicion de la funcién potencia.

Dada una funcidn real de variable real definida por una o varias re--
glas de correspondencia, obtener dominio, rango y grafica.

Dada una funcién real de variable real definida por una o varias re--
glas de correspondencia, definirel o los intervalos del dominio donde
sea biunivoca.

Dada una funcidn real de variable real biunivoca definida por una o -
varias reglas de correspondencia, obtener su inversa y:las gréficas =
de ambas.

A partir de datos conocidos de un problema fisico o geométrico simple,
formuiar el modelo matemdtico que lo represente por medio de una fun-

cién real de variable real.



CAPITULO

FUNCILONES ! Rl NME, i OFNAE..Sius

INTRODUCC ION,
I1.1. Funcién real de variable real, Intervalos, Dominio. Rango. = e | il

Codominio. Representacién Geométrica.
A F PP _ El presente capftulo se dedica al estudio del concepto de funcién, -
(%92, Funciones dadas en forma explicita, Implfcita y paramétri- -
ca. Funciones definidas en diferentes intervalos. que consituye una base fundamental para el C&lculo Oiferencial e Integral. La

importancia de este concepto radica en el hecho de que multitud de fen6menos-
U5els Operaciones con funclones.
flsicos de la vida real pueden ser representados por un modelo matem§tico don

1.4, Funclones algebraicas. Funclones constante e identidad. Ente de flguran todas aquellas variables que intervienen en el fenSmeno. Estos mo=-
ras, racionales e [rracionales, Las funciones algebraicas co :
mo ralces de ecuaciones del tipo: P ( x ) y" D ReR S T delos matemiticos o fen8menos son anallzados mediante diversas herramientas,=-
o n
(x) =0 como por ejemplo las proporcionadas por el Cilculo Oiferencial e Integral, --
1.5. Funcién biunfvoca. Funcién inversa. Grificas, con el fin de determinar la solucién de un problema especffico.
IN6E Funciones trascendentes. El siguiente diagrama Ilustra el ordenamiento 18gico de un problema-

fisico cualquiera desde el fenémeno mismo hasta el planteamiento de modelos -
1.6.1. Funcliones peri&dicas.
matem&ticos que lo representa y el andlisis y la solucién del mismo:

1.6.2. Funclones circulares directas y sus grificas,

1.6.3. Funciones clrculares inversas y sus graficas, [i;ENOMENO FISICO REAL
1.6.4. Funciones exponenciales de base a y base e, sus graficas.
= ; ” " CONJUNTO DE DATOS CONJUNTO DE INCOGNITAS
.6.5. F de b b i

5 c::f ones logarftmicas de base a, base e y base 10, sus gréfi DEL PROBLEMA. DEL PROBLEMA.
1.6.6. Funcién potencia. ) =
1.7. Planteamiento de funciones, | FORMULACION DEL MODELO

MATEMAT!CO QUE REPRE== | -~
SENTA EL PROBLEMA A -~
TRAVES DE UNA FUNCION,

sigue . . .
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ANALISIS DEL MODELO O FUNCION
A TRAVES DE HERRAMIENTAS MATE
MATICAS Y DETERMINACION DEL D
LOS VALORES DE LAS INCOGNITAS
0 VARIABLES DEL PROBLEMA.

UTILIZACION DE LAS SOLUCIONES

OBTENIDAS EN EL MODELO. MATEMA

TICO O FUNCION,EN EL PROBLEMA
FISICO REAL,

En lo que sigue de este capftulo, se definird fundamentalmente el =
concepto de funcién y se estudiardn los diferentes tipos de funciones reales
de varlable real como base fundamental para el C&lculo Diferencial, objetivo

central de este curso,

1.1. FUNCION REAL DE VARIABLE REAL. INTERVALOS. DOMINIO. RANGO. RE-
PRESENTACION GEOMETRICA.

E1 concepto de funcién en general, puede presentarse siguiendo dos
diferentes puntos de vista. Aqul se analizard bajo las dos corrientes para -
tener un criterio mas amplio acerca de €1, Estos dos puntos de vista se ldeﬂ

tiflcaran en este capftulo con los sigulentes nombres:
a) Concepto tradicional.

b) Enfoque moderno.

En lo que sigue, se trataran por separado los dos enfoques y después

se enfatizard la equivalencia entre ambos.

Concepto Tradicional.

Cuando dos variables estan relacionadas en tal forma que a cada va--
lor de la primera corresponde un valor de la segunda, se dice que la segunda

es funcidn de la primera.

Casi todos los problemas clentlflcos tratan con cantidades y relacio

nes de esta naturaleza, y en la experiencia de la vida diaria, se presentan-

constantemente situaciones en las que intervienen magnitudes que dependen -
de otras magnitudes. AsT, la longitud que adopte un resorte dependente del-
peso que soporte. El volumen de una esfera es funcién de su didmetro, La --
presidén de un gas contenido en un reciplente de volumen constante es fun---

cién de su temperatura, etc,

Con objeto de aclarar el significado de este concepto se presenta -=-
el sigulente:

EJemplo |.- Un punto se mueve a lo largo de un eje horizontal con
una velocidad uniforme de 8 m/seg, empezando el movimiento en cero y despla-
zandose hacia la derecha. Determinar la distancia recorrida por el punto al-

cabo de un tiempo dado,

/

Denotando con S a la distancia,en metros, del punto al origen en cual
quler lnstante y con t al tiempo, en segundos, transcurrido desde que el -=
movimliento se Inici6, se tiene que S y t son las variables que intervienen--

en el problema,

Evidentemente S depende de t. AsT al cabo de 5 segundos, el punto ==
habrd recorrido 40 metros, o sea que si t = 5 seg, se tendrd s = 40 m. Cuan-
do el tiempo transcurrido sea 25 segundos el punto se ha desplazado 200 me- -
tros, esto es, si t = 25 seg, S = 200 m.

=e =5 seg
&
; 3 i S
0 10 20 30 40 50 6 0 60
s240 m

FIG, 1

X
La tabla siguiente muestra los valores de S que corresponden a algu--

nos valores de t.



t, seg 0 5 10 15 20 25 30

S, m 0 4o 80 120 160 200 240

Desde luego, la férmula mediante la cual se obtlene el valor de S =

para cada valor de t es: S = 8t,

Esta férmula describe exactamente como el valor de la varlable S de
pende del valor de la varlable t, Esta varlable cuyo valor puede fljarse a-
voluntad, reclbe el nombre de variable independiente y aquella cuyo valor -
depende del que se dé a la Independiente se llama varlable dependlente.

Notaclén.- S! en una relaclén funclbnal, x es la varlable indepen-
diente y*y®*es la varlable dependlente se acostumbra escriblr y = f ( x ) =

para representar 1a funclén en cuestlén y se lee'y Igual®a f de.x?

Por supuesto, f ( x ) aqul no es el producto de f por x, sino que -
f ( x ) indica que x es la varlable Independiente y f representa simb8lica-
mente las operaclones a efectuar con cada valor de x para obtener el corres

pondiente valor de y.

En principlo la letra f, inicial de funcién, se emplea en la nota~-
clén indicada en forma tfpica, pero pueden emplearse distintas letras para =
discriminar diferentes funciones de la misma variable Independiente como: -
g(x),P(x), ¢(x), etc,

Durante todo el curso de un proceso ur. mismo sTmbolo de funclonali-
dad indicar8 una misma ley de dependiencia entre la varlable dependiente y-
la Independlente, es decir una misma notacién y = f ( x ) Indlcard las mls~
mas operaciones por ejecutar con cada valor de x que se tome para calcular=-

el valor de y que le corresponde. AsT v = i X s Yo Rl ( X, ), etc.
EJemplo 2.- Sea f ( x ) = . 9x + 14
Se tendrs: f(o0) =0-9(0) +14=14
Fla1)m (=102 29 (-1)+1h=24
f(3)-(3)2-9(3)+1u--u

f(a)e= o 9 a+ 14
™0 T ) B e e, (it ) i = b 46

Ejemplo 3.- Hacer ver que f (a ) -f (-a) =0

Si f(x)s= x“ - 3x2 +5
En efecto: f (a) =a'-3a +5; f(-a)m= clles 3a2 45
Luego: f (a) -f (-a) =0

Ejemplo 4.- Dada g ( x ) = ax; hacer ver que

Gl (02 s (7)) S (DR ey (28)
Efectivamente: g (z +1 ) = aZ? ¥ ‘; g(z)=2at

z +1

RSz 1) =g (G ) s -a?=(a-1)a=(a-1)g(z)

Para que una expresién y = f ( x ) sea funcién real de variable real, -
es necesario que y sea real para todo valor real de x, y que a cada valor de la
variable independiente x corresponda un valor de la variable dependiente y sélo

uno.

Ejemplo 5.- La ecuacién y =*/x no representa una funcién ya que para-

cada valor positivo de x existen dos valores para y. Asf si x, = 1, Y, = =gk G

1
X, = L, y3 =2, Vs -2, etc. Sin embargo, si especificamente se establece que-
los valores de la variable dependiente y son positivos, si se tiene, con

y=+yx (x>0, y>0) una funcién, o bien si se establece que los valores-

de y son negativos también queda dada una funcién cony = -Vx, ( x>0, y<0).
Enfoque Moderno.-

Este enfoque del concepto de funcién estd basado en la teoria de conjun
tos, entonces antes de establecer una definicion de funcién, se recordardn algu
nos conceptos bdsicos de la teoria de conjuntos.

Conjunto. Quizds la forma mids sencilla de definir un conjunto sea el de
cir que se trata de una coleccién de elementos, en donde cada uno de estos ele-
mentos tenga una o varias caracteristicas que lo distinga de otros elementos --

que no pertenezcan al conjunto. ’

Cuando en un conjunto se dispone de un criterio que permite saber de -

sus elementos cual es anterior y cual posterior, se dice que el conjunto es --



ordenado.

Ejemplo 6.~ Los sigulentes conjuntos son ordenados.
a) el conjunto € de todos los ndmeros prlmos mayores que 2 y me-

nores que 17, considerados en orden ascendente.

C=i{C3RIEY 75, MBS

b) El conjunto B de las vocales en el orden usual de enunclacién:
B = {a, e, I, 0, u}

Dos conjuntos ordenados son iguales si tienen los mismos elementos -

y en el mismo orden.

Relacldn binarla, Una relacion binaria R, o simplemente una rela--
cidn de un conjunto A en otro conjunto B es un conjunto de pareJas ordena--
das ( a, b ) en donde acA, beB y en el que los elementos de las parejas -

ordenadas estan Vtgados por las condiclon€s que establece la relacién.

o
Simbollcamente una relaclon se puede escribir como sligue:

R= {(x,y)|xeh, veB, Pxy}

Lo que lnhlca que R es el conjunto de parejas ordenadas ( x, y ) ta-
les que x €A, y EByel vinculo entre los elementos de cada pareja est§ -
establecido por la proposicién P x y. La proposicién P x y permite estable--
cer sl una pareja ordenada cualquiera ( x, y ) € A x B, pertenece o no a la-

relacidn.
EJemplo 7.- Sean los conjuntos A = { x| x e N3 1<x<3}
B={y|yeN 1<y<h}oseaqueA={1,2,3)YyB={12,3, 4}
Todas las posibles pare]as que se pueden formar con los elementos de

los conjuntos A y B, en este orden, constituyen el producto cartesiano A x B

que se lee A cruz B, y son las sligulentes:

AXB={(1,1),(],2)>,(1,3),(11“))(2v|)’(2o2)v
€25 8 )5 (25 )80 35T VoM 2050 (€55 3 D (e )
La relacién R de los conjuntos A y B que se obtlene por medio de la-

proposicidén P x y : y > x puede escribirse:

R={ (x,y)| xeA, ye B, yzx}={(1,2), (1,3), &r, &, (2,3),
. (82, 4), 3, &)}
Pueden distinguirse tres tipos de relaclones entre dos conjuntos A y
B, que son:
a) Relacién multiforme. Cuando se relaciona cada elemento del conjuﬂ
to A con uno o varlos elementos del conjunto B, Como pretende esquematizarse

en la figura 2.

R

Lom e

F g

A Fic2 -8

b) Relacién uniforme o unfvoca. Cuando uno o varios elementos de A =

se asoclan con un solo elemento de B, Figura 3.

e

FIG3

c) Relaclon blunfvoca o uno a uno. Cuando a cada elemento de A se a-

socla un elemento de 8 y sGlo uno y viceversa, figura 4.

FIG.4



A las relaciones de un conjunto A a un conjunto B en las que a cada
elemento de A corresponde un solo elemento de B se les da el nombre de fun-
ciones. Es decir a las relaciones uniformes o univocas y a las relaciones -

biunfvocas se les 1lama funclones.

De acuerdo a esto, la definicién de funcién desde el punto de vista

de la Teoria de Conjuntos se puede expresar de la siguiente forma:

" Una funcion es una regla o método que asigna a cada elemento x de

un conjunto A un dnico elemento y de un conjunto B ',

Lo anterior significa que una funcidn es un conjunto de parejas or-
denadas de elementos tal que ningunas dos pare]as distintas tienen el mis--
mo primer elemento. Este conjunto de pare]as ordenadas resulta de aplicar u
na ley o regla de asignacion a los elementos del primer conjunto para obte=
ner los correspondientes elementos del otro conjunto, La,ffgura 5 represen=

ta esquemiticamente el concepto de funcidn,

A FIG. 5

Se puede observar también que una funcién f de un conjunto A a un ==

conjunto B es un subconjunto del conjunto A x B.

De acuerdo a lo anterior, una funcién no es mas que un tipo especlal
de relacién y por lo tanto puede emplearse la notacién de relacidn para re--

presentar una funcién,
Entonces una funcidn puede expresarse ' por comprensién '' asf:

f={(x,y) xea y= f(x)}

0 bien puede expresarse en algln caso escriblendo todas las pare]as-

ordenadas que la forman, '' por extensién '

f=1 Cxpyy )y Uy vy )y (x3. Y3 ) vovey (xn, yn ) 3

Puede verse en la primera de las notaclones anteriores que no se ha-
escrito el conjunto a que pertenecen los elementos 'y" sin embargo aparecen=-
ident!ficados mediante la ley o regla de asignacion y = f ( x ) también ---
11amada regla de correspondencia. Por otra parté, esta regla de correspon--=-
dencia debe ser tal que no permita tener dos parej]as distintas cen el mismo=-

primer elemento. Es decir si ( Xys ¥q )y (x ) son dos pare]as distin-

A0

tas de la funcién f, deberd tenerse X =k x_ ., Obsérvese, sin embargo que el

2
segundo elemento y si puede repetirse en mas de una pareja,
De lo expuesto, se ratifica que toda funcién es una relacion pero no

toda relacion es funcién. Las relaclones multiformes no son funclones.

Hablendo presentado el concepto de funcidn bajJo los dos puntos de --
vista propuestos, es [mportante hacer hincapié que ambos enfoques son equiva
lentes , no se presenta diferencia alguna en la esencia del concepto de fun

cidn. Se trata solamente como ya se ha dicho de diferentes puntos de vista.

As{ que en el desarrollo de este curso generalmente se -utilizard el-
enfoque tradicional aunque cuando resulte de utilidad el empleo del enfoque-

moderno y la notacién inherente a él, se empleard éste,

Funcidn Real de Varlable Real.

Hasta ahora se ha tratado el concepto de funcidn en forma general, o
sea que no se ha hecho restriccidn alguna sobre la naturaleza de los elemen-
tos de las parejas ordenadas que la forman. En el presente curso, se tratard
con funclones donde los elementos que Intervienen pertenecen al conjunto de-
los numeros reales. Esto qulere decir que tanto la variable independiente co

mo la variable dependiente seran numeros reales.

Tenlendo en cuenta que se tratara con el conjunto de los nimeros rea
les y con subcon]untos de él, conviene presentar algunos aspectos Importan--
tes de los sistemas nimericos.

a) Nimeros Naturales.- Son los que sirven para contar: 1, 2, 3, 4,...
es decir, son los enteros positivos. El conjunto de los nimeros naturales es

cerrado respecto a la adicidn y respecto a la multiplicacidn. Esto significa-



que dichas operaciones efectuadas con nimeros naturales dan siempre como re--
sultado, nimeros naturales.
Observese que el conjunto de los nimeros naturales no es cerrado res

pecto a la sustraccién, no todas las restas obtenidas entre nimeros naturales-
son también ndmeros naturales.
b) Ndmeros Enteros.- El conjunto de los nimeros enteros estd forma-

da por todos los enteros positivos, los enteros negativos y el cero ..., -3,-
~2v--ln=iaed, 12 3.1..

Este conjunto es cerrado respecto a las operaciones de adicidn, sus-
traccidn y multiplicacidn. Las sumas, restas y productos de nimeros enteros -
son también numeros enteros, pero no todos los cocientes de nimeros enteros -
son enteros, o sea que el conjunto de los nimeros enteros no es cerrado res--

pecto a la divisién.

c) Npmeros racionales.- Son todos los nimeros que pueden escribirse-

en la forma p en que p y q son nimeros enteros y q = 0. Es decir, el con-

q
junto de los nimeros racionales estd formado por todas las fracciones cuyo nu

merador y denominador son nimeros enteros y el denominador no es cero.

Los nimeros enteros y por consiguiente los nimeros naturales, son ca
sos particulares de nimeros racionales, ya que hasta con dividir, cualquiera-

de ellos entre uno para que queden escritas en la forma —%—

El conjunto de los numeros racionales es cerrado respecto a la adi-
cién, sustraccidén, multiplicacién y divisidn.

d) Ndmeros irracionales.- Son todos aquellos nimeros que no pueden -
escribirse como el cociente de los dos enteros —%—3 como son:y2 ,m ,e, etc.—
que pueden ser identificados también como los decimales ilimitados no periédi
cos.

El conjunto de los nimeros reales estd formado por la unidn del con-

junto de los nimeros racionales y el de los irracionales. El siguiente cuadro

sinbptico muestra la clasificacién de los nimeros reales.

g
Enteros

Racionales.
Fraccionarios.

Nimeros reales.

Irracionales.

Intervalos. Tal y como se ha considerado el conjunto R, se trata del
conjunto de los nimeros reales no restringido. Frecuentemente es necesario con
siderar un subconjunto de R; es decir, se tiene que restringir este conjunto y
esto se lleva a cabo mediante los intervalos. Sean dos nimeros a y b, de tal ma
nera que a:< b. Se le llama intervalo al conjunto de nimeros comprendidos entre
a y b. Esto puede escribirse como:

a<X<b
En donde X es un nimero cualquiera menor que b pero mayor que a.
A continuacién se describen los nueve tipos de intervalos que pueden

presentarse, cuatro de ellos finitos y cinco infinitos.

Intervalos Finitos.- Se llama intervalo abierto determinado por los-
numeros reales a y b tales que a<b , al conjunto de todos los numeros reales
mayores que a y menores que b. Este intervalo se denota (a, b ). a y b son -
los extremos del intervalo.

(a,b)={x| x eR, a<x<b} "

A veces este intervalo se escribe simplemente:
a <x<b

Obsérvese que en un intervalo abierto ( a , b ), los propios extremos

a y b no forman parte del mismo.
Suele llamarse amplitud del intervalo ( a, b ) a la diferencia b - a.

Geométricamante el intervalo abierto (a , b ) queda representado --
por el conjunto de todos los puntos de un eje numérico x comprendidos entre -

los puntos que representan a los extremos a y b, como se ve en la figura 6 .

FIG. 6 X

El intervalo cerrado determinado por los nimeros reales a y b donde
a<b, es el conjunto de todos los numeros reales x tales que agx ¢ b y se de
nota con [a, b]

l—_a, b]= {x | x€eR, agxgb}

Evidentemente en un intervalo cerrado[:a, bJ , los extremos a y b -~

forman parte del intervalo. La diferencia b ~ a es la amplitud del intervalo.




La representacion geométrica del intervalo cerrado (a, b) est3d cons Dominio y Rango.- Se llama dominio de una funcion al conjunto de to
tituida por el conjunto de todos los puntos de un eje numerico x comprendidos dos los valores que toma la variable independiente. Esto es, si

ontre los puntos a y b, incluyendo estos, figura 7 . ) f={(x,y)|xeA; y=Ff (x)}

el dominio de la funcidon f denotada por Df es Df = A

ar ~b Rango de una funcidn es el conjunto de valores que toma la variable-
FIG7 X

dependiente. 0 sea que para la funcién f={(x,y)|x € Dey v = f (P ),
el rango denotado por Rf es el conjunt6 de valores y tales que y = f ( x ), -

Se conocen como intervalos semiabiertos a los siguientes: x€ Df- Simbélicamente:
Intervalo semiabierto por la izquierda: Re = Ly [yl = o), xetb }

(@, b] S x| R AN gEaicb Y Para ilustrar los conceptos anteriores se presentan los siguientes
Que se representa geométricamente en la figura § . ejemplos:

rd

Ejemplo 8.~ Sea la funcidon dada por f (x ) = +/5 - x

El dominio de esta funcion es D¢ ={ x| xeR, x§5}o0 sea, el interva

a/ 3 ab ~
S FiGe X lo infinito ( -, 5]
El rango es el conjunto de todos los niimeros reales no negativos, es
Intervalo semiabierto por la derecha: , decir Rf ={y|yeR, y20}o0 bien[O, + @)

De este ejemplo se infiere una importante convencion.Cuando una fun-
[a,b)={x|x€.R, ag x< b} B B
cion se defina Unicamente por la regla de correspondiencia, se considerara co

Que geométricamente se ve en la figura 9 mo dominio el conjunto de valores reales de la variable independiente que ha-

cen que sea real la variable dependiente. En dicho ejemplo, como se tiene una

ar _ Al —~ raiz cuadrada, que sera real solamente si el subradical es positivo o nulo, -
FIG. 9 X el dominio se obtuvo de considerar 5 ~ x> 0. Lo cual implica x<5.
= 4
Los intervalos infimitos son los siguientes, en donde x €R. Ejemplo 9.-  Dada la ;U"C i6n f tal que f (x ) =———>—, puede-
observarse que la expresion . no esta definida para x = 2, por tan-
Ca ) ; b que la expresid xx_lz‘ definida p 2, p
0 x| x>a 2
[a, =) =¢ x| x3a} to no hay valor de f ( x ) para x = 2, de ahi que 2 ¢ D¢+ Sin embargo T-zh
(-, a)={x|x<al ?
es un numero real diferente de 2. Si a €ER y a = 2 hay un valor de f ( x ) -
(-», a] ={ x| x<a} en a que es:
(-=, @) e x| xeR} f(a)e= —i—:—g—' luego el dominio de esta funcidn es: D = {x| x eR, x== 2}

Las representaciones geometricas de estos intervalos se deducen fa-
«limente de 1lo anterior.



El rango estara constituido por todos los valores de y que resultan-

correspondientes a los valores de x del dominio. El rango es
Re={vy|ly eR, y=4}

Representacidn Geométrica.-

En el estudio de los tdpicos de las matemdticas es de gran ayuda po-
der dibujar ilustraciones que tengan alguna significacién con el tdpico en --
cuestidn. Estas ilustraciones no son parte esencial de la teoria matematica,”
sino md&s bien deben considerarse como ayudas visuales. Ademds de un diagrama-
que ilustre la correspondiencia, o dependencia entre las variables que inter-
vienen en una funcién, puede darse una representacion geométrica de la misma.
Muchas veces la ayuda que proporciona la grafica de una funcion es clave para
el estudio de la funcidon y para la solucion del problema en que interviene é_s_

ta. -

Dado que una funcicdn real de variable real es un conjunto de pare jas
ordenadas de ndmeros reales ( x, y ), y como existe una correspondencia uno a
uno entre el conjunto de parejas ordenadas de nimeros reales y el conjunto de
puntos de un plano cartesiano x, y, una funcion puede representarse por el --
conjunto de puntos del plano, cuyas coordenadas sean las parejas que constitu

yen la funcién. Esto es, cada pareja ordenada (xI, Y ) de la funcidn
(S0, M| By R=F ik (6:8)F; /icDis)}

queda representada por el punto P ( X1 ¥y ), por lo cual, la grdafica de di--
cha funcién serd el lugar geométrico de todos los puntos P { x, y ) cuyas co-
ordenadas satisfacen la ecuacién y = f ( x ). Recuérdese que el primer elemen
to, x de cada pareja es la abscisa del punto que la representa y que el segun
do elemento y es su ordenada. Debe notarseé que de acuerdo con ia definicidn -
de funcidn real de variable real, si ésta tiene una infinidad de pares de ele
mentos ( x , y ), sugrdfica es un lugar geométrico tal que no hay ninguna --

recta paralela al eje y con la que presente mds de un punto de interseccidn.
Ejemplo 10.- Sea la funcidn del ejemplo8: f ( x ) = + V5 - x

En seguida se muestra una tabla con algunos valores de x en el domi-

nio de la funcidn y sus correspondientes f ( x ).

10

y=F (x) 3

En la figura 10 esta representado el conjunto de parejas ( x, y ) d

la tabla.
Y
X —+3
(-43) x
(0/5)
(-1.,6) * X (2
12) X ”
1 (4,1
4, (3)2) x)
(5,0
} } t t g t } t * »
A Sele 9 A 3§ s K
FIG. 10

Trazando una curva por todos los puntos mostrados en la figura 10, =
se obtendrd la representacién geometrica de la funcion propuesta, como se ve

en la figura 11.

YA o,:{xlxeu,xﬁ}
3 Re= Y] YR, Y20}
2
1
-4 -1 (] 1 2 3 q 5§ X
FIG, 11




Ejemplo 11.- Sea la funcion dada por y = 3 - —-g— A x-2 )2 ENgE

Para trazar su grafica puede transformarse antes la ecuacion dada pa
ra ver que tipo de curva representa, dado que es una ecuacion de 2% grado en

X, Y, y determinar sus elementos caracteristicos. Esto es:
- e A
2 Ax-2Y2+9—= 3(y-3)=-2/(x-2)"4+9
3 .

~— 9 (y-322<h (x-292+36

Y Ok

2 2
9(y-3)2-b(x-2)2-36» Ly 3)  (x-2) .,

Esta ecuacion representa una hipérbola con eje focal paralelo al e--
je y, de centroC ( 2, 3 ), semieje transverso a = 2, semieje conjugado b = 3,

vertices V, (281 I v, (2}55 )

Teniendo en cuenta la regla de correspondencia dada:
y = 3-% (x-2)2+9
la grafica de la funcion en cuestion consiste'en la rama inferior de dicha --

hipérbola como se ve en la figura 12.

Yy
DR
R:{vlvem,v$1}
2
o
o ) !
-1 0 AW Og Mmadis 5N X
Figura 12

1.2. FUNCIONES EXPLICITAS E [MPLICITAS. DADAS EN FORMA PARAMETRICA.-
A FUNCIONES DEFINIDAS EN DIFERENTES INTERVALOS. -

Sea la funcion dada por y = f ( x ), donde como se sabe f ( x ) in-_

dica como calcular el valor de la variable dependiente y directamente en ---
términos de la variable independiente x. Toda funcion especificada asi se --

1lama funcidn explicita.

En otras palabras, una funcion es explicita cuando en la ecuacion --
que actia como regla de correspondencia, se tiene despejada la variable de--

pendiente y en términos de la variable independiente x.

E 2 -

Ejemplo 12.- La funciony = f (x ) =3 x" +2x + 1 es una funcion
explicita, dado que la ecuacion que es la regla de correspondencia, permite-
calcular directamente para cualquier valor x del dominio, el elemento corres

pondlente y del rango.

Considerese ahora que f ( x, y ) representa una “‘expresian en x, y; ~
en tal forma que f ( x, y ) =0 ..... (1) es una ecuacion en x, Yy, que no-

estd resuelta para y, es decir que no estd despejada y.

Ejemplo 13.- La ecuacion: 2x2 - 2xy + y2 =M1 =h0 L TmY@)

es una ecuacion del tipo f (x, y ) =0 5 SO (L))
2
dondef(x,y)=2x2-2xy+y -1

En este ejemplo se puede despejar y considerando que se trata de una

ecuacion de segundo grado en y
y2—2xy+(2x2~l)=0

De donde:

-
in‘/llxz-ll(?.xz-1) 1 2
5 = x i L - 4 x

. 2
Las soluciones de dicha ecuacion son: y = x */1 - x
Dado que hay dos valores de y para cada valor de x en el intervalo a
bierto ( =1, 1 ), la ecuacion (a) especifica una relacion multiforme,pero no

una funcidn.

Para que la ecuacion (a) sea la regla de correspondencia de una fun-
cion, basta con precisar e)] signo que ha de afectar a la raiz. De este modo-

5
se tendran dos funciones:



fj(x)=x+ .

2
fz(x) x 1 =%

Segun Io»anterior,b una ecuacion f ( X, Yy ) = 0 puede implicar una o-
mds relaciones funcionales. Ante esto es necesario tener cuidado, ya que hay
ecuaciones del tipo (1) que no se satisfacen para ningGn par de nimeros -
real|es X, Y, por lo cual no representan ninguna funcién real de variable ~--
real, como es el caso del ejemplo 14.

‘Ejemplo 14.- Dada la ecuacidn xz + y2 - 9 = 0, obsérvese que no - -
se satisface para ningiin par de nimeros reales ( x, y ).

Esto se ve claramente en la expresifén que resulta al despejar y, que

Yakity o (x2,+9)

Evidentemente al sustituir en esta expresion a x por cualquier nime-

es:

ro real queda la ralz cuadrada de un numero negativo que no es un numero --

real.

Aqui se considerara que una ecuacion del tipo (1) define una relacion
misma que si no es una funcion, puede definirse a partir de ella una funcion

adaptando condiciones adecuadas como en el caso del ejemplo 13.

Una funcion cuya regla de correspondencia sea una ecuacion del tipo-
(1), se llama funcion implfcita. 0 sea que una func ion impl?cita se caracte-
riza porque en la ecuacion que actua como regla de correspondencia, la varia
ble dependiente y no se encuentra despejada.

Ejemplo 15.- En las siguientes expresiones, y es funcion Implicita -
de x.

" :

a) x -3y+1=0

b) x y=1, x=#0
c)hxz-y2-8x+2y-l-0; y >0

d) y=cos (x -y)

e) e =sen (x+y)

f)y3=x-2

g) > =l

Funciones dadas en forma parametrica.

En el siguente eJemplo se ilustra el significado de la representacion

paraméetrica.
Ejemplo 16.- Dadas las ecuaciones

X=2t-2 ;y=h-t (a)

el parametro t puede eliminarse por igualacion, habiendolo despejado previa-

mente:

x 4+ 2

t=—2—-—,t=‘0-y f—2—=l'-Y. x+2y -6=0 (B)

( B) es la ecuacion de la recta que se ve en la figura 13.

x221-2
=4~

>

0
FIG.A3

Obsérvese que para cada valor de t en las ecuaciones (A) se tiene-
un valor de x y un valor de y, que considerados como una pareja ordenada de-
nameros reales ( x, y ,), constituyen las coordenadas de un punto P (x, y)-
de la recta de ecuacion ( B ).

Ejemplo 17.- x =2t + 2 ; y = 2t2 + 4t son las ecuaciones paramétrj_

= - 2 .
cas de la parabola de ecuacion y = —;—- x° - 2, figura 14.

12




vh
Y 4}5
y=;—x2—z xY=6
0 X 0 X
X=2t+2
y=2!2¢4t
FIG. 14 =%
FIG. 15

Ejemplo 18.- Las ecuaciones x = th; y = —32-
t

son una representacion paramétrica de la hipérbola cuya ecuacién cartesiana-
6, figura 15.

, con el parametro t,-

es: X y =

Una representacion paramétrica frecuentemente puede constituir la re
gla de correspondencia de una funcién como es el caso de los ejemplos ante--

riores, donde las funciones respectivas se pueden escribir:
fl-((x,y)|x=2t-2,y'h-t, teR }
2
f2={(X.y)|x=2t+2,y-2t + ht, t ¢ R}

f3={(x.y)|x=2t2;y-~% , teR t =k 0}

t
A veces un par de ecuaciones paramétricas representa una relacién mul
tiforme que puede descomponerse en mas de una funcidn.

Este es el caso de las ecuaciones del ejemplo 19.

Ejemplo 19.- |as ecuacnones x = 3 cos® ;y=2 sen 8, en las que 6 es
el parametro,corresponden a la elipse de la ecuacién cartesiana x2 . A
Ad %

Desde luego estas ecuaciones definen una relaci6n multifbrme en el inter

13

valo abierto - 3< x <3, que puede descomponerse en las dos siguentes funcio-

nes:
fl-{(x,y)| x=3cosB, y=2senb, -3 <x<3, y>0}
={(x,y)| x=3cos @, y=2senH -3<x<3 y<O0}
Cuyas graficas se ven en la figura 16.
y
y

2 i S
/\ V_/ x

- OT 3 " -2

FIG. 16

Una funcion expresada en forma paramétrica es pues:

f= {(x,y)|x=f(t).y=g(t).tebang=+¢}

Debe tenerse cuidado en identificar las ecuaciones paramétricas que-

no definan una funcion. Esto puede suceder si Df an = ¢ como se ve en el e--

jemplo 20.
- Ejemplo 20.- Dadas x=f (t)=/h-t yeg(t)= /t-6
dondeDf{t|teR,t§l¢} y Dg={t|tER.t36]seveque0ang=¢

Lo cual hace que ningin valor de t defina un par de nimeros reales ordenados-

(x, y ). Esto implica que estas ecuaciones no definen una funcion.

Una aplicacién util de las representaciones paramétricas se presen--
ta en problemas de movimiento curvilineo, donde comunmente se considera que ==
( x, y) son las coordenadas cartesianas del punto movil y el parametro t es-

el tiempo.

A las ecuaciones x = f (t ), y=g (t ), suele 1lamarseles en ese -
caso ecuaciones de! movimiento y a la grafica correspondiente, trayectoria -

del movimiento.



Otro empleo interesante de las ecuaciones paramé€tricas se tiene para
simplificar los calculos al determinar las coordenadas de los puntos de una-

curva, dada su ecuacion, como se ve en el siguiente

Ejemplo 21.- Para obtener puntos de la curva de ecuacibn ldys = 27x2

= 27 t, en otra ecuacidn y eR y t eR -~

luego puede simplificarse para tener y = 3 tz.

puede hacerse x = 2t3. lo cual da y3

3

Es evidente que si se usan las ecuaciones paremetricas x = 2 t° ; --
y=3 tz en lugar de la ecuacidn 4 y3 = 27 x2 pueden tabularse con mas faci-

lidad los pares ( x, y ) deseados.
Funciones definidas en diferentes intervalos.

Frecuentemente la regla de correspondencia de una funcion esta espe-
cificada por varias ecuaciones, cada una de las cuales establece la asigna--
cion, puede estar constituida por una o,mas ecuaciones diferentes que esta--
tlecen el vinculo entre las variables x, y,en diferentes intervalos del domi

nio.
A continuacion se presentan algunos ejemplos para ilustrar esto:

Ejemplo 22.- Sea la funcion dada por:

=20 sl % <=l
y = W sirs i QEsraty
L osi x>2

Puede verse que la regla de correspondencia esta formada por tres e-
cuaciones, las cuales establecen el vinculo entre x y y para diferentes par-

tes del dominio, que es R. Especfficamente:

y = -2 paraxs(—w—lj]
y= 1 paraxg(-1,2j
y= 4 paraxeg(2, += )

La grafica de esta funcion se muestra en la figura 17.

14

D'=m

v?
4 om— RE[2,1,4)

ol o
EE X
————————
FIG 17

Ejemplo 23.~ Sea la funcidn ‘valor absoluto' dada por y =|x]-
Esta regla de correspondencia es equivalente a: .

x <0

y =
%X aSiikl 2240
El dominio de esta funcidn es el conjunto de todos los nimeros rea--
les y el rango es el conjunto de todos los nimeros reales no negativos. ==

Dg =R R ={y | y € R, y>0 } Su grdfica se ve en la figura 18.

FIE. 18

|
Ejemplo 24.- Considérese la funcidn definida por F q x ) =[I_ x I]
1lamada ''func idn mayor entero', dondeExE‘significa la parteYentera del nume

ro real x. Esdecir f (x )= x J=nsingx<n+1.

El dominio de esta funcion es el conjunto de los nGmeros reales y el




rango esta formado por todos los nimeros enteros.

Una parte de la funcidn se describe a continuacidn.

Fix)=[x]=-2 si -2<x<-
Fix)=[x] =+ si -1<x<0
Fix)=0x]= o si 0<x<1
F(x)=[x] =1 si 18 <Pxiel 2
F(x)= H X ﬂ = 2 si 2<x<3
F(x)=ﬂx]= 3 si B M

siguiente figura.

o
5
o

La grafica correspondiente se presenta

44
34 . .
4
2+ —0
1 4 [S—
2 il 8 I Y
—a
——o
Figura 19.

Ejemplo 25.- Sea la funcidn definida por:

x2 =5 si -1 <x< 1
f(x)-= 1 2x - 4 si 1gx<2
L 5= x2 si 2gx<3

Obsérvese que la regla de correspondencia de esta funcion esta” forma
da por tres ecuaciones. La primera representa una parabola cuyo eje coincide

con el eje "y "y su vertice es el punto v, (0, -3 ). La segunda equivale-

a una recta con pendiente igual a 2 y que corta al eje " y ' en el punto -~
P (0, - 4) y la tercera representa otra parabola.También con su eje coinci

diendo con el eje de las ordenadas y vertice V2 (RO 54))5

La grafica de esta funcion se puede observar en la figura 20.

v 4

=4 0=

Rl

=7

-4

Figura 20
1.3. OPERACIONES CON FUNCIONES

En este tema se estudian las operaciones de adicion, sustraccion, --
multiplicacion, division y canposicion de funciones, mismas que son indispen
sables para el tratamiento de los ‘temas subsecuentes.

En lo que sigue se considerara que f y g son funciones con regla de-
correspondencia y = f (x ), y=9 ( x ) y dominio D¢ v Dg,respectivamente.

Se define como suma de las funciones f y g a la funcion denotada con

f + g con dominio D = Df n Dg’ tal que

(f+g)(x) = f(x)+g(x), xeb

Esto es,el valor de f + g en x €D, es igual a la suma de los valores



de f ygen x€D.

Ejemplo 26.- Sean las funciones:
72 L35 )a € 205 )8 (380,70 ) 16 Bskilt=) o1 By 1538 a1 (35

g=1(-2-5), (o, b)), (2,3), (h, 2), (6,1)}

Evidentemente: D = {08203 e 5 NGRSy og= {-2, o, 2, 4, 6}

17 )}

Luego:

D an={z,h,6} =D

f
Entonces:

f+g= {(2,8), (413), (6, 18)}

Ejemplo 27.- _Considérense las funciones dadas por:

F(x)=x2+1 y e (U E3p)ime S/ ogent]
para las que D‘F= R yDg= [—3, + © ) respgctivamente.
AhoraD=Dang=[3.+“’)

(f-vg)(x)=x R PSR

- Sustraccidn.

Se llama diferencia de la funcion f menos la funcion g y se denota-

por f - g a la funcion dada por
(F-g)(x)=F(x)-g(x)

Donde D=D_n D
TR

x€D=Dang

es el dominio de f - g.

Ejemplo 28.- Dadas las funciones f y g del ejemplo 26 se tendrd que:

fongp=y (25020 (s o M) on (wbapli6m))

2
Ejemplo 29.- si f y g son las funciones dadas por f ( x ) = 3x" + x,
2 /3 .
g (x)=x"+V/x .setleneDf=R.yDg=[0+m). EntoncesD=Dan=

9
[0 +®) y f - g estara dada por [f - g] (x) = e R/

Mu1tiglicaci6n.

El producto de las funciones f y g es la funcion con dominio

D=0D

P Dg, denotada por fg y tal que si x € D
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(Fa) (x)=
Ejemplo 30.- Tomando las funciones f y g del ejemplo 26 se tiene:
{2, 58, S 4N22 )1, SEERR170)
(x)=+v/x-1"

fF(x) g (x)
fgs=

Ejemplo 31.- Si f‘l Y ‘I’2 son funciones tales que f1
(x)-+|/9-x2, entonces D¢ [1 +°°).Y0f2=[:’3 3j , por lo

c:ualD—Danf2 Ll 3:[y£fg](x)=+|/x- /9-x :x eD

Division.
- bt e ..
Se llama cociente de la funcion f entre la funcion g a la funcion 5

£ _ f(x) " .
talque[T](x) g—(T)—enquexeD Dang,g(x,)#O

Ejemplo 32.- Las funciones f y g del ejemplo 26 dan

S et(2, o, (0 A, (6,70

3
Ejemplo 33.~ Sean las funciones dadas por F ( x ) =+ V/( x + 2 )3

6 (x)= +/{x+3) (5-x1J, se tendra: D = -2, + =)y =[-3,5]
Luege D n D =[-2,5 ] peroG (-3 ) =6 (5) =0, entonces el--
dominio de la funcidn % esD=[-2,5), siendo:

[_F](x)= + (x+2)3
J WX +37 L5 %1

De tas definiciones de suma y producto de dos funciones se tiene que:

La suma de n funciones reales de variable real: f‘l + f2 + f3+... +fn
es una funcion real.
El producto de n funciones reales de variable real:

f f fi r fn es una funcién real..

3.

Si se suma n veces una misma funcion f, se tiene:
f+f+f+... +f=nf; (n sumandos )

Si se multiplica n veces por si misma la funcidn f resulta:




Fat o o . f=f", (n factores )

. n n+m
Desde luego, si m y n son ndmeros naturales, entonces: f = f

b ° -n
Definiendo f° = 1y f = -1—n en que n es natural, para todos los
nimeros enteros y n y m se verificara:

PLIPL I +m

sobre Dfn MRD, m

f

Composiclién de Funciones o Funcién de funcidn.

Dadas las funciones f y g con dominios Df Y Dg respectivamente, se
def ine como la composicion de la funcion f con la funcion g a la funcidn de-

notada por f o g tel que:
[Feg] (x)=F(9(x))

fog selee" f composicién g " y se trata de la funcién cuyo domi_
nio esta’ formado por todos los elementos x que pertenecerf al dominio de g, -

para los cuales g ( x ) pertenece al dominio de f.

D
fogﬂ{xlxsng,g(x)sof}

Si g tiene dominio en el conjunto A y rango en el conjunto By f --
tiene dominio en B y rango en el conjunto C, entonces f . g tiene dominio en
A y rango en C. En la figura 21 se ve un diagrama esquem&tico de la funcion-

f composicidn g.

fog

FIG 21

E1 concepto de composici6bn de funciones es de gran utilidad en el --
tratamiento de funciones que se presentan frecuentemente, que pueden estable
cerse en base a otras funciones m&s simples como se muestra en los siguien--

tes ejemplos:
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Ejemplo 34.~ La funcion definida por y = + /x2 puede concebir-
se pensando que y = +Vu'y u = Ly

2
Estoes: si y=f (u)=+Yu' yg (x)=x"+1, entonces:

Y=f(g(.x))=[fqg](x)=+/x2+1

Ejemplo 35.- Siy=f(u)=uh ,u=g(x)=x 1
- 4
y= (Fo9) (x)=(2)

Estas mismas funclones pueden escribirse:

% =1

f-{(u.y)ly=ul'} - g={(x,u)]u=-x—+——1—} , siendo-

f°g={(x.Y)ly=(—’;—;——:-)l‘}
Ejemplo 36.- Dadasf={(x,y)|y=x2-2x+3}
g={(x, y)| y=x> - 43, la funcion h=f o g
es: h=((x,Y)|y=(x3-‘i)2-2(x3-’+)+3}
y la funcion j =g . f es:
j={(x,y)|y=(x2-2x+3)3-lo}

Ejemplo 37.- Si f=1{(1,3), (2, 4), (3,5), (4,6)1%}y

g=1{(0,-3), (3,2), (4, 1)} entonces:
fog ={(3,4), (4 3)}y
8o 3Ry 2 )y (2800

Se ve con claridad que ngg ={ xlx E Dng (@aile D¢ }

Y que D

gof ={x|stfo(x)eDg}

También es notorio en los dos dltimos ejemplos, que: f o g =¢ g o f.

Es decir que generalmente la composicion de funciones no es conmutativa.

Si f y g son dos funciones reales de variable real, la grifica de -~

f o g puede construirse partiendo de las gréficas de f y g como se indica a-



continuac ic;n, figura 22.

Tomese un ndmero x € D . Trdcese una recta paralela al eje de las or
denadas que pase por el punto ( x, 0 ). Esta recta intersecta a la gréafica -
de g en el punto ( x, g ( x ) ). La recta paralela al eje de las abscisas -
que pasa por-el punto ( x, g ( x ) ) intersecta a la recta y = x en el punto
Clg (Exi )eomgami(aec®); L. Si x e D entoncesg(x)st y la recta para-
lela al eje de las ordenadas que pasa por el punto (g ( x), g ( x D) U
tersectard a la grafica de f en el punto (g ( x) , f (g ( x) ). El punto

(g(x).f{gm))

(CIGYIE)) S
./‘/
¥

| ¥
1

—t

FIG. 22

|’( x, f (9 (x) ) ) de f e g correspondiente, es la interseccién de ta rec- -

ita paralela al eje de las abscisas que pasa por ( g (x), f(g(x))y-
{1a recta paralela al eje de 1as ordenadas que pasa por ( x, 0 ).

Ejemplo 38.- Sean f y g las funciones dadas por f (x)= x2 9

g (x)=x+ 2. Se trata de trazar la grafica de la funcién f o g.
Como D. = D = R,se tiene D =R
f g fog
La regla de correspondencia de f . g es

[fFogltx)=flalx))=f(xs2)=(x+2)?
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Lta figura 23 muestra la gr&fica correspondiente.

Yi
z :
st | vt el
< y=x
4/
t i
fog- //
‘/'
e
b T
i i 7
W o
i %
N2 >
7y x /|0 X
FIG 23

En esta figura: Py (x, g (x) ), Pz(g(x),g(x)),Pz(g(X)

fOFf (g (x))yPr, (x,f (g (x)).

1.4.. FUNCIONES ALGEBRAICAS. FUNCION CONSTANTE E IDENTIDAD. ENTERAS,
RACIONALES E IRRACIONALES. LAS FUNCIONES ALGEBRAICAS COMO RAI-
CES DE ECUACIONES DEL TIPO: P (x ) y" + P, (x) N —
2 (P (53 )75 0%

Las funciones algebrdaicas son aquellas en las que interviene un nume
ro finito de operaciones algebrdicas de las funciones constante e identidad,

mismas que se presentan a continuacion.

Funcidn constante es la que tiene como dominio el conjunto de los nd

neros reales y cuyo rango es un s6lo nimero real.
Esta funcidn puede escribirse:
C=0x, % M xer, y=cl=1{Cx,c) | xer ¥

Evidentemente la definicion de funcion constante no se contrapone ‘al

concepto de funcidn, dado que a cada valor de la variable independiente x co




rresponde un solo valor de variable dependiente y, que es el Gnico valor c -

del rango.

La grafica de la funcion constante es unai recta paralela al eje de-

las abscisas, con ordenada c, como se ve en la figura 24.

Y4 Y y=x
Gl =
= Wi
4 N —
S X
0 X
FIG 24
' d
FIG 25

Funcion identidad es la que tiene como dominio al conjunto de los ni
meros reales y en la que a cada valor de la variable independiente x le co-
rresponde el mismo valor de la variable dependiente y, de modo que su rango-
¢s tambien el conjunto de los numeros reales. Comdnmente )a funcion identidad

se representa con |. As{:

NS G My e, 1RY. My = =il =SB, B S R

También puede especificarse esta funcidn escribiendo su regla de co

rrespondencia: | ( x ) = x

La grafica de la funcion identidad es la recta que pasa por el ori--

qen y tiene un angulo de inclinacion a = , como se ve en la figura 25.

n

T
Funciones enteras o polinomiales son las que se obtienen al efectuar

con las funciones constante e identidad un nimero finito de operaciones de a

dicidn, sustraccion y multiplicacion.

Una funcion polinomial es pues:
2 n
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donde a, s k§="0, 1, 2, 3, ., n, son funciones constantes, | es la funcion

identidad y el nGmero naturaln es el grado de la funcién polinomial..

Una funcién de este tipo puede describirse por medio de su regla de-

correspondencia:
(2)

2
P(x)=a0+a1x+a2x + .. .+a x

cuyo dominio es R, en donde a a

a,. % e | e a son ndmeros reales n es -
R 1) 2 S5 Y

el grado si a_ = 0.

Si el grado de una funci6n entera es 1, entonces se llama funcidn 1i

neal. La funci6n lineal general estd dada por:
f(x)=mx+b
donde m y b son constantes y m =¢= 0
Una funcién entera de grado 2 se 1lama funcidn cuadrdtica.
La funcidn cuadrdtica general esta definida por:
f (x)=eix2+bx+c
donde a, b y ¢ son constantes y a =¢ 0

Una funcidn entera es una funcidn cdbica si es de grado 3.

Ejemplo 39.- Las siguientes reglas de correspondencia son de funcio-

nes enteras:

()M (e e X a2 ( lineal )

B S dlipe e 142 ? e e o ( cuadratica )

c) f3(x)=lo-6x+2x2-x3 { cubica )

d) f“(x)=5x6~7/14 x“+x-9 ( de sexto grado )

El cociente de dos funciones enteras es una funcion racional. Las fun

P
3 en que P] y P2 son funciones ente
2

ciones racionales son de la forma r =

ras o sea del tipo ( 2 ).

Una funcién racional puede escribirse:



2
Xt oo o+ oa XD
2 n

2] m
XEER . b X
m

() :lix;=*a0+"al
x
2 b0+b1x+b2

X + a

B ri(3)

endondePz(x)# 0

" - A 1
Son funciones racionales las definidas por: =

Ejemplo 40.-

3
a) ry (x)= g ox + 5
x + 1

x2-3

b) rz(x)=T_—2—;x-/=2
_ 2% =i

c) f(x)= > s xmt 3, x =k -3

X =g

NGtese que una funcidn racional se obtiene efectuando con las funcio
nes constante e identidad un numero finitp de operaciones de adicion, sus---

traccion, multiplicacion y division.

Las funciones polinomiales son casos particulares de funciones racio

nales. En efecto, si en una funcion racional de la forma ( 3 ) se tiene - -

m = 0, la funcion se reduce a :

"(X)=b +b1 XS RSSO =
o o

que es la regla de correspondencia de una funcicn polinomial.

Son funciones irracionales aquellas en donde ademas de poder interve
nir operaciones de ad icion, sustraccic;n, multiplicac ion, division y potencia

P . . . .
cion, interviene la radicacion.

Ejemplo 41.- Las siguientes reglas de correspondencia definen fun--

ciones irracionales.
a) t’1 (x )= +/x2+16
b) f, (x) = —gi—_;—— 25 2 ARl R
V 2 x -3 =
c) o (x) 64,’_2_"__3.@;,(2‘0
3 - /5
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Una funcidn algebrdica simple es una funcién donde interviene un nu-
mero finito de operaciones que sélo pueden ser de adicidn, sustraccién, mul-

tiplicacién, divisidn, potenciacidn y radicacidn.

En general las funciones algebrdicas pueden definirse como solucio--

nes de ecuaciones del tipo

2

Po(x)yn+Pl(x)yn-1+P2(x)Yn-+...+Pn(x)=0--(‘0)

dondePo(x),P1 (x;),...,Pn(x)sonpo\inomiosenxynesnatu-
ral.

cyn=1, la ecua
_Pl(X)
Y= e

Obsérvese que si en la ecuacion ( 4 ), P0 (x )=
cién se reduce a c y + P; (x) =0, cuya solucion es y esta-
es la regla de correspondencia de una funcidn entera.

Sien (4) el gradodePo(x)eslomayorquelyn=1,\aecui

cion queda P0 (x)y+ P1 (x) =20y la solucién de €sta es:
1 (x) 1
Y= - , que es una funcidn racional.
o (%

Sien (4 ) n>1, se tendra con la solucidén de dicha ecuacidn una --

funcién irracional.

1.5. FUNCION BIUNIVOCA. FUNCION INVERSA. GRAFICAS.

Una funcién biunivoca es una relacién biunivoca o uno a uno, misma -

(pag6 )-

que se definic en el tema I1.1.

Es decir, una funcion y = f ( x ) es biunivoca cuando a cada valor -
de la variable dependiente y le corresponde un sélo valor de la variable in-
dependiente x.

En otras palabras, si la regla de correspondencia y = f ( x ) genera
parejas ordenadas ( x, y ) tales que si (x], Yy Yy (%, Y, ) son do3 pare
jas distintas se tiene Y4 = Yor entonces y = f ( x ) es la regla de corres

pondencia de una funcién biunivoca.

Ejemplo 42.- La funcién f tal que f ( x )=2 x - 1 es biunivoca, ya-




que a cada valor de f ( x ) corresponde un solo valor de x. En todas las pa-
rejas ( x, y ) que constituyen la funci6én, no se repite el segundo elemento-
Y-

Ejemplo 43.- La funcién g dada por g ( x ) = x2 + 3 no es biunivoca
ya que existen para ella una infinidad de parejas ( a, a2 +3)y(-a, a2+

3 ); a e R donde se repite el segundo elemento. Si Xy 3 25 YquE 7Yx%x,=-2

2
hace que Yy = 7 o

Las parejas distintas (2,7 ) y ( -2, 7 ) tienen el mismo segundo e
Iemento.

La definicién de funcién biunfvoca puede expresarse simbolicamente-

en forma concisa como sigue. f es una funcién biunfvoca sT:
I_(a,b) ef y (¢, b) ef] = a=c

Esta expresidon indica que a cada elemento b del ra’ngo de f esta aso-

ciado un solo elemento a del dominio de f.

La observacidn de la gréfica de una funcion permite en forma senci--

I1a determinar si la funcidn es biunivoca o no lo es.
Recuérdese que la grdfica de una funcién tiene la propiedad de que -

toda recta normal al eje sobre el cual se ha graficado el dominio intersecta
r§ a la grafica cuando mds en un punto. Si una funcidn es biunfvoca, su gra-
fica tiene también la propiedad de que toda recta perpendicular al eje sobre
el cual se ha graficado el rango, intersectard a la gridfica cuando mis en un
punto. Esto se ilustra en las figuras 26 y 27 donde se ven las graficas de u

na funcidn biunfvoca y de una funcidén que no es biunivoca respectivamente.

Y4
N
AN 1
I ]
1 I »>
= * + %2 X
X
FIG 27

FIG 26

»
Una forma de identificar una funcién biunivoca sin basarse en su --

grafica es la que se funda en las definiciones de funcion creciente y de fun

cién decreciente:
Sea una funcién f={(x,y)ly=Ff(x), XEDf]’

Se dice que f ( x ) es creciente sobre un intervalo Ea, blCD si-

. = f
f(xl)<f(x2)cuandox1s[_a,b] ) Xy e[a,b] Y Xy < Xy -

Se dice que f ( x ) es decreciente sobre un intervalo[‘a, b]c D; si

f(x1)>f(x2)cuandoxls: b » XyE€ a, b Y X <X,

Para ilustrar estas definiciones,seve en la figura 28 la grafica -
de una funcidn creciente y en la figura 29 la de una funcidn decreciente en-

un intervalo [ 2, b

Y4 Y4
y=f{x) <creciente

flx,) HX)

() #5)

| SRR
P

=¥

2
) < flxp) 5 x,<xy flx) > Hxp 1 x, <%

FIG 28 FIG29

Siy=f (x ) es creciente sobre el intervalo[a, b] , entonces es
biunivoca sobre dicho intervalo, y en la misma forma, si y = f ( x ) es de--
creciente sobre el intervalol:-a, b] tambien serd biunivoca sobre el mismo-

intervalo.

Funcion inversa. Si f es una funcion biunivoca, entonces la inversa-

de f es la funcidn f definida por la siguiente condicion.

21



= -
(OxBp v eui™ st vasollonsiBN (@ AWt
Esto es,la inversa de una funcidn biunivoca f es la funcidn f-‘ que-
se obtiene al intercambiar las componentes de cada una de las parejas ordena

das que constituyen a la funcidn f.

> -1 4.
Debe aclararse que en este concepto, en la notacion f , el indice -

- 1 no tiene el significado que se le da el algebra como exponente.

Geapt & U0 1) smimlsmdi)ng ( 26 15 ) (@37l

Ejemplo 44.~

Evidentemente f es una funcidon biunivoca, dado que no se repite el -

segundo elemento en dos parejas distintas.

La funcidon inversa de f es:

A0 0, 094 (3 15 6 56 2008 (70 9 )

De la definicion de funcion inversa %e deduce con facilidad que si -

1’_1 es la inversa de f,

f es el dominio de f_l.

el dominio de f es el rango de F-1 y el rango de-

Es importante destacar que es condicidn necesaria para que una fun--

= o =1 .
cion f tenga funcion inversa f el que sea biunivoca.

En efecto si una funcion no es biunivoca, es decir, si una funcion F
es una relacion univoca o uniforme, se presentaran parejas distintas ( x, y )
€ F con el mismo segundo e\emento"y'; mismas que al irtercambiar sus elemen--
tos daran lugar a parejas distintas ahora con el mismo primer elemento. Estas

P o . &1
ultimas parejas no pueden pertenecer a una funcion F

Ejemplo 45.- Sea la funcidén f dada por f ( x ) =3 x -~ 3 y cuyo domi_
nio es 0. = {2, 3, 4, 5} .

Se trata de obtener la funcion inversa de f si ésta es biunivoca, -

i -1 o o .
hallar dominio y rango de f y las graficas de ambas funciones trazadas en-

un mismo sistema de referencia.
Se puede ver claramente que f es biunivoca. El rango de f es
Re= {3,6,9,12}.

Describiendo f por extension, se tiene:

22
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Luego f

1 1

El dominio de f ' es De-t ={3,6,9,12 1} Re v el rango de fo--

es Re-1 ={"2, 3, &, 5 }= D¢

Las graficas de f y £ se venen la figura 30.

MY o
1 /2

4 -

ot o / 1

15 £

J o

o «

L v + !
r /’ &
O

T A

o

LR S T B S

FIG.30

e -1
Puede observarse en la figura anterior que las graficas de f y f —

son simetricas respecto a la gréfica de la funcion identidad !, o sea la --

recta y = X. Esto se confirmara adelante.

Dada una funcion f={(x, y)| y=Ff (x), xe D¢} si es biunfvoca
su inversa f’_1 puede obtenerse intercambiando los papeles que desempeiian la-

variable independiente y la variable dependiente.
Eisitol [esk

f_1={(X.y)|x=f(y);yEDf=Rf-1}

Notese que en esta ultima expresion, la ecuacion x = f ( y ) estable

ce que'y’es funcion implicita de x’



Ejemplo 46.- Sea la funcién f = {(x, y)|y=2x+3; xe L-Z,Z]} Una interesante propiedad de las funciones inversas se da en el si--

guiente

. . 5 . . . Teorema. Hipbtesis: La funcidn f es biunfvoca y su funcion inversa-
Se trata de investigar si f es biunivoca, y en caso afirmativo, ha-- -1 2

llar su funcién inversa, trazar las graficas de ambas funciones y observar - el
que estas son simetricas respecto a la recta y = x. Tesis: se tendré:
o -1 - = =
En efecto, y = 2 x + 3 es la regla de correspondencia de una funcion 1) f o f = 1 donde el dominio de | es el rango de f, D, = Rg = De-1
biunivoca, ya que a cada valor de x le corresppnde un solo valor de y. Esto- 2) f'1 . f = 1 donde el dominilo de | es el dominio de f, DI = Df =
también puede constatarse viendo que se trata de una funcion creciente dado- s
R -
i > > A f
que si x, > x, entonces y, > Y,
Asi que f tiene funcidén inversa que es: Demostracion.

1) Sea a € R luego a € Df-1

f_1={(x,y)[x=2y+3;yE[-z,z]} 3

- -1
entoncesf1(a)=b donde (a, b ) e f

Que puede escribirse: L3
Lo que implica que ( b, a )e f, estoes: f (b )= a

f—l={(x,y)|y=u,x€(—l,7]}

>
2 PorIotantocomanRfsetiene:[fof](a)=f(b)=a

P ysix€ Rf, entonces:[f o e O P 3 e st-'l
ot Df=Rf—1=[-2,2:lny=Df-l=L—l,ﬂ

- Intentando ilustrar la demostracion anterior de la parte 1) del Teo-
Las graficas de y = 2 x + 3, xel_-z, 2] yde y = % ; xg[_ 1,7]

rema se presenta el esquema de la figura 32.

s ven en la figura 31, donde es obvia la simetria de ellas respecto a la rec

ta y = X. fog~1
Y s SR W 4
Y:X/
/S £-1 f
7 /
7
1 7
] A
7 5 ’
Ve Figura 32
y=2X+3 /| / L
rd
2 +'/ i 2) Sea a € Df, entonces f (a ) = b donde (a, b)) e f
— e e —- _ =]
//'o,’,_’_gx_a 7 & luego(b,a)eflyoseaquef (b)=a
it ) 2
-/ b i por lo tanto si acebh
/ FIG.31 f
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Entonces[f-1o f](a )=f (b)=a

! A5
Y si xeDfsetendra[f °f](x)=x: xeRf-l

Ejemplo 47.- Aplicar el teorema anterior a las funciones del ejem-
plo 46.

Las reglas de correspondencia son: f ( x ) =2 x + 3, Df = [:-2, Z:l

Rf=[-l, 7] yF-1 (X)=—;—X'%,Df'1 =['1. 7];Rf-1= =2, 2_]
Setiene:L_f“f_l](x)=f(f_1(x))=2(+xg)+3=x
para x e[—1,7_”:f-1 uf] (x)=f"! (f(x))=~;—-(2x+3)'—;—"x

para x € I: =2 Z:I
Estas conclusiones pueden verificarse graficamente en la figura 31 -

interpretando la composici6n de las funcidhes como se vid en 1.3.

Ejemplo 48.- Sea la funcion f = {(x, y)ly= +/x -2, x ¢[2, 6 )}

Hacer ver que es biunfvoca, hallar su funcion inversa, trazar las --

graficas de ambas funciones. Verificar que f ( o ol
quei’.1 (- £ (xs)w)

X para x EDf R

x para x €D visualizar esto en las graficas.
f

A cada valor de x en el interva\c.[z, 6) corresponde un sélo valor -

de y.asi que f es una funcion biunivoca y por lo tanto tiene funcién in

versa.

F.lrangodefesRf=[0,2)yaquef(2)=0yf(6)=2

La funcion inversa de f es:

fi={(x,y)lx=+/y -2, vyel2,6)} o bien
£ e (x, y)ly=x"+2 ; xelo, 2)} 0¢~1 = o, 2)
e = [2,6)
=il * A ) = s
£ USF (O )= 3 (S Eal) <o el V" wslx paTa
xe [€, 2)
¢! (g€ esa) as (+-’x'2')2+2=x-2+2=xpara

x £[2, 6 )
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Ejemplo 49.- si f es la funcidn dada por f (x ) =2+ 2 x - x2

Siendo D1= = [-l, 3] , trazar su grafica y si no es biunivoca, descom
poner su dominio de modo que resulte biunivoca en cada intervalo de la descom
posicion del dominio. Hallar la funcion inversa correspondiente a cada parte-

biunfvoca de la funcibn dada y trazar la grafica de la inversa.

Reduciendo la ecuacidn y = 2 + 2x - x2

a la forma ordinaria de la ecuacién de

i la par&bola se tiene:
y=-(x2-2x+1)+2+1
(x-1)2=-(y-3)
3 La gréfica de la funcibn es el arco de
: la pargbola de vértice V (1, 3 ) y pa

rametro P = - --}{— comprendido entre -~

los puntos (-1, -1 )y (3, -1)

Evidentemente la funcién no es biunfvo

=¥

ca en el intervalo L— 13 3_] . Sin em

bargo, si dicho intervalo se descompo-

Bk ne en los intervalos [- 1, 1]y (1,3]




la funci6n en estos intervalos es creciente y decreciente respectivamente-
por lo cual, considerada separadamente en r-l, 1.l A (N1 3] resulta biunL'

voca.

La funcidn inversa correspondiente a f en cada intervalo donde f es-
o q 5 2
biunivoca, tiene como regla de correspondencia: x = 2 + 2 y - y° de donde-

despejandzoy:
(y-1)"=3-x;y-1=V3-x ;3 Y=1%7Y3 - x . De aqul se ve que la

funcién inversa de f en[ S 1]es f;l (x)=1- v3-x ; x e[-h 3]Y
la funcién inversa de f en ( 1, 3:] es f;( x)=1+/3-x";
XE[- 1, 3

1.6. FUNCIONES TRASCENDENTES.

Se definic la funcién algebraica y se indicé que una funcién que no-
es algebraica es trascendente. En este tema se estudiardn algunas funciones-
trascendentes. Estas incluyen las funciones circulares directas, funciones -
circulares inversas, funciones exponenciales de base a y base €, funciones ]2

garitmicas de base a, base e y base 10 y funcidn potencia.

1.6.1. Funciones Periddicas.

Definicidn.- Una funcién f se dice que es periddica con periodo - -

25

P > 0, si siempre que x est€ en el dominio de f, entonces x + P también es-

td en el dominio de f, v:
f(x+P)="Ff(x)

Y Graficamente:

Y

Las funciones periddicas tienen importantes aplicaciones en fisica e
ingenierfa en lo que se refiere a fendmenos que se repiten periddicamente,-

tales como el movimiento ondulatorio, vibraciones, etc.

1.6.2. Funciones Circulares Directas y sus Graficas.

Se definirdn las funciones circulares directas a partir de un circu-

2

N . oW A A . "
lo unitario de ecuacion x~ + y~ = 1. Sea 8 un ndmero real, que tiene medida-

en radianes. Tracese un angulo de © radianes cuyo primer lado coincide con -

el semieje positivo '"x'" y su vértice con el punto ( 0, 0 ). El segundo lado-

cortara la circunferencia unitaria en el punto P. Si P es el punto de coorde

nadas ( x, y ), entonces la funcién coseno estd definida por:
cos 0 = x

Y4
(0.1)

Q(ces 8. wend)

© (1,0)

El punto de coordenados
Cuk 6, sen®
FIG 37




y la funcién seno estars definida por: Geométricamente es evidente que las funciones seno y coseno son con

tinuas en cualquier intervalo de6 , la func ién coseno es decreciente en el-

= m .
sen 6 Y- intervalo[o,ﬂ] . El seno es creciento en el intervalo [0, —2-) G397
De la definicidn anterior se deduce que sen 6 y cos 6 estan definidas &
sen
para cualquier valor de 8. Por lo que el doninio de las funciones seno y co ﬂ‘
seno, es el conjunto de todos los nuimeros reales. El valor mdximo que puede-
tomar cualquiera de estas funciones es 1 y el minimo valor es - 1. Puesto que {p=zp
las funciones seno y cnseno son continuas para cualquier valor de 6 , el ran \ 2 b,
. e i ° 15 ; Fea
go de las funciones es [ 1% l] 5 l’\_/
Dado que el punto p se encuentra sobre el circulo unitario de ecua- T -
. - 2 .
clifony WX +y2=l o bien Y= sen 6
2
cosze + sen'8 =1 /
> O
resulta que:
q FIG 39
sen 8>0 para 0 <8 <m
La definicion implica que seno y coseno son periddicas con periodo 2T
teniendose que: ) T
cos (6 +2m)=cos 8 Por las propiedades de las funciones seno y coseno dadas
sen (8 + 2 1 )= sen 6 por las ecuaciones (S5 M=y (NP se puede obtener la gradfica de las curvas -

L ) . r . . seno y coseno para el intervalo[ e (179 7‘]. Como se muestra en la figura 40.
La figura 38, muestra angulos que tienen una medida negativa en radia

nes de-8 y angulos correspondientes que tienen una medida positiva en radia-

nes de + 6

cos ( =8 ) = cos @ (5)
sen ( -8 ) =-sen B (6)

F1G 38

Figura 40.
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FUNCEON TANGENTE.

A partir de las funciones seno y coseno se define la funcion TANGEN-

TE como:
sen 6

Saio cos ©

Para todos los nimeros reales 6 en donde cos 6 = 0.

La funcidén tangente no esta definida cuando cos 6 = 0, esto sucede -

. i 3 il
—_ o en genera +
cuando 6 toma cualquiera de los valores 7 "% gen 1 o
o 7 donde n= 0, +1, + 2, .... etc. De esta manera el dominio de la funcidn
tangente es el conjunto de los nimeros reales excluyendo los valores 6 =

donde n

g
2
te no estad definida.

+nT, o, #1,+ 2, ... etc. para los cuales la funcidn tangen-

I d
La funcién TANGENTE es una funcién periddica con periodo 7 dado que:

sen (6 + m)
cos (0 + 1)

- sen 6
- cos 6

tan (8+w) =

tan 6

Notese ademds que para valores negativos de 6 se tiene:

sen (-86)
cos (-96)

& SEang
cos 6

tan { -9 ) = = - tan 6

La funcidn TANGENTE es estrictamente creciente en el intervalo SN

m

2

londe n = 0,+ 1

L,n“+-“_)

( 2 2

,%) y en general en todos los intervalos ( nm-

Y 124, etc.

La funcidon TANGENTE es positiva y creciente para 0 < 6 < 7

y los

" i Y .
valores de tan 8 son grandes cuando 6 se aproxima a -5— por la izquierda--

2
l'uvsto que sen 8 = 1 y cos 6 = 0 y por lo tanto el cociente tiende a hacer-
s grande.
Lo mismo ocurre, cuando tan 6 toma valores grandes y negativos si 6 se a-
proxima a - % por la derecha.

La grafica de la funcion TAMGENTE se muestra en la figura 41.

Y )
1 | 1 3 P 1 ' '
b i ] i I
I 1 1
| 1 J 2 : 1 <
| 1 ! 1 |
i i ! ! } !
: : ' 1 : i 1
[ ! | ! ! |
. ) ! ! 4
30T =TT it o m ! i 3 =
¥ A T ¥
! 1
i | -1+ | 1
! | ! | ! :
| ! o \ :
1 ) } I |
[ | -2 i 1
| ' | i
| 1 ' 1 1 1
I ‘ : 3 ! 1 1
FIG. q Y= tan 8.

Ademas de las funciones trigonométricas, ; seno, coseno y tangente,-

se definen las funciones: secante, cosecante y cotangente como sigue:

1

sec 6

cos 6
1
GiScHE) =rHo
_ _Cos B 1
COtMERSiSarN g 2L STanTD

. . ¥
Las graficas de estas funciones se muestran en las figuras 42, 43 y-
respec tivamente. vh
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\ yll | | 1.6.3. Funciones Circulares Inversas y sus Graficas.
! |
i 1
I 3 i ! ’ . .
| i ; Las seis. funciones trigonometricas descritas en el inciso 1.6.2. son
: 2 1 : | periodicas y por tanto no son biunfvocas. Luego la inversa de una funcidn --
I 4 o . .- . Ja—
'| : | trigonometrica no es funcion. No obstante, es posible obtener una funcion bi
: tir | : unfvoca de una funcion trigonométrica dada, restringiendo el dominio en for
b ! | ma apropiada y entonces la inversa de tal funcion sera una funcion. )
T if i a
ap 0 | ZTTI
: - ; : Por ejemplo:
1
| : | y = sen x , x €R
: 1-2 | : no es biunfvoca, pero la funcidn
I | |
! +-3 | I bl T :I
e L S el -
Il : - : y-senx,x(—:[ 0 — .y[l,l
=CsC s . 2 .
FIG. 43 y si lo es. La grafica de esta funcidn se ve en la figura 45. A esta parte de-
la grafica se le conoce como la * rama principal '.
”
YA
W—————— =
]
I ;
 }
:
’
ey, Grifica de la Rama Principal.
o mox
2
j i
i ! A
1
! \
| | FIG 45
{ |
! i
I - . . . . -
| L 0 La funcidon y = sen x anteriormente definida es biunivoca, y por tanto
; &
%T i 31; Tm‘ tiene una inversa que es funcidn. Esta funcion inversa se escribird como - -
1
i ! '"'ang sen x ', que se lee ' dngulo cuyo seno " y es la funcidn seno inver
i 1 i
1 1 so.
I |
1 1 jul i -
| i x=seny,y£|:-—2 5 ], xel:-l,l_]
por lo tanto i .
FIG 44 YRS y=ang sen x , Ye [- s A hw
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La grafica de y = ang sen x se muestra en la figura 46, ang sen x re

presentard la segunda componente de la pareja ordenada que pertenece a ' ang
wen '' 'y cuya primera componente es x.

y = ang sen x <> X = sen y i

vove b5 5]

Considerando ahora la funcion

y = cOS X .xe[o,ﬂ] ,ye[-l,vl]

cuya grafica se muestra en la figura 47. Puesto que la funcion recien defini

4 . .
da es biunivoca, su inversa es una funcion. Dicha funcion inversa se designe
por '"ang cos ', y es la funcién coseno inverso.

29

xefom] vl

e

FIG 47

Grafica de la Rama Principal

[SIE

« y=cOsx

j
Funcién Coseno.

La graéfica de " ang cos ' se muestra en la

" ang cos x "

e
xy

de la

figura 48, se escribird -

para designar la segunda componente de la pareja ordenada que

pertenece a ' ang cos ' y cuya primera componente es x.

Yy = ang cos X €> X = cos Y , ye[o,vr]

x€f1,1]

Y€[o,m

FIG.48

y=ang cosx

xy



La funcidén TANGENTE no es biunfvoca, sin embargo, se puede expresar €l
dominio en condiciones tales que la funcién TANGENTE sea biunfvoca,como:
T
y=tanx , x s(-T,"T )
y

y¢ R. Ver. Figura 49-

I
|
!
I
1
!
|
1
|
{
|
|
[
)
1! 0
2
:
!
|
|
I
i
|
|
i

Rama principal de la funcidn Tangente.

Figura 49.

La funcion TANGENTE asi definida es biunfvoca y de ahi que su inver

sa sea funcién, donde se designa como ' ang tan ', a la funcidn tangente in

versa.
i )
x=tany.ye(‘T’T xe R
La grafica de la funcidn ' ang tan x '' se muestra en la figura 50.
'"ang tan x " representard la segunda componente de lapareja ordenada que per.
tenece a '* ang tan " cuya primera componente es x.

Y = ang tan x <> X = tany ye (-—2I= -—g—)

Py =

Y4
_______________ TR
= —+
oo
ve(-ILY)
_____________ | T
2

FIG 50 y=angtanx
Considerando 1a-funcidn COTANGENTE definida por:
y=cotx ,xe (0, 1), yer
cuya grafica se muestra en la figura 51, esta funcidn COTANTENTE asi defini-
da es biunfvoca y de ahi que su inversa sea una funcién. La inversa que se -
designard como ang cot x ', es la funcién cotangente inversa.

%= Cot. Yo yie (WO,mw Wi, 7 &R
y I

|
|
|
I
|
i
|

FIG 51 y=cotx

Grafica de la Rama Principal de 1a funcisn Cotangente.

La grifica de " ang cot x " se muestra en 1a figura 52, » ang cot x *
representar3 la segunda componente de la pareja or
cot" y cuya pPrimera componente es x.

Yy =angcot x «s x=coty iy CF (e )
y

FIG. 52 . .Y=ang cotx, yg(o,m)’
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minio de dichas funciones se seleccionard apropiadamente, el dominio seleccio
nado para tener una funcidn biunivoca consistird en la unién de dos interva-
Tos.

mas adelante definir las derivadas de las funciones

Puesto que las funciones SECANTE y COSECANTE no son biunfvocasgel do

inversas.

La seleccidn se hace tomando en cuenta el resultado mis sencillo para -

Considerando el segmento de la funcidn SECANTE definido por:

y-secx,xe[—n,-%)u[o, ZL)

SFCANTE asi definida es biunivoca y de ahi que su inversa sea una funcidn. -

la inversa que se designard como " ang sec x ', es la funcidn secante inver-

sa.

; ver figura 53. La funcidn-

x = sec y , ye[w.-%)U[O,

yi

+—————— -1

N e e S

FIG 53  y=secx, € '”'“]zl)u[";z[)

Grafica de la Rama Principal de la Funcidn

Secante.

La grafica de " ang sec x " se muestra en la figura Sh.

y = ang sec X <=» X = sec Y 3

i

m

——

2

)

yielf=im Sl @ 20

«

Nll:‘

1
i
:
]
I
I
I
I
|
'
]
|
|
|
;
1
N3

p - = — =

FIG 54 y=angsecx,ye[m U0,
*—TT ([ e T RS et

La funcidén COSECANTE cuyo dominio se seleccionard como:

Yy =csc x, xcel -ﬂ%] u (o, %_’ se representa

en la grafica de la figura 55. La funcidon COSECANTE asi definida es biunivo-
ca, y de ahi que su inversa es una funcidén. La inversa se expresa como '‘ang-

csc'", es la funcidn cosecante inversa.

x= cscy , ]
Y
1
o I

| 2y

! j

R e 1

|

!

1

!

|

|

|

I FIG 55 y=c¢scx, xE(—'I'l,‘lzl]U(D.zﬂj

Gridfica de la Rama Principal de la Funcidn Cosecante.
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La grafica de ' ang csc "' se muestra en la figura 56.

ye(-n,—%]U(&%]

Yy = ang ¢sC X <» X = CsC Yy

FIG 56 y=angcscu, YE('T["-LI U(O,T—;]

1.6.4. Funciones Exponenciales de base a y base e, sus Graficas. .

A fin de ayudar al manejo y comprensidn del concepto de funcién expo
nencial, se debe recordar del dlgebra elemental, que si a y b son nimeros --
reales positivos y que si p y q son nimeros racionales, las leyes basicas de
las exponentes son:

+
aP al = a9

b =0

con

32

Como complemento a este repaso se recuerdan las siguientes definicio

nes:

0
Para un exponente cero: a =1

2 -m 1
Para un exponente negativo: a = = -—
a
" . 1/n \n
Para un exponente fraccionario: {( a ) =
1
(e /n )m . am/n

Estas leyes tienen significado en algebra elemental sélo cuando los-
exponentes son nimeros racionales, sin embargo, se puede demostrar que las -
leyes anteriores son vdlidas para exponentes que son nimeros reales.

Para cualquier nimero real positivo a == 1, la funcién

Expa={(x,y)|y-ax,xeR} (S749)

se llama funcién exponencial de base a. Es necesario que a >0 para e
vitar tratar con nimeros complejos; el rango de esta funcidén es ( 0, + @ ), -
lo que significa que siempre ocurrira a*>0 para cualquier valor de x. La -
forma de la grdfica de la funcién depende del valor que tome la base a; serd
creciente si @ > 1 y decreciente si 0 < a ¢ 1, los dos casos se muestran en-

la figura 57.

y=oc® o0<o<] 1<a

o

xy




Ejemplo 50.- Encontrar las grificas de las funciones

a) Exp, = {(x, y)ly=2%, xenr}
b) Exp”z-{ (x, y)I y-(‘T)x. x ER }

a) Para encontrar la grafica

muestran en la siguiente tabla, los valores correspondientes a y aparecen ~-

también en ella.

x Y
0 1
1 2
2 4
3 8
= 0.5 -
=52 0.25
-3 0.125

La grafica de la funcidn es:

v4

6-

L

at ¥=2"

3-

2

1
s e} >
32 12 34 s 2

FIG 58

se le dardn a x los valores que se ==

b) La tabla y grifica de esta funcidén son las siguientes:

vd

e ame

0.5
0.25
0.125

o =

Vel

o —

5-4-3-2-1° 1 23

3

FIG 59

La funcidn de x que se define por:

Exp, = {(x, v )| y=e*

, xXeR} (H88)

se llama funcidn exponencial de base e, ndtese que es un caso parti-

cular de una funcidn exponencial de base a, sin

33

embargo, por su importancia-



se da como una funcién aparte, su grifica esta en la figura 60, algunos de

los valores correspondientes de x y y estdn a continuacidn:

X Y
0 1
1 2.718281828 ( valor del nimero e
2 7.3891 con nueve decimales )
£ 20.0855
-1 0.3679
-2 0.1353
-3 0.0498
”

-2 1

FIG 60

1.6.5. Funciones Logaritmicas de Base a, Base e y Base 10, sus Grafi

cas.
La funcién exponencial de base a definida como
x
Expa={ (x,y)]|]y=a", xeR}

es biunfvoca sobre R, y por lo tanto la inversa de la funcidn exponencial --

34

también es una funcidn. Se expresa esta inversa mediante loga,y se le 1lama-
funcién logaritmica de base a, es decir que la funcidn logaritmica de base -
a es la funcion

4

Tog_ =M ‘(W) le=e’s, Wem, xc B, + )} (9)

Se escribird log X para representar la segunda conponente de la pa
reja ordenada que pertenece a la funcidn logaritmica y cuya primera componen
te es x ( log o se lee " logaritmo de x de base a '').De donde segin la defi
nicion de loga

vaz log x. s> x=a’ (10)

o I by
Y Iogac es el nimero Gnico b tal que a = c

La gréfica del Ioga se obtiene de la grafica de su inversa ”ExPa“ en

la forma usual ( vease la figura 61).

4 Expa /‘/v-x
7z
W
7
W
(o1} ‘/ ]oga
sy
g k]

/' 0,0)
7
o
7

FIG 61

Las graficas de la funcidn logaritmica para los casos a > 1 y 0 < a<1

se muestran en la figura 62.




O<a<l

x Y

Figura 62(b)

Figura 62(a)

Para el caso de la funcidn exponencial de base e su inversa es la fun

cidn logaritmica de base e, definida por:

Y

L={lx vy) |x=e . veR xe(0+a)}

Y segin la definicidn de logaritmo

y=1LlLx x=ey

La grafica de esta funcién esta en la figura 63.

FIG 63

De ( 10 ) se sigueque si a >0 ,a= 1yx >0, entonces

log_x
=a %,

(€ U))

Para obtener una formula que relacione logaritmos de bases diferen--

tes, sea b un ndmero positivo diferente de 1, tomando logaritmos de base b

de los dos miembros de ( 11 ).

log,x = log, (a log x )

De las leyes de los logaritmos

log x = Iogax log b2 (12)

Cualquier nimero positivo, excepto 1, se puede usar como base de un -
sistema de logaritmos. Hay dos sistemas de uso comdm. Para cdlculos ordina---

rios se usan los logaritmos comunes, de la forma Iog10 N, cuya base es 10.

El otro sistema de logaritmos que se usa tiene como base el niimero e,

los logaritmos de base e se llaman logaritmos naturales y se expresan por L

De ( 12 ) y tomando en cuenta que:

L 10 = 2. 30259 vy log TS 0. 43429

Se tiene

L x = (2.30259 ) log 10 %

log W= (0.43429 ) L x
Ejemplo 51.- Encontrar las graficas de las funciones
a) log, = {(x,y) |y= log, x, xe (0+e=)}

b) log,,, = {(x, y) | y=log  x,xe (0, +=)

a) Para solucionar este problema se usa la ecuacién ( 1 2 ), donde
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logzx = Iogze L x

Togyx = ( 1.4427 ) L x . 0.5 1.0000
0.25 2,0000
x Yy i 0
2 - 1.0000
1 0 8 - 1.5850
2 1.0000 4 - 2.0000
3 1.5850 ! 5 - 2.3219
4 2.0000
5 2.3219 Su grafica queda:
0. = 1.0000
0.25 - 2.0000 v
Vq
Su grafica es: , .
1+
v
I+ 5
-]
24
2.
'--
a4
T eEl X
FIG 65
1ok
]
FIG 64 1.6.6. Funcién Potencia.
Se define como funcidn potencia a una funcién del tipo
b) Para este caso la ecuacidn utilizada es: Fe {(x,y) | f (x).._.v , u>0} (13)

logl,zx-(-l.h‘l27l)Lx donde: ul=u) (G ), vev (x)

Obsérvese que una funcidn exponencial es un caso particular de la --
funcidn potencia, puesto que se tiene a una funcidn constante elevada a otra
funcién cualquiera. Asimismo, una funcidn polinémica de un solo término, tam

bién es un caso particular de la funcidn potencia, pero aqui se tiene a una-
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funcidn identidad elevada a la funcidn constante.

Ejemplo 52.- Las siguientes son funclones potencia.

a) y = X x >0
=

b) y= (Lx )X . x21

c) y=x"% ; x>0

En general resulta complicado obtener la gr&fica de una funcidn po--
tencla.

Tomando logaritmos naturales en ambos miembros de la expresién ( 13 )

(ERREA () = VRIS Yy

f(x)uevLu (14)

La expresidon ( 14 ) es otra forma de representar fa funcién potencia.
1.7. PLANTEAMIENTO DE FUNC | ONES.

Tal y como se asentd al principio de este capitulo, las funciones no
son mds que modelos matemiticos que representan algin fendmeno fisico de la-
vida real. El planteamiento del modelo matemitico o la funcidén es el primer-
paso en la solucidn de un problema y ante este tipo de situaciones se encon-
trara en multitud de ocasiones el estudiante de alguna carrera de Ingenie--

ria.

No existen reglas precisas ni método general para el planteamiento -
de funciones que representen algin fenomeno. La recomendacién en este senti-
do serfa Identificar cuales son los datos, variables e Incognitas del proble
ma en primer lugar, y después proceder a encontrar alguna relacion entre los
datos e incognitas del problema a través de simbolos matemiticos ( varlables
dependientes e independientes, representadas mediante letras ). Un agrupa---
miento adecuado de los datos e incognitas asi como el trazo auxiliar de una-
grdfica o diagrama son de especlal ayuda en el planteamiento de funciones de

un problema.

Ejemplo 53.~ Encontrar una funcidn que represente el producto de to
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dos los pares de nimeros de tal manera que la suma de un ndmero y el triple

del otro sea 60.
Solucién:

Si se representa a un nimero con x y al otro con y, el producto se -

puede escribir como:

=t Y (A)
Pero de acuerdo a las condic Iolnes establecidas:
x+3y=60 (B)

Despejando y sustituyendo en la expresién ( A )
¢ (x)_x(603-x)

Ejemplo 54.- Encontrar una expresidn que relacione al volumen de un
cilindro recto circular, inscrito en un cono recto circular con un radio de

5 m. y altura de 12 m., en funcién del radio del cilindro.

Solucién:

I
f-';
==

K412

i d

12.m.

bz —f

FYo—— T———o¥

\—/ ra5
By

. te—sm— Fle €7
Fi6 66



La siguiente férmula expresa a V en términos de R y H.

V= sz H (A)

Es necesario establecer una expresién independiente de ( A )] que re

Iat;;ione a R yH.

De la figura 67 y usando tridngulos semejantes:

1 [Z2 ;e 7
R 5}
Despe jando H:
e S0 -12R (8)

5

Sustituyendo ( B ) en ( A) vy desagrollando:

12w
o

V(R)= (5rR2-r3)

Ejemplo 55.- En el disefio de una cafeteria se estima que si existen
lugares para 40 a 80 personas, la ganancia semanal sc;ré de $ 8.00 por lugar.
Sin embargo, si la capacidad de asientos sobrepasa los 80 lugares, la ganan-
cia semanal en cada lugar estard reducida a 4 centavos por el nidmero de luga
res excedentes. Encuentre una funcidn que relacione el nimero de asientos --

con la ganancia de la semana.
Solucion:

Si se le llama a x el ndmero de lugares y G la ganancia semanal, se-
tiene que, cuando 40 < x < 80 la ganancia por lugar es 8, y por lo tanto - -
P =28 x.

Sin émbargo, cuando x > 80 la ganancia por lugar es

[8 - 0.04 (x - 80 )] y la ganancia por todos

los lugares es:

P = x[a ~0.04 (x - 80 )]
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Desarrollando:

P= 11.20 x - 0. Ollx2

Cano se puede observar, la funcion pedida no se puede representar -

con una sola regla de correspondencia para todo su dominio.lLa funcidn queda:
8 x si b0 < x < 80
11.20x-0.ol|x2 si x > 80

Ejemplo 56.- En la figura 68, el punto A representa una isla que se
encuentra a 6 kilometros del punto B, el cual es el punto mis cercano sobre-

una playa recta. Un almacén estd en el punto C a 7 kilometros de B, sobre la
playa. Si un hoanbre puede remar a razén de 4 km/hr y caminar*a razén de 5 km/hr,
establezca una expresidon que relacione a la posicién del punto de desem-

barco con el tiempo que tarde en llegar de A a C.

Solucidn: |




De la figura 68, se observa que 1F| es la longitud de la hipotenu

% sa del triangulo rectangulo ABP. Por lo tanto:
{ Con respecto a la figura 68, sea P el punto sobre la playa donde el r J g
| BB = =2+ 36

hombre desembarca, el hombre rema de A a P y camina de P a C.

Sea: x la distancia en kildmetros de B a P. Por otra parte, de la misma figura:
T el tiemporen horas que le tome al hombre hacer el viaje de | WI g
= 7 - X
AacC.

Sustituyendo estos valores en la ecuacién ( A ), se obtiene T en fun

Entonces T es el tiempo en horas para ir de A a P mds el tiempo en -
cién de x.

horas para ir de P a C. Como el tiempo se obtiene al dividir la distancia- 3

entre la velocidad , se tiene:

T=J77::E-L+-l—;—ﬂ— (A)



CAPITULO

OBJETIVO GENERAL DEL CAPITULO:

Al finalizar este capitulo, el alumno podra: definir el concepto -

de l1Tmite, aplicar teoremas y artificlos matemiticos para el cilculo de

los 1imites de funciones reales de variable real para un valor dado.

Definir el concepto de continuidad de una funcidén y determinar los

valores para los cuales una funcién es continua o discontinua.

Al finalizar este capitulo el alumno podra:

In.1.

11.6.

1n.7.

t1.10.

Enunciar las propledades bisicas de las desigualdades.

Enunciar la definicién de valor absoluto. -

Enunclar las definiciones de entorno y entorno reducido, indi--

cando los simbolos correspondientes.

Expresar la definicién de 1Tmite de una funcidn real de variable

real en un punto.

llustrar graficamente la definicién de 1Tmite de una funcién ---

real de variable real en un punto.

A partir de la definicién de 1Tmite, determinar el 1imite de una

funcién constante dada, para un valor de X.

A partir de la definicién de 1Tmite, determinar el 1Tmite de una

funcién identidad dada, para un valor de X.

Enunciar los teoremas sobre |imites y sobre operaciones con 1imi

tes.

Enunciar la definicién de 1imites laterales de una funcién real-

de variable real en un punto.

Dada una funcién real de variable real definida por una o varlas
reglas de correspondencia, indicar si existe el limite en un pun

to a partir del cilculo de sus limites laterales.

.11,

.12,

.13,

1,14,

1.15.

.16,

11.17.

1r.18.

11.19.

11.20.

Enunciar la condicién para que una funcién real de variable real

sea continua en un punto.

Dada una funcidn discontinua en un punto, Indicar porqué no se -

cumple la condicién de continuidad.

Dada una funcién discontinua en un punto, indicar si se trata de
una discontinuidad removible y en caso afirmativo establecer la-

condicidn que la elimine.
Enunciar los teoremas relativos a funciones continuas.

Dada una funcién real de variable real expresada por una o varias
reglas de correspondencia, determinar los valores de la variable
independiente para los cuales la funcidn es continua y aquellos-

para los que es discontinua.

Indicar el valor de los siguientes limites:

1im ___'__se!;a ' llrnt;ﬂ z , lim L-cosa , lim =

a+0 a - a+0 e a+ 0

nm—(—j—""("’ m>n g 1 - ef |

x+me & m:n 'u-’o . a+0 % ’
m<n

x+ 0 x+ 0 m+ ® x+ 0
]
o L DT B
8"‘0 m< o
Dada una funcidn real de variable real. calcular su Iimite en un

punto.

Enunciar la definicién de incremento de una variable, indicando-
el simbolo de éste.

Dados una funcién, el valor del incremento de la variable inde--

pendiente y el valor final o inicial de dicha variable, calcular
el correspondiente incremento de la variable dependiente.

Enunciar la definicién de continuidad, por medio de incrementos.

Ccos

2 1
um%"—. lim SEAX lim(l+—:‘—)m , nm(l+x)/"
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=




11.21. Dada una funcién real de variable real, determinar por medio de-

incrementos, si es continua en un punto dado. = B

11.22. Demostrar la equivalencia de las expresiones:

limf(x)=fF(a) y limAf(x)=0
x > a Ax+ 0




LIMITES Y CONTINUIDAD.

CONCEPTOS BASICOS: DESIGUALDADES, VALOR ABSOLUTO Y ENTORNOS.

DEFINICION DE LIMITE EN UN PUNTO DE UNA FUNCION REAL DE VARIA-
BLE REAL. INTERPRETACION GEOMETRICA.

LIMITE DE LA FUNCION CONSTANTE Y DE LA FUNCIQN IDENTIDAD.
TEOREMAS SOBRE LIMITES.
LIMITES LATERALES.

CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN PUNTO. DISCONTINUIDAD REMOVI--
BLE. TEOREMAS SOBRE FUNCIONES CONTINUAS.

CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN INTERVALO.

ALGUNOS LIMITES DE APLICACION EN EL CALCULO DIFERENCIAL E INTE-
GRAL.

INCREMENTOS. CONCEPTO DE CONTINUIDAD POR MEDIO DE INCREMENTOS Y
EQUIVALENCIA CON LA DEFINICION DEL INCISO 11.6.
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[1.1. CONCEPTOS BASICOS. DESIGUALDADES. VALOR ABSOLUTO Y ENTORNOS.

DES IGUALDADES .
Propiedades fundamentales.

1) El sentido de una desigualdad no se altera, si se suma o se resta

a ambos miembros la misma cantidad. Si a > b, entonces a *¢c > b * ¢

Ejemplo 1.- 10>8 ; 103 >8 3
2) El sentido de una desigualdad no se altera, si ambos miembros se --
multiplican o se dividen entre la misma cantidad positiva. Si a >b y c¢>o

entonces ac > bc ¥y L 5L ¥
c c
Ejemplo 2.- 12>6; 12 ( 2)>6(2) —= 24 512

132 >%=r—>lo>2 ¢

3) El sentido de una desigualdad se invierte, si ambos miembros se mul-

tiplican o se dividen por la misma cantidad negativa. Si a >b y. ¢ < 0; en
tonces ac < bc y L8 dhe
C c

Ejemplo 3.- 8> 2 B2 RN (=2 Y——= =T
8 2 i

—_ =
S D

= G|

4) Si se suman miembro a miembro dos desigualdades del mismo sentido,-
la suma originara una desigualdad del mismo sentido. Sia>b y c >d; en-

tonces a + c > b +d
Ejemplo b.- 14>6 y 3>2=——14+3>6+2=— 17>8
5) Si de tres cantidades, la primera es mayor que la segunda y la se--

gunda mayor que la tercera, entonces la primera es mayor que la tercera. Si-

a>b y b>c ; entonces a > c.

Ejemplo 5.- 14>6 vy 6 >3 — 14> 3

6) Si dos desigualdades entre nimeros positivos tienen el mismo senti

do, se pueden multiplicar miembro a miembro y los productos darén como resul



tado una desigualdad en el mismo sentido. si a, b, c, d, son todos positivos;
yas b, ¢c > d, entonces ac > bd,

Ejemplo 6.~ Si 4 > 2 y 5 > 3 ==== 2056
7) Si en una desigualdad se sustituyen ambos miembros, por sus recipro
cos, la desigualdad cambia de sentido. AsT si a > b se tendrd que ;— < —L——

1 1
Ejemplo 7.- Si 25 > 5 = 35 £ oo

VALOR ABSOLUTO Y DESIGUALDADES.

Definicidn.

Si a es un nimero positivo cualquiera, su valor absoluto serd'a'y si a

es negativo entonces serd ='a'; asf simbdl icamente se representa lo anterior-

de la manera siguiente: %
la] = a si a>0, |-~a|l=-a si a<0

El valor absoluto de cero es cero esto es: |0] =D

Ejemplo 8.- | 3 |= 3;]7-5|=]2|=2;|3-8|=]|-5]|=5
Solucién de ecuaciones donde intervienen valores absolutos.
Cuando en una igualdad intervienen valores absolutos de expresiones-

en términos de una variable; la igualdad se cumplir§ para dos valores de la-

variable, esto se debe al concepto de valor absoluto.

Ejemplo 9.~ |3x - 4 |= |6 - 2x| De acuerdo a la definicién existen
dos posibllidades:

3x = b= 6 - 2% o sps o (A)
3x - b= -6+ 2x s (B)
Ast de (A): Sx = 10 =5 x= 2
y de (B): X ==-2

Ahora si en lugar de tener una igualdad se tiene una desigualdad, enton

ces al resolver la expresion para determinar los valores x que la satisfacen .
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se hatia como se muestra en el siguiente eJemplo.
Efemplo 10.- Determine los valores de x que cumplen con:
| bx - 2 | <6 PR ()

Se escribe (A) como - 6 € 4x - 2 £6; sumando 2 a cada miembro =~ = --
- behx €8, por 1o tanto los valores de x que satisfacen (A), son los que -

van de = 1 a 2, inclusive.

ENTORNOS .

Se llama entorno o vecindad de un punto * a ‘‘ en R al intervalo abier-
to(a-6 ,a+8)={x|a-6< x<a+ &1} endonde § es la semiam

plitud o radio del intervalo. Ver figura 1.

S
—A——
ﬂls ; n'c:S X
———
2§
FIGI

Tal entorno del punto a y radio § suele también indicarse como:
|x ~a] <6 ,oblencomof'(a.ﬁ)-

Se llama " entorno reducido " a aquél en el que se excluye el mismo -

punto " a ', esto se representa como:

f'(a,G)-{xIa-6< x<a+8 ,x=al}, esdecir:
0<|x=~-al| <&

11.2. DEFINICION DE LIMITE EN UN PUNTO DE UNA FUNCION REAL DE VARIABLE
REAL. INTERPRETACION GEOMETRICA.

LIMITE DE UNA VARIABLE.

Siendo ahora el objeto de estudio el concepto de limite en un punto, -



de una funcidn real de variable real, es conveniente ang)izar previamente el
concepto de 1imite de una variable, andlisis que se realizard a continuacidn.

Antes de dar una definicidn considerénse los siguientes ejemplos.

Sea x la variable cuyo campo de variabilidad es la suce-

Ejemplo 11.-
sién.

1 1 1
2 + TPy 2 + Tl - o 2+ Ll

S1 x va tomando valores cada vez mds ' avanzados ' es evidente que su-
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valor se va acercando a 2; se dice entonces que x, tiende a 2, lo cual se es

cribe x + 2 , o bilen que el 1imite de x es dos escribjéndose esto. 1fm x = 2

Si x »+ 2 entonces la diferencia x - 2 tiende a cero, Esto puede expre-

sarse indicando que siempre se puede tener x - 2 < § , donde § es un nime-

ro positivo tan pequefio cono se quliera.
Si 6 = 0.1 basta con tomar a:

x-2+~21T=2+R3— con lo cual se cumple:

1 1
x =2 <48 TR _16"2’1_6_ < 0.4

st sehaceﬁ-O.OZ-%,tomandox=2+EIg—

2= o < 5o - 64 etc.

-2+g-,1— se tiene :

1
X -2=2+ T6h, T

Observese que x no llegard al valor 2, sin embargo, su valor puede es-

tar tan cercano a 2 como se desee.

Ejemplo 12.- Sea un cfrculo fijo cuya area contante esta''( figura 2 )
Considérese inscrito en el cTrculo un pol fgono rectangular cuyo nimero de la-
dos va en aumento; obviamente el drea v del poligono es variable y al cam--
biar de valor, ésta se acerca al nimero'a''sin llegar a ser v = a; es decir -

v - aobilen limv = a.
Para expresar la condicién en que se basa este hecho se puede escribir
v-a +0oblen | v=-a]| <$. Slendo 6 un nimero positivo tan pequefo co-

mo se quiera.

45

Es necesario tomar el valor absoluto de la diferencia v - a cuando se-
compara €sta con el valor de § porque en el presente caso se tiene siempre -
que v - a < P, 51 no se tomara valor absoluto, no tendrfa ningin objeto la «
comparacidn de up nimero negativo v - a con cualquier nimero positivo 6 ya -
que lo que realmente interesa es la comparacidn entre la magnitud de estas -

dos cantidades.

En general tomando | v-a |en cualquier caso, sl |v - a| < 6 para to-

do 6 > 0 ( por pequefio que €ste sea ), se tendra:

v+a &blen limv=a

FIG 2
Definicidn.

"' Se dice que la varlable x tiende a la constante a , o bien, que el -
Iimite de x es a , si para todo nimero 6 > 0 ( por pequefio que sea este ) -

slempre se verifica que | x - a| <6"

A continuacidn se presentard el concepto de Limite en un punto de una-
funcidn real de varilable real. Antes de exponer la definicidn formal se hara

una introduccién del concepto para lograr un mejor entendimiento.

NOCION DE LIMITE DE UNA FUNCION REAL DE VARIABLE REAL.

Considérese la funcién dada po;':

y=f(x)=- sz + 8 x - b, y concéntrese la atencién en

una vecindad del valor x = 3.



Es necesario considerar la funcidn no solo cuando x = 3, sino también

cuando x toma valores en diversos entornos del punto x = 3.

Y
4
35
Y4 3
2
4 i Y=4
//
3T / ) %%
/.
/
2 A / L 1 2 4 X
. } ¥=-0.5
Thote - | w5t |
3
] e x o

La grafica se encuentra ahora en el rectangulo limitado por las rectas
x= 2.5, x=13.5 vy =-0.5, y=3. 5. Continuando de esta manera, tomese un-

entorno alin menor, sea este (3,0.1) 6 sea;2.9 < x < 3.1, la grafica se-

NI

encuentra ahora en el rectangulo formado por las rectas x = 2.9, x = 3.1, --

—4 xe? o = y = 2.38, y = 1.58; como muestra amplificadamente la figura 5.
FI1G. 3
2.9 3¢a3.1
Para ello supo’ngase que se selecciona el entorno " (3,1)es decir, = v:2,38
2 ¢ x <4, La grafica de la funcidn en este entorno muestra que para x = 2 =
se tiene f (2 ) =4 yparax=4, f (4 ) ==4 (Figura 3). :
En otras palabras, la grifica de la funcidén se encuentra en el rectan- A
gulo limitado por las rectas x = 2, x =4, y =4, y= - 4 El proximo paso = / =2
es seleccionar un entorno de x = 3 con menor amplitud, por ejemplo; S
(3, 0.5) es decir, 2.5 < x < 3.5. Considerése la grafica en este entorno. )
( Figura 4 ).
£ Y=1,58
FIG. 5
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El punto principal a recalcar es la altura de estos rectdngulos. A me-
dida que el ancho de los rectdngulos disminuye, la altura también se reduce.

Si se continda tomando ahora el entorno § (3, 0.01) & sea 2.99<x< 3.01,
el rectadngulo correspondiente que contiene a la gradfica de la funcién estaria
limitado por las rectas x = 2.99, x = 3.01, y = 1.9598, y = 2.0398. De lo ante

rior se deduce que a medida que las rectas x = cte. se acercan al valor

x = 3, las rectas y = cte. se acercan al valor y = 2. Es posible que pueda-
preguntarse cual es el objeto de toda esta complicacidén en circunstancias -
que, por sustitucion directa en la ecuacion se obtiene que y = 2, cuando --
x = 3. Obsérvese sin embargo, que en toda la discusién no se ha utilizado -
este hecho, mas afin, se ha evitado toda consideracion de lo que sucede cuan

do x = 3.

AsT, interesa solamente el comportamiento de "y '' cuando x estd en al

gin intervalo alrededor del valor 3.
rd

En casi todas las funciones estudiadas hasta ahora, se distingue entre

el comportamiento de la funcidn en un punto, por ejemplo en x = a, y su com-
portamiento en una sucesidon de entornos, cada vez m3s pequefios, de ese punto.
Sin embargo, ocurre un cambio sorprendente cuando se estudian funciones cu-
yo comportamiento no puede determinarse por sustitucidn directa. Por ejem--

plo la funcién:

Estd definida para todo valor de x excepto x = 0, la sustitucidn direc

ta en x = 0 daria:

lo cual carece totalmente de sentido. No obstante, se verd m3s adelante, que
estudiando una sucesién de intervalos en torno a x = 0, que se hagan mas y -
mis pequefios, se observa que la altura de los rectdngulos que contienen la -
funcidén se hace también mas y mas pequefia y se acumula en torno a un valor -
particular de y. En ningdn momento se dice algo acerca de y cuando x es cero,

s6lo se estudia el valor de y cuando xse hace mas y mis cercano a cero,

4 73
Velviendo al ejemplo de la funcién f ( x ) =-2x" + 8x - 4 se ve que --
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cuando x se aproxima al valor 3, f ( x ) se aproxima o tiende al valor 2. -
Se dice entonces que por lo tanto " f ( x ) tiende a 2 cuando x tiende a 3 *

y se abrevia esta proposicidn asfi:

1fm f(x)=2
x4+ 3

Si una funcidn estd definida para valores de x en torno a un ndmero fi
jo*a"ysial tender xa " a', los valores de f ( x ) se hacen mds y mas
cercanos a un ndmero especifico L, se dice que

Imf (x) =1L
X +a

30 9 S

lo cual se lee '' el limite de f ( x ) cuando x tiende a " a " es L".

Geométricamente esto significa que la sucesién de rectdngulos que ro--'
dea a "'a "y que tienen anchuras mids y mas pequefas, tienen también alturas

que se’ hacen cada vez menores y se acumulan en torno al punto ( a, L )

Todas las proposiciones anteriores que contienen expresiones como 'mds
cercano', '"mis pequefo', etc. son bastante imprecisas y solo pretenden dar u

na idea intuitiva de lo que ocurre.
Considérese ahora la siguente funcidn:

Xz 12

v=f ) =S

que estd bien determinada para todo valor de x , excepto x = 2, puesto que-

para x = 2 la sustitucion directa da; y = %
La grifica de la funcién, ( figura 6 ), es muy simple:

Si x > 2, entonces |x = 2' = x - 2y la funcién toma el valor + 0.5; vy
si x < 2, entonces |x - 2[ =~(x-2),y la funcién vale - 0.5. Se quiere
ahora estudiar el comportamiento de la funcidn cuando x tiende a 2. Seleccio
nando un entorno para x:2;por ejemplo: y (2, 06 )o sea: 1.4 < x < 2:6, se-
ve que la funcién estd contenida en el rectingulo limitado por las rectas --
x=1.4, x=2.6, y=0.5 y=-0.5 (Figura 7.).
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En realidad independientemente de cudn angosto se haga el entorno de =--
x = 2, la altura del rectangulo serd siempre uno; esto es, no hay limite cuan
do x tiende a 2 y se dice:

X2

Il'm———2|x_2|

x=+2

no existe.

Se estudiaran a continuacidn diversos ejemplos de funciones, con el ob
jeto de determinar lo que sucede en la vecindad de un valor particular de x,
cuando la funcién no queda definida mediante la sustitucién directa de ese -
valor.
Ejemplo 13.- La funcién f ( x ) = —l’f—'——’ii3—
L
est3 definida para todo valor de x, excepto x = - 1, puesto que en x = ~ 1,

tanto el numerador como el denominador se anulan lExiste 1im f ( x ) ?
x= -1

Para tenef una idea de lo que sucede, se elabdra una tabla de valores,

y trazando enseguida la gr’afica se obtiene una 1fnea recta con un " aguje--

ro'"enel punto ( -1, -5), ( figura 8 ).

x f (x)
#
-2 -7 ) . (:)1
:-
Eall 0/0 2
1
0 -3 .4-3-2—1;’ /234 X
1 i E
-3
2 1 _s
/-~
FIG 8

Con una discusién geométrica sobre los rectdngulos como la hecha con

2

la funcién f ( x ) = - 2x° + 8 x - 4, se concluye para este caso que:

Limf (x)=-5
x> -1

Sin embargo, es necesario disponer de un método mis sistemdtico, sin =
necesidad de recurrir a representaciones grificas y consideraciones intuiti=-

vas.

Por ejemplo se puede factorizar el numerador y la funcién se escribe -

como:

f(x)= (zx-3l1(x*1)

Ahora si x = -1, se puede simplificar y entonces:

flx)=2x-3, six=-1

|



Esta funcidén tiende a - 5 cuando x tiende a - 1 porque ahora se puede-

hacer la sustitucidn directa. Por tanto se concluye que:

Limf (x})=-5
==

X T

Obsérvese que en ningiin momento se substituye el valor x = - 1 en la -

expresidn original.
Ejemplo 14.- Encontrar el 1imite de la funcién:
x - 4

f(x)= —¥——uu—
3 (v&-2)

, x = 4, x>0
cuando x tiende a L.

Obsérvese que no se puede aplicar la sustitucidn directa, puesto que -
f(4)= % , 1o cual carece de sentido. Pudiera procederse en forma gra-
fica al igual que en el ejemplo 13; sin embargo, es posibl’e hacer una trans-
formacién algebrdica. En efecto, si racionalizamos el denominador, multipli=-

cando la fraccidn por v x + 2 , para x = 4 se tiene

Xazolf

R+ 2 (x=h)(AX+2)
3(/&-2) R+ 2 Liad .
y simplificandc,se tiene:
?’(x)==£Lsix-vh 4, x>0

3

El 1Tmite de esta expresidn puede encontrarse por sustitucidn directa
de x = 4,
X+ 2 B+ 2

I;.'Tl': [ %) -x]imh 3 3

Lyl
3

Ejemplo 15.- Encontrar el 1fmite de la funcién

2+ X -1

flx)s= x + 1

o NC I SRR ]

cuando x tiende a - 1.

Como la sustitucidn directa da una indeterminacidn del tipo % , se-

efectda una racionalizacién del numerador.
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Asf, multiplicando numerador y denominador por V2 + X + 1, resulta:

f(x)_(ﬁ+,x‘-1)(,[z+x‘+1)_ x + 1
(x+1) (ZT+x +1) (x+1)(V2+x +1)
x =k -1

Simplificando queda:
1

f(x)s —————— ,parax= -1, x 2- 2.

2+ x + 1 ’
Por lo tanto 1imf (x ) = 1im : = - 5 =L
x + =1 x +=1 J2+xX+1 1+1 2

Ejemplo 16.- Encontrar:

f(h+h)-F(h) 1

1im h-ﬁo,dondef(x)-——'z
h+0 h (% T )
La sustitucién directa de h = 0, da —I(—"—-)%f—-(—u = —%—
Sineml:argo,f(‘i)=;—5
RGN h ) 1 o= 1 5
(4+h+1) (5+h)
Por tanto: 1 1
PR ) SN Y 3 (Bl . 25 25 -4(5+h )
b " 25h (5+h)2
- (10 h+ ) o == h (70 tEF = AEM0R+NRE)
25h (5+h)° 25h (5+h)? 25 (5+h)?
AsT,
erf("+~h-|)1'f(»")-lrm'(“’”')z -uz) SeoR
h +0 h+025 (5+h) 25 125
Ejemplo.17.- Encontrar el 1im f ( x ), donde f ( x ) = l_r
x + 3 {x=3)
x = 3,



Dibujando la ‘gréfica de esta funcién en un entorno a x = 3 , se ve que Iimite de f ( x ) cuando x tiende a '"a " es L, si para todo niimero positivo
crece sin limite cuando x tiende a 3, (Figura 9). De acuerdo con la nocién - [f (x) -Ll<e siempre que - ===

de 1Tmite antes dada, témese un intervalo de valores de x en torno a 3 y ved

€ existe un nimero positivo 6 tal que
0<|x-a|<s

se en que rectangulo estdn contenidos los valores de la funcion de la figura; La proposicién limf (x ) =1L
x > a

se ve claramente que no existen tales rectdngulos cualquiera que sea la peque

fiez del intervalo escogido alrededor de x = 3. En tal caso, se dice que: es una notacién abreviada para la definicién anterior.

Lim £ ( x ) no existe. En otras palabras la antérior definicion establece que los valores de-
x =3 -

— la funcién f ( x ) se aproximan a un 1Tmite L a medida que x se aproxima a -
un nimero a, si el valor absoluto de la diferencia entre f ( x ) y L, se pue

all

"

de hacer tan pequeifia como se quiera,tomando x suficientemente cercana a
pero no igual a ' a " il
Es importante darse cuenta que en esta definicidén nada se menciona acer

ca del valor de la funci6n cuando x = a . Esto es, no es necesario que la fun

cién esté definida para x = a para que el lim f ( x ) exista.
X3

Ahora se entrard en detalles acerca de ésta definicion y paralelamente

se ilustrard la representacién geométrica del concepto.

[NTERPRETACION GEOMETRICA.

- Recuérdese que |x - a | < &, es equivalente a la doble desigualdad:
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F1G 9 a-8 < x<a+3$d
DEFANICION \DE LIMITE DE UNA FUNCIGN. - Esta doble desigualdad expresa que x debe estar contenida en un en--
torno ¢’ (CYaTS Yo

- La parte de la desigualdad que expresa 0 < | x - a | significa sim-

Anteriormente se presenté la nocién de limite de una manera informal,-
"a " es decir, se trata de un entor-

a " " 4 " n 4
se hablé de entornos pequeiios ,de nimeros ' cercanos ' a otros, de canti_ plemente que x no puede tomar el valor
u < " . o . i
dades " acercandose " a cero, etc. Sin embargo estas palabras no matemdticas no reducido del punto " a ' ya que se excluye el valor ' a ' mismo.
tienen diferentes significados para cada persona y no pueden ser la base de-

una estructura matemdtica, por lo tanto, a continuacidn se establece la defi
nicién formal.=- expresa que la funcién f estd por encima de la rectay =L - €

Definicidén.- Dados una funcién f y los nimeros a y L,se dice que el
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- La desigualdad |f (x ) - L | < € que es equivalente a L-e< f(x)<L+€,




y por debajo de la rectay =t + ¢ ( figura 10 ).

Y

LtE
L
&

5 K
L
Fia 10
d

- La definicidén misma puede ser interpretada como un criterio, dado un
ndmero positivo arbitrario, 11amesele € , el criterio consiste en encontrar-
un ndmero 6 tal que f ( x ) se encuentre entre L - € y L + € , siempre que
x esté en el entorno reducidode a, a = §<x<a+§ ; x =mk a,Si se-
puede encontrar tal § para todo ndmero positivo € , entonces se dice que - -

f (x ) tiene el limite L cuando x tiende a "' a '.

Obsérvese que el valor de § puede ser diferente para diferentes valo~-

res de épsilon; ademds, el criterio debe ser aplicable a todo €>0.

La interpretacidn geométrica expresa, que dado € , debe ser posible en
contrar un § tal que la funcidn f se encuentre en el rectdngulo limitado por
las rectas x =a -8 , x=a+ 6 ,y=L-eyy=L+€ ; (Figura 11 ). Na~

da se dice acerca del valor de f cuando x es a.

Es conveniente adquirir cierta practica para encontrar el § que corres
ponde a un € dado, esto puede empezarse efectivamente partiendo de algunos -
casos muy simples. Considérese un caso sencillo: sea f (x ) = 3x - 2 y tome.

sea a=5.

B |
(s | s SR e S IR ===
1
1
|
[ = ]
r |
|
1
i
L-¢€ p——----%+
e ey |
+ ' !
{ 1 '
1 i '
! 1 r
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Fte 11 .

- Obténgase el 1fmite de la funcién en a = 5; para ella utilfcese un en-

torno del punto a, sea este P (5, 1), osea, 4 < x< 6.

Ahora se formard una tabla con las sigulentes columnas:

1.- Valor de x en estudio. . . (a)
2.- Valor contenido en el entorno reducido de 'a'". . . (x)
3.- Valor absoluto de la diferencia x - a

4.- Valor de la funciénenx, . . f ( x )

Al observar las cuatro primeras columnas de la tabla, se ve que a medi
da que el intervalo |x = al tiende a cero, la funcién tiende al valor 13,-

por esto se dice que:

Iimf (x) =13
3= 5

Aumentindole ahora a la tabla las columnas 5 y 6, o sea:
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If (x) -]

£ (it} g

| x-al

13
13
13
13
13
13

1165

0.5

4.5
5.9

0.3

12.7

0.1

0. 15

12.85

0.05

4.95
.99
4.995
bL.999

0.03

12.97

0.01

0.01

12.985

0.005

0.003

v 12.997

0.001

13

TABLA No. .
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5.- El valor del limite de la funcién. . . (L)

6.- El valor absoluto de la diferencia f ( x ) - L.

Se observa que para cada valor | x - a | de la tabla, existe un valor

de | f (x) - L | yambos tienden a cero.

Lo que se quiere es hacer ver que dado un € , se puede encontrar un §
tal que: B
| 3x -2 - 13 | < € cuando |x - 5| <&
Como | 3x =15 |= [3 (x - 5)| , si se da un €, se toma simplemente-

6 = €/3; entonces, si | x =5 | < § = €/3, se encuentra que 3 | x - 5| < €,

que equivale al resultado buscado, |3x -15] <€

Ejemplo j8.- Trazar una grafica de f ( x ) = T-+3—2—donde x = -2,
y encontrar un 6tat que | f ( x ) - 1/3| <0.01 si |x - 7| <6

SOLUCION:
La grifica estd [lustrada en la figura 12. En la definicién se tendra-

L= e o y a = 7, se debe encontrar un intervalo de x en torno de a = 7, tal

3

que la grafica se encuentre en el rectangulo adecuado. La funcién decrece mo-
nétonamente a medida que se avanza hacia la derecha, y por tanto, al levan
tar rectas verticales en los puntas en que las rectas y = 0.34, y = 0.32, --
cortan a la curva, se obtiene el mayor intervalo posible en el eje x. La in-
terseccidn de dichas rectas con la curva representativa de la funcién, se en

cuentra resolviendo:

e Lt ¢ %,00843908 TR
x. + 2
]
e e .. (B)

y despejando x.

De (A): 3 =0.343333 ( x; +2)




g 2 (e e
x, = 8.737864 - 2 —>  x, = 6.737864 (x=-2)(V2x+2)

De (B): 3 =0.323333 (x, +2)

- R =, a2h il Ifmf (x)=1m 2 il o g
- 3 =P = d 1 ’ i
%o S PAPUELLR YoF-Tahen el tialts x+2 X +2 /2X + 2 '

La grafica de esta funcion estd dibujada en la figura 13 en donde tam=

4Y bién se representan las rectas

y‘-L+s-0.51 yyzu L -e€=0.49

034 | ==

ol k | T ot e [
032
o s 0 :
6.738 6.75 7 7.25 7.278 ! i
) |
! 0.5/ .
F . +
- ___:_Jr__q..‘t'__-___________.__‘____'__________ 4_ B e B o o SRR [ 1
: E 0.49 i !
] 1 ' 1
En la figura 12, se muestran estos valores a una escala muy amplifica- b ! !
da, puesto que la funcion decrece monGtonamente hacia la derecha, un valor a .', 5 ; )
il H 1
decuado para § es 0.2 a que si la funcidn se encuentra en un rectdngulo e 4 - + : : St u
P 5 vaq guio’e 7845 185 /8 1.9 2 27 215 2.6
videntemente también se encuentra en un rectdngulo similar de la misma altu-
ra, pero mas angosta. En otras palabras, se cumple: Fi16 13
: 2
[f (x)-1/3] < 0.01 cuando 0 < |x-7] < 0.25 ———— = L+e=0.51 cee e ()
,/Zx + 2
2% - 2 3 1
Ejemplo 19.- si f (x)-—x—_—z—-,a-Zy = 0.01 ; x % 2,-
2
Determine un nimero § >0, tal que se cumpla la definicion de 1Tmite.- '—‘_2 = L-¢e=0.49 <o .. (B)
[2x, +
Dibuje una grafica aproximada. 2

SOLUCION:
Despejando x de las ecuaciones (A) y (B):

La funcidon no estd definida para x = 2, pero para x =% 2

2 ] ->—\= -
() o FR-2) (/e 2) - De (A) \[2x] + 2 = = 3 J2x{ = 1.92157 por lo tantc 2x, 3.86:::?
(x-2)(Zx+2) (x-2)/I+2) ol
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De (B) /272‘ + 2= Tzhs_ 8 /23(2 = 2.08163 por lo tanto 2x, = 4.33319
Xy = 2.16660

Puesto que la funcidén decrece mondtonamente hacia la derecha, un valor

adecuado para § es 6 = 0.15 , ya que 1.846 < 1.85 y 2.166 > 2.15

Ejemplo 20.- Demostrar por medio de la definicidn que:

1Tm X

1
x+1 x+1_ 2

SOLUCION:

Se tiene que L = -;— y a = 1. Debe demostrarse que para cada € > 0 se

puede encontrar un & > 0, tal que: >

x 1 cuando 0 < [ x - 1| <6
—_—. - ae | <
| =+ 7 | <e
Para formarse una idea del aspecto de la funcidn, se traza la grafica-
(Figura 14), y de esta se ve que la funcidn es mondtonamente creciente. Esto

se verifica escribiendo la identidad.

o SIS

X+ 1 x +

Y observando que al crecer x, 1/( x + 1) decrece, por tanto,

1 -[ 1/(x +1 )]crece.

Supongase en primer lugar que € < 1/2, entonces, L+ €< 1y L -€>0

puesto que L = 1T . En seguida se determinan los puntos en que las rectas-

yas 1T—€ Yy y= —;—4» e,tortan a la curva, resolviendo las ecuaciones --
(A) y (8).
X =——1-g ol ()
x+ 1 2

X 1
x + 1 2 e
La ecuacin (A) da:: x=(—'2—-e)(x+l ), o sea:
1 1
Lt 8) % uage o
4
X = — = X1
4+ E
Similarmente la ecuacidén (B) da: 1
it
X @ e = x
52— 2
2
Tomando § igual a la menor distancia entre 1 y X3 Y entre 1 Y Xg+

puede verificar que 1 - X, es menor que X, - 1, por tanto:

e "
2 2 € €
§=1-x, =1- -~ =
! y 1 1+ 2¢
AR vk R
VA
Y=;—-+u :
1
B e =
2 1
1 I
il |
"z s i
: pr——_1
. X 1 %
FIc 14

34

.(B)

Se-




Observacién. Si bien la definic.ién basica expresa que debe encontrar
se un § para todo € , en realidad se observa que una vez encontrado un § pa
ra un determinado € , se puede emplear el mismo § para todos los € mayores.
Geométr icamente esto significa que una vez que se sabe que la funcién se en-
cuentra en un rectdngulo, evidentemente estd contenida en todo rectdngulo --

del mismo ancho pero de mayor altura.

I1.3. LIMITE DE LA FUNCION CONSTANTE Y LA FUNCION IDENTIDAD.

LIMITE DE LA FUNCION CONSTANTE.

. of .2 .2
Para determinar el limite de esta funcién recuérdese que la funcién --
constante es aquella que no varfa, o sea que conserva su mismo valor para to-

do valor de la variable independiente, es decir:

f={(x,f(x)|xedf; f(x)=kK} ... .(A)

cuya griafica se muestra en la siguiente figura.

| Y
i’
° —=
| X
FIG 15

De esta misma grdfica resulta obvio establecer la siguiente proposicidn?

1im f (x)=1Mm K= K ()

X + a =

Para demostrar la proposicién (B) se tomard como base a la definicién-

de limite, establecida en el tema anterior !1.2.; esto es:

Basta que 3un 6 > 0, tal que para un € > 0 dado, se cumpla:

[f (x)-k|= |[k-k]| =0<¢

siempre quej
0<.| x-a|<38§ R

como es facil ver, sea cual fuere el nimero 8 > 0 que se escoja, siempre su
cederd que |f ( x ) - k |es menor que ¢ualquier € > 0 dado, por pequefio que

eéste sea.
Teorema II. 1.- "Limite de la Funcién Constante''.

Hipatesis: f ( x ) es una funcién constante.
Tesis: El 1imite de f ( x ) cuando x_tiende a un nimero a.cualquiefa,-

es igual a la constante.

Esto es: Si f ( x-) = k entonces 1im f.( x ) = l{im k = k
X+ a X nd

LIMITE DE LA FUNCION IDENTIDAD.

Con un proceso andlogo al anterior, recuérdese que la funcidn identi-
dad es aquella cuyo valor es exactamente el mismo que el que adquiere la va-

riable independiente, es decir:
f={(x, f(x)|xebdf, f(x)=x}

La grafica se muestra a continuacién, en la figura 16.

£x)

- X

FIG 16



de la gréfica se puede observar que se cumple la siguiente igualdad:

Imf(x)=1imx=a At . (A)
x> a X+ a

Se comprobard la veracidad de la lgualdad (A) recurriendo a la defini~

cién de 1imite; as{ debemos encontrar un nimero § > 0 para cada ¢ > 0 tal-
que:

If(x) -al<_e s lempre que 0<|x-a|< §
dado que f ( x ) = x se tiene |x -~ a|<€=§

Por 1o que para cualquier € >0 dado siempre 3 un § = € >0 que cum--

pla las condiciones establecidas de tal manera que 1im f ( x ) = Iim x = a
X+ a X +a

Teorema |1.2. " Lfmite de 1a funcién ldentidad "'

”
HipGtesis: f ( x ) es la funcién identidad.
Tesis: El 1Tmite de f ( x ) cuando x tiende a cualquier nimero a es i~

guai al ndmero a.

Esto es: Si f ( x ) = x; entonces 1fm f (x ) = 1fm x = a
X +a X +a

11.4. TEOREMAS SOBRE LIMITES.

En el inciso 11.2. del presente capitulo se establecié el concepto de
I1Tmite de una funcidn y se calcularon numéricamente algunos ejemplos de 1Tmi-
tes utilizando diversos artificios y manipulaciones algebrdicas. El estudian
te escéptico se dara cuenta de que cada una de ellas necesita justificarse -
alin cuando muchas de ellas parecen obvias. Por este motivo, se expondrdn a -
continuacion los teoremas sobre limites que sirven de base para el cdlculo -
de 1imites de funciones. La correspondiente demostracién de estos teoremas -

se presenta en un anexo al presente capitulo.

Teorema |[.3.~ " Unicidad de los limites. '

HipStesis: Una funcién f ( x ) estd definida en un entorno del punto -

X =a .
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Tesis: Esta funcién no puede tener dos 1fmites distintos, cuando x ---

tiende al valor a.

Teorema |1.4.-

Hlpétesis: Una funcién f ( x ) es positiva o nula en un entorno del --
punto x = a .
Tesis: El 1Tmite de f ( x ) cuando x tiende al valor a, no puede ser -

negativo.

Teorema (1.5.-

Hipdtesis: Una funcién f ( x ) es negativa o nula en un entorno del --
punto x = a .
Tesis: El 1Tmite de f ( x ) cuando x tiende al valor a, no puede ser

positivo.
Teorema 11.6.- " Limite de una sum '.

Hipotesis: f ( x ) es la suma de un niimero finito de funciones de x -=
que tienen 1Tmite cuando x tiende al ndmero a.
Tesis: f ( x ) tiene limite cuando x tiende al valor a y dicho 1Tmite-
es igual a la suma de los 1Tmites cuando x tiende al nimero a,~-
de las funciones sumadas.

Estoes:Sif(x)-fl(x)+f2(x)+. .+Fn(x).ysi---

]fmf.l(x)-Ll,lu‘mfz(x)-L2 .,y Um fn(x)-Lr

X+ a X > a X+ a

Entonces: Il'mf(x)-lfm[f] (x)+f2(x)+.‘..+fn(x)].-

X~ a X »>a
= Ll +L2+ ... + Ln
Teorema !1.7.- ‘'Limite de un producto."

Hipdtesis: Una funcién f ( x ) es el producto de un nimero finito de -

funciones de x que tienen 1imite cuando x tiende al valor a.

Tesis: E1 1imite de f ( x ) cuando x tiende al niimero a existe y es i-

gua) al producto de los limites en este punto de las funciones-




que se multiplican.

Estoes:sif(x)-fl(x).fz(x)...

Ysilfmfl(x)-Ll,Ifmfz(x)-Lz,..
x +a x +a

..fn(x)
B L [(Sx )% D
5 n n
X +a

entonces: Ifm f (x ) = 1im fl(x).fz(x).....fn(x)]-

X -r a X +a

=L1.L2.L3.....Ln

Corolario.- El 1Tmite en un punto del producto de una constante por una
funcién es igual a la constante multiplicada por el 1fmite de la funci6n en -
ese punto.

Esto es: 1{m [k TS (%< )]

X *+ a

=k Ifm f ( x)
X + a

Teorema [1.8.- '"Limite de un cociente '

HipStesis: f ( x ) es el cociente de dos funciones de x que tienen 17~
mite cuando x tiende al nimero a y el 1Tmite del denomina=--
dor no es cero.

Tesis: El 1Tmite de f ( x ) cuando x tiende al nimero a, existe, y es
igual al cociente de los ITmites de dichas funciones en el pun
to indicado.

(o) PIMEETE g —
Esto es: si f (x ) = ; 1fm X)=1, y
1’2 Tx) ’x_. ' !
1im f, (x )= qu‘ 0 entonces:
X +a
17m fy (x)
X >a L .
1im f(x )= = = -—L‘_—,LZ#O
X+ a 2
X -»a

Teorema 11.9.-

Hipotesis: Dos funciones de x, fl (x)y f2 ( x ) tienen los mismos -
valores para valores iguales de x en un entorno del punto-

X=ay f2 ( x ) tiene 1Tmite cuando x tiende al ndmero 2.

Tesis: La funcidn fI ( x ) tiene 1Tmite cuando x tiende al ndmero a y
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este 1Tmite es igual al 1Tmite de la funcién fz ( x ) en dicho
punto.

Esto es: Sif(x)-fz(x) ¥x€ea=-8< x<a+6 ysi

lfmfz(x)-L.entonces Ifmfl(x)-lfmfz(x)=L

x + a x *a
Teorema 11.10.-

Hipétesls: Para un entorno del punto a se tiene que
fl( x)<f(x) < fz( x ), ademis, f‘( x)y fz( x ) tienen 1Tmite cuando x
tiende al valor a y sus 1Tmites son iguales.

Tesis: El 11mite cuando x tiende al nimero a de la funcién f ( x ), e
xiste y es igual al 1fmite de las funciones fl (x)y l"2 (€ 53)

en el punto considerado.
Estoes: St fi(x)<f(x)<f,(x) Vxeo<|x-a|<s

Y si Iimf(x)=1L

1imf, (x)=1imf, ( x ) = L, entonces
1 2 sAFHR

x*a x*a

Teorema 11.11.-

(1) Hipdtesis.- f ( x ) es una funcin que tiene ITmite L cuando x tien
de al valor a. L es positivo y n es cualquier entero po
sitivo.

Tesis.~ El 1Tmite de la rafz enésima de f ( x ) cuando x tiende al-

valor a, es igual a la rafz enésima del 1imite de f ( x )en

ese punto. n
0 sea;ns,i ,](i-"lg (x) -; , entonces: }(“1 \/af Tx) =
=/Timf (x) = 7L
X+ a

(2) Hipétesis.- f ( x ) es una funcién que tiene 1Tmite L cuando x tien
de al valor a. L es negativo o cero y n es un entero im
par positivo.

Tesis.- La tesis de la segunda parte de este teorema es la misma --
que la primera.

n B

0 sea: Si 1fm f (x) = L, entonces 17m VE (x) ="1Tm f (x) =
X+ 3 X+ 3 X > a

Los siguientes ejemplos ilustran la aplicaci6n de los teoremas anterio--

5

res. Para indicar el teorema del 1Tmite que se esta usando, se hard anotando



la abreviatura " T ', seguida por el nimero del teorema. : .
= Lo obtenido representa una indeterminacidn, lo cual carece de sentido;

Ejemplo 2'.~ Encontrar el valor de: 1im ( x2 +2:0 NI} sin embargo, esto no significa que el limite buscado no exista. La funcién -
x +2 para la cual se trata de encontrar su limite cuando x =& - 3, simplemente no
estd definida para ese valor de x, por lo tanto para x = - 3 se puede utili
1tm (x2+2x=1) = Ifmx? + Ufm 2x = 1{m 1 Ao e (e [TERE) i E I p.‘ ‘p 4 =
e ) X+ 2 > e lio) x =+ 2 zar la siguiente trasformacion algebraica, apoyandose en el teorema I1.9.
’ 2
= 4 + (2) (2)-1 H::H £ ot BG - B o =B
. 2x" + Ix + 3 (2x+1)(x+3) 2x + 1
=7 b g e (T 15 200K
/72 - 9' H entonces :
Ejemplo 22.- Encontrar el 1|m3‘/7* I -9 I m x -3 3 218 .. 6
2ocegits T itdd im . L 6 + )
+-3V2x + 7x + 3 x—>-3 2x+1 . 5
x2-9 . 3 8
- [lh —— o e e O ) Ejemplo 23.- Encontrar el valor de_lfm = L
X >=3 2 x>=2 + 2
2x" + Ix + 3 & s
- 3
1im ( xr2 -9) En este problema, al igual que en el ejemplo anterior no es posible a~
- [Eaeg 3 S (T 185) plicar el teorema 11.8 al cociente ya que el limite del denominador se anula
lim 3( 2x- + Ix + 3) cuando x +-2. Sin embargo, factorizando el numerador se tiene:
X >
T 3 v)
1 x? ~ 1fm 9 £ + B el don 2k xlumie + B ) : (T.11.9)
of—x 23 x>-3 e e (To01.6) X+2 x+2
2 ;
1fm 2x° + 17m 7x + 1im 2
X =3 x_,-; x_l.-; Este cociente es ( X - 2x + 4 ) si x == - 2 ( ya que si x = - 2 se -
= o U puede dividir numerador y denominador entre (x+ 2 ). Entonces la solucidn-
/ 1im x . 1imx - 1im 9 - ¢ i
X* =3 x+ =3 x *+ -3 i (T 1 7) a este problema se toma la siguiente forma:
21fmx . 1imx+21im2+ 1im 3 - 3 . 2 '
\/ X+ =3 x+ -3 X+ =3 X 4 =3 Inmz—x:—i=lnmgx2-2x+b),siendox#-z
X +=2 x X =
! o e ey NCSTIESIY, 221 3
/(-3)( - v (o) 1 = W E i b (sl 1. 1619)
\/z(-s)(-3)+7(-3)+3 R ok g o el
=19:g1+3 - c=ifmx . limx -2 limx + 4 ( Tt 788
- X »=2 x =2 x +=2 (T. 1. 19
(r.11. 28

- =05 =(-2)(-2)-2(-2)+4
0
0 = 12
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11.5 LIMITES LATERALES,

Al estudiarse el concepto de limite de una funcién,;(l_!_rnaf (x), se -
hizo especial mencidn de que interesa analizar los valores que pueda tomar -
la variable independiente x en un entorno al punto 'a'' pero no en '‘a'' misma,
ecto es, en valores de x préximos a '"a'' que sean mayores que ''a'" o menores -
que "a" ( es decir en un entorno reducido de 'a''). Sin embargo, supdngase --

por ejemplo, que se tiene la funcidn:

f(x)=+/x-73

Ya que f ( x ) no estd definida para x < 3, la funcién no se define en

cualquier entorno que contenga a 3. De aquf, se puede considerar:

no existe .
Ud

1tm +/%= 3"

X+ 3

Sin embargo, si x estd restringida a valores mayores que 3, el valor -

de yx - 3

clentemente cercano a 3, pero mayor que 3.

se puede hacer tan cercano a cero como se quiera tomando x sufi-

En un caso como este se hace que x se aproxime a 3 por la derecha, y -
entonces se considera El Limite Lateral por la Derecha, el cual se define --

formalmente a continuacidn.

LIMITE LATERAL_POR LA DERECHA.

Considérense una cierta funcién y = f ( x ) donde x est3 definida en -
el intervalo abierto { a, a + h ), donde h€E R y h > 0, segin se observa en-

la Figura 17. §

|
|
:

Se dice que el limite de f ( x ) cuando x se aproxima a '""a ' por la -

derecha es Li’ y se denota:

Iimf (x ) =1L, < ..
+
X > a
Si para cualquier € > 0, existe un 6> 0, tal que:
f (x)-L| < e stempre que 0< x ~a< § .w. . -(8)

NGtese que en (B) no hay barras de valor absoluto para x ~ a, ya que -

sl x>a, x-a>0"

Se sigue de la expresion (A) para el ejemplo analizado, que

lim +/x -3 =0 :

x+ 3

Si al considerar el 1Tmite de la funcidén, la variable independiente x-

estd restringida a valores menores que un nidmero ''a ', decimos que x se a-
proxima a ' a ' por la izquierda, entonces el 1imite se 1lama 1Tmite lateral

por la izquierda.

LIMITE LATERAL POR LA !ZQUIERDA.

Considérense ahora la misma funcién y = f ( x ), pero " x '
definida en el intervalo (a - h, a ), donde he R y h > 0, segiin se muestra

en la Figura 18.

L BTSN N SR




Se dice que el ITmite de f ( x ) cuando x se aproxima a '*a ' por la -

izquiera es L,, y se denota:

2'
ll'rnt(x)-L2 (<)
X+ a

Si para cualquier € > 0, existe un &§ >0, tal que:

|f(x)-L<€s|empreque0<a-x<5 (p)

Se puede ahora llamar al 1fm f ( x ), Limite Bilateral.
X a

o no dirigido, para distinguirlo de los 1fmites laterales.

Teorema 11.12.-

Hipotesis: f ( x ) tiene 1Tmite cuando x tiende al valor a y este 1Tmi_

te es el nimero L.

Tesis: Los limites cuando x tiende al nimero a por la izquierda y por

la derecha, existen y ambos son iguales al ndmero L.

La interpretacidn geométrica de lo anterior se muestra a continuacién-
donde puede observarse que x puede tender al niimero '* a ' bien sea por la de
recha o bien por la izquierda de ' a ', teniéndose para ambos casos la posi-
bilidad de que los lTmites sean diferentes ( l,.l wh L, ). Ver figura 19.

y
! |

Li=t2

FIG 19(a) FIG 19(b)
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En la figura 19(a), L, =Ly )l‘f_'{lg (x) = Ly =L,

En cambio en la figura 19(b), L, % L,, por lo tanto:

1fm f ( x ) no existe.
X +a

Ejemplo 24 - Sea h una funcién definida por:

% 2 + 1 si x €3
h(x)=

10 - x si x23

a) Trazar la gréfica de h.

b) Encontrar el I1fTm h ( x ), si existe.
x +3

SOLUC I ON:

a) Un dibujo de la grafica se muestra a continuacién en la figura 20.

FiGc 20

b) Limh (x)=1fm (2x+1 ) =7=L
x + 37 x >3 -

Limh (x)=4Lim (10 -x) =7 =1,
+

x +3 b g 3+

, 1imh ( x ) existe y es igual a?

Segiin el Teorema I1.12., como L, = L
2" ¥s3




Ejemplo 25.- Sea g una funcién definida por: Ejemplo 26.- considérese la sigulente funcién f, definida por:

b+t sit <=2 (B oy ~R3ENrAs 1
- f =
g (t)=9) 5 sit=-2 Cr 4
12 - ¢2 st t>-2 W W< inagad
Investigar si existe Iim f ( r ) y trazar la graficade f ( r )
Trazar la grafica de g, y encontrar Ifmg ( t ) r+.1
t+ -2
SOLUCION:
SOLUCiON: 1 2 - 3
Tim € (r) =Tim (—=r"-3)«—— =L
Le grafica de la funcidn g es la que se muestra abajo en la figura 21. r a1 r-+1
(L) Ilmf(r)-llm(r+2)-3-l.2
r+1 r-1
Por lo tanto,como L, = Lz,lfm fl( r) no exlste’_' Ver figura 22.
re
£
5 L}
4 |
31 2 i
It/
/ ! |
AN ! -
. Y210 4234
el
-3} ¢
I(mg+(t)-lfm_‘12-t2)-8-Ll Fie 22
t +-2 tacti=2
Img_(t)=1Mm (_4 + t2 )=8 = L'Z NOTA: Los circulos negros pertenecen a la grafica, no asf los blancos.
t +-2 t +-2

Por lo tanto por el teorems ii.12, 1fmg ( t ) existe y es igual a 8. Elﬂ' lo 27.- Para la siguiente funcién dada por tres reglas de corres

x *-2 pondencia, determinar los 1Tmites de dicha funcién para los puntos en que -
Notese que g ( = 2 ) = 5, lo cual no afecta al Ifmg (t ) x= -2y x =05 Hacer un dibujo de la gréfica de la funcién.
t > =2
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xz+3x+2 para - 4 £ x ¢

< -2
f(x)= -3 para ~2<x < §
2x - 13 para 5< x <10

SOLUCION:

Se puede iniciar con el trazo de la grafica de f ( x ) para una mejor
visualizacién del problema, tal y como se ilustra en la figura 23.

f(x)

xV

oy e R T [ W

~

Figura 23

a) Viendo si se cumple el teorema 1!.12. si a = -2
1im f (x) =lim(-3)=-3=L|
+ +
X+ a X =2
1imf (x) = 1m(x+3x+2)=b-6+2=0=01,
x>a x + =2

1fm f ( x ) no existe.

Por lo tanto como L, =% L
X+ -2

2’

62

b) Para a = 5

1imf (x)=1m (2x - 13 ) = -3 =1,
o +

X > a x+ 5

Iimf(x) =1m(-3)=-3=1

x> a X2 5

2

por lo tanto como LI = L2 = ~3 | el ITmite existe y vale:

Iimf (x)=-3
X %S

11.6. CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN PUNTO. DISCONTINUIDAD REMOVIBLE.
TEOREMAS SOBRE FUNCIONES CONTINUAS.

En el inciso ll1.2. se analizd el significado de 1Tmite.de una funcidn-
en un punto y se escribié su definicién con la expresién (1) que se repite-
a continuacién:

Imf (x)=1L R
X + a

Recordando también que no es necesario tomar en cuenta el valor de la-

funcién f, cuvando x = a; de hecho, para muchas expresiones la funcién no es~

td siquiera definida en x = a,

En ese mismo inciso, en el ejemplo 13, se considerd la funcién f defi-
nida por la ecuacién:

2
2x" - x -3 (o= 8 ) (Bx e+ 01.5)
TS < e X+ 1

AhT mismo se observé que tal funcion estd definida para todos los valo
res de x, excepto x = - 1, para el cual tanto el numerador como el denomina-
dor de la funcién se anulan. Un dibyjo de la grifica de todos los puntos de-

la recta y = 2x - 3, excepto el ( -1, -5 ) se muestra en la figura 8.

En ella, precisamente, hay una notable ' interrupcidn ' en el punto --

(-1, -5) ysedira entonces que la funcién f es discontinua para cuando-




x = =N

En cambio si se define f ( ~ 1) = 5, la funcién queda ahora definida

para todos los valores de x, pero aidn hay un ' salto ' en la grafica, y la-
funcién sigue siendo discontinua en ese mismo valor, segin se muestra en la-

figura 24.
Si embargo, si se define que f ( ~ 1) = - 5, entonces se dice que la-

funcidn f es continua para todos los valores de x.

YArca)

+ :
- N D v

“salte®

IFG 24

Definicién: Se dice que la funcién f es continua en el valor a € Df,-

siempre y cuando se cumpla lo siguiente:

1Gim 56 80 B 9) = of dla ) ES—— )
X a
El que se cumpla la definicidén anterior implica que se cumplan las si-

guientes condiciones:

1) Que f (a ) esté definida.
2) Que exista 1im f ( x )
X > a

3) Que Ilim f (x ) =f (a )

X > a
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Basta con que una de las tres expresiones anteriores no se cumpl@ pa-
ra que la condicidn (B) no se cumpla, por lo tanto, la funcién f no sea con
tinua en el valor a. La condicién (B) es necesaria y suficiente para que la

funcién y = f ( x ) sea continua en a.

Ejemplo 28.~ Sea f definida como sigue:

+

2 -2
= 2 si x = -2
X + 2

i (@) =
5 si x= -2

Trazar su grafica e investigar si es continua en.el punto donde x = - 2 -~

SOLUCION:

En la figura 25, se muestra un dibujo de la grafica de la funcién, en-

la cual hay un salto en el punto donde x = - 2

A
i
[
I
| ?
] 6
1
e 5
Ly
-
8
1 2
1
Y 3
L 1/ 8,4 56 7
-7-c-s~4-:|-|—|°I x
| “
{
i 2
: 3
! -
i
| L3
1
; ¥
Fig 25



Pero,

Investigando paso a paso la condicién de continuidad para x = - 2

(8 (i ) g

1im f ( x ) = - 3 por lo tanto se satisface la segunda condicidn.
3 s

como f (-2) o xl_j_m_i ( x ) , la tercera condicién no se satisface.

por lo tanto se satisface la primera condicién.

AsT, se concluye que f es discontinua cuando x = - 2
Ejemplo 29.- Considérese la siguente funcidn:

X + 3
X +x -6

g(x)=

Investiguese si existe algin punto de discontinuidad en dicha funcién.
SOLUCION:

En la figura 26 se muestra un dibujg de la grafica de la funcidn g.

vﬂlo x)

X + 3
X+X-6

9(x)

. X +3
(X +3) (X-2)

]
o
M
1]
o
L]
HA
3
'
L o e P
L]
L
0
xy

FIG 26

Analizando la funcién g, se observa que ésta no se encuentra definida-

para x = - 3, por tanto.

1

X it

glx)=- , para x = - 3

Esto se ve claramente como una interrupcién en la grifica de g, cuando
x = - 3, y asf, al no cumplirse la condicién ( B ), se concluye que tal fun-

cion es discontinua para cuando x = - 3.

Sin embargo, existe otro punto de discontinuidad, ya que cuando x = 2,
el denominador de la funcién g, se anula no quedando definida para ese valor.
Nuevamente se concluye que dicha funcidén no es continua al no cumplirse la -
condicién (5) ahora para x = 2. Este Gltimo caso, también se puede verificar
observando ¢1 comportamiento de g ( x ) en la figura 26.

Ejemplo 30.~ Sea h definida por: # (

2x - 3 si x< 2

h (x)=

.

2 si x> 2

Trazar su grafica, e investigar si se cumple la condicién de continui=-

dad, en el punto donde x = 2.

SOLUC | ON:
En la figura 27, se encuentra representads graficamente la funcién h,

se observa que para x = 2, hay una interrupcién en dicha grafica.

Y“‘ hi=)
1
1
|
s
2 I
(s
K ? 3 X
-Q 1
-3 |
-4 I
=5 | "
L | =
1

FIG 27
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Ahora Investigando paso a paso la condiclédn de continuidad para x = 2,

se tilene:

f(2)=2(2)-3=1, por lo tanto satisface la primera condi-
cién.

Imh (x)=1Mm (2x -3 ) =4 -3 =1

x 2 x >2
Ifmh(x)-lfm(-%-i)--1—1--z

+ +
X+ 2 x> 2

ya que 1fmh (x ) == 1fm h ( x ) , se concluye que 1fm h ( x ) no existe; -
+

x+ 2 h »2 x +2

entonces la segunda condic18n no se satisface y h es dIscontinua para x = 2,

Ejemplo 31.- Dada la slguiente funcién: ’

3x +7 sl x2 4

f(x)=

kx - 1 sl x> 4

Encontrar el valor de la constante k que hace que la funcién sea contl
nua para x = 4.

SOLUCION:

Para que f ( x ) sea contlnua para x = 4, debe cumpiirse la condici6n-

de continuidad.

f(h)=3(h)+7=19

por lo tanto se cumple la primera con
diclén.

Imf (x)=1m(3x+7)=12+7=19

x *h" x4

1Wmf (x)=1fm ( kx - 1) = 4k -1
x+ 4 x+‘0+
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Para que se cumpla la segunda condicién, debe cumplirse que:

Ifmf (x)=1mf (x), o sea
x + 4" x + 4"

por lo tanto k=5, asT Ifmf (x ) =f (4)

x + 4

bk -1 =19

yf (x) es contlnua en x = 4,

DISCONTINUIDAD REMOVIBLE:
En los elemplos anteriores, se han analizado funclones que presentan -

discontinuldad para algGn punto.

Si se analiza detenidamente para cada caso la causa que orlglna dicha
discontinuidad, se podrd observar que cuando la discontinuiad se orlgina por

, siendo“a* el punto de discontinuidad, existlendo 1fm f ( x );
x+ a

que f (a)

o blen existlendo f (a ) y existlendo 1fm f ( x ) estos no son Iguales; o

X+ a
sea: Ifmf (x ) == f (a ) . En esta situacién la discontinuiad se menciona
X +a
como "' Discontinuldad Removible', pues basta con definir f (a ) = Ifmf ( x

X + a

para que la dlscontinuidad se elimine.

Pero se ha de recalcar que en esta forma se estarfa definiendo, de ma-
nera absoluta; una ' nueva funcién "; siendo la " nueva ' funcidn idéntica a

la anterlor, excepto en el punto x = a.

En el caso que la discontinuiad sea orlginada por la no existencia del

Ifm f ( x ); entonces esta discontinuidad es irremovible y no se podrd ellmi
x+a

nar de ninguna manera.

Ejemplio 32.- Sea la funcién:

2" a2
K LA B L glx a2
f (x )= <
5 sl x = =2

~



estudiado en el ejemplo 28. Indicar si la distontinuidad del punto en que --

x = - 2 es removible y en caso afirmativo removerla.

SOLUC I ON:

En el ejemplo 28, se puede observar ( figura 25 ) que la funcién f (x)
presenta ''un salto " para x = - 2. AsT mismo se puede ver que la funcidn -~
cumple para x = - 2, las dos primeras partes de la condicidn de continuidad,

es decir:

1.- f ( x ) estd definida para x = - 2y valef (-2) =5

2.- lim existe y vale: L = - 3
x> 2

Pero la tercera parte, no se cumple, puesto que:

S alimafe (exe)uimb ot (d=42 )

L
X+ =2

Sed) SR

La discontinuidad si es removible, puesto que basta con definir f ( -2 )

= -3, y también se cumplird la tercera parte, quedando la funcién continua-
para x = - 2 si:

X + X
f(x)= X + 2

Ejemplo 33.- Sea la funcién:
g (x)=253
XS =6,

estudiada en el ejemplo 2S. Indicar' si la discontinuidad del punto--

en que x = 2 es removible y en caso de serlo, removerla.

SOLUC | ON:

La funcién g ( x ) no cumple con la primera parte, tal como se vid en-

el ejemplo 29.

Analizando la funcién para la segunda parte:

1im )

X 22 x2+x-6

no existe.

Obviamente, la funcién tiene una discontinuidad lrremovible, puesto ==
que no es posible definir la funcién en x = 2 y que sea igual al valor del -

1imite, puesto que el limite no existe.

TEOREMAS_SOBRE FUNC IONES CONTINUAS.

Las funciones continuas tienen un buen nimero de propiedades importan-
tes, algunas de las cuales son consecuencia de las propiedades de los 1Tmi-~
tes. Aplicando la definicion de continuitdad y los teoremas de 1Tmites an-
tes vistos, se tlenen los siguientes teoremas sobre funciones contlnuas en -

un punto. .

Teorema 11.13.-

Hipotesis: f y g son dos funciones continuas en x = a.
Tesis: (1) f + g es continua en x = a

(2) f-gescontlnua en x = a

(3)f.gescontlhua en x = a

x

(4) f+ gescontinua en x = a, siempre que g (a ) =& 0.

Se demostrard la parte ( 1 ) de este teorema, para ilustrar el tipo de
demostracidon requerida para cada parte, ya que f y g son continuas en a, de-

la definicidn de continuidad, se tiene:

liimafi S G = fa(ar) (A)
X+ a

Y
Img (x) =g (a) (8)
x +a

Por lo tanto, de las ecuaciones (A) y (B), y del teorema I1.6 se tiene:

lim f(x)+g(x) =f(a)+gla) (c)
X > a



La ecuacién (C) es la condicidn para que f + g sea continua en x = a,

la cual proporciona la demostracidon del teorema |1.13.1.
Teorema |1.14.

Hipbtesis.- f ( x ) es una funcién polindmica.

Tesis.- f ( x ) es una funcién continua para todos los valores de su dominio.

f(x)= b x"+b1x"-1+b b TR X+b ., bomk 0

2 n-1

donde n es un entero no negativo y b, b, . . ., bn' son nimeros reales. Con

0’ 1
aplicaciones sucesivas de los teoremas de l1imites, se puede demostrar que si

a es cualquier nimero, entonces:
'd

n-2

Ifmf (x)=b an+blan—1+ba + . .+b"_.l

x—+>a

a+ b , de donde se -
2 n

0
sigue que:

1Mmf(x)=Ff(a)
x ®a

Teorema [1.15.
Hlpétesis: f(x)= -—E—E—:%— es una funcién racional.

Tesis:

Este teorema se demostrar3 en base a que f es una funcidn racional, la
cual puede ser expresada como el cdciente de dos funciones polinomiales. A

s, f puede estar definida por:

f(x)-—s—(——)—h(::)

Donde g y h son dos funciones polinomiales y el dominio de f consiste

de todos los nimeros R excepto aquellos para los cuales h ( x ) = 0.

Si a es cualquier nimero en el dominio de f , entonces h ( a ) = 0;

f ( x ) es continua para todo su dominio siempre que h ( x ) =& 0
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asi por el teorema II.8.

limg ( x)
1m f (x) =22 (0)
I g Timh ( x)

X+ a

Ya que g y h son funciones polinomiales, por el teorema ii.14., son ~-
continuas en a, yasi limg (x) =g (a )y limh (x)=h(a ). Conse~~

X > a X+ a
cuentemente, de la ecuacién (D) :
Ifmf(x)-h——(——)-g(a)
X > a a

T1.7. CONTINUIDAD DE UNA FUNCIDN EN UN INTERVALO.

Con los conceptos enunciados en el inciso anterior, es posible anal.i—-
zar la continuidad de cualquier funcién real de variable real en el punto -
en que se desee. Sin embargo, para muchos problemas serd interesante fnvesti
gar los intervalos en los cuales una funcién sea continua. El concepto de --
cont inuidad de una funcién en un Intervalo puede expresarse mediante las si-

guientes definiciones.

Definicién.- La funcién f es continua en el intervalo abierto (a, b)

si y solo sT es continua para todo valor de x que esté dentro del Intervalo-
(a, b).

Refinicidn.- La funcion f es continua en el Intervalo cerrado [a, b]
si y s6lo sT es continua para todo valor de x que este dentro del intervalo-
abierto (a, b ); asi como continua por la derecha en-a* y continua por la -

fzquierda en b¥*,
* La funcidén f es continua por la derecha en a, si y sélo st:
Ifmf (x)=F(a)
+
x +a
** La funcidén f es continua por la lzquierda en b, si y sélo sT:

Ilim f (x ) =f (b))

x +b



De acuerdo con las definiciones anteriores, para Investigar la conti--
nuidad de una funcién en un intervalo, es necesario el anjlisis en todos los
puntos de ese Intervalo. Este trabajo serd, logicamente, engorroso, impracti-
co y, dada su magnitud Imposible. Sin embargo, apoyandose en los teoremas S0
bre continuidad, estudiados en el inciso anterior, el problema se reduce a a
nallzar solamente los valores en los cuales no se cumplan las hlpétesls de -
los teoremas, o bien aquellas en las que haya duda, por ejemplo en donde haya

cambio de regla de correspondencia.

Ejemplo 34.- Seag (x ) = ——2LT determinar los Intervalos para --
e E

los cuales la funcidn g es continua.

SOLUC ION:
La funcidn en estudio es una funcldn racional y de acuerdo al Teorema-

11.15,, serd continua para todo valor de x, ex€epto aquellos que anulen al -

denominador. De manera que Igualando a cero el denominador:
x2 -4 =D
L=
Para x = - 2 § x = 2, la funcion g no es continua. Entonces, los Inter
valos en los que si es continua son:
(-ﬂ.-z) .(‘Z.Z)Y(zp*‘ﬂ)

Ejemplo 35.- Para que valores de x, la funcién definida por:

x2-3 g 1ntuix oSl
f(x)=Q2x-4 , 1&£x¢2
5'x2 T a2 X 63

es continua ? Dibujar su gréfica.

SOLUCION:

Apoyandose en los teoremas sobre func iones continuas puede facilmente=-
deducirse que f ( x ) es continua en los Intervalos ( -1, 1), (1, 2) y -~
(2 3). Sin embargo, los Gnicos valores dudosos estdn en x = 1 y x = 2,

Anal izando los puntos dudosos:

a) en x = 1
f(i)=2(1)-4=-2
lfmf(x)alfm(xz-B)-l-J--z

X+ e K1

Timf (x)=1lim(2x-4)=2-4wm=-2

+ +
x+1 X+ 1

por lo tantocomo Ifmf ( x ) = 1fm f ( x), entonces 1fmf ( x ) existe.

x+1" x+1

Finalmente, 1fm f (x ) = f (1)
x -+ 1

‘

por lo tanto se cumple la condicién de continuidad, y as? se concluye que -

la funcién f es continua en x = 1. }

b) En x = 2 |
F(2)=5-(2)2e1

Imf (x)=1Mfm (2x -4 ) =4 - 4=0

x> 2 X &2

B o) sl oot Lok el
+ +
X+ 2 x +2

por lo tanto como 1fmf ( x ) = 1fmf (x), 1fmf ( x ) no existe.
xheh x*2+ X+ 2

Por esto Gltimo, se concluye que f no es continua cuando x = 2, En la-

figura 28, aparece la gr&fica de dicha funcidn.
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Figura 28

Ejemplo 36 - Analizar la continuidad de la funcién h ( t ) indicando
los valores para los cuales seadiscontfnua y los intervalos donde sea contfi-

nua. Dibuje la grafica.
cot t sl-"<t5-%-
h(t)=1sent + 1 si-%<t<°
& si0<t <+ e
SOLUCION:

Las expresiones que forman la regla de correspondencia, representan al
gunas de las funciones trascendentes estudiadas en el capitulo I|. De acuerdo

a lo estudiado, se puede afirmar:

a) La furicién cctangente es continua, excepto en los puntos en que --
t=* n 7, en donde n es un nimero entero positivo., Para este problema, la-
primera expresién no presenta ningin punto de discontinuidad porque su inter

valo de defiricién no Incluye a los valores sefialados.
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b) La funcidn seno siempre es continua.

c) La suma de la funcién seno mds la funcibn constante t = 1, también-
es continua, de acuerdo con el teorema il.13.

d) La funcidén exponencial h (t ) = et es continua siempre.

T
e) Los dnicos valores dudosos son cuando t = - o cuando t = 0

Andlisis de los puntos dudosos:
™
a) cuando t = - =

h ( t ) esta definida por medio de la primera expresién y vale:

h (%) = cot ( :%L.) -0

entonces se cumple la primera parte de la definicidn:

Ifmh (t) =Ilimcot t =0

ta-m " o
2 2

Ilimh (t)=1imsent+ 1 =0
.+ -1T+

S -

Por lo tanto el limite existe y vale 1fmh (t ) = 0

s
t_,_T
y la segunda parte se cumple.

La tercera parte se cumple, puesto que:

fmh (t)=h (55) =0

-
of—8
L=

ar

Entonces la funcién h ( t ) es continua para t = T

b) Cuando t = 0.

h { t ) no esta definida puesto que ningun intervalo de definicién de-
las tres expresiones incluye el valor t = 0. Al no cumplirse la primera par-

te, la funcién h ( t ) no es continua para t = 0.



Es de hacerse notar que el 1Tmite en ese punto si existe, como lo pue

de comprobar el alumno, es decir los limites laterales son iguales.

limh (t)=1limh (t) =1
t »0° t+ oF

Sin embargo, al no poder igualar el valor del l1imite, que si existe, -
con el valor de la funcién en ese punto, por no estar definida, la condicién
de continuidad no se cumple y la funcién h ( t ) es discontinua en ese punto.

Resumiendo:

h ( t) es continua para los siguientes intervalos:

('ﬂ ,O)Y(Oﬁ*’)

o bien:

t =0,

h ( t) es discontinua para

La grafica de la funcién puede observarse en la figura 29.

w
x

FIG 29
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11.8. LIMITES CON APLICACION EN EL CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL.

Se tratard en este tema la obtencién de los 1Tmites de aiertas funcio-
nes que tienen posterior aplicacién no solamente en este curso, sino en otras

materias de matematicas.

Estos 1Tmites no se pueden obtener por sustitucidn directa, y asf su -

valor tendrd que obtenerse por otros medios.

Ha de quedar claro que los casos que se trataran no son los Gnicos de-
este tipo de 1Tmites, pero su obtencidn se analiza debido a la aplicacién --

que tendrdn en temss posteriores.

sen x
X

sen X

1) 1im Haciendo f ( x ) = —=—se ve que - -
x

2 f (0 ) noesta definida, sin embargo -
se demostrard que su limite existe.

(1, tanx) Supongase 0 < x< "/2

Refiriendose a la figura 30, la cual --

muestra un c{rculo de radio unitario cu

P(cosx,senx) ya ecuacidn es x2 + y2 =1 yen el cual

se puede distinguir el sector circular-

BOP cuyo angulo central, medido en radia

Y St iy

8(1,0) nes es x,y cuya drea estd determinada -
por '—-z—r x ; AsT si s unidades cua--
dradas es el area del sector BOP, enton

€esi 1S -—12—x.

También se observan la cuerda BP y la -

FIG 30
tangente BT en el punto B.
Llamese K,

= IT sen X, Yy k2 al drea del tridngulo 0BT, donde k2 = IT tan x.

al area del tridngulo OBP, -

donde kl

Por geometria elemental se tiene:

(A)

1—senx<l—x <L tan x.

kl (L kz; esto es: 2 2 2




0 sea: sen x < x < tan x (B)

y dividiendo (B) entre sen x, queda:

1 X tan x 1
< S => a5 e e
n X o
sen x sen X R cos X
n
de donde: cos x<—0X_ < 1 (<)
- +
Por otra parte: locos x = {1 = cos x )( 1+ cos x )
T + cos x
2 2
1 -cos " x _ sen " x
osea: 1 -cos x = =
1 + cos x 1 + cos x
2
sen ~ x

Com00<cosx<1$m<senzx
por lo tanto 1 - cos x ¢ senzx
2 2
De (B) : sen” x < x~ ; yaquesenx> 0 yx> 0 e

2

por lo tanto: 1 - cos x <sen2 xX<x = 1- x2 < cos x : llevado a (c)

1-x2csenx .y (0)

Tomando 1Tmite cuando x + 0, se tiene:

W (a3 S < 1im 220X <1fm 1

x >0 x +0 x=+0

1 <MlifimeSEne X & oy ey i mSe0eN 4 (E)
x>0 x x >0 x

tan x

2) 1{m ; recordando que tan x = —=2 X <6 tiene:
cos x
x* 0
o A o R L [sems ] ;
X >0 XIS X cos X
x+0
1

h’mse% . 1im s por lo tanto it AEE ey

x>0 Xoae O x>0 X

3) 1fm sen k x (o 12 senk:x =k 1{m sen k x =
x +0 x +0 x+0
= k. 1=k= Ifm-S80 ke .

X
x +0

OL Z T + cos x
x
1 l'coszx 1 rd senzx 1
= \im, 7 . =1 img Mmo
x 1+ cos x X el
= 1 IT.,;_::}]{m 1=cos x 1% ;
x* 0 x
5) il fmgl—E25 X =|rm[L'C°SX.l+cosx)_”m sen 2 x
x+ 0 X + O 4 1+C°5ij-£0x(1+cosx)'
sen x sen x . sen x sen x
1m =22 I bt i === P IMm T
x+ 0 x+0 =0 b0
por 16 tanto Iifn —L—SEGPF™ 5
x
x+0
sen x2 sen x2 o x2
6) 17m = 1imx . ————=1fmx . 1im = 0.1=0
x +0 X O )) x x +0 sl
e ] fm —SEOLX 0
S (1
n n-1
ORI 3N % ... tan
7) 1lim =

X-»mbo xm+I:‘xm * ¢+ s + b

Para este lTmite se presentan los sigulentes 3 casos:



n n-1
a) n=m . = ag x +a, x + ... 8
8y X +a; x +.o. . +a " .
xfn n n=1 + T on fog n n-1
; bo x4 bl x bo" +b1x +"'+bn
<"
"l an
aO + = O o x“ ao
-lfm b‘ 5 - bo
N b, T o R [
0 n
x
n-1
a,. 40l 8 X TR e () a
por lo tanto: 1fm 0: tjm;ifﬁ, =il o bo ssine=m
X+ o b.x + b, x +°3 . 4 +4b 0
0 1 m
- ”
el -1 = + - + +a“
aox“+a|x" +..o . ta N XIHTT m
1fm = a 1fm 5 s G
X+ o bo’<"'+b‘x""r4-...4-1,"l x+a 0 TR S
1 m
x
g S
b 0
por lo tanto:
n n-1
ag x +a, x B ogiteal
1fm = 5| O,sl n< m,
X+ box +b1x +...+bm
c) n>m = a,

n 1 —
a°x+a'x +...+an a+x B - 5(“
1f o == = 1fm 5 - :
XFL pox 41, X # iy e elD x>m 20 i1 m

0 ! n-m n-m+1 S n
x x
n-1
L) a5 x +alx + ..+an }
= ——m= Ifm = i +o ,sin>m
0 X.r o box +b‘n + ..+~bm
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es decir, el ITmite no existe si n > m.

8) Lim (1 +-1-)"

m=>x

Desarrollando el binomio.

-1

(|+-"n—-)m-1m+—m1-}m_(—;—)+-—m_(%!i

oM (m-1) (m-2)

1 1 m=-1 1
P (i i S e ke
= ]+‘— +-'— (1-#)4‘ :
Y ™ ™
- 1 ym il 1 1 1
—>ml-{mm(l" I'I'I) l*-r!-'l'—z!- +—3!-+
por lo tanto Ifm ( 1 #L)m =-e
m
m e

1

9) Ifm (1 +x ) x .tomandox-L 200
x+0 "

1

m (1 +x) % -n'm(u_l:‘_.)“‘.e

2
m-2 1
1 (E) +

‘M‘3(:‘_)3+.__

" Il

-2
m )'(Lm——)*'

[ 2
("T)(I‘T)"’-.-

*0sm+ @

x *0 m
L(1+8) L{1+8) 1/8
10) 1fm ; como =L (1+8)
oy B B
IR L 5 ST - "
.

= IfmL (1+8)=
g8+ 0
Del 1fmite 8) se tiene 1fm ( 1+ g)'/B ¢
80

i el w8 ey

B+0

por lo tanto:

1
Lifm (1 +8)
8+0




por lo tanto: 1fm g S-%

a
11) i e .Sea1-eu--8 = 1+B=e¢

a0

por lo tanto: & =L ( 1+ B)

S 8
1 i igis® = 1fm —
a+g * s_’oL(I*'-B)

= i o 1 --I
B0 L(1+p) V70 L

a
[3

--1

a+0 a

aa-l & &
12) 1tn 21— . Seaa -1=8 => a =
a 40

Tomando logaritmos naturales:
aLa=L(1+8)

o kPP ]
ta

Sia+0 =8B + 0

Sustituyendo:

8 La
el v gl W ¢ o s
B+0 Ta *
a
a

. 1fm 2 = La
a+0 a

13)Ifmm(mF -I).Seam-'l—-.slm-rm
me+o % a-+0

Sust tuyendo:
1 aa 1
a
dogg (8% - 1) = gt

Del 1Tmite 12)

Mol 2 L =La
a+ 0 L

por 1o tanto: Ifmm ("Va -1) =1L a.
m =+ o

11.9. INCREMENTOS. CONCEPTO DE CONTINUIDAD POR MEDIO DE INCREMENTOS Y-
EQUIVALENCIA CON LA DEFINICION DEL INCISO 11.6.

- INCREMENTOS.

Sea f= ((x, y)/vy=Ff(x);x EDf}y Xy » X, dos elementos-
del dominio de la funcién . Llamese a x; " valor iniclal de x "y a x, " va
lor final de x ' . S| la variable independiente x pasa de un valor inicial X4

a un valor final Xg» tal que se tenga x2 =X + Ax, a la diferencla:
Ax = Xy = X (A)

se le 1lama " incremento de x " y debe leerse " delta equis ' . Este incre--
mento indica el cambio en el valor de x y puede ser un nimero cualquiera con
la condicién de que Xy + A x este en el dominio de la funcién.

Dicho incremento puede tener varios valores que son:

Ax> 0 =3 Xy < Xy (8)
dx < 0 = Xy > X, (c)
0x = 0 = Xq'= Xy (o)
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Ejemplo 37.- Si a partir de la pareja ordenada ( 3, 7 ) la variable -
independiente ( x ) adquiere los valores 4.1, 2 y 3, calcular los incrementos

cerrespondientes Ax.

SOLUCION:

Sea Xy = Bf P e

Sixz-‘i.l ;L\x-xz-xlt‘hl-3-1.l>0;yaquex1<x2

Sixz-z i oy “x. =2 -~ 34 S71<0; ya que x4 > X,

2
Six2-3 ;Axuxz-x1-3-3=0-0;

n
x

ya que x,

De manera similar si la funcién y = f ( x ) pasa de un valor inicial y1
a un valor final Yo la diferencia:
By =y, - Y, (€)

se domina !' Incremento de la variable dependiente '. El valor inicial de la-
variable dependiente ( Yy ) es aquel valor que adquiere la funcién y = f ( x )

cuando la variable independiente ( x ) toma un valor inicial Xq-

El valor final de la variable dependiente ( Y, ) es aquel valor que ad
quiere la funcidon y = f ( x ) cuando a la variable independiente ( x ) se le

asigna un valor final Xy -
Por lo tanto: e 7 X, ) (F)

Si el valor de x cambia de x; a x, = Xy +4x, entonces se tendrd un co-
rrespondiente incremento en la variable dependiente o sea:
y1+Ay-f(x1+Ax) (6)
de donde:
Ay-f(x1+Ax)-f(x1)=f(x2)'f(x1) (H)

Es decir el incremento de " y ' es igual a su valor final menos su va-

lor inicial.

Al igual que en el caso anterior, dicho incremento puede tomar alguno-

de los siguientes valores:

By >0; sif(x;)<f(x,) (1)
8 y<0; sif(x)>f(x) (1)
By=0; sif(x;)=F¢(x,) (K}

Ejemplo 38.- Sea la funcién f= {(x,y) |vy= Sou J AN 121}, si x
cambia de Xy =-2 ax, = 3; calcular los incrementos de las dos variables.

Para " x " ( segin (A) ).

SOLUCION:

A x= Xy = X

Ax=3-(-2)=3+2

A x =5

Para "y " ( segin (H) )

Ay=f(xz)-f(xl)=f(x1+Ax)’-f(x1)

By=F(3)-f(-2)
by= [F-u3r+1d - [(-2)2-u(-2) 1]
A y=9-24
Ay=-15

La representacién geométrica de estos resultados se muestra en la figu

ra 31, en donde puede observarse que:

A x>0 ;yaque Xy > %4 ( de acuerdo con (B) )
by <0 ;yaquef(xz)<f(x1) ( de acuerdo con (1) )

Ejemplo 39.- Supo'ng_ase una esfera metdlica de radio r = 25 cm. Si por
efectos de variacidn de temperatura se observa que su didmetro ha aumentado-~

0.002 cm. & Cudl serd la variacidn de su volimen y de su superficie ?




FI1G, 31

SOLUCION:
El volimen de la esfera estd dado por:

v(r)-%wr‘,'

Av-V(r1+Ar)-V(I’1)

e P ~aln pob
Ay 3 ( rp+ar ) 3 w i
Ag (EV semincremento del diametro).

Donde r1=25yAr-0. 001 =

Av-%ﬂ ( 25.001 )3-%"(25)3

Ay = —'3‘— n( 15, 626.87507 - 15625 ) = % m( 1.87508 )

b v = 7.85430 cm3

El drea de la esfera estd dada por:

S(r)e= buel

AS-S(r1+Ar)-S(r1)

8s=y n(r1+Ar)2-lo -nr?
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Donde r, = 25 cmy 4 r = 0.001 cm.

1
As=4 w(25.001)% -4 n(25)>

As=4 m(625.05 -~ 625) =4 7 (0.05)
As = 0.62833

- CONCEPTO DE CONTINUIDAD POR MEDIO DE INCREMENTOS Y EQUIVALENCIA CON-
LA DEFINICION DEL INCISO I1.6. .

Definicién: ' Se dice que una funcién es continua en un valor de la va
rlable independiente cuando el Incremento de la variable dependiente tiende
a cero, al tender a cero el incremento de la variable independiente '

Esto es, en notacidén de Incrementos, el hecho de que la funcién - - --

y = f ( x ) sea continua en un cierto valor de '"x ''. Se expresa de la si--

guiente manera:

1TmAy=0 (L)
Ax-> 0

Ejemplo 40.- Averiguar si la funcién f ( x ) = 3x2 - 2x es continua --

en el punto ( 2,8 ). Utilizar para ello el concepto de continuidad por medio

de incrementos.
SOLUCI ON:

El problema consiste en darle a " x " incrementos " 8x " cada vez mas-
pequeiios a partir del valor dado de '" x " en el punto de estudio y observar-

si el correspondiente incremento de la funcién también tiende a cero.

Para ello construyase una tabla con las siguientes columnas.

X, = valor inicial de x, f ( x ) = valor inicial de f ( x )
Ax = incremento de x, Af (x ) = incremento de f ( x )
x, = valor final de x, f ( x, ) = valor final de f ( x )
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De la tabla anterior se observa que cuando B x tiende a cero ( esto se
logra haclendo Xy cada vez mis préximo a X4 ) . El incremento correspondienr

te de f ( x ) también tiende a cero, y por lo tanto se concluye que la fun--
clén f es continua en el punto ( 2, 8).

Ejemplo 41.- Considérese la siguiente funcidn:

13 +x BT x € 3

y=f(x)=
B Mk sl x> 1

1) Trazar la grafica de f.
2) Demuestre que la funcién es discontinua para x = 1
Aplicando la condicién dada por (L).

SOLUC ION:

1) A contlinuaci6n, en la flgura 32, se muestra la grifica de f.

2) Se demostrard ahora que f es discontinua en x = 1.

Para que |1fmAy exista y sea Igual a cero, es necesario que
Ax »> 0




1fm by = I{mldy =0
Ax + 0™ ax+ ot

E1 1{m Ay puede obtenerse sabiendo que para x ¢ |
bx - 0°
y = 3 + x; de donde:
Oy = 3 4 x +8x ~3 - x

1fm Ay =
AV (1)

1fm &x = 0

AY' Ax =>
Ax + 0

El 1im Ay puede calcularse recordando que dy = Y, T Y4
Ax+o*

Dondeparatodax>l;y-3-xyqueyl-f(xl)-ll

entonces: rd
Ay-3-X"l"X‘1

Por otro lado la condicién 8x » 0+ implica que x +1+

T:
A lim Ay =lim [ -x-1)=-1~1m=-2
Ax +0 x>1

Finalmente como 1im Ay == Ay, lim Ay no existe.
Ax >0

Ax 0t
y se concluye que la funcién no es continua para x = 1.

Se verd ahora que 1a definicién de continuidad dada este inciso, es =~

completamente equivalente a la explicada en el inciso 11.6.

A través de la expresién (L) que serepite a continuacién, se estable-

ce que:

1fmAy = 0 (L)
Ax + 0

debe cumplirse para que exista continuidad en una funcién.

El incremento de la funcién también se puede expresar como la dlf‘eren-
cia entre el valor final de la funcidn y su valor inicial, es decir:

by=f(a+bx)-f(a) (M)
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donde a es el valor inicial de la variable independiente x.
AsT sustituyendo (M) en (L):

lfmAy-lfm[f(a+Ax)-f(a)]-0 S ()
Ax >0 Ax + 0

Segin las propiedades de los 1fmites, o sea aplicando el teorema 11.6.

Lim [f(a+Ax)-f(a)] =Ifmf(a+ax)-1mf(a)=0
Ax -0 ‘Ax =+ 0 Ax +0 . . . .(0)
Es decir:
Imf (a+ x)=1mf (a) . (e)
Ax + 0 bx +0
Adem§s A x = x - a , entonces el hecho de que Ax -+ 0, Implica que -~

x+ a, por lo tanto:

}(frig(a-l-x-a)-f(a) R (1))
ya que f ( a ) es independiente de A x,
Entonces:
Itm f(x)=¢(a) SRR )
x »a

que es precisamente la condicién de continuidad de una funcion en un punto,

anteriormente estudiada.

Tal vez el concepto de " continuidad por medio de incrementos '' permi-
ta tener una idea mds clara acerca de la continuidad de una funcidn.

Resulta claro que una funcién continua no puede adquirir dos valores -
enteros sucesivos por medio de " saltos bruscos ', ya que pueden darsele in-
crementos a la variable independiente en cantidades tan pequefias como se de-
see, con lo cual la funcidn variarid en valores tan pequefios como se quiera,=-
tendiendo ambos a cero de acuerdo a la condicién de continuidad Gltimamente -

analizada.

Las figuras 33 y 34 expresan graficamente la Idea mencionada.
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APENDICE AL CAPITULO II.

—— e — ————— —_
i |
/ A continuacidn se exponen las demostraciones de algunos teoremas vis-=
M= ofe = s ———*———-——-—-F—-————i—---——---—— R [ tos a lo largo del presente capitulo.
1
! L\ ! :
A r ; S N PSS e T Teorema I1.3.
| ‘ i (/." r {
L . ) | ! Demostracién:
m n P b X c P L X 2 P
Supongase que la funcién f ( x ) tiene dos 1Tmites diferentes cuando -
FIG. 33 FIG, 34

x se aproxima al ndmero a, es decir:

Ifmf (x)=Ly ;1mf (x) =1L, y L%y
x> a X+ a
Notese como en la figura 33, la funcién f toma el valor de B a partir-

Se demostrard que esta suposicién lleva a una contradiccidn:
del de A, después de adquirir todos los valores comprendidos entre A y B;- 1 2 >

es decir, si la funcién f tiene un valor A cuando x = a y un valor B cuando- ||-1 L

) Sea € = ~=l5—2— por lo que € 0
x = b, la funcién tomard un valor cualquiera M comprendido entre A y B para-
por lo menos un valor de x comprendido entre a y b. Por definici6n deberd existir un § tal que:
Por el contrario en la figura 34, se observa como la funcién y ' sal-- |f (x) - L, [W<e si 0<|x-a|< & 1

ta ‘' bruscamente desde A hacia B, cuando x = P.
[f (x)-L,|<e® st 0<[x-a]< &,

Entonces se tiene que 61 s 62 é 62 < 61. Sup6ngase por conveniencia

que 615 62,entonces como:

Ll-Lz-LI-f(x)-ff(x)-Lz
por lo tanto: lL.l-Lzl-I(L,-f(x))+(f(x)'L2)|

y por un teorema de valores absolutos:

G-t Isle =flx)|+]f(x)-1,]
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m—p - . al alumno como ejercicio.
Dividiendo entre 2 a la expresion anterior:

Teorema I1.6.

Ly-tpl log-f (x )l _If (x) -t L
2 = 7 2 Demostracion:

FACULTAD D ; 5 Considérense solamente dos funciones: sean f, ( x ) f, (x), tales-
Pero: |F (x) =Ly |<e y[f (x)-Lyl<e, de modo'ques '"SENIERIA - . ' e '
que: hmf1 (x)=L1yhmf2 (s 5 L5
X * a x * a
i 1 Ks " gt &f
2 2 2

: se demostrard quexl_lyma[i’l (x) +f, (x )] =L+ Ly

] -
Sin embargo se habia definido e= i‘%‘l— y se obtiene € < g lo -

cual resulta absurdo, y de esta manera la suposicién L; == L, no puede soste Usando la definicidn de 1Tmite, debemos demostrar que existe un § > 0
h tal que:
nerse. ot
] o (o) ok Ul ) ot ML L <le si0< |"x-a|< 8§
Teorema |1.4. Ify x) 2 ) 1 2l I l
Demostracion: Segin la definicién de 1{mite para f1 ( x ), tomando —g— > 0 en lu~
- 1 gar de ¢ > o, tenemos:

Sea f ( x ) talque f (x) 20, si | x-a| <& y sea N un nimero -

negativo tal que |N|=| P| donde P es un nimero positivo, por lo tanto == lf] (x) - Ll|<_“; si0<|x-a|<s,

N=-P 6 bien - N=P.
y para: fz(x)
Ast f (x) - N2P e .. (A)
f x)-L| <=5 si0O<|x-a|<$§
yaque f (x)20 y - N>O0, entonces: |2( ) 2l 2 | | 7)

f(x)-N>0 porlocual f (x)-N=([f(x)-N] ....(B) Si se considera un § menor de 8,V &y, queda:

Si se supone que N es ITmite de f ( x ) cuando x tiende al valor a, te I[f1 (x)+ fz ( x )]' [Ll“' Ly ]l -
niendo en cuenta las expresiones (A) y (B), y haciendo € = P > 0, se tiene -
ques o I[fl(x) 'L1]*[f2(x) -Lz]k |f1 (x) -1y | +|f2 (x)-Lzl

3 €
[f (x)-N > P=¢€ cuando0 < |x-a| <58 ylf](x)'L1|+lfz(x)'L2|<T"’T'Ecu'“d°°<|""|<6

lo cual contradice la definicion de 1imite, por lo que un niimero negativo co lo cual implica que 1fm [fl (") 73 (x ):[ =1mf, (x )+ 1M fip (x)
mo N < 0 no puede ser el 1Tmite de f ( x ) cuando x +& sl f ( x ) » 0 para- ’ x+ a X+ a X
l L l <3 Q.o. GENERALIZACION DEL TEOREMA 11.6. POR INDUCCION MATEMATICA.

Teorema [I1.5.
RS — Se demostrard que si el Teorema 11.6. es verdadero para k funclones, -

Demostracion: .
también lo es para k + 1 funciones.

La demostracidn de este teorema es semejante a la anterior y se deja-

G-303pD
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Tomando como hipotesis :

1) [f'(x)+f2(x)+...+fk(xﬂ-|rmf1(x)+|fmf2(x)+

X+ a X+ a X+ a

+...+1rmfk(x)
x * a

Tomando una funcldn mas se tiene por la Ley Asociativa de la Adicién:

[fl(x)+fz(x)+...+fk(x)] - [f'(x)+fz(x)+...+

+f (x)|+f (x)

k+1

Aplicando el teorema demostrado para dos funciones:
1m [f (x)+f (x)4.o..+f (x)+f (x)]-lfm[f (x)+
e 2 k k+1 [ s 1

e GO Ry (x0)

+f, (x ). .
2 X +a

y teniendo en cuenta la hip6teslis hecha:

T [Fy (x )+ 8, (x) et f () iy (x)] = 1y (x)#

X + a X+ a

+Ifmf2(x)+...lfmf(x)+|fmf (Cx) Q.D.

X *+ a x+ak x-’ak'M

Teorema 11.7.
Demostracidn:
Considerense dos funciones primeramente:

Sean f‘ (x)yf2 (x)talesqueh’mf’1 (x)-L,le’
X+ a X+ a
Se demostraré que Ii'm]:(f1 (x) (f, (x ))]- (L) y)
X + a
Considerando la identidad:
fy(x)

. fz(x) 1 L]'-z =, f](x) . f2 (X) - f] (X) . |.2 + f1(X) . LZ - Ll . LZ -

=6 () [ G -] v ;) () - L)

mfz(x)-Lz
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y por la teorfa de valores absolutos:

|f‘(x).fz(x)-Ll.L.z|‘|f1(x)| If, (x) =g [+ |Lg] [fy (x )=

por otra parte: f, (x)-fI (x)-L]+L1,por lo cual:
fl(x)s]f](x)-L1|+|L’1|

Considerando el 1Tmite de f' ( x ) y tomando €= 1, se tiene por lo ante
rlor que:
|f’I (x)-L1|< 1slempre que 0< | x -a | <3§
luego: |f, ( x )] < 1+ |Ly]|y haclendo 1 + | Ly| = k, queda:
If, (x) | <k sio<|x-a]|<é§
Tomando en cuenta esta ultima expresién:

|f‘(x).fz(x)-L'-L2[<k Ifz(x)-L2|+|L2||fl(x)-LI|

si0<|x=-a|<é

€
Tomando Wen lugar de €, se tlene que:

A (Ex DI =i < si0< | x~a| <6,
1 1

Ve
“fhel

Ahora considerando el 1Tmite de fz y tomando en lugar de € :

==
2k

sl 0 <

| f, (x) -1, |< gk | x -a | <&

Si se considera un § < 6‘. S < 62 . 8 < 6,, se puede sustituir

:)

& € A €
|fz(x) L, | por o) 9ue es mayor, y a |1’1 (x) l.2|por 2|L2|
que es mayor, asf:

€ € ’
|f1(x)_f2(X)-L|.L2|<k—ZE+|L2|-2—rL_2r € , esto




Ahora:
es:

Lo 8 e - f, lx ) |
N 1 ' gil] 3 A AN s 2
I ol il Tl iy oo iy PainoReRiigs = | < ¢ |"qu)— in le;—rx—r— T T
lo cual indica quexl_[ma[fl (x)of, (x )] =Ly.L,05 sea: pero:
vt #, (x) oty (x2] = tmfy (x) o Ut (x) Iy - 6y Cx ) = 6y (%) = 1pl v ltp 6y Cx )= L, | 1F, (x)]
X + a

X + a X+ a

entonces :
Al igual que el teorema I1.6., éste se puede generalizar aplicando la- l 1 1 I | fz (x) - L2|
demostracién hasta aqui obtenida y haciendo uso de la Induccién Matemitica. f2 (x) Ly ||_2] | fz ( x )|
T 11.8 L
eorema |1.8.
y ahora sustltuyendo:l 1’2 (x )| por J—LZZL
Demostracidn:
[f, ( x ) = Lyl 2|f, (x) =1L, |
S f, (x)yf, (x) dos funci 1 — se tiene: | ] - i < 2 - 2 2
ean f, (x )y f, (x os funciones tales que: o % ) T, L, | Iz] 0, Iz
2
lim £, (x)=1L, ylim falx)=L,=% 0
x + a x + a .
y segiin la definicién de 1imite, para f2 ( x ) se puede hacer:
2
f.o(x) : . LT = : .
se demostrard que 1im fl reT* 'i‘ IZ(X) 2| = SN | x-a]<s
X+ a o & 2 Q.0
JTeorema 11.9.
°rimero ha de verse que lim T y £ (= fl = T
x >a 20X = Lma 2 U x) 2 Demostracién:
- 3 z - |L2 :
Segin la definicién de Limite, para la funcidn f, ( x ), tomando 2 Sean f, (x)y f, ( x ) dos funciones tales que f (x) = fy (x)
para todo valor de x en el entornode | x - a | < & ademds sea 17m fI (x)= =
por € , se tiene: ) x +a
L
| f, () N=miisw| a< JTZL cuando 0 < | x -a | < § Por la definicién de limite, debe tenerse que:
f - L < si 0 < x - a |<6
por otra parte:| L, | = |f2(x)-|:_f2(x)-L2]|;tenlendoencuenta Iy 1foxca) 1 feewe l 1«83
un teorema de valores absolutos: Tomando un § menor que &, , se puede sustituir f, ( x) por f, (x)
Lol |f2 (x))+| fy (x) - L, ly asf: en la Gltima expresién, para asi obtener:
L2<|f2(x)|+—l—l'%-‘—,luego: |fz(x)'L1|<E si0<lx-a|<5
lo cual significa que 1fm f, ( x ) = L= 1im f, ( x )
JLZ]—<|f(x)|slo<|x-a|<6 x>a? s
2 2 Q.D



Teorema 11.10.
Demostrac idn: Tomando un & tal que § < 5‘ y 8§ < 62, se puede escribir:

Por la definicion de 1Tmite para f1 (x), para un € > 0, se debe te- I =R < f1 (Tl (s <f2 ()l N ee el anis 0<|x -
ner:

V(R e ) o b <. [ o d2ls por lo cual: L-e<f(x)<L+e » que se puede transformar en:
1
locualesequivalentea:—t-:<[t’1()<)‘|-]<E If (x)-L]<e sidb [ xFa | < §
o bien:. y esto significa que:

L-€< f1(x)<L+e si0<|x-a]<s§

1Mfm f (x )= L
Por la definicién de 1imite de f, ( x) se tiene:

x * a
> Q.0.
Ify L) - |8 si0< | x-a e
o bien: -C<(f2(X)'L)<€:
rd
8 L-c <ESPOWEL +c si0< | x-al<é
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CAPITULO

TIVO GENERAL DEL CAPITULO:

Al f

inalizar el capftulo, el alumno podra:

Enunciar la definicidén de Derivada, investigar la derivabilidad de

cualquier funcién real de variable real, asT como calcular sus derivadas

primera y de orden superior y valuarlas en un punto.

111.1. Escribir la definicién de derivada de una funcién en un punto.

11t.2.

111.3, Dada una funcién algebraica simp\el)

Identificar las notaciones de Cauchy, Leibniz, Lagrange y Newton
para la derivada.

rd
, calcular su derivada a -
partir de la definicién ( método de los 4 pasos ).

111.4, Escribir las definiciones de derivadas laterales.

I11.5. A partir de la definicién, calcular en un punto las derivadas la

terales de funciones algebraicas simplesl con una o mis reglas-

de correspondencia.

111.6. Enunciar la condicién que debe cumplir una funcién para que sea-

111.7. Determinar si una funcién algebraica simple

derivable en un punto.

1)

dada por tres re--

glas de correspondencia, es derivable.

111.8. Demostrar que para que una funcién sea derivable en un punto, de

1.9.

be ser continua en é&l.

Ejemplificar analftica y gréficamente el caso de una funcién que

en un punto sea continua y no derivable.

1)
ta de

O una

Se entiende aquf como funcién algebraica simple a un polinomio has
3er. grado, o una funcién racional con numerador de 12 § 22 grado,

irracional como la rafz cuadrada de un polinomio de 12 & 22 grado.

.10,

.1,

2.

111,13

114,

11115,

111.16.

11.17.

111.18.

1119,

11.20.

.21,

Demostrar la regla de la cadena para dos funciones.

Escribir la regla de la cadena para derivar una funcién compues-

ta de 3 6§ 4 funciones.

Demostrar la férmula que relaciona las derivadas de dos funcio--

nes inversas entre sf¥.

Escribir 1a férmula que relaciona las derivadas de dos funciones

inversas entre sf.

Aplicando el método de los 4 pasos, obtener Ié; férmulas para de
rivar las funciones:

- Constante, identidad; la suma, el producto y cociente de dos -
funciones; y una funcién elevada a un exponente entero y posi-

tivo.

Escribir las férmulas para derivar las funciones:
- Constante, identidad; la suma el producto y cociente de dos --
funciones; y una funcién elevada a un exponente entero y posi-

tivo.
Derivar cualquier funcién algebraica y valuarla para un elemento
dado de su dominio.
Aplicando el método de los 4 pasos, obtener la férmula para cal-
cular la derivada de la funcién seno.
Partiendo de la derivada de la funcién seno, obtener las f&rmu--
las para derivar las funciones: coseno, tangente, cotangente, se
cante y cosecante.
Escribir las férmulas para derivar las funciones: seno, coseno,-
tangente, cotangente, secante y cosecante.
Derivar cualquier funcién compuesta donde intervengan una o mas-
funciones circulares directas y valuarla para un elemento dado-
de su dominio.
Obtener las férmulas para derivar las funciones circulares inver



1r.22.

11.23.

111,24,

111.25.

111.26.

1r.27.

1,28,

111.29.

111.30.

1.3,

t1l.32.

111.33.

111.34.
111.35.

111.36.

Escribir las férmulas para derivar las funciones circulares in--

versas.

Derivar cualquier funcién compuesta donde intervengan una o mas-
funciones circulares inversas y valuarla para un elemento dado -

de su dominio.

Aplicando el método de los L4 pasos, obtener la férmula para deri

var una funcién logaritmica de base a.

Escribir la férmula para derivar una funcién logarTtmica de base

A partir de la férmula para derivar una funcién logarftmica de -
base a, obtener la férmula para derivar una funcién logarTtmica-

de base e ( funcién logaritmo natural ).

Escribir la férmula para derivar una funcidén logaritmo de base e

( funcién logaritmo natural ).

Calcular la derivada de cualquier funcién logaritmica y valuarla

para un elemento dado de su dominio.

Obtener las férmulas para derivar funciones exponenciales de ba-

se a y de base e.

Escribir las férmulas para derivar funciones exponenciales de ba

se a y de base e.

Calcular la derivada de cualquier funcién exponencial de base a-

& de base e y valuarla para un elemento dado de su dominio.

Calcular la derivada de cualquier funcién compuesta donde inter-

vengan funciones logarftmicas y/o exponenciales.

Escribir la férmula para derivar una funcién cuya base y exponen

te sean funciones. ( funcién potencia ).
Calcular la derivada de cualquier funcién potencia.

Calcular la derivada de una funci6n implfcita cualquiera y valuar

la para un elemento dado de su dominio.

Obtener la férmula para derivar una funcién dada en forma paramé

trica.
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111.37. Escribir la férmula para derivar una funcién dada en forma para-
métrica.

111.38. Calcular la derivada de cualquier funcién expresada en forma pa-
ramétrica y obtener su valor numérico para un valor dado del pa-

rametro.
111.39. Expresar el concepto de funcidn derivada.

111.40. Dada una funcién cualquiera, calcular su funcién derivada y de--

terminar el dominio y rango de ésta.
111.41. Escribir las notaciones para derivadas de orden superior.

111.42. Obtener la férmula para calcular la segunda derivada de una fun-

cién dada en forma paramétrica.

111.43. Dada una funcién cualquiera ( explicita, implfcita, paramétrica,
. . . ) calcular su segunda y tercera derivada y valuarla en un-

punto dado.
111.44, Derivar una funcién aplicando la regla de la cadena.

111.45. Calcular la derivada de una funcién en términos de la derivada--

de su funcidn inversa.

111.46. Dada una funcién con dos o tres reglas de correspondencia, estu-
diar su continuidad y derivabilidad en todo su dominio, determi-

nando en qué punto no es derivable.




1.
1.
T,
1.
1.
1.
1.
1.

LA DERIVADA

DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO. NOTACIONES. CALCULO DE LA
DERIVADA A PARTIR DE LA DEFINICION. DERIVADAS LATERALES.

DERIVABILIDAD Y CONTINUIDAD.
DERIVADA DE LA FUNCION DE FUNCION. DERIVADA DE LA FUNCION INVER
SA.

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES ALGEBRAICAS.

DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRASCENDENTES.

. Derivadas de las funciones circulares directas e Inversas.
. Derivadas de las funciones exponenciales vy logarftmicas.

. Derivada de la funcidn potencia.

DERIVADA DE LA FUNCION IMPLICITA.
DERIVADA DE LA FUNCION DEFINIDA EN FORMA PARAMETRICA.
LA FUNCION DERIVADA.

DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR. (DERIVADAS SUCESIVAS).
\

Introduccidn:

El presente capitulo se dedica al estudio del concepto de '' Derivada -
de una funcién ". Este concepto unido al de funcién y limite constituyen la
parte medular del Cilculo diferencial.

La derivada es en esencia un limite muy especial y de miltiples aplica-
ciones en el campo de la Ingenierfa. La invencidn de esta valiosa herramien
ta matematica se debié a los trabaJos de dos notables matemdticos: Leibniz y
Newton en Jos siglos XVII y XVIiI.

111.1 DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO. NOTACIONES.
CALCULO DE LA DERIVADA A PARTIR DE LA DEFINICION.
DERIVADAS LATERALES.

Sea uma funcién y = f ( x ). Como se sabe, al darle a x un incremento-
Ox en un punto Xo, le corresponderd a y un incremento

Ay=Af (x)=Ff( Xo+8x) -f (Xo)

. A p) . . .
Al cociente T)Y(— suele llamarsele cociente incremental o cociente de-

los incrementos.

Se define como la derivada de la funcién y = f ( x ) con respecto a x -

£ . . . A
en un punto Xo al limite, si existe, del cociente incremental —5-1— cuando &x
tiende a cero.

Es decir, dicha derivada es el 1Tmite del cociente del incremento de -
la variable dependiente entre, el incremento de la variable independiente cuan

do éste tiende a cero y se puede denotar por f' ( Xo )

LT
$ o ) = i DS g s AR ) - E %)
Ax+0 AxX Ax + 0 A x

Ejemplo 1.-

Dada la funcién f ( x ) = xz, su derivada en el punto Xo = 3 es:



_T.I.l)ugT
f(t:)-yo-+-gt2

f(Xo+4x) -f ( Xo) Pt - (312

fr(3)=1im = lim
Ax+0 Ax Ax+0 Ax considerando:
2_ 2 - 9,81 1 . yo = 25m
=A,l(imoi+ 6 Ax :(Axl 9 £ (3) = lim 6ax +(Ax)° _ g segz H
—~ & bx 50 Ax queda:
2
f(t)=25-54.905¢
+
pr B FAK g g pu (g )-mi
Ax—+0 " .
El problema consiste en encontrar la velocidad en un instante determina
Con esto se observa que el valor de la derivada de una funcién, depen- do. Para esto hay que entender primeramente lo que es velocidad media duran

de del punto en donde se calcule, asi, para el ejemplo anterior, si se calcula te un intervalo de tiempo, o sea,desde el Instante t hasta t + Ot, definién

la derivada para cualquier valor de x se tiene: dola como el cociente:

_diferencla de distancias en el tiempo transcurrido _

Ejemplo 2. Ym tiempo transcurrido.
g =t (e SENEE)) SN () :

Para f (x) =x - bt

- lim £ & - R -pl
(AT N (x+Ax) -f (x)_lim(x+Ax x Considerando el instante t = 1.0 seg; la distancia recorrida después de

Ax+0 Ax Ax+0 Ax
0.5 seg. es:

i 2 2 2 2 2 2
= Vim o xT 4 2xAx+ (Ax )" = xT _ Vim (2x+ (Ax )%)= 2x ; f(1.5)-F(C1)=[25-4.905 (1.5)°7)- [25-4.905 ( 1 ))=-6.13
Ax-+0 A x Ax+0

' (x)=2x ( el signo menos del resultado significa que el cuerpo esta bajando ).

A continuacién se dara un ejemplo en el cual, a partir de un problema AsT la velocidad media en el Intervalo [1’ 1-5] serd:

fisico, se inducird el concepto de la derivada de una funcl.én. e 6.13 _ _ 12.26
0.5 seg
Ejemplo 3.

Ahora, considerando el instante t = 1 y después de haber transcurrido-
Supdngase que se deja caer un cuerpo desde una altura de 25 metros, y - 8t segundos, la distancia sera:

ue se desea conocer la velocidad del mbvil cuando ha transcurrido un segun-
; 8 - 9.81 - 4.905 At

Vm = - 3:81 At -114.905 (8 ) 2
t

do.
)
La altura del cuerpo ( y = f ( t ) ) serd segGn las ecuaciones de cafda Tomando valores de At cada vez menores, la velocidad media se acerca ca
libre: m + . m
da vez mids a 9-31;?9- . Por ejemplo si At = 0.1, la velogidad es - 10.30 Teg

ST At = 0.01 serd - 9.86 ﬁ- .
Lo importante es que s€ puede obtener la velocidad media tan cerca de

86



~ 9.81 como se desee, sin mis que tomar a At lo suficientemente pequefo. 0
sea que:

(-9.81 - 4,905 At ) =-9.81 ——

1im Vm = ]im
seg

At +0 At »0
y es l6gico llamar a este limite, velocidad instantdnea en t = 1.0 seg.
Con esto se puede concluir que para obtener una velocidad instantdnea

en cualquier instante t, bastard obtener el |Tmite de la velocidad media cuan

do At 0.

lim Vm=1lim f (t+at) -f(t)
At+0 At->0 At

vi(it)s=

La expresidn anterior es claramente la definicidon de derivada aplicada

ala funcion f (t ): f' (t)=v (t)

,

Se escogié un problema de velocidad por la familiaridad que el alumno =
tiene con este tipo de fenbmenos, pero existen infinidad de problemas fisiccs
Y geométricos en donde el concepto de derivada surge en el solo andlisis del

problema.
-~ Notaciones:

Hasta este.wmomento se ha utilizado una notacidn para la derivada de una
funcidon f ( x ), que es f' ( x ). Pero existen otras notaciones que indican-

lo mismo. Asi la derivada de la funcion y = f ( x ), se puede escribir :

y'! c: bien f' ( x ) que es la notacién de Lagrange
Dx Yo Dx f ( x ) que es la notacién de Cauchy

—dy g

( )que es la notacién de Leibniz
dx

d
w

y 6 “F ( x ) que es la notacién de Newton.
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f(x),

en todos los puntos de su dominio, se obtiene otra funcién y' = f' ( x ) cuyo

La notacién de Lagrange sugiere que al derivar una funcién y

dominio esta constitufdo por todos los puntos del dominio de la funcidén - --

y = f ( x ) para los cuales existe la derivada.

Esta notacién es Gtil también para representar el valor de la derivada-
f' ( x ) para un valor de x determinado x = Xo, escribiendo f' ( Xo ), como -
es el caso del eJemplo (1 ) donde f' (3 ) = 6 es el valor de la derivada de
f (x) = x" para Xo = 3,

La notacidn de Cauchy permite representar el proceso de obtencidn de la
derivada de una funcién como un operador ( Dx ) que aplicado a la funcién y =

f ( x ) la transforma en la funcién y' = f' ( x )
A EEI0) R (@03 )

Respecto a la notacién de Leibniz dy, aunque tiene la forma de un cocien
te,por ahora se considerard que dicho cog’fente representa un solo ente. En el
capftulo VI se verd que la derivada en s7 es un cociente y se aplicard este -

hecho a fines especificos.

Esta notacidn también permite representar el proceso de derivacién con-
el operador d , que aplicado a una funcidn, la transforma en su derivada.
dx

%f(x)'f'(x)

Newton utilizé su notacién primordialmente en problemas fisicos, donde-
la variable independiente es el tiempo,por lo que por costumbre, esta notacidon
se usa frecuentemente en mecanica y en general en problemas donde el tiempo -

es la variable independiente.

En el desarrollo de estos apuntesse empleardn indistintamente las nota-

ciones anteriores segin la conveniencia que presenta cada una.

- Célculo de la Derivada a partir de la Definicidn.




Como se ha visto, la derivada de una funciony = f ( x ), es:

(x)"Alxi-To f(x+AxAx)-f(x)

vada de una funcidn, es necesario calcular el ITmite anterior.

y' = f!

» por lo que para obtener la deri=~

Una forma de ha~
cerlo es sustituir los elementos necesarios dentro de la expres{én de la defini-

cién, hacer las simplificaciones adecuadas y calcular el 1fmite, ( como en el e-
jemplo 2 ).

Otra forma es aplicar el método de los cuatro pasos, que es solamente-
un procedimiento ordenado y posiblenente mis cémodo para obtener la derivada-

de una funcidn por medio de la definicidn.
Método de los Cuatro Pasos:

Partiendo de la regla de correspondencia:

y=f (x) . (1)

ler paso: Se incrementa en Ax el valor de la varible independiente, re
sultando incrementada la variable dependiente Yy, en AY.

y +8y = f ( x + Ax ) (2)

2do. Paso: Se calcula el incremento de la variable dependiente, restan
do ordenadamente la expresién (1 ) de la ( 2 ).
Ay = f (x +4ax ) -~ f (x) (3)
3er Paso: Se calcula el cociente de los incrementos, dividiendo la -
expresién ( 3 ) entre Ax.
Ay f(x+Ax ) =f (x)
Ax Ax (%)
Lho. Paso: Se calcula el limite del cociente de los incrementos py, ==
AX
cuando el incremento Ax tiende a cero.
lim Oy lim f (x+ax)-f(x)
Ax+0 Ax Ax ~+0 Ax (5)

Si este 1Tmite existe entonces dicho 1Tmite es la derivada deseada:

lim Ay
Ax+0 Ax .ny

y se dice que la funcién y = f ( x ) es derivable;

Es conveniente observar que los 3 primeros pasos son puramente mecénl

cos Yy que se hacen en forma rutinaria. El Lo paso es el que requiere un poco

mids de ingenio y manipula_cién algebrdica para calcular el limite.
Puestoquey = f ( x ) es una funciéq continua, se tiene que L;&OAY =0

( ver 11.9 "Continuidad por incrementos " ) con lo que en ( 5 ) se tendrd el -
1imite de un cociente donde numerador y denominador tienden a cero, y sin em-

bargo puede existir el limite.

.

Ejemplo 4.

Calcular la derivada de f ( x ) = 3 x2 +1

f(x+Ax)-3(x+Ax)2+l-3x2+6xAx+3(Ax)2+1
P DRl - @) i e i i )] - O 1

-6xAx+3(Ax)2

6 x Ox + 3 (bx )2
Ax

f(x+A1)3‘x)-f(x)= T3 Bx

pe Vim £ (x+dx)-f(x) _lim (6x+3ax)=06x
Ax> 0 A &> 0

Esto es: (300 (G (503

Ejemplo.5

Obtener D (—1—)
x U x

T6mesef(x)=-—l—

12

f(x+Ax)=xlﬂT




1 1

22 f(x+8x)-f(x)= x = (x+a) - M

1

PR RG] ) -
o Il R Ox Y+ A -2 +/x -2
30 f(x+8x)-f(x)_ -ax — o
At x2+xAx I Entoncesl:' 1 i :
Ax m A4y _ m
e Vim f (x+8x)-f(x) _1lim -1 o -1 Ax *0 Ax  Ax+0 V/x+Ax -2 +/x -2
Ax +0 Ax Ax+0 xZ + xAx x 3y 1
O sea: . : A T X2 2yx -2
Ok ('x—) =%
x Esto es:
dir— 1
Es conveniente, observar que este procedimiento para el c8lculo de la e ot e 2/
derivada es la reafirmaci6n del concepto de derivada, y no es un método prac
tico, para derivar. Mas adelante se encontraran férmulas de derivacién gene- Ejemplo.7

ralizadas para cualquier tipo de funcién, mismas que se deducen a partir de la
definicién.

Ejemplo 6.-
Calcular %x(+ T )

sea y=+vx - 2

12 y +Ay =+/x +Ax - 2

2% Oy =+/ x +8x - 2 - VX - 2

A X +Ox =2 - k=2

2 -

3 Kf " A

ye  1im = lim xRl = e
Ax +0 Ax Ax*\Q Ax

Para calcular este Ifrhtonvlene racional izar el numerador del cocien

te incremental. Esto se logra multiplicando y dividiendo por el conjugado --

de dicho numerador. 4

Y x+bx -2 -Vx -2 (V/x +8x -2 - /x=-2 ) (/X Fix -2 +/x - 2)
Ex Ax (Vxdmxr=aZy ¥V'x = 2°)

_x*tAx -2 -(x~2)
Ax (Vx +8x - 2+ /x - 2)
- b :

Ax (Vx +bhx - 2+ /x - 2°)

Aplicando la definici6n de derivada ( método de los cuatro pasos ) ha=--

1ar la derivada de la funcién y = %

2 (x+4x) +3

12
x +4x = 1

y +0y =

2x + 28x + 3 2x + 3 _ { 2x + 2Mx +

2 =
2% by X+ -1 x-1 {x +AX

3 Dmi(Ex
= TN

2 %2 = 2x + 2x Ax - Bhx + 3x — 3 - 2x* - Zxax + 2x - 3x - 3ax + 3

A x
(Exgi = 1) o

x=-1)

(s ST =)

32 4Y . - 5 A% . =)
Ax AX (x+ax-1) (x~-1) (x+ax-1) (x~-1)
lim Ay _ lim =5 = =15

M < O Taxied TR ¥ gx o 1 T UM T e e

dy . -5

dx 2

E(x-l)
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1) - (2x+3) (x+ ax~=1)
=i



- Derivadas laterales.

De la definicién de derivada y por los conceptos de 1fmites laterales -
estudiados en el inciso ll1.5, se infiere que la existencia de la derivada, --
siendo ésta un 1Tmite, estd relacionada con la existencia de los l1Tmites la-

terales y con la igualdad entre ellos.

2 lim f (X0 +8x ) - f (Xo )
o1 b f (o) g 1B =

lim

X >

f(Xo+Ax ) - f ( Xo0)
Ax

s Wim f(Xo+Ax)-if(Xo)

Ax >05 Bx

Por su estructura, es 16gico llamar a estos limites laterales: deriva--
da lateral por la izquierda yderivada lateral por la derecha, respectivamente.

Se denotan en la forma siguiente:

Derivada lateral por la izquierda:

) -f (X))

fl(Xo)"A AR

lim 2 f ( Xo +Ax
x+0

Derivada lateral por la derecha:
1im f (Xo +Ax ) -f (X0 )
8 x+0"

Con lo anterior si f' ( xo )3=>f"'

U Xom)k=
Ax

(XO)'fL(XO)=f' (xo )
Ejemplo. 8

Calcular las derivadas laterales de la funcion f ( x ) = 2x + 1; para
X0 = 3

Para calcular la derivada por la izquierda f!' ( 3 ) se requiere que -

bx +0, lo que implica queAx < 0, entonces:

£ (3)="™ §(34+8x)-F(3)
Ax>0" Ax

fl(3)_lim 2 (3+0x ) +1=-2(3)-1_1im 6+ 2Ax+ 1 -6 -1
) bxs00 L'x A x+0" B x
= lim 28x
Ax+0" Ax

90

o lim_ 2= 2,por (3)=2

Ax-+0

lo tanto, f!

=03 Y

Para calcular la derivada por la derecha f'+ ( 3 ) se requiere que Ax+

o sea queAx >0 .

lim £ (3+Ax) ~f (3)

! =
fL (3) =0+ B
o lim 6 +2Ax+1-6-1_
f;’ (3) AX'*OT Ax
1im 28x Tim
eoxns 2 =2, por Jo tanto, f' (3 ) =2
gt 8% Axa” o o, g

Evidentemente: f' (3)= f, 2(3)=>F" (3)s=2

Ejemplo 9.~
Calcular las derivadas laterales de la funcién f ( x ) = x

2/3

, para -

x,= 0.

Haciendo x = x_ + Ax, si Ox + o0, entonces x -+ Xy

o
. x . x
Una expresion equivalente a f' ( Xy ) .A;I(Lmo Izl o4 ﬁ: Lz f (8o )_

1im
X + x

fF(x)-fF(%) _ timay
X"XO AX*>0AXx °

es f' (X, ) = la cual se puede aplicar =

en este caso, asi:

N lim f(x)=-f(o0)  f (0)_lim f(x)-f(0).
PR ey o™ w3t x50 x - ;
£ _lim f(x!-f!o)
+ (0) = o+ S
T 1 1
Por lo tanto, f!' (0)-X1_:'3-x—x—°—-x_j'3_ ?_,_u,
x
y f (0)_|im x2/3-0‘lim 1 g g4
L x+6  x x+0" 3/

Evidentemente en este caso no existe f' (xo ) para x,= 0.



/3

ta funcién £ (x ) = x2/3 no es derivable para x, = 0

Ejemplo.10

Calcular los valores de las derivadas laterales de f ( x ), para xo = 0
Haciéndolo para A =1, A = 0:

xzsi-x<0

f(x)=
Ax si x 30

Para calcular la derivada por la izquierda en X 0, Ax~ 0 por tanto
Ax < 0, asi que X < %X,= 0; y la regla de correspondencia que define a la fun

cibnes f (x) = xz; por lo que:

£ (o) = lim { 9+ g Jesf 0 B wilbupstar (o i
= Tax+0 BAx Ax~0" Ax
1im (0 +Ax ) =0 = f! (xo )=f.(0)=0 .
Ax+0

Siguiendo un razonamiento similar tendremos que, la regla de correspon-

dencia a der ivar para obtener f, (0 ), es f ( x ) = Ax

, lim A(0+Ax ) -A(0) 1im A Ax Iim A= A
fi (o0)= = — " "
Ax+0 Ax Ax+0 Ax Ax~+0
Para A= llfj (o)=0
== f (0)#1‘;‘ ( 0) por lo tanto
lfL '(o)=1 FL(NOR) 47
9
Para A=0jf! (0)=0
—~fl (0)="F (0) por lo tanto
f' (0)=0
lf;_ (0)=o0

En este ejemplo la funcidn no es derivable para x = 0 si A= 1, y s

lo es cuando A = 0.
- Derivabilidad de una funcidén en un intervalo.

Se sabe que una funcién y = f ( x ) es derivable para un valor xo de -

+ la variable independiente, si existe la derivada:

N

2 lim f(Xo+Ax ) - f ( Xo)
Ax+0 Ax

y que la existencia de ésta implica que f! ( Xo) = f} (Xo ).

f' ( Xo)

Obsérvese que para que la funclidn sea derivable en X o debe estar defi-
nida en un entorno de Xo. Si no estuviera definida por ejemplo a la izquier-

da de Xo, no existirfa f'  (Xo\ ).

Si la
to (a, b) se dice que la funcién y = f ( x ) es derivable en el iIntervalo ~--
(a b).

Cuando la derivada f'(x) no existe en uno o mds puntos del intervalo -

derivada f' ( x ) existe en todos los puntosde un intervalo abier

(a, b), la funcién y = f(x) no es derivable en uno o mds puntos de dicho in-
tervalo.
/
Si el domlnio de una funcidn contfnua y = f ( x ) es el Intervalo cerra-
do |___ a, b] no puede hablarse de la derivabilidad de la funcidn en el Interva
lo[a, b] dado que: f! (a )3 = f' (a )& y que f; (b)B= f' (b)A

Ejemplo 11,

Dada la funcién f ( x ) = 3 x2 + 1 investigar si es derlivable en el in-
tervalo ( - 2, 5 ),

Seglin el eJemplo 4, la derivadade esta funclén es f!( x ) = 6x,y esta =
derivada sl exlste para todo valor de x, luego la funclén f ( x ) = 3 x2 + 1
sl es derivable en el intervalo ( - 2,5 ),

Ejemplo.12

Investigar si la funcién f ( x ) = l—es derivable en el intervalo --
(@757 D

Tomando en cuenta que la derivada de f ( x ) = -l—es fr (x)=- —:(—21
segin se vié en el ejemplo 5, puede observarse que f' ( xo ) no existe para -
Xo = 0 y como Xo = 0 pertenece al intervalo (-1, 3 ) se concluye que la fun

c16n dada no es derivable en todo el intervalo ( -1, 3 ).

Ejemplo. 13

Dada la funcién f ( x ) = + /x - 2,decir si es derivable en el interva-
lo (1, 4)



La derivada de esta funcién se obtuvo en el ejemnlob y es f' (x ) =

= % . Esta derlvada no existe si x<2, luego la funcién f ( x )=
2 /x-2" -

=+ ’x -~ 2 no es derivable en todo el intervalo ( 1, 4 ).
111.2 DERIVABILIDAD Y CONTINUIDAD.

El hecho de que una funcién es continua en un punto implica que la fun
cidn cumple con ciertas condiciones, ese punto y la afirmacién de que dicha-
funcion es derivable en el mismo punto, significa que la funcidn tiene cier--
tas propiedades en el punto'.por lo tanto, es 16gico cuestionar si hay algu--
na conexién entre el concepto de continuidad y el de derlvabilidad de una --

funcidn en un punto.

Una respuesta a esta cuestifn estd incluida en el siguiente:

rd

Teorema. Ill. 1
Hipotesis : La funcién y= f ( x ) es derivable en el punto x = x

1
Tésls: La funcién y = f ( x ) es contlnua en x = X
Demostracidn:

Como la funcidn es derivable en el punto x = %y existe

Iimf(x1¢Ax)-f(x1)
fe (x1)=Ax*0~
Ax

Ahora bien.el incremento de la variable dependiente Ay que corresponde

a Ox en ese punto es:
By =f (x, +8x) - f (%)
Multiplicando y dividiendo el segundo miembro de esta igualdad por Ax

queda:

f(x1+Ax)-f(x1) Ax.

Ay = T

92

es

Tomando 1Tmites cuando Ax tiende a cero queda:

lim Ay _ lim f(x]+Ax)-f(x)lim AX f'(xI)(O)-O
AX-»O = 1 "~
Ax »0 Ax Ax +0

Esto es:
lim Ay =0
Ax+0

Lo cual significa segin lo tratado en 11.9 que la funciony = f ( x ) =

contlnua'en el punto x = 'xl, quedando asf demostrado el teorema.

Con este teorema se ve que toda funcién derivable en un punto, es con

tlnua en €1, pero la afirmacidon inversa no es verdadera, no toda funcién con

tinua en un punto es derivable en el ‘'mismo.

Esto se evidencia en los dos siguientes ejemplos.

Ejemplo. 14

Hacer ver que la funcidn y = |x =/ | es contfnua para Xy = 2 pero no=

es derivable en este punto.

x

En efecto, para hacer ver que la funcidn y = |x - 2 | es continua para-

= 2 basta demostrar que en ese punto se cumple:

lim &y = 0
Lx40

Se tiene para cualquier valor de x que:
Aye= | x+ax -2 |- | x=2|

yparax|=2:Ay=i2+Ax-2|- |2-2|=] ax|

lim Ay = 1lim | Ax | =0

Luego: Ax> 0 A%+0 Q.DA

Para demostrar que la funcion y = | x = 2 | no es derivable para Xy =

considérese el hecho de que dicha funcién puede escribirse:



-x+2 sixg?2

Y

x ~ 2 six>2

ycalcﬂlense las derivadas laterales de la funcién en el punto dado.

La condicién 8x * O implica 8x < 0y | Ax| = - Ax

por lo cual : , l1im A lim le[
f-(z)HAx"'O'Z% -Ax-> Ax C

_Hm-Ai_lim(-l)--l;f_' (2)=-1
Ax+0"" Bx “Ax »0”
Ahora Bx * 0% implica Ax > 0y |ax| = ax
B o lim Ay _ lim ax|
Luego: f; (2) Ax»D‘—A% W _
llmAx_llm(l)-l fi (2) =1 ,
“ox +0*Ex " ax +0*
Como las derivadas laterales son
distintas: f' (2) ¢ f (2), "

}Ia funcién y = |x -2 | no es deriva

ble para X, = 2%

>y

FIG 2

Se confirma con el ejemplo anterior que no toda funcidn continua en un-

punto es derivable en el mismo, y se insiste un poco en ésto con el siguiente:
9

Ejemplo. 15

Estudiar la continuidad y la derivabilidad de la funcién f ( x )-x 2/

on el punto X, = 0.

3

La continuidad en X, = 0 puede estudiarse investigando si se cumple la
tondicién de continuidad:

lim f(x)=f(a)
x* a

para lo cual se procede siguiendo los pasos:

lif(o)-02’3-o-'-3
2/3

e 1imf (x ) =1im x*2 = 1im ( 'Vx—)z-(lim -;/;)2.0
x+0 x+0 x>0 x =0

ge limf (x)=fF(0)=0

x*0

Luego la funcién es contfnua para x, = 0.

1

La derivabilidad de 1a funci6n se estudia ahora calculando primeramen
te la derivada para cualquier valor de x aplicando la definicién.

23 _ 273 @

f (x) = 'Im flx+Ax) -F(x)_ lim (x+px)
Ax—+0 Ax x+0 aAx

Racionalizando el numerador para poder calcular el ifmite:

tm [(x+ax)?3 - x2/3] [(x+nx )34+ (x +px )23 23, x"“]

s (x)'Ax*O

- Ax [(x-o-Ax )“/

AT )2/3 xZIB +x'0/3J

lumo ( x + Ax )z-x2 (8)
->
Ax r(x+Ax )"/3+ ( x + Ax )2/3 x2/3+xl‘/3]

ra s ke Ax+(Ax)2-x2
[(x+ 2By (xvan 12 20 2+ 200)

lim: 2x Ax + (lAx) 2

ft (x)=

f' (x) = Tim
Ax+0 Ax

fl(x) =
Mx+> 0 Ax (( x + Ax )W3 + (x + ax )2/3 x2/3 + ow]
f1 (x)alim 2x + Ax
Ax +0 (x+Ax_)w3+(x+Ax )2/3x2/3+x‘0/3

Obteniendo el 1Tmite anterior

2x f'(x)-—z,[:7—
f'(x)- ; e=—=p 3
73,23 275 73 3=

por lo tanto:

93 \



, 2
i ©

Como se puede apreciar en el resultado anterior, f' (x ) no existe pa-

2/3

ra x,= 0, por loque f ( x) = x no es derivable para dicho valor, no obs-

tante que si es continua.

La condicion de continuidad es una condicidn necesaria para la existen

cia de la derivada, pero no es condicién suficiente.

Concluyendo, toda funcién derivable es continua. Pero, el hecho de --
que una funci6n sea continua es solo una condicidn necesaria, pero no suficien
te para que sea derivable. La otra condicién necesaria para poder asegurar --
que la derivada existe es que las derivadas laterales existan y sean iguales-

entre s7. ( Ver derivadas Laterales ).

AsT una funciény = f ( x ), es derivable en Xy» sT y s6lo s{ las dos -
condiciones siguientes se cumplen:
1) y=f (x) es continua en X
wr 113
2) fL (%) =1L (%)

y con cualquiera de ellas que no se verifique entonces f' ( Xy ) z

Ejemplo. 16

Trazar la gr&fica de la funci6én dada,determinar si es continua en X, =4,
(x,)yf}
es derivable en x; = 4,

encontrar f! ( Xy ), si existen, y determinar si la funcién -

x + 2 si x <-4

W-x-ﬁ si

Tl 5309)
x>-4

La grafica se ve en la figura 3

YeXi2

fG3

Primeramente se estudiard la continuidad de la funcién para Xy = - 4, -

para lo cual habrd que probar el cumplimiento de:

(a) Existencia de f(xl)
f(-4)=-L4+2=-2
(p) !m f(x) = lim f(x)==1lim f(x) 3
X PP +
1 x+x, x+x

1im
x+h4

(x+2)=bh+2=-2 ilim (-x-6)==-(-4)-6=u

X+ -4

1im f (x)

Ced f Ty b i

fl-f4)mltim Flx)m=-2

x+ -b

De lo anterior se concluye que las 3 condiciones de continuidad se ci

plen para x = -4,y y=f (x ) es continua en dicho valor de x.

Se calculan ahora las derivadas f'! (xl)yfl (x'),sl existe
£t (_h)_llm_f(-‘w&bt)-f(-h)
Ax"O Ax
lim (-b+Bx+2)-(-b4+2)
Ax +0~ Ax
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lim -2+Ax+ 4 -2

Ax+0" Ax
1 (_")_Iim- Ax ; paraAx ¥= 0, se tiene Ax -1
Ax+0 Ax AX
£ (-4)= Hm_‘l =
Ax +0
Ahora: . §
£l (_")_Ilm+ f(-b4+ax)-~f (x)
Ax~+0 Ax
R 1 ={u=nh 2 8x%) | 06 = [ SS9 707
K ax+0* ax

Tim 4 -Ax -6 -4 +6
fro(-4)=
* ax+0"

Ax
lim Ax lim (-1)
TR (._.>.
i ax+0t \ ax/ ax-o*

fLo(-k) =

Conclusidn: Puesto que f' (-4 ) %= L (-4), la funcién dada no

es derivable para Xy == 4

Ejemplo. 17

Investigar la derivablilidad en x,= 0 de la funcién valor absoluto
f(x)= |x]|

Esta funcidén puede escribirse:

Cx) (-x si x <0
f(x)=
1_ x si x 20
En los intervalos ( - ®, 0), y (0, + ) la funcién es derivable por

ser polindmica.

Para investigar la derivabilidad para x,= 0, primero se confirma que la

funcién es continua para x = 0.

A (COR)

lim f(x)= 1im (-x) =0
x+0" x>0
Im £ (x)= 1im (x) =0
+ +
x>0 x >0
lim £ (x)= lim f(x) = lim f (x) =0 =
x40~ x-»0+ x +0

lim f(x) =
x 0

f(o0)

Por lo cual se concluye que la funcién si es continua para x,= 0.

Ahora para Investigar la derivabilidad en x;= 0 hay que proceder emplean

do derivadas laterales.

Se deja que el alumno calcule aplicando la definicién de derivada:
Dx(x)-l ny(-x)--l

slx<0,f'(x)-Dx(-x)--l-—9f' (0)=-1

six>0,f‘(x)-Dx(x)-‘| = f; (0)=1

Como:

(e () 0o a6 0 =20 G (0 0,

La funcién f ( x ) = [x! no es derivable para x = 0

El cdlculo de la derivada de una funcidn para cualquier valor de su domi
nio, por el método de los cuatro pasos no es prictico, asi que después de ha-
ber obtenido las férmulas para derivar diversas funciones ( Ill.4, [Il.5 ) se
presentan ejemplos del estudio de la derivabilidad de una funcién aplicando -

dichas férmulas.

I11.3 DERIVADA DE LA FUNCION DE FUNCION. DERIVADA DE LA FUNCION

INVERSA.
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Si se tienen las funciones y=f (u) yu=g (x), se sabe que 0, Y=D0,YD u

y=f (g ( x))es una funcion de funcién, o bien la composicién de las fun-- Que usando la notacién de Lelbniz puede escribirse:

ciones dadas, que esta definida para todo valor de x del dominio Dg de o
u=g ( x) que hace que u pertenezca al dominio de D¢ dey=f (u) dy _ _dy du Q.0
dx du dx "
Es necesario saber calcular la derivada de y con respecto a x sin sus-
titulr auporg (x)eny=f (u), para lo cual se presenta el siguien-- La tésls de este teorema se conoce también como regla de la cadena:
te:
Ejemplo 18.
Teorema (11.2 1
S —— Hallar Oy para y =
x focn=2
Derivada de una funcidén de funcién.
Hipdtesis : Sean las funciones y = f (u ),u0 = g{ x ) Aqui se puede hacer:
derivables tales que f x )¥ x €D_ que hace que p ol - = .
queyszf(g(x) g @ q AR SR e )
g (x )& .

" = Teniendo en cuenta los resultados obtenidos en los ejemplos 5 y 6 se =-
Tésis : La derivada de y con respecto a x esta dada por:

pueden escribir las derivadas de estas funciones asi :
Dx y= Du Y Dx u

1. 1

. D, VY= -—5; D us ——

Demostracion: A cada incremento Ax de la variable independiente x co- u 4 x 2/x -2

rresponde un incremento Au de la variable intermedia u y un Ay de la variable y aplicando la regla de la cadefa: 0 y=0 y 0 u
b3 u x

dependiente Y. resulta:

Multiplicando y dividiendo por Au al cociente incremental -%XL queda- 0 Y= - ol 1 — 21
la identidad: A A A uz 2¢3 &

2 y y u
2x  Bu An > Due= 0 () sustituyendo u = vx - 27

Comou =g ( x ) es derivable, sers tambiéa continua por lo cual si - p Vas 1 — 1 577
bx + 0,8u *+ O también. & 2 (x-2)x-2 2(x-2)

Entonces tomando limites cuando Ax* O en la expresién ( A ) queda: El proceso de composicidn de funciones puede repetirse cualquier nimero
lim Ay lim lim de veces, obteniéndose siempre nuevas funciones, por ejemplo, si se tiene:
bx+0 Bx ~ Au~0 K Ax+0 3 (B)

5

f(x)-x3+7.g(x)-senX,h(x)-x,xeR

y teniendo en cuenta la definicién de derivada, la ecuacién (B) equivale a:

La funcién compuesta ¢ ( x ) = h[( g (f (x) )] sers:
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$ (x)=nh g[(f(x) )]-sens(x3+7),

Aplicando 2 veces la regla de la cadena, se obtiene la regla de la cade
na para las funciones compuestas de tres funciones, a saber:

General izacién de la regla de la.cadena

Sea 8 (x)=h [g (f (x))] . Si se cumple que:
a). f es derivable en x

b). g es derivable en f ( x )

c). hes derivable en g ( f (x))

Entonces la funcion ¢ ( x ) es derivable en x y la derivada es:

¢ (x)=n [g (f(x))] q' (f(x))f'(x);oconlanota-
¢16n de Leibniz, si y=h (u); u=g(v), v=f ( x) quedara

dy _ _dy du dv
dx du dv dx

o bien con la notacién de Cauchy.

D y=
g DuYDvu.va

Ejemplo 19

Hallar—:)y(— siendoy-+vf(3x2+ 1 )2 -2

En este caso se puede considerar que :

yE'u = Ten u-v2 s v-3x2+1

Las derivadas de estas funciones se calculan en los ejemplos 6, 2 y 4 -
respect ivamente; pudiendo escribirse entonces:

dy . 1 du
du 2V - 20 dv -

= 6x

= 2v ;

.

dv
dx
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y conmo _y__d = _y_d du __dv

dx du dv dx
Ay s 1 139N Ga 6x v
dx 27u -2 Yu-=-2

Sustituyendo a u y v en términos de x:
dy _ 6x ( 3x2 + 1)

dx
V(3x"+1)" -2

Que es la derivada pedida.
A contlnuacién se trata la derivada de la funcién inversa,

Sl se trata de calcular la derivada de la funcién inversa de una funcién

dada, es posible obtenerla a partir de la derivada de la funcién dada, sin te
ner que determinar a la Inversa.

Esto es; si y=f ( x ) es una funcién blunfvoca derivable, la deriva-
da de su inversa puede calcularse en términos de la derivada Oxy =R EEN (W x TP

sin tener que despejar x de la funcidn dada para tener primeramente la inver-
sa x = G (y)

Para esto se tiene el siguiente teorema.

Teorema (11.3

Hipotesis: y= f ( x ) es una funcion biunfvoca , derivable y

fl (x ) ¥ 0, siendo su funcidn inversa x = f:-1 (y).
Tésis: La derivada de la inversa es:
1

D, X = —
Yy ny

Demostracidn: Efectivamente, para todo Ax ¥= 0 y Ay #= O.

Se tiene que:

Rl
Ay &Y
ax

Como y = f ( x ) es derivable, Ax > 0<=>Ay - 0



i

Tomando limites cuando 8y *0:
lim 8x _ 1

Ay +0 Ay lim A
Ax-»OK)y;

De aqui, por la definicidn de derivada se tiene:

DX=D1y obiean-](y)=-—1——
x Y Dx f(R)
Ejemplo.20
Dada la funciony = f (x ) = o T (a)

e il

Investigar si cumple con la hipotesis del teorema anterior y en caso -

afirmativo, hallar la derivada de su funcién inversa apl icanqo dicho teorema.

rd

Verificar el resultado obteniendo 1a funcién inversa primeramente.

Al calcular la derivada de f ( x ) = %—%—-
en el ejemplo 7 se obtuvo:
o (o) B ey ®)

(ax= 1)
Se ve que f' ( x ) existe para todo x ¥ 1, por lo que la funcién

y = f ( x ) es derivable para toda x # 1.
Ademds f' ( x ) <0 six# 1 luegoy="f (x) es biunfvoca si x # 1
Se cumplen las condiciones de la hipdtesis del teoremal!l.3 por lo que

la derivada de la inversa segin ( B ).

2
N T N e & 10 ¥
Wi LD = 5 Sl -5 (c)
2
(x=-1)

Ahora bien si se despeja x de (a)

Calculando la derivada de esta funcién por el método de los cuatro pa-

sos se obtiene:
D X = ;5___2 (D)
X ( yE Y

Si en (C) se sustituye x en términos de y queda:

£3 )2 (4[4-3-y+2)2
,,,(,(V-Z'1 (y-2)° b4 gt -
= B = 5 SO )
-5
D Y= 2 (E)
& (y-2)2

Comparando ( 0 ) con ( E ) se verifica el resultado.
t14.4 DERIVADAS DE LAS FUNC1ONES ALGEBRAICAS.

Dado que el proceso de derivacién por el método de los cuatro pasos puede -
resultar muy laborioso si no se trata de funclones tan sencillas como las que se \
han derivado hasta ahora, se establecerin algunos teoremas sobre derivacién de -
funciones tTpicas que generan férmulas cuya aplicacién permite el cilculo de de-

rivadas, con relativa facilidad.

A contlnuacidn cuando se aplica el método de los cuatro pasos se indica

cada uno de estos con nidmero romano a la izquierda.
Teorema (1.4
Derivada de la funcidn constante.
Hipotesis: sea la funcién constante f ( x ) = C

Tésis: la derivada de la funcidn constante vale cero.



(1

Demostracidn: Derivando dicha funcidn por el método de los 4 pasos.
1). ¥Y+Ay=f (x+Ax ) =¢C

F1)rawd yoo= ofi (o 1+ D) 4= F 60 xl) i€ w=liGu=H0

1t). %_.ng(x+A.x)—f(x)=_L=o

X Ax Ax

lim Ay _ lim f(x+Ax)-f(x)_Iim(0),_0

W) Ay +0Bx x>0 ix Dx+0
Esto es:

Dx C=0 QD.
Teorema II1.5 &

Derivada de la funcidén identidad.

Hipbtesis: f ( x ) es la funcién identidad y = x.

Tésis: La derivada de la funcidn identidad es igual a la unidad:

D, X =1 (2

Demostracidn: Aplicando el método de los cuatro pasos.

|). y+Ayax+Ax

).
). by _Ax _ 1
Ax Ax

) limdy _lim (1) =1,
"8x+0Ax Ax+0

Ay = x +Ax - x =X

luego

dx

o bien e

=1 QbD.

En lo que sigue, u=f (x ), v=g (x) yw=h ( x) son funciones -

derivables y sus derivadas son:
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lim bu

=f'(x)=Dxu

Ax+0 Ax

lim Av .
o e g(x)-va

lim _é_w_shl(x)nbxw
Ax+0 Ax

Adem3s la interseccidn de sus dominios Df,, Dg” Dh” no es el conjunto

vacio.
Teorema ill.6

Derivada de una suma de funciones.

Hipbtesis: Siy=u+v -w

Tesns:Dx(u+v-w)=Dxu+va-wa (3)

Demostracion . Cuando a la variable independiente x se le da un incre-
mentoAx a las funclones u, v y w les corresponden los incrementos Au, Av y -

Aw, respectivamente,asT que al aplicar el método de los cuatro pasos a la fun_

cidén dada se tiene:

1). y+Ay =u+bu+v+Av - (w+lAw)
). Ay =u+Au+Vv+Av-w-Aw=-u-v+w
Ay =Au +Av -Aw
). Ay _Au Av _ Aw
x ~bx t*Ex Ax
) Time 4 J lim Ay dim Av._ lim _Aw
i Ax+0hx Ax+0 Bx Ax+0 Bx Ax-»0 Ax
Esto es:

= = - o bien
Dx(u+v w ) Dxu+va wa



D, [f(x)+g(x)-h(x)]-Dxf(x)+ng(x)-DxI:1(Dx)

Esta formula se generaliza siguiendo el mismo criterio para un nimero -
fijo cualquiera de funciones derivables, luego se puede concluir que: la deri

vada de la suma algebraica de un nimero fijo de funciones es igual a la suma-

algebraica de las derivadas de las funciones.
Teorema |11.7
Derivada del producto de dos funciones.
Hipdtesis: Si y = uv
Tesus:Dx(uv)-quv+vau ()

rd

Demostracidn : Se hace aplicando el método de los cuatro pasos.
1). y+Ay = (u+48u ) (v+Av ) =uv + ulv + viu +Aupv

IER Ay = uv + ulv + viu +Audv - uv
Ay = ulw + viu + fubv

).

Axx _uAv +vAu+Au o8

A x Ax Ax
) lim 8y _ limu lim Av Vimv lim Au lim au  Tim aAv
U)e Ax+0 BAx Ax+0Ax+0 Ax  Ax+0Ax+0Ax Ax+0  Ax+0% x
. lim u=u, lim v=v y lim Au=0,
Peron 20 Ax+0 A= 10 dado que
u=f ( x) es derivable y por lo tanto contfnua, entonces:
ny-quv+vau+(0)va g
Dx(uv)-uoxv+v0xu o blen
Dx[f(x)g(x‘)i =f(x)g*(x)+g(x)f (x)
: . Q.D.

La derivada del producto de dos funciones es igual al producto de la -
primera funcidn por la derivada del segundo mds el producto de la segunda pol

la derivada de la primera.

Esta foérmula puede aplicarse mis de una vez si se trata del producto
de n funciones derivables,haciendo uso de la ley asociativa de la multiplica-

cidn.

Corolario. La derivada del producto de una constante por una funcidn =

es igual a la constante por la derivada de la funcidn.

En efecto, al aplicar (4) y (1) a la funcién y =C v queda;

Dx(Cv)-Cva+vaC-Cva+v(0)
Dx(Cv)-Cva ; (4a)
Teorema 111.8

Derivada del cociente de dos funciones:

Hipdtesis: Se tiene y-+ . avab=r 0
" VDR = Dx v
4 . — =
Téslis: Dx( ] —-—J‘————z (5)
v, v
Demostracidn: Se deriva la funcidon y = —3— aplicando la definicié
de derivada:
- -4t AU
n. ytndyes CEEcEy
. v utpu  u _ v(u+pau)-u(v+av)
vV + AV v (v+av)v
2 Vu+ vAu - uv - ulv _ vAu - ulv
{v+iv)v Ty +Av) v
LA
1. Ay _ _vbu - uAv AR i\

Ax Ax (v+Av)v (v +Av ) v
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lim v 1lim A lim u lim Av Hipbtesis: Sea y-un
lim &y _Ax+0 Ax+0 Ax Ax>0 Mx+0 Ax

). Ax +0 Ax Tim (v +av) Tim v eabs b & Meoniui®s 0w (6)
Ax+ 0 Ax+ 0 X x
Demostracidn: Considerando primero la funcién z = x" y derivandola -
Sabiendo que lim v=1v, 1im u=u y que lim Av =0 -
Ax—+ 0 Ax—+ 0 Ax—+ 0 por el método de los cuatro pasos:
porque v es derivable y continua, resulta que: 1). z+0z= ( x+ Ox )"
vD u-ub v ) 3 bz = (x+a8x)"-x"
Dx y= X p3 s
vV.v Aplicando el binomio de Newton y simplificando.
VADEAUSSNU D IRV! = -
D, (%) -.___".f..___"_., o lo que es lo mismo: I R i i LTy, ) (n-1 )xn%Ax )2+ ve. +nx (Aax )" U o (Ax)"- X"
v 2! %
) g (oo S (L i =IRG8t (G ) . ) )
% g x) g(x)] Q. bz & g™ Vit +Belin = L) =2 0 02 L s (w9 6 (ax )0
L . 2!

La derivada del cociente de dos funciones es igual al producto del de- " [ n-1 n f ,l, - 1) n-2 . . r )n-z Sl )n'ﬂ
nominador por la derivada del numerador, menos el producto del numerador por 1. A%' bx{nXx + 2: A: x T .. bl \LOX =
la derivada del denominador y todo dividido entre el cuadrado del denomina-- (n-1) n=2 -2 o
d Az n-1 n_n—'1 MTE A+ o+ nox (Bx)"TC (o)
or. H =n X + 2! %

Corolario. La derivada del cociente de una constante entre una funci6;1 - } -

@ L 4z _ 1lim nx"! +"(2"1—1)xn-sz+.“nx(Ax)n2+
es igual al producto del simétrico de la constante por la derivada de la fun- * Ax 0 &x Ax +0 4 S
cién dividida entre el cuadrado de la funcién. +(8x ) j'
Efectivamente aplicando (5) y (1) a la funcién y = % resulta: - "1 4 0+ ...+0+0
vD C-CD_ v v(o)-co v
Gl x x e X =
Dx v c DV v2 Esto es:
-1
cl ] xV 0, x" = nx" (6a)

O ( V) v (5a) o

Obsérvese que la derivada del cociente de una funcién u entre una cons- De aqui que D, =
tante C ¥= 0 puede calcularse aplicando ( 4 ):

i N o Ahora si y = u", como u=ul(x);dy=0p y o u
S u f1 0 X
D, =) =D {2 u =
x C . x \C 7 c Dun-nun-‘lDu
x x QD.

Teorema |11.9
La derivada de la potencia de una funcidn elevada a un exponente natu-

Derivada de la potencia de exponente natural de una funcién.
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ral, es igual al producto del exponente por la funcién elevada al exponente -

D W"=n un-l D u (6)
disminuido en la unidad y por la derivada de la funcién. X X
Como se demostrard en el tema I111.5.3, la férmula (6) es verdadera para D, x" = n xn-1 (6a)
todo valor real de n, razén por la cual desde ahora se aplicard para cualquier Dal;
valor real de n. D Ju' = X
x 2 /3 (6b)

Corolario. La derivada de la rafz cuadrada de una funcidn es igual al Eiemplo 21
slempio  £1..
cociente de 1a derivada del subradical entre el doble de la misma rafz.

1/2 Calcular las derivadas de las siguientes funciones.
Fsto se verifica facilmente al aplicar(6)a la funcidn y =/u' = u
5 L
1 D u a). y=2+x’ - 5X
172 1 12 -1 1 - - ]
Dxu =—2—u Dxu-_z_u 2 Dxu -2-772—
Aplicando (3), (1), (6), (4a),y (2)
g _ 3 LN e 2 3 2 3
Esto es: - R/ iialal 2l Xoos @, C6.x ) =0+ 23x° 26 (426 ) =Bk - 20 X
/_‘. x
LR ad BPEE 1 o 1y 3R
Resumiendo las férmulas obtenidas: Empleando ( 6 ), (3), (1) vy (2):
B 2 1/2 2 3 2 1/2
D, C =0 ) f'(x)"?(x chialud) ox(x *')"7(" + 1) (2x+0D )=
0 'x =1 (2) 2 AV
X Vs g(x)-.’iz_‘é.
Dx(u+v-w)'Dxu+Dx.v-wa (3) F el
D (uv)=quv+vDu (&) Usando (5), (3), (6), (1)y (2):
x x ‘
2 2 2 2,
(x*+3)p, (x"=-3)-(x"-3)p (x+3)
Dx(Cv)-Cva (ka) ng(x). zx 5 X 4
vD u-ubD v 2(x+3) 2 3 3
Dx%= P (x“+3)2x - (x"-3)2x _ _2x° + 6x - 2x” + bx _ 12x
v (5) -
trf o 2 T (2 +
D£=-CDXV ‘/a2+62
X v vi (5a) d). r=—g i a es constante.
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Se aplican (5), {6b), (3), (6), (1) vy (2): p (.2, g2 )
o

. § e
eoe»’a2+ez-/az+ez 0, @ 2/a% + 02

-{aZ+ 0271

dr =
do 92 e2
n 20 _ o’ - 2% - ¢’
——— T /I, .7
o T g e A LI -
2 = 2 T 2
92 6~ Ya" + 86

Ejemplo. 22

Obtener el valor de la derivada para el valor indicado de la variable -

independiente.

5 - 2x
. = =1
a) Y=l v para x, »
Se tiene : .
_JS-Zx
y =———— , luego
{5+ 2x
¢5+zx‘—ﬁ_-‘/‘5'2x;
dy _ 2 /5 - o 2 /5 + 2x
% G /YT
V5 + 2x V5 - 2x -5 -2x — 542x
- V5 ¥ 2% Y5 - 2x /5 ¥ 2x
5+2x 5+2x
_ - 10
Q. =1 (5+2x )75 < 2x /5% 2x
G (5+2x)"25-’+xT
d - 10 -0 - 10
Para x, = 1: —Y:J = = =
! Myt (542) VB8 7720 777
10
d - - &
E%]x1=l 772
2x+1 - Ll
b). f(x)-Q*_Q(Bx 1) para x =-3
f (x) = Zx:; (3)+ (3x-1) (x+5)(2)-§2x+1)('l)=
* (x+5)

_6x+3 , (3x-1) (2x+10-2x-1) _6x+3, (3x-1) (9)
x +5 gy x+5 (x+5)2

_6x+3  27x -9 _(6x+3) (x+5)+27x-9
x+5 (x+5)2 (x+5)2

6 x% + 30x + 3x + 15+ 27x -9 _ x> +60x + 6 _ 6 ( x>+ 10x+1)
(x+5)° (x+5)° (x+5)°

fa(_3)=6(9'30+2])_
(-3+5)

6L-20)._3; £ (-3)=-3
(-2) : |

Ejemplo.23 ]

Dada la funcién y = f ( x ), trazar su grafica, determinar en que va-
lcres de x es continua y en que otros es discontinua, asi como su derivabili- |

dad, argumentando todas las respuestas. |

f2x2+6x para - 5gx<-3

f(x)=d3 é—;:§ M. 24345 .
!
i

5 +.3_-—3—1§x+% para 2 < x g 3

Continuidad en el intervalo [— S = 3).

En virtud de que la funcidn es polinominal, en este intervalo la fun--

cidn es continua.

Continuidad en el intervalo

-3, 2)

£ + - .
Por inspeccién de la regla y = 3 (: T §> se observa que serd discon

tinua para el valor X, =-3 solamente.
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Continuidad en el Intervalo ( 2, 3]

Puesto que la funcidn en este intervalo es polinominal, la funcién es

continua.
Continuidad en X --3

Para verificar la continuidad en X, = 3, deberdn probarse las tres -~

condiciiones para la existencia de continuidad en un punto.

f(-3)=3 [-:—;—;;—)t—z]- ITE; f (‘3);5, Juego la funcién es

discontinua para X 3

Continuidad para Xy = 2

f(2)=3 (%:—g)-o (a)
3 -x+2) J 0 (b)
X »2 X2 (""3 ]

lim lim [ - st 123x 518
+

X
. 2t f(X)‘x_,z r+T-5 + 13
A
lim 20 IeT) 281 ((PRSRSIR. 4
TRl UK iy 5 =%

X2

lim f(x)=0 (c)

+

x +2

4 11
Por (b)y (c), '™ f(x)=o, m+f(")'°"“e9°
X+ 2

lim f (x)= 0 (d)
X +2

Comparando ( @ ) con (d ), se tiene que:

lim f(x)=fFf(2)
x +2

de lo cual se concluye que la funcién es continua para Xy = 2

Como en Xy 3 no hay continuidad, la funcién no es derivable en es-

te punto.

En Xy = 2 si hay continuidad, por lo cual la funcidn puede ser deriva=

ble en dicho punto.

Para investigar esto, se procede a comparar las derivadas laterales de

la funcién en el punto.

Se deja al estudiante el cilculo detallado de las derivadas de f ( x )=

a partir de las reglas de correspondencia adecuadas

Se dan a continuacién dichas derivadas ya obtenidas:

i (x)-x3+‘0x2--1,§—3 , luego:

£ (2)-z3+h(u)-%1--% (e)
£ (x )= 2 , 1 IEFt (2 Wam—=alo. L
NEERS oy b o e

Teniendo en cuenta (e ) y ( f ) se ve que: (f)

002 )= fr l(e2g) = Fl( 208) =) ~

wnijw

La funcién si es derivable para X, = 2

Concluyendo, 1a funcién es gontinua en el intervalo [‘ 5, 3] , X Y= =
y es derivable en el Intervalo (

'5:3):’(*‘3.

Para el trazo de la grifica, que se ve en la figura 4 se presenta una
tabla de valores x y f ( x ).



Determinar los intervalos de continuidad de la funcién, asi como los --

puntos de discontinuidad y establecer si la funcidon es derivable en los pun--

Tabulacién v FO0
: tos x, =4 y x,= 8. Fundamentar las respuestas y dibujar la gréfica corres--
L f(x) l pondiente.
|
3 16.98 I Continuidad en el Intervalo ( -~ =,~4 )
2.5 3.63 ! —g |
2 0.0 : Por inspeccidn de la ecuacién f(x) = + E -’l:— se aprecla que la fun-
1.5 0.33 | . 28 cién existird para los valores de x correspondientes a su Intervalo de defi--
1.0 0.75 { nicién, y serén iguales a los valores de los limites respectivos, por lo que-
0.5 1.29 } i la funcién sers continua en ( - =, 4 )
0 2.0 ;
- 0.5 3.0 | Continuidad en el invervalo ( - 4, 8) F
{
-1 4.5 | b 6
; También por inspeccién de f ( x ) =5 + -7 % observa que, el .-
- 1% 7 | Gnico valor que la indetermina es x = 2; por tanto la funcién serd continua-
- 2.0 12 : en el intervalo ( - 4 8 ) donde x ¥= 2.
- 125 27 |
- 3 no definida : Continuidad en el intervalo ( 8 +)
- 3.5 8.5 |
- 8 ! o - En virtud de que f ( x ) = 6, la funcién es continua en su intervalo de
- 45 13.5 j;l{ 4 x definicién.
-5 20 Para investigar la continuidad en x = ~ 4, se probard la condicién que
Ejemplo. 2k determina la continuidad en un punto.
: 6
Dada la funcién y = f ( x ) definida por las siguientes reglas de co-- f (=49 =5+ She 2 h (A)

rrespondencia:
Tim f‘x).”’“_ +’.—":—- +“ﬁ = U (8)

’.. 3 >y >
+ —;:— para - ® <x <-4 x>-l x>k 4
6 2
f(x)=y5+ para - 4¢< xg 8 lim 6 (
— < xs Flx) =54 gmpmth o
" (-»-lo+ 2
para 8< x<
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por lo tanto :

lim

s, e iy el (0)
Segin (A) y (B) la funcidn es continua en x = -4,
Para investigar la continuidad en x = 8:
F(B)=5+5—5=6 ()
lim lim 6 6
M )i = <5 + - ) = 54+ =6 F
x+8 e i K=l 8 -2 (F)
1im e IEREN: (@)
x+8+
M oe(x)=f(8)=6 - (H)

de ( F )y (6 )
) x+8

Segin (E ) y ( H), la funcién es continua en x = 8.

Por lo tanto la funcidn serd continua en -~ * < x< o , x # 2; p bien

es continua en - ® < x< 2y 2 < x< oy es discontinua en x = 2.

Existe continuidad en x = - 4 y x = 8, por lo que pudiera existir deri-

vabilidad en tales puntos.

; Y -
Sixchof (x) =32 o B sy = W
W V-3 B/ x
Si-he x< 8: f' (x) = - >f(-4)=- 6 2,_l

(r=d (-6) 6
(4)

Por (I )y (J) lafuncién no es derivable en x = ~ L

Ahora: @ . - ;
Para-l!<x<8:f'(x)-(——)z;fl(8)=62—=-3— (K)
R~ 2
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Six>8:f'(x)-0—4~f*‘.(8)=0 (1)
Por (k) y (1) la funcién no es derivable en x = 8.
YA {
|
42 [
t
|
|
| \ be=b
- §
| :
: lap&s;sr
| &
|
-7-68-4-3-2-1° i34so7;9m 2 %
-2 |
I FIG 5

111.5 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES TRASCENDENTES
111.5.1 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES CIRCULARES DIRECTAS E INVERSAS.

Dos de los limites de aplicacidn en el Cdlculo Diferencial e Integral,-
vistos en el Tema [1.8, se empleardn aqul al obtener la férmula para derivar
la funcién seno, misma que sirve de base en la determinacidn de las derivadas

de las cinco funciones circulares restantes.
Dichos limites son:

1im sen Au

Au +0 Ay T (R)
lim cos Mu - 1 _
Ap) T (8)

En lo que sigue,u = f ( x ) es una funcién derivable.

Teorema 111.10




Derivada de la funcién seno.

Hipotesis: Se tiene la funcidn y = sen u

Tésis: D_sen u=cos ub u (7)

Demostracion: Aplicando el método de los cuatro pasos para calcular pri

mero Du sen u.

1). y +Ay = sen (u + 4au)

). Ay =sen { u+ Au) - sen u
= sen u COS AU + COS U Sen Au - sen u
=senu ( cosAu -~ 1) + cos u sen Au
") A 1 Au-1+cosusenAu
) Au Au Au .
/
W) lim Ay _ Tim (senu cos Au - 1\, lim (cosusenéu)
: busp Ky~ Au-0 Au Au =0 Au
1im - 1im i .
PeroAu_yo sen u = sen u, , o COS U = cOS u;por (aA)y (8B)
A
im =Y o
bu >0 AU senu(0)+c°sU(‘)

Esto es: Du Y = Du sen u = cos u

Finalmente, sabiendo que Ox Y = Du Y Dx u se tiene:
Y

D senu=cosu D u ,
x x

Teorema [11.11

Derivada de la funcidn coseno.

Hipdtesis: Sea la funcidén y = cos u

Tésis: D_cos u=-senulD_ u (8)
x x

Demostracidn: Se sabe que el coseno de un angulo es igual al seno de -

su COI'I'IPI emento, entonces:
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cosu-sen(%r-u)-a y = sen (fn-u)

Aplicando a esta funcién la férmula ( 7 )

s s
DY cos(f u)Dx(f—u)t
b T
—cos(_-i--u)(Dxi Dxu)=

cos(g—'u)(O-Dxu)=‘cos(%~u)0xu

Teniendo en cuenta que y = cos u y que también cos ( g—- u)=senu -

resulta:
Dx cos u = = sen u Dx u % Q.0.
Teorema 111.12
Derivada de la funcién tangente.
HipStesis: Dada y = tan u
Tésis: D_ tan u = sec> u D_ u (9)
x x

(€50

" r sen u . a
Demostracion: Considerando que tan u = e Y aplicando la férmula --
cos uD senu - sen uD cosu
D tanu=0p 320U = - -
2
x X cos u e
cos ucos uD u-senu(-senu)D u
) cos? u
cos_ u + sen_u 1
e e Dx u= i Dx u
cos” u cos  u
2
D tan u=sec uD_u Q.D.
x x

Teorema I111.13



Derivada de 1a funclén cotangente, HipStesis : Si y = csc u
HipStesis: Se tiene y = cot u

g Tesis: D csc u = - csc u cot uD.u (12)
Tésis: D cotu=-csc ub u (10)
1
” Demostraclén: Recordando que csc u = ————— al aplicar a) -
Demostracidn: Como cot u = 2-5—2, al aplicar la férmula (5) queda: < sen u 2 (5a)
sen u queda:
)i 2 senqucosu-cosqusenu DicscRt =10 . ‘21 ol senlu
Dx cotu= Dx senu- 5 x X sen u Fpel x
sen u
senu(-senu)Dxu-cosucosquu s ot co D, uiE - b | AGESEUR A
G < i sen” u o sen u sen u
sen? u
D _csc u==cscucotubD u,
- senz u - ¢:os2 u_ o - sen2 u + ¢:os2 u x . x =
2 7 S e e
sen u sen u A contlnuacién se agrupan las f&rmulas para derivar funcliones circula=
- res directas:
= - D u
sen® u X D, sen u = cos u D u 7)
2
Dx cot u = - csc Dxu Q.D. Dx Cos U= - sen U Dx u (8)
Teorema 111.14 D, tan u = set:z ub u (9)
2
D_ cot u = - csc 10)
Derlvada de la funclén secante, x Y l)x u (
D, sec u = sec u tan uD u (11)
HipStesis: Sl y = sec u
Dx CSC u = - csc u cot u Dx u (12)
Tésis: D_ sec u = sec u tan u-D_ u (1)
x x Ejemplo.25
Demostracién: Ya que sec u -L—, aplicando ( 5a ) -
cos u Obtener la derivada de cada funclon
1 -1
D secu=spD ——= D cos u
x X cos u cos! Ba a). y = sen 2 x2
apllcando ( 7 ) B latn 2 emcomitalbeul 1k
=4 sen u x x
=——————(-senu) N uw—— 3 p y
cos u cos u x 2 2
cos” u =cos 2 x" (4 x)=1U4Xcos 2x
D_secu=secu tan uD_u
x X 2
b). f (x) = tan x
Teorema [1i.15 2
S Al aplicar ( 9) queda: £ (x) = sec? x2 0, ixt )

Derivada de la funcién cosecante.




f'(x)-szeczxz a).y-xcosx;paraxl-o

Seapllcan(lo)y(8):%1-x(-senx)+cosx(1)
). g (x) = sec /X x

Aplicando ( 11 ): d%sec V/x = sec /x tan /X" -—1—: gl- cosS X = X sen X; y para xl = 0
2v/x" X

—dnc/’?-ﬂ__/;‘tan._z‘ %’% =mcos 0-(0) senO0O=1-0=1
= 2 /x e

2 . Sen x w
d).r-cosT b). £ (x) » para x = ——

dr 8 d 02 Emleando'(s)y(7)-f'(x)-x°°5x'5ﬂ‘x(1)
Empleando ( 8 ): " - sen — W(T)- P - % 2 T =
( 'I'I’) —z-cos-z-:sen-i
aXcosx=-senx y f' (—5=)=
dr _-sené(_.z.e_) --O-sen'a—i + e x ’ "(1?
de 2 r Z 2
T

1 S5 O
e). u=cot —— . ! (=) p | £
usando ( 10 ) : fu --cscz L—"-—(—‘—)* w

dv v dv v 1 3 uf
c).F(e)= —~ tan’ @ - tan 6+ 0, para &=
du 1 - 1 1 2 1
= - CSC —— —2— -——2 cSsC —— 2 2
dv v v v v Aplicando (3 ), (6 ), (9 ) y sablendo que sec” € - 1 = tan” 0 :
£) y_xzsecxz F'(g)-% 3tan20>sec20 sec2-9+1-tan205ec29-(sec29-1
5 -1)

Se aplican (4 ) vy (11) 2

= tan2 R 2 set:2 6 - tanz 6= tanzg( sec2 6-1)= tan2 0 tan” O

2 2 2 2
D y=x D sec x +secx D x" = = = 4
X % % Fl(é)-tanha yF'(—G—)-tan‘. T-'/J—> -
2 2 2 2 2 W 9
= x° sec X tan x Dxx +secx (2x)=
d. V¥ = sec otan o para a = -—-
2 2 2 2 3
= x“ sec x” tan x° (2 x ) + 2x sec x" =
s Se aplican (4), (9 )y (11)
-szecxz(xztanx2+l) d v 2
. = sec xsec’ G+ tah & sec & tan o =
da
Ejemplo. 26 3 2 3 2
= sec’a + sec & tan” a=sec’ O+ sec & ( sec" a-1) =
Hallar la derivada de 1a funcién dada y valuarla para el valor Indica- - sec3a . sec3 R Nsecloln
do de la variable Independiente.
dep -Zsec3u--sec0
d a
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y para

los siguientes teoremas.

Derivada de la funcién Inversa del coseno,

T ki bl
A S gt o » 3srga
= W fheag -] Hi 3 2027 ’ Hipétesis: SI y = ang cos u
v g —2Ls
D u
= 16 - 2 = 14 Tésls: z

Para las derivadas de las funclones circulares Inversas se presentan =

R R o o ()

Demostracién: La expresidn y = ang cos u es equivalente a u = cos Yy para

0 ¢y ¢ 1 . Laderivada de Esta con respecto a y es: l.')y u= - sen vy,
Teorema 111.16 1 1
gl =S U LR Ly P U= B — i
ComoDuy Dyu Duy-Duangsenu-_se._ly
Derivada de la funcién Inversa del seno. Donde: - sen y < 0 porque 0 <y < T
£
Hipdtesis: SI y = angsen u Pero: -~ seny = -~ V1 - cos2 Yy Yy como cos y = u
D % (13) -seny=- V/1-u", luego:
Teslis: Dx angsen U = —— e
M1 - Y , D ang cos u = - 1 :
Demostracidn: y = angsen u es equivalente a: u = sen y, donde u Y1 - ui 3
L < T . y De donde se obtiene:
2= Y=y la derivada de €sta con respecto a y es: DY u=cosy>0 D u
X
Ahora bien teniendo en cuenta la derivada de una funcién Inversa: D_ang cos u = -
x 2n9 Y o 2 Q.0.
1
Du yos'g resulta: Teorema {1!.18
i 1
: . Bl I
l)u b Du angsenmuNs 2ov WECY > O e R o Derivada de la funcidn Inversa de la tangente.
=l
Pero cos y =Y1 - sen” y y como sen y = u Hipétesis: Si y = ang tan u
cosy::v‘l-u2 por lo cual: )]
Tesis: D t =
- esis: D ang tan u 1+u2 (15)
D angsen u = -
u 7 pA
1§-U Demostracidn: y = ang tan u es equivalente a: la funci6n u = tan y;
us
Tomando en cuenta la derivada de una funcidén de funcién: ) PIS ol o derivdis sl st o B, e
2
D y=D0, YD u, resulta: Dy u = sec” y, se tiene:
Dx u 1 1
D_ angsen u = T D y= ——— =
A /1 -y Q.D. g e sec” y
: B maon 2
Empleando la |de;t|dad trigonométrica sec” y = 1 4 t:an2 y, tenlendo en cuenta
Teorema [11.17 que tan y = u : sec’ y = 1 + u? por lo cual:

Du Y = Du ang tan u
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e W luego:
1+ u2 ’ ’




Entonces:
D_u

x 1 1
D_ang tan u = = bl .
x 9 1+u2 Duy D u QDuangsecu-secytany
Q.D. Y :
Ahora, tan2 y= secz y-1l=>tan y= 5 /?e—cTy’:T
Teorema 111.19
= a o e y como sec y = u, se tendra:
Derivada de la funcién inversa de la cotangente, 1
D ang sec u = —mMmMm—————
u R
. TREL & AN )
Hipdtesis: Sl y = ang cot u - <
D_u
Tésis: DO ang cot u = = X_}_ (16) Ademés, sl u >1=secy> 0, tany >0, = sec y tany >0
X 1+u
Demostracién: y = ang cot u es equivalente a u = cot y; 0 <yc<n SI u<)=secy<0 tany<0=secytany>0
para la cual: Dy u= - csc2 Y Entonces , o
1 D ang sec u = v
Ya que D v = § 3 u 08 N
u/u" -1 0
= u
Du ang cot u = - x
csc” y Por lo cual: D, ang sec u = ——2—
2 2 2 u /u -1 Q.D.
Pero: cse” y =1 + cot” y =1+ u porque cot y =u
Entonces: 1 Teorema i1l 21
Du ang cot u = - 1—2- de lo cual se sigue que:
O tu Derivada de la funcidn inversa de la cosecante.
X
Dx ang cotu--—r
1 +u Hipdtesis: Si y = ang csc u
Teorema |{1.20 Diy wi
Téslis: Dx ang csc U = = = =
Derivada de la funcién inversa de la secante. u u2 -1 (18)
Hipdtesis: SI y = ang sec u Demostracién: La expresidn y = ang csc u es equivalente a u = csc y, .
; Dx u y€(-7, %] e (L 04 -—;—] y la derivada de u = csc y con respecto a y
Tésis: D_ ang sec u = —m—
x uu -1 (17) es Dy u= - csc y cot y,se tiene que Du y= T, 3 => Du ang €sc U =gz oot y
Demostracidn: La expres.i6n y = ang sec u es equivalente a: > 4
T ™ 2
u=secy,y € (-m, « T] u(o, T]y que la derivada de esta con - Pero cotzy > CSC2y -1 oty = A Y/ csc y =1

respecto a y es: D u = sec y tan y, 3 Lo
Yy Y como cscy = uresulta que csc y cot y = u (-\/uz-l )

1

(T Jud -1

AsT que Du ang csc u = -

m



Ademfs, sl u> 1= cscy > D, cot y> 0 >csc ycot y> D

ST u<l1=>cscy< D, cot y<D=pcsc ycoty>D

Entonces: D i

y la derivada con

Dx ang csc u

Las férmulas
continuaclén,

D_ ang sen u

D_ ang cos u

D_ ang tan u

D_ ang cot u

D_ ang sec u

D_ ang csc u

Elemplo. 27

Derivar cada

a). y = ang

1
ang csc u = - —
u vu =1
respecto a x es:
Dx u

una de las siguientes funciones.

2
sen x

Aplicando ( 13 ) :

(13)

(14)

(15)

(16)

17)

(18)

n2

2
D x
Dx ang sen x2 - X = &

AOE R A

b). y = ang tan /x"
1

D tan V' x' Tnx - o ' !
ang tan V' x = = =
x 1+ ¢ 2 1+ x 2V x (1+x)

(e

Aplicando ( 15 ) :

c). y= ang cot x3

Aplicando ( 16 ):
3

D_ ang cot x” =
x 2n9eg

(lx3

R S T

1+ (x7) 1w x
x

d) vy ang cos ——

Aplicando ( 14 )

: x
Dx ang cosT - - -
1 1

=) 1
a PRl

- - 8 -
/ A 2 2
7 e X a” - x :
- ———— a X
a a

—1
—
Va2 - X2

X
D_ an _— =
x @ng cos —

e). y-%«ng sec 2 x

Aplicando ( 4a )y (17) :

D (2x)
1 1 X
DT angsech-T———-————-

g 2x'/(2x)z-‘l




2 1

4x v/ 4x" - 1 2xv/ 4x" - 1

f). y = x ang csc x

Aplicando (4 )y (18) :
1

5 + ang csc x
( x?xi -1

1

/r© -1

Dx(xangcscx)-x

Dx(xangcscx)=angcscx -

Ejemplo 28,-
Hallar cada una de las derivadas indicadas y valuarla para el valor se
falado de la variable independiente,

3 , hallar ft ( a)

a). Slf(x)-angsen++

r'd

Se emplearsn (3 ), (13), (5), (6a)y (2).
-2 X
X v e——

- ./az--x2 (1)
% 2#&2‘5(2

f'(x)- + 5 -

% «2 >
Ga T
AU v
-—l+ azoxz =
gy 2
o/ x
a
o 1 X2 = a - (az-xz)
P i T
az-x2 xz/azvxz x2 az -x2

Y el valor de f' ( x ) para x = a es:

n3

'az-az
! (a)--—-—i—
a

= 0

b). Hallar g' (0) sl g (r) = ang tan ?:_:r
Aplicando (15 )y (5).

il—“".'l (1-ar)(1)2-(a*r)(-a)
g,(I,)_dr~_1-ar_ (1-ar) -
12 2

1e 22t gy lerr)
5 i (1% a'r )
1--ar+a2+ar
3 (1-ar)? L . 1
{ Piegn ri)S SN0 5 e B 4
(l-ar)2
= 1+a2 - 1+a2 "
'I-2ar-i-::2r2+az+2ar+r2 :zr2+r2+az+1
- ‘I-l-a2 = 1

(az+1)(r2+1) e

- g (0)=—1— =1

0 +1
111,5.2 DERIVADAS DE LAS FUNCIONES LOGARITMICAS Y EXPONENCIALES,

1
g' (r)ms —————
r2+1

En este tema se obtendr&n las férmulas para derivar las funclones lo-
la derivacién de df
chas funciones, sino que, en algunos casos especiales facilita la deriva--

garTtmicas y exponenciales cuyo empleo no se limita a

cién de otras funciones, como es el caso de la funcién potencia que se ve-

en el teorema I11.5.3.
Teorema 111.22

Derivada de la funcién logarTtmica de base a > 0.

HipStesis: Sea y = Iogax saERLS> U0

)]
Tésis: Dx logax = =5 logae



Demostracidn: Al derivar la funcién dada, por medio de la definicién -

de derivada se obtiene:
|).y+Ay=loga(x+Ax)
). Ay=*1oga(x+Ax)-Iogax

Por las propiedades de los logaritmos queda:

X +AX
X

&
x

A = Ioga = loga (1 +
BLE el 'S
11). =" 5% 'Ioga(1+x )

Multiplicando y diviviendo por x y aplicando nuevamente las propieda=--

des de los logaritmos:

vis S B B & %
TR Axloga(‘+x)
05
O e B oy
I3 X loga(1+x )
X
1im N 1im 1 1im X
v). At +0  Ax M&+0 x Ax->0 ‘°ga T X )
X
1 | Ox DX
= — log Tim (1 + —)
X e x
I e L
Ya~d M0 x X X
4 » 1im B
y segin se vid en ”'eAx+0 (l+% )M = e, luego

1
Dx loga X = = Ioga e Q.D.

Ahora, si se tiene y = Ioga u, aplicando la regla de la cadena resul=-
ta:

1
D, Ioga UHR e 'Ioga e Dx u (19)

Para determinar la derivada de la funcién logaritmo natural ( o base e ):

y=Lu= Ioge u

se aplica 1(19) y se tiene en cuenta que 1oge e=1:
1

DxLu=Dx logeu-—u——-logeebxu
D Lu= Sl D_u (20)
x u x
Teorema 111,23
Derivada de la funcién exponencial de base a > 0.
Hipbtesis: Sea y = a* :a>0

X

Tesis: D_a = a*La (21a)

Demostracidén: La expresién y = a* es equivalente a x=loga Y-

Sabiendo que la derivada de la funcién inversa es Dx y = D.I_x y apli=

e logae

cando (19) a la funcién x = log, y que da: D = IT log_ e Dy vE=<

resulta que:
1 1 X 1

Dy = =y B Af e
X i log_ e log_ e
3 loga e a a
pero se sabe que 1091—3 = La, luego:
a
D, a"=a"La Q.D.

X

Para derivar la funcidn exponencial y = a%t a >0 se aplica (21a) vy -
la regla de la cadena:

D y=0D a"D u=a"LaD u

x u x x

0 a"=a"la0 u (21)

x x

S| se trata de obtener la derivada de la funcién exponencial de base =
e:y= eu, al aplicar ( 21 ) y tener en cuenta que Le = 1, resulta:

D eY=¢e"D u (21b)
x x



y por supuesto D eX = * x2+1 (x2+l )2x-x2(2x) 2x3+2x-2x3 2x
X (21¢) fl (x) = > 5 5 =y =5 7
(x"+1) x (xX"+1) x" (x"+1)
Mesimen de férmulas para derivar funciones logarftmicas y exponencla= 2
fi ( X ) -

I
es x (x"+1)

d. wix)=3 (ax)=[Lux)]?

1
D Iot_:;a X = -x—lc:ga e

x (19a) -
1 seapllcan(6)y(20):-a£—H(x)'3|_L(‘+X)]20 L(4x)=
D_log um=—— log eD u (19) F, L
x a u a x A [ ]2 1 3 2
DLU-Dxu FH(X)=3 L(4x) qu_(h)-TL(hx)
x u (20) nx
e).y=(10)
X x
boa =a lLa (212) Ahora, se apIIca'(Zl)l:Oxy-(w )"xL(IO)Dx(nx)
b a'=a"tap v (21) 0, y=(10)™ L (10) (n)=nL(10) (10™=(10)™ ¢ (10"
D e"=e"p u . (21b) My @ (2 ) =0
X X 22 2z
g " Al aplicar ( 21 ) queda: g' (z) =b"“Lb (2)=21Lb (b )
D, 8" =e (21c) 2 22
glei(H2) e="Ubg [(FbESE)
Ejemplo.29 ya que por las propledades de los logaritmos 2 Lb = Lb2
Derivar las siguientes funciones. g). = —;— ( RN S )+3 (X-e™)
a). y = log, (b4x -3) Aplicando ( 4a ), (3 ) y (21b):
Aplicando (19): =~ i log. e (4) = ] loga i | 3x -3x x =X 3x -3x x =X
M Ix - 3 %9 s OxY-T (3e”" + 3e J+3(e" +te " ) =e +e + 3e” + 3e
Factorizando:
b). y=L (ax+b) ny-(ex+e.x)3

. - 1 - 8
Al aplicar (20) : D,y 0, (ax + b)) b

2 ki i Ejempio 30.
C)- f(x)'L—zx—
XS]

2 Calcular el valor indicado de la derivada de la funcién dada.

1 X

Se emplea (20) : f' (x ) = =aTms Lk e
X D X a).f(x)-logzlparax-z
—— R

x +1

f‘(x)-lT loge(-qz—)--l— log e
X

X

¥

f'(Z)--—;—- loge=1loge“ = log il

1ns



-1 v
X - D Weavd' ' D u+u uD v
b).v'e‘ Iparax-o x x x
S Esta férmula puede escribirse con facilidad si se tlenen en cuenta las
x D x x._ D ( &
dy _(e”+1) x(e ‘; sii(ge 1 e xulueutali)l g férmulas ( 6 ) y ( 21 ), considerando por un momento como si alternatlvamen
dx X
Co™ s 8 te fueran constantes v y u.
(e+1)e‘(e-1)ex' : Ejemplo.31
emplo.
(e +1 )
- o aaalie 2K, &% o 22 . Obtener la derlvada de cada una de las sigulentes expresiones:
x 2 x 2 X
(e +1) (e +1) B v
&° x
Para x = 0 : —Z ..____.1. ..%._.;_ Sean u = X, V = e
x
0 (e +1) 2 4 4 e de x
dy _ X ,® B Pt ix e €
111. 5.3 DERIVADA DE LA FUNCION POTENCIA, dx -4
X
” X e _~| e 1 eX
Teorema |11.24 B s
x
Derivada de y = u” dyi X i€ (_l_ +Lx)
dx x
HipStesis: Sea la funciény =u'; u=f (x)> 0, v=g (x) b). y= LTE
. v i vl Y& UMD o ) d /-1 d VX d T
Tesls: 0 @ =v u W0 u s ¥ (22) E&-/i—x a—-(x)+x Ln g (vVx )
Demostracidn: Tomando 1 It tural Temb d =" =
clén ndo logaritmos naturales en ambos miembros de y = u o ‘/"_1+x&Lx 1 /;(ff+Lx)
ly=Lu=aLy=vLu dx 2/x 2 /X
Esto implica, por la definic1én de logaritmo que: dy /X 1 Lx ) Vx 2 + Lx
v Lu x { = —=2_) = x pr— A T
y=e Y~ 2 /X

Derivando esta funcién con respecto a x mediante ( 21b)

Vx
dy . X~ (2+1x)
vilu - X ( =

D y=e Dx(vLu)” dx Wiy
viLu 1
D y=e (vToxu+Lquv)

Ejemplo. 32
Como y = o = e"""l

Dada la funcién:
v v
b, y=u (TDxu+Lu0xv)u.

neé




- cos X slxe(-%w.o)
f(x)= x =1 sl xe ?0,1)
Lx sl xe 1, °°)
a). Analizar la continuidad en su dominio
b). Analizar la derivabllidad en su dominio
c). Trazar su gr&fica.
a). El dominio es: Df-{x|x<gR,x>--3-11}"(‘? , + o )

La funcién es continua en los intervalos ( - %‘n; 0), (o0, 1)y (1, =)
porque en cada uno de ellos la regla de correspondencia es una funcién

Queda por Investigar la continuidad para x, = 0y x, = 1,

rd

contlnua.

1 2

Continuidad para Xy = 0: se aplica la condicién:

l_':: f(x)=f(a), empleando |1imites laterales para Investigar si existe
lim €
x=+0 (x)
lim 1im lim
FlO)=C-tmet; O-F (x)m - (-cosx)m-1; f(x)=
Hm+(x_1)_. 1
x 50
1im 1Im = lim -
ot V%) Bl Flx) w1 Ty f(x) ==

1im
+0

es continua para X, = 0.

Luego se cumple:x f(x)=f(0)==-1por lo cual la funcldn sl

Continuidad para x, = 1: se procede en la misma forma.

2

lim Tim
Fl1)mL (1) =05, 5 -F(x)= - (x-1)= 1-1=0;
1im
1T1f(x)-x*1+l'x-l‘1'°
”m-f(x)- ”m+f(x)-0=’ im f (x) =0, entonces:

x=+1 x*+1 x*1

nz

X‘=

lim f(x)-f(I)

x> 1
y la funcibn es continua para X, = 1.

Conclusién : La funcidn es continua en todo su dominio,

b).
(0; 1)y y=Lx es derivable en (

y = cos x es derivable en ( == 7T, 0 ), y = x - 1 es derivable en

2
1,+ = ), asf que hay que estudiar la --
derivabilidad para Xy = 0y Xy = 1 donde la funcidén puede ser derivable ya
que es continua.

Se emplean derivadas laterales para esto.

Para x, = 0:

1
slx<0,f'(x)-Dx(-cosx)-senx"f:(0)-sen0-0
SIRION < VX ¥ TNl (x)-Dx(x-l)-I'%f;_(O)=1

Se ve que fl(O)+f;_(0)-=-’f' (O)ﬂ por lo que la funcién no es

derivable para Xy = 03

Ahora para %, = 0:

como f' (x) =1,si0<x<1 = f (1) =1

. =l R e—

six>1 f' (x)=0 L T”fltl) i 1

Se tiene: f! ( 1) = f| (1)=f" (1) =1, asf que la funcién si es
derivable para X, = 1

3

5=, + » ) excepto para-

Conclusién: La funcién es derivable en ( -

0

c) La grafica se ve en la figura 6.
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Ejemplo. 33
Para la sigulent duncidn:
- -;’- Sl P i i< &1
f(x)=
ang sen x s{ -1 $x <1
Zx sl 1 $x <2,5

a). Trazar su gri&fica

b). Analizar su continuidad
c). Anallzar su derlvabllidad.
So1.ucl6n:

La gr&fica se ve en

a). la figura 7.

b), Continuldad,

- b 1),

y = 2% es contlnua en (1, 2.5 ).

o ™
La funcidn constante y = = —— es continua en

es continuaen (-1, 1)

y = ang sen X

Se debe in-

Xy

=

: T

Jlusd
2

Ffgura 7 ~

vestlgar la continulidad para x, = -1: y X, = |

1

f(-1)-angsen(-1)"'g-

1
m ™
”mf(x)-'”m (--2-)--5; ”mi’(x)n”m ang sen x =
- + +
%=1 x =1 X +-1 x =1
.-.angsen(-l)---"zL
1im 1im T 1lm ul 1im )
e (Pl o S Lt (EIO) = = e R NS S St (0
= £ ("
y la funcidn es continua para X7 e
Para x, = 1: fF(1)=2" =2,
11 i kg 1t 1i
XT1-f(x)-x_,:‘_angsenx-angsenln-z-;x_:ln-hf(x)'x+T+2x-
21-2.
Him TS ¥ 50 e £ )= ytm f( )ﬂ or lo 1 la funcidn es
x+1" x +1 x x *1 x P cua

=1,

discontinua para X,

Conclusién : La funcién es continua en el intervalo =~ 4, 2, 5 ) exc



to para x, = 1; o sea es continua para | -4; 1) y( 1. 2.5).

2

c). Oerivabllidad.

La funcién es derivable en los intervalos (- 4; - 1), (- 1; 1)y
(-1; 2.5 ) se debe investigar la derivabilidad para g e 1 solamente ya

que para x, = 1 no es derivable por no ser continua,

2

n

2
1
Si; - 1<x<1; f' (x) =D_ang sen x = af'('1)j
x ;1 -x 1

Luego hay discontinuidad para Xy == 1.

St; =4 < x<=-1;fl (x)= Dx (- =R~ ft (=1)=0

Conclusién: La funcién es derivable en ( =4, = 1)U (-1, 1) y( 1, 2.5)

o sea no es derivable para X e -1y Xy = 1

(6)

En el teorema |11.9 se demuestra la férmula Dx " = nﬁ"-l Dxu

para todo n entero y positivo, ahora aplicando la férmula ( 22 ) se demostra=

r§ que ( 6 ) es verdadera para cualquier valor real de n,

En efecto sea y = u" en que u=f ( x ) es derivable y tiene como expo--

nente a la funcién constante v = c en que C £ R,

Por (22 ) : D_u" = "t

X

u Du+u" Ln D_n.
x X

Pero segidn (1) D, n =0, luego queda:

n-1

n
nu

u Q.0.

D Vv n ER.

D u
x x

111.6 DERIVADA DE LA FUNCION IMPLICITA,

Recordando que en una funcidn presentada en forma implicita la variable
dependiente no estd despelada, como en la ecuacidn:

3 (A)

y considerando que esta ecuacidn define a y como una o mas funciones deriva-
bles de x, se puede hallar la derivada de y con respecto a x por el proceso-

2 x5 -x=3y +2y+38

1lamado ' derivacidn implfcita ", el cual se presenta a continuacidn,

El1 primer miembro de la ecuacién ( A ) es una funcidn de x; sea:

F(x)=2 x5 -x (8)
El segundo miembro de ( A ) es una funcién de Y, sea:
6 (y)=3y +2y+8 ©
donde y es funcidén de x, es decir:
yp=afel(ene) (0)
por lo que la ecuacién ( A ) se puede escribir como:
F(x)=G6(y)oblen F(x)=6(f (x)) (E)
Entonces se tiene que:
o F (x) = b, G (y)
5 _ s ¢ 3
DX[Zx x] o {3 +2y+8_]J (F)
La derivada de F- ( x ) se puede obtener ficllimente:
oxr(x)-ox(sz-x)-wx"-l (6)

La derivada de G ( y ) se debe obtener usandc la regla de la cadena, ye-

3

que G (y)® 3y’ +2y+8 y se pretende derivar con respecto a x:

& 8 o B
0, G (y) Dx(Jy +2y +8) =9y D, Y+20D Y (H)

sustituyendo los valores de (G ) y (H) en ( £ ) se tlene que:

L 2 2 \
10 x 1=9y ny +2 Dx Y 0. Y (9y +2)

Despe Jando Dx Y se obtiene:

10 5 - 1

D
9y2+2

x

La ecuacién ( A ) es un caso especial donde todos los términos en x es=
tan separados de los términos en y, sin embargo la idea de la derivacién im-
plfcita es general y lo importante es derivar cada uno de los términos de la

ecuacidn tomando en cuenta que Y no es la variable independiente y de ahtf la

ne9



necesidad de usar la regla de la cadena.
Ejemplo. 3

Usando la derivaclén ImplTclta hallar 0 Y de:

Zx“yz-xy3+8y-k./_y' (a)

Suponiendo que existen una o mas funciones derivables tales que si

y=f (x) la ecuacién ( a ) se verifica, al derivar ambos miembros con res=

pecto a x se tiene:

L

o, (2x Yz-xy3+8y)-bx[w7)

4 2

o, (2x'y*) -0 (xy’)+0 (8y) =0 (4/7) )

Calculando por separado cada una de las derivadas:

L2  E Ly 20 B2 4
Dx(2xy) 2 x ny +y Dx2x

L

=2 x

2nyy+y28x3-
-llx‘.nyy+8x3y2

3 7% 4 3 3
o, (xy” ) =x0D v

3 e 2
+y Dxx Ixy DxY+y

Dx8y-80xy

e 4 2
D(l’;‘y)- D ys=— D y
E 2 XA X

sustituyendo estos resultados en ( b ):

3 2

o o) -2 g
D,y -y +80D vy D, ¥ (c)

7

h-xhnyy+8x yz-Sxy
Despejando Dy de la ecuacién (c)

oxv(hx"y-Bxyz+3-—-z—)=y3-8x3y2

v

D Y= P - v

. bx'y - 3x y +8-%-
g
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Y A-83 Y

Exty a3yt 8- 2

ny

En conveniente notar que aun cuando de la ecuacién que define una fun-==

clén implfcita no sea posible despejar la variable dependiente y, su derivad

Dx y stempre se puede despe]ar después de derivar, pues queda de primer grado

Ademis, en general, el resultado contliene tanto a x como a Y.

EJemplo. 35.

Encontrar nyde la ecuacién
sen (xy)=xz+y

2
Dx[se"(xy))-nx(x )+ 0, (v)
(cos(xy))Dx(xy)-2x+ny
Lcos(xy)] (y+xD y)=2x+0D vy

ny(x cos (xy)-1)=2x=-ycos (xy)

Ejemplo. 36

Encontrar Dx y = yI de la ecuacién x3 ~48 y2 + y3 = 1,y calcular su valor

enel punto P (2, - 1), 2
3Ix2-(3y2+6xyy )+3y y =0

y' (3)'2-6xy)=3y2-3x2

2 2
yl‘z - X

2
Vi o 2
v EN R TR
p o (=1)2-2(2)(-1) 1+4 5

111, 7 DERIVADA DE LA FUNCION DEFINIDA EN FORMA PARAMETRICA.

Se ha visto la derlvaclén de funciones explfcitas y de funclones dadas



en forma implicita. Como se vi6 en el Capftulo |, existe otra forma de pre-

sentar una funcién y = F ( x ), que es la forma paramétrica.

x = f(t)

(n)

y = g(t) (8)

En esta parte se trata de calcular la derivada de y con respecto a x: =
Dx Y, de una funcidn dada en forma paramétrica, para lo cual se seguird el -

siguiente razonamiento:

De la regla de la cadena:

(c)

en donde Dx t se puede calcular despejando " t "' de la ecuacién ( A ), lo ==

LA L

cual no siempre es ficll y a veces es Imposible. Otra férma de calcular ==

Dx t es usando la derivada de 1a funcidn Inversa, o sea:

con lo que la ecuacidn ( ¢ ) se puede escribir:

1

D YR=D VR —B;-;;- =
2 g (t)

yEE® " (23)
t U (it

La férmula ( 23 ) permite calcular la derivada de una funci6n paramétr

ca, sin tener que llegar a la ecuacién cartesiana de la funcidn,
EJemplo. 37.
Encontrar Dx y de la sigulente funcién.

a). VUsando la férmula ( 23 ),y b) eliminando el pardmetro t y derivan-

do el resultado.

121

x=21t2 -t (A)
y-+/t_‘1 (B)
1
SR 5 L L L o o] 1
a). O =
T o (2¢-t) bred /e -2/
e T ST,
T g Si-2 (c)
b). De(B): t= (y+1 )2 (o)
sustituyendo en ( A )
27?2 2 . 2
xm2 [(y+1)2] - (yr1)2axm2lys )t e (yrr) ()
De la ecuacidn ( E ) se puede obtener Dx y derivando Implfcitamente:
4 2
o x=0 [2(ys1)"(y+1)]
1-8(y+1)3oxy-z(y+l)0xv
1
Dy .=
i Tty (F)

Los resultados ( C )y ( F ) son equivalentes,

En efecto, sustituyendo (D ) en ( C ):

1 1

D

que comprueba el resultado obtenido

Ejemplo. 38.

Encontrar Dx y de las siguientes ecuacliones paramétricas; valuarla pa-

rat=1

y= J =
T (y+ 12 Ay 1) -2 v+ 1) g a3y e )



Al derlvar una funcidn f ( x ), se obtiene otra funcién f' ( x ) 1lama=

2
X = ang tan 2 t da ' funcién derivada ' que tiene como regla de correspondencia al 1Tmite:
3
y =Lt i 1m f (x+Ax) -f (x)
}_;_E o Lk e Bx
3 2 4
Dy= Dt L t —= t St (N +1&h i) slendo su dominio el conjunto de valores x del dominlo de y = f ( x ) en ==
x )
Dt ang tan 2 t gt bt donde el 1tmite anterior existe, o sea, donde la funcién y = f ( x ) es de-~
1+4 ¢t rivable.
AR (AL tl‘ i 3 (1+44) 15 Entonces de la funcidn:
t t=1 1 .
f= {(x,y) |l y=f(x) xeng
Jemplo. 39.
Elemple. § la funcidn derivada ser§:
De las ecuaciones paramétricas de la cicloide: f! = { (x’y ) | y=f' (x)= &limo £ {x+8x Zx' f(x ), x ch }

x-z(’tb-sendi) Dfuggf

y=2(1-cos ¢)
& E? proceso de derivacidn se puede entender ahora como un operador 'D'' que
Calcular la derivada Dy y valuarla para ¢= T transforma una funcién en su derivada.

D¢_2(1-cos¢)- 2 (sen¢) _ _sen

DoRYii= : y=f (x) D ~y=f (x)=D f (x)
% Dd2 ( ¢ - sen ¢ ) 2 (1-cos¢) 1 -cos ¢ x X
: sen ¢ La notacidn de Cauchy para la derivada es apropliada cuando a la deriva=~
xY T - COSEI cidn se le trata expresamente como el operador que realiza la transformacién.
1
= =
DY, a2 - 43 = = 3Dy - '__ Ejemplo. 40
X de-l 1_]'_ 2la 1 .l X a Y2
2 /i‘ ¢=T Obtener la funcidn derivada y su dominio de:

111.8 LA FUNCION DERIVADA.

y=f(x)-—;—x2;x e (= 3% 2%
En los temas anteriores se han tratado las derivadas de funciones alge- grafifcar y=f (x)yy' =f" (x)
bralcas y trascendentes,como por ejemplo: Solucidn:
1 2
| v AN
stenxz-2xcosx26 Dxx3=3x2’ U 2 :
7)
=D x" = f! X ) = x
en este tema se debe puntualizar que la derivada de cualquier funcibn es otra 4 x "2 e (x)

funcidn. As?T la derivada de la funcién f ( x ) = x> es la funcién f'ix) =3 xz
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el dominlo de y' = f' ( x ) esta” determlnado por todos los valores de x don.
dey =f ( x ) es derivable y por ser €sta un pollnomloses derivable en to-
do su dominio, siendo el dominio de y' = f' ( x ) el mismo que el de y = f ( x )

Dp =0 = (x| xe(-32))

Las gréficas dey=f {x) y y'=¢f" (x) se ven en la figura 8.
At

b 1(x)
5

Y

y =f(x)

0 % -3 . . ¢
figura 8

1
1
i
[
[
|
:
-3

Ejemplo. 4

Obtener la funcidn derivada de:
1 IR0

e sl0<x<€2

f(x)=

y trazar las gréflcas de ambas funciones.
Solucion:
Derivando directamente cada una de las reglas de correspondenclia,
Dk Jig=40) sl x<0
x
fl (x) =

X

Dxex-e sl D< x <2

para x = 0 y x = 2 la funcldn derivada no existe puesto que en estos puntos
la funcién y = f ( x ) no es derlvable, como se hace ver a contlinuacién 1=
para x = 0

FIRN( %) MDY Mil=R0 Simrl=i(=0r Ju= (0

X

£ (o) £l (0)

f';_(x)=Dxex;f;_(0):1

123

Para x = 2

L () |

Las gréficas de y = f (x) y y'=f ( x) se ven en la figura 9.

g t(x)
il
A
y=f(x) : y=fx)

1

I

|

|

i

: =

= x
0l 1 23 X
jemplo.
Elenplo. b2 Figura 9.
Obtener la funcién derivada de la funcién, f ( x ) = 3¢ x
Solucidn:
: 3
B 1 - 1 1
Se tiene f' (x ) =D x 3 -m ——x = =
x B 3 x2/3 ! 34T

La funcidn derivada es:

f! ( X ) - 1—
3 3 x2
Obsérvese que el dominlo de y = f ( x ) es el conjunto de los niimeros =

reales, sin embargo para x = 0, y' = f! ( x ) no existe,

Dey = {x| xgR, x% 0 }
114.9 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR.

Quedé establecido en el tema Ill.1 el concepto de derivada de una fun-
clién y = f ( x ) medlante la expresién:

Iim f (x+8x) -f (x)

f'(")"mwo ax

SI esta nueva funcién y' = f' ( x ) es derivable, entonces al derivarla
se obtlene otra funcién de x que puede representarse con f'' ( x ) y que se

1lama segunda derivada de la funcién y = f ( x ),



Esto es: EJemplo. 43

Tim £ (x+ox) - f' (x)

e L IJx £ (x) = x>0 ax Calcular todas las derivadas de orden superior de la funcién:
b 3
- ] + 4 X -
Las notaciones que representan a la segunda derivada de la funcién fOx) s U 3 b ol (a)
. | Solucién:
y = f(x) y que son consecuencia de las ya conocldas para la primera derivada - TR
S6n Se procede a obtener las derivadas sucesivas:
4 3
df (x) d [x X ] 3 2
2 2 _-—7‘—+l|-—-+5x-l = x" =4 + b
1 °9— f (x);Y""'f" (x)tDZY o sz (x) y que serd ?: rlmerad)d(erlvada ’ " . 9
dx 2 dx? 2 x 2 Up LY . )
2

De la misma manera, si la segunda derlivada de una funcién es derivable - ﬂ_f_g,x_)_ E:_ (x3 -y xz LB a3 x2 -8 x (c)

se obtlene al derivarla, la tercera derivada de la funcién original, que se = dx
% slendo €sta la segunda derlvada,
representa con:
3 &

d3y d3 A e 3 3 - o d:(x)_dd [3x2-8x]-6x—8 (@

- £ (x y'"t - xea)is DU oy amiDERf Ll )y X X
dx3  dx3 ' e A s que es la tercera derlvada.

Al seguir derlvando sucesivamente una funclén y = f ( x )sla enésima de

It
rivada, donde n € N, n > 1, es la primera derivada de 1a ( n = 1) derlvada d—{‘&) —— 5 [6 x = 8] =6 (e)
dey=f (x). Esdecir, sl todas las derlvadas sucesivas hasta la de or-- e R o
den n - 1 sodfadrivabies] 15 Ensimadenivgda de-y =4l (x ) ( o de orden n ) habléndose obtenldo todas las derivadas sucesivas diferentes fde cero, pues =
se obtlene aplicando al operador derivada a la funclén obtenlda al calcular - sl se aplica nuevamente el operador derivada, a 1a funclén ( x ) se ob==
tendr& la quinta derlivada:
la derivada de orden n - 1

n
£ (xy)e L oF(x)e g [f("“)(x)]- Crix) .4 (6)=0 )
dx dxs. dx
f(n-'l)( x + &x) - f(n-1) (x)
= lim Se observa que todas las derivadas sucesivas de orden superlor al L4° se=

Ax+ 0 Ax
r&n Ilguales a cero. Por tanto se puede inferlr que cuando se tiene una fun==

Obviamente las notaciones que se emplean para la derivada de orden n == cién polinbmica, la derivada sucesiva distinta de cero de mayor orden que se=

de la funclén y = f ( x ) son. puede obtener es de orden igual al grado del polinomio,

n n -
dERY S £ (x); y(n) = 1=(n) (x), o" oh= f"( . Asf, en el eJemplo 43 se tlene un polinomlo de cuarto grado, por lo que
4D L X solo hasta la cuarta derivada, las derlvadas sucesivas ser&n diferentes de -=

En la notaclén de Lagrange por comodidad se emplea un nimero romano == cero.
cuando el orden es mayor que 3 y la notacién de Newton no se emplea para de- ==

rivadas sucesivas después de la tercera,
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Ejemplo. b4

Dada la funcién f (x ) = x‘I/3

obtener el valor de la segunda derivada -

f' (x ) para x = 8,

Solucién:

v [r ] g
fll(x)-%[a:_ fl(x)z].‘%x‘S/S (b)
2 1

f11 (x ) ==

2
9 ¥ 9x T 9(8) () 14k
2 1
=t RR) =
9 (8 )4) o

Se observa en el ejemplo anterior que al aumentar el grden de las deri--

f' (8) mw~

vadas sucesivas el exponente negativo de la variable Independiente tambl&n au

menta en valor absoluto, lo cual hace ver que la funcién dada tiene una Infi-

nidad de derlvadas sucesivas.

Se dice que una funclén f ( x ) es Infinitamente derivable en un punto -

sl existen todas las derivadas de orden superior para dicho punto x, es ==

decir, si f(n) ( x) existe paran=1, 2, 3,..

Una funclén f ( x ) ser§ Infinitamente derivable en un intervalo I, sl es

infinltamente derivable en cada punto de dicho Intervalo.

45)

La funcibn del ejemplo 44 es infinitamente derivable para toda x == 0.

La funcién f ( x ) = sen x es también Infinitamente derivable ( ej'emplo

como lo son todas las funciones trascendentes,

Elemplo. 45

Hallar las derivadas sucesivas de la funcién f ( x ) = sen x.

Solucién:

SI f ( x ) = sen x

125

£1( x

) = cos x

fr (x) = - sen x

firr (x) = - cos x

frv

Y (x) = cos x

(x) = sen x

Ejemplo. 46

Verificar que la funclién:

y-(x+Jx2+'| )nl‘IEN

satisface la ecuaclén: ( x2 41 )y'"+xy - i y =0"
Solucidn:

Sl:y-(x+sz*1)n

ylgn(x+4x 4-1)"-1(1"'————‘2’( )

y'-n(x+v‘xz*1)n-1(
n(x+yx“+1)"

Y'-

Yy =

2

sz-tl

Calculando ahora 1a segunda derlvada:

Jx2+lny'-ny\7x!+l

(Y')"

Y

Xii atnl

/x2#1l+x)
v’xz+1

P oy

¢x2+l

Sustituyendo ( A ) en (B ):

y"' =

x + 1

LY

nyx

(/x2+l)n /x2+l -/?+1
2

x" + 1
nzzg‘xz-kl - nxy
n“y T Jx~ +1 - VAEE
xz+1 x2+l

(A)

(8)



ny {n yx*+1-x)

Y"' >
(xZ e 11372 ()
Sustituyendo (A)y (C) en la ecuacldn dada:
2 2 )
(x"+1)ny (nvVx"+1 -x nxy 2
+ - ny =0
( x2 + 1)3/2 4
Yx© + 1
n2 Yy xZ.:_? - n X nxy 2
— Y 4 - =n y=20
T - 2
Vx+ 1 X"+ 1
" s D
nzy /x2+l -nxy+nxy—n2y/x +1 =0
0=0
y la funcién sl satisface la ecuaclén dada. -
- Derivadas de orden superior de funciones implfcitas.
En el tema Il1.6 se presentd el procedimiento para obtener la primera -

derivada de una funcién Implfcita,

Una vez obtenida la primera derivada en términos tanto de la variable -
independiente como de la dependiente, la segunda derivada se encuentra deri-
vando ambos miembros de la ecuaclén obtenida tomando en cuenta que en el se-
gundo miembro, puede aparecer la varlable dependiente tenléndose que aplicar-

- en estos casos la regla de la cadena.
Encontrar la segunda derivada y' de:
xy - y2 +2=0

Solucién:
Derivando Iimplfcitamente para encontrar y':
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xy!+*y-2yy' =0 (a)

Despejando y'

i -y
X = 2.y

yl
(B)

Derivando en la ecuaclén ( B ) pars obtener y':

(=i yi) (W=ky! ) = i - ya) (-2 v' D)

y' =

(x-2y )2
y' = 2yy' -xy'+y-2yy! 5 O Vs (c)
(x=-2y) (x-~2y )2

s

Con la ecuacién (C ) se tiene la segunda derivada y se puede observar-
que &sta queda en t&rminos de x, Yy ¥ y'{Ser& conveniente tener a y'" como fun

cién de x y de y dnicamente para lo cual bastarS sustituir ( B) en ( C).

r--x(x:-"y)

y" =

(x=2y)
. (x =2y v+ xy
Y - lLiL_z:E:é:g ; = XLy 7
(x-2y) b %2 7
2
N2 XY -2
g L g
(x—ZYl)% (0)

Es posible encontrar la segunda derivada sin necesidad de tener una ecua

cién explfcita para la primera derivada, Para esto solo es necesario tener =

una ecuacidn que contenga la primera derivada y derivarla implfcitamente,

Ejemplo. 48

Del ejemplo 47 obtener y' a partir de la ecuacién x y! +y -~ 2 y y! =0

Derivando Imp!Tcitamente:



! 1 = 1) =
( x 0 4y iyl g DI ) + D vy =20 (yy')=0

xyll+yl+y|_z(yyt|+y|yl)=o (E)
Despe jando y'':

Yy ' (x-2y)=2( y! )2 = i

il o P2 (F)
X=-2y

En esta expresidn y' se encuentra también en términos de x, 123 y'.

Sustltuyendo (B) enZ(Fl.

. e L, e

y' =

RO 2. -
2
2y 4 2% (x ~2y)
2 7) 2 2
o - (x-2y) (Cix — 10 ) 2y  +2xy-h4y
x=-2y (x-2y)°
yh = 2xy-=2 zz
(Sx®=s2iy ) ()

Las ecuaciones (G ) y ( D ) son equivalentes, obviamente,

El procedimiento para obtener la derivada enésima de una funcién Imp1T-
clita, es derivar Implfcitamente a la ecuacién que contenga a la derivada de-

orden (n - 1) ya sea que esté despejada o no.

Ejemplo. 49
Del ejemplo 48 obtener la tercera derivada: V.

Solucidn:

Partiendo de la ecuacidn ( E ) :
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xy'+2yl -2yy -2 (y )2 a0 (E)

Derivando Implfcltamente:

,‘Ylll+yll+2yll-2yylll,zyl y"—loy' y||=0
xy"'+3y"-2yy"'-6y'y"-0

Despe]ando y''!':

6 v! ! - 3 1"

yn| ( X = 2 y ) = 6 yl yn -3 Y'cby"' - !x ! iy ._l_
Sustituyendo las expresiones de y' y y' obtenidas antes:
2 [2xz-2§2]_3E2xx--'2x2]'
ymge(*'§yj (x-2y) L(X-Zy)J

x =2y
2
-6y (2xy-2y") 6xy-6y
L _(x-2y)" (x-2y)° -
XE = 24

-6y (2xy-2 y2 )-(x-2y) (6xy-6 y2 )

- (Wxae 127175)
X =2y
- 12 x y2 + 12 y3 -6 xz y + 12 x y2 + 6 x yz - 12 y3
(x-2y )5
-6 xty+6xy? o 6 x !2 - 6 x° y
& ._____1.____.I_§ -y o= s
(x-2y) (x-2y)

Ejemplo. 50

Calcular y' y y" para la funcién e+ xm=2e’+ y

Solucién:

Se obtiene y':



ex+1=2ey(y')+y'
ex+l=y'(2ey+1)

2
o, y=0 (D Y) (n)
por lo tanto: LIl

og =+ 1 Cuando se utiliza la expresién (23) la derivada Dx Y es en general fug_

cién de t y no de x, entonces existe la necesidad de aplicar la regla de la-

Obteniendo y': cadena para aplicar ( A ).

xXi Y Ui P o il t
L el p2van (D Y) D t
%o Y (g )2 x t x x
luego: y' = < = ¥ : Pero: Dy t = ol
2e +1 : x Bx
x 2
( £ 1 . 2 y x 2 Entonces:
w oL e-2er V2el 41 cget izl 2 8 szl (el 10) 2y o Dl b )
y y 3 PRLOES. e .
(2¢e +1) (2e +1) box ®)
X (4 2y , A oy e2x b ) La ecuacién ( B ) permite calcular la derivada segunda de una funcidn pa
e e - L 2l
= (2 T )3 4 ramétrica, para lo cual es necesario conocer la primera derivada Dx Y como ==
funclén de t.
S Pt 3§ s e* S S Bl
(2 Y 1 )3 ] Sigulendo un procedimiento anilogo para determinar la enésima derivada:
b -
n-1
2y+ x 2x+ Por deflniclén de enésima derivada: D7 y =D (D Y )
W g g 28 ; z 2a’ Aplicando la regla de la cadena: ¥ % &
(¥ el +1 ) n n=-1
g b QD™ V) ot
n-1
" v = Dt_(DX_Y__) (24)
-Derivadas de orden superior de funciones definldas paramétricamente. X e
i t
En el tema 11!.7 se estudi8d la derivacliédn de funciones dadas paramétril- d dn—] Y
camente, y se demostr§ que: olibTen n Y. G X
B ()t y dx dx
S C R (23) at
El objetivo de este tema es encontrar una forma para obtener las deriva Es claro que para obtener la enésima derivada es necesario conocer to=
clones de orden superior de una funcién definida paramétrlcamente, das las derivadas anteriores.
Se sabe que: Ejemplo. 51
2
Calcular —g-xL y d——xz para la funcién definida por:
d x
X = -3—t—+—t3 0y = _t_3_-_9__t_
54 9
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Solucidn:

dx_1+t2 ,dy_t2'3
dt 18 P SR 3
t2-3 2
dy _ 3 . 6 (2" =3)
d x 1+t2 1+t
18

dy _ 6¢t2-18

d

x

4 d

2
Calculando: d—;- 5
d x

2
6t -~18)
d dz] dE ]
y_ Tx [dx _Fl e
dx2 d x t2+l
dt 18

(2+1)(12e)-(6e%-18)(2¢)

(2 +1)°

tz+l

-
18(12t3+12t-12t3+36t)

_18 (48 t)

¥

(t2+1)3
2
+1)3 d

X

Ejemplo. 52

4 1_;__ 864 t

()

Calcular Di y de la funcién dada por:

x = sen t, y = cos
Soluclén:

D Y= - 2cCOStsent
x cos t

t

como Dt X = cos t,

= - 2 sen t.

Dty--Zt:ostsent

(a)

129

=—2cost__2

. cos t

¥

Xw XM~

D Y=0

EJemplo. 53

Calcular Di Y y valuarla para t = 1, si la funcibn se da con:

X = ang tan tz

y-t2+2 *
D.
vasb—tf’-Zt'1+th
t 2t
1+t
2 De (DY) 3
DE g X 'hztt -2t2(1+t?)-2t2+2t6
Dtx
1+t
03y Dt(DiY) he+12¢ I i
el - = (2+6¢t ) (1+¢t)
D, x 2 t
t
1+t
Div-6 t8+8tl’+2

Diy =R6R1 18 N2 =nill6
t=1
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CAPITULO

OBJETIVO GENERAL DEL CAPITULO:

Al finalizar el estudio de este capftulo el alumno podrd interpre-

tar geométricamente el concepto de la derivada y aplicar €ste en la solu

cidn de problemas.

IV.6.

IV.7.

1v.8.

V59

Al finalizar este capitulo, el alumno podra:

Representar graficamente, en forma secuencial, cada uno de los -

pasos de la derivacidén a partir de la definicidn.

Enunciar el significado geométrico de la derivada de una funcidn

en un punto.

Dada la grafica de una funcidn indicar el signo gp la derivada pa

ra un punto cualquiera de ella.

Dada la ecuacidén de una curva y un punto de ella, determinar las
ecuaciones de las rectas tangente y normal a la curva en el pun-
to dado.

Determinar el o los puntos de una curva donde la recta tangente-

o la recta normal a dicha curva tenga una pendiente dada.

Dada la ecuacidn de una curva y un punto de ella, determinar las
longitudes de los segmentos tangente, normal, subtangente y sub-

normal.

Dadas las ecuaciones de dos curvas que se cortan, determinar el-

valor del dngulo que forman en cada punto de interseccidn.

Dada una funcidn real de variable real, encontrar la razén de cam
bio de una de las variables conocida la razén de cambio de la o

tra variable.

A partir de datos conocidos de un problema ffsico o geométrico -
simple, un valor para una de las variables relacionadas y la ra-
26n de cambio de ésta, calcular la correspondiente razén de cam-

bia para la segunda variable relacionada.




.1

V.2

V.3
.4

ALGUNAS APLICACIONES DE LA DERIVADA

INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA,

ECUACIONES DE LA TANGENTE Y DE LA NORMAL. LONGITUDES DE LA TANGEN
TE, NORMAL, SUBTANGENTE Y SUBNORMAL.

ANGULO DE INTERSECCION ENTRE DOS CURVAS,

RAZONES DE VARIACION DE VARJABLES RELACIONADAS,

INTRODUCC{ON:

El presente capftulo tiene por objeto presentar algunas de las mas Im=--
portantes aplicaclones del concepto de derivada. Es pertinente aclarar que =
no existe practicamente rama de la‘lngenlerfh en donde no se encuentren una=
gran variedad de usos y aplicaclones de este concepto., Por este motivo se=--
rfa sumamente diffcl) abarcar en este curso, el estudio de todas estas aplica
clones que Involucrarfa necesariamente el conocimiento de una gran diversidad
de disciplinas ( mecanica, electricidad y magnetismo, resistencia de materia=
les, clrcultos eléctricos, mecanica de fluldos, etc, ). A lo largo de la ca-

rrera, el alumno Ird conoclendo y aplicando en diferentes campos de la Inge==

nlerfa, el concepto de derivada a un gran nimero de problemas,
’

IV,1 INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA,
- Tangente a una curva.

Eltrazo de la recta tangente a una curva en un punto dado de ella es una
herramienta Importante en la resolucion de muchos problemas geométricos y ma=
tematicos en general.

Antes de la Invenclén del Célculo Diferencial, el problema de trazo de =
la recta tangente pudo ser resuelto sb6lo para algunos casos especlales, Por =
ejemplo, la recta tangente a una clrcunferencia en un punto de ella pudo 1le-
gar a trazarse sabiendo que €sta era perpendicular al radio correspondiente =
en dicho punto. Sin embargoparaotro tipo de curvas la solucién al proble--

ma no habia sido satisfactorlia.

Fue hasta la aparicion del matematico frances Plerre Fermat cuando se-
concibio la recta tangente a una curva, como la posicion 1[mite de la recta-
secante a dicha curva cuando los dos puntos de Interseccion de la secante ==

con la curva se aproximan uno al otro,



£ (XO)_ Ttm £ (x) -f (X0 )

La ldea que tenla Fermat acerca de lo que debla entenderse por " posi-- x=+Xo x = Xo
cion 1fmite de la secante " era vaga e Imprecisa y no 1legé a establecerse -, 112 f (xo + AXA))( =f (xo)
X

un metodo generalizado que pudiera ser aplicable a cualquier caso,

b _ Para ello, considérese una curva C que sea la grafica de una funcidn
No fue sino hasta la publicacion de los trabajos de los matematicos =--

. continua f cuya ecuacion sea y = f ( x )
Isaac Newton y Gottfried W, Leibniz, relativos a la formalizacion de los con
ceptos de 1fmite y derivada, cuando se dispuso de las herramientas necesarlas Considerese ademas sobre la curva c :
para preclsar la solucion del problema de la recta tangente a una curva en -

un punto. - un punto P ( Xo, Yo)
-unpunto Q ( x, y)

Consideremos una curva continua y en ella un punto fijo P, La recta =-- - la recta tangente PT a la curva C en Xo.

que pasa por el punto P y corta a la curva en otro punto Q se llama secante-

- la recta secante PQ a la curva C, it
de la curva ( ver fig. 1),

tal y como se muestra en la siguiente figura:

S se mueve el punto Q sobre la curva acercindose al punto P, la secan- IS
te gira alrededor de P, y tlende a una posicion limite que es la de la recta
PT. 94

FilduGa dpeepesms,. 1n @ & TV om W bedgsss a0 - Figura 2.
Plxe, do)
2 > % /
& S
y L
Se considera que la recta PT es el 1fmite de la secante PQ y se define-
como la tangente a la curva en el punto P. De la figura anterior se puede observar que:
Interpretacion Geometrica de la derivada, - SI el punto Q se mueve sobre la curva C, el &ngulo de Inclinacién 6 de

la secante PQ es variable. Si Q se acerca a P, entonces el angtlo 6 se apro-

A continuacion se analizard el significado geométrico de la derivada =« xima al angulo de Inclinacion @ de la recta tangente PT. Lo anterior se puede

de una funcién en un punto cualquiera Xo, teniendo presente que: escribir Eimbb1camentelicomo:

lim 0 =«
Q-+P
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que se lee: ' el angulo @ tiende al valor del dngulo © cuando el punto Q ==
tiende a la posicién de P "

- El1 hecho de que Q tienda a P implica que x tienda a Xo, es decir:
Q+ Pe=x -+ Xo
- Considerando el triangulo rectangulo PQM se tiene que:

f(x)=-f(X) y-=Yo
x - Xo = x-)(n:)":ane

- Teniendo en cuenta lo anterior, se tiene que:

Im £ (x)-f(X )_ 1lim tan @
x =+ Xo x - Xo x + Xo

Ld
- Considerando que la funcion tangente es continua en el Intervalo ===

™
=25 3 ) se tlene que:

xl):: mn e = tano = mpt
lo cual significa que la tangente del angulo de inclinacion de la recta se=
cante, o sea la pendiente de PQ tiende a la pendiente de la recta tangente =
PT si el punto Q tiende a P.

- De lo anterior, se puede conclulr que:

f' (o) o 1im £ (x)<-Ff(xo) (1)

x + Ko X = Xo = mpt

lo que significa que la derivada de una funcion y = f ( x ) en un punto, es -

Igual a la pendiente de la recta tangente a la curva en dicho punto,

Ejemplo. 1

Hallar la pendiente de la tangente a la curva de ecuaclon y = x2 -3 enel -

punto P ( 1, - 2 ). ver figura 3.

Solucion:

d . d L
m-gg;m-zx,;ﬁ!x_, 2(1)=2
y por tanto: m = 2 v

figura 3.

Ejemplo. 2

Determinar los puntos de la curva de ecuacién y = ] Ez %

donde la tan=

gente es paralela a la recta de ecuacion 2 x = 5y +5 =10
Solucion:

La ecuacion de la recta puede escribirse y = -;—x - 1 de donde se dedu

ce que su pendiente es: il 2

1

La pendiente de la tangente a la curva en cada punto es:

o g O L_z_
dx A= 0x")

Como la condicion de paralelismo entre dos rectas de pendientes my "=

m, es m, =m,, se tiene:

2
10
L augie

2y
5

Resolviendo esta ecuacion:

2

(1-2x)2-25=91-10x+10x2-25=>x - x - 6 = 0, de donde:

Xy =3, %, = =2,
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Para x, = 3 : y, = de las ecuaclones (B )y (C).
m, = mz—91 = 2 + b por lo tanto =1

Parax2=-2: Yz'%(m'%" y con la ecuacldn (A ) g=)
Los puntos buscados son: de donde la ecuaclon de la parébnla»es:
P (3, =1)yr, (-2,1) yoxl - x w1

k Ejemplo. 4

Encontrar el punto de la curva y2 =2 x3 para el cual su tangente es -
perpendicular a la recta 4 x -3 y+2 =0

Por la condiclon de perpendicularidad m = r;—‘lpor lo que es necesario -
hal lar primeramente las derivadas. 2

. 2
P(3,-1) y2-2x3 >y =2 x3 syt = 6 x - IR /X sm

. e JE
2;2;(3 V2 E 2=

qx-3y+z-o=>y._l’_x+ _.g._; yl.l./3=;m2._l3'_

3
flgura 4.
R P AN S TR " ST . RN
1wy vz 4 TR 5
EJemplo. 3
sustituyendo en la ecuaclon de la curva:
= - 2
- + =
Hallar la ecuaclion de la parabola y = x b x + ¢ que es tangente a y2 -2 (_%_ )3 > ya /?}5' - l_é_
la rectay = x en el punto ( 1, 1 ).
1 il
N henA El punto buscado es P (T ' 16 Do

IV.2. ECUACIDNES DE LA TANGENTE Y DE LA NORMAL. LONGITUDES DE LA TANGENTE,

Como la parabola debe pasar por el punto P ( 1, 1 ) las coordenadas de =~ NORMAL, SUBTANGENTE Y SUBNORMAL.

este punto deben satisfacer la ecuaclon de la misma:
- ”,
1-(1)2+b(1)+c—> - s B ‘Seaunacurvacdeecuaclony-f(x)dondey-f(x) una fun
clon continia en x.

Puesto que la parabola y la recta deben ser tangentes en P, debe tener=
Se sabe que la pendiente m de la tangente PT a C en P ( x5, vo ) es:

se en dicho puntom, = m,,
1 2 m=f' (Xo)

y-x.,ml-ylul P (B)
De la ecuacidn de la paribola:ny =2x +b
Para el punto ( 1, 1 ):

ny](hn-mz-z(ﬂ+b-24b (©
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luego la ecuacltn de dicha tangente puede escribirse usando la forma punto -
—— pendiente de la ecuacidn de una recta, asfl:

y-yo=f' (x0o) ( x - xo ) P V3]
Se define como normal a una curva en un punto, a la recta que pasa por -

el punto y es perpendicular a la tangente a la curva en el mismo,

Asl, la normal a la curva C en el punto P es la recta PN, flg. 5.

Y

“ P(ke, 4)

Bt ~
0/ ‘ “)\ > 'x
/ figura 5.

Sablendo que la condiclén de perpendicularidad de dos rectas es que sus =
pendientes sean recfprocas y de signo contrario, se puede escribir la pendlel_'n_

te LM de la normal:

1 =
my = T e por lo cual la ecuacion de dicha normal es:

y-yo--—fl—}—m(x-xo) )
_longitudes de la tangente, la normal, la subtangente y la subnormgl..

La longitud de la tangente se define como la longltud del segmento de la
recta tangente comprendido entre el punto de tangencia P y el punto T donde-
la tangente corta al eje x. La longitud de la proyeccidn de este segmento so

bre el eje x se 1lama longitud de la subtangente. (Ver figura 5).

La longltud de Ja normal se define como la longltud del segmento de la -
normal comprendido entre el punto de tangencia P y el punto N donde la normal
corta al eJe x. La longitud de la proyeccion de este segmento sobre el eje =

x se llama longitud de la subrormal,

En el trléngulo PTS, rectangulo en S, de la flg. 5 se tiene:

SP SP
1 e !
f' ( xo) = tana T ey
Yo
Pero SP = Yo; TS = i)} TS = Longltud de la subtangente.
R W

tamblen : (TP )2 = (15)2+ (sP)2 TP = Y (T5)% + Yo

TP = Longlitud de la tangente.

En el trlﬁngulo PSN, rectangulo en S:

SN .
gpr 4

tane = SN =SP tanoc => SN=yo f' ( x o)

SN = Longlitud de la subnormal,

ademas: -
O
(PN)2 = (sN)2+ (5P )2=pN= /(SN) + Yo

PN = Longltud de la normal,

Observese que TS tlene signo ( + ) sl la abscisa de T es menor que la -
abscisa de S, y, tlene signo ( - ) en caso contrario,

Otro tanto sucede con el signo de SN que es ( + ) si N tlene mayor abscl
saque Sy es ( -~ ) en caso contrario.

Relacion entre la longitud de la tangente, de la normal y de la ordena-

da del punto de tangencla.

Si en un triéngulo rectangulo,a y b son los catetos y h la altura toman
do como base la hipotenusa, se tlene por geometrfa que:

1 1

1
L S
h2 a2 b2

De ahT se deduce facllImente que:
1 1 1

ey +

Yo? ()2 (pN)? T




Ejemplo 5.~

Obtener las ecuaciones de la recta tangente v de la recta normal, las - 1

P )

longitudes de la tangente, de la normal, de la subtangente y de la subnormal
alacurvay= (x-2 )'2 4+1,enel puntoP (3, 2). Verificar la rela-- i
clon (4).

Solucion:

9 o2 (x-2);9| =2(3-2)=2
dx dx | x=3

luego la pendiente de la tangente es m = 2,

Ecuacion de la tangente, segunla expresion ( 2 ): Figura 6

-2 =2 - bl -y -
y (x=-3),oblen2x-y=-b4=o0 Ejemplo. 6 “
Ecuacidn de la normal segin ( 3 ):
1 Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal e la curva
y=2=-— (x-3); Estoes: x+2y=-7=0 x - 1 p
2 -, Y = ang sen ———— en su punto de interseccidn con el eje x.

Longlitud de la subtangente:
Yo 2

W, Sy & agres |

Solucion:

Para obtener el punto de Interseccidn:

Longitud de la subnormal: x -1 e () el

7 3 = 0=>x =1

y = 0 = ang sen
SN=Yom=2 (2) =4 P (1,0)

Longitud de la tangente:
Calculo de la derivada y' = m,

(1524 ( %)2 = A2422 o S5y TPalE

y'-————l'—/z—— para P (1, 0). y'-—;—-m
Longitud de la normal: /1 I (x -1 )2
. 2
i /( N )2 " (Yo)z- /,‘2 n 22 = V0= 2/5; PN=2/5 Ecuacion de la tangente: y - Yo = m ( x = Xo )

y = ;— (x-1) ...tangente
Estos resultados pueden observarse en la figura 6,
- - Ecuacion de la normal: - oo
Verificaclon de la relacion ( 4 ). y o (=i (x-1)
b+ 1 y==2(x<-1) ...normal,
20

1 e . LW G e o
b

A . R
Y2 (TP )% ()2’ 2

por lo tanto:
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Ejemplo 7.
Hallar la ecuacion de la tangente a la sigufente curva dada en forma ==
paramétrica; para t = %
y = tcost
X =t sen t

Soluciédn:
_dy _dy/ dt -t sent +cos t
dx dx/dt sen t + t cos t
S +0 = i
las coordenadazs del punto de tangencia son:
Xo-Lsen T = Xom

2 2

™ Ll
Yo 7 €0s =3 Yo = 0

La ecuacicn es:

™ i
¥ T 87 s el

ey
Que es la ecuacion buscada.

Ejemplo 8.

Hallar la longitud del segmento subtangente a la curva y = ok para cual-

quier punto.

Solucion:

— Yo

TS = ——
1

o

Ejemplo. 9 A

2
Demostrar que la longitud de la subnormal de la hipérbola x™ -y = a,

en un punto cualqulera,es igual a la abclsa del punto. ”

Solucién:
SN = Yo Yo' \\
xz-yz-az%y- X = a =>y‘--———x

V/x° - a

SN-YY'-I’XZ'ai __x_—-x
WX -2

x..

IV.3 ANGULO DE INTERSECCION ENTRE DOS CURVAS,

Q.0.

La direccion de una curva en un punto se define como la direccidn de ==

su recta tangente en ese punto.

Asi, la direcclon de la curva C de ecuacion y=f (x) en el punto

P ( xo, yo ) estd dada por el angulo de Inclinacién de la recta tangente

PT o bien por la pendiente de ésta:
m=tanas=f" { xo)

Ahora es facil definir el angulo que dos curvas I:1 y C, forman al cortar

se en el punto P { xo, Yo ) como el angulo ¢ que determinan las tangentes & =

las curvas en P . ( ver figura 7 ).

4y

Figura 7.
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Seany-f1 (x) y= fz(x) las ecuaclones de c'yc2 respectiva-= x"-Bx-o-ax(x -8)=0

mente, se tendra: " ~O0 R
de aquT: Xy 0 X, = 2

= = [} > = -
m tan O f‘ (xo),m2 tan @, fé(Xo)

1 1 y1-0; yz-l

1 Paa -0
En la figura 7, es evidente que: ¢ 2 1 Las parabolas se cortan en el origen y en el punto P { 2, 1 ). Ahora -

dado que las tangentes a las pardbolas en el origen sori los proplos ejes co-

Con lo que el angulo ¢ puede determinarse por medio de las derivadas =-- ordenadds ) el Ehgiiovgue foman (eigate Pulive es Pe 90,

dey-f,( (x)y Y=f2(x)teniéndose:

¢ = ang tan ) (X ) - ang tan f; ( Xo ) Se determinara ahora el angulo en P:

De ( A ), derivando Implicltamente:

Otra forma de obtener ¢ es mediante la formula:
c ' ey ddys | Al o Oy ool gy l Sl e - -
t;m(»-m my -fz ( xo) fl(Xo) 2y —4x 7 = X L—;[—“" F [ I fl(Xo )“>m1 T
T, & 1+f1 (%) f5 (X) . ’ § v wei ”
fé(Xo)-f{(XO) De(B),setlene:—de ke o -—-2—-1-fi(Xo);rn2-l
de donde; ¢ = ang tan X2

1+l (Xo)fé(Xo)
1
% = ang tan 1 - ang tan
Ejemplo. 10 T
= 45° - 14,03°
Determinar el &ngulo que forman al cortarse las parabolas:

= 30.97°
2 X
y-T ....(A) = 30° 58
2
y._ﬁ. Sy aalB) o bien: 1-—},— 3
tan (b= S==enase] w5

1+ (M=)

Solucion:

¢ =ang tan 2. 30°58"
Resolviendo como simultdneas las ecuaciones (A ) y ( B ) para determi- E

o
nar los puntos de Interseccidn: ¢ =30° 58
A
2 .
De (B ) : y-—’l(s- D Ejemplo. 11
tgualands ( A ) y ( 8'): Calcular el angulo de interseccion de las curvas y = x2 s y= x3
o
2 16
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Y »

P(z,4)

Solucldn:

- Puntos de Interseccion.

Flgura 8.

Resolviendo las ecuaciones como simultdneas

por lgualacién: R & gk Maix <1 )=0 x;=0; X = 1=y, =05y, =1

Los puntos de Interseccidn

Py (o0,0), P, (1, 1)

son:

- Calculo de las pendientes.

y-xz»y"Zx; ml-Zx

y=xPe vy =37 m, =

3x2

- Calculo de los angulos de Interseccion.

Para P (0, 0)°

my =0, mz

Para P (1, 1);

= 0 por lo tanto a = ang tan 0 = a = 0

ml-Z,m = 3; tan @ =

2

o = ang tan+ = 8° 8

1 3-2 _ 1
1T+6 7
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IV.4. RAZONES DE VARIACION DE VARIABLES RELACIONADAS.

La derivada como razén de cambio.

Sea una functon y=f( x ). SI para un valor de la varlable independten
te x, se da a €sta un incremento Ax y se calcula el correspondiente Increme.rl
to 8y de la varlable dependiente, al dividir Ay entre Ax se tiene la razén --
de cambio promedio de y con respecto a x, cuando la variable independlente -

cambia de x a x + Ax.

A 5
E—E es la razon da cambio promedio de y con respecto a x, para un valor -

de x determinado y unZx dado. 2
Por ejemplo para la funcion y = _xr_ Se tlenet
2 2 2, by 2 2 )
Ay-ﬁ%)—-—;—;AY'x g’(M (ax) '%:Ay-xAx¢-;—(Ax

Si se divide entre Ax:

—2&-:4'-;-— Ox, sl y cambia de 2 a 3, &4 x = 1

- -%f -2+ -%— (1) =25

A o
E,%- 2.5 Indica que la razon de camblo promedio de y con respecto a x =

es Igual a 2.5 cuando x aumenta de 2 a 3,
Si el iIntervalo de x a x + Ax disminuye es decir,si Ax tiende a cero --
al calcular el 1fmite cuando 4x + 0 la razon de cambio promedio de y con res

pecto a x se convierte en razon de cambio en un punto.

lim 4 _dy
Ax +0 EE " Tdx

La derivada de y con respecto a x es la razon de camblo de y con respec

to a x para un valor definido de x.

En el eJemplo anterfor la razdn de camblo de y con respecto a x es : ==

2
d X d
x ( 2 ) = x en cada punto y para x = 2 vale ldx -2,

Cuando la varlable independiente en el tiempo t como en una funcién --
y=f (t) se tlene que %{-es la rapldez de varlacion de y para un valor -
definido de t.



S{ en un problema intervienen varfables que son funciones del tlempo -

y dichas variables se pueden relacionar, entonces derivando respecto al tlem

es posible hallar una relacion entre la rapidez de variacién de las variables

consideradas.

Por eJemplo sl x =g (t) ; y=h (t), y=f (x)

dz - d dx
dt VT (x) &

Una sugesticn para proceder a resolver problemas de esta {ndole, es se

guir los sigulentes pasos:
1.- Enlistar los datos y las magnitudes que se buscan,

2,- Trazar una figura que represente el enunciado dil problema y donde
se establezca la convencidn que indique con que letra se esta representando

cada variable involucrada.
3.- Escribir la relacion que ligue a las variables que intervienen.
4.- Derivar con respecto al tiempo.

S5.- Sustitu{r en el resultado del paso 4 las magnitudes Inclufdas en -

los datos y despejar las que se buscan.

Desde luego que, segtin el caso, pueden combinarse entre sl estos pa--

sos sugeridos.

Ejemplo. 12

Una escalera de 3.00 mts. de longltud estd apoyada sobre un piso ho--
rizontal y contra un muro verticaly sl el extremo inferior de la escalera se
aleja del muro a una velocidad de 1.20m/seg.! a qué velocidad desciende el -
extremo superior en el Instante en que su altura sobre el suelo es de 2,40m?
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Solucidn:

1.- Datos £ = 3,00 m; %% = 1,20 m/seg ; Y, = 2,40 m,

& dy
Incognlita: at

2.~ Flgura: cuando v = 2,k4o

X, = V9 - (2,40 ) = 1,80 m,

te3.00m Flgura 9.

|
L

L——— ¥ — o

3= x2+y2-9

4.- Derivando con respecto al tlempo:

dx dy dx d
2xggt2yg 0> xg gty e

5.~ Sustituyendo valores:

1.80 ( 1.20 ) + 2.40 % = 0=>2,40 %% --2.16 =

%%-- - %f%% = - 0.90 m/seg.

Que es la velocidad con que desciende el extremo superior, en ese instante.

EJemplo. 13

El foco de un arbotante esté a 4.5 metros de altura sobre una banqueta-

horizontal. Un hombre de 1.75 m de estatura camina ale]éndose del arbotante
a una velocidad de 44 metros por minuto.l A razon de cuantos metros por minu
to crece su sombraf.



Solucidn:

1.- Datos: H= 4,5 m, h=1,75, :—:- L4 m/min, incdgnita: —:"ltL

2.~ Flgura.

T mr—

—X y -

Figura 1C.

3.- Por semejanza de trlangalos en la flgura 10.

—hL-x—;_L. esto es: 17%"]’;"—}—!_;

b5y =1.75x+ 1.75 y; 2.75 y = 1.75 x 3 y--;—'%x

S/
R ST

4.- Derivando respecto a t
dy . 7 dx
dt 11 dt
dx &Y .7 4 a
5.- Para it L4y m/mln—d)c'— Ti 44 = 28 m/min,

La sombra se alarga a razén de 28 m/min.

Ejemplo. 14

Un papalote esta a 30 metros de altura sobre el nivel del suelo y se -
aleJa horlzontalmente a una velocldad de 10 metros por segundo del nifio que-
lo sostiene ! A razén de cuantos metros por segundo esta soltando la cuerda=

el nifo,cuando la distancla entre éste y el papalote es de 50 metros?.

Solucidn:

1.- Datos: Incagnita;:
Altura h = 30 m Velocldad Incllnada : df:

Velocldad horizontal :—: = 10 m/seg
Distancia inc!lnada Z.I = 50 m,

2,- Flgura,

10 rn/s

Figura 11

3.- De la flgura 11 y por el Teorema de Pltsgoras

. (A
zz=xz+hz =t 22=x2+900

4.- Derlvando respecto al tlempo t:

dz dx.dz__ﬁ_gi
20 Goe s Jorige i (8)

5.~ De (A):x-\JIZ-SOO
2
Para z, = 50 m, X, -J( 50 )“ - 900 = J1600 = 40 m.

Luego sustltuyendo valores en ( 8 )

g%- gg—:( 10 m/seg ) = 8 m/seg

El nifio esta soltando la cuerda a razon de 8 m/segq.

Ejemplo. 15

En una fabrica de cemento se deposita arena de tal modo que se forma una

- 4
plla conica, cuya altura es siempre igual a 1osT del radlo de la base,



rapidez aumenta el valumen de la pila cuando el

Se busca

= 1
Sablendo que el radio de la base aumenta a razon de TE cm/seg ¢ Con qué

Solucion:

1.- Datos:
4 d 1
h = Fr o ?:— =Ei cm/seg.

_g.:_- cuando r = 90 cm.

2.- Figura.

e —

+—r—t

Figura 12.

3.- En la foérmula que da el volumen del cono:

Se sustituye h = ﬁi" para tener una funcion de una variable:

3
24 3

v-—;—n 3r-

Vv = g ™
4.- Derivando con respecto a t:

dv 4 _ 2 dr

— = =T S

ot 3 dt

5.~ Parar =90 cmy g—:- %-cm/seg :

%:—- %"'( 90 )2 -a-- 1350 cm3/seg = 4241,16 cma/seg

Se concluye que la raplidez con que aumenta el volumen de arena cuando -

r =90 cm es:

dv

. 3
s 4,241,16 cm’/seg.

radio de la base es de 90 cm?

Elemplo. 16

El alre de un globo esf@rico escapa haciendo que el volimen del globo-

disminuya a razén de 400 cm3 por segundo. ¢ Con qué rapidez disminuye el =~

area de la superficie del globo cuando su radio mide 20 em?.

Solucion:

1.~ Datos:

Cambio de volumen: g% = - 400 cm3/seg

Incognita: “
Disminuclén del area 98 cuando r, = 20 cm.

dt 1

2.- La figura es obvia.

2 dA dr
S ATy =GR g N
3.- v 4 A : r 3 8T, I (A)
3 dv 2 dr
Vs 5 mor *BT 4wy F 3 (8)
Despe jando %: de la ecuacion ( B )
dr: "% 1 . dv
dt 2 dt

Lo

Sustituyendo este resultado en la ecuacion (A )

dA_8Tr dv dii 8 = 2% (dvi
dt. hTr%. dr o de Tt
5.- Para Iy i 20 cm y %‘t'— = -~ 400 cm3/seg:
:—2 - %’c—m ( - 4oo cm"ys'eg ) = - 4o em? /seg
g—‘t\ = - 4o cm? / segq.

El 8rea disminuye a razon de 40 cm2 / seg.



Ejemplo 17.

Una gota esférica se evapora en razon proporcional al d&rea de su super-

ficie. Demostrar que el radio se reduce con una razon constante.

Solucion:

dv 2

T Lk wr (A)

wi &
El
B}

K = constante de proporcionalidad, la férmula del volumen es V =

derivando:
2 dr

dt

dv

dv _ 4 7wr
dt

(8)
igualando( A ) y (B ):

2 2 dr

by mr® ebwr

Ejemplo, 18

En el extremo de una cuerda de 12,6 m que
ab6.9m

extremo de la cuerda a 1.5 mt sobre el suelo, y se aparta a razdn de 1,2 ==

pasa por una polea situada-
sobre el suelo, se coloca una pesa, SI un hombre sostiene el otro-
m/seg. I A qué velocidad se eleva la pesa cuando el hombre esta a 2.10 m. de
el punto directamente abajo de la pesa?,

Soluclon:
Datos: 2 = 12.60 m; H= 6.90 m; h = 1,50 m; :—: = 1,20 m/seg; X, = 2.10m.
Inc6gnita: sy

gnita: Tt

y = 12,60 = z

B2 e At (UGkD T
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z= sz + 29.16

I T’ 2 6.9-15=540 y = 12,60 - /x? + 29.16
H=69
l Derivando respecto al tiempo:
—
l | hets 4% 120m
! i dt Seg dy _ _ » dx 4
x dt /—z————.——— E =5
Figura 13 g Jo - e20mih
51 e S X
t " E 4 29.16 dt

Sustituyendo valores:

dy o _-2.10

ar = ——————o (1.20 ) = - 0.435 m/seg,
/(2.10 )2 + 29.16

La pesa se eleva a una velocidad de 0.435 m/seg.

dy

N6tese que el signo ( - ) del valor obtenido de dat

subir la pesa

se debe a que al -=-
el valor de y disminuye.




CAPITULO

OBJETIVO GENERAL DEL CAPITULO:

Al terminar el estudio de este capftulo, el alumno podra: aplicar-

la regla de L'HBpital para el cdlculo de I1Tmites de funciones que pre-

sentan formas indeterminadas. Encontrar los valores miaximos y/o mfni--

mos de una funcidn. Analizar la variacién de una funcidn.

V.1,

v.2.
V.3.
V.4,
VIS5

V.6.

v.7.
v.8.

v.9.

V.11,

ViS22t

Al finalizar este capftulo, el alumno podra:

Escribir 1a definicién de maximo absoluto y 1a de minimo absolu-

to de una funcidn continua en un intervalo cerrado.
Enunciar el teorema de Weierstrass. d
Enunciar el teorema de Bolzano. -

Enunciar el teorema de Rolle.

llustrar graficamente el teorema de Rolle.

Dada una funcidn y un intervalo de su dominio, determinar, cuan-

do existan, el o los puntos que verifican el teorema de Rolle.
Enunciar el teorema del valor medio del cdlculo diferencial.

llustrar graficamente el teorema del valor medio del cidlculo di-
ferencial.
Dada una funcién y un intervalo de su dominio, determinar, cuan-

do existan, el o los puntos que verifiquen el teorema del valor -

medio del cdlculo diferencial.

. Para una funcién y un valor de su dominio, calcular aproximadamen

te el correspondiente_valor de la variable dependiente, aplican-

do el teorema del valor medio del cdlculo diferencial.

Enunciar el teorema del valor medio del cdlculo diferencial para

dos funciones.

Escribir todas las formas indeterminadas que se pueden presentar

en el cdlculo del 1fmite de una funcidn.

VI3,

V.14

V.16.

V.17.

v.18.

v.19.

V.20.

V.24,

V.25.

Escribir las dos dnicas formas indeterminadas para las cuales es

aplicable la regla de L'H8pital.

Utllizar, 1a regla de L'H6pital para el cdlculo del 1imite de una

funcidn dada, que presenta una forma indeterminada.

Escribir la definicién de funcidn creciente y la de funcidn de--

creciente en un intervalo.

Demostrar que la derivada de una funcidn creciente en un interva

lo, es positiva para cualquier punto del intervalo.

Demostrar que la derivada de una funcién decreciente en un inter

valo, es negativa para cualquier punto del intervalo.

Dada una funcidn, determinar los intervalos en los cuales es cre

ciente o decreciente.

Escribir la definicién de Méximo relativo y la de mfnimo relati-

vo de una funcidn.

Escribir los pasos para determinar los valores criticos de una -

funcién.

. Describir el criterio de la 1a. derivada para determinar los va-

lores Maximos y minimos relativos de una funcidn.

. Describir el criterio de la 2a. derivada para determinar los va-

lores Maximos y minimos relativos de una funcién. »

. Dada una funcién definida en un intervalo cerrado, determinar --

los valores Maximos y mfnimos absolutos, Maximos y mTnimos rela-

tivos de dicha funcidn.

A partir de datos conocidos de un problema fisico o geométrice -
simple, determinar los valores Maximos o mfnimos que representen

la solucién del problema.

Escribir 1a definicién de concavidad hacia arriba y la de conca-

vidad hacia abajo de una curva en un intervalo.



V.26.

v.27.

v.28.

v.29.

v.30.

V.31.

Escribir la relacion que existe entre el signo de la 2a. deriva
da de una funcién en un punto y su sentido de concavidad en ese-

punto.

Dada una funcidn, determinar los intervalos en los cuales la cur
va que la representa, es cdncava hacia arriba o cdncava hacia a-

bajo.

Describir los pasos para determinar los puntos de inflexién de u
na funcidn.

Dada una funcidn, determinar sus puntos de inflexidn.

Dada la representaci6n grdfica de una funcidn, trazar aproximada

mente la grifica de su funcién derivada.

Dada la representacidn gréfica de una funcién y las de sus deri-
vadas sucesivas hasta de 3er. orden, explicar las relaciones que
’d
existen entre las caracteristicas de éstas y las de la funcién o

riginal.

Indicar los aspectos que se consideran para el andlisis de varia

cién de una funcidn.

. Dada una funcién, hacer el andlisis de su variacién.
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VARIACION DE FUNCIONES.

V.1 Teorema de Weierstrass. Teorema de Bolzano.

V.2. Teorema de Rolle. Interpretacién Geométrica.

V.3. Teorema del Valor Medio del C&lculo Diferenclal ( o de incrementos fini
tos). Interpretacién geométrica. Aplicaciones. Teorema del valor medio
del cdlculo diferencial para dos funciones (Teorema e Cauchy).

V.4. Regla de L'HSpital. Formas indeterminadas.

V.5. Funciones creclentes y decrecientes.

V.6. Maximos y minimos.

V.7. Concavidad de una curva. Puntos de Inflexién.

V.8. Representacidn de la funcidn original y sus derivadas.

V.9. Estudio de la variacién de una funcién. Problemas de aplicacidn.

VARIACION EE_fUNCIONES.
Un estudio bdsico del comportamiento de una funcidn es de Importancia -
vital para el conocimiento y empleo de la funcidn.

Tal estudio es el contenido de este capftulo, donde se hace uso de con-
ceptos estudiados en capftulos anteriores como el de 1Tmite, derivada, derlvi
das laterales, derivadas sucesivas, representaciones geométricas, etc., para-
estudiar la variacidn de una funcién a lo largo de su dominio.
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V,1 TEOREMA DE WEIERSTRASS, TEOREMA DE BOLZANO,

Estos teoremas son necesarios para el mejor entendimiento de los concep=
tos que se estudian en el desarrollo de este capftulo y principalmente sirven
de fundamento en la comprensidn del Teorema de Rolle, el cual es a su vez la

base para el estudio del Teorema del Valor Medio del Célculo Diferencial,

La demostracién de los teoremas de Welerstrass y de Bolzano, cae fuera =
de los propbsitos de estos apuntes, por lo cual se d& solamente su enuncilado-

e llustracién geométrica.
Teorema V.1,- De Welerstrass,

Hipdtesis: La funcién y = f ( x ) es continua en-el Intervalo cerrado =

Lo 6]

Tésls: Entre todos los valores de f ( x ), en el intervalo [a, bj] hay
un valor M = f ( X, ), 1lamado miximo absoluto, que no es superado por nin=-
gfin otro valor de f ( x ) en {a, b] y un valor m= f ( X, ), 1lamado mfnimo =
absoluto,que no supera a ninguno de los valores de f ( x )en]:a, b] . Esto es

me=f(x, ) cf (x)<f(x )=H

En la figura 1 se ven dos ilustraciones geometricas de este teorema, en

ellos la curva C es la griflica de la funcién y = f ( x ), continua en el Inter

valo [p; b]

Debe observarse que tanto el mixImo absoluto M, como el mfnimo absoluto
m pueden presentarse para los valores de x extremos del Intervalo [a, b.]( co
mo se nuestra en la parte (B) de la figura 1 donde M= f (a ) ym=f (b)

y que M o m pueden. presentarse para mas de un valor de x en [a, b

Para el caso particular de la funcidn constante y = k, se tiene que - --
M=m= k.

Teorema V.2 De Bolzano.



Hip8tesls: Sea y = f ( x ) una funcidn continua en el tntervalo cerrado 1, y=f (x) es continua en el tntervalo cerrado[a, b]

a, by sea y_ un valor de f (x) tal que mg Yo < M
2,~ y=f (x) es derivable en el Intervalo ablerto ( a, b )

Tesis: Cuando menos para un valor Xq de x en[ a, b] , se tlene qge o

o ong ) 3.- f(a)=f(b)
1o = Tesls: Existe por lo menos un valor x, € (a, b) para el cual - - .-
SR =ri0" (1)
Ll el ?‘m o Demostracién: Comoy = f ( x ), es contlinua en[a, bl , segiin la condi+
; - clén 1 de la Hip6tesls, por el teorema de Weilerstrass se garantiza la existen
i cla de un mfnimo absoluto m y un maximo absoluto M en[a; b__l 3
1
1 { ™~ z
L | : Considérese primero el caso particuldr en que los valores m y M, se pre
3 s = T (plid : """""""""" ?"‘""" sentan en los extremos a y b del Intervalol a, b ], es decir que m= f ( a )
— J; ; ,:,1 s 5 yM=¢f (b), flgura 3, Entonces por la condiclon 3, de la HipStesis se ten
(n) Figura 1 (8) dra:
Una llustraclén de este teorema se presenta en la figura 2 en la cual -- m=f (a)=f(b)=M=K (k es una constante ).

dicho teorema se cumple para dos valores de x: X, € [ a, b] Y % s[ a, b]

Y = FILE =% U, 1),
YA la cual a todo valor X, € (a, b) corresponde f' ( Xy ) = 0 ya que la deri-

Esto la corresponde al caso de una funcidn constante f ( x ) = k para =

vada de una constante vale cero.

Obsérvese que en este caso particular, el teorema se cumple para todo -

M- —e———— e

valor de x en el intervalo ( a, b ).

Y- :
| ! 1 v
i e T
mL—— : 1 b
! ! 5 -5
‘3! ) e x b X
¢ fix)=k MeF(b)
FIG 2 mf(") 5 =)
V.2. TEOREMA DE ROLLE. INTERPRETACION GEOMETRICA. } ‘ |
Teorema V,3, DE Rolle, 1 . "

fIG.3
Hipdtesis: Sea y = f ( x ) una funclon que cumple con las condiciones =
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Considerese ahora que al menos uno de los valores m ¢ M corresponde a =
un punto Interior del lntervalo[:a, b] Para fijar Ideas, supdngase que

M= flx;) donde a < x,<b

1

Segén el teorema de Welerstrass el valor maximo absoluto M = f ( Xy ) -
no es superado por ningin valor de f ( x ) en[ a, b] , por consiguiente se -
tendrd:

flx,+8x)cf ( X, ); a< x, < b, (x;+8,)elab )
por lo cual:
f(x|+Ax)-f(x‘)50
Divtdiendo ambos miembros de esta desigualdad entre A4 x ¥= 0 resulta:

f(x'+Ax)-f(xl)
aAx

20 slAdx<O i ()

f(x.l-fo)-f(x‘)
Ax
St x+ 0, por ( A ), segin el teorema !l,5, y por la definicién de de-

<0 st Ax>0 (8)

rivada lateral por la i{z2qulerda:

f(xl+Ax)-f(x‘)

- —~ 20 = £ (x )20 (©)

Sl Ax + 0+, por (8 ), teniendo en cuenta el teorema Il.4, y por la de-
finicién de derlvada lateral por la derecha:

f(x|+Ax)-f(x)

ol Lo = fL(x)<0 o

Axs0F A x

Segin ( C ), la derlvada lateral por la izquierda para x = %, es positi-

va onula y segin ( D ) la derivada lateral por )a derecha para x = X, es ne-
gativa o nula, pero por la condiclén ( 2 ), de la hipbtesis, la funcién es de
rivable en ( a; b ) por 1o que es derivable para x = Xy« Esto Implica que ==
las derivadas laterales para este valor de x deben ser lguales, as{ que la ==
Unica posibilidad es que:

f'(x‘)-fL(KI)-O-af'(x‘)-'O a<xl<b

Q.0.

Interpretacicn geométrica de) Teorema de Rolle.

Sea la funcién y = f ( x ) que cumple con las condiciones de la hipdte-

sis del Teorema. Esto Implica lo siguiente:

Por la condicién (1), la gridficadey = f ( x ) es contlnua en el Inter
valo[ a, b :l

Por la condicién ( 2 ), dicha grafica es una curva que tiene tangente -
en cada uno de sus puntos en ( &, b ). Tal vez no admits tangente en los -~
puntos extremos de abscisas x » a y x = b y por la condicicn (3 ), los pun=
tos extremcs A y B de abscisas x = a, x = b, tienen la misma ordenada
A(a,c); B (b, c); Flgura 4.

El teorema demuestra que exlste por lo menos un punto de la grafica de
y=f (x), en (a, b ) en donde la tangente a ella es paralela al eje de
las abscisas, es decir de pendiente cero.

En la figura 4 se [lustra el caso en que el teorema se cumple para dos=
puntos, ( xwyy )Y ( X5¥, g

v4

el

1
1
%
[}
1
°‘ . *
FIG 4

EJemplo 1.~ Investigar si l1a funclén f (x ) = x3 * 3 x + 3 cumple -

=y

con las condiclones del teorems de Rolle, en el lntervalo[-.’?,h"}‘],sl cum



ple, determinar los valores de x ¢ (~/T, /3 ) para los cuales se verifica-

el teorema.
Soluclion:

Primero se Investiga sl la funcion cumple con las condiciones de la hip_o:

tesis del Teorema:

1).- La funclon dada es continua en el Intervalot-/?’, + /'3"] ya que

se trata de una funcion pollnémlca, la cual es contlinua para todo valor de x.

2).- La funclon dada es derivable en el Intervalo ( =/ 3, +/ 3 ) porque
siendo polindmica, es derivable para todo valor de x.

- Fla)mf(=-'3)=-3/F+3/F+3=3
f(b)=F(3)=3/3" -3/F4+3=3
Luego f (a ) =f (b))

La funcion f ( x ) = x3 =3 x+ 3 sl cumple con las condiciones de la -
hlpétesls en el Intervalo propuesto.

La derivada de la funcidn es: f' (x ) = 3 x2 - 3, asf que:

Flix)=0=33x2a3m0Dx=-1,x, =1

por lo cual: f!' (=-1) = 0, f! (1)-O,ycomo~/3_'<l<+/3—,'-/3—‘<-1<+f3—

se concluye que el Teorema se verifica para Xy == ¥ v X, = 1 en el

intervalo ( -« /3, +/3).

Para {lustrar geométricamente este ejemplo, se presenta la figura 5,

EJemplo 2.~ Si la funcidon f (x ) = 4 - x2/3 cumple con las condicio-=
nes del Teorema de Rolle en el Intervalo[— 3, 3] hallar los valores de --
x € (-3, 3) para los que se verifica el Teorema. Trazar la gr&fica co--

rrespondiente,
Solucidn:

ST se aplican las condiclones de la HipStesls del Teorema se ve que:

f-n=0 Y
3

I
I
l
|
|
|
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1
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FIGS

1). La foncldn es continua en el lntervalo[ -3, 3] dado que slempre =~

2/3 ) Ly . 23

se cumple que 1Tm ( 4 - x x es decir, 'V"xot-: [ -3, 3] 3

X+ X
o

){igx:(x)'F(xo).

1
2),- La derivada de la funcidn es: ft (x) =« —§—x- Tm- .._32_...
3 I x

Se observa que f' ( x ) no esta definida para x,=0yo0ce (-3,3), ~
luego la funcidn no es derivable en el Intervalo ( - 3, 3 ), y por lo tanto no
cumple con la segunda condicidn de la HipStesis del Teorema,

- - =

Esto implica que el Teorema de Rolle no es aplicable a la funcién
Flx)=tb-x3 en[-3, 3]-

En la fligura 6 se observa que aun cuando la gr&fica de la funcidn es una
curva continua y los puntos extremos A y B en el Intervalo dado tlienen la ==
misma ordenada, no existe ningin punto de la gr&fica entre A y B donde la recta
tangente a ella sea paralela al ejJe de las absclsas.




B

——t———| | ——

¥4

£ o
FIG 6

Elemplo. 3.-

Dada la funcién f (x ) = | x =2 |, y el Intervalo = -=
[ -2, 6|si es aplicable el Teorema de Rolle, determinar el o los puntos doE

de se verifica.
Solucidn:

Para ver si se cumplen las condiclones de la HipStesfs del Teorema de -
Rolle, se pueden emplear ahora las conclusiones del ejemplo 14 del CapTtulo-
11l donde se trata esta funcidn,

De dichas conclusiones se tlene:
1). La funcidn es continua en[ N2, 6]

2). La funcién no es derivable para X, = 2 ¢e(-2, 6) luego no es de~

rivable en el Intervalo ablerto ( = 2, 6 ).
Esto hace ver que el Teorema de Rolle no es aplicable en este caso.

La figura 7 muestra la gr&fica de la funcién dada, AllT se ve que entre
los puntos A (=2, 4) yB (6, 4),no hay nl un punto de dicha gr&fica don

de la recta tangente sea paralela al eJe de las absclisas.
V.3.- TEOREMA DEL VALOR MEDIO DEL CALCULO DIFERENCIAL(O DE INCREMENTOS
FlNITOSJINTERPRETACION GEOMETRICA. APLICACIONES. TEOREMA DEL VALOR
MEDIO DEL CALCULO DIFERENCIAL PARA DOS FUNCiONES.
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Teorema V.4 Del Yalor Medio del C&lculo Diferencfal.

Hipbtesis: Sea la funcién y = f ( x ) que cumple con las condiciones,

1). y=f ( x) es continua en el intervalo cerrado[a, b]
2). y=f (x) es derivable en el Intervalo abierto ( a, b )

Tésls: Existe por lo menos un valor X, en el Intervalo ablerto ( a; b )

para el cual.

fl(xl)-f(b)—-f(al.a<x < b

b-a L 1 s (2)
Demostracidn:

Seay=f ( x ) una funcidn que cumple con las condiciones de la hipSte-
sis del Teorema y considérese la funcién auxiliar.

d(x)=f(x)=-Ax ce e ()

en la cual A es constante.

Esta funcién es continua en el lntervalo[ a, bl y derivable en el iInter-

valo ( a, b ), dado que es la suma algebraica de dos funclones que lo son.

Por lo mismo, la funcidn ( A ) cumple con las dos primeras condiciones =
de la HipStesls del Teorema de Rolle y para que también cumpla con la tercera
condicién de dicha Hipdtesis, basta determinar el valor adecuado de A, esta-=-
bleciendo la condicién:



la curva entre los puntos Ay B en el cual la recta tangente es paralela a la
¢(a)=9(b) (8)

secante que pasa por los puntos A y B.

Comd(a)=f(a)Aay ¢(b)=Ff(b) -Ab,se tendrd segin = 4 r

(8): A
f(a)-Aa=f(b)-Ab=2>A(b-a)=Ff(b)-f(a) ) —
,ﬁ,_-_-,__ =
f(b)-f
PR I)’_.(a) (c) r

*i
£

Ast que para este valor de A, la funciénd ( x ) = f ( x ) = AX satise=

—

E "“"“““"K""

Bilee= e ST

{
face las tres condiciones de la HipStesis del Teorema de Rolle. fan—- /f %
;o |
Seg(in la tésis del mismo Teorema, existir§ por lo menos un valor 3 % :b ; ; _ - ) ;
X, € (a, b) para el cual: :'_—b"’__: e 18 -
¢'(x1)-0; a<x <b ' (D) A)

En efecto, la pendiente de dicha secante es
Perode (1) ¢'(x)=#Ff" (x) ~ Ay para % = x, queda:

- - = i (-b ) = i ( a )
1 (xl ) fiv ()(1 ) A mAB tanu-———b—_a——-
Lo cual por (3 )y (4) da: como se puede ver en la figura 8 ( A ), la pendiente de la recta tangente ==
a la curva en el punto P, es:
f'(x)-f(b)-f(.)-o-’f'(x)-f(b —f(a); 1
1 b-a 1 b -
m=f! (x)
Xy € (a; b) y por la Tésls del Teorema del Valor Medio del Célculo Diferencial se tlene:
Q.D.
f(b)-f (a)
UMETRRE o o =

Interpretacién Geométrica.

que equivale a la condicién de paralelismo: Mag = M-

Sea el arco AB de la figura 8, la gréfica de la funclény = f ( x ) que

cumple con las condiciones del Teorema del VYalor Medio del Célculo Diferen=+ Desde luego que este Teorema puede verificarse en més de un punto del =

~ ;
cial®en tel lntervalo[a, b]. arco AB como es el caso de la figura 8 (B), en donde las rectas tangentes -

a la curva en los puntos Pl Yy P2 son paralelas a la secante que pasa por =
Entonces por las condiclones de la HipStesis del Teorema dicha gré&fica- los puntos A y B,
seré una curva continua y admitird tangente en cada uno de sus puntos entre=
Ay B (excepto tal vez en los puntos A y B). Corolario 1.~ Una funcién y = f ( x ) cuya derivada es nula en un Inter
valo, es necesariamente una funclén constante en este intervalo.

El Teorema establece que existe cuando menos un punto P ( X1s ¥q ) de
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En efecto sea la funcién y = f ( x ) que cumple con las condiciones =
del Teorema del Valor Medio del Cilculo Diferencial en el lntervalo[a, b]
adem8s sea f' (x )=0%x e£(a, b)

En el lntervalo[:a. x]donde a <x <b, se cumplen las condiciones an=-
terlores por lo cual segiin la tesis de dicho teorema, aplicado en el Inter-
valo[a, x| se tlene:

£ (St =S I (Ca)l

— f'(x1) a< x, <x

1

Pero como f' ( x ) = 0, se tendr§ f' (x1 ) = 0, por lo cual:

£ i(lex ) lenfsiea )
X - a

=0>f(x)-f(a) =0

2 f(x)=f(a)

Como f (a) = k es constante, f ( x ) = k Q.0.

”
Corolario 2,- Si dos funciones y = f, (x)yy= f, ( x ) tilenen sus =

derivadas Iguales en un intervalo, difieren en una constante en dicho Interva

lo.

Efectivamente sean las funciones y = 1‘1 (x), y= f2 ( x ) continuas -=
en[ a; b] y tales que f1 (x) = i (x)en (a b). Considérese la fun-
cléng (x ) = fl (x) - f2 (x). La funcién g ( x ) cumple con las cond!
clones del Teorema del Valor Medio del C&lculo Diferenclal.

Ademés: g' (x)-fi (x)-fé(x)
perocomofi(x)-fi(x),setendr!g'(x)-O

Entonces, por el corolario 1, g ( x )=k = filx) - f, (x) =k
Q.D.

Investigar si es aplicable el Teorema del Valor Medio del -

3

Ejemplo 4.
CSlculo Diferencial a la funcién f (x ) = x” =5 i 3 x en el iIntervalo =
[1, 3 ] Sl 1o es, hallar el o los valores de x para los cuales se cumple=-

dicho Teorema en ( 1, 3 ).
Solucibn:

Al aplicar las condiclones de la HipStesis del Teorema se concluye lo =
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sigulente:

1). La funcibn dada es continua en el lntervalo[l, 3] ya que es una -
funcién polinémica y por lo tanto es continua para todo valor de x.

2). La funcién dada es derivable en el intervalo ( 1, 3 ) por que es -
derivable para todo valor de x por ser polinémica.

Entonces si es aplicable el Teorema, y deber& tenerse segiin la tésls ==
del mismo:

f_(_33)_‘l_f_(_l._)-t"(x1 ): 1<x <3

yaqea=1yb=3,
£F(3)=33-5(3)2-3(3)mc27 F(1)m1-5(1)-3(1)=-7
F(3)-F(1). =27-70(-7).
B =1 1 7 0

Por otro lado f'(x)'3xz-10x-3, luego:
2 2
3x =10 x=-3=-10= 3x"«10x+7=0

H - 7 < -
Resolviendo esta ecuacién se obtienen: Xy =5 X, 1

Vi

ComoTe (wil s 38)my=1 ,{( 1, 3), el Gnico valor para el cual se cum-
ple el Teorema en ( 1; 3 ) es Xy -—;—.

EJemplo 5.~ ¢ Es aplicable el Teorema del Valor Medio del C&lculo Dife~
rencial a la funcién f ( x ) = —i— en el Intervalo [-l; 2]7 En caso afirma

tivo, determinar el o los valores de x donde se cumple el Teorema.
Solucién:
Aplicando las condicliones de la RipStesis del Teorema se ve que:

1). La funcién f (x ) = -i—-es discontinua para x =0 y x= 0 el_:l, ZJ
luego la funcién no es continua en el Intervalo cerrado[- i, 2]. No cum ==
pliéndose la primera condicién de la HipStesis, se concluye que el Teorema -



no es aplicable en el intervalo mencionado.

Graficamente se puede constatar con =
mucha facllidad esta conclusién obser

vando en la figura 9 que no existe --

de

ningln punto de la gréfica de y = —,2<—

entre los puntos A (-1, -2) y B (2,1 )
en donde la recta tangente sea parale-

la a la cuerda que pasa por A y B.

Flgura 9.

Ejemplo 6.- Hacer ver que el Teorema del Valor Medio del C&lculo leere_n_
clal no es aplicable a la funcién f ( x ) = ( x-2 )2/3 en el lntervalo[o, 31

Indicando por qué y trazando la gréfica correspondiente.
”

Solucidn:

La funcién f ( x ) = ( x - 2 )2/3 es continua para todo valor de x ya -

que slempre se tiene: 1fm f (x ) = f ( X, ) luego la primera condicién de~
X +X
o

la Hipétesis del Teorema si se cumple:

Uae Ao amil(s xacu? )2/3 es continua en[o. 3]

La derivada de 1a funcién es: f' ( x ) = ——2-——173-
3(x=-2)

se observa que esta derlvada no existe para x =2 y 2¢ (0, 3 ) luego no se -

cumple la segunda condicién de la HipStesis del Teorema.
2/3
205 L (o) B (Sxi= o) no es derivable en ( 0, 3 ).
Por esto no es aplicable el Teorema

En la figura 10 se Ilustra este eJemplo. Puede observarse que es impo-

sible que la recta tangente a la curva en algin punto entre A y B, sea parale

la a la secante que pasa por A y B.

Otra forma en que suele presentarse la Tésls del Teorema del Valor Me-

7Y

xy

FIG 10

dio del C&lculo Diferenclal es la sigulente,

St dei—(%)-f' (x1 );a<x1 <b

o

se despeja f ( b ), queda:

f(b)-f(a)+(b-a)f‘(x]);a<x1<b 3)
a<x1<b=‘)xl-a>0, b-a>0==)0<x1-.:<l

sea X @

eaﬁ-e, se tendrd 0 < 8 < 1

Luego:xl=a+(b-a)9

Ysib-~a=h:b=a+h y x=m=a+h6: 0<0<1

Considerando esto en la expresién ( 3 ):

f(a+h)=f(a)+hf (a+he);0<0<1 (4)

Obsérvese que las expresiones (3)y (4) son equlivalentes

El Teorema del Valor Medio del Cilculo Diferencial puede ser muy Gtll =
para estimar la magnitud de la variable dependiente y hacer aproximaciones =

numéricas.

EJemplo. 7.- Empleando el Teorema del Valor Medio del C&lculo Diferen

clal, estimar \/3 28



Solycidn:

Tomando f ( x ) = &/x; f'(x) = ﬁ,‘,ls— a=27, b= 28y aplican-
3 x

do (3) queda:

¥ - 327+E28'27)]['ﬁ;3_':];27< x, < 28

3%
Esto es:
Y. 9, _nimen (a)
3 x 2/3

i Sl 1 < 1 [ el
ero como

1R 8 3 (o7 )2 3(9) 27

1
3+ < 3+ , luego por (a)
3 x12/3 27
3< I/ <3+ ;7

Para ejemplificar una aplicacién del Teorema del Val-or Medio del

C&lculo Diferencial expresado en la ecuacién (4) se da el sigulente:

Ejemplo B.-
Demostrar que v101 - V100 <%
Solucidn:

Ssea f (x) = V/x ;a=100, h = 1, entonces a + h = 101

f(a+h)= Y101, f(a) = Y100 -
1]
Como f' ( x) = =f (a+h0)=Ff (10+60)= ——u ;0<06<1
/x 27100 + @
1!
Aplicando (4) : ¥ 101 = V100 + —————;0< ORSIT
27100 + 6
T e Jep—
2 /100 + ©
Pero:
! < 1 = —— , luego:
2 /100 + 8 2 /00 20
1
(T ST e Q.0
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Teorema del Valor Medio del Cdlculo Diferencial para dos funciones:

Este teorema conocido también como Teorema de Cauchy, es fundamental pa-
ra estudiar la Regla de L'H3pital que se ve en el sigulente tema.

Teorema V,5 De Cauchy

Hipbtesis. Seany =f (x ), y =g ( x ) dos funclones que cumplen con

las condicliones:

1). y=f (x), y=g ( x) son continuas en el intervalo[ a, b]
2). y=f (x), y=g ( x) son derivables en el..intervalo ( a, b )
3). g' (x ) % 0 para todo valor de x en ( a, b ).

Tésls: Existe un valor X, en el Intervalo ablerto ( a, b ) para el cual

f(b)-f(a) Fr(x)
g(b)-8(a) " (x T 2<% <t (5)
Demostracién: Conviene primeramente hacer ver que g (b ) # g ( a ) pa

ra que la expresién ( 5 ), tenga sentido.

En efecto evidentemente la funciény = g ( x ) cumple con las condiclo=""
nes de la HipStesis del Teorema del Valor Medio del Célculo Diferencial en =

el lntervalo[a; b] , luego se tiene:

(bl);:a(a) -g'(x‘ );a<x1<b
Perog‘(x)ﬁO#xe(a,b)-’g'(x,)#0

g(b)-gle) 2o g(b)-g(a)k0 = a(b)w g(a)

Ahora bien, considérese la funcién auxiliar:

f(b)-fl(a)

17()()-g T )

[o(x)-gCa)]-[f(x)-f(a)].(

Como puede observarse, ¢ (a )=¢ (b ) = 0, entonces la funcién ( A) -



cumple con las tres condiclones del Teorema de Rolle,

como ¢ (x) = Tfpd=fled o (x) - (x) (8)
Segin la Tesls del Teorema de Rolle: ¢'( x; ) = 0; a < x; <b

Lo cual Implica por ( B ):

.gf(:):;(:}g.(xi)_f.(,(‘).o (c)

Como g' (xl)#o, al dividir en (c ) entre g’ (x ) queda :

Eqbdobqa) D UK ce(p)otiad f'(ﬁ),
g(b)-g(a) g‘(x1) 9(b) -g(a) g'lxli
a<x‘<b

Q.0.

V.h REGLA DE L'HOPITAL. FORMAS INDETERMINADAS,

Cuando una funcién y = f ( x ), toma una de las sigulentes formas para
un determinado valor de x;

f(x)=3, 2, @@= =0,=,1

se dice que la funcién y = f ( x ) toma una forma Indeterminada.

Hasta el momento, en el Capftulo 11 en el c8lculo de algunos 1fmites ~=
cuando resultaba% (] %, se vieron varlos casos en los cuales se mostr§ -

la forma de como eliminar dicha Indeterminacién, Es declr, dada una funcién

y=f ( x), sl para algin valor de la variable Independiente, el 1fmite de=

la funcl6n toma una de las dos formas anteriores de Indeterminaclién, ya sea
0
e

0 o 9
transformacién o procedimiento algebraico.

se ha visto como conocer el valor de dicho 1Tmite, medlante una ==

Sin embargo, una de las aplicaciones de la derivada, es precisamente =
poder eliminar dicha Indeterminacién en una forma mas sencllla, a través -

de la regla de L' HBplital, la cual se describe a contlinuacién:
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Regla de L'Hpital:

Dada 1a fracclidn : f_{_x_;_

- ,sif(a)=0ygqg(a)=0,

se presenta en el cociente una Indeterminacién de la forma g Para x = a,

El problema que se plantea consiste en encontrar;

Ifm f (x)
x+a g

Para ello, se har8 uso del sigulente teorema:
Teorema V. 6 Regla de L'HBpital

Hipbtesis: 1).=
en el Intervalo abierto I, excepto postblemente en

Seany=f (x)y y=g ( x ), dos funciones derivables

i

el nGmero a ¢ [.

2).- Para toda x%a en,g' (x) % 0,
3). Ifm f(x)=0y 1fm g(x)=0
x+ a x> a
RUS(S)
4), 1fm ?—m L
x + a
Tésls: Se cumple que:
f(x) e fr (x)
x'imy g (x 'L"x]-!ma g (x xl.,rmag x

El Teorema anterior es vélido sl los 1Tmites a los que se hace mencién =
son todos ITmites derechos, limites izquierdos & 1Tmites totales.

Demostracién:

Para la demostrac!én del Teorema anterior, se distinguen tres casos:

1. x> a
2). x-» a”
3). x> a



{
|
!

li'

:
I

Analizando la demostracién del primer caso, se observa que en las con==
diciones del Teorema no se supone que y = f ( x ) ,y =g ( x) estén definl

dos en " a ", por tal motivo, considerando que:

y=f(x) y y=g(x)
y=f(a)a0y y=g(a)=0 (A)

para x %= a

Yy para x= a

Sea " b " el punto extremo derecho del intervalo ablerto | dado en las-

condiclones del Teorema, Puestoquey=f (x )y Y=g ( x ), son ambas de
rivables en |, excepto posiblemente en ' a ', se concluye quey = f ( x ) y

y=g ( x ) son ambas derivables en el Intervalo ( a, x] , donde a <x ¢<b,

AsTque, y=f (x )y y=g ( x) son ambas continuas en el Intervalg -
(a, x ] Las funclones y = f (x )y y=g U x ) son también continuas a -
la derecha de " a " ya que:

Iim, f(x)=0=f(a)
X *a

y Wmg(x)=o0=g(a) (L)

x+a

Por lo tanto, y = f ( x ),y y=g ( x ), son continuas en el intervalo
cerrado [ a, x]. Ast, y=f (x ),y y=g ( x) satisfacen las tres condl
clones del Teorema de Cauchy para dos funciones en el Intervalo I:a, x].

Luego, se cumple que:

fialex ) faiabad Tl i)
g (x)-gCald g (x) (c)
donde X, es un nimero tal que a < Xy <X .
Tenlendo en cuenta las expresiones (A ) y ( B ), se tiene que:
T (G o 2l )
g (xJ) 9" (x) (0)
Ya que a < Xy <X, se s.igue que cuando x + a+, X > a+, por lo tanto:
fro(x,) fro(x,)
i e, gy M, oy e)
x+at 91X x+a 9 & x, +a 9 ]

157

Pero por las condiciones del teorema, el 1Tmite en el lado derecho de =

la expresidén ( E ), es L. Por consigulente:

lfm+;—E%;-- L

x +a Q.D.

lo cual prueba el caso (1 ).

La demostracién del caso ( 2 ), es similar a la anterior, y la demostra=
clén del caso ( 3 ) estd basada en los resultados de los casos (1 )y (2)y
se dejan al estudiante como ejercicio,

El Teorema V. 6, se conoce con el nombre de Regla de L'H8pital,

De esta manera, queda visto que la regla es aplicabfe para la forma %— N
asimismo, también resulta aplicable para la forma -z—, sin embargo su demos=-
traclén, no se presenta en este capftulo, dado que cae fuera del alcance del

curso,

En conclusién, cabe mencionar que la regla de L'H8pital, sélo es aplica
o0

ble cuando se presentan las formas indeterminadas %6

EJemplo 9.

X
Encontrar ’lamo e
Solucién:

Sustituyendo en la expresién x = 0, se obtiene que:

la cual es una Indeterminacién que puede eliminarse mediante el empleo de la
regla de L'Hapltal, de esta manera consliderando la expresién anterfor, como

un coclente de dos funciones se tiene que:

= ]rmf(X)
x+0 9%

.3
n
0 tan x

por lo tanto, aplicando la regla de L'H8pital resulta;



f (x) f(x) 1
1Im = 1lm TETT lim
x+09 !X x+0 9 VX x+0 sec” x

finalmente, tomando el 1Tmlte se obtiene:

Ifm —12—- +-]

x+0 sec x

por lo que,

et —=2 w9
tan x
x+0

EJemplo_10 Calcular:

Mm F(x)= 1fm X

X+ o X+ o x +1
Soluclén:

-

Al buscar el 1Tmite de F ( x ) cuando x+, se obtlene:

Wm F(x) _1Mm x - =

x> > x+® x + 1 =

La indeterminacién anterior, puede eliminarse empleando para ello la re-
gla de L'HSpltal y considerando a F ( x ), como un coclente de dos funclones,
de la sfgulente forma:

f (x) fr (x)

' - -

i F ) UL o B g (x])
por lo tanto:

Pl 73) 1 1
LB E T
Finalmente:

I1fm
Xrw X +1

x -0

En algunas ocaslones, puede suceder que después de haber aplicado la re
gla de L'HOpital, a una Indeterminaci8n, &sta persista es decir, que se tenga:
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fgx;_ £' (x), 0 . =
1m g Ux lim e s A

X+ a X +a

En este caso, la regla de L'Hopltal puede aplicarse tantas veces como =

sea necesarlo hasta que se haya eliminado la indetermlnacién, o sea:

f(x)_ fr(x) L () 2 (.a)
xl_,r:' g (x) [ g' (x) xlIm T x 7 x0T T (a

donde:

f (x) f (a)
1 « |fm —=7
e 3 (%) x-»:‘ g" (a)

X +a

el procedimiento anterlor se conoce con el nombre de generalizacidén de la re-
gla de L'Hopital.

EJemplo 11

Dada 1a funcién:

x
sen
F(x)= ]
1 - cos x
encontrar 1im F ( x)
XS0 &=
Solucidn:

Considerando a F ( x ) como el coclente de dos funciones, es decir,
2 x

f(x). T sen” >

9 "= cos x

x*0
tomando el ITmite de F ( x ) cuando x +0, se tlene:x

F(x)e=

2
f(x) sen” 7 0
1fm F(x)-lfm—(—)-lfm ————
x +0 x+Og % x+0 1 = cos x
la cual es una indeterminacién en la que resulta aplicable la regla de L'H6pl

tal, con la que se_obtiene:
X sen ; cos 5.

lim 22 . fm 2, 0
) 1 = cos x 10 sen x 0



como puede observarse, la Indeterminacién persiste una vez que se ha aplicado
la regla, de esta manera, volviendo a aplicar la regla por segunda vez, ree-
sulta:

sen X cos >
2 2

sen Xx

x x
i Phensens &
cos x

1m o 1 A =0, W
ko -y

= 1fm _‘r(

Finalmente, se obtiene que:
2=k
1m 3€0_Z
1 = cos x
x+ 0

EJemplo 12.

Dada la funcibén:

ansie=
3

L x

F(X)-CSCX

lim F ( x )
x=+ 0

Hallar:

Solucibn:

Considerando a la funcién F ( x ) = como un cociente de dos fun-

i
csc X
clones, es decir:

L (0 I E T

g (x) cscx

Y tomando 1Tmltes cuando x+0, se obtlene:
L x _—

1im
csc x ©

x-r0

dado que: L x + - » st x> 0+

csc X = +®si x>0

sen x

Entonces para eliminar la lndeter:mlnaclén, se hace uso de la regla de =

L'H8pital, teniendo:
1

In L2 o ifm

X
csC X = €sCc X cot x

x +0 x +0
COMO: CSC X = ——— y CcOt X = SOSRX
sen x sen x

se tiene que:

2
i A5 g = ﬂ_X_-%
x+0 CSC X x -0 X CcOoSs X

Volviendo a aplicar la regla de L'HSpital, se obtiene:

-senzx = 2 sen X COS X 0
1Mfm ——== 1m - =0
X COS X (- x sen x + cos x ) 1
X =+ 0 X ¥+ 0
Finalmente
. L x
-
x +0 ©S€ X

Tal como puede apreciarse , los ejemplos anteriores muestran la aplica
cién de la regla de L'HGpital, en los casos en que Gnicamente se presentan -
00

Indetermlinaciones de la 1’orma-(0l § — .
@ 'y

DETERMINAC ION DEL VALOR DE LA FORMA (0 ) ( =)

Si una funclién F ( x ), considerada como el producto de dos funciones,
F(x)=f(x)-g (x), toma la forma Indetermninada ( 0 ) ( @ ), para

un valor de x, la funcién dada puede escribirse en la forma:
Fx)mf(x)eg(x)aflxdogalx)
g l_x N SA(S=w)

Esto se hace con el objeto de 1legar a obtener una de las formas vistas

anterlormente y de esta manera poder aplicar la regla de L'H3plital,

Ejemplo. 13

Calcular: 1fm x L x

+
x+0

Solucidn:

Considerando, a 1fm x Lx como:

x+0*
Tm F{x)=°Lm f(x)eg(x)=1Mm xLx
x>0t x+oF x>0t
donde:

F(x)=x ,g(x)=1Lx
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se obtlene que: 1m xLx =0«
x+0+
Por lo tanto, haclendo:
Im xLx = llm+|'l—x-:+
x-+0 x+0 -

La forma de la Indeterminacién anterior, permite el empleo de la regla =

de L'H8pltal, es declir: 1

e . e lim (- x)ied
x->0* 1 x+0 =1 x=0
— 2
X X
Por locual Iimx L x=0

+
x=+0

DETERMINACION DEL VALOR DE LA FORMAw’-ﬂ°

S1 una funcién F ( x ), considerada como l1a diferencia de dos funciones
F(x)=f(x)=-g(x), toma la forma indeterminada ©-», para un va=-
lor de ''x'*, algunas veces es posible transformarla en una fraccién que tomar§
la forma Indeterminada % [ -—;-, mediante algidn procedimiento algebraico =

y de esta manera, es posible aplicar la regla de L'H8pital, y encontrar un va
lor determinado.

Ejemplo. 14

Calcular Iim ( % - -1—)
x= 1 x =1 L x

Solucién:

Considerando a 1Im — - . como:
] x =1 L x

[f (x) -5 (x)]

1m F(x)=
x +1

1m

x +1

= 1im

(;-;
x =1 L x
x »1

)
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y tomando 1Tmite cuando x+1, resulta;

bt g L S\ S
x =1 L x

Para eliminar la Indeterminacién anterior, se requiere de una transfor=
macién del tipo

1m
x*1

% 6 %, las cuales, mediante el empleo de la regla de
L'HSpital, pueden eliminarse.

1
De esta manera, tomando como factor comin a T T resulta que:

1 t ' -
(xfl TTrx >-(x-1)LX(XLx-[x 1])
por lo que, A

__1 - xLx=-(x=-1)_0
L x x =1 L x 0
La Indeterminaclién anterior permite que se aplique la regla de L'H6pital,

3
1tm X AX + L x=1

x+1 (x=1) (L) +Lx

1im
x *1

1im

x =1 x 1

con lo que se obtiene:

(x=-1)_

LUt 1 L x

x>1

X [ Y=
x-

L x 0

lim, ———— = =

L3 PR (T
X

Como se observa después de aplicar la regla de L'H6pital, la Indetermi=

naclén persiste, por lo que apllc&r}dola nuevamente I'?SUH:M

11m Lx1 = 1im ‘Ix1 = 1Im X
x+1 1 ==+Lx x>1 -+ - x+1 1 + x
x
X x
2
= 1im = = 1lm £ '—;—
x*1 x (1 +x) x>1 1+x

por lo tanto:

1im

e
x 1 ==

eyl
% 2




|

-

EjJemplo. 15

Calcular 1im (cot x -
x>0

Soldctén:

Considerando a 1im
x+0

xllouo[f(x)'g(xﬂ-

tomando 1fmites cuando x +0, resulta:

(COtX--l—)Cmt

ImF (x) =

1
e lim (COtx-T )

x -0

lim (cot x = = ) w g (S2aE sl ymie_w
x+ 0 X+ 0 sen x X

Puesto que para la indeterminacién anterior no existe un procedimiento-
que permita eliminarla directamente, se debe buscar algun@d transformacién, -

glgebralca mellante 1a cual sea posible obtener una Indeterminacién del tipo
3 6 %, y de esta forma, poder aplicar la regla de L'HSpital,

Asf pues, si se toma como factor comin de la expresién anterior a jcotax!

se obtlene: $

cotlh@? Ya jsotuX;
X X

(x - ), pero como:

et
cot x

tan x =

ot * =e tiene que:

1 1

cot X = — = — X = tan x
X x tan x

x tan Xx

(x - tan x ) =

Ahora bien, obteniendo el 1fmite de 1a d1tima expresién:

1itm x -~ tan x 0

1im ( cotx-—1_ )-
X X x + o X tan x

Por lo tanto, la Indeterminacién anterlior permite el empleo de la regla

de L'H3pltal, asf pues:

2

i x - tan x _ 1 - sec” x
x+0m X tan x L 2
x-+>0 tan x + x sec” x
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P | 2 . 1 tan x = 320X
ero como: sec Xx -_—r Y _cos =
cos” X
Se tlene que: s cosz =
i » secz X cos2 x cos X
1m —————~— = lim — ——— = lim =
x+0 tan x + xsec'x x+ 0 sen x | X x*+0 sen x cos X + x
2
cos X cos X cos X
co - 1
= 1im 25X

X+ SEn X cos X + X
Simplificando la d1tima expresién y utilizando las sustituclones trigo-
nométricas sigulentes,

2 2
cos” x - 1 = - sen x

2 sen x cos x = sen 2 x
se obtliene:

cast x.s 1 ER=2 sen? x 0

o e s
lim sen X cos x + X sen 2 x + Zx 0
x <0

x +0

Volviendo a aplicar la regla de L'HGpital, y tomando el 1fmite se tiene:

2 o =
Vo 2SN X o im hsenxcosx .20 _,
xHORIEEIREX SEEXT s 2 cos 2 x +2 b

Finalmente,

fim (cot == )= fim
x*0 x +0 2 cos 2 x +2-

DETERMINACION DEL VALOR DE LAS FORMAS 0°, = °, 1%,

-4 sen x cos x _

St una funcién ¢ ( x ) puede expresarse en la forma f ( x )9 (x), pue-

de suceder que para algiin valor Xy de x, se obtenga que:

i i x, ) =0, g ( x, ) = 0 quedando la forma 0°
o bien:
f (xo )=1,9 ( x, ) = » quedando la forma 1°

o también:
flx,)=w,g9 ( Xq ) = 0 quedando la forma «°

Entonces, para poder determinar un valor que permita eliminar la Inde-



terminacién para cualquiera de las tres formas anteriores, se emplea el pro-

cedimiento que a continuacién se explica:
Sealafuncl6n¢(x)-f(x)9(x)

Tomando logaritmos naturales en ambos miembros de la expresién anterior
y aplicando las propledades de los logaritmos, se obtlene que:

L ¢ (x) = g(x)LFf(x)

Por lo que en cada uno de los casos anterliores, al logaritmo natural de

la funcién, ¢ ( x ), tomar§ la forma indeterminada O« =, De esta manera -
determinando el valor de esta forma por el procedimiento correspondiente vis-

to anteriormente, se obtlene el 1Tmite del logaritmo de la funcién ¢ ( x )

De tal forma que, si el 1Tmite toma el valor ' a ', es declr si:

W™ LR W)), =y -
XX
entonces: i 4 () u g
x> X

Ejemplo. 16.

Calcular: Tim (1 + -—l— DR

X &+ o
Solucién:

Consliderando la expresién anterior como:

1Mm ¢ (x)= llmf(x)g(x)-llm (1+_;l(_)x

X =+ e X > « X &> ©
buscando el 1Tmite, se obtlene:

Im ¢ (x)=1°

X =+ o

Esta Indeterminaci6én conduce al empleo del proceso descrito anteriormen
te para ellminarla, asl pues, tomando logaritmos naturales y aplicando las -

propiedades de los logaritmos se obtlene:

162

im L ® (x) = 1im xL(‘I+i—)
X+ o X 5 oo
de donde:
lim xL(‘l*‘— == . 0
X+ ® &

El método para resolver dicha indeterminacidn, indica que hay que consi-=
derar el 1Tmite anterlor como el producto de dos funciones tratando de llegar
a obtener una indeterminacidn —g— é —:— , para poder aplicar la regla de --
L'HOpital.

Asl pues, siguiendo dicho proceso resulta:
1
1 I8 ( 1 +-—x J
x L ( 1 +T) = 1im L ey T

X+ o =

1{m

X+ ©

Calculando el 1Tmite de la d1tima expresién se obtlene:
/ 1
[ i 0

., 3 b

X |-

Aplicando ahora la Regla de L'HB8pital,

1 =1
1 1
LAV 2 ) Vg % .
1im —_——m " 1im = |im
X + @ ——— X + o 1 X + © ]+l
x =T x
X
buscando el 1Tmite resulta:
1 1
Tim el
% P 1E e 1
x
De esta manera,
1im L¢-(x)-llm—-¢—- 1
X+ ® X > o ]+‘_
x

Como el 1Tmite que se busca es 1lm ¢ ( x ), finalmente queda:

Im ¢ (x)=1Im f(x)g(")-e1-e

Xy X9




Ejemplo. 17
calcular: 1im x&
X -
Solucibén:
e X
Considerando a 1im x como:
X = c©

Mm ¢ (x)= 1im f(x)g(")-nm e = 2

X > o X =+ o X > o©
tomando logaritmos,
Mm L ¢ (x)=1mm e L x=(0)(e)

X+ @ X~> o

Aplicando el método para ellminar dicha Indeterminaci6én, se tiene que:
Ld
L x

Lisz lim — = =
e =

X+ m(-‘.) X > oo
X
e
Utllizando la regla de L'HSpital y calculando el Ifmite se obtiene,
1

e ELe tIn —2—o lim L.l .o
X+ € X+ o € Xa o Xl& =
AsT, pues, se tiene que:
L x
1m L ¢ (x)= 1im — =0
X+ o X3 00 €
Finalmente,
=X
M g Coxc™) = vt e (o 190X de e 5&T g0y
X oo X5 o x>0
Ejemplo. 18
Hallar Ilm+ X
X+ 0
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Solucidn:

st 'Hm+¢(x)-lrm+f(x)9(")_”m XS€M X o o

x -0 x +0 x +0%
Tomando logaritmos: L x*®" * 2 gen x L x=>1Im L x*¢" % lim sen x | x
x->0+ x-»O+
L x ©
Im, Lo(x)= lim —— = o —
s+ 0" x+0% 1 ®
sen x
Aplicando la regla de L'Hopital:
All 2
Hm L ¢ (x)m lim—=—u-iim 2 X, 0
x> 0 x+0 -ccs x x =0 xcos x O
sen” x
Aplicando nuevamente la regla:
”mL¢(x)__”mZsenxcosx__z(o) S
a 4COS X = x sen X 1-0
x *+0 x +0
Luego llm+¢( x )= Tim, R N

x +0 x +0

V.5, FUNCIONES CRECIENTES Y FUNCIONES DECRECIENTES.,

Al estudiar la variacién de una funclén, es de principal Importancia =
saber si es creciente o si es decreciente, A continuacién, se estudian es-

tas caracterTsticas de las funciones.

La idea de funcién creciente y de funcién decreciente, puede lntroduclL
se diclendo que una funclén es creciente cuando al aumentar el valor de la -
variable Independiente, tamblén aumenta el valor de la variable dependiente~
y que una funcién es decreclente cuando al aumentar el valor de la variable=
Independiente, disminuye el valor de la variable dependiente. Esto se concre

ta en las siguientes definiciones:

Definicién.- Una fungién y = £ ( x ), es creciente en un intervalo -



[a’, b] sl el coclente IncFemental %-’Y(-es positivo en el Intervalo. Es decir
si: . g ;
ay . f ( Xo+dx) -f (X)),
Ax 8 ek .
slendo Xo y Xo:+ Ax, dos valores cualesquiera de x en[a, b]
NStese que:%’z‘- >0 §=>1(3.>é >0, Ay > 0
o blen que: % >0 <> Ax< 0, Ay< 0
lo que evidentemente concuerda con la ldea expresada anteriormente,
En ]arf{gura Il se llustra el caso de una funclén creclente.
Y y &
y=t(x) FIG. 1 =G FiG. 12
: decreciente
creciente
; )
1
| Xe<Ke4 Ax 1
]
} f(xo)>f(xo+Axq[ | ! !
| |
| | | tHxa)!}
| (X ..
Ut s I
i i | 7 _ IS ] -
O} a Xeo xetdx b % 0| & Xe xe+ax b K
Deflnlclén: Una funcién y = f ( x ), es decreclente en un Intervalo ==
l_a, bJ, sl el coclente Incremental %&es negativo en el Intervalo. Esto =
es, si:
by . f (X0 +4x) - f ( Xo) b5
Ax Ax

slendo Xoy Xo + Ax, dos valores cualesquiera de x en [a, b ]

Se puede observar que:

o
E;% <0<=Ax> 0, Ay< 0
o bien que: i—% <Q<e=>Ax <0, Ay>0
La flgura 12 muestra la gr&flica de una funcién decreciente,

Para condicionar analfticamente la existencia de una funcién creciente~
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o de una decreclente, se presentan los sigulentes teoremas.
Teorema V.7

Hip&tesls: Sea y = f ( x ) una funclén continua en[a, b] , derivable
en (a, b), ytalquef' (x) >0en(a, b).

Tésls: La funclén es creclente en[a, b]

Demostracién: La funcién y = f ( x ) satisface las condiclones del
Teorema del Valor Medlo del C&lculo Diferenclal en[ a, b]. por lo que sl =
Xo y Xo + 8%, son dos valores de x en [oa b] , dicha funcién satisface las -

mismas condiciones en el lntervalo[Xo 3 Xo + Ax] .

De acuerdo a la Tésls del Teorema menclonado se tendr§ :

f(Xo+Ax ) - f ( Xo)
b x

= f! (xl);Xo <X, < Xo *AX

Pero segiin la HipStesis del Teorema en demostracién: f'(x)> 0 ¥ x € (a,b)

entonces:

f! (x1)> 0, Xo < x; < Xo + Ax
por lo cual:

f (Xo +Ax ) -f (Xxo0)
Ax & 2

1

y esto Implica que la funclén y = f ( x ) es creclente en[ a, b] .

En la figura 13. se tlene la gr&fica de una funclién creciente en un In

tervalo[a, b] y se ve que la pendiente m = f' ( Xy ) de la recta tangente =

”~~
en cualquier punto P, ( Xys Y ) del arco AB es positiva.
Teorema V.8

HipStesis: Seay = f ( x ) una funcién continua en[a, b]. derivable=
en (a, b)ytalquef' (x)<Oen (a,b).

Tésis: La funclén es decreclente en[ai b] .




v4 Y4

m=f'(X,1 €0

B
1
(3
{ i
- : :
| m=f(x] >0 \ :
H f W
1 ! |
: o - : L .
| b X 9 « A b X
FG 13 FIG 14
Demostraclién. La demostracién de este teorema es totalmente similar a-

la de! Teorema V.7 por lo cual se de]a desarrollar al estudiante.

Un criterio general, basado en lo anterior, para determinar la naturale
za creclente o decreciente de una funcién, consiste en detfrminar el signo =
de su derivada a 1o largo de su dominio, sabiendo que si en un Intervalo la-
derivada es positiva, la funclén es creclente y sl la derivada es negativa -

la funcién es decreclente.

EJemplo 19.

Investigar para que intervalos de valores de x la sigulente funcién es -

crecliente y para cuales es decreciente: f (x ) = 2 3 - 9x>+12x-3
Solucién:

La derivada de la funcién es: f' ( x ) = 6 x2 18 x + 12 (»)

Esta funcién derlvada es continua para todo valor de x, por lo cual, el
valor de f' ( x ), solamente cambiar de signo pasando por el valor cero, ==

por lo que es necesario determinar los valores de x que hacen f'( x ) = 0.

Factorizandoen (A ): f' (x ) =6 (x=1) (x=-2) (s)

F(x)=026(x=1)(x-2)=0"x =1, x,=2

2

A continuacidn se obtlene el signo de f' ( x ) a la izquierda y » la de-

recha de x, y x, ( esto se facilita si se emplea ( B ), para determinar la na
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turaleza de la funcién dada.

Sl x<c1=f" (x)>0=0y=Ff(x) es creciente
St 1 <x<2=>f (x)< 0>y=¢f (x) es decreclente
Si x >2=f" (x) > 0=»y=Ff (x) es creciente

Como un complemento a la soluclén de este ejemplo se da la gr&fica en -
la flgura 15, Ya

decreciente

‘-2
s 1 H
i/ ;
oy { ] o
VT
! 1@):0
1 :
/ '
——— L »
o 1 2 X
Figura 15,

Ejemplo. 20

Dada la funclén f (x ) = x3 -6 x2 + 9 x, determinar en que Intervalos
es creclente y en cuales es decreciente,

Solucidn:
f'(x)-3x2-12x+9-3(xz-‘lx+3)'3(x'|)(X’B)
f'(x)-O"DB(x-l)(x-3)-0"x1=1,x2-3.

Desde luego que si f' ( x ) no se puede factorizar los valores que la

anulan pueden obtenerse resolviendo la ecuacién f' ( x ) = 0 como convenga.

La obtencién del signo de la derivada y las conclusiones pueden obte =
nerse haciendo el stgulente cuadro:



Y4

x x =1 x=3]| Ff* {x) f(x)
- x <1 = = + creciente T
1
Insmxisng + - - decreciente iflx)) | |
| 1f(xg} | |
3 <x <+ ® + + + creciente T‘ S xLz 3 X7 ¥
FIG 16

V.6 MAXIMOS Y MINIMOS. Tésls: f (Xo ) es un valor m8ximo relativo de la funcién y = f ( x ),

La determinacién de los valores miximos y mfnimos de una funcién es de- Demostracién: Por el Teorema V, 7, y por ( A ) de la HipStesis se dedu=

suma Importancia en el estudio de la variacién de la misma y conduce a una a= ce que la funcién y = f ( x ) es creclente en el Intervalo Xo =8 < x g Xo

plicacién Inmediata del Cdlculo Diferencial en la solucién de muchos proble- por lo cual en este mismo Intervalo:
mas préctlcos.

f (X0 +8x )< f (X ) ‘ )
Definicién. f ( Xo ) es un valor m3ximo relativo de la funcién conti=--

nuay=f (x), sl existe un entorno Xo = § < x < Xo + & de Xo para el cual: Ahora, por el Teorema V. 8 y por ( B ) de la HipStesis se deduce que =
y = f ( x ) es decreciente en el intervaloXo €« x < Xo + &, luego en este o-

f(Xo+0x)<f (X ) cuando | &x | < & tro Intervalo se tiene:

Definicién: f ( Xo ) es un valor mfnimo relativo de la funcién contl-- f (X +0x )< f (Xo ) (0)
nuay=f (x), sl existe un entorno Xo =~ § < x < Xo + § de Xo para el cual

£ (X0 AR) S £ ( Xo TUSTY &k % 8 Teniendo en cuenta ( C ) y ( D) simultineamente se concluye que:

Como en estas definiciones sGlo se consideran valores de x en un entor- ER LT LN ok i Sy
no de Xo, se puede notar que una misma funcién puede tener mis de un méximo=

Luego f ( Xo ) es un miximo relativo de la funcién y = f ( x ) que se =

relativo y mé&s de un mfnimo relativo y aidn puede suceder que un m&ximo rela=- presenta para x = Xo
tivo sea menor o Ifgual que un mfnimo relativo.

Este teorema se {lustra en la figura 17,
En la figura 16 se ve la grafica de una funcién y = f (x) la cual tiene

méximos relativos para x, y X, presenta mfnimos relativos para x, y X, ¥ = Teorema V.10

se observa que f ( x, )< f (x, )
" 1 4 HipStesis: Sea la funcién continua y = f ( x ), y un entorno

Teonana Ve 49L Xo - § < x < Xo + 8 del valor Xo de su dominio en el cual se tiene:

HipStesis. Sea la funcién continua y = f ( x ) y un entorno

Xo - § < x < Xo + § del valor Xo de su dominio en el cual se tiene:

f! (Xo+Ax)>0sl Ax <0,| Ax | <§ (A)
f' (Xo +48x ) <0sl Ax>0; Ax < § (8)
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Y4 £7 Y

=0
s i £6<o
s 2 X Flgura 17 X
(a) (8)
ft ( Xo+ox) <0 sl Mx<O,|A|< 6 (E)
fl ( Xo+#0x) >0 sl &x>0; OAx < § (F)

Tésis: f ( Xo) es un valor mfnlmo relatlvo de la funcién y = f ( x )

Demostraclén: La demostracién de este teorema es totalmente similar -
a la del Teorema V. 9 y se basa alternativamente en los Teoremas V. 8 y v, 7

por lo cual se deja como eJerciclo al estudiante.

Geométiicamente e! Teorema V., 9, se {lustra en la figura 18,

y

1
ll(x.)
L
L % (A x

Figura 18

Por lo anterlor se observa que lo que garantiza la exlIstencia de un m_é_
xlmo relativo o un mTnimo relativo de una funcién y = f { x ) para un valor
Xo, es el cambio de signo de su derlvada y' = f! ( x ) al pasar x creciendo
por el valor xo.

Si dicho cambio de signo es de ( + ) a ( = ) se trata de un mSximo re-

lativo, sl es de ( =) a ( +) se tlene un mfnlmo relativo.

167

Ahora blen, la derlvada puede camblar de slgno pasando por el valor ce-

ro & camblando bruscamente de un valor positivo a otro negativo o viceversa.

Sl la funcidn derlvada y' = f! ( x ) es continva en un entorno del va=--

lor Xo, 2l cambliar de slgno lo hace pasando por el valor cero, Este es el-

caso que se [lustra en las figuras 17 (A ) y 18 (A),

$1 la funéién derivada y' = f' ( x ) es discontlnua en Xxo, puede cam--
blar de signo bruscamente como sucede en los casos llustrados en las flguras
177(8)y 18 (8).

Al estudiar una funclén para determlnar sus m&ximos y minlmos relatlvos
conviene proceder en un orden 18gico para lo cual se presenta el sigulente -

criterio.

Criterlo de la primera derivada para determinar los m&ximos y mfnimos «~
relativos de una funclén y = f ( x ).

1).- Hallar la derlvada y' = f' ( x )
2).- Obtener los valores de x que anulan o hacen discontinua a la de-
rivada, Estos valores se conocen cominmente como valores crftlcos de x.

3).-

do por cada valor crftico Xo, Xqo Xg0 etc., deduciendo de ello sl se trata-’

Investigar el cambio de signo de la derlvada al pasar x creclen

de un m&ximo relativo o de un mfnimo relativo segln dicho camblo sea de ~-

(+)a(=-)ode(=-)a (+) respectivamente.

Si al realizar esto G1timo en un punto, la derivada no cambla de signo,
la funcién y = f ( x ) no tlene miximo nl mfnlmo relatlvo. Una [lustraclSn

de este caso se presenta en la flgura 19 (A ) y (B ).



(A
Y4 vwf

my M3
]
1 i
i 3 |
| ) < < -
1 X
> + : —3 Figura 20
x ° x, X
Figura 1
. g (8) F(x)m10+12x-=3x%=2x,
Ejemplo 21. - Solucién:
Estudiar la funcién f ( x ) = x° + 2 x + 4 determinando sus méximos y - <
minimos relativos. Trazar su grafica. .= ft (x)=12-6x~6x

Factorlzando: f! (x)--6(x2+x-2)-—6 (x+2)(x-1)
Soluclén:

2).- Como la funcién derivada es continua, se buscan los valores que -
- fr(x)=2x+2 la anulan inlcamente.
2).- f' (x)=0=22x+2=0= Xo=~1, fl (x)=0=-6(x+2) (x=1)=03x =-2,x =1

Los valores crfticos son X, =< 2y Xy = 1
El dnico valor crftico que se presenta es Xo = - 1

3).~ La Investlgacién del cambio de signo de la derivada puede hacerse
3).- SI x<=-1 f' (x)< 0, ( tiene signo ( =) ), -« . !
con el slgulente cuadro.

six>=1 f (x)> 0, ( tlene signo ( +) ).

Como el cambio de signo es de ( - ) a ( + ) se deduce que la funclén - s
] x -6 (x+2) (x=-1) \f'(x)‘ £ 1 (Sxi)
f (x)=x"+2x+4 tilene un valor minimo relativo para el valor crfti-

coXo = = 1. - o< x <= 2 + - - Hay un mTnimo

Elvalorde]ml‘nlmoes:f(-1)-(-1v)2+2(-1)+‘c-3 paraxI--Z

T Ex ieh - - o
La gr&fica se ve en la figura 20,
1ex <+ - + = Hay un méximo pa
Ejemplo. 22 ra x, = 1

Determinar los valores méximos y mfnimos relativos de la funcién = ==
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El valor del mfnimo es: f ( =2 ) = 10 - 24 = 12 + 16 = = 10

El valor del mximoes: f (1 ) = 10+ 12 =3 « 2 = 17

Elemplo. 23

Dada la funclén f ( x ) =3 = (x =2 )2/3 hallar sus m&ximos y mfnimos

relativos s! los tlene:
Soluclén:
-1/3 ¥ ool

3\/3x-2

2).- No existen valores de x que anulen a la derivada pero X, = 2 la

N, Flx)m-3(x-2)

hace discontinua luego el Gnico valor crftlico es éste,
3).- x<2:>x-2<0'°3v’x-2 <HOl=s %t ( xNESUQr MW )
x>25x-250=23/%-2 >0°f (x)<0 {-)
Evidentemente se tlene un méximo relativo para X = 2 cuyo valor es
£ (2% =3.

En la flgura 21 se ve la gr&flica correspondiente.

()
ol »
Flgura 21
I
|
I
|
{
:
o 2 f
EJemplo 2h.

Hallar los méximos y mTnimos relativos de la funclén:

5-’(2 si. x<2
flx) =

X q
7 si x<2

trazar la gr&fica correspondiente:
Soluclén:

Six < 2;f (x)==-2x
f! (x)-O-b—Zx-O-bxl"Oque es un valor crftico.

St x> 2;f (x) = -—;— , no hay valor de x que anule o haga discont!~

nua a la derivada,

Paraxz-Z:f(Z)-lyf_'(z)--Zx] ==4 <0
x=2
1
'F_;_(Z)-T>0

Esto Implfca que f' (2 ) 4 as! que X, = 2 es otro valor crftico. Ade~

m&s por lo anterior se ve que al pasar x creclendo por el valor x, = 2 la d_e_
rlvada cambia de signode (~ ) a (+ ), luego f ( 2 ) = 1 es un valor mfal-
mo relativo.

Para el valor crftico X = 0 se tlene

x<0=f"(x)> 0(+)

x>» 0=> f! (X)< 0(“)
Asf que f ( 0 ) = 5 es un valor mSximo relativo,

La gr&fica de esta funcibn se ve en la figura 22

b f(x)
Mis

Figura 22,

-3 4 0 1 3 5 x




Otra forma de analizar una funcidn para m&ximos y mfnimos relativos In-
cluye el empleo de la segunda derivada de la funcidn como se ve a continua==

cién.

Teorema V, 11

HipStesls: La funcién y = f ( x ) es derivable en Xo , ademés,

£l (EXoM)=l0] yia TUN(EXo ) <N0%.

Tésls: La funcién y = f ( x ) presenta un m&ximo relativo para x = Xo

Demostracién: Como f'' ( Xo ) < 0, exliste un entorno Xo=- 6< x< Xo+§

de Xo en el cual la funcién derivada y' = f' ( x ) es decreciente, luego:

f' (Xo +Ax ) > f' (Xo ) sidx<0

[ ax| <&

fr (Xo +Ax ) <f' (Xo ) sibx >0

Pero como f' (Xo ) = 0, lo anterlor Implica:

f! (Xo +Ax ) >0 (+) sl dx <0

| ox | < 6

f' (Xo +4x ) <0 (=) stdx >0

Esto se hace ver que la derivada cambia de signode ( +) a ( - ), al -
pasar x creclendo por X0, luego hay un méximo relativo para x = Xo, cuyo va-

lor es f (Xo ). Q.D.
Teorema V.12

HipStesis: La funcién y = f ( x ) es derivable en Xo, ademSs

f' (Xo)=0y f'(Xxo) >0.

Tésls: La funciény = f ( x ) tlene un mfnimo relativo para X = Xo

Demostracidn: Este teorema se demuestra en forma totalmente semejante -

al anterlor.
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Con base en los teoremas V., 11 y V, 12 se da ahora el sigulente:

Criterlo de la segunda derivada para determinar los miximos y mfnimos=

relativos de una funcién y = f ( x ).

1).- Obtener la primera y la segunda derivadas de la funcién,
2).- Hallar los valores crfticos que anulan a la primera derivada,
3).- Calcular el valor de la segunda derivada para cada uno de los va-

lores crfticos obtenidos antes, deduciendo que si para un valor crftico

x = Xo, se tlene f' ( Xo ) = 0, se tiene que f ( Xo ) es m3ximo relativo st

f'* (Xo ) <0, y es minimo relativo si f"(Xo) > 0 .

(Xo ) =06
no es aplicable, tenléndose el recurso de aplicar el criterio de la primera-

En el caso en que f' f''( Xo ) no exista, este criterio =

derlvada.
EJemplo. 25

Aplicando el criterio de la segunda derivada, determinar los méximos y =

minimos relativos de la funcién f ( x ) = x3 + 3 x2 -2
Solucién:
1).- f‘(x)-3x2+6x; f'(x ) =6x+6

2).- f! (x)-0»3x2+6x-0=93x(x+2)-0

=> x, m~ 2, x, = 0 que son los valores crfticos.

1 2

3).~ Parax, = -2 f' (=2 )=6(~2)+6=-6<0 Iluego:

1

f(-2)-(-2)3+3(-2)2-2-2esm§xlmorelatlvo.

Para x, = 0, f* (0 ) =6 >0por locual f (0 ) = - 2 es mfnimo rela=

tivo.




Ejemplo. 26

Estudlar la funcién f ( x ) = %—-x"

- -1T x3 - x2 encontrando sus maxi-
mos y minimos relativos, aplicando el criterio de la segunda derivada.

Solucidn:

2

1) .= f'(x)-6x3—x-2x; f"(x)-lez-Zx-Z

2= £ (x) 202 6x° cx> -2 xmh 2 x({6x ~x-2)=0 >
x1-0;6x2-x-2=0
Celt oW (6)(-2), 1 7w _ 1%y

- =
2(6) 12 12
1+7 _ .2 S U -
%=’ et N3 T 7

~1 8
Los valores crfticos son: x3 = X 0; X, = 5~

3)e- Paraxgm - 0 (=g V=18 (=) 2 (=) -2

= ( -;—) "l luego:

2
hay mfnimo relativo para x3 - - —%— cuyo valor es:
1 3 1,4 1 )y P I 3 1y -n
f('f)“f(‘f) "3"( 2) ( 2),1’( 2) T

Para e 0: f" (0)==-2<0 luego hay méxImo relativo para X, =0

cuyo valor es f (0 ) = 0.

2

minimo relativo para X, = —g— cuyo valor es:

Para x, -%:f"(%— )-18(%)2-2(%)-Z-Zzl>01uegohay:.-.|-

O e S e L

PROBLEMAS DE MAXIMOS Y MINIMOS.

Cominmente lo primero que hay que hacer al resolver un problema de m&xi-
mos y mfnimos es establecer el modelo matem&tico que representa la funcién =--

cuyos valores miximos o mfnimos se desean determinar,
Aqul tlene una amplla aplicacién de lo tratado en el tema 1.7.

No hay una regla aplicable a 1a solucién de todos los problemas de méx_l_

mos y mfnimos pero en la mayorfa de ellos puede seguirse el sigulente orden.

12 Determinar la funci6n cuyo mdximo o mfnimo se desea obtener, trazan

do un croquis cuando convenga.

22 SI la expresién resultante contiene m3s de una:variable, las condi-
clones del problema proporcionaran suficientes relaciones entre las varlables

para que la funcidn pueda expresarse en términos de una sola variable.

32 A la funcién resultante se le aplican los criterios tratados ante-

riormente para el cilculo de miximos y mfnimos.

42 En los problemas prieticos, muchas veces se ve con facilidad cuales
de los valores crfticos darén un méximo o un mfnimo, en consecuencia no sfem
pre es necesario aplicar completo el paso anterior.

52 Conviene construir la grifica de la funcidén para comprobar el resul

tado obtenido.

El cdlculo de los miximos y mfnimos pueden simplificarse con ayuda de =

los sigulentes principios.

1).= Los miximos y mfnimos de una funcidn continua se presentan alter-
nativamente.

2).- Cuando C es una constante positiva, ¢ f ( x ) es un maximo o un -

mfnimo para los valores crfticos de x que hacen a f ( x ) miximo o mfnimo -



’

y no para otros.

Cuando C es negativa, c f ( x ), es un méxImo cuando f ( x ) es mfnimo y
recfprocamente,

3).~ SI C es constante, f ( x ) yc + f ( x ) tlenen valores miximos -
y minlmos para los mismos valores criticos de x,

Elemplo. 27

Se quiere construir una caja rectangular de base cuadrada sin tapa. Cal
cular el volumen de la caja que se puede obtener de 1,200 cm2 de material, -

con la mayor capaclidad posible.
Solucién:

r'd
Un croquis del desarrollo de la caja se ve en la figura 23,
t

Figura 23

Se ve que: =4 L h + L2 = 1,200 cm2
1,200 - L2

despe jando h queda: h = —1K—E————~

sustituyendo en V = L2 h. .

.- [.1,202 -LLZ]_ 1,200 L l-; - 300 L-L:—

Der Ivando:

4V . 300 - 3 (2

9V g3 1230000 » 2 L3000 w00, 1 2 yT0n

L =20 cm ( que es el Gnico valor crftico ).

Calculando 1a segunda derivada:

P I S N

da 12 4 2
sustituyendo L = 20 quedard:
a2 v
—— P 30 < 0= V serd méximo cuando L = 20
dife

sustituyendo en V el valor crftico

3
v-{L20) 20 (2007 . ¢ 000 - 2,000 = 4,000

V'= 4,000 cm3 es la capacidad m!;lma de la caja.

Ejenplo. 28

Un hombre tiene un muro de piedra en un costado de un terreno. Dispo=
ne de 1,200 metros de material para cercar, y desea hacer un corral rectan=
gular utilizando el muro como uno de sus lados., ¢ Qué dimensiones debe te=

ner el corral para encerrar la mayor &rea posible?,
Solucién: “

La figura 24 muestra un croquis dél terreno.
— 12002y,

LETTIFTTIFT I IT7I777 777777

Figura 24

El Sreaes: A=A (x)=x (1,200-2.x) =1,200x -2 xz

Derivando: A' ( x ) = 1, 200 - 4 x

A' (x)=0=1,200-4x= = X, = 300'm ( valor critico ).
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La segunda derivada es constante y negativa:

A (x)m-b<o

luego se trata de un méximo.

El ancho del corral debe ser X, = 300 m y el largo:

1,200 - 2 ( 300 ) = 600 m.
Ejemplo. 29

Le suma de un nGmero y el triple de un segundo nGmero es 60. Encontrar
ontre todos los pares de niimeros que satisfacen esta condicién aquel cuyo pro
ducto sea el méximo posible,

Solucién:

El producto P se puede representar asT:

P=.xy
por la primera proposicién del problema se tiene que: x + 3 y = 600 =>
y= + (60 - x)
sustituyendo:y en P = x y:

. (60-x)-20x--1-x

3 3

como P es funcién-de X1 derivando con respecto a x:

2-P(x)

P,(x)-ZO--%-x

Igualando esta expresién a cero:

20--‘—§—x-0=9 Xy= 30

sustituyendo en y = (60 -x)

3 queda: Y = 10

Los nGmeros pedidos son X, = 30, Y 10

Ejemplo. 30

Al proyectar un estaclionamlento se estima que sl se disponen de 40 a 80
casllleros para autombviles la utilidad diaria serd de $ 8.00 por casillero.

Sin embargo si en el proyecto se aumenta el nimero de casilleros a m&s de 80

la utilidad se reduciré en $ 0.04 por cada casillero de los que excedan a 80
¢ Cu81 debe ser el nGmero de casilleros proyectados para obtener la méxima -
utilidad 7.

Solucidn:
Sea x el n(mero de casilleros y F la utilidad diaria en pesos.

Evidentemente F depende de x, Cuando 40 ¢ x ¢ 80, F se obtiene multi-

plicando x por 8.00, es decir:

St 40§ x< 80, F (x)=28x

Cuando x > 80 la utllidad por cada casillero es 8 - 0.04 ( x - 80 )

por 1o que la utilidad por x casilleros es:

s

SIx>80 F(x)=x[8=-004(x=-80)] = 11.20 x - 0.04 x2,

Obsérvese que la utilidad disminuir§ hasta anularse cuando
ll.20x-—0.0‘m2 = 0 . Resolviendo esta ecuacién resulta % 280. Esto quiere-
decir que si se dispusieran mis de 280 casilleros habrfa pérdida en lugar de-
utilidad.

De lo anterior, se deduce que la funcién que hay que estudiar para mix|
mos y mfnimos es:
8 x sl 40< x <80
F(x)=
11.20 x - 0,04 x> sI 80< x <280

Aunque por la naturaleza del problema x es un nGmero entero positivo =
para tener una funcién continua se considera que x es un nGmero real, tenién
dose como dominio de la funcién el Intervalo[hO; 280] c

Ahora bien, si 4Os x 80, F' (x)= 8
sl 80< x €280, F' ( x) = 11,20 - 0.08 x

Para x = 80, F! (80 ) =gy F(8 )=11,20-0,08(80)=14.80



Como F! (80 ) & & (8 )=F' (80) 7, asl que Xy 80 dientes del punto Po de la recta L que tiene la misma abscisa que P.I (enla

es un valor crftico de x, pero se observa que F' (80)>0 y figura 25 Pl G Rs ).

F' (80 ) >0, no hay cambio de signo de la derivada, luego para L
+ Definicidn:

x, = 80 no hay miximo ni minimo.

U Se dice que los puntos P2 ( x, y ) pertenecen a la regién Inferior Ri de

Para F'( x ) = 11.20 - 0.08 x si 80 < x £ 280: la recta L si sus ordenadas son menores que las ordenadas del punto de la rec

F' (x) =0=>11.20 = 0.08 x = 0 = x ta para la misma abscisa ( en la figura 25 se tiene que P2 € R' Ja

al cual debe corresponder el m&ximo,

2 ™ 140 que es otro valor crftico

Con esta base se puede definir las concavidades de una curva como sigue:

Aplicando el criterio de la segunda derivada, se ve que:
F' (x ) ==0.08 st 80< x €280

Definicién:

La curya de ecuacién y = f ( x ) que es continua en el punto P ( xo, yo)
F' (140 ) = - 0,08 < 0, asl que esto confirma que para x, = 140,

tiene su concavidad hacia arriba, en P si existe un entorno de P en el =
F (140 ) es maximo. ]

cual todos los puntos de la curva, excepto el punto P se encuentran en la re-

Conclusidn: Se tendrd la utilidad mixima si el estacionamiento se pro. gl8n superlor de la tangente a la misma en el punto P ( xo, yo ).

yecta con 140 casilleros. La figura 26 muestra la Interpretacién geométrica de esta definicién:

V. 7 CONCAVIDAD DE UNA CURVA, PUNTOS DE INFLEXION,

d]
Sea una recta L como la indicada en la figura 25, no perpendicular al = i MF“”
eJe x, entonces se tienen las siguientes definiclones:
AY
Rs Alxo,¥,) concavidad hacia
% 5 . arriba
Y. Rg=region superior
o
(%o, ¥) e . A
Rij=regidn inferior .
! Y f(x)
i
0 X x
-}
[
% 0% %) Definicién:
Figura 26
0 Xo x La curva C cuya ecuacién es: y = f ( x ) que es continua en P, tiene -
Figura 25 su concavidad hacia aba]o en este punto si existe un entorno del punto P,

Definicién:
tal que todos los puntos de la curva, con excepcidén del punto P, se encuen=

e 0l Waue N csapiintas Pl ( x, y.) se encuentran en la regién superior tran en la regidn inferior de la tangente a la curva en dicho punto,

Rg de la recta L si sus ordenadas son mayores que las ordenadas correspon=
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Esta definiciém se muestra grdficamente en la figura 27,

Y concavidad hacia
abajo

0

Teorema V. 13 Figura 27

HipStesis: La ecuacidn de la curva Ces y = f ( x ), esta funcidn tle
ne segunda derivada Yy se cumple que f'' ( Xo ) > 0 3

Tésis: La curva C tiene su concavidad hacia arriba en el punto
P ( Xo, Yo )

Demostracién: La ecuacidn de la recta tangente a la curva C en el pun-

to P es:

y=yo=f" (x0) (x=x0) ®y=f" (x0) (x=-x0) + yo
y es la ordenada de un punto de la tangente con abscisa x, f ( x ), es la -

ordenada del punto de la curva con la misma abscisa x.
Considérese la funcién f ( x ) =y :
f(x)-y=f(x)-f (x0) (x=-x ) ~yo

Como esta funcidn es dependiente de x, entonces es vdlido calcular con

respecto a x la primera derivada.

e Lfx)-yd et (x) = f ()
SI x = xo:
ag- [f (x) = Y.] =0

Calculando la segunda derivada,
D =

d o = fu
EL”") y = (x)

Segn la hipétesis: f" ( xo ) > 0 , entonces por el Teorema V. 12 la -

funcién [ f(x)-~- ij tiene un mfnimo para x = xo.

El valor de este mfnimo es:
f(x)-y =f (xo0) =0
[ ( y']x=Xo

luego existe una vecindad del punto P, en la que a excepclén de este punto =
se tiene que:
f(x)=-y>o0

lo que Implica que f ( x ) >y; luego en dicha vecindad todos los puntos de
la curva excepto el punto P se encuentran en la reglén superior de la tangen
te a la curva en el punto P, de donde se concluye que la curva C de ecuacidn

y=f ( x ) tiene su concavidad hacia arriba en ese punto.
Teorema V. 14

Hipbtesis: La ecuacién de lacurvaCesy=f ( x ), esta funcién tie-

ne segunda derivada y se cumple que f'' ( xo ) <O,

Tésls: La curva C tiene su concavidad hacia abajo en el punto
P ( Xo, Yo ).

Demostracién:
La tangente a la curva en el punto P es:

y-yo=fl (x0) (x=x0) 2y=f" (x0) (x=x0) + yo

considérese la funcién:

(fF(x)=-y)=fFf(x)=-f (x) (x+-x0) =yo

su primera derlvada ser&:



Egi [ f(x)-y ] =fl(x)-f (x)

que se anula para x = xo,

La segunds derivada es:

2 ”
dLr[f(x)-V.]-f"(x)
x
Segin la hipdteslis:
f'(x0)<o0

por lo cual, segiin el Teorema V. 11,[ f(x) - y]tlene un méximo relativo
para x = xo entonces existe un entorno del punto P en que solo exceptuando=

este, se tiene que:

f(x)=-y<0= flx)<y

L4

Se concluye que en dicho entorno, todos los puntos de la curva C de -
ecuacién: y = f ( x ) con excepcién de P, pertenecen a la reglén Inferior ==
de la tangente a la curva en dicho punto, luego la curva C de ecuacién ===
y =f ( x ) tlene su concavidad hacla abajo en dicho punto,

EJemplo. 31

Examinar la concavidad de la curva de ecuacién y = f ( x ) = x

Solucldn:

Vx
El dominlode y = f ( x ) es x30 y el dominfode y' = f' (x) vy
y' = f' ( x ) es para ambas: x > 0

Es claro que s! x > 0 se tlene que f'' ( x )> 0, por lo cual la curva-

es cbncava hacia arriba.

Puede verse que sl x*—Ot esta curva se aproxima tangenclalmente al eje

de las y. Dado que f (0 ) = 0, el origen esta sobre la curva, pero la cur-
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va no se extiende a la lzquierda de este punto como se ve en la figura 28,
J
3

Figura 28

-z

Ejemplo. 32 ,

Encontrar los puntos donde la curva de ecuacién: 24y = X3 - 6x2 - 36x + 16

es cbncava hacla arriba y donde es cbncava hacia abajo,
|

)
\I

Solucién:

Derivando:

TR T R —
=3 (x+2) (x=-6)
derivando nuevamente:
2y =mbx=12=26 (x=2)

se ve que: y''> 0 sl x> 2

y' <0 sl x <2

FI16. 29

Por este motivo la curva es céncava hacla abajo para x < 2, y céncava =

hacla arriba para x> 2 como se ve en la figura 29,

Se observa que y'" = 0 para x = 2 y el punto ( 2, -3 ) sobre la curva =--
separa la porcidon de la curva que es cdncava hacia arriba de la que es cénca-
va hacia abajo.




PUNTOS DE INFLEXION,

Sl exlste una vecindad del punto P ( xo, yo ) en la curva C y en esta-
vecindad todos los puntos de la curva que est&n a un lado de P pertenecen a-
la regién superfor de la tangente a la curva en dlcho punto P y todos los pun
tos de la curva al otro lado de P pertenecen a la reglén [nferlor de la mis=
ma tangente, entonces el punto P ( xo, yo ) se conoce como punta de Inflex16n

de lacurva Y= f ( x ).

De lo anterior resulta claro que un punto de Inflexl8n de una curva es =
aquel en el cual cambia el sentldo de la concavidad de la misma, como se ve
en la flgura 30 (A )y (B).

(A) (8)
Figura 30

De esta deflnlclén y del estudio sobre concavidad se sligue que en el =
punto de Inflexién la segunda derlvada debe cambiar de signo.

Por el procedimlente visto en el estudlo de los valores extremos de una
funclén ( méximos y mfnimos ), se ve que para analizar el camblo de signo -
de f"' ( x ) se requlere calcular los valores de x que anulen esta derivada-
segunda, dado que esta condiclén es esencial para que exista el cambio de ~
signo. Mas adn, la funclén y" = f'' ( x ) puede anularse sin que ocurra el -

camblo de slgno.

As{ pues, para encontrar los puntos de [nflex(8n, de una curva dada =~

y=f ( x ) se procede como sigue:
1). Calcular la segunda derlvada f'' ( x )
2). Calcular los valores de x que anulen o hagan discontinua a f" ( x )

3). S1 al pasar x por dichos valores hay un camblo de signo de f'' ( x )
entonces la curva tendrd un punto de Inflex!8n para el valor de x consldera-

do.

k). S1 el cambio de signo es de ( + ) a ( = ), la curva cambia su con-

cavidad de hacla arriba a hacla aba]jo,

5). SI el camblo de signo es de ( =) a ( +), la concavidad cambla de

hacia abaJo a hacla arriba.

Otra forma més réplda de calcular un punto de Inflex18n se Inflere fécll

mente del sigulente teorema:
Teorema V. 15

Hipbtesls: y = f ( x ) es la ecuaclén de la curva C, para x = xo se =
tlene f'' (o ) =0y f'"{Xo ) v O.

Tésls: El punto P ( xo, yo ) de la curva C es un punto de InflexIén .
Demostracidén: Se consideran dos casos:

ler caso: f'!'" (Xo ) > 0, esto Impllca que en un entorno

Xo - 8§ <x<Xo+ 8 lafunclén y'' = ' x ) es creciente luego:

f' (Xo + &x ) < (Xo }) =0 slAx <0
| ax| <&
' (Xo + 8 ) >f" (Xo ) =0 st 8x >0
luego la segunda derivada f'' ( x ) cambla de ( =) a ( + ) y la curva
y = f ( x) tlene un punto de inflexIdn en P (Xo, Yo) como se ve en la flgura
31.
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f"(x)-0$36x(x-§-)-0

resolviendo la ecuacién anterior se obtienen:

2
x, =0 XZ.?

Como: f"(x)-36x(x-§-)

cuando x <0 =>f" (x ) > 03 \(+/
Fi 1
gura 3 2=>fll(x)<0; /:\

cuando 0 < x < 3

20 Caso: f"' (xo) <0, esto Implica que en un entorno r X
o ) Luego la curva es cdncava hacia arriba a la lzquierda de x, = 0 y cdnca
Xo =8 < x < Xo + &, la funcién y" = f' ( x ) es decreciente luego: 1 =

va hacia abajo a la derecha de ese punto.

f' (Xo +84x ) >f" (xo ) =0 slax <0
= x| < 6 cuando 0<x<%-»f"(x)<0 e =N\
f' (Xo +4x ) <f' (x0)=0 si ax >0 2
cuando x> = Fll(SxB)r=1%0 +
luego: f" ( x ) cambla de signo de ( +)a (-)ylacurvay=f (x) tle = Mg = ) Wt
ne un punto de inflexién en P (xo, yo ), ver la figura 32. Luego la curva es céncava hacla abajo a la lzquierda de x, --23- y con-
ly cava hacia arriba a la derecha de Xy = 2/3.

Sustituyendo los valores de X4 =0 vy xz'% en la ecuaclén dada se ob==

tienen: Y =1y Y= % respect ivamente,

Por lo tanto, los puntos II (40, i )=e I2 ( 2/3, 11/27 ) son los puntos

]
] de inflexién, figura 33.
1

0 ' 2
Figura 32

EJemplo 33.

Hallar los puntos de inflexién y el sentido de la concavidad de la cur

va de ecuacién:
Ll 3
y=3x =hx +1
1(0,1) 12(%3,159)
Solucién: \_/ £
0
y'-12x3~-‘l2x2
Figura 33.

yim 36t -2k x oyt (x) m3x(x -2, ]
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Ejemplo 34. posible observar como se cumplen los conceptos estudiados anteriormente, so--

bre la representacion y significado de la primera, segunda y tercera derivadas
Hallar los puntos de inflexién y concavidad de la curva de ecuacidn :

3 2 respectivamente, relaciondndolos con el comportamiento que tiene la funcidn -
y=2x? -3x" ~36 x+ 25,

original, identificando los elementos y puntos criticos de la misma.

SOLUCION: Ejemplo. 35

0 - Py 2
y'=6x°-6x-36 Representacion grafica de una funcidn original y sus derivadas hasta -
y'=12x -6 de tercer orden. .
y'=0 = 12x-6=0.§x1-~;— fen

' = f1 (x)=12>0 = f"‘(;— )y> o0

luego si hay punto de inflexidn.

luego la curva es cdncava hacia arriba a la derecha de X, =%

T e

V.8 REPRESENTACION DE LA FUNCION ORIGINAL Y SUS DERIVADAS.

El siguiente ejemplo, {lustra gr&ficamente la transformacién que toma -

una funcidn dada, al aplicarse sobre ella el operador derivada por tres oca-

}
' X
1 h ]
.y O
I . 1
: 1 . i i il Sl
Sustituyendo X, =7 en la ecuacidn dada. ¥ ta rb fc :d Te =
- nie 1 Aok 1 ' i 4 i ‘
Yq 2(2) 3(2) 36(2)"'25 - o |' ' | : :
] 1
= 13 : 1 I ; Y
T N /4N
3 = 1 13 3 ) i
El punto de inflexiénes 1 (= , =) g i 1 / ,\
2 2 [} - ' =
I fl 1 : :
J Sustituyendo: x = 0 < % en y'. : : : !
y'=12(0) -6 i i ! :
o : : i .
Y” e -6 <0 ; k : :
luego la curva es céncava hacia abajo a la izquierda de x1=% : ; ¢ :
' ! i :
Sustituyendo: x = 1> ;—en y" : E/::'\
1 J >
y'=12 (1) -6 | ' 'I\'
y'=6>0 : i
e 1 !
! i
! 1
1 '
' [
1 I
1
i
1
t
]

siones, es decir, hasta obtener su derivada de tercer orden. Asimismo, es -

Figura 34
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flx)=g (-xP+2)=-2x

1

En las graficas anteriores se puede observar lo siguiente:

En los intervalos ( -~ w; @a ) y (c;e ) donde y=f ( x ) es creclente - 3 Fl(x)
y' = f' ( x ) es positiva y en los intervalos ( a; c )y ( e; +® ) donde --
y=f ( x ) es decreciente, se tieneque y' = f' ( x ) es negativa. 2
Para los valores criticos x = a x= e en los que hay miximo relativo, y — 1

x = ¢ que corresponde a un minimo relativo, se tiene que f' ( x ) = 0.

~2 -1 o] 1 2 X
Para x,=b y X = d donde se presentan puntos de inflexién, f'" ( x ) = 0 o
en el intervalo ( b; d ) donde la grafica de y = f ( x ) es céncava hacia arri
ba, f'"" ( x ) es positiva. Si x < b y x> d donde dicha grafica es céncava -~ "
hacia abajo se tiene que f'" ( x ) es negativa.
Si se toma como funcidn original y' = f' ( x ) se cumplen las mismas pro- Figura 35 ( b )
piedades anteriores, respecto a y'"' = f'"' ( x )y y"'= f'* ( x ) como se puede -
observar en las graficas correspondientes del ejemplo 35. Sissple. 7
3
= + .
En los ejemplos que se presentan a continuaci6n se muestra la representa- At ¥ §x
cién grafica de algunas funciones y de su primera derivada, con objeto de com- 4_“')
plementar el andlisis de la interpretacién grafica de una funcidn origina! y -
de sus derivadas. . B
Ejemplo. 36 e ?
2
1
f(x)= 2D
-2 =1 o] 1 E) x
-1
-1
—_— — : g — — = -2
-2 - 5 1 2 X
-3
=
-4
-2
|
Figura 35 (a ) Figura 36 (a )
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O (57 )=ai—(x3+3x)=3x2+3

Flx)

2
1
i e —) :
L
Figura 36 (b))
Ejemplo. 38
f (x) =senx
Si0g xg 2
1gcx)
3
1
) 1 F 2 03 « 33

-2

Figura 37 (a )

fit (x)-?:——[senx]-cosx

£ 00

’ 1 %w
=1

1
-\ /— » A
& )35 L

-2
Figura 37 ( b))
Ejemplo.
T )= LX
0
‘.F(X)
|
3l
2
1
) 4 2 3 + 5
-
-2
B
-4

Figura 38(a)



(74 (x)-ﬁ Inx--lx-
1(x)
3¢
1
—
——— .
of 1 3 5 ? 9 Lt
Figura 38(b) ~

V. 9 ESTUDIO DE LA VARIACION DE UNA FUNCION. PROBLEMAS DE APLICACION.

Como una de las aplicaciones mas importantes de los conceptos analizados
en este capftulo se tiene el estudio de la variacién ( o comportamiento ) de -

una funcidn dada, la cual resulta m3s evildente cuando se discute graficamente.

De esta manera, resulta deseable obtener el menor nimero de puntos que -
permitan tener una visidn clara de la grdfica de una funcidn en estudio, pro-

curando evitar la obtencidn

de aquellos que no sean necesarios o importan-
tes;es decir, aquellos cuya informacion no resulta trascendente, en el estu--
dio del comportamiento de la funcion. Con la practica es posible efectuar cro

quis correctos marcando tan sdlo unos cuantos puntos.

En los cursos de geométria analitica, el estudio de la discusion de la e-

cuacidn de una curva tan sdlo se limita a la obtencién de los siguientes aspec

tos:

1). (Intersecciones con los ejes coordenados.

2). Determinacidn de la simetria con respecto a los ejes coordenados y
al origen.
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Detereminacidon de las asTntotas verticales y horizontales.

L.

junto de valores reales de x para los cua!es'y”es real y el conjunto de los -

Determinacidn de la extensién de la curva, esto es, definir el con

valores reales de’y“para los cuales x es real.

Con los conocimientos adquiridos en este capftulo, ahora se dispone ade-
mis de un criterio para determinar:

5}

es creciente y en cuales es decreciente.

En que intervalos la funcién que se va a representar grificamente -

6). También es posible determinar Jos miximos y minimos relativos y ab-
solutos.

7).

concretan caracteristicas esenciales de la grifica en estudio.

Asimismo, el conocimiento de la concavidad y los puntos de Inflexidn

El siguiente ejemplo muestra como desarrollar el procedimiento descrito =

anteriormente en el andlisis de la variacién de una funcidn .

Ejemplo. 40

Discutir y trazar la grafica de la funcidn:

SOLUC ION:

1).

Intersecciones con los ejes:

Si
Si

x=0=y=0

y=0= x=0

Por lo tanto la curva intersecta a los ejes en el punto 0 ( 0, 0 ) excly

sivamente.



2). Simetrfa:

Al substituir a x por - x queda y = zx , por consiguiente se altera -
x" +1

la ecuacidn, luego no hay simetrfa respecto al eje y.

Al substituir a y por - y queda -y = 7 L3
x"+1

por consiguiente se altera la ecuacidén y no hay simetrfa respecto al eje x.

Al substituirse simultdneamente a x por - x y a y por - y queda:

por lo que la ecuacién no se altera. Esto indica que si hay simetria respecto
rd
al origen.

3). Asintotas.

Cabe hacer notar que para la determinacidn de las asintotas de una curva

la teoria de limites resulta de gran ayuda
Si se cumple que:

lim f (x)=a

X+
se tiene una asintota paralela al eje de las abscisas: la recta de ecuacién =--
y = a.

Si Tilm ¥E5(95m) &= = Woisea : 1 (kMM o
x * a X+ a

se tiene una asintota paralela al eje de las ordenadas: la recta x = a.

Si  x2+ : lim zx—"o
x >+o0 x" + 1

) +
esto es: x ™M® _ y-+0
X

S x =+ ~o = Jim 5
X >-oox” 4

=0
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por lo cual: x +—® = y » 0
Por lo tanto el propio eJe de las x es asintota en ambos sentidos.

4). Extensidn de la curva: S

Observando la ecuacién se ve que no hay restricciones para los valores
de x, es decir, que cualquier valor real de x hace que y sea real. Sin em-

bargo si se resuelve la ecuacidon para x se define:

Yx2+Y'x
2
yx -x+y=0

por lo tanto:

" .
La ecuacién anterior muestra que para que '' x '' sea real debe cumplirse

que: )
l-kyzzo = 4y c1=|2y|en

1

1 2 .
o0 sea que: S Té y < - serd el intervalo de valores reales de

y que hacen que x sea real.

5). Derivando y = f ( x ) se tiene:

=X
yl-fl(x)= —(m—z

Al igualar f' ( x ) con cero, se obtienen como valores criti--

cos de x los siguientes;

1-x2 -

S e
(x +1)2
2

1-x =0
x2=l
x=t',1_=il



=1 son los valores crfticos de x.

x2--l

Por lo tanto , Xy

En esta forma, obteniendo sus correspontiendes ordenadas se tiene:
1 1

i - = f £ — L
Si x, I-'-‘)Yl (S T+ >

1).4.-%

y si x--1$y2-f(' T+ 1

2

Por lo que, los puntos Pl (1, 172) y P, (-1,-1/2 ) son caracter(s-
ticos, ya que las tangentes a la curva en P, y P, son paralelas al eje x.
En conclusién, analizando la funcidén para valores de:

x <-1=> f' (x )<0== que f ( x )»es decreciente

“1< x <1 = f' (x)> 0 =bque f(x)es creclente

x> 1 =»f' (x ) «0=>que f ( x ) es decreciente.
6). Miaximos y minimos;

Una vez determinados los puntos caracterfsticos, en los cuales la -

tangente a la curva es paralela al eje " x ', aplicando el criterio de -

la segunda derivada se obtiene:
-2x(x2+1)2-(1-x2)(2)(x2+l)(2x)
Z B
Gt 515

yll-fll(x)-

_2x§x2-3)

(2+1)3

Por lo tanto, para X, = | 4

1

(1 )---E<0 = que para x, = 1, la funciény = f ( x ) tiene
un valor maximo, en P1 (i )
y para xz--‘l,

f*(<1)= =>0 » que para x, = - 1, la funcién :

2 2
y=f ( x) tiene un valor mfnimo, en P, (-1, - 1/2 e

&4

3

(_',3—1-

Puntos de inflexién y sentido de concavidad.

.

A partir de la segunda derivada de y = f ( x ), obtenida anteriormen-

te, e igualdndola a cero, resulta:

2
yrem g () el Besdde o

e = B

2x(x2-3)_0
(x2+1)3

2x(x2-3)-0

2x=0"= x,=0

3

3 13| [y ats x2-3"xh-+'/?,x

x -

g=- /3

=0

ordenadas para x.i

En esta forma, obteniendo las correspondientes

X, =/3 y xg = - /3, se obtiene:
Si x3

srx,,-+/'3_»y,.-f(+/3—)-—‘;l;—-%3_—
+

il R
3+1 4

=0 = y3-f(0)=0

Sixsﬂ' 3 '9Y5'f(' 3)=-
Por lo tanto, los puntos P3(0, 0), Ph(‘/_B—' /3 /4 ) v

V3 /4 ) son los puntos de inflexién de la grafica de la funcidn.
Analizando, el cambio de =0,

=+ /3 y x_=- /B—.Setiene:

signo de f"" ( x ) para los valores x3

X“ 5

- o< x< - /3 =f"(x )< 0 = la concavidad es hacia abajo
-/3 <x< 0 f'(x)> 0 =>1la

0< x < /3 =

= concavidad es hacia arriba

f" (x )< 0 => la concavidad es hacia abajo.

V3 <X <+ =p f' (x) >0 = la concavidad es hacia arriba.

De este modo, resumiendo la informacién obtenida en los pasos 5, 6 y 7




se tiene:
} oo
valores de x y = f(x)] vy'=f'(x) Yl (x
@ < x <=/3 { decrece = = concavidad hacla abajo.
x=-Y3 - % = -g- 0 Punto de Inflexién. +1
-/3 <x <-1 decrece = + Concavidad hacia arriba ' ? j=5(7¢)
e g '
1 2
==l i 0 + MTnimo.
- 1< x <0 crece + + Concavidad hacia arriba —?' -.ﬁ' _4' B 4 —t
i ’ ° i F o2
x =0 0 1 0 Punto de inflexién
i
0< x <1 crece + - Concavidad hacia abajo. Ps P i /2 :
1 e
x =1 | 4 0 ki Maximo
2 . .+ _4
1< x< +/3 decrece - - Concavidad hacia abajo.
| x=+V/3 {2_ - g— ] Punto de inflexidn. 2 ”
| igura 3
! +/3 <x <+w decrece © + Concavidad hacia arriba.

Con la informacién de 1la tabla anterior, y los datos complementarios =
obtenidos en los pasos 1 hasta el 4, es posible construir la grafica
y=f(x)= —zx— , como se muestra en la figura 39

x4+ 1
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CAPITULO

OBJETIVO GENERAL DEL CAPITULO:

Al finalizar este capftulo el alumno podr§ definir e interpretar -
geométricamente el concepto de diferencial de una funcidn, calcular las
diferenciales primera y de orden superifor para cualquier tipo de funcién,
calcular en forma aproximada el valor del incremento de la variable - =
dependiente utilizando 1a diferencial de 1a variable dependiente para -
una funcidn cualquiera, y resolver problemas donde se involucre el con-

cepto de diferencial.

Al finalizar este capitulo, el alumno podra:

Ld
VI.1. Enunciar la definicién y notacién de 1a diferencial de una fun--
clién.

V1.2. Calcular la diferencial y su valor para un valor de la variable-

independiente y un incremento de ésta.

V1.3. Demostrar que el incremento de la variable independiente es Igual

a su diferencial.

VI.4. Demostrar que la derivada de una funcién es igual al cociente de-
la diferencial de la fincién entre la diferencial de la variable

independiente.

V1.5. Demostrar que la expresién para calcular la diferencial de una -

funcién es vdlida también para el caso de una funcién de funcién.
VI.6. |llustrar gridficamente el concepto de diferencial de una funcidn.
VI.7. Escribir la diferencia entre el incremento y la diferencial de u
na funcién.

V1.8. A partir de una funcidn, un valor de la variable independiente -
y un incremento de ésta, calcular aproximadamente el correspon--
diente valor del incremento de la variable dependiente utilizan-

do la diferencial.
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vVi.10.

vi.11,

vi.i2.

VI.13.

Vi.4,

V1.15.
V1.16.

Vi.17.

Escribir la diferencia entre el incremento y la diferencial de u
na funcién justificando la razén por la cual estos dos valores-

son aproximadamente iguales.

Calcular el error absoluto y relativo que se comete al emplear=--
la diferencial en vez del Incremento de la variable dependiente-

de una funcién.

Determinar el error aproximado absoluto y relativo en que se In-

curre en el cilculo de un valor de la variable dependiente habiéndo

se cometido un error en la valuacién de la variable independien-

te.

Escribir la expresién de la diferencial de orden enésimo de una-
funcién ( justificando la notacién de Leibniz para derivadas de-

orden superior).

Dada una funcién cualquiera, calcular sus diferenciales sucesi--

vas hasta la de orden 3.

Escribir en términos de diferencial de x y de diferencial de y -

la férmula para calcular la diferencial de arco de una curva.
Calcular la diferencial de arco de una curva dada.

Escribir las férmulas para calcular la curvatura y el radio de -

curvatura de una curva.

Calcular la curvatura y el radio de curvatura de una curva en un

punto dado.



LA DIFERENCIAL.

Vi.1. Funcion diferenciable. Diferencial de una funcidn real de variable --
real.

Vi.2. Derivada como cociente de diferenciales. Permanencia de la forma de -
la diferencial para una funcidn de funcidn. Interpretacidon geométrica
de la diferencial.

Vi.3. Relacidn entre la diferencial y el incremento. Aplicaciones de la di-
ferencial ( valores aproximados y errores ).

VI.4. Diferenciales de orden superior ( sucesivas ). Notacién de Leibniz.

V1.5. Diferencial de arco en coordenadas rectangulares.

V1.6. Curvatura y radio de curvatura.

LA DIFERENCIAL.

INTRODUCCION:

Hasta ahora se ha representado la derivada de la funciény = f ( x ) --

como:

R

A través de lo estudiado, el sTmbolo —%XL no se ha considerado como -
una fraccidn ordinaria, con dy como numerador y dx como denominador, sino - -
por el contrario, se ha tomado como un sTmbolo que representael 1Tmite del ~-
cociente

o Ay _ _dy
LN dx

ok

Hay muchos pro.blemas, sin embbargo, en los que es importante dar presen-
taciones a dx y dy separadamente, es por eso que se introducird un nuevo con-
cepto que se denominard con el nombre de diferencial, y se extenderd el estu-
dio, para obtener la diferencial de orden n de una funcién, estudiandose tam-
bién la diferencial de arco en coordenadas rectangulares, para finalizar en -

base a estos conceptos con la introduccidn de curvatura y radio de curvatura.

VI. LA DIFERENCIAL Y APLICACIONES.

V1.1 FUNCION DIFERENCIABLE. DIFERENCIAL DE UNA FUNCION REAL DE VARIABLE

REAL. |
Hasta ahora se ha representado la derivada de una funcién y = f ( x ) -

como:
dy '
a2 f (x)
El sTmbolo & no se ha considerado como una fraccidn ordinaria con dy

dx
en el numerador y dx en el denominador, sino por el contrario, se ha tomado -

como un simbolo pararepresentarel limite del cociente:
A d
e BT
Hay muchos problemas, sin embargo, en los que es Importante dar presen-
taciones a dx y dy separadamente, es por eso que en el presente capftulo se -
introducird un nuevo concepto que se denominard con el nombre de diferencial.
Se hard resaltar la estrecha relacidn que posee dicho concepto con el de deri

vada y se expondran algunos ejemplos de aplicacidn.
Seay=f ( x ) una funcién derivable en x, donde f'(x) #= 0 luego, ==

Af ((x )

lim =f' (x)
Ax+ 0
Por la definicion de limite:
—_— x < € siempre que < x| <
Afg:) £ o(x) i 0<|a
Sea Af(:) -f' ' (x)=n, donde |n] <€
luego Af (x) =f" (x)Ax+nAx donden-+ 0 e o s

cuando Ax > 0 -

-El término f' (x) A x de la expresién anterior se llama la parte pri
cipal del incremento Af (x) porque f'(x) A x es una buena aproximacién del =

valor de Af (x) para valores pequefios de A x.
- Por otra parte n + 0 cuando Ax + 0, es decir:

limn=20
Ax + 0
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Basado en lo anterior, se concluye que una funcién y = f ( x ) es dife
renciable para un valor de x si para un incremento Ax, el incremento - -

Af ( x ) puede escribirse en la forma indicada por la expresién (1).

Se puede observar que para que se cumpla la condicidn establecida en --
(1) es necesario que cada uno de los términos del 2° miembro existan. Luego =
se concluye que la existencia de la derivada es condicién necesaria y sufi---

ciente para que la funcion sea diferenciable.

Se llama diferencial de una funcién en un punto x a la parte princi--
pal del incremento de la funcidén diferenciable y se representa con:

dy = df ( x ) =f" (x) A x o (2)

donde df(x) representa un solo ente.

Ejemplo 1.- Demostrar que la funcién y = xz - 4x definida en el inter
valo ( - ® , @) es diferenciable y obtener su diferencial.
SOLUCION:

Para que la funcidn sea diferenciable debe cumplirse con las caracte--

risticas establecidas en la definicidn, es decir:

Se debe verificar que:
Ay = f' (x ) Ax+n ( &x) & e Ay
En efecto:
y +AY'(X+AX)2-‘+(x+Ax‘)
By=(x+8x)2 -4 (x+b8x)(x-kx)
T T D I S

Ay-(2x-‘0)Ax+(Ax)z

Ay=(2x-b4)Ax+Ax.A48x P ()

La ecuacién (B) tiene la forma dada en (A) as? que:
Fr(x)=2x-4
n(ax) =2ax

Donde:

limn (Ax)=1imAx=0
Ax=+0 Ax=+0
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Por lo tanto la funcidn es diferenciable.

La diferencial de la funcidn es:
ey PFET AR =S Ay = (2% -4 ) Ax
3

Ejemplo 2.- Demostrar que ‘la funcién y = x” definida en el interva--

lo (- o, ») es diferenciable y obtener su diferencial.

SOLUCION: Siguiendo el mismo procedimiento que en el ejercicio ante---
rior se tendrd que:
El incremento de la funcidn es:

Ay-(x+Ax)3-x3
By =3+ 3 8 x+3x (A’x)2+(Ax)3-
py=3ax+[3xax+ (ax)]ax
donde:
(x) =32
I'I(Ax)‘=3xAx+(Ax)2

por lo tanto:

-

Iimn(Ax)-Iim}x [IimAx] +Ilm(Ax)
Ax + 0 Ax + 0 Ax + 0 Ax + 0

limn (Ax)=0
ox + 0

luego la funcién y = x3 es diferenciable y su diferencial es:

dy = f' (x ) A x = dy-3x2Ax

DIFERENCTAL DE LA VARIABLE INDEPENDIENTE.

Sea la funcidn identidad y = f ( x ) = x, cuya diferencial es,

dy = f' ( x ) A x, la derivada de esta funcién es:
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(x )=1

SI se sustituye este valor en la diferencial de la funcién:

L2 9uU

dy =1 A x o o (3N

como : y=x == dy = dx

Sustituyendo este resultado en el primer miembro de (3), queda:

dx =4 x

De aqui se concluye que la diferencial de la variable independiente -

es igual a su Incremento.

Si se tlene en cuenta este resul'tado en la ecuacién (2), que define la

diferencial de una funcién,se tiene: .

dy = f' ( x ) dx - (4)

Este resultado permite establecer la siguiente definicién.

Definicién:
1Lla diferencial de una funcidn es igual al producto de su derivada por=
la diferencial de la variable Independiente."

Ejemplo 3.- Hallarlas diferenciales de las siguientes funciones:
a) y = + 5x% + 10x - 18
b) y = er + L x

8

c) y = sen x + cos” x

d) y = ang cos %

SOLUCION:
La diferencial de las funciones, se obtiene aplicando la ecuacién (4)-
dy = f' ( x ) dx a cada una de ellas.
2
a) f' (x ) =3x"+10 x+ 10
dy = (3x% + 10 x + 10 ) dx

dy-3x2dx+10xdx+10dx




b) f' (x ) = 2 +

(R T
X

dy « 262 dx + d:

C) f'(x)- cosx-3coszxsenx

(cosx-3coszxsenx)dx
dy-cosxdx-Bcoszxsenxdx

) R FA ) = s

dy =

”,

Ejemplo &.- Usando diferenciales calcular -%)‘:—-—de la ecuaclén

2
yaxtexyey

NOTA: No obstante que en el presente ejemplo se tiene una funcién Im--
plicita, se debe recordar que la diferencial de una funcidn diferenciable -
es igual a la derivada por la diferencial de la variable Independientes todas

las formulas para derivar pueden trasformarse en formulas para diferenciar.
Tomando diferenciales en cada uno de los térmlnos de la expresidn dada
se tiene:
3y2dy-2xdx4(xdy+ydx)+2ydy

Agrupando los términos que contienen dy y dx como factores.
2
(3y  ~x-2y )dy=(2x+y ) dx

Finalmente:

Myl s =1

dx 3y7 - x - 2y
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V(.2. DERIVADA €OMD COCIENTE DE DIFERENC IALES. PERMANENCIA DE LA FORMA
DE LA DIFERENCIAL PARA UNA FUNCION DE FUNCION. INTERPRETACION --
GEOMETRICA DE LA DIFERENCIAL.

Segin se estudiS en la seccidn VI.1. la diferencial de una funcidn ---
y=f ( x ) estd dada por la ecuacidn:
dy = f (x)Ax

Ademss como el Incremento de la variable {ndependiente A x es Igual a-

su diferencial, se determind que:
dy = ' { x ) dx

Si se dividen ambos miembros de esta expresién entre dx, queda:

—g{--f-(x)

la ecuacién {5) se concluye que la derivada de una funcidn es I--

-{5)

Con
gual al cociente de la diferencial de la variable dependiente entre la dife--

reacial de la variable Independiente.
PERMANENCIA DE LA FORMA DE LA DIFERENCIAL PARA UNA FUNCION DE FUNCION.

Todo lo estudiado hasta el momento parte de la suposicidén que x es la-
variable Independiente, sin embargo puede suceder que x sea Independiente pe-
ro exista una varlable Intermedia, como cuando se tiene una funcién de fun=---
cién.

Sean:

y=f (u) y u=g (x)

En este caso la diferenclal de y también se calcula por medio de la e-

cuactén (&), esto es:

dy = f' [ x ) dx

o bien: dy = Dx Yy dx

Esta aseveracidn se establece en el slguiente teorema.



La ecuacidn (9) completa la demostracion de este teorema.
Teorema VI.1.

Hipltesis: Siy=f (u) y u=g (x), El resultado de este teorema se puede generalizar para el caso de n va

nT riables intermedias y una sola variable Independiente, es decir:
esis:

dY"—dZ— dx 6biendy=nxydx y=g(u) ,u=f(v), vash(m) ....w=ni(x)

Demostracion: Sea una funcion de funcidn dada por. La diferencial de y se calcula por medio de la ecuacién (9) .

y=f(u) d .
dy = —=X— dx & dy =D dx
u=g (x) 7 ax y =D vy
Las diferenciales de cada una de estas funciones de acuerdo a la defini Ejemplo 5.- Calcular la diferencial dy de la siguiente funcidn de -
cién de diferencial son: funcién. "™
u
=00 =
dy = f' (u ) du Y 2.e
du=g' (x) dx u=/x"-1
Segn la ecuacién (5): . SOLUCION: Segln la ecuacién (9)
d
ik 4.).5 e A %
b g' (x) = g: Donde:
dy .. dy _du
Por lo que la diferencial de cada una de las funciones queda: dx du dx
d Por tanto: s
dy = 9L . c .. (6) ay [ 3 172 _ uJ x )
-3 N B | s ey 7,
d (x=-1)
u
du = ax . dx e e (D)

Sustituyendo el valor de u en la ecuacidn (A):
Sustituyendo (7) en (6):

B 2 1/2
dy = S .S o s aai8) 1.2_“[%(’(2_1)1/!;_e(x-1) ] (le)m]
lx_ 7

Pero: 2 1 )‘/2

(R
dy | du . dy X - xe —
du °  dx dx 2(

3 x e
~ )1/4 (xz -1 )1/2

Sustituyendo en este resultado en (8)

dy-—g}[—.dx . (9

La diferencial de y es entonces:
2 e
Araf X e(x )
2( xz_l )1771 (x2-1 )1/2

dy =
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(2 -1)1/2
dy=3xdx > e o
2()(2_1)l7r (x2-1)”2

INTERPRETAC!ION- GEOMETRICA DE LA DIFERENCIAL.

Sea una funcién y = f ( x ), cuya grafica es la curva c, ver figura 1.

Figura 1.

Para un incremento A x = 0 existe un valor x + Ax del dominio de la -
funcién al cual le corresponde un valor f ( x + A x ) del rango, siendo el -
punto Q ( x + A x, f ( x + A x ))un punto de c. Tracese la tangente T a C
en el punto P, siendo & el angulo de inclinacién de T, tan a=f' ( x ). Si-
se considera el tridangulo PRS formado por T, la linea que pasa por Pyes para
lela al eje x y la 1inea que pasa por Q y es paralela al eje y, se tiene:

Irs |
tan a = Wl_
Teniendo en cuenta que tana = f' (x ) y |P R|= A x, la expresién an-

terior queda:
[9R s [Re il (Goc) Awx
Perody = f' ( x ) A x por definicién, por lo que:

dy = [R S|

Por otro lado, es claro que el incremento A y es:
by=|RaQ]

En otras palabras, dy es el incremento de la ordenada de la tangente -

Talacurvac, y Ay es el incremento de la ordenada de la curva c.

En la figura 1, se tiene que dy <Ay, sin embargo puede suceder lo con-
trario: dy > A y, como en la figura 2, o que dy y Ay sean negativas (puede su
ceder que Ay y dy tengan signos opuestos), para cualquier caso se pueden di
bujar figuras apropiadas y verificar que tanto la interpretacién de dy como -

}Ya del incremento Ay permanece valida.

Figura 2.

En cualquiera de los casos se observa que el incremento A y es diferen
te a lo diferencial dy. La magnitud de la diferencia depende de cuanto se se-
pare la curva de su tangente, asimi#w dy se aproxima mas a Ay a medida que

A x se hace mas pequefo.

VI.3. REMACION ENTRE LA DIFERENCIAL Y EL INCREMENTO. APLICACIONES DE LA
DIFERENCIAL ( VALORES APROXIMADOS Y ERRORES).

Como se vio anteriormente, una funcidn esdiferenciable cuando su incre-

mento puede escribirse en la forma:



Ejemplo 6.- Encontrar el incremento Ay y la diferencial dy de la --

Ay=8f(x)=Ff (x)ax+ n(Ax)Aax - .« «(10) funcidn y = x~ para x = 20, A x = 0.1 lCuadl es el porcentaje de error de la -
La diferencial de la funcidn es: aproximacidn 4 y = dy?
dy = f' (x) b x S () Claramente:
- AY‘(X+AX)2-x2=2xAx+(Ax)2
De las dos ecuaciones anteriores es posible deducir la relacion exis= 5
A dy = A
tente entre el incremento de una funcidn: & y, y su diferencial: dy. Esta di- 7 2S5
ferencia se encuentra sustituyendo la ecuacidn (11) en (10). Sustituyendo valores:
Sy=dy+n (Ax)Ax ay= 2 (20) (0.1)+ (0.1)° =401

La diferencia entre el incremento y la diferencial de la funcidn es:
Ay -dy=n(Ax)Ax

dy =2 (20) (0.1) = 400

Para estos valores el porcentaje de efror de la aproximacién A y = dy

La diferencia n( A x ) A x entre Ay y dy serd menor mientras mas pe- es:
quefio sea el valor de A x, luego sera posible tdmar el valor " dy ' en lugar- A XA - dy (100 %) = _1’0_“"'0%_% (100 %) = 0.25%
.del valor "A y " en problemas donde "'n ( A x ) A x " sea lo suficientemente v .
pequefio. Esto es Gtil porque comunmente es mas rapido y facil obtener el va-- Reemplazar Ay por dy es equivalente a reemplazar el &rea rayada verti
lor aproximado que da la diferencial que el valor del incremento de una funcidn. calmente de la figura 3, por los dos rectdngulos rayados diagonalmente de- _

- - ng 2
area x A x despreciando el pequefio cuadrado de area (bx) BX
A la diferencia,en valor absoluto,de el incremento y la diferencial -

de la funcidén se le denomina el error absoluto

|ay-dy |[= | n(x)ax]|=¢ .. e (12)
N Xax
A la relacidn €/ by se le 1lama el error relativo, cuya expresidn es: Figura 3
!AL-dy PN (@) ... (13)
| 4y Fr (x)+n (x)
y 100 As (%) se le 1lama el porcentaje de error. - g
- 2
Si al calcular y=f ( x) , se tiene un error dx en la medida de x,- E'!emglo 7.- Sea la funcién y = 3 x - x, hallar A y y dy y el error -
esto llevard un error aproximado dy en la cantidad de y; el error es relativo. absoluto:
dy (11) a) Para cualquier valor de x.
d Y b) Para x = 1 y Bex = = 0.1
y 100 —Ly es el porcentaje de error R . (1s) oJiPararet =i v o ieXom
d) Para x = 1 y Ay x=r10.01
e) para x = 1 Y A x = 0.001
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SOLUC ION: 7 En este casc Ax = dx = - 16
Y =y, + A o o . ol
a)Comoy-sz-x ” ol V| Y )
Pero sT: Ay = dy la ecuacién (A) queda:
Entonces: = d
Yy =y, +dy
2 2! 2 ]
by =3 (KX 2etxs (8x)7) =x-8x-3x"+x ¥, £ 6.0000 + dy ... (8
Ay = (6x - 1) B x+3Ax2bx R ()

La diferencial de la funcién es:
Tomando la diferencial de la ecuacidn original.

dx
dy= ( 6x ~ 1) dx dv=_3§/_xz_ e (6)
dy = (6x ~ 1) A x o . . (B)
Inx) 8 x| =|ay-dy|= ¢ -« e ofc) Sustituyendo los valores de dx y X, en la ecuacién (C)
Las ecuaciones (A) y (B) dan el incremento Ly vy la diferencial dy de~ dy = — 16 = = 46 ;
y respectivamente, y junto con la ecuacidén (C) dan la so]ugién del inciso a. 3 3/ 2162 (3)(36)
El resultado de los incisos b, c, d y e estd en la siguente tabla, don dy = - 0.1481

de Ay, dy y € se toman segin las ecuaciones (A), (B) y (C) respectivamente.
| Sustituyendo este valor en la ecuacién (B)

x b ay dy € y, = 6.0000 - 0.1481
= ey
1 1 - 0.1 - 0.47 - 0.50 0.03 v, = 5.8519 = /200
1 0.1 0.53 0.50 0.03 El error absoluto es:
i 0.01 0.0503 0.0500 0.0003

|5.8519 - 5.8480 | = 0.0039 = ¢
1 0.001 0.005003 0.00500 0.000003

Y el error relativo es:

Ejemplo 8.~ Calcular aproximadamente la rafz cibica de 200, usando di B
ferenciales. Considerando que el valor exacto de 3\/ 200 es 5.8480, comparar~ "_'3'15: 80 - 0.00066

la con el valor aproximado obtenido, calcular el error absoluto y el error re
N Y el error porcentual:
i lativo que se cometeria al tomar el valor obtenido con diferenciales en lugar

del exacto. (100 )( 0.00066 ) = 0.066 %

»
SOLUCTON: Ejemplo 9.- Usando diferenciales, encontrar un algoritmo que permita
Sea y = \3/x— calcular en forma aproximada la rafz cuadrada de un nimero N.
sl x5, = 206 = \3/><_1 = Y75 - 6.0000 ' SOLUCION:
y X, 200 ¥y \3/5 = \3/‘20_' = 2 Sea N el ndmero cuya raiz cuadrada se desea obtener. Si ry es una rafz
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aproximada para lo cual =

Para la funcién r = YN
Con AN = dN = N - N1
IAGLE r2 = r1
r2=r1+Arérl+dr ce . (a)
Diferenciando la funcién:
N-N
Hike di . AN_ - 1
Z/NT Z/N] 27N,
b N TR
2VYN 2 YN
1 - 1
o N R [T N1
2.V N] 2
Como N1 =r
N £y
Queda: dr = T = 7 .(B)
Sustituyendo (B) en (A)
o
N 1
L R /]
1 N )
rzs-z—(rli-r ) ---(16)

1

La ecuacidn 16 es elalgeritmo que permite calcular la rafz cuadrada de

un ndmero N en forma aproximada

Ejemplo 10.~ Empleando el algoritmo de la ecuacidn 16, calcular apro-

ximadamente V72.

./N1 yr, es la raiz mis aproximada de N. 72= J
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SOLUCION:

Para aplicar la férmula (16) considérese A= 8.
o = ;_ (B __gz_ )
P (17)
r, = 8.5

2
Nétese que ( 8.5 ) = 72.25

En una segunda aplicacién de la férmula (16) considérese grs 8.5, aho
ra: i

U 72 .
T, 5 (8.5+1-—5,—)

1
r, == (16.97)
DN 8.49

Observese que ( 8.49 )2 = 72.08

Si se aplica la férmula (16) mas de una vez, se verd que cada raiz que

se obtenga serd mucho m&s aproximada que la anterior.

Ejemplo 11.- Calcular cos 61° aproximadamente usando diferenciales.

SOLUCION:

Sea la funcidn: y = cos x

Por tanto:
By =cos ( x + Ax ) - cos x
dy = ~ sen x dx

Como: Ay & dy

cos (x+ Ax ) - cos = - sen x dx

Simplificando:

cos (x+ Ax )= cos x - sen x dx PR .




Si se toma x = 60° = %
by = 1°= 'T%B"= 0.01745

Sustituyendo estos valores en la ecuacion (A):

cos ( 60°+1° )

cos 61° =

cos 60° - ( 0.01745 ) ( sen 60° )
0.50 - ( 0.01745 ) ( 0.8660 )
0.4849

cos 61°

Ejemplo 12.- ¢ En cuanto aumentard aproximadamente el lado de un cua-

drado, si su &rea aumenta de 9 m2 a 9.1 m2 ?

SOLUC 10N:

Si x es el area del cuadrado y el lado del mismo es y se tiene:

y=+7Vx N ()]
Por las condiciones del problema:
X = 9 ; Ox = 0.1
Se sabe que:
by = dy = f' ( x ) dx o @ @ (B)
Teniendo en cuenta (A) en (B):
dy = —L_ ax
x
el o ngN
2Y9
dy = 0.0166 m.

El lado del cuadrado aumenta aproximadamente 1.66 cm.

Ejemplo 13.~ Las férmulas para el &rea y el voldmen de una esfera son

respect ivamente:
2 b b

g =h4w 1 y V= 3

Si al medir el radio se obtiene 3m.
a) lCuales son los errores mdximos aproximados de S y V si las medidas

son seguras hasta 0.01 m.

b) iCudl es en cada caso el error relativo maximo expresado en tanto =
por ciento?
SOLUC | ON:

Tomando las diferenciales del drea y del volumen se encuentra el error

aproximado que se comete al calcular el drea y el volimen, respectivamente.

Para el area: S = 4w r2
Diflerenciando: ds = 8 w r dr N Y
Sustituyendo en (A} r = 3 y dr = 0.01 :
ds = (.8 i) (3 ) u(.gffen )
ds = 0.75398 m’
Siendo este resultado el error aproximado que se comete al calcular-
el area.
Para el voldimen: V = -—;—n r3
Diferenciando: dV = L4 7 r2 dr W s
Sustituyendo en (B) r = 3 y dr = 0.01
av=(bn)(3)% (0.01)
dv = 1. 13097 m3

Siendo este el resuitado de! error aproximado que se comete al calcu
lar el voldmen.
El error relativo para el drea y el volumen, se encuentra segiin la e
cuaciodn (14).
Tomando logaritmos de la ecuacidn del area *
LS=L4sw+2Lr

Diferenciando:

gdds; 2 ir
S r
Por tanto:
das o 0 2) (O.00%
S 3

* E1 artificio de tomar Togaritmos es sdlo para obtener directamente el co--

. Otra forma seria hallar ds y S y efectuar la division.

g ds
ciente —¢
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dss = 0.00667
El error maximo en % es:
100_%_ =0. 667 % pendiente dx = A x.
Para el voldmen se procede en forma similar. Tomando logaritmos para . Si se desea aplicar nuevamente el operador diferencial d ( ) al =
la funcién del voldmen: resultado obtenido en (17), se debe considerar a dx como una constante, se-
LV=|-_3-“+3 Lr glin se considera en el inciso Vi.1.
Diferenciando: !
dv 3 dr d 2
7 AT d(d")gdx (dx *) dx
d\: = u#%’.ll_l El primer miembro de esta ecuacién se denotard con dzy.
dv .
= =9.01 28 | I dy
v AR dx ) dx PR () - |
E1 error maximo en % es: |
100 _de= 1% En el segundo miembro de esta ecuacion se tiene la derivada de un pro=
” . _dy
VI(.4. DIFERENCIALES DE ORDEN SUPERIOR ( SUCESIVAS ). NOTACION DE LEIB- diyeto de ypclhents aue sams il dai
NIZ . g q
Derivando queda:
La notacidn de Leibniz %— , permite considerar a la derivada como -
un operador —%— ( ) aplicado a la funcién y = f ( x ) es decir: d ( dy . dx e d ( dy ) dx +_dy d (dx )
dx dx dx X dx dx
ﬁ?x_ (y ). Asi las derivadas sucesivas de una funcién se escriben como: g
d dy . Como dx es una constante, —— (dx ) =0, por 1o cual:
Primera derivada —g— (f(x))= ===F (i) ,
2 d (dx .dx)=_dy_.dx+_dy_(o)
Segunda derivada —gx— (G sz ) L2L= Y (x) 4 & dx” dx
dx
2
d7y
3 d dy . dx = . dx
Tercera der ivada 3)( (RF0 (Tz ) )= -d—g—- TR (G 0) dx ( dx ) dx2
dx
Del mismo modo la notacidn empleada para la diferencial permite consi- Si esta dltima expresidn se sustituye en la ecuacisn (18) queda:
2
d ést d 3 2 d 2
erar a ésta como un operador o sea i = zz (i) (19
dx
AN ) & —d—xd—— ( ) dx Este resultado es la diferencial segunda de la funcién.
AliE bl [aPeaaerRdilfe re R ), a la funcién y = f ( x ) Del mismo modo, la diferencial tercera se obtiene aplicando el operado
se obtiene la diferencial primera de la funcién: e ); a la diferencial segundar: 2 2
2 d d
o Pl € s Wl s |y,
dx 2
L dx

d(y)=d: (y) dx . 7))

El valor de la diferencial dy depende tanto del valor que tome la va--

riable independiente x, como de! valor de la diferencial de la variable inde
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Simplificando:

3
d3y=£—§— (dx )3
dx

-+ - (20)

Los resultados de las ecuaciones (19) y (20) se pueden generalizar para

obtener la diferencial de orden n de cualquier funcidn. Se conviene escribir

dxz, dx3, etc., en lugar de ( dx )2, (dx )3,
n dn n
dy = 2 X — 4y
n
dx
6
d"y = g(n) (x) dx"

Ejemplo 14.- Calcular d3y para la funcién y =

SOLUCION:
Aplicando el operador de

d ( ).
( 6x5 + 30x2 } dx

respectivamente.

. (21)

A

'

dy =
%y = ( 30x" + 60x ) dx?
a3y = (120 x3 + 60 ) dx>
Ejemplo 15.- Calcular dzy para la funcidn y = sen x L x.
SOLUCION:
Aplicando el operador d { s
dy = ( cos ><Lx+—s:iL ) dx
2 o COS X 3
= sen x L X COS x 2
d%y ( X + " + 7 _SQD_L.) e
d2y=(-senxLx+2c°sx' senzx )dx2
x x
Ejemplo 16.- Calcular d5y de la funcién y = & - e
Aplicando el operador d ( )
dy=(ex+e-x)dx

d2y= { e e’ ) dx2
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dv=(ex+e-x)dx3
dl‘y= (ex-e-x)dxl‘
d5y= (ex+e-x)dx5

V1.5. DIFERENCIAL DE ARCO EN COORDENADAS RECTANGULARES.

Una forma de hallar la longitud de una circunferencia puede hacer --
se por medio del calculo del limite del perimetro de un poligono regular cu-

yo nimero de lados crece indefinidamente .

~\

En forma semejante la longitud del arco PQ de una curva abierta, figu-
ra b, se define como el limite S de 1a suma de las longitudes de los lados -
1’ P] P2'
indefinidamente.

de una poligonal PP

o e sy PnQ cuando el nimero de lados de ella

aumenta

Figura L.

o)
El 1Tmite de la relacién de la longitud de un arco PM a la cuerda sub-

tenida P_M_, cuando el punto mévil M tiende al punto fijo P a lo largo de la -

PM
M
Demostracidn: Para demostrar la anterior afirmacién se usara la figura

No. 5.

curva, es la unidad:

lim =1 . . (22)

M+P



el

Figura 5.

De esta figura se tiene:

PM < PM < PR + RM

Dividiendo entre PM

- o o
e BB
PM PM PM

Sea tanB - tan a =§

Como tan S=§—)Z(—)- tan a= f' ( x )

La expresién (24) queda:

BY - (x) s

Ay-f' (x)Ax=2¢5AXx
Ay-dy=6Ax=RM

E=Axseca

PM = A x sec B

Sustituyendo estas expresiones en (23)
~

.(23)

. (24) i

1<P_M<Axseca o S A x
PM A x sec B Ax sec B

bkl MRS g f .. . Jdes)

PM secB sec B

SiAx+0 —> B+a =>secB -+ seca

sec o

> 1
sec B

=: tan B—stanao == ¢§ —0
[

secB

Luego en (25) tomando 1imites cuando &x ~=»0 o sea M—% P

~

PR
M>P PM
Por lo cual:
1im —P.E— =1 Q.D.
M P PM

Esta propiedad servird para obtener una férmula fundamental para la di
ferencial de arco.

Seay=f (x ), una funcién continua y derivable y sea S la longitud-
de! arco AP de su gra'fica, medido desde un punto A de la curva, si se conside
ra un punto cercano M ( x + Ox, y + Ay ) ( Ver figura 6 ) y se representa-

con A4S la longitud del arco desde P a M.

Y=FiX)

_o_

Figura 6.
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ds = dx |2 .

ds N AS 1+ dy dy -« - «(30)
& N e

dx By + 0 oX

La ecuacidn (28) significa que geométricamente la diferencial de arco-

A = ueda representada por la hi ia
nHora ﬂsS(_ - _AS . P .. .(26) q P P ipotenusa del tridngulo cuyos catetos son dx y dy.
PH fx
T2 2 ds
A
i ,f \ -—P_'j——>1cuandoﬂx"0 Ady
PM / PM TR
Esta Gltima afirmacién es consecuencia de la ecuacidn (22). Se puede - 2 2

o Ejempio 17.- Hallar la diferencial de arco del circulo x° + y2 =r
ver de la ecuacién (23) que: -

e SOLUC I ON:
i |35 V% (_as ; P e E (27) Do oEnd d
R er ivando X
ax > 0\ &% dx ax + 0 0% _d’Y(_= = =
De la figura(6)es claro que: Para hallar ' ds ' se sustituye en la siguente formula.
r'd
— 2 2
M =(ax)"+ (ay) 172
ds=[1+ (_g}(_)z]d,
Si se divide esta expresion entre ( A x )2
% 2 1/2 2! ~ 2\ 1/2
2 2 2 ds = [ 1 + “ T ] dx = _LZL dx
PM Ay d VA
Ax) =1+<—Ax~— "1+—d;(L\) cuando A x + 0 I,Z\lllz
dsie (SO R
Sustituyendo este resultado en la ecuacidn (27) LY
W2 2 r dx
ds = ————
ds o TN _%y_
dx % F R
Este resultado se puede escribir en términos de diferenciales como: Para hallar ds en funcidn de "'y '* se sustituye en la ecuacidn:
i e R () 5 172
ds = |1+ [ 9% dy
Esta Gltima ecuacidn determina la diferencial de arco en coordenadas - dy
rectangulares y es vdlido si x y y dependen de una tercera variable. 2 1/2 2 2 1/2
o ds = |1 + |- = dy = L;_Y_.. d\’,
De la ecuacién (28) se pueden obtener las siguientes expresiones que - S x
son de utilidad. (2 ) 12
1/2 ds = dy
5 e x2
ds = =L dx
dx N ¢ 1))
doe Ammdy.
roey
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Ejemplo 18.~ Hallar la diferencial de arco de la cicloide Y

x=a (8-s€nB),y=a (1-cos8)

SOLUCION:

d«x=a (1 -cos®)do , dy=a (send) do

Sustituyendo en la férmula

. 5 . ) o
dS® = dx~ + dy
dSz=az(l-::ose)2<162+a25en2(:"d(-32 3
2 Figura 7.
2 2 2
= a de [ (1 -cos 8 )7 + sen“® ) Puesto que d¢/ds, nos ofrece una mgdida razonable de la curvatura de una
. aZ 892 U ~ 7 cas i COSZ o + senze ) circunferencia (cuanto mayor es la circunferencia, menor es la curvatura) es-
comin usarla también como medida de la curvatura de otras curvas.
= ZRCH( RN N W2 ” e () )
Sea una curva dada por la ecuacién y = f ( x ), teniendo y*' = f* ( x ) =
Como 1 - cos 6 = 2 sen2 % derivada segunda continua. En un determinado punto Po ( Xg Yy ) la tangente-
a la curva forma un dngulo con el sentido positivo del eje x, que se designa-
Sustituyendo este resultado en la ecuacidn (A) por ¢ (ver figura 8). De la definicién de derivada se sabe que tan ¢ = f!' (xo)
dSz 4 ‘432 “-p g i 2 6 que en un punto P ( x, y ).
» ¢ = arc tan f' ( x) R (%))

dS = 2a sen —g—de

v}

VI.6. CURVATURA Y RADIO DE CURVATURA.

La razén de cambio de y con respecto a x mide la inclinacién de una --
curva. En una circunferencia de radio a, recorrida en sentido contrario del-
movimiento de las agujas de un reloj, la 'curvatura' que se define como la -

d¢

razén de cambio de ¢ con respecto a S, esto es ds 7 s constante e igual a

1/a, el inverso del radio. Figura 7.
]
Por geometria elemental, el angulo ¢ es igual al angulo POC P 2
. Figura 8.
La medida de! dngulo P C P, en radianes, es S/a. Asf{ La forma en que varia ¢ a medida que se recorre la curva es una medida ~

de lo pronunciada que esta. Obseérvese que para una l7nea recta no cambia en

S
e a absoluto y que para una curva ''gradual' cambia muy poco aiin después de haber
Diferenciando: recorrido una larga seccién de ella.
d¢ = das Definicién.~ La curvatura K de una curva dada por y = f ( x ) es la ra-
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z6n de variacién del dngulo ¢ con respecto a la longitud de arco S, esto es:

ds

Ki= s

Ce32)

Teorema VI1.2.

Hipotesis: Sea una curva de ecuacién y = f ( x ) para la cual f" ( x )

es continua.
Tesis: La curvatura estd dada por:
fr (x)
La (o (x))2]3/2

k (x)=

Demostracidén: De la regla de la cadena:

d¢ d¢ _ _dx

k=~ ™ "W _Fap e
De la ecuacién (31)
dd. - d ' _ 1 "
a8 e (arctanf(x))—m f) L) | aa (34)
De la ecuacidn ( 29 )
d 21/2 2 1/2
ds=[1+(—dl—) ]dx=[1+(f'(x))] dx
Se tiene:
d ps 1
d>5( ha - . (35)
Jie e (x))
Sustituyendo (34) y (35) en (36).
K fll(x) . 1 3
1+ (F ()2 Jore e (x))? ]
L5 f(x) S (36)

372
[1+(f' (x))2]
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Sl la ecuacién de la curva estd dada en la forma x =g (y ) 6 en la -

forma paramétrica x=x (t ), y=y (t ), el angulo ¢ que la tangente for=
ma con el sentido positivo del eje x puede siempre definirse. Se puede demos
trar que para un arco de ecuacién x = g ( y ) la curvatura estd dads por la-

féormula :

g ()

[1+ s (v))?]?2

RET) = .. (37)

Si la curva se da en la forma paramétrica x=x (¢ ), y=g{ ¢}, 1s

curvatura estd dada por la férmula:

w0 0 el L e) o el N R
2)3/2

k(t)= S i(28)

(x'2 + oy

La curvatura puede ser positiva, negativa o nula, para ecuaciones de la
forma y = f ( x ) la curvatura tiene el mismo signo que f'' ( x ). Si  crece-
en forma que la curva va girando hacia la izquierda cuando el pardmetro cre
ce, entonces k es positivo;y k es negativa si ¢ es decreciente. Esto es equi-
valente a decir que el lado céncavo de la curva estd hacia arriba si k > 0 y-

hacia abajo si k < 0. (Ver figura 9).

Pord metro
creciente

/ K<0

Pardmelio
creciente

y

Figura 9.



Definicidn.~- El radio de curvatura de un arco en un punto se define --.

como el reciproco del valor absoluto de la curvatura en ese punto, esto es:

1

R = P

... . (39)

Ejemplo 19.~ Encontrar la curvatura de la circunferencia x = a cos t,
y = a sen t

SOLUCION:

Derivando:
x' = -asent
x'"=-acos t
y' =acos t
y'=-asent -,

Sustituyendo en la ecuacidn (38)

5= a2 sen2 (o a2 cos2 t _ a2

E 3
( a2 sen2 t + :-12 cos2 t )3/2 a
1

I

Que coincide con el resultado obtenido anteriormente.

Ejemplo 2u.- Encontrar la curvatura y el radio de curvatura para la -

parabola y = xz.

SOLUCION:
2
d¥=2x, dEVN _ 5 .. ()
dx dx2

Por tanto sustituyendo la ecuacién (A) en la ecuacién (36)

- 2
k—ﬁz_
(1 + 4x°)
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cloide.

El radio de la curvatura es:

3/2
(S 12 )

=
[}
|-

Ejemplo 20.- Encontrar la curvatura y el radio de curvatura de la ci-

x=a(B8-sen6),y=a(1-cos8), o<0<2m

SOLUCION:
Derivando:

x' (8)=a (1-cos 6)

x"(0)=a sen B
y' (8) =a sen @
y"{(6)=acosb

Sustituyendo en la ecuacién (38).

= a (1-cos®)acos®-asen asenp
2 2. 2 2.7
a~ (1-cos8) +a sen” 8
il cos 6 -1

’ [2(1-:059)]3/2

i
2a /2 /T -cos ©

k = - !
ha sen(%)

R = 4 a sen

6
> , MOR<HE < Chenng
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