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contenido. Al final de cada cap1tu10, se encuentra un conjunto de
problemas propuestos en los que se desea que el estudiante aplique
los conceptos y leyes del tema, y consolide su aprendizaje. Lla re
solucion de los problemas tiene un grado de dificultad creciente,

pero asociada al avance del contenido de cada Fapitu]o.

1 [

Cabe aclarar que estos problemas no son de sustitucién directa de

valores en una formula determinada, sino que requieren de plantea-"
mientos generales y la ut1}1zac10n de algunas expresiones particu-
lares. .

En la parte final de la obra se presentan un apéﬁdice y las Eéé-
puestas de todos los problemas propuestos; con esto G1timo se pre-
tende que el estudiante verifique si ha logrado el aprendizaje es-
perado. Se recomienda recurrir a la respuesta después de resolver
el problema, ‘ya que algunas de ellas muestran parte del razonamien
to que es deseable que el alumno realice.

P

-~

La responsabilidad de impartir esta asignatura ta@bién nos ha he-
cho conscientes de que para su mejor aprendizaje es conveniente
que, ademds de las clases tedricas y de laboratorio, se realicen
clases de ejercicios en las cuales un profesor con experiencia
coordine las sesiones aplicando una metodologia en la resolucidn
de prob]emas,.para este fin, los problemas propuestos al final de
cada capitulo resu]ian ser de gran utilidad.
El presente trabajo, como ya se menciond, cubre los conéeptos fun
damentales y varias de las ap]icaciohes de la electricidad y mag-
netismo; sin .embargo, no pretende agotar el tema. Por esta razén,
al fina) del texto hemos presentado la bibliografia complementaria
que puede ser consultada para conseguir una ampliacidn de los con-
ceptos de esta obra, la cual ponemos a la consideracidon de los lec
tores.

) ' '
Mucho agradeceremos que los errores involuntariamente cometidos,
asi como las observaciones y criticas que motive el estudio de es-
te libro, se nos hagan 1legar al Departamento de Fisica de la Fa-
cultad de Ingenieria.
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CAPITULO 1 CAMPO Y POTENCIAL ELECTRICOS

INTRODUCCTION

Las primeras observaciones de fenfmenos eléctricos registradas en

la Historia fueron realizadas por los griegos.

En el afio 600 a.C. Tales de Mileto observdé que al frotar ambar
con piel, aquél adquirfa la propiedad de atraer pequeifios pedazos
de paja, papel o tela. A pesar de este conocimiento tan antiguo,
la comprensifén del fenfmeno se llevS a cabo después del siglo
XVI y la mayor parté de los experimentos y desarrollos tefricos
sobre el electromagnetismo fueron realizados en el siglo XIX.

Los fenSmenos observados por los griegos quedan contenidos en la
parte del electromagnetismo que estudia los cuerpos cargados en

reposo, conocida como electrostdtica.

En este capitulo iniciaremos el estudio del fenSmeno electromagné
tico investigando el comportamiento de las particulas cargadas en
reposo y el de cuerpos cuyo exceso de carga ha alcanzado su equi-
librio estitico.

Introduciremos los conceptos de campo y potencial el&ctricos desa
rrollando los modelos matemiticos que describen el fenfmeno elec-
troestitico.

1.1 CARGA ELECTRICA

Algunas de las particulas que forman los &tomos, adicionalmente a
la propiedad fundamental llamada masa, poseen.otra propiedad lla-
mada carga elé&ctrica. '



La carga de dichas particulas puede ser de dos tipos: wuna parti-
cula subatémica puede poseer la carga que caracteriza el protén o
la tfpica del electrSn; ademds existen particulas gque poseen am-
bos tipos de carga simultineamente (neutrén), en este caso deci-
mos que la particula no posee exceso de carga.

Analizaremos a continuacién un experimento gque nos permita darnos
cuenta de la existencia de los dos tipos de carga mencionados Yy
de algunas caracteristicas del fenfmeno de atraccibén y repulsidn

entre cuerpos con exceso de carga.

Tomemos una barra de vidrio y frotémosla con unhpedazo de seda;
observaremos que después de frotada es capaz de atraer pequefos
pedazos de papel o cualquier otro.material ligero,

Si, por otro lado, frotamos una barra de ebonita (hule duro) con
piel, observaremos que también adquiere la capacidad de atraer pe
quenos pedazos de materiales ligeros.

Con un dispositivo semejante al de la figura 1.1 podremos notar

gue las dos barras, previamente frotadas con sus respectivos ex-
citadores, se atraen entre si.

JZZ&ﬁZZZZZ

qp;

|
. GFraT 1 . Dvidrio

vauerza de atraccibn
fuerza de atraccién

ebonita

FICURA 1.1. Dispositivo para detectar la fuerza de atraccién en-

tre dos barras con carga opuesta,



Repitiendo el experimento anterior, ahora con dos barras del mis-
mo material frotadas con el mismo excitador, observaremos que se

rechazan.

Con base en el experimento descrito, repetido con diversos mate-
riales, concluimos que existen dos tipos de carga eléctrica. A
los materiales que adquieren un exceso de carga del mismo tipo

que el vidrio frotado-con-seda--les llamaremos.materiales con _exce .
so de carga positiva o simplemente cargados positivamente (con de
fecto de electrones). De manera semejante, a los que adquieren

un exceso de carga del mismo tipo que la ebonita frotada con piel
les llamaremos materiales con exceso de carga negativa o cargados

negativamente (con exceso de electrones).

La convencién mencionada fue originalmente propuesta por Benjamin
Franklin.

Del experimento analizado se desprende que:

a) Cargas del mismo tipo se rechazan.
b) Cargas de diferente tipo se atraen.

Dado que los ftomos de cualguier sustancia normalmente poseen
igual nfimero de particulas positivas y negativas y que ademds, la

‘magnitud de las cargas positiva y negativa de las particulas es

la misma con una exactitud de una parte en 102 , podemos afirmar
gque la materia en condiciones normales no posee exceso de carga

. de ning@in tipo.

Comc no se ha encontrado una carga de magnitud menor que la del
electr6n, un cuerpo cargado posee solamente una cantidad de carga
en exceso, mGltiple entero de dicha carga.

Se dice que la carga eléctrica estd cuantizada; entendiéndose con
ello que no existen fracciones de la carga bé&sica e del elec-
trén.



1.2 CONDUCTORES Y DIELECTRICOS

Para poder comprender los primeros fenfmenos observados es necesa
rio que distingamos entre materiales conductores y materiales ais
lantes o dieléctricos. Por el momento esta distincién no ser§ ri
gurosa, ya que afin no tenemos los elementos suficientes que nos
permitan comprender adecuadamente la estructura y éaracteristicas
de ambos tipos de materiales.

Un material conductor es cualquier sustancia que posee gran canti
dad de portadores de carga libres por unidad de volumen; con ayu-
da de éstos es posible transportar carga facilmente de un lugar a
otro a través de ellos (= 10!7 o m&s portadores por cm3).

EJEMPLOS:

metal
gas ionizado

electrdlito

Llamaremos aislante o dieléctrico a cualquier sustancia que no po

see portadores de carga libres, o bien, que posee un nGmero muy

reducido por unidad de volumen (= 105 o menos portadores por
cm?) .
EJEMPLOS :

plastico

aceite

helio no ionizado

Existen materiales que poseen un nlmero de portadores de carga 1i
bres del orden de 10!! en cada cm3 a temperatura ambiente de
300 K , que se conocen como semiconductores. Estos materiales no
se mencionarin en el desarrollo de este tema.



1.3 INDUCCION DE CARGA

Cuando un material cualquiera es colocado en la vecindad de un

cuerpo cargado, se detecta en &1 la aparicifn de una distribucién
superficial de carga; este fenfmeno se conoce como induccidn de
carga.

Si el material es un conductor metflico, la presencia de la carga
inducida se debe al movimiento de electrones libres que son atrai
dos o rechazados dejando exceso de carga positiva al desplazarse

y aumentando la negativa donde se acumulan, como se indica en la
figura 1.2.

esfera metdlica

‘IIIIIIIE!EEzo

PIGURA 1.2. Fendmeno de induccidn de carga en una esfera metdlica.

En los dieléctricos la aparici6bn de carga inducida se debe a la
orientacién molecular o electrbnica, due seri explicada con deta-
lle en el siguiente tema,.

Es conveniente-epfatizar gue el fenSmeno de induccibén de carga no
altera el balance de cargas positivas y negativas de los cuerpos,
ya que si aparece carga de un tipo en una zona del material, la
misma cantidad de carga de distinto tipo aparécer& en otra.



1.4 LEY DE COULOMB

Como resultado de los experimentos realizados por Priestley en
1767 y repetidos por Coulomb anos despu&s, sabemos que la fuerza
eléctrica de atraccién o repulsifn gue act@ia entre un par de pe-
quefias esferas, cargadas y separadas una cierta distancia, obede
ce a la relacién de proporcionalidad siguiente:

9, 9
oy

Fo

donde

gq; = carga de 'la esfera 1
g, = carga de la esfera 2
r = distancia entre sus centros

Esta fuerza actfia a lo largo de la linea que une los centros de
las esferas.

La relacidn dada tiene la limitacién de cumplirse solamente para
cuerpos pequeiios cuya separacifén sea mucho mayor que sus dimensio
nes; esto es debido al efecto de induccibn de carga, por lo ante-
riormente expuesto es conveniente considerar la idealizacibén que
llamaremos carga punto o carga punfual; entenderemos por ella gue
la carga estd, en esencia, concentrada en un punto. Con esto evi
tamos el problema que presenta el tener cuerpos geom&tricamente
irrequlares cuyas dimensiones no permiten definir la distancia en
tre ellos.'

Para obtener de la relacién de proporcionalidad una igualdad, po

drfamos seguir cualquiera de los dos caminos siguientes:

a) Escoger la unidad de medicifn de la carga de tal manera que
la constante de proporcionalidad sea unitaria.



b) Emplear ei Sistema Internacional de Unidades (SI) donde la
unidad de carga estd determinada como ampere -+ segundo = coulomb,
y la constante tendr& que cobtenerse en forma experimental.

A lo largo de todas las notas usaremos el SI, En dicho sistema
la constante de proporcionalidad para el vacfo se escribe como

1
dme,

‘donde .

£, = permitividad del vacio

Introducir el factor 47 en la constante evitard que este factor
aparezca posteriormente en otras expresiones empleadas en electro

magnetismo.

Experimentalmente se ha determinado que

2
€, = 8.8541878 x 10712 [ c 2]
; N-.m

entonces

orn 2
1 . §.987518 x 10° [N m ]
4re,

Con objeto de facilitar los cdlculos que realizaremos es conve-

niente considerar

. 2
e, =8.85 x 10712 | S _
N-m2

4ne,



La magnitud de la fuerza electrostitica en el SI seri entonces

_ 1 9; 49,
F =I5 — [n] (1.1)

donde las cargas q; Y ¢, estén medidas en coulombs {C}, la
distancia r en metros {m}, y la fuerza se obtendrd en newtons
{N} .

Vectorialmente la fuerza elé&ctrica la expresamos como

A | q: 92
F = Tres o2 'y (1.2}

donde r * representa el vector unitario en la direccibén que ac-
tlla la fuerza eléctrica. Debemos notar gue el vector unitario de
penderd de la fuerza que se desee calcular, por lo qﬁe tomaremos
una convencifn. Llamaremos 511 a la fuerza gue actGa sobre q;,
debido a la presencia de ¢,. Similarmente, F,;, serd la fuerza
" que actGa sobre ¢, , debida a gq; , como se indica en la figura
1.3. )

PIGURA 1.3. Convencidn de nomenclatura para fuerzas eléctricas.

* El simbolo * sobre cualquier letra denotari que se trata de
un vector unitario.



Deben ser claras, entonces, las igualdades siguientes

-+ >
Fip == F3 (1.3)
Fi2 = Fp (1.4)

Con objeto de hacer &nfasis en las limitaciones de aplicacién de

la expresifén analizada, mencionaremos que sdlo se emplea si

a) Podemos considerar los cuerpos cargados como puntuales, o

bien,

b) son esferas con distribucién uniforme de carga, es decir, no
se considera la induccibn.

Ademis los cuerpos cargados deben estar en reposoc O moverse con
una velocidad mucho menor que la velocidad de la luz, ya que el
fenSmeno electromagn&tico en el vacio se propaga a esa velocidad.

1.5 CAMPO ELECTRICO

Una forma mis conveniente de manejar los problemas relacionados
con fuerza eléctrica es a través del concepto de campo eléctrico.
Si definimos como vector intensidad de campo elé&ctrico E en un
punto dado de .una regifn, ‘a la fuerza eléctrica por unidad de car
ga colocada en el punto, entonces, a cada punto de la regién.don—
de existe carga eléétrica podemos asociar un vector intensidad de
campo eléctrico. Por ende, existe para dicha regifn una funcién
vectorial de variable vectorial © campo vectorial; usualmente se

dice que existe un campo eléctrico.

Cuando al colocar una carga g en un punto cualguiera experimen-

.
ta una fuerza eléctrica F , entonces

R
E = -g— [l] (1.5)



10

que es la expreéién que permite obtener el vector intensidad de

campo el&ctrico en el punto considerado.

Supongamos ahora que se tienen dos cargas puntuales positivas cua
lesquiera q; Y 9, separadas una distancia r ; podemos imagi
nar que la fuerza el&ctrica que actda sobre g, es debida a la
existencia de un campo eléctrico en la regién producido por q,

Y viceversa.

Llamaremos A el punto donde se encuentra ubicada la carga pun-

tual g, , como se muestra en la figura 1.4.

FIGURA 1.4. Campeo elégtrico producido por la carga gq; en el
punto A,

El vector intensidad de campo eléctrico en el punto A seré

N 1 94 9 .

F. dne 7 T2
-E? = 21 = ° £ = ; q_li- [l (l 6)
3 d, © g, dme, r2 721 C '

En general, la expresién que determina el campo eléctrico en una
regibn donde existe una carga puntual Q , y considerando, para
facilitar, que Q se encuentra en el origen de nuestro sistema

'

de referencia, seré
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a) En coordenadas cartesianas (x, y, 2)

> _ 1 o(xi + yj + zk) 1.7
E = dre, (x2 + y? + z2)3/2 (2.7)

b) En coordenadas cilindricas (r, 8, 2z)

> _ 1 Qlr r + z 2)
E - 4'II'E° (r2 + 22)3/2 (1.8)

¢) En coordenadas esféricas (r, 6, ¢)

Explicaremos brevemente c6mo se obtiene la expresibfn en coordena-
das cartesianas.

La distancia de la carga Q a un punto cualquiera P (x, Yy, z),'

indicado en la figura 1.5, es simplemente

1/2

r = (x% + y?2 + z2)

FIGURA 1.5. Campo eléctrico en el punto P en un sistema de

coordenadas cartesianas. -

)



La magnitud del campo eléctrico es entonces

| E (x,y,z) | = E (x,vy,2) = ;Qz

y vectorialmente

E (x,v.2) = E (x,y,2z) (cosa i + cosB j + cosy k)

y .
cos a = X
(x2 + y2 + z2)1/2
= Y
coSs =
Cos v = 7 2z 371
(x2 + y2 + z2) /2
finalmente

-+ , .
E (x,y.:2) 173 (i + yj + zk)

- 0
T dme, (x2 + y2 + z?)

1.6 PRINCIPIO DE SUPERPOSICION

Cuando en una regién del espacio existen dos o mis cargas puntua-
les vy se desea calcular la intensidad de campo eléctrico en un
punto, podemos-aplicar lo que se conoce como principio de superpo
sicibn, gque nos indica gue el campo total en un punto se puede
calcular como la suma vectorial de los campos preoducidos por cada
una de las cargas que existen en la regién. ESto implica que el
campo eléctrico que produce una carga no se vera afectado por la

presencia de otras cargas.
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Cuando se tienen n cargas puntuales, el campo eléctrico se pue-
de expresar de la forma siguiente

R | O A_[N]

no olvidando, por supuesto, que se trata de una suma vectorial
gue podemos descomponer en varias sumas de componentes, segiin el

sistema de referencia empleado. '

EJEMPLO 1.1

Se desea calcular el vector intensidad de campo eléctrico en el

punto A (4,3), considere las acotaciones en cm.

y [cm] Carga Posicidn
8 - d: = 5 ]JC (0,0)
?qa g2 = -3 LIC (113)
6 . ||r3 gs = 4 uC (417)
EX
S IO
Ta™a
{aze-——%4a14, 3)
-~
2‘ /
- pd _ _
] // I rAl
4%’ gy x {em]
q 2 4 6 g8 10

PIGURA 1.6. Campo eléctrico producido por tres cargas puntuales.
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Calculemos primero el vector intensidad de campo debido a cada car

ga por separado.

_ 1 9, § N'm?2 5 x 10”6¢
Fa1 © dre, rf =9 x 10 c2 25 x 10-" m?
y
g . = 20X 10° _ 18 x 108 [E]
Cal 5 c
-> _ -~ - _ i 2
Ba1 T Bap Ta1 Y Tpp "5t tgl
finalmente
-+ _ . s 6 E
E,; = (14.41 + 10.8 j) 10 [C]
De manera semejante -
E =90 x 10% 32X107°% _ a0 106 L 2 o
A2 9 x 10-% P Ya2 T .
+ ) N
= - 30 108 | =
EA2 3 i x [C]
E.. =9 x 109 4x 107° 22.5 x 10% ; £ . = - j
A3 16 x 10-" ) ' TA3
- . 6 [N]
EA3 = 22.53 x 10 1

Aplicando el principio de superposicién

o1 4
"
t
+
]
-+
o]

4
u

- (15.6i + 11.7§) x 10° [%]
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o también ‘

]

al=z

E = 19.5x105[

- 143° = 217° = 3.79 rad

L]
1

1.7 DISTRIBUCIONES DE CARGA

En general el exceso de carga en los cuerpos puede presentarse

distribuido en un volumen, una superficie ¢ una linea.

La figura 1.7 muestra el caso de una regifén con densidad volumé-

trica de carga.

dq

<>
NE

H>

FPIGURA 1.7. Campo eléctrico producido por una distribucidén volu-

métrica de carga.

Para encontrar el campo total en un punto cualquiera A, se toma
la contribucién de cada elemento de carga dq , el cual se puede
considerar como carga puntual y se integra en toda la regibn., Es

decir, si

(1.11)

o7}
4
]
-3
ol
e
M
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entonces

E=-—1 |99 (1.12)
4"80 rz

Debemos tener presente que se trata de una integral vectorial, es

decir, se debe descomponer en las integrales de las componentes.

Tomaremos la convencién de notacifn siguiente

A= g% i densidad lineal de carga [%] (1.13)
o = aq , densidad superficial de carga [ < (1.14)
dn '’ m2 '

p = dq , densidad volumétrica de carga C] (1.15)
dvl F .

Por ejemplo, si la carga se encuentra distribuida en un volumen,

la expresibn (1.12) quedara

M+
I

41TE° J‘IJ‘? r , (1.15)

donde se ha introducido el simbolo de integral triple con cbjeto

de enfatizar la generalidad del procedimiento.

Cuando se desea detectar la existencia de un campo eléctrico pro-
ducido por una distribucién de carga y sSe usa una carga de prueba
q , dicha carga afectarf la distribucibn debido al fenbémeno de

induccibn, por 1o que una definicién mds adecuada para el vector

intensidad de campo eléctrico es

-
. * 1lfm F
E = g+ 0 —q—- (1.17)
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1.8 CALCULO DE CAMPOS ELECTRICOS DEBIDOS A DISTRIBUCIONES DE CAR

GA

a)

Campo eléctrico producido por un segmento de linea cargada

La figura 1.8 muestra un segmento de linea con distribucién lineal

uniforme de carga A

tancia a

y F

y un punto cualgquiera A
del eje del segmento.

separado una dis-

L -

X

e

e —|++++ ly+[+++ + + ++++++1—-—-—-—

"'xrﬁ/////\\_dq

L

FIGURA 1.8.

Por conveniencia haremos coincidir el punto

nuestro sistema de referencia.
lineal, de la expresibn (1.11)

> 1
dE = dne,
como
~ X .
r= = %2 i-
r
o 1
dE = dne,

Campo eléctrico de un segmento de linea cargado.

A

Por tratarse de una distribucidn

con el origen de

obtenemos que

Adx ¢ (1.18)
r

=¥ (1.19)
2% (—%i-%j) (1.20)
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es decir

(o) ¢ +(fon,) s

Integremos primero la componente en x

- = - % X .
E, = IdEx = 4“%1\[-}-3- dx (1.22)

como r3 = (a? + x2)3/2 (1.23)

sustituyendo (1.23) en (1.22}, completando la diferencial e indi-

cando limites tenemos

X
1 A 2 2xdx
E. = - LY 1.24
X dne, jxl (a2 + x2)3/2 ( )
X2 )
_ 1 a|t(az+ x2)"/2
Ey = 7 Tne, i[ =172 (1.25)
X3

R | 1 _ 1
Ey dve, A [(32 + xf)l/z (a2 + xg)l/z] (1.26)
Para la componente en y
- x .
_ 1 2 dx
By =~ Tme, M@ fxl (22 + x2)372 (1.27)

expresién que puede integrarse por medio de una sustitucién trigo

nométrica (x = a cot 8), esto es

' : X2
- _ 1 x
Ey T dne, Aal:az(az + xz)l/zJ (1.28)
: X1
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E, = - Tre- o - (1.29)
vy dme, a (a2 + x%)l/z (a2 + xf)l/z .

Una forma més usual de expresar estas componentes es por medio de

los &ngulos terminales indicados en la figura 1.9.

Y
X2
xl -t L
————d e = e — — —  — —}—-—-— €]€
I -
/ -~
/ -
ry/ ’G:
1/' /,/ 2
a / PR
/ -
/ P
8y o~
/ o
‘.'f// S 01
L " =

FPIGURA 1.9. Angulos terminales de un segmento de linea.

Las expresiones (1.26) y (1.29) quedarén

=- 1 A -
E = Tme. 3 (sen 6, sen 6;) (1.30)
E = - & A (cos 6, — cos 95) {(1.31)
Y 4re, a 1 2 '

Estas iltimas expresiones tienen la limitacifn de no aplicarse a

puntos sobre-el eje del segmento,

S1 el punto se encuentra sobre la mediatriz del segmento, por si-
metria E, = 0, lo que se comprueba fdcilmente con las ecuaciones
{(1.26) o (1.30) (ya que X; = -x, o bien sen 6, = sen 8,).
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En el caso particular en que la distancia a la linea (a), es mu-
cho menor (10 veces menor o m&s) que la longitud (&) de é&sta, y
el punto donde queremos obtener el campo eléctrico est& aproxima-
damente en la regibn media del segmento, tendremos

> 1 2
By << B Y E = qme; 2

Resumiendo

Si & »>> a y el punto est8 cerca de la zona media del segmento

(en el tercio central de 1)

Ex << Ey
(1.32)
= 1 23
Ey ¥ Tres a  Protal

EJEMPLO 1.2

Calcule el vector intensidad de campo eléctrico en el punto A
que se indica en la figura 1.%a. Analice si es posible usar 1la

aproximacidén propuesta, y calcule el posible error.

i Y
| 1 pC
: I ATt E m
- =80 cm- —
!'-““——___T‘_ —————————— ﬁ-—r
——30 em —

FIGURA 1.9a. Segmento de linea cargado negativamente,
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SOLUCIONR

Cdlculo exacto.

Empleando la expresidn (1.30)

! -6
gx 10 0.06 0.06
9 ——
E. = -9 x 10 ——— -
A, 0.06 40.06)% + (0.5)2  /0.09 + 0.0036

Realizando operaciones, obtenemos la componente en la direccidn x

- _ . 3| N
EAx 1.92 x. 10 [c]

Similarmente, de (1.31)

E, =-—1

A
AY 4WE{ {cos 0, ‘ cos 65)

1 -6
b o g x 109 82 '° 0.3 _ - 0,5
A 0.06 Y0.0936 Y0.2536

La componente en la direccidén y serd .

= 3 | N
EAY 49,34 x 10 [C]

Por lo gque €l vector intensidad de campo gqueda

= 3 H - 0 =
EA 49,37 x 10 [C] ' Bx 92.2 1.61 rad
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Cilculo aproximado.

Dado gque 2 > 10a y la distancia del punto A al extremo mds cer

cano del segmento es mayor gue 1/3 de la longitud de é&ste, enton

ces es valido aplicar (1.32), por lo gue

t 1 2\
EA B EA T ame, a
Y
2(1—x1o"5)
E; = 9 x 10° &
A 0.06
"= 3 |N
EA 50 x 10 [C]
y como E, << E, se tiene que 9; = 90° = 1.57 rad
X y

Porcentaje de error en el cdlculo aproximado.

1Ea_~ Ea
Error en la magnitud g = 100 A A N

L EA

- Q

‘ - 3
= 100 | 150 - 49.37)10
49.37 x 103
%__error en EA = 1.27%
°x = %

error en el angulo Bx = 100 -

% error en ex = 2.38%
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Estos resultados justifican el empleo de (1.32) en el cdlculo del

vector intensidad de campo eléctrico propuesto.

b} Campo eléctrico producido por un anillo circular cargado

Obtendremos ahora la expresifn que permite evaluar la magnitud
del vector intensidad de campo eléctrico en puntos sobre el eje
de un anillo con distribucién lineal uniforme de .carga.. .. .. .

Consideremos el anillo circular de radio a mostrado en la figu-
ra 1.10, donde se ha indicado un punto cualquiera sobre el eje

del anillo a una distancia b del centro.

Segfin nuestro procedimiento, consideraremos la contribucién de ca
da elemento dg al campo eléctrico total en el punto A.

FIGURA 1.10. Anillo con densidad lineal uniforme de carga.
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Observamos en la figura que por simetria las componentes en x vy
y se cancelan entre si, quedando el campo total en direccién =z

exclusivamente.

- _ 1 a
E, = jdEz T f;g cos 6 (1.33)

E. = —1 cos 8 ;[dq - 1 Q cos 8 (1.34)

En funcién del radio a y la distancia b

. 1 Qb N
EA " 4ne, (al + b?)3/°2 [E] (1.35)

Existen dos casos particulares que el lector debe comprobar

v

1. Para el centro del anillo E = 0 «

2, Para un punto lejano

¢) Campo eléctrico producido por una superficie circular cargada

Si queremos evaluar el campo el&ctrico que existe en puntos aloja
dos sobre el eje de una superficie circular cargada de radio r,
con una densidad uniforme o , utilizaremos el resultado obteni-

do en el inciso anterior.
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|2
{
i
| o
dr
Ty ] T
i/ xr
————m ]| - —— —— y
~F b - A ar
/s
/
e
/
%
FIGURA 1.11. Superficie circular cargada.

La superficie circular de la figura 1.11 se puede
dr
cuya contribucifn diferencial al campo total seri

mada por un conjunto de anillos de grosor

_ i b dq
dE = 7753 (r2 + b2)3/%
como
dq = odA = ¢ 2n rdr
entonces
r
1 2rdr
E = I, bo(")ufo (r? + b2)3/2
reduciendo

considerar for-

y radio variable r

(1.36)

(1.37)

{1.38)

(1.39)
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E = [_ b 1 ] (1.40)

= .9 - b N
E= Ze, (l (rz + b2)1/2)[c] : (1.41)

La expresibn (1.4l1) presenta dos casos particulares de interés.

1. La distancia b << r, ¥y el punto donde se calcula el campo

se encuentra cerca del centro de la superficie cargada.

g o= 0 [E] | (1.42)

2. La distancia b »>> r, , por lo que la expresién se debe redu

cir a la de una carga puntual.

La ecuacibn (1.41) se puede escribir

. [£3+ b2)1/2 _

2e, (rz + b2)1/2

E =

tambié&n

- | +'(r°/b)2)1/2 o

Zes \ " (1 ¥ (r/m) 2) 172 (1.43)

E =

Usando el teorema del binomio

r \2\1/2 r \2 r \4
° - 1/2 (e <1/2)(—1/2)( o)
(1+('E)) 1+93 (b) + 27 T)

r 6
+ (1/2) (-1/2) (-3/2) (_i) + ...

3.
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-]
dado que 5

derar

por lo que

Como 1 >>
Y
finalmente

-5

0

para

b > r,

217

es una buena aproximacién, consi

o] o
S
N
\__/
—
~
[*]
n
[
+
(ST

[ 2
r
1 ]

_ o 1+§(_b') )
2e r \<
o 1 4]

1*5("5‘)
2
g0 (L Ie
T 2e, \2 p2
o = 2
1rl
2
E = -2l (l i
Zeowri 2 p?
=-1_ 9
E dre, b2

(1.44)

(1.45)

(1.46)

(1.47)



1.9 ESQUEMAS DE CAMPO ELECTRICO

En general los esquemas de campo tienen la finalidad de sim-
plificar la visualizacifn de la configuracibfn de un campo

cualquiera.

Cuando se incrementa el nGmero de cargas puntuales en una re
gién o se consideran ciertas distribuciones ‘de carga, las
ecuaciones que!determinan el campo eléctrico se hacen mé&s
complejas y no puede interpretarse la configuracifén del cam-

po facilmente.

Es por ello que se ha pensado en representaciones diagramdti
cas que a simple vista nos indiquen, aunque sea en forma apro

ximada, c6mo es el campo en una regién.

Existen diversas posibilidades de representacién, aqui mencio
naremos la mAs usual que es la que se realiza por medio de
las llamadas lineas de campo o lineas de flujo eléctrico, las

cuales poseen las caracteristicas siguientes:

a) La direccifn de cualquier linea coincide en cada punto

con la direccifén del campo eléctrico.

b) Se dibujan de tal manera que su nGmero es proporcional a
la magnitud del campo elé&ctrico.

Como consecuencias de las caracteristicas mencionadas, tene-
mos que las lineas: se originan en las cargas positivas,

terminan en las negativas y nunca se cruzan.

En la figura 1.12 se presentan dos esquemas tipicos de campo
eléctrico.
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esfera negativa dipolo eléctrico

FIGURA 1.12. Esquemas de campos eléctricos.

Para dibujar un nfimero de lineas que represente convenientemente
un campo, se escoge un factor de escala, es decir, se hace corres
ponder a una intensidad de campo dado un cierto niimero de lineas

por cada metro cuadrado.

Un factor de escala tipico es considerar una linea por metro cua-
drado para una intensidad de 1 N/C ; para esta seleccién el ni-
mero de lineas NE gue debemos dibujar, saliendo de una carga

puntual positiva Q , se obtiene considerando gue para una esfe-
ra de radio r, concéntrica con la carga, la magnitud del vector

intensidad de campo es

entonces




30

de donde obtenemos

"Nz =.§% lineas

Comprobar que para una esfera de radio r, = 2 cm, con densidad

superficial uniforme de carga o = 42,256 %% se deben dibujar

24 lfineas.

1.10 FLUJO ELECTRICO Y LEY DE GAUSS

Existen dos caracteristicas fundamentales de los campos vectoria-

les que nos permitirfn describir las leyes .del electromagnetismo

de manera simple, &stas son:

a) Flujo

b) Circulacién

El flujo de cualquier campo vectorial

de superficie dA se define como

-

-
de = C + da

-
C a través de un elemento

(1.48)

Donde d¢ se obtiene como resultado de multiplicar la componente
-

de C perpendicular a la superficie por el valor de ésta.

Cuando se desea evaluar el flujo a través de una superficie fini-

ta, la ecuaci6bn (1,48) quedaré

(1.49)

-
Para superficies cerradas la direccifn del vector dA es perpen-

dicular a la superficie y apuntando hacia fuera.,



31

El concepto de flujo asi definido nos es fitil para describir diver
sos fenfmenos: un caso muy conocido ocurre cuando el campo vecto
rial es el gque representa la velocidad de las particulas de un
fluido; al evaluar el flujo de ese campo a través de una superfi-
cie se obtiene el volumen (m3) del fluido que cruza cada segun-
do la superficie mencionada.

Cuando se obtiene el flujo del campo eléctrico a través de cual-

quier superficie cerrada gque contiene una carga neta Q el

N r
resultado es

> - 0 2
= . = _N [N+ m?
b = .ﬁ‘.E da = [ = } (1.50)

Expresifn conocida como ley de Gauss que podemos enunciar de la
forma siguiente-:

El flujo eléctrico a través de cualquier superficie cerrada, es
igual a la carga neta contenida en el interior. de la superficie
dividida entre e, . '

En general, cuando se tiene carga distribuida, la carga neta On
se calculard integrando, es decir, la expresién de Gauss puede

ser presentada como

- ga.d;';:e_lj”pdv s

donde

Qq =Iffpd\’ (1,52)
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Esta ley es una consecuencia necesaria de la ley de Coulomb y de

nuestra definicifn de campo eléctrico. A continuacién probaremos
la validez de la ecuacibn (1.50), haciendo uso del concepto de &n
gulo s6lido que se presenta en el apéndice A.

Consideremos una superficie cerrada cualquiera con una carga pun-
tual g en su interior, como se indica en la figura 1.13.

FIGORA 1.13. Superficie gaussiana con una carga g en su inte-

rior.

El vector intensidad de campo eléctrico, en un punto sobre la su-
perficie, estard dado por la expresién

E=—1. 93
E_41TE:° rzr
Evaluemos el flujo elé&ctrico Pe
A -+ -+
b = E - da = E dA cos « (1.53)
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. -+
sustituyendo la expresién de E

_ 1 dA cos o .
. e s ¢]e._'..411'.e.‘,vq . rZ2 . . .

dA cos a

> es la integral del &ngulo s6lido subtendido
r

pero

desde un punto interior, el cual sabemos es igual a 4w esterra-

dianes.

Entonces

¢ = 1 q(4-n-)=i

e dne, Eo

Aungue la demostracidn fue realizada para una carga puntual é ’
este resultado se puede generalizar ya que existe una relacién
lineal entre la carga y la magnitud del campo, por lo que podemos
aplicar el principio de superposihién para obtener la definiciébn
general.

La aplicacifn de la ley de Gauss nos permite obtener la carga con
tenida en una superficie cerrada imaginaria si se conoce la fun-
cibn que describe el campo eléctrico en la regibn; también es -
til para calcular la funcién de campo eléctrico de distribuciones
de carga simétricas. En éstas, la aplicacibén de la ley de Gauss
nos permite obtener f&cilmente el campo eléctrico.

Aunque la expresién (1.51) es general, su aplicacibn esti limita-
da por la dificultad que se presenta al evaluar las integrales, y
es por ello.que s8lo resulta prlctico aplicarla en la obtencién
del campo eléctrico para distribuciones de carga simétricas.
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1.11 EJEMPLOS DE APLICACION DE LA LEY DE GAUSS

a) Campo eléctrico producido por una esfera con distribucién su-

perficial (g) uniforme de carga

Supongamos que se desea obtener la expresidn que determina el cam
po eléctrico producido a una distancia r por una esfera conduc-
tora cargada de radio r, < r , como se indica en la figura 1.14.

-Superficie gaussia
na esférica

-~
-

\gﬁt/’%
\

e
i
i
|
!

/

FIGURA 1.14. Superficie gaussiana empleada en el c3lculo del

campo eléctrico que produce una esfera cargada.

Apliquemos la iey de Gauss suponiendo la existencia de una super-
ficie cerrada que contenga el punto P donde se desea obtener el

campo eléctrico, por conveniencia supondremos una superficie esfé

rica concéntrica con la esfera cargada.

Esta superficie posee la ventaja de que, por simetrfa, la magni-
tud del campo es constante en ella. Adem&s, la direccién del

vector intensidad de campo eléctrico coincide en cada pﬁnto con
el vector dz , es decir, el &ngulo que forma el campo E con

-
dA es cero.
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Sabemos gque

€o

recordando la expresifén (1.50), pero

como ¢os o« =1 y E = cte

-+ -+
j%ﬁE.aA:_E{j( a»

pero dA es justamente el drea de la superficie gaussiana es-

férica, quedando

entonces
Q
- E (47r2) = N
€o
y
Q
_ 1 N
E - 4“50 ;“2‘ (1.54)

Aplicando ahora la ley de Gauss para puntos interiores (r < r,).
tenemos qﬁe como la carga est8 distribuida sobre la superficie de
radio r, , la nueva superficie gaussiané empleada para obtener
el campo elé&ctrico en el interior no encierra carga, Yy la ecua-
citn (1.50) se satisface si E o cos a es éero, ya que dX # 0 .
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Por simetria de la figura se concluye que E = 0 , Podemos resu-
mir los resultados obtenidos en este ejemplo en las expresiones
(1.55).

E=20 r < r,

(1.55)

1
dre,

4
u

Q -
77 £ r 2o,

Comprobar que si la densidad superficial de carga es de 4 uC/m?
en una esfera de radio de 15 cm , el campo eléctrico para un
punto distante 20 cm del centro de la esfera ser§

E = 2.5447 x 105 § [g]

b) Campo eléctrico producido por una superficie cargada infinita

La figura 1.15'ﬁuestra una porcién de superficie infinita donde
se ha dibujado una superficie gaussiana cilindrica gue permitiré
obtener ficilmente la expresién del campo eléctrico en un punto
P contenido en la superficie de la tapa o base del cilindro, ya

gue el campo por simetria es constante en esa zona. -

FPIGURA 1.15. Porcidn de superficie cargada y superficie gaussiana.
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La integral cerrada de la ecuacifn (1.50) puede ser expresada co-
mo tres integrales abiertas correspondientes al &rea lateral, ba-

se y tapa del cilindro, es decir

- -+ -+ - -+ -+ -
% + da = J:[El.dAl.'- JIEZ'dA2+ JJEa'dA3

En la base y tapa, el angulo que forma el campo con el vector dK

=4

es 0°, y en el &rea lateral es 90° por lo que

IIEszz cos 90° = 0

quedando’
-+ >
E » dA = E;dA, + E3;dA;
pero
E; = E3 = E por estar base y tapa a la misma distancia,
entonces

- -
E + dA = EA; + EA; = 2EA

Aplicando la ecuacibn de Gauss

0
b

2 EA =

(1.56)

M
-]
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La carga neta Qyu encerrada en el cilindro serd simplemente
Qy = oA , dado que se estd considerando una densidad superficial

uniforme; sustituyendo en (1.56) !

2 EA = oA
Eo
finalmente
_©
E = TR (1.57)

c¢) Campo eléctrico producido por una linea cargada infinita

Obtendremos ahora la expresién que permite evaluar el campo gue
produce una linea infinita con densidad de carga uniforme, en un
punto cualquiera P , para lo cual se construye una superficie

de Gauss cilindrica y coaxial con la linea, como se muestra en la

figura 1.16.

FIGURA 1.16. Superficie gaussiana empleada para obtener el cam-

po producido por una linea infinita cargada.
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De manera similar al caso anterior tenemos gque

- -+ - -+ , -+ -+ - -
E - dA = E; - da, + Ez'dAZ'F E3'dA3

En la base y en la tapa del cilindro, ‘el dngulo que forma el cam-

I _ o > .- . _ . -
po con el vector dA es 90° , ¥y en la superficie lateral 0° ;

for s [

dado que todos los puntos de la superficie A, se encuentran a
la misma distancia de la linea, E, es constante en magnitud en

A, Y
-+ -+
f{FE . dA = E '[[dAz = E (2nr h)

Usando la ley de Gauss

por lo gue

E (2nrh) = EE . (1.58)

Pero Q = Ah~ por lo que

[

= A
E = T (1.59)

La ecuacifn anterior se expresa de manera m&s conveniente como

12

I“—Eo' - (1.60)

E =
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"La direccibn del vector dependerid del sistema de referencia em-
pleado, si la linea coincide con el eje 2z de un sistema de coor

denadas cilfindricas (r, 8, z), tendremos que
, )

e
E= N _r (1061)

Demuestre que la magnitud de la densidad lineal A para obtener
E =90 x 103 [g] a una distancia r = 5 [cm] es- '

A= 0.25 [ﬁ]
m

-

d) Campo eléctrico producido por un cilindro infinito cargado

Consideremos la porcifén de cilindro con densidad uniforme o mos

trada en la figura 1.17.

Iz'\\ +++ I+
oy I+ + [+ +
\ N
N + + +\+

FIGURA 1.17. Porcidén de cilindro infinito cargado y superficie

gaussiana.
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La diferencia que existe entre este caso y el de linea es la ob-
tencién de Qy + Ya que el exceso de carga en este caso, es su-

perficial

QN = o(2nrryh) (1.62)
Al sustituir (1.62) en (1.58) obtenemos

o (2nr  h)

E (2nrh) = .

E = ‘ (1.63)

Para simplificar la expresién anterior se presenta en funcién de
una densidad lineal equivalente X , la cual se obtiene igualan

do las cargas netas contenidas para el caso de una linea y un ci

lindro, es decir

A h

(27 r )h

(1.64)

Q
|

T 2ur,

Sustituyendo esta iltima expresién en (1.63), tenemos

[

gque es la misma expresi6n que la obtenida en el caso de la linea.
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Como conclusifn de nuestro anilisis tenemos gue para un c¢ilindro
infinito cargado de radio r, se cumple

E=20 r <r,

(1.65)

1.12 LEY DE GAUSS EN FORMA DIFERENCIAL

La ley de Gauss puede ser presentada en forma tal gue para algu-
nos problemas resulta mis conveniente que la expresidn analizada
en la seccién 1.10. Antes de presentar la forma diferencial de
la ley de Gauss es necesario que revisemos brevemente la interpre
tacién fisica de la divergencia de un campo vectorial y el teore-
ma de la divergencia.

Consideraremos el caso particular de una regifn donde existe un
fluido en movimiento y un campo de velocidad asociado; tomaremos
un elemento diferencial de volumen AV = AX Ay Az contenido en -

la regi6n, como se indica en la figura 1.18._

2

[N WA

L

) !
Az

'.
|
L/

Ty
4 v

—————'/z NS

FIGURA 1.18. Elemento de volumen (AV) en una regidn donde existe

un campo de velocidades.
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Evaluaremos el flujo del campo de velocidad a través de nuestro
elemento diferencial de volumen AV ; para ello, obtendremos el
flujo a través de cada una de las caras del cubo, basdndonos en

el valor del campo en el punto (x, y, z).

El flujo a través de la cara 1 es

$y1 = Vo Ay Az

donde vV, representa la componente promedio de la velocidad del

fluido en la cara 1.

A través de la cara 2 tenemos

3 Vy
b2 = | Vy * —5x— AX [Ay 2z

donde se ha aproximado el valor de la velocidad del fluido en 1la

cara 2 a partir de la velocidad v, en la cara 1,

El flujo total en la direccifn x serd

a v )
X _ X
[?x + = Ax] Ay Az v, A&y bz = ” AX Ay Az (1.66)

- r

De manera semejante se obtiene el flujo en las direcciones vy
Yy z respectivamente, gquedando

flujo en la direcciébn de vy

-2 Ax Ay Az | (1.67)
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flujo en la direccibn de z

a v

= AX Ay Az {(l.68)

El flujo neto que sale de nuestro volumen diferencial es entonces

la suma de las ecuaciones (1.66), (1.67) y (1.68), y queda

avx avy avz
™ + 5y + = AX Ay Az (1.69)

finalmente el flujo neto que sale de un volumen unitario se expre
sa

av av av
X Z

v U . +
o + 5y + = Divergencia de v {1.70)

tl
) g
<

Divérgencia de Vv (1.71)

Al obtener la divergencia del campo vectorial $ {x, ¥, 2) en un
punto cualquiera (x, y, 2z) del fluido, estamos evaluando el flu
jo por unidad de volumen en la vecindad del punto (x, y, z} .

Obviamente el flujo de un fluido incompresible seérd siempre cero.
En una explosifn, o al expanderse un gas, obtendremos un valor po

sitivo para la divergencia y un valor negativo cuando se comprime
un gas o se rompe un recipiente al vacio.
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Explicaremos ahora la interpretacién del teorema de la divergencia,
gue es una generalizacibén del teorema fundamental del cilculo. Es

te teorema se expresa matemdticamente para un campo vectorial cual
-3
guiera C como

-+ - -+ -+
e e e e o = .C .« dA = ¥y - Ccdav S -
A v

Supongamos una superficie cerrada A donde se desea evaluar el
flujo de un campo vectorial E . Dividamos el vclumen encerrado
por la superficie A en dos vollimenes cualesquiera encerrados
por las superficies cerradas - A; + A, Y A + A, , donde A es

c
la superficie comfin indicada en la figura 1.19.

PIGURA 1.19. Superficie cerrada A formada por las superficies

Al ¥ Ay .

El flujo a través de la superficie A; + A, serd
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Y a través de A; + A, tenemos

¢”ca”zm

donde el signo menos en la {iltima expresién se debe a que el vec
-
tor dAc

cerrada.

es positivo cuando apunta hacia fuera de la superficie

Entonces el flujo total es

+ -+ - -+ -+ -+
dp = b1t 63 @ C - da + C.+dn, =4¢pC - da (1.72)

Podemos afirmar entonces que el flujo a través de cualquier super
ficie cerrada se puede obtener evaluando éste a través de un nfime
ro cualquiera de superficies cerradas que contengan el mismo volu

men y sumando los resultados,

Empleando la expresibn (1,69), que determina el flujo a través de
un elemento diferencial de volumen AV , tenemos

- >
Ap =V « C AV (1.73)

Si el volumen se hace tender a cero

av + dv y A ¢ -+ . d¢

por lo gue para obtener el flujo total a través de un volumen fi-
nito debemos integrar en todo el volumen

¢=ja¢=”j;.zdv
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pero de la ecuacibn (1.49)
por lo-gue

gue es el teorema de la divergencia,

- Aplicaremos ahora el teorema de la divergencia para obtener la

ley de Gauss en forma diferencial,.

Recordemos la forma integral, ecuacién (1.51)

%E . ar = E—ljjfpdv (1.75)

Segfin el teorema de la divergencia

ﬁ'ﬁ . aa =JJJ? . E av (1.76)

fIfi zwe2fffem e

‘\
Para que la igualdad anterior se cumpla es necesario que los inte
grandos sean iguales por lo que
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-> -+

Expresibn conocida como ley de Gauss en forma diferencial, que in
dica que el flujo del campo eléctrico por unidad de volumen en la
vecindad de un punto cualguiera serid igual a la densidad volumé-

e

trica de carga p en el punto dividida entre e, .

Suponiendo que en el plano Xy , el campo eléctrico estd dado
por la expresifn

E = (15xi + 85yj) x 10° [g] ; compruebe que p = 0.885 [m—ca] para

cada punto en dicho plano.

1.13 CIRCULACION Y ROTACIONAL DEL CAMPO ELECTROSTATICO

La propiedad de los campos vectoriales llamada circulacién se de
TS )

fine para un campo vectorial cualquiera € como: 1la integral a

través de cualquier trayectoria cerrada £ de la componente de

E en la direccién de dE Yy se expresa

+ - .
c =§; C . dg (1.79)
2

Este concepto y el de flujo nos permiten describir el comporta-

miento de los campos vectoriales.

En el campo de velocidad mencionado en la seccifn 1.10, podemos

interpretar la trayectoria usada para evaluar la circulacifn como
un peqguefioc conducto por donde puede circular fluide; la circula-
ci6bn del campo de velocidad de las particulas serf una indicacién

de qué tan répido puede circular el liquido a través del conducto
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supuesto. Si la circulacién es cero significa que el fluido no

cinculand a través de la trayectoria escogida.

La figura 1.20 muestra dos representaciones de campo realizadas

por medic de lineas; en estos campos la circulacidn ¢ es cero

para cualquier trayectoria cerrada que se seleccione.

-
i
4
-
—— e -
" R

(a) (b)

FIGURA 1.20. Campos cuya circulacidn es cero.

Los campos representados en la figura 1.21 poseen un valor de cir

culacién c¢ diferente de cero para cualquier trayectoria selec-

cionada.

LB

J

(a) (b)

FIGURA 1.21. Campos c¢on circulacidén diferente de cero.
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Para aclarar la situacifn, supongamos el campo vectorial mostrado
en la fiqura 1.22 en el cual se tiene magnitud constante y direc-

cibn variable.'

2

trayectoria

FIGURA 1.22. Campo de magnitud constante y direccidén variable.

Al evaluar la circulacién c¢; en la trayectoria mostrada, la con
tribucifén de los segmentos 1 y 3 es cero dado que el campo es per
pendicular a ellos en cada punto; para 2 y 4 el campo es el mismo
en magnitud y tiene direccibn contraria. Como la contribucidn de

4 es mayor que la de 2, entonces. c; # 0 .

Evaluemos ahora la circulacifn del campo eléctrico producido por

una carga puntual para una trayectoria cerrada cualquiera.

) N R
c_ = ff E « d2 (1.80)

~ ->
c. = 1 Q § £'_df. {1.81)
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-~ -+ g - . ~
pero r - d% es la componente de di en la d1recc1§n de r , es

decir, r - aE = dr con lo que (1.81) queda

1 dr

]
1im 1 I ar _
Ce = ' 5 r Z7e, Q.[ (1.82)

. Resultado.que podemos generalizar para cualquier distribucién es-

titica de carga, basados en el principio de superposicibn, dado

qgue la contribucibn de cada carga es cero.

En general para el caso electrostitico tendremos que
-+ -+
C, = E+ de =0 (1.83)

Debemos detenernos una vez m8s en el estudio de los fenbmenos
electromagnéticos para revisar la interpretacién fisica del con-
cepto de rotacional de un campo vectorial y el teorema de Stokes.

Demostraremos primero que la circulacibn alrededor de cualquier
trayectoria cerrada, es igual a la suma de las circulaciones a
través de un nlmero cualquiera de trayectorias cerradas en que se
subdivida el Area contenida por la trayectoria original.

La figura 1.23 muestra una trayectoria cerrada % donde se desea
! ->

evaluar la circulacibn de un cierto campo vectorial C . Divida

mos la superficie encerrada por la trayéctoria 2 en dos super-
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ficies encerradas por las trayectorias cerradas

f.l‘i'f.c Y
L + &, , donde 2

c ©s la longitud com@Gn a ambas trayectorias.

at,

FIGURA 1.23. Trayectoria cerrada 2

formada por las trayectorias
2 Y 2.2 .

La circulacidn a través de la trayectoria cerrada

‘ -> -+ -+ -
c; = C'dﬂ.l'l" C'df.c

y a través de la trayectoria cerrada

11 + R.'C es

Ly + Rg

- -+ -+ ->
Cp = C'dzz"JC'dﬁc

-
donde el signo menos de la Gltima integral se debe a que d4¢, pa

—
ra c¢» tiene direccién contraria al considerado en c¢; .

La circulacifn total ¢ es
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en donde

Aplicaremos el resultado anterior para la interpretacibn fisica
del rotacional y el teorema de Stokes: supongamos un pequeio pe
dazo de corcho que flota en la superficie de un lfigquido conteni-

do en un canal, como se indica en la figura 1.24.

. Zz
] corcho

-

Vy

— - ST — —

- [y

1
-1 d
1 o I
] FIIILEFIPIVE

e
Nk

AN
NN

NN NN

\\\ \y\t\\\\\\x NN NN

-— -~ —

FIGURA 1.24. Pedazo de corcho flotando en la superficie de un 1%

quido.

Si el liquido.se desplaza con velocidad $y r €en el caso ideal
;Y serd uniforme en la superficie del 1liquido; y el corcho sblo
sufriri movimiento de traslaci6n. Sin embargo, en general, el

corcho se veri afectado adicionalmente por movimiento de rotacién.

para saber i el corcho gira teniendo como eje de rotacibfn la di-
recciSn 2z podemos evaluar la circulacién del campo de velocidad
alrededor de una trayectoria que coincida con la periferia del
corcho, como se indica en la figura 1.25.
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N

O . Y

-
Vy

L _-_-
p———

FIGUBRA 1.25. Vista superior del corcho en la superficie de un 1i
quide.

El corche girard en direccibn contraria a las manecillas del reloj

si v§ > vy , Yy la circulacién alrededor de la trayectoria mostra
da seri diferente de cero.

Consideremos ahora una trayectoria diferencial como la indicada
en la figura 1.26.

® Y
T (x'y) \vy br——— -
T v
: X
j_x v.| Y 4 _\ix + 2 Ay
v -
< v 4-7§FAx

FIGURA 1.26. Trayectoria diferencial en el liguido.
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La circulacién alrededor de dicha trayectoria es

. | s
Ac = vede=uv, ax+ | vyt _ﬁf Ax § Ay -

Y
simplificando
¢V avx )
Ac = —Iax - —é—y— Ax AY (1.84)

La rotacifn alrededor de la direccifn 2z es proporcicnal a

X 3y

De manera semejante, las rotaciones alrededor de los ejes x ¥y
y son respectivamente proporcionales a

v, v v, v,
3y 5z Y iz ax

Como estas rotaciones tienen carfcter vectorial, la rotacién to-
tal seri proporcional al vector

av v v av av av
2 . L)+ =x_-__2 y + XL~ Xz
3y 2z 3z ax ax 3y

expresién conocida como rotacional del campo vectorial v , el
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cual también se puede expresar como

1
<]
o
<4

-
Rotacional de v

Observando la expresifn (1.84) vemos que la circulacién alrededor
de la trayectoria -diferencial de la figura 1.26 es igual a la com
ponente del rotacional normal al &rea, multiplicada por el valor
de ésta.

En general para una trayectoria diferencial con una orientacién
cualquiera, podemos cobtener la circulacibn multiplicando el &rea
por la componente del rotacional del campo vectorial normal a di-~

cha superficie.

Se debe tener presente que la direccién positiva del vector nor-
mal queda determinada por el sentido de la circulacifn, de acuer
do con la regla usual de la mano derecha.

Con base en lo anteriormente expuesto la ecuacifn (1.84) se puede

expresar como
. R
ac = (Vv x v), AA (1,85)
Si la trayectoria se hace tender a cero
Ac =+ dc Y AA + 4A

por lo que en general podemos expresar que

- - -
c = -U (V x v) » dA (1.86)
§:\
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y utilizando (1.79) y {1.86) para evaluar la circulacién de un
campo vectorial cualquiera E., tenemos
)

-5 =+ ‘ -+ -+ -+
c = f£ C - de = J]. (Vv xC) - 4a (1.87)
A

La ecuacifn anterior se conoce como teorema de Stokes.
este teorema a la ecuacién (1.83)

+ > - - -+ )
§E + di = IJ. (VxXE) » da=0 (1.88)
A

de donde obtenemos

Aplicando

<14
»
4
n
o

(1.89)

para cualquier campo el&ctrico estitico.

Compruebe la validez de la expresi6n (1.89) evaluando el rotacio-
nal de la ecuacifn (1.7).

1.14 POTENCIAL ELECTRICO

Presentaremos ahora los conceptos de energia potencial y poten-

cial eléctricos, los cuales nos ayudardn a resolver problemas que
involucran campos eléctricos.

en un punto cualquiera de una regién

N -

donde existe un campo el&ctrico E (x, y, z), dicha carga experi
+ -+

mentar8 una fuerza eléctrica F = q E ,

Si colocames una carga ¢

y en consecuencia seréi
acelerada. Para gque dicha carga permanezca en equilibrio debe-
=

mos aplicar una fuerza igual y de sentido contrario ~ag E
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Si queremos desplazar la carga en contra de la fuerza ejercida
por el campo, desde un punto A hasta un punto B , con velocl
dad constante o bien cuasiestiticamente, el trabajo realizado por
el agente externo se puede obtener aplicando la relacién siguien-
te

- -

‘ . _B_ > - - . .B - . i
- A"B =J Frdi=-g f E - at [J] (1.90)
A a

La expresibn anterior representa la integral de linea del campo

-

E , evaluada a través de la trayectoria que une los puntos A y
B.

Demostraremos que la integral de linea del campo electrostitico,
a través de cualquier trayectoria entre dos puntos cualesquiera

A y B, es independiente de &sta y queda determinada por la po
sici6n de dichos puntos. Esto es consecuencia de gque el campo
electrostitico satisface la ecuacifén (1.83) para cualguier trayec
toria cerrada seleccionada.

Como resultado de la aplicacifn del teorema de Stokes a la ecua-
cifn mencionada, se satisface también la ecuacién (1.89) y se di-

ce gue el campo es conservativo.

De (1.89) tenemos que

+ +
vxXxE (x, vy, 2) =0

sabemos ademfs, del &lgebra vectorial, gque

- -
VX VW' (x, v, 2) =0 {(1.91)

para cualgquier funcibén escalar de variable vectorial Vv'(x, y, z),

es decir, si se cumple (1.89), siempre existe una funcién escalar
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vV'(x, v, 2} tal que E (x, v, z2) puede ser expresado como
- -
E (x, vy, 2) =V V'(x, v, 2) (1.92)

Podemos entonces igualar las integrales sigquientes

j E d;=J (VV') - dz (1.93)
A A

- -
Como (VV') « d2 es la derivada direccional de V'{(x, y, 2Z) en

+
la direccién de d& , al integrarla obtendremos la variacién to
tal de dicha funci6n desde el punto A hasta el punto B

Para ilustrar lo expuesto anteriormente consideremos la curva mos
trada en la figura 1.27 que une los puntos Ay B : si la subdivi
dimos en pequenos segmentos de longitud 4f%; , la variacibn de
la funcibn V'(x, y, 2) del punto A al punto 1 es

AV' = V'(xy, Y1, z1) = V'(Xp , Yo s 2 ) ©(1.94)
z
y Vv
B
X
az
Aﬂl*\\\ ///r A£2
A g 5 3

FIGURA 1.27. Curva cualquiera ¢ gue une los puntos & y B

en una regidn en que existe campo eléctrico.
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Si los 4%; son muy pequefios, AV' puede aproximarse usando el

concepto ,de diferencial total, por lo que

V2 oav = A gy 4 2V av?
AV' = gv' = % dx + 5y dy + 5z dz (1.95)
como
-
de = dxi + dyj + dzk
entonces -
-+ -
AV = (V') . ai (1.96)

y de {1.94) vy (1.96)
-+ -
V'(xlrIYJf 21) - V'(XA, YAr ZA) = (Vvl)l v AL,

-
donde (9V'); representa el gradiente de V' evaluado en el pun
to 1. De manera semejante la variacibén de la funcién del punto 1
al 2 es

-+ -+
V'(XZ: Yo. 22) - V'(X1, Yi! zl) = (VV')Z . A2'2

y as! sucesivamente, por lo que al sumar las contribuciones de

‘'los' n elementos At; resulta

-+ +
1 {vV )i . Aﬂi

s

v'(xBr YBI ZB) - V'(xA: YA' ZA) =
i
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cuando Azi + 0

-

B .,
V'(xBr YB: ZB) - V'(XAJ Ypr ZA) = fA (vv') - dz
(1.97)

Hemos demostrado que la integral de linea del campo electrostéiti-
co depende exclusivamente de las posiciones de los extremos de la
trayectoria, ya que €&ste buede ser expresado como el gradiente de

Y

una funcifn escalar V'(x, y, z) .
Sabemos también gue en un campo conservativo, cuando se mueve una
carga q de un punto A hasta un punto B , cuasiestiticamente
0 con velocidad constante, el trabajo realizado es igual a la va-
riacién de la energfa potencial eléctrica.

Entonces la ecuacidtn (1.90) puede representarse en forma equiva-

lente como una diferencia de energias potenciales eléctricas. Pa
ra obtener la energfa potencial eléctrica en un punto se conside-
ra arbitrariamente que en una cierta regifn dicha energia es cero;
tal regibn se tomard como referencia. La referencia l6gica se en
cuentra a una distancia infinita de una regién donde existen car-
gas, debido a que la influencia del campo elé&ctrico producido es

inversamente proporcional-a la distancia al cuadrado.

Definiremos por ende, energia potencial eléctrica de la carga g

en el punto A por medio de la relacién siguiente
A, +

Up = Wy = - qf E - d2 (1.98)

expresifn que representa el trabajo necesario para traer la caréa
g cuasiestaticamente desde el infinito hasta el punto A .

A la energfa potencilal el&ctrica U, por unidad de carga se le
conoce como el potencial elé&ctrico del punto A y se representa
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como VA ; por lo que

Up A, -
— = - E - dL =V,
q ®

La-unidad en el SI és ; .-

joul J )
e - (2] - fvered = (V]

Si un punto A se encuentra a un potencial V, ,
a un potencial Vg + se dice que existe una diferencia
cial entre los puntos A y B dada por la relacibn

y se cumple ademis

Vap = =~ Vpa = - (Vg = V)

Por otro lado, combinande (1.99) y (1.100)

A+
Vag = Vp - Vg = - _E-

(1.99)

Y un punto B
de poten

(1.100)

{1.101)

(1.102)
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cualquiera que sea la posicidén de B , quedando (1.102) como

A N
Vap = - 5 E - dz (1.103)

La ecuacién anterior permite evaluar directamente la diferencia
de potencial entre los puntos A y B , gque también se conoce
como voltaje o tensibn entre dichos puntos.

Las ecuaciones (1.,99) y (1.103) permiten obtener el potencial en
un punto y la diferencia de potencial entre dos puntos respecti-
vamente. Para ello es necesario integrar la funcifn del campo

eléctrico E ; cuando tal funcifn no se conoce es posible obte-
ner el potencial (y por ende la diferencia de potencial), a par-
tir de la distribucibfn de carga, como se muestra a continuacifén.

Si obtenemos la expresifn que permite evaluar el potencial debido
a una carga puntual, basados en el principio de superposicién, po
dremos encontrar el potencial debido a una distribucién cualquie-

ra de carga.

Procederemos entonces a obtener la expresidn de potencial en un
_punto cualquiera A , separado una distancia rp de una carga

puntual Q .

Como se indica en la figura 1.28, la trayectoria desde el infini-
to hasta el punto A seri radial por conveniencia.

-+
FIGURA 1.28. Carga puntual @ y trayectoria df hacia ella.
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Partiendo de la ecuacién (1.99) tenemos que

pero
- - > .01 QA - - - - S
E = e, r2 T
sustituyendo
~ -->
V. = = 1 A ¢ . ar
A~ 4re, - r2

como

N

£ dt= IQIIdE] cos 6§ = -~ df ya que & = 180°

y ademis df = -dr

_ 1 TA dar
Va = 4ne, Q J; -
finalmente
-1 Q
VA T Tees I [v] (1.104)

Debemos notar que la ecuacidn anterior, para simplificar, esté
expresada en coordenadas esféricas; en coordenadas cartesianas se

veri de la manera siguiente:

= 1 Q <
Vix, ¥, 2) = T T+ 2012 [v] (1.105)
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Ecuacién vilida en cualquier punto, excepto para aquél en donde

estd situada la carga, en este caso el origen.

Cuando se tienen n cargas puntuales se obtiene el potencial de-

bido a cada carga, y se suman los resultados, por lo gque

1 9
V= = r == [v] (1.106)
° i=1 "1 \

Para encontrar el potencial debido a una distribuciéfn de carga,
se toma la contribucibén de cada elemento de carga dg y se inte-

gra, entonces

1 !
V= e J—g [v] : (1.107)

Como en el caso del campo eléctrico dg dependeri del tipo de
distribucibén, por ejemplo para una distribuci6fn superficial

(1.107), quedaré
- 1 odA
V= dne, Jf r (v]

EJEMPLO 1.3 "~

Considere el plano xy de la figura 1.29 donde se muestran dos

cargas puntuales y los puntos A, B y C
Con base en las posiciones indicadas calcule:
a) El potenclal en el punto A ¥y en el B

b La diferencia de potencial VAB .
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c¢) La energia potencial eléctrica de g, .

d) El trabajo necesario para mover una carga ¢q3 = -8BuC , cua-

siestiticamente, del punto A al punto B .,

e} Repetir el inciso b) y considerar la referencia en el punto

y [m] Carga Posicibn
5 4 qZ@ B gy = =20 ucC {(1,2)
4 gz = 40 ucC (2,5)
3] Punto
21 © e . )
L q, A C A (2,2)
1 B (5,5)

123456 78 9 x[m C (6,2)

PIGURA 1.29. Posiciones de las cargas ¢g) Y g2 Y coclocacién -

de los puntos para el ejemplo 1.3,

SOLUCION

a) Aplicando el principio de superposicidn

a = Va, A,
pero
q B} -6
Va =g L =9 x 109 222X 10D L 45 4 g0 v
1 TE, rAl 1
q -6
V, = ot 22 - gy 909 140 % 1077) _ 45 o q0% v

B2 dme, ry, 3
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Por lo tanto

Vv, = -60 x 103 [v]

de manera semejante

-6 -6
- _ 9 -20 x 10 40 x 10
Vg VB1 + VB2 = 9 x 10 ( g +

vg = 84 x 10% [v]

b) De la expresidn (1.100)

AB A B
Vop = =60 x 103 - 84 x 10 = -144 x 103 [v]
Vag = - 144 [kv]

c) Como el potencial de un punto representa la energia potencial
eléctrica por unidad de carga, al multiplicarla por la carga se

obtiene la energia potencial total.

U = g 1 q)
ds 2 4ne, rijo

donde rj, es la distancia de la carga qg; a la carga q,

_ {(-20 x 10-6)
U =40 x 10-6 (9 x 109) —
a, /70
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qu = -2,277 [J]

d) Comparando (1.90) con (1.103) tenemos que

B+ -+
a"g-= - @ J-—-E---d% = q Vg, - - . e -

a

)

del inciseo (b) sabemos que

- - 1 3
Vga = - Vap = 144 x 103 [v]
y
AVo =@y Vg, = -8B x 10-% (144 x 103
- - -3 o _
AWy = 1152 x 1073 = -1,152 [J]

donde el signo mencos indica gue el sistema de las tres cargas pier

de energia.
e) Considerando la referencia en el punto C , el potencial VA

del punto A es

como

-20 x 10-6 40 x 10-6
v v + Vv = 9 +

36 x 103 [v]

<
}
]
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del inciso (a) se conoce V, por lo que

VA = - 60 x 103 ~ 36 x 103 = - 96 x 103

de manera semejante

= = 3— 3: 3
VB VBC 84 # 10 36 x 10 48 x 10

y la diferencia de potencial serd

- 3 -
- vy = - 96 x 103 - 48 x 103 = - 144 x 103 [v]

Al comparar el resultado obtenido con el resultade del inciso (b)
observamos que la diferencia de potencial no depende de la referen

cia escogida.

Finalmente comentaremos que es posible también calcular VAB usan
do la ecuacidn (1.103) directamente o bien a través del uso del
principio de superposicidn, con objeto de facilitar la expresidn

del campo a integrar.

1.15 EJEMPLOS DE CALCULO DE POTENCIAL Y DIFERENCIAS DE POTENCIAL
DEBIDOS A DISTRIBUCIONES DE CARGA

a) Potencial en un punto producido por una esfera con densidad

superficial uniforme de carga

Para obtener la expresifn de potencial mencionada podemos usar la
ecuacibén (1.99) o bien la ecuacifn equivalente (1.107), ambas da-
rén el mismo resultado aunque la dificultad de proceso puede ser
diferente.
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Por conveniencia aplicaremos en este caso la ecuacibn (1.9%9) apo-
vindonos en los resultados del subtema 1,11, resumidos en las ecua

ciones (1.55).

El procedimiento se inicia seleccionando una trayectoria para eva-

luar la ecuacibn

A
v, j z. at

Debido a la forma de las ecuaciones (1.55), la trayectoria conve-
niente es una trayectoria radial en un sistema de coordenadas es-

féricas, como se indica en la figura 1.30.

FIGORA 1.30. Esfera con distribucidén uniforme o y trayectoria

seleccionada para evaluar el potencial en los puntos A y B

De (1.55) sabemos que
E=0 I < I,

1
dre,

- 0
E = ';_'-2*1‘ ‘II.'>I'°

Para un punto cualquiera A exterior a la esfera

A b T
1 £ - gs 1 dr
Q-[ 2 (1.108)
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v, = 2 (1.109)

en funciéfn de la densidad superficial de carga o quedaré

1'2
Va = o ;i (1.110)
[ -] -
ya dque
o=—---—-2-Q
4drre

Al comparar (1.109) con (1.104) concluimos que el resultado para
puntos exteriores es igual al obtenido con una carga puntual Q
colocada en el centro de la esfera.

Para un punto cualguiera B interior a la esfera, tenemos gue

B.;. > C 5 - B 5 -+
Vg = - E +» d2 = - E - a1 - E - ds
(-] (=] C

donde hemos dividido la trayectoria total en dos debido a que el
campo es diferente en cada parte de la trayectoria.

Evaluando las integrales resulta

iy
o7}
=4
=
L @]

C
—-[ 7 — = Potencial de la superficie
- TEg T

=4
[« 5
o

I\
o

j B -* | ‘
c _
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Es decir, el potencial en cualquier punto interior es igual al po

tencial de la superficie. Resumiendo

- 2
v = 4re, 1, P < Te
{1.111)
- - —_— . . - __-_ ____.___g, - P - . - . - e -
V= dne, r TZTe

Compruebe que el potencial en el centro de una esfera conductora

de 12 cm de radio y con ¢ = 2:2 [E%] es V = 10.8 [kv]

n m

b) Potencial en un punto producido por un segmento de linea con
distribucién uniforme de carga A

FIGURA 1.31. Segmento de linea con.distribucién lineal uniforme
A

Aplicaremos para este caso la ecuacifn (1.107), y bas&ndonos en
la figura 1.31 tenemos




73

donde
Y
1
X
-1 2 dx
Va = dne, A.[x (x2 + a2)1/2
X2
vV, = -—& Al n{x + %2 + a?
A drne,
X3
finalmente

(1.112)

Va =

dre,

x, + 'x2 + a2
1 2 2
A in ———

x, + %2 + a?

c} Potencial en un punto sobre el eje de una superficie circular

de radio r, , con distribucién uniforme de carga o

Usaremos ahora la expresién (1.41) y la ecuacidn de potencial
(1.99). Por conveniencia, la trayectoria 2 coincide con el eje

de la superficie, comoc se muestra en la figura 1.32.

Q
trayectoria £

FIGURA 1.32., Superficie circular cargada y trayectoria seleccio-

nada para evaluar el potencial en el punto A
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De la ecuacibn (1.99)

-+
« de

=4

A
a=-).

sustituyendo (1.41l) y considerando b como la variable

= YA a 1 Y s >
at ), o T (r? 4 Yz)l/z] i-at

n L1]

y

como
-+ +
j « d¢ = |j||de| cos 8 = - 4L

ya que 6 = 180° , pero adem&s d¢ = - dy

entonces
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quedando

Vp = o {-/rg + b2 - b] [v] (1.113)

A 2e,

Se sugiere comprobar el resultado anterior evaluando el potencial
a través de la ecuacidn (1.107) con un procedimiento anfélogo al
usado en el subtema 1.8 inciso (¢) con objeto de evitar una inte-

gral doble.

d) Diferencia de potencial entre dos puntos producida por una su

perficie infinita

Dado que para una placa infinita no es posible evaluar el poten-
cial teniendo como referencia el infinito, aplicaremos 1la ecuacién
(1.103) para obtener directamente la diferencia de potencial. '’

Consideremos dos puntos cualesquiera & y B ubicados como se
indica en la figura 1.33. Sabemos que la diferencia de potencial
entre dos puntos no dependé de la trayectoria seleccionada, por
lo que escogeremos la trayectoria conveniente indicada en la figu

ra.

PIGURA 1.33. Parte de superficie cargada infinita que coincide

con el plano xz para evaluar la diferencia de potencial Vg
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- De la ecuacifn (1.103) tenemos

1., -+ 2, -+ A -
Vag = - E - d2; - E - a2, - E - d2j
B 1 - 2

En toda la trayectoria se cumple que

\ - _ o
E= 2e4 J
y ademis
- -+ -
de, = - A1k, de&, = di,i y dig = - d3]j
por lo que '
Y Ya
- _ A ¢ _ _ _o
Vap = J‘ 2€, dy = 2e, [y]
Y Yp
guedando
a
Vap = 7o- (vp - va) [V] (1.114)

Observamos gue la diferencia de potencial entre los puntos depen-
de de la diferencia de sus distancias a la superficie ya gue todos
los plancs paralelos son superficies cuyos puntos se encuentran al

mismokpotencial.



e) Diferencia de potencial entre dos puntos producida por una li-

nea infinita cargada uniformemente

Para una linea infinita se cumple la ecuacién (1.61); ya que dicha
ecuacifn se present6 en coordenadas cilindricas, para simplificar,

trabajaremos en ese sistema de referencia.

De manera semejante al inciso anterior y apoyandonos en la figura

1.34, se cumple

FIGURA 1.34. Porcién de linea infinita y trayectoria para evaiuar

la diferencia de potencial VAB

Ademis

- + ~
di’.l = - dﬂ.le dﬂ.z = - d£2r Y d2.3 = dlgz
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quedando

Vag =
integrando
Vap =
y se obtiene que
Vap =

— 2

o]

I
&n — |V
= V]

(1.115}

f) Diferencia de potencial entre dos puntos producida por dos pla

cas conductoras, paralelas y con cargas iguales en magnitud y sig-

no contrario

Antes de iniciar el cdlculo de la diferencia de potencial, es con

veniente aclarar la diferencia entre el campo que produce una su-
perficie cargada (ecuacidn 1.41) y el campo que produce una placa.,

Esta Gltima en realidad posee dos superficies cargadas, como se in

dica en la figura 1.35.
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4
A, = Superficie Ay = Superficie
posterior anterior
ro
— b—y
‘-_.* 1

FIGORA 1.35. Placa circular formada por dos superficies cargadas
positivamente A} y Ap .

Por lo anteriormente expuesto, si A es un punto cercano a la
placa, b << r, se desprecia el efecto de los bordes, y aplican-
do el principio de superposicibn se tiene

-+ -+ - _ g o
EA - EAI + EAZ - 2t, ] + 250 ]
'quedando
> g !

En el caso de dos placas con carga de la misma magnitud y signo
contrario, al colocar las placas frente a frente se presenta el
fenbmeno de induccibn, y en esencia todo el exceso de carga apare
ceréd en las dos superficies cercanas., Aplicando nuevamente el
principio de superposicién, y considerando las suposiciones mencio

nadas anteriormente, tenemos que la magnitud del campo entre las
placas es '

E << [%] (1.117)
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y el campo fuera de la zona de '‘placas serd aproximadamente cero.

Entonces, la diferencia de potencial entre dos puntos A y B
ubicados dentro de la zona de campo se calcula de manera andloga
al inciso (d).

Si los puntos son los mostrados en la figura 1.36,'entqnces

= C -
4
+ + + + T
+ +

——— . e g

FIGURA 1.36. Superficies paralelas con carga contraria.

Si C y D- son puntos sobre las placas, la diferencia de poten-
cial entre &stos es la diferencia de potencial entre placas y

= - = % -
pc = -~ Vep = 7. {2p = Zc)

Vpc = E (2p = 20) = - Ed (1.119)

Vep = B4 . (1.120)
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El uso de la expresibn (1.120) es muy sencillo, ya que no requie-
re de un sistema de referencia; sin embargo, debemos tener cuidado
con el signo del resultado, como en el caso de la ecuacién (1.119),

g) Ejemplos adicionales de interés
Se deja como ejercicio al lector ‘demostrar gque:

La diferencia de potencial entre dos esferas conductoras concén-
tricas con cargas iguales en magnitud y signo contrario es

1 1 1

VA3 = m Q [-I:- %] [V] (1.121)

donde rp y rg son los radios mostrados en la figura 1.37.

FPIGURA 1.37. Esferas conductoras concéntricas con carga contraria.

Expligque con base en la figura 1.37, por qué

La diferencia de potencial entre dos cilindros conductores coaxia
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ies muy largos, con cargas de la misma magnitud y signo distinto
es

r
- 1 B
Vap = Tres 2_A n 4 [v] | (1.122)

" donde rp 'y ry "son los-radios indicados -en la figura 1.38_.y .

X = op (2urA) = - UB(2an)

FIGURA 1.38. Cilindros conductores coaxiales con carga contraria,

Explique con base.en la figura 1.38 por qué
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1.16 EGRADIENTE DE POTENCIAL

En la mayorfa de los problemas electrostdticos précticos no es po
sible obtener la funcibfn que determina el vector campo eléctrico
en cada punto de una regifn, con base en la distribucién de carga,
debido a que ésta Gltima no es conocida. Generalmente la informa
cibn que se tiene es la diferencia de potencial que existe entre
conductores, por ello el procedimiento usual es obtener primero
la funcifn de potencial, como se veri en el subtema siguiente, y

a partir de &sta el campo eléctrico, con el procedimiento indica-

do a continuacibn.

Si se conoce la funcién de potencial V(x, y, z) y se considera

la ecuacién (1.95) tenemos

t gy Y v v
AV = 4av = ™ dx + 5y dy + 55 dz | (1.123)

ecuacifn que podemos expresar vectorialmente de la forma siguien-
te

. -+ -+
AV = @v = (vv) - dz (1.124)

recordando la ecuaciftn (1.103)

si A y B  son dos puntos muy cercanos, la expresibn anterior

se puede escribir como

AV = - E » ag (1.125)
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comparando las ecuaciones (1.124) y (1.125) concluimos que

-> -+
E= -9V (1.126)
Es decir N
) I\ __av
Ex = 3x ! Ey = Y Y Ez = 3z

Por nuestros cursos de matemiticas sabemos gue la funcién escalar
dé variable vectorial o campo escalar V(x, vy, z) =V, , repre-
senta una superficie para cada valor del potencial V, . Al eva-
luar el gradiente de dicha funcibén obtenemos un vector perpendicu
lar a la superficie, el cual sefiala en la direccifn de aumento mé
ximo de la funcién de potencial; es por ello gue aparece un signo
negativo en la ecuacién (1.126) ya que, por convencién, la direc-
cién del vector campo elé&ctrico es la contraria.

A las superficies que se obtienen para un valor dado V, en
Vi, v, 2) = V, se les conoce como superficies equipotenciales.

~ Podemos afirmar entonces que la direccidn del vector intensidad
de campo eléctrico en un punto, siempre es perpendicular a la su-
perficie egquipotencial gque contiene a dicho punto,

Sabiendo que para una carga Q positiva colocada en el origen de
\ un sistema cartesiano de referencia, la funcibén de potencial estd
dada por la expresibén (1.105), evalfie el gradiente negativo de di
" cha funcifn y obtenga la funcién del campo el&ctrico, ecuacibn
' (1.7); demuestre también que las superficies equipotenciales son
esferas concéntricas con la carga Q .

Se sugiere como ejercicio adicional resolver el problema anterior
en coordenadas cilindricas y en coordenadas esféricas.



85

Recuerde que:

El gradiente de potencial en coordenadas cilindricas se expresa

> W a .1 3V a . 3V a
W= Tty 8tz e
vy en coordenadas esféricas
>, _ oV & 1 aV a 1 3V -
W= ¥+t ® 96 v+ 37 3¢ ¢

1.17 ECUACIONES DE POISSON Y LAPLACE

Como se indic6 en el subtema anterior, en la mayoria de los pro-
blemas electrostditicos précticos-no se conoce la funcifén de poten
cial y debemos obtenerla generalmente con base en el potencial o
la diferencia de potencial entre conductores. Presentaremos aho-
ra las ecuaciones que permiten obtener la funcifén de potencial

cuando se conocen las condiciones de frontera.

Recordando la expresifn de Gauss en forma diferencial (ecuacién
1.78) tenemos gque

e
-V’-E=.i

€
y de la ecuacibn (1.126)

-+
E= -9V

combinando estas dos ecuaciones resulta

-y . 9w = 2 (1.127)



86

como

= y2y {(1.128)

la ecuacién (1.127) queda

72y = - £ ' (1.129)

Esta filtima ecuacién se conoce como ecuacidn de Poisson. En el
caso particular de una regifn con densidad volumétrica de carga
. p igual a cero la expresifn (1.129) se reduce a

viv = 0 (1.130)

que es la llamada ecuacibén de Laplace.

El teérema de unicidad indica que cualquier solucién de la ecua-
cifn de Poisson o Laplace gque satisface las condiciones de fronte
ra es finica, es decir, no existe otra solucibén. No se daré& aqui

la demostracifn, ya gque rebasa la intencién de este libro.

La integracifén directa de estas ecuaciones es posible en casos
donde el potencial s6lo es funcibn de una variable y ademds se
tiene alguna de las siguientes condiciones: p = 0 , o bien p

es una funcién integrable.

Cuando el potencial es funcibtn de mis de una variable, es posib;e
encontrar soluciones para ciertos casos particulares, pero la so-
lucién general del problema s6lo es factible por medio de métodos
numéricos gue requieren del uso de una computadora, con la cual
se obtienen los puntos requeridos que satisfacen la ecuacibn de
Poisson o Laplace, seglin el caso, y que describen el comportamien
to de la funcibén de potencial en la regifn considerada.
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Resolveremos dos ejemplos donde el potencial es funcifn de una so
la variable y se tienen definidas las condiciones de frontera,

a) Superficies conductoras cargadas paralelas

Consideremos las superficies mostradas en la figura 1.39 donde
V=0 para y=0 y V=V, para y =4 .

FIGURA 1.39. Supexficies conductoras paralelas donde se conocen
las condiciones de frontera, al despreciar el efecto de los bor-

des.

- s

Considerando que en la regibn entre las superficies no existe car
ga, podemos aplicar la ecuacifn de Laplace para determinar la fun
cifn de potencial, siempre y cuando se conozcan las condiciones
de frontera.

Si despreciamos el efecto de los bordes, es decir, consideramos

que no existe. campo eléctrico fuera de la regién‘entre las pla-
cas, conocemos entonces el valor del potencial en toda la frontg
ra de-la regidn, y la ecuacifn de Laplace nos llevari a una solu
cién finica:
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De la ecuacién (1.130)

2 2 2
22V | 32V _ 32V _ g
ax?  ay?  az?

... Al despreciar el efecto de los bordes la ecuacibn anterior se re-

duce a

integrando dos veces resulta
V(iy) = Ay + B

aplicando las condiciones de frontera

n
(=]

como . V(o) = 0 ; B

Vv
Y v{d) = V, por lo que A =.1;

finalmente la expresifn buscada es

Vo
Viy) = ¢ ¥

bh) Cilindros conductores coaxiales cargados

En algunos casos la seleccifn del sistema coordenado conveniente
simplificard los problemas y permitirf la integracién directa, co
mo en el ejemplo siguiente.
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Consideremos leos cilindros conductores coaxiales mostrados en la
figura 1.40, los cuales . pueden representar el citodo y el &nodo

de una vilvula de vacio.

Despreciando el efecto de bordes se tiene un problema cuyas condi
. . C
ciones de frontera son conocidas: supondremos que p(r) = T

donde ¢ es una constante, y aplicaremos la ecuacidén de Poisson

para obtener la funcién de potencial.

FIGURA 1.40. Cilindros coaxiales conductores con densidad volumé

trica de carga entre ellos.

Usaremos para el problema coordenadas cilindricas; en este siste-

ma se tiene gque

2 2
o2y = a_ar[r_a:z],,_l_ v . v

Rl

Aplicando la ecuacibn de Poisson (1,129}

V2v=- _p
€Eo



__Y queda, al realizar la primera integracién

90 N

para el problema gue deseamos resolver se reduce a

L af, . <c 1
r dr dr €q T

av _ _ ¢
ra'f— E°r+A

después de la segunda integracibn tenemos

Vir) = - £ r+ A fnrxr+B
£

Las constantes de integracién A y B 'se evalfian con las condi-

ciones

V(rg) =0 ¥ Virp) = Vp
entonces

0=--Sr, +Afnzrs +B
e, B B

Y

Va=-_=rp+Afnz,+B

[]

restando la penfiltima expresifn de la (ltima expresién

c - c -
_Va * eo [*a ~ 78] c Va + zo [ra - *B]
A= B=—"r. - In r
rA €Es B . Ta ) B
in — £n =
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y la funcién de potencial buscada es

Vo + —[rpa - 1
A o A B
V(r)=-€5 r + = r[ ] £n r + EE'rB -
-} A o
£n —
s
c
Va * &= [*a - rg]
- ‘Ean
Ta
fn —
Iy
V+—C'[rA"'r]
C A €o B r []
2 — — . v— V
V(r) - {rp r) + N £n g
fn —

Compruebe que la expresi6én de potencial en la regién entre dos es
feras conductoras concéntricas de radios g Y rp Y potencia-

" les V=0 y V= V, respectivamente, estd dada por la expresifn
en coordénadas esféricas

Recuerde que en coordenadas esféricas

1 EAY 1 32v 1 d v
VIV = = — 2 —J+ + - e — | =0
rz ar [r 3r] r? sen? ¢ 382 r? sen ¢ 3¢ [s neoTg
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1.18 CAMPO Y POTENCIAL ELECTRICO EN PRESENCIA DE CONDUCTORES

Cuande existe un campo elé&ctrico en el interior de un conduc-
tor, sus portadores de carga se mover&n en direccifén del campo
si son positivos y en direccifn contraria en caso de ser nega-
tivos; este movimiento dard como resultade una acumulacién de

movimiento original creando un campo elé&ctrico contrario al

aplicado.

El equilibrio estitico de carga se logra entonces cuando el
campo eléctrico inducido cancela exactamente. el aplicado; es
to implica gue el campo electrost&tico.dentro de cualguier
conductor cargado o descargado, en presencia o no de otros
cuerpos cargados cercanos, serié siempre cero.

Como consecuencia de lo anteriormente expuesto, el exceso de
carga Y la carga inducida en un conductor, bajo condiciones

electrostiticas residen en su superficie. Aplicando la ley

de Gauss en una regién interior del conductdr, come E =0 ,
concluimos que no existe carga neta en esta regibn.

Podemos asegurar también gque la direccibén del campo electros
titico es normal a la superficie del conductor, va que si
existiera una componente en la direccifn tangente a la super
ficie, esta cbﬁéonente ocasionarfa movimiento de cargas, lo
cual contradice nuestra suposiciébn de que se ha alcanzado el
equilibrio estatico.

Al aplicar la ley de Gauss a una parte de la superficie de

un conductor cargado, construyendo una superficie gaussiana
cilindrica, como la mostradé en la figura 1.41, podemos de-
mostrar que el campo eléctrico depende de la densidad éupeg ¥
ficial local de carga.
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FIGURA 1.41. Superficie gaussiana que contiene una porcidn de

conductor.

De la ecuacién (1.50)

Q
%LE-dK=—§
€o

Por ser la superficie gaussiana. muy pequefia, E se puede conside
rar constante en toda la superficie AA yiperpendicular a ésta,

por lo tanto

gldA

€o

EAA =

de donde - -

E =29 (1.131)
€o

Este Gltimo résultado es engahoso ya que podemos pensar que el
campo eléctrico no depende de la existencia de carga en el resto
de la superficie del conductor, sin embargo no olvidemos que la
densidad superficial o gque aparece es el resultado de la ubica- .

cifn estitica del exceso de carga en toda la superficie de dicho
conductor.
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Con base en lo comentado y apoyindonos en la ecuacién del gradien
te de potencial, concluimos gque el potencial en el interior del

conductor debe ser constante ya que

constante.

W
<
n

Ademis, todoé los puntos de la superficie deben estar al mismo po
tencial, ya que si existe diferencia de potencial entre dos pun-
tos de dicha superficie, las cargas se desplazarén contradiciendo
una vez mis nuestra suposicifn de equilibrio estltico. Concluimos
gue un conductor bajo condiciones electrostiticas es un volumen

equipotencial.

Dado que la superficie del conductor es equipotencial, al evaluar
el gradiente de potencial en la superficie obtendremos en cada
punto un vector perpendicular a ella, como ya se habla indicado.

En un cuerpo conductor cargado de forma irregular, la densidad su
perficial de carga no es constante, debido a que el exceso de car
ga se distribuye de tal forma que la energia potencial sea minima,
es decir, las cargas en exceso tratan de alejarse lo mis posible
unas de otras. Como las zonas de menor radio de curvatura son
las mds lejanas y adem8s su superficie es pequefia, la densidad su
perficial de carga seri mayor en ellas, Y en consecuencia el cam-
po eléctrico mis intenso se localizari en los puntos cercanos a
las puntas.
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'El conocimiento de las caracterfsticas mencionadas nos permitiri
simplificar la solucifn de muchos problemas préacticos como el que
a continuacién se describe: consideremos un cable tipico, forma-
do por dos alambrés conductores cilindricos paralelos, en el que
deseamos conocer el campo eléctrico que existe entre los conducto
res cuando se les aplica una cierta diferencia de potencial.

Aunque conocemos la forma de evaluar el campo eléctrico gue produ
ce un cilindro conductor cargado y la validez del principio de su
perposicifn, no podemos aplicar directamente estos conocimientos,
'ya que por ser dos conductores cercanos, el fenfmeno de induccién
alterard la distribucién de carga de cada cilindro.

Aunque para resolver el problema es posible aplicar la ecuacién
de Laplace fijando las condiciones de frontera, usaremos un proce
dimiento mis simple basado en las propiedades del campo y poten-
cial elé&ctricos en presencia de conductores.

La figura 1.42 muestra dos segmentos de linea muy largos con dis-
tribuciones lineales de carga 1 y =X , el potencial en un pun
to cualquiera A es

az

Tre. In ET (1.132)

VA=

az

‘

FIGURA 1.42. Segmentos de alambres conductores con distribuciones

lineales de carga constante A y =~} .
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Se sugiere como ejercicio al lector comprobar la ecuacién (1.132),
integrando la ecuacibn (1.107) o por medio de la ecuacibn (1.112)
y el principio de superposicifn, haciende en ambos casos tender
X, a infinito.

Las superficies equipotenciales que este arreglo produce son ci-
lindros no coaxiales, y las intersecciones de estas superficies

- con-el plano -yz---de-la figura -son circunferencias- -no.concéntri- _
cas, como se muestra a continuacibn: la superficie de potencial

V., se obtiene con la ecuacifn (1.,132)

a
~ A 2 X
Vo = g7e- 4n W (1.133)
de donde
a [VDZHEO]
33 =el™ %X J=3 (1.134)
1

Yy de la figura 1.42

af = z2 4 (y - b/2)2

z2 + (y + b/2)?

w
(SR
n

quedando que

z2 + (y - b/2)?
z2 + (y + b/2)?

[}

B2 = (1.135)

La ecuaclfn anterior representa una circunferencia con centro en

las coordenadas

b 2 +1
[j -f_—:-é-z' ’ 0] (1.136)
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¥ su radio es
y = —B 2. (1.137)

La figura 1.43 muestra los conductores y algunas de las circunfe-

rencias mencionadas.

PIGURA 1.43. Alambres conductores paralelos largos y superfidies

equipotenciales asociadas.

Por ser equipoténcial la superficie de cualguier conductor carga-
do, podemos sustituir una de las superficies equipotenciales en-
contradas por la de un conductor, sin alterar las caracteristicas
electrostiticas del arreglo en puntos exteriores a é&ste.

Regresando a nuestro problema original observamos que los cilin-
dros conductores pueden ser sustituidos por dos lineas con densi-
dades superficiales’bonétantes y con base en la diferencia de po-
tencial entre los cilindros obtendremos la posicién de las lineas
gue los sustituyen.

Si tenemos dos ¢ilindros conductores de radio de seccibn transver
sal a , separados sus centros una distancia d con una diferen
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cia de potencial entre ellos V), , conocemos el radio y el cen- |
tro de cada circunferencia, por 1o que de las ecuaciones (1.136)

y {1.137) tenemos que

0 su egquivalente

ap? - dg+a=20

finalmente

d + Yad2 - 4a2
B = 2a

Si los potenciales de cada cilindro'son Vi ¥y V; , de (1.132)

T A
2TE,

£n 8

<
[35]
n

-
VZ'—'h—anenﬁ

y como V; = -V, , la diferencia de potencial es

Vig =V =V, =—=_¢nag © o (1.138)
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Suponiendo un cable con dimensiones

a 1 mm d =6 mm Y Viz = 120 V

compruebe que es posible sustituir los cilindros por lineas colo-
cadas en y = = 2.83 mm con densidades lineales constantes

Verifique tambi€n que la magnitud m&xima del campo eléctrico que
se presenta en la superficie de cualquier cilindro es

= 1 1 1 3 _ y V
Fnix = Tweys 22 [4.33 + 0.93] 10° = 4.8 x 10" &

1.19 METODO DE IMAGENES

La solucifn de muchos problemas electrost&ticos puede simplificar
'se reemplazando la distribucidn original de carga por otra que
simplifique los cflculos, y que en la regién de interés sea equi-
valente. ‘

Ya que cualquier superficie conductora puede ser reemplazada por
una superficie equipotencial idéntica producida por un arreglo

de cargas, el problema seri encontrar la ubicacién de las cargas
que producen tal superficie equipotencial. Una vez encontrada po

demos utilizar el arreglo para cualquier cdlculo, como se indica
a continuacibn.

Un caso tipico se muestra en la figura 1.44, donde se tiene una

carga puntual Q cercana a una superficie conductora conectada
a tierra.
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—

FIGURA 1.44, Carga puntual Q@ cerca de una superficie plana con-

ductora muy grande y aterrizada.

Si se desea, por ejemplo, conocer el campo eléctrico en un punto
cualquiera de la regifn entre la superficie y la carga Q , no
podemos evaluarlo dé la manera usual porque no se conoce la dis-
tribucién de carga en la superficie conductora.

Si suponemos la existencia de una carga -Q colocada detr&s de

la placa a una distancia d , debido a la simetrfa de la figura
se obtendrdi el potencial deseado en la superficie conductora, es
decir, estari a un potencial cero por estar conectado a la refe-

rencia.

Para calcular el campo eléctrico en la regifn deseada, usaremos
"en vez de la superficie, la carga ficticia -Q , 1llamada carga

imagen. Este procedimiento dard el valor correcto para el campo
en esta regifin, pero no éé vélida su aplicacibn para puntos a la

) “izquierda de la placa, ya que en esa zona el campo eléctrico es

cero.

O/ N
A . Q

_1_mn£rﬁuﬁe de potencial cero

FIGURA 1.45. Carga puntual Q vy posicidn de su carga imagen de-

trds de la superficie conductora.
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Con referencia a la figura 1.45, el potencial en un punto cualquie

ra A es

La densidad de carga inducida en la superficie conductora se puede

obtener con la componente normal del campo eléctrico

Otro ejemplo de aplicacifn del método de imigenes es el caso de
una carga puntual @ <cercana a una esfera conductora conectada a

tierra, como se muestra en la figura 1.46,

FIGURA 1.46. Carga puntual ¢ cerca de una superficie esférica

conductora.

Es posible demostrar que la carga imagén debe ser colocada a una
distancia a del centro de la esfera dada por la relacién
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Y su magnitud debe ser

Si la esfera no estd conectada a tierra y posee adem&s un exceso
--de-carga;-el problema-se resuelve- colocando dosfcargas]puntualesy—ff
la primera producir§ el efecto considerado anteriormente y la se~
gunda colocada en el centro de la esfera fijar& el potencial desea

do en su superficie.

+!

PIGURA 1.47. Carga negativa cercana a una placa conductora gran-

de y aterrizada, carga imagen y lineas de campo eléctrico asocia-

das. -
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PROBLENAS

1.1 Calcule en forma vectorial la fuerza gue ejerce cada carga

puntual sobre la otra, ver la figura P1.1.

y [om] ) Q= -10uC
_________ d» (4,3
3 —T gz= 2.5uC
21 }
g
aQ (o’o)ﬂ J:- $ ; ; X [dn]
2

- FPigura P1l.1

1.2 Con referencia a la figura P1.2, si al colocar un electrén
(qe = -1.6 x 1019 ) en el punﬁo A, la fuerza eléctrica gque
-3

se ejerce sobre &l es ¥ = - (B0 X + 40 ;) x 10716 N, calcule:
a) El vector intensidad de campo eléctrico en el punto A.

b) La magnitud y signo de la carga Q , gque Eolocada en el ori-

gen produciria dicho campo.

y - [cm]
3...
27T *A (4;2)
14
o Ty x (@]

Figura P1.2



104

1.3 calcule el vector intensidad de campo eléctrico en los puntos ‘
P, Q@ y R de la figura P1.3, debido a la presencia de las car-
gas puntuales gq; = -8 uC colocada en A(0, 0, 0}, g3 = 2 pc co

locada en B(O0, 3, 0) em y g3 = 6 uC colocada en C(4, 0, 1) cm.

P (0,0,1) cm
" Q {(4,3,0) cm
R (4,3,2) cm

Yy [em]

Figura Pl.3

1.4 Un alambre delgado se dobla para formar un cuvadrado de 6 cm

de lado.

A

/

----+ B(0, 4, 3)

N

y [em]
4, 0)

ek

(=]
o
o

x [om]

Figura P1.4

Considere el sistema de referencia mostrado en la figura P1.4,

suponga que el alambre posee una densidad de carga uniforme
1 uc

A= - =

3 - Yy calcule:
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a) El vector intensidad de campo eléctrico en los puntos 0, &

y B .

b) El vector intensidad de campo eléctrico para un punto € si-
tuado sobre el lado positivo del eje y , a 90 cm del origen.

Compare el resultado anterior con el obtenido por medio de la su-
posicidn de que, a esa distancia, el arreglo puede ser considera-

do como carga puntual, y concluya.

1.5 Suponga un anillo circular cargado y colocado en el plano yz,
como se muestra en la figura P1.5. Si el vector intensidad de cam
po eléctrico en el punto B es EB = 36 i g , cuando la densi-
dad lineal de carga es uniforme, calcule: . -

a) El radio del anillo si su carga en exceso es § = 12,5 pC .,

b) E1l vector intensidad de campo eléctrico en el punto

c(90, 0, 0) cm .
Use el resultado obtenido en el inciso a y compare el resultado

con la aproximacién que resulta al considerar el anillo como una

carga puntual y concluya.

z [cm]

N a \ y [cm]

B (4,0, 0)
x [om]

Figura Pl.5
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1.6 Suponga una superficie circular de radio a = 20 cm , con
una carga Q = 40 pC uniformemente distribuida en ella.-,ConsidE
re el sistema de referencia de la figura P1.6, en el cual el eje
y coincide con la perpendicular a la superficie gue pasa por el

centro y calcule:

s .
a) El vector intensidad de campo eléctrico E en los puntos

A{(0, 1, 0) em, B(O, 10, 0) cm y C€(0,77400, 0) cw 7~~~ -

+
b) El error involucradeo en el cdlculo de E , para cada punto

del inciso anterior, considerando la superficie muy grande y con-

cluya.

c) Lo mismo que en el inciso anterior, pero ahora considere a la

superficie como carga puntual.

x {cm]

Figura P1l.6

1.7 Se sabe que en el interior de una superficie cerrada de for-

4

ma irregular existe carga positiva y negativa; la magnitud de 1la

carga negativa es 0.522 x 10"8c . Si el flujo eléctrico b » @

e 2
través de dicha superficie es 2800 N g . calcule la magnitud Qde

la carga positiva gue existe en el interior de la misma.

1.8 Una esfera dieléctrica maciza, de 10 cm de radio, posee una

carga uniformemente distribuida en todo su volumen.
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Si p = 2.5 e ‘ calcule la magnitud del vector intensidad de
T m3

campo para puntos que distan del centro de la esfera la cantidad

r indicada.

o a) Centfo de la esfera (r = 0) .
b) Punto interior (r = 0.05 m) .
c) En la superficie de la esfera {(r = 10 cm}) .
d) Punto exterior (r = 20 cm)} .

1.9 Se tienen tres cargas puntuales cclocadas en el plano xy de

la figura P1.9, calcule:

a) El1 potencial en los puntoes A y B .,

b) ©La diferencia de potencial Vaa -

~c) La energia potencial el&ctrica de ‘q3 .

d) El potencial en el punto A y en el punto B y la diferencia

de potencial Vag ¢ considerando el origen comec punto de potencial

cero.

Carga . Posicién
y fem].
= 10 nC -2, 2
A(0,2), 01 n (-2, 2)
q,* 3
gz = =-20nC (0, -2)
4 %(2'0) x [cm] gz = 20 nC (2, 2)
-2 . 2
t 92

Figura P1.9
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1.10 Dentro de la esfera conductora hueca de la figura P1.10 exis
te una pequena esfera con carga Q = 100 nC . Si la superficie ex
terior se conecta a tierra mediante un alambre conductor y conside

rando las condiciones de eguilibrio estdtico, calcule:

a) La densidad superficial de carga ¢ en la superficie interior

y exterior de la esfera.

b) Los potenciales en las superficies interior y exterior de la

esfera y en el punteo a .

c) La diferencia de potencial entre los puntos a y ¢ .

r, = 6 cm
ry, = 9 cm \
r, = 12 cm

Figura P1.10

1.11 Obtenga la energia potencial eléctrica que posee el arreqlo
de cargas puntuales de la figura P1,11. 1Indique tambi&n si fue

necesario suministrar energia para lograr dicho arreglo.

II.\\qz g; = 4 uC
A
4cm,/ \ 4 cm gy = -6 uC
\
Il \\\ d3z = 8 uC
Cho’——;——-—o‘la
cm

Figura Pl1.11
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1.12 Calcule "el potencial en el centro del marco conductor carga

do de la figura P1.12, suponga que posee una distribucidén lineal

uniforme X = - 1 x 1078 < .
& m
—_
Z
/| 8em
e
I's
7
,/
lo Y
I —L
1
1
/// |////
X 8 cm
b
Figura P1,12
1.13 Suponga que la superficie circular de radio r_, = 40 cm de

!

la figura P1.13 posee una densidad superficial uniforme de carga

c = 70.8 2% . Para puntos colocados sobre su eje y a las distan-
m

cias indicadas:

Figura P1.13
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a) Calcule los potenciales V5 y Vy asi como la diferencia de

potencial V_, para los casos sigquientes:

a.l) Yy = 0.5 cm ; Yp = 1 cm

a.2) Yy = 40 cm 7 Yp = 50 cm

a.3) y, = 25m ; Yp = 30 m

b) Compare los resultados de Vg, de los incisos a.1 y a.3 con

los obtenides al considerar la placa muy grande © carga puntual

segin las distancias involucradas.

1.14 suponga un par de cilindros conductores muy largos y coaxia
les, con las dimensiones mostradas en la figura P1.14; si se les
aplica una diferencia de potencial V,, = 120V vy considerando

como referencia el cilindro exterior obtenga:
a) El potencial de cada cilindro.

b) La densidad superficial de carga en las superficies interior
y exterior de cada uno de los cilindros.
y

c) El1 exceso de carga en 3 m de longitud del cilindro externo.

d) El vector intensidad de campo eléctrico miximo.

r, = 2 mm

r; = 5 mm

rq = 9 mm

r, = 1.2 cm

Figura Pl1.14
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1.15 La gridfica de la figura P1.15 representa la variacidn del
potencial con respecto a la distancia x , a un cierto punto de
referencia, en una zona donde existe campo elé&ctrico. Obtenga la
variacién del campo eléctrico en la direccidén de x y represénte

la en una grafica.

Explique por qué el drea total dada por la integral A = J.Ex dx

debe de ser cero.

x [n]

|

1

' + + + + + . +

2 6 10 13

Figura P1.,15

1.16 Considere gue las lineas de la figura P1.16 son muy largas

y calcule el potencial para los puntos A, B, C y D , cuando

las lineas poseen densidades lineales uniformes XA y - .
Z jcm
[ }/, /I’ A - l ﬁ
9 m
c./ ~_, A(4, 0, 0) cm
DI‘“’7 3 B(0, 6, 0) cm
I
! Y[cm] C(O, 0, 4) CcIm
A~ B D(0, -6, 3) cm
A
X |cm
b= 6cm

Figura P1.16
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1.17 Suponga un cable muy largo con las dimensiones mostradas en
la figura P1.17, al cual se le aplica una diferencia de potencial

Vi = 120 V ; calcule el vector intensidad de campo eléctrico en

los puntos A, B y C .

1mm A(0, -1, 0) mm

4 mm B(O, 0, 2) mm
c(0, -3, 0) mm

oW
non

Figura P1.17



CAPITULO 2 CAPACITANCIA Y DIELECTRICOS

INTRODUCCION

Uno de los elementos eléctricos bésicos que existen es el capaci-
tor. En el presente tema estudiaremos la propiedad de los conduc
tores conocida como capacitancia y realizaremos el cflculo de los
capacitores de uso comfn.

Al analizar los dieléctricos (sustancias aislantes), observaremos
cudl es su influencia en las caracteristicas del capacitor y cuin
do se emplean en el espacio comprendido entre los conductores que
lo forman.

Para los estudios antes indicados emplearemos los conceptos y le-
yes expuestos en el primer tema, haciendo énfasis en el tratamien
to del concepto de energia potencial eléctrica, asi como en las

propiedades eléctricas de los materiales empleados en los capaci-

tores.

2.1 CAPACITARCIA Y SU CALCULO

Consideremos dos piezas metélicas, a las que denominaremos elec-
trodos, sin exceso de carga y separados una cierta distancia, co
locados en el vacfo tal como se muestra en la figura 2.1 .
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ot -+ ----electrodo—-a —-- —electrodo-- b. .- .. _____

FIGURA 2.1. Modelo de capacitor descargado,

Por ser cuerpos descargados, el potenbial eléctrico de cada uno
de los electrodos es cero, Empleandoc un agente externo que se en
cargue del transporte de carga, de un electrodo a otro, traslade-
mos un electr6n del electrodo a al electrodo b . A partir de

este momento el electrodo a adguiere una carga neta positiva y
en consecuencia un potencial eléctrico positivo. Por lo que res- -
pecta al electrodo b , é&ste adquiere carga neta negatiya y asi-
mismo un potencial eléctrico negativo. Por esta razén, entre las
armaduras tendremos una diferencia de potencial que llamaremos

Vap ¢ 8i el proceso de transporte de cargas continfia, se incre-
mentar&8 la carga neta de cada electrddo Yy en consecuencia, la di-
ferencia de potencial " V_, , tal como se muestra en la figura

2.2,

electrodo
b

electrodo

Vab>0

FIGURA 2.2. Modelo de capacitor cargado.
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Si llamamos Q a la carga que tiene el electrodo a , el electro
do b deberd tener una carga igual en magnitud pero negativa (-Q)
y se observa que la carga neta del conjunto de electrodos es cero.

En este proceso de carga resulta gue a medida que Q aumenta, tam
bién lo hace V.5 , por lo que es posible establecer una relacifn
de proporcionalidad entre dichas magnitudes

Q“va.b

Si introducimos en la filtima expresién una constante de proporcio

nalidad, a la que dencminaremos C , tenemos

Q= CVab (2-1)
de donde . '
Q
C = — (2.2)
Vab

A la constante C se le denomina capacitancia y al dispositivo

mostrado en las figuras 2.1 y 2.2 se le llama capacitor, siendo

la expresi6n (2.2) la definicién de esta propiedad en el caso de
dos conductores con cargas Q y ~Q .

-

La unidad de C , eﬁ el SI es

A este coclente de unidades se le ha dado el nombre de farad, en
honor al fisico Michael Faraday.
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2.2 EJEMPLOS DE CALCULO DE CAPACITANCIA

a) Capacitor de placas planas y paralelas

Analicemos el dispositivo formado por un par de electrodos metdli
cos planos Yy paralelos, los cuales han sido cargados en forma se-
mejante a la antes descrita; por el momento consideremos gque exis
te vacio entre dichos electrodos.

a Q
. M+ 4% & + + + + <+ + +] -
o Padl
vV, < ] 1 , ] a
ab vacio | -0
A ]
|~ A1 1

FIGURA 2.3. Capacitor de placas planas y paralelas.

Solucién

De la definicifn de capacitancia tenemos que

ademis, de la Ley de Gauss, sabemos que el campo eléctrico entre
las placas es

Q
A g,

C . .
E = — . es decir, E =
9

O Sea

Q= A¢E (2.3)
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Por otro lado, del tema anterior, tenemos que

a . >
Vab = --[ E - 4z de la cual se obtiene
b

Vop = Ed : (2.4)

éuséiiﬁiendo (2.3) v (2.4) en la expresién de la ¢apacitancia que -
da

Ae E

C=-—=%5 .

O sea

Aeo
C = w—p

d

(2.5)

Si el &rea de cada placa es de 2.5 m? y la separacién entre pla

cas es de 1 mm , verificar gue
C = 22,125 x 10°°% F = 22.125 nF (nF = nanofarads)
b) Capacitor esférico

Calculemos la capacitancia de dos electrodos esféricos concéntri-
cos cargados con igual cantidad de carga pero de signo diferente

cada uno.

superficie
gaussiana
. esférica

PIGURA 2.4. Capacitor esférico.
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Solucibn

0

Sabemos que C = v——'
ab

La diferencia de potencial Vi Se puede calcular de la expre-

sién

a -
Vap = _,[' E . d& (2.6)

Para este tipo de capacitores, observamos que el cémpo eléctrico
entre los electrodos dependerd del valor de r , es decir
E = f(r) .

Mediante la aplicacifén de la ley de Gauss a la superficie gaussia:

na representada en la figura 2.4, obtenemos que

E:—Q (2.7)
dne,r?

Sustituyendo (2.7) en (2.6) tendremos

r

a
= - dr __ _ 0 (1 _ 1
vab J' 41\'g°r§ N 411'50 [ra rb] (2.8)
- rb

Sustituyendo (2.8) en la definicién de capacitancia, tenemos

C = 9

o [1_ 1
e, Ty Iy

r r,

C = 4re, a__>2 (2.9)
r, -r
b a

O sea
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Si los radios de las esferas a y b fueran respectivamente de 5

y 10 cm , verificar que !

11

C = 1,112 x 10~ F = 11.12 pF (pF = picofarads)

c) Esfera aislada

Obtengamos la capacitancia de un electrodo esférico aislado. En
este caso podemos considerar gque el otro electrodo es una esfera
concéntrica de radio infinito.

Solucidn

Partamos de la expresién (2.9)

Si la esfera b es de radio infinito, se tendré
rb-l-uo

1
per lo tanto f; + 0

sustituyendo _este .resultado en la expresién (2.9), tendremos

dme,
C = —_———
]
Ta
es decir
C = 4re,r (2.10)
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Con la expresién (2.10) podemos calcular la capacitancia de una
esfera met8ilica con radic de 30 cm . Comprobar gque este valor
es

C = 3.336 x 10-1! F = 33,36 pF

Podemos observar de los ejemplos de capacitancia calculados, que
esta propiedad, de un conductor o conjunto de conductores, depen-
de de las caracteristicas del dispositivo (capacitor) tales como:
factores geométricos (distancia entre placas, drea de las placas,
radios, etc.) Yy el medio existente entre los electrodos, que en
los ejemplOS'fué el espacio libre o vacio, por lo cual aparece .en
las expresiones obtenidas (2.5), (2.9) y (2.10), la permitividad

€o o

Cuando la expresibn de la capacitancia de un arreglo de conducto-
res no depende de la carga Q ni de la diferencia de potencial
aplicada Vg, , se dice que dichos capacitores son lineales, ta-

les como los ejemplos analizados anteriormente.

2.3 CAPACITORES Y SU CLASIFICACION

El capacitor es uno de los elementos pasivos de las redes eléctri
cas; su importancia radica en gue es un dispositivo que permite
almacenar carga eléctrica y, como veremos mis adelante, nos permi
te almacenar energfia. Los simbolos mis comlnmente empleados para
su representacifn son los que aparecen en la figura 2.5,

o— {%— capacitor bipolar
11
T
} capacitor electrolitico
+={ ° (polarizado)
o= ,}f’ S capacitor de valor

variable

FIGURA 2.5. Simbolos del capacitor.
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Los capacitores se pueden clasificar de diversas maneras, segln

la caracteristica que se tome como referencia,
a) Capacitores lineales y no lineales

Esta clasificaciftn obedece al comportamiento del capacitor cuando

se esti llevando a cabo el procesc de carga.

Capacitor lineal es aguel cuya capacitancia permanece constante
sin importar la magnitud de la diferencia de potencial aplicada;
en la figura 2.6 se representan los modelos gré&ficos de este ti-

po de capacitores.

] | §

Vap [V] Vap [V]

FIGURA 2.6. Modelos graficos de un capacitor lineal.

Capacitor no lineal es agquel cuya capacitancia ﬁaria en funcién
de la diferencia de potencial aplicada; en la figura 2.7 se re-
presentan los modelos gr&ficos de un capacitor no lineal,

Cc Q

[F] —\ (c]
) Juptura

h)
\
A

Var V] Vap (V]

~=—= ruptura

FPIGURA 2.7. Modelos grificos del capacitor no lineal.
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En adelante, emplearemos exclusivamente capacitores lineales.

b) Capacitores fijos y variables

Un capacitor puede ser disenado de manera que los factores que in
fluyen en forma més siénificativa en su valor de capacitancia no
se puedah modificar y, por tanto, su valor sea aproximadamente
constante; a este tipo de capacitores se les da el nombre de capa

citores fijos.

Cuando alguna de las caracterfisticas del capacitor, por ejemplo
la distancia entre placas, se pueda cambiar a voluntad, general-
mente mediante un dispositivo mecdnico acoplado, se dice que tene

mos un capacitor variable.,

¢} Clasificacibén de los capacitores atendiendo al material em-

pleado en su fabricacién

De acuerdo con el material empleado entre los electrodos metdli-
cos, los capacitores se pueden agrupar, por ejemplo, en capacito
res de:

- Ceréamica

- Policarbonato
- Poliéster

- Electroliticos
- Tantalio - -.
- Alre:

- DPolietileno, etc.

d) Clasificacién de los capacitores en polarizados y no polariza
dos

Algunos tipos de capacitores, debido al material empleado en su
fabricacifn, reguieren conectarse a la diferencia de potencial
con la polaridad indicada en ellos, tales como los electroliticos
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y los de tantalio; estos capacitores reciben el nombre de polari-
zados, a diferencia de los no polarizados, en los gue no importa
el sentido en que se aplique la diferencia de potencial en sus

terminales, como el de aire o de polietileno.

2.4 DENSIDAD DE ENERGIA ELECTRICA

Por lo que hemos'visto, para cargar un capacitor se requiere de

un agente externo, esto es, una diferencia de potencial a la cual
se puedan conectar las terminales del capacitor. Este alcanzaré
su carga maxima cuando la diferencia de potencial entre sus elec-

trodos sea igual a la del agente externo.

Al efectuar el proceso de carga, sSe realiza un trabajo al trasla-
dar dichas cargas de un electrodo a otro., Si a las terminales
del capacitor cargado les conectamos, por éjemplo, un conductor

o un foco de filamento, las cargas tendr&n un camino por donde re
gresar a la placa de donde fueron extraldas; en este proceso se
observari respectivamente, la apariéién de energia en forma de ca
lor o luminosa. Esto significa que el capacitor cargado ha adqui
rido una capacidad para producir cambios, esto es, ha adquirido
energia potencial eléctric;‘ya que las cargas fueron trasladadas

a una regidn de mayor potencial,

Calculemos la énergia almacenada en un capacitor a través del tra

bajo realizado en el proceso de carga.

Recordemos que el trabajo necesario para trasladar una carga pun-
tual g de un bunto b hasta un punto a a través de un campo

eléctrico es
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[+ + + + + + +]X

/—MEaA

C———=———-v

FIGURA 2.8. Carga de un capacitor.

Refiriéndonos a la figura 2,8, pensamos en que el trasladar la

carga Q total de la placa inferior a la placa superior, se ha
realizado trasladando pequefias porciones de carga dq y efec-

tuando para cada una de ellas un trabajo dW , esto es

/Ay = da V. (2.11)

Integrando la expresifén (2.11) obtenemos el trabajo total efectua

do al cargar el capacitor con una carga Q , por lo tanto

| Q 0
LW = . I, = . V,ydd (2.12)

pero observamos que la diferencia de potencial ny es variable,
ya que depende de la cantidad de carga en las placas, es decir,
ny = £(q) ; esta funcién se obtiene de la definicién de capaci-
tancia y gqueda

=g
ny C

Sustituyendo esta expresifn en la (2.12) tenemos
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la cual al integrar

2
C

L&)

{2.13)

B

5],
W = =
b a 2C 0

En la expresibn (2.13), bwa representa el trabajo total efectua

--——do- al- cargar el capacitor:- Si-no-existen efectos disipativos,—la——
energia almacenada deber& ser de igual valor. De este modo, si
denominamos a la energfa almacenada con la letra U , se tendré
que

(2.14)

c
il
hﬂo
Qf ~

Combinando la (ltima expresibn con la definicifn de capacitancia,
se puede obtener

_ 1
U =3 Cvi (2.15)
o también
U=32qv (2.16)
2 ab *

Hagamos un anflisis de unidades en la expresifén (2.14) para veri-
ficar que U est& dada en unidades de energia ‘

(), - 52

[2c]_

donde

[Qz]u = c?2 y [ZCJu =F .
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Comprobar que un capacitor dé 100 yF , gque tiene una diferencia
de potencial de 40 V entre sus terminales, posee una energfa al

macenada de 0.08 J .

La energia almacenada en el capacitor se debe a la presencia de
cargas en las placas, pero también debido a estas cargas existe
un campo eléctrico entre ellas. Investiguemos la relacibén que

tienen la energia y el campo el&ctrico en un capacitor.

De la expresibn (2.15) sabemos gque

Cvab

c
I
r| =

pero la diferencia de potencial, para el casc del capacitor de

placas planas, se puede obtener de la ecuacién
a 5 -+
v = - E + d& , quedando v = Ed
b ab

y, de la expresién (2.5) tenemos que la capacitancia estid dada

por

O sSea

U = % e ,AdE? (2.17)
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En la Gltima ecuacifn se observa que U = £(E) Yya gque €, , A Y
d son constantes para un capacitor dado, y al no existir campo
eléctrico E , 1la energfa U es cero.

Resulta vdlido considerar que la energia almacenada en el capaci-
tor fue la requerida para establecer el campo elé&ctricoc. Para el
caso del capac1tor de placas planas y paralelas, el campo electrl

co significativo se localiza en el espacio entre las placas, exis
tiendo un efecto de bordes que generalmente se desprecia.

Por lo anterior, es posible definir una densidad de energia como

(2.18)

[«
0
<l

siendo v el volumen donde existe campo eléctrico, es decir, el
paralelepipedo de base A y altura d .

Sustituyendo (2.17) en (2.18), se tendri

u = £° g2 (2.19)

Aunque la expresién anterior se ha obtenido por medio del capaci-
tor de placas planas, es de validez general.

Verificar que para un capacitor de placas planas y paralelas, de
&rea igual a 4 m? y separadas 0.1 mm con una diferencia de
potencial de 90 V , se tiene una densidad de energia
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2.5 ARREGLOS DE CAPACITORES EN SERIE Y PARALELO

Comercialmente s6lo se fabrican capacitores de pocos valores, es
ta situacién nos limita cuando requerimos un capacitor de valor
especial. Sin embargo es posible superar esta limitacifn pues
haciendo conexiones con los capacitores de valores comerciales se

puede obtener un capacitor equivalente del valor deseado.

Estudiaremos las conexiones de capacitores mds usuales en parale-~

lo y en serie.

a} Capacitores en paralelo.

Una conexifén de elementos eléctricos esté en paralelo cuando las
terminales de cada uno de los elémeqtos esté&n conectadas al mismo
par de puntos. Analicemos una conexién de este tipo para tres ca
pacitores, buscando obtener el capacitor equivalentela dicha cone
xién. Entenderemos como capacitor egquivalente agquel que tendré
igual cantidad de energia almacenada que el arreglo de capacito-

res en su conjunto.

Sea la conexibn de la figura 2.9.

0 e

{
4 P .
Cy # C2 # C»

ab ——
Vab > 0

FPIGURA 2.9. Capacitores conectados en paralelo.

Si observamos con detenimiento esta figura, se puede concluir gque

los tres capacitores tienen la misma diferencia de potencial.
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De la expresién (2.16)

El capacitor equivalente tendri la misma energfa almacenada que la
del arreglo de capécitores, siempre y cuande la cantidad de carga

Q en ambos sea la misma, ademis de poseer igual diferencia de po-
~ tencial entre sus terminales. T -

]
!

C
eq

FIGURA 2.10. Capacitor eguivalente al arreglo en la figura 2.9,
4

Analicemos la conexién de capacitores en paralelo la cual, al es-

tar formada por elementos de diferentes valores (C;, C, ¥y Cj)

¥ tener iguales diferencias de potencial, conduce a que cada capa

citor tenga una carga diferente. Conclusién que se obtiene de la

definicién de capacitancia, es decir

como C = 2

, &Se tiene que
ab

Q = GV, Qo = GV Y Q3 = CaV,,

La carga total almacenada ser% igual a la suma de las cargas de
los capacitores del arreglo, o sea

QT = Q3 + Qs + Q4
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y sustituyendo los valores de cada carga, se obtiene

Q.= (Cy + C, + C3} Va

T b

/

Por otra parte, en el capacitor equivalente se tiene que

y de acuerdo con las condiciones que debe cumplir el capacitor
equivalente {igual Q almacenada e igual Vab entre electrodos),

se obtiene gue

resultado que se puede generalizar a un arreglo de n capacito-
res en paralelo, denotando el capacitor equivalente como Ceq P

P
tendremos
n
c = I C,; (2.20)
e .
9 q=1 P

Refiriéndonos a la figura 2.9, si Vip = 10 v, Cy = 2 yF ,
C, = 15 yF ¥y C3 = 100 yF , comprobar que la energia total

almacenada es de 5.85 x 103 J .
Asimismo, verificar que la energia almacenada en el capacitor e=-

guivalente es igual a la suma de las energias almacenadas en los

capacitores C;, C, Y Cs; .

b) Capacitores en serie.

Una conexifin de elementos el&ctricos esti en serie cuando dichos
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elementos forman una sola trayectoria entre un par de puntos, co

mo se muestra en la figura 2,11,

FIGURA 2.11. Capacitores conectados en serie entre los puntos

a Yy d .

Al aplicar a esta conexifn de capacitores una diferencia de poten
cial entre los puntos a y d , suponiendo que V_ 3 > 0 , el

electrodo de la izquierda de C; alcanza el potencial V_, debi-
do a un exceso de carga positiva en dicho electrodo. De la misma
forma el electrodo derecho de C3 adguiere un exceso de carga ne

gativa y, por lo tanto, alcanza el potencial Vg5 .

Por medio de la diferencia de potencial V_ 4 fue posible el tras
lado de la carga -g (negativa) desde el electrodec izgquierdo de
C; al electrodo derecho de C3 , dejando en el primero de estos

electrodos una carga +q (positiva}.

Ahora bien, la'carga g en el electrodo izquierdo de C; no pue
de cruzar la separacifén gque existe con el electrodo derecho, pero
en 8ste se presenta el fenbmeno de induccibn y adquiere una carga
-g . La carga -q gue se induce en el electrodo derecho de C;
se trasladS desde el electrodo superior de C, , dejando en di-
cho electrodo un exceso de carga q gque, a su vez, induce en el
electrodo inferior de este capacitor A(Cz) una carga =-gq . La
carga -g que aparece en el electrodo inferior de C; se despla
z6 desde el electrodo izquierdo de C3; , tambi&n debido al fen6-
mence de induccién. ‘
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Al finalizar el proceso antes descrito, los capacitores del arre-
glo quedan como se muestra en la figura 2.12.

Cy
a;_.,.-_ii(:-..__..._Ib C; # C, # Cj
I 4 -9 A
— 2

' -q“ﬁ'

|

i Cs

et e e o | )= ——=-=-—43
———————————— *——--—-—-———‘———-

FIGURA 2.12. Proceso de carga en una conexidn de capacitores en

serie.

Se puede concluir que en cada capacitor de la figura 2.12 se tie-
ne igual cantidad de carga q . En condiciones electrostidticas
todos los conductores conectados a un mismo punto adguieren el
mismo potencial elé&ctrico, por ejemplo los electrodos derecho de
C; Yy superior de C; y el alambre que los interconecta adquie-
ren el potencial V, , pero la diferencia de potencial es dife-
rente en cada capacitor; lo que se obtiene de la definicién de
capacitancia, es decir

como

Vaga = Vap * Vbe * Veq

se tiene
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es decir

Vad

1 1 1
— O e— o m— g ——
g Cy Co C3

*

Por otra parte, en el capacitor_egquivalente a la conexifn.de la ——.——
figura 2.11, se tendré

a
al ¢
Vad ~T~ €4
-qgq
d

FIGURA 2.13. Capacitor equivalente al capacitor de la figura

-

2.12.

De lo anterior .se puede concluir gque

1 1 1
coTo g oy

e
Este resultado se puede generalizar al caso de n capacitores

conectados en serie escribiendo

n .
S § (2.21)

donde Ceq es el capacitor equivalente a los n c¢onectados en
s

serie.
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Con referencia a la figura 2.11 considere que C; = 4 pF

2 =4 uF , C3 = 6 uF Yy Vag = 40 V . Compruebe que la
energia total almacenada en el arreglo, y por lo tanto en el ca-
pacitor equivalente, es de 1.2 x 10-3 J. ‘

EJENPLO 2.1 !

Para la conexidn de capacitores mostrada en la figura 2.14, con-
siderar que se aplica una diferencia de potencial V_ 4, = 100 volt,

calcular:

a} La capacitancia entre los puntos ¢ y b .
b) La capacitancia entre los puntos a y d .
¢} La carga en el capacitor Csg .

d) La diferencia de potencial V_g4 en las términales del capa-

citor Cy .

e) La energia total almacenada en el arreglo.

Cs

X ey

pF

1\ c,

[+1]
lo
53
e
=
1)
(o}

FIGURA 2.14. <Conexidn de capacitores.

OLUCION

a) ch = 7

Para calcular esta capacitancia se requiere analizar las conexio-

nes existentes entre los puntos ¢ y b y se observa lo siguien
te:
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i) Los capacitores C3 y Cy estdn conectados en paralélo en

tre los puntos ¢ y d , Yy podrian ser sustituidos por un capa-

citor equivalente C .

ii) El capacitor Ceq1 ’ indicado en el inciso anterior, se en
contraria conectado en serie con el capacitor Cg entre los pun-

tes ¢ y b, con lo que se puede-.-obtener un capacitor equivale:

te de ambos al qge llamaremos Ceq2 .
iii) El capacitor C; resultaria conectado en paralelo con
entre los puntos b y ¢ , de estos capacitores se puede

c
eq,
obtener un equivalente, el cual seria el Cep Pedido.

iv) El capacitor €] no se considera para la obtencidén de la

capacitancia entre los puntos ¢ y b , vya gque no se encuentra

dentro de las trayectorias existentes entre dichos puntos.

Realizando operaciones

C = C3 + C = 2 + 4 = 6uF
eq, 3 4 u
1 = L + 1 0 sea c = Ceql °s
Cg ' egy C Cg
edsy eq;) eq)
_ 6(1) _ 6
Ceq2 T 6 + 7 WFE
3] 27
= + = - 2 —
Ceb = Ceq, * C2 =7+ 3 = WF

La capacitancia entre los puntos ¢ y b es

ch = 3.857 uF

b) Cad = ?

Realizando un andlisis semejante al efectuado para la pregunta

a, se tiene:
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i} Los capacitores (3 y .C, estdn conectados en paralelo en

tre los puntos ¢ ¥ d y pueden ser sustituidos por un CEq
1

ii} E1l capacitor Ceq . guedard conectado en serie con el C,

-entre los puntes b y 4d , esta conexidén se puede sustituir por

un C .
eqz2

iii) E1 capacitor Ce queda conectado en paraleloc con el (g
2

entre leos puntos b y d , puede cbtenerse un equivalente de am-

bos al gue llamaremos C .
eqs3

iv) La capacitancia entre los puntos a y d se obtendri al

calcular el capacitor equivalente a la conexibn serie de C; vy

C
eqs3

Realizando operaciones

c =C3 +Cy =2+ 4 =6 pF
eq;)
C C
2 eq,
L = —L + L o sea C =
c T C C ’ e Co + C
eq> 2 eq) 12 2 eq)
3({6)
= = 2 F
ceq2 3 + 6 v
= C + Cg = 2 + 1 =3 F
eqs eq; 3 H
o, _ 51 Ceas
C C ' ad C; +C
ad edy eqs
- & (3) _
cad + B 2 HE

La capacitancia entre los puntos a y 4 es

ad = 2 WF

c) gs = ?
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Para el cdlculo de la carga en el capacitor Cg , oObservamos 1lo

siguiente: ‘

i) Conociendo la diferencia de potencial aplicada vad y la

capacitancia entre los puntos a y 4d (Cad) ; Ppeodemos calcular

la carga total dq es decir, la carga del capacitor eguivalente

al arreglo.

ii) Como los capacitores conectados en serie poseen la misma

cantidad de carga, la carga en C3; Y en Ceq3 serd en cada uno,

la misma o del capacitor Cazg *
iii) La carga Qg del capacitor Cad ;, es la suma de las car-
gas ¢ (del capacitor C ) mds la carga gs {del capaci-

eqd? eq2
tor Cg}.

Efectuando operaciones tendremos

qT .
como Caa = 7 ' dp = Caa Vag
ad
qp = 2 x 1078 (100) = 2 x 10”% ¢
Por lo tanto q; = qT =2 x 107" ¢
= = -4
Y qeq3 qT 2 x 10 o

Al conocer la carga q; , se puede calcular la diferencia de po-

tencial V

ab
9y -1
_ _ 2 x 10
vab = ET ' Vab = E—;—Tgrg = 33.33 V 1
b4
q
~ “eqs .2 x 10-"%
ba © Vbd T 3T, qpoF T 66:67V

C
eq3
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= = 100 V
Obgervamos que Vab ¥ Vpa T Vaa

Conociendo la diferencia de potencial Vg Y la capacitancia Cg,

podemos calcular gg

4s = V4, C5 , ds = 66.67 (1 x 107%) = 66.67uc

La carga en el capacitor Cg5 es g5 = 66.67uC .

Para calcular esta diferencia de potencial, destacamos lo siguien

te:

i) 'La diferencia de potencial Vyg ©5 la suma de las diferen-

- clas Vbc mas Vcd , es decir

Vba T Vbe * Vea

ii La ¢ a es la suma 1
) arg qeq3 uma de las cargas qs Yy qeq2 del
capacitor ¢
eq,
iii) La carga q3 del capacitor C; es igual a deq, - Cono-
2

ciendo g, vy qeqz se puede calcular Vhe -

iv}) Conociendo Vbe Y Vpgq Se puede calcular Veg ¢+ €l cual

- r

es el voltaje entre las terminales de Cy .

Y

Efectuando operaciones

qeqa = q5 + qeq2 ’ qeq2 = qeq3 - qs

Qeq, = 2 X 10=% - 0.6667 x 10-4

[le]
|

= 1.,3333 10~ %
eq, _ X 0 C
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deq, = 92 = 133.33uC
q, 133.33 x 10-6
por lo tanto Vbe T E; r vbC T3 x 10-°
Vpo = 44.44 v

Como

Voa = Vbe * Vea

tenemos gque

Veg = 22.23 v

Esta energia puede ser calculada a partir de la capacitancia to-

tal (Cad) y la diferencia de potencial vad ; es decir

(2 x 1078)(100)2 = 1 x 10-2

.o _ -2
UT = 1 x 10 J

Observacifn

En los incisos ¢, d y e existen varios procedimientos de re

solucién, empleando razonamientos similares a los agui presenta-
dos, algunos de los cuales pueden involucrar c&lculos m&s simples

por lo que se sugiere al lector comprobar los resultados emplean-

do un procedimiento distinto.
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2.6 POLARIZACION DE LA MATERIA

Cuando cualgquier cuerpo descargado se coloca dentro de un campo
eléctrico, se prbduce en €l una redistribucibén de las particulas
cargadas de los &tomos. Si el cuerpo es de material conductor,
sus electrones libres se trasladan de tal forma que el wvolumen
‘del cuerpo constituye una regifn egquipotencial; si es de material
aislante, los electrones y los nﬁcléos positivos de cada &tomo o
molécula sufren un desplazamiento, debido a la accién del campo,
peroc en este caso el cuerpo no constituye una‘regién equipoten-
cial. Los materiales gque tienen este comportamiento se conocen

con el nombre de dielé&ctricos.

En los casos descritos, la carga neta del cuerpo es nula, aunque
algunas regiones del mismo adquieren un exceso de carga positiva
o negativa. A las cargas que aparecen en la superficie del cuer
pe, debido al proceso mencionado, se les denomina cargas induci-

das, y, cuando ha ocufrido el desplazamiento de cargas debido a
un campo eléctrico, se dice que la materia se ha polarizado. Con

el objeto de aclarar estos conceptos analicemos las figuras 2.15
y 2.16.

blogue de material

conductor
— — — — — —
+ - fsctnd e et - -> b ol s b ot ] =
+ Eo v
+ +---=+—t-— + ] = + - -
+ - +_—--—-+-—— +.---3+ +-—
E=Q
+ +.....-;=+-— 4 oo = +
+ -~ - .+,_._= o] = 4 [ = + |l -
+ Eo — f& + +
{0 | T AN M ]
\ | % B '
cargas .inducidas o o
(a) (b) ()
FIGURA 2.15. Comportamiento de un blogue metdlico al ser introdu
cido en un campo eléctrico: (a) campo eléctrico entre dos placas
paralelas cargadas; (b) superposicidn de los campos eléctricos

producidos por las placas cargadas y por las cargas inducidas en
-+
el blogque metdlico, obsérvese gque |E,] = IEi[ i (c) campos eléc

tricos resultantes en el interior y exterior del blogque metdlico.
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cargas inducidas

r ] 5__-# ] ]
A ] MBALTC N . + - +1=
+ - MRS E=E -E + -
N - .--—.-_:_ - - + -
4 + L \\\\“‘__':r’,. B
+ + - = fa ¥ 3

- - == - u
" ~ TV N

- - o + - B

,__"LWWE"“: t . — -
5 ~“Blogue de materialfrj“*"”—“‘ﬁ‘“'"‘”'*““"‘“—'EO""“§0**——
(a) dieléctrico (b) (e)

FIGURA 2.16. Comportamiento de un blogue dieléctrico al ser in-
troducido en un campo eléctrico: (a) campo eléctrico entre dos

placas paralelas cargadas: (b} superposicién de los campos eléc
tricos producidos por las placas cargadas y por las cargas indu-
cidas en el bloque de dieléctrico, ndtese que ]Eol > ‘Eil i (e)
campos eléctricos resultantes en el interior y exterior del bloqu

dieléctrico.

En los dieléctricos, las cargas de las moléculas no pueden sufrir
desplazamientos semejantes a los que experimentan los electrones
de conduccibn en un bloque metilico. Por consiguiente, los des-
plazamientos originados por fuerzas eléctricas debidas a campos
eléctricos externos al dielé&ctrico son muy pequefios, y la magni-
tud de éstos dependerd de la mayor o menor rigidez con que las
cargas de un &tomc o molécula estén unidas.

En la figura 2.17 se muestra un ejemplo de polarizacién de la ma-
teria sencillo y bidimensional.

+ + o+ o+ o+ () () C) () ()
o4 o4+ 4 00000

(a) (b)

®0 008 =00 00O

E 3 . . {

OB 666 =0+ O+ O+ 0+ 0+

(c) . (d)

PIGURA 2.17. Para una muestra de dieléctrico: (a) representa
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la red de cargas positivas; (b) representa la ;ed de cargas nega

tivas; (c) superposicidn de reticulos positivo y negativo en au-

sencia de campo eléctrico externo; (d) desplazamiento originado

en los reticulos positivo y negativo debide a la influencia del
-+

campo eléctrico externo E .

Analizaremos con mayor profundidad el comportamiento de los mate
riales dieléctricos. Definiremos la magnitud momento dipolar

-
p como

-+ -+
p = qd (2.22)

0
| 4
'
®

FIGURA 2.18. Dipolo y momento dipolar eléctricos.

-
En la expresifn (2.22), d es una magnitud vectorial dirigida de

la carga negativa a la positiva; |3| es la distancia de separa-
cibn entre las dos cargas puntuales q@ y -9 , Yy 4@ representa
la magnitud de cualquiera de dichas cargas (ver figura 2.18). El
sistema de dos cargas de la misma magnitud, de signo contrario y

separadas una distancia se denomina dipolo eléctrico.

Las molécung que constituyen los diferentes tipos de dieléctri-
cos se pueden clasificar en dos clases, atendiendo al momento di-

polar 5 de cada una de ellas:

a) Molé&culas no polares

Son aquellas que no poseen un momento dipolar, es decir, su cen-
tro de cargas positivas coincide con el centro de cargas negati-

vas. Unos ejemplos de este tipo lo constituyen las moléculas de
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oxigeno diatémico (0;) y .de bidxido de carbono (CO,), ver fi

gura 2,19,

c ’/,-étomo de carbono
C

® Q@Q
T - atomo de oxigeno

dtomo de oxigeno

Molécula de Op Molécula de COp

FPIGURA 2.19. Ejemplos de moléculas no polares. Los centros de
carga positiva (Cy) y negativa (C.) coinciden en el mismo pun

to.

Sin embargo, si colocamos moléculas de este tipo dentro de un cam
po eléctrico, cada una de ellas se comportarda como un dipolo eléc
trico inducido, debido a que sus particulas subatémicas sufren un

desplazamiento originado por la accifn de las fuerzas eléctricas.

b} Moléculas polares

Son aquellas en las que los centros de carga positiva y negativa
no coinciden y su comportamiento es el de un dipolo eléctrico.
Algunos ejemplos de este tipo de molé&culas se presentan en la fi-

gura 2.20,
- - C
atomo de +
hidrégeno dtomo de oxigeno
- atomo de cloro
c C
+ - - c
- atomo de -
dtomo de p hidrégeno ;
hidrdgeno -
molécula de a (HaO - ' . .-
agua (Hz0) molécula de cloruro de hidrogeno (HCL)

FIGURA 2,20. Ejemplos de moléculas polares.,
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Al colocar un dieléctrico constituido por moléculas polares den-
tro de un campo eléctrico, lo gque sucede es que los dipolos de di
chas moléculas, que tenian una orientacifn totalmente al azar, se

orientan en la direccifn del campo eléctrico aplicado, y el re-
sultado macroscépico es gue en las caras del dielé&ctrico, perpen-

diculares al campo eléctrico, se presentan cargas inducidas como

se muestra en la figura 2.21.

|

@@@ '@@@+
Ve 3 ISYEA
E
@ () 1o Do)
(:)C:>C:> - C:)(:D(:)'+
(a) (b)

FIGURA 2.21, Moléculas de un dieléctrico de tipo polar: (a) sin
campo eléctrico aplicado; (b) al aplicarle un campo eléctrico.

Podemos observar gque ya sean moléculas polare; 0 no polares las ‘
gue constituyen un dieléctrico, el efecto externo de aplicarle un
campo eléctrico es el mismo; es decir, en ambos casos en las ca-
ras perpendiculares al campo eléctrico se presentan cargas induci
das que hacen que todo el dieléctrico se comporte como un dipolo.
Este efecto cesa al interrumpirse el campo elé&ctrico aplicado.
Consideremos el bloque diel&ctrico mostrado en la figura 2.22, al
cual se ha aplicado un campo elé&ctrico. Es posible cuantificar
el momento dipolar ; del bloque, considerdndolo como un dipolo,

de la manera siguiente

o IR
n
te}
YR
o

pero

por lo tanto

B = oiAZ (2.23)
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Si dividimos la expresién (2.23) entre el volumen del bloque, teg‘

dremos el momento dipolar en la unidad de volumen

-3
g o AL (2.24)
~9i V. Vv
—— 1
—— s i
_— N N
e — e — e - L m——— | N> l ‘L 1.
il IR N riies VAR ol S Nl I
: TN \'\fli,\!n"l's o
W0 \\\ ‘L /
Y .
“0; \‘i‘\
L _u\qi
L i
A

FIGURA 2.22. Bloque dieléctrico bajo la accidn de un campo eléc

trico.

El primer miembro de la expresifn (2.24), gque represenﬁa el momen
to dipolar en cada unidad de volumen, se conoce como vector pola-

P
rizacién P , es decir

W+
]
<o+

(2.25)

y como el volumen del bloque es V = A2 se puede concluir gque la
magnitud del vector polarizacifn es iqual a la densidad superfi-
cial de carga inducida en el blogue y, por lo tanto, sus unidades

son idénticas,

1P| = o, [m—%] C (2.26)

El momento dipolar E a nivel molecular, no es medible per méto-‘
dos macroscbpicos, sin embargo, como se observa en la expresién
(2.26), el vector polarizacién (;) tiene una Intima relacidén con
la densidad superficial de carga inducida en el bloque de dieléc

trico.
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2.7 CONSTANTES DIELECTRICAS

Al apliéarle a un dielé&ctrico, como el de la figura (2.22), dife
rentes intensidades de campo eléctrico, las fuerzas eléctricas
sobre las cargas de dicha sustancia variarén en relacién directa
a las intensidades aplicadas. Esto quiere decir que se modifica
r4, en cada caso, el momento dipolar de las molé&culas y en conse
cuencia la polarizacifn de dicha sustancia. Ademds, si con una
misma intensidad de campo eléctrico se emplean diversas sustan-
cias, la polarizacifn en cada una de.ellas serd, en general, di-
ferente y esto dependeri de la rigidez con que las cargas estén

dispuestas en un tomo dado.

Es posible definir una magnitud gue cuantifique el comportamien-
to descrito, que llamaremos susceptibilidad eléctrica, y repre-
sentaremos por la letra griega Xo (ji), con la cual se puede
establecer una relacibén entre la polarizacién y el campo eléctri

co que la produce

Esta filtima expresién se puede convertir en una ecuacién si in-
1
troducimos una constante de proporcionalidad que, de acuerdo con

nuestro sistema de unidades resulta ser la permitividad del va-

cio; la relacibn entre polarizacién y campo eléctrico se escribe

-

-
P = E°Xe E (2.27)

Realizando un an&lisis de unidades veremos cufles son las corres-
pondientes a la susceptibilidad elé&ctrica
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Es decir, la susceptibilidad es una cantidad adimensional gue nos
indica la forma comec se comporta una sustancia al ser introducidé
en una regifén en la que existe un campo eléctrico; y su valor se-
r4 tipico para cada sustancia.

Analicemos ahora lo que sucede cuando un blogue dieléctrico se er
cuentra entre dos placas met8licas cargadas con igual cantidad de

- —~-carga-pero de signos diferentes;, tal -como se muestra en-la-figura
2.23.

metal 1”_
g | I R N -
N —— 1 4
SRR UV RSP IR PSR
P \
dieléctrico . superficie gaussiana
. + + + (cara 1)
O I ] ] [ S~ .
metal [ — ] .

PIGORA 2.23. Aplicacidén de la ley de- Gauss a un caso en que se.

tienen dieléctricos presentes,

Se puede observar que el arreglo de la figura 2.23 es realmente
un capacitor de placas planas y paralelas en el que se ha intro-
ducido un dieléctrico entre los electrodos. En esta figura se
han denominado o la densidad superficial de carga en los elec

L
trodos, y 9y la densidad superficial de carga inducida en las

caras del dielé&ctrico.

Al aplicar la ley de Gauss a la superficie gaussiana mostrada y
recordando la expresifn (1.51)

gg.dzzggf”pdv

se obtiene



148

y el campo eléctrico para todos los puntos de la cara 1 de la su

perficie gaussiana estd dado por

[0 - O,
E = 2 i
Eo
y recordando que
-+ -+ -
|PI = o3 Y que P = EoXeE
se obtiene
0, = €o,X_E
E = % e
€o

Si en esta filtima expresifn se despeja la magnitud del campo eléc

trico E , se tiene

a

_ L
B = TR (2.28)

Definiendo una nueva constante dieléctrica Kg + gque denominare-

mos permitividad relativa, como

Ke = 1 + Xe {2.29)

la expresifn {2.28) nos queda

E = —% (2.30)

De la expresién (2.30), se concluye gque el campo eléctrico en un
punto como el P de la figura 2.23 se ve disminuido por el fac-
tor l/Ke al introducir en esa regi®n una sustancia dielé&ctrica.
De la definicifn dada en la expresién (2.29) se observa gque la

permitividad relativa Ke ;, ©es también adimensional.
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Al producto K,e, se le denomina permitividad del material, es

decir . ‘

e = Kgeo (2.31)

De esta ﬁltima expresibn se destaca el porqué del nombre de Kg

como perm1t1v1dad relatlva, ya que su valor depende de la rela-

cibn entre la perm1t1v1dad del material y-la del vacfo. En fun-
cibn de esta nueva constante, la expresién (2.30) se puede escri
bir como

o]
E '

Podemos concluir diciendo que el comportamiento de un dieléctri-
co, al estar en presencia de un campo eléctrico, es cuantificable

por las constantes del dieléctrico en cuestién (xp ., Kg €o); aun

e
que cabe resaltar el hecho de que dada la relacibén existente en-
tre dichas cantidades, al conocer cualquiera de ellas es factible
determinar las dos restantes., En la expresién (2.33) se resumen

estas relaciones

e = K g, = (1 + xg)eo (2.33)

o

En la tabla 2.1 se presentan los valores de las constantes dieléc

tricas de algunos materiales comfinmente empleados.

2.8 RIGIDEZ DIELECTRICA

Hemos visto que el efecto de colocar un dieléctrico dentro de un
campo E conlleva la aparicifn de cargas inducidas en sus, caras
(ver figura 2.22), esto se debe a la polarizacifn gue ha experi-
mentado la sustancia. Adem&s, de las expresiones (2.26) y (2.27),
se puede concluir gue para un material dado, a mayor intensidad
de campo eléctrico se tendri una mayor densidad superficial de
carga inducida; pero este fenéméno no puede crecer indefinidamen-
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te, ya que la orientacién gque sufren las cargas de un dtomo © mo-
lécula expuesta a un campo eléctrico es, en esencia, debida a
fuerzas de origen el&ctrico. Si el campo eléctrico aplicado es
de magnitud elevada, las fuerzas de origen eléctrico pueden origi
nar la ionizacibn en los &tomos o moléculas. Este desprendimien-
to de electrones, por el efecto de fuerzas eléctricas, origina
que los electrones se desplacen y el material pierda sus propieda
des dieléctricas y, en algunos casos, se destruya por combustién.

El campo eléctrico que origina la ionizacibén del dieléctrico se
conoce COmo ¢ampo eléctrico de ruptura, y el fendmeno de ioniza-

cifn de la sustancia se denomina ruptura de la rigidez dieléctri-

ca.

En la tabla 2.1 se indican los valores del campo de ruptura para

diferentes sustancias.

= e
PROPIEDADES DE ALGUNAS SUSTANCIAS DIELECTRICAS
_———mm——————— —
Dieléctrico Susceptibilidad Permitividad Campo eléctrico
Xg relativa de ruptura
e [Mv/m]
aire 0.00059 1.00059 0.8
bakelita 3.8 4.8 12
mica 2 a5 3 a6 160
neoprenoc 5.9 6.9 12
papel 2.5 3.5 14
polietileno 1.3 2.3 . 50
porcelana 5.5 6.5 4
vacio 0 1 o«
vidrio 3.5 4,5 13

TABLA 2.1
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2.9 VECTORES ELECTRICOS

A travé&s de nuestro estudio de los dieléctricos hemos utilizado

-+ -+
las magnitudes vectoriales campo eléctrico E y polarizacibébn P .
-+
Ademds de éstos resulta conveniente definir un nuevo vector D ,
denominado por razones histéricas desplazamiento eléctrico, por

medic de la expresibn (2.34)

> +
D=¢E (2.34)

La expresibn (2.34) establece la relacién entre el campo vecto-
rial E y el campo vectorial de desplazamiento eléctrico B : Y
s6lo es v&lida en materiales lineales e is6tropos, los cuales son
empleados a lo largo del presente curso.

-

Se puede observar que en este tipo de materiales, los vectores D

-
y E , para cada punto, son paralelos entre si y sus magnitudes

se relacionan mediante la permitividad del material en cuestién,

Recordemos del tema anterior la expresidén (1.49), la cual nos ex-

presa la forma de calcular el flujo de un campo vectorial cualquie
" £

-+ -+
¢ = IJC + dA (1.49)

Evaluemog gl flujo del campo vectorial D a través de la superfi

ra C

cie indicada en la figura 2.24.
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@

Superficie_
gaussiana

FIGURA 2.24. Superficie gaussiana en forma de paralelepipedo reg

-
tingulo para evaluar el flujo de D

Llamaremos ¢35 el flujo de D a través de la superficie gaussia
na mostrada, por tanto

by = D - dA _ (2.35)

Ahora bien, sabemos que los vectores E y_B son paralelos en ca-
da punto del dieléctrico, por lo tanto, las lineas de B serfan
las que se representan en la figura 2.24. Al descomponer la inte
gral de la expresidn (2.35) en seis integrales, una para cada ca-
ra del paralelepipedo recténgulo, se observg gue las integrales
en las caras 3, 4, 5 y 6 son nulas, ya gue para ellas B y di
son perpendiculares. La integral en la cara 2 es nula ya gque se
localiza en el intefior de un conductor cargado y E =0, y por

-
ende D =0 . De esta forma la expresién (2.35) se reduce a
by = I D - da (2.36)
1 . "

Es decir, s6lo la intedgral en la cara 1 es diferente de cero,
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>
En esta cara los vectores B y dA son paralelos (6 = 0) vy li

expresién (2.36) se puede escribir

¢ =-[ DdAcos$é =.[ DAA (2.37)
d 1 1

>
Ademfs, dada la uniformidad del campo vectorial D , se puede

N
- ~~concluir que 1a magnitud-del--desplazamiento eléctrico. . D.._es. .cons
tante para todos los puntos de la cara 1, la cual tiene un &rea

A . La expresifn (2.37) quedara

¢d=Df dA = DA (2.38)
1

pero de la definicibn del vector desplazamiento eléctrico, tene-

mos
a q
= = ¢ L pa=_2%
¢g = €cBA = ¢ — A == A
es decir ¢d =4d, {2.39)

La expresidn (2,39) nos indica que el flujo del campo vectorial
(desplazamiento eléctrico) B es igual a la cantidad de carga 1li
bre q, (carga de la placa) encerrada por la superficie gaussiana
empleada; por lo anterior, podemos escribir de (2.35) y (2.39),

la expresifn siguiente

- -+ -
N ’ D+ dA = q, (2.40)
La expresifn (2.40) también se podria escribir como
-+ -
¢ §pE - dA = q, (2.41)

La ecuacién (2.40) o la (2.41) constituye una generalizacién de
la ley de Gauss al caso en que esté presente un dieléctrico, de
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ahi que en dichas expresiones se encuentre implicita la permitivi
dad e del material. También se puede observar que el vector
desplazamiento eléctrico tiene una relacidn iptima con la carga

libre o carga de la placa y no con la carga inducida en el dieléc

trico.

De las expresiones (2.38) y (2.39) se puede concluir que la magni

tud del vector desplazamiento eléctrico es

te]

2
A 2

-
Es decir, la magnitud de D es igual a la densidad superficial

de carga libre en la placa encerrada, de ahi que sus unidades
sean las de (C/m? .,

Ay

En la figura 2.25 se han representado por medic de lineas los cam
- -+ - -

pos vectoriales de D, E y P existentes en un dieléctrico

gue se ha introducido en medio de dos placas cargadas con igual

magnitud de carga pero de §ignos diferentes.

- g - > -+ -+
Lineas de D Lineas de E Lineas de P
+q [+++++++++++++++++++++++++++++J'
L f >
Eg
T T 3T It ¥l =1-1T=1-1-1]= = JE—— qi
- -+
B E P
o 1 +lt it |+ +t+]+]+|+ + + + +
9
-+ -+ -
FIGURA 2.25. Representacidn de los campos D , E y P en un

diel&ctrico.

Respecto a la figura 2.25 podemos concluir lo siguiente:
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e
a) El campo vectorial del desplazamiento elé&ctrico D se repre ‘
senta por medio de lineas que empiezan en las cargas de la placa

positiva y terminan en las cargas de la placa negativa, ya que es

te campo tiene relacifn sb6lo con las cargas libres,

¢

-+

b) El campo vectorial de la polarizacién eléctrica P se repre-
senta mediante lineas que empiezan en las cargas inducidas negati

'“"W"“vas—y“terminanfen—&as cargas -inducidas positivas--del-dieléctrico,-

vya que el vector polarizacidn est& en funcibén de las cargas indu-

cidas.

c) El campo eléctrico

-
E

se representa por lineas gue empiezan

en cargas positivas y terminan en cargas negativas, sin importar
si dichas cargas son libres o inducidas, ya que el campo eléctri-

co tiene relacidén con todo tipo de cargas.

2.10 LEYES DE LA ELECTROSTATICA EN DIELECTRICOS

De la definicifn del vector desplazamiento eléctrico, expresién
(2.34), v de la relacibn entre las constantes dieléctricas, expre

si6n (2.33), se puede establecer una expresidn que relacione los

tres vectores eléctricos

por lo tanto

O Sea

+
D

o+

(w i

o
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pero de la expresién (2.27), que define al vector polarizacifn se

tiene que

> > e
D==¢, E+P (2.42)

Esta iltima expresién nos muestra la combinacifn lineal existente
-+ -+
entre los vectores E y P para formar el vector desplazamiento

-+

D -

Por otra parte, supbngase un material en el cual la polarizacién
3 no sea constante y uniforme en todos sus puntos, en este caso
es de esperarse encontrarnos con una densidad volumétrica de car
ga, ya que la carga que entrara a un pequeno volumen de dieléctri
co serfa diferente a la que saliera en el momento de la polariza-
cién. Para cuantificar este efecto, pensemos en una superficie
imaginaria dentro del material en el momento en que éste se pola-

riza, como se muestra en la figura 2.26.

B
R oSNe—— &
CUR. g
}' | :'ﬁ K
Superficie 3 e

FIGURA 2.26. Densidad volumétrica de carga originada por una po-
N .
larizacién P no uniforme.

- -

La cantidad de carga gque atraviesa nuestra superficie serd la po-
‘larizacibn 3 por el &rea de la superficie, si E es normal a
dicha superficie, Si 5 es tangencial a la superficie, no hay
desplazamiento de cargas a través de la superficie, por lo gue en

el caso general escribiremos

-+ -
g, = P « n {(2.43)
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El movimiento de cargas dentroldel dieléctrico puede producir una
densidad volumétrica de carga; la carga total desplazada al exte—‘
rior de cualguier volumen V , debido a la polarizacibn, es la
integral de la componente normal saliente de 5 sobre la superfi
cie A que limita dicho volumen. Una cantidad de carga igual pe
ro de signo contrario permanece en el interior, Si llamamos q;

a esta carga se tiene

donde
-+ -+
dA = n da

También se puede atribuir al volumen V gue contiene la carga g
una densidad volumétrica de carga (pp), es decir

q; =“"[ Py AV (2.45)
v .

Igualando las Gltimas dos ecuaciones, se puede escribir

J'“ Py AV = - ﬁ: . an (2.46)
\V A

Si en la expresién (2.46) aplicamos el teorema de la divergencia

visto en el tema 1, el cual recordamos

tendremos que

ﬁ P . ah-= v . P av (2.47)
a - v

y de las expresiones (2,46) y (2.47) se puede escribir . ‘

([ o[ 55w
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o sea que
- -

Recordando ahora la ley de Gauss en forma diferencial, expresién
(1.77)

> ->
v-E:—p—
€o

la cual se veri modificada al apiicarse en medios dieléctricos,
ya que la densidad volumétrica de carga estari compuesta de dos
partes: la densidad de carga libre (p;) y la densidad de carga
de polarizacitn (pp) , por lo tanto

> -+ p, + p
v .E=_% P
€o
y empleando (2.48)
-+ ->
vV - E=
Eeo
es decir
-+ Y 8]
-
€o €o
la cual se puede escribir
-+ > 02
v - (1+XE)E—E:
o también
-+ - -+
V'Eo(l‘fxe)E:Dz
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y por la expresifén (2.33) se obtiene finalmente la ley de Gaﬁss

en forma diferencial, cuando existen presentes materiales dieléc
tricos

-> ->
v - D= Py (2.49)

Expresifn en la cual aparece el vector desplazamiento. Podemos
modificar un poco_la_expresibn (2.40), que es una generalizacidn

de la ley de Gauss en forma integral, y escribir

H D - dK=ij p, AV (2.50)
s v

Recordemos la expresién (1.89), la cual nos indica gue el campo

eléctrico estitico es un campo irrotacional

e -+
vxE=0

y empleando la definicifn dada en (2.34) se tendria

hl

-
vV x

oo

0 sSea

<4
x
lwi S
W
(=]

(2.51)

La Gltima expresifn nos expresa que el campo vectorial del despla

zamiento eléctrico, en el caso electrostitico, es un campo irrota
cional.

Las expresiones (2.49) y (2.51) son las leyes de la electrostdti-

ca, extendidas al caso de fenfmenos que involucran materiales die
léctricos.
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2.11 CAPACITORES Y DIELECTRICOS

Calculemos nuevamente la capacitancia de un capacitor de placas
planas y paralelas, pero ahora consideremos gue entre las placas

se tiene un dieléctrico de permitividad e , ver figura 2.3,

De la definicién de capacitancia, tenemos

Q

vab

C =

y de la apliEacién de la ley de Gauss, en este caso, se obtiene
que la magnitud del campo eléctrico entre las placas es, de acuer
do con la expresibn (2,32)

E:—R'
£
es decir
- 2
E = Ae
O sea
Q =34 eE

y de la expresibn (2.4) se sabe que

Vab = Ed

- r.

Sustituyendo en la definicibn de capacitancia, se obtiene

es decir

_ Ae -
C = =3 (2.52)
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La expresibn (2,.52) nos indica que al emplear un dieléctrico dife
rente del vacfo, la capacitancia del dispositivo de placas planas
depende de la permitividad del dieléctrico empleado, y esto cons-
tituye un resultado general. Por esta razbn cuando entre las pla
cas existe el vacio, la permitividad que aparece en las expresio-

nes de capacitancia es la del vacio (e,).

Si-llamamos. C, . la capacitancia calculada gguia_exP§§si5n (2.5)

e
en la ecuacidn (2.52), se obtiene

ademis, recordandec que ¢ = K e, Y sustituyendo este resultado

Ae,
C =K 3
es decir
C =K C, (2.53)

e

Esto es, la capacitancia de cualquier capacitor con vacio entre
sus electrodos se ve incrementada en un factor Ke , cuando el
espacio entre dichos electrodos es llenado con un dieléctrico de

permitividad relativa Ke

Compruebe que si en el capacitor indicado al final del ejempio
del inciso a) del subtema 2.2 se empleara un dieléctrico de permi
tividad relativa K, = 4.8 (bakelita), se tendrfa una capacitan-

cia de

C = 0,1062 x 105 F = 0,1062 uF

EJEMPLO 2.2

[

En la figura 2.27 se muestra una seccidn de un cable coaxial de

longitud muy grande; si entre el conductor central y el forro me-
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tidlico se tiene una diferencia de potencial de 120 volts.

Ie
f £
i \r
1 mm __ 2.
T
Ta — Ty
r NN
ali _51_.%_{. ANE=.
VLN
conductor\_,f .
central a
polietileno
(1)
) ](2)C \ forro metdlico
— neopreno orr
Vac =120V P (conductor c)
r, = 2 mm r, = 4 mm r. = € mm
ry = 3 mm r, = 5 mm r, =7 mm

PIGURA 2.27. Seccidn de un cable coaxial.

Calcule:?

a) Las tres constantes dielé&ctricas de cada dieléctrico emplea-

do.
b} La densidad superficial de carga en el conductor a .,
‘'c) La densidad superficial de carga en el conductor «c .,
d} El campo eléctrico en los puntos 1y 2.
e) El‘degélazamiento eléctrico en los puntos 1 y 2.
£) La polarizacidén eléctrica en los puntos 1 y 2,

;

g) La capacitancia de un metro y de 100 m de cable coaxial.

h) El valor de la densidad de energia en el punto 1 y en el pun

to 2.

i} La energia almacenada en 100 m de cable coaxial.
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SOLUCIOR

a) De la tabla 2.1, obtenemos

]
38
[P§)

[} £} = 1 .
peolietileno xel 3, Ke1

neopreno X

]
v
o
~

]
[+)]
{e]

e2 es
N

y recordamos, de la expresién (2,33)

per lo tante, para el polietileno

£ = K £
! el °

‘ _ _ 2
€ = 2.3(8.85 x 10712) - 2 0355 x 10 1! _C

N.m2
Y para el neopreno
€9 = KEZ €,
6.9(8.85 10— 12y 6.1065 11 _¢?
€n = . . x - = 5 x 107 e—2
2 N*m

b) De acuerdo con la expresidén (1.122), se tiene

- 1
Vab B 4mey

r
b 1 c
2 dn = y v = 2x £n —
Ia bec 4mes rb

en las cuales X indica la densidad lineal de carga eguivalente

a la carga de cada metro del conductor a .

Como

<3
]
<

ac ab + Vbc
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se puede escribir

21V
) = ac
r r
C
£n 2 gn =S
r r,
2
€] €2
de la cual se obtiene
A= — 2m(120) = 1.8528 x 1078 &
| en 3 Ln 2 :
n2 n4

7.0355 x 10-17 * 5.1065 x 10-117

Pero la carga en el conductor a realmente esti distribuida so-
bre la superficie exterior de dicho conductor en forma de una den

sidad superficial, que llamaremos ¢, + Ppor lo tanto

g 2nr L
A:a—.a_sz'n'g r
L a a

de donde se obtiene que

Como vac > 0 implica que Va > Vc y el conductor a debe te-

ner carga positiva, por lo cual

_1.8528 x 10-8
a 2m(2 x 107 3)

= 1.474 x 10-8 J%
m

0 sea

c) Como el cable coaxial se comporta como un capacitor, la canti
dad de carga en cada metro del conductor a debe ser igual a la
carga en la misma longitud del conductor ¢ , por lo que se pue-

de escribir
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tomamos el valor r. Ya gque las cargas deben encontrarse en la

superficie interior del conductor ¢ debido al fendmeno de induc

cidén, por lo tanto

como

v > 0 ' <V
e - R o P, __uy,,,fﬁ,-_v_c‘,,,,i,a,. .'. .

la carga en el conductor c¢ debe ser negativa, por lo cual

1.8528 x 10-8 -7 C
= - = - . b’ —_—
¢ =7 TE 1T 4.914 10 =

Q

es decir

o = - 0.4914 KX
< m

d4) De la expresidn (1.65), se tiene que el campo eléctrico entre

los conductores a vy ¢ , si existiera vacio entre ellos, seria

12X
4re, T

En este caso, el punt¢e 1 se encuentra dentro de un dieléctrico

de permitividad €; , por lo cual la expresidn anterior gqueda

E = 1 EA si r < < r
4m1g)] r a -7 b

Esta ecuacidén nos permite calcular la magnitud del campo eléctri
co para cualquier punto del dieléctrico 1, conociendo la-distan-

cia del punto al eje del cable coaxial, por lo tanto
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-9
B, = 2(18.528 :110 ) —— = 4.829 x 104 N
4m(2.0355 x 10-11)(3 x 10-3) <
E; = 4.829 x 10" % " en direccién radial.

En forma andloga, se puede calcular E; con la expresibn

12X .
= — < <
E2 4mgs ¥y st b ote
2(18.528 x 10-9) 3 N
E, = = 9.658 x 10° —
2 7 41(6.1065 x 10-11)(5 x 10-3) c
E, = 9.658 x 103 % en direccidn radial.

e) De la expresidén (2.40) se tiene que

Separemos esta ecuacidn en tres integrales, una para cada cara cir
cular de la superficie gaussiana mostrada en la figura 2.28 y otra

para la cara lateral de dicha superficie.

-+ -+ -+ +

+ +
Dl . dAl + D2 . dAz + D3 . dA3 = qf.
1 2 3
C sea
D;dA; cosB; + DodA, cosBy + D3jdAj3 cosfy = q,

1. 2 3

diﬁ IEZ 2
&Ry [fmm N )
" superficie/
gaussiana

FIGURA 2.28. Superficie gaussiana para el cable coaxial.
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-, - N - . . .
Como D es un vector paralelo al campo eléctrico, estarsi dirigi

do radialmente y hacia afuera de la superficie gaussiana, y se

tendra

. cosfz = |

ST

JAAQAfM—WporflofanteriorTmlh—primera—ynterceramintegralesmsonrnulasy-de~e§f

te modo tendremos

DpdA; = q,
2

Como la superficie gaussiana cilindrica de radio r es coaxial

al cable, se tiene que la magnitud del desplazamiento es constan-

te, por lo cual

Do dA,; = qz
2

e integrando

DoA; = q

donde Aj; es el area lateral de la superficie gaussiana, es de-

cir
!
Do(2nrk) = ql
- . qg
2tri
y como
2,
L
se tendrd finalmente
A
D =
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Aplicando esta {iltima expresidn en el punto 1 se obtiene

A
2nr

Dy =

18.528 x 10-2 -7 C
Dy = = 9,829 % 10
1 21(3 x 10-3) m2

D; = 0.9829 B% y en direccidn radial.
m

En forma andloga se obtiene la magnitud del desplazamiento en el

punto 2, empleando una superficie gaussiana cilindrica de radio

r

A
D2 = 37%,
18.528 x 10~° 7 C
Dy = 5.897 x 1077/ —%
2 2m(5 x 10™9) m2
uc . . - .
D, = 0.5897 - Yy en direccidn radial.
m

A manera de comprobacidn, recordamos la expresién (2.34)
-+
D = £E
por la cual- -

D,

]
]

£1Ey 2.0355 x 10~ 11(¢a.829 x 10%)

9.829 x 1077 J%
m

w)
8]
L

€,Ep; = 6.1065 x 10-11(9,658 x 103)

5.897 x 1077 ==

m

Ambos desplazamientos, por ser paralelos al campo eléctrico, son
en direccidn radial,
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Se puede observar que en este caso no se cumple la relacidn.

g |
|D| = 0, y esto es debido a que el campo vectorial del despla:za

miento no es uniforme como en el caso de electrodos de placas pla-

nas y paralelas.

£} Para el cdlculo de los vectores polarizacidn en los puntos 1

vy 2 emplearemos la expresidn (2.42)

> >
D = e, E +

R

De donde, la polarizacion en el punto 1 seréa

-+ -+ +
Py = D) = £,E)

P; = Dy - £€,E; = 9.829 x 1077 - 8.85 x 10712 (4,829 x 10"
por lo tanto

P, = 5.555 x 10-7 =5 en direccidn radial
m

v en forma semejante

P, = Dy - €,Ep = 5.897 x 1077 - 8.85 x 10~12 (9,658 x 103)

P, = 5.042 x 107 J% en direccidn radial.
m

Comprobar que se obtienen los mismos resultados si' se emplea la

expresidn (2.27)

g) Para el cdlculo de la capacitancia de un metro de cable coa-

xial, emplearemos la definicidén de capacitancia, expresidn (2.2)

C:—Q‘— ‘
v .
ac
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Sabemos gue la carga en cada metro de los conductores a y

la misma pero de signo diferente.
La carga g en un metro del conductor a sera

g = A% , donde L

1]
g

J. g = 18.528 x 1079 ¢

y la capacitancia C; de un metro de cable sera

g _ 18.528 x 10-°%
v 120

Cy = 1.544 x 10710 = 154,4 pF
Para cien metros de cable, la carga en el conductor a sera

0 = AL , donde L = 100 m

@)
[}

18.528 x 10-% (100) = 18.528 x 10~ 7 ¢

y la capacitancia € de 100 m de cable sera

c = 9 18.528 x 10~7
v 120

C = 15.44 x 10”3 F = 15,44 nF

c

es

Observamos que C seria el capacitor equivalente a 100 capaci-

)

tores €} conectados en paralelo.

h) La densidad de energia en los puntos 1 y 2

se puede calcular

empleando la expresidn '(2.19) y sustituyendo la permitividad del

vacio por las permitividades de los dieléctricos en cuestidn

C_E 2
u = > E
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Por lo tanto

&1 2
u; = — EJ
-11
uy = 229335 ¥ 107 0 (4 829 x 10%)2 = 2.373 x 1072 =%
2 m3
————— —_— ———— e - - - —— J _— e = P e ————— -
uy; = 23.73 m_3
m
y de manera semejante
)
vz = 3 E2
-11
u2 = 6-1065 x 10 (9-658 v 103)2 = 2.848 % 10"3 _J
2 : m3

up = 2.848 23

i) Para el cadlculo de la energia total, como en este caso donde
-5

el campo eléctrico E no es uniforme, se requiere de una inte-

gral extendida a todo el volumen en donde existe el campo eléctri

co, por lo tanto, 1la expresién (2.17) toma la forma

= £ 2
oot [ e |

Calcularemos la energia total almacenada como la suma de la ener-
gia en el dieléctrico 1 (U;) mds la energia en el dieléctrico
2 (Uy}). Ademas, del inciso d de este ejemplo, se tiene gue el

campo eléctrico entre los conductores estd definido por

E; = ! 22 si r < r < r
. 4Tey r a — b
y
Ep = ! 2) si r < r <r

4'|T€2 _? b - c
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por lo tanto, tendremos gue

O S5ea

E] dv

1 2 4me; r 8"251 r?

empleando coordenadas cilindricas,

presa como

dv = p dp 46 dz

el elemento de volumen se ex-

rb 27 100 rb 2m
‘ oy = 22 dz d8 p dp _ A2 100 ag &
- 1 5 o3 = -
Bre; r 0 0 ;;',"Z 81!2E1 r 0 %
a a
2 4 2 Ty
U = 2 100(2m) b do . > (100) (21) £€n —
8n4e] r P 8nce; T,
a
2 r
o = 2 dn 2
1 a

Ul = $7376355%x106-11)

-9,2
25(18.528x107"7) Zn

% = 93.025%x10°6 3

y para la energia en el dieléctrico 2 tendremos

r, p2m 100
U, = A2 dz d6 dp
81‘!282 p
) rb 0 0
2 e
Uy = 2 100(2m) do
8n<e2 - P

b

) rc 2%
= - A 100 ap 92
TCEp ra 0 p

2 ) rc
(100) (27) £&n —
817232 rb
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_2502 , le
2" TTEZ rb

x 10-9)2
u, = 22018.528 X 10 ) gy 2 = 48,138 x 1076 3
7(6.1065 x 101)

u_=1.1116 x 1074 3

Este resultado se puede verificar aplicandoc la expresidn (2,16)

oV

ac
2

y del inciso g de este ejemplo tenemos

-7
v = 18:228%70  [120) _ 4 4996 1074 3

PROBLEMNAS

2.1 El potencial de una cierta esfera conductora aislada en el
aire es 2 x 10% Vv cuando la carga que posee es 0.2 pC . Cal-

cule la capacitancia y el radio de la esfera.

2.2 Para el arreglo de capacitores mostrado, calcule el capaci-

tor equivalente entre los pares de puntos siguientes

a) ayb
b) by £
c} cy d
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. Cz' C1 =Cz = 4 UF
Ci3 = Cy =Cs = 2 UF
p— Cg¢ = C7 = 8 UF
Ct
—4

Figura P2.2

i

L]
n

2.3 5Se sabe gque, en el arreglo de capacitores de la figura P2.3,

el capacitor (C, peosee una carga almacenada Q4 = 43.2 uC , en

tonces calcule:

a) L.a diferencia de potencial que aparece en las terminales de

cada capacitor,.

b) La carga almacenada en cada uno de los caéacitores restantes.,
¢) La energia almacenada en cada capacitor.

d) La diferencia de potencial Vad

e) La carga y la energia almacenada en el capacitor equivalente.

de
o Cy—— Cy = 12 uF
b
Cz = 4 ufF
Cy Cj Cy Ca = 2 WF
Cy = & uF
C
| Cg—= Cs = 9 UF
d e—

(

Figura P2.3
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2.4 En un cierto dispositivo el&ctrico con problemas, se ha de-
tectado la necesidad de sustituir los capacitores por otros cu-
yos valores aproximados son: 8.3 WF a 30 V méximo y 27.2 wF

a 55 V maximo.

Con base en la tabla P2.4 que contiene algunos valores de capaci
tores comerciales y sus costos estimados, encuentre la combina-

cidén dptima en cada caso. Para simplificar no considere la tole

rancia.
—_——— : = —
Valores en Costo estimado segln su voltaje maximo
uFE 25 v 50 v 100 v
0.1 $§ 5.00 $ 7.00 $ 10.00
1 5.00 7.00 10.00
5 5.00 10.00 15.00
10 6.00 10.00 20.00
25 6€.00 55.00 25.00
40 €.00 15.00 25,00
50 8.00 18.00 - 35.00
100 10.00 20.00 ‘ 40.00

TABLA P2.4

2.5 Se sabe que el aire se ioniza con una intensidad de campo

eléctrico ERa = 3 x 1068 % ; obtenga la carga maxima que se pue
de almacenar en una esfera de 15 ¢m de radio y la densidad super
ficial de carga midxima. Repita el cidlculo para una esfera de

30 cm de radio y compare las densidades superficiales mdximas.

2.6 Desprecie el efecto de los bordes y calcule la diferencia

de potencial ny necesaria para ionizar el aire entre un par de
placas planas conductoras y paralelas, separadas en el primer ca-
so 0.25 mm Yy en el segqundo 0.5.mm. Calcule también la densi-

dad superficial de carga méxima para cada caso y compidrela con la

obtenida en el problema 2.5.



176

2.7 Para una configuracién de placas planas con un dieléctrico

entre ellas, como se muestra en la figura P2.7, la permitividad

relativa o constante dieléctrica es Kg = 4 , y su campo eléctri-
v . . .

co de ruptura es Ep = 8 x 10% o " Si se le aplica una diferen-

cia de potencial Vab = 120 v , calcule:

a) La densidad superficial de carga libre o .

b) La densidad superficial de carga inducida en el dieléctrico

c) La permitividad &£ del material y la susceptibilidad eléctri

ca X, -

a) La energia almacenada en el arreglo y la densidad de energia

en el dieléctrico.

e) {Hasta qué valor se puede aumentar Vab sin gue se dane el
dieléctrico?

a

_____ e

77
d=0.5 m / /
—— ///////

b

Figura P2.7

2.8 Se désean comparar las dimensiones de tres tipos de capacito
res con igual capacitancia; dichos capacitores se construyen usan
do el mismo dieléctrico de permitividad e = 3.54 x 10711 c2Z/(N+m?)
y de espesor igual a 0.2 mm. Para un capacitor de 20 nF calcule

las dimensiones siguientes:

a) El 3rea necesaria si el capacitor se construye con un par de

pPlacas planas.

b) La magnitud de los radios si el capacitor es esférico.
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¢) La magnitud de los radios si el capacitor es cilindrico y de

20 cm de longitud. . [

2.9 1Indique a.cudl de los dieléctricos mencionados en la tabla
P2.9 se le puede aplicar mayor diferencia de potencial, si cada
dieléctrico se coloca separando un par de placas planas paralelas.

Con base en los resultados obtenldos, si se requ1ere un dlelectr1

co gque soporte una diferencia de potencial de 1400 V con un 20%

de seguridad, indique culdl escogeria y explique la razdn.

Dieléctrico Ke Eq [}V/mm] espesor Costo su-
Dmﬂ puesto por
cada m
[ = —
Papel 3.6
Baguelita 8 16 0.o8 30.00
Polietileno 2.3 40 0.06 20.00
Poliestireno 2.6 20 0.07 25.00
Mica 5.2 50 0.05 40.00

TABLA DE DIELECTRICOS P2.9

2.10 Suponga que se desean aislar dos placas planas cargadas con

densidades superficiales de carga iguales y opuestas ¢ = * 300 H%
m

Seleccione de la tabla de dieléctricos el mas adecuado si se de-

sea un margen de seguridad del 10%. Explique su seleccidn.

2.11 Use la tabla de dieléctricos P2.9 para disehar los capacito
res planos que se indican. Calcule ademis el Area necesaria para
obtener las capacitancias deseadas con el dielé@ctrico selecciona-f

do.

a) Capacitor gque funcione a 1000 V mdximo y tenga una capacitan-

cia de 40 nF .
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b) Capacitor gque funcione a 2000 V md3ximo y tenga una capacitan-

cia de 80 nF ,

2.12 Con los datos de la tabla de dielé&ctricos P2.9, obtenga la
capacitancia y el voltaje midximo que soporta el arreglo de la fi

gura.

60 cm

0.3 mm
0.2 mm
20 cm ' .
polietileno b baquelita

Figura P2.12

2.13 Si al arreglo del problema anterior se le aplica una dife-

rencia de potencial Vap = -400 V , en cada dieléctrico calcule:

a) El vector intensidad de campo eléctrico.

1

b} El vector polarizacidn.

c) El vector desplazamiento eléctrico.

d) La densidad de energia.

2.14 Un cable coaxial se compone normalmente de un alambre con-
ductor cubierteo con.un material aislante; sobre &ste Ultimo se

coleoca una malla conductora gue a su vez se cubre con un segundo

aislamiento.
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Para el cable coaxial de la figura P2.14 calcule:

a) La capacitancia por metro de longitud.

b} La diferencia de potencial mdxima que se puede aplicar a los

conductores.

c)—La energia eléctrica que almacena el cable, por metro de lon-

gitud, cuando se le aplica una diferencia de potencial

v = 120 Vv .
Xy
— kv‘ —
ER1 = 10 o a = 1 mm
~ kv
ER2 = 6 p— b = 3 mm
= 2.5

S04 ()

Figura P2.14

2.15 Calcule la capacitancia por metro de longitud de un cable
diiplex, como el de la figura P2,15; considere gue la permitividad
relativa del material entre los alambres es Kg = 2,4 . Aprove-

che parte de los cdlculos realizados en el problema 1.17,

5

Figura P2.15



CAPITULO 3 CORRIENTE, RESISTENCIA Y FUERZA ELECTROMOTRIZ

INTRODUCCION

En los dos temas anteriores se han analizado efectos electrost&-
ticos, es decir, que involucran exclusivamente cargas en reposo.
En éste iniciaremos el estudio de los fendémenos que involucran

cargas en movimiento.

El estudio de los efectos producidos por cargas en movimiento se
inicié cuando Alessandro Volta (1745-1827) construyd la primera
pila voltadlca; tal dispositivo es capaz de producir movimiento
constante de caréa a través de conductgres. Este hecho es el ini

cio de una gran cantidad de descubrimientos realizados en el si-

glo XIX.

En este capitulo hablaremos del movimiento de carga a través de
s6lidos, de la propiedad llamada resistencia y de la ley de Ohm;
presentaremos el elemento conocido como resistor y calcularemos
la energia eléctrica que se transforma en calor por unidad de
tiempo mediante la ley de Joule. Dada la importancia de las cel
das quimicas, al final del tema comentaremos brevemente los'prig

cipios del funcionamiento de é&stas.

3.1 MOVIMIENTO DE CARGA A TRAVES DE CONDUCTORES Y DENSIDAD DE
CORRIENTE

Como va hemds mencionado, la existencia de un campo eléctrico en
el interior de un conductor provoca el movimiento de los portado-
res de carga libres de &ste. En general, dichos portadores se

pueden mover bajo la accifn de un campo eléctrico no uniforme, en

un espacio tridimensional, y la fuerza eléctrica que actiia socbre
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cada portador se puede obtener de la relacidn ‘
+ -+
F, = qE (3.1)
=
donde gq es la carga de cada portador y E es el campo eléctri-
co gue actfia sobre €l en la posicibén que ocupa. Al observar la
ecuacién (3.1), esperamos que tal fuerza produzca una aceleracién
_.a_la partfcula; sin embargo, esto sSlo ocurre cuando la particula

se desplaza en el vacfo. En las sustancias condiactoras; losTporta
dores se ven influidos por efectos té&rmicos asociados con la ener-
gfa interna de aquéllas, por fuerzas eléctricas debidas a las par-
ticulas cargédas vecinas y por la fuerza que les produce el campo

eléctrico aplicado; este iltimo efecto es, en la mayoria de los ca

sos, el menos significativo,

Aungue en realidad el movimiento de las particulas no es uniforme
‘ya gue chocan constantemente con la estructura de la sustancia de
bido a la agitacidn térmica, es posible considerar que el campo
eléctrico aplicado las desplaza a una velocidad constante, é&sta
es un promedio de la velocidad con la cual se mueven las particu-
las cargadas en la linea de accién del campo eléctrico aplicado,
y para sustancias homogéneas es directamente proporcional a di-

cho campo, entonces

-+

-
« E
vp (3.2)

La relacibén anterior se puede expresar como una igualdad, intro--

duciendo la constante de proporcionalidad requerida, por lo que

v E
v = .
p u _ (3.3)

donde u se conoce como movilidad de los portadores de carga li-

bres y para cada sustancia toma un valor caracteristico.

Como se describif en el subtema 1.10, el volumen por unidad de
tiempo gue cruza una superficie cualquiera A se obtiene evalua['

do el flujo del campo de velocidad 3p con la expresifn

¢y = JI Vp *+ dA (3.4)
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por lo que la cantidad de carga neta que cruza esa superficie por

o, = J] L vp +dA (3.5)

donde p; es la densidad de portédo;es de carga libres por uni-

unidad de tiempo es:

dad de volumen y se obtiene conociendo el nfimero de portadores
por unidad de volumen en el material (n) y la carga de cada uno
de ellos (g), entonces

Py, = ng (3.6)
..’. -

La velocidad promedio Vo podria ser obtenida sumando vectorial-

mente la velocidad de cada portador en un instante, para un volu-

men dado, y dividiendo este resultado entre el nlimero de portado-

res en dicho volumen (N)

<4

(3.7)

I~

M&s adelante analizaremos un método mis préctico de obtener esta
velocidad promedio.

-
A la expresibn Py, Vp Sse le conoce como densidad de corriente y

-

se representa con la letra J , entonces

-+ e
v nqv
L 'p Vp

{3.8)

sus unidades en el SI son

o), -

3la
wig
O

pero

®nin

ampere = A



.cuando son negativos.
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por lo gque ‘

[J]u - ;’; (3.9)

Debemos observar en la ecuacién (3.8), gque la direccidén del vec-
-

tor densidad de corriente J es la direcciébn de la velocidad

-
promedio v cuando los portadores son positivos y es contraria

- -
¢j = [[ J « dA (3.10)

-5
Cuando evaluamos el flujo del campo vectorial J a través de una

De la ecuacién (1.49)

superficie cualquiera A obtendremos la carga neta que cruza en
la unidad de tiempo la superficie escogida. En general, si esta
cantidad de carga varia en cada instante, se cumple

im A 2 (3.11)

¥y T at+o Bt C at

donde Aq es la carga gue cruza la superficie en el intervalo At.

3.2 CORRIENTE ELECTRICA

Comparando las ecuaciones (3.10) y (3.11) obtenemos las igualda-
des siguieptes

+ -+
-_ - = -dﬂ
4 ” 5.an=5 [a] (3.12)
Hist6ricamente la magnitud escalar ¢j Se conoce como corriente
eléctrica y se representa con la letra i , por lo que
L= o, [a] (3.13)

cuando la corriente eléctrica a través de una superficie es un
ampene (A), se debe entender que a través de dicha superficie cru
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za un coufomb de carga neta cada segundo, sin importar si el vec
-
tor .densidad de corriente J es constante o no en tal superficie.

Debemos notar también en la ecuacibén (3.12) que el valor de la co

rriente 1 puede ser positivo o negativo, dependiendo de las di-
-

recciones relativas del vector densidad de corriente J y el vec
-

tor diferencial de superficie dA , como se muestra en la figura
3.1.

(a) J (b)

PIGURA 3.1. Diversas posibilidades de movimiento de portadores a

-+
través de la superficie dA . (a) Corriente eléctrica positiva,

(b} corriente eléctrica negativa.

Existen diversos criterios para clasificar la corriente eléctrica,
el m&s comfin considera su comportamiento con respecto al tiempo.
Con base en é&ste distinguiremos los tres tipos de corriente si-
guientes

Corriente eléctrica continua (cc)
Corriente eléctrica alterna (ca) :

Corriente elé&ctrica directa {cd)
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Una corriente el&ctrica es continua en el intervalo 0 < t < t,
cuando su magnitud y signo no varian con respecto al tiempo en dil
cho intervalo. Graficamente se representa como se indica en la
figura 3.2.

1
I
|
1
'
i
1

!
]
|
|
[
1
1
|
4
i

i

\

i

|

|

'

!

|

|

-
t
M
1]
[ -

FIGURA 3.2. Representacidn grafica de una corriente.continua en

el intervalo 0 < t < t; .

A una corriente eléctrica que varia su magnitud y signo con res-
pecto al tiempo, en el intervalo considerado, se le llama corrien
te alterna. Las graficas de la figura 3.3 representan algunos
ejemplos de este tipo de corriente.

. i 1

l !
T

—

A - d
VA
(a) (b) | (c)
FIGURA 3.3l Representacidn gradfica de algunos ejemplos de co- ‘

rriente alterna: (a) periddica, (b) aleatoria y (c) transitoria.!
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Una corriente eléctrica directa es aquella gue en el intervalo de

interés varifia su magnitud pero no su signo, como se muestra en

las grédficas de la figura 3.4.

i

[— t - ot - t
T !

(a) (b) (c)

FIGURA 3.4. Representacidn grafica de algunos ejemplos de co-

rriente directa: (a) periddica, (b) aleatoria y (c) transitoria.

Otra expresibn para obtener la corriente el&ctrica se encuentra

sustituyendo la ecuacién (3.8) en la (3.12), entonces

.
il
——
o]
te]

< v
el

ol

>4

.
I

ng H 39 . dn (3.14)

>
en el caso particular en que vVp Do varfa a través de la superfi -

cie considerada, la ecuacidn (3.14) se reduce a

i= ngv., A cos 8 (3.15)

. -+ -+
donde & es el &ngulo gque forma v, con a .,
Compruebe que la velocidad promedio de los electrones libres de
un alambre conductor de‘qobre, por el cual circula 1 A es

Ve = 4.45 #%% cuando el drea de la seccifn transversal del alam
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bre es 1 mm?2 ., Considere un electrén libre por cada &tomo de

Cu , por lo que

donde

densidad del cobre

)
I

8.9 g/cm?

Etomos

6.023 x1023
mol

=2
°
]

nimero de Avogadro

M = masa atémica = 63.54 g/mol

3.3 PRINCIPIO DE CONSERYACION DE LA CARGA

Se ha demostrado experimentalmente gue la carga eléctrica en un-
sistema aislado se conserva, por lo que si evaluamos el flujo del
vector densidad de corriente J a través de una superficie cerra
da, obtenemos

-
¢.=%3-dA=g—%=-g% (3.16)

donde g es la carga neta que cruza la superficie considerada ha
cia afuera y @ es la carga contenida en el volumen encerrado por
tal superficie; la aparicién del signo negativo se demuestra de
la forma éiguiente

Qi{t) = 0, - q(t) ' (3.17)

donde Q, es la carga inicilal encerrada.

Al derivar la ecuacifn 3.17 obtenemos la relaciédn deseada

_a
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Como la carga eléctrica se conserva, si una cierta cantidad de
carga neta cruza la superficie hacia afuera, en esa misma cantidad

debe disminuir la carga contenida en dicha superficie.

Como Q puede estar distribuida en el volumen considerado, enton

0 = “T pdvV (3.19)

por lo que en general la ecuacién (3.16) se expresa

+ +——£ .
%J + dA = It ij pdVv (3.20)

A esta ecuacifn se le conoce como principio de conservacién de la

ces

carga.

Es posible también expresar la ecuacién (3,20) en forma diferen-
cial aplicando el teorema de Gauss o de la divergencia, ecuacidn

->
(1.74), al campo vectorial J , entonces

%3 . da = Il”b' . T av (3.21)

De (3.20) y (3.21)

[[[7 50 ==& [[]sar -

- -+ p i
V'J=—-3-E (3.23)

es decir

Q2

-

donde se ha introducido el simbolo de derivada parcial, dado que
en general p es una funcibn no s6lo del tiempo sino también de

la posicién.

3.4 LEY DE OHM

Para simplificar limitaremos nuestro estudioc del movimiento de

carga a través de la materia a s6lidos homogéneos y valores de
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campo eléctrico tales que se cumpla la relacién (3.3), ya gque tal

relacifn no es vilida para campos eléctricos intensos.

Recordemos las ecuaciones (3.3) y (3.8)

v E
V. =
p

>

-
J = ngv

P

si sustituimos la primera ecuacién en la segunda obtenemos

-5

-
- J=ng pu E : (3.24)

Para los materiales en estudio, la cantidad ngqe es una constan-
te llamada conductividad y'es-representada por la letra griega

¢ , es decir
g = ngp (3.25)

sus unidades son

como

-
Jd = oBE (3-26)

Ecuacibén conocida como expresibn vectorial de la ley de Ohm, en
honor del fisico alemi&n Georg Simon Ohm {1789-1854).

Algunas veces se usa el reciproco de la conductividad o , al
que se le conoce como resistividad y se representa con la letra

griega p , entonces

1 Vemnm
p "; ‘ [ ] ) (3.27)
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Y la expresibén vectorial de la ley de Ohm se escribe en forma

equivalente como

-+ -> rV
E = pJ L_.] (3.28)

m
A continuacibn analizaremos una aplicacién muy frecuente de esta

ley.

Cuando se conectan las terminales de un alambre conductor a una
diferencia de potencial, se produce en el interior de éste un cam
po eléctrico, y la existencia del campo provoca a su vez una co-
rriente el&ctrica a través de cualquier seccifn transversal del
alambre.

Antes de continuar debemos notar gue la situacién gue se describe
no es electrostitica, va que se tiene un flujo constante de carga
de una terminal.a otra, mientras se mantenga aplicada la diferen-
cia de potencial *Vab . La razbn es que &sta Gltima mantiene un

campo eléctrico E en el interior del alambre conductor. En es-
te caso los portadores de carga libres son electrones gue se mue-
ven a lo largo del alambre de la terminal negativa hacia la termi
nal positiva. La direccién del campo eléctrico (o de la densidad
de corriente) coincide con la forma del alambre y para un segmen-
to cualgquiera de &ste apunta hacia su parte mis negativa, como se

muestra en la figura 3.5.

+ s R -0 _ -0 w
"'I é 13 + JI c? > E é A = constante
£ _‘.]... C? IE . é//
é—e___‘_‘_@ EI@IE
. B $
~ 57 o T

/

>0
o O o °f -
Elé})o lj 3 k;}’p/ electron libre

FIGURA 3.5. Conductor de seccidn transversal circular de drea A
y longitud total L al cual se le aplica una diferencia de poten
cial V., - También se muestran los electrones libres moviéndose

->
con una velocidad promedio VP .
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Ya que el 4rea de la seccibn transversal del alambre es constante

y el conductor es homogéneo, la ecuacién (3.12) se reduce a ‘

i1=2JA (3.29)
y de la ecuacién (1.103) obtenemos
v
_ ab
E=— (3.-30)—
Al combinar estas (ltimas.ecuaciones con la expresién (3.28)
XEE = 5 X
i PR
o también
=, L
Vab =p 7z 1 (3.31)
L

Podemos simplificar la ecuacibn (3.31) llamando al factor = re

sistencia eléctrica y representdndolo con la letra R , entonces

(3.32)

al sustituir (3.32) en (3.31) obtenemos gque

vab = Ri (3.33)

Aunque la ecuacifn anterior es un caso particular de la expresibn
(3.26) llamada expresibn vectorial de la ley de Ohm, histéricamen
te se obtuvo primero y se le llamé ley de Ohm, a lo largo de esta

obra conservaremos esta denominacién.
De la ecuacibn (3.33) observamos gque

v
2k [VJ (3.34)

En el SI a la unidad de resistencia eléctrica se le llama ohm, en-

tonces
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_ wvolt _ _
[R]u = ampere _ ohm = @
Cuando al conectar un sblido homogéneo a una diferencia de poten-
cial de un volt circula un ampere de corriente, sy resistencia

eléctrica es de .un ohm. :

t

3.5 CONDUCCION DE CARGA A TRAVES DE SOLIDOS HOMOGENEOS

Dado gue los &tomos de un s6lido estd&n fijos en la estructura del
material, el flujo de carga o conduccibén a través de ellos es de-
bido a electrones libres. Es por ello que el sélido conduce,

siempre y cuando existan electrones libres.

Haremos uso de algunos resultados de la mecinica cuintica para
describir el comportamiento de los electrones de un s8lido.

La eﬁergia que puede poseer un electr6n estd cuantizada {(toma va-
lores discretos); a este conjunto de valores de energia se les de
nomina niveles energéticos del electrén o bandas, €stas esti&n se-
paradas debido a que existen rangos de valores de energié gue el
electr6n no puede poseer; a tales rangos se les denomina zonas

prohibidas.

En el esguema de la figura 3.6 se muestran las bandas mencionadas,

separadas en dos grupos llamados bandas de conduccién y bandas de

valencia.
P bandas de
Energia conducecidn
, del

electron zona prohibida
—_—
—_— bandas de
— valencia
-_—

%lmﬂxén

FPIGURA 3.6. Representacidn esquemdtica de las bandas de energia

para los electrones de un dtomo.
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[l

Las bandas de valencia representan los niveles de energia que po-
seen los electrones de los &tomos o moléculas cuando el material
no recibe energfa externa. Las bandas de conduccibn representan
los niveles energéticos que puede poseer un electrdn cuando re-
cibe energfa adicional. La zona prohibida central, en términos

de energia, representa la necesaria para que los electrones de la
banda de valencia de mayor energfia (exteriores), pasen a la banda

de conduccién de menor energia,

La representacibén de un metal, segfin esta teoria de bandas de
energfa, es la que se indica en la figura 3.7, en la gue como

ejemplo se ha representado el cobre (Cu).

©

Energia
del das g \.
electrdn bandas de
conduccidn o

bandas de
valencia

I

®
e
&
@

09,0 o

@,® @ ;@

@ .@“

{a)

PIGURA 3.7. Representacidn esquematica de las bandas de energia

{a) y de la estructura .cristalina para el cobre {(b).

Seglin se observa en la figura 3.7, las bandas estén traslapadas,
esto se debe a que el enlace metilico que existe entre los &tomos
implica la existencia de electrones libres (electrones en las ban

das de conduccién) .,

Los electrones exteriores de los atomos de los metales son compar
tidos con los &tomos vecinos, lo que da la rigidez a su estructu-

ra cristalina.

Por lo anterior,. no se requliere energfa para liberar estos elec-
trones de la influencia del nficleo, pues aun la aplicacién de un
campo eléctrico pequefio a estos materiales produce corrientes eléc

tricas.
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En los materiales semiconductores, se requiere una cantidad peque
ha de energfia para transferir un electrén de la banda de valencia
de mayor energia a la banda de conduccibén de menor energia. En

la figura 3.8 se muestra el esquema correspondiente al silicio

e QOO E®

~0 8\@

| DO E)
bandas de electrén@ ) .

(81) ecristalizado.

e 0

&)
J
e
g
@
J
e

D)
conduccidén liberado @
Energia —_ Bl @ @
del —_-1.leV ! zona prohibida
- bandas de @ ) @ @
electrdn valencia ,.
: PLrldlI@lo

e
”~

hueco dejado
por el electrdn

b

St

(a)

FIGURA 3.8. Representacidén esquemdtica de las bandas de energia

{a) y la estructura cristalina para el silicio (b}).

Como el silicio posee cuatro electrones en su filtima 6rbita, en
un cristal de silicio cada &tomo comparte sus cuatro electrones
en enlaces covalentes con sus cuatro vecinos més préximos. A tem
peraturas cercanas al cero absoluto, todos los enlaces covalentes
estln completos (excepto en la superficie) y el cristal no condu-
ce. A temperatura ambienie, la energia gue recibe el material en
forma de calor es suficiente para excitar algunos electrones y
pasarlos a la banda de conduccién mis préxima, es decir, los libe
ra del enlace covalente que los mantiene unidos a la estructura,
y los convierte en electrones libres; por ello la cantidad de
electrones libres en el cristal depende de la energia que se le

suministre al mismo.

En los aislantes, la energia necesaria para que un electrén de va
lencia pase a la banda de conduccifn més préxima es grande, por

lo que a temperatura ambiente es muy diffcil la conduccién de car
ga a través de ellos, a menos que se rompa su rigidez dieléctrica.
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La figura 3.9 muestra el caso del carbono (C) cristalizado (dia~
mante). Aunque los cristales de carbono tienen la misma estructu

ra que los de gilicio, su diferencia fundamental estriba en el

ancho de la zona prohibida. .

En los aislantes cristalinos o amorfos, las impurezas {(&tomos de
otros elementos) contribuyen a la existencia de electrones libres;

también en los aislantes cristalinos las imperfecciones en la_ es-

tructura afectan el nimero de electrones libres.

—_— f bandas de @ @
— | conduccidn
m— G lBla
Energla zona prohibida

del 7 eV

)
O
= - L
— %@

n

bandas de @ @
1 valencia

(a) (b)

FIGURA 3.9. Representacidén esquemdtica de las bandas de energila

(a) y la estructura cristalina del carbono (b}.

3.6 EFECTO DE LA VARIACION DE LA TEMPERATURA EN LA RESISTIVIDAD
Hasta este momento sabemos que la resistividad se obtiene por me-

dio de la ecuaciétn (3.27)

":%:nq% {2 « n] (3.35)

En los metales, el efecto de la temperatura se refleja fundamen-
talmente como un decremento en la movilidad u de los electrones.
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La energfia en forma de calor gque recibe el metal se traduce, desde
el punto de vista macroscbdpico, en un incremento de temperatura
Y, desde el microscbpico, en un incremento de la energfa cinética
de las particulas que lo constituyen.

)
El movimiento de los electrones libres en el cristal es completa-
mente aleatorio, ya gue chocan constantemente con la estructura
del metal, como se indica en la figura 3.10 (a); cuando se le
aplica un campo eléctrico, dichos electrones conservan el movi-
miento aleatorio mencionado, al cual se sobrepone el efecto menos
significativo debido al campo aplicado, como se muestra.en la fi-

gura 3.10 (b).

desplazamiento
7
neto
(a) (b)
FIGUORA 3.10. {a) Movimiento de un electrdn en un cristal conduc-
tor o semiconductor sin campo eléctrico aplicado, (b) con campo

eléctrico aplicado.

’

Al aumentar la temperatura, aumenta también la probabilidad de
gue los electores choguen con la estructura y se reduzca asf la

movilidad.

Se concluye por lo expuesto que la resistividad de los metales

aumenta al aumentar la temperatura.

La figura 3.11 muestra la curva de variacidn de la resistividad

con respecto a la temperatura para el cobre.
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T [°c]

7200 - 200 400 600 800 1000

FIGORA 3.11. Curva de resistividad del cobre en funcién de 1la

temperatura.

Para diversos metales el comportamiento de la resistividad es se-
mejante. Estas funciones pueden ser representadas mediante la se

rie de potencias siguiente
p = p, + aT + bT2 + ¢T3 + .. (3.36)

donde el ntGmerc de té€rminos empleados depende de la aproximacién
requerida, y los valores de las constantes dependerédn del metal

selecciconado.

Para las temperaturas de interé&s, en la mayoria de los problemas
en ingenieria de =-50°C a 400°C aproximadameﬁte, la funcién de re
sistividad'dé los metales y sus aleaciones tiene unbcomportamien—
to, aproximadamente, lineal. Por ello podemos aproximar la fun-
cibn, para el rango de temperaturas mencionado, mediante una rec-

ta, reduciendo la ecuacibn (3.36) a
p = p, + aT (3.37)
la cual puede ser expresada como

P = pe (1 +'—a"T)
LY
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a la relacibn 2 se le conoce como coeficiente de variacidén de
o r

la resistividad con la temperatura para cero °C y se representa

con la letra griega «, , entonces

b= po(l + a, T) (3.38)

En general a una temperatura Ty , Oy = — ¥ sus unidades

son:

1 om—1
o = = °C
(o], = =

Usualmente se conocen la resistividad y el coeficiente o de los
materiales a temperatura ambiente, por lo que para emplear (3.38)
es necesario calcular primero ¢, ¥ pe . Se deja al lector de-
mostrar que dada «; a una temperatura T; , «, se puede obte

ner mediante la relacién siguiente

_ 1
%o S (T/an - 5 (3.39)

Por la ecuacibn (3,38) sabemos gue las resistividades a las tempe

raturas T; y T, se obtienen como
p1 = po(l + a, Tl)
P2 = Pl + a, Ty) (3.40)

El cociente de las ecuaciones anteriores resulta

P2 1 +a, Tp

pl_l+0‘oTl

finalmente
l -+ G o T:)_ ‘
P2 = PYIT ¥ o To (3.41)

O bien en términos de «a;

P2 = .M [1 + o (T - Tl)]
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expresifn que se puede obtener sustituyendo el valor de a, , de

la ecuaci6tn (3.39), en la ecuacibn (3.41).

La tabla 3.1 muestra los valores de resistividad y del coeficien-

te ¢ para algunos metales y aleaciones.

m—:
RESISTIVIDAD DE ALGUNOS METALES Y ALEACIONES
| ——— — ——— e |
Metal o aleacién Resistividad Coeficiente «
a 20° cC a 20° cC
@ +m x 10-8 °c-1 x 1p0-3
Ag Plata 1.63 3.9
Cu Cobre 1.72 3.9
Au Oro 2.22 3.8
Al Aluminio 2.83 4.1
W Tungsteno 5.50 4.6
Ni Niquel . 7.70 6.5
Fe Hierro 9.80 6.3
4% Ni, 12% Mn, B4% Cu (Manganina) 47 0.01
45% Ni, 55% Cu (Constant&n) 48 0.01
60% Ni, 15% Cr, 25% Fe (Nicr&mel) 108 ¢.16
TABLA 3.1

Con ayuda de la tabla 3.1, compruebe que la resistividad del co-
bre a 55°C es p = 1.95 x 108 @q «m

A temperaturas cercanas al cero absoluto, la conductividad ¢ de
algunos metales y aleaciones se incrementa de tal manera que su
valor tiende a infinito (p =+ 0), a este fenfmeno se le conoce

como superconductividad.
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En algunos casos, como en el del cobre, la conductividad no tien

de a infinito debido a imperfecciones en su estructura cristali-

na.

La tabla 3.2 muestra valores de resistividad para alguncs semicon

-

ductores.

m
RESISTIVIDAD DE LOS SEMICONDUCTORES USUALES
Semiconductor Resistividad a 20°C

]l - m
C Carbono 35,7 x 10°*
Ge Germanio 45,4
Si Silicio 62.5 x 103

TABLA 3.2

Al incrementar la temperatura de un semiconductor, como ya se ha
explicado, se incrementa el nfimero de electrones libres por uni-
dad de volumen n ; tal aumento es miAs importante que la dismi-
nucién de la movilidad, lo que da por resultado un decremento en
la resistividad del semiconductor y en consecuencia ¢ toma va-

lores negativos.

Dado que el comportamiento de la resistividad de un semiconductor,
al variar la temperatura, es altamente no lineal, no es posible
considerar una « constante para un rango amplio de temperaturas

como ocurre en los metales.

En la tabla 3.3 se presentan valores aproximados de la resistivi-

dad de algunos aislantes.
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RESISTIVIDAD APROXIMADA DE ALGUNOS AISLANTES A  20° C ‘
—— e

Aislante Resistividad Q - m
Agua destilada 10t
Parafina 107 —
Baquelita 10°
vidrio 1012
Mica 1013
Teflédn . 1014
Hule duro 1015
Cuarzo 1017

TABLA 3.3 .

En los aislantes la conduccién se presenta adicionalmente por un
efecto, no tratado aqui, llamado difusién de iones a través de s
lidos; sin embargo, su estudio rebasa la intencién de este traba-

jo.

El comportamiento tipico de los aislantes es semejante al del vi-
drio, el cual, al incrementar su temperatura, disminuye sSu resis-
tividad en forma no lineal. Con objeto de dar idea de cuidl puede
ser esa variacifn, mencionaremos el caso de una cierta muestra de
vidrio donde p = 10!'® 9 - m a 20°C y a 700°C disminuye has
ta p = 108 Qs m, '

3.7 LEY DE JOULE

Los electrones libres de los s6lidos, al desplazarse por efecto
del campo eléctrico aplicado, ganan energfa cinética, que es trans
mitida a la estructura del material al chocar &stos con ella. Es-
te intercambio de energfa entre los electrones, acelerados por el
campo eléctrico y los &tomos que la reciben por choque, da por re
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sultado un incremento de la temperatura del material, y comgo con-

secuencia de &ste, la resistividad del material varia,.

El estado estable se obtiene cuando el material transfiere a su
ambiente una cantidad de energfia en forma de calor por segundo,
igual a la energia eléctrica que recibe, manteniéndose asi la tem

peratura constante.

Obtendremos a continuacifn la expresifn que permite evaluar la
energia elé&ctrica transformada en calor por segundo y por unidad

de volumen en un material de resistividad p .

Consideremos el s6lido mostrade en la figura 3.12 al cual se le
aplica un campo eléctrico, para simplificar, perpendicular a ‘una

de sus caras, como se indica

ISP

superficie @__\. /J— _______
~

Vi ’

superficie (:)

[ AL V2

AL

FIGURA 3.12. Sdlido homogéneo con un campo eléctrico aplicado.

De la definicién de diferencia de potencial, tenemos que la ener-
gia que se transforma en calor (AU) al trasladar una carga Aq
de la cara (:) a la cara (:) del material sblido en forma de para
lelepipedo mostrado en la figura 3.12 es

AU = V,, Ag (3.42)

como

V12 = EAL
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La expresién (3.42) se transforma en

AU = EALAg (3.43)

y la energia que se transforma en calor por unidad de volumen se

obtiene como

AU

iv = bu =

Aq (3.44)

=8
s

en la cual

AV = AAAL

donde AA = &rea y AL = longitud, (ver figura 3.12) por lo que
la energia por unidad de volumen gue se transforma en calor cada
unidad de tiempo o potencia elé&ctrica por unidad de volumen es

’ du _ E A9
5t AR Bt (3.45)
en el limite, cuando At - 0 obtenemos
du . Edg _ E
dt T FAdt A * (3.46)

como para el caso analizado

i
22 = Y
entonces
du
T EJ

usando la expresidn vectorial de la ley de Ohm

du J
= EJ = J2 = g g2 (3.47)
dt e [m5 . s}
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pero

d - watt = W
}=3
entonces
W
o] -
I: 5 m

En muchos casos se desea obtener la energia total transformada en
calor en un s6lido de dimensiones conocidas. El procedimiento
gue se ha de seguir es integrar en todo el volumen, como se mues

tra a continuacidn.

La energia total transformada estar8 dada por

t1=jjjumf (3.48)

-

derivando ambos miembros de la ecuacifn anterior con respecto al

e ffre oo

8i sustituimos la relacidn (3.47) en la (3.49)

e |]] oot - J”"Ez@v (3.50

Un caso muy frecuente en ingenierfa es el de un sblido de longi-

-,
tud L vy &rea de seccifn transversal A , en el cual o , J ¥y
a3

tiempo obtenemos

ol

‘LI

E son constantes en tode su volumen. S5i este es el caso, la
ecuacidn (3.50) se reduce a

g_[é = pJ? JJJ‘dV = pJ2v . (3.51)

como

[N
3]

<
fl

AL y J% =

b
[N
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au = 2 = _p..I..'. { 2
. usando la ecuacibn (3.32)
au _ _ .,
-a? =-Ri [W] (3.53)

Esta_expresibn es _conocida como-_ley de-Joule—en-honor-al—ffsico—
inglés James Prescott Joule (1818-1889) y representa la energia
eléctrica que se transforma en calor por segundo en un dispositi-

vo de resistencia R por el cual circula una corriente 1i .

En un resistor puro, toda la energia elédctrica que recibe en un
segundo (potencia eléctrica) se transforma en calor, y podemos ex
presar la potencia eléctrica P utilizando las ecuaciones (3.33)

y (3.53) de la forma siguiente’

_4du _ .2 Lo
P=SF=RiZ =Vl = — [w] (3.54)

Compruebe que al conectar un dispositivo de resistencia R = 240 @
a una diferencia de potencial de 120 V durante 2 minutos se obtie
nen 1720.02 cal.

Recuerde que 4.186 J = 1 cal.

3.8 RESISTENCIA Y RESISTORES

La resistencia es una propiedad de 1los materiales gque de acuerdo
con su aplicacién particular serfi necesario reducir o aumentar de

valor.

A los dispositivos que se fabrican especialmente con el fin de em
plear tal propiedad se les conoce como resistores. En la figura
3.13 se muestran los simbolos mis comfinmente empleados para resis
tores.
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] i c
‘ b b
(a) (b) () (@)
FIGURA 3.13. Simbolos usados para resistores: (a} fijo, (b) wva-
riable, (c) variable de dos terminales o rebdstate y (d) variable

de tres terminales o potencidmetro.

Cuandc conectamos un resistor a una diferencia de potencial, cir

cula a través de &€l una corriente, cuyo signo generalmente depen
. -

de de la seleccibn de la direccibn del vector dA necesaria pa-

ra evaluar
-+ -+
i=¢5 = J - da
: J
Ain asi, resulta mis practico considerar el signo de la corriente

asocdado con el signo de la diferencia de potencial aplicada y
asignarle un sentido seglin dicho signo, como se muestra en la fi-

gura 3.14.

a Vab > 0 a

-+ 4 +

il i

——

- - -— ) o

b b
corriente negativa corriente positiva

FIGURA 3.14,. Sentidos de corriente asociados asignados a un re-
sistor conectado a una diferencia de potencial Vab mayor gue ce

- XQO.

Si una corriente positiva circula a través de un resistor de la
terminal a hacia b , entonces la terminal a es mis positiva

que la b , es decir, la corriente eléctrica positiva sefiala en
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la direccifn del movimiento de los portadores de carga positivos.
En esta situacibn el producto Vabi representa la energia gque
recibe un elemento por segundo, y somos congruentes con la conven
cibn que expresa que si el sistema recibe energia, esta energia

serf considerada positiva y viceversa, como se muestra en la figu

ra 3.15.

En ambos casos Vab e 1 > 0

- a Bom
1ﬁr 1
+ +
L > L <
Vébl 0 V;bl 0
b oo
(a) (b)
FPIGURA 3.15. Uso de la corriente ascociada para determinar si un
elemento recibe o cede energia. Si Vab e i > 0 , (a) el ele-

mento recibe energia; (b) cede energia.

Los resistores pueden también ser clasificados como resistores 1i
neales y no lineales., En los primeros la relacién entre la dife-
rencia de potencial aplicada v y la corriente que circula i
es lineal, es decir, R es una constante y su representacién

grifica es la mostrada en la figura 3.16.

i[a]
destruccidn
del resis- \

- i

tor/’
R~ v

V‘[V:] .

-
-

destruccidn J
del resistor

" FIGURA 3.16. Representacidn grdfica de la caracteristica de un

resistor lineal.
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Debemos notar que su comportamiento es el mismo para diferencias
de potencial positivas y negativas, esto es, el resistor lineal

no posee polaridad. Se observa también en la grifica gque existe
un valor critico del producto vi = Ri? , para el cual un resis

tor real se destruye por calentamiento excesivo.

Los resistores lineales obedecen la relacién planteada por Ohm,

ecuaciétn (3.33).

La figura 3.17 muestra la caracteristica de un cierto resistor no

lineal,

ifa] m=§af

7 Vy v[v]

FIGURA 3.17. Representacidén grdfica del comportamiento de un cie:

to resistor no lineal.

v
Observamos gue para un valor dado de va » la relacibn Ié' no

A

representa la resistencia del dispositivo en ese punto de opera-
cibn, por lo que la resistencia debe evaluarse a través de la
ecuacibén

di _ 1 (3.55)
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Existe una gran variedad de elementos o dispositivos en los cua-

les la relacién entre corriente y diferencia de potencial aplica-
dos es no lineal. Aunque muchos de ellos pueden considerarse re-
sistores no lineales, tienen nombres muy diversos, En la figura

3,18 se muestran las caracteristicas v contra i para dos ca-

sos tipicos.

L i
e Gk e e
Yi[a) i[a]
0.8 0.4{
0.6+ 0.3+
0.4 0.2¢
0.2 - 0.14
v v] _ . vlV]
| 25 50 75 100 | e 1
(a) (b)
FIGURA 3.18. Representacién grafica del comportamiento de: (a)

un foco incandescente, (b) un diodo.

En el primer caso de la figura 3.18 se muestra el simbolo y la ca
racteristica de un foco incandescente, el cual no posee polaridad;
en el segundo se muestra el simbolo y la caracteristica del dispo

sitivo llamado diodo, el cual, como se observa, si posee polari-
dad. .

Cuando la terminal b es m&s positiva que la a (v < 0), el dio
. do presenta una resistencia muy alta, por lo gque la corriente a
través de €l es aproximadamente cero. '
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3.9 RESISTORES CONECTADOS EN SERIE Y EN PARALELO

Presentaremos a continuacidn la forma de obtener el resistor equi

valente de un arreglo de resistores lineales conectados en serie

O en paralelo.

En la figura 3.19 se muestra un arreglo de dos resistores, R; vy
R, , conectados en serie a una diferencia de potencial Vac.

superficie
T . » cerrada
pamalil W 00 B
a ‘Rl LJZJ ‘Rz c

FIGURA 3.19, Resistores conectados en serie.

La relacifn que existe entre la diferencia de potencial aplicada

Yy las diferencias de potencial en cada resistor es

Vac = Vab + Vbc (3.56)

Adem&s, cada resistor obedece la ley de Ohm, por lo cual se cum-

plen las relaciones

I, = Vab

1 "—R—l- (3.57)
.. _ Vbc
Sl vy

Analizaremos con detalle la relacibn que existe entre las corrien

tes I, e I; a través de cada resistor.

Si construimos una superficie cerrada que contenga el puntoe de
unién entre los resistores (punto b) y aplicamos el principio de
conservacibn de la carga, concluiremos que si la corriente gue

sale del resistor R; a través de su terminal b , es diferen-
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te de la corriente que entra al resistor R; a través de la mis
ma terminal b , se producird una acumulacidn de carga en dicho

punto, va que la carga no se crea ni se destruye.

Como el campo eléctrico aplicado es uniforme a través de los ma-
teriales que forman los resistores, es imposible que ocurra la

acumulacidn de carga descrita, por ello necesariamente

I, =1I,=1 “ (3.58)

Al sustituir este filtimo resultado en las relaciones (3.57), obte

nemos h

Vip = R vbc = R,I (3.59)
por lo due
Voo = RiI + Ryl = (ﬁl + Ryo) I (3.60)
de donde
Vac
—— =R + R (3.61)

Como la relacifn del voltaje total aplicado (entre las terminales
a y <c¢) y la corriente total que circula es el valor del resis-

tor equivalente, concluimos que

. Req = R1 + Ry (3.62)

De manera semejante, si tenemos n resistores conectados en se-
rie

n
Reg = I R, ‘ (3,63) 1

Consideremos ahora los resistores conectados en‘pafalelo entre
los puntes a y b , mostrados en la figura 3.20.
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_— 7=~~~ superficie cerrada
a8 :----:| e e

Ill I

Rl R2
b o—

FIGURA 3.20. Resistores cénectados en paralelo.

En esta conexifén la diferencia de potencial en cada resistor es

igual a la diferencia de potencial aplicada Vab .

Entonces, las corrientes a través de cada resistor son

Vab . Vab

Il =—R—1- h I?_ = (3.64)

R
Aplicando el principio de conservacibén de la carga en el punto
donde se unen los resistores y ‘considerando los sentidos de co-

rrientes y la superficie cerrada indicados en la figura 3.20, se

cumple que
I=1; +1I, (3.65)

sustituyendo las relaciones (3.64) en la ecuacifén anterior y fac-

torizando

_ 1
I=V +.§;] (3.66)

1
ab | )
0O sea

I 1 1
—_— T o o m—— 3.67
\ } Ry R, ( )

Como la relacifn anterior representa el inverso del resistor equi
valente, se tiene

11, 1
-R——-RT'FKZ— (3.68)
€q
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En general, cuando se conectan entre un par de puntos n resisto

res en paralelo, se cumple

(3.69)

Una forma mis pr&ctica de trabajar con la ecuacidén (3.68) se ob-

tiene expresindola como

R; Ry

Req = ﬁT_¢_§; (3.70)

Si se desea obtener el resistor equivalente de un arreglo de n
»
resistores conectados en paralelo, usamos solamente la expresién

(3.70), tomando los resistores de dos en dos.

EJEMPLO 3.1

Para el arreglo de rgsistores mostrado en la figura 3.21, obtenga

el resistor equivalente entre los puntos indicados en cada inciso.
ay a y d

b) b y «c

a
( P
R, < R3 Ry = 20 Q
- r 1( ¢ ‘b R?_ = 20 Q
1 2
Rz é Ry = 50
Ry Ry, = B Q
c Re = 6 Q
' R
3 Re = 3
_ L |
4a 5 4 3

FIGURA 3.21., Arreglo de resistores,
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SOLUCION

Antes de iniciar los cilculos debemos tomar en cuenta lo siguien-

te:

1. Consideraremos que la resistencia de los alambres conductores
usados para interconectar los resistores es despreciable,

2. Basados en la consideracidn anterior, los puntoes 1, 2 y b re

presentan, eléctricamente hablando, un solo punto, lo mismo ocu-

rre con 3, 4,.-5 vy d.

3. Entre los puntos ¢ y & , los resistores Rg Y Rg estan

en paralelo.

4. Entre los puntos b y d , el sistema formado por Rg Y Rg

estd en serie con el resistor Ry .

S. Ry , Ry y el sistema formado por Ry , Rg y Rg estdn en

paralelo entre los 'puntos b y 4 .

a) El procedimiento de reduccidn se realiza como se indica en la
figura 3.22, donde se ha redibujado el circuito para facilitar la

observacidn de las conexiones.

a a a
b
é b a
b
<>R, _ _ _
. ‘L . = = = le
Ry Ry ~> Rgv“ Reze. ReB":;
d
Rs<~ Rg
[ 1 d
d d

FIGURA 3.22. Obtencidn del resistor egquivalente entre los puntos

a y d.
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Los valores intermedios de la figura se obtienen como sigue

Rel h R+ R2 -

R5 X Rg
e2 Rg + Rg

Rel * ReZ _

+
. el Rel Rez

finalmente

= R3 + R 10 Q
e

Req 3

.. R entre a y d es 10 Q
eq

b) De manera semejante, para este inciso, tenemos

R entre b y ¢ es
eq

x
- Ry Re4

R E e——
+
eq Ry Re4

donde

Ry X Ry Rs x Rg

Re4 = Ry + Ro * Rg + Rg =10+ 2=124
. . B (12) _
.o Req = >0 = 4.8 Q entre b y ¢

Debemos notar 'que en este caso el resistor Ry no interviene, ya

gque no existe ninguna trayectoria de b a ¢ gque lo contenga.
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3.10 FUENTES DE FUERZA ELECTROMOTRIZ

Definiremos fuente de fuerza electromotriz como cualguier disposi
tivo capaz de transformar algfin tipo de energia en energia eléc-

trica. En la tabla 3.4 presentamos una lista de los dispositivos
mds conocidos gue cumplen con los requerimientos de nuestra defi-

nicién de fuente de fuerza electromotriz.

m_
DISPOSITIVO TIPO DE ENERGIA TRANSFORMADA
EN ENERGIA ELECTRICA

|—————— e — ————— — — ——— ———————————————————————————————————

Celda quimica Quimica

Celda de combustible Quimica

Celda fotovoltaica Luminosa

Celda té&rmica Calor

Generador S Mecénica

Cristal piezoeléctrico Mecé&nica

TABIA 3.4

La caracteristica com{in de estos dispositivos es que, al recibir
energia en alguna de las formas mencionadas, producen una diferen
cia de potencial, histéricamente conocida como fuerza electromo-

triz (fem) y representada con la letra E .

Todas las fuentes de fem, debido a su estructura interna, poseen
clerta resistencia, que se concce como resistencia interna de la
fuente. Por ello la representacifn de una fuente de fuerza elec~-
tromotriz es la combinacifén de una fuente ideal en serie con un

resistor, como se muestra en la fiqura 3.23.
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+

+ 'E

t + r =

- r

Fuente de Resistor Fuente de
fem ideal fem real

FIGURA 3.23. Representacidn de una fuente de fuerza electromotriz,

En teorfa de circuitos, a las fuentes de fuerza electromotriz se
les conoce como fuentes de voltaje.l También se emplean otras re-
presentaciones simb6licas para distinguir los diversos tipos de
fuentes. La figura 3.24 muestra algunas de ellas.

(a) (b)

FIGURA 3.24. Representaciones usuales para las celdas quimicas

{a) vy los generadores (b).

Una fuente de fem es capaz de suministrar energia elé&ctrica a

otro dispositivo o elemento. En este subtema analizaremos lo que

ocurre al conectar un resistor de resistencia R a una fuente de

fem, mediante la conexifn mostrada en la figura 3.25,
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a

> ~
+ i
E +
r

+
- /
b

FIGURA 3.25. Resistor conectade a una fuente de fuerza electromg

triz.

Segfin hemos visto, al conectar un resistor a una diferencia de po
tencial circula a través de &€l una corriente, como se muestra en

la figura 3.25.

A través de la fuente, esta corriente circula de su terminal nega

tiva a la positiva, dado que la fuente cede energia al resistor.

'La energia eléctrica transformada en calor por segundo, en el re-
sistor R , es segfin la ley de Joule

Pop=Vis= Ri? [w] (3.71)

y en la resistencia interna r

P, = ri? W] (3.72)

La energlfa gque entrega la fuente ideal por segundo es

P = Ei [W] (3.73)

Basados en el principio de conservacifn de la energia se debe cum
plir que

P =P + P ) (3.74)
es decir

Ei = ri2 + Ri? (3.75)
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La energia gque se obtiene de la fuente de fem en un segundo o po-

tencia suministrada Py , de las ecuaciones (3.71) y (3.75), es

P, = Ei-ri?=v i [w] (3.76)

dividiendo entre 1

Vab f Val + Vlb = E - ri-= R1 {3.77)

v la corriente se puede obtener como:

i= £ [A] {(3.78)

En la ecuacifn anterior se observa que la corriente i gqueda de-
terminada por el valor de la fem de la fuente, por su resistencia
interna y por el resistor conectado exteriormente. Para una fuen
te de valores conocidos (E , r}, 1la diferencia de potencial que
aparece en sus terminales (V,,,) dependerd del valor del resis-
tor R conectado. En una fuente ideal, como su resistencia in-
terna es cero, la diferencia de potencial gue aparece en sus ter-
minales es igual al valor de la fem de la fuente, independiente-

mente de la corriente que circule y por ende, del valor de R .
Cuando r existe, si 1r << R Vi © E ysi r> R Vg, *=0

Compruebe que al conectar un resistor R = 11.5 © a una fuente
cuya fem vale E = 6 V , con resistencia interna r = 0.5 2 ,
con una conexién como la de la figura 3.25 se obtiene que:

- -

a) La corriente i1 es igual a 0.5 A .

b) La diferencia de potencial V es -0.25Vv .

ib

c¢) La diferencia de potencial Vba es -5.75V .

d) La energia suministrada por la fuente en un segundo es

Ps = 2,875 W .
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3.11 FUERZA ELECTROMOTRIZ DE LAS CELDAS QUIMICAS

Las celdas guimicas pueden ser clasificadas en las dos categorias

siguientes:
Celdas guimicas primarias

Celdas quimicas secundarias

1
Esta clasificacifn, aungue imprecisa, es suficiente para la pre-
tensién de este trabajo. \
Las celdas quimicas primarias o pilas primarias son las gque transg
forman energfa quimica en eléctrica; durante esta transformacién
ocurren procesos quimicos que no se pueden realizar en forma in-
versa en la celda.
Las celdas quimicas secundarias o pilas secundarias almacenan ener
gia eléctrica en forma quimica; el procesc de transformar la ener-
gfa quimica almacenada en energia elé&ctrica se puede invertir en
la celda, ya que si suministramos energia a la celda es posible
reenergizarla.

Describiremos brevemente el principio de operacién de estas cel-
das, el cual se basa en reacciones de oxidacifn y reduccién.

Cada celda, en general, consta de dos partes independientes entre

si, que denominaremos medias celdas o semipilas.

A su vez, cada media celda estd constituida por un conductor met§

lico (electrodo) y un’ conductor electrolftico (solucidn).

Los electrones que intervienen en los procesos de oxidacién y re-
duccién son recibidos o suministrados por el electrodo met4li-
co, por una. sustancia sbflida depositada en la superficie del elec
trodo, por un gas que burbujea y cubre la superficie del electro
do o por el soluto de la solucibén que est8 en contacto con el
électrodo.
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La funcifn de la solucifn es permitir el flujo de iones de un

electrodo a otro.

Las semipilas, casi siempre, estln unidas electroliticamente me-
diante un recipiente ¢ tabigue poroso que impide gue se mezclen
las soluciones, pero que permite el flujo de iones de un lado a

otro (ver figura 3.26).

electrodo . electrodo

solucidn 2

~

solucidn 1

. - v
media celda

FIGURA 3.26. Esquema de una celda quimica.

Las soluciones pueden estar separadas exclusivamente por su densi
dad, vy en el caso m&s simple, la divisién de la celda en semipi-
las no es apreciable, ya que la solucifn es la misma.

Describiremos el funcionamiento de cada semipila con base enla teo
ria del potencial de electrodo del fisico alemin Herman Walter
Nerst (1864-1941),

El caso m8s sencillo ocurre cuando se introduce un electrodo met§
lico en agua o en una solucibn dcida; el metal tender§ a disolver
se debido a la atraccifn gue ejercen las moléculas de la disolu-
cibn (presifn electrolitica de solucién).

Muchos de los &tomos de la superficie del electrodo met&flico ven-
cen las fuerzas de cchesifn que los mantienen unidos a la estruc-
tura del metal e ingresan a la solucién en forma de iones positi-

vos, dejando el electrode con un exceso de carga negativa que se
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acumula en la supérficie. Este proceso no continfia indefinidameg
te, ya que entre mids iones positivos abandonan el metal, mayor se
ré el exceso de carga negativa del electrodo y, en consecuencia,

mayor serd también la fuerza eléctrica de atraccidn gue ejerza €s

te sobre los iones que ha perdido.
J

Se establece, entonces, una doble capa eléctrica formada por los
iones positivos atrafidos por el electrodo y la capa superficial
de electrones, Esta doble capa eléctrica, en equilibrio, contra-

rresta la tendencia del metal a disolverse.

El electrodo metd&lico ha obtenido, de este modo, un potencial ne-
gativo con respecto a la solucibn cuyo valor es caracteristico pa
ra cada metal, por lo gue otro metal distinto obtendr& un valor
de potencial negativo diferente. Estos valores de potencial se
ven afectados por la temperatura y la concentracidn de soluto.
"Con objeto de determinar con facilidad tal potencial, para diver-
sos materiales, se ha tomado comoc referencia (asignindole poten-
cial cero) el potencial del electrodo de hidrégeno. Este electro
do se obtiene haciendo burbujear el gas en un electrodo inerte de

platino.

La tabla 3.5 muestra algunos valores de potencial obtenidos con
este procedimiento para una concentracién unitaria {un mol de so-

luto por litro de solucién).

En los metales nobles (Cu, Ag, Hg, etc., ), es posible formar la
capa eléctrica mencionada de manera contraria, con una solucién
que contenga iones del metal del electrodo, ya que &stos contribu
yen a contrarrestar la presién electrolitica de la solucién dando
lugar a que predomine la tendencia de los iones metdlicos a depo-
sitarse en el metal, sobre la tendencia de los mismos a pasar ha-

cia la solucién, por lo que el electrodo tendr& carga positiva.

El funcionamiento de la celda quimica completa implica la conexién
externa de los. electrodos metflicos de las dos semipilas a través
de algfin elemento o dispositivo por el cual circule corriente.
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P |TTT|T|!Tl!_TT e
ELEMENTO -ION POTENCIAL A 25°C [V]
Li Li* - 3.045
Na | Na® - 2.715
al attt - 1.662
in Zn++ - 0.763 _
Fe Fe't - 0.440
ca catt - 0.402
Co cott - 0.278
Sn sntt? - 0.336
Pb pb* - 0.120
H Ht 0.000
Cu cutt + 0.338
Ag ag’ . + 0.799
Hg | Hg't + 0.854
Au aunttt . + 1,497
TABLA 3.5

Al pasar electrones, del electrodo mis negativo al otro, desapare-
ce el equilibrio, debilitdndose y fortaleciéndose la capa eléctri
ca de electrones respectivamente en los electrodos; esto permité

que continfie el proceso inicialmente descrito en cada electrodo.

La fem de la celda se obtiene como la diferencia de los potencia
les de cada electrodo, y la resistencia interna de la fuente es
la combinacifn de los efectos resistivos de los electrodos, 1la

solucibn y la zona de interfase entre electrodos y solucién.

Otra influencia adicional en la determinacibn de la fem de las
celdas quimicas es la llamada diferencia de potencial de contacto,
que se presénta cuando dos metales distintos se unen, la cual es
debida a la difusifén de electrones de un metal a otro.
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Una celda quimica primaria préctica es la llamada pila de Leclan-
che, de donde se deriva la conocida pila seca. En la figura 3,27
se presenta un esquema de la construccifn bisica de la pila de Le
clanche.

El electrdolito de la semipila gue contiene al 2Zn es una solu-
cibn de cloruro de amoniaco (NH,Cl), el cual se disocia en io-’
nes amonio NHt y cloro Cl™ . El cloro se combina con algunos

de los iones de zinc formandoe cloruro de zinc.

catodo de zinc

dnodo de carbhén
_‘\\+_

recipiente

polvo de
Cy M.nOZ\'
™ recipiente poroso

M _ solucién de NH,Cl

FIGURA 3.27. Esgquema de la construccidén bisica de una celda de

Leclanche.

Los iones de amonio, cloro y zinc se difunden a través de la mem-
brana porosa hacia la semipila gue contiene al electrodo de carbo
no, el cual .est& contenido en una mezcla de carbono pulverizado y
bibxido de manganeso.

- . . . +
Al reaccionar los iones de amonio NH, gue llegan al electrodo
de carbono, se transforman en gas amonfaco NH3; Yy gas hidrégeno,

y se forman burbujas de estos gases.

Algunas de las burbujas se adhieren al electrodo de carbono redu-
ciendo su superficie activa. Ademés, los iones positivos tienden

a agruparse alrededor de las burbujas de los gases y producen una
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carga positiva local que repele los iones positivos (efecto de po

larizacibn de la celda).

El bibéxido de manganeso se combina con el gas hidr&geno para for-

mar agua, y el cloruro de 2Zn que se ha difundido hasta el elec-

trodo de carbono se combina con el gas amoniaco, eliminindose asfi
H, que se forman alrededor del electro-

las burbujas de
do, -minimizando—la—polarizaciéns

NH3y ¥y

La figura 3.28 muestra el esquema de una pila seca tipica.

varilla de carbdén __J—-

electrblito en pasta

(+)

+ ~—casco de latdn

Pt ATk LHIER

L.

N
- rd

]

L

.

;

—"
:

IO teyerrc)

A

FIGURA 3.28B.

Pila seca

P\\\aire

tipica.

=-- cubierta de papel

[~~~ carbon pulverizado con
manganeso

— recipiente de zinc (-)

El acumulador de plomo dcido es un ejemplo del uso de las celdas

guimicas secundarias; los elementos bisicos usados en su construc

cidn son:

Acido sulffirico diluido en agua (electrélito)

Placa negativa de plomo (electrodo)

Placa positiva de per6xido de plomo (electrodo)

El electrdlito se separa en iones hidr6genc H'

Yy sulfato

so, ,

estos (iltimos se combinan con el plomo esponjoso del electrodo ne

gativo, forman sulfato de plomo PbSO,

nes en este electrodo.

y dejan exceso de electro
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fn el electrodo positivo, el per6xido de plomo PbO, se disocia
en iones oxigeno o~ Y% b 7" . Los iones oxigeno se combinan
con los hidr6geno del electrdlito, forman agua (Hp0), vy dejan
un exceso de carga positiva asociada a los iones de plomo Pb++++
gue permanecen en el electrodo. La actividad cesa cuando la cel-

da produce una fem de aproximadamente 2.1 V ,

Al désenergizarse la celda a través de un elemento o dispositivo,
pasan electrones del electrodo negativo al positivo, lo gque permi
te que los iones sulfato SO0, del electrdlito reaccionen nueva-

mente con el electrodo negativo formando mayor cantidad de PbSO,.

Los electrones que llegan al electrodo positivo a través de la-co
. . . . +4+++
nexidén exterior, se combinan con los iones Pb y los trans-
++ . . .
forman en Pb . Este ion a su vez se combina con el ion sulfa-

to y se deposita sulfato de plomo en el electrodo.

La disminucién de iones pptHtt permite la disociacidén del perd-
xido de plomo PbO, en iones oxfgeno O ~ vy plomo Pb'T*Y | E1
oxigeno O  forma agua y se sustituye el &cido sulfirico por

H,0 en la desenergizacién,

Haciendo circular corriente hacia la celda, se descompone el sul-
fato de plomo depositado en las placas y se restablece la concen-
tracién de &cido sulffirico en la solucidén. Durante este proceso
se forma hidrfgeno en el electrodo negativo y oxigeno en el posi-
tivo, como resultado de la descomposici6dn del agua producida por
la corriente en exceso que no fue usada para transformar el sulfa
to de las placas.

Dado *‘que la concentracidén de la solucién depende de la cantidad
de energia almacenada en la celda, es posible usar un densimetro
para medir indirectamente dicha energfa. La densidad relativa de
"la solucién de la celda energizada es aproximadamente de 1.28, V
aesenergizada de 1.15.

La diferencia de potencial o fem que producen las celdas quimicas
es constante o0 continua, por lo que al conectar un resistor lineal

a sus terminales producen corriente continua.



228

PROBLEMNAS

¢

3.1 Suponga gue al conectar un alambre de cobre AWG # 40 (dia-
metro nominal de 0.079 mm) a %na diferencia de potencial, la ve
locidad promedic de 1los e}ectrones es v, = 0.02 mm/s . El nime-
ro de electrones libres en cada cm3 de cobre es 8.38 x 1022

Considerande el sistema de referencia mostrado en la figura P3.1,

obtenga el vector densidad de corriente en un punto cualguiera
dentro del conductor y la corriente gue circula en el alambre, in

dicando su sentido.

-— @ =0
-0 -0 -0 X

Figura P3.1.

3.2 Un alambre de plata transporta una corriente de 16 maA .
éCuldntos electrones cruzan una seccidén transversal cualquiera del
alambre en medio segundo? éCambiaria el resultado obtenido al cam

biar el material y/o el diidmetro del alambre?

3.3 Una corriente de 500 mA circula a través de un alambre

AWG # 20 (diametro nominal = 0.813 mm)., Calcule la velocidad de

arrastre o promedio, en alambres de los siquientes materiales: co
bre, alumin&b y plata. Repita el calculo para alambres AWG # 30
(dn = 0.254 mm). En cada caso considere un electrdn libre por ca

da &atomo.

Elemento Densidaad Masa atémica
g/cm3 g/mol
Cu 8.9 64
Al 7 2,7 27

Ag 10.5 108
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3.4 Por un alambre de cobre AWG # 20 de 40 m de longitud cir
cula una corriente de 50 mA . Calcule a 20°C (pcu = 1,72 x 108
& *m a 20°C }:

1

a) La magnitud de la densidad de corriente en el conductor.

b) La magnitud del campo eléctrico en el interior del conductor.
c) La velocidad de arrastre de los'portadores de carga.

a) La movilidad de los electrones,

e) La diferencia de potencial ny entre los extremos del con-

ductor.

3.5 La corriente que circula en una varilla, con las dimensiones
mostradas en la figura P3.,5, es de 1.4 A cuande la diferencia
de potencial en sus extremos es de 700 mV, Calcule la resisten-

cia entre los extremos de la varilla y la conductividad del mate-

rial.
[ B0 cm -
{:j::l_ ] lmm
6 mm

Figura P3.5,

3.6 Calcule la resistencia entre los extremos de un tubo cilin-

drico de aluminio a 20°C (pAl = 2.83 x 108 Q@ - m a 20°C) con

las dimensiones mostradas en la figura P3.6,

200 m o

Figura P3.6.

T
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3.7 Calcule la resistencia, por metro de longitud, del aislamieﬂ

to del cable coaxial de la figura P3,7.

aislamiento \\\

p= 1010 fiem forro

Figura P3.7.

3.8 Obtenga la resistencia de 180 m de alambre de aluminio

AWG # 35 (dn = 0.142 mm) a las temperaturas siguientes: o°C,

40°C y 90°C ., Considere gue a 20°C “Pa1 = 2.83 x 10-8 @9 «nm
= 4.1 x 1073 ec-l |

y aAl 1 10 C

3.9 cCalcule el error involucrado en el cilculo de la resistencia
de un alambre de cobre, cuando la temperatura de éste se eleva de
20°C* a 60°C y no se considera la dilatacién térmica. Las di-
mensiones del alambre son: 100 m de longitud y dn = 2,588 mm
(AWG # 10) a 20°C . El coeficiente de dilatacidn lineal para el
cobre es 17 x 106 ec”1 y su coeficiente de variacidn de resis

tividad es 0.00393 °c~! a 20° .

3.10 Un termistor es un resistor con coeficiente negativo de va-
riacidn de resistividad con la temperatura., Si un termistor es
conectado a una diferencia de potencial vab = 12 v , como se
muestra en la.figura P3.10, calcule la temperatura para la cual
‘el valor de la corriente que circula a través de &€l es I = 80 maA,.
Suponga gque su resistividad varia proporcionalmente con la tempe~
ratura (o, = ~0.02°c" 1) para el rango de temperaturas conside-

rado en el problema, y que su resistencia a 20°C es de 200 Q.
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a Vab = 12 v b

Figura P3;10.

3.11 Suponga que posee cuatro resistores de 1000 §§ «cada uno.
. Obtenga todos los valores posibles de resistencia que se pueden

obtener al combinar dos, tres o cuatro resistores a la vesz.

3.12 Para el arreglo de resistores mostrado en la figura PF3.12,

obtenga el resistor equivalente entre los pares de puntos siguien

tes:

a) a y

b) y d
c) b y c
d) b y e

BOR

o0

Figura P3.12,

3.13 Algunos ;esistofes comerciales son disenados para'SOportar,
sin danarse, una potencia de 1/2 W mdxima. Calcule el valor mi
nimo de resistencia que debe poseer un resistor de 1)2 W para
poder ser conectado a una diferencia de potencial de 120 V sin

que se dafie.
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3.14 En un departamento se utilizan para la iluminacidén 12 focos
de 100 W , 1los cuales operan a 120 V durante 2 horas en prome-

dio cada dia. Calcule:
a) La resistencia de cada foco a su temperatura de operacidn.

b) El costo bimestral (61 dias) considerando que cada kilowatt-

hora—cuesta—$—1720=

c) El dinero ahorrado bimestralmente si se sustituyen los focos

por 6 de 60 W y 6 de 40 W .

3.15 Una cierta bateria produce una diferencia de potencial de
9.3 V en circuito abierto. Cuando se conecta un resistor de
30 2 a sus terminales, la diferencia de potencial gue aparece en

el resistor es de 9.0V . Calcule:

a) La resistencia interna de la fuente.

b) La diferencia de potencial gue aparecerd en las terminales de

un resistor de 10 § al ser conectado a dicha bateria.

c)}) El valor del resistor que conectado a la baterfa, obtendra 1la

madxima potencia.



CAPITULO 4 CIRCUITOS DE CORRIENTE DIRECTA

INTRODUCCION

La finalidad de este tema es presentar una introduccién al anili
sis de los circuitos eléctricos resistivos, asi como analizar el
circuito que se forma al conectar un capacitor y un resistor en

serie a una fuente de voltaje continuo.

Se presenta parte de la term;nologia usual para facilitar el plan
teamiento de las leyes de Kirchhoff y de las ecuaciones necesa-

rias para la soluci6n de los circuitos.

Actualmente existe una extensa teoria para el anllisis de circui-
tos elé&ctricos, la cual excede los propbsitos del presente traba-

jo.

En este tema trataremos con profundidad alqunos aspectos particu-
lares del fenfmeno electromagnético en razén de la importancia
practica de estos conceptos.

4.1 KOMENCLATURA BASICA EMPLEADA EN LOS CIRCUITOS ELECTRICOS

Definirem6§ como circuito eléctrico cualquier conexién de elemen-
tos a través de los cuales puede circular corriente en forma per-
manente ‘0 transitoria. La definicibn anterior implica la existen
cia de al menos una fuente de fem, o algfin elemento capaz de alma

cenar energfa y suministrarla a otros elementos de la conexién.

En la figura 4.1 se muestran algunos circuitos elé&ctricos tipicos,
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‘h-

El C = R3 —_= Cl Y

¢ ' ) interruptor
capacltor

Ry ' cargado
(a) (b)
FIGURA 4.1. Ejemplos de circuitos eléctricos. (a) circuito de co

rriente continua, (b) circuito de corriente directa transitoria.

' \
En el circuito (a) se tendrd una corriente continua y permanen-

te. En el circuito (b) la energia almacenada en el capacitor
se transformar8 en energia en forma de calor al cerrar el inte-
rruptor y la corriente cesard al transformarse toda la energia al

macenada en el capacitor.

A continuacifén definiremos algunos términos itiles para el andli

sis del comportamiento de los circuitos eléctricos.

A cada elemento de dos terminales, componente de un circuito elég
trico, se le llama zama; a cada terminal del elemento componente
de un circuito, que sirve de unifn con otro u otros elementos se
le 1llama nodo; al conjunto conectado de ramas que forman una tra-
yectoria cerrada, en la cuai cada nodo conecta uUnicamente dos ra-

mas de la trayectoria, se le denomina mafla.

Dado que nuestro interés primordial en este tema es analizar cir-
cuitos resistivos, definiremos adicionalmente conceptos que aun
gue no forman parte de la teorfa general de circuitos, nos permi-

tirin simplificar nuestro anilisis.
Llamaremos node padincipal el punto de unién de tres o mis ramas;
a la rama o conjunto de ramas que forma una trayectoria entre dos

nodos principales adyacentes se le llama irama principal,

Con objeto de aclarar los té€rminos mencionados anteriormente, nos
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referiremos al circuito de la figura 4.2.

En este circuito, asi como en los circuitos analizados en este te
ma, a menos que se indique lo contrario, despreciaremos la resis-
tencia de los conductores usados para realizar las conexiones de

los elementos.

2
Ry Ro
R1 ‘ R2
1s 3
[ d ~—— “] Ry <~
3} = R3 E2 Ey = {7 —+ b2
bag | ‘ r2
, 1#‘ Ry Rh"#h |
6 4
I I
(a)
5
(b)

FIGURA 4.2. Circuito eléctrico formado por dos fuentes de fem
con resistencia interna y cuatro resistores. En (b) se muestra
una forma eguivalente de repiesentar el circuito de (a) y se se-

fialan con numeros los nodos.

En el circuito de la figura 4.2 se observa que existen ocho ra-
mas, siete nodos y tres mallas, estas filtimas constituidas por
los conjuntos de ramas indicados en la figura 4.3.

2 2 R) 2
Rl R2 Rz
17 .. ,@ Ry 3 1 3
_%;
E; 17 "9 = E, E, Ep
Ry Ry _
6 : 4 6 4
r 5 SJ -1 ) 5 rs

malla 1 malla 2 malla 3

FIGURA 4.3. Mallas correspondientes al circuito de la figura
4,2, )
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Los nodos principales del circuito son el (:) y el (:) y las ra-

mas principales son las mostradas en la figura 4.4

Ry < /% < Ry
Ls,
E] —=— -:E— E,
~<>Ry
! r N rp
5 5 5

FIGURA 4.4. Ramas principales del circuito de la figura 4.2.

Para el circuito de la figura 4.5 verifique que existen diez ra-
mas, ocho nodos, siete mallas, cuatro nodos principales y seis

ramas principales.

Ry
A
A
Rl R3 Rq
£y T E2
L |
.-
- rs e Xo

FIGURA 4.5. Circuito eléctrico de tres fuentes de fem, dos de

ellas con resistencia interna y cinco resistores.
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4.2 LEYES DE KIRCHHOFF

Haremos uso de las definiciones presentadas en el subtema ante-
rior para establecer las dos leyes gue rigen el comportamiento
de los circuitos eléctricos establecidas por Gustav Robert Kir-
chhoff (1824-1887). '

La aplicacibn de estas leyes permite plantear las ecuaciones de
donde se obtienen la corriente y la diferencia de potenciai en
cada elemento de un circuito eléctrico, independientemente de su
“naturaleza,

-

a) Ley de corrientes de Kirchhoff (LCK)

El enunciado de esta ley es: en cualquier instante la suma alge
braica de las corrientes en un nodo es ceroc.

Esta ley es el resultado de la aplicacidn del principio de con-

servacibén de la carga a cada nodo.

Para aplicar la LCK a un nodo cualquiera debemos asignar primero
sentidos de corriente a cada rama del circuito, considerar signo
positivo para las corrientes que entran al nodo y negativo a las

gue salen o viceversa.

En la figura 4.6 se muestra el nodo marcado con el nGmeroc (:) en
el circuito de la figura 4.2 y una posible asignacién para las

corrientes a través de los resistores R; , R, y Rj3 .

7

FPIGURA 4.6. Asignacidn posible de corrientes a través de los re-

sistores R} , Rp y Rz del circuito de la figura 4.2.
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Al aplicar la LCK se debe cumplir

n
I 15 =0 (4.1)

y para el nodo (:)

-—ip—+-i,—+ i3 =-0 : (4-.2)-

Aplicaremos ahora la LCK a los nodos (:) Yy (:) del mismo circui-

to, con la asignacibén de corrientes indicada en la figura 4.7

FIGURA 4.7. Asignacid&n de corrientes de rama.

Para el nodo (:)

iy +1' =0 (4.3)
- -de donde
it = - 1 {(4.4)
para el nodo (:)
- i' - i" =0 (4.5)1

usando la ecuacidn (4.4)

i = i, (4.6)
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Como resultado de este andlisis podemos concluir que por cada ra
ma principal circula una misma corriente, por lo gue existirén

tantas corrientes como ramas principales haya en el circuito.

Por lo anteriormente expuesto es posible asignar una sola corrien
te por cada rama principal, y s6lo se plantearén ecuaciones para

los nodos principales.

En un circuito como el de la figura 4.2 circularan tres corrien-
tes distintas, y en el de la figura 4.5 habrid seis corrientes di

ferentes.

Para aplicar la LCK al nodo (:) del circuito de la figura 4.2,
conservando la asignacién de corrientes anterior para cada rama

principal, tenemos la situacifn mostrada en la figura 4.8

1)
i3
i Ry i,
=~ -
Iy I

FIGURA 4.8. Asignacidn de corriente por cada rama principal gue

conecta el nodo C).

De donde se obtiene que

il - iz - ia =90 : (4.7)
Al comparar la ecuacifn anterior con la ecuacién (4.2) observamos
gue es la misma ecuacifn multiplicada por menos uno, es decir,

son linealmente dependientes,.

En general, es posible demostrar que el nGmero de ecuaciones inde
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pendientes de nodo que se pueden plantear para un circuito es

igual al nfimero de nodos principales menos uno, es decir:

Nfimero de ecuaciones independientes de nodo o nimero de nodos in-

dependientes =n-1

donde

n = nfimero de nodos principales.

b) Ley de voltajes de Kirchhoff (LVK)

El enunciado de esta ley es: en un instante cualquiera, la suma
algebraica de las diferencias de potencial (voltajes) de cada

una de las ramas que forman una malla, g¢s cero.

Esta ley es consecuencia de la aplicacién del principio de con-

servacién de la energia en cada malla.

Para aplicar la LVK a una malla cualquiera debemos asignar po-
laridades a las diferencias de potencial de cada rama del circuil
-to. Como trabajaremos con sentidos asociados de corriente y vol
taje, la asignacibdn de uno de ellos es suficiente para la aplica

cién de ambas leyes,.

Al seleccionar un sentido supuesto para la corriente, se esté

~asignando simultineamente polaridad a las diferencias de poten-
cial que aparecen en los resistores, En las fuentes la polari-
dad no depende de esta asignacibn, ya que dicha polaridad es co-

nocida.

La figura 4.9 muestra una posible asignacifén de corrientes para
el circuito de la figura 4.2 y las polaridades de voltaje resul-
tantes.
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FIGURA 4.9. Polaridades de voltaje en los resistores que resultd

de la asignacidn de corrientes indicada.

Para realizar la suma algebraica de voltajes, mencionada en la
LVK , tomaremos un nodo inicial e iniciaremos un recorrido suman

do algebraicamente las diferencias de potencial en cada rama,

Al movernos a través de un elemento desde un punto de mayor po-
tencial a otro de menor, el signo de la diferencia de potencial
seré& considerado positivo y viceversa. Esta convencidfn es con-

gruente con lo establecido en el subtema 3.8.
Con base en la figura 4.9 y la llamada malla 1 de la figura 4.3,
aplicaremos la LVK iniciando el recorrido de la malla en el sen-

tido de las manecillas del reloj.

De la LVK tenemos gue

n .
I V., =0 (4.8)

V12 +V27 +V75 +V56 +V51 =0

pero

Vio = Rjiy , V7 = R3ly , Vgg = Ryis
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Vsg = rji;j vy Vg = - £

finalmente

(Ry + ry}i; + (R3 + Ry)iz - E; =0 (4.9)

Para la malla 2

V57 + Voo + V23 + V34 + Vy,g = 0

es decir

(R2 + r2)i2 - (R3 + Rq)ia + E2 = 0 (4.10)

Para la malla 3

(R} + r;)Ji; + (Rp + xo)is + E; - E; =0 (4.11)

‘
i

Observamos que la ecuacidn (4.11) es la suma de las ecuaciones
(4.9) vy (4.10), por lo que el sistema formado por estas tres ecua

ciones es linealmente dependiente. i

En general, es posible determinar gque el nimero de ecuaciones de
malla independientes es igual al nlimero de ramas principales me-
nos el ntmero de nodos independientes (nodos principales menos

uno) .

Al plantear ecuaciones de malla debemos seleccionar las mallas
que contengéﬁ'el menor niimero de ramas, con objeto de sumar menos

términos.,

La solucidn del circuito se obtiene resolviendo las ecuaciones 1i
neales simult&neas (4.2), (4.9) y (4.10) gque a continuacién repe-

timos

- i) + i, + i3 =0

(Rl + rl)il + (R3 + Rq)ia = E;
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(R2 + r2)12 - (R3 + Rg)i3 = = E2

Si los valores de los resistores y fuentes del circuito de la fi-

gura 4.9 son

Ry = 79 , R3=Ry=480Q , Ry =138
;ompruebe gue
i} = %% A, 1, = I%-A y 13 = %% A
y
Vig = ng V., Viy = Eéé V ¥y Vzs-= l; v

4.3 FORMA PRACTICA DE APLICAR LAS LEYES DE KIRCHHOFF

Es posible reducir el nGmero de ecuaciones resultantes al aplicar
las leyes de Kirchhoff, si se hacen ciertas consideraciones con
objeto de manejar implfcitamente la informacién contenida, en las
ecuaciones de malla o de nodo.

a) Ecuaciones de malla © m&todo de Maxwell

Una forma alternativa de plantear las ecuaciones gue resuelven un
circuito es suponer una corriente para cada una de sus mallas in-
dependientes y considerar que por las ramas comunes circula la su
ma algebraica de las corrientes, teniendo cuidado al tomar las po
laridades de los resistores de las ramas comunes, ya gue en éstos
se apliéar& el principio de superposicién para obtener la diferen
cia de potencial como la suma de los efectos de cada una de las

corrientes.
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El circuito de la figura 4.2 puede ser resuelto considerando las
corrientes aéociadas a las mallas 1 y 2 que se muestran en la fi-

gura 4.10 y cuyas ecuaciones se plantean como a continuacidn se

indica.

FIGURA 4.10. Asignacidn de corrientes de malla para el circuito

de la figura 4.2.

Para la malla 1, si se inicia el recorrido en el nodo(:) en el
sentido de las manecillas del reloj

Ryi_ + Ra(ix - iy) + Rq(ix - iy) + rlix -E; =0

X

Yy para la malla 2

Rpi + Eo + roli + Ry(i - 1) +Ra{(i_ - i
21y, 2 21, u { y x! 3 y x!

]
o

Notemos que la relacidn que existe entre las corrientes ix Y
iy y las supuestas en el subtema anterior para el mismo circuito

es

il = ix ’ iz = iy y i3 =1 - 1

Si los valores de los parametros son
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compruebe que

b) Ecuaciones de nodo

Otra forma de plantear las ecuaciones que resuelven un circuito
es considerar como incbgnitas las diferencias de potencial o vol-

tajes y plantear ecuaciones para los nodos independientes,

Como uno de los nodos principales es considerado como referencia
(asignindole arbitrariamente potencial cero), habri tantos volta-

jes desconocidos como nodos independientes.

Es conveniente suponer, al plantear las ecuaciones, que el poten
cial del nodo analizado es el mayor del circuito, por lo gue to-
das las corrientes saldrin de dicho nodo.

El método equivale a considerar implicitamente las ecuaciones de
las mallas;  cada una de estas ecuaciones se plantea involucrando
los potenciales eléctricos desconocidos (incSgnitas) de los no-

dos independientes.

Para un circuito como el de la figura 4.2 se tiene un solo nodo
independiente y la incbgnita serf V,s . Si asignamos al nodo
(:) potencial cero, V;; serfi simplemente el potencial en el no
do (:) o V, , como se indica en la figura 4.11.
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I

PIGURA 4.11.

Asignacifn del potencial incdgnita de nodo

s

5

h——d
r

y las

corrientes correspondientes para el circuito de la figura 4.2,

Al suponer V, » E; , V, > E, y aplicando [ V = 0 obtenemos
Rlla + Ep + rii, - Vo, = 0
de donde
vy, - E)
i = ——
a Ry + ry
similarmente
. Vi . _ V2 - B
b R R, Y TR
La ecuacidn del nodo ser§
ri=20, i, + i, + i, = 0
o sea '
V, - E Vo, V2 - E2
Ry + r; Ry + Ry R2+r2"
De esta Gltima ecuacién se obtiene el valor de V, Yy a partir de
éste, las corrientes i1, + Iy Yy ic .
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BRJENPLO 4.1

Para el circuito mostrado en la figura 4.12 obtenga la corriente

en el resistor de 12 § y la diferencia de potencial Vaib
a) Planteando ecuaciones de malla

b) Planteando ecuaciones de nodo

230 c ?f a
+ +
2Q T v _—+ 8Q 50
b 1’7 e

-

FIGURA 4.12. Circuito para el ejemplo 4.1.

SOLUCION

a) La asignacidén de corrientes de malla puede ser la mostrada en

T

la figura 4.13.

1 :
. oL
25V —=— 81 l 0 12V
i, '
i L i
moll YpleyT g
b 1”m ‘

FIGURA 4.13. Asignacidn de corrientes de malla.

Las ecuaciones son

]
(o]

23iy + 8({(i1 - ip) - 3 + 2i3 - 25
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5i, + 12{i, + i3) + 8(ip + i3) + 3 + 8(ip - i) = 0

12(i3 + 1) + 8B(i3 + ip) + 7i3 + 5ijz - 12 =0

al simplificar resulta

33iy - 8i, = 28

-B_il + 3312 + 2013 = =3

20i, + 32i5 = 12
Al resolver el sistema de ecuacicnes se obtiene que
iy =0.84a, i = -0.2 2 y iz = 0.5 A
y la corriente a través del resistor de 12 Q es

i, + i3 = - 0.2 + 0.5.= 0.3 A

La diferencia de potencial Vab es

Vap = 12(i, + 13) + 8(ip + 1i3)
. . Vab = 20(0.3) = 6 V
b) La asignacidn del nodo de referencia y voltajes de- nodo pue-~-

de ser la mostrada en la figura 4.14.

20 Vv, 52 Vv,
-

+- ,
25V~ 8a 120 l L 12V

23.T=

3V = 8o ~ 50

41

FIGURA 4.14. Asignacién de voltajes de nodo.
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Las ecuaciones son

25 8 5 =0
V2-V1+2+V2-12=0
5 20 12
Al simplificar resulta
73 V) -~ 40 vV, = 125
- 12 V) + 20 Vy = 60
La solucidn del sistema es
Vi =5V y V2’=6V
notemos gue V = Vo , por lo gque V = 6 V y la corriente en

ab ab
la rama principal gque contiene el resistor de 12 @ (ix en la

figura 4.14), es

= 0.3 A

Es posible también aplicar el principio de superposicién para re-
solver el c¢ircuito, si se considera por separado el efecto de ca-
da fuente y se suman los resultados. Al tomar el efecto de cada
una de las fﬁentes, se considera que las dem@s poseen fem de sali
da ighal a cero, esto significa qgque estas fuentes se sustituyen

exclusivamente por su resistencia interna,
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4.4 CIRCUITOS RESISTIVOS CON CORRIENTE ALTERNA SENOIDAL

Debido a la importancia actual de la corriente alterna, dedicare-
mos este subtema a comentar las diferencias entre el andlisis de
los circuitos de corriente alterna senoidal y los de corriente

continua.

‘Como en un resistor lineal la ley de Ohm se cumple para cada va-
lor de voltaje aplicado, si conectamos una fuente de voltaje al-
terno senoidal a las terminales de un resistor lineal, mediante

el circuito de la figura 4.15 a, obtenemos gue

Vab = y{t) ,
por ejemplo
v(t) = Vm sen wt ) (4.12)
donde
,m=21rf=2—,IT:—

g
]

frecuencia angular

f = frecuencia
T = periodo
de la ecuacién de Ohm (3.33)
Vab = Ri
entonces
Vab Vv

i{t) = & = -§ Sen uwt = Im sen wt (4.13)
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En la figura 4.15 (b) y 4.15 (c) se muestran las grédficas de las
sefiales de voltaje y corriente, respectivamente.

vV -
’“ [\

5\'1|3<

g
]

(c)
FIGURA 4.15. (a} Conexidén de un resistor R a una fuente de vol
;. (o)

taje alterno senoidal; (b) gridfica del voltaje v(t)

grdfica de la corriente i(t) .

Ya que R puede ser el resistor equivalente de un arreglo, en
general, los circuitos con una sola fuente de voltaje alterno se
resuelven exactamente igual que si tuvieran una fuente de volta-

je continuo, teniendo en mente que al obtener las corrientes, €s
tas ser&n de la forma

i =1 sen wt , i, =1 sen uwt

m m, , etcétera.
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Un caso mé&s complejo se presenta cuando, en un circuito, se en- '
- cuentran conectadas varias fuentes de ca de la misma frecuen-
cia, cuyas seflales pueden no coincidir en el tiempo, como se

muestra en la figura 4.16 para dos senales v; Y Vo .

vl I V2

v (v1—=—VmT—se.n—mt

o o N

mo Vo = sz sen (wt - ¢)
// . wt
¢ ¢

FIGURA 4.16. Sefiales senoidales de la misma frecuencia desfasadas

-

un angule ¢ .

A la desviacifn, en radianes o grados, entre dos funciones senoi-
dales de la misma frecuencia se le conoce como &ngulc de fase y

se representa con la letra griega ¢ .

Como la combinacién lineal de dos funciones senoidales de igual
frecuencia da por resultado una funcién senoidal de esa misma fre
cuencia, podemos tambi&n aplicar nuestro procedimiento sumando,
cuando se requiera, las fuentes de ca como se indica a conti-

nuacibén. - -

Supongamos qgue se desean sumar las senales v; Y vy, de la fi

gura 4.16
vy + vy =V~ sen ut +V sen (wt - ¢) (4.14)
1 ma :
Si usamos la identidad trigonométrica

sen (wt - ¢) = sen wt cos ¢ - sen ¢ cos wuwt
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La ecuacién 4.14 se expresa

V] + vy = (Vﬁl + va cos ¢)sen wt + (-sz sen ¢) cos wt (4.15)

también la ecuacién (4.15) se puede escribir como

'v] + v, = A sen wt + B cos wt (4.16)

donde

= +
A v sz cos ¢

B = - sz sen ¢

-

y estas constantes se pueden expresar ¢como
A = K cos ¢; B = K sen ¢, (4.17)
de esta manera se cumple gque
A? + B2 = K2 (sen2¢, + cos2¢,) = K2 . (4.18)
y la ecuacién (4.16) es equivalente a

v] + v, = K(cos¢; sen wt + sen¢; cos wt) (4.19)

la cual, por la identidad trigonométrica usada anteriormente, que
da )

vy + v, = K sen (wt + 4)1) (4.20)
donde, de (4.18)
K =

YAZ + B2 (4.21)
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y de (4.17)

$1 = ang tan % (4.22)

Se concluye que la suma algebraica de dos senales senoidales de
la misma frecuencia da por resultado otra sehal de amplitud dada
por la ecuacibén (4.21), con un &ngulo de fase ¢; entre ellas

dado por la ecuacién (4.22) y de.ia misma frecuencia.
Verificar que la suma de las sefiales senoidales
v; = 20 sen 120 nt
v, = 10 sen (120 nt - % )

es v = 29,09 sen (120 wt - 0.173)

r

Se sugiere hacer las grificas de v; , Vo ¥V V.

En el caso mis general, cuando las sgﬁales no son de la misma fre
cuencia, la solucién del circuito se obtiene mediante la aplica-

ci6n del principio de superposicifn.

Aunque en los circuitos de ca no es posible considerar que la
corriente tiene un sentido constante, es usual indicar polaridad

en la fuente e interpretarla como se muestra en la figura 4.17.

- ‘ -+
v, sen ot g) =~ Vv, sen wt+ =V sen (wttnm) C)

FIGURA 4.17. Interpretacidn de la polaridad en las fuentes de

voltaje alterno senoidal.
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Con objeto de aclarar esta idea, observemos el circuito de la fi-

gura 4.18.
R
a b
o= leir Va v,
i, ' -
AU ¥
— —_— nz V3
T wt
v, =V  sen uwt
m
V2 = V_ sen wt '
my
(a)
a R b IVI ¢ V2
ﬁ? Vl
+ 1z - v 4.
my .
mz TFE~"7\
- +
wt
- -0
I v, = Vhl sen wt
Va2 = sz sen wt

(b)

FIGURA 4.18. Efecto de cambiar la polaridad de una fuente de vol

taje alterno senoidal en un circuito.

En el caso (a) la corriente i, se obtiene como

Vi = V2 Vmy = Vm,
i = = = R sen wt . {4.23)

en el caso (b) la corriente i, es

= = 2 sen uwt (4.24)
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S8lo resta analizar la forma de obtener la potencia eléctrica en

1

estos circuitos,

El cilculo de la potencia eléctrica en un resistor con corriente

alterna, se efectfia aplicando la ecuacibn (3.53)

P = RiZ?

pero en corriente alterna senoidal, tenemos
i-= Im sen wt
por 16 que
P(t) = R I; sen? wt (4.25)

ademids sabemos que

sen? wt = % - % cos 2 wt (4.26)
sustituyendo (4.26) en (4.25)
_ 1 2 _ 1 2
P(t) = 3 R Im > R Im cos 2 wt {4.27)

Dado que el valor promedio de cualguier senal senoidal es cero,

la potencia eléctrica promedioc es

P=3RI | (4.28)

y la ecuacibn anterior se puede .escribir

I 12 '
= _m
P-R[&.J (4.29)‘

Si comparamos la ecuacién (4.29) con la ecuacién de potencia para
corriente continua, observamos gue cuando un resistor R trans-

forma la misma cantidad de energia elé&ctrica a calor por segundo
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con corriente continua y alterna, se cumple

I
=0
I = el (4.30)

Es decir, se obtiene la misma potencia eléctrica en un resistor
cuando se le aplica una corriente continua I , o bien una co-
rriente alterna i = I sen wt =1 Y2 sen ut.

El valor I_/YZ2 se conoce como valor eficaz de la corriente al-

m
terna 1 = Im sen wt

= valor eficaz de la corriente senoidal.

Sl

De la misma manera

= valor eficaz del voltajé senoidal.

Sl

Resulta muy conveniente trabajar con los valores eficaces de co-
rriente y voltaje en circuitos de corriente alterna, ya gue el
procedimiento de cdlculo de la corriehte, el voltaje y la poten-
cia, se realiza de la misma forma gue en los circuitos de corrien
te continua.

EJEMPLO 4.2

Para el circuito con dos fuentes de. ca de la figura 4.19 obten

ga:

a) La diferencia de potencial vab

b} La diferencia de potencial vcd

c) La potencia eléctrica en el resistor de 200 @
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d} La energia eléctrica transformada en calor en el vesistor de

200 Q durante 2 minutos,

lo0n
—h

vi= 120/2 sen wt
ve= 10/2 sen wt

1]

60 cps = 60 Hz
e 2nf

E
1

FIGURA 4.19. C(Circuito elé&ctrico con dos fuentes de ca de 1la

misma frecuencia.

SOLUCION

El circuito se puede resclver sustituyendo las fuentes de ca

por su valor eficaz o efectivo, por lo que el circuito gueda como

se muestra en la figqura 4.20,.

IQEQ
- cr Y
In
+
I,
120V (o

FPIGURA 4.20. Circuito de la figura 4.19 donde se han sustituidoc

las fuentes por sus valores eficaces.
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a) Plantearemos la ecuacidtn del nodo a y consideraremos como
incégnita la diferencia de potencial Vap + © sea V_, , vya que

b se ha tomado como referencia.

La ecuacidn resultante es

Va - 120 Va + 10 Va
100 T 200 * Joo = ©
si despejamos Va
2
v = 230 = 46
a 5

.2 v, o= 46Y2 sen 120 7t = 65.05 sen 377 t V

b} Como
vcd = Vca + Vad
Y
v = - 100 I,
ca
vad = 200 I
ademis
Va - 120 46 - 120
Il = 100 = 100 = - 0.74 A
Va + 10 46 + 10
I, = 500 = 500 = 0.28 A
SV =+ 74 V
ca
vad = + 56 Vv
Y
v ; 130 V

cd
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" Otro camino mAs simple hubiese sido
{

= = + =
vcd vcb + Vbd 120 10 130 V

finalmente, si el resultado se expresa como senal senoidal

l

Vog © 130V2 Sen 120 7t = 183,85 sen 377 t V

c) La potencia promedio se calcula como
2 2
P=RI, = 200(0.28)< = 15.68 W
d) U=Pt = 15,68{(120) = 1881.6 J

-

4.5 CONEXION Y SIMBOLOGIA DE LOS INSTRUMENTOS DE NEDICION DE
CORRIENTE, VOLTAJE Y RESISTENCIA

Presentaremos ahora una breve descripcibn de la forma de represen
tar y de conectar los instrumentos que se usan para medir diferen

cias de potencial, corrientes y resistencilas.

No 'describiremos el funcionamiento, ni la construccién, ni las
precauciones que se deben tener en su uso, ya que estas cuestio-
nes dependen de las caracteristicas particulares del instrumento

empleado.

Los instrumentos que trataremos son:

1. Vb8ltmetro
2. Ampérmetro

3. Ohmetro
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En muchas cocasiones los tres instrumentos se integran en uno solo

llamado multimetro.

"Estos aparatos pueden producir un desplazamiento angular, de una
aguja indicadora, proporcional al par&metro que se desea medir
(instrumentos analSgicos) © bien pueden dar directamente la cifra
que indica el valor del parémetro medido (instrumentos digitales)
Sin embargo, todos ellos pueden ser representados como se muestra
en la figura 4.21.

®

H
H
o

{a) (b) (c)

FIGURA 4.21. Representacidn usual de algunos instrumentos de me

dicidén; (a) vSltmetros, (b) ampérmetros y (c) Shmetros.

Como el v6ltmetro mide la diferencia de potencial entre un par de
puntos, sus terminales deben ser conectadas a esos puntos. Por
ello se dice que el vSltmetro debe ser conectado en paralelo con
el elemento en el cual se desea medir la diferencia de potencial.
Con objeto de no alterar las condiciones existentes en el circui-
to antes de efectuar la medicidn, su resistencia interna ry, de-
be ser muy grande. Entre menos energia se requiera para obtener
una medicifn, mejor serd la exactitud del aparato.

Cuanfo se desean medir diferencias de potencial continuas o direc
tas, se debe respetar la polaridad del instrumento colocando su

terminal positiva en el punto de mayor potencial,

Como el ampérmetro es un medidor de flujo deberi conectarse en se
rie con el elemento o elementos a través de los cuales se desea

medir la corriente elé&ctrica; para conectarlo seri necesario inte
rrumpir el circuito e intercalarloc en la rama deseada. Con obje-

to de no alterar las condiciones existentes en el circuito antes
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de efectuar la medicibn, su resistencia interna r, debe ser muy
pequefia, De manera semejante al caso del vSltmetro, cuando se mi
de corriente continua o directa debemos respetar la polaridad del

aparato.

El Shmetro debe ser conectado directamente a las terminales en-
tre las cuales se desea medir resistencia. Para efectuar la me-
dicibn-de—la-resistencia—de-un-elemento—conectado—a—un—circuito-—
es necesario desconectar alguna de sus terminales, con el objeto
de no incluir la resistencia de los elementos conectados en para

lelo con el que se desea medir,

Como el Shmetro mide la propiedad denominada resistencia, es ne-
cesario que internamente posea una fuente de energia para lograr
la lectura y no es necesario considerar su resistencia interna

porque no toma energia del elemento que se mide.

EJEMPLO 4.3

Se desea medir la corriente y la diferencia de potencial en el
resistor Ry , del circuito mostrado en la figura 4.22, para e-

llo se cuenta con los aparatos mostrados.

Obtenga el error involucrado debido a la resistencia interna de

los aparatos.

20Q

a 1[h b

1

o + T
12V I 40 ©
RZ

Ry

c
60

(a) (b)

FIGURA 4.22. (a) Vdltmetro y ampérmetro con los cuales se desea
medir la diferencia de potencial y la corriente en el resistor

Ry, del circuito de la figura (b),
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SOLUCION

Calcularemos primero la corriente y la diferencia de potencial en

el resistor R, sin conectar los aparatos de medicidn,

Con base en la figura 4.22 (b} tenemos gue

= 12 .
I = 755 = 100 mA
Y
V., =40 (0.1) = 4V

. bc

La medicién de la corriente y la diferencia de potencial se reali

za conectando los aparatos, como se muestra en la figura 4.23.

204
a
e 4 »

R} N

©,
12V "= 2
4m2rv
R3 16k

PIGURA 4.23, (a) Conexidn del véltmetroc para medir la diferencia

de potencial Vbc ; (b} conexién del ampérmetro para medir la co

rriente en el circuito.

Al conectar el vdéltmetro se forma un circuito de un nodo indepen-

diente cuya ecuacién es

[] ¥
be + vbc + vbc =0
80 40 16,000
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simplificando

t

200 v - 2400 + 400 v, 4 V,o =0
de donde
vgc = 2:3: = 3,993 V
y el error en la medicidn de vbc es
error en Vbc = 100 zésviizhg = 0.17%

Al conectar el ampérmetro, la corriente se modifica al valor

12
' = —_— = .
I 7232 98.36 mA
y
L
error en I = 100 l——f—i = 1.64%

4.6 CIRCUITO RC CON SENAL DE VOLTAJE CONTINUO

Después de definir las propiedades capacitancia y resistencia y

comprender la funcién de los capacitores y resistores por separa-
do, analizaremos por medio de las leyes de Kirchhoff el comporta-
miento de€ in capacitor cuando se conecta a una fuente de fem real,

es decir, considerando el efecto resistivo del circuito.

Llamaremos circuito RC a la combinacién en serie de un capaci-
tor y un resistor., Dicho circuito puede representar cualquier co

nexidn de resistores y capacitores cuyo equivalente sea un solo

resistor en serie con un capacitor.

A continuacifn analizaremos el comportamiento de este circuito

cuando se conecta a una fuente de voltaje continuo, como se mues

v
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tra en la figura 4.24.

interruptor
a
e —
IJ -+ VR -
0, - -
—_— i
+ b i, R Cl
E —o +
- T i cT~_"¢

FIGURA 4.24. Circuito RC con senal de voltaje continuo.

El interruptor en el circuito de la figura 4.24 se usa para que
iniciemos el anflisis; en el momento gue lo cologuemos en la posi-
cifn a consideraremos que el tiempo t es igual a cero segun-

dos.

Supondremos que la resistencia interna de la fuente, de los alam-
bres usados para la conexibn, de los contactos del interruptor o
‘cualquier otra resistencia.en el circuito, estd contenida en R

'y algo semejante es valido para el capacitor C ; ademds se con
siderard que el capacitor esti completamente descargado antes de

realizar la conexién, es decir, vC =0 para t < 0 .

Si consideramos las direcciones de referencia asociadas mostradas

en la figﬁrﬁ 4,24 para R y C y aplicamos la LVK , obtenemos

gue
I v==-FE +v_ +v =20 (4.31)
R c
donde
VR(t) = R iR(t) (4.32)
g(t) = C vc(t) (4,33)
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si derivamos (4.33)

d v, (t)
Qg%l = i, (t) = ¢C _gT— (4.34)

Si usamos las expresiones (4.32), (4.34) y (4.35) en la ecuacibén
(4.31), se obtiene

dv

C =
R C _EE'+ Ve = E (4.36)

Al dividir la ecuacién entre RC obtenemos

—= 4t =% V. = == (4.37)

Por. nuestros cursos de matemiticas sabemos que la ecuacién (4.37)
es una ecuacibdn diferencial lineal de primer orden, no homogénea
y de coeficientes constantes, cuya solucién consta de dos partes:
la solucibén homogénea y la solucién particular.

Obtendremos primero la solucifn homogénea v que es la solu

Ch '
cibn de la ecuacibdn

dv
.. ch 1 _
=6 * R Ven = 0 (4.38)
dv
Ch 1
= - = dt {4.39)
VCh RC

£n Voh t 1 =~ ge t (4.40)
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La constante de integracién €, se puede expresar como
C, = - &n K (4.41)
Entonces la ecuaciétn (4.40) se reduce a

Ven t

/E’.n—I-<—=- m (4.42)

Si obtenemos el antilogaritmo en ambos miembros de (4.42), se tie

ne
t
s v -
Ch _ RC
L (4.43)
de donde
-t
_ RC
Ve, = Ke - (4.44)

Debido a que el segundo miembro de la ecuacién diferencial no ho
mogénea (4.37) es una constante, la solucifn particular serd del

tipo

donde

A = constante

Al sustituir (4.45) en la ecuacidn original (4.37), obtenemos

1 _E
5 A= e (4.46)
de donde
A=F=vw (4.47)
Cp
Y la solucidn completa es
vc(t) = Vep t vCP (4.48)
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Sustituyendo las ecuaciones (4.44) y (4.47) en (4.48) se obtiene

que

vc(t) =Ke + E (4.49)

Para evaluar la constante de integracién K usamos la condicién

iniciai__vCLO) =0
vC(O) =0=Kel +F (4.50)
de donde
K=-FE {4.51)
Finalmente
- £
v (t) = E(1 - e RC) (4,52)

también, de la ecuacidn (4.34) resulta

, _ _E
lc(t) = C wme = R © (4.53)

Un par&metro que permite caracterizar un circuito RC particu-

lar, es la llamada constante de tiempo o definida como

1. = RC [s] (4.54)
La fiéura 4,25 muestra las gradficas de las ecuaciones (4.52) y
(4.53) en funcidn del tiempo y con una escala de tiempo en mfilti

plos de Te

Observemos que T. ©s el tiempo para el cual el exponente de e
(base de los logaritmos naturales), vale menos uno en las ecuacio
nes (4.52) y (4.53).
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t v i

Ve Fe1 C C i
- E
- (S 0,57, 0.394 0.607 e—g=1
4 TC 0.632 0.368
2TC 0.865 0,135
3TC 0.950 0.050
4Tc 0.982 0.018 ]
N 5t, 0.993 0.007 ————
Tc 31 57¢ t 6t, 0.998 0.002 e 3¢ St ot

PIGURA 4.25. Grificas del comportamiento, con respecto al tiempo,
del voltaje Ve ¥ la corriente iC en un circuito RC con fuen
te de voltaje continuo.

En funcién de To s las ecuaciones (4.52) y (4.53) se expresan

-

t

v (t) = E(1 - e Tc ) (4.55)
i(e) =Ee Tc (4.56)
c R . *

En las grificas o en las ecuaciones, se observa que el capacitor,
para cuando t + = , se carga y adgquiere el voltaje de la fuente
E . Para entonces ya no existe diferencia de potencial entre las

terminales del resistor, por lo que la corriente es cero.

Concluyendo, si t =+ =

<
8
Il
m

H
—
8
il
o

Afortunadamente no es necesario esperar un tiempo infinito para
considerar que el capacitor se ha cargado, debido a gue las fun-
ciones se acercan asintéticamente a sus valores para cuando

t-b-m.
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NStese que si t = 4 1,

vc(41c) 0.982 E

n

. E
1C(41C) 0.018 R

Es decir, para t = 4 1. se ha alcanzado el 98.2% del valor fi-

nal del voltaje en el capacitor y se tiene el 1.8% de la co-

rriente inicial en el circuito; es por ello que, para fines prac
ticos, se considera que para t > 4 1o se han alcanzado las con
diciones estables del circuito y el proceso de carga, por tanto,
se desarrolla esencialmente en el intervalo 0 < t < 4 T
Con referencia al circuito RC de la figura 4.24: si después de
cargado el capacitor hasta alcanzar una diferencia de potencial

V. = V, se cambia el interruptor a la posicién b , se obtendrad
un circuito a través del cual se puede.desenergizar el capacitor,
transformando su energia almacenada a energia en forma de calor

en el resistor.

Como en el momento de pasar el interruptor a la posicién b el
capacitor posee un voltaje Ve T V, , el capacitor tiene condicio
nes iniciales diferentes de cero. Por lo cual dicho circuito se

reduce al de la figura 4.26.

~=R o VC{O) =V,

FIGURA 4.26. Circuite RC <con condiciones  iniciales vC(O) =V
0

en el capacitor.
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Si aplicamos la LVK al circuito de la ﬁigura 4.26, obtenemos

gue
vR - V. = (#] (4.57)
pero
VR = RJ.R Yy lc = C F (4.58)
ademis
i, =- lc (4.59)

Al sustituir .(4.58) y (4.59) en la ecuacidn (4.57) obtenemos

dvc
RC—-a—E-+VC =.,0 (4.60)
si dividimos entre RC
dv
C 1 _
—d—t + _R-E VC = 0 (4.61)

La solucibén de esta dltima ecuacidn se obtuvo con anterioridad y

a continuacidn se repite

[
=
©

_ RC
vc(t) = Vo (4.62)
para evaluar K usamos la condici6fn inicial

ve(0) =V, = Kel =K

finalmente

\ v (t) = v e X° (4.63)
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y la'corriente se obtiene

£
i =Cﬁ_cc_t)_=—£e E (4-64
c -dt R

En la figura 4.27 se muestran las grificas de las ecuaciones
(4.63) y (4.64).

VO
Ve (0) =V, =1V ; < = 1A
—
t t Ve *c
0.57. 0.607 - 0.607
e 0.368 - 0.368
21, 0.135 - 0.135
| S
g 314 0.050 - 0.050
d1p 0.018 - 0.018
St¢ 0.007 - 0.007
61, 0.002 - 0.002

FIGURA 4.27. Grédficas del comportamiento de un circuite RC si

fuente de fem y con condicicones iniciales ivC(O) =V,
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EJEMPLO 4.4
Para el circuito de la figura 4.28 obtenga:

a) El circuito RC eguivalente

b} El1 tiempo para el cual Vae = 5.8 v

e¢) La diferencia de potencial V,e Para t = 0.8 ms

d) La energia almacenada por los capacitores en t = 0.8 ms
t=0 Ey = 6V, Ez = 24V, E3 = 12 V

' b
a ° ] r, = 1.59, r; = 10, 1r; = 10
R; C

E1+ . Ry = 450

700

le}
=

r
]

+ d 3 R; = 30Q .

32Q

H
] ™
[ V]
o
m
w
0
w
Y
Ji
o
2
h

C;y = BuF

Ca = 6UF

2
\
/I

s,
F
O
w
i

6ur

¢ Ae ﬂ Cu 3uF

FIGURA 4.28. Circuito para el ejemplo 4.4.

SOLUCION
a) Ya que las expresiones obtenidas sdlo sirven para un circui-
to de un capacitor, un resistor y una fuente, reduciremos el cir

cuito a una sola fuente, un resistor y un capacitor equivalentes.

Las fuentes E, vy E3 estdn en paralelo entre los puntos g vy
£f . Con base en la figura 4.29, donde se han desconectado las

fuentes del circuito para obtener su equivalente, resulta gque
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19 &
+ I, + = 12V t——EF =18V
Ey = 24V —/— - E3=1 _ | el
r, = 10 Lra = 10 r,,= 0.50

H,y ©

f
PIGURA 4.29. Reduccidn de dos fuentes en paralelo a una sola

fuente equivalente.

En la misma figura 4.29 se observa que el valor de la fuente equi

valente € es
el

Ee1 = ng = EZ - rs Iy = E3 + r3 I = 18 Vv

La resistencia equivalente r es la resistencia entre los pun-

el
tos g y £ , entonces

I2 T3
Te1 T T, vz 0 0t R

La fuente total egquivalente entre a y £ se puede obtener con

base en la figura 4.30 como

Ee =V, . = Ee1 - £y =12V
r, = rp +r ., = 20
a
- - I a
‘ "4
£y + :
r T E=Ei "B
+79 = .
Ee 4 Te T Fa T T
re1 o
. £
f

FIGURA 4.30. Reduccidn de fuentes en serie a una sola fuente

equivalente.
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El circuito de la figura 4.28 puede ser reducide al de la figura

4,31a, donde

Rz R3
= ee,,e— = Q
3&1 Ro + R3 21
Cs Ch
= C + —_— =
el ? C3 + Cy WF

(a) (b)

FIGURA 4.31. (a) Circuito de la figura 4.28 reducido a una sola

malla; (b) circuito RC egquivalente al circuito de la figura (a).

Hasta el momento se ha obtenido un circuito de una sola malla, fi
gura 4.31a , que facilmente se reduce al de la figura 4.31b, dado
que los resistores, en cualquier parte de la malla en gque se ubi-
guen, contribuyen a incrementar la resistencia total conectada a
la fuente equivalente.

Finalmente se obtiene el circuite RC equivalente de la figura

'4.31b, donde
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b) De la figura 4.31a, se tiene
)
= +
Vac vab vbc
donde
Vab = Rl lc(t)
y tomando en cuenta gque C) = Ce1 ' se puede escribir
v = Vee (F)
be 2
De las ecuaciones (4.52) y (4.53), tenemos
-
= - T¢
vce(t) Ee(1 e )
E, -?t-
i, (t) = — e C
Ce ‘ Re
en las cuales
Te = Rg Ceg = 0.4 ms
Por lo gue
v = 45 [1Z) ¢=2-5 X 10%¢ , 12 (4 _ o-2.5 x 107ty _ 5.8V
) ac 100 2 '
- x 3
5.8 = 6 - 0.6 e"2-5 X 10°¢
;_= e-2.5 x 103t
4
t = n 3 7 = 0.439 ms
2,5 x 10 —_—



¢) Del circuito de la figura 4.31a

para t = §.8 ms
v
ae
d) Como
para t = 0.8 ms
volt)
Y
U

=E - (r

o e * Ryl 1Ce(t)

tenemos gue

= 12

t
]

nj—=

T2 .g/4
- = 1.45
(2 + 32) 100 e 1 \Y
1 2
us=3 Ce Yee
= 12(1 - e-8/%) = 10.38 V.
0.8 ms

(4 x 10°6)Y(10.38)2 = 0.215 mJ

277
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PROBLEMNAS

4.1 Para la conexidn de resistores de la figura P4.1, calcule la

corriente, la diferencia de potencial y la potencia en cada resis

tor si Vad = 120 v .
_JZOQ
a. ' -
Rl
b
Roa—100
! I 408 T
C
4JRG
d e r .
80

Figura P4.1

4.2 Suponga un arreglo de resistores como el de la figura P4.2,
y obtenga la diferencia de potencial Vab mixima que soporta el
arreglo sin dafiarse; indique también cudl resistor se daflaria pri
mero por elevacidn exceéiva en su temperatura, en caso de exceder

la diferencia de potencial calculada.

R,
a
Ri= 2000 , 1/2 W
Ro= 1.5 k2, 1/2 W
3 Rs= 1 kR, 1/2 W
Rz Re= 2 k, 1/2 W
4
b

Figura P4.2
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4.3 Para el circuito de la figura P4.3, obtenga las diferencias
de potencial siguientes: V33 , Vyug . V51 ¥ V32 ; compruebe que
per las dos trayectorias posibles, los resultados son los mismos;
seleccione el nodo 2 como referencia y calcule el potencial en ca
da uno de los nodos restantes; a partir de los potenciales obteni

I
dos, calcule nuevamente las diferencias de potencial sclicitadas

w @ n O
———t

con anterioridad.

®
T

Ey= 24 V
= 2
By — b2 Es= 6V
' @ R)A= 106
R Rz= 204G
R 4 Ry= 120
Ry= 14Q
Rg= 160

|

™

L@ n ®

Figura P4.3

: +
@ :

4.4 La figura P4.4 muestra un circuito en el cual se desea cono-
cer la corriente y la diferencia de potencial en cada elemento.
Resuelva el circuito por el método de mallas y verifique que al
aplicar el método de nodos los resultados son idénticos; demues-
tre también que el valor de v calculado por las tres trayecto

XY
rias existentes es el mismo.

BQ 9{
X o # ﬁ
Lt _LE
20 - - 102
== 3V
+
Y

Figura P4.4
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4.5 Determine la energia por segundo que estd recibiendo o sumi
nistrande cada una de las fuentes de fuerza electromotriz del
circuito de la figura P4.5; compruebe que la energia suministra-
da por las fuentes al resto del circuito, en un segundo, es igual
a la energia transformada en calor en los resistores sumada a la
gque se almacena en las fuentes éue reciben energia en el mismo

lapso.

40Q 250 ‘359 900
N — Y r
PP R 1180 T Lo
1 1 =
I I aiertey il
: : |£;‘—- } : *‘L i €,= 30 V, rp= 20
L ' ! | —~~r ’
I I lr, | 5oL L____E: Ey= 30 V, r;=20
[ |
A 1
Y1on h8q

Figura P4.5

4.6 Se desea suministrar energia a un elemento resistivo R = 1
y para ello se cuenta con las dos fuentes de fem de la figura
P4.6. :Calcule la potencia en el resistor obtenida al conectarlo
a cada fuente por separado y a 5us conexiones en serie y en para-
lelo; obtenga una fuente equivalente de la conexidn en serie de
las fuentes y otra de la conexidn paralelo; verifique gue al co-

nectar la carga resistiva a estos equivalentes los resultados son

los mismos que los obtenidos con anterioridad.

[}
El 6V Ez 4V '
X R == 10
‘ 1
Fuente 1 Fuente 2 Carga <
- resistiva

Figura P4.6
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4.7 Se desea medir la corriente I; Yy la diferencia de poten-
cial ny en el circuito de la figura P4.7; para efectuar las
mediciones mencionadas se utiliza un multimetro con 8 kQ de re-
sistencia interna como viltmetro y 4 2 de resistencia interna co
mo amperimetro. Calcule el error involucrado, en dichas medicio-

neé, debido a la resistencia de los aparatos de medicién.

‘7BQ x
¥ 9>
el
Il
156R~=~
12y -
T 6.4vil_ —— 2009
20 =
- 40
&-
y

Figura p{.7

4.8 Para encender dos focos se cuenta con una bateria de 12 V ,
la cual posee una resistencia interna de 1 Q . Si el foco F1 es
de 3 V , 1.2 W, y el foco F2 es de o6 V , 3.6 W , dibuje el
diagrama del circuito con los resistores necesarios para gue cada
foco funcione al voltaje y potencia nominales. Tome en cuenta

gque si algunc de los focos se dafla el otro debe permanecer encen-

dido sin gue su voltaje exceda 10% del voltaje nominal.

Ademds, calcule la resistencia y la potencia de los resistores

necesarios.

4.9 Con los elementos mostrados en la figura P4.9 se desea cons
truir un circuitec con el cual se logre el funcionamiento del mo-
tor y el foco a voltaje y potencia nominales. Considere gque el
fusible se funde y abre el circuito cuando se excede su corriente
especificada y debe proteger el foco y el motor, ademds el foco de
be encenderse sdlo cuando el motor estd funcionando y apagarse

cuando el motor se dane {(circuitoc abierto o corto circuito).
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Dibuje el diagrama del circuito eléctrico necesario y calcule los
valores de resistencia y potencia de los resistores R; Yy Rj

é¢Para gqué corriente debe ser el fusible?

ELEMENTO SIMBOLO ELEMENTO SIMBOLO

FUSIBLE —\— ey 6w '_O__'
[

L
— q
—

[

FOCO
WV, 1.5

INTERRUPTOR /
- —e

Figura P4.9

54-|
FUENTE _
12v, 10 % - RESISTORES
r

4.10 E1l capacitor C del circuito de la figura P4.10 estd origi
nalmente descargado. El interruptor 1 se cierra en t = 0 Yy se
abre 30 s mas tarde; 10 s después de abierto el interruptor 1
se cierra el 2 y permanece cerrado 20 s , al término de los cua
les se abre el interruptor 2. Finalmente, 10 s después de abier
to el interruptor 2, se cierra por segunda vez el 1. Dibuje las
grificas V,, , Voa * VYpe ¢+ Vegq r i1 e i contra t para

. el intervalo 0 < t < 90 s e indique los valores de las ordenadas

cada S5 segundos.

" Int 1 R, Int 2
e N F e _Tc E = 100 V
+ —;-u- e C = 100 wF
£ c —— g, Ry= 120 k@
Rz= 100 k
x g Ry= 80 k@

Figura P4.,10
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4.11 Calcule, para t = 0.1 s , la diferencia de potencial Vac
en el circuito de la figura P4.11; considere gue el interruptor
se cierra en t = 0 ; y compruebe que para ese instante

+

E=v + VvV v + vV

ab bc cd de

€= 0 "
R .
;><: ! : b -
a E= 120 V
¢r Ci= 6 pF
C,

Csy= 2 uF
i

+Vef.

R;= 60 kQ
Ra= 40 k@
‘T’R, Ri= 16 kQ
/ Ry= 60 kQ

Rq‘V C,

Cy
Figura P4.11

4.12 Para el circuito de la figura P4.12, suponga que el inte-
rruptor se cierra en t = 0 y gque VC(O) = 0 ; para el interva
lo 0 <t < 2 s, calcule la energia almacenada en el capacitor
(UC) . la energia transformada en calor en el resistor (UR) Y
la energia suministrada por la fuente (Ug) . Compruebe también
el principio de conservacidén de la energia en el circuito, es de
cir que Ug = Up + Ug -

t =0 R .
;><r 4( R = 10 kf
+ C = 100 uF
T— — C
E E = 100V

Figura P4.12



CAPITULO 5 CAMPO MAGNETICO

INTRODUCCION

Con el objeto de complementar nuestro estudio del fenbmeno elec-
'tromagnético, en el presente tema estudiaremos los efectos produ-
cidos por cargas elé&ctricas méviles, movimiento que finalmente es

. la causa esencial del magnetismo,

Iniciaremos el estudio de esta faceta del fenSmeno electromagnéti
co partiendo de las observaciones de Hans Christian Oersted. Por
medio de la expresi6n de la fuerza de Lorentz, obtendremos una de
finicién formal de campo magnético con base en la cual relaciona-

remos dicho campo con el elé&ctrico.

En seguida, desarrollaremos los modelos matemiticos empleados en
el cilculo de campos originados por corrientes eléctricas, al cir
cular por conductores de formas comfinmente empleadas en la produc
cifn de campos magnéticos, y obtendremos dichos modelos a partir

de las leyes de Biot-Savart y Ampere,

Al final del tema se analizarln las fuerzas de origen magnético
gque actflan sobre conductores que transportan corrientes y que se
encuentran localizados en una regibén de campo magnético; inclui-
mos en este andlisis los conceptos de momento dipolar magnético
y energia potencial magnética, mismos gque ser8n de utilidad en el
tratamiento de las propiedades magnéticas de las sustancias, lo

cual es motivo de un tema posterior.

5.1 EXPERIMENTO DE OERSTED

Hasta el afo de 1819, el estudio de la electricidad y el magnetis .
mo estaba limitado a la electrostitica y las fuerzas entre imanes,
respectivamente. En este afio el fisico danés Hans Christian Oers-
ted (1777-1851), observf que una corriente eléctrica que fluye
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por un conductor produce un efecto tal gue una brGjula colocada
en su cercania modificaba su posicibn natural: es decir, el ex‘
tremo norte de la brijula deja de abuntar hacia el Norte geogréa-
fico, y el efecto cesa al dejar de circular la corriente menciona
da.

Cabe aclarar que para esta &poca ya se conocia el comportamiento
cualitativo entre polos magnéticos (extremos de un imén), esto es:

polos del mismo tipo se rechazan y polos de tipos diferentes—se
atraen, Por otra parte, el fenfmeno observado por Oersted no pu-
do realizarse con anterioridad en virtud de que se desconocia la
forma de producir corrientes eléctricas intensas y con suficiente
duracifn como para observar sus efectos. Por ello las aportacio-
nes de Aloisio Galvani y de Alessandro Volta fueron determinantes
en el estudio de la electricidad.

Con ayuda de las pilas voltaicas, Oersted pudo realizar sﬁ experi

mento, del cual reproducimos a continuacifn la parte esencial.

El efecto de orientaci6n de una brGjula debida al campo magnético
terrestre era un fenfmeno bien conocido por los chinos desde el
afio 1000 de nuestra era, por esta razbén la deflexifn en una brGju
la se atribufa al mencionado campo magnético. Oersted observé

una situacién semejante a la mostrada en la figura 5.1.
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(a) (b)
FIGURA 5.1. Experimento de Oersted: ¢ es un conductor recto

perpendicular a la hoja ¥ b es una brﬁjula..(a) Si la corrie

CI

cidén Norte-sur; (b) si la corriente en el conductor sale de la ho

te en el conductor es nula, las brfijulas se orientan en la dire

ja, las brGjulas se orientan tangentes a una circunferencia con-

céntrica al conductor,
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La explicacién que Oersted dioc al fenfémeno fue que la corriente
eléctrica debfa producir un campo magnético, que superpuesto al
terrestre daba por resultado la nueva orientacidn de las brljulas.

Con este resultado se relacionaron dos fendmencs cuyos estudios
se habfan mantenido desligados: el eléctrico y el magnético.
En realidad dichos fenémenos son formas particulares de uno solo:,

el electromagnético.

A partir del anterior descubrimiento se sucedieron en forma inin-
terrumpida otros tan sorprendentes como el ya descrito; algunos
de los cuales seridn tratados posteriormente.

Como hemos visto en temas anteriores, una corriente eléctrica no
es otra cosa que un movimiento de cargas; de esto se puede con-
cluir un resultado absolutamente general: cualquier carga eléc-
trica en movimiento produce un campo magnético. Este resultado
nos es (til también para explicar el magnetismo de los imanes na-

turales, como se veri en temas posteriores,

5.2 FUERZA DE ORIGEN MAGNETICO SOBRE CARGAS EN MOYIMIEKRTO

De manera semejante a los campos gravitatorio y eléctrico, es po
sible adoptar la idea de que un magnetc o una carga en movimiento

producen campo magn&tico en el espacio que les rodea.

‘Al colocar una carga eléctrica en reposo dentro de un campo magné
tico, éstd no experimentari efecto alguno, ya que la interaccidn

magnética estf Intimamente asociada al movimiento de las cargas.

Representemos dicho campo por medio de la letra B y dejemos pa-

ra mis adelante una definicién formal de dicho campo.

En el primer tema se concibid la existencia de un campo eléctrico
en un punto, cuando se colocaba una carga eléctrica en dicho pun-

to y ésta experimentaba una fuerza de origen eléctrico, o sea, la



288

expresién (1.5)

'le"lﬂ—

Ahora bien, en el caso del campo magnético se procede de manera
semejante, con la salvedad de que en este caso se requiere como

-

carga de prueba una carga mévil, es decir, c¢on una velocidad v
Si por un punto dentro de un campo magné&tico hacemos pasar una
carga ¢q con diferentes velocidades (;) y realizamos las medi
ciones convenientes, se puede establecer la siguiente relacién

de proporcionalidad
F = v {5.1)

La cual significa que la magnitud de la fuerza magnética que expe
rimenta una cierta carga-es proporcional a la magnitud de su velo
cidad. Pero ademis, también es factible hacer pasar por un mismo
punto cargas de diferentes valores, e inclusive signos, pero to-
das ellas con la misma velocidad Vv ; se puede establecer, en es
te caso, una proporcionalidad entre la magnitud de la fuerza mag-
nética que experimenta cada una de las cargas y el valor de la

misma, es decir
F '=q (5.2)

Es posible observar, experimentando en diferentes puntos donde

existen distintos valores de campo magnético B , gue sobre una
cargé_con velocidad v fija actfian fuerzas diferentes, de donde
se puede concluir gue la fuerza magnética es directamente propor-

cional al campe B , es decir
F « B (5.3)

Combinandoc las expresiones (5.1), (5.2) y (5.3) se puede estable
cer que

Fm = g vB (5.4)
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Para hacer de la expresifn (5.4) una ecuacifn, requerimos atin de
algunos elementos adicionales. Es un hecho conocido que la fuer-
za y la velocidad son magnitudes de tipo vectorial, mientras que
q es de tipo escalar. Para determinar la naturaleza de la magni
tud del campo magnético B , analicemos lo gque sucede experimen-

talmente.

Cuando una misma carga se hace pasar por el mismo punto dentro de
un campo magnético, manteniendo constante la magnitud de su velo-
cidad, pero variando la direccién de é&sta, se observan, sobre la
carga, fuerzas diferentes (en magnitud y direccién) e inclusive
existe una direccifn de esta velocidad para ;a'cual la fuerza so-
bre g es cero, lo gque también ocurre cuando la direccién de la

velocidad es diametralmente opuesta.

Ademds, la direccifbn de la fuerza es siempre perpendicular a la
direccién de la velocidad, lo que significa que la magnitud B
tiene carfcter vectorial, ya que si fuese de tipo escalar, la-

fuerza y la velocidad serian paralelas en cualquier punto.

Ahora bien, si la fuerza magnética F es proporcional al produc

m
- -+
to de dos magnitudes vectoriales (v y B) , dicho producto de-
-
berd ser vectorial para dar por resultado una fuerza F , Lo an-

terior se puede resumir diciendo que
-+ - -
F_ = qgqv xB (5.5)

La ecuacifn (5.5) concuerda perfectamente con los resultados expe
rimentales. En la figura 5.2 se muestra la relacifén vectorial en

tre las magnitudes involucradas en la ecuacibén {5.5).
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?m(si q es positiva)

—a—A "

— -
-~
//, (=1 o]
E negativa)

x
- -+ ->
FIGURA 5.2. Relacidn vectorial entre F , v y B para una car
ga g situada en el origen., Los vectores velocidad ; y campo
magnético g estdn contenidos en el plano =xy , ¥ ; se deter-

mina de acuerdo con la regla del producto vectorial y con el sig

no de la carga q .

Por nuestros conocimientos de matemiticas sabemos que se puede es
->
cribir la magnitud de la fuerza magnética F, como

-+ + >
[P | = qlv||B| sen « (5.6)

C sea

F, =4qQV Bsena (5.7)

De la ecuacién (5.7) se puede despejar B para conocer en gué u-

nidades se mide

| -
- B] = ———e
u g v sen af
Es decir
[B]u= N _N+*‘s_N-m-'s _J-s = V'S (5.8)

c -% C 'm C +m? C +m? m?2
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A la iltima combinacifn de unidades en el SI se le conoce como
tesla (T), en honor del ingeniero norteamericanc, nacido en Yugos
lavia, Nicholas Tesla (1856-1943), El1l producto V s cominmente
se conoce como weber (Wb), comoc homenaje al fisico alem&n Wilhelm
E. Weber (1804-189%1). De esta forma tendremos

[B]u = ‘;_E;_ =T ' (5.9)

De la ecuacién (5.5) se pueden obtener algunas consideraciones:

a) La relacibn entre fuerza magnética y campo magnético es més

compleja que en el caso eléctrico.

b) La fuerza magnética es siempre perpendicular a la velocidad

-+ > -

v y al campo EBE . Por la perpendicularidad con v , la fuerza
magnética no realiza trabajo alguno sobre la particula cargada,

es decir, no origina cambios en la energia de la particula, modi-

-5
ficando la direccibén de v sin cambiar su magnitud.

. .

c) Como la magnitud B debe ser de carlcter vectorial en todos
>

los puntos es necesario asociar a cada uno un vector B , es de

cir, el campo magn&tico es un campo vectorial, también llamado

funcién vectorial de variable vectorial.

' -
d) Como la fuer:za Fm depende de g , variaré segfin la carga
de que se trate, sin olvidar el efecto de su signo, comc se mues-

tra en la figura 5.2.

Si consideramos una carga g mdvil en una regibn en la gque exis-
tan un campo eléctrico y un campo magnético simulténeamente, la
carga experimentard dos fuerzas, una debida al campo eléctrico y
otra al campo magnético. Por esta razén es factible determinar
la fuerza electromagnética, la cual ser& la resultante- de las dos
mencionadas anteriormente; combinando las expresiones (1.5) y
(5.5) se obtiene

gy

> -+
=F + F (5.10)
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o sea
= q(E + v x B) (5.11)

La ecuacibn (5.11) se conoce como la fuerza de Lorentz.

5.3 DEFINICION DE CAMPO MAGNETICO

A rafz de la publicacién de los resultados obtenidos por Qersted,
el fifsico francés André& Marie Ampere (1775-1836) realizb una se-
rie de experimentos en los cuales se muestra que existen fuerzas
entre conductores por los gue circulan corrientes eléctricas,
siendo dichas fuerzas funcibn de las magnitudes de las corrientes
(i, e i), del angulo formado por los conductores (6) y de la

distancia existente entre é&stos (rj;), es decir

= f(11 ’ iz , 8, r12) (5.12)

Los resultados obtenidos por Ampere se ilustran en la figura 5.3.

il _ i 1 12
| ¥ |
$ 12 ,
I
' l
2 2 |
t Fay i
I
i i
) 2 2 ¥y
g =0 8 = w = 180°
(a} (b)
FIGURA 5.3. Resultados obtenidos por Ampere: (a) cuando los con-
ductores forman un anguloc 6 = 0 , se atraen y (b) cuandeo los
conductores forman un angulo O = W , se repelen.

Ampere divulg6 sus experimentos y de esta publicacifn extractamos
algunas de sus conclusiones.
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Las atracciones y repulsiones observadas difieren de las fuerzas

gue se presentan entre cuerpos eléctricos en reposo, ya gque:

a) Cesan cuande cualgquiera de las corrientes o ambas se interrum

pen.

b) En el caso electrostiticeo, cargas del mismo signo se repelen
y se atraen si son de diferentes signos; en cambio, si las corrien
tes van en la misma direccibn se atraen y si van en direccifn con

traria se repelen.

Estas observaciones son razones suficientes como para considerar
estas fuerzas de una naturaleza diferente, y, tomando en cuenta
los experimentos de Oersted, se optS por denominarlas fuerzas de

origen magnético.

Otro experimento que puede realizarse para conocer m&s sobre el
origen y comportamiento de estas fuerzas, es el mostrado en la fi
gura 5.4; consiste de un tubo de rayos catbddicos, cuyoc haz es co-
locado paralelamente a un conductor por el que circula corriente
eléctrica, N6tese gue el haz, aun al desviarse, se encuentra

siempre formandoc un plano con el conductor.

. V'
emisor b .|

de —
electrones .
[ vab>0
pantalla
I A2,
{ — [ — 0
\,

FIGURA 5.4. Experimento para mostrar la fuerza de origen magnéti

co sobre cargas en movimiento, en un tubo de rayos catddicos.
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Debido a gue el haz electrSnico de la figura 5.4 es una corriente
eléctrica de direccifn contraria a la del conductor, se explica,
con base en las observaciones de Ampere, la repulsién observada
sobre los electrones; ademis, por efecto de esta repulsién, des-
criben una trayectoria curva, originéndose una desviacifn de una

1

distancia d , observable en la pantalla del tubo.

Esta distancia—d—depende-directamente_-de_la corriente__I__y del_
ingulo gue forman el haz electrfnico y el conductor e inversamen-

te de la seﬁaracién entre E&stos.

Para analizar este fenfmeno, consideremos dos cargas representati
vas, pertenecientes una al haz y otra a la corriente en el conduc
tor: denominaremos ¢; a la carga del haz y 31 a su velocidad,
g, a la carga perteneciente a la corriente I vy ;2 a su velo-
cidad. Ademis, sea Elz el campo eléctrico en la posicién de la
carga gq; producido por q, , ¥ Elz la fuerza no electrostati-
ca producida sobre gq; debida a gq; . En la figura 5.5 se mues-

tran las direcciones de las magnitudes antes citadas.

-
2
£ P
A ’>,//
X, 1 - +
3 y ’/’,/’ Fi2 l, Vi
f/'//,’/’ ﬁlzj_(szitﬁxzi
~ ;23(§12=’|323f§|z|i
/
—~s (V2 x E12)
,I’C)E_:I;: ' a==<j: +
~ . 2 v V}
-~ By,

-

¥

(a)
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(31 x Ez!)ﬁ? Vs Fa l (vi X §z1)
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~ 92 Vi X'Ezl: l.\.;] X Ea[ l i
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FIGURA 5.5. 1Interaccién magnética entre dos cargas mdviles,

(a)
Fuerza gue experimenta la carga gq; ; (b)

fuerza gue experimenta
la carga gy

Las observaciones realizadas experimentalmente se pueden resumir
en la siguiente relaci6n

-+ . -+ -+ -+
|Fy2] « |Eyz]|va] sen B ai|vy| sen « (5.13)

Introduciendo en la expresi6n (5.13) una constante de proporciona
lidad gue satisfaga los requerimientos experimentales, se obtiene
-+ 1 - -+ -

|[F12] = =5 a1 [v1] sen o |v,||E;,| sen 8

) {(5.14)

en la cual;, ¢ es la velocidad de la luz.

La expresibn (5.14) se puede escribir también como

-+ -+ - -
F12 = -‘-:-]—i* d) ‘Vlllevx E].Zl sen o (5.15)



296

y en forma vectorial |

-+ > l -+ -+
Fip = 9y V) X o7 (vo x Ejp) (5.16)

Observamos de la figura 5.5 (a} y (b), que las fuerzas F;, vy
521 no se encuentran alcojadas en la misma lfnea de accién y por

lo tanto, en general, lasinteracciones-magnéticas.no obedecen_la_

tercera ley de Newton.

->

+
Ademis, el té&rmino E% v, x E;, depende del valor de la carga q;

-
y de su velocidad; nétese que si v; = 0 (si g, estuviera est§
tica), la carga g; no experimentarfa la interaccién magnética.

Comparandc las expresiones (5.16) y (5.5), podemos dar una defini

cién formal de campoc magnético, es decir

g 1 - -+
BJZ = Ei Vo X E12 . (5.17)

Como al desplazarse g, también se desplaza el campo eléctrico
que esta carga produce, es vdlido afirmar que un campo eléctrico
que se desplaza (o que varfa con el tiempo} produce un campo mag-

nético, y la forma en que se relacionan esté dada por la defini-

cibn (5.17).

Cabe aclarar que la definicién (5.17) es v&lida para velocidades

-
(vz) mucho menores que la velocidad de la luz (c).

Realizando un an&lisis de las unidades de B en la expresibn ‘
(5.17) se tiene que

’

-

[B]— 1 -+ -+ 1 -
a ET Vo x Ej, a - ET vo E;> sen R u
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O Sea

- =V s _¥ _ tesla (5.18)

=], -

|
=
nl=
|
2
]
=
o
g
[at

Lo cual coincide perfectamente con lo desarrollado en la expre-
sién (5.8).

Por otra parte, si colocamos en la expresién de la fuerza de Lo-

rentz los subindices convenientes, resulta
- -+ - ->
Fi2 = q1 (Ey2 + vy x Byy)

) -
La expresién entre par&ntesis es intrigante, ya que si E;, ¥
- -
vy x B;js son magnitudes que se suman, ambas deben tener las mis-

mas dimensiones y por consecuencia unidades idénticas, veamos

> > _ _m__nmWw_ 1 Vg _J _N-+'m
leBlzu_vlslzsene__s-T_EfnT—E m C-.-m C-+m
-+ -+ N
vy X Blz]u =C
= -»>
Efectivamente, (v; x B;,) representa un campo eléctrico; en for
'ma anfloga a la definiciébn (5.17), podemos escribir que
B . -+, - -+ -
E12 = Vv X BIZ (5.19)

La expresién (5. 19) nos indica que cuando la carga g) Sse mueve
con velocidad vl dentro de un campo magnético Blz + esta car-
ga experimenta un efecto eguivalente al producido por un campo
eléctrico E;z ; es decir, en el punto 1 existe un campo eléc-
trico producido por un campo magnético gque se mueve O que, en ge-
neral, varia con el tiempo; la relacifn entre dichas magnitudes
es la expresién (5.19),



5.4 LEY DE BIOT-SAVART ‘

Buscaremos ahora la forma de calcular el campo magn&tico produci
do por una corriente que fluye por un conductor. Considérese el

conductor mostrado en la figura 5.6,

FIGURA 5.6. Conductor irregular, pero coplanar, por el cual cir

cula la corriente i .

Donde:

-+ .
dl es un vector tangente al conductor en cada punto y de igual

sentido que la corriente i

P

v es el vector que indica la velocidad con que se desplazan los
" portadores de carga positivos dentro del conductor

-> 14 -+

r es un vector dirigido desde cada elemento (dl) del conducto

hacia el punto (P) en el que deseamos conocer el campo magnéti-

- | | 1

~ . -
r es un vector unitarioc en la direccifn de r

De la definicifén de campo magnético dada en la expresién (5.17),

podemos obtener su expresibn diferencial.



- 1-+ -
dB = —= v x dE
c2
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(5.20)

-
Ahora bien, la velocidad v , puede ser expresada como

oe
tley

<+
I

y el campo elé&ctrico aE ., gue es producidc por una

>
mueve a velocidad v dentro del conductor, seré

(5.21}

dg gue se

(5.22)

Sustituyendo las filtimas dos ecuaciones en ‘la expresién (5.20) se

tiene

Agrupando las cantidades constantes, las variables escalares y

las vectoriales, se obtiene

-d-g -+ ~
o 1 ag L xr
4HEOC2 r?
pero, por definicién
1,
€oC 2 °

r

(5.23})

donde la constante u, representa la permeabilidad magnética del

vacio.

Del valor de la constante de proporcionalidad empleada en la ley

de Coulomb, tenemos
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1
4m(9 x 109)

1

Ane, 9 x 10° , o *

Sustituyendo en la definicién (5.24) nos gqueda

. 1 _ 4m(9 x 109)
Ho = egc? c?
m2

y considerando que c2? = (3 x 108)2 Sz se tiene que
p, = 41 x 10~7

Pero es evidente gque no es una cantidad adimensional, por lo cual
obtendremos sus unidades

- 1 _ 1 N-:sm_V -s _ Wb
N - m2 s )
Finalmente se tiene
Wb

Por otro lado, vemos que en la expresibn (5.23) aparece el térmi-
no %% qué es precisamente la corriente I , por lo gque la ex-
presién (5.23) se puede escribir

> Mol al x ¢

B = o St (5.24)

La expresifn (5.24) se conoce como la ley de Biot-Savart.



5.5 APLICACIONES DE LA LEY DE BIOT-SAVART

Ahora emplearemos la ley de Biot-Savart para cuantificar el campo
magnético producido por una corriente eléctrica al fluir por un
conductor dispuesto en diversas formas.

a) Segmento de conductor recto
Consideremos que por el conductor mostrado en la figura 5.7 circu

la una corriente y que deseamos conocer el campo magnético produ-

cido por ésta en el punto P .,

-

|

]

I

I

——— l
P{0,0,0) z! % dx} X

FIGORA 5.7. Campo magnético en el punto P producido por un seg

mento de conductor recto de longitud 1

Si dividimos la longitud del conductor en pequenos segmentos _dI
dirigidos de acuerdo al sentido de la corriente, observamos gque
cada uno de estos segmentos multiplicados por la corriente I (a
los gue llamaremos elementos de corriente), produce un campo mag-
nético dg €en el punto P , cuya direccién puede ser deducida al
aplicar la regla de los productos vectoriales al producto indica-
do en la ley de Biot-Savart,

Por comodidad se ha elegido el sistema de referencia mostrado en

+ )
la figura ‘5.7, segfin éste los vectores dl y r se encuentran
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-

en el plano Xy ; el vector dB correspondiente se encuentra di
rigido entrando a dicho plano, es decir, en direccidn del vector
unitario -k . Se puéde observar gue para cualgquier elemento de
corriente (idI) del conductor mostrado, el campo magnético corres
pondiente 'dg siempre estari en la direccién antes indicada vy,
por lo tanto, el campo magnético total producido por el conductor
recto se encontrari dirigido hacia la parte negativa del eje 2z ,

De la ley de Biot-Savart, expresifn (5.24), se observa que para
conocer el campo total en el punto P se requiere de una inte-
gral, que por lo antes dicho respecto a la colinealidad de los
vectores dg ; Se ha convertido de una integral vectorial a una

integral escalar, es decir

Y
B = B(-k)
ya gque
- > ~ ~
B = ]dB = de {(-k) = B (-k)
por lo tanto
Hol dl sen o
B = g:m rz“ , | (5.25)

De la filtima integral observamos que W, Yy 47 son constantes;
a la corriente I 1la supondremos constante, ya gque si ésta varia
ra también variaria el valor del campo magnético en el punto P .
Por otra parte, las magnitudes restantes dentro del integrando
(dl , a y r) son variables, y por lo tanto habri que expresar a

dos de ellas en funcién de la tercera. De la figura 5.7 tenemos

dl = dx, § ctg (n - o) = -ctg o y_g = csc (1 - a) = csc o
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por lo gue

e

dx = -a (-csc?a) da = a csc? ada (5.26)

a csco (5.27)

g
il

Sustituyendo las ecuaciones (5.26) y (5.27} en la expresién ({5.25)
y tomando los limites de integracifén adecuados, se oObtiene

poI | %2
° a csc?a sena da
a1 a? csc? o

Integrando
o o
Kol 'z ' ol 2
B = sena da = —— | - CcOos a
ita dma
o Qg
finalmente
oI
B = (cos ay - cOS 02) (5.28)

Se concluye gue el campo magnético producido por la corriente I ,
al circular por el segmento de conductor de longitud 1 , en el
punto P situado a una distancia a del conductor, tiene una magni
tud dada por la expresi6n (5.28)y estd dirigido seglin el vector
unitario (-k); si se elige el sistema de referencia mostrado en la
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figura (5.7}, es decir

{

g - ol

P A7a (cos a; - cos as) k

Consideremos ahora que el punto en el cual deseamos conocer el
campo magnético se encuentra a una distancia a mucho menor que
la longitud del ‘segmento de conductor y que el punto se encuentra
cerca de la mediatriz de dicho segmento, tal como se mﬁestra en

la figura 5.8.

e 1 —]
T et
R fa =7
P

l > a

FIGURA 5.8. Segmentec de conductor recto y punto gue se encuentra

muy cercane a dicho conductor.

Si la longitud 1 del conductor es mayor, diez veces o mis, que
la distancia del punto al conductor, y el punto se encuentra den-

tro de la zona media del segmento, son viAlidas las siguientes
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aproximaciones

it
Q
-~
[H
H

o] cos o)

1
$
[

o2

1
=S
-

COos a3

y de la expresidn (5.28) se obtiene que

(5.29)

EJEMPLO 5.1

Calcular el campo magnético en el punto P producido por una co-
rriente continua de 10 amperes; la corriente circula por un con-
ductor recto de 3 m de longitud y el punto se encuentra locali-

zado de acuerdo con lo mostrado en la figura 5.9.

- 3m -
z . -~ 10A
— e T T T e T ——
( ;\_ GLL,,—’
a =~ - 5 .—""/
2 '\\\\ O‘E’EL,_
X v P
fo—1m—=if= 2m -]

- r

FIGURA 5.9. Campo magnético producido por un conductor recto y

de longitud finita, por el cual circula una corriente eléctrica.

SOLUCION

Realizaremos el cdlculo exacto empleando para este fin la expre-

sién (5.28), en lo que refiere a la magnitud del campo magnético
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‘en el punto en cuestidn, es decir

(cos a; - cos aj)

Sustituyendo los valores obtenemos

_ (4m x 10=7)(10) 2 b e
P 47(0.35) Y(2)2 + (0.35)2 (102 + (0.35)2

B, = 2.857 x 10-% (0.985 +0.944) =5.511 x10™6

Ahora bien, aplicando la regla de los productos vectoriales se ob

tiene la direccién de este campo magnético; de la expresidn
-
{5.25) se concluye dque BP es perpendicular al plano de la figu-

ra 5.9 y sale de la misma, es decir
B 5.51 i
BP = . 1 i uT

Calculemos el mismo caso, pero empleando la expresidn aproximada

(5.29) de la cual obtenemos

v fam x 10-7)10
P 21 (0.35)

5.714 x 10-6

Si calculamos el porcentaje de error en el cilculeo aproximado,
tendremos

IB
error en la magnitud B_ = 100

- -6 ‘ . ‘
. 100 |s.714 - 5.511 [ 10 |

5.511 x 10”6

por lo tanto, % error en B, = 3.68%
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Como puede observarse el error es apreciable; esto se debe a gue
en el problema planteado no se cumple que 1 > 10a , ademds de
gue el punto de interés no se encuentra dentro de la zona media
del segmento conductor, por 1o gue en este caso, lo correcto es

emplear la expresidn (5.28).

b) Espira cuadrada

Del an&lisis realizado para el segmento de conductor recFo, se
puede observar que la dificultad del cdlculo del campo magnético
depende fundamentalmente de la ubicacifn del punto o puntos de in

terés.
En ‘el caso de la espira cuadrada calcularemos el campo magnético

para un punto contenido en el plano de la espira y para un punto

fuera de dicho plano, como se muestra en la figura 5.10.

| 2

(a) (b)

FIGURA 5.10. Campo magnético producido por una corriente I al
circular por una espira cuadrada; (a) en un punto en el planoc de

la espira, (b) en un punto fuera del plano de la espira.

En los casos mostrados en la figura 5.10 seri necesario aplicar

el principio de superposicién, para el cdlculo del campo magnéti-
5\

co, en el punto P , en cada caso.
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Consideraremos cada lado de la espira como un segmento de conduc-
tor recto, cada uno de los cuales produce una componente de campo
magnético, y la suma de dichas componentes de caracter vectorial,

nos daré el campo magnético buscado.

De la Ley de Biot-Savart, expresibn (5.24), se puede concluir que
la direccibn de las componentes producidas por los cuatro lados

de la espira del caso{a) de la—figura-5.10, es—la -misma_y en _di-

reccién del vector unitario (-j), por esta razén el campo magné
tico total estard en dicha direccién. En lo que se refiere a su
magnitud, &sta seri la suma de las cuatro componentes producidas
por los cuatro lados de la espira, las cuales por la simetria de

este caso, son iguales y de valor

ol

= s - cos a
B T3 (cos a; 2)

en la cual, a representa la distancia del punto P a cada lado

‘de la espira y los 4ngulos a3 Y ao se determinan analizando

la espira en el plano xz , como se muestra en la figura 5.11.
I } 2
oz I
_______ —=T— — ———
‘J a1 | /\-)G
I ‘J 2
N1a A
NS @)
2 N
o AL
o) 7P| N
S al e
- | 1 "I
w20 LA
X E I a}u
X I
e L -]

i

FIGURA 5.11. Espira cuadrada y los angulos aj Y a, para cal-

cular 1la magni;ud del campo magnético en el punto P ,

De la figura 5.11, se tiene que

|
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A
2Y(3/2)2 + a?

cos a3} =

2
.2/75)2)2 + a2

cCOos ap; = ~

y de esta forma, observando que a = (&/2), obtenemos

(cos a; - cos ay) = V2

Entonces el campo magnético producido por un lado de la espira

tendrd la magnitud siguiente

2 V2 p,I
B = 4ng
y el campo total
2 V2 u, 1
B = ———— {5.30)
TR

Vectorialmente, el campo magn&tico en el punto P de la figura
5.10 (a), seri

> =2/2 u, I 4 [}
B=s——y 3 LT
Analizando el caso (b) de la figura 5.10 se observa que cada la
do de la -espira y el punto P definen un plano; el campo magnéti
co,prodﬁcido por cada lado de la espira es de direccién perpendi-
cular al plano formado por dicho lade y el punto P , de tal for

ma que
B =2 x a -

donde & es el vector unitario en la direccifn del lado de la es

pira en cuestién, tomando en cuenta el sentido de la .corriente en

el conductor, vy a es el vector unitario dirigido perpendicular-

mente del lado de la espira al punto P
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Si llamamos 1, 2, 3 y 4, los lados de la espira, como se indica

en la figura 5.12, ‘tendremos para el lado 1
ﬁ1=i1x51

Como 51 estdi dirigido del centro del lado 1 al punto P , se tie

——_ne queé )
. ;1 == % 3. - b3

Y

e - _ _2.- ” _ b ~

ar = {Za} o3z d
donde

a=|al = |a;] = (2/2)2 + p2
Ademis
;.1 = ]'E

Por lo tanto

Za - (5.31)

-Para los lados 2, 3 y 4 de la espira se tienen

2.2 = - 1i ’ r, = - -a' J - '2—a k
° - > L 3 b =
24 = - Kk , I3 = 5a i - Y J
. ; - b, &2
Ly = i , ry = - gj + E;k
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z
A/
I
/
C) / ()2
/
/
/
|/
Pem— 2 __ .::bé Y1/
(It
-+ I //II
a; » a 2 Yy
ay / !
/
El / Il
'

FPIGORA 5.12. Numeracidn de los lados de la espira cuadrada y di-
. ~ -3 -~
recciones de los vecteores Ly , a3 y aj .

Por lo anterior, las direcciones de las componentes de campo mag-
nético producidas por los lados 2, 3 y 4 de la espira estén dadas

por los vectores unitarios

By =L, xaz=- 3523 +2k (5.32)

-~ -~ ~ bo.\ a. .

By = 23 x ag = ~ <= 1 - 5% 3 {5.33)
' Bu=2uxau=-%3-gk (5.34)

Por encontrarse el punto P en la perpendicular al plano de la
espira que pasa por el centro de ésta, la distancia (a) del punto
P a cada ladolde la espira es la misma, y de igual manera los &n
gulos a3 Y a3 , los cuales pueden ser calculados observando
la figura 5.13 en la que se representa el plano formado por el la
do 1 de la espira y el punto P .
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QzC-;
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- | 3
L~ 3
/// 2
-~
- 4
-~
PL———— a — L ,
S~
- i
r o™~ a
~ L s
\
*Czb____J_

H
FPIGURA S5.13. Plano formado por el lado 1 de la espira y el puntc
P

De la Gltima figura se concluye que f

Ccos a; = L —
2Y(2/2)2 + a2
Y
cos a, = —2
27(2/2)2 + a?
por lo tanto
(cos a; - cos aj) = = = % {5.35)

Y(%/2)2 + a2

De la ecuacibn (5.28) obtenemos la magnitud del campo magnético
producido por cualquier lado de la espira. Tomando en cuenta el‘
resultado de la ecuacibn (5.35), se tiene

Hol £
B = T {(5.36)
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Al multiplicar la magnitud expresada por la filtima ecuacién, por
cada uno de los vectores unitarios de las ecuaciones (5.31) a la
(5 34), obtenemos las componentes vectoriales del campo magnético
producidas por los cuatro lados de la espira en el punto P
Realizando la suma vectorial de dichas componentes se obtiene el

campo magnético total, es decir

ol 2 [. - N - J
= + +. + B
BP dnar By B2 B3 "

resultando

Finalmente

oI 22

-
B = - —— 3 5.37
P 2nalr J ( )

c)} Espira en forma de poligono regqular

Analicemos ahora el campo magnético producido por una corriente
que circula por una espira conductora en forma de poligono regu-
lar, restringiendo nuestro anf8lisis a los puntos localizados so-
bre el eje de la espira, entendiendo ¢omo eje la linea perpendi-~
cular al plano de la espira que pasa por el centro de &sta. Para
este fin utilizaremos la figura 5.14, de la cual se pueden con-
cluir las siguientes relaciones.
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PIGURA 5.14. Espira poligonal por la que circula una corriente

I, la cual origina un campo magnético en el punto P

El campo magné&tico total en el punto P, (ﬁp), se puede obtener ;
partir de la expresif6n (5.38), en donde ﬁi es la componente de
campo magné&tico producida por un lado de la espira poligonal y

representa el nfimero de lados de la espira.

n

-+ -+
BP = .z By (5.38
i=1

Con el objeto de simplificar el cllculo del campo magnético en e
e
punto P , se puede descomponer cada vector Bi en su proyeccit
ap
sobre el eje de la espira, al que 1lamaremos'Bi"
-

cifn de Bi sobre una perpendicular al eje de la espira, a la
-S>

+ ¥ en la proyed

que designaremos con Bi_L ;i con base en estas proyecciones, la e

. presibn (5.38) se puede escribir en forma equivalente como

-+ n 5
B = L B, (5.39
PU 42, Cdn
B : B
= [ B, (5.40
BL i=1 ik |
Y
- -+ -+
B =B + B {5.41
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Es posible demostrar que la sumatoria indicada en la expresidn
{(5.40), cuando se aplica a una espira en forma de poligono regqu-

lar, nos da un resultado nulo, es decir

-+ n
B = I B =0 (5.42)

Considerando este filtimo resultado se concluye que el campo magné
tico en el punto P seri exclusivamente en direccién:.paralela al
eje de la espira, en direccién j o -3j , dependiendo del senti

do de circulacibn de la corriente, por lo cual

5 -3
BP = Bo, (5.43)

-+
La magnitud de Bpn se obtiene multiplicando por n (niimero de
. -+
lados de la espira) la proyeccidn de Bi ‘sobre el eje, es decir

Bol

B =n

P oo (cos o) - coOs as)cos v (5.44)

De la figura 5.14, se observa que

COS ay; = - COS @)

sen 6

cos a)

Sustituyendo estos resultados en la expresién (5.44), se obtiene

> uOI
B, = n sen 6 coOS vy {5.45)
P 27a
Adem&s, se tiene
i
X = r, senp vy B = 5
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por lo tanto

X = r, sen —

Y
m
x x r, sen —
sen—6*=—E-=* e P A —
V x2 + a2 Vr? sen? (n/n)+ b2 + c?
también
w
c=r, COS —
n
Y

T
r, cos -—
n

=S _< - D
ces ¥ = 3 Vh2 2 Vh2 2 2
b2 + ¢ b4 + rZ cos® (n/n)

Sustituyendo estos resultados en la expresién (5.45), y realizan-
do las simplificaciones convenientes, se obtiene

nu, I rf sen % cos %
BP = 27 7 W
H Vr2 + b? b? + r2 cos? a
Finalmente
2 27
- -+ n l.loI r, san —F ~ :
B. =B = i [r] (5.46)

d PIE a5 \/r2 + p2 b2 + r? cos? %

Comprobar que aplicando la expresién (5.46) al caso en que n = 4,
se obtiene la expresién {5.37) y que si adem8s b = 0 se obtiene
la expresidn (5.30).



317

d) Espira en forma de circunferencia

Calculemos ahora el campo magnético producido por una corriente
al circular por una espira en forma de circunferencia. También
en este caso nos restringiremos a los puntos localizados sobre el

eje de la espira, como se muestra en la figura 5.15.

4

FIGURA 5.15. Campo magnético producido por una corriente al cir-

cular por una espira en forma de circunferencia.

Es posible considerar que una circunferencia es un poligono regu-
lar de un ntimero infinito de lados; por esta razbdn, calculareros
el campo magnético en este caso a partir de la expresién (5.46),
para lo cual seri necesario determinar el limite de dicha expre-

sién cuando n tiende a infinito, es decir

n I r2 sen ﬁ
lim uo -} n -

-+ @ T
P D 4n\/r§ + b2 b2 + rf cos? o

B (5.47)

En la ecuacibn anterior observamos que existen varias magnitudes
constantes, una sola variable y funciones que dependen de esta (il

tima, por lo que aplicando las propiedades de los limites se pue-
de escribir

p. I r2 | n sén 21
B, = —p— 1 L (5.48)
4nVr2 + p2 D b? + r2 cos %
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Para calcular el lfmite expresado en la ecuacifn anterior se re-
guiere aplicar las propiedades de los limites y la regla de L'Ho--‘

pital de la siguiente forma

1tm [sen (21r/n)] 1fm [2n(-1/n2) cos (Zn/n)J
n + 1/n _nh + = (-1/n?) _ 2w
| T b7+ 2
nlim;[b2—+—r§cosz—%} nlimm [b2—+—r%*c05£_%% :
(5.49)

Sustituyendo el valor encontrado para el limite cuando n + = en
la expresi6n (5.48), se obtiene la magnitud del campo magnético
producido por la corriente al circular por la espira mostrada en
la figura 5.15. La direccién de dicho campo es la del vector uni
tario j y finalmente se puede escribir

-+ H, I r§ . []
B = j [T (5.50)
P 2(1‘2 + b2)3/2

Un caso particular de la (ltima expresifn se presenta cuando el
punto P es el centro de la espira (b = 0) , con lo cual la
magnitud del campo magnético en dicho punto resulta

B =

o I
> = (1] (5.51)

Comprobar que él campo magnético producido por una corriente de

10 A, al circular por una espira de radio de 5 cm , como la
mostrada en la figura 5.15, en un punto sobre el eje de la espira
situado a 20 cm del centro, tiene un valor de 1.793 J [uT]..
Ademés, compfobar que si el punto de interés fuera el centro de
dicha espira, el campo magnético serfa de 1.257 x 107™% j [T] . 1
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e) Bobina

La bobina es un dispositivo de alto interé&s préctico, ya que rara
vez se utiliza una sola espira para producir un campo magnético.
Identificaremos como bobina aquel conjunto de espiras formadas
por un conductor, necesariamente con un aislamiento en su'superfi
cie, cuya diferencia entre los radios exterior e interior (Ar) vy
cuyo espesor sean mucho menores que el radio medio de la bobina,

- tal como se muestra en la figura 5.16,

r = radio medio

m
re = radio exterior
- r, = radio interlorx
Y i
.Ar =r =~

e i
e = espesor

FIGURA 5.167 Bobina gue produce un campo magnético en el punto P

debido a la corriente I .

51 ilas condiciones expresadas se cumplen, es decir si Ar << r y
e << r, , entonces es p051ble calcular el campo magnético en el
.buﬁto P en forma bastante aproxlmada, empleando 1a expre516n
(5.50) con algunas modificaciones, ya que dicha expresidn es vali
da cuando se tiene una sola espira. Realizando las sustituciones
convenientes, el campo magnético producidd por una corriente I
al fluir en una bobina de devanado uniforme, como la mostrada en
la figura 5.16, se obtendria como

. : N o I ré N R
B 777 3 [T] (5.52)

2(x2 + b2)

n
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Se puede observar que la ‘ecuacifn (5.52) equivale a decir que el ‘
campo magnético en el punto P se debe a N espiras, todas ellas
de radio r; cuyo centro se encuentra a una distancia b_ del

punto de interés; de esta observacifn se puede comprender el caréc

ter aproximado de dicha ecuacibn.

f)—Solenoide

El elemento m&s comfinmente empleado para producir un campo magné-
tico, a base de una corriente eléctrica, es el solenoide, el cual
estd formado por conductor devanado o enrcllade en forma helicoi-
dal sobre un nficleo. A medida que las espiras asi formadas se en,
cuentren mé&s cercanas, el campo producido en su interior, es de-
cir en el nficleo, serd de mayor uniformidad. Con el objeto de
aclarar estas ideas veamos la figura 5.17.

N espiras

FIGURA 5.17. Campo magnético producido en el punto P debido a

'la circulacidn de la corriente I por el solenoide.

Calcularemos el campo magnético que produce una corriente al -
fluir por un solenoide, analizando exclusivamente los puntos so- |
bre su eje., Para realizar este estudio, consideremos la seccifn

longitudinal de solencide mostrada en la figura 5.18.
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_1. | eje
I

P —
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PIGORA 5.18. Corte longitudinal de un solenoide de N espiras.

De la ecuacidn (5.50) se tiene la forma de calcular el campo mag-

nético producido por una espira circular en el punto P , es de-
cir

=]

u, I re
B =

2(x2 + y2)37/2

Si dividimos el solenoide de longitud ¢ y N espiras, en peque
nos segmentos de longitud dy qgque contengan un nQmero N' de
vueltas, se puede considerar que cada segmento de solenoide produ

ce una componente de campo de valor

N w, I r%
dB = (5.53)
2 2y3/2
2(r° + y4)

donde. ' \
N' = .N_;.'i_x
o sea
N dy w, I r?
dB = (5.54)
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Integrando la expresién (5.54) obtenemos la magnitud del campo
magnético producido en el punto P , es decir

L
Yo TN T dy 5.55
Bp = JaB = 2% o (T2 ¥ y2)372 (5.33)

De la figura 5.18, se puede escribir que

Y =r, ctg y

dy = -r, cscly dy
w, I N r? jﬁYl -r, csc?y dvy
B S o—
P 3/2
28 Yo (r2 + rf ctg?y) /

y empleando algunas identidades trigonométricas se obtiene

u, I N Y1
B, = —5;— -seny dy
Y2

e integrando

pOIN

B, = —57— (cos y; - cos v3) (5.56)

Por medio de la expresién (5.56) es posible evaluar la magnitud
del campo magnético en un punto cualquiera del eje del solenoide,
conociendo sus dimensiones, la corriente que produce dicho campo ‘

y, por supuesto, la ubicacifn del punto de interés.

Cuando la longitud & de un solenoide es mucho mayor que su ra<
dio r,, (& > 10 r,), aquél se conoce como solenoide largo. . Si en
este caso deseamos conocer el campo magnético en puntos interio~
-res localizados en la zona media del solenoide, es posible obte-
ner una aproximacifn de la expresién (5.56) tomando en cuenta las
siguientes consideraciones
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yy >0, cos y; + 1

Yy *+ 1 ’ cos ya, + -1

Incluyendo estos resultados en la expresién (5.56), obtenemos una

ecuacibén aplicable a los solencides largos

Bc,= I (5.57)

EJENPLO 5.2

Obtener el campo magnético para diversos puntos sobre el eje de

un solenoide largo de longitud & =12 r, , donde r_, es el ra-
"dio del solencide, e I es la corriente que circula por el mismo;
también dibujar una gridfica que muestre la variacidn de la magni-

tud del campo para dichos puntos.

SOLUCION

En este cidlculo emplearemos la expresidén (5.56) y nos auxiliare-
mos de la figura 5.19, en la que se muestran algunos puntos de in

terés localizados sobre el eje.

i '
S —
5 & 76 543 2°1'101 23 4567 89 x
r, E : ; .
b L {

FIGURA 5.19. Solenoide large (& = 12 r ).
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Sustituyendo la expresién (5.57)-en la (5.56), tenemos que 1

B

C
BP = - (cos y; - cos y5) (5.58)

Aplicando esta fltima ecuacibén para los puntos mostrados en la fi
gura-5.19,-se-obtienen_los_siguientes resultados.

PUNTO cos 1) cos Y3 |E]

I R R R RN N i ——

0 0.986 , -0.986 0.986 B,

0.981 -0,999 0.986 BC

1' 0.990 -0.981 0.986 BC

0.97p -0.,992 0.981 BC

2! 0.992 -0.970 0.981 BC

0.949 -0.994 0.971 BC

3! 0.994 -0.949 0.971 Bc

0.894 -9.995 0.945 BC

4' 0.895 -0.894 0.945 BC

0.707 -0.996 0.851 BC

5! 0.99¢6 -0.707 . 0.851 BC

0.000 ~0.000 0.498 BC

6! 0.997 0.000 0.498 BC

-0.707 -0,997 0,145 BC

7 0.997 0.707 0.145 Bc

-0.894 ~-0.997 0.052 BC

. 8! 0.997 0.894 0.052 BC

-0.9%49 -0.998 . 0.025 BC

9! 0.998 0.949 0.025 BC

La grafica pedida aparece en la figura 5.20.
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FPIGURA 5.20. Variacidn de la magnitud del campo magnético en pun

tos del eje de un solenoide largo.

En la figura 5.20 observamos que la magnitud del campo magnético
para los puntos del eje del solenoide, localizados en el tercio
central, se mantiene pricticamente constante; a partir de ahi di-
cha magnitud decrece en forma considerable y en los extremos (pun
tos 6 y 6' de la figura), se tiene una magnitud de aproximadamente
0.5 B, . El campo magnético para puntos exteriores al solenoide
se hace despreciable a muy corta distancia del mismo.

5.6 LEY DE AMPERE

En el subtema 1.13 se mencion6 que los conceptos circulacién y

flujo son aplicables a los campos vectoriales. En virtud de que
P - o

la induccibn magnética B representa un campo vectorial, es fac-

tible evaluar para éste las propiedades mencionadas.

Consideremos un conductor recto y muy largo por el cual circula
la corriente I . Emplearemos en este anllisis las travectorias
21 Yy L&, mostradas en la figura 5.21.
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FIGURA 5.21. Conductor recto y largo perpendicular al plano de
la hoja y cuya corriente se dirige hacia el lector. También se

muestran las trayectorias £f3: y &5 .

->
Evaluemos la circulacién de B a lo largo de la trayectoria ce-

rrada &; ; de la expresi6n (1.79), se tiene

Cp = §>E1 B - dt . (5.59)

Como se demostrS en el tema 1, esta integral puede ser descompues
ta en varias integrales, de acuerdo con la trayectoria de integra

cién elegida, de tal forma que
‘ b -+ ¢ & -+ d -+ > a -+ -+
Cp = B.dz + B-dt + Bedf + B-dil (5.60)

Las integrales segunda y cuarta son nulas, ya que para todos los
puntos de los segmentos bc y da se tiene que la induccibn mag

-
nética es perpendicular al vector d2 , asi gueda

es decir

{3
ot
|

b d
! ' . .
S@ B, d&, cosa, + j; By df, cosa,
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[}
Adem8s, como a; = 0 , a1 = 1 y las magnitudes B; Yy B; se
mantienen constantes a lo largo de los arcos concéntricos ab Y

1

~
cd respectivamente, se tiene que

Cy, = By (ab) - B, (&)

la—cual-se_puede_escribir como

G- By ry 6 ~ By r; 6 (5.61)

Ahora bien, de la expresibn (5.29), podemos escribir las magnitu-

des de campo magnético como

u, I u, I

]
B, = > Y By =
21rr1 2wr,

Sustituyendo en la expresién (5.61), nos resulta

u, I , ¥, I
271r, 2nr,

r16=0

i/

-
O sea que la circulacidén de B a lo largo de la trayectoria 2,

resulta nula.

-
Evaluemos ahora la circulacifén de B a lo largo de la trayecto-

ria 22

+ =+
Cp = 2, B-dg = B,df, cosaj
l

En la filtima expresifn, B, permanece constante para toda 1la tra
yectoria L y ap; = 0, por lo cual

Cb = B2 édlz = Bz (21rr2)
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Como el campo magn&tico producide por una corriente en un conduc-
tor recto y largo se cuantifica con la expresién (5.29), podemos

escribir

uo
Zﬂrz

c, = (2nry) = p, I

-
El GGltimo resultado significa que la circulacién de B a lo lar-

go de la trayectoria &, , resulta igual a up, veces la corrien
te que cruza el &rea limitada por la trayectoria &, , misma gue

de aquf en adelante denominaremos corriente concatenada.

Este es un resultado general, que se puede aplicar al caso de la
trayectoria £, , en la cual, por no concatenar ninguna corrien-
te, nos da por resultado que la circulacibn sea nula. A la ecua
cién que relaciona la circulacién de B con la corriente neta

concatenada se le conoce comc ley de Ampere en forma integral, y

se representa
- -+ -
. B » dr = pu, Iy (5.62)

donde

Recordemos que la corriente eléctrica 'es, matemdticamente hablan-
do, el flujo de la magnitud vectorial denominada densidad de co-

-
rriente (J), entonces, de la expresibén (3.12) se tiene

-+ + + +
. B« ds =y, Jd - da ) (5.63)
s
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Aplicando al primer miembro de la ecuacién anterior el tecrema de

Stokes, ecuacién (1.87), resulta ) [

éﬁ-d}f= ﬂ (¥ x B) - aa (5.64)
£ s

Igualando los primeros miembros de las expresiones (5.63) y (5.64)

es decir

(5.65)

Sy

<14
x

Wy
[

Ho

A la ecuacién (5.65) se le conoce como ley de Ampere en forma di-
ferencial. Se observa que en el caso del campo magnético, en gene
ral, el rotacional de E es diferente de cero, por lo que se pue-
de afirmar que el campo magnético es un campo no conservativo y no
se puede definir un potencial magnético en el mismo sentido en el

que se hizo para el campo electrostitico.

5.7 ESQUEMAS DE CAMPO MAGNETICO

Como hemos visto en secciones anteriores, al aplicar la ley de
Biot-Savart, obtenemos el campo magnético en un punto de interés.
Aplicando dicha ley a un conjunto de puntos en torno al conductor
en cuestibn, es factible obtener una idea bastante aproximada a

la realidad, de cSmo varfia el campo magnético en una regién.

Para este tipo de representaciones se utilizan las lineas de in-
duccién magnética, las cuales poseen las siduientes caracterfisti-

cas:
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a) Se inician en un polo magnético norte y se dirigen hacia un
polo magnético sur.

b) 8on lineas continuas, de ta; forma que la tangente a una 1li-
nea en un punto, nos da la direcci6n del campo magn&tico en ese

punto.

¢} Las lineas se dibujan en cantidad proporcional a la magnitud

del campo magnético que representan.

A continuacifn se muestran los esquemas de campo magnético de con
ductores de uso comfin,

FIGURA 5.22. Campo magnético en torno a un conductor recto y lar

go, con corriente entrando al plano de la figura.

— -

Observando la figura 5.22 se puede concluir una regla préactica y
sencilla para determinar la direccibén de las lineas de induccidn
magnética originadas por la circulacidn de una corriente a través
de un conductor; dicha regla se conoce como fa #regla de La mano
derecha y se expresa como sigue: se toma el conductor con la ma~
no derecha; con el dedo pulgar se apunta hacia donde fluye la co-
rriente (sentido convencional) y la direccién de los dedos restan
tes nos indica la direccifn de las lineas de E , tal comc se
muestra en la figura 5.23. '
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—
w4

FPYXGURA 5.23. Esquema gue muestra la forma de aplicar fa regla de
£La mano derecha en la determinacidn de la direccidn del campo mag

nético producido por I.

oy

___@, ,.@ _

FIGURA 5.24. Campo magnético en el plano de corte de una espira

circular.
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~

FIGURA 5.25. Campo magnético de un solenoide de espiras separa-

das.

N
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FIGURA 5.26. Campo magnético producido por un solencide.
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5.8 APLICACIONES DE LA LEY DE AMPERE

La utilidad de la ley de Ampere, expresibn (5.62), estriba en su

aplicacién en el cdlculo del campo magnético producido por corrier
tes eléctricas. Aunque es una ley de validez general, para campos
magnéticos estlticos, su aplicacifn a casos pr&cticos se restringe
a los gue por sus caracteristicas de simétria permiten elegir una
trayectoria-de_integracibén_por_medio_de la cual_se_evalfia con faci

lidad la integral correspondiente., Utilizando esta ley calculare-

mos algunos de los casos tipicos.

a) Campo magnético de un conductor recto y largo

Aplicando la ley de Ampere, calcularemos el campo magné&tico en un
punto interior (1) y en otro exterior (2) al conductor, cuya sec-

cifn se muestra en la figura 5.27.

FIGURA 5.27. cCampo magnético en el interior y exterior de un con‘
ductor recto y largo, perpendicular al plano de la hoja y con una

corriente entrando a la misma.
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Para el cllculo del campo magnético en el punto 1 se utilizard la
trayectoria de integracién denominada C; . 8i la densidad de co
5 2

rriente J es uniforme, la corriente I se puede obtener como
I =J 7 R2 (5.66)
Ahora bien, la corriente neta concatenada por la trayectoria C,

seri el producte de la densidad de corriente y el drea limitada

por C, , es decir

2 rf
Iy = Jlmry) = I — (5.67)
2
R
De la ley de Ampere se tiene que
. B.dg = . Bjd; cosa) = oIy {5.68)‘

w

De la figura 5.27 se observa que, para todos los puntos de la tra
vectoria C; , el &dngulo a; vale cero y, por lo tanto

cosa; = 1
Como la trayectoria de integracidn elegida es coaxial al conductor,

la magnitud de B en toda la trayectoria es constante y la expre-

sién (5.68) se puede escribir, sustituyendo el valor de Iy , como

H
N N

Bl Jdl = ]JOI (5.69)

=)

[

La integral de 1la ecuacibn (5.69) es igual al perimetro definido
por la trayectoria de inteqgracién, es decir

r)
By(27r;) = oI —
, R®
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y en general, para cualquier punto interior, 1la magnitud del cam-

po seré&

p Ir

B= ———o r <R (5.70)
27 R

En la determinacién del campo magnético para un punto exterior al
conductor, como el punto—2, se-utilizari la—trayectoria—de—inte-—
gracién C, mostrada en la figura 5.27; aplicando la ley de Ampe
re obtenemos

2 B-d2 = ] Bzdzz Cos5a, = ”oIN

De la figura mencionada, se puede concluir que ap, = 0 ¥y gque
B = cte para todos los puntos de la trayectoria de integracifn

C, , por lo cual, la expresi6én anterior quedard

B, éz di, = u,,IN = pol

es decir
B2(2T|'r2) = ].IOI

de donde

e I

B2 = 21!1'2

Yy en general, para cualgquier punto exterior al conductor se ten-
dré

B = r >R (5.71)

La expresibn (5.71) concuerda con el resultado obtenido por medio
de la ley de Biot-Savart, o sea, la ecuacién (5.29).
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Ademis, puede observarse que se tendrfa el mismo campo magnético
en el punto exterior si la corriente I circulara en un filamento
metilico coincidente con el eje, o si circulara por un cilindro
hueco de pequeno espesor, en cuyo caso el campo maghético de un
punto del interior de dicho cilindro serfa nulo; algo semejante
al campo eléctrico en el interior de un conductor cargado, cuando

se aplica la ley de Gauss.
En la figura 5.28 se muestra una grifica del comportamiento de B

al variar el radic r , tanto para puntos intericres como exte-
riores al conductor cilindrico sélido.

max——-————_———

mix

0.33B .
max

[ o]
o
w—--
w
|

-~ || '

FIGURA 5.28, Variacidn de B en funcidn de la distancia del punto

de interés al eje del conductor cilindrico sélido.

b) Solenoide largo

En este inciso calcularemos el campo magnético producido por una
corriente al circular por un solenoide largo, para este fin consi
deremos la seccién de solenoide mostrada en la figura 5.29; hgmos
elegido en este caso la trayectoria de integracién C; mostrada
en dicha figura, ya que deseamos conocer el valor del campo magné
tico en el punto P . La direccién de las lineas de B se puede
determinar aplicando £a tegla de Za mano derecha.,
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FIGURA 5.29. Seccién longitudinal de un solenoide largo.

Al aplicar la ley de Ampere, expresifén 5.62, a la trayectoria (i,

se obtiene

(5.72)

Para facilitar la evaluacifn de las integrales de la expresifén an

terior resulta conveniente establecer algunas consideraciones.

El campo magnético en el interior del solenoide es uniforme, esto

es, todos los puntos interiores tienen un campo magnético de igual

direccifn y magnitud.

El campo ﬁédnético en el exterior del solencide es despreciable

en comparacibn con el del interior.

De acuerdo con esto, la expresién (5.72) se reduce a

B
[ B dL cos a] =-"u, IN

A

ya que las integrales en los tramos BC y DA son nulas en vir-

tud de que en una parte de cada uno de estos tramos de travacto-
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- -+
ria, el campo B es perpendicular a los vectores d2 , y en la

otra parte, el campo es despreciable.

Por esta iltima razén, la integral en el tramo CD es desprecia-
ble en comparacién con la integral en el tramo AB

De la figura 5.29 se observa que «o;.= 0 , por lo gque cos «; =1,

y la filtima expresibn se puede escribir de la siguiente forma

B
B j d2 =B L=y, I (5.73)

Ahora bien, se acostumbra designar con la letra n el cociente
del nfimero de vueltas (N) entre la longitud del solenoide, es

decir

(5.74)

w|=

Por otra parte, el término I, nos representa la corriente neta
concatenada por la trayectoria de integracién (C;) , 1la cual se
ra igﬁal a N' veces la corriente I , donde N' es el nGmero
de vueltas enlazadas por la misma trayectoria de integracifn, con
lo cual

I =N'1I=

N LI=nLI (5.75)

éustituyendo el Gltimo resultado en la expresién (5.73) y despe-

jando el campo B se obtiene
B=1penl (5.76)

expresifn equivalente a la que resulta de la aplicacifén de la ley
‘de Biot-Savart para puntos interiores localizados en la zona media

de un solenoide largo, expresib6n (5.57).

AY

c) Toroide de seccifén transversal rectangular

Hasta este momento hemos wvisto que los resultados obtenidos con
la aplicacién de la ley de Biot-Savart y con el empleo de la ley

de Ampere, coinciden. En este inciso calcularemos el campo mag-
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nético producido por una corriente al circular por un enrollamieg‘
to toroidal, como el que se muestra en la figura 5.30. Para este
cdlculo lo més conveniente es emplear la ley de Ampere dada la si
metrfa de esta forma de enrollamiento.

g SOE " T A N vueltas
<1
r Y H yd
WV 7 = «
I ——""] I’e ri’a A’
.../ T -
Corte AA'
®
T o g (o]
e g o © g (o]
)
i+ s°
-+ e
B y dL
PIGURA 5.30, Toroide de seccién transversal rectangular. En el
->
corte AA' se muestran las lineas de induccién de B (©).

Un toroide se puede formar si se unen cara a cara los extremos de
un solencide, doblando este filtimo hasta formar una circunferen-
cia; por esta razbn resulta comprensible que el campo magnético
en el exterior del toroide sea nulo, yva que las lineas de induc-~
cién magnética quedan confinadas en el interior. '

Para aplicar la ley de Ampere utilizamos la trayectoria de inte-
graci6n C; . mostrada en la figura 5.30. Esta trayectoria en for
ma de circunferencia, de radio r , se elige coaxial con el to- |
roide y por esta razbfn se puede observar que los vectores E Y

dz son colineales en todos los puntos de la trayectoria, ademés
de que la magnitud del campo magnético permanece constante por la
simetrfa del dispositivo.
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Por todo lo anterior, al aplicar la expresibén (5.62), se obtiene

+ =+
§B-d2 = és df cosa; = B édl = B(2rr) = p, I (5.77)

N

Ahora bien, la corriente neta concatenada por la trayectoria de
iﬁtegracién es Igual a N veces I , con lo que la Qltima expre

sifn gueda, despejando la magnitud del campo magnético

]Jo'NI
B = — — r; <r<r, (5.78)
21r

£

En la expresifn (5.78) se destaca la proporcionalidad inversa
existente entre la magnitud del campo magnético (B) y el radio
del toroide (r). Este hecho se. representa cualitativamente en el
corte transversal mostrado en la fiqura 5.30, en el que se mues-
tra una mayor densidad de lineas de campo magnético en la zona de

radio menor (radio interno r; ) que en la zona de radio mayor

i

(radio externo r Esta misma expresidn puede ser utilizada

)
para el cllculo del campo magnético producido por un toroide de
seccibn transversal en forma de poligono reqular, cuyo apotema
(a) sea mucho menor que el radio interior (r;) del toroide, es de
cir, r; > 10a ; cabe resaltar que cuando se cumple la condicién
anterior se tiene un campo magnético aproximadamente uniforme en

la seccifn del toroide.

5.9 FLUJO DE LA INDUCCION MAGNETICA

En diversos problemas de electromagnetismo.se requiere evaluar el
-3

flujo de B a través de un &rea determinada. De la expresién

(1.49), la cual recordamos
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se obtiene la forma de calcular el flujo de cualguier campo vecto
-

rial; por lo tanto, para la induccién magnética B se tiene |

¢b = JJS B+-da (5.79)

Aplicaremos ‘la expresién (5.79) en el cdlculo del flujo de B en

algunos—casosS—conunes.

a) Flujo debido a un conductor recto y largo

Consideremos las superficies mostradas en la figura 5.31; evaluare
mos el flujo a través de las mismas si por el conductor circula

una corriente constante de valor I .

FIGUBA 5.31. Segmento de un conducteor recto y largo, y superfi=-

cies (S; y 8,) para evaluar el flujo magnético.
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En la figura 5.31 se observa que la superficie § se extiende ra
dialmente a lo largo del conductor. Dicha superficie se ha divi-
dido en dos partes, una interior al conductor §S; Y otra exte-

rior al mismo S, . Aplicando la expresibn 15.79) se tiene

¢b = JJ -él.dK + jj Ee‘di
S1 ]
o,

De la figura 5.31 se puede concluir gue los &ngulos a; y a»

es decir

B;dA cosa; + fj B_dA cosoj (5.80)
S

1 2

son iguales a cero, el elemento de &rea es igual a & dr vy las
magnitudes de los campos magnéticos B; Yy B, son funciones de
la distancia al eje del conductor (r), las cuales se encuentran
definidas por las expresiones (5.70) y (5.71) respectivamente; to
mando en consideracidn todo esto, la expresién (5.80) se puede es

cribir

vo I 2 R u, I & [R*2 ar
¢y, = ——— r dr + —m—— e
0 2

27R?2 b

e integrando

ue I & fR2 o I 2 R+a
¢b=——-—'—— —-+—5—f_n-——

27R2 2 ) R
O sea
w, I 2 .
by = [%* *’-“B%E] [ (5.81)

Comprobar que si la corriente que circula por un conductor recto
de radio de 2 cm es de 10 A, el flujo total a través de una
superficie como la mostrada en la figura 5.31, de longitud unita-

ria y ancho de 50 cm, es de 7.516 uwWb
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b) Flujo en una seccibén de un solenoide largo

Consideremos el solenoide mostrado en la figura 5.32, en el cual
evaluaremos el flujo magn&tico a través de la seccibn transversal
de frea A, localizada en la zona central del solencide.

B=7— \\
PNA

-xq— //
p——

b

FIGURA 5.32. Flujo magnético a través de una seccidn transversal

localizada en la zona central de un solencide.

De la Gltima figura se puede concluir que el 4ngulo, entre los
vectores campo magnético y diferencial de superficie (8), es cero
para todos los puntos del 4rea A, por esta razbn al aplicar la ex

presién (5.79), se obtiene

4y = JJ B-dk = ” B dA cosé = . J] B dA
S s S

Ademds, el drea A se encuentra en la zona central del solenoide,
por lo cual se puede considerar que el campo magnético no varifa
ni en magnitud ni en direccifn para los puntos que la forman, por

lo tanto
b, = B JL da = BA [W]:El (5.82)

Verificar que si se desea que el flujo a través de la seccibn
transversal de un solenocide de 20 cm de largo y 1 cm de radio,
sea de 0.395 mWb, se requiere que la corriente que circule'por
dicho solenoide sea de 20 A y que &ste posea 10% vueltas.
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c) PFlujo a través de la seccifn transversal de un toroide

Calculemos el flujo magné&tico a través del drea A de la figura'
5.33. En esta figura observamos que el &ngulo, entre los vecto-
res campo magnético y diferencial de superficie, es cero para to-
dos los puntos de dicha secciéﬁ; por otro lado, la magnitud del
campo magnético ‘es funcién del radio. del toroide, como lo expresa
la ecuacidén (5.78). Con base en lo anterior, de la expresibn

{5.79) se obtiene

Te
> -+ Ho NI
¢b = B+dA = B dA= —-??r—' (e) dr
s s r

. A | f
T —— rl © e |
T e L |
—ar
— ) vl /  dA

e e

FIGURA 5.33. Flujo magnético a través de una seccidén transversal

de un toroide de seccidn rectangular.

Integrando la filtima expresifn tenemos

r
e NI e ° 4 Mo NIe Te
e J == — En r
2n r:

o = Po 7 7 ° nte 2n Te [Wb] (5.83)
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d) Flujo a través de una superficie cerrada

En este inciso veremos lo que resulta al aplicar la ecuacibn
(5.79} a una superficie cerrada; por ejemplo el cilindro mostrado
en la figura 5.34 que se encuentra en el interior y en la zona

central de un solenoide largo.

R
B— — —
- ~
7 N N
- i A A _“
dAl ! \ 1
- ! Y
- \ TJ ;\\\
- - -
_ N e e - dAs

FIGURA 5.34. Superficie gaussiana dentro de un campo magnético

uniforme producido por un solencide largo.

.De la expresibn (5.79), podemos escribir para este caso que

¢b=% ﬁ-dK=Jj ByrdA, + _U Bp-dh, + H Ba-dhs  (5.84)
S 1

2 3

En la figura 5.34 observamos gue

+ + - +
By = B, = Bg =B

Ya que el campo magnético en cuestién es uniforme. Adem&s, la in.
tegral de superficie sobre la cara lateral del cilindro (2) -es
nula, porque para todo punto de dicha superficie, los vectorés
campo magnético y diferencial de superficie son perpendiculares,
Por otra parte, el &ngulo formado por E Yy dﬁl es cero, mien-
tras que el formado por E Yy dﬁa es de 7 radianes; debido a
esto la expresidn (5.84) nos queda
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%, J] B dA; - J]3 B dA; = BA - BA =0
1

es decir }% B-dA = 0 (5.85)
s

El resultado obtenido en la filtima expresifn es completamente ge
neral, y a dicha expresifn se le conoce como ley de Gauss para el
magnetismo y nos indica que el flujo neto a través de una superfi

cie cerrada (gaussiana), colocada en un campo magnético, es cero.

Si aplicamos a la expresi6n (5.85) el teorema de la divergencia,
ecuacién (1.74), obtendremos

O Sea

> >
V:B =0 (5.86)

La expresidn (5.86) es la ley de Gauss para el magnetismo en for-
ma diferencial y constituye una de las ecuaciones de Maxwell.

El significado de la expresién (5.85) o su equivalente, la (5.86),
es el de que los campos magnéticos son debidos exclusivamente a
corrientes elé&ctricas, es decir, a cargas en movimiento, y hasta
la fecha nunca se han observado lo que podrian llamarse las cax-
gas magn€ticas. La existencia de las catgas magnéticas elementa-
les fue postulada por el cilentffico Dirac en el afio de 1931; les
dio el nombre de monopolos magnéticos y su importancia teérica ra
dica en que, de existir, su valor serfa de 2h/e , es decir,
8.271 x 10715 Wb , donde h es la constante de Planck

(h = 6.625 x 10”3% J.s) y e es la carga eléctrica del electr6n
(e = 1,602 x 10°19% ¢y,

-
Por lo anterior, se puede decir que el flujo de B a través de
cualquier superficie cerrada es igual a cero, mientras no se lo-
gren aislar o descubrir cargasé magnéticas.
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5.10 FUERZA MAGNETICA SOBRE CONDUCTORES

Al principio del presente tema se analizd el comportamlento de

una carga ¢, Qgue sSe mueve CcoOn una ve1001dad v dentro de un cam
-

po magnético de inducciébn B , la cual experlmenta una fuerza da

da por la expresidn (5.5), o sea

- -+ -+
Fm_=_q_v_x_B

Ahora bien, una corriente eléctrica es un movimiento de cargas, Yy
si por un conductor gque es colocado dentro de un campo magnético

circula una corriente, es 1l6gico suponer que el conductor experi-
mentard una fuerza. Consideremos el conductor mostrado en la fi-
gura 5.35 con el objeto de poder cuantificar la fuerza arriba men

cionada.

I
Y b0l - ® —a 7° -0 9
V/
K P
A 0] @ & (O] (O]
L R' ]
| I |
(0] (0] @ (0] (0]

FIGURA 5.35. Segmento de conductor recto colocado dentro de un

e
campo magnético uniforme B por el cual circula una corriente I.

Cada uno de los portadores de carga ¢q experimenta una fuerza £

expresada por la ecuacién (5.87), y en virtud de que la corriente

eléctrica estdi formada por diversas cargas gq , el conductor ex-
- -+

perimenta la fuerza F , que es la suma de las fuerzas £ que ac
tfian sobre todas las cargas; de manera semejante a lo mostrado en
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la figura 5.36.

-+ -+ -
f=gq Vp X B (5.87)}
B
!, 0] © (o] (o) (o]
X
Z £ l £ £ £ t
- —0D p——
Y & O ,
| x>/ \> I\
' |
A |
- i .'

FIGORA 5.36. Segmento de conductor en el que se muestran las di-
- - -> -+ -* -
recciones de los vectores £ , F , vp ;s ¥, A y B

Como todas las fuerzas ; son paralelas, la suma de todas ellas
estard también en la misma direccibn,. es decir, hacia la parte po
sitiva del eje y . La magnitud de la fuerza F serd N veces
la magnitud de % , siendc N el nGmero de cargas ¢ gque se

‘mueven en el segmento de conductor, es decir

-+ -
F=NE¢
O sea
= -+ -+
o F=Nguv, xB (5.88)

Si llamamos a« el 4dngulo entre la velocidad promedio de los por-
tadores ;p Y el campo magnético g , S8e tendria que o = 7/2 .
Por otra parte, el nGmero de portadores de carga (N) contenidos

en el segmento de conductor ser8 el producto del nlmero de porta-
dores libres en cada unidad del volumen (n) y el volumen del con-

ductor, es decir

N=nadt ‘ - {5.89)
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Considerando lo anterior, la expresién (5.88) guedaréi ‘
<> - -
F=na2itgqg VP x B

y si definimos un vector £ gue tenga la misma direccifn que la

->
velocidad vp ¢ Se puede escribir

> -+ b .
F=nAgvVv_ 2% xB (5.90)

P

-

Recordando la ecuacién (3.15), la cual reescribimos
3
i'=ng vP A cos B
en la que 6 es el Angulo entre la velocidag de los portadores
> » -
(vp) y la normal a la seccibn considerada (A), podemos concluir,

de la figura 5.36, que

i=ng vp A

Sustituyendo la filtima ecuacifn en la expresién (5.90), se obtie-

ne
-> -+ -+ .
F=112xB8B : (5.91)

Por medio de la expresibn (5.91) podemos determinar la fuerza de
origen magné&tico que actfia sobre un conductor recto de longitud

% , gue se encuentra en una regifn de campo magnético §+ Y por
el cual circula la corriente i ; nbtese que el vector £ tiene
la direccibn definida por el sentido convencional de circulacién

de la corriente.

Si estamos interesados en calcular la fuerza sobre un conductor
en el caso general (conductor no recto, campo no uniforme © am-
bos), se toma un elemento de longitud diferencial, ya que sobre
éste se puede considerar que actlia un campo uniforme, y se aplic‘
la ecuacién (5.91), gque queda

+ -+

4F = i d% x B (5.92)
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E integrando'esta Gltima, se encontraria la fuerza buscada.

La aplicacién de la expresifn (5.91) nos permitirf analizar las
fuerzas entre conductores paralelos observadas por Ampere. En la
figura 5.37 (a) se muestran dos conductores rectos, paralelos y
muy largos por los cuales circulan las corrientes 1; e i, mos

tradas.
d
B12 le
£
iy is
(a) (b) ‘
FIGURA 5.37. (a) Conductores rectos y paralelos con corrientes

en sentidos opuestos; (b) campos magnéticos y fuerzas del mismo

origen gue experimentan los conductores paralelos.

Como hemos visto, cada conductor producird su campo magnético pro
pio y cada uno de €stos afectari el otro conductor, el cual expe-
rimentard una fuerza dada por la expresién (5.91). En la figura

5.37 (b) se indican las direcciones de los campos magné&ticos y de

las fuerzas que actfian sobre los conductores.

La magnitud del campo magnético en la regifn ocupada por el con-
ductor 1 debida a la corriente en el conductor 2 es, de acuerdo
con la expresifn (5.29), la siguiente

Ho i2
Bi2 = —373
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Y de la ecuacidn (5.91) podemos escribir la magnitud de la fuerza

que experimenta el conductor 1 debida al conductor 2 como

-
F1o = 1;]2][B;,| sen «

En el caso de conductores paralelos, a = 71/2 radianes, por lo

cual tendremos

Mo 1,

YT (5.93)

F12=il £

De manera semejante se puede concluir que el campo magnético en
la regidn ocupada por el conductor 2 debido a la corriente en el
conductor 1 es
Ho il
B21 = =537

Y la fuerza que experimenta el conductor 2 seré

Hgq il

2rd

F21 = i2 2 (5.94)

Si los conductores paralelos son de igual longitud & , 1la fuer-
za total que experimenta un conductor es de igual magnitud pero
de direccibn contraria a la gue actfia sobre el otroc conductor, lo
cual se puede concluir comparando las ecuaciones (5.93) y (5.94).
N&6tese gque dichas fuerzas tienden a separar los conductores.

Para ambos conductores la magnitud de la fuerza que actfia sobre
una Iongitud unitaria serfa la misma, es decir

Fi2 Fa1

f12 = —— + fa1=—F vy £f12 = £2, {5.95)

Si los conductores paralelos transportan corrientes en el mismo
sentido, como se muestra en la figura 5.38 (a), las direcciones
de los campos magnéticos y de las fuerzas entre los conductores

seré&n las que se representan en la figura 5.38 (b).
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2=\

A g1
>
Bi2

NEPE =
| \i1 \iz \i \l

(a) (b)

PIGURA 5.38. (a) Conductores paraleles con corrientes en el mis-

1 2

mo sentido; (b) campos magnéticos y fuerzas del mismo origen que

experimentan los conductores paralelos.

Basados en el desarrollo realizado para el caso mostrado en la

figura 5.37, podemos concluir que en esta situacién de corrientes
en el mismo sentido, las fuerzas que actfian sobre los conductores
son iguales entre si en lo que se refiere a su magnitud, pero son

de direcciones opuestas, y la tendencia de dichas fuerzas es jun-
tar los conductores.

EJEMPLO 5.3

Calcular la fuerza total sobre la espira mostrada en la figura

5.39, por la cual circula una corriente I =10 A , sabiendo que
por el conductor recto y largo fluye una corriente I_ = 100 A .
I —e
c 1) I = 100 A
¥ T ©
Y a c r = A
— — I, = 10
-+
C) ] a=2cm
VA .
b
X @@ @ b=5cacnm

c = 10 cm

Ie

PIGURA 5.39. Espira rectangular y conductor recto y largo que se

encuentran en un mismo plano.
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SOLUCION

Debido a que la espira se encuentra dentro del campo magnético

producido por el conductor recto y largo, cada lado de ésta expe-

rimentarid una fuerza originada por dicho conductor, de tal forma

que

m Y

+
= F + F + F + F
esp lc 2¢c 3c 4be (a)

En la figura 5.40 mostramos las direcciones de estas fuerzas, las

cuales han sido obtenidas aplicando la expresidén (5.91)}.

IC
>
® Fic®
T —
eole ® i ® ole
IO R Y
c® ® ; ® 5 2c
X ® ‘§3c® ©

FIGURA 5.40. Direcciones de campo magnético y fuerzas sobre cada

lado de la espira rectangular.

De la figura 5.40 se concluye que el Angulo a formado por el

campo magnético, y cada lado de la espira rectangular, es de w/2
radianes,

De esta manera se tiene que

para el lado 1

Mo I
F, =1 ¢B=1 ¢ ——0 (b}

para el lado 3

w, I
F = I eB=1_ =¢ (e)

3c e e 2n(a+b)
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Para el lado 2 es necesario integrar la expresidn (5.92), ya que

el campc magnético no es uniforme, por lo tanto

donde

B = f(r) y df = dr
es decir
a+b
r o= [ar= |1 arocole¥ e dr
2¢ - T 2n a r
o sea
Ie Yo Ic a + b
F = £n
2¢ 27 a
En forma aniloga para el lado 4, se tiene
= = I £ B
ic aF e a
en la cual B = f(r) y d&f = dr
de donde
I a+b
F, = |dF = .| I ar uoc-Ieu"Ic dr
be e 2T 2T r
a

y finalmente

(a)

(e)

De las expresiones (d) y (e) se concluye que las fuerzas gque ac-

tian sobre los lados 2 y 4 son de igual magnitud y como ambas se

localizan sobre una misma linea de accidn, los efectos de estas

fuerzas sobre una espira rigida se cancelan mutuamente; de esta
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manera, de la expresidn (a) se tendrad

> -+
= F + F
Fesp le 3c

-+

Sustituyendo los resultados obtenidos en las expresiones ({(b) y

(c) y considerando las direcciones_indicadas en la figqura 5.40,

la ltima expresidn se puede escribir

-+ He Ic A Ho Ic 2
FesP =1e © 2ma 7 e © Su(a+tn)
o sea
s LlefMele 1 1]
esp 27 a {a+b) J

De acuerdo con los valores indicados en la figura (5.39) se obten

dra
7 _ 10(10 x 1072y (2 x 10-7)100 1 _ 1 1+ [N]
esp 2 0.02 0.07) 7
es decir
+ ~
F = 7.143 x 107" j [N]

esp

5.11 MOMENTO DIPOLAR MAGNETICO

N -]
Una aplicacién de gran importancia de la fuerza de origen magnéti'

co sobre conductores, es el par magnético que actfia sobre una bo-
bina con corriente cuando &ésta se encuentra dentro de un campo
magn&tico externo a la bobina. Consideremos la espira mostrada

en la figura 5.41.
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§— i b ‘ - -)6\ /’J

@ -

FIGURA 5.41. Espira rectangular localizada dentrc de un campo

magnético uniforme.

Cada uno de los lados de la espira experimenta una fuerza magnéti
ca que se puede obtener mediante la aplicacibn de la expresién
(5.91), es decir

(5.96)

Las direcciones de cada una de estas fuerzas se indican en la fi-

gura 5.42,
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FPIGURA 5.42. Direcciones de las fuerzas gque actiian sobre cada
uno de los lados de una espira rectangular sujeta a un campo mag

nético externo.

Si expresamos las fuerzas indicadas en las expresiones (5.96) en
términos de los vectores unitarios del sistema de coordenadas

rectangulares mostrado, se tiene

F; = 1 b B sena, i r Q] = %

-+ ‘A T

F, =1 a B sena, k y 02 = 3 - 8 {5.97)
- - T

F3 =1 b B senaj (-1) r @3 T 3

- ™ T

Fy, = 1 a B sena, (~k) rooy = 3 + 8

De la segunda y cuarta expresiones del conjunto (5.97), se puede

concluir que

y dichas fuerzas no producir@n efecto alguno si la espira es ri-
-+ >

gida; si fuera flexible, las fuerzas F, y F, originarfan una

deformacifn en los lados 2 y 4 respectivamente.
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En cambio, de la primera y tercera expresiones del conjunto

-+ -
(5.97), se concluye que las fuerzas F; y F3 constituyen un
par de fuerzas que producen un momento sobre la espira,

Si nuestra espira estuviera atada a un eje o flecha alojado so-
bre la linea punteada mostrada en la figura 5.42 (a)}, la espira
tendrfa la posibilidad de girar.

El valor del momento magn&tico (Tm) sobre la espira se 3btiene
.mediante un producto vectorial, multiplicando un vector- d , di
rigido de la linea de accifdn de una de las fuerzas del par hacia
la linea de la otra fuerza, por el vector que representa esta se
gunda fuerza; entonces podemos escribir, con base en la figura
5.42 que

= d x Fy (5.98)

- N
También se observa gque la magnitud del vector d es funcién del

valor del &4ngqulo 8 , es decir

d = a sen #8

y utilizando el vector unitario en direccidén del eje Y , ten-
dremos que

+* Q. A
d=d3j]=asen 8 3 {(5.99)

. i e

Sustituyendo en la ecuacibn (5.98) las expresiones de Fj3; de la
-3

(5.97) y 4 de la (5.99), se obtiene

\ + a A
T, "2 sen & j x I b B senaii )
y como sen a3z = 1 , la (ltima expresién se puede escribir

-+

t =IabB sens ix3 (5.100)
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En la filtima expresién notamos que el producto ab es precisa-

mente el 4rea de la bobina, o sea
/

ademis

sen 6 = sen (7 - 9)
Con lo anterior, la ecuacifén (5.100) nos queda como sigue
g -~
T, I ABsen {n-8) k (5.101)

-+ -
en la cual ITml =IAB sen-(m - 08)

Ahora bien, en realidad B es una cantidad vectorial y el &4rea
tambi&n lo es. Definamos el vector K como aquel de magnitud
A , de direcci6n perpendicular al &rea que representa colocado
en el centro de la misma y cuya direccifn serd aquella en la que
avance un tornilleo roscado a derechas girando en el mismo senti-

do en que circula la corriente en la espira.

De la figura 5.43 se puede observar que el dngulo B8 = (7 - 8)

-+ -+
es el formado por los vectores A y B de tal forma que se pue
de escribir que

£

+ + 9
|t | = 1 [A]|B]| sen 8

-+ -+
Como la direccién del vector A x B es precisamente la direc-
ci6n del vector unitario k Y. en consecuencia, la misma que la
-
del vector T la expresién (5.101) se puede expresar como

>

-+ -
Ty = IAXB (5.102)

Runque la deduccién de la (Gltima expresién fue realizada para
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una espira rectangular, es aplicable a espiras de forma geométri
ca irregular, planas y colocadas en una regibén de campo magnéti-~

co uniforme.

Z |
1\ T prall ZCL - Y
\ B ‘%ﬁ
N —
\ / : Vi
\4" T //// ~ .
/ /Tm K / \ g
-
a 7k .
/ \
PR
Y Y
AN ‘
////// \ X
~ N
-+

PIGURA 5.43. Direcciones de los vectores: drea (A), campo magné

- -+
tico (B) y momento magnético (Ttp)

S8i en lugar de una espira se cuenta con una bobina de N espi-
ras muy juntas y de espesor despreciable gque se pueden conside-
rar afectadas por el mismo campo magné&tico, el momento magnético
total se puede aproximar de la siguiente manera
-
T

-+ -+
0 s NIAUXxXHB 4 (5.103)

-+
Resultar2 de utilidad posterior el definir la cantidad IA como
el momento dipolar magnético ﬁm de la espira en cuestién, o

sea

-+ -+ p
p =124 {5.104)

La definicién anterior seri utilizada cuando sean analizados los
materiales y sus propiedades magn&ticas.
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EJEMPLO

Analicemos el principio de operacién del galvandmetro como un
ejemplo de aplicacién del momento de origen magnético sobre una

bobina. 'En la figura 5.44 se muestra un galvandmetro en forma

) .
esguematica.

(a)
FPIGURA 5.44. Galvandmetro elemental; m €5 un magneto permanen
te, b es la bobina, ¢ es un cilindro de hierro dulce, r es

el resorte espiral, a es la aguja indicadora y e es la esca-

la dél instrumento.

Para medir una corriente eléctrica &sta se hace circular por 1la
bobina del galvanfmetro; la bobina se encuentra dentro del campo
magnético producido por un im&n permanente, el cual produce un
campo de coﬁfiguracién radial debido al cilindro de hierro dulce
sobre el que se encuentra devanada la bobina. Cuando circula
una corriente por el galvanfmetro, los lados de la bobina, per-
pendiculares a la direccifn del campo magnético, experimentan
cada uno una fuerza, dando por .resultado que sobre la bobina ac-
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tie un par de fuerzas que le origina un giro hasta que el momen-
to magnético se equilibra con el momento producido por la defor-
macién del resorte espiral. En esta posicibén, la aguja del ins-
trumento ha girado un &ngulo o« gque guarda una relacién con la

corriente que circula en la bobina, cuyo valor se puede leer en

una escala debidamente graduada, tal como se muestra en la figu-
ra 5.44 (b).

Con el objeto de encontrar la relacibn entre la corriente que cir
cula por la bobina y el &ngulo « , analicemos el galvanfmetro
de la figura 5.44 (b).

Cuando la aguja del instrumento alcanza su equilibrio se pueden
igualar los momentos gque actfian sobre la bobina, esto es, el de
origen magnético con el de origen meclnico debido al resorte.

t =1 . {a)

De la expresi6n (5.103) y por nuestros conocimientos de mecénica,

podemos escribir

NIABSsSen 6 =K a (b)

Debido a que el campo magnético del galvanfmetro es radial, el
dngulo 6 formado por el vector normal a la bobina (K), que es
la direccibn de la aguja, y el campo magnético gue afecta la bho-
bina es de % radianes, por lo tanto

NIABS=ZKau«a (c)

Por la filtima expresidn observamos que el dngulo o resulta di-
rectamente proporcional a la corriente que circula en la bobina,
ya gue la constante K dél resorte espiral, el nGmero de vueltas
N , el &rea de la bobina y el valor del campo magnético tienen
un valor determinado para un instrumento en particular. De lo an
terior se concluye gue la escala del galvanémetro'seré de tipo 1i

neal.



363

Comprobar que para' un galvanbmetro que consta de una bobina de

200 vueltas, cuya Srea es de 1 x 10~% m? , un campo magnético de

6 mT , cuyo resorte tiene una constante de 1.2 x 10~*% %ég cuan
do circula una corriente de 0.2 A , la aguja se desplaza a un

&nqulo de 0.2 rad , (11.46°) .

Un concepto de gran utilidad para los temas posteriores es el de
energfia potencial del_dipolo_magnético,-mismo_que.analizaremos—a—

continuacién.

Supongamos un campo magnético uniforme y una espira cuadrada por
la que circula una corriente el8ctrica colocada dentro de dicha
" regifn, tal como se muestra en la figura 5.45.

F

/’
/’
-

,1“—:.-
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PIGURA 5.45. Espira cuadrada dentro de un campo magnético unifor
me. Se observa que las fuerzas de origen magnético se encuentran

en eguilibrio.

Si la espira se encuentra en la posicién mostrada en la figura an
. + -
terior, esto es, su vector A paralelo a la direccifn del campo

-
B , se puede considerar que posee la minima energia.

En realidad bodemos referirnos a la espira como un dipolo magné&-
tico, ya que debido a la corriente que por ella circula, su cara
deregha se comporta como un norte magnético, puesto que por esa
cara emergen lineas de campo producidas por la corriente, y de

igual manera, la cara izquierda se comporta como un sur magnéti-

co.
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Si nos preguntamos cqué energfa se requirid para trasladar el di
polo magn&tico desde el infinito hasta la posicibn mostrada en
la figura, conservando la orientacién del vector K ? , la res-
puesta seria: ninguna; ya que si consideramos el efecto del cam-
po magn&tico sobre el dipolo, su cara sur experimentarfa una a-
traccifn hacia la izquierda, la cual se verfa equilibrada con
otra fuerza de atraccibn scbre la cara norte, pero actuando ha-
cia la derecha. En consecuencia, para realizar dicho traslado
no serfa necesaria la aplicacién de fuerzas externas, y al no’
realizar trabajo sobre la espira, su energia potencial se mantie
ne constante.

Ahora, tratemos de girar el dipolo desde la posicién mostrada en

la figura 5.46 hasta que su vector A forme un &ngulo a = %

con respecto a la direccidn de B .

Fy
i/
PANZAT

0—0{ I\\\
' 1

FIGURA 5.46. Vista de perfil de una espira cuadrada gqgue ha sido

o4

girada un angulo o de su posicién de equilibrio; se indica el
par de fuerzas de origen magnético gue actia sobre la espira en

esta posiciédn.

De la figura anterior se puede concluir gue para lograr el giro
pretendido de manera cuasiest&tica ser& necesario aplicar un par
de fuerzas externas que equilibre al par magnético, con una fuer
za cuyc momento con respecto al eje de rotacién (0 - 0') se opon
ga al momento de origen magnético.

En el movimiento de rotacifn descrito, se realiza un trabajo que
origina un incremento en la energia potencial del dipolo; por

nuestros conocimientos de mecénica, podemos escribir que
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I
2 1
JHn = 4EP = EP, - EP = T de’ (5.105)/

I ext
2 Z

Por medio de esta expresidn calculamos la energia potencial mag-
nética del dipolo, cuando se encuentra en la posicién mostrada

en la figura 5.46.

Debido a que s6lo es de interés la variacién de energia potencial
del dipolo, arbitrariamente se fija la posicifén en que a = % co
mo aguélla en la cual el dipolo magnético posee energia potencial

cero, es decir

EP_ = 0
I
2

Por lo anterior, la ecuacién {(5.105) queda

2
-EPa = s T do' (5.106)

También es conveniente aclarér que la magnitud del momento origi-
nado por el agente externo (Text)' es variable, ya gue el par de
origen magnético depende del valor del &ngulo a .

De la expresién (5.102), podemos escribir

T =123ADB sena

y utilizando la definicifn (5.104), la iltima ecuacién se con-

vierte en

T = p B sena (5.107)

Sustituyendo la ecuacién (5.107) en la (5.106) e integrando, ob-
tenemos

2
-EPp = J. me senc' da'
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R

- = - '
EP‘:1 me[ cosao ]

es decir

EPG = -me cosa ' (5.108)

Como en realidad el momento dipolar magnético y el campo magnéti
co son magnitudes vectoriales, la filtima expresifn se puede gene

ralizar escribiendo

EP = -p * B (5.109)

Considerando que en la figura 5.47 se muestra una espira circular
de radio igual a 2 cm, vista de perfil, por la cual circula una
corriente de 100 mA y los vectores campo y momento dipolar magné
ticos tienen las direcciones mostradas; comprobar que la energia
potencial magnética de dicha-espira es de -6.504 x 10°7 J y que
el trabajo necesario para girarla hasta que el 8ngulo a sea
igual a cero, es de =-1.863 x 1078 J. ;Quién realizaria este tra

bajo?

FIGURA 5.47. Espira circular en una zona de campo magnético uni-

forme.
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PROBLEMNAS
l

5.1 Cuande un electrdn (qe = - 1.6 x 10~1° C) se mueve con velr

cidad constante en una zona donde el campo magnético es

-3
B =(0.5i - 0.89)T ,

experimenta—una—fuerza—magnética
P . 5 17
F = (=3.84x - 2.40y) x 107 N

jul

Determine la velocidad del electrén.

10~19 C) se mueve con velocidad

x

5.2 Una particula «a(g. = 3.2
- [+

constante v = (4§ + 3%) .x 103 ; Suponga que para un cierto

hid

instante su posicién es la mostrada en la figura P5.2 vy calcu-
-
le el vector induccidn magnética B en los puntos A(4, 4, O)mm

B(O, 4, O)mm , C(0, O, 3)mm y 0(C, 0, O)mm .

c ‘.___..._____f@/
| P(014: 3)
|
!
l
|
I
d
B Y

X

Figura P5.,2

5.3 Cuando un conductor gque transporta corriente es colocaab en
una regidn donde existe un campo magnético, los portadcres de ca
ga que se desplazan son desviados por una fuerza magnética, dandc
por resultado la aparicidén de un campo eléctrico debido a la acu-
mulacién de carga, como se indica en la figura P5.3 (a), para un:

parte del conductor.
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Dicha acumulacidn de carga cesa cuando la fuerza eléctrica (que
actfia sobre cada portador) iguala la fuerza magnética, es decir,
q E = q[:3 X E] ; a esta acumulacidn se le conoce como efecto

"Hall. Ahora suponga que se desea medir un campo magnético por
medio de un arreglo como el de la figura P5.3 {(b) ¥y que el volta
je Hall medido es Vg = 32.8 uv , cuando la corriente es

I =10 mA . Considere ademis, que el material usado es silicio y
gue a la temgeratura de la medicidn su relacidn ;% vale

4.1 x 10”8 %5 ; donde n es el nimero de portadores de carga

por unidad de volumen y g es la carga de cada portador. Determi

ne la magnitud y direccidén del campo magnético B .

porcidn de
conductor
+++++ T - Vy
5 :
/////‘(—/(-”L-—— /
iy

{b)
Figura P5.3

5.4 Un espectrdometro de masa es un dispositiveo para separar par-

ticulas de la misma carga y diferente masa (isdtopos ionizados).
-+
Las particulas son inyectadas con una velocidad conocida v den-
-
tro de una zona de campoc magnético uniforme B , como se muestra

en la figura P5.4 . Las particulas con mayor masa chocan con la
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3

pantaila fosforescente a mayor distancia del punto de entrada.

Entonces

a) Si las dimensiones de la pantalla son las indicadas en la fi-

gura P5.4 y B = 0,8 T , calcule las velocidades madxima y mini-
=19 —27)

ma gque permiten a un deuterﬁn(qd =1.6 x10 "7 C vy mg = 2 (1.67 x 10

kg) chocar con la pantalla.

b) Al ingresar dos particulas x cargadas (qx==3.2 x 1019 ¢) con
la misma velocidad, se observa una diferencia de 24 cm entre
los puntos de choque. Calcule la diferencia de masa entre las

dos particulas, si la mds ligera chocé a 12 em del punto de in-

greso.
zona . e . 2
de a - ] . . L] Ll
campo r-..\'\' R
» . * L] L] . . L] L] x - y
+—0 8 ~ T . . L] - . . . §=0.8 x T
B_ . X . - * . . . L] * . trayectoria d?
. . ,d"-:--\o - . - w tICUla
L ] '/ - L] [ '\} 'K par
-—1/ pantalla
l fosforecents
-
v —-xl
X2 x; = 10cm
A X2 = SOCm'l

Figura P5.4

5.5 En la figura P5.5 se muestran en corte tres conductores rec-
tos, paralelos y muy largos con su eje perpendicular al plano del
dibujo. Si la corriente en cada conductor tiene la magnitud y
sentido indicado, determine el vector induccidn magnética en los

puntos A, B, C y D .

. I,

I;= 200 A Y
Iz'—"-Ia:ﬁ 100‘ A 600 z ®
B C
1m im
60° 60°

- —-—————aD
Iz A I,
[ L. -
' 2 m ' lm

Figura P5.5
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5.6 Para la espira cuadrada plana de la figura P5.6, haga una
grdfica de la variacidén de la magnitud del campo magnético g a
lo lafgo del eje vy sobre el plano de la espira, en funcidn de
la distancia r al centro de la misma. Considere el intervalo

-15 < r < 15 cm y calcule valores de B , cada 3 cm .

Figura P5.6

5.7 Considere la espira cuadrada mostrada en la figura P5.7 cuyo

centro coincide_con el origen del sistema de referencia, y calcu-
. - 3 +

le el vector densidad de flujo magnético B para los puntos A,

B, C yv D .

z
DI A(0,5,0) cm
B(0,5,5) cm
° c(0,5,10}) cm
€ | p(o,0,15) cm

Figura P5.7
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5.8 Obtenga el valor de la corriente I gque debe circular en la

bobina de la figura P5.8, la cual es coplanar al plano xz y cu-
-
yo centro coincide con el origen, para gue el campo magnético B
>

en el punto A sea B, = -12% mT .

5-cm-

A(0,4,0)cm Y

N=30 wvueltas

Figura P5.8

5.9 El arreglo conocido como bobinas de Helmholtz se obtiene con

dos bobinas Firculares iguales y paralelas, con sus centros sepa-

rados una distancia igual a su radio, como se muestra en la figu--

ra P5.9. Tal dispositivo permite obtener una zona de campo magné

tico uniforme alrededor del punto © del arreglo. Obtenga la ex
>

presién gue permite obtener B en puntos sobre el eje vy, el

cual'pasa por los centros de las bobinas, y compruebe que

B, NI
Bop = —— (0.8)3/2 | z
a a '
— 4 ] g 4 v
I -/ ;
i
. =N vueltas
L '
% S a 1

Figura P5.9
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5.10 Para el solenoide de la figura P5.10, y con base en el sis
-+

tema de referencia indicado, calcule el campo magnético B para

los puntos A, B, Cy D .

L
(]

5.11 Se desea construir un solenoide con alambre magneto cuyo

o

e e — —— ]

| B

e
3
w
0
|

Figura P5.10

didmetro, incluyendo el esmalte, es de 0.8611 mm (AWG # 20). Si
las caracteristicas deseadas en el solenoide son: 10 cm de lon
gitud, 0.5 cm de radio menor y 5 capas de embobinado. Determi

ne:

a) El niimero de vueltas N del solencide.

b) La resistencia del solencide a 20°C, si se dejan 15 cm adi
cionales de alambre, para conexiones, al final y al principio del’
embobinado; considere que a 20°C la resistencia del alambre es de

33.2 § por cada km .

c} El campo B en el centro y en el extremo del eje del solenoide,

si la corriente en el mismo es de 1 A .,

5.12 Un tubo conductor cilindrico hueco y largo, con las dimen-
siones mostradas en la figura P5.12, transporta una corriente I
uniformemente distribuida en su seccidn transversal. Obtenga las

expresiones que determinan la magnitud del campo magnético B en
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funcidn de r para los intervalos siguientes
r<ry , rn<r<rs y Ir>rs .

Considere gue ,

Figura P5.12

S.13 Un toroide de 4 0CO0 wvueltas enrclladas uniformemente, po-

see las dimensiones mostradas en la figura P5.13, determine:

a} Los valores maximo y minimo de la induccidn magnética produci

da por el toroide para puntos interiores del mismo.

b) El flujo magnético que cruza la superficie S seifialada en la

misma figura.

r, .
L Superficie
P
' S
: ) : p
E I
i ! -
: i < X
- | i /,,/’AN\\\ r,= 6 cm
i A X
] ; “{ | r,= 8 cm
v Ny X
b \tfb = 1.5 cm
..... X

Figura P5.13

——
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5.14 Con base en las caracteristicas del solenoide mostrado en
la figura P5.14, calcule el flujo magné@tico a través de las super

ficies S; y 83 dindicadas en la misma figura.

S2= superficie cerrada

Figura P5.14

5.15 Suponga dos conductores rectos y muy largos paralelos al
eje x del sistema de referencia de la figura P5.15 y calcule el

flujo magnético a través de la superficie sombreada.

Superficie S

N

W e,

Figura P5.15
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5.16 Obtenga la fuerza magnética gue actiila sobre cada lado de 1
bobina rectangular rigida contenida en el plano xz , mostrada en

la figura P5.16, y que es debida al conductor recto y muy largo.
}

) Figura P5.16

5.17 Suponga una bobina rigida de 30 vueltas coplanar al plano

¥z , como se indica en la figura P5.17. Si en la regidn existe
g a -~

un campo magnético B =(0.3x + 0.4y)T , calcule:

a) El momento dipolar magnético de cada espira.

b} FEl momento magnético total de la bobina.

N = 30 vueltas

Figura P5.17



CAPITULO 6 FUERZA ELECTROMOTRIZ INDUCIDA

INTRODUCCION

En el tema anterior estudiamos gue a rafz de las observaciones
realizadas por Oersted, los fenfmenos eléctrico y magnético gque
hasta esa fecha se habian considerado como independientes, no
eran sino presentaciones particulares de un fenfmeno mis general

y complejo: el electromagné&tico.

En el presente tema se analiza el fendSmeno de induccién electro-
magnética que consiste en obtener energfa eléctrica a partir de
variaciones de flujo magnético, principio bajo el cual operan la
mayor parte de los generadores eléctricos gue suministran la ener
gia necesaria para el funcionamiento del aparato tecnolégico del

mundo en que vivimos.

De esta forma, en las siguientes p&ginas se analizan los princi-
pios de operacifn del generador de corriente alterna (alternador},
del generador de corriente directa, del transformador con nicleo

de aire y del motor de corriente directa.

6.1 LEY DE FARADAY

El hecho experimental consistente en que una corriente eléctrica
produce un campo magné&tico, suscité inguietudes y motivé en algu-
nos cientfficos, entre ellos el quimico y fisico inglé&s Michael

Faraday (1791-1867), el razonamientc reciproco, es decir, el pen-

sar que un campo magnético podrfa producir corrientes elé&ctricas.

Durante varios ahos Faraday tuvo en mente este razonamiento y en
1831, descubre y publica la ley de la induccién electromagnética,
que, sinté&ticamente, consiste en que a partir de campos magnéti-
cos variables respecto al tiempo, se pueden producfi campos eléc

tricos y en consecuencia corrientes eléctricas. Cabe aclarar que
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un contemporineo de Faraday, el fisico norteamericano Joseph Hen-
ry, llegb6 en 1830 a la misma conclusién, pero sus resultados fuej
ron publicados posteriormente a los de Faraday, razén por la cual
se le reconoce a éste el mérito de su descubrimiento.

Existe una gran variedad de experimentos en los que es posible de
tectar corrientes inducidas, que a su vez son producidas por fuer
zas—electromotrices—del mismo nombre;—sin embargo en estSs apun-

tes presentaremos s8lo aquellos de caricter esencial.

Si disponemos de un magneto de barra y una espira de alambre con-
ductor en cuyas terminales se conecta un v6ltmetro, al existir mo
vimiento relativo entre imin y espira, el v8ltmetro detecta una

diferencia de potencial que recibe el nombre de fuerza electromo-
triz inducida; con el objeto de aclarar estas ideas, veamos la fi

gura 6.1.

<t

s (a) (b)

FIGURA 6.1. Fuerza electromotriz inducida en una espira al mover
se un magneto respecto a dicha espira: (a) al acercarse el polo
norte del imdn a la espira; (b) al acercarse el polo sur del imé1

a la espira.
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Si el movimiento relativo entre magneto y espira es diferente al
mostrado en la figura 6.1 (por ejemplo, alejéndose el imé&n de la
espira), la fuerza electromotriz inducida puede cambiar su polari

dad o inclusive su magnitud.

Del estudio del tema anterior, podemos pensar en sustituir el mag
neto por un circuito con una corriente elé&ctrica circulante, tal
como se muestra en la figura 6.2, y desplazando ahora a la espira
hacia el circuito, se inducir8 en las terminales de la espira una
fuerza electromotriz como en el caso mostrado en la figura 6.1.

ﬂr
s y T > v
N.._-_‘
/“'—
0 0
N + + 5 -
(a) (b}

FIGURA 6.2. Fuerza electromotriz inducida en una espira al mover

se respecto a un circuito energizado: (a) al acercarse al extre-
mo norte de la bobina; (b) al acercarse al extremec sur de la bobi

na.
En los dos experimentos descritos se destaca que para que exista
una fuerza electromotriz inducida en un circuito {(por ejemplo una

espira) es necesario un movimiento relativo entre productor de

campo y espira. Dicho experimento se muestra en la figura 6.3.
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i Enl
T {_

(a) - vrt {p) M bl

FIGORA 6.3. Fuerza electromotriz inducida en una espira gue se
presenta sélo al variar la corriente en un circuito vecino: (a)
al cerrar el interruptor I del circuito; (b} al abrir el inte-

rruptor I del circuito.

Aunque los tres experimentos descritos son diferentes, en todos
ellos existe una causa comin que origina la fuerza electromotriz
inducida en la espira y ésta es: [fa varlacdidén del {Lujo concate-
nado ¢ enlazado pon La espina con nespecito af Xiempo. En los ca-
sos en gque existe movimiento relativo entre productor de campo Yy
espira, el flujo enlazado por la espira aumenta o disminuye, se-
gn sea gue se acerquen o alejen la espira y el productor de cam-
PO, Y., en estos casos, la fuerzas electromotrices inducidas serén
de polaridades inversas; pero aun cuande no exista movimiento re-
lativo, como en el caso de la figura 6.3, las fuerzas electromo-
trices se presentan ya sea al cerrar o abrir el circuito, puesto
gque con esta accibtn el flujo magnético producido por el circuito
aumenta- o .disminuye respectivamente, y en consecuencia sucede lo

mismo con el flujo concatenado por la espira.
!

Expresando matemdticamente la relacién entre (la causa) la rapi-

dez de cambio del flujo concatenado, que denominaremos con la le-

tra griega A , y la fuerza electromotriz inducida (el efecto)
se obtiene la ley de la induccién de Faraday, que anotamos a col'

tinuaciébn.

£ =- 32 (6.1)
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A

El signo en la expresifn anterior significa que la polaridad de
la fuerza electromotriz inducida es opuesta a la de la variacién
del flujo concatenado. Cabe hacer notar que la ecuacibn (6.1)

' describe completamente el fenbmeno electromagnético de induccién,
pero requiere definir la direccibn para la cual el flujo y la co-
rriente que lo produce son positivos; para facilitar la aplica-
cién de esta ley nos valdremos del principio enunciado por el ff-
sico alemin Heinrich Friedrich Lenz (1804-1865) que estudiaremos
en el siguiente inciso de este tema.

Ademis, cuando la fuerza electromotriz se induce en un embobinado
de N espiras, se suele aproximar el flujo concatenado como el
producto de N por el flujo magnético que cruza a través de una
de las espiras; haciendo la consideracién que es el mismo para to
das ellas, de tal forma que la ley de Faraday se expresa comfinmen
te como

E, = -N —— (6.2)

6.2 PRINCIPIO DE LENZ

En el ano de 1834, el fisico alemin Lenz realiza los mismos expe-
rimentos que Faraday y Henry. Su aportacidn consiste en haber ex
plicado, en forma concisa, el sentido de la fuerza electromotriz

y en consecuencia el de la corriente inducida en un circuito suje

to a un flujo magnético variable en el tiempo.

Para concluir este principio, analicemos lo gque sucede al acercar
el extremo norte de un imin de barra a una espira cerrada, como
se muestra en la figura 6.4.
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W

FIGURA 6.4. Corriente inducida en una espira debida al acerca-

miento de un magneto. <¢Cudl es el sentido correcto?

Si suponemos gue el sentido de la corriente inducida mostrado en
la figura 6.4 (a) es el correcto, implicarfia que el lado izquier-
do de la espira se comportafia como un polo sur magnético y debi-
do a la atraccifn entre polos diferentes, esta fuerza serifia capaz
de desplazar el im&n y desarrollar un trabajo. Por otra parte,
la espira posee cierta resistencia, y al circular por ella una co
rriente elé&ctrica, existirfa una disipacién de energfa en forma
de calor. MA&s aﬁn, 51 pensamos que el experimento se realiza en
el vacio, no habri friccién y la fuerza magnética entre el polo
norte del imé&n y la cara izquierda de la espira, aceleraria el
imé&n produciendo una mayor rapidez de variacién del flujo magnéti
co, una mayor fuerza electromotriz y en consecuencia mayor co-
rriente inducida y disipacifn de energia en forma de calor; todo
esto grafuifamente, es decir, se obtiene un trabajo sobre el im&n
y una energia en forma de calor en la espira, sin invertir més
alld que un ligero impulso inicial para mover el imin y propiciar

la ocurrencia del fenémeno descrito.

Lo anterior viola el principio de conservacibn de la energia y 1la
raiz de este absurdo estriba en haber supuesto la corriente indu-
cida en el sentido mostrado en la figura 6.4 {(a) .

Si en cambio suponemos que el sentido de la corriente es el de 131
figura 6.4 (b), no existe violaci6n alguna, va que al circular la
corriente, el extremo izquierdo de la espira se comporta como un
polo norte y, debido a la repulsifn entre polos magnéticos del
mismo tipo, seri necesario aplicar una fderza externa que contra-
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rreste dicha repulsién y permita mover el imén con velocidad
constante. Esta fuerza desarrolla trabajo sobre el imén y, en
ausencia de efectos disipativos (fricciones), este trabajo seré
igual a la energia disipada en forma de calor en la espira, ya
que éstas son las inicas transformaciones de energia que ocurren

en el fenbmeno.

El sentido de la corriente inducida se puede determinar f&cilmen
te aplicando la regla enunciada por Lenz, que en estos apuntes se
presenta como el Palnedpio de lenz, ya gue como hemos visto, el

sentido de dicha corriente tiene una intima relacién con el prin-
cipio de conservacién de la energia. El enunciado es el siguien-

te:

El sentido de una corriente inducida debe ser tal, que se oponga

a la causa que la produce.

La causa mencionada en el principio es finica: la variacién del
flujo concatenado, aungque dicha variaci6n puede ser un aumento o
una disminucién. Como ejemplo, tomemos el caso de la figura 6.4:
al acercarse el polo norte del im&n a la espira, el flujo-concatg
nado por €sta aumenta Yy es mayor el nfimero de lineas. de campo mag
nético que cruzan la espira hacia la derecha; de acuerdo con el
principio de Lenz, la corriente debe oponerse a dicho aumento y
esto sé consigue con una corriente inducida que produzca flujo
magnético en direccibn opuesta al que proviene del polo norte del
magneto.

Aplicando la negfa de £a mano derecha, se determina que la corrien
te inducida debe tener el sentido mostrado en la figura 6.4 (b) .

Para reafirmar este concepto, determine el sentido de la corrien-_ .
te inducida para el caso de la figura 6.4, si el movimiento del

imé&n fuera en direccifn contraria al mostrado en -la misma figura.

Cuando el embobinado que-experimenta una variacién en su flujo
concatenado no tiene unidas sus terminales;, esto es, que no pue

de circular corriente alguna por sus espiras, s6lo se presenta
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una fuerza electromotriz inducida en dichas terminales y la deter
minacién de la polaridad, de esta fem , se logra mediante la ‘
aplicacién del principioc de lLenz imaginando que las terminales

son unidas externamente por un conductor; siendo la terminal de
mayor potencial eléctrico (terminal positiva) aquella por la cual -
saldrfa la corriente para circular por el conductor imaginario, y
la terminal de menor potencial (terminal negativa)} aguella por la
que—la—corriente inducida-entraria a-las espiras—del -embobinado —
en cuestifn. Con el objeto de ilustrar esta explicacibn, veamos
el caso mostrado en la figura 6.5.

@ i;

.

i‘\}:\;' AN L

FIGURA 6.5. Fuerza electromotriz inducida en el embobinado 2 de-
bida a la variacidn (aumento) de la corriente gue circula en el

embobinado 1.

Durante el intervalo 0 < t < t; , la corriente i del circuito
estid aumentandc con rapidez constante; el flujo magnético que cru-
za de derecha a izquierda el embobinado 2 se incrementa en cada
instante. §8i imaginamos gque con el conductor C unimos las ter-
minales a y b del embobinado 2, por éste circularfa una co-
rriente inducida i; , como la mostrada en la figura 6.5, 1la

cual se determina con ayuda del principio de Lenz. Dicha corrien
te circularia por el embobinado y saldrfa del mismo por la termi-
nal a , la que resultarfia de mayor potencial. Esta supuesta <o
rriente inducida circularia por el conductor imaginario y entra-
ria al embobinado por la terminal b , gue resultaria ser la ‘
‘terminal de menor potencial. Dicho de otra forma, un vSltmetro
conectado a estas terminales indicarfa una diferencia de poten-
cial (fuerza electromotriz inducida) Vab > 0 para todo el intervg
lo 0 <t < t; . '
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Con el objeto de facilitar la determinacién de la magnitud y sen-
tido de la fuerza electromotriz:- inducida, es conveniente calcular
la magnitud de la misma por medio de la expresifn (6.1}, omitien-
do el signo y encontrando su sentido al aplicar el principio de

Lenz.

Verificar los signos de las polaridades de las fems inducidas en

los casos mostrados en las figuras 6.1, 6.2 y 6.3.

6.3 FUERZA ELECTROMOTRIZ DE MOVYIMIENTO

Veamos ahora una aplicaciﬁn cuantitativa de la ley de Faraday al
analizar la fuerza electromotriz que se induce en una espira que
se mueve con velocidad constante dentro de un campo magnético,
que para simplificar consideraremos uniforme, como se muestra en
la figura 6.6.

> o © o i
-
B
—— e
-
v

Ft— o, —— ]

- X

St
0]
o
©

FIGURA 6.6, Espira conductora con velocidad paralela al eje X ;

una parte de la misma 5e encuentra dentro de un campo magnético

uniforme,
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Al desplazarse la espira de la figura anterior, disminuir& su f1l
jo concatenado Yy se inducird una fem que hard circular una co
rriente cuyo sentido ser8 contrario al de las manecillas del relo

lo cual se determina de la aplicaci6n del principio de Lenz.

Para calcular la fuerza electromotriz inducida, emplearemos la

ley- de Faraday, ecuacién (6.1}

_a
E=

como A = N¢ y N =1 en este caso, se tiene

b

Yy en este caso

pero el &rea A , representa aquella por la cual cruza el flujo

magnético, es decir
A=1x

Sustituyendo estos resultados en la ley de Faraday, se obtiene

_d(B L x)
E = Eﬁ?—*ﬂ—~— (6.3
(.
O sea
E=Bs X (6.4)
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ya gque B y & son constantes.

Por otra parte, g% es la velocidad con gue se mueve la espira,
es decir, la magnitud de la fuerza electromotriz inducida por mo-

vimiento ser&

E=8B 1t v (6.5)

La ecuacifén (6.5) nos permite calcular la magnitud de la fuerza
electrbmotriz, pero no nos indica nada respecto a su sentido y lo
calizacifn. Respecto al sentido, podemos decir que debe ser tal
gue impulse las cargas de la gspira a formar una corriente en sen
tido antihorario, tal como se dedujo anteriormente. La relacién
entre la fem inducida y la corriente inducida, se obtiene de la

LVK, o sea
E=Ri

en la cual R representa la resistencia eléctrica de la espira

conductora.

Respecto a la determinacifn de la localizacién de la fem indu-
cida, realizaremos el siguiente anfilisis. Tomemos nuevamente la
espira mévil dentro del campc magnético como se muestra en la fi-

gura 6.7.

| o f* ® e ®

- L > r
!B [Feo—=v q@—~% !
1 -
[ eled—¥ kL o
| ® ® 1) c] —= Vv
i -
! |

i I [Feo—=vy q—%

e o Ft e e

i

PIGURA 6.7. Fuerzas de origen magnético sobre diversas cargas de

. . [}
una espira conductora movil.
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Pe la Gltima figura observamos gque las cargas eléctricas de la eii
pira conductora experimentan fuerzas de origen magnético dadas
por la expresi6n (5.5). Dichas fuerzas s6lo actfian sobre las car
gas de la porcifn de espira que se encuentra dentro del campo mag
nético y causan desplazamientos en los portadores de carga li-
bres (en este caso electrones). Se ﬁuede concluir gue las partes

superiores de los tramos de esta parte de la espira, quedaran

eléctricamente negativas y las partes inferiores quedar&n positi-
vas, de manera semejante a lo mostrado en la figura 6.8.

r _______________________ 51
[0} o] o]
| O P A — _: d
| B + _ + _+ +:+ + 4+ +: -
i E 1
! I
il i
|0 J (o] 0] OE ———
) -+
] \ v
I
| ]
1 - - - - - -1
} b+ +  + -+ +rﬁ: + 4+ 1
C
| @ o] [0} o]
e e et ———

FIGORA 6.8B. Fuerzas electromotrices inducidas en una espira con-
ductora mévil dentro de un campo magnético uniforme. Tambié&n se

muestra el sentido de la corriente inducida.

De este andlisis, obtenemos los siguientes resultados:

a) En toda la porcibn de espira sujeta al campo magnético, se in
ducen fuerzas electromotrices.

b) De las fems inducidas, s6lo la que se localiza en el lado

ab de la espira impulsa las cargas que forman la corriente indu-
cida; por esta razfbn se suele considerar a este lado el asenta-
miento de la fem inducida en la espira. 1

Se puede destacar que para la determinacién del sentido de la
fem inducida, es posible utilizar o aplicar el principio de Lenz
ya que dicha fem debers tener el mismo sentido gque el de la co-
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rriente; pero del anflisis anterior se hace notar que existe una
manera alternativa y consistente para determinar dicho sentido, so
bre todo en aguellos casos en que no es flcil detectar una varia-
cibén en el flujo concatenado. Como ejemplo de esto supongamos que

en lugar de una espira, se trata de una barra conductora que se

mueve dentro del campo magnético uniforme, como se, muestra en la

figura 6.9 (a).

gy [o—————me—emm———m - e 1

| ® ep @i ey L, ® Lol

| I | F i

| t | mg B

e ® e ! | & ve ® |

; - I I — -+ I

1

d A —— l } [} e v ;

I @ ® ® | 1 ® + Ve & !

| i ! iy !

| I | m i

| ® ® ® 1 l g 2 ® ® !

I J e .

(a) ' (b)

FIGURA 6.9. (a) Barra conductora m8vil dentro de un campo magné-
tico uniforme; (b} fuerzas de origen magnétiho sobre cargas posi

tivas y negativas de la barra.

Resulta obvio que en el caso de la figura 6.9 (a), no existe co-
rriente inducida, pero ¢qué se puede decir respecto a la fem
inducida?

Si deseamos aplicar la ley de Faraday, nos encontraremos con que

el flujo concatenado y su variacifn son nulos, y esto nos lleva

a afirmar que la fem ’inducida es cero. Sin embargo, al rea-

lizar un anédlisis anilogo al realizado para el caso de la espira,
se observa gue en realidad (debido a las fuerzas de origen magné-
tico gue actfian sobre las cargas de la barra) ocurre un acumula-

miento de Estas en los extremos de la misma, que dan por resulta-
do una diferencia de potencial entre dichos extremos, la cual no
es otra cosa que una fem inducida.
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- La pregunta que surge en este momento es: si la barra se sigue
moviendo dentro del campo magnético ¢qué ocurre con la fem ‘
inducida? ¢sigue creciendo indefinidamente o se mantiene constan
te?

Para responder a las interrogantes planteadas, se puede observar
que si dichas cargas se siguen moviendo, yva que forman parte de
la barra, seguirin experimentando las fuerzas de origen_magnético

pero también habri que considerar gue sobre las cargas se ejerce-
rid una fuerza adicional debido a su acumulacidn en los extremos,
gque aumentari de acuerdo con la acumulacidn mencionada., Esta
fuerza de origen eléctrico llegard a equilibrar la fuerza magnéti
ca que actlia sobre cada carga, dando, en el equilibrio, una resul
tante nula y en consecuencia el incremento de la carga en los ex-
tremos de la barra cesard. De esta manera, en la barra se obtie-
ne una fem inducida éue puede ser cuantificada por medio de la
expresifén (6.5) vy cuya polaridad se encuentra al analizar el mov
miento de las cargas gque experimentan las fuerzas magnéticas. 0
da al final y mientras dure el movimiento de la barra una situa-

cibn como la mostrada en la figura 6.10.

—— et e v o ——— ——
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FIGURA 6.10. Fuerza electromotriz inducida en los extremos de

una barra conductora mdvil dentroc de un campo magnético uniforme.

Resulta iﬁteresante analizar cuantitativamente, lo que ocurre so
bre una carga cuando se ha alcanzado el equilibrio, es decir 1

i: +§ = ( (6.6)
m e
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O sea que

-+ -
= - .7
F _Fe (6.7)
pero
-+ -+ e -+ -+
Fm =gv x B Y Fe = gqE

Sustituyendo estos resultados en la ecuacién (6.7), obtenemos que

VvV xB = -p (6.8)

El resultado obtenido en la expresién (6.8) no nos debe sorpren-
der ya que en el tema anterior se llegb a la conclusién 'de que

(; x E) es un campo eléctrico que, en este caso, apunta en direc
cifn contraria al campo eléctrico originado por el acumulamiento

de carga en los extremos de la barra conductora.

EJEMPLO 6.1

Determinar la fuerza electromotriz inducida en una barra metilica
=

gue se mueve con una velocidad v constante y paralela a un con-

ductor recto ¥y muy largo gue transporta una corriente, como se

muestra en la figura 6.11.

- —
a
b~

B
>
v

FIGURA 6.11. Barra metilica con velocidad paralela a un conduc-

tor recto.
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SOLUCIOR

Primeramente, es conveniente analizar la polaridad de la fuerza
electromotriz inducida, la cual se puede determinar estudiando
las fuerzas que actilan sobre las cargas de la barra, como se mues

tra en la siguiente figura.

-—T
I—= —
F ;e (~)o
E n ; l(;xg)
o (+)e

PIGURA 6.12. Determinacidn de la polaridad de la fuerza electro-

motriz en la barra mévil de la figura 6.11.

De la figura anterior se observa que el extremo superior de la ba
rra resulta el de menor potencial, por esta razén la fuerza elec-

tromotriz apunta hacia abajo.

Por otro ladeo, se sabe que el campo magnético producido por un
conductor recto y large es funcidén inversa de la distancia al con
ductor. Por esta razdn, serd necesario considerar elementos dife
renciales de la barra para los cuales se pueda considerar un va-
lor de g constante y después sumar todas las fuerzas electromo-
trices diferenciales, es decir, realizar una integracidén a lo lar

go de la barra. De la ecuacidn (6.5) se tiene gue
- dE = B v di
e integrando
E = B v dt
pero

Hel
2TYr

di

dr , v = constante y B =
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por lo gue

rs ra

™
i
<
1]

r) 2nr 2T r

Finalmente, la magnitud de la fuerza electromotriz seri

B, Ivwv

E = Zn a +b
2w a
—-—7
lrl rp
dt -
dri' = -V
gt

PIGORA 6.13. Fuerza electromotriz diferencial inducida en una di

ferencial de barra.

Compruebe gque si la longitud de la barra mbévil fuera de 10 cm ,
la- separacidén de la misma al conductor recto y largo de 5 cm ,
la corriente en el conductor de 95 A vy .la velocidad de la barra

de 5 m/s la fuerza electromotriz en los extremos seria de 104.37

HY

6.4 TRANSFORMADOR CON NUCLEO DE AIRE

Consideremos ahora los dos solenoides superpuestos mostrados en
la figura 6.14. Ambos poseen iguales longitudes y &reas de sec-

cién transversal aunque diferente nimero de vueltas.

El solenoide 1 es alimentado por una corriente que aumenta con ra
pidez constante desde 0 hasta el valor I; en el intervalo de
tiempo 0 < t < t; . Al alcanzar el valor I; , 1la corriente

permanece constante para el intervalo t; <t < t, .
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FIGURA 6.14. Solencides largos (2 >> r) superpuestos. Ambos

de iguales longitudes y dreas de seccidn transversal.

Calcularemos la fuerza electromotriz inducida en el solencide 2,
para'el intervalo 0 < t < t, . Para este fin emplearemos la ley
de Faraday, expresifén (6.2), la cual reescribimos con los subindi

ces convenientes

d¢,,
N2 I

Ez=

El flujo magnético ¢,; representa el flujo que concatena las
vueltas del solenoide 2 y que es producido por el solenoide 1 .
Dadas las caracterfsticas de los solenoides en cuestidn (iguales
longitudes y 4reas de seccibn transversal), se cumple gque, esen-
cialmente, - todo el flujo producido por el solenoide 1 enlaza las
espiras del solenoide 2 . De la aplicacién de la ecuacién (5.79),

se tiene gue

¢21 = ¢33 = B, A (6.9)
Por esta razfn, la ley de Faraday se puede escribir como

Es; = NoA T (6.10)
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Ahora bien, es posible calcular la induccibn magnética B, por

medio de la expresibn (5.77), es decir

p, N1 iy

Bl = 2 (6.11)
Sustituyendo la ecuacidn (6.11) en la (6.10), se tiene
N,A py_ N di
_ 2 [ 1 1
E, = ) It (6.12)

Por medio de la filtima expresién es posible determinar la fuerza
electromotriz inducida en el solenoide 2 , si se conocen las ca
racterfsticas de construccifn de los solenoides

Nerrl-l ,le.ﬂ

-]

y la forma en que varfa la corriente ij;  con respecto al tiempo.

En el caso que estamos tratando, la corriente 1i; tiene dos com-

portamientos es decir

di,
Tl C, para 0 < t <t
'Cl = constante
Y
' di,
- — =0 ara t; < t < t
at P 1 2t = T2
ya que
i, = I, = constante

Para el primer intervalo, la magnitud de la fem inducida E, se
ré

}Jo N1 NzA

E2= 2

C, para 0 < t < t;



396

y para el segundo intervalo, E; serd

E, = 0 para ti1 < t < t

dJ.1

ya que — = 0 lo que significa que ¢,; = constante.

Parawdeterminar—Ié—poiaridadfde—ia——fem—*Ez ;—aplicaremos—el prin

cipio de Lenz y nos auxiliaremos de la figura 6.15.

conductor imaginarioa\

a v ¢ — % s e S W s M b e M L A G b s mmmm Ve n e ror MR 4 ML 44 mw = e
?‘ 1, corriente inducida supuestaGDb,
(+)\ \ (=)

FIGURA 6.15. Determinacién de la polaridad de la fuerza electro-,

motriz inducida en el sclencide 2

La corriente 1i; produciri un flujo magnético hacia la izquierda,
el cual, en el intervalo 0 < t < t; , estard creciendo con rapi
dez constante (&sta es la causa). El solenoide 2 experimenta un
incremento en el flujo, y de acuerdo con el principio de Lenz, la
corriente inducida en este devanado circulari en el sentido en
que el flgjp gque produzca se oponga al aumento de ¢, , es de-

cir, el flujo debe ser dirigido hacia la derecha.

5i imaginamos el conductor (indicado en la figura 6.15 con linea
interrumpida) gque une las terminales a y b del solencide 2 ,
la corrienté inducida circularia de la terminal a hacia la b
por el conductor supuesto. Cabe recalcar que dicha corriente no
podrd circular ya que las terminales a y b , en realidad, se
encuentran desconectadas. Lo que si es real, es la fuerza elec-
tromotriz inducida la cual tendri su punto de mayor potencial

(+) en la terminal a , por lé gque saldrfa la corriente inducida.
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Esto es anilogo a considerar el solenoide 2 como una fuente de

fem

Por lo antes expuesto, se tendri que

I

v

ab Ez ? 0

Vba ="E2 < 0

En la figura 6.16, resumimos los resultados obtenidos por medio

de unas graficas.

i
It -t
|
i
I
. t) t, t
$21
$o) maxt-———— 1 -
i
]
}
tl ts t
Vab
u NN,AC,
L
t, t, t

FPIGURA 6.16. Graficas de corriente, flujo y fuerza electromotriz

inducida en el transformador ideal con nicleoc de aire mostrado en

la figura 6.14.

Refiriéndonos a los solenoides de la fiqura 6.14, considere gque
£=1m, r=3cm, N; = 100 vueltas, N, = 10% vueltas y que
la corriente 1; varfa como se muestra en la figura 6.17 (a) .
Compruebe gque la diferencia de potencial inducida Vba que se ob
tiene en el solenoide 2 , es la mostrada en la figura 6.17 (b),

para el mismo intervalo de tiempo.
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FIGURA 6.17. (a) Variacién de i) respecto al tiempo; (b) fuer-
za electromotriz inducida (Vba) en el transformador ideal con

el nicleo de aire mostrado en la figura 6.14.

Un dispositivo como el mostrado en la figura 6.14, en el cual
existan dos o miAs devanados acoplados magnéticamente, recibe el
nombre de transformador. Cuando en dicho dispositivo se cumplen

las condiciones enunciadas a continuacién, se le denomina trans-

formador ideal.

a) El1 flujo magné&tico producido por la corriente que circula en
cada devanado concatena a todas y cada una de las vueltas gque lo

constituyen.

b) La disposicibén de los devanados es tal, que el flujo que uno

de los devanados produce concatena totalmente el otro devanado.

c) . La resistencia eléctrica de cada devanado es nula, por lo
cual, no existe disipacién de energfa en forma de calor debido al

efecto Joule.

Como. consecuencia de las condiciones anterioreé, se tiene que la ‘
potencia que se le suministra al transformador ideal es la misma
gue la potencia que puede proporcionar, modific&ndose exclusiva-
mente la magnitud del voltaje vy la corriente en la salida con

respecto a sus valores en la entrada.
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Considerando que v; Yy Vv, son los valores de voltajes en la en
trada y salida respectivamente de un transformador ideal, y en
forma andloga i; e 1i; las corrientes correspondientes, se ten

dr&, con base en la ley de Faraday, que

d ¢,
1 &t

vy = N

donde ¢; representa- el flujo producido por la corriente que cir

cula en el devanado 1 y concatenado por €l mismo.

d ¢,
Y v2 = Np 3¢
pero ¢, = ¢; por la segunda condicibn enunciada, por lo cual
d ¢, d ¢,
at =~ 'dt

Sustituyendo los valores de estas variaciones de flujo, de las

expresiones previas, se obtiene que

v Vo v N,

De la aplicacibn del principio de conservacifén de la energia al

transformador ideal, resulta que

v 1y = vy 1is (6.14)
Combinando las expresiones (6.13) v (6.14) se encuentra que

_— = (6.15)
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6.5 CORRIENTES DE FOUCAULT ‘

El fenSmeno de induccidn electromagnética no s8lo se presenta en
los alambres conductores, sino en todos los materiales que son ex

puestos a un flujo magnético variable en el tiempo.

En algunos casos las corrientes inducidas acarrean problemas, tal
es—el casodelas dencminadas corrientes de Foucault ™o de remoli-
no gue se presentan en los nficleos o partes metilicas de algunas
miquinas eléctricas (transformadores, motores o generadores).

Con el objeto de comprender la razén de ser y lo perjudicial, en
algunos casos, de estas corrientes, analicemos.la seccién transver
sal del nficleo metflico mostrada en la figura 6.18. Apliquemos
una induccibn magnética variable en el tiempo y perpendicular a es
ta secciédn.

Tomemos una trayectoria cerrada, por ejemplo la marcada con @ . &
través del &rea limitada por esta trayectoria se observa una varia
cién de flujo magnético y en consecuencia se inducen una fem vy

una corriente, esta Gltima circulard sobre dicha trayectoria.

uniforme y
creciente

PIGURA 6.18. Seccidn transversal de un nicleo metdlico, sujeta ‘
a un campo B uniforme y creciente en el tiempeo; se muestran
también las direcciones del campo eléctrico inducido (E;) y una

de las trayectorias de la corriente inducida.
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El sentido de la corriente ha sido determinado por medic del prin
cipio de Lenz, considerando que ¢, esti aumentando, y la fem in
ducida es la circulacién del campo eléctrico a lo largo de la tra

yectoria de la corriente, es decir

d¢
-+
. =qSi5i.dz=__b

Compruebe que la magnitud del cambo eléctrico inducido en una tra
yectoria circular concéntrica al nficleo de la figura 6.18, para
un radio cualguiera r < R, esti dada por la expresién
_ dB
Vi T 3 3

pojH

A

En la préctica de la ingenieria existen diversos equipos que ope-
raﬁ con corrientes alternas. 5i la corriente, en el embobinado
que produce el flujo ¢, de la figura, fuera alterna, tendriamos
que las corrientes inducidas cambiarian de sentido con la misma

frecuencia que dicha corriente alterna.

Las corrientes inducidas encuentran a su paso 1alresistencia eléc
trica del material, que depende de la longitud de la trayectoria
seguida por la corriente, de la seccibn por la cual circula y de
la resistividad del material del nicleo. Como consecuencia de es
to, en dicho nficleo existirid una disipacibdn de energila en forma
de calor, producida por el efecto de Joule, y esto constituye un
efecto indeseable en diversos equipos elé&ctricos, no s6lo por las
pérdidas de energia, sino tambié&n por los danos que la elevacién
de temperatura puede acarrear en el equipo.

Una manera .en que se acostumbra minimizar las corrientes de Fou-
cault consiste.en evitar los nficleos macizos, laminando el mate-
rial de que estan hechos, con el objeto de aumentar la resisten-
cia gque encuentran a su paso estas corrientes inducidas. Ademis
del laminado, se barnizan con materiales dieléctricos; en el caso
de las bobinas de induccibén, su nficleo se forma con alambres meté
licos, con la misma finalidad mencionada para el laminado y para
algunos egquipos se llegan a formar sus nGcleos por medio de hierro
pulverizado moldeado a alta presifbn.
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En la figura 6.19 se muestra el efecto logrado sobre las corrien‘

tes de remolino, debido a la laminacibn del nilcleo.

-
>
o
-
-
/
"
- ﬂ
¢, U 4
=E(E) : T i=f(t) A=
) U (b)
(a)
FICURA 6.19. Secciones de niicleos de transformadores: fa) na-
cleoc macizo; (b) ndcleo laminado.

También en la ingenieria se han encontrado aplicaciones fitiles al
fenbmeno de las corrientes de Foucault; tales son los casos de
las miguinas soldadoras gue operan bajo este principio y en las
cuales se llegan a aplicar corrientes alternas de frecuencias del
orden de varios cientos de. kilohertz con el objetoc de lograr al-
tas temperaturas en algunas zonas de los materiales y, por otro
lado, el denominado freno magnético, en el cual las fuerzas de
origen magnético sobre las corrientes de remolino, originan un mo
mento contrario a la rotacién del cuerpo en cuestiédn, lo gue re-

dunda en una disminucién de su velocidad angular.

EJEMPLO 6.2

Se dispone de un nicleo macizo de hierroc como el mostrado en la
figura 6.20 (a), qgue se utilizarid como niicieo de un transformadc‘
Calcular en gué proporcidn disminuyen las pérdidas de energia de
bidas a las corrientes de remolinoc si e}l niicleo se lamina en n

partes y el transformador operara con corriente alterna.
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FIGURA 6.20. (a) Niicleo de hierro de un transformador; (b) sec-
cién transversal del niiclec que muestra una trayectoria aproximada
{(1-1%-2'%-2) de la corriente inducida del tipo remolino o de Foucault,.
SOLUCION

Del tema anterior sabemos que B a i , si la corriente que produ

ce el campo magnético tiene la misma forma de onda; de esta mane-

ra podemos expresar el campo magnético en funcidén del tiempo como

= 1
B. Bméxsen wt (1)

donde w = 2nrf y f es la frecuencia de la onda.

Por otra parte, de la figura 6.20 (b}, se observa que el flujo en

cerradeo por la corriente inducida mostrada es

-+ -+
¢, = B*dA = B A= 2 xb B (2)
b S

La fuerza“electromotriz inducida en la trayectoria 11%-2'-2 resul

ta de magnitud igual a

)
Il
Ql&
e
]

2 xb wB , cos wt (3)
max

Yy la resistencia gue encuentra a su paso la corriente inducida es

2pb

R =
cdx

ya gque a<<b {(4)
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Para el cdlculo de la energia disipada en la unidad de tiempo de-
bida a la corriente de remolino, conviene utilizar el valor efi-
caz de la fuerza electromeotriz, el cual se define como su valor

miximo entre ¥2 , es decir

E = /2 xb wB . (5)
ef max

¥y una cantidad diferencial de la potencia disipada P se puede

expresar como

2
E 2(B ., wb x)2 ¢ dx
4p = ef - max (6)
R 2pb

. . s P a
integrando esta 1ltima expresidn entre los limites 0 vy > se

cbtiene la potencia disipada en todo el nacleo

a a,
2 B2. w2 p? ¢ x? ax B2, w2 b ¢ x93 2
max max
P = b = 3p
0 e 0
0O sea
Bz, w2 b c al
P = max (7)

24p

Ahora bien, si dividimos el nlcleo macizo en n laminas que aisla

das por barniz entre si formen el nicleo, por cada ladmina tendre-
mosS una poténcia disipada p , de tal forma que la potencia to-

tal resulta

P' = np (8)

rero el espesor de cada lamina serid a' donde 1

v = &
a' = o (9}
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Utilizando la ecuacidn (7), la potencia p serd

BZ. w?2 b ¢ a'3

max

24p

vy aplicando la expresidén (9), obtenemos

Bz, w2 b c a?l
max

n3(24)p (10)

siendo la potencia total ©P' , 1la siguiente .

B2, w2 b c ald
1 max
n2 24p

B' = (11)

Comparando las ecuaciones (7) y (11), podemos concluir gque el

efecto de dividir el nicleo macizo en n laminas es el de dismi

nuir en un factor -13 las pérdidas de energia producidas por las
n

corrientes de remolino.

Se puede observar que es conveniente gue la laminacidn se efectie
cortando el espesor o lado mids angosto de la seccidn transversal
del ndcleo, con lo cual, la consideracidén hecha en el planteamien
to de la ecuacidén (4) resulta mas vdlido y las pérdidas de ener-
gia se reducirdn en el factor encontrédo; ademds cabe resaltar
gue la laminacién debe efectuarse diﬁidiendo el &rea que es cruza

da perpendicularmente por el flujo magnético.

6.6 EL GENERADOR HOMOPOLAR

Uno de los primeros dispositivos empleados en la generacién de
energia eléctrica es el genegador homopolar, también conocido co-
mo la dinamo de disco de Faraday. Este generador elemental estéd
formado por un disco macizo de material conductor gue puede girar
sobre su eje y que esti expuesto a un campo magn&tico uniforme pa



406

ralelo al mismo eje, tal como se muestra en la figura 6.21,

e Y e' son escobillas

FIGURA 6.21. Generador homopolar o dinamo de disco de Faraday,

Refiriéndonos a la figura anterior, al girar el disco dentro del

campo magnético uniforme B , se induce una fuerza electromotriz

entre el borde v el eje de dicho disco; a continuacién obtendre-
mos el modelo matemitico de esta fuerza electromotriz, auxilidndo
nos de la figura 6.22 que muestra de frente el disco en cuestibn.

FIGURA 6.22. Disco del generador homopolar de la figura 6.22,

visto de frente.

En la figura 6.22 se muestran varios sectores del disceo y algunas

cargas en los mismos, asi como las fuerzas de origen magnético

-+
(Fm) que actfian sobre ellas. Del anflisis de estas fuerzas se
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puede concluir que el borde del disco giratorio gquedari con un ex
ceso de carga negativa y por lo tanto c¢on un potencial negativo.
De la misma manera, el eje del disco quedari con un exceso de car

ga positiva y, por ende, con un potencial elé&ctrico positivo.

La diferencia de potencial existente entre borde y eje constituye

la fuerza electromotriz inducida en el disco.
En uno de los sectores de la figura anterior se indica, de manera
objetiva, una fem inducida de tamafo diferencial (dE); de la

ecuacibn (6.5) se tiene gue

dE =B vdr (6.16)

Integrando esta expresifn obtendremos la fuerza electromotriz in-

ducida entre borde y eje del disco

R
E = [ Bvdr (6.17)
c .

pero como B =cte y v =uwr , se puede escribir

R
E=B uw J rdr (6.18)
0
Finalmente, se obtiene
i 2
E=Bu-<s (6.19)

De la expresién (6.19)'se puede concluir gue la. fuerza electromo-
triz inducida en el generador homopolar depende de la magnitud
del campo magnético aplicado, de la velocidad angular y del radio
del disco,

Disponiendo de un solenoide cuyo nficleo sea un magneto permanente,
es posible construir un generador homopolar cuya entrada de ener-
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gia sea exclusivamente mec8nica (rotacidn del disco) y que produg‘
ca energfa eléctrica en la salida, utilizable &sta para energizar

algfin circuito, tal como se representa en la figura 6.23.

wy
<+

FIGURA 6.23. Generador homeopolar con un se¢lencide conectado en
serie. Al conectar el generador a un circuito, la corriente gue

-
circule incrementard el campo B producido por el niicleo.

6.7 GENERADOR DE CORRIENTE ALTERNA

Analizaremos en este subtema el principio de operacibén de la ma-
yor parte de los generadores eléctricos gue se emplean en la ac-
tualidad. Como la corriente eléctrica que generan es del tipo al
terno, a este tipo de generadores también se les conoce como al-
ternadores. En su forma mis simple, el generador de corriente al
terna consta de una bobina de N vueltas que gira dentro de un
campo magn&tico uniforme. Debido a las variaciones del flujo mag
nético concatenado por las espiras, en las terminales ?el embobi-
nado se presenta una fuerza electromotriz inducida que, por medio
de anillos conductores y escobillas, puede ser conectada a un cir

cuito externo, ver figura 6.24.
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FIGURA 6.24. Modelo simple del generador de corriente alterna.

Partiendo de la ley de Faraday, expresidn (6.2}, tendremos que la

magnitud de la fuerza electromotriz inducida sera

Debido a que el embobinado se encuentra girando, el flujo ¢, a
través de cada espira dependeri de la posicién del embobinado.
Ubiquemos esta posici6n por medio del &ngulo 6 , definido como
el 4ngulo formado por la normal al plano del embobinado (K) Yy

la direccifn del campo magnético (ﬁ) ; por ejemplo, en la figu=-
. ra 6,24, el dngulo ¢ es de 3(r/2)rad y el flujo ¢, que cru-
za el embobinado en esta posicifn es nulo. De esta manera, el
flujo magnético a través de cada eépira, para una posicién cual-

guiera 6 del embobinado, ser& determinado por la expresién

(5.79}), es decir
b, = ” B.ai (6.20)
A
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la cual, en este caso, nos da

¢b = B A cos 8 (6.21)

Sustituyendo la Gltima expresibén en la ley de Faraday, obtenemos

= N2 = d{cos 6)
E=N It NBA 3t

es decir
E=NBAsen 6 32 (6.22)
y de8/dt , no es otra cosa que la velocidad angular w del embo
binado; de esta manera se puede escribir que
v = - NBAuwsenb6=-v (6.23)

ab ba

Y

En la siguiente figura se muestra la fuerza electromotriz induci-
da que se cobtiene cuando el embobinado gira a velocidad angular

constante.

FIGURA 6.25. Fuerza electromotriz inducida por medio de un gene-

rador del tipo de la figura 6.24.
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ca de una fuente de femnm que serd conectada a las terminales a

vy b.

Supongamos que la terminal a del embobinado se conecta al borne
positivo de la fuente de fuerza electromotriz, esto hard que circu
le una corriente como se muestra en la figura 6.27. Todos los con
ductores que forman el embobinado experimentarin fuerzas de origen
magnético, pero como se estudif en el tema anterior, s6lo las que
actfian sobre los lados paralelos al eje de rotacibén tendrén efecto
sobre el movimiento del embobinado; sobre éste actuari, en conse-
cuencia, un par de fuerzas que originard sobre el embobinado un mo
mento dado por la ecuacién (5.103), la cual reescribimos a conti-

nuacién

-4
Il
Z
-
h-14
x
w4

El anillo seccionado o conmutador permite que la corriente fluva
siempre en la direccién mostrada en la figura 6.27, con lo.cual
se logra que el momento dependa de la posicibén del embobinado y
que inclusive existan dos posiciones en las que dicho momento es
nulo (8 = 0 y 6 = v rad); sin embargo, para cualguier otra po
sicién habr& un par de fuerzas gue impulsari el giro del embobina

L

do, y produciri una rotacifn continua del mismo.

PIGURA 6.27. Meodelo simplificadoc de un motor de corriente direc-
ta. La resistencia r representa la correspondiente al embobina
do; también se muestran las fuerzas de origen magnético gque se pre

ducen al girar el rotor.
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Se dispone de los siguientes datos de un alternador: embobinado ‘

de 200 vueltas rectangulares, de largo 15 cm Yy ancho 10 cm ,
que gira con una velocidad angular de 60 revoluciones por segun

do y se encuentra en un campo, magnético de 0.21 teslas de direc
cién perpendicular al eje de giro; comprobar que la fuerza elec-

tromotriz inducida es E = 238 sen (120 =t).

Una modificacién en los anillos y escobillas del alternador de la
figura 6.24 nos permite obtener un generador de corriente directa.
El cambio consiste en eliminar uno de los anillos y seccionar en
dos partes iguales el restante, cada seccién debe hacer contacto
con una escobilla, como se muestra en la figqura 6.26 (a). De esta
forma se evitan los semiciclos negativos obtenidos en el alterna-
dor v la fuerza electromotriz inducida seri de corriente directa

como la indicada en la figura 6.26 (b).

T 2n 3n 4m [ g]
rau
(b)
FIGURA 6.26. {({a} Generador de corriente directa; (b} fuerza elec

tromotriz_ inducida que se obtendria con un generador de corriente

directa.

6.8 PRINCIPIO DE OPERACION DEL MOTOR DE CORRIENTE DIRECTA

Para la explicacibén del funcionamiento de un motor simple aliment;!
do por corriente directa, nos serf de utilidad el aispositivo re-
presentado en la figura 6.26 (a). En este caso pretendemos obte-
ner la energia mecl@nica (rotacifn) a partir de la energia eléctri-
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En la Gltima figura se representa en forma simb&lica el efecto re-
sistivo del embobinado por medio de la resistencia r . En el ins
tante inicial de la conexidn del motor a -la fuente de f em , la
corriente que circule s6lo se verd limitada por el valor de r ;
pero cuando el embobinado comienza a girar, en sus terminales se
presenta una fuerza electromotriz inducida que se opone en su sen-
ﬁido al de la corriente. Por esta razdén representaremos a esta

fem por medio del simbolo E(t).

El circuito eléctrico formado por el motor, su resistencia y la
fuente de fuerza electromotriz puede presentarse en el siguiente

diagrama.

r
- +
—M
—_—
1

E(t) T

’ 2

e

FIGURA 6.28, Diagrama eléctrico del circuito de la figura 6.27.

Aplicando la ley de voitajes de Kirchhoff al circuito de la figu-

ra 6.28, se tiene

E~ri - E(t) =0 (6.24)
En la filtima ecuacifn se tiene que E y r son constantes, lo
cual nos lleva a concluir que cuando la fuerza contra-electromo-
triz fcem es méaxima (motor girando en vacio) la corriente en el

embobinado.es minima; cuando el motor no gira y la fcem es nula,

la corriente alcanza su valor miximo.

Desde el punto de vista energético, cuando el motor gira en el va-
cio, la fuente externa le suministra la energfa que se disipa en

las pérdidas por rozamiento y por el efecto de Joule en el embobi-
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nado. Cuando el motor mueve algin mecanismo externo o arrastra J
una carga, su velocidad disminuye con respecto a la obtenida en e
giro en vacio, 1o cual origina una disminucibén en la fcem ¥y un
aumento en la corriente que circula por el motor, 1o que permite

al mismo tomar la energia necesaria para realizar su trabajo.

Se_dispone de_un motor_elemental cuyo rotor_esti_formado_por 100_
espiras rectangulares de 20 cm de largo y 15 cm de ancho, deva
nadas con alambre de cobre (p = 1.7 x 10-8a2+m) de 4 mm? de sec-
cibn transversal. Se conecta a una fuente de f e m de 100
volts. Comprobar que la corriente mdxima que puede circular por
el motor es de 336 A y gque la fuerza contraelectromotriz es de

85.1 V cuando la corriente es de 50 A .

En la construccibn de algunos motores de corriente continua, se

utilizan imanes permanentes para producir el campo magnético reque
rido; sin embargo, cuando los motores no son de tamano pequeno, re
sulta necesario generar dicho campo magnético por medic de bobinas

devanadas sobre nficleos ferromagnéticos denominados piezas polares

De acuerdo con la forma de conexisfn entre la bobina del rotor
(armadura) y la bobina que produce el campo, se tienen tres tipos

de motores de corriente continua.

a) Motor con excitacién en serie

Es aguel que tiene conectadas en serie la bobina del rotor y las
bobinas de campo, como se muestra en forma esquem&tica en la figu-
ra 6.29 (a). En la misma figura se muestra el diagrama eléctrico

correspondiente.
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l
+
o+

r
#e -
(a) (b)
FIGURA 6.29. Motor de corriente continua tipo serie: {(a) corte

esquemdtico; (b) diagrama eléctrico.

b) Motor con excitacifén en paralelo

Este tipo de motor es el que tiene conectadas en paralelo las bobi
nas de campo y la de armadura, como se indica en la figura 6.30(a)

y cuyo diagrama eléctrico aparece en la figura 6.30 (b).

— ¥ .+
a a
r
T
. . b
(a) (b)

PIGURA 6.30. Motor de corriente continua con excitacidén en parale

lo: (a) corte esquemitico; (b} diagrama eléctrico.
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c) Motor con excitaci6bn du.puesta

El motor con este nombre posee bobinas de campo que se encuentran
conectadas en serie con la bobina del rotor, pero ademés, tiene
otras bobinas productoras de campo magnético que estln conectadas
en paralelo con la bobina de armadura. En la figura 6.31 se mues
) tra un esguema de las conexiones asi como el diagrama eléctrico

correspondientes

r a
+ y S5 .t
hl ¥r
-l
r
o T
b _b

FIGURA 6.31. Motor de corriente continua con excitacidn compuesta

(a) corte esquemdtico; (b} diagrama eléctrico.
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PROBLEMNAS

6.1 Un embobinado de N espiras cuadradas se encuentra dentro de
una regién de campo magnético uniforme, pero variable en el tiempo,
segin la relacién B = 0.02 + 0.8 t , donde B y t -estadn expre
éados en teslas-y segundos respectivamente. La normal al plano

del embobinado es colineal a la direccidén del campo magnéticoe, co-

mo se indica en la figura P6.1
Determine:

a) El flujo ﬁagnético a través del embobinado en el instante

t =0 .
b) La diferencia de potencial Vap en el instante t = 10 s
c) Si en el mismo instante (t = 10 s) se conecta el resistor

R y el amperimetro A a las terminales a y b , determine el va
lor de la resistencia del embobinado si la corriente medida fue de

1.85 A .

d) ¢En qué sentido circula la corriente inducida al pasar por R ?
e) éCambiaria el valor de la corriente inducida para t = 100 s ?,
expliquelo. j

| — p=25cm— O

[ | |

-
A —
/1 N=100

o

)

S
1

R=10 amperimetr

_4,_( :)_____/ idea

Figura P6.1




418

.

6.2 Una barra metdlica se desliza sin friccién sobre un conductor
doblado en forma de U , como se muestra en la figura P6.2. S5i ‘
la diferencia de potencial medida entre los puntos ¢ y d es

Veg = 3V y se sabe gue la resistencia de cada metro de conductor

es de 1.5 Q , vy la de cada metro de barra es de 0.5 § , calcule:

a) La corriente inducida y el sentido en que circula.

b) ©La diferencia de potencial inducida entre los puntos a ¥y b

de la barra.
c) La velocidad de la barra en magnitud y direccidn.

d) La diferencia de potencial inducida entre los extremos e vy

f de la barra.

barra 1.50/m

y
! x xe)x x X X
z2 X 0.5m]a c
x X x x X

X
B=1 Wb/m> N 2m
0.50/m
X X X % x
b ad
0.5@[ £ s
» [ ]
x - I3 ¥ ® - *

Figura P6.2

6.3 En la figura P6.3 se muestra parte de un conductor recto ¥y
muy largo, y una bobina de espiras cuadradas cuyas terminales se
han unido. El conductor y la bobina se encuentran en un misme pla
no. La bobina tiene una resistencia total de 0.2 § y se mueve
con una velocidad ; = 10 § E ’ como se muestra en la figura men

cionada. Para la posicidn mostrada, calcule:

aj) El vector campoe magnético en el punto A , debido al conduc- 1

tor recto.

b) La fem inducida neta en la bebina, y su sentido.
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c) La fuerza de origen magnético neta (en magnitud y direccidn)

gue actila sobre la bobina.

d) La potencia mecl@nica necesaria para desplazar la bobina con la

velocidad indicada.

e} ¢Qué habria qgue hacer para invertir el sentido de la corrien-

te inducida en la bobina?

i =10A
c

Figura P6.3

6.4 En la figura P6.4 se muestra, en cierto instante, una bobina
rectangular cuyo lado largo es paralelc a un conductor recto y muy

largo.

El conductor tiene una velocidad de =10 ; 2 Y la beobina se mueve
con velocidad 8 x 3 , ambos movimientos con respecto al sistema

de refereﬁdﬁa mostrado. El conductor, la bobina y sus movimientos
son coplanares. De acuerdo con los datos proporcionados en la fi-
gura antes citada y considerando que en t = 0 rp, = 0 Y

Iy = 0.22 m , calcule:

a) El1 flujo magnético a través de la bobina en funcidén del tiem-

PO.

s

b) El flujo magnético en la bobina para el instante mostrado en

la figura P6.4, lcuanto vale t en este instante?
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c) El valor vy sentido de la corriente inducida en la bobina, cua‘

do t =158 .

i3

<4

]

[
H
o
®

E]

’ 30 am

Figura P6.4

6.5 Se dispone de un solenoide con las caracteristicas indicadas

en la figura P6.5 (a). 8i la corriente que circula por el solenoi
de varia en funcidn del tiempo, como se muestra en la figura P6.5

(b), determine la'diferencia de potencial inducida ny en las

terminales del solenoide, y dibuje su grifica para el intervalo

0 < t < 29.2 milisegundos.

Tnax |
o N=5000

- / vueltas

A (b) 1

{ 2= 40CM ———t N\
1

(a)

Figura P6.5
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6.6 En el arreglo mostrado en la figura P6.6 (a) se muestra un

téroide de 2 300 vueltas devanadas uniformemente con nilclec de
aire. Sobre una parte del toroide, se tiene enrollada una bobina
de 200 vueltas. Considere las dimensiones del arreglo indicadas
en la figura, y gue la corriente en el toroide wvaria con el tiempo

en la forma mostrada.

Calcule la diferencia de potencial inducida ny en las termina-

les de la bobina y dibuje una grifica de ny contra el tiempo ¢t

para el intervalo 0 < t < 35 milisegundos.

iy [a]
iT= Iméxcos 314.2 t

1T /
. /\25 0 35
Nr= 2300 vueltas 5 \_Wls 0
SE T ) boanl :
I

oA — ==
-

S

&

[ms]

y
Nb= 200 wvueltas

Figura P6.6

6.7 Un transformador es disenado con dos solenoides devanados so-
bre un nicleo metdlico cilindrico macizo, como el mostrado en la
figura P6.7 (a). Si la corriente en el devanado primarioc (induc-
tor) es de la forma i; = I ., sen wt , determine:

a) La exprésién para el cldlculo de la energia disipada en forma
de calor, en cada unidad de tiempo, por el nlcleo en “funcidn de
las dimensiones y material del mismo, asi como de la frecuencia

angular ®© y del valor madximo de la induccidén magnética Bosx -
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b) Calcule la disipacidn de energia en cada segundo para un nﬁcl‘
de aluminio con R = 3 cm, £ = 45 cm, Bpay S H, Y p = 2.8 X 108
2+m , si el solenoide inductor tiene una corriente i; = 5 sen 377

Considere el solenoide con longitud £ y N = 10 vueltas.

¢} Si el niilcleo macizo se sustituye por 30 alambres del mismo ma-
terial aislados con barniz, de igual longitud pero de radio

r—=—0.005—m como—se*ﬁuestra‘en—la‘frgura_'P6T7—1b), {CcUAl seria

la potencia disipada por dicho nilcleo en las condiciones indicadas
en el inciso b ? <¢Qué porcentaje representa esta potencia respec

to a la calculada en el inciso anterior?

——
11
Figura P6.7
6.8. Se dispone de un disco metdlico de radio R = 20 cm montado

sobre un eje, como se muestra en la figura P6.8. Ademds se cuen

ta con un dispositivo capaz de producir una induccidén magnética

uniforme de B = 0.1 T en toda el drea del disco. Si se desea ob
tener una fuerza electromotriz inducida de 12 V(Vab = 12 V) en
las terminales de las escobillag, determine:

a) La direccidén en que debe ser colocade el campo magnético.
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b) La velocidad angular a gue debe girar el disco, en rad/s ¥y
en revoluciones/s . Indique en gqué sentido debe girar el disco

-
considerando la direccifén del campo B determinada en el inciso a.

y

Figura P6.8

6.9 Se ha disefiadc un generador eléctrice elemental gue estd for-
mado por 100 espiras rectangulares que giran a una velocidad an-
gular o = 60 rev/s dentro de un campo magnético uniforme de

g = 0.15 § T , como se indica en la figqura P6.9 (a). Consideran-

do las dimensiones indicadas, calcule:

a) La diferencia de potencial V,, en funcién del angule & (angu
-+
lo formado por la normal A " al plano de la bobina y la direccién
y ), Dibuje una grafica de VAB contra 8 para el intervalo
5
0 < 8 i_ip_rad.

b) Si las terminales 1 y 2 de la bobina, para la posicidn mos
trada, se conectan a un conmutador como el mostrado en la figura
P6.9 (b), dibuje una grifica de la diferencia de potencial Vag
contra el dngulo & para el mismo intervalo del inciso anterior.

Exprese V,p en funcién de. 6 para este caso.
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b =15 cm

r 4
L4

Do
,'/ ~7 TN =100 vueltas

2_1_

17'4

Figura P6.9



CAPITULO 7 IMDUCTANCIA

INTRODUCCION

En este tema completaremos el anflisis del fenfmeno de induccibn

electromagnética tratado en el tema anterior, presentando el con-
cepto de inductancia y la forma en que lo podemos aplicar para re
solver problemas que involucran el cilculo de fuerza electromotriz

inducida.

En muchos problemas de ingenierfa la variacién de flujo magnético
involucrada en la ecuacibn de Faraday es producida por variacio-
nes de corriente, en tales casos, es mucho mis simple resolver los
problemas por medio del concepto de inductancia, sin aplicar la
ley de Faraday en la forma en que se presentf en el tema anterior,
dado que la medicidn directa de la corriente y la inductancia es
mis sencilla que la del flujo magnético.

Trataremos también los dispositivos conocidos como inductores, sus
caracteristicas y la forma de calcular su inductancia; finalmente
analizaremos el comportamiento de un inductor con resistencia co=
nectado a una fuente-de voltaje continuo.

7.1 INDUCTANCIA

La manera m&s préactica de resolver una gran cantidad de problemas
que involucran el cllculo de la fuerza electromotriz inducida, es
por medio del concepto de inductancia, como a continuacién se in-

dica.

De la expresidén de Faraday sabemos que

+ & d¢b
Cg = E-dL = - 3¢
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donde ) '
>+
I J 3.ak

-
Recordemos que ¢,, es el flujo del campo magnético B , evalua-
do a través de la superficie limitada por la trayectoria cerrada

en la cual se eval@Ga la circulacién Cq

El flujo ¢, , a través del circuito donde se 5esea calcular la
fuerza electromotriz inducida, en gran cantidad de problemas préac
ticos, es el resultado de la superposicién de los flujos produci-
dos por corrientes que circulan en circuitos cercanos, asi come en
el propio circuito. En el espacio libre o vacio, y en la gran ma-
yorfa de las sustancias, existe una relacibn de proporcionalidad
directa entre el flujo ¢, Y la corriente 1 que lo produce, por

lo que podemos escribir

$p i (7..
Cuando se tiene un circuite aislado que transporta una corriente
i' , el finico flujo involucrado es el producido por el propio cir
cuito, y la relacibn de broporcionalidad {(7.1) se puede expresar
como una igualdad al obtener el valor de la constante de proporcioc
nalidad del circuito particular, la cual dependeri del medio y de
sus factores geométricos, por lo que la relacién (7.1) se transfor

ma en

¢y = L i (7.2)

donde L se conoce como inductancia propia o autoinductancia del

circuito.

Cuando el flujo ¢; a travé€s de un circuito es producido Gnica-
mente por una corriente 1" que circula en otro circuito cercano,
la constante de proporcionalidad se conoce como inductancia mut

Y se representa con la letra M , por lo gue la relacién (7.l)u‘

queda

=M 1i" (7.3)
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Si se presentan ambos efectos simult&neos, el flujo total seri la

suma algebraica de cada flujo, es decir

¢, Li' + Mi" (7.4)
La ventaja de obtener el flujo total de la forma descrita, es gue
la medicidn de la corriente y la inductancia es mucho més simple

gue la medicién directa del flujo.

7.2 INDUCTANCIA PROPIA O AUTOINDUCTANCIA

Analicemos con mis detalle la definicifn de inductancia propia y

su aplicacidén en la solucién de problemas.

En el circuito aislado de la figura 7.1 se muestran diversas 11~
neas de flujo magnético y la forma en que éstas enlazan una, dos

o mis veces al circuito.

Fuente
variable

PIGURA 7.1. Circuito aislado donde se muestran algunas lineas de
flujo producidas por la corriente i que circula en el circuito

y nimero de veces que cada linea enlaza el mismo.
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En general, la fuerza electromotriz inducida depende del flujo e‘
lazado o concatenado por el circuito, y para enfatizar tal depen
dencia se usa la letra griega X para representar dicho flujo, en

tonces, la ecuacifn (7.2) se expresa

A=Li1 (7.5)

En—casos—-practicos—se—usan—bobinas de-vueltas muy juntas, donde €l
flujo a través de cada vuelta es esencialmente el mismo, por lo

gue el flujo total enlazado es aproximadamente N ¢b , entonces
A= N ¢ (7.6)
. L
Una prdctica usual es indicar las unidades de X como weber-vuel

ta, aungue por supuesto la magnitud denominada vuelffas, no posee

dimensiones.

Combinando la ecuacifén de Faraday y la ecuacif6n (7.5), la fuerza

electromotriz inducida E se puede obtener como

i
_ +.+_“ﬂ=—§._ .

E. = #E dg = 3t 3t (L i) (7.7)

entonces

E.o=- 9_ (1 i) (7.8)

= A ‘
L= 5 (7.9)

Y sus unidades son

[L] _ |weber - vuelta | _ |Wb_- vuelta
u ampere A

A la unidad resultante se le conoce como henry, en honor del cien
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tifico norteamericano Joseph Henry (1797-1878), entonces

weber -+ vuelta _ _ [
[ ampere ] h [henry] - H]

Para el caso particular de un circuito cuya inductancia propia L

no depende del tiempo, podemos simplificar la ecuacién (7.8), por

lc gue

- -4 _ _ &
Ei - dt L 3t (7.10)

Consideremos adicionalmente la definicidn mAs general de autoin-

ductancia, gque se obtiene observandoc que

dx _ dx di
at - & at (7.11)
comparando (7.11) con (7.10)
L = 32 (7.12)

La interpretacifn de esta filtima ecuacidn indica que 1L represen
ta la derivada de la funcidén (i} con respecto a la corriente

i , evaluada para un valor dade i, .

La figura 7.2 representa una curva tipica de X1 contra i para
materiales que no cumplen con la ecuacidén (7.9) y para los cuales
es necesario aplicar la ecuacién (7.12) en la obtencién de la au-

toinductancia L .
) [Wb]

i, i[A]

FPIGURA 7.2. Variacidn del flujo con respecto a la corriente para

un material que no cumple la relacidn lineal A = L i.
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A los dispositivos que se fabrican con el prop6sito de utilizar la
propiedad llamada inductancia se les conoce como inductores. La
figura 7.3 muestra los simbolos m&s comfinmente usados para inducto
res.

inductor fijo inductor wvariable

FIGURA 7.3. Simbolos usados para inductores.

Dadas las caracteristicas del inductor puro L; , mostradas en la

figura 7.4, compruebe que el voltaje inducido es Vap = —2.5 V pa
ra 0 <t <« 10 ms , si la corriente i, varfa como se indica.
i, a
{A1 [wWb] i, [A]
0.2 4+———— 1-
| L,
I
I
I
I
|
|
I b -
8 10 t[ms]

i-(A]

PIGURA 7.4. Caracteristicas del inductor L; Y grdfica de su co

rriente i; vs t .

7.3 TINDUCTANCIA MUTUA

Con referencia a la figura 7.5 observamos que no todo el flujo ¢,
producido por la espira 1 enlaza la espira 2, y la variacién de

la corriente 1, produce una fuerza electromotriz inducida en la
espira 2 que depende de la variacibn del flujo enlazado por ésta.



431

Usando la convencidn usual para los subindices, el flujo a través
de la espira 2, debido a la corriente 1i; de la espira 1, lo de-
notaremos ¢,; , Similarmente ¢;, serd la parte del flujo ¢,

que produce la espira 2 y gue enlaza la espira 1.

“—espira 2
— S~

O~ N

~— $21

FPIGURA 7.5. La espira 1 con corriente 1) produce un flujo ¢ ;

la parte de este flujo a través de la espira 2 se llama ¢4 »

De la ecuacidn (7.3) tenemos gque

b1 = Mo 1, (7.13)

"

$21 Moy 1,

Si usamos el concepto de concatenacifén de flujo, las ecuaciones an
teriores quedan

= M2 i, (7.14)

»

—

(8]
|

Aoy = Mgy 1
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de donde obtenemos que

A2

Mz =
(7.15)

Azl

i)

Veamos qué relacifin existe entre estas inductancias mutuas. Del
capitulo anterior sabemos gue la energia potencial magnética EP_
‘de una espira o bobina con corriente constante en una zona de cam

po magnético es

-+ g . .
EP = -P, * B =-Ni A:B = -Ni(¢)= -2i

En un arreglo de bobinas como el de la figura 7.5 tendremos que
la energia potencial magnética que adquiere la bobina 1, con co-
rriente constante i; , al enlazar un flujo externo ¢;, con

sus N; vueltas es
=Ny iy 412 = -X2 1y (7.16)

De manera semejante, la energia potencial magnética que adguiere
la bobina 2, con corriente constante i, al enlazar un flujo ex-

terno ¢21 con sus N2 vueltas es
—Nz iz ¢21 = -AZI i2 (7.17)

Debido a que la energia final del sistema de dos bobinas debe ser
la misma independientemente de cual de las bobinas se coloque pri

mero (ya gue la primera que se coloca no adquiere energia poten-

cial por no existir campo externo) las energias potenciales dada
por las ecuaciones (7.16) y (7.17) deben ser iguales, es decir

AIZ'il = 121 iz (7.18)
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o también

el (7.19)

Si comparamos esta filtima expresién con las ecuaciones (7.15), con

cluimos gue

M12 = MZI (7.20)

Por ser la ecuacién (7.20) un resultadoc general, a partir de este
momento omitiremos los subindices y la inductancia mutua entre dos

circuitos cualesquiera 1 y 2 seri
M = —_—— 5 —— (7121)

Cuando el flujo enlazade A se mide en webers y la corriente 1
en amperes, la inductancia mutua M resulta en henrys.

Si se requiere evaluar la fuerza electromotriz inducida en un cir
cuito 1 debido a las variaciones de corriente en otro circuito

cercano 2, de la ley de Faraday se tiene que

Eirz It 3 (M 1) (7.22)

Cuando la inductancia mutua M no depende del tiempo, la ecuacién
(7.22) se simplifica y se expresa

Ei12 = = M — (7.23)

Es posible también obtener una definicifn mi&s general de inductan-

cia mutua considerando que
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dllz dllz diz ‘

dt =~ di, dt

y por lo tanto

d)\]z dAlZ

M= a1, = a (7.24)

Para cualgquier arreglo se cumple gue

12 £ X2 Y Az £ Ay

Como el valor miximo de la inductancia mutua se obtiene cuando 1lo:

flujos enlazados son miaximos, entonces

al combinar este (Gltimo resultado con las ecuaciones (7.21) y
(7.9)

M2, = 2 L) L
max 1, 1, 1 72
en donde
Mmax = YLy L, {7.25)

para un arreglo cualguiera de dos circuitos, se tiene

M i YL] Lz



435

Cuando se desea escribir la inductancia mutua en términos de las
inductancias propias, se acostumbra usar un factor k gque depende
de la geometria del arreglo y cuyo valor se encuentra entre 0 y 1,

dado que la inductancia mutua ser& considerada siempre positiva.

En conclusibn, la inductancia mutua se puede obtener como

M=k VI] L, 0 <k <1 (7.26)

7.4 EJEMPLOS DE CALCULO DE INDUCTANCIA PROPIA Y MUTUA
Aplicaremos ahora las expresiones (7.9) y (7.21) para calcular la

inductancia en algunos casos cuya geometria permite obtener con
facilidad el flujo magnético enlazado X .

a) Inductancia propia de un solenoide
Consideremos el solenoide de seccifn circular y enrollado unifor-

me, de radio a , longitud 2% y niimero de vueltas N mostrado
en la figura 7.6.

777 =
e

[ I

FIGURA 7.6. Solenocide de N vueltas uniformemente enrolladas a

lo largo de una longitud & .
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- -
Cuando £ >> a , la densidad de flujo magnético B se puede co
siderar aproximadamente constante en cualgquier seccidén transvers

del solenoide e igual a la densidad de flujo magnético en el cen-

tro de éste, entonces

¢ = ”' EaK = Jj BdA cos 6

-

->
como <¢os 6 = 1 , por ser los vectores B y dA colineales y

B aproximadamente constante, se tiene
$ = B JI dA = B A
usando la aproximaciftn mencionada para B

u N i .
¢ = 2 A (7.27)

y en virtud de gque el flujo anterior es enlazado por todas y cada

una de las vueltas, obtenemos

P N2 A i

)
empleando ahora la ecuacién (7.9)
L=2
i
resulta
u N2 A
L= =0 [u] ‘ (7.28)

ecuacibn correcta cuando £ >> a .

Para el caso de un solenoide corto, es necesario aplicar un fac-
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tor K de correccibn y la expresifn para obtener la inductancia
propia es

A i 1:2 . [] (7.29)

El factor K es funcién de la relacién a/t y se puede obtener
en forma aproximada de la grifica de la figura 7.7, la cual se ob
tuve de resultados experimentales.

K a/s K
' 0.2 0.85
1. 0.4 0.74
0.6 0.65
0.8 0.58
1.0 0.53
1.5 0.43
2.0 0.37
4.0 0.24
0.6 10.0 0.12
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1F
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 3/t

! .
PIGURA 7.7. Variacidn del factor de correccién K para valores

de % entre 0 y 10

Compruebe. que un solenoide con seccién circular de radio a = 6 cm,

longitud 2 = 6 ecm y 120 vueltas enrolladas uniformemente, po-
see una inductancia L = 1.8 mH.

b) Inductancia propia de un toroide de seccifn rectangular

Calcularemos ahora la inductancia propia de un toroide de seccifn
rectangular como el mostrade en la figura 7.8, sus radios interno

y externoc son r; Yy r; respectivamente, con N vueltas enro-
lladas uniformemente.



438

!
|
i
[
i
i
I
l
I

FIGURA 7.8. Torocide de seccién rectangular vy N vueltas enrolla-

das uniformemente.

Las expresiones que permiten evaluar la magnitud de campo magnéti
co B producido por el toroide son

poNi

= si 'y < T <r .
B 21T 1 = — 2 (7 30}

B =0 para r < ry Y r > r,

El flujo a través de la seccién transversal del toroide, se obtie
ne de

. - ->
pero cos.® =1, yaque B y dA son colineales y también se
tiene, de la figura 7.8, que

dA = bdr (7.31)

sustituyendo (7.24) y (7.25) en la ecuacién del flujo, ob'tenem031
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integrando y sustituyendo limites, nos queda

l.lo Nib s
$ =-—2“—£nﬁ (7.32)

El flujo obtenido es enlazado por todas y cada una de las vueltas,

per lo que

M, N2i b r,
A e Y
Yy Como
L=2
i
se obtiene finalmente que
¥, sz rs
L =~ n [1] (7.33)

Si las caracterfsticas de un toroide de seccifén rectangular son:

ry =8cm, rp,=10cm, b=1cm, N= 3 000 vueltas, y posee

nficleo de aire, comprﬁebe que la inductancia propia es

L = 4.017 mH

c¢) Inductancia mutua entre dos solenoides coaxiales

A continuacifn mostraremos la aplicacifn de la expresién (7.21) en

el cllculo de la inductancia mutua.

Consideremos dos solenoides de enrollamientos uniformes colocados
uno sobre otro, de tal manera que se puede considerar que poseen
la misma seccibn transversal de radio a , como se indica en la fi

gura 7.9.
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_____Jt_

=NN))NN)]

PIGURA 7.9. Solenoides coaxiales de longitudes distintas y sec-

ciones transversales aproximadamente iguales.

Supondremos ademds que el solenoide 1 es largo (&; »>> a), por lo
que el campo fuera del solenocide 1 es pequenc en comparacidn con
el existente en su interior, y en esencia} todo el flujo que pro._

ce el solenoide 1 cruza cada vuelta del solenoide 2, entonces

$21 = ¢

Observemos tambi&n que ¢;- ¥ ¢)

El flujo enlazado por 2 es

A1 = Na¢;

y de 1la eéﬁacién (7.21)
_ Aa1 Naédy
SO ¥

yYa que se puede considerar como largoe el solenoide 1, se tiene qu‘
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y concluimos que

M= [H] (7.34)

d) Inductancia mutua entre un conductor recto largo y una espira
rectangular coplanares

Consideremos el arreglo mostrado en la figura 7.10, donde se tiene

un conductor recto y largo cercano a una espira rectangular.

}
|
|

fﬁ) espira

conductorf—r, —=i

FIGURA 7.10. Espira rectangular cercana a un conductor recto y

largo.

El flujo enlazado gque podemos evaluar con facilidad es el flujo

$oe r POI lo cual obtendremos la inductancia mutua con la rela-
cibén
M= ¢EC
e
Y

ec
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al integrar resulta ‘
u b ic r + a
¢ec = 27 tn Te
finalmente
u-b r —+-a—r-—
M= 5 £n ——r—o— [H ] (7.35)

En un arreglo de conductor, recto y largo, y espira rectangular co-
mo el de la figura 7.10, se tienen las siguientes dimensiones:
a=6cm, b=10cm y r,=2acm . Verifique que el coeficien
te de inductancia mutua es M = 27.73 nH .

EJEMPLO 7.1

La figura 7.11 (a) muestra un par de solenoides sobrepuestos de
tal manera qgue podemos considerar gue esencialmente su seccidn
transversal es la misma. Supongamos que a través del solenoide 1
circula la corriente i) ¥y que ésta varia como se indica en la

figura 7.11 (b).

A

-

' _l‘I
l
1
1
1

M)

S

/0

X b Y
solenoide 1 solenoide 2
N;= 4000 vueltas Nz= B0OO wvueltas
. (a)

FIGURA 7.11. (a) Solencides socbrepuestos con objeto de que el Er'
de seccidn transversal sea la misma para ambos; (b) variacién de

la corriente 1i; con respecteo al tiempo.

Basados en los datos de la figura 7.11, obtener:
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al Las inductancias propias Lj y Lo, de cada solenocide.
b) La inductancia mutua M vy el coeficiente de acoplamiento.

c) La diferencia de potencial en las terminales de cada solenoide

para t = 0.5 milisegundos.

d) Repetir el inciso ¢ «considerando gque se conecta un resistor
R =14 0 a las terminales del solenoide 2.

SOLUCION

a} Para calcular L; wusaremos la ecuacidn (7.28) ya que

£, *> a (a = 1.13 cm) por lo que
n? a
i Po 71 % _am x 1077 (4000)2 4 x 1074 _
! 2, am x 1072

Para calcular L, usaremos la ecuacidn (7.29) y de la grdfica de

la figura 7.7 obtenemos que K = 0.91 para %; = 0,18, entonces

2
P MR 91[4n x 10~7 (800)2 4 x 107"

L = — = .
2 7, Zn(10-2) 4.66 nH
b} De la ecuacidén (7.34) la inductancia mutua es
oo Lo T12R 4g x 1077 (4000)(800) 4 x 1074 _ ., y
A 47 x 10-2 -5,

y de la ecuacidn (7.26)

12.8 x 10-3

b= —t o
VIiLs 164 x 4.66 x 1076

¢} Para el solenocide 2 tenemos que la magnitud de la fuerza elec-

tromotriz inducida es
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4

12 dt t = 0.5 ms

™
1
=

Para 0 < £t < 1 ms

di;
dt

2(5 x 108) (0.5 x 10~3) = 5000

0 |5

t = 0.5 ms

entonces

(12.8 x 1073) (5000) = 64 V

Eio

y con base en la ley de Lenz

Y = - 64 V

Para el solenocide 1, la magnitud de la fuerza electromotriz indu-

cida es
di;
oo Ei‘-'-L
.. 1 1
at t = 0.5 ms
Ej, = 64 x 1073(5000) = 320 V
y con base en la ley de Lenz ‘

v = + 320V
Xy
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d) En este caso la magnitud de la fuerza electromotriz inducida
en el solenocide 2 serd como en el inciso anterior Eiz=lﬂ2 Kt), pe
ro i, # 0 , y como el solenoide 2 posee resistencia la corrien-

te para 0 < t < 1 ms sera

E.
i, = iz _ _M(2KY _ g000 t
rgo + R rsz + R

para el tiempo t = 0.5 ms

i, = 8000 t

i}
.
w

t = 0.5 ms

Su direccidn estard dada por el principio de Lenz y circulari del

punto b al punto a pof la resistencia R

Para el solenoide 1 tendremos que la magnitud de la fuerza electro

motriz inducida sera

di, ai,
Biy = L1 3¢ * M 3%

para &t = 0.5 ms

Ej, = 64 x 1073(5000) + 12.8 x 1073(8 x 103%) = 422.4 v

por lo gque

v = 422.4 V
Xy
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7.5 ENERGIA ALMACENADA EX UN CAMPO MAGNETICO ‘

Analizaremos primero la energia que se almacena en un inductor L
en el cual, basados en la ley de Faraday, sabemos que es posible
obtener una diferencia de potencial inducida, dada por la ecua-
¢cibn (7.10), entonces

Si se desea mover una carga dq a través del campo eléctrico in-
ducido, se tendr8 que realizar un trabajo que llamaremos dW vy
que se expresa COMO

=1 M g0 =1 &
dw = L at dgq L 3t di
pero
dg _
at -t
por lo que
aw = L i di (7.36)

Para obtener la energia total U bastari con integrar la ecuacidn

anterior

concluimos gque .
A

U= % L i2 [J] (7.37)
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Cuando por cualquier inductor circula una corriente, existe ener-
gia almacenada asociada al campo magnético, dada por la ecuacién
(7.37).

Es posible tambi&n expresar la energia almacenada en funcién del
flujo enlazado X , ya que de la relacién (7.9) L = r/1i , por

lo tanto
L o
=321 [JJ (7.38)

De manera andloga como se obtuvo la densidad de energia asociada a
un campo eléctrico, podemos encontrar la densidad de energia en el
caso magnético. La obtencifn de tal expresifn se har& con objeto
de simplificar, para el caso particular de un solenoide largo;
posteriormente generalizaremos el resultado.

Recordemos primero la ecuacidn (7.28) que permité obtener la induc

tancia propia de un solenoide largo

p, N2a

L = 7

La energia que almacena este solenoide cuando circula por &l una

corriente i , de la ecuacidn (7.37), es
N2a
_ 1 .2_1 Ho ]
U-'2—Ll —5' T 1 (7.39)

U:.];BUON:L A %
2 [ M,
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pero V = A £ es el volumen donde esencialmente existe el campo'

magnético B , por ende

B2 Vv (7.40)

de donde obtenemos que la energifa por unidad de volumen o densidad

de-energfa-—u—; —asociada—al campo magnético es
_ U _ B2 J
w=f- B2 [E?} (7.41)

En general, cuando el campo no es constante en el volumen conside-

rado, las ecuaciones (7.40) y (7.41l) toman la forma

1 . .
- d .42
U= g JJ]B v (7

' 2
du . B (7.43)

Cuando tenemos dos circuitos cercanos donde existe inductancia mu-
tua, de (7.38), la energfa almacenada en el circuito 1 es

1 .
Up = 5 (A1 + 22)d,

desarrollagdo
U, =%L1 i2 4 15:\12 i (7.44)
usando las ecuaciones (7.9) v (7.15) - | '
U, = % L, 1%+ % Mi, i, [J] (7.45)
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Compruebe gue para un solenoide corto con seccién circular de ra-
dio a= 6 cm , longitud & = 4 cm , 200 vueltas y corriente

i = 600 mA , la energia almacenada es U = 1,1 mJ .
Una de las posibles aplicaciones de la ecuacién de energia (7.42)

es la obtencibn de inductancia propia, como se muestra enseguida.

Al igualar las expresiones (7.37) y (7.42) obtenemos
.].'_ 12 = 1 2
5 Li T JJJB av

[

L = f—g JIJ B2 av (7.46)

Esta ecuacifn presenta otro camino para obtener la inductancia pro

de donde

pia.

Consideremos un cable coaxial-muy largo como el de la figura 7.12.

i, e ey s iy e ey S — —— ———

conductores

FIGORA 7.12. Cable coaxial con corriente distribuida uniformemen-
te en los conductores interior y exterior, y ademds de longitud

muy grande.
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Si los conductores transportan corrientes iguales y de sentidos!
contrarios, distribuidas uniformemente, las expresiones gque dete®

minan el campo magnético, segfin se desarrollé en el.capfitulo 5,

son M, ir
B = —m si r <r
2 — a
2wy
a
uo—1
B = ’ cuando r <r <r
a — — b
21r
2
wo i r ) - r?
B = ' para r < r <r
b'— ~ —
2rr 1l - r? ¢
b
B = 0, si r <r

Empleando la ecuacién (7.42), la energlia total almacenada se ob-

_ 1 2
oo g [[[5 o

tiene como

donde

av = (2rr}) 2 dr
La energfia-almacenada total U es la suma de las energiés en el
conductor interior, en el espacio entre conductores y en el con-

ductor exterior; fuera del cable coaxial la energifia es cero, por-

gque B = 0 en esa regifn.

La energia almacenada en el conductor interno es 1

) ra H, ir 2 s | i2
U, = 2nr dr = L
2 Uo ang 2 Vo 8w
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U, = f—i%i [J] ‘ © o (7.47)

En el espacio entre conductores se tiene gque

2 2
A ) W i b
Uz 2 He 211 (2nr dr) 2 u, 2n tn r
a a
.2
M, 2 1 1:‘b }
Uy = < > [9] (7.48)
a
En el conductor exterior
2
L. po i I_2 _rz
Uy = == c 2
3 73RN 3 mr dr
° Jry 2r;r r_ - r
[
2 2 4 2.2 2
Ko 1 r r uol r
Uy = == 2 < >z & = - 2 . o T
2 u, 27 (r° - rb) T, 2m (r® - rb)
p2 12 (2 + r?)
+ c b (7.49)

_ 2
e =) [5] (7.50)

Por lo gue la inductancia propia L del cable coaxial es

2 2
L=ty U=37 (U + Uz + Us) (7.51)
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sustituyendo .

2 2
He £ He 2 r o £ r rc e R 3rc -

)

o 2 N )

8n 27 r 2m (ré-—rz)2 ry 87 (ri - r

(7.52)

En la pré&ctica, las dimensiones del cable se seleccionan de tal ma
nera que la mayor parte de la energia se encuentre almacenada en-

tre los conductores, por lo cual es valida la aproximacidn

Ko 2

L= 2w

Th
£n — [H] {7.53)
ra R

i

Con objeto de comparar la inductancia obtenida con 1la de otro ti,
de cable, concluiremos este subtema dando la expresién que determi
na la inductancia de un par "de conductores paralelos de seccibn

circular de radioc a , con una separacién d entre sus ejes, y

muy largos

o 29+ Va2 - 432
£n

L = - >3 [H] (7.5.4)
si d »>> a
W, % El
L = In I [H] (7.55)
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7.6 INDUCTORES CONECTADOS EN SERIE Y EN PARALELO

Presentaremos a continuacidén la forma de obtener un inductor equi-

valente de un arreglo de inductores conectados en serie o en para-

lelo.

En la figura 7.13 se muestran dos inductores cercanos conectados

en serie Yy con enrollamientos en sentido cpuesto.

~

— 0000099009990

-1

FIGURA 7.13. Inductores conectados en serie, cuyos devanados se

encuentran en sentidos opuestos.

Por estar conectados en serie, la corriente i es la misma para
ambos inductores, y el voltaje en las terminales de cada inductor

es

di di

Vab = I"l E‘ - M a-E (7.56)
_ di _ ., di
Voe = L2 g -ME _ {7.57)

El signo negativo en las expresiones anteriores, aparece debido a
que los flujos enlazados Xi;, y A;; tienen direcciones opuestas

a los flujos propios X3 ¥y A, respectivamente.

Sabemos que

di

at (7.58)

Vac = (Ll + Lz - 2M)
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Pero V_ . es el voltaje total aplicado y %% es la variacibn de

la corriente total del circﬁito, por lo que un inductor equivalen

te debe cumblir con la relacidén
v = L —_— (7.59)

comparando las ecuaciones (7.58) y (7.59) concluimos que

Lyg = L1 *+ Lz - 2 (7.60)

Cuando los flujos enlazados poseen la misma direccién, se obtiene

‘ Lyg = L1 + Ly + 2M (7.61)

Con objeto de simplificar la representacién diagram&tica de los in
ductores acoplados magnéticamente (M # 0) , es costumbre senalar,
mediante puntos, la forma en que estd enrollada una bobina con res
pecto a otra; los puntos mencionados se llaman marcas de polaridad.
La figura 7.14 muestra la colocacifén de estos puntos para el caso

de dos inductores conectados en serie,

o °
Ly Ly L1 =
@
M M A d
) LN D
Lo Ly L, Lzl
®
{a) (b)

PIGURA 7.14. Colocacidn de las marcas de polaridad en el caso en

que se tienen flujos en la misma direccidn (a) y flujos en direc-

ciones contrarias (b).
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Las marcas de polaridad se interpretan de la forma siguiente: si
debido a las variaciones del flujo A; . se induce un voltaje en

L, , gque hace mis positiva su terminal marcada con punto, las va
riaciones del flujo enlazado A,; , harén mds positiva la termi-

nal de L, marcada también con punto.

En el caso particular en que el coeficiente de acoplamiento es muy
pequefio (k +» 0) , es decir M << L; y L, , las ecuaciones

(7.60) y (7.61} se pueden aproximar a

Leq = L) + Ly (7.62).

En general, si despreciamos todas las inductancias mutuas M de

n inductores conectados en serie, se tiene
n
= I L, (7.63)

Otra posibilidad, es conectar los inductores en paralelo, como se

muestra en la figura 7.15.
ar

a e : .
——— .
i iléé; lzil)
S S
¢1‘D)L1 ¢zlc)1-z

% &)

be : J)
FIGURA 7.15. Inductores conectados en paralelo, Observar gue los

flujos 4] y ¢2 tienen la misma direccidn en los niicleos, perc en

el exterior se oponen.

Por estar los inductores conéctados en paralelo y con base en la

figura 7.15, se tiene N

i =-il + iz
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Derivando ambos miembros de esta igualdad con respecto al tiempo |

. di, di,
di _
at - Tt EE (7.64)

Tambi&n, con base en la figura 7.15, se tiene que

di1 di2
; - T M (7-.65)__
Vo= LM (7.-65)
d12 di1
Vab = L, =t - M T (7.66)

igualando estas ecuaciones resulta

di1 d12
(L, + M) 3t = (L, + M) e (7.67)

combinando la ecuacién {(7.67) con la ecuaciég (7.64), obtenemos

ai L +M ,
> < 2 ar (7.68)
dat Ll + Lz + 2 M at :
ai L + M .
- Z = ! di (7.69)

dt I; ¥+ L, + 2 M dt

Sustituyendo estas filtimas ecuaciones, ya sea en (7.65) o (7.66),

nos resulta

Ly, +M) 4 ML, + M) ai

Vab T T 7 I, + 2 M dt "I +L, + 2 ¥ at




457

Al factorizar y simplificar obtenemos

- 2
v _ Ll L2 M ai
ab Ll + L2 + 2 M dt

(7.70)

dado que Va es el voltaje total y %% es la derivada de la co

b ,
rriente total, se cumple la écunacién

_ di
Vab = Leq 3t (7.71)
Si comparamos (7.70) con (7.71), concluimos gue
L, L, - M2
> 2 (7.72)

Leq = Ly + L, + 2 M

Cuando los flujos de los inductores tienen el mismo sentido, se

tiene que el inductor equivalente es

L L2 - M2
Leq - L; + L, - 2 M (7.73)

En el caso particular en que M << L, y L, , las ecuaciones
(7.72) vy (7.73) se pueden aproximar a

L, L,

Leq = L—1_+—L'z- (7.74)

En general, si despreciamos todas las inductancias mutuas M de

n inductores conectados en paralelo, tendremos

n
£~ I % (7.75)
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La figura 7.16 muestra la forma de representar los inductores co- |

nectados en paralelo, usando las marcas de polaridad. ‘
° o o
"Ly 1p L Ly
y [o
(a) (b)

FIGURA 7.16. Colocacidn de las marcas de polaridad en los casos
de flujos de direcciones iguales {(a) y flujos de direcciones opues

tas (b).

7.7 CIRCUITO R L CON FUENTE DE VOLTAJE CONTINUO

Cuando construimos un solenoide, lo hacemos normalﬁente enrollan-
do alambre de cobre, este alambre, conductor a temperatura ambien
te, posee resistencia apreciable y también capacitancia; aunque

esta filtima, en la mayoria de los casos pricticos, puede ser des-

preciada. .

Podemos afirmar entonces, que un solenoide real no es un inductor
puro; lo mismo ocurre con las bobinas y, aun en un conductor rec-

to y aislado, existe inductancia, resistencia y capacitancia.

Por lo anteriormente expuesto, es necesario que analicemos el com
portamiento de un elemento gque posee simulti@neamente inductancia
y resistencia, como es el caso de los inductores reales.

Llamaremos circuito R L a la combinacién de un resistor y un in-=

ductor conectados en serie, ‘

Por el momento analizaremos el comportamiento del circuito solamen

te para corriente directa, y para ello nos referiremos al circuito
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mostrado en la figura 7.17.

t=0 R

<
E - iLl L
Vi

|+

FIGURA 7.17. Circuito R L con fuente de voltaje continuo.

El circuito puede repreéentar la conexién de un solenoide real,
donde R es la resistencia total que incluye la resistencia del
solenoide y la interna de la fuente, y L es la inductancia del
solenoide. El circuito también puede ser la representacidn del
equivalente de un arreglo de inductores y resistores que puede

ser reducido al de la figura 7.17.

Consideremos direcciones de referencia asociadas para R y L
al aplicar la ley de voltajes de Kirchhoff a la malla del circui-
to

Iv = -E + Ve + v, = 0 4 (7.76)
donde
diL(t)
v = L —5¢ (7.78)
ademas

ig(t) = i (t) (7.79)
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Sustituyendo las relaciones (7.77) a (7.79) en la ecuacibn (7.76), |

obtenemos '

E
T {7.80)

ecuacidn-que-tiene-la-misma_forma_que_la_resuelta_en el caso de un

circuito R C .

Supondremos que el interruptor se cierra en t = 0 vy ademis la
condicién inicial es: i (0) =0, debido a que en t =0 la

fem inducida es la m&xima, obtenié&ndose.

_ R,
L

ip(6) =< (1-e ) [a] (7.81)

E
R
y obtenemos v;{(t) sustituyendo (7.81) en (7.78)

vy (t) = E e

t | o
Tt

[v] (7.82)

La figura 7.18 muestra las gr&ficas de las ecuaciones (7.81) y
(7.82) con una escala de tiempo en miltiplos de la constante de
tiempo del circuito, 1, = % [s] ; observemos que la definicién
de constante de tiempo es semejante a la del circuito R C , vya
que 71, representa el tiempo para el cual el exponente de e

(base de lg% logaritmos naturales) es -1 en las ecuaciones (7.81)

o (7.82).
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- s s = — -

| m
1
¥

f————— by —t——t t
L Ly T L T

1, 21g, 31p 41 L 21y, 37 4Ty

FIGURA 7.18. Griaficas del comportamiento de la corriente ip vy

el voltaje vy en un circuite R L .

De manera semejante al circuito R C , es posible considerar que,
para fines précticos, se han alcanzado las condiciones de estado
estable del circuito si

>
t 2 4 Ty
Entonces, el fendmeno transitorio en esencia se presenta durante
el intervalo 0 s t = 4 T

Las condiciones para estado estable se obtienen cuando t = ® en

. . . . E
las ecuaciones del circuito y son: i, = B’ vy = 0 vy Vg = E .

Analizaremos a continuacién la transformacién de energia que se
lleva a cabo en este circuito, para lo cual tomaremos el interva-
lode 0 a t; .

La potencia entregada por la fuente al circuito es

R | —

- t
Eit) =€ | £ (1 ¥ )
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la energlia suministrada (Us) por la fuente en el intervalo de,
0 a t; serd

t t R

1 1 EZ - Et

u_ = Ei(t) at = ~ (1-e ) at
0

Al integrar y sustituir lfmites, obtenemos

_ E? E .
U=t -L i ~ (7.83)
donde
SR
; _El,._. L
1 TR [1 e ]

En el mismo intervalo, la energia transformada en calor (Ut)

por la resistencia es
t t R
1 1 EZ - _E t
U, = R i2(t) at = = | 1-e dt
t 0 L 0 R

Al integrar y sustituir limites, se tiene

]
]
Im
[ &)
—
o
—
[
|t
———y
'....l
1
®©
[
t |
(nsd
et
| S
]
lh
——
[
1
[ %]
1)
[
(ol b
rt
+
®
]
'M
t
brs )
t
-
| S |
—
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y empleando la definicién de iL1 de la exp}esién 7.83, 'conclui-

mos gue

_ E2 E . 1 ..
U ==t -~ Lgi 5 Li (7.84)

La energia almacenada por el inductor (Ua) es

t & -2 -2
. . E2 L L
U = v (t)yi_(t) at = —_— 1-e e dt
a L L R
0 0 .
Al integrar y sustituir limites, se tiene
2 R R
N L I SN A A A R DI S
a R|2Z R"R|Z° -e
Usando la definicifin de iL1
_ 1 ;.2
Ua =5 L:.L1 (7.85)

[

Al observar (7.85), concluimos que la energia almacenada en el in
ductor, en el instante t = t, , depende de la corriente en di-

cho instante,
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Cuando no se han alcanzado las condiciones estables del circuitc,
una parte de la energia que suministra la fuente es almacenada en

el inductor y otra parte es transformada en calor en el resistor,.

En estado estable (t » =) , toda la energia que suministra la

fuente es transformada en calor y la energia almacenada en el in-

ductor es la mixima, manteniéndoseconstante.

Con referencia a la figura 7.1% (a), si pudiéramos cambiaf instan
tidneamente el interruptor de la posicién a a la posicién b vy
no existiera ionizacién del aire producida por la diferencia de
potencial que aparece en los contactos debida a la fem inducida,
obtendrfamos un circuito en el cual existe la condicibén inicial
iL(O) = I, .

Es decir, la energia almacenada en el inductor podria ser trans-

formada en calor en el resistor.

En la préctica esto se logra conectando al circuito una fuente

de senales como la indicada en la figura 7.19 (b).

[ —— &
f )Ll} c
O O
b \ [ ve
9 +
-
T L Ve £
& t
a
(a) (b)

FIGUORA 7.19. E}l interruptor de la figura (a) puede ser sustitui-
do por una fuente de voltaje que genera una sefial como la mostra-

da en (b).
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Aplicando la ley de voltajes de Kirchhoff al circuito mostrado en

la figura 7.20, resulta

= 7.86
Vet v 0 ( )

R .

-——p.i_er__ iLﬂn = Iy
A
VLl

L.

FIGURA 7.20. Circuito R I. con condicidén inicial en el inductor

i (0) = I, .

Sabemos que
diL(t)

szRiL(t) Y VL=L'a-t—""'

Sustituyendo estas filtimas, la ecuacibn (7.86) gqueda

di
L R . _
E + E J.L =0 (7.87)

y resolviendo la ecuacién resulta

- s

iL(t) = I, e (7.88)

(7.89)

il
|
s
-

0
1)

vL(t{

La figura 7.21 muestra las grdficas de estas ecuaciones con una es

cala de tiempo en mfiltiplos de T,
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. . . t
T L) 3 T v
T, 2t 3TL a1y,
FIGURA 7.21., Graficas del comportamiento de la corriente iL Yy
el voltaje v, en un circuito RL sin fuente vy con condicidn
inicial iL(O) = I, .

EJEMPLO 7.2 Dos solencides de seccidn circular se conectan en se
rie, como se muestra en la figura (7.22), a una fuente de 24 V
con 12 de resistencia interna; sabemos gue el coeficiente de aco
plamiento es k = 0.2. Si las caracteristicas de cada solenoide

son las indicadas en la misma figura, obtenga:
a) Una representacidn diagramitica del circuito.

b) El circuito R L equivalente.

c) El tiempo para el cual se puede considerar estado estable.

d) El voltaje vab en las terminales del solenoide 1, dos mili

segundos después de cerrar el interruptor.

e) La energia almacenada por el solenoide 2, dos milisegundos '

después de cerrar el interruptor.

f) La densidad de energia mixima en el solenocide 1.

s
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_/ a
interruptor 1
' : Solenoide:
1 - 2
1L- - b N:= 2000 N,= 800
24 V >
10 1= 12cm 2,= 10 am
g a;j=1 am a= 0.5cm
r=6 8 r:= 3 Q
c

FIGURA 7.22. Solenocides largos conectados a una bateria.

SOLUCION

a) La representacién diagramdtica es

t=0
b | prd

L A o
E=24V__.__ Ly
b DM

[

'r=10 <7
L
®
c rﬂ’ Y
Por ser £; >> aj y L9 »> ap , se cumple que
H N2 A ~
M Ny 4w x 107 7(200002 w(0.01)2 _
Ly = % 013 = 13.159 mH
U, N2 Az -7 2 2
L, = ° - 47 x 10 (800) 7(0.005) - 0.632 mH
P 0.1
M=k L L, = 0.2¢/13.2(0.632) x 10"6 = 0.577 mn
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k) El circuito equivalente es

donde

L =1L +Ly; - 2M= 12,638 mH

R=r +r1+r2=109

c) Como TL = % = 1.264d ms Yy el tiempo deseado es aproximadamer
te 4 1 ' entonces

t = 5.05 ms

a) Para ¢t = 2 ms 1la corriente iL a través de la malla es

-t/T

, E
i(t) = R (1-¢ L)
-2
. 24 1.264 | _
1L(t) =15 [1 e ] = 1.91 A
f=2 ms
y como

=v +
Vab ax vxb
Vax =r i = 6(1.91) = 11.46é6 Vv
dai diL diL
v = - M = -
%b 1 T4¢ ac. - ‘b1 M) ¢
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Pero
dlL =-£ e"t/TL
dt L
por lo gue
L, - M .
: 1 -t/T
be = L E e L

para t = 2 ms
. - 2
_12.582 x 1073 1.264
Vb T 12.638 x 10-3 (24) e = 4.9V
= + = .
vab Vax be 16.36 V
e} La energia almacenada en el solenocide 2 es
1 . 2 1 .2 1 2
[ J— - — M = — - M
Uy 7 L2 i > i 2 (L ) i

esta energia es miaxima cuando iL es mi3xima, es decir, cuando

o S U = 0.066 mJ
xX

Yy la densidad de energia mdxima sera

|es

. _ emax _ _0.066 x 1073 _
2m&x vz 0.1 (m(0.60512 = °°

=]
(7]
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EJEMPLO 7.3

Suponga un transformador como el mostrado en la figura 7.23 {(a},
'del cual se sabe que los valores de inductancia y resistencia de
los devanados primario y secundario son respectivamente,

L, =1H, r;=1008, Lp=0.25H y ry =10 . El coefi

ciente de acoplamiento de las bobinas es £ = 0.8. Si al prima-

que varia como se indica en la figura 7.23 (b), obtenga el valor
de i; , vy y vz para el intervalo 0 < t < 30-ms, y haga

una gridfica de cada una de estas funciones en dicho intervalo.

vit) [v]
a- vl r2 «
) e
1 24
V(t)@ Vi Lo V2
I
5 * T0 20 30 40 50 € [ms)

FIGURA 7.23. Diagrama de un transformador alimentado por una

fuente de sehales.

SOLUCION

Analizaremos primero el comportamiento de las variables para el

intervalo 0 < t < 10 ms

El comportamiento del primario del transformador serd el de un

circuito RL con una fuente de voltaje constante E = 24 V vy de

las ecuaciones (7.80) y (7.81) tenemos gue

- t
ot [ B
Ir
-AL——I-t ai,
vy = E e 1 = L3



Al sustituir valores,

i; = 0.24

v 24

Para obtener wv3

tua M ,

de donde

M

De la ecuacidn (7.23)

‘Vz

por lo gue

v

al sustituir valores,

V2

N6tese que la relacidn entre los voltajes v y vz puede

expresada

kR <11,

pero como

(1-

tenemos gue para 0 < t < 10 ms

e-IGOt 10 ms

i A
[nd
A

) 0

-100¢t

e 0 £t < 10 ms

entonces de la ecuacidn (7.26)

M = kV/L) Lz

0.8Y1 (0.25) = 0.4 H

y 8in considerar los subindices

di
1
M
dt
r
- 21
. M E L,
= — e
Ly

obtenemos que

e“lOOt

= 9.6 0 <t < 10 ms

471

es necesario calcular primeroc la inductancia mu

s5er
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Existe entonces una relacién de transformacidn N = 2.5 gue no

indica, necesariamente, que la relacidén de vueltas sea 2.5.
Un procedimiento alternativo para obtener v, es

1 ~100t -
Vi = 55 24 e = 9.6 e 100F

_ 1
VZ"E

Ademds, se debe observar que por estar abierto el secundario,
vge = ny ya que i, es cerc y, en consecuencia, el término de
voltaje inducido. en el primario, debido a variaciones de la co-

rriente en el secundario es nulo, es decir

Para el intervalo 10 ms < t < 20 ms, tendremos un circuito de de
senergizacidn en el primario, por lo gque serd necesarioc conocer
las condiciones iniciales. El inicio de este proceso se dari

cuando t = 10 ms Yy en ese instante tenemos dgue

= 0.152 &

-3
i(e) = Ip; = 0.24 (1-e 100(10 x 10 7),

Para utilizar las ecuaciones (7.88B) vy (7.89) se considerara
t' = 0 para el instante en gue se inicia este proceso, por lo que

se tiene - -

NI
i1=101eL1
I
vi = -1y Ip e ©I
o _ dll
Vz—EVI—M"—é—t—'
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Al sustituir valores resulta que

~lo0¢!
i; = 0.152 ¢ ¢
> 10 ms <'t < 20 ms
- -100t’
vy = -15.171 e
(0 < t' < 10 ms)
- |
vy T - 6.068 e loot #

Para el intervalc 20 ms < t < 30 ms , se presenta nuevamente un

proceso de energizacién en el primario del transformader, pero la

condicidn inicial para i; no es cero ya gue para t = 20 ms ,
es decir t' = 10 ms, tenemos
il(t') = Igz = 0.0586 A
t' = 10 ms

La constante de integracidén se evalila de la forma siguiente.

Partimos de la solucidén de la ecuacidn diferencial (7.80), 1la

cual se repite a continuacién

_E

il(t} = K e
r

—

donde K ‘es la constante de integracidén que deseamos evaluar.

Si para t" = 0, 1i;(0}) = Ig2 entonces

de donde
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per lec que

r r
E i i
ip(t") = = (1-e "1 )+ 195 e VI
Al sustituir valores
- n - ot"
i1(t") = 0.24 (1-e 100"y 4 5,056 7100
Finalmente
- t"
i1(e") = -0.184 e 200% 4 .24
dj
1 - n
vilt") = Ly =% = 18.419 e 100t 2 20 ms < t < 30 ms
(0 < t" < 10)
- "
va(t") = & vi(t") = 7.368 e '00F

N

NStese que en cada caso se ha considerado un tiempo igual a cero

en el inicio de cada proceso.

Las grdficas resultantes son

0.20

0.10

i, [a]

0.152

0.056

0.172
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| V1 [v]

24
20t 15.08
|
10 }
8-83 II 6-78
|
U T R WA I S TR R SN TR S S
{ 30t [ms]
-5.58
=101 >

-15.17

9.6F 6.03
\3.53 "\2'71
l/—"""’_‘—’z.za 30t [ms]

-4.97

=-10F

FIGURA 7.24. Graficas de la corriente y voltaje en el primaric,
y del voltaje en el secundarioc de un transformador conectado a

una fuente de sefiales.

PROBLEHARS

7.1 Calcule la inductancia propia de un solenoide construido
con alambre magneto AWG # 18, de diidmetro nominal incluyendo el
esmalte de 1.077 mm. El embobinado se realiza con tres capas de
alambre de 150 vueltas muy juntas por cada capa. La primera de
ellas se embobina sobre un cilindro de plastico (up = yu,) de

1 em de radio, como se muestra en la figura P7.1.

I R
aT__L )

D,

Figﬁra P7.1
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7.2 Obtenga el nimeroc de vueltas necesario para que el toroide
de la figura P7.2 tenga una inductancia Ly = 575.36 pH. Cal- ‘
cule ademds el didmetro mdximo (que incluya el esmalte) del alam
bre con el cual es posible enrollar el nimero de vueltas obtenido

anteriormente en una sola capa.

I . r= 8cm
—I. r;= 6Cm

N &)
L = lcm

o e T — —— — — ———

niclec de aire

Figura P7.2

7.3 Calcule la inductancia muetua entre los dos solenoides coaxii

les y sobrepuestos de la figura P7.3.

21 = 20 cm
2'1 9.2 =12 cm
- ‘ -t a =1an
1 )
: 22 : N; = 1800 vueltas
- - !
l E ! \ ' ‘N2 = 900 vueltas
AV
‘\\\\{ﬁchx)de
aire

b

Figura P7.3

7.4 Obtenga el coeficiente de induccifén mutua para el arreglo

del toroide y el conductor recto y largo de la figura P7.4.
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r;

{_..._

E rz 1

{ !

I

I I

l

] b = 2cm
r.= 7cm
b

ry= 9cm

Nt=1600 vueltas

] nﬁcyxnde

" aire
L}

Figura P7.4

v

7.5 Obtenga la inductancia mutua entre dos bobinas cuadradas

moestradas en la figura P7.5.

Np,= 40 vueltas

Figuré P7.5

7.6 Calcule las inductancias propias, por metro de longitud, pa

ra los cables coaxial y diplex de la figura P7.6.
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aislante

r.= 4mm (uaEUO) d (1—'5=U'0‘)

(a) Cable coaxial {b) Cable dlplex

Figura P7.6

7.7 Suponga gue los solencides del problema 7.3 se conectan en
serie uniendo la terminal b <¢on la 4 . Haga una representa-
cifén simb8lica del arreglo. <Calcule también el coeficiente de

acoplamiento y el inductor equivalente.

7-8 Considere dos inductores ideales (sin resistencia) L; y Lj,
los cuales se conectan primero en serie y posteriormente en para

lelo, dando por resultado los coeficientes de acoplamiento indica
dos en la figura P7.8. Si a los arreglos se les aplica una dife-

rencia de potencial V = 10 sen 1201t V

Xz . calcule la corriente

y la diferencia de potencial en cada inductor.

X In=9H yL-=4 H
. 1
x®
- Ll .
v ¢ k =0.4 Ly Lo
L @
S | 1
k=0.2
® (b)

(a)

Figura P7.8
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7.9 Si la corriente en el primario del transformadoer de la figu
ra P7.9 {(a) varia como se indica en la figura P7.9 (b)), y es

posible despreciar .las resistencias de los embobinados, obtenga:

a) La relacidn de transformacidén N .

b) Los voltajes inducidos en el primario y en el secundario, pa

ra el intervalo 0 < t < 70 ms .

c¢) La energia m@xima almacenada por el transformador.

i
i, [A]
a c 1
®
In= 24+ |
=2.5mH
In L :
Lo ’
° 20 60 t[ms)
be o]
k =0.8
(b)
(a)
Figura P7.9
7.10 Un sclenoide de inductancia propia Ly = 0.5 H y resisten
cia R, = 1 @ se conecta a una fuente de 12 V con resistencia
interna r = 1 , como se muestra en la figura P7.10. Dibuje

las grdficas de i , Vap ¥ V. contra el tiempo, para el in-

tervalo O < t < 1.4 s . Indique las magnitudes de las varia-
bles cada 0.2 segundos.

j

17V | L.=0.5H
|
|

Rs=1 2

U!l

' Figura P7.10
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7.11 Al circuito RL de la figura P7.11 (a) se le aplica una
senal de voltaje v{t) que varia como se observa en la figura
P7.11 (b). "Dibuje las grdficas del voltaje en el resistor (Vab),
el voltaje en el inductor (Vy,.) y la corriente i en el cir-
cuitoc contra el tiempo, para el intervalo O <t <6 s . Calcule

valores de voltaje y corriente cada 0.5 segundos.

vit) [V]

a o
——*-4? o 20
+
v(t) L
R=2Q
o

I=2 H
{a) (b)

1 23 4 5 6 t(s]

Figura P7.11

7.12 Se conecta la combinacidn en serie de tres inductores con
resistencia a una fuente de voltaje continuo de 100 V y con re
sistencia interna de 2 {J, como se muestra en la figura P7.12,
Si los coeficientes de acoplamiento son los indicados, calcule

para t = 50 ms :

a) La diferencia de potencial V_ . .

b) La energia almacenada por L; .

t=0
1 L,
_)5 a ] b
— Ky = 0.2 Li= 400 mH
l + | |I z_;é . L:= 600 mH
lloovl | 2 oKy = 0.2 Li= 200 mH
®
I 20 | Jy=01  R=20
—_————— L, R= 3 @
Ry=1 0

&
ﬁﬂ_ Ly c

Figufa P7.12
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7.13 Las caracteristicas del transformador de la figura P7.13(a)
son: L, = 1 H , Ip = 1082, L, =0.25H, ry =10 y el coe
ficiente de acoplamientoc es k = 0.8. ©Si al primario del trans-
formador se le aplica una senal de voltaje v(t} gue varia como
se indica en la figura P7.13(b), obtenga las ecuaciones gque de-
terminan los valores de ip ’ vp y v, para el intervalo

0 < t < 200 ms y dibuje una grifica de cada una de estas funcio

nes del tiempo en dicho intervalo.

+ o 0®
v _=v

v(t) Cb Vp Vab ¥
- L L

p S

b. ly
(a)
vi(t) - [V]
10
0.04 0.08 0.12 0.16 0.20  E[s]

- (b)

Figura P7.13



CAPITULO 8 PROPIEDADES MAGNETICAS DE LA MATERIA ‘

INTRODUCCION

Debido—a la importancia de la preseéncia de la materia en el cdlcu
lo de fenbmenos electromagnéticos y en especial, por la gran apli
cacién de los materiales ferromagnéticos en la ingenierfa, en es-
te tema trataremos de explicar cualitativamente el origen del com
portamiento de los materiales diamagnéticos, paramagnéticos y fe-

rromagnéticos.

Posteriormente analizaremos la forma de considerar la presencia
de la materia en el cdlculo del campo magnético para los diversos
tipos de materiales mencionados. Para el caso particular de los
materiales ferromagnéticos, introduciremos el concepto de circui-
to magnético y analizaremos las caracteristicas de algunos de es-
tos circuitos, asi como sus limitaciones.

Finalmente aplicaremos lo aprendido acerca de los materiales fe-
rromagnéticos en el an&lisis de la fuerza entre polos magnéticos,
la inductancia en presencia de materiales ferromagnéticos y las

relaciones para un transformador con nficleo ferromagnético.

8.1 EFECTOS MAGNETICOS DEBIDOS A LA PRESENCIA DE MATERIA

Describiremos inicialmente algunos experimentos que podemos reali
zar para distinguir diversas clases de comportamiento de los mate

riales en presencia de un campo magnético. Un experimento tipico

se realiza con ayuda de un campo magnético no uniforme, el cual jl
puede obtenerse en el extremo de un sclenoide o con un par de po
los de un electroimin, uno de los cuales termine en punta.
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La figura 8.1 muestra un solenoide y el esquema del campo obteni

do, en donde se puede observar la zona de campo no uniforme que
existe en cualquiera de sus extremos.

resorte :

movimienl
to -

muestra
de -]
materiall

\_/

@)

\

PIGURA B.1. Solencide usado para obtener un campo magnético no
uniforme. En (2) se indica la forma de colocar las muestras para
observar la fuerza magnética sobre ellas y en (b} se presenta el

esquema del campo magnético del solenoide.

Otra forma de obtener un campo no uniforme es por medioc de un
electroimdn, como el mostrado en la figura B.2.

b

bobina

{a)

(b}

FIGURA 8.2, Par de polos usado para obtener un campo magnético

no uniforme. En (a) se indica la forma de colocar las muestras
bPara observar la fuerza magnética sobre ellas Yy en (b) se presen-

ta el esguema del campo magnético del electroimdn.
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Al colocar una muestra de cualquier material en la zona de campo
no uniforme, observaremos una fuerza de origen magnético que no
depende ni de la direccibén del campo, ni de su magnitud, sino de

dB dB
su gradiente —Z para el solencide o 75% para el electroimén,

dz
es decir, dicha fuerza es mas intensa en una zona donde existe
mayor variacién del campo magnético con respecto a la distancia.

Esta fuerza, ademis, serd proporcional a la masa de la muestra.

Si repetimos el experimento con diversos materiales, podremos dis
tinguir esencialmente los tres tipos de comportamiento siguien-

tes:

1. Materiales que experimentan una fuerza en la direccidn en que
el campo magnético disminuye, éstos son rechazados por el solenoi

de o por el pole en punta.

A estos materiales se les conoce como diamagnéticos y como ejem-
|

plo tipico mencionaremos al agua, la cual experimentaduna fuerza
’ B
de 2.2 x 10°*% N por cada gramo, en un punto donde d:

: T _
igual a 17 o Y Bz =1.8T. .

2. Materiales que experimentan una fuerza en la direccién en que
el campo magnético aumenta, &stos son atrafdos hacia el interior
del solenocide o por el polo en punta. A estos materiales se les
conoce como paramagnéticos y como ejemplo mencionaremos el sodio,
que experimenta una fuerza de 2 x 10" N por cada gramo, en un
punto donde 75; es igqual a 17 % y Bz = 1.8 7T,

3. Materiales que experimentan una fuerza varias veces mayor a
la observada en los casos anteriores y en la direccifn en que el
campo magnético aumenta, &stos son atrafdos con gran fuerza ha-
cia el solenoide o por el polo en punta. A estos materiales se
les conoce como ferromagnéticos, de los cuales el ejemplo mids co

nocido es el fierro, sobre el cual actfia una fuerza de 4 N por 1

dB
-cada gramo, en un punto donde d; = 17 % Y Bz = 1.8 T .
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Ademés, al reducir la variacibén del campo magnético a la mitad,
la fuerza observada sobre los materiales diamagnéticos y paramag
néticos se reducird a la cuarta parte. En los materiales ferro-
magnéticos, en cambio, la fuerza se reducird solamente a la mi-

tad.

Otro experimento que nos permite detectar la existencia de las
tres clases de materiales mencionadas, puede ser realizado por me

~dioc de un toroide como el mostrado en la figura 8.3.

bobina
r i/ medidor
A 2 —— 5
I, E
p— - —— - —
. o
1 X ri
2
in L
_______ ; ;
Toroide i !

Corte del Toroide

FPIGORA 8.3. Toroide de seccidn rectangular y devanado uniforme,
sobre el cual se ha enrollado una bobina para medir voltaje indu

cido.

Sobre el toroide se devana una bobina, a cuyas terminales se co-
necta un aparatoc de medicidén que permite obtener la lectura del
voltaje inducido (por ejemblo un osciloscopio) cuando se varia

la corriente en el toroide, por conveniencia en forma sencidal,

es decir

‘iT = I,, sen ot (8.1)

" 8i aplicamos la ley de Faraday, obtenemos que la fuerza electro-

motriz inducida en la bobina es

E =M —2 : (8.2)
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donde la inductancia mutua se calcula con la expresién

p. N N Db r )
M= b gn 2 (8.3)
h )

Este dispositivo permite comparar los valores de voltaje inducido
cuando el nficleo del toroide se construye con diversos materiales,

con el obtenido cuando se colocasin nficleo en una—zona—-devacio+—

Si tomamos como base el voltaje inducido sin niGcleo, observaremos
gque los materiales que llamamos diamagnéticos producen un voltaje
inducido menor, los paramagnéticos lo incrementan y los ferromag-

néticos producen un gran incremento en dicho voltaje.

En el siguiente subtema trataremos de explicar el origen de estos
efectos y posteriormente presentaremos la forma de incluirlos en

el cédlculo de fenbémenos electromagnéticos.

-

8.2 CONTRIBUCION MAGNETICA DE LOS ATOMOS

El estudio de los fendmenos cuinticos ha permitido explicar con
éxito la estructura de los &tomos y el comportamiento de las par
tficulas que los constituyen; es por ello, que en un estudio for-
mal de la contribucibén magnética de los dtomos, es necesario apo
yarse en los resultados de la mec&nica cudntica. Sin embargo,
dado que no poseemos los conocimientos necesarios sobre ella, tra
taremos de explicar, cuando sea posible y con sus limitaciones,

algunos efectos magnéticos, apoyados en la mecdnica cléisica.

Analizaremos primero ¢6mo contribuyen los electrones, girando al-
rededor del n@cleo, al magnetismo de la materia. Supongamos, pa-
ra simplificar, un electrén (carga qe) girando en una &érbita
circular, con una velocidad tangencial v , CoOmo se muestra en
la figura 8.4. .
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-
v
electrdn /_ Tt~
o] >
77 dg _,Jk\
/

-
N\

FIGORA 8.4. Electrdn girando alrededor del niicleo de un &tomo,

en una S6rbita circular.

Este electrén representa una espira de corriente eléctrica, va
que en cada segundo su carga puede pasar varias veces por un pun
to cualgquiera de la trayectoria circular; el valor de esta co-

rriente es

I=gqf [A] | (8.4)
donde
_ e _ v
T, r 27 (8.5)

. >
y la magnitud del momento dipolar magnético p, del electrén en

Srbita seri

-3
- lp | =1A=gqgf (mr?) = v r (8.6)
Por otro lado, sabemos que el momentum angular del electrén en
6rbita es en magnitud

-5 -
IL| = myv r (8.7)
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Al relacionar las ecuaciones {8.6) y (B.7), obtenemos que

- -+
p = =— L (8.8)

Observemos en esta filtima ecuacién que los vectores momento dipo
- ->
lar magnético P, Y momentum angular orbital L , estédn relacio

nados por medio de la constante %f“ ; para el caso de un elec-
e

trén &sta serd negativa, ya que g, es negativa, por lo gue los
-+ -+
vectores p, ¥ L tendrén direcciones opuestas.

Aungue hemos obtenido una relacién para el caso particular de una
6rbita circular, es posible demostrar que tal relacibn es general
y que para cualquier 6rbita donde el momentum.angular sea constan
te, el momento magnético permaneceri constante. Ademds, este re-

sultado es v&lido desde el punto de vista cudntico.
Adicionalmente al magnetismo producido por los electrones en 6r
bita, existe otra contribucién magnética debida a la rotacién de

las particulas alrededor de su eje, llamado espin.

Debido a que el espin es un fendmeno cudntico, su momentum angu-

lar estd cuantizado y su valor y simbolo son
- h
|s| = momentum angular interno = I (8.9)

donde
h = constante de Planck

En la figura 8.5 se muestran las direcciones del momento magnéti

co y del momento angular, para un electrdn girando sobre su eje.
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eje de rotacibn

<>

)

ﬁﬁ
. sentido de giro
electrdn
14
S

PIGURA B8.5. Direcciones de los vectores momento magnético y mo-
! S
mentum angular para un electron.

La direccién del momento magnético puede obtenerse considerando
al electrbn como una esfera de carga negativa girando sobre su

eje.
El protén y el neutrSn tambié&n poseen espin, es por ello que para

cualgquiera de estas particulas podemos expresar su momento magné-
tico comc

-+ -+
= v -4
pm Y 5o S {(8.10)

donde
y = constante giromagnética

Los valores de la constante giromagn&tica <y para el electrén,

el protén y el neutrbn son respectivamente
Y, T -2,002
Yp = 5,585 (8.11)

Y, -3.860
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Si observamos los valores de <y para cada una de las particulas
mencionadas, es posible obtener algunas conclusiones interesantes‘
Una de ellas, basada en que 7y, ¥ Yp  TOS indica que la estruc-
tura interna del electrfn es distinta a la del protdn y Yo # 0

es una indicacién de la existencia de una distribucién de carga

en el neutrén.

Basados—en los_resultados_presentados con_anterioridad deberiamos

esperar gue cualquier trozo de material produjera un campo magné-
tico en sus cercanias, sin embargo, existen dos sentidos posibles
de rotacibén.de las particulas, tanto orbital como de espin que dan
por resultado una cancelacifn de efectos entre las particulas sub-
atbmicas. Si las cancelaciones no fueran totales, cada &tomo o mo
lécula poseeria un momento dipolar magnético resultante; ademés,
como en un trozo de materia ordinaria no existe ninguna direccifn
preferente para que se orienten dichos dipolos magnéticos, la o-
rientaciftn aleatoria impedir& que se detecte un efecto magnético

externo.

Investigaremos ahora qué sucede con las contribuciones magnéticas
de las particulas que constituyen los &tomos o moléculas, al. colo

car un material en una zona donde existe un campo magnético.

a) Diamagnetismo

Cuando colocamos un material en una zona de campo magnético, los
electrones en 6rbita experimentan una fuerza adicional dada por
la expresidn

-+ -+ -+
F=qv xB (8.12)

Esta fuerza altera la velocidad de los electrones, produciendo
momentos magnéticos inducidos que tienden a disminuir el campo

magnético existente en el interior del material. Ya que no es p

sible demostrar el caso general, basf&ndonos en la mec&nica clésii
ca, nos limitaremos a analizar el caso b&sico de un electrfn gue
gira en una S6rbita circular alrededor del niicleo, como el mostra-
do en la figura 8.6.



492

III*H

F

|nucleo /
| /
/

electron de \ | /
—TT ' Y
l b

-

P

FIGURA B.6. Electrdén girando en una orbita circular alrededor de

un nicleo de carga Q.

- Cuando no existe campo magnético externo, la magnitud de la fuer
za centripeta esta dada por la expresidn de Coulomb, entonces

1 Qg

F = < (8.13)
¢ dre, r?

Supongames que colocamos nuestro sistema en una regibn donde exis
te un campo magnético en direccién Z y que es uniforme en toda
la zona, segln la ley de Faraday, al aumentar el campo magnético
desde cero hasta su valor final El , aparece un campo eléctrico
inducido E concéntrico a la 6rbita, el cual podemos obtener

aplicando dicha ley, entonces

E+-dg = - = (8.14)
como
+
E«d2t = 2 mn r E (8.15)
b
déy, dB

—— =7 r2 = (8.16)
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Al combinar estas dos filtimas ecuaciones, obtenemos que

E =

Ml H

La direccibn del campo elé&ctrico inducido es la indicada en la
figura 8.6 y puede ser obtenida con el principio de Lenz. Note-

mos que la fuerza que ejerce este campo eléctrico, tiende a desa

celerar al electrfn y la variacibén de la velocidad se puede obte

ner a partir de la ley de Newton, entonces -
qr
_ 2’ a8
ma—qu-——z— at ' (8.18)
pero
a = v (8.19)

por lo due

dv = —— dB (8.20)

51 el valor final del campo magnético externo es B; , podemos
calcular el incremento de velocidad integrando la expresidn
(8.20)

dB = ——0 (8.21)

B )
qr qer B,
2m

Debemos observar que el incremento de velocidad es el mismo, inde
pendientemente de la rapidez con la cual aumenta el campo magnétl

co de cero a su valor final B,

Para un electrdn girando.en sentido opuesto, el efecto es un in-

cremento en su velocidad, de tal manera que el cambio en el momen

B 4
ac (8.17)

|
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to magnético siempre es opuesto a la direccifn del campo magnéti-

co aplicado. De acuerdo con la expresibn (8.6), se cumple que

g r .
Ap =—§-—-Av (8,22)

m

Al sustituir la ecuacifn (8.21) en la (8.22), obtenemos’

2 2
qZ r? B,
Apm = -EW_—- {8.23)
y vectorialmente
2 .2
+ g- r 1 )
ap_ = - S (8.24)

Podemos concluir que estamos obteniendo, de cada electrén en &rbi
‘ta, un momento magn&tico inducido opuesto al campo‘magnético ex-

terno.

b) Paramagnetismon

Cuando los efectos magnéticos, tanto orbitales comoc de espin de
un &tomo o molécula no se cancelan completamente, cada &tomo, mo-
lécula o i6n posee un momento magnético neto. Cuando estos dipo-
los magnéticos atSmicos, son colocados en una zona de campo magné
tico, experimentan un par

> !

Sabemos que este par actfia tratando de alinear la direccién de
-+ -
p, con la del campo magnético aplicado B , como se indica en

la figura 8.7.
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. - -+
FIGURA 8.7. El vector momento dipolar magnético pm ’ trata de

¥

colocarse en direccidn paralela al campo magnético B ,*' debido
-
al par T .

La energia potencial magnéticé del dipolo en un campo magnético

es

+
E =-p B (8.26)

y la posicidn donde esta energia es minima, es justamente cuando
Em Yy E son paralelos, sin émbargo, debido a la agitacifn térmi
ca, no se logra una‘orientacién completa de los dipolos. Es por
ello que, en general, el alineamiento de los dipolos magnéticos
que constituyen una muestra de materia es inversamente proporcio-

nal a la temperatura.

El efecto -diamagnético estd presente siempre, pero puede ser supe
rado por el paramagnetismo, dando lugar a gue el material incre-
mente el valor del campo magnético en su interior y la muestra se

considerari paramagnética.

c) Ferramagnetismo

En esta clase de materiales los momentos dipolares atémicos, ori-
ginados principalmente por momentos magnéticos de espin no compen

sados, poseen una tendencia natural a alinearse, aun sin la exis-
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tencia de un campo magnético externo. Debido a esta tendencia,
se forman regiones dentro del material del orden de 107 a
1012 m3 en las cuales todos los momentos magnéticos estdn ali-

neados, a estas regiones se les llama dominios.

Sin campo magnético aplicado, los dominios existentes en una mues
tra de material poseen direcciones diversas y el material puede

no presentar efectos magnéticos externos. Al aplicar un campo
|
magnético al material, los dominios gue poseen orientacién en di-

recci6n del campo, crecen a expensas cde los dominios vecinos que
no estén orientados favorablemente. Al incrementar el campo apli
cado, se presenta también una orientacifén de dominics en una posi

citn mds favorable, como se ilustra en la figura 8.8.

o+

s p@ e
e ﬂ

(a) (b) (C)
FIGURA B.8. Muestra de material ferrcmagnético. {(a) Dominios
magnéticos. (b) Los dominios magnéticos han crecido a expensas
de sus vecinos cuyas direcciones no eran favorables. {({c) 'Los

dominios magnéticos se han orientado debido al incremento del cam

-,

po. v

El ferromagnetiémo es una propiedad que depende de la temperatura.
Para cada sustancia existe una temperatura llamada temperatura Cu-
rie, para la cual el material pierde sus propiedades ferromagnéti-
cas comportéindose paramagnéticamente. Para temperaturas maycres
que la temperatura Curie, la agitacidén térmica es tan grande, que
supera la tendencia al alineamiento. La tabla 8.1 muestra el va-
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lor de esta temperatura para los cinco elementos guimicos gue son

ferromagnéticos.

TEMPERATURA CURIE PARA LOS CINCO ELEMENTOS FERROMAGHETICOS
Elemento Temperatura Carie
Hierro Fe 770 °C
Cobalto Co 1120 °C
Niguel Ni 358 °C
Gadeolinio Gd 16 °C N
Disprosio Dy -188 °C
TABLA 8.1

El alineamiento esponténeo estd basado en efectos electrostidticos
entre los dtomos adyacentes, mismos que dependen de la distancia
entre los dtomos en la estructura cristalina del material. En
los materiales ferromagnéticos, este efecto alinea los momentos

magnéticos atSmicos en direccién paralela.

Es posible que estos efectos produzcan un alineamiento antiparale
lo dando origen a los materiales llamados antiferromagnéticos, co

mo ejemplo de estas sustancias tenemos: MnO, FeO, CoO y NiO.

Cuando el alineamiento es antiparalelo, pero ademis, los momentos
magnéticos atémicos son mayores en una direccién, se obtienen ma-
teriales llamados ferrimagnéticos. A este grupo de materiales

pertenecen lés llamadas ferritas, muy usadas debido a sus propie-
dades magnéticas y alta resistividad. Ejemplos de estos materia-
les son: 1la magnetita Fej; O, y la ferrita de niquel Ni Fe,; 0O,.
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- ' ® —o—
-6 — e —e—
material ferromagnético @ material ferrimagnético

r material antiferromagnético

— -

PIGURA 8.9. Esguemas de los tipos de orientacidn de los momentos
dipolares atdmicos, en los materiales gue presentan alineamiento

-
espontaneo.

Para terminar de justificar los fenfmenos descritos en el subtema
inicial, analizaremos la fuerza que se presenta sobre los dipolos
magnéticos, cuando se colocan en un campo magné&€tico no uniforme,

como se muestra en la figura 8.10.

FIGURA 8.10. Espira de corriente situada en una zona aonde exis-
te un campo magnético no uniforme, Las lineas mostradas represen

tan el campo externo, no se muestra el producido por la espira.
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Sabemos que la fuerza magnética que actfia sobre un conductor de
-
longitud df , gque transporta una corriente I , en una zona l

. -
donde existe un campo magnético B es

-+ -

d§=1d£x}3 (8.27)

La fuerza de interé&s es debida a la componente radial del campo
>

Br__ggg}égggg;gigmprg_un_éngulo;de__%_radf—con—cuaiquier—etemeﬁfd’

az que se considere, por lo que la maénitud de esta fuerza es

ar = I 4 B, (8.28)

Al integrar, obtenemos que la fuerza es
F = I(2wa) B, ' (8.29)

y dirigida hacia abajo, por lo que la espira seri llevada hacia

la zona donde el campo magn&ético es mas intenso. Si invertimos

la direccién de la corriente, Em tendrid direccifn opuesta y la
fuerza actuaré para mover la espira hacia una zona de campo mag-
‘nético menos intenso.

Es posible obtener una relacifén entre la fuerza magnética y la va
riacibén de la componente del campo en la direcciébn z , por me-
dio de la ley de Gauss para el magnetismo (; . g = 0) el resul-
tado es

F=p —b (8.30)

‘Notar que en un campo magnético uniforme, la fuerza gue actia so-
bre la espira es cero.

Hasta el momento debemos poder explicar cualitativamente la razén
de los fenbmenos descritos en el subtema previo.
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8.3 MAGNETIZACION DE LA MATERIA Y VECTORES MAGNETIZACION E IN-
TENSIDAD DE CAMPO MAGNETICO ;

Hemos visto que al colocar un material cualquiera en una zona de
campo magnético, se orientan y/o se inducen dipolos magnéticos en
los &tomos, dando por resultado un momentc dipolar magnético to-
Vtal en el material. Se dice entonces, que en dicho material exis

te una polarizacién magnética o magnetizaci&n.

Si en un volumen AV , existen N dipolos magriéticos, entonces,
es posible obtener el momento dipolar magnético total mediante la

siguiente expresifn vectorial

P_. (8.31)

-
Definiremos como vector magnetizacién M al momento dipolar mag-
nético por unidad de volumen, pero dado que el vector puede va-
riar de una zona a otra del material, lo expresaremos mediante el

limite siguiente

N -
; L P
_ 1lfm mt _ 1im =1 P! g 32
T AV 0 AV AV 0 T AV (8.32)

=4

-
Otra forma de definir el vector magnetizacién M , es considerar

la existencia de un momento dipolar magnético promedic por &tomo
-

pmp Yy s1 n es el nmero de &tomos por unidad de volumen, tene-

mos que

+ -+
M= nop _ | (8.33)
4

Las unidades del vector magnetizacién son

0, - (3] 6] - |

u
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4

Cuando el material es homogéneo o isbStropo, la magnetizacibn tie
ne la direccibn del campo magnético aplicado o causante de la
magnetizacifn. Un procedimiento conveniente para tomar en cuenta
el efecto de ia magnetizacién, es la suposicidén de que el mate-
rial magnetizado esti constituido por un gran niimero de peguefas
espiras de corriente, como se indica en la figura 8.11l, para una

seccibn transversal de un toroide magnetizado en forma uniforme.
I

+m=iﬁ o
0000 00
oJoloxoXeole)
7 |000000
m 000000
™~ —_ >
= Prp
\
F —
(a)
FIGURA B.11. (a) Seccidn transversal de un toroide con magneti-

zacidén uniforme; en (b) se muestran los momentos dipolares prome-

dio por Atomo.

Se observa en la fiqura anterior que cuando la magnetizacidn es
uniforme, las corrientes en el interior se cancelan entre si, per
mitiéndonos representar el efecto total de las espiras mediante
una corriente neta que circula exclusivamente en la superficie
del material. A esta corriente equivalente se le llama corriente
superficial amperiana o de magnetizacibn, usualmente se distingue
de la corriente a través de los conductores mediante el subindice

m , es decir
Im = corriente de magnetizacién

La magnitud del momento dipolar magnético total de la muestra,'se1
puede obtener en forma equivalente como

Ppe = IA (8.34)
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donde

A = Area de la seccifn transversal del toroide

Por ser la magnetizacién uniforme tenemos que
M= = (8.35)

donde

e
]

Longitud media del toroide.

Este resultado, aunque ha sido -obtenido para un caso particular,
tiene validez general e indica que en un trozo de material magne-
tizado la componente del vector magnetizacién, paralela al plano
tangente de la superficie del cuerpo, es igual a la corriente de
magnetizacibén por unidad de longitud. Esta afirmacidén puede ser
expresada matemdticamente, mediante el concepto de circulacidn
del campo vectorial ﬁ que existe en el interior del material,’

entonces

+ '
c = OM.ar =1 (8.36)

m

La figura 8.12 muestra la trayectoria usada para obtener la expre
sién (B.36)

Trayectoria cerrada
de longitud £

FIGURA B8.12. Corte del toroide donde se muestra la trayectoria
usada para obtener la circulacién del campo de magnetizacidn que

existe en el nicleo del toroide.
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Segfin la ley de Ampere, la circulacidn del campo magnético B
es igual a la corriente neta Iy encerrada por la trayectoria,

multiplicada por u, , es decir

+ +
- e, = PBear = u, 1, ' (8.37)

Cuando existen materiales magnetizados, la corriente neta ence-

rrada se compone de dos términos, la corriente de magnetizacién
Im y la corriente usual de conduccibén a la que llamaremos co-
rriente libre I, : es por ello gue para tomar en cuenta ambos

efectos, expresaremos la ley de Ampere como

> -+
955-@13 =, (I, +1I) (8.38)
o también -
()6—5- car -1 =1 (8.39)
He m 2

Al combinar la ecuacién (8.36)-con la (8.39) obtenemos gque

g -+ -> -+
T dz - M.d? = I, (8.40)

Como la trayectoria de integracién es la misma, la ecuacifn ante

rior puede ser escrita como

] |
o M « di = Ig (8.41)

->
B

>
- M se le conoce como
o -+

intensidad de campo magnético y se representa con la letra H ,

Al vector resultante de la diferencia

por lo que

(8.42)

h =
o
I
=4+
r~—
Shp
| S
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Este campo posee la propiedad de que su ciroulacifn depende exclu
sivamente de la corriente de conduccién. De las expresiones

(B.41) vy (8.42) obtenemos gue

+ & -+ -+
c, = Hedi = Iz = Jz-dA (8.43)

Si aplicamos el teorema de Stokes, la ecuacién anterior se puede

expresar como

(8.44)

<14
x
o ¢
1l
SR
——
|
| SESS—

Demuestre que para un toroide de N, vueltas devanadas uniforme-
mente, la expresifn que determina la magnitud del vector intensi-

dad magnética es

" N, L ) [
2nr

=R
[

para
ry <r <rj

"siendo ry; y r, los radios menor y mayor del toroide respectiva

mente.

Con objeto de aclarar el uso de los vectores magnetizacién e in-
tensidad de campo magnético, analizaremos el caso de un cilindro
en el cual supondremos existe una magnetizacién uniforme. En un
cilindro magnetizado prlctico, se presenta un efecto en los ex-
tremos gue-altera la magnetizacibn, pero puede ser despreciado

en el caso de cilindros largos.

De la ley de Gauss para el magnetismo, sabemos que
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Al sustituir en esta ley la ecuacién (8.42), resulta

-
B

B
=
[+]
me
+
=
[oF}
4
"
[

o también

.

da

+ >
>HedA = = ¢
Evaluaremos la integral de la derecha de la igualdad anterior, pa

ra la superficie cerrada que contiene un extremo del cilindro mag
netizado, como se indica en la figura 8.13.

superficie
- - cerrada
— 3 - .
! H .
- é%? -
————— —
(a)

(b)

FIGURA 8.13. (a) Cilindro magnetizado uniformemente, (b) corte
longitudinal del c¢ilindro y superficie gaussiana usada para eva-

-
luar el flujoe de M en el extremo del cilindro.

Como M es constante y s8lo existe flujo a través de la bése de

la superficie cilindrica, resulta que

%ﬁ-di =-ma [anm] (8.46)

Entonces, la ecuacién (8.45) puede ser expresada para este caso

como

ﬁ;ﬁ-dﬁ =MA [A-m] ‘ (8.47)
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. -+
Esta epuacién indica, que existe un flujo de H a través de cual
quier superficie que encierre una frontera donde haya una compo-
-
nente de M perpendicular a dicha frontera.

En muchos casos resulta conveniente considerar la existencia de
una carga o polo magnético ficticio (qm) definida como

m

g =MA [A-m] (8.48)

Es decir, podemos suponer la existencia, en cada extremo del ci-
lindro, de una densidad de carga o polo magnético, como origen o©

-
terminacién de H

La ecuacifn (8.48B) puede expresarse de manera equivalente como

%E-dﬁ =q_ [am] (8.49)

En el caso particular del toroide no existen extremos y en conse-
cuencia la finica fuente de ﬁ es la corriente de conduccién I2 .
Debido a la semejanza de la ecuacidn (8.49) con la ley de Gauss,
podemos concluir que es posible considerar la existencia de car-
gas magnéticas puntuaﬁeb. Esta suposicidén permite calcular el
campo magnético H o B + Pproducido por el cilindro magnetizaéo,
en algin punto exterior, tomando los polos como cargas magnéticas
puntuales, siempre y cuando la distancia del punto a los polos

sea grande en comparaciftn con las dimensiones de é&stos.

El resultado .de la aplicacién de la ecuacidén (8.49) a una carga
puntual magnética, seré

-+
H-—....._

|
-9
= [
Hl»Q
|3
>
r—
3w
[ SS——Y

(8.50)

He
47

oy
I
|
HlLQ
(ST )=
o
r—
}a
| S )
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Para obtener el campo magnético que produce en puntos exteriores
el cilindro analizado, consideraremos a q, COmO una carga posi-

tiva para el polo norte, y negativa para el polo sur.

Por medio del principic de superposicifn, obtendremos el resulta-
do buscado en forma anfloga al caso del dipolo eléctrico.

Si el cilindro largo de la figura 8.14 posee una magnetizacidn uni

-+ A A -+ -
forme M = 200 1 — compruebe que B, = -319.9 i nT vy
-

H = -0.16 1 &
B m
B
A A
I
Y
5 cm
X
z
i s N 5 -
0 (o —— e B
!
fo———————10am -l 5 em ——

FIGURA 8.14. Cilindro magnetizado uniformemente de 10 cm de

longitud.

-+ -+ ’
Para obtener los vectores H y B en puntos interiores del c¢i-

lindro magnetizado, es conveniente pensar en funcién de la corrien

te equivalente o de magnetizaci6n I, . Los resultados obtenidos

son los mostrados en la figura 8.15, donde se muestran las varia-
-+

-+ -+
ciones de los vectores B , M y H a lo largo del eje del cilin

dro.
B

+ ﬁ)
u0 (MO +

.T.
=
g
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M
M,
caso idealf 1
|
| :
! IM = 0
‘/
X
_*tz__ ——
H
M
= 2o
H=3
| i
iV | .
caso | I _ Man
H = - .
ideal —"" v 2
— — —
AL
AR
> > ->
FIGURA 8.15. Magnitud de los vectores B , M y H a lo largo

del eje de un cilindro de longitud &£ con magnetizacidn uniforme.
Las lfneas gruesas indican el caso real en el ¢ual la magnetiza-

cidén cambia del valor M a cero en un intervalo AR

En la figura 8.16 se muestran los esquemas de los campos B Yy H
en un corte longitudinal del cilindro.

ZINS
\\\( (i~

|
)

17
EZINS

-
y H dentro y fuera de

Wy

FIGURA B8.16. Esquemas de los campos

un cilindro con magnetizacién uniforme.

N
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Debemos observar en la figura 8.16, gue las lineas de § , inde-
pendientemente de la existencia de materiales magnetizados, son

continuas y es posible demostrar que en la superficie frontera en
tre dos materiales se cumple que la componente de g perpendicu~

lar a ella se conserva.

-
En el caso'de H , las lineas no son continuas cuando existen
fronteras—entre-dos—medios—y es posible demostrar que la componen

P
te de H tangente a la superficie frontera es la que se conserva.

Compruebe que, para el cilindro con magnetizacibn uniforme de la
figura 8.14, el campo de induccifén magnética B en el centro del
cilindro es B = 250.88 i uT cuando BN = 200 i 2y que 1a co-
rriente necesaria para obtener este campo con un solenoide de Ng

vueltas enrolladas uniformemente es I, = NSIS = 20 A

8.4 PARAMETROS USADOS PARA DESCRIBIR EL COHPORTAMIENTO MAGNETICO
DE LAS SUSTANCIAS

Las relaciones entre los vectores que caracterizan el comportamien
to magnético de la materia, puedén ser descritas convenientemente

en funcifn de ciertos par&metros, los cuales ser&n definidos a con

tinuacién.

Definiremos la susceptibilidad magnética Xp, + ©€n un punto del ma

terial, a través de la relacidn siguiente
- -+
) M=y H [é] (8.45)
donde

vector magnetizacién 1

=
Il

vector intensidad magnética

T 4
It
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Debido a que las unidades de los vectores magnetizacién e intensi
dad magnética son las mismas, X es adimensional, y como en al-
gunos casos los vectores pueden tener direcciones opuestas, X

tendri también signo positivo o negativo segilin corresponda.

En la tabla 8.2 se muestran los valores de la suceptibilidad magné
tica para algunas sustantancias diamagnéticas y paramagnéticas.

En el caso de los materiales ferromagnéticos la suceptibilidad no
puede definifse pof medio de la expresibn (8.45) y se requerird un
estudio m&s detallado, el cual seri presentado.en el siguiente sub

tema.

SUSCEPTIBILIDAD MAGNETICA DE ALGUNAS SUSTANCIAS A TEMPERATURA AM
BIENTE (T = 20°C)
T

Paramagnéticas Diamagnéticas
Sustancia Xy X 107° Sustancia ' Xy X 10°¢
Aire (latm) 0.4 NitrSgeno (latm} -0.005
(xigeno (latm) 1.9 Sodio ~-2.4
Magnesio 12 Aqua -8.8
Calcio 14 Cobre -9.6
Aluminio 22 Plamo -17
Cramo 45 Carb6n (Diamante) =22
Tungs teno 68 Plata -26
Titanio - 71 Mercurio ~32
Platino . . 290 Oro ~-36
Cerio 1300 © Bismuto -170

TABLA 8.2
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De la ecuacibn (8.42) sabemos que

B = uo(H + M) [T] (8.46)

si substituimos la ecuacibén (8.45) en la ecuacidn anterior y fac-

-
torizamos H obtenemos

P

-3 - .|
B=u,(l+x)H [TJ (8.47)

De manera an&loga al caso de los dieléctricos, podemos definir co

mo permeabilidad p del medio a
_ Wh
p = ul(l + Xm) [iTﬁ] (8.48}

Y a la relacibn entre la permeabilidad del medio y la permeabili-
dad del vacio, le llamaremos permeabilidad relativa y la‘represeg
taremos con la letra Km ; entonces

S TR
Ky =5 =1+x (8.49)

En resumen, las relaciones entre los vectores que describen el
comportamiento magnético de la materia son

-

-> - -+
B =uH = KuH= (1 + x) uo H

B= HH=m_"°H (8.50)
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8.5 COMPORTAMIENTO DE LOS MATERIALES FERROMAGNETICOS

En los materiales ferromagn&ticos, la permeabilidad y definida
como u = B/H , no es constante y ademéds, depende de los antece-
dentes magnéticos del material, es por ello gue se requerifé un
anflisis mas detallado de su comportamiento.

Se ha mencionado que en una muestra de material ferromagnético no
magnetizado, existen dominios en los cuales las direcciones de los
momentos magnéticos atbémicos que los constituyen son paralelas.

La direcci6n de cada dominio coincide con una de las llamadas di-
recciones de f&cil magnetizacidn, cuya existencia se explica si
pensamos, por ejemplo, en el hierro puro, el cual cristaliza en
unidades cfibicas centradas en el cuerpo, como se indica en la figu

ra 8.17.

‘ direcciones de facil
magnetizacidn

dtomo de
hierro
b

Ne D

FIGURA 8.17. Cristal de hierro donde se indican las seis direc-
ciones de fiacil magnetizacidn.

En un cristal de hierro existen seis direcciones de fécil magneti-
zacién y, como en una muestra dada no magnetizada, K estas direccio-
nes son distintas de dominio a dominio, el campo magn&tico externo

promedio es. cero.

La razén de la formacién de los dominios es gue al incrementarse
el nGmero de 8stos, se reduce la energla magnética almacenada en
el campo externo. En la figura 8.18 se muestra esguemiticamente

tal proceso.
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N

(

=z

)

FIGURA 8.18. Esguema cualitativo del efecto del aumento de domi-

nios en la reduccidn del campo magn&tico externo.

La formacién de dominios cesa cuando la tendencia al alineamiento
de los dipolos magnéticos atémicos, en las fronteras de los domi-
nios, se equilibra con la tendencia a la formacién de dominios més
pequefios; determinindose asiI un tamafio promedio de é&stos, caracte-

ristico para cada material.

Analizaremos ahora las consecuencias de los efectos anteriormente
descritos, en la variacién de la permeabilidad yu de los materia

les ferromagnéticos.

Si se desean obtener las caracteristicas de un material ferromag-
nético dado, se toma una muestra del mismo y se construye una gri
fica de la ﬁagnitud de la induccién magnética B en el material,
para diversos valores de la intensidad magnética H . De la gra-
fica asi construida, se podra&n cobtener los valores de la permeabi

lidad que se desee, como el cociente B/H .

El procedimiento usual para la obtencifn de la informacidn necesa
ria para dibujar la gr&fica B contra H , es construir un pe-
quefio nficleo toroidal sobre el cual se devanan dos bobinas, como

se muestra en la figura 8.19.
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devanado uniforme\

bobina concentrada

1. (B BN /
x

N ——ey

134 material ferromagnético

M

FIGURA 8.19. Dispositivo usado por Rowland para obtener las rela
+ -
ciones entre H y B .

Este método, conocido como método del aniflo de Rowﬂand, se basa
en la ley de Faraday y aprovecha ademfs el hecho de que para un de
vanado uniforme los campos son aproximadamente constantes en toda

la seccién transversal del toroide.

Por medio de la ley de Faraday es posible determinar las variacio
nes del flujo magnético ¢, » midiendo la diferencia de potencial

inducida en las terminales x-y .

Para una variacién conocida de I es posible determinar $, + Y
como B es aproximadamente constante en toda la seccién, su valor
se obtiene mediante la relacién

—. T

La figura 8.20 muestra una curva tfpica obtenida con una muestra

originalmente sin magnetizacifn. A estas curvas se les llama cur
vas iniciales de magnetizacifn o simplemente curvas de magnetiza-
¢cibn.
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B[T]

Saturacidn

' A
».5x10? 10x103 . H [;J

FICURA 8.20. Curva de magnetizacidén tipica para un material fe-

- .
rromagnético,.

La curva de magnetizacién de la figura 8.20 se inicia con un vale
pequefio de u ; este comportamiento tiene su origen en el creci-
miento de los dominios orientados favorablemente, a expensas de
los que poseen la orientacién menos favorable. Cuando se increme;
ta H , se presenta ademis el efecto de orientacifén de dominios

descrito en el subtema 8.2.

Generalmente las muestras son policristalinas, y en cada cristal,
a pesar de su estructura regular, existen dominios. Es por ello
que dificilmente la direcci6n del campo externo coincide con una
de las direcciones de fdcil magnetizacién, y la curva de magnetiz;
cibdn decae porgque es diffcil orientar los momentos magnéticos até-
micos en direcciones que no son las de ficil magnetizacién. La
parte plana de la curva (saturacidn) se presenta cuando ya no se
tienen momentos magnéticos atémicos de orientacidn diferente a la
mixima posible, |

Debemos notar en la curva de la figura (8.20), due existe un pun-
to P para el cual el valor de la permeabilidad u es maximo y
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que existen dos parejas de valores de B y H para una yu dada.
- Las afirmaciones anteriores se pueden aclarar si construimos la
grédfica de la permeabilidad u contra la intensidad magnética

H , el resultado es una curva semejante a la de la figura 8.21.

T Py ——

-
5000 10000
FIGURA B8.21. Curva de permeabilidad contra intensidad magnética

H , para un material ferromagnético.

Si después de magnetizar una -muestra de material se reduce lenta-
mente el valor de H , se observard que B no decrece sobre la
trayectoria inicial de magnetizacién, de tal forma que cuando H
se reduce a cero prevalece un valor del campo induccién magnética
B , llamado campo residual. Para reducir B a cero, es necesa-
rio aplicar un valor negativo de H .. A este valor que desmagne-

tiza la muestra de material, se le denomina fuerza coercitiva.

| BIT] saturacidn
’_--— e——r—"
’/
-’
e
campo residual ’
B
r
curva de curva inicial de
desmagneti \\H-_4—f/"magnetizaci6n
e SR
zacidn
A
& q (A
m
o
fuerza

coercitiva Hc

FIGURA 8.22. Campo residual y fuerza coercitiva para una muestra

de material, obtenidas reduciendo B desde B, hasta 0
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En la figura B.22 se muestra la trayectoria obtenida mediante el
proceso mencionado. Cuando se parte de la regidén de saturacién de
la curva de magnetizacidn, el valor del campo residual obtenido se
" denomina retentividad, y el valor de la fuerza coercitiva corres-

pondiente se llama coercitividad.

S$i continuamos aplicando un campo H negétivo es posible magneti
zar la muestra en sentido contrario hasta llegar a la saturacién.
Si a partir de ahf se reduce lentamente el valor del campo H ,
se obtendrd un campo residual inverso y para desmaghetizar la
muestra se tendrd que aplicar un campo H positivo. Una vez des
magnetizada, es posible volver a magnetizar la muestra hasta la
saturacién. A la curva cerrada resultado de llevar la muestra de
la saturacién en un sentido, a la saturacién en el sentido opues-
to y regresar, se le conoce como ciclo principal de histéresis o
ciclo de histéresis de saturacién.

En la figura B8.23 se muestra un ciclo de histéresis y el ciclo de

histé&resis principal para una muestra de material ferromagnético.

B ciclo principal

o~ de histSresis

curva de magnetizacidn
inicial
{

/ | H

 __ ciclo de histéresis

\

FIGURA 8.23. Ciclo principal de histéresis y un ciclo de histére

sis cualquiera.
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Seglin el tamafio del Area encerrada por el ciclo principal de his-
téresis, podemos distinguir dos clases de materiales ferromagnéti
cos: los materiales ficilmente magnetizables o magnéticamente

suaves se caracterizan porque dicho ciclo encierra un &rea pegue-
na, como se indica en la figura 8.24 (a). Y en contraste, los ma
teriales ferromagnéticos de dificil magnetizacién ¢ magnéticamen-

te dunrcs, poseen un ciclo que encierra un &rea grande como se mues

tra—en_la figura—8.24—(b).

B B

P

(a) (b)

FIGURA 8.24. C(Ciclos principales de histéresis para materiales mag

néticamente suaves (a) y magnéticamente duncs (b).

Es posible demostrar que al llevar un material repetidamente a
trzv€s de un ciclo de histérisis, el &rea encerrada por'la curva
representa la energia por unidad de volumen transformada en calor

en los procesos de magnetizacifn y desmagnetizacién.

En la tabla 8.3 se presentan valores caracteristicos de las pro-
piedades de algunos materiales ferromagnéticos blandos y duros .
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_———— e ——
PROPIEDADES DE ALGUNROS MATERIALES FERROMAGNETICOS

—

1. Materiales magnéticamente blandos o de baja coercitividad

Material Camposicifin aprox. en % oM 2y oercitividad
[T] [A/m]
Hierro purificado 99.95 Fe 2.15 3.98
Qobalto 1.76 950
Niquel 0.62 400"
Sendust 85 Fe, 9.5 Si, 5.5 Al 1.0 4
Hierro-Silicio 97 Fe, 3 Si 2.0 12
Permendur 50 Fe, 50 o 2.45 159
Mo-Permalloy 4-79 79 Ni, 16.4 Fe, 4 Mo, 0.6 Mn 0.85 4
Permalloy 78.5 78.5 Ni, 20.9 Fe, 0.6 Mn 1.07 3.9
Hipernik 50 Fe, 50 Ni 1.50 4.78
Mumetal 20 Fe, 74 Ni, 5 Cu, 1 Mn 0.85 4
Supermalloy 15.7 Fe, 79 Ni, 5 Mo, 0.3 Mn 0.80 0.15
Aleacitn de Heunsler 61 Cu, 26 Mn, 13 Al 0.48 560

2. Materiales magnéticanente duros o de alta coercitividad

Material Camposicién aprox. en $ Retentividad Coercitividad
. IS H
Acero al manganeso 88.1 Fe, 0.9 C, 1 Mn 1.0 4000
Acero al cobalto 64 Fe, 1 C, 35 Co 0.95 20700
Acero al cramo 96 Fe, 1 C, 3 Cr, 0.4 Mn 0.97 5200
Arero al tungsteno 93 Fe, 6 W, 1 C 1.0 6400
Remalloy 71 Fe, 17 Mo, 12 Co 1.05 19900
Alnico I 63 Fe, 12 Al, 20 Ni, 5 Co 1.05 35000
Alnico II 54,5Fe, 17Ni, 12.5Co, 10Al, 6Cu  0.72 43000
Alnico V 51 Fe, 24 Co, 14 Ni, 8 21, 3 Cu 1.25 44000
Alnico VII - 35 Fe, 35 Co, 18 Ni, 6 Al, 8 Ti  0.58 76000
Vectoline 30 Fe,03, 44 Fes0,, 26 Cu,Os 0.16 71000
Platino-Cabalto 77 Pt, 23 Co 0.59 210000
Bismuturo de manganeso 100 Mn Bi - 0.46 290000

TABLA 8.3
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'

Antiguamente éxistia la creencia de gque todos los materiales fe-
rromagnéticos contenfan hierro (de ahf su nombre). Posteriormen-
te se descubrid el comportamiento ferromagnético de otros elemen-
tos puros y, si observamos con detalle la tabla anterior, notare-
mos que algunos compuestos ferromagnéticos no contienen elementos
que sean ferromagnéticos, como son: la aleacibn Heusler y el bis
muturo de manganeso, los cuales estin constituidos por elementos

no—ferromagnéticos. —Es posible también encontrar—aleaciones—de—
materiales ferromagnéticos, cuyo resultado es un material no fe-
‘rromagnético, como el caso de la aleacién 75% Fe y 25% Ni. Estos
resultados comprueban la influencia de la distancia interatémica
en los compuestos, la cual puede o no, favorecer el alineamiento

paralelo de los dipolos magnéticos atémicos.

8.6 CIRCUITOS MAGNETICOS

Existe un grupo particular de problemas que involucran materiales
ferromagnéticos, muy com@in en ciertas 4reas de la ingenieria, en
los cuales es posible aplicar los procedimientos de andlisis desa
rrollados para circuitos resistivos, haciendo analogfas entre es-
tos fenfmenos y algunos gue involucran materiales ferromagnéticos
Para justificar lo anterior, imaginemos un toroide con nidcleo de

aire y enrollamiento uniforme como el mostrado en la figura 8.25.

1

FIGURA 8.25. Toroide de seccién circular de radio a vy enrolla-

miento uniforme.
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Cuando el radio medic es mucho mayor que el radio a de la

m
seccién transversal (r > 10 a) es posible considerar gque B es

uniforme en el interior del toroide y, si obtenemos la circulacién
-

de H a través de la trayectoria de radio r_  indicada en la fi-

gura 8.25, resulta

-+ -+
d;H-dl = HZ =.2nrm H ' (8.51)

Por otro lado, de acuerdc con la ley de Ampere sabemos gque
+ -+
Hedt = I, = NTI (8.52)

y de las relaciones (8.50), H = fi + Ppor lo que
Q

H+dg = L 8.53
@ — (8.53)
pero BA = ¢, , dado que B es aproximadamente constante en to-

da la seccidn del torcide.

Finalmente obtenemos que para esta situacién

Hed? = HL = —= =N I 8.54
fd% = HL o= o=p gy = (8.54)
Ya que la mayor parte del flujo ¢, estdi confinada al interior
del toroide, agquel es anflogo a una corriente que circula en un
anillo conductor. También, sabemos gque la resistencia de un con-

ductor se puede obtener como

——y | (8.55)

Si comparamos la expresién anterior con el coeficiente de ¢, en
la ecuacibn (8.54), notaremos que son semejantes. Es por ellg

que este tipo de fenSmenos se pueden resolver con la analogia co-
nocida como circuito magnético, considerando la existencia de una

nesistencia magnéiica llamada reluctancia y representada con la le
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tra g6tica R ; por lo gque la reluctancia de este circuito magné

tico es R o= 2% (8.56)‘
HoA
[R] _ m _ |A-vuelta | _ 1 - |1
Y u Wb ' Wb " |henry H
— m
A-m :

S6lo resta hacer la analogia del campo eléctrico que produce la

corriente eléctrica, con el campo intensidad magnética_que produ=—

ce el flujo.

’ + o+
A la integral H-d% se le conoce como fuerza magnetomotriz y
se representa con la letra g6tica F , entonces
- <>
F = H-ds [A-vuelta] (8.57)

La ecuacidn (8.54) puede ser escrita como
F = Rey, [A-vuelta] . (8.58)

Después de lo analizado anteriormente, tenemos un procedimiento
alternativo para calcular el.flujo ¢, en el toroide descrito,
que consiste en obtener la reluctancia R por medio de la ecua-
ci6n (8.56), la fuerza magnetomotriz con la (8.57) y el flujo con
la relacién (8.58).

Supongamos ahora el mismo toroide, pero con una bobina concentra-

da, como se muestra en la figura 8.26.

nficleo
I /’, RN
ro \
——tN !
‘ /
\ /.
N Py
e 1
a

PIGURA 8.26. Toroide de seccidén circular y enrollamiento concen-

trado.
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Si el nidcleo se construye con un material cuya permeabilidad u=u,,
el campo g no serd constante en el material y no podré proceder
se-de la manera descrita. En el caso particular, en el que el ni
cleo es de un material ferromagnético, se cumple u >> p, y el

campo es aproximadamente constante; debido a que la magnetizacién

provocada inicialmente en la zona de la bobina, se extiende a to-

do el nficleo.

Como resultado de esta magnetizacidn, el flujo en el material es
mucno mayor gue el flujo gue existe a través del aire y el proce-
dimiento de anflisis del circuito magnético puede ser aplicado
tomando en cuenta, adicionalmente, que la reluctancia de una tra-
yectoria de material ferromagnético no es constante, ya que depen
de de la permeabilidad. Es por ello que debemos conocer la curva
de magnetizacién del material para obtener la permeabilidad p ,
para un valor dado de la intensidad magnética H . Adem&s, en el
toroide con nficleo ferromagnético, entre menor sea la relacién en
tre el radio medio r, vy el radio a de la seccibén transversal
del toroide, menor serd el flujo que se dispersa a través del aire
y por ende, mejor seré la/aproximacién descrita.

En general, los circuitos magnéticos pueden no tener forma toroi-
dal y frecuentemente poseen espacios de aire, llamados entrehie-
rros, los cuales son imposibles de evitar debide al ensamblado de

las piezas ferromagnéticas que los forman.

Con objeto de tener una idea de qué& tan grande puede ser la per-
meabilidad de los materiales ferromagnéticos en relacib6n con la
del aire, en la tabla 8.4 se presentan valores de la permeabili-

dad relativa mixima de algunos materiales ferromagnéticos.
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- PERMEABILIDADES RELATIVAS MAXIMAS DE ALGUNOS MATE-
RIALES FERROMAGNETICOS
Emﬁ
Material Permeabilidad relativa mixima K_
Cobalto 250
Niguel 600
.Hierro (99.8 Fe) 5000
Hierro-silicio 7000
Mumetal 81000
Hipernik 30000
Permalloy 78.5 105000
Sendust | 120000
Hierro (99.95 Fe) 200000
Supermal loy 1000000
TABLA 8.4

En las figuras 8.27 (a) y (b) se muestran las curvas de magnetiz:

cién para algunos materiales ferromagnéticos comunes.
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A continuacifn analizaremos con mis detalle algunos circuitos mag

néticos tipicos.
a) Reluctancias en serie.

Consideremos el circuito magnético de la figura 8.28, construido
con un nicleo macizo de material ferromagnético que posee un espa
cio de aire o entrehierrc de espesor £, » en el cual se desea
conocer el flujo magné&tico cuando se aplica una fuerza magnetomo-

triz F
material

tferromagnético

bobina de —_— __-_-L

N wvueltas

FIGURA B.28. Circuito magnético con entrehierro de espesor Lo

De la expresi6bn (8.57}) sabemos gque
O
F=NTI= (DH-A2 [A . vuelta]

Esta integral cerrada puede ser evaluada a través de la trayecto-
ria media indicada, la cual consta de dos partes, una en el mate-

rial ferromagné&tico y la otra en el entrehierro, entonces

> & + -+ - -+ - (8.59)
Heds = Hf'dlf + Ha.dga = Hfﬂf + Hala .
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donde
He = intensidad magnética en el material ferromagnético
if = longitud media a través del material ferromagnético
H = intensidad magnética enlel aire
2 = espesor del entrehierro.

Combinando la expresidn (8.57) con la (8.59) obtenemos que

NI-= Hfﬁf + Hala (8.60)

De las relaciones (8.50)

y al multiplicar por las longitudes medias del nficleo y del entre

hierro, respectivamente

_ BfAfﬂ'f Ef
Hele = W2 = 775 %
£f°f £ f
BaAaRa 'Q'a
H 2. = = ¢
a a uaAa uaAa a
- pero de la ecuacién (8.56), tenemos
2 2
f a
R = Y R =
f quf a uaAa

aaemés



529

y la ecuacibn (8.60) puede expresarse como
N I= Rf ¢ + Ra ¢ = (Rf + Ra)¢ (8.61)

Como resultado de este anflisis hemos obtenido un circuito magné-

tico con dos reluctancias en serie que puede resolverse mediante
el circuito andlogo de la figura 8.29.

R

_ %f
" FIK# ﬁ.«yea

PIGURA 8.29. Circuito magnético egquivalente al de la figura 8.28.

En algunos problemas pricticos puede ser importante la dispersién

de flujo gue se presenta en el entrehierroc y que se muestra en la
figura 8.30 (a).

(a) ‘ (b)

FIGURA 8.30. {a) Dispersidén de flujo en un entrehierro., (b) Di-

mensiones de importancia en un entrehierro.
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La dispersién de flujo puede evitarse si colocamos la bobina so-
bre el entrehierro. Si esto no es posible, su efecto puede ser {
tomado en cuenta aumentando un poco el valor del &rea para obte-

ner la llamada 8rea aparente.

El cdlculo empirico de esta Area se puede realizar, cuando las
magnitudes a y b (ver figura 8.30 (b)) son mucho mayores que

el_espesor__largi10_vecesfmayores_ofm§s)q—agregando—a—cada~una—de—
las magnitudes a y b , el valor del espesor, es decir

Area aparente = Aap = {a + La)(b + za) Dnﬂ (8.62)
La soluciftn de los circuitos magnéticos es un poco mas compleja
que la de los circuitos resistivos equivalentes, debido a que la
reluctancia de los materiales ferromagnéticos no es constante y
se tendrd que usar la informacidén de las curvas de magnetizacidn,
adicionalmente a las ecuaciones del circuito.

1

La relacién (8.60) puede ser escrita como

F=NI=Hf£f+Ra¢ (8.63)

Como los datos fueron F y las dimensiones del niicleo, desconoce

mes Hf Y ¢ .

Ademis sabemos también que

¢ = BaAa = BfAf hﬂﬂ (B.64)
de donde .
A
- a _ _¢
By = By g0 - e [T] (8.65)

Y de la curva de magnetizacién, se obtendri la relacidn B, con-‘

tra Hf . Uno de los procedimientos de solucidén posibles, es su-

poner un valor para el flujo ¢ , evaluar B mediante la rela-

‘cién (8.65), obtener con el valor de B, Y la curva de magnetiza

cifn el valor de Ho ¥ verificar la estimacién con la ecuaciébn
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(8.63). 51 no se satisface se repite el procedimiento hasta lle-
gar a los valores de ¢ y Hf que satisfagan simultdneamente 1la

curva de magnetizacifn y la ecuacifén (8.63).

Un procedimiento gr&fico alternativo, se obtiene si de la ecua-

cidn (B.63) despejamos Hf y la ecuacidn que resulta es

3

H = F . EE b [ ] (8.66)
£ Ef Rf |
Con las ecuaciones (8.65) y (8.66) se obtienen los puntos necesa-
rios, sobre la gré&fica B; contra H. , para construir la curva

f

(en este caso recta ya que M, = Mo = cte) cuya interseccidn con
la curva de magnetizacidn del material dari la solucién del circui

to magnético. 1

EJEMPLO 8.1

Suponga el circuito magnético de la figura 8.31, construidoc con
dos materiales ferromagnéticos distintos, uno de ellos es una
aleacidn niquel-hierro y el otro es acero-silicio, los cuales se
colocan como se indica en la misma figura. Con ayuda de las gra-
ficas B-H de la figura 8.27, obtenga el valor del flujo, la mag
‘nitud de la densidad de flujo magnético B y la magnitud de 1la
intensidad magnética H en cada material; si la fuerza magnetomo

triz aplicada es

niguel-hierro
o VN T 2cm
et
N=420~ sem
|
' q
f ‘ﬁ& ,
1_ - i e et
! 2
O —7Zf/ 2cm
I=100 mA . o !
] : v |
E 1 : ! acero-silicio
| 1 ] 1

FIGURA 8.31. Circuito magnético formado por dos materiales ferro

magnéticos.
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SOLUCION 4
De la figura 8.31 obtenemos gque

F = 42 a+vuelta, f.l = 14 cm ’ 2,2 = 9 ¢em

Ay = 4 cm? y Ay, = 6 cm 2

Segin las ecua&iones (B.65) yv (8.60) tenemos gue

A

2
,B1 = Bj 2_3:1- = 1.5 By [T] (A)
Y]
. A
Hl = E—Fl.' - Hop '_E' = 300 - 0.543 Ho {-IE] (B)

Aplicaremos el método grdfico propuesto, encontrando los puntos,
en la curva de magnetizacidén B; - H; , que satisfacen las res
tricciones dadas por las expresiones A y B . Con objeto de fa
cilitar el proceso, antes de construir la grdfica llenaremos_la

tabla 8.5 como sigue:

1. Suponemos un valor para B
2. Con el valor supuesto en ! y la curva Bs - Hy se obtiene Hy
3. Con los valores de B, Y Hy y las restricciones A y B ,

se determina un punto sobre la grdfica B} - H)

~

4. Se repite el procedimiento hasta obtener los puntos necesarios

para trazar la curva que representa a las restricciones A y B .

5. El punto de interseccidn encontrado determina los valores de

6. Con los valores obtenidos en el paso anterior se evaldan B,

Hy Y ¢ .

By y H; .
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a A
PUNTO By [T] Hjy [E] Bj [T] E) [m]
| e —— |
1 0.4 61 0.6 260.8
2 0.6 79 0.9 249.2
3 0.8 110 1.2 229.3
4 0:9 133 1.35 214.5
5 0.81 . 112 1.21 228
TABLA 8.5

En la figura 8.32 se presentan nuevamente las curvas de magnetiza-
cidn de los materiales involucrados, con objeto de facilitar la cb

tencién de los valores necesarios para llenar la tabla 8.5.

By [1]

R L LN “IHI!HI!IHI HIHIHIIL IHHEI ’
14 . e | # # |
e ‘%H I ﬁ?m\l el il
B e |
1.0 ; lﬂ:'—mTL 4 8 i\ !
0.8 it \,\‘ | 5
i I |
! ] | A "
C.6 *il " ‘ I =
il i
0.4 ; l il :
i | A i
0.2 T *““!:.’. i': T it f ! igges T ity i HET
-I T 1 il G A
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(ay Hlml

1.2 ! l iﬁnﬂ “m TR e e i
- iH i it H
T _
1.0 T ! i i i 1 L
o0 T il
H 4 :
0.6 i i i
H H
il Hi 3 o
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0.2 Jaii : ;
i:-; I 111 1 i ] ly
1 1 il lil
0 200 300 400 Ja]
(b) Hp 2

FIGURA 8.32. Curvas de magnetizacidén (a) Niquel-hierro y (b) Ace

reo=c311r10 -
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Se observa en la figura 8.32 (a) que la solucidén del circuito, es

decir, la interseccidn de las curvas, se encuentra aproximadamen-

te en el punto B, = 1.2t T y H; = 228 % i Ppor lo cual
B, = 0.81 T , H2=112%Y ¢ = A} B] = Ag By = 0.48 mWb .

b)__Reluctancias-en paralelo

Consideremos ahora el circuito magnético de la figura 8.33 (a)
construfdoe con un solo material ferromagnético y una fuente de

fuerza magnetomotriz F = N I [ﬁ-vuelt;] .

|4

t,ﬂlm_

I -
b
b
(a) (b)
FIGURA 8.33. (a) Circuito magnético con reluctancias en paralelo;

(b) representacidén equivalente al circuito magnético de la figura

{(a).

- -

Con base en el circuito magnético equivalente de la figura 8.33

(b) , se obtiene la ecuacidn siguiente
) F - Ry ¢1 =Ry ¢, = R3 ¢3 (8.67)
La ecuacifn anterior puede ser expresada como

F-H; 2; =H, 2, = Hy 23 (8.68)
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y del mismo circuito obtenemos que

¢ = ¢ + ¢3 (8.69)

- kY

Estas ecuaciones y la informacifn obtenida de la curva dec magnetl

zacién del material, permiten obtener la solucién del circuito ya

sea nfimerica o graficamente.

Compruebe que para el circuito magné&tico de la figura 8.34, se ob

tiene gue

¢1 = 0.118 mWb, ¢ = 0,119 mWb $3 = 0,078 miWb
By = 0.295 T B, = 0.497 T ' By = 0,195 T
— A . A A
L'Il = 650 E H2 = 1600 r—n— H3 = 400 I-T—‘L

_ Wo _7 Wb’ -
py = 4538><107ﬁ up = 306 x1077 — ny = 4875 x 1077

Wb
A-m

Utilice la curva de magnetizacidn del hierro colado dada en la fi

gura 8.27.
_(27;m

2 cm

4
F 8 cm

1

/ 2 Ccm

4 €1

hierrg////
F1=200 A-vuelta

colado
. F.=160 A-vuelta
i s | -t —

2cm]2cm—l 2ecm ' 2cm | 2em l

FIGURA 8.34. Circuito magnético con reluctancias en paralelo

dos fuentes de fuerza magnetomotriz.
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8.7 APLICACIONES DEL CIRCUITO MAGNETICO |

Presentaremos a continuacidn algunas aplicaciones del concepto de

circuito magnético en fenémenos muy comunes en electromagnetismo.

a) Puerza entre polos magnéticos.

Consideremes—el caso—de—un—-circuito magnético-conun—entrehierro

como se muestra en la figura 8.35.

Como resultado de la fuerza magnetomotriz aplicada, se produce un
campo magnético gue a su vez provoca una fuerza que tiende a ce-
rrar el entrehierro debido a la formacidn ‘de polos opuestos en las

caras que se encuentran frente a frente en el entrehierro.

T A

FIGURA 8.35. Circuito magnético con un entrehierro de espesor g
y drea de seccidn transversal A.

Debido a la gran aplicacifén de la fuerza entre polos en diversos
dispositivos electromeci&nicos, analizaremos el procedimiento para

su obtencidn.

Sabemos que la energia magnética por unidad de volumen o densidad
de energia almacenada, en una regidn donde existe campo magnético,
se obtiene como 1

(]

n
TR

%

h =
]

]
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Si el espesor g del entrehierro es pequeno en comparacidn con
las dimensiones (radio o lados) de la superficie A de las caras
polares, es posible considerar el campo magnético uniforme en di-

cho entrehierro, por lo que la energia magnética almacenada es

o
r

U = u Vol (Ag)

]
o=
=
0

Supondremos para nuestro andlisis, que el circuito magnético toroi
dal de la figura 8.35 es perfectamente flexible, con objeto de po-
der evaluar el trabajo necesario para abrir o cerrar el entrehie-
rro. Si aumentamos el espesor de éste una cantidad 4ag y al mis-
mo tiempo aumentamos la corriente una cantidad AI , con objeto
de mantener constante el campo, la energia almacenada aumentarf en

un AUm dado por

_ BZ3a
AUm = 2“0 Ag (8.70)
y el trabajo realizado fue
= 1
wm F Ag {8.71)

donde F es la fuerza necesaria para separar a los pclos una d4is

tancia Ag .

Al despreciar las pérdidas es posible igualar las dos {iltimas ecua

ciones y resulta

- e

_ B?A
De la Gltima expresién obtenemos gue
32 3]
- F =5 [N (8.73)
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EJEMPLO B.2

Un electromagneto tipo émbolo se construye con hierro colado y
"una bobina de 1000 vueltas, com¢ se indica en la figura B8.36,. S
desea obtener la fuerza‘que actda sobre el émbolo, cuando el espe

sor del entrehierro g es de 3 mm y la corriente en la bobina

es 2 A .
1.
b El ancho del
nicleo es 3 cm

T

- 1.5cm
nilcleo {_

bobina'\ 7 cm
[
espesor g

+

1.5cm
1

0.2 mm ,,z/// \\\*-o.2xmn

(entrehierro menor) \\\\ {entrehierro menor)

émbolo movil
FIGURA 8.36. Corte longitudinal de un electromagneto tipo émbolc
donde se observa la colocacidn del embobinado, el cual cubre el e

trehierro.

SOLUCION

Calcularemos primero las reluctancias de los entrehierros menocres

R, despreciando el flujo disperso, ya gque Su espesor es muy pe

1

gquefic y ademds son iguales, por lo gue

R =R = m = 0.2 X 10.-3
m1, 2 m H,A 41 x 1077(4.5 x 10°%)

354 x 103 [H'l]
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La reluctancia del entrehierro principal sera

-3
R = —2L = 3 3710 —— = 2 653 x 103 [H‘l]
Bg  4m x 1077(9 x 107H)

El circuito magnético equivalente es el mostrado en la figura
8.37 (a), pero dado gque las reluctancias de las travectorias a
través del hierro son muy pequefias, en comparacidn con las de los
entrehierros, es una prictica comin despreciarlas y aproximar el

circuito por medio del mostrado en la figura 8.37 (b).

a
R3
+
T : ’ F
Rl F — R
b P m< i L
b 9 . Rq
R Ry Re )
e
£ ' a .9 h
{a) (b)
FIGURA 8.37. (a) Circuito magnético egquivalente al de la figura

8.36. (b) Circuito magnético reducido al despreciar las reluciaﬂ .

cias del nilicleoc frente a las de los entrehierros.

Con base en el circuito de la figura 8.2 (b), ocbtenemos gque

F=NTI=1000(2) 2000 A

f

R =R +R || R =[2653 x 103 + 1 (354 x 103ﬂ B!
. . eq g m m. 2
R = 2830 x 103 wu~!
eq
F 2000 _
® = R__ = 7830 x 103 _ 0-707 mwb

¢ _ 0.707 x 10-3
x 0 x 10-4
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De la expresidn de fuerza obtenida, (8.73), tenemos gue {
2 2 -4
B<A {0.79) {9 x 10™ %)
F = = .
T 247 x 1057 220.8 N

b) Cdlculo de inductancia en presencia de materiales ferromagné-

ticos.

Debido a que la permeabilidad de un material ferromagnético no es
constante, la inductancia de una bobina o solenoide con nficleo fe

rromagnético variard con la corriente aplicada.

Analizaremos primero el caso de un inductor con niicleo ferromagné
tico, como el de la figura 8.38, al que se le aplica una senal de

corriente senoidal de tipo i = Im sen wt .

_z/g_cm
nicleo 2 cm
ferromagné-
tico ~ ﬁ
~ I 3
bobina 4 cm
"‘-..____—_
|
) T
2 cm
mm
X
P PR
2 cm 2 cm 2 cn{-1

FIGURA 8.38. Inductor con nicleo ferromagnético.

{

Del capitulo anterior sabemos que la definicibén general de induc-

tancia propia es
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Ya que se forma un circuito ferromagnético, es posible despreciar

el flujo disperso y la ecuacién anterior puede escribirse como

- dé¢
L=NgF [H] (8.74)
también se cumple que
d¢ = A dB y N di = & dH

Por lo gue la exﬁresién de inductancia propia queda

_ N?A 4B ]
L=T2 E fu (8.75)

La aplicacifén de una corriente senoidal al inductor, llevaréd el
material a través de un ciclo de histéresis como el mostrado en
la figura 8.39 y éste se repetirf durante cada ciclo de la corrien

te.

recta .con pendiente
promedio;

promedio

T———== recta tangente a la
. et

curva en P

con pendiente: _ 4B

dH

H=H
P

FIGURA 8.39. Ciclo de histéresis producido en el nicleo ferromag

nético del inductor, cuando se le aplica una corriente senocidal,

Para un punto P cualquiera, dB/dH representa la pendiente de
la recta tangente a la curva de histéresis en ese punto, como se

indica en la figura 8.39.
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También se puede observar gue la derivada dB/dH , evaluada en
el punto P , es muy distinta a la pendiente de la linea que va
del origen al punto P y que representa la permeabilidad del ma-

terial en dicho punto, es decir

P

Wb
[Kﬁﬁ} (8.76)

Para poder calcular con la expresién (8.75) un valeor de inductan-
cia, se obtiene el valor promedic de dB/dH , el cual, permitiri

obtener un valor promedio de la inductancia.

Por tener dB/dH unidades de permeabilidad, se le conoce como
permeabilidad diferencial y en este caso su promedio puede ser ob
tenido féacilmente con la pendiente de la linea gque une el origen
con el punto de miAximo valor de campo en el ciclo, como se indica

en la figura 8.39, por lo que

B
po= g% = = para el ciclo de interés (8.77)

p H
promedio m

-

¥ la inductancia promedio LP seri

LP=E§—A11P [H] ‘ (8.78)

Utilizando la informacién de la curva de magnetizacién del acero
colado; un nficleo como el de la figura 8.38 y una bobina de

N = 800 vueltas, compruebe que la inductancia promedioc es:

Lp =909 mH si I = 0.5 sen 120 nt Yy el niicleo originalmente no

posee magnetizacifn.

Otro caso frecuente es el de un inductor al cual se le aplica una
corriente directa formeZa por un término continuo I, y un térmi
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no de alterna ia = Im sen wt donde I, >> I, como se indica en

la figura 8.40.

I +I sen wt
o m

"
[ ]
o
+
H
]
m
=]
€
(a g

FIGURA B8.40. Corriente directa i

Si consideramos el material originalmente desmagnetizado, la apli

cacién de la corriente continua I, 1llevari al material sobre 1la
NI
curva de magnetizacidén hasta un valor H, = _fi y la aplicacién

de la sefial senoidal haré que el material siga un ciclo menor de

histéresis como se indica en la figura 8.41.

B[T]

A

m

o]

FIGURA 8.41. Curva de histéresis en un material ferromagnético,

producido por una corriente directa como la de la figura 8.40.
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Notar otra vez, que el valor de la permeabilidad en el punto

(H,, B,) es diferente a la permeabilidad promedio, &sta Gltima ‘
este caso, se calcula con la pendiente de la recta que une a los
puntos extremos de la curva, senalados como x y y en lahfigura

8.41, entonces

(8.79)

2e
i

B>

e

promedio

Debido a la forma en que se obtiene esta permeabilidad, se le co-
noce como permeabilidad incremental, por 1o gue cuando la bobina
de la figura 8.38 se excita con una corriente directa del tipo

descrito, seri necesario obtener una permeabiiidad incremental My

como

My = %%.para el ciclo menor de histéresis de interés (8.80)

y la ecuacién (8.75) puede expresarse como

L, = — My [HJ (8.81)

l
En un caso mis general, en el cual los circuitos magnéticos sean
m&s complejos, se deber& obtener la reluctancia equivalente del

circuito-y las expresiones de inductancia propia y mutua serian

L= % (5] (8.82)
M = E]-I—s—z [H] (8.83,

Para obtener el funcionamiento adecuado de un inductor con nficleo

ferromagnético, es necesario que los nficleos sean construidos con
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un conjhnto de l&minas aisladas entre si, con objeto de reducir
las corrientes inducidas en el nGcleoc producidas por las variacio

nes de flujo a través de E&l.

Estas corrientes llamadas corrientes de Foucault, producen pérdi-
das en el nficleo por efecto de calentamiento y s6lo se presentan

con corrientes variables,
c) El transformador con nicleo ferromagnético
Los transformadores précticos poseen un nidcleo ferromagnético la-

minado que forma un circuito magnético. La figura 8.42 muestra

un caso tipico.

N |
o=l
| | "

FIGURA 8.42. Esquema de un transformador con niicleo ferromagnéti

co.

En el capitulo seis se encontré que para el transformador ideal se-

cumple que

v N
1 _ 1
v, = ﬁ; (8.84)
i N
1 2
— = T (8.85)
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-
-

La representacidn simbblica del transformador de la figura 8.42
es la mostrada en la figura 8.43, donde las lineas verticales en-
tre las bobinas, indican que el transformador posee nficleo ferro-

magnético.

e -3 N = relacidn de

transformacidn

FPIGURA 8.43. Representacidn simbdlica de un transformadcr.

EJEMPLO 8.3

El transformador de la figura 8.44 posee un nicleo ferromagnético
laminado de acero-silicio. Considere gue el coeficiente de aco-
plamiento k es aproximadamente 1 Y gque la resistencia de las
bobinas es despreciable. Si la corriente en el primario es

iy = 0.08 sen 377 t A , obfenga:

a) La representacidn simbdlica.

b) La inductancia propia del primario.
c¢) La inductancia mutua.

d) Los voltajes inducidos V y V

ab cd *
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) —_——
2cm . '
4cm & :::::://’ "‘““ﬂgg’
M= 6000 — __,____—-———% N, = 1200
1 —— E%
— il
b-—?/ — | "
— |
. _,//EEm
2cm 2cm 2cm
—————t——f

FIGURA B.44, Transformador con nidcleo laminado de acero-~silicio.

SOLUCION

a) La representacidn simb&lica es

ae v 5:1 . C
. .
+ 11 - ® 2
+
v
1 [ ( V2
-— . -
- be - o d
Come k = 1, 1la relacidn de transformacién es igual a la rela-
cidn de vueltas por lo que N = Nij/Ny = 35 , ademas debemos notar

gque las marcas de polaridad son opuestas al transformador de la

figura B8.43 debidc al enrollamiento relativo de les devanados.

b) Para obtener la inductancia propia es necesario calcular pri-
mero la permeabilidad promedio Mp por medio de la ecuacidn

(8.77), entonces
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{ "m 6000 (0.08) A
= = = 2400 —
Hm 0.2 m ‘

De la curva de magnetizacidén del acero-silicio obtenemos gue para

A
Hp, = 2400 o B, = 1.48 T por lo que
_ t.48 _ -y Wh
pp = 5405 ° 6.167 x 10 o
y de la expresidn (8.78)
2 2 -l
_ N€A _ {8000) {4 x 1077) -4y
L= == n, = 5.3 (6.167 x 10™*)= 44.40 H©
c) De manera semejante
N.N_A
_ 172 _ (6000) (1200) {4 x 10~%) —uy_
M= —— My = 0 32 (6.167 x 107 *)= 8.88 H

ﬁotar gue £ no es la longitud de la bobina, sino la longitud me

dia del circuito magnético.

d} Los wvoltajes inducidos son

di

1
v = L

il 3t = 44.4 (0.08B (377) cos 377 t)= 1339.1 cos 377 t

y con basé—en la ley de Lenz

v = + 1339.1 cos 377 t '
ab
dil
Vi, < M 3t = 267.82 cos 377 ¢t
o también
v = 1 v = 267.82 cos 377 t
iz 5 i1 '
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y con base en la ley de Lenz, o bien basados en la posicidn de

las marcas de polaridad, obtenemos

Veg = -267.82 cos 377 t

PROBLEKAS

B.1 Considerando que la Orbita del electrdn de un dtomo de hidrd
geno es circular, concéntrica al niiclec, de radio r = 5.3 X10'11n“
y gque su velocidad angular es constante; determine la magnitud del
momento dipolar magnético producido por el electrdn, debido a su

movimiento orbital.

8.2 E1 dedterio {fD) es un isdtopo del hidrégeno, el cual po-
see un neutrén dentro de su nidcleo. Considerando por separado las
particulas subatémicas que constituyen al deuterio (protén, neu-
trdn y electrdn) determine la magnitud del momento dipolar magnéti

co de cada una de ellas debide al giro scbre su propio eje.

8.3 Suponga gue el momento dipolar magnético neto de un atomo de
fierro es 9.1 x 1072% Am? y considere que en un gramo de la
misma sustancia, existen 3 X 1023 Ztomos. Para una muestra de
fierro en forma de paralelepipedo rectingulo, de masa 50 gramos,
colocada dentro de un campo magnético g como se muestra en la
figura P8.3, determine la magnetizacién maxima que puede ocurrir

2}

en el blogue.

wi |

X Volumen del blogue = 6.345 cm’

Figura P8,3
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8.4 En la figura P8.4 se muestra un solenoide largo con nicleo
ferromagnético y devanado uniforme. Al medir el valor del campc
magnético en el extremo se obtuvo gque B = 28.85 mT , cuando

I =2 A en la direccidn indicada.

Considere la magnetizacidn uniforme en todo el niicleo y calcule:

a} La magnetizacidn_del_nicleo.

b) La corriente de magnetizacién.

¢} Los vectores intensidad de campo y densidad de flujo magnéti

cocs en el centro del solenoide.

12cm

.--1

J. N = 1800

A ———a

// nﬁc{eé ferromagnético
I

Figura P8.4

8.5 Suponga gue un imidn de barra como el de la figura PB8.5, po-
- M -+ ~ A
see una magnetizacién uniforme M = 1500 y o y calcule los vec
-+ -
tores B y H para los puntos A, B y C.

. 10cm »
; . :
I .
- : :
-- N N _Z 0.6cm a
l.ZCm}: e : T—
! ]
- ! l
' | . |
A : 1 !
I
5cm : : 6om
[} 1
[}
X Y l _______ ?Eﬁ. ______ :
B c

Figura P8.5
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8.6 Considere un arreglc de toroide de enrollém;ento uniforme vy
bobina, con las dimensiones mostradas en la figura P8.6 y calcule
la permeabilidad, la permeabilidad relativa y los vectores magne-
tizacidn, intensidad de campo e induccidn magnética en el centro

de la bobina, para los casos siguientes:

a) Nicleo de aire ()(m‘1 = 0.4 x 10°6)

b) Nidcleo de platino (¥ 290 x 10-9)

m2

c) Nicleo de bismuto (¥ -170 x 10~ %)

m3

Calcule también para cada caso la diferencia de potencial induci-

da ny maxima si la corriente del toroide va].e:i.t = 0.8 sen 377 t A.
z
ri= 4 <¢m
b

rs.= 5 cm

b=1cm

Nt= 1600

Nb= 60

i,= 2 A

Figura PB.6

8.7 El niicleo toroidal de la figura P8.7 estd construido con ace
ro colado. 8i la bobina posee 400 vueltas y la corriente a tra-
vés de ella es\de 0.5 A , determine con ayuda de la curva de mag
netizacidn del material lo siguiente:

-+ -+
a) Las magnitudes de los vectores B y H en el nlicleo.

b) El flujo magnético a través de la seccidn transversal del ni-

cleo.
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c} La magnitud de la magnetizacidn en el nicleo. |

4a) La permeabilidad y la permeabilidad relativa del material para

las condiciones del problema.

e) La energia almacenada por .el arreglo.

acero colado

H

]
i

>

cm

o
1
N

cm

Figura P8.7

8.8 Utilizando el concepto de &rea aparente para el entrehierro
del circuito magnético mostrado en la figura P8.8, calcule la co-
rriente necesaria para obtener un flujo magnético, en dicho entre

hierro, de 0.3 mWh .

hierro
colado

Figura PB.8
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|

8.9 Se tiene un circuito magnético construido con dos materiales
ferromagnéticos distintos, como el mostrado en la figura P38.9;
utilice la informacidén de las curvas de magnetizacidn de cada ma-
terial y obtenga el nimero de vueltas necesario para que el flujo
a través del acero colado sea ¢a = 0.4 mWb . Calcule también las

-+ -
magnitudes de B y H en cada material.

hierro colado

acero
colado

2cm .

Figura P8.9

8.10 Suponga gue en un circuito magnético como el de 1la figura
P8.10, construido con acero laminado en frio, se desea calcular el
flujo magnético, la intensidad de campo y la densidad de flujo mag
netico en el entrehierro vy en cada brazo del nicleo. Utilice 1la
informacidn de la curva de magnetizacidn del material y el concep-

to de drea aparente.

g = 2 mm
I,= 2 A
I,= 1 A
Ny= 1175
N,= 2335
acero
2am ; 2em  3cm  2cm |_2GRJ laminado
1 1] L] 1 T iy |
en frio

Figura P8.10
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8.11 Se desea obtener ‘el nimero de
del electroimdn de la figura P8.11,
vantar un pes¢o toctal de 50 kgf con

dere un nicleo construido con acero

vueltas necesario en la bobin
para que @ste sea capaz de le
una corriente de 4 A . (Consi

colade y una longitud de los

entrehierros de 3 mm . HNo desprecie la reluctancia del nidcleo

frente a las de los entrehierros.

|

3 cm

2 cm

b

50 k
[ ' !+- gf.4’/§Acm

3 am ‘2 cm 3 am

Figura P8.11

B8.12 Se desea construir un inductor, utilizando el nidcleo lamina

do de acero de transformador mostrade en la figura PB.12 . La in

ductancia promedioc deseada es Lp =

1.2 H cuando la corriente es

i = 0.4 sen 120Tt A . Considere que el nicleo originalmente no

posee magnetizacidn y determine el nimero de vueltas necesario pa

ra la bobina.

“

T
. acero de
2cm bobina transformador
- - -!L \ |
3cm h

F\\

-2cm

Mh P '

Figura P8.12
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B.13 La figura P8.13, muestra un transformador con un riilcleo la-
minadoc de apero-silicio. Desprecie la resistencia de las bobinas
e indique cuanto debe valer la inductancia promedio del primarioc
si se desea una corriente en el primario ip = 0.1 Y2 sen 120 =t
cuando se conecta a una diferencia de potencial Vp==vab==120 /2

sen 120 wt . Considere un coeficiente de acoplamiente entre las

bobinas del primario y del secundario de k = 0.85 vy determine
cuantas vueltas se deben enrollar en cada bobina para obtener un
voltaje en la salida Vcd = 6 Y2 sen 120 7t : cuando las condicio

nes en el primario son las enunciadas con anterioridad.

A r/Zgr-n

i 2cm
p III |
R : nlifl ¢ 1
+ a ) ] < 5
= T cm
vp ab ¢ou-—
<_____,_____-.. L
Cr-—-—-—“' d
- 4 ! i
be—] ! P
2cm
; 1
V am—
2cn 2am  2cm s ‘cd
r L A -

Figura P8.13



APENDICE A

ANGULO sOLIDO

Como antecedente para entender el significado de un &ngulo sdlido,
recordaremos la forma de evaluar el &ngulo subtendido por una cur

va en un punto. Consideremos_la curva-plana—T—y—el-puntc P

mostrados en la figura A.l1, donde o es el &ngulo subtendido por
la curva T en el punto P , el cual puede ser evaluado cbser-
vando gque la proyeccifn de d& sobre la perpendicular a r , es
decir dL sen 6 , es igual al arco dé circunferencia rda , es
por ello que podemos escribir que

d fsené =rdo

\
| .\
E curva I''
0 < i —
//
P ! /
\ J
S~
FPIGURA A.1. El angulo & es el subtendido por las curvas I''y T'

en el punto P.

Debemos notar adem&s que el &ngulo es subtendido en P , también
por la curva TI' y por cualquier otra curva que una los puntos

a y b.
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Si el punto P es un punto interior a una curva cerrada cualquie

ra, el &ngulo seri siempre de 27 radianes (rad) y si el punto

se encuentra fuera de una curva cerrada cualguiera, el &ngulo sub
tendido serd cero.

Consideremos ahora una superficie

S ¥ un punto P , como se

muestra en la figura A.2, en la cual se indica también un cono
diferencial con vé&rtice en el punto
proyeccién del drea dA

tud es d4A cos 8

P y gque tiene por base la

interceptada por dicho cono, cuya magni-

superficie §

AV \\\‘

FIGURA A.2. Diferencial de ingulo s&lido ag

' subtendido por
la superficie dA en el punto P

Definiremos como dngulo sélido diferencial subtendido por la su-

perficie dA en el punto P el cociente del &rea proyectada so

bre el plano perpendicular al vector radial t

¥y la magnitud
del radio r al cuadrado.

Usualmente el &ngulo s6lido es representado con la letra omega ma

ylscula § vy se mide en esterradianes sr por lo gue

A -+
aa = da cc2>s 8 _‘r-g.A [sr]
r r
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donde r es la altura del cono diferencial con vértice en P vy
base dA cos 6 .

El dngulo sbélido subtendido por la superficie S , es

Q= dh cos § [sr]

Con objeto de aclarar esta idea, consideremos una superficie ce-
rrada esférica de radio r, Y Supongamos que se desea evaluar el
dngulo s6lido subtendido por -la esfera, en un punto P gque coin-

cide con su centro, como se indica en la figura A.3.

superficie

esférica

[

PIGURA A.3. Para el caso particular de una esfera concéntrica con
-+ -~
el punto P , los vectores dA y r son colineales.

-
Para este caso, el coseno del &ngulo que forman los vectores dA y

r es igual a uno y el radio es constante, por lo que

-
[}
H
orol""

dA = f% {dn rz) = 4r sr

Aunque este filtimo resultado ha sido obtenido para un caso espe-
cial, es f&cil suponer que es vilido para cualguier punto interior
a cualquier superficie cerrada. Para un punto fuera de una super-

ficie cerrada el &ngulo subtendido seri siempre cero.



RESPUESTAS

capfruo 1

1.1 P,y = -Fy, =(- 72 & - 54 § )N
- ~ ~ 3 N

1.2 a) E, = (50 % + 25 §) 10°

- " - A g N

1.3 E, = (-33.75 % - 17.08 y - 714.31 2z) 10° 7
-+ - ’ ~ " N
EQ = (-11.79 x + 33.95 y - 17.08 z} 106 c
> - ~ ~ N
E, = (-10.39 & + 37.4 § + 11.88 32) 106 F

-> 5 A N
EA = -1.976 x 10° y z
-> ~ A L} N
EB = -(18.147 ¥ + 6.977 z) 10 c
B) E_ = -886.92 §
) EC = -8 . Y E
-+ - _ A E
EC = -888.89 vy z
1.5 A) a=3ecm
B) E. = 7% N
) EC = 0.138 X -C-
+I _ ~ E
Ec = 00,1389 x c
+
= 6 ¢ N
1.6 A) EA = 17.09 x 10° vy C
-+ ~ N
= 6 =
EB 9.94 x 10° vy c
-5 ~ N
= L Rl
EC 2.24 x 10t y G
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B) 5.2% , 80.9% y 81 643.7%
C) 22 740.4% , 26.22% y 0.4%
1.7 onsitiva = 0.03 uC
N
1.8 aA) E=0 B) E = 1500 3
= N _ N
C) E = 3000 & D) E= 750 3
1.9 A) V, =9kV, V, =4.649 kv
B) Vg, = -4.351 kv
C}) Uz = -35,498 uJ
D) V, =8.454 kv , V, = 4.103 kV y V. = 4,351 kv
1.10 &) o __ =0 o, = -0.982 XC
* ext ’ int ' m2
B) V=V, =0, V_ =V
C) V. =5x 103 v
ac
1.11 U = -6.6 J
1.12 Vv, = -10.58 kv
1.13 a) a.l V_ = 1.58 x 108 v , v, = 1.56 x 108 v , V= 19.625 kv
a.2 V_ = 662.7 kv , v, = 561.2 kv , V= 101.5 kv
a.3 ‘va = 12.799 kv , v, = 10.666 kv , V= 2.133 kv
B) b.l V_ =20 kv
b.2 V.. = 2,135 kV
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1.14 A) V_ =0, Vv, =-120V
B) o3 =0, op=-361.03 25, o5 =200.57 28 4, =0
m m
C) q = 34.026 nC
+ -~
D) E_ = -40.831 £ ¥
m m
1.15
Ex

1.6 v, =0, V_=-2,197 kv
V.=0, V_ =1.609kv
1.17 E, = -78.988 § &
E, = -22.567 § K
EC = 26,326 y %V

b) 6uF

¢} 9.6uF
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b) Q1 =05 = Q2 + Q3 + Q, = 86.4 uC
c) U; = 0.311 mJ
d) Vig=24V
e) QT = 86.4 puC Yy UT = 1,037 mJ
2.4 a) Dos capacitores convenientes a 25 V en serie
b} Un arreglo como el mostrado con: C; a 100 V ,
C, a 25V Y Cy as0vVv.
——=C2
cy, /==
=—C3
2.5 a) Q _ =7.5uc, o =2.65x10"% &
mi . ml m2
= = -5 C
b} Q5 30 uC , g ., = 2.65 x 10 2
R = = = =5 —C
2.6 nyl 750 Vv , nyz 1500 v , o 2.65 x 10 -
2.7 a) o = 8.496 LS
m2
= pC
— -12 _C% = 3
c) e = 35,4 x 10 el Xe™
d) U=20.255m y u=1.02 L
3
m
e) Vv = 4 kV

abm



2.8 a) A = 0.113 m?
b) r; =8.98cm, r; = 9 cm
¢) r; =9.,48 em, r, = 9.5 cm
2.9 a) Mica
b) Polietileno
2.10 Papel
2,11 a) Papel, A = 0,113 m?
b) Mica, A = 0.087 m?
2.12 a) 17.54 nF
b) 8 kv
2.13  a) Eb = 800 § %% , Em = 531.8
b) 35 = 26.9 ¢ i%
c) Bb = 33.98 ¢ i%'
a) up = 13.59 5
2,14 a) C = 0.152 nF
b) V_ = 5493.1V
c) U =1,094 ud
2.15 C = 0.0507 nF

It

1202.3 ¥y

565

kv
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capfTuro 3

Ll

-
3.1 J = 268.16 x

B

, I =1.314 mA hacia la derecha

3.2 a) 50 x 1015 electrones

b} No
= mm = i = mm
3.4 a) J = 96.316 =2
m
, my
b) E = 1.657 -
= mm__
c) Vp = 0.431 Tinuto

d) u = 4.335 x 10~3 §%§

e) ny = 66,28 mV
3.5 R=10.50, o= 266.67 x 103 %
3.6 R = 0.012 @
3.7 R = 2206.4 Mp

3.8 a) R, = 295.28 @

348.03 @

b) Ryg

c} 413.97 @

o)
w
o

H

3.9 a) 8Sin considerar dilatacién R = 0.3784 0
b) Considerando dilatacién R = 0.3781 @

c) Error 0.068%
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R = 250, 333.3, 500, 600, 750, 1333.3, 1500, 2000, 2500,

3.10 T = 27.5 °C
3.11
3000 y 4000 q
3.12 a) 33 @
b) 50.66 @
c) 18.06 @
d) 24 g
3.13 Rmin = 28.8 k2
3.i4 a) R = 144 @q
b) Costo $175.68
c) Ahorro $87.84
3.15 a) r, = 10
b) 8.45 vV
c) R = r.
carfTtuo 4~
4.1 Vab = 60 V , Vbc=36V
Ty, = 32, I, =0.6A
4.2 a) abmiyx = 32-86 V

b) R,
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4.3 a) V3 =7.5V, Vug=45V, Vg =-22.5V , V3, =-5V
b) si v, =20
Vi =25V, Vg=-21.5V, V;=-17.5V, Vg=-23.5V
Vs ==20.0V, V4 =-17.0V y V3=-5.0V
4.4 ny = 11.8 V
4.5 Potencia suministrada por E; = PSl = 111.62 W
Potencia almacenada por E, = PA2 = 8.6 W
Potencia suministrada por Ej3 = PS3 = 13,18 W
4.6 a) 86lo la fuente 1, P =5.76 W
b) 86lo la fuente 2, P =.1.0 W
c} Conexibn serie, P=23.31W
d) Conexibn paralelo, P = 7.11 W
e) Fuentes equivalentes
i]— 10v iT—-1--6—v
3
4.5¢ 10
serie paralelo
4,7 ny medida © 7.958 v
Il medida - 32378 ma
% de error en ny = 0.52 %
$ de error en I; = 1.55

%
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4,8 Circuito A
: sz_
Rl = 20 Q
]
RyT R, = B.33
T Ii) Ppy > 3.2 W
| bFl "2
PRZ > 3 W
r(

4.9 Circuito
o o f"\J

Ry = 10 &
L Q Yy
E ' R
,'v 2 PRl > 2.5 W
P > 1.0W

R2

r .
-
er :@ Fusible de 1 A

4.10 V_, = E - R3i,

iy = 0.5 e70-05 * ma 0 <t«<30s
i, = 0 30 <t < 70 s
i; = 0.447 7005 t-ma t>70s
Vg = 100 (1 - e~0:05 &y vy 0 <t<30s
Via = 77.687 V 30 < t < 40 s
Vg = 77.687 e70-1 £y 40 < t < 60 s

t' =t - 40
V , = 10.514 V ' 10 < t < 70 s
Vig = ;89.486 e=0-05 " 4+ 3100 V Tt > 70 s

t" =t - 70
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4.1 Vv =V +V _=33.207V
V., = 17.468 vV
V. = 15.739 v
_ 1 2 _
4.12 U ==Cv® = 373.82 mJ
c 2 c .
U, = R 12 dt = 490.84 mJ
o
U, = | E1dt = 864.66 mJ
v
cAPfTuLo 5
5.1 v=23003:D0
5
i
-
5.2 B, = (=3.072 % + 3.072 § - 4.096 Z) 10"18 ¢
+ -~
B, = -14.22 x 10-18 £ 7
§C =6 x 10-18 & 7
-
B, = 0
5.3 B=10.8T, B =x
5.4 a) V. =1.916 x 106 [
min =
V.. =9,581 x 106 2
max S
b) m; -.m = 2m1
+ -~
5.5 B, = 23.09 % yT
B, ={57.73 2 - 20 §lut
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B, =[57.73 2 + 20 g]ur
B =[9.9 & - 15.24 §]ur

5.6 Valores de B en uT

5.66 2
7.74 2
22.36 2
-10.86 2
+ -~
5.7 B, = -8.533 ¥ uT
-3 - -] :
B, =[-8.421 § - 2.839 Z|uT
+ -~ IA
B, =[-3.611 3 - 6.946 i|ur
+ )
B, = 4.632 y uT
5.8 I = 66.85 A
- p N I a 1 1 X
5.9 B = - 522 /2 + 5.2 7
= . e - 2
2 [4+ay+y2] [4 ay+y]
+ "~
5.10 B, = 41.32 X mT
+ ~
B. = 40.68 x mT
B
+ i ]
BC = 20,66 x mT
+ )
BD = 1,02 x mT

580 wvueltas

()]
[
N
1))
=z
|

g
B
"

0.875

c) Bc = 7.218 mT , Be = 3.636 mT
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5.12 B =10 r <r
u°I r2 - rf
B = ry ¥ <1
27r r% - r% .
p I
B = -2 r >rp
2nr -
5113 a})' B tn = 20 mT , Bméx = 26.67 mT
b) ¢ = 6.9 uWb
5.14 ¢; = 19.74 uWb
po = 0
uol b sec 61
'5.15 ¢, = in = 141.43 nWb
21 sec 6,
¥, I b r,
$p = fn — = 109.95 nWb
27 r;
¢, = $1 *+ ¢2 = 251 nWb
-+ Fa)
5.16 F,; = 160 $ uN
- -~ A
F, =[-49.2 § + 73.8 Z)un
-+ - n
F3 = -Fh = 23.6 x uN
+ ~
5.17 p_=-32y mA -m?
T = 288 z mJ
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capfturo 6

6.1

6.3

a)

d)

e)

a)

b)

c)

d)

a)

b)

c)

d)

e)

6, = 1.25 mWb

No, porque %% = constante

i =12 en el sentido de las manecillas del reloj

E=2.67 x 100 Vv _.de a hacia 4 -

-+ -8 ~
Fbc = =-3.56 x 10 Yy N

P=3.56 x 107 W
Invertir la velocidad de la barra

Invertir el sentido de ic

Mover conductor y bobina de tal forma que la velocidad

- + ~
relativa sea v = 10 y
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AB

uoicz Vbct + 0.22
6.4 a) ¢ = 57 in T
be
by é(t) = 7.985 uWb
t = 0.015
"
c) 1i=1.21 x10"%Aa | Y
6.5 V. = -1.12 x 103 cos 377 t
Xy
6.6 V = =-8.79 sen 314.2 t
Xy
(wB )2 7 g R '
6.7 a) P = 15 [W]
b) PR = 70.8 W
c) Pr = 1.64 W, 2.3 % aprox.
6.8 a) Direcciones % o -x
b) w = 6000 X24 . 955 Tev
s s
Si ﬁ = x si ﬁ
-> >
s £
6.9 a) Vv = =254.5 sen ut



b) Vap V]
254,51 ~—=————>
1 m
¢ | | (rad)
i T Nzm tsm 6 [rad
AN N’z_
-254.57 <= - m - =
I
ety Lot
] 1 | 1 |
| | i 1 |
1 1 ' ' ‘
254.51 A<= ><cd—
| | 1 | I
Y LY
T w31 2t Sm & [rad]
2 2 2
capfTuro 7
7.1 L = 495 pH
7.2 N = 1000 wvueltas
d . = 0,377 mm
max
7.3 M = 3.2 mH
7.4 M = 1,61 pH
{
7.5 M = 37.54 mH
7.6 Lc = 449 nH
Ld = 52}_nH
7.7 k = 0,77
Le = 15.45 mH
. . _ _r
7.8 a) 1L1 = 1L2 = 3.235 sen (120 =t 5 } mA
v = 8.049 sen 120 #nt V
XY

v = 1.951 sen 120 7t V

575
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b) iI‘“1 = -3,991 cos 120 mt = 3.991 sen (120 =t -
iL2 = -7.829 cos 120 nt = 7.829 sen (120 =t -
\Y = 10 sen 120 st V
Xz

b) ab 0.5V 0 <t < 20 ms
Vip = -0.25 V 20 < t < 60 ms
V=0 60 < t < 70 ms
cq - ~0.283 V 0 <t < 20 ms
V g = 0.141 V 20 < t < 60 ms
Veg = 0 ; 60 < t < 70 ms
c) ;max = 5 mJ
7.10 i(t) = 6(1 -~ e 4t ) t >0
V., = 6(1+ et t >0
Vi = 6(e7*t - 1) t >0
7.11 i=10'(1—e't) A-Oit<1s
v, =20 (1 -e 'ty v
Voo = 20 et v o

{

to| =3

o) =
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i=6.321 e "1 A <t<2s
= -t = £t -
v, =12.642 e"f1 V £,
V., = -12.642 e"t1 Vv < t; «<1ls
be . -
i =(10 - 7.675 e t2)a <t <3s
v_, =20 ~15.35 e t2)v ty = t -
V. =15.35 e  ©2 v <t, <1s
be -
i=7.176 & ©3 A <t<ds
= -t3 = t -
v, = -14.352 e %3 v <ty <1s
be it
i =(10 - 7.360 e ““)a <t<5s
vV . =(20 -14.72 e Y vy ty, = t -
ab
, -t
vV . =14.72 e " v Sty <ls
i=7.292 e %5 A <t <6s
= ~ts = £ -
Vb 14.584 e v tg = t
V. =-14.584 e %5 v <ts<1s
be —_
7.12 a) V. = 83.26V
ac
b) U, = 2.949 J
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7.13 i =(1 - e~1%¢) A 0 < £ < 40 ms
V, =V, =10 v
V. =V, = 4 e"l0t v
s Xy -
. -1lot, B
1p—329.68e ma 40 < t < 80 ms
V, =V, =0 v ’ tp =t - 40 ms
V. =V __ =-1.319 e~!0t1 vy 0 < t; < 40 ms
s Xy - -
i, =(1000 - 779.0 e719%2) ma 80 < t < 120 ms
Vp=Vab=10 Y ty = t - 80 ms
V. =V_=3.116 e~ 10t2 v 0 < t, < 40 ms
s Xy J _
- . :
i, = 477.82 e~10ts3 mA 120 < t < 160 ms
Vo = Vap =0 v ty = t ~ 120 ms
- - - -1ot3 ‘
Vg ny 1.911 e v ] 0 <tz < 40 ms

i, =(1000 - 679.0 e"10%% ) ma 1 160 < t < 200 ms
Vp=Vab=10 \Y ty =t - 160 ms
V.=V, = 2,716 710ty vy 0 < ty < 40 ms
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cAPITULO 8

8.1 P, = 9.27 x 1072% p.m2

8.2 a) pﬁp = 1.409 x 10726 A.p2
b) p_, = -0.974 x 10726 A-mz
¢) P, = =927.1 x 10726 A.m?

B.31 M = 21.513 %% ‘

8.4 a) M = 15.916 %%

b} Im = 1200 A-vuelta

c) H = 30 %% , B =57.7 mT !
H =2.05 o2 B = 2.58 ¥ uT
85 HA—‘-. yﬁ A— . yu -
HB—-.—2.43yﬁ BB = =-3.05 y uT
= ~ -~ > -~ -~
H, =(-0.61 § - 3.13 3)® B, =(-1.26 § ~ 2.40 3)pT
C m C
+ ~
8.6 M, = -4,527 z WA , V.., = 12,922 mv
m xyl
-+ ~ A
M, = -3.282 2 A . V. . = 12.925 mv
oL m Xy2
- ~ A
My = 1.924 £ 2 , Vieys = 12.919 mv
A
8.7 a) H=1061.03 2 , B=1.16 T
b) ¢ = 464 uWb
o) M= KA

922 —
Som
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8.8

8.9

d)

e)

B
g

1

1

p = 1.093 x 1073

46.4 mJ

]
n

1.25 A

86 vueltas

= 1.36 T ,

Brazo central

L
p

~

1024 wvueltas

864 wvueltas

= 3.183 H ,

$3

N
P

it

Wb

a-m '

0.96 mWb , Hg

0.96 mWb , Hj

840 vueltas, Ns

K
m

= 870

1085.15 A

) m
2425 2
m

42 vueltas
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INDICE ARALITICO

A .

-aislantes, 4, 195
resistividad de, 201
alternadores, 408, 423
Ampere A.M., 292
ampere, 184
ampere, ley de, 325, 503
ampere vuelta, 522
amperimetro, 261
dnqulo de fase, 252
dngulo sdlido, 33 .
anillos conductores, 408
dnodo, 225
antiferromagnéticos, 497
Area aparente, 530
autoinductancia, 426
calculo de, 427
energia almacenada en, 446
de un solenoide, 435
de un toroide, 437

B

banda de conduccidn, 193
banda de wvalencia, 193
Biot-Savart, ley de, 298, 300
bobinas de Helmholtz, 371
brijula, 286

c 3

campo eléctrico, 9, 16
circulacidn del, 48, 51
conservativo, 58, 61
.de un anille ¢ircular, 23, 105
de un cilindro, 40
de un segmento de linea, 17, 38
de ruptura, 150
de una carga‘puntual, 10, 11
de una esfera, 34 .
de una superficie cargada, 36
de una superficie circular, 24, 106
en un capacitor, 126
en un. conductor con carga, 92
en un dieléctrico, 141, 149
entre placas planas y paralelas, 79
esquemas de, 28
flujo del, 30, 106

‘unidad de, 290, 297 - s
capacitancia, 115

inducido, 92, 297, 400, 446
intensidad del, 9

lineas de, 28

rotacional del, 48, 57

trabaio en un, 58

unidad de, 9

y su relacidn con el potencial eléc-
trico, 62 -

campo magnético, 296

circulacidn del, 326
de una bobina, 319, 371
de un conductor recto y largo, 305,

333

de un segmento de conductor recto, 301
de un solencide, 320, 336

de un toroide, 338 '

de una espira cuadrada, 307

de una espira en forma de circunferen
cia, 317

de una espira en forma de poligono re
gular, 313 ‘

en el eje de:una esplra circular, 321
esquemas de, 329 a la 332

flujo de, 340 a la 346

lineas de, 330 B

producido por campo electrlco-varla—
ble, 296

residual, 516

de dos cilindroes coax;ales, 162
de dos esferas concéntricas, 117
de des placas paralelas, 116 7
de una esfera conductora, 119, -
de un cable coaxial, 169, 179

de un cable diplex, 179
equivalente, '130,;133 i o
lineal, 121 N . 2
unidad de, 115 T

capacitor, 114, 115

clasificacidén de, 120

conexidn en paralelc de, 128 . &
conexidn en serie de, 130 ¢ |
energia almacenada en un, 125
lineal, 121

simbolo del, 120 I
variable, 122

voltaje maximo de un, 175, 176

carbono, 196
carga eléctrica, 1

cuantizacidn de la, 3.
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de prueba, 16

del electrdn, 3, 103,
del protdn, 3, 103
densidad lineal de, 16
densidad superficial de, 16
densidad volumétrica de, 16 -~
elemental, 3 S
imagen, 100 s L
inducida, 5, 140, 145 - --.
magnética, 506 .. _

por induceidn, 131, -

346, .

directa (cd), 187
inducida, 383
remclino, 400 L
rms, 257 )
superficial, 186
unidad de, 184. ,

Coulomb, Ch. A. de, 6 e
coulomk, 7 T
ley de, B ..

cuantizacién de la.carga, 3 -

Curie, temperatura de, K 496

portadores de, 181
principioc de conservac1on de la, 188
puntual, 6, 103
tipos de, 3
unidad de, 7
cadtodo, 225 .
celda quimica, 221 .
primaria, 221 -
secundaria, 221
ciclo de histéresis, 517
cilindros, campo eléctrico entre, 110
circuite, 233
acoplados magnetlcamente, 439
de corriente alterna, 250
de corriente directa, 243
magnético, 520
RC, 264
RL, 458
circulacidn, 48
de la intensidad de campo magnetlco
. {H), 504 -
de la magnetlzac1on, 50%
del campo eléctrico, 50, 425
del campo magnético, 326
coeficiente de variacidn de resistivi-
dad, 199 o
coercitividad, 517 .
-conductividad, 190
conductores, 4, 192
conexidn en paralelo, 128, 214
conexidn en serie, 130, 212
conmutador, 412
conservacidn de la carga, 188, 237
conservacidn de la‘energia, 219, 240,
3g2, 399 - . '
en el campo magnetlco, 382
constante de tiempo
capacitiva, 268
inductiva, 460
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eléctrica, 30, 31 e

magnético, 340 a la 346
Foucault, corrientes de, 400 "
Franklln, B., 3 ‘ :

fuente de fem, 217

fuerza
atractiva, 2, 3
coercitiva, 516
contraelectromotriz
de Lorentz, 292 -
eléctrica, 8
electromagnética, 292-
electromotriz,- 217
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en dieléctricos, 153 °
para el magnetlsmo, 346
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441 - magnetizacidn, 513
de un solenoide, 435 - peclarizacidén, 154 . i
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principio de superposicidn, 12
proceso. cuasiestidtico, 58, 61
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‘ autcinductancxa éel 437
campo” magnético’ “del, 338
trabajoial orientar un dipolo, 364
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145, 146,154, 184, 190, 192

7, 9, 62, 115, 127,

densidad de corriente, 183
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