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simbolos que las representan”
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es mas que una traslacion de su entorno aparente al nuestro. En conclusion, la
tesis una obra de arte definida por si misma, pero indefinida por todos.
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tiene todas las herramientas para realizar una introspeccion, guiada por la
misma tesis y basada en arte de la ciencia, hacia un mundo desconocido,
traducido en principio por el autor mismo, pero interpretado por la humanidad
en su contexto mas significativo e incomprendido.

El grado de licenciatura tiene por meta la demostracién de los conocimientos
de un estudiante para poder ser un profesionista en la vida; pero como piedra
filosofal y columna vertebral el indagar lo mas intimo del autor, creando en
muchas ocasiones un elemento que en la actualidad solo puede identificarse
con un nombre, que conlleva toda una estructura mitica actual: TESIS.

Estimado lector, este trabajo lleva consigo toda una serie de elementos que
pueden considerarse extremadamente abstractos para la mayoria de la gente,
sin embargo, son elementos netamente descriptivos del espacio sobre el cual
se esta trabajando, por lo que existen también elementos filosoficos que
pueden tener como fin el indagar sobre la verdadera naturaleza del mismo
proceso, 0 aun mas, la misma existencia del ser representado no solo en este
tema, sino en todo el tema inmerso dentro de él.

Como dijo en su momento Einstein: “La propiedad mas incomprensible, es
justamente que sea tan comprensible”.

Amigo lector, lo invito a entrar a este mundo de abstraccion y disfrutar la lectura
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INTRODUCCION
CUANDO EL FUTURO NOS ALCANCE...

El término robdtica se acuiid hace relativamente poco tiempo a nuestro
lenguaje social y cultural, regularmente con el fin de denominar algin ente que
realiza acciones repetitivas o que bien puede “liberarse” de sus ataduras y
tener conciencia propia y hacer, pensar o decir (si es el caso) lo que quiera.

Sin embargo, hay gente que utiliza el término de forma especifica para
identificar ciertas criaturas (si es que se les puede decir asi), en general
maquinas, que realizan acciones propias de los seres humanos, necesitadas
de un algoritmo que pueda dar la organizacién de esas acciones, aunque la
accion sea tomada por la misma maquina.

La imperiosa necesidad de poder realizar esas tareas repetitivas y/o dificiles es
un problema que ha acompafado al ser humano desde que este se volvio
sedentario. Con la llegada de las maquinas simples se cumplié de forma parcial
este objetivo, pues existia ya la capacidad de hacer tareas que el hombre ya
realizaba, de una forma mas sencilla y sin efectos secundarios 0 impactos en
la salud. Posteriormente, con el crecimiento de las matematicas y la fisica,
estas maquinas se mejoraron enormemente, debido a que se hizo una
sistematizacion en la creacion de estas.

En el libro de MAQUINAS de la COLECCION CIENTIFICA DE LIFE de 1964,
Henry Ford Il da una pequefia introduccion a este texto comentando:

MI ABUELO, el Henry Ford que hizo famoso el Modelo T y la
produccién en serie, era una persona que establecia una diferencia
absoluta entre trabajar duro y hacer un trabajo duro. El tenia gran fe
en lo primero y muy poca en lo segundo.

Su infancia en una granja del siglo XIX le convenci6é de que los
hombres y los caballos hacian mucho trabajo duro que podia y debia
ser realizado por medio de maquinas. Fue una conviccion que
dominé su vida, y esto le ha hecho llegar a las paginas del LIFE, que
trata de las maquinas que el hombre ha disefiado para hacer su
trabajo mas facil.

Desde el nacimiento de mi abuelo hace un siglo, las maquinas han
transformado la vida cotidiana. Como el mismo expreso, ‘hemos
suprimido el trabajo pesado de las espaldas del hombre y lo hemos
cargado sobre el ancho lomo de las maquinas”. Pero las maquinas
significan mucho mas para nosotros que el hecho de aligerarnos
nuestra tarea diaria. ElI hecho verdaderamente significativo respecto
a la maquina no es que permita al hombre hacer un trabajo en
menos tiempo, sino que permita al hombre el producir el doble en un
tiempo determinado.



Asi es como en los setentas surgen maquinas que ademas de reducir la tarea
del hombre e incrementar la eficiencia de un proceso, tenian la capacidad de
realizar tareas de forma repetitiva, pero con una caracteristica especial, no
reaccionan ante cambios en su entorno, ya que no estan “programadas” para
ello. Estas maquinas son llamadas robots ya que la palabra robota en checo
significa “trabajo”. Es usada por primera vez en una obra R.U.R. o Rossum’s
Universal Robots, de Karen Capek que es un libro clasico de la primera ciencia
ficcion. Este auguraba lo que en un futuro vendria. Ademas de este autor, y
esta obra ha habido otras mas que constituyen utopias acerca del futuro. Un
ejemplo de ello es la obra “Metrépolis” o las obras que hablan de robots de
Isaac Asimov, como “Yo Robot”.

Pero segun lo que comentamos hace un momento un robot sélo tiene la
capacidad de realizar tareas repetitivas. Entonces, ¢coémo es que podrian
realizar las cosas auguradas en estas obras? La respuesta vino a darse en los
noventas, cuando tomo auge una palabra que vino a revolucionar la historia.

La Mecatronica, disciplina que nacié para formar una nueva disciplina que
integra sinérgicamente teorias mecdanicas, eléctricas-electronicas y de
informatica, y asi, darle “vida propia” a los objetos, con lo cual fue posible crear
maquinas que realizaran tareas repetitivas capaces discernir y tomar
decisiones para reaccionar ante el entorno.

El hecho de sbélo hacer maquinas capaces de realizar tareas dificiles o
iterativas se quedo como segundo plano, para dar paso a maquinas o
automatas pensantes, que no solamente reaccionen con la naturaleza, sino
gue ademas tomen decisiones iniciales que cambien tanto su vecindad como la
de su entorno. Se comenzaron a crean seres que pudieran no sélo emular el
comportamiento humano, si no lograr ademas que tengan la capacidad de
sentir. Estos seres son androides, y traspasan la barrera de ser s6lo maquinas
de accion repetitiva a convertirse en seres capaces de “imitar” de forma artificial
a la vida humana en todo sentido.

Pero, ¢Qué nos espera en el futuro? Es un tema de gran polémica y discusion,
sin embargo, a donde mas se apunta es a la creacion de organismos capaces
de interactuar de manera intrinseca con elementos organicos naturales o
viceversa, para aprovechar lo mejor de cada uno de ellos. Estos seres son
llamados cyborgs, de las palabras cybernetic organisms, y son el futuro, no
so6lo de la Mecatronica o de la robotica sino, de toda la humanidad.

El presente trabajo da una pequeiia introduccion al analisis de movimiento de
robots manipuladores capaces de realizar tareas especificas.



PROLOGO

El objetivo de este trabajo es proponer un algoritmo simbdlico por medio del
lenguaje matematico para la planeacion del movimiento un robot que tiene un
brazo y un antebrazo y puede desplazarse en el plano.

El problema que surge es el poder integrar los conocimientos, tecnologias
e ideas desde la creciente perspectiva mecatrénica, en un &ambito
matematico enfocado en un proyecto de interés, no sélo a nivel de
investigacion sino también social.

Todo esto desemboca a un objetivo general y a su vez un proyecto, que tiene
como fin la creacion de un dispositivo mecatronico, un robot moévil
manipulador de 6 grados de libertad, 3 en el brazo manipulador y 3 en el
movil, capaz de realizar diferentes tareas y técnicas de evasion de
obstaculos.

El objetivo particular de este trabajo es modelar estatica, cinematica vy
dindmicamente de manera matematica el brazo robdético en relacidon con
los movimientos del movil, para hallar asi las condiciones de frontera de
los grados de libertad un estado del robot dado. Ademas se simulara, una
trayectoria de ejemplo de manera computacional. Esto servira para
extrapolarlo a condiciones diferentes de las contempladas inicialmente.

De esta manera, las hipo6tesis que sustentan el trabajo y a su vez la
investigacion son: ¢Se puede obtener el modelo matematico de un robot
manipulador que cuente con una referencia moévil para futuras
aplicaciones?, ¢Se puede analizar el comportamiento del robot y
planificar que siga una trayectoria en el espacio por medio de dicho
modelo?, ¢(Esto llevaria a propiciar la generacion de una nueva teoria
(local) que tenga como objetivo principal el crear robots manipuladores
sujetos a cambios de referencia externos?



A continuacién se da una pequefa descripcidn acerca de lo que se vera en
cada capitulo.

En el capitulo 1 (La Robdtica) se explicara la definicion actual de Robot y
Robdtica, ademas una opinidn del autor sobre la perspectiva futura en el tema
de Robatica en general.

En el capitulo 2 (Diversificacion de la Robdtica) se daran los diferentes tipos de
robots que existen en la actualidad y los elementos bésicos de los mismos.

En el capitulo 3 (Modelo Estatico del Robot) se dar4 una breve descripcion de
los métodos de posicionamiento para obtener analiticamente la posicion de los
puntos del manipulador, dando especial énfasis al punto terminal, para asi
realizar un analisis del espacio de trabajo.

En el capitulo 4 (Modelo Cinematico del Robot) se explicara el método directo
de analisis cinematico, para introducir el concepto de Jacobiano, y hallar
velocidad y aceleracion del efector final junto con otros puntos del manipulador.

En el capitulo 5 (Estatica y Cinematica Inversa del Robot) se realizara un
estudio de las condiciones de reversibilidad articular estéatica y cinematica, para
probar la factibilidad del manipulador ante condiciones de frontera, por medio
del analisis cinematico y estéatico del efector final y los mismos eslabones. Asi
mismo se dara un analisis simple de la generacidén de trayectorias y una breve
introduccién al andlisis de perfil de trayectorias

En el capitulo 6 (Modelo Dindmico del Robot) se estudiaré el andlisis dinamico
del robot, por medio de la teoria de sistemas dinamicos y modelado energético,
para obtener el modelo dindmico del Robot y asi explicar su aplicacion.
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CAPITULO 1 LA ROBOTICA

1.1 HISTORIA DE LA ROBOTICA

El inicio de la robdtica actual puede fijarse en la industria textil del siglo XVIIlI,
cuando Joseph Jacquard inventa en 1801 una maquina textil programable
mediante tarjetas perforadas. La revolucion industrial impulsé el desarrollo de
estos agentes mecanicos, entre los cuales se destacaron el torno mecanico
motorizado de Babbitt (1892) y el mecanismo programable para pintar con
spray de Pollard y Roselund (1939). Ademés de esto durante los siglos XVII y
XVIII en Europa fueron construidos mufiecos mecanicos muy ingeniosos que
tenian algunas caracteristicas de robots.

La palabra robot se empled por primera vez en 1920 en una obra de teatro
llamada "R.U.R." o "Los Robots Universales de Rossum" escrita por el
dramaturgo checo Karel Capek. Este término, ROBOT, se atribuye a la palabra
checa 'Robota’ significa servidumbre o trabajador forzado, y cuando se tradujo
al inglés se convirtio en el término robot. En 1939 Isaac Asimov contribuy6 con
varias narraciones relativas a robots. La imagen de robot que aparece en su
obra es el de una méquina bien disefiada y con una seguridad garantizada
gue actia de acuerdo con tres leyes:

1.- Un robot no puede actuar contra un ser humano o, mediante
su inaccion, que un ser humano sufra dafios.

2.- Un robot debe de obedecer las érdenes dadas por los seres
humanos, salvo que estén en conflictos con la primera ley.

3.- Un robot debe proteger su propia existencia, a no ser que
esté en conflicto con las dos primeras leyes.

El desarrollo en la tecnologia, donde se incluyen las poderosas computadoras
electronicas, los actuadores de control retroalimentados, transmision de
potencia a través de engranes, y la tecnologia en sensores contribuy6é a
flexibilizar los mecanismos autdbmatas para desempefar tareas dentro de la
industria. Varios factores intervinieron para que se desarrollaran los primeros
robots en la década de los cincuenta. La investigacion en inteligencia artificial
desarroll6 maneras de emular el procesamiento de informacion humana con
computadoras electrénicas e inventd una variedad de mecanismos para probar
Sus teorias.

Otros desarrollos Importantes en la historia de la robética fueron:

-En 1960 se introdujo el primer robot "Unimate", basado en la transferencia de
articulos. Utilizaron los principios de control numérico para el control de
manipulador y era un robot de transmision hidraulica.

- En 1961 Un robot Unimate se instalé en la Ford Motors Company para
atender una maquina de fundicion de troquel.

- En 1966 Trallfa, una firma noruega, construyé e instalé un robot de pintura por
pulverizacion.
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- En 1971 EIl "Standford Arm", un pequefio brazo de robot de accionamiento
eléctrico, se desarroll6 en la Standford University.

- En 1973 Se desarroll6 en SRI el primer lenguaje de programacion de robots
del tipo de computadora para la investigacion con la denominaciéon WAVE. Fue
seguido por el lenguaje AL en 1974. Los dos lenguajes se desarrollaron
posteriormente en el lenguaje VAL comercial para Unimation por Victor
Scheinman y Bruce Simano.

- En 1978 Se introdujo el robot PUMA (Programmable Universal Machine for
Assambly) para tareas de montaje por Unimation, basandose en disefios
obtenidos en un estudio de la General Motors.

- En 1980 Un sistema robdtico de captacion de recipientes fue objeto de
demostracion en la Universidad de Rhode Island. Con el empleo de vision de
maquina el sistema era capaz de captar piezas en orientaciones aleatorias y
posiciones fuera de un recipiente.

...LLEGAN LOS MOVILES

El concepto de robdtica ha evolucionado hacia los sistemas moviles
auténomos, que son aquellos que son capaces de desenvolverse por si
mismos en entornos desconocidos y parcialmente cambiantes sin necesidad de
supervision.

El primer robot movil de la historia, pese a sus muy limitadas capacidades, fue
ELSIE (Electro-Light-Sensitive Internal-External), construido en Inglaterra en
1953. ELSIE se limitaba a seguir una fuente de luz utilizando un sistema
mecanico realimentado sin incorporar inteligencia adicional. En 1968, apareci6
SHACKEY del SRI (standford Research Institute), que estaba provisto de una
diversidad de sensores asi como una camara de visidn y sensores tactiles y
podia desplazarse por el suelo. El proceso se llevaba en dos computadores
conectados por radio, uno a bordo encargado de controlar los motores y otro
remoto para el procesamiento de imagenes.

En los setenta, la NASA inicio un programa de cooperacion con el Jet
Propulsion Laboratory para desarrollar plataformas capaces de explorar
terrenos hostiles. El primer fruto de esta alianza seria el MARS-ROVER, que
estaba equipado con un brazo mecanico tipo STANFORD, un dispositivo
telemétrico laser, camaras estéreo y sensores de proximidad.

En los ochenta aparece el CART del SRI que trabaja con procesado de imagen
estéreo, mas una camara adicional acoplada en su parte superior. También en
la década de los ochenta, el CMU-ROVER de la Universidad Carnegie Mellon
incorporaba por primera vez una rueda timon, lo que permite cualquier posicion
y orientacion del plano.
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Figura 1-1, CART del SRI

En la actualidad, la robotica se debate entre modelos sumamente ambiciosos,
como es el caso del IT, disefiado para expresar emociones, el COG, también
conocido como el robot de cuatro sentidos, el famoso SOUJOURNER o el
LUNAR ROVER, vehiculo de turismo con control remotos, y otros mucho méas
especificos como el CYPHER, un helicoptero robot de uso militar, el guardia de
trafico japonés ANZEN TARO o los robots mascotas de Sony.

Figura 1-2, AIBO de SONY

En el campo de los robots antropomorfos (androides) se debe mencionar el P3
de Honda que mide 1.60m, pesa 130 Kg y es capaz de subir y bajar escaleras,
abrir puertas, pulsar interruptores y empujar vehiculos.
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Figura 1-3, ASIMO de HONDA

En general la historia de la robotica se puede clasificar en cinco generaciones
(division hecha por Michael Cancel, director del Centro de Aplicaciones
Robdéticas de Science Application Inc. en 1984).

-Las dos primeras, ya alcanzadas en los ochenta, incluian la gestion de tareas
repetitivas con autonomia muy limitada.

-La tercera generacion incluiria vision artificial, en lo cual se ha avanzado
mucho en los ochenta y noventas.

-La cuarta incluye movilidad avanzada en exteriores e interiores.

-La quinta entraria en el dominio de la inteligencia artificial, en lo cual se esta
trabajando actualmente. [1]
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1.2 DEFINICION ACTUAL DE ROBOTICA Y ROBOT

La definicion actual de robdética es un tanto dificil de expresar en términos
sencillos y coloquiales. Algunos autores ya se han encaminado por esta senda,
y han dado muy buenas definiciones para su campo.

Baturone [1]: En el término robotica confluyen las imagenes de maquinas para
la realizacion de trabajos productivos y de imitacion de movimientos y
comportamientos de seres vivos. Los robots actuales son obras de ingenieria y
como tales concebidas para producir bienes y servicios o explotar recursos
naturales.

Fu [4]: Un Robot es un manipulador reprogramable de uso general son
sensores externos que pueden efectuar diferentes tareas de montaje.

McCloy [3]: Un Robot industrial es un manipulador reprogramable con
funciones multiples diseflado para mover materiales, partes, herramientas o
dispositivos especializados a través de movimientos programados variables
para el desempefio de una gran diversidad de tareas. Las palabras claves que
distinguen a los robots de otras maquinas son “manipulador” y “reprogramable”.

Inclusive en la red [18] podemos hallar algunas definiciones acertadas para lo
que manejan: La roboética es la ciencia encaminada a disefiar y construir
aparatos y sistemas capaces de realizar tareas propias de un ser humano. Con
esta definicion tan general, la palabra 'robética’ cubre muchos conceptos
diferentes, pero todos giran en torno a la misma idea.

Tal y como se puede ver, la definicion de robdtica toma ciertos matiz relativo
con el tema especifico que el autor quiere desarrollar en su obra o con lo que
estd mas relacionado. Sin embargo, en todos los casos no se pierde la nocion
principal acerca de la definicién de robdtica y robot, que es la que tomaremos
para nuestro caso. Esta es:

Definicién 1-1: Definicion de Robdética

ROBOTICA: Rama de la ciencia (incluida la tecnologia, fisica e ingenieria) que
junta las disciplinas de mecénica, eléctrica — electronica, informatica y algunos
temas de biologia natural para disefiar, crear, simular y mejorar robots
maquinas capaces de interactuar (detectar, decidir, actuar o reaccionar) con su
ambiente y que pueden realizar tareas utiles, propias de los seres humanos).

ROBOT: Maquina que consta de hardware y software que le permite tener
algoritmos de deteccion, decision, accion y repeticion, para reaccionar ante los
efectos de la naturaleza e interactuar con ella; de forma que pueda realizar
acciones propias, repetibles y légicas. Regularmente cuentan o se disefian con
forma antropomorfica (humana) para tener movimientos similarmente humanos.

Cabe destacar que si una maquina (por mas antigua que pueda ser) cumple
con estos requisitos, entonces es un robot. En muchos escritos utépicos donde
se habla de rebelidon de robot se incluyen maquinas que aunque no cuentan
con forma humana (como una lavadora) es considerada como tal.
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1.3 PERSPECTIVAS

A principios del siglo pasado la revolucion industrial se encontraba en su
apogeo, debido a que se demostré por medio de eficiencias de procesos que
era mejor hacer uso de maquinas para mejorar las acciones y tareas que los
humanos realizaban. Sin embargo, al comienzo de esta etapa no muchos
apostaban por ese futuro donde las maquinas reemplazaran las pesadas
acciones gue realizaba el ser humano.

Hasta hace unos anos (desde los 60’s hasta los 80’s) sonaba como una utopia
pensar que en el futuro existieran maquinas que pudieran realizar acciones por
si mismas, y mas aun, que pudieran tomar decisiones para interactuar con la
naturaleza.

Actualmente nos encontramos en una etapa en la cual los robots estardn en
muchas de las actividades cotidianas que realizamos los seres humanos. En un
futuro, podremos ver que estos seres podran no soélo realizar acciones
humanas, si no acciones que no estamos capacitados para hacer.

De hecho, una serie de autores (ergo Isaac Asimov, Karen Capek, etc.)
planteaban un futuro en el cual los humanos y estos seres conviven en armonia
y cooperan para hacer la vida (si es que para los robots puede llamarse de esta
forma) de ambos mejor.

Pero mas all4 de pensar que s6lo podemos crear y convivir con robots, existe
una teoria (no abarcada en esta obra) que plantea la posibilidad de juntar en
forma sinérgica las cualidades de seres organicos (como humanos) y seres
inorganicos (como robots) para tener seres de mayor capacidad. Esta teoria es
la Cibernética, y los seres de los que hablamos son Androides.

Como perspectiva a futuro, una vez que se tengan los conocimientos
necesarios para crear estas maquinas y cada vez sean capaces de realizar
acciones mayores, se podra abundar en el tema de la Cibernética. A lo cual le
seguira una serie de prerrogativas que en la actualidad se tratan y se discuten
fuertemente. Uno de los autores que ha entrado a esta filosofia es

Francis Fukuyama, que en su libro “El fin del hombre. Consecuencias de
una Revolucién Biotecnolégica” plantea de forma realista lo que podria ser
el futuro conviviendo con estos seres, y lo analiza desde el punto de vista
cientifico, filosofico y legal.

A todo esto, la pregunta que sale a la luz de este ultimo tema es:

¢, Hasta donde podria considerarse un ser humano si es sustituido con piezas
mecanicas, eléctricas-electronicas y/o mecatronicas, como manos, brazos,
piernas, corazon, etc.?, y de forma inversa, ¢ Hasta dénde podria considerarse
una maquina como tal si es sustituida con partes organicas, como brazos,
piernas, cerebro, etc.?, todas estas cuestiones concernientes a la filosofia de la
robotica.

Pero mas alla de esta cuestion, la pregunta que mas nos interesa es:
¢, Hasta donde podemos llegar?
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CAPITULO 2 DIVERSIFICACION DE LA ROBOTICA
2.1 TIPOS DE ROBOTS

Asi como existen distintos tipos y clasificaciones para maquinas y distintos
entes, la robotica vy los robots pueden clasificarse de distintas maneras.
Existen paginas dedicadas a los temas de robots [18], algunas de ellas se dan
a continuacion:

Robdética Industrial, didactica y de exploracion
Estos robots pueden clasificarse por su ubicacion geografica y propadsito.

Robotica Industrial: Es la parte de la Ingenieria Robdtica que se dedica
a la construccion de maquinas capaces de realizar tareas mecdénicas y
repetivas de una manera muy eficiente y con costes reducidos.

Robodtica de Servicio: Es la parte de la Ingenieria Robodtica que se
centra en el disefio y construccion de maquinas capaces de proporcionar
servicios directamente a los miembros que forman sociedad.

Robodtica de Exploracion: Es la parte de la Ingenieria Robética del
Software que se encarga de desarrollar programas capaces de explorar
documentos en busca de determinados contenidos. Existen diversos servicios
en Internet dedicados a esta parcela de la robotica.

Robots inteligentes y autbnomos
Los robots pueden clasificarse por su software interno.

Robots Inteligentes: Son robots capaces de desarrollar tareas que
requieren el uso de su capacidad y de razonamiento.

Robots Autdnomos: Son dispositivos roboéticos capaces de operar por
si mismos, es en la robdtica de servicio donde estd su uso mas extendido,
debido a que su reaccion y actuacion supera las expectativas del usuario.
Algunas otras areas en las que este tipo de robots han incursionado ademas
del area de servicio son:

-Conflictos bélicos

-Exploracion espacial

-Exploracién submarina

-Rescate en situaciones de emergencia y/o catastrofe
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Robots manipuladores, moviles e hibridos

Los Robots pueden clasificarse también por la forma en como se mueven.

Robots manipuladores: En especifico, cuando hablamos de acciones
como tomar piezas (manipulacion de objetos), entonces se puede hablar de
robots manipuladores. Son aquellos que tienen una base que no se mueve y
que es parte del robot. Su funcién principal es cambiar de estructura (forma
geométrica) para poder tomar objetos y maniobrarlos de alguna manera, con el
fin de realizar distintas acciones. Sin embargo, el concepto de robot
manipulador se extiende a todos aquellos que realizan alguna accion desde
alguna base fija, y cambian su posicion segun sea el caso. No importa si en su
terminal cuenta con algun instrumento para tomar objetos, cortar, pintar, etc.

De acuerdo con la definicion del “Robotics Institute of America”, un robot
industrial es un manipulador programable multifuncional disefiado para mover
materiales, piezas, herramientas o0 dispositivos especiales, mediante
movimientos variados, programados para la ejecucion de distintas tareas.[1],
De forma que las definiciones comienzan a ayudarnos a poder entender de
mejor forma los robots. Anteriormente se dio una definicion de Robotica
Industrial, en este caso se da la se Robot industrial, con la ayuda de la de
Robot Manipulador.

Algunos Robots comerciales de este tipo son [1]:
-PUMA

-Antropomorficos

-SCARA (Selective Compilanse Assembly Robot Arm)

Robots modviles: Son aquellos que cuentan con una base moévil y
pueden desplazarse ya sea en el plano o en el espacio. De manera rigurosa,
este tipo de robots soOlo se desplazan, y se les sigue considerando robots
debido a que el desplazamiento es una caracteristica inherente de los seres
humanos. Cabe destacar que si cambian su geometria sOlo para poder
desplazarse, siguen siendo moviles.

Existen muchos tipos de Robots Méviles actualmente [1], algunos son:
-Sistema Ackerman

-Triciclo clasico

-Direccionamiento diferencial

Robots manipuladores moéviles: Son aquellos que juntan las
caracteristicas principales de un Robot Manipulador y un Robot Movil, de forma
gue se tiene un manipulador que puede desplazarse, o dicho de manera mas
sencilla, son Robots Manipuladores Moviles o bien Robots Moviles
Manipuladores.

Existen otro tipo de robots que no entran exactamente dentro de las
clasificaciones dadas, pero que bien podrian acoplarse. Algunos de estos son:
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Robots de cadena cinematica abierta (seriales)
y de cadena cerrada (paralelos).

Hablando especificamente de robots manipuladores, pueden clasificarse como
si fuera un mecanismo. Esto es lo que da la forma basica del robot en caso de
referirnos a un manipulador. Béasicamente existen 2 tipos, de cadena
cinemética abierta o seriales, y cadena cineméatica cerrada o paralelos.

Robots de cadena cinematica abierta o Seriales: Este tipo de robots
se denominan de esta manera debido a que cada eslabdn del robot confluye
solo en el eslabdn anterior y siguiente, de forma que el punto inicial en Unico, al
igual que el punto terminal. Ademas de que en cada punto de este solo se
tienen 2 eslabones unidos. Se les llama seriales debido a que cada eslabon va
en serie con el siguiente, y tal como en un circuito eléctrico, si uno de los
eslabones falla, toda la estructura también lo hace.

Es importante recalcar que este tipo de robots son los mas usados en la
actualidad, debido primeramente a su uso histérico, y en segundo lugar, que la
complejidad matematica y mecéanica involucrada en ellos es més sencilla que
en un paralelo.

Robots de cadena cinematica cerrada o Paralelos: Estos robots estan
muy relacionados con los mecanismos paralelos, donde se considera que la
referencia (también llamada eslabon inicial) puede tocar 2 o mas eslabones del
mecanismo; y el punto terminal es la conjuncién de 2 6 mas eslabones. El uso
de estos robots se expande dia con dia, debido a que tienen una gran ventaja,
el punto terminal no es un solo eslabon, si no una serie de estos, lo que puede
disminuir de forma circunstancial la flexiébn en caso de carga.

Grados de Libertad

Los robots pueden también clasificarse por la movilidad en las articulaciones.
Esta clasificacion es una de las mas importantes.

La definicion de Grados de Libertad se puede ver desde diversas areas de
conocimiento. Matematicamente se define como El ndmero de términos
linealmente independientes que definen una operacion. La definicién de
Mecanica clasica es El nimero de variables linealmente independientes que
definen la posicién y orientacion de un objeto en el espacio. Y aunque parezca
extrafio, esta definicion no esta tal alejada de la usada en Robdtica. La usada
en nuestro caso es:

Definicion 2-1: Definicion de Grados de Libertad

Grados de Libertad: Numero de variables (movimientos) linealmente
independientes que determinan totalmente el estado del robot, en posicion y
orientacién. Para el caso de robots permiten desplazamientos y/o rotaciones.

De acuerdo con la teoria de los mecanismos, las articulaciones pueden tener
distintos grados de libertad. En general, existen dos tipos, de traslacion o bien
de rotacion. Algunos tipos de articulaciones segun su configuracion son:
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Tabla 2-1: Numero de grados de libertad por articulacion

Articulaciéon Grados de libertad

Rotacioén

Prismatica

Cilindrica

Planar

WININ[FP|F-

Esférica

Gracias a esta determinacion que existe en los robots, se les puede clasificar
basado en sus articulaciones son Prismaticas y/o Rotacionales, por las siglas
de estas mismas. Asi, si un robot tiene 2 articulaciones de tipo rotacionales, es
un robot RR, si se trata de uno con dos prisméticas, es PP, si tiene dos
prismaticas y dos rotacionales, salteadas (por ejemplo) seria PRPR.

Para el caso de los robots manipuladores, la familia a la que perteneces se
determina de esta forma. Las estructuras basicas, basandose en los tipos de
articulaciones con las que se cuenta, estan basadas en los grados de libertad.
Algunos tipos son:

Cartesianos (3P), Cilindricos (R2P), Polares (RP), Angulares Planares (2R),
Esférico(2RP), Articulado/antropomorfico(3R),
Selective Compilanse Assembly Robot Arm (SCARA) [1], etc.

Ademas, cabe mencionar que para el caso de robots méviles existen también
grados de libertad, sin embargo estos definen la forma en cémo se desplazan
por el espacio. Para el caso de los que se mueven en el plano con ruedas
(llantas), depende si estas estan motorizadas o no, y de si esa motorizacion es
para traccion u orientacion (rotacion o traslacion).

Si fuera un mdévil sin ruedas, como los de tipo reptil, entonces se trata del
namero de articulaciones que permite su movimiento. Sies el caso de un mévil
espacial (como un pequefio avion tipo murciélago, entonces sera el nimero de
articulaciones motoras que generan su movimiento da aleteo).

En general, para revisar el nUumero de grados de libertad que tiene un robot
manipulador, basta con sumar el numero de acciones independientes en cada
articulacion. Esto no quiere decir que necesariamente cada junta o articulacion
contenga so6lo 1 grado de libertad, ya que pueden llegar a contener varias de
ellos, como la rétula, tal y como se observa en la tabla 2-1.
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2.2 Elementos generales de un Robot MANIPULADOR

Un robot, como un sistema, consiste de varios elementos, que estan integrados
para formar un todo [5]:

Manipulador. Este es el cuerpo principal del robot y consiste de eslabones,
juntas, y otros elementos estructurales del robot. Sin los demas elementos, el
manipulador no seria un robot.

Efector final. Esta es la parte conectada a la Ultima junta (mano) del
manipulador, que generalmente maneja objetos, hace conexiones con otros
robots u otras tareas requeridas. Los fabricantes de robots generalmente no
disefian o venden efectores finales. En la mayoria de los casos, todo lo que
tienen es un gripper.

Actuadores. Son los “musculos” del manipulador. Comunmente se trata de
servomotores, pero también son usados motores de pasos, cilindros
neumaticos y cilindros hidraulicos.

Sensores. Se usan para recolectar informacion acerca del estado interno del
robot o para comunicarse con el espacio externo de este. Como en los
humanos, los controladores de los robots necesitan saber donde esta cada
eslabon para saber la configuraciéon del robot.

Controlador. El controlador es parecido a cerebelo, y no tiene el poder de un
cerebro, pero controla la cinética. El controlador recibe la sefial de la
computadora, controla la cinética de los actuadores y coordina el movimiento
con la realimentacién de los sensores.

Procesador. Es el cerebro del robot. Calcula el movimiento en las juntas de los
motores, determina que tan rapido deben moverse las juntas para llegar a una
determinada localizacion.

Software. Hay tres niveles en el software. Uno es el sistema operativo, el
segundo es el software del robot. Este software puede tener diferentes niveles,
desde lenguaje maquina hasta sofisticados lenguajes usados por robots
modernos. En realidad, el software es el lenguaje de comunicacion que tiene el
robot para comunicarse con sus periféricos y otros elementos de este.
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2.3 TIPO DE ROBOT EMPLEADO

Para este trabajo, el tipo de robot usado es un manipulador de cadena
cinematica abierta (serial) con referencia movil, por lo que puede realizar

movimientos sencillos en el plano. La parte fundamental del trabajo es el
andlisis que se realiza del manipulador y que afecta de manera directa la
accion del movil.

Por otro lado, es un robot que parece de tipo antropomoérfico, con la diferencia
gque este cuenta con 5 grados de libertad (ver Figura 2-1, Robot manipulador
original de 5 grados de libertad en el manipulador):

2 de rotacion en la base (uno de orientacion y otro de movimiento)

1 de rotacién en la juntura del primero al segundo eslabén

1 de rotacién en la juntura del segundo al tercer eslabon

1 de rotacion en el punto terminal, el cual sirve para orientacion de la
herramienta colocada en el mismo.

Esto lo convierte en un robot 5R. Y si tomamos en cuenta los 3 grados de
libertad que proporciona la base moévil (2 para posicibn y uno para
orientacién), este robot de convierte en uno de tipo 5R2P. Por simplicidad,
en este trabajo soélo se considera el andlisis para los 3 primeros grados de
libertad de los 5 que tiene el manipulador (Figura 2-2, Robot manipulador
degenerado de 3 grados de libertad en el manipulador), lo que lo convierte
en un robot 3R, y agregando los 3 del movil, 2PR, lo hace un robot 2PR3R.

Cabe destacar que su aplicacién principal sera la de servicio, sin dejar de ser
un robot didactico para experimentaciones.

Una figura muy sencilla de este robot original es:

z

\/‘
Sy

Figura 2-1, Robot manipulador original de 5 grados de libertad en el manipulador
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Las siguientes figuras muestran vistas diversas del robot en cuestion:

Figura 2-2, Robot manipulador degenerado de 3 grados de libertad en el manipulador

Figura 2-3, Robot manipulador de 3 grados de libertad en el manipulador. Vista lateral



Figura 2-4, Robot manipulador de 3 grados de libertad en el manipulador. Vista superior

X

Figura 2-5, Robot manipulador de 3 grados de libertad en el manipulador. Vista de
isométrico 2



Figura 2-6, Robot manipulador de 3 grados de libertad en el manipulador. Vista en
explosion



2.4 Antecedentes (Trabajos previos)

El tema de robdtica (tanto de robots manipuladores como movil) ha sido de
gran interés por investigadores, cientificos, técnicos, estudiantes y demas
personas dentro del ambito de la ciencia, lo que lo ha llevado a ser un tema
bien abundado en la actualidad. Como se mencion6 en anteriormente, la
hipotesis de este trabajo es intuir las condiciones matematicas (que daran
como resultado las condiciones fisicas) de un manipulador montado sobre una
base, idea fundamentada en esta tesis. Es por ello que conocer los trabajos
anteriores realizados por otras personas es de gran ayuda para el fundamento
de este trabajo.

A continuacién se presentan las resefias de algunos trabajos relacionados con
robética de manipuladores, robética movil y manipuladores moviles. Los Ultimos
dos trabajos revisados tratan del tema de este trabajo, el objetivo a seguir es
mas sencillo que estos dos, ya que se obtendrd el modelo para posteriores
analisis.

En [22] presentaron el MODELADO DEL ROBOT SCORBOT ER-V+ , en el
cual usan la teoria actual de robdtica de manipuladores para desarrollar
matematicamente el modelo de dicho robot.

En [24] se caracterizd un robot Scorbot - ER V plus por medio del modelado
dinamico del mismo, que sirvié para poder realizar pruebas (entre otras) de
torques.

En [25] se presenta entre otras cosas un articulo donde se da la generalidad de
la matematica involucrada en la robotica de manipuladores. Es importante
destacar que es este trabajo donde se sientan las bases conceptuales del
trabajo aqui presentado, sin ser de donde se obtuvo la bibliografia necesaria.

En [26] se presenta un modelo mateméatico avanzado de un robot manipulador
montado sobre una base mavil, situacién que ademas analiza, contextualiza y
concluye por medio del concepto de manipulabilidad del robot.

En [27] se explica por medio de HILARE -uno de los primeros manipuladores
moviles- la cinemética en general de un manipulador que pueda moverse por
el plano. En este el concepto clave es que se trata de un movil no-holonémico,
lo cual lo hace tanto diferente como de especial interés.
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CAPITULO 3 MODELO ESTATICO DEL ROBOT
3.1 METODOS DE POSICIONAMIENTO. INTRODUCCION

El poder conocer de forma exacta el comportamiento de un robot es de vital
importancia para su buen funcionamiento, ya que sin necesidad de tener una
realimentacion directa podemos saber donde se encuentra un robot. Pensemos
por ejemplo que un robot que tiene sensores de posicion pierde por alguna
razon la accion de los mismos, por medio de un buen posicionamiento
podremos saber donde encontraremos su punto terminal para cierto fin. Es por
ello que en la actualidad existen muchos métodos para poder describir la
posicion en el espacio de un punto terminal para un manipulador.

Entenderemos por posicionamiento una serie de pasos (como un algoritmo)
que nos llevan sisteméticamente a poder hallar la posiciéon de algun punto que
nos interese del manipulador. En este trabajo se utilizard& un método en
especial (aplicable al mismo) que reduce el trabajo de forma notable. Esta es la
metodologia de Denavit — Hartenberg. Por otro lado es importante mencionar
que por no ser la Unica existente, el resultado obtenido puede hallarse de otra
forma y llegar al mismo resultado.

Asi pues el objetivo de este capitulo es hallar de forma simbdlica la posicion del
punto terminal del manipulador mévil mostrado en la figura 3-1 (que se muestra
mas adelante) en funcién de los grados de libertad involucrados, comenzando
primero por modelar la parte del manipulador y posteriormente la parte del
movil. Tal y como se explic en la seccién 2.2 el manipulador por si solo cuenta
con 3 grados de libertad rotacionales (RRR), por lo que primeramente se
hallard la posicidbn deseada en funcion de estos tres grados, denominados

0,,0, y 0, siendo la rotacion del robot respecto al plano horizontal y las
rotaciones de las articulaciones superiores respectivamente, para luego
adjuntar los de la base (x, y,<91), gue son la posicion y orientacidén respecto al
plano horizontal de la base movil.

Considerando que estos tres junto con los grados de libertad de la base
(x, y,<91) conforman un vector de coordenadas generalizadas g que en forma

general es: ( :[ . 0, 0; Qq, Q qa]T , por lo que para nuestro caso tiene

por elementos: qz[x y 6, 6, 6, 94]T, que seran considerados en este
trabajo como los grados de libertad del sistema.

Entonces, como se mostrara mas adelante, la posicion dependerd inicialmente
de 6,,0, y 0,, para después ser funciéon de los 6 grados de libertad totales, y
de esta manera obtener también la velocidad y aceleracion.

Para este trabajo, es importante considerar que el sistema de referencia
inercial no se halla en el robot, si no fuera de este, por lo que los sistemas de
referencia “montados” sobre el robot son relativos.
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POSICION DE UN PUNTO DE UN MANIPULADOR EN EL ESPACIO

Recordando de la teoria de la estatica de la particula y del cuerpo rigido, la
posicion puede hallarse por medio de 6 descriptores, cada uno de ellos
dedicados a una funcion particular, 3 son propiamente de posicion (dicen
donde esta ubicado un cuerpo) y 3 son de orientacion (dicen como se
encuentra alineado respecto al marco de referencia establecido).

De aqui en adelante se hara uso de la teoria de calculo vectorial, ya que
gracias a ella se puede desarrollar de manera muy versatil la teoria sobre la
robética.

Considérese un vector de coordenadas generalizadas, correspondientes con
los grados de libertad de un robot manipulador:

q,

. q
q=(d,,9,,,d,) Obien q=| "’

U |

Donde q,,d,,...,0; dependen del tiempo, asi:
0, = q1(t)aq2 =0, (t),---,q5 = qs(t)
=0aq=q(t)

[{peel)

Considérese también un punto “a” visto desde el sistema “b” en espacio
coordenado derecho que tiene 6 descriptores tiene la forma:
.

X

T _T

N

bP=

<Y U

P

L 7
Donde Py, Py y P; indican las componentes que describen la posicion del punto

P,y Pa,Pgy Py indican la orientacion a los ejes coordenados.

Si se dice que cada una de las componentes de P depende de q, que tiene “n
elementos, entonces quiere decir que cada una de las componentes de P es
una funcion escalar de variable vectorial, mientras que P al tener esas 6
componentes se convierte entonces en una funcion vectorial de variable
vectorial.
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Asi entonces:

Px(ql,qzi""qn)_ _Px(q)_
Py(q1|q2""'qn) Py(q)
_ Pz(ql,qzl"'lqn) _ Pz(q) _
P B P e GO EACIAORACRACAC)
JICK P, (@)
P (0 G )_ P, (@),

Para nuestro caso, q tiene 6 elementos:

q=[x y 6 6, 6 94]T
Distribuidos de la siguiente manera:

Figura 3-1, Robot manipulador movil de 6 grados de libertad. Vista mostrando cada uno
de los grados

De esta forma, podemos ver que las componentes del punto 1 (P4),
punto 2 (P,), punto 3 (P3) y punto 4 (P,) dependen del vector q, convirtiéndolos
en funciones vectoriales de variable vectorial.

P.(a) =[P, (a). P, (@), P, (@)
P,(@)=[P,,(a). P, @).P,. (@)
P,(a) = [Py (a), Py, (@), Py, (@)



3.2 TRASLACION Y ROTACION

TRASLACION
De acuerdo con la teoria del algebra lineal y la mecanica del cuerpo rigido, se
puede desplazar un cuerpo desde una posicion hacia otra sin sufrir cambios en
Su orientacion.

A este tipo de movimientos se le llama de TRASLACION, y se realiza sumando
a la posicion inicial del cuerpo un valor en cada componente de esta posicion,
para dar como resultado una nueva posicion.

Si se tiene un vector de posicion visto desde un sistema de referencia, si lo que
gueremos es ver a ese vector desde otro sistema de referencia, o que hay que
hacer es sumar a ese vector el desplazamiento del sistema inicial respecto a la
nueva base.

Px Xd

Sea 'P = P, | un vector visto desde una base inicialy D=|y, | el vector de

P, Z,

desplazamiento del sistema inicial al sistema nuevo, el vector de posicién P
P, + X,

visto desde el sistema nuevo serda "P=|P, +Yy, |. Este mismo procedimiento
P, +2,

se realiza si lo que se quiere es desplazar un cuerpo en el mismo sistema sin
afectar su orientacion. Por ejemplo, para dos dimensiones se muestra en la
Figura 3 — 2.

yi
-1
Yn
Pi=(PX,Py) | - - =z Pn=(Px+xd,Py+yd)
Py | - - - - ) s :
| P
r |
|
- _ ] 3
yd D=(xdyd) . "
i,
Px xd X1

Figura 3-2, Traslacion de un sistema de referencia en el plano
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ROTACION
Considérese que se quiere rotar un sistema de referencia en el plano, como se
muestra en la Figura 3 — 3:

Y0

X1

x0

Figura 3-3, Rotacion de un sistema de referencia en el plano

Para ello se utiliza las siguientes ecuaciones de rotacion:

X, = X, €0S(8) + Y, sin(d)

y,=—X, €0s(f +90) + y, sin(& + 90)
Que lleva a la siguiente reduccion, (que puede obtenerse también del
diagrama):

X, = X, €0s(8) + y, sin(d)

y,=—X, Sin(6) + y, cos(d)

La cual puede reescribirse matricialmente como:
X, | | cos@ sing | x,
y. | |-sin@ cosé |y,

Que puede rescribirse como:

donde P, es un punto en el sistema rotado (1), P, es un punto del sistema

original no rotado (0) y 'R, es la matriz de rotacion desde el sistema O al 1. De

ahi el uso del subindice indicando desde que sistema se parte y el superindice
indicando hasta que sistema se llega.

Como se ve, la ecuacion 3-1 nos dice como se ven las coordenadas de un
punto del sistema O en el sistema 1. Si lo que se quiere ahora es saber como
se ve un punto del sistema 1 desde el sistema 0 hay que despejar el punto O:
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(l Ro )71 (l Ro )Po = (1 Ro )71 Pl
1P, =("R,)"P,
P,="R,P,

Como se puede ver, la matriz inversa de la rotacion desde O hasta 1 es
justamente la rotacion desde 1 hasta 0. Asi, para obtener la rotacion deseada
hay que obtener la matriz inversa de la original:

OR1 — (1RO )_1
......... 3-4
Si se ve la ecuacion 3-1, se puede ver que la matriz de rotacion de 0 a 1 es:
L cos@ sing
R, =| .
—sin@ cosé
......... 35

que es una matriz ortogonal, lo que quiere decir que su inversa es la
transpuesta. De esta forma:

o {cos@ —sin 9}
R

1

singd cosé
......... 3-6
Asi, la ecuacion 3-3 toma la forma:
{xo} ~ [cos 0 —sin H}Pl}
Yo sing cosé |y,
......... 3-7
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En robdtica el uso de este tipo de matrices es muy importante, ya que muchas
ocasiones se tiene que realizar rotaciones de sistemas en el espacio, pues se
conocen la ubicacion de un punto en un sistema y se le quiere llevar hasta la
referencia inicial.

Las tres rotaciones mas importantes usadas en robética en un espacio
tridimensional considerando un sistema (X,y,z) derecho son:

Rotacion de un &ngulo « respecto al eje x:
1 0 0

R, ={0 cosa -sina

X,

0 sina cosa

......... 3-8
Rotacion de un angulo ¢ respecto ay:
cosg 0 sing
R,=| O 1 0
—sing 0 cos¢
......... 3-9
Rotacion de un angulo € respecto a z:
cosd -sing O
R,o=|sind cosd O
0 0 1
......... 3-10
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3.3 COORDENADASY
TRANSFORMACIONES HOMOGENEAS

COORDENADAS HOMOGENEAS
De acuerdo con Fu [4], en un espacio tridimensional, un vector de posicion

PX
P=|P,
PZ
......... 3-11
se representa por un vector ampliado
w I:)X
P, = i
w I:)Z
w
......... 3-12

en la representacion de coordenadas homogéneas.

Las coordenadas se relacionan a las coordenadas homogéneas como sigue:
P WPy P

PX — w " X ’Py — ’PZ — W'z
w w w

El valor de w representa justamente el escalamiento que se le quiere dar al
vector del que se trata, ello debido a que las coordenadas originales y las
homogéneas estan relacionadas con ese factor dependiendo de las escalas
consideradas. En el caso de robdtica, se utiliza un factor de escalamiento de 1,
y solamente algunas veces llega a cambiar.

Asi, si un vector tiene por componentes los descritos en la ecuacion 3-12, y el
factor de escalamiento es 1, el vector P homogéneo sera:

U O

P =

— .U

Mas adelante se explica el uso tan importante que tiene en robotica.
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TRANSFORMACIONES HOMOGENEAS

Como ya se explico en la seccion 3.2, una traslacion y rotacion permiten
cambiar de sistemas de referencia o bien visualizar un punto dado en un
sistema desde otro sistema. Una transformacién tiene por objetivo justamente
visualizar como se ven diferentes puntos desde diferentes sistemas de
referencia. Es por ello que las transformaciones son también matrices. Algunos
autores inclusive las interpretan como una especie de tensores de orden
fraccionario.

Asi entonces, una matriz de transformacion homogénea es una matriz de 4 x 4
que transforma un vector de posicion expresado en coordenadas homogéneas
desde un sistema de coordenadas hasta otro sistema de coordenadas. Una
matriz de transformacibn homogénea se puede considerar en cuatro
submatrices:

Matriz de ' Vector de
|
7 _|Rec Dsa|_|  Rotacion | traslacion
f o w transformacion de | .
Ix3 ) I escalamiento
perspectiva }

De esta manera, si lo que se quiere es ver como se ve un punto desde otro
sistema de referencia, lo que se tiene que hacer es multiplicar la transformacion
desde el sistema anterior hasta el nuevo sistema por el punto tal como se ve en
el sistema anterior. Es por esta razdn que se usan coordenadas generalizadas,
pues las matrices de transformacibn homogéneas son de 4 x 4 y las
coordenadas generalizadas son vectores de 4 x 1, lo que hace consistente la
multiplicacion. Este procedimiento es equivalente a multiplicar el punto por una
matriz de rotacidbn y sumarle un vector de traslacibn. A continuacion se
ejemplifica esto:

Sea 'P el punto visto desde el sistema inicial, "P el punto visto desde el
sistema nuevo, "T. la matriz de transformacion homogénea desde el sistema

inicial hasta el nuevo, "R; la matriz de rotacion desde el sistema inicial hasta el
nuevo, D el vector de traslacion desde el sistema inicial al nuevo:

n P:nTi i P

"P="R'P+D
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NOTACION USADA

En este trabajo, la notacién usada es la siguiente:

[{g 1)

"P, indica el punto “a” visto desde el sistema “n

"P,, indica el punto “a” homogéneo visto desde el sistema “n

"T, indica la matriz de transformacién homogénea desde el sistema “m” al

[{e i)

sistema “n

De esta forma, la transformacién desde el sistema “n” hasta el sistema “0” es:
OTn =0T1 1-|-2 2T3' . 'n_lTn

Y en concordancia con la ecuacion 3-13, la ecuacion que transforma el punto
“a” visto desde el sistema “n” hasta el sistema “0” es:

° I:)ah =OTn " Pah

donde °T =°T,'T,°T,---"'T

n

36



3.4 METODOLOGIA DE POSICIONAMIENTO
POR DENAVIT — HARTENBERG

De acuerdo con varios autores como (por mencionar algunos) Craig [2], Fu [4],
Spong [29], Baturone [1], McCloy [3], Niku [5], etc. la mejor metodologia de
posicionamiento de robots manipuladores es justamente la de Denavit —
Hartenberg. De acuerdo con Craig [2]:

Un manipulador puede considerarse como un conjunto de cuerpos conectados
en una cadena mediante articulaciones. Estos cuerpos se llaman vinculos o
segmentos (eslabones). Las articulaciones forman una conexion entre un par
adyacente de vinculos. El término par menor se utiliza para describir la
conexién entre un par de cuerpos, cuando el movimiento relativo se caracteriza
por dos superficies que se deslizan una sobre otra.

La mayoria de los manipuladores tienen articulaciones angulares o
articulaciones deslizantes llamadas articulaciones prismaticas.

Un vinculo se considera solamente como un cuerpo rigido que define la
relacion entre dos ejes de articulaciones adyacentes de un manipulador.

Parametros de vinculo.

Cualquier robot puede describirse en forma cinematica proporcionando los
valores de cuatro cantidades para cada vinculo. Dos describen el vinculo en si,
y los otros dos describen la conexion del vinculo con el vinculo adyacente. En
el caso de una articulacion angular, 6;, se llama variable de articulaciéon y las
otras tres cantidades son parametros de vinculo fijos. Para las articulaciones
prismaticas, d;, es la variable de articulaciéon y las otras tres cantidades con
pardmetros de vinculo fijo. La definicibn de mecanismos por medio de estas
cantidades es una convencion que generalmente se le conoce como
NOTACION DENAVIT-HARTENBERG.

Resumen del procedimiento para asignar tramas a vinculos:

1. Identifique los ejes de articulacion e imagine (o dibuje) lineas infinitas
sobre ellos. Para os pasos 2 al 5 considere dos de estas lineas
adyacentes (en los ejes i e i+1).

2. Identifique la perpendicular comun entre ellos, o el punto de interseccion.
En el punto de interseccion, o en el punto en el que la perpendicular
comun se encuentra con el i-ésimo eje, asigne el origen de la trama
asociada.

Asigne el eje Z; para que apunte sobre el i-ésimo eje de articulacion.

Asigne el eje X; para que apunte sobre la perpendicular comun, si los

ejes se intersectan, asigne X; para que sea normal al plano que contiene

los dos ejes.

5. Asigne el eje Y; para completar un sistema de coordenadas de mano
derecha.

6. Asigne {0} para que concuerde con {1} cuando la primera variable de
articulacion sea cero. Para {N} seleccione la ubicacion del origen y la
direccién de Xy libremente, pero generalmente de manera que haga que
la mayor parte de los parametros de los vinculos sea cero.

B w
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De esta manera, para cada articulacion, se ubica un sistema de referencia
movil que sera de ayuda para ubicar la posicién final del robot. Es muy
importante notar que esta metodologia sirve solamente si se siguen fielmente
los pasos indicados arriba, ya que de no hacerlo se corre el riesgo de
equivocarse.

Asi entonces, una vez que se tienen correctamente todos los ejes, y de
acuerdo con Spong [29], para cada eslabon del manipulador se tienen que
ubicar 4 parametros especiales, 2 del propio eslabéon y 2 de eslabonamiento
con el siguiente eslabon. Estos 4 parametros son:

a,: Distancia perpendicular entre los ejes z;.; y zi medido a partir de X;.
a;: Angulo desde el eje zi.; y z; medido sobre x; utilizando la regla de la mano

derecha.
d, : Distancia entre los ejes x.1 y x; medido sobre el eje z;.;.

6, : Angulo desde x;1 y x; medido sobre el eje z.; usando la regla de la mano
derecha.

Estos parametros pueden depositarse en la siguiente matriz, la cual tiene como
columnas los parametros y como renglones el eslabén presente:

Tabla 3-1, Matriz de elementos de Denavit — Hartenberg

Eslabon a, a, d, : 0, : Sistema
i-1 i-1—i-2
[ I —>i-1
i+1 I+1—i

Una vez teniendo estos parametros correctamente, se puede crear una matriz
de transformacion desde un sistema a otro, en base a lo expuesto en la seccién
3.2. En ocasiones a estas matrices se les llega a llamar A;

A :HTi
Y estd compuesta por las siguientes matrices:
i_lTi = Rz,&i Dz,diD iR

x,ai' “X,ai

cos¢, —-sing, 0 01 0 O Of1 O O 4& |1 0 0 0
ar sing, cos¢ 0 0|0 1 0O OO0 1 O OO0 cose; —-sing; O
' 0 0 1 0)0 0 1 d;|0 0 1 0|0 sing; cosa; O
0 0 0 1/0 0 0 10 0 O 10 O 0 1
cos@, —sing,cosa; sind sina, a, cosé,
i _ sing, cosd cosa; —cosé,sine; @, sing,
' 0 sing, cosa, d,
0 0 0 1
......... 3-16

[{peei)

Asi, un punto “a” ubicado en el sistema “I” visto desde “i-1”(de acuerdo con la
seccién 3.2) seria: Sp, =T, 'P,,

“n
|
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3.5 POSICIONES DE LOS PUNTOS DEL ROBOT

En esta seccion se obtendran de forma analitica las coordenadas de los puntos
del robot. Para ello, se utilizara la metodologia de posicionamiento por

Denavit — Hartenberg, y en base a lo descrito en la seccidén 3.4, se presentan
los ejes requeridos para ello:

Z

fo
m%‘v/xo

Figura 3-4, Robot de 6 grados de libertad. Vista mostrando los sistemas de referencia

Con base en lo explicado en la seccion 3.4, el sistema inercial de un robot
manipulador siempre se considera como el sistema 0, ya que siempre es el
sistema desde donde se realizan los analisis.

Para el caso, como puede verse en la figura anterior, (figura 3-4) la base del
manipulador recibe un namero distinto a lo convenido, debido a que no es el
sistema inercial del robot manipulador. La base del robot es el sistema 1, que
es un sistema que se mueve en un plano paralelo a la superficie, por lo que
para su andlisis es necesario hacer uso del la metodologia de Denavit —
Hartenberg, ya que inicialmente se muestran todos los andlisis referidos al
sistema 1 y posteriormente al sistema O.
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De esta manera, para poder hallar la posicion de los puntos del manipulador
(ver Figura 3-1), con diferencia que en lugar de que el sistema inicial sea el O
es el sistema 1.

Asi entonces, usando como base los diagramas de grados de libertad de
Spong [29], se muestra en la siguiente Figura (Figura 3 —5), un diagrama de la
ubicacion de los ejes y los grados de libertad basado a la seccion 3.4

e ga—
L X3 |
y3 ydl@
;2
3 ¥4
z ® ) ¢
(3
‘.V’E‘[ @
_-“ }_ —_—
22 x2
-1 £2

Figura 3-5, Robot manipulador de 3 grados de libertad. Vista mostrando los sistemas
necesarios para la metodologia de posicionamiento de Denavit — Hartenberg con sistema
inicial 1

La matriz de elementos de eslabdn y eslabonamiento es:

Tabla 3-2, Matriz de elementos de Denavit — Hartenberg para el robot

Eslabon a a, d; : 0, Sistema
1 0 90 12 62 2al
2 13 0 0 83+90 3az2
3 | 4 0 0 64-90 4a3
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Matrices de transformacion de un sistema a otro

Recordando que la matriz de transformacién de un sistema a otro se halla por
medio de la ecuacion 3.4 — 1 presentada en la seccion 3.4:

cosd, -—sing,cosa; sing;sina; & cosé,

ia— _|sing, cosd cosa; —cosé sina; & sing,
S ) sing, cosa, d,
0 0 0 1

Del sistema 2 al sistema 1: a, =0, «, =90°, d, =1,, & =6,

cosd, -—sind,cos(90) sind,sin(90) 0-cosé,
sing, cosé,cos(90) —coséd,sin(90) 0-sind,

1-|-2 _ _
0 sin(90) cos(90) I,
0 0 0 1
cosd, 0 sing, O
T sing, 0 -cosé, O
0 1 0 I
0 0 0 1
......... 3-17
Del sistema 3 al sistema 2: a, =1,, «, =0°, d, =0, 6, =6,+90
cos(6, +90) —sin(@, +90)cos(0)  sin(6, +90)sin(0) I, -cos(6, +90)
o _ sin(6, +90)  cos(d; +90)cos(0) - cos(é; +90)sin(0) 1, -sin(6, +90)
3 0 sin(0) cos(0) 0
0 0 0 1
—-sing, —cosd, 0 -—I;sind,
’T cosd, -—singd, 0 l,cosé,
: 0 0 1 0
0 0 0 1
......... 3-18
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Del sistema 4 al sistema 3: a, =1,, o, =0°, d, =0, 6 =6,-90

cos(d, —90) —sin(@, —90)cos(0)  sin(6, —90)sin(0) I, -cos(d, —90)
ot _ sin(6, —90)  cos(#, —90)cos(0) —cos(#, —90)sin(0) |, -sin(6, —90)

‘o 0 sin(0) cos(0)
0 0 0 1

sing, cosd, 0 1,sing,
—cosd, sing, 0 -—Il,cosé,

T, =
0 0 1 0
0 0 O 1
......... 3-19
Posiciones
PUNTO 2.
Punto 2 visto desde el sistema 2:
0
2P2h = 8
1
......... 3-20
Punto 2 visto desde el sistema 1:
De acuerdo con la seccion 3.3 el punto en cuestion puede hallarse como
lPZh :1T2 2P2h
......... 3-21
De esta forma:
cosd, 0 sing, 00
L sind, 0 -cosd,0 0|0
=0 1 0 1o
2
0 0 0 101
0
1
......... 3-22
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PUNTO 3
Punto 3 visto desde el sistema 3:

0
3Psh = 8
1
......... 3-23
Punto 3 visto desde el sistema 2:
? Py =2T3 ? Py,
......... 3-24
—-sing, —cosd, 0 —I,sind, |0
2 _ cos@d, -—sing, 0 l,cosé, |0
. 0 0o 1 0 0
0 0 0 1 1
—l,sin 6,
P, — Igcc(J)se3
1
......... 3-25
Punto 3 visto desde el sistema 1:
lPah =1T2 ? P
......... 3-26
cosd, 0 sing, 0| -I;siné,
T singd, 0 —cosé@, 0| I,cosé,
0 1 0 I, 0
0 0 0 1 1
—l,coséb,sin 6,
5 | lsing,sino,
1 1,cos6, +1,
1
......... 3-27

De otra forma, para obtener el dltimo punto, se puede utilizar la siguiente
ecuacion:

. P3h =1T3 : P3h

donde 'T,='T, T,
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cosd, 0 sing, O|-singd, —cosd, 0 —I;sind,
L sing, 0 —cosd, O| cosd; —sind, 0 I,cosé,
o 1 0o L] o o 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
—cosd,sind, —cosd,cosd, sind, —l,cosd,sing,
i —-sing,sing, —sind,cosd, -—cosd, -Il,;sinb,sindb,
: cos 6, —siné, 0 |, cos @, +1,
0 0 0 1
......... 3-29
Con lo que la ecuacion 3— 28 se comprueba.
PUNTO 4
Punto 4 visto desde el sistema 4:
0
1
......... 3-30
Punto 4 visto desde el sistema 3:
: P4h :3T4 ! P4h
......... 3-31
sing, cosd, 0 I,sing, |0
p —-cos@, sing, 0 -l,cosd, |0
S 0 1 0 0
0 0 O 1 1
l,sin6,
= I4<;osﬁ4
1
......... 3-32
Punto 4 visto desde el sistema 2:
2P4h:2T33P4h
......... 3-33
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[—sing, —cos®, 0 —I,sing, | I,sing,
p cos¢, —sing, 0 Il cosb, ||—1,cosd,
N 0 o 1 0 0

0 0o 0 1 1

[—1,sin @, +1, cos @, cos @, —1,sinb,siné,
2p I,cos6, +1,cosb,sinb, +1,sin b, cos b,
4h O

i 1

Realizando algunas reducciones por medio de las siguientes identidades:
sin(a + ) = sina cos 8 + cos a sin A3

sin(a — ) =sina cos B - cos asin B
cos(a + )= cosa cos f—sinasin S

)
)

cos(a — ) =C0SaCOS S +SINASIN S..ocoeriiiiiiirieienen, (@)
Se tiene:
~1,sin @, +1,(cos 8, cos @, —sin b, sin 4, )
o _ |, cos &, +1,(cos 8, sin @, +sin b, cosé,)
1
~1,sin @, +1, cos(6, +6,)
, |, cos @, +1,sin(6, +6,)
Pin = 0
1
......... 3-34
Una manera de comprobar este resultado es por medio de:
’ Pun :2T4 ! Pan
......... 3-35

donde °T,=T,°T,
—-sing, -cosd, 0 -l,;sind, | singd, cosd, O
e cosd, -—sing, 0 Il cosé, |—cosd, sing, 0 —1,cosé,
’ 0 0o 1 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0
Ccos &, cos 6, —sin g,sin 0, —cos @, sing, —sind,cosd, 0 —Il,siné,+1,coséb, cosd, —1,sin b, sin g,
o0 cos 6,sin g, +sing,cosg, cosd,cosd,—sing;sing, 0 | ,cosé,+1,cosé,sinb, +1,sin b, cos b,
‘ 0 0 1 0
0 0 0 1

Realizando algunas reducciones trigonométricas se llega a
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cos(d, +6,) —sin(@,+6,) 0 —l,siné, +1,cos(6, +6,)
o _ sin(6, +6,) cos(@,+6,) 0 l,cos6,+1,sin(6, +6,)
‘e 0 0 1 0
0 0 0 1

De manera que se puede observar que la ecuacion 3— 35 se comprueba,
ademas de ver gue la ultima expresion (3— 36) es la matriz de transformacion
del sistema 4 al sistema 2, y efectivamente, en concordancia con la seccion
3.3, los primeros 9 elementos -del (1,1) al (3,3)- son elementos de una rotacion

sobre el eje Z con un valor de 6, +6, grados, y los elementos (1,4),(2,4) y (3,4)

son elementos de una traslacion, siendo esta justamente el alargamiento del
brazo gracias a los grados de libertad en los eslabones, 6,y 6, .

Vemos asi que el uso de estas matrices redujo de manera circunstancial el
desarrollo teorico hasta esta parte.

Punto 4 visto desde el sistema 1:

lPAh :1T2 2 P4h

......... 3-37
cosd, 0 sin@, 07—l sind,+1,cos(6,+86,)
i, - singd, 0 —cosd, 0| l,cosd,+l,sin(6,+6,)
o 1 o0 | 0
0o 0o o 1] 1
—c0s8,{l,sin@, -1, cos(6, + 6, )}
i _ —sin@,{l,sind, —1, cos(6, + 6, )}
an 1, sin(6, +6,)+1,cos b, +1,
1
......... 3-38

Este resultado queda ya reducido debido a que es el producto de una
transformacién elemental por un vector que se encuentra ya reducido,
el punto 4 visto desde el sistema 2 (ec. 3— 34).

Sin embargo, y tal como se ha presentado en los puntos anteriores, este

resultado puede deducirse de otras formas, 2 de ellas se presentan a
continuacion:

Forma I) "Pp="T;"Py,

donde 'T, es la transformacion presentada en la ecuacion 3-29
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y el punto °P,, es el que se presenta en 3-32, quedando:

[—cos@,sin@, —cosh,cosd, sing, —l,cosd,sind,| I,sind,
p, = —-sing,sin@, —sin '9_2 cos@d, -—cosd, —Il;sind,sind, | —1,cosd,
Ccos 6, —-siné, 0 I,cos6, +1, 0
i 0 0 0 1 1
[—1,cos@,sinéd,sing, +1, cos b, cos d, cos §, — 1, cos G, sin b,
p, = —1,sin @, sin Gssi.n o, +1, si.n 6, cosf, cosd, —1,sin, sin O,
I,cosé,sind, +1,sinf,cosd, +1,cosb, +1,
1

Factorizando este Ultimo resultado se llega al resultado presentado en 3— 38

Forma Il) ‘P, ='T,*P,,
......... 3-40
1: 1T 3
donde T,=T,°T,
—cosd,sing, -cosé@,cosd, sing, —l,cosd,sind,| sing, cosd, 0 |1,sinb,
T o -sind,sind, -sing,cosd, -—cosd, -l,sind,sind, | —-cosd, sing, 0 -—I,cosd,
! cos 0, —siné, 0 I, cos @, +1, 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
1- 1 H 1
T4(l,1) T4(1,2) sin 91 T4(1,4)
1- 1 1
oo T4(2,1) T4(2,2) —Cos ‘91 T4(2,4)
47 i i
T4(3,1) T4(3,2) 0 T4(3,4)
0 0 0 1
......... 3-41

T,a1 = COS O, COs G, cos O, — cos O, sin &, sin 6,

T,21 =Sin6, cos G, cosH, —sin O, sinH,sin g,

T,y =C0s,sin6, +sind, coso,

T,4.2 = —C0Os 8, cos B, sin g, —cos b, sing, cos b,

T2y = —SiN O, cos G, sin G, —sin G, sin Y, cos 6,

1T4(3,2) =Cc0s @, cosd, —sinf,sin g,

1T4(1,4, =—l,cos0,sing; +1,cos@, cosd,cos@, —1,cosO,sinb,sinb,
T4y = 135N, cos O, +1,sin G, cos O, sin g, +1,sin G, sin G, cos 6,

1 . .
T,34 =1,€080;sin6, +1;cos@; +1,sind;cosd, +1,

Otra forma de obtener esta matriz es por medio de la ecuacion 'T,='T,’T,, y
utilizando la ecuacion 3— 36 que es una ecuacion reducida se obtiene:
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[cos#, 0 sing, 07cos(d,+0,) —sin(@,+6,) 0 —I,sind, +1,cos(d, +6,)
i _|SiNG; 0 —cosd; 0 sin(@, +6,) cos(0,+6,) 0 l,co86,+1,sin(d, +6,)
o1 0, 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
[cos b, cos(@; +6,) —cosb,sin(@, +6,) sin@, —cosb,{l,sing, 1, cos(d, +6,)}
i _| S, cos(d, +6,) —sind,sin(6, +6,) —cosh, —sinb,{l,sind, -1, cos(d, +6,)
71 sin(e, +6,) cos(6, +6,) 0 1, sin(6, +6,)+1, cos @, +1,
i 0 0 0 1
......... 3-42

de donde vemos que la ultima columna corresponde con el punto 4 visto desde
el sistema 1, comprobando asi la ecuacion 3— 38.

Si no se contara mas que con las matrices de transformacion elementales, la
forma de obtener esta Ultima matriz es por medio de la ecuacién ‘T,='T, *T,°T,,

la cual tiene por forma la multiplicacion de las transformaciones elementales,
concordante con lo descrito en la seccion 3.3

cosé, 0 sing, O0|-sing, —cos@d, 0 -Il,sing,| sing, cosd, 0 1,sind,

T - sing, 0 —cos¢, O| cosd, -sind, 0 I,cos6, |—cosd, sing, 0 -I,cosé,
! 0 1 o0 L| o 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

Hasta este momento se han obtenido las coordenadas de cada uno de los
puntos y las transformaciones que conforman el manipulador vistos desde el
sistema 1. A continuacién se describe el procedimiento para obtener las
mismas coordenadas vistas desde el sistema inercial 0.

Puntos vistos desde el sistema O:

De acuerdo con el parrafo anterior y las figuras 3-4,3-5, el sistema inercial para
el cual se realizara todo el andlisis es el sistema 0, de manera que para poder
pasar todos los puntos descritos anteriormente hay que encontrar una
transformacién que permita realizar ese cambio. Para encontrarla recurriremos
a la Figura 3 — 6, la cual muestra la vista superior de los sistemas del robot una
vez que se mueve en el plano.
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X *x0

Figura 3-6, Grafico mostrando el dngulo de rotacion correspondiente con la base del
robot (sistema 1) y el sistema inercial (sistema 0) cuando el robot se encuentra en
movimiento

De acuerdo con lo realizado en esta seccion, el sistema base o inercial del
robot es el sistema 1, pues todos los puntos estan referenciados a este
sistema. Por otro lado, si este es el sistema propio del mévil del robot, como
puede verse en la figura, este sistema sufre una traslacion y una rotacion sobre
Z en el plano. Conforme con la seccion 3.3, la matriz de transformacion del
sistema 1 al sistema O es:

cos@, -sing, 0
oT, sing, cos@, 0 vy

0 0 1

0 0 0

Forma que contiene una rotacion en el plano sobre el eje z con un valor de 6, y
una traslacion con coordenadas (x,y,l,), donde x y y son variables (pues

dependen de la posicién del movil en el plano), y por otro lado |, (que no puede
apreciarse en la imagen debido a que el eje zo es perpendicular al plano) es
constante para este caso, y es justamente la distancia del suelo hasta la base
del robot.

De esta manera, para obtener las posiciones utilizamos los puntos vistos desde
el sistema 1 (obtenidos anteriormente) y se multiplican por esta Ultima
transformacion.
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Punto 1 visto desde el sistema O:

° Plh =0T11P1h

......... 3-44
Si el punto 1 visto desde el sistema 1 es:
0
0
o=,
1
......... 3-45
Entonces este mismo visto desde el sistema O es:
cosd, —-sing, 0 x|O
o _|SING cosd 0 y|(O0
"0 0o 1 1|0
0 0 0 11
X
y
Oplh: |
1
1
......... 3-46
Punto 2 visto desde O:
0P2h:0T11P2h
......... 3-47
cosd, -sing, 0 x| O
o _|SING coso 0 y|0
0 0o 1 1|1
0 0 0 1|1
X
y
OP _
D+,
1
......... 3-48
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Punto 3 visto desde el sistema O:

° P3h =0T1 . PSh

‘cos@, -sing, 0 x| -l ,cosé,sinb,
sing, cosd, 0 vyl l;sind,sind,
0 0 1 1| Ilycosé, +1,
0 0 01 1
[ —1,cos 6, cos G, sin @, +1,sin G, sin 6, sin 9, + x
—I;sin @, cosb,sing, —1, cos, sind,sinb, +y
l,cos6; +1, +1,
1

0
P3h =

l,(~ cos 6, cos @, +sin &, sin B, )sin &, + x
l,(~sin 6, cos @, —cos 6, sin 6, )sin &, +y
l,cos6, +1, +1,

1

0
P3h =

Por medio de las identidades trigonométricas presentadas anteriormente en (a)
—1, cos(@, + 6, )sin &, + x
—1,sin(, +6,)sin @, +y
l,cos6, +1, +1,
1

3h =

Punto 4 visto desde el sistema O:

° P4h :OTl ' P4h

cosd, —sin@, 0 x| -cosé,{l,sing,-1,cos(6,+86,)
0p _ sing, cosd, 0O vy| —sind,{l,sind,—1,cos(d,+6,)}

o 0 0 1 1| I,sin(@,+6,)+l cos6,+l,
01 1

0 0

Luego de realizar el producto y factorizar términos semejantes:
(—cos @, cos @, +sin 6, sin, Xl sin @, —1, cos(8, + 6, )} + x
(—sin @, cos @, —cos 6, sin B, ){l,sin @, -1, cos(6, + 6, )} + y
l,sin(@, +6,)+1,c0s6, +1, +1,
1

0
P =
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Después de utilizar las identidades trigonométricas mostradas en (a):

—cos(6, + 6, ){l,sin 6, —1, cos(d, + 6, )} + x
0p _ —sin(6, + 6, I, sin@, —1,cos(6, +6,)} +y
"o l,sin(6;, +6,)+1,c080, +1, +1,
1

Como conclusion a estos resultados, podemos ver que la ecuacién 3-52 es casi
la misma ecuacion que la presentada en 3-38, de la misma manera que la
ecuacion 3-50 es casi la ecuacion 3-27, con la diferencia que a las primeras
ecuaciones (3-27 y 3-38) se les se suma el angulo ¢, al angulo 6,, ademas de

trasladarse un vector de coordenadas (x,y,l,) , como se explicé anteriormente,
obteniéndose las ecuaciones 3-50 y 3-52, comprobando que el angulo 4, se
halla sobre el angulo 6, , volviendo robusto al robot.

Ademas de la forma analitica en como se obtuvieron los resultados, pudieron
haberse obtenido de forma gréafica al haber observado la figuras 3-4, 3-5 y 3-6;
sin embargo, se obtuvieron gracias a los principios del algebra lineal de manera
analitica, lo cual comprueba que el resultado matematico es correcto.
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3.6 ANALISIS ESTATICO Y ESPACIO DE TRABAJO

Cuando se habla de un analisis estatico de alguna maquina, se refiere a las
condiciones de rigidez y esfuerzo a las cuales se encuentra sometido cierto
elemento. Para nuestro caso, el andlisis estatico (ademas de todas las
secciones del capitulo 3), se refiere a un analisis sencillo de las condiciones de
carga a las que se somete el manipulador del robot. Esto da pie a lo que en
robotica se conoce como ESPACIO DE TRABAJO, que puede definirse de la
siguiente manera:

Definicion 3-1: Espacio de Trabajo

ESPACIO DE TRABAJO: Region del espacio R"de la cual es capaz de
alcanzar un manipulador el cualquiera de sus puntos sin mover su base de
lugar. Este espacio de trabajo se define por medio de los movimientos posibles
gue puede realizar el manipulador.

ESPACIO DE TRABAJO UTIL: Region del espacio de trabajo que puede cubrir
un manipulador sin tener que estirarse completamente, de forma que pueda
llegar de manera “natural’.

De modo sencillo, el espacio de trabajo son todos los puntos que puede
alcanzar un manipulador, y que a su vez forman una region ya sea en dos
dimensiones -que forma un plano-, o bien en el espacio —formando una
superficie o un volumen-.

El espacio de trabajo Gtil es aquel que puede alcanzar el manipulador sin tener
que estirar por completo sus eslabones, por lo que su posicion se halla de
forma mas “natural”.

Una caracteristica muy importante del espacio de trabajo es que cuando un
robot manipulador acerca su punto terminal a la frontera de este, existen un
fenémeno llamado pérdida de grados de libertad, que en términos mas
formales se denomina una SINGULARIDAD, pues se trata de un momento
singular en la ubicacion de un punto. Este punto se tratara con mayor énfasis
en el capitulo 5, de Estatica y Cinematica Inversa.

Asi, considerando que el robot permanece en una posicion fija sobre el plano,
se puede considerar también que las llantas no existen, de manera que se trate
so6lo de un robot manipulador con referencia fija.

Para hallar el espacio de trabajo hay que considerar las condiciones de frontera

del mismo y ver hasta donde puede llegar, dado que puede estirar
completamente sus eslabones por medio de sus grados de libertad.

La siguiente imagen muestra la configuracion original deseada del manipulador
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Figura 3-7, Imagen del manipulador en su estado (posicién articular) original

En base a la figura original y a los conceptos béasicos de la mecanica de
sélidos, el manipulador sufre una flexiébn sobre el Ultimo eslabon que provoca
un esfuerzo normal, dado por

Mc

o flex —

donde M es el momento proporcionado, que aumenta con el objeto que
sostiene el brazo, ¢ es el radio del cual se quiere hallar el esfuerzo e | es
momento de Inercia del eslabon. Si se quiere el esfuerzo maximo se utiliza la
ecuacion

_Mp

O-max I

donde p es el radio maximo, el este caso, |l,, que es la distancia entre el final
del eslabén anterior donde se halla la articulacion 3 y el punto terminal.

Sin embargo, es de notar que estos problemas de flexiébn son normales, y hasta
cierto punto despreciables, pues el momento generado (con objeto o no) es
muy poco. Por otro lado, un punto importante del disefio de maquinaria es la
obtencion del par en el motor en cada articulacion. De esta manera, el tamafio
del par en cada motor en cada caso del manipulador que la torca generada por
la ecuacion

M =mgl
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donde m indica la masa del objeto a cargar, g indica la gravedad del lugar a
trabajar y | la distancia de la que se trata. En el caso del ultimo eslabon es |,.

Asi entonces, un analisis que puede realizarse respecto al mismo robot son las
condiciones de esfuerzos para el disefio maquinal del robot. Esto ademas
ayudara a determinar la magnitud del torque de los motores.

Sin embargo, este trabajo se aboca principalmente a la mecanica del robot
tomando en cuenta que los elementos (como los eslabones) son cuerpos
rigidos y no se deforman. De esta manera, para comenzar a analizar el espacio
de trabajo utilizaremos la siguiente figura

Figura 3-8, Imagen del manipulador mostrando la altura méxima alcanzada

En la figura anterior se ve cédmo es que el manipulador alcanza su altura
maxima, por medio de estirar por completo sus eslabones y dejarlos
coolineales y perpendiculares a la base. Esto es debido a que el angulo
6,vale 0°, de forma que el angulo total valga 90°, en base a la tabla 3 — 2. Esta

altura es justamente la suma de las distancias I, y I,.

A continuacion se presentan algunas imagenes mostrando algunos puntos
importantes que puede alcanzar el manipulador
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Figura 3-9, Imagen del manipulador mostrando su alcance maximo

En la figura anterior se muestra al manipulador en su alcance maximo hacia
uno de los ejes. En base a lo descrito anteriormente, para este caso si se
sostiene algun objeto en el punto terminal, el momento que genere debera ser
menor al torque obtenido por los dos motores en la articulaciones 2 y 3.

Figura 3-10, Manipulador mostrando su alcance maximo en otro de los ejes

Aqui se muestra al manipulador en otra posicion de alcance maximo en otro de
los ejes.



Figura 3-11, Manipulador mostrando su ultimo eslab6n rotado hacia el anterior

En esta figura se puede ver que si el ultimo eslabén es capaz de rotar 180°
entonces puede volverse paralelo al eslabén anterior, y alcanzar distintos
puntos que antes no podia alcanzar.

De esta forma, podemos ver que el espacio de trabajo es una region
conformada por una esfera en la cual falta el centro, ya que como se puede
apreciar en la figura anterior el manipulador no puede alcanzar su centro a
menos que |, y I, sean del mismo tamafio. Si no es asi, entonces al “estirar” el

eslabon 2 hacia arriba y el 3 hacia abajo se logra la siguiente posicién

§<*

Figura 3-12, Manipulador mostrando su Uultimo eslabon rotado hacia el anterior y
apuntando hacia arriba

La regién descrita de forma gréfica puede verse en las siguientes imagenes



Figura 3-13, Espacio de trabajo en forma grafica contemplando la base visto en
perspectiva

Figura 3-14, Vista inferior del espacio de trabajo

iz

Figura 3-15, Vista inferior (2) del espacio de trabajo



Si consideramos que el ultimo eslabdn puede alcanzar puntos por debajo de la
22 articulacion entonces podria (dada la distancia de |, y I,) alcanzar puntos en

su propia base, lo que degeneraria el espacio de trabajo tendiendo a completar
la esfera por completo. A continuacion se muestran imagenes acerca de esto.

Figura 3-16, Manipulador alcanzando un punto de su base

Figura 3-17, Manipulador alcanzando un punto de su espacio de trabajo



Figura 3-18, Espacio de trabajo modificado, donde parece la esfera completa

z x

¥

Figura 3-19, Espacio de trabajo modificado mostrando el espacio faltante

En las figuras anteriores se puede ver que si no se encuentra la base el
espacio de trabajo es la esfera con el hueco de forma libre. Pero si se trata del
caso en el que se encuentre la base el espacio de trabajo se pareceria a

Figura 3-20, Espacio de trabajo mostrando la base muy por arriba del mismo



Donde apenas se puede ver que el espacio de trabajo apenas aparece. Si la
distancia I, y I, lo permite, entonces el espacio podria verse asi

z

L

Figura 3-21, Espacio de trabajo mostrando la base mas abajo (1)

Ahora que si la base se encuentra mas abajo todavia quedaria

Figura 3-22, Espacio de trabajo mostrando la base més abajo (2)

Figura 3-23, Espacio de trabajo mostrando la base mas abajo (3)



Como conclusion se puede hallar el espacio de trabajo de forma analitica para
fines de andlisis posteriores.

Para ello, usamos algunos conceptos de la geometria analitica en el espacio,
donde la ecuacion general que describe una esfera es

Ax* +By? +Cz°> + Dx+Ey+Fz+G =0

Y la ecuacion ordinaria es la descrita por

(X—h)2+(y—k)2+(z_|)2 —r2

donde el centro de la esfera se halla en C(h,k,1) y el radio de la misma es r

Con la ultima ecuacion, el espacio de trabajo para el sistema 2 de forma
analitica es

(Xz )2 +(y2 )2 +(Zz)2 = (Is +|4)2

Por lo cual si se quisiera ver desde el sistema 0 seria
(Xo —Xs2 )2 + (yo - y52)2 +(Zo _(Il + |2))2 = (Is + |4)2

Ya que el sistema 2 se halla en las coordenadas (x, VARES IZ) desde (0).
De esta manera, la distancia maxima (distancia de frontera) del espacio de
trabajo es el mismo radio de la esfera, que es r=I1,+1,. Pero si lo que se

requiere es que el manipulador tenga una posicibn mas cémoda entonces se
tiene que recurrir al espacio de trabajo util, descrito en la Definicién 3 — 1.

La siguiente imagen muestra una idea de ello:

—
y

Figura 3-24, Manipulador alcanzando un punto del espacio de trabajo Gtil
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Y la ecuacién que describe este espacio de trabajo es
(Xo _Xl)z +(Y0 - y2)2 +(Zo _(Il +|2))2 < (Is + |4)2

Ya que la frontera no puede ser tocada. De otra forma podria ser
(Xo _X1)2 +(Yo - y2)2 +(Zo _(Il +|2))2 =d’

donde d =1, +1, —tolerancia , y esa tolerancia describe que tanto del espacio de
trabajo original se quiere eliminar.

Una interpretacion de esta condicién es que el robot necesita una energia muy
grande para poder estirar por completo su extremidad, por lo que de manera
energética, es mucho mas conveniente y cobmoda esta posicion para el robot.
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CAPITULO 4 MODELO CINEMATICO DEL ROBOT.

4.1 INTRODUCCION.
CONCEPTOS MATEMATICOS NECESARIOS

ELEMENTOS DE CALCULO VECTORIAL

En el capitulo anterior se obtuvo la estatica del robot mediante la explicacion de
la teoria en base al método de Denavit-Hartenberg. Lo concerniente ahora es
obtener la cinematica del mismo, entendida como la velocidad y aceleracion de
los puntos anteriormente descritos. Para ello se hace uso de algunos
conceptos y principios importantes del célculo vectorial y del algebra lineal, ya
que recuerdese que (como se menciond en la seccién 3.1), el comportamiento
de cada punto del manipulador esta descrito por una funcién de los grados de
libertad del robot, siendo esta en realidad una funcion vectorial de variable
vectorial, que a su vez forma un campo vectorial, donde cada componente del
punto es a su vez una funcion escalar de variable vectorial, y que forma un
campo escalar, descrito a partir de una serie de variables, para nuestro caso,
los grados de libertad.

Asi, para comenzar a describir este comportamiento cineméatico es necesario
tener ciertos conceptos basicos del calculo real, vectorial y el algebra lineal
(basados en [28]):

Definicion 4-1: Derivacién paramétrica real o “regla de la cadena”

Sea f una funcion real de variable real con variable independiente x definida
por la transformacion f :R — N, la derivada paramétrica respecto a "t" se
define como:

df _dt dx
dt  dx dt

Definicién 4-2: Diferenciacion total de un campo escalar

Sea f una funcion escalar de variable vectorial que depende de (X,,X,,...,X,) Y

que define un campo escalar por medio de la transformaciéon f:R" >R, la
diferencial total de f puede hallarse como

df :ﬁf -d x1+if -dx2+---+if -d X,
OX, OX, OX

n
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Definicion 4-3: Derivacion paramétrica total de un campo escalar

Sea f una funcion escalar de variable vectorial que depende de (x,,X,,....X,) Y

que define un campo escalar por medio de la transformacion f:R" >R, la
derivada paramétrica total respecto a “t” de f puede hallarse como

df o dx,  of dx, of dx,
= . -+ . + e+ —-
dt ox, dt ox, dt ox, dt

n

Definicion 4-4: Derivacion paramétrica total de un campo vectorial
Sea f una funcion vectorial de variable vectorial de componentes (f,, f,,--, f, )
gue depende de (xl,xz,...,xn) y que define un campo vectorial por medio de la

transformacion f :R" — R™, la derivada paramétrica total respecto a “t” de f
puede hallarse como

.
dt
df |dh
a | @
df_
L dt |
......... 4-4
_afl.dxl+8f1.dx2+m+6fl.dxn_
ox, dt ox, dt ox, dt
d f 8f2.dx1+8f2.dx2+_._+8f2'dxn
ar ox, dt 0ox, Qt ox, dt
of, dx, of, dx, of,, dx,
. + . Feeet .
| Ox, dt  ox, dt ox, dt |
......... 4-5

Donde vemos que cada renglon corresponde a la derivada total respecto al
pardmetro "t" de cada componente correspondientemente.
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Definicion 4-5:

Matriz jacobiana o gradiente generalizado de un campo vectorial

Sea f una funcién vectorial de variable vectorial de componentes (f,, f,,---, )
que depende de (xl,xz,...,xn) y que define un campo vectorial por medio de la

transformacion f :R" — R"™, la matriz jacobiana de f , también conocido como
gradiente generalizado de f se halla como

3(f(x))= vt
......... 4-6
(of, ot o]
OX,  OX, OX,
of, o,  of
I(F(X)=| ax, ax, OX,
o, oy . Oy
| OX;,  OX, oX,, |
......... 4-7
De esta manera, la ecuacion 4— 5 puede ser escrita como:
df dx
—=J(f(x))-—
il L0 R
......... 4-8

dx . .
Donde m es la derivada del vector x con respecto al pardmetro "t", tomando

en cuenta que cada componente del mismo depende de este parametro.

v ]
dt
d x dﬁ
dar | O
dx,
| dt
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4.2 MODELO CINEMATICO DE UN ROBOT MANIPULADOR

De acuerdo con los principios descritos en la seccion anterior (4.1), en esta
seccion se describira especificamente el uso de la definiciones matematicas a
la robdtica, para ello se tomé en parte de Niku [5] y Juarez [6]

Considérese un vector de “n” coordenadas generalizadas:
0y

a.

qa=| .

an

En el cual todas las componentes dependen a su vez del tiempo, lo que lleva a
g (1)
q= qzz(t)

d,(t)

Si se considera ahora que una cierta particula del robot esta descrita por el
vector de posicion P de 3 coordenadas donde a su vez cada componente
depende de todos los grados de libertad, se tiene

P
P= F:Z
Pm
......... 4-10
R(a,.0,,++.4,)
L ACHTAEY
P, (0,9, 0,)
P.(a)
o_| P2)
P.(a)
......... 4-11

De acuerdo con los principios de la mecanica, para obtener la velocidad de la
particula se deriva la posiciébn P con respecto al tiempo, lo cual toma sentido
debido a que cada componente de P depende del vector de grados de libertad
(q), que depende a su vez del tiempo. De esta manera:
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V=—0-P
dt

[ ” 113

Y como P tiene “m” componentes, entonces V tendra también “m”
componentes, dadas por:

Vi P
Vv, B i P,
: dt| :
Vm PI’T'I
......... 4-13
rd
—P
V1 ((jjt !
V, g
E = dt. 2
V.| | d
Ldt "
......... 4-14

Sin embargo, debido a que cada componente de P (Pl, PZ,Ps)depende de “n”
grados de libertad (ql,qz,...,qn)que a su vez dependen del tiempo, se debe
utilizar la regla de la derivacion total del calculo vectorial, expuesta en la
definicion:

Asi entonces, para nuestro caso, y retomando la ecuacion 4— 14, la velocidad
en realidad se halla como:

_apl.dq1+apl.dq2+...+ﬁ.%_
Vv, oq, dt oJqg, dt oq, dt
V2 apqul+apqu2+...+@dﬁ
=l o0q, dt og, dt oq, dt
Vv .
m aPm_dql+aPm.dq2+m+aPm.dﬁ
| 0oq, dt  og, dt oq, dt |
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O bien

donde q, = d

'apl.

o,
oP,
o,

oP,

| 00,

q; +

oP,

oP,

LR

o,
oP,

m

o0,

a,

. P,
.q2+...+a.qn
. oP,
.q2+...+a.qn
. P,
Gy et e

De esta manera, este resultado pude expresarse de forma matricial como

donde la matriz

ok oR

oq, aq,

v,| [P R
DT %% o

Y P P

| 99, OQ,

o, oP, oP, ]
oq, aq, aq,
oP, oP, oP,
aql aqz .n
oP  oP P
oq,  aq, aq, |

S
o, | g,
oP. | d,
aq, |

oq, | se llama Matriz Jacobiana del punto P

(en concordancia con los principios del calculo vectorial), y se representa como
J(P(q)), ya que es la matriz jacobiana del punto P que depende del vector q.
Para este trabajo se usa Unicamente la designacion de Jacobiano, del cual su
determinante no tiene un nombre especial. De esta forma:

J(P(q))=

oP,  oP oP,;
oq, 0q, aq,
oP, 0P, oP,
ody 00, o,
P oP P
| 09, dd, aq, |
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')

. q .
Ademas, el vector | 7 | es el vector de derivadas temporales del vector q.

an
G
q-| &
d,
......... 4-19
Asi la ecuacion 4 — 19 puede representarse de forma simplificada como
vV =J(P(a))-q
......... 4-20

donde, como puede verse en la ecuacion 4 — 18, la matriz Jacobiana tiene por
orden m x n, ya que el punto tiene “m” componentes y el vector q tiene “n”
componentes, de manera que la multiplicacion pueda realizarse sin problemas,

pues la matriz Jacobiana es de orden m x n mientras que el vector q es de

orden m x 1, lo que da como resultado un vector de orden m x 1, que es el
vector de velocidades de la particula descrita en posicién por P.

Ahora bien, para poder obtener la aceleracion de la particula, es otra vez
necesario recurrir de nueva cuenta al concepto de aceleracién paramétrica de
la mecénica, dada por:

A=iv
dt
......... 4-21
donde nuevamente A es un vector de “m” componentes, dadas por:
A Vi
Az _ d V2
D dt]
LA Vi
4
A |t
Al ivz
DT dt.
A | dy
L dt
......... 4-22
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Sin embargo, ahora cada componente del vector V depende del vector q,
(ecuacion 4 — 9) y del vector q (ecuacion 4 — 19), de manera que
Vl(ql1q21""qn;q1’q2’”'!qn)
V = Vz(qli%""'qn;quz""vqn)

Vm(qpqz""vqn;qlquv"”qn)

......... 4-23
Por lo cual la expresion completa para hallar la aceleracion es:
M dg oV, dg, oV, dq, OV, dg, oV, dg, oV, dd,
A oq, dt og, dt oq, dt o9, dt oq, dt oq, dt
a | | e do oV, da, oV, dao, NV, do, oV, dg, oV, da,
. |T| 69, dt oq, dt oq, dt o9, dt oq, dt oq, dt
A : . . .
m aVm'dql_i_avm.dqz_'_“‘_i_avm.dqn_i_avm.dql_*_avm_dqz_i_'“_}_avm_dc]n
| 69, dt og, dt oq, dt  oq, dt ogq, dt oq, dt |
......... 4-24
O bien
[ ov, . oV, . o, . ov, . oV, . v, .
— Wttt + "0,
A aq, aq, aq, a4, ad, aq,
o, . oV, . o, . oV, . oV, . ov,
Po| | —Bel+ by bt G By ey B
S aq, aq, aq, ) aq, aq, aq,
Al |V NV J'ravm R 7\
g, d, 2q, d, 2. d, 24, a; 2, d, 2, An
......... 4-25
Que de forma reducida es
A—ﬂq +ﬂq ++ﬂq ++ﬂq +ﬂq ++ﬂq
oq, o9, ©oq, o4, o4, ad,
......... 4-26
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Y de forma matricial quedaria como

oV, oV, oV, avy ey, v gi

A7 |00, o,  oq, o4, o4, o, | :
AN N, v, v, v,
S I O I R TR R I I
Al lov, ov, oV, ov, oV, oV, |,
o9, oq, o9, o4, o4,  od, |

G,

Sin embargo, una manera mas para poder obtener la aceleracion por medio del
Jacobiano del Robot es por medio de la derivada de un producto, para dar
como resultado:

Donde el término %J(P(q)) se trata de la derivada de una matriz que tiene “n”

variables independientes, por lo que se obtiene de manera similar a la descrita
en la definicién 4 — 3:

Definicién 4-6: Derivada de la Matriz Jacobiana de un Robot

Sea un Robot con una Matriz Jacobiana de orden “m” por “n” (m coordenadas
del punto y n grados de libertad), la derivada de la misma tendra en mismo
orden y se obtiene como:

iJ(P(q)): aJ(P(Q)).q N aJ(P(Q))_q s aJ(P(Q))_q

dt 6q, o aq, aq,

n

De esta manera, vemos que de la ecuacion 4 — 28, el producto J(P(q))-

generard los términos de aceleracion gracias a la aceleracion angular, o bien el
vector de segundas derivadas respecto al tiempo de los grados de libertad,

mientras que el producto {%J(P(q))}-q genera los términos de aceleracion

gracias a la velocidad tanto lineal como angular. Mas adelante se explicara esta
interpretacion proveniente del andlisis del movimiento relativo de un cuerpo.
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4.3 JACOBIANOS Y VELOCIDADES DEL ROBOT

De acuerdo con lo descrito en las secciones anteriores (4.1 y 4.2), para poder
obtener de manera simbolica las velocidades de los puntos del robot, es
necesario obtener primeramente cada uno de los Jacobianos correspondientes
a cada punto, relacionado directamente con el nimero de grados de libertad
gue describen ese punto en el espacio.

A continuacién se dara una breve descripcion de la obtencion de cada uno de
estos elementos.

Si se considera inicialmente que el punto 1 tiene 2 gdl correspondientes a la
posicion del mévil el andlisis se muestra a continuacion

Punto 1 (con 2 gdI):
El punto tiene las coordenadas del mévil y a la vez del sistema 1

X
P=|y
Il
......... 4-30
Los grados de libertad para este caso son
| X
" M
......... 4-31

Por lo cual el Jacobiano correspondiente es una matriz de 3 x 2 conformada
por los siguientes elementos

(OP, 0P, |
OX oy
oP, OP,
J, =
OX oy
oP, 0P,
i OX 8yj
......... 4-32
Resultando
10
J,=(0 1
00
......... 4-33

Por lo cual podemos reducir el mismo eliminando el ultimo renglon, ya que el
punto 1 no tiene cambios en el eje Z del sistema 0, obteniendo
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, _[ro
lred_01

Ademas, el vector de grados de libertad derivado es

]

De esta forma, para obtener la velocidad del punto 1 basta con multiplicar el
Jacobiano de la ecuacion 4 — 34 y el vector de la ecuacion 4 — 35, de acuerdo
con la ecuacion 4 - 20:

V, = ‘Jlred -0,

......... 4-36
Quedando como resultado
“o by
0 1|y
v - X
b M

......... 4-37

Con lo cual comprobamos que la velocidad del punto 1, correspondiente con el
sistema 1 es también la del carro, debido a que el sistema va montado sobre él
y no tiene movimiento relativo. Si realizaramos el mismo procedimiento pero
con tres grados de libertad, agregando la orientacion del carro (6;), se llega a lo
mismo, cComo se muestra a continuacion.

Punto 1 (con 3 gdl):

Las coordenadas son las mismas que las mostradas en la ecuacién 4.30,
debido a que el punto no cambia, sin embargo, el nimero de grados de libertad
involucrados si, por lo que redefinimos el vector grados de libertad para este
caso, ¢,, obteniendo un nuevo vector, que llamaremos g, , por tener ahora 3

grados de libertad:

>

Oizy =| Y
6,

De esta manera, el Jacobiano resultante queda de la siguiente manera
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0P, oP, OP, |
ox oy 06
aply 8FJlx 8FJlx
J1(3) =
ox oy 06
or, OoP, OP,
| ox oy 06
......... 4-39
Obteniéndose
1 00
Jig =10 1 0
0 0O
......... 4-40
Por lo cual, la velocidad del punto 1 puede expresarse como
Vi =Ji5 - Oy
......... 4-41
Quedando como resultado
X
V=Y
0

: 2

que el mismo resultado presentado en la ecuacion 4.37, debido a que no
importa el nUmero de grados de libertad, en el punto 1, pues este solamente se
desplaza en el plano, y Unicamente influyen los grados de libertad de traslacion
del moévil, que son x y y.

Punto 2:
El punto 2 esta definido como
X
Pz = y
I, +1,
......... 4-42
y los grados de libertad asociados a este punto son
X
y
4, = 0,
0,
......... 4-43
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Y su vector de derivadas correspondientes es

X
1y
QZ_ 91
2
......... 4-44
De esta manera, el Jacobiano del punto 2 respecto a g, es
[oP,, 0P, 0P, 0P,
OX oy 06, 06,
] or,, 0P, 0P, 0P,
27l ax oy 06, 06,
oP,, oP,, 0P, OP,
| OX oy 06, 00, |
......... 4-45
1000
J,=(0 1 0 O
0 00O
......... 4-46
Asi, la velocidad del punto 2 puede obtenerse de la siguiente manera
V,=J,-0,
......... 4-47
Obteniéndose
]
V, =y
_0_
F ]
O V, =
LY

Que es la misma velocidad del punto 1, debido a que visto desde arriba, el
punto 1 y 2 estan empalmados, y Unicamente separados por la distancia ..
Esta condicion puede observarse claramente en las figuras 3.6 y 3.7.

Punto 3:

El punto 3 esta definido como
—1, cos(@, + 8, )sen(6,) + x
P, =| —l,sen(6, + 6, )sen(6, )+ y
I, cos(8,)+1, +1,
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Los grados de libertad para este punto son

X
y
0; = 91
92
105 ]
......... 4-49
Y su vector de derivadas esta dado por
[ x
y
0; = 91
0,
65 |
......... 4-50
El Jacobiano del punto 3se obtiene como i
oP,, 0P, 0P, OP, 0P,
OX oy 06, 00, 00,
J _ aF)?:y 8P3)’ aP3y 8P3y aPSx
*lax @y 00, 86, 00,
oP,, 0P, OP,, OP,, 0P,
| OX oy 00, 00, 00, |
......... 4-51

1 0 lsen(d,+6,)sen(6,) l,sen(, +6,)sen(6,) —I,cos(6, +86,)cos(6,)
0 1 —Il,cos(6,+86,)sen(8,) —I,cos(6, +6,)sen(8,) —1l,sen(6, +6,)cos(d;)
0

J, =
0 0 0 —l,sen(6,)
......... 4-52
Por lo cual, la velocidad del punto3 se obtiene como
V;=J5-Q;
......... 4-53
Después de realizar algunas reducciones trigopnométricas se llega a
x+1,{(6, + 6, )sen(6, + 6, )sen(6, ) — 6, cos(6, + 6, )cos(6, )}
V, =| y-1,{(6, +6,)cos(6, + 6, )sen(8;, ) - 8,sen(6, + 6, )cos(6, )}
—6,1,sen(8,)
......... 4-54
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Punto 4:
El punto 4 esta dado por

—cos(6, + 6, ){l,sen(6,) -1, cos(6; + 6, )} + x

=| —sen(6, + 6, ){l,sen(6;) -1, cos(6, + 6, )} + y
I,sen(6, +6,)+1,cos(6;)+1, +1,
......... 4-55
El vector de grados de libertad relacionado al punto es
F ]
y
— 91
. 0,
0,
_94_
......... 4-56
El vector de derivadas de los grados de libertad es
S
y
0,
q, = 0,
0,
_(94_
......... 4-57
De manera que el Jacobiano del punto 4 se obtiene como
[oP,, OP, 0P, OP, 0P, oP,, |
OX oy 06, ; 00, 060, 00,
opP,, 0P, 0P, 1 oP,, ok, 0P,
OX oy 00, 1 802 06, 00,
op,, opP,, oP, oP, oP, 0P,
| OX oy 06, 06, 06, 030,
......... 4-58

De este ultimo, podemos ver que la parte izquierda de la matriz corresponde al
Jacobiano del robot respecto a los grados de libertad del movil, mientras que la
parte de la derecha corresponde con el Jacobiano del robot respecto a los
grados de libertad del manipulador. Es asi como la ecuacion 4-58 podria
escribirse de la siguiente forma

J,=[J

4mov ‘ 4man]
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Que simbodlicamente queda como

10 j4,(1,3) i j4,(1,4) j4,(1,5 j4,(1,6)
J4 =10 1 j4,(2,3) i j4,(2,4) j4,(2,5) j4,(2,6)
0 O O } O j4,(3,5) j4,(3,6)
......... 4-60
Donde j, ., indica el elemento del renglon a 'y columna b de la matriz J,
jas =sen(6, +6,){l;sen(;)-1, cos(6, + 6, )}
Ja 2 =—C0s(6; +6, ){l,sen(6;)—1, cos(6, + 6, )}
Jawa = sen(6; +6,l;sen(0;)—1,¢08(6; + 0, )f;  fuws = Joqa
Jagom = _COS(‘91 +0, ){|3sen(l93)— l, COS(6’3 +06, )}1 Ja2z) = Jagos
jaus =—sen(0, + 0, {1, cos(6; )+1,sen(6; + 6, )}
ja25 =—sen(0, + 0, {l, cos(6, ) +1,sen(0; + 6,)}
jass =lssen(8;)+1, cos(6; +6,)
jawe =—cos(6; +6,),sen(¢, +6,)
ja25) = —sen(d, +6,)l,sen(6; +6,)
jae =1c08(6; +6,)
Asi, la velocidad del punto 4 se obtiene como
V,=J,-q,
......... 4-61

Que después de ciertas reducciones algebraicas y trigopnométricas es
X+ (6, + 6,)sen(6, + 6, {l,sen(8,) -1, cos(6, + 6,)} —cos(6, + 8, X, cos(6,)+ (6, + 6, ), sen(6, + 6,)}

V, =| y—(6,+8,)cos(6, + 6, {lsen(8;,) -1, cos(6, + 6,)} — sen(8, + 6, {6\, cos(6,) + (6, + 6, l,sen(8, + 6, )}
(6, + 6, ), cos(6, +6,)— o,,sen(6,)

79



4.4 INTERPRETACION Y ANALISIS DE JACOBIANOS Y
VELOCIDADES

En la seccion anterior se presentaron los modelos matematicos
correspondientes de posicion y velocidad, obtenidos gracias a los modelos de
los Jacobianos de los puntos, modelos que tienen toda una interpretacion fisica
que puede ser abundantemente estudiada. En esta seccién se presenta una
interpretacion sencilla de estos modelos para comprobar en cierta forma la
hipotesis presentada en un principio en este trabajo.

De acuerdo con la cinemética del punto y la teoria del movimiento relativo se
exhiben a continuacién ciertas ecuaciones que serviran como elemento
fundamental para ligar la teoria cinematica con la teoria matematica aqui
presentada.

RESUMEN DE LA TEORIA DE MOVIMIENTO RELATIVO

Considérese un sistema de referencia fijo O(X,Y,Z), un sistema de referencia
movil O'(x,y,z) y un punto de interés P.

z

AP X

X

Figura 4-1, Posicién absoluta de un punto en el espacio gracias a un sistema de
referencia movil, que puede tener rotacion intrinseca.

El Vector de Posicion Absoluta esta dado por
N =ry +Iso

Donde
r,.= Vector de Posicion del sistema movil

ry = XM +YJ +ZK

I',,o-=Vector de Posicion Relativo respecto del sistema de referencia movil
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Moo = Xi +Yj +2K

De esta manera, el Vector de Posicién Absoluta queda como
r, = (Xf +Y3 +ZR )+ (xf +Yj+ ZR)

Definicion 4-7: Posicion de punto en el espacio dado un sistema de referencia

movil

Sea un sistema de referencia fijo O(X,Y,Z), un sistema de referencia movil

0'(x,y,z) y un punto de interés P, el vector de posicion de O a P esta dado por
r, = (Xf +YJ3 +ZR )+ (xf +Yj+ ZR)

Definicion 4-8: Teorema de Poisson

Sea un vector unitario ¢ que rota en el espacio respecto al vector @, la
derivada respecto al tiempo y (Unicamente) orientacion se encuentra como

d
7e=wxe

dt

De manera que, para obtener la velocidad del punto se deriva respecto del
tiempo la posicion (ecuacion 4-66), usando el teorema de Poisson (ecuacion 4-
67)

Vp, =—1I,

dt

Definicion 4-9: Velocidad de un punto en el espacio dado un sistema de
referencia movil

Sea un sistema de referencia fijo O(X,Y,Z), un sistema de referencia movil
O'(x, Y, z) que rota respecto del vector @ y un punto de interés P, el vector de

velocidad absoluta de O a P es
Vo =Vgo +Vp 0 + @ XI5

De manera grafica la velocidad tiene la siguiente forma
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velocidad

trayectoria —

Figura 4-2: Velocidad vectorial (siempre tangente) sobre una trayectoria

De forma similar, para obtener la aceleracion del punto se deriva la velocidad
(ecuacion 4-69) respecto del tiempo, usando también el teorema de Poisson

ap =—V,

dt

Definicién 4-10: Aceleracion de un punto en el espacio dado

un sistema de referencia movil

Sea un punto de interés P visto desde un sistema de referencia fijo O(X,Y,Z)y
un sistema de referencia mévil O'(x,y,z) que tiene velocidad angular @y una

aceleracion angular o, el vector de aceleracion absoluta de O a P es
8p = 8o +8p/ + 2T XVp 0 + A X T 10 + T X (T XM )

......... 4-71
La cual se puede reescribir como
a, =a; +a,
......... 4-72
Donde
a; = Aceleracion Tangencial
a =8y +ap,o + 20 XVp, o + O XTI
......... 4-73
a, = Aceleracion Normal
dy = ZUX(WX rP/O')
......... 4-74

De donde se desprende que la aceleracion total de un punto en el espacio se
obtiene como la suma de

a, = Aceleracion lineal del sistema movil, es tangencial
a8, = Aceleracion lineal del sistema movil al punto, es tangencial

2o xV,,,, = Aceleracion de Coriolis (a;), —en honor al fisico Gustav Coriols-
aceleracion generada por los efectos de la rotacion de la tierra, es tangencial
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a xr,,, = Aceleracion generada por los efectos de la aceleracion angular del
sistema movil, es tangencial

ax(@xr,,,) = Aceleracion generada por los efectos de la velocidad del

sistema movil, es normal, pues siempre esta dirigida hacia el centro de la
trayectoria. Si la trayectoria es rectilinea no existe. Se conoce también como
aceleracion centrifuga

Una forma grafica de explicar esta aceleracion es con el siguiente diagrama

/ trayectoria

aceleracion
normail

aceleracidn
total

Figura 4-3: Descomposicion vectorial de la aceleracién en el movimiento relativo

De acuerdo con la ecuacién 4-37, la velocidad del punto 1 y punto 2 es

Esto es debido a que el punto 1 y 2 son los puntos que representan la posicion
del carro y la base del robot, por lo que su velocidad sera respectivamente la
del carro, que tiene como componentes la velocidad en cada grado de libertad
del carro.

10
Por otro lado, el Jacobiano del punto 1 es J, 4 = {O J considerando 2 grados

100
de libertad y J,5 =0 1 0| si se consideran 3 grados de libertad, mientras
0 0O

1 000
que el Jacobiano del punto 2es J,={0 1 0 O0|. De estos, puede verse que
0 00O

a menos que se considere unicamente los dos primeros renglones y las dos
primeras columnas, el jacobiano es invertible, lo cual es una propiedad
importante que se mencionara en el siguiente capitulo.
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En la ecuacion 4-54 se presento el siguiente modelo de la velocidad del punto 3
del robot
x+1,{(6, + 6, )sen(6, + 6, )sen(8;, ) - 6, cos(6, + 6, )cos(6, )}
V, =| y-1,{(6, + ,)cos(6, + 8, )sen(6,) - 8,sen(6, + 6, )cos(6, )}
—6,l,sen(6,)

De acuerdo con la definicion 4-69, esta velocidad pudo haberse obtenido como
la velocidad del sistema movil, x en la componente Xy y en la componente vy,
mas la velocidad del sistema movil, que en el caso del punto 3 se trata de la
velocidad del brazo, que son  (6,+6,)lsen(6, +6,)en(d,) y

—(6,+6,)1, cos(6, + 6, )sen(¥,) para la componente x y y respectivamente.

Ademas se puede notar que el tercer término tanto de la componente x como
de la componente y es la velocidad angular del sistema de referencia movil,
que en este caso se trata del eslabon 1, tanto en la rotacion respecto al plano
por el cual se desplaza el carro como la rotacidbn que tiene respecto a la
articulacion.

De esta forma podemos ver que a partir de los métodos mateméaticos puede
comprobarse la teoria cinematica del movimiento relativo.

Por otro lado, el Jacobiano relacionado al punto 3 es (de acuerdo con la
ecuacion 4-52)
1 0 lsen(d,+6,)sen(6,) l,sen(, +6,)sen(6,) —I,cos(6, +86,)cos(6,)
J,=|0 1 -l cos(@, +8,)sen(d,) —1,cos(6, +6,)sen(d,) —Il,sen(d,+8,)cos(6;)
00 0 0 —l,sen(6,)

Del cual si se quiere obtener una inversa, se tienen que elegir 3 columnas; sin
embargo, como puede verse, las columnas 3 y 4 son completamente iguales,
por lo que si llegaran a elegirse estas dos columnas, la inversa no existiria
debido a las condiciones matematicas que marca el algebra lineal (inversa de
una matriz por medio del andlisis del rango de la misma, para mayor referencia,
revisar [21]). Esto se da principalmente porque la columna 3 se obtuvo por
medio de la derivada respecto a 6,y la columna 4 se obtuvo por medio de la

derivada respecto a #,, y estos dos angulos fisicamente estan empalmados
uno sobre el otro.

Sin embargo, si se seleccionaran 3 columnas, incluida siempre la 5, y sin que
aparecieran la 3 y la 4 al mismo tiempo, podria obtenerse una inversa de esta
matriz reducida. Por ejemplo, los siguientes conjuntos de columnas podrian
generan una inversa: (1,2,5), (1,3,5), (2,3,5),...
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En la ecuacion 4-62 presento el siguiente modelo de velocidad para el punto 4
x+ (6, + 0, )sen(6, + 6, fl,sen(8,) -1, cos(6, + 6, )} — cos(6, + 6, 6,1, cos(6,)+ (6, + 6, ),sen(d, + 6, )}
V, =| y—(6,+6,)cos(6, + 8, ){lsen(6; )1, cos(6;, + 6, )} — sen(6, + 0, X\, cos(6,) + (6, + 6, l,sen(6, + 6, )}
(6, +6, ), cos(6, +8,)-6,,sen(8,)

De este, se puede ver (aunque ya no de manera tan clara) los elementos
constituyentes de la velocidad en un movimiento relativo.

Para comprobarlo se puede analizar claramente la componente x de esta
velocidad. Primeramente, vemos que se hace presente la velocidad del sistema
movil (x). Sumada a esta vemos la velocidad del punto vista desde el sistema
movil ((6,+6, )sen(6, + 6, ){l.sen(6,)—1, cos(6, +6,)}) y por dltimo se tiene la
velocidad del sistema maovil multiplicada por la posicion del punto vista desde el
sistema de referencia movil (—cos(d, + 6, 6,1, cos(8, )+ (6, + 6, l,sen(6, +6,)}). Es
obvio que este Ultimo término es escalar, pues se obtuvo como la componente
x del vector de velocidad del sistema movil (el eslabon 1y 2), multiplicada por
la posicion desde la base del robot hasta el punto en cuestién (en este caso, el
punto 4).

El Jacobiano relacionado al punto es
Jy :[‘]4mov | ‘]4man]

Donde
1 0 sen(6,+86,Nl,sen(6,)-1, cos(6, +6,)}
=10 1 —cos(8, +6,)l,sen(8,)-1, cos(d, + 6, )}
00 0
sen(6, + 0, {l,sen(6,) 1, cos(8, + 6,)}  —cos(é, + 6, K, cos(8, ) +1,sen(6, + 8,)} —cos(6, + 6, )l,sen(6, + 6,)
Juman = | —c08(6, + 6, Yl sen(6,) -1, cos(6, + 6,)}  —sen(6, + 6, ){l, cos(8,) +1,sen(6, + 6,)} —sen(6, + 6, )1,sen(6, + 6,)
0 Isen(,)+1, cos(6, +6,) I, cos(@, +6,)

J

4mov

Como puede verse, y de acuerdo con los preceptos del algebra lineal,
la matriz J,,,, no es invertible, debido a que tiene todo un renglon de ceros.

Mas adelante, en el capitulo siguiente, el de mecanica inversa, se vera la
interpretacion fisica que esto repercute.

Por otro lado, se puede ver que J
de términos algebraicos se tendria

es invertible, y si se ve como una matriz

4man

ab «cd cf
Jiman =| CO —ad —af
0 e g
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Con
a=sen(d, +6,)

b ={,sen(8,)-1, cos(6, +6,)}

c=-cos(6,+6,)

d = {l, cos(d, )+1,sen(6, +6,)}

e=1sen(d,)+1, cos(6, +6,)

f =1,sen(6, +6,)

g=1,cos(6,+6,)

Por lo cual se puede ver que esta matriz no tiene una forma especial, sin

embargo, como se mencioné anteriormente, tiene inversa, aungue no sea tan
facil de obtener y/o reducir.

Nuevamente, la interpretacion fisica de este resultado matematico se vera en el
siguiente capitulo
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4.5 ACELERACIONES DEL ROBOT

En la seccion 4.2 se presentaron las ecuaciones necesarias (basadas en el
calculo vectorial) para poder hallar tanto la velocidad como la aceleracion de un
punto conociendo el modelo del mismo en funcion de los grados de libertad y el
mismo vector de grados de libertad con su correspondiente vector de derivadas
y segundas derivadas. En esta seccion se expresaran de manera analitica esos
modelos expresados para el robot en cuestion.

De acuerdo con las ecuaciones para obtener el modelo cinematico, la
aceleracion puede obtenerse como

A= 3(pla)-4+{ 3P} -4

9 3(p(q)) = aJ(P(Q))_q N aJ(P(Q))_q s aJ(P(Q))_q

dt 6q, og, oq,
O bien
N .oV oV N oV N

A=—4¢,+—¢, ++——q, ++—0G, +—0G, +--+—0
oq, O o, 4z o dn o, U o, 4z o, Un

De esta manera, para los puntos 1,2 y 3 se obtendra de la primera forma,
mientras que para el punto 4 (el punto terminal) se utilizara la segunda forma,
para ejemplificar cada una de ellas.

Punto 1:
La aceleracién del punto 1 puede obtenerse como

A1=J1'q1+‘]1'q1

......... 4-75
100
Siendo J, =0 1 0], suderivada respecto al tiempo es
0 00
J, =8‘]—1X+a‘]—1y+a‘]—19l
OX oy 00,
......... 4-76

Resultando ser J, = [0] por lo cual podemos ver que no tiene cambio respecto
al tiempo.

Dada la derivada respecto al tiempo de los grados de libertad 1 (ecuacion 4-35)
X
y

El vector de aceleraciones g, para el punto les
.

y

0, =

4, =
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De esta forma, la aceleracion para el punto 1 queda como

5

......... 4-78
Punto 2:
La aceleracion del punto 2 puede obtenerse como
A =J,-q, +J2 Q,
......... 4-79
1000
Siendo J, =0 1 0 O}, suderivada respecto al tiempo es
0 00O
3, = oJ, X+6J2 y+an 0, + oJ, 0,
OX oy 06, 00,
......... 4-80

Para este punto, la el vector de velocidades articulares (derivadas de los
grados de libertad, ecuacion 4-44) es

q, =

L < >

>
)

Y el vector de aceleraciones articulares (el vector de derivadas correspondiente
al anterior) es

X
1y
q2 - 91
%,
......... 4-81
De esta forma, la aceleracion del punto 2 es
X
Az =1y
0
......... 4-82
Punto 3:
La aceleracién del punto 3 puede obtenerse por medio de la ecuacion
A; :‘]3 Qg +J5-05
......... 4-83
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Siendo

1 0 Isen(d +6,)sen(d,) lsen(d, +6,)sen(d,) —1,cos(6, +6,)cos(6,)
J,=|0 1 -l cos(6,+8,)sen(6,) —1,cos(d,+8,)sen(d,) —I,sen(6, +8,)cos(d;)
0 0

0 0 —l,sen(6;)
.
y
a =0,
6,
05 |
Y consecuentemente
X
y
0 = 91
0,
05 |
......... 4-84
Para obtener la derivada respecto al tiempo del Jacobiano 3 se usa la ecuacion
5Py B By Dy, Dy
OX oy 00, 00, 00,
......... 4-85
Dando como resultados parciales
aJ—"’x =0; e y=0
OX oy
0 0 6l,cos(6,+86,)sen(d,) 6,l,cos(8, +6,)sen(6,) 6,l,sen(6, +6,)cos(6,)
2‘19391 =10 0 &lsen(6,+6,)en(,) blsen(d, +6,)sen(d,) -6y, cos(8, +86,)cos(8,)
' 00 0 0 0
. [0 0 8, cos(6, +6,)sen(8,) 6,1, cos(8, +6,)sen(6,)  6,1,sen(6, + b, )cos(8;)
ﬁéz =0 0 &,l;sen(6,+6,)sen(d,) b,l,sen(6, +6,)sen(8,) — 6,1, cos(8, + 6, )cos(8;)
> oo 0 0 0
. [0 0 &,1sen(6, +6,)cos(6,) 6,l,sen(6, +6,)cos(6,) 6l cos(6, + 6, )sen(6,)
ﬁes =0 0 —6,l,c08(0, +6,)cos(6,) 6;l,cos(6, +6,)cos(6,) 6,l,sen(d, + 6, )sen(6;)
o joo 0 0 —1,6; cos(6,

Por lo que el producto J,-q, es
(0, + 0, )" cos(6, + 6, )sen(6, )+ 2(6, + 0, )0,sen(6, + 6, )cos(8, )+ 6, cos(6, + 6, )sen(6,)
J,-0, =1,| (6, +6,) sen(6, + 0, )sen(6, ) — 2(6, + 6, )0, cos(6, + 6, )cos(6;, )+ 0,>sen(6, + 6, )sen(6,)
—6,” cos(6,)
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Y paralelamente, el producto J,-g, queda como
x+1,{(8, + 8, )sen(6, + 6, )sen(8;) - &, cos(6, + 6, )cos(6, )}
J,-0, =| y=1,{(&, + &, )cos(6, + 8, )sen(6,) - &,sen(6, + 6, )cos(6, )}
—93I35en( 3)

Por lo que la aceleracién del punto 3 queda como

X+ 1,4@, + &, )sen(6, + 6, )sen(6,) - &, cos(6, + 6, )cos(6;) + 2(0, + 6, )0;sen(6; + 6, )cos(8, ) + (6, + 6, + 6, [cos(6, + 6, )sen(6,)
A, =| y— 1,8, + &, )cos(6, + 6, )sen(8,) - &sen(6, + 6, )cos(6,) — 2(6, + 6, )0, cos(6, + 6, )cos(6,)+ |6, + 6, F + 6, sen(6, + 6, )sen(6,)
Fé’ sen(d,) - 6, cos(6, )}
......... 4-88
Punto 4:
Para la aceleracion del punto 4 puede obtenerse de acuerdo con
ov, ov, v, oV oV, ov, v, ov, oV, oV,
_Nag Nay Nog N Nag Nag Noy Nog Noy Nopy  Nagy Nigy
A= Rt oy y+ael 1+aez 2+aea 3+aa4 T oy wael 1+a¢92 ”ae +ae
......... 4-89
Siendo
X + (6, + 0, )sen(6, + 0, ){l.sen(6, ) -1, cos(6, + 6, )} — cos(6, + 6, {1, cos(6, )+ (6, + 6, ), sen(6, + 6, )}
V, =| y—(6,+6,)cos(6, + 6, {l.sen(6,) -1, cos(6, + 0, )} — sen(6, + 6, }{6,), cos(6,) + (6, + 0, ), sen(6, + 6, )}
(6, +6,),cos(6, +6,) - 6,),sen(6,)
.
y
0,
q =
17\,
0,
16,
]
y
A
q, = g,
28
10,
......... 4-90
Los resultados parciales son
oV ov,
—4x=0; —2y=0
OX oy

ov * ov, J
0 0
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oV
Hag, =
00,

vy
08,

oV
N,
20,

v,
—24
06, !

v,
Ha gy
20, °

=| &, cos(6, + 4, fl,sen(6,)—1, cos(6, + 6,)

=| - dsen(6, + 6, {1, cos(8,)+1 sen 6,+6,

i dsen(6, + 6, ), sen( I cos(, +6,)} }

[— 4, cos(6, +92){I cos(6,)+1,sen(é, + 6, }

[(6,+6,)6, cos(6; + 6, Ml sen(6,)—1, cos(6, + 6, )} + O,sen(6, + 6, (O, cos(, )+ (6, + 6, )l sen(6, + 0, )}
=| (6, + 6,)0,5en(6, + 6, YI,sen(6,)— 1, cos(6, + 6, )} — 0, cos(6, + 6, {B,l, cos(8, ) + (6, + 6, ), sen(6, + 6, )}

0

—(6, +6,)0, cos(6, + 6, ){l, cos(8,) + I,sen(6, + 6, )} — B,sen(6, + 6, ){O,l,sen(8,) + (0, + 6, ), cos(6, + 6, )}
—(6, +6,)0,1,sen(6, + 6,)— 6,1, cos(6,)

[ (6, + 6,)8,sen(6, + 6, I, cos(6,) + 1,sen(8, + 6, )} — &, cos(6, + 6, {e,l,sen(6, )+ (6, + 6, )I, cos(é, + 6, )} ]

—(6,+6,)8, cos(6, + 6,),sen(6, + 6,) - 0,(6, + 6, )l,sen(6, + 6, )cos(6, + 6,)
—(6,+6,)8,l,sen(6, +6,)

[ (6,+6,)0,5en(6, + 6, I sen(8, + 6,) - 6,(6, + 6, ), cos(6, + 6, )cos (6, + 6,) }

Ny _
_

% —d,c08(0, + 6, ){l,sen(6,) -1, cos(6; + 6, )}
2

0
—d,cos(6, +6,)l,sen(6, +6,)f
—d,sen(6, + 6, Xl,sen(8, + 6, )}]
él, cos(6, +6,)

{ d,sen(8, + 6, ){l.sen(6,)—1, cos(6, + 6, )} }

v,
9_
00,

él,cos(6, +6,) I Ld.sen(6,)

Finalmente, la aceleracién del punto 4, en componentes, es

A4x
A, =| A,

A4 z

Las componentes de la aceleracion (después de ciertas reducciones
algebraicas y trigonométricas) son

A, =x+(0,+6,) cos(6, + 6, ){l,sen(6,) -1, cos(6, + 6, )}
+2(6, + 0, )sen(6, + 0, /6,1, cos(6, )+ (6, + 6, ) ,sen(6, + 6, )}
—cos(6, + 6 ){9 ’I,sen(6, )+ (0, + 6, )1, cos(6, + 6, }
+ (6, + 4, )sen(6, + 6, Xl,sen(6, )| cos(e +6,)}
—cos(6, + 6, {F;1, cos(6, )+ (&, + &, ), sen(6, + 6, )}

......... 4-92
A, =y+(0,+6,) sen(6, + 0, {l,sen(6,) -1, cos(6; + 6, )}
—2(6, +6,)cos(6, + 6, ){6,1, cos(8;) + (6, + 6, ), sen(6, + 6, )}
—sen(6, + ){9 ?1,sen(6, )+ (6, + 6, )1, cos(6, +04)}
— (6, + 8, )cos(6, + 6, {l,sen(6;) -1, cos(6, + 6, )}
—sen(6, + 6, {dl, cos(6, )+ (&, + &, ), sen(6, + 6, )}
......... 4-93

=0, +0,)1,5en(0, + 6,)— 0,%1, cos(6, )+ (&, + &, ), sen(6, + 6, )— &,1,sen(6,)



4.6 INTERPRETACION Y ANALISIS DE ACELERACIONES

En la seccion 4.4, desde la ecuacion 4-70 hasta la ecuacion 4-74, junto con la
definicion 4-10 y la figura 4-3 se presentd el modelo cinematico de la
aceleracion para una particula en el espacio usando movimiento relativo.

A partir de estas ecuaciones puede darse una interpretacion fisica de los
modelos presentados en la seccion anterior, a partir de los cuales pueda surgir
un analisis no sélo de tipo matematico, si ho también mecanico e inclusive
robotico. Asi pues, a continuacion se presentara la relacion de las ecuaciones
mencionadas con el movimiento relativo.

En la ecuacion 4-78 y 4-82 se presento que la aceleracién tanto del punto 1
como del punto 2 estéd dada por

Esto debido a que tanto el punto 1 es la base del carro y el punto 2 es la base
del manipulador, por lo que su aceleracion es Unicamente lineal y generada por
las componentes de la posicion del carro, ademas de no verse afectadas por la
rotacién que pudiera tener el mismo carro o el robot.

Para los siguientes puntos es conveniente colocar de nueva cuenta las
ecuaciones 4-71y 4-72, necesarias para el analisis de las aceleraciones.

ap =8y +8p,0 + 20 XVp o + O XI5 +w><(w>< I‘P,O.)
Que de manera escalar queda como
2
ap =g +8p,og +2Np o + A 0 + O T

Y como se explicé anteriormente, el dltimo término es el Unico correspondiente
con la aceleracion normal, mientras que todos los demas son aceleracion
tangencial, incluida la aceleracion de Coriolis y la generada por la aceleracion
angular. Asi la ecuacion anterior podria escribirse en términos de aceleracion
tangencial y normal de forma vectorial como

a =a; +a,
Es importante comentar que de todas estas aceleraciones de la que
posiblemente no se pueda tener mucho control e inclusive es un término que
podria pensarse que esta de mas es la aceleracion de Coriolis, sin embargo,
esta aceleracion es sumamente importante, ya que es atribuida en gran
manera a la aceleracion centripeta (aquella que arroja a los cuerpos fuera de
su trayectoria de manera perpendicular).

Como se vio en la ecuacion 4-88 la aceleracion del punto 3 esta dada por
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X+ L,{(@, + 6, )sen(6, + 6, )sen(6,) - &, cos(6, + 6, )cos(8,) + 2(6, + 6, ),sen(6; + 6, )cos (6)+‘F91 +6,f +6, ]EOS( 92)sen(93)l
A, =| y—1,{d, +8,)cos(6, + 6, )sen(6,) — &;sen(6, + 6, )cos(6,) — 2(6, + 6, )6, cos(, + 6, )cos(8,) + |6, + 6, + 6, ken(6, + 6, )sen(8,)

I{—é)sen( 6,) - 6,% cos(6, )}
y para ejemplificar el uso y aplicacion de la ecuacion de aceleracion se
analizara la componente x de esta ultima, obtenida de una operacion vectorial.
Se tomara en cuenta primeramente que el sistema mavil es el carro, y el punto
en cuestion es el punto 3, afectado por la rotacion del carro, del robot y del
angulo del primer eslabon. Podemos ver primeramente que se tiene la
aceleracion x,, correspondiente con la aceleracion lineal del carro.

Por otro lado, podemos ver que el término correspondiente a a xr,,, €S
—d,1,cos(0, +0,)cos(6,)+ (6, + &, ),sen(0, + 6, )sen(6,), debido a que la
aceleracion del eslabdn, combinada con las rotaciones tanto del carro como del

robot corresponde con el del sistema movil. El término que corresponde a la
aceleracion lineal del sistema movil al punto (a;,,,) no existe, ya que el punto

solamente tiene rotacion y no traslacion respecto al sistema movil.

Por Gltimo para este punto, se tiene [(6?1+492)2 +4932j3cos(91+6?2)sin(¢93) como
parte del producto de @x(@xr,,,), pues si lo vemos de forma escalar
tendriamos a, =®°r,,,,, por lo que vemos que este término incluye

velocidades al cuadrado [(91+6'2)2+932J y un radio (I, cos(6, + 6, )sen(6,)), que

aungue no se ve claramente, es en tres dimensiones, pues los angulos 1y 2
son perpendiculares al angulo 3. Este término es importante para la dinamica,
ya que comunmente esta aceleracion queda perdida en el uso e inclusive
afecta al rendimiento del movimiento del robot.

De esta manera, vemos que para la robdética la diferenciacién de los términos
es dificil, principalmente porque los radios no son tan obvios y en cierto punto
dificil de obtener.

Para ver qué ocurre con la aceleraciéon del punto terminal se utilizara la
ecuacion correspondiente con la componente x de la aceleracién del punto 4.
Recordemos que para este punto el sistema movil sigue siendo el carro y su
rotacion, compuesta por el angulo 6, +6,, y que se trata de resultados

escalares, obtenidos por medio de una operacién vectorial.

A, =x+(6,+6,) cos(, + 6, {l,sen(6,)—1, cos(6, + 6, )}
+2(0, + 6, )sen(6, + 0, ){6,1, cos(6, )+ (6, + 6, ), sen(93 +0,)}
—cos(@, + ){ ’I,sen(6, )+ (0, + 6, Y1, cos(@ }
+(8, + 4, )sen(6, + 6, ){l,sen(6;, ) -1, cos(6, +94 )}
—cos(6, + 0, }F;1, cos(8, )+ (&, + &, ), sen(6, + 6, )}

A continuaciéon se analizard término a término

93



x: Corresponde con el término de aceleracion lineal a,., relacionada con la
aceleracion lineal en x del carro.

2(6, + 0, )sen(6, + 0, }0,1, cos(6, ) + (6, + 6, ) ,sen(6, + 6, )}:Término correspondiente
a la aceleracion de Coriolis (2@ xV,,.,, vectorial, 2av,,.., escalar), pues como
se ve, incluye la velocidad combinada de 6, +6,, que toma lugar como ,

mientras que los demas términos toman lugar como la velocidad del punto 4
visto desde el sistema movil. 6,1, cos(d;)sen(6, +6,) es la correspondiente

velocidad del eslabon 1y (6, +6, l,sen(6; + 6, )sen(6, + 6,) correspondiente a la
velocidad relativa del eslabon 2.

(91 + 92 )Sen(l91 +0, ){Issen(‘gs)_ L COS(193 +0, )} y.

—cos(6, + 0, {F;1, cos(8, )+ (&, + &, ),sen(6, + 6, )}

Términos relacionados con la aceleracidn generada por la aceleracion angular
(axr,,,, vectorial, oar,,,, escalar), ya que como se Ve, aparece
(@, + 8, )sen(6, + 0, ){I,sen(d, )1, cos(#, + 6,)} que incluye la aceleracién angular
(91+92), por lo que se puede concluir que este término es la aceleracion
tangencial generada por la rotacion del carro y/o del robot. Asi mismo, el
término —cos(6, + 6, {d;1, cos(8, )+ (&, + &, )l ,sen(6, + 6, )} corresponde
concluyentemente con la aceleracion tangencial generada por la aceleracion
angular de los eslabones, tanto #, como (&, +4,), por ser un angulo relativo.

(6, +6,) cos(6, + 6, ){l,sen(6,) -1, cos(6, +6,)} 'y

—cos(6, + 6 ){9 l,sen(6,)+ (6, +6,)’1, cos(6, + 6 )}
Términos relacionados con la aceleracién normal (@ x(@xr,,.), vectorial,

’r, ., escalar), ya que dentro de su composicion incluyen el cuadrado de

velocidades. (6, +6, ) cos(6, +6, ){l.sen(6,)—1, cos(6, +6,)} esta dado gracias a la

rotacion tanto del carro como del robot sobre el plano. Asi, podemos ver que el
radio (en el eje x) del sistema movil (que es el sistema 1) corresponde con la
posicién enunciada en las ecuaciones 3-38 y 3-52.

Por otro lado, vemos que el término

—cos(6, + 6 ){0 I,sen(6,)+ (6, + 6, )1, cos(6, +494)} corresponde  con  la

aceleracion normal generada por la rotacion de los eslabones 1 y 2,
movimiento generado por los angulos 6, y &,+6,. De hecho, puede

reacomodarse este ultimo término y verse también que es cada velocidad
angular al cuadrado multiplicada por el radio desde ese sistema de referencia

hasta el punto 4. Se ve reflejado en —cos(d, +6,)d;’l,sen(d,), que esta

relacionado con el sistema 2 y —cos(6,+6, )0, +06,)l,cos(6, +6,) con el
sistema 3.

Tal y como en el caso anterior, no existe término correspondiente a aceleracion
lineal relativa, pues el punto Unicamente rota en torno al carro.
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CAPITULO 5 ESTATICA Y CINEMATICA INVERSA DEL
ROBOT

5.1 INTRODUCCION AL ANALISIS INVERSO

Uno de los puntos clave de la ingenieria es la llamada ingenieria inversa, que
tiene como piedra fundamental el poder entender los procesos y fenomenos,
para que una vez comprendidos y analizados se pueda proceder en sentido
contrario, es decir, que se propongan las condiciones finales de un proceso o
fenémeno y asi obtener las condiciones iniciales del mismo.

Por ejemplo, si en cierto problema se tuviera como ecuacién de velocidad
v=at+v,

Donde v = v(t)

Se puede ver que la velocidad depende del tiempo, por lo que si se sustituye
cierto valor del tiempo se obtendra un valor de velocidad. Si lo que ahora se
quiere es obtener el valor del tiempo para el cual la velocidad tiene cierto valor,
se requiera dejar el tiempo en funcion de la velocidad, t=t(v), resultando en
este caso

En muchas ocasiones la ecuacién que describe la condicién contraria puede
hallarse por medio de métodos analiticos, sin embargo, existen casos en los
que Unicamente puede hallarse la relacién inversa por medio de algun método
numerico o bien geométrico. Si fuera el caso de un conjunto de variables que
dan como resultado otro conjunto (como en un sistema de ecuaciones),
entonces la relacion inversa debe proveer un conjunto de ecuaciones que
resuelva la problematica.

En el caso de la robotica —como se ha visto anteriormente — la posicion,
velocidad y aceleracion dependen de los valores de los grados de libertad y sus
respectivas derivadas del mismo robot, por lo que el analisis inverso consiste
en hallar el valor de estos dada una posicién, velocidad o aceleracion.

En los dos capitulos anteriores se presentaron los modelos matematicos de la
estatica y cinematica que describen al robot. En este capitulo se explicara la
teoria necesaria para la obtencion de los modelos inversos tanto de posicion
como de velocidad para cada caso, sin dejar de lado que la presentacion de
algunos de los mismos se deja para trabajos posteriores, por su extension y
dificultad.

Hay que mencionar que para este capitulo se utilizardn muchos de los
conceptos importantes del calculo (tanto escalar como vectorial), algebra lineal,
geometria, etc. Para cualquier referencia matematica necesaria la bibliografia
se encuentra al final de este trabajo.
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5.2 ESTATICA Y CINEMATICA INVERSA

ESTATICA INVERSA
De acuerdo con el capitulo 3, la posicién del punto terminal de un robot puede
expresarse de la siguiente forma

P, (0,05, 0y) |
P, (0,95 ,)
P,(0,0;,-0y)

"= P, (0, 0y, 0,
P,(d,d;,-, )
| P, (0,9, 0) |
......... 5-3
O bien
AR RACK N
P | | f.(0.9,.9,)
P | |f:(00,0,)
P || fi(a,9,.0,)
Py | | f5(0.500)
P | felayGpueay)]
......... 5-4

De lo cual puede observarse que cada componente de la posicién (las 3
primeras correspondientes con la traslaciéon y las 3 segundas correspondientes
con la orientacion) depende de los n grados de libertad, derivando de esta
forma que la posicion es una funcién vectorial de variable vectorial (ver la
seccion 3.1 del capitulo 3, Estatica del manipulador).

De acuerdo con la teoria de existencia de soluciones de un sistema de
ecuaciones del ALGEBRA LINEAL, para que un sistema de ecuaciones
linealmente independiente (ver [21]) tenga solucion Unica es necesario que
exista el mismo numero de ecuaciones y de incognitas, y se llama sistema
compatible determinado. Si tiene mas incognitas que ecuaciones, se trata de
un sistema compatible indeterminado, de manera que la solucion es
redundante y tiene una infinidad de ellas (pues quedan en funcion de una de
las variables involucradas). Por otro lado, si tiene menos incognitas que
ecuaciones, entonces se trata de un sistema de ecuaciones incompatible, ya
gue carece de soluciones al no haber suficientes incognitas para satisfacer
todas las condiciones descritas. La siguiente imagen resume esta informacion
en un cuadro sinéptico.

En el n representa el nUumero de incognitas, mientras que e representa el
namero de ecuaciones del sistema.
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Sistemas de Ecuaciones
Linealmente Independientes

Compatibles Incompatibles
(existe solucién) (no existe solucidn)
n<e
I
Determinados Indeterminados
(solucién Unica) (soluciones infinitas)
n=e n>e

En la ecuacion 5-4 puede verse que la posicién del robot es matematicamente
un sistema de ecuaciones linealmente independiente. Asi, si lo que se quiere
es hallar el valor de los grados de libertad, llamada también posicion articular,
es necesario resolver el sistema de ecuaciones generado al proveer el valor de
cada coordenada correspondiente a las componentes de la posicién. Sin
embargo, fisicamente puede darse cualquier caso en la naturaleza de
soluciones de la determinacién del valor de los grados de libertad de un robot.

Siempre que se tenga el mismo nimero de componentes que de grados de
libertad se tendra una Unica solucion. Pero si se tienen mas grados de libertad
gue componentes, se dice que el robot esta sobredeterminado o redundante,
pues hay que entregar el valor de alguno(s) de los grados de libertad para
poder crear un sistema de ecuaciones compatible determinado. Por ejemplo,
para un robot de 2 grados de libertad es posible obtener 2 coordenadas de
posicion, asi como para un robot de 3 grados de libertad es posible manejar 3
coordenadas de posicidn (que es el nimero maximo de coordenadas de
posicion que se pueden generar). Si existen mas de 3 grados de libertad
entonces se utilizan los grados de libertad restantes para obtener la orientacion
del efector final, gracias a los angulos directores respecto a cada eje de
movimiento.

Sin embargo, si el robot tiene una cantidad de grados de libertad no puede
generar mas componentes que estos, por lo que un robot tridimensional
requiere de al menos 3 grados de libertad (salvo excepciones extrafias).

Asi entonces, para un robot en el cual Unicamente interesa la posicion y no la
orientacion del efector final, es necesario construir un sistema de ecuaciones
de 3x3, por lo que para robots con mas grados se necesita dejar fijos los
valores de los demas. Puede verse que cada vez que se resuelve el sistema de
ecuaciones se obtiene un valor diferente para cada grado de libertad, por lo
que si se selecciona una serie de puntos en el espacio pueden hallarse las
condiciones necesarias para crear cierta trayectoria. Este es el principio del
analisis de trayectorias en la robdtica. Cabe destacar por ultimo que el tipo de
resolucibn que se usa es numérico ya que los sistemas de ecuaciones
generados son altamente no lineales, pues incluyen senos, cosenos, etc.
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CINEMATICA INVERSA

Asi como puede encontrarse la posicion articular de un robot, puede hallarse la
velocidad articular y aceleracion articular del robot. A continuacién se mostrara
las formas de poder encontrarlas.

Velocidad inversa
De acuerdo con la ecuacion 4-14, la velocidad de un robot puede hallarse
gracias a la posicion como

d
\4 dt *
Vo | iF’2
: - dt.
V., ipm
Ldt

Usando la ecuacion 5-13, puede verse que la posicion y orientacion del efector
final del robot depende de los n grados de libertad

P00, 0y) |
P, (A4, d,)
P, (0,9, 0y)
P, (a9, )
P;(0,9;,-0,)
P, (0, 0z G) |

De esta manera, y gracias a la ecuacion 4-14 la velocidad de las componentes
del efector final (tanto en posicion como en orientacion) dependen a su vez de
las derivadas de los n grados de libertad.

'V, (9,0, 0,) |
V, (0,9, 0,)

V- V, (0,050, 0,)
V,(a,9;,d,)
Vv, (9,9, 9,)
......... 5-5
O bien
A RACK B
v, f,(a,0;..--.a5)
Vel _| 5:(9.92080)
V, | | f,(9,0,005)
Vol | 5(9,950--,0,)
V| f6(0,0z0400) |
......... 5-6
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Asi entonces, y de igual forma que con la posicion, se puede hallar la velocidad
por medio del sistema de ecuaciones generado a partir de proponer la
velocidad en cada componente en la ecuacién 5-6. Sin embargo, para este
caso no se obtiene el valor de los grados de libertad, si no el valor numérico de
sus derivadas.

Nuevamente hay que notar que por cada vector de velocidad que se proponga
se hallara un vector de valores de las derivadas de los grados de libertad
correspondientes, ademas de que el sistema generado es altamente no lineal.

Para hallar la velocidad articular del robot existe una forma alternativa, que es
completamente analitica. De acuerdo con la teoria de los sistemas de
ecuaciones, si un sistema puede representarse como

Ax=B
Donde A es la matriz de elementos que al multiplicarse por el vector x de
incognitas da por resultado el vector B de elementos independientes.
Para resolver el sistema de ecuaciones se “despeja” el vector de incognitas

x=A"B
Siempre y cuando exista la inversa de la matriz A, lo que implica a su vez que
el determinante del mismo sea diferente de 0 (ya que la inversa de una matriz

cuadrada puede obtenerse como su adjunta transpuesta entre el determinante).

De esta forma, de acuerdo con la ecuacion 4-17 y 4-20, la velocidad del efector
puede obtenerse como

[ oP,  OP, oP, |
\'A aq, 0, aq, qi
v,| [P P R
S I TR PR T
Vo] |oP, oP,  oP, |4,
_aql aqz aqn_
Vv =J(P(q))-q

Donde recordemos que J(P(q)) es el Jacobiano del punto P, que es una matriz

de cuando mucho 6 renglones (por ser el nimero maximo de grados de libertad
para definir la ubicacién y/u orientacion de un cuerpo), y del mismo namero de
columnas de los grados de libertad.

Asi, silo que queremos es obtener el vector qde la expresion

v =3(P(g))-q
Hay que despejar matricialmente ese vector, obteniendo

a=[(P@)"V
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De la ultima expresion puede apreciarse que es posible obtener la velocidad
articular del robot multiplicando la inversa de la matriz jacobiana por el vector
de velocidades lineales del robot.

El dltimo parrafo menciona un punto sumamente importante de la robdtica de
manipuladores, ya que solamente si un robot tiene una matriz jacobiana
cuadrada (usando posicién o bien orientacion) de manera “natural” se podra
obtener la velocidad articular del robot por medio de la ecuacion 5-7.

Sin embargo, si el robot tiene mas grados de libertad que componentes de
posicion, entonces tendrd una matriz jacobiana con mas columnas que
renglones, lo cual no permite de primera forma obtener una inversa de esta
matriz, por lo que es necesario reducir la matriz hasta hacerla cuadrada, de
manera que sea invertible. Lo mismo se da si se tienen dos grados de libertad
iguales en la misma orientacion, o de otra manera, la inversa no se podra
obtener si se tienen grados de libertad redundantes.

Esta es la razén por la que se tienen que predeterminar ciertos grados de
libertad para resolver el sistema de ecuaciones de la estatica inversa y hallar la
posicion articular de un robot. En el siguiente capitulo se detallara mas
extensamente la importancia de la invertibilidad del jacobiano y las
combinaciones (no lineales) que pueden darse para hallar las velocidades
articulares y a su vez posiciones articulares de un robot.

Aceleracion inversa

De acuerdo con la ecuacion 4-22, la aceleracion del punto terminal del
manipulador se obtiene como la derivada paramétrica total de la velocidad del
mismo, sin embargo, como la velocidad depende tanto del valor de los grados
de libertad como de sus derivadas, entonces la aceleracién queda en términos
de estas variables.

Sin embargo, y en concordancia con la obtencion de la posicion y velocidad
articular, la obtencion de la aceleracion articular puede hallarse resolviendo el
sistema de ecuaciones no lineales generado por la siguiente ecuacion para el
vector [q, q, q,]' de aceleraciones de los grados de libertad

[ ov, . oV, . v, oV, . oV, . o, . ]
——— ht—— Ottt +—(,
A1 aql aqz a n aql aqz aqn
N, . o, N, . N, . oV, . v,
Al | ZRa+ 2+ Sl 4k
S aq, aq, aq, ) aq, aq, aq,
Al (Vg Ny Y j'Lavm i N
oa, e, T g, T ag, M e, T g, M)

Cabe mencionar que si se quisiera resolver este sistema para las velocidades y
aceleraciones articulares se podria siempre y cuando se tuvieran las
condiciones necesarias para ello, o sea el mismo niumero de ecuaciones que
estas. Hay otra forma, sin embargo se extendera esta forma en la siguiente
seccion del Jacobiano Inverso.
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5.3 QBTENCION DE SINGULARIDADES POR MEDIO DEL
ANALISIS DEL JACOBIANO

En la seccidn anterior se explicé de forma muy somera que el jacobiano de un
robot es sumamente importante para entender la movilidad del mismo, pues
esta intimamente relacionado con la velocidad del robot en cuestion, y ademas
puede decirnos de forma mas exacta (matematica) en que momentos es
posible lograr cierta velocidad del robot, lo que conlleva a saber de la misma
forma (matematicamente) las condiciones de controlabilidad del robot.

De manera analoga, gracias al jacobiano inverso es posible saber de forma
analitica, por medio de una expresion matematica cerrada, la configuracion
articular asi como la velocidad articular necesaria para lograr que el robot
llegue a cierta velocidad lineal. Esto a su vez da pie a ciertos analisis
posteriores importantes del robot, como las condiciones de movilidad o
desarrollo articular que ocurre en puntos extremos o dificiles de alcanzar.

Si en un momento del desarrollo articular del manipulador la velocidad lineal de
algun punto del robot tiende a hacerse 0 por motivos geométricos naturales,
esto es, que logre su alcance maximo y no pueda moverse mas, quiere decir
gue se halla en una SINGULARIDAD. De manera coloquial, una singularidad la
entendemos como un caso extrafio en una situacion normal, en cuestion
cientifica lo entendemos como un estado de suma importancia para el sistema,
ya que a partir de este puede cambiar su estructura posterior. A continuacion
se expone la definicién usada en el trabajo.

Definicion 5-1: SINGULARIDAD

Estado o situaciébn geométrica de suma importancia para un robot manipulador
o movil donde tiende a detener su movimiento debido a la condicion articular
del mismo. Cuando el robot llega a este estado no puede regresar a su estado
original, por lo que es importante evitar estas situaciones. Mateméaticamente, la
tendencia hacia una singularidad esta expresada por la tendencia hacia una
indeterminacion, que se da por la combinacion de los valores articulares.

Asi entonces, las condiciones para que existan singularidades pueden hallarse
haciendo un analisis exhaustivo del Jacobiano del robot, de igual forma que
para hallar los puntos o coordenadas para esto pueden analizarse ciertos
elementos como la posicion o la velocidad. Este es uno de los puntos clave de
la tesis, y uno de los pilares en los cuales esta sustentado el trabajo, pues
gracias a este mismo pueden preverse las condiciones especiales de trabajo y
lograr mejoras en la movilidad del robot.

En términos de matematicas, fisica, ingenieria y la vida cotidiana, una
singularidad se define de la misma manera, siendo un estado especial del
sistema que requiere atencion, y que debe atenderse para evitar problemas del
sistema, en caso de que la singularidad pueda tender a afectar el propio
sistema. Dependiendo el tipo de sistema, en cada caso se halla de forma
diferente los puntos de especial atencion.
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De acuerdo con la ecuacion 5-7, para hallar el vector de derivadas de los
grados de libertad es

a=[(P@)"*V

Lo que quiere decir que la condicidn suficiente y necesaria para la invertibilidad
de la cinemética y a su vez la existencia de una expresion cerrada para la
derivada de los grados de libertad (velocidades angulares) del robot, dada una
velocidad lineal del mismo punto, es la existencia de la matriz inversa del
Jacobiano de la ecuacion 4-20

Vv =J(P(g))-q

Por lo que debe de cumplirse:

3q<3[3(P)]"

Lo cual (recordando que la inversa de una matriz puede obtenerse como la
matriz adjunta entre el determinante) puede reducirse a:

3q < det[J(P(q))] = 0

Siempre que J(P(q)) sea cuadrada, por lo que si esta condicién no llega a

cumplirse, debe de hacerse cierta particion de la matriz original para lograr este
cometido, de manera que la nueva matriz sea cuadrada, cuidando que esta
nueva matriz sea no singular, o bien que tenga espacio renglén o columna
completo, lo que significa no tener columnas iguales o renglones de ceros.

El procedimiento anterior tiene una gran interpretacion fisica. Para ello se
analiza de nuevo la ecuacién 4-20 (V =J(P(q))-q), esta nos dice que para

obtener la velocidad lineal de cierto punto es necesario construir el Jacobiano
en base a los grados de libertad involucrados, por lo que la operacion inversa

mostrada en la ecuacion 5-7 (q=[J(P(q))] "V ) implica que puede obtenerse la

velocidad angular del robot en base a ciertas condiciones, de manera que se
puede controlar al robot por medio de ciertos grados de libertad del robot.

Definicion 5-2: CONTROLABILIDAD DEL ROBOT

La controlabilidad de un robot es la propiedad que existe para poder lograr
cierto estado de posicion, velocidad o aceleracion lineal dado un estado
articular del mismo, sin alcanzar alguna singularidad del espacio de trabajo.

102



Matematicamente, la controlabilidad del robot puede analizarse por medio de la
existencia de la matriz inversa del Jacobiano, o sea del determinante del
mismo. Cuando este se hace 0, los grados de libertad involucrados en la
ecuacion de la obtencion de la velocidad generan un estado de
incontrolabilidad del robot. Para evitar esta situacion, se seleccionan
cuidadosamente los grados de libertad que generaran la posicion y el
movimiento del punto en cuestion, de manera que el Jacobiano tenga inversa.

Es importante comentar que los grados de libertad seleccionados deben de ser
linealmente independientes, o0 al menos independientes, ya que de no ser asi,
dos columnas del Jacobiano seran iguales o generaran un renglon de ceros
(como se comentdé anteriormente), provocando la no invertibilidad del
Jacobiano y a su vez la incontrolabilidad del robot para cierto punto de analisis.

Este resultado es sumamente importante para las condiciones de movilidad del
mismo, pues a partir del resultado tedrico-mateméatico pueden seleccionarse las
variables necesarias para llegar a un punto determinado.

Por ejemplo, a partir de la ecuacion 4-52, el Jacobiano del punto 3 es

1 0 lsen(d,+6,)sen(6,) l,sen(, +6,)sen(6,) —I,cos(6, +6,)cos(6,)
J,=|0 1 -l cos(d, +86,)sen(d,) —1,cos(6, +6,)sen(d,) —Il,sen(d,+8,)cos(6;)
00 0 0 —l,sen(6,)

Si se quiere analizar la movilidad del punto 3 del robot hay que analizar esta
matriz, y en primer plano puede verse que se trata de una matriz no cuadrada,
por lo que habria que seleccionar 3 columnas siempre que el tercer renglon no
sea de completamente de ceros, por lo que la Unica opcion disponible es tomar
las 3 dltimas columnas, obteniendo:

l,sen(@, + 6, )sen(6,) I sen(6, + 6, )sen(d,) 1, cos(6, + 6, )cos(6;)
Jae =| — 15 cO8(6, + 6, )sen(6,) —1,cos(6, +6,)sen(8,) —1,sen(6, + 6, )cos(6,)
0 0 —l,sen(6,)

El determinante de esta matriz arroja:
l,sen(6, + 6, )sen(6,) I sen(6, + 6, )sen(0,)  —1,cos(6, + 6, )cos(6;)
det(J,,. )= | — 1, cos(6, + 6, )sen(8,) —1,cos(6, +6,)sen(6,) —1,sen(6, + 6, )cos(6,)
0 0 —1,sen(6;)

det(‘] 3red ) = O

Esto debido a que la matriz J,., tiene 2 columnas iguales, lo que imposibilita la

invertibilidad de la misma. Lo que ocurre es que la primera columna
corresponde con la rotacion del carro mientras que la segunda corresponde
con la rotacion del robot, que es la misma rotacion desfasada.
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A continuacion se realizara uno de los analisis mas importantes del trabajo,
relacionado con la movilidad del punto terminal (punto 4) del robot.

En la ecuacion 4-58 se describid de forma diferencial simbdlica el Jacobiano 4
del robot separandolo en Movil y Manipulador:

[oP,, 0P, 0P, P, 0P, 0P,
ox oy 06, 06, 06, o9,
oP, 0P, P, O, 0P, 0P,
x oy 06, aez 00, 06,
op, oP, oP, | 0P, OP, OP,
ox oy 06, 06, 06, 06,

Los elementos de la izquierda corresponden con el Jacobiano del Robot Mévil,
mientras que los de la derecha son los que conforman el Jacobiano del
Manipulador. Hay que recordar que esa misma ecuacion pude expresarse, de
acuerdo con la ecuacion 4-59 como

'J4 =[‘]4mov | ‘]4man]

Debido a que el Jacobiano 4 describe, junto con el vector de derivadas de
todos los grados de libertad del robot, la velocidad del punto terminal del
manipulador  (Punto 4), y es una matriz de 3 renglones (dados los 3
descriptores de posicidon cartesiana) y 6 columnas (dados por los 6 grados de
libertad del robot).

Y de acuerdo con la ecuacion 4-60 su desarrollo queda como:

l 0 j4’(1’3) i j4’(1’4) j4,(1,5 j4,(l,6)
J4 =10 1 j4’(2]3) i j4,(2,4) j4,(2,5) j41(2,6)
00 0 | 0  j,ss Jage

donde
joug = sen(d, +6,)1;sen(6;) -1, cos(0; + 6, )}

j4(09 =—C0s(6, +6, il sen(¢,) -1, cos(6;, + 6, )}

Jowa =5en(6, + 6, fl;sen(6,)—1,c08(0; + 0, ) asy = Juga
Ja00 =—C0(6; + 0, Nl sen(0;)—1,¢08(6; + 65)f  aony = Jagony
jows =—sen(d, +6, 1, cos(6,)+1,sen(6; + 6, )}

Ja 25 =—sen(0, + 0, I, cos(6; )+ 1,sen(6; + 6, )}
Jacas = lasen(6,)+1, cos(6, +6,)
Jae) = —COS( ) sen(e +6 )

Ja25) = —sen(d, +,)l,sen(6; +6,)
j4,(3,6) = |4 COS(‘93 + 94)
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Al ser J, es una matriz no cuadrada, se requiere hacer una particion de esta

para el analisis de la movilidad del robot, quedando separada como Jacobiano
4 Movil (de la parte movil) y Jacobiano 4 Manipulador (del manipulador).

Asi, los correspondientes Jacobianos son:

Jacobiano del Movil:
1 0 sen(d,+6,)l,sen(8,)-1,cos(b; +6,)}
=10 1 —cos(8, +6,)l,sen(6,)-1, cos(8; +6,)}
00 0

J

4mov

Jacobiano de Manipulador:
sen(9, +6, )l,sen(6,) -1, cos(@, +6,)}  —sen(6, +6, )
Juman = | —C08(6, + 6, Ml sen(6,)—1, cos(6, + 6,)} —sen(6, +6, X

De esta manera, se puede ver que el Jacobiano 4 Movil no es invertible, pues
tiene un renglén completo de ceros, por tener 2 grados relacionados. Asi, con
esos tres grados de libertad (X, y,6,) es imposible ubicar el punto terminar del
manipulador en algun punto dentro del espacio que se desee (con excepcion
de ciertos puntos, pero estos son un caso especial).

Por otro lado, puede entreverse que el Jacobiano 4 del Manipulador es
invertible (por supuesto hay teoremas que pueden demostrar esto), por lo que
puede concluirse que con esos 3 grados de libertad (6,,6,,6,) puede ubicarse

cualquier punto dentro del espacio de trabajo (con ciertas excepciones).

Para poder analizar la movilidad del robot dentro de su espacio de trabajo se
tiene que hacer un analisis de la factibilidad de la invertibilidad de Jacobiano 4
del Manipulador por medio del determinante de la misma matriz.

Luego de un arduo trabajo algebraico-trigonométrico y usando métodos del
algebra lineal, el determinante (reducido) del Jacobiano 4 del Manipulador es:

det(J,,.,)= -1, cos6,(l,sin g, —1, cos(d, +6,))

Este resultado es como una HUELLA DIGITAL DEL ROBOT, pues ademas
de aparecer en un gran numero de modelos matematicos, describe la movilidad
e inmovilidad del robot. Si se hace este resultado igual a 0 obtendremos las
condiciones para las cuales el manipulador entra en una singularidad en su
espacio de trabajo.

det(J 4man): O

= —1,1, cos 6,(l,sin 6, —1, cos(6, +6,))=0

,€08(6,)+1,sen(8, +6,)} —cos(é, +6,)l,sen(6, +6,)
,c08(6,)+1,sen(8, +6,)} —sen(6, +6,)l,sen(8, +6,)
0 |,sen(6,)+1, cos(6, +6,) I, cos(d, +6,)
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cosd,(l,sin@, -1, cos(6, +6,))=0

Lo que arroja 3 escenarios distintos para alguna singularidad:
Sea {S}", el conjunto de singularidades:

) cos@, =0 y (l,siné,—I,cos(d,+86,))=0
= 6, =angcos(0)
JIxeStal que 6, =190°

Este resultado es sumamente importante para la movilidad del robot, pues lo
gue indica es que si los brazos se hallan de forma coolineal (que es un caso de
paralelismo) el robot entrarAd en una singularidad, debido a que se “estira”
completamente y llegara a la frontera de su espacio de trabajo. Recuérdese
que por la definicion del angulo 6,, los brazos llegaran al paralelismo cuando el

angulo relativo entre el eslabén 2y 3 sea +90°.

) cos@, #0 y (I,siné&,—1,cos(d,+86,))=0
= l,sin@, =1, cos(6, +6,)
De esta ultima ecuacion se llega a:
I, .
0, = acos(f'sm(@3 )j -0,

4

Asi entonces, para hallar el valor de 6, hay que proponer un valor de 6,, o bien
se propone un valor de 6, y se resuelve numéricamente para hallar el de 6,,

pues como se ve, es una ecuacion altamente no lineal. Es obvio que la primera
forma es mucho mas sencilla, pues Unicamente se sustituye un valor en la
ecuaciéon compleja y se obtiene la solucién. Este resultado es de mucha
importancia para el robot, pues lo que significa es que para un valor de 6,

existira uno de 6, que hace que el robot entre en una indeterminacion. Esto
indica ademas que dado que existe un intervalo de valores para 6,, existe
también un intervalo de valores para 6, .

Matematicamente esta expresado de la siguiente manera:

Definicién 5-3: Condiciones de inexistencia del determinante de un robot

Sea f:R->N y det:R* >N, tal que O=Ff(y) y det=(0,p)
JOcRyZcRtal que HcOyyc= de manera que Jdet:(®,E)—>R con
(@,E)eﬂ%zforméndose un elemento complejo en un espacio topoldgico en el
plano 6 -y, donde el determinante (det ) se anula [det(6,y)=0].
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Fisicamente quiere decir que existe un estado dinamico de valores para 6, y 6,

para los cuales el robot entra en una indeterminacion. Mas adelante se
explicara esto graficamente.

Asi, existen 2 casos en general, dependiendo de los valores de 1,y 1,
a) Si I, =1, sellega la ecuacion 5-15 se transforma en:
sin@, = cos(6, +6,)

6, = acoslsin(6, )]+ 6,

La condicion suficiente y necesaria para que esto se cumpla es
-1<sin(6;) <1
asin(-1) < 6, <asin(l)
—90°< 4, <90°

Algunos valores resultantes son

Tabla 5-1, ALGUNOS VALORES DE QUE HACEN QUE EL ROBOT LLEGUE A LA
SINGULARIDAD SI |, =1,

Os (grd) Os (rad) O4 (rad) O4 (grd) O4 (grd)
-90 -1.57 4.71 270 -90
-75 -1.31 4.19 240 -120
-60 -1.05 3.67 210 -150
-45 -0.79 3.14 180 -180
-30 -0.52 2.62 150 -210
-15 -0.26 2.09 120 -240

0 0 1.57 90 -270
15 0.26 1.05 60 -300
30 0.52 0.52 30 -330
45 0.79 0 0 -360
60 1.05 -0.52 -30 -390
75 1.31 -1.05 -60 -420
90 1.57 -1.57 -90 -450

Puede verse que la ecuacion 5-16, sing, =cos(6, +#6,), tiene un resultado
algebraico-trigonométrico obvio, el cual se cumple para
6,=45°y 0, =0y @,=45°y 6, =-90°
6,=45°y 6, =0°
JIxeS tal que : Y .
0, =45°y 6, =-90°

Nuevamente este resultado salta a la vista, ya que es sumamente importante
para la morfologia interna del robot (siempre que |, =1,), pues indica que para

robots de 2 brazos de distancias iguales (o similares) habra una singularidad
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justo cuando se forme un angulo de 45° entre ellos, que serd una linea
imaginaria perpendicular a la base justo en el origen de la primera barra.

Asi entonces (si I, =1,), el dominio para el cual se cumple la ecuacion de esta
es 90°< 6, <90° y —180°< 6, <180° con la restriccion 6, = acos|sin(6, )|+ 6,, por

lo que si se llega a cumplir esa ecuacion dentro de ese dominio habra
indeterminacion.

b) Si se trata de un robot que no tenga sus brazos de distancias similares o
de ordenes de magnitud diferentes (I, #1,), entonces no hay una forma

general de obtener las condiciones necesarias y suficientes para llegar a
una singularidad, pues estas dependen del tamafio de los brazos, por lo
que solo una de las variables puede quedar en términos de la otra (como
en el caso anterior), lo que a su vez lleva a que para cada caso en
particular hay que obtener numéricamente dichas condiciones.

Lo primero que se ve es que se tiene que satisfacer la ecuacion
l,sin@, =1, cos(6, +6,)

gue reescrita es

:Ssin 0, =cos(6, +6,)
4

De manera que hay que hallar para que condiciones angulares el coseno de la
suma de los angulos relativos de los brazos es el seno del &ngulo relativo del

: I,
primer brazo escalado 0 veces.
4

Para nuestro caso, |, =0.22467 [m] I, =0.13[m], por lo que se tiene
1.7282sin 8, = cos(6, + 6,)

. Y si se despeja 6, de esta Ultima ecuacion se tiene:

0, =[acos(1.7282sin(8,))]- 6,

De esta Ultima la condicion suficiente y necesaria para que 6, exista es:
-1<1.7282sin(6;) <1
—0.5786 <sin(0,) < 0.5786
asin(-0.5786) < @, < asin(0.5786)
-0.61705618 < 9, <0.61705618
-35.3500< ¢, <35.35°
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Algunos valores para los que se cumple esta condicion son:

Tabla 5-2, ALGUNOS VALORES DE QUE HACEN QUE EL ROBOT LLEGUE A LA
SINGULARIDAD SI |, =1,

O3 (grd) O3 (rad) ©4 (rad) ©4 (grd)
-30 -0.52 3.14 179.78
-25 -0.44 2.83 161.92
-20 -0.35 2.55 146.23
-15 -0.26 2.30 131.57
-10 -0.17 2.05 117.46
-5 -0.09 1.81 103.66

0 0 1.57 90

5 0.09 1.33 76.34
10 0.17 1.09 62.54
15 0.26 0.85 48.43
20 0.35 0.59 33.77
25 0.44 0.32 18.08
30 0.52 0.0038 0.22

Por lo cual vemos que para cierto valor del angulo del primer eslabdén existira
un valor especifico para el angulo del segundo eslabén para el cual el robot
entra en una singularidad.

) cos@, =0 y (I,siné, —1,cos(8, +86,))=0
Este caso es una combinacion de los dos anteriores, pues se forza a que

genere uno de los casos a partir del otro. Nuevamente surgen dos escenarios
mas, uno cuando los brazos son de distancias iguales y otro cuando no lo son.

a)si I, =1,
= cos(6,)=0 y sind, =cos(é, +6,)

6, =+90° (por el caso )
y 6, = acoslsin(6, )]+ 6, (por el caso II, ecuacion 5-17)

Entonces, se pueden combinar para llegar al siguiente enunciado:

% = acos|sin(6, )]+ 6, [rad]

De donde, a partir de la tabla 5-1 se halla que
0, =0, 6, =90°
dxeStal que 6,=0°y 6, =90°
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b) Sil, =,
=cos(6,)=0 'y  I,sing,=1,cos(8, +6,)

~6,=90° y  17282sin6, =cos(d, +6,)
De donde se obtiene la siguiente ecuacion:

1.7282sin 6, = cos(é’3 + Zj

Que reescrita es = [acos(1.7282sin(8;) )] - 6,

T
2
Usando los valores expuestos en la tabla 5-2 se tiene que

0, =0, 6, =90°
IxeStal que 6,=0°y 6, =90°
Que nuevamente es un escenario particular del caso Il.

De esta manera vemos como es que para I, =1, y |, =1, el caso | y Ill son

cuestiones especiales del caso Il. Esto es debido a que si bien el caso | indica
la existencia de singularidad cuando el angulo 6, =90°, el caso Il, después del

tratamiento matematico presentado, indica la misma conclusiéon angular, pero
aumentada para los dos angulos de los brazos (6, =0, 6, =90°). Asi pues, el

caso | y Ill nos dan las condiciones necesarias para una singularidad que
pueden obtenerse fisicamente analizando las condiciones de movilidad del
robot. Por otro lado, el caso Il es una generalizacion de los otros dos, y nos
entrega condiciones no triviales para una singularidad. Ejemplo de ello es
justamente el presentado en el inciso a) del caso I, en donde si se forma un
angulo recto entre los brazos se tiene esa condicion.

Se puede resumir los tres casos anteriores en la siguiente expresion:
Sea {S}", el conjunto de singularidades:

a) Sil,=I,

0, =190°, VO,eR
= 3xeStal que 6, = acos[sin(,)]+ 6,
con 6,=45°y 6, =0° como el "valor natural”

b) Sil,=I,
0, =190°, VO,eR
= 3dxeStal que 0, = acos“?’sin(ea)} -0,

4
con 6,=45°y 6, =0° como el "valor natural”
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Todo el analisis anterior puede realizarse de forma gréafica gracias al poder de
las herramientas mateméticas computacionales. La que se utiliz6 en esta
ocasion para realizar las graficas mostradas a continuacion fue MathCad ©.

)  Como cosé, =0, sinimportar si I, =1, o I, #1,, si hacemos

det, (6, )= cosé,

Se trata de una funcion basica y muy conocida dentro del mundo matematico.
La gréfica de esta en radianes es:

Figura 5-1: Gréafica de C0S 6, , correspondiente con det, (6, )

Es de esta Ultima ilustracibn que puede observarse grafica (y por ende
fisicamente) el porqué es que cuando el angulo ¢, es +90° existe una
singularidad. En la grafica el angulo esta expresado en radianes, y es por ello

gue no se ve tan claro, ya que +90° corresponde a + %rad ~+1.57rad.

)  Yaque —Ll,(I,sing, -1, cos(6, +6,))=0, se hace

det,(6,,6,)=—1,l,(I,sin &, 1, cos(d, +6,))

gue como puede verse, es una funcién escalar de variable vectorial, y que
graficada es de tres dimensiones, pues tedricamente det, : R*> — R, es decir,

det, es una transformacion no lineal que utiliza como argumento un vector de
2 elementos perteneciente a R* y entrega un escalar perteneciente a R .

Para poder analizar esta funcion hacemos uso del programa antes
mencionado. Algunas imagenes se muestran a continuacion.

Considérese que 0,x0, =¢,,,, |0 que quiere decir que en las gréficas en
perspectiva el eje de la izquierda es 6,, mientras que el otro es 6,, tomando en
cuenta que es un sistema derecho.
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a) Sil,=I,. Paraeste casoseuso I, =1, =1

=|4=1

3

o ,6’4) cuando |

(

Puede verse en la grafica anterior la forma tan extrafia que tiene, razén por la

Figura 5-2: Perspectiva de la grafica det2

que el resultado analitico es complicado de obtenerse. Una consecuencia mas
de esto es la periodicidad de la solucion, ya que, aunque no se aprecia muy

bien, la gréfica tiene a extenderse de forma periddica sin atenuar sus limites.

cuando I, =1, =1

0.)

(6

, delagréfica det,

Figura 5-3: Vista del plano 6, —det
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En la figura anterior se nota claramente la aparicion de las funciones
trigonométricas relacionadas en la funcion.

Figura 5-4: Vista del plano 6, —det, de la gréfica det,(6,,6,) cuando I, =1, =1

Aqui se ve esa misma periodicidad mencionada anteriormente, sin embargo, se
nota también que al “darle la vuelta” a la grafica esta cambia completamente de
perspectiva, lo que tiene otro tipo de analisis dentro de geometria diferencial.

Figura 5-5: Vista superior de la grafica det,(6;,6,) cuando I, =1, =1
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b) Sil, #I,. Usando I, =0.22467 [m} 1, =0.13[m] se tiene

‘:“‘;‘t“g‘ﬁ (!
B

Figura 5-7: Plano &, —det, de lagrafica det,(6,,6,) cuando I, =0.224 y |, =0.13
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ot y

Figura 5-8: Plano 6, —det, de la grafica det,(6,,6,) cuando I, =0.224 y |, =0.13

En las graficas anteriores se ven unas cuantas diferencias respecto a las
presentadas en el inciso a) anterior. Esto es debido a que si cambia el valor de
I, ode 1, la grafica cambia tan drasticamente como cambien los valores. Pero
si los valores cambian de forma proporcional o similar y conservar un orden de
magnitud parecido, entonces la grafica no se vera tan distinta. Se invita al lector
a probar esta aseveracidon programando esta funcion en algun paquete
computacional de matematicas y cambiar los valores de |, y/o de |, .

Figura 5-9: Vista superior de la grafica det,(6;,6,) cuando I, =0.224 y I, =0.13
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1y como —1,l,(I,siné, -1, cos(8, +6,))=0y cos(d,)=0

Debido a que en este caso se mezclan los dos anteriores se tiene de nueva
cuenta que

~1,1, cos(8, I,sin&, -1, cos(8; +6,))=0
Lo que ya se habia expuesto como
det(6,,6,)=0
Asi, la grafica que se analizara es
det(6,,6,) = 1,1, cos(8, X1, sin &, —1, cos(6; + 6, ))

a) Sil,=I,. Paraeste casoseuso I, =1, =1

R
AN
. Ns\\'\{?\\ii&_
AN I NN

A
\\\{\Q\Qg

B

v
N

Figura 5-10: Perspectiva de la gréafica det(493,494) cuando I, =1, =1
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=1

1,

3 =

cuando |

Figura 5-11: Perspectiva 2 de la gréfica det(03,6’4)

=1

Figura 5-12: Perspectiva aérea de la gréfica det(6;,6,) cuando I, =1,
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=1

cuando I, =1,

(05,6,

0, —det de la grafica det

Figura 5-13: Vista del plano

=1

cuando |, =1,

6,)

0,

Figura 5-14: Vista del plano 8, —det de la grafica det(
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Figura 5-15: Vista superior de la grafica det(6,,6,) cuando I, =1, =1

En la imagen anterior, gracias a los colores puede verse la diferencia entre los
puntos donde se tienen crestas (amarillos) y los puntos donde hay valles
(rojos), también puede verse en azul los puntos intermedios, donde la funcion

se hace 0, lo cual es el mayor interés de estas graficas. Por medio del
programa se obtiene la siguiente:

Figura 5-16: Plano de contorno “0” de la grafica det(6,,6,)
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b) Sil, =1,. Usando |, =0.22467 [m} 1, =0.13[m]

Figura 5-18: Vista ortogonal de la grafica det,(6,,6, ) cuando I, =0.224 y 1, =0.13

120



Figura 5-19: Vista aérea de la gréafica det,(6;,6,) cuando I, =0.224 y I, =0.13

Figura 5-20: Plano &, —det, de la grafica det(6,,6,) cuando |, =0.224 y I, =0.13

121



I 4
st i
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|
W "'l‘lll'.".,'!".l!.\\ 11]

Figura 5-22: Vista superior de la grafica det(03,6?4)
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-0.004
-0.005 0004 -0.005

-0.006
20.004 -
-

o -0.004
-0.005 \ -0.005
-0.004

-0.006

-4 -2 0 2 4

Figura 5-23: Vista de contorno “0” de la grafica det(¢93,¢94)

A partir de la grafica anterior puede aproximarse alguna de las combinaciones
angulares de 6, y 6, que da como resultado una indeterminacion. Por ejemplo,
de forma aproximada, para 6, =90° (en el eje vertical, &, =1.57) hay muchos

valores que cumplen con esta condicion. En la siguiente grafica se muestra el
detalle que cumple con esta aseveracion y otras como las lineas diagonales.

-0.004
-0.005

-0.00¢

Figura 5-24: Detalle de la vista de contorno 0 de la grafica det(6,,6, ) para 6, = 90°
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Como conclusidn de esta seccidon es importante comentar que actualmente se
hace mas énfasis en el andlisis cinematico del comportamiento moévil de un
robot, sea manipulador o no. El analisis presentado es novedoso en el sentido
de la forma de operacién del mismo.

El uso de paquetes de computo matematico le da un toque especial pues
pueden analizarse condiciones articulares de singularidad no previstas,
ademas de poder analizar de manera mas simple las condiciones matematicas
planteadas.

De esta manera es posible extender el analisis de movilidad e inmovilidad a
través del célculo vectorial, extendiendo el determinante del jacobiano de un
robot como una funcién escalar de variable vectorial, que tiene todas las
caracteristicas de una funcién de ese tipo, como maximos, minimos y ciertos
valores de interés. Un punto mas interesante aun es el poder saber que tan
rapido tiende a ir hacia cero el determinante. Para ello se hace uso de la
definicion 4-3 (derivacion paramétrica total de un campo escalar), obteniéndose

ddet _odet do, N odet do,
dt 06, dt 06, dt

......... 5-25
Donde
odet _ —,l,[cos 8, (I, cos &, +1,sen(6, +6,))]
06,
......... 5-26
Y
Odet
0 - —1,1,[-sené,(I,send, —1, cos(6, + 6, ))+cos 6, (I,sen(6, +6,))]
4
odet _ 11, [1,sen(6, +26,)-1.senb,send, |
4
......... 5-27
Quedando finalmente
d;j:t = 1,1, {cos 8, (1, cos 8, +1,sen(6, + 6, ))o,
+[1,sen(6, + 26, —1,send,send, o, }
......... 5-28

Donde puede verse que la velocidad con la que el determinante del Jacobiano
tiende a hacerse cero es un poco complicada de analizar. Lo que resalta a

simple vista es el hecho de que si el determinante tiene unidades de [m?],
3

. , . , m
entonces la velocidad del determinante tiene por unidades {} como un
S

flujo, por lo cual podria analizarse de esa forma posteriormente.
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5.4 POSICION ARTICULAR. INTRODUCCION AL ANALISIS Y
PERFIL DE TRAYECTORIAS

En la seccidn anterior se explicaron los preceptos necesarios para obtener
analiticamente y graficamente de forma aproximada (siempre que sea posible)
las condiciones articulares para que un robot ente en una singularidad.

Como se menciono en la parte de ESTATICA INVERSA de la seccién 5.2, para
obtener la posicion articular de un robot, es necesario contar con el modelo
matematico del mismo para asi obtener lo que en matematicas se conoce
como la solucién unica del sistema de ecuaciones, lo que equivale a hallar las
condiciones articulares para ciertas condiciones posicionales, entendiendo
como condiciones a las coordenadas del punto dato o generado.

Es importante notar que si se va a suministrar las coordenadas de un punto al
modelo matematico para hallar los valores de las variables relacionadas con las
articulaciones, de cierta manera se estd obteniendo una nueva coordenada en
otro sistema. Formalmente (desde el punto de vista del algebra lineal) lo que
hace el modelo matemético de la posicion de un robot es cambiar de un
espacio primario (el espacio articular) al espacio dual (el espacio coordenado).

De acuerdo con la ecuacién 4-55 la posicion del punto terminal es

—cos(6, + 6, ){l,sen(8;) -1, cos(8, + 8, )} + x
P, =|—sen(d, + 6, ){l,sen(8;)—1, cos(6; + 6, )} + y
I,sen(8, + 6, )+1,cos(6,)+1, +1,

Y el Punto P, es un vector que tiene por coordenadas:

P4x
P,=|P,,
P4z
......... 5-29
Si se sustituyen los componentes vectoriales del punto P, se obtiene
—cos(6, + 6, ){l,sen(6,) -1, cos(6; + 6, )} + x = P,,
—sen(6, + 6, ){l,sen(8,)—1, cos(@, + 6, )} +y =P,
I,sen(6, +6,)+1,cos(6;)+1, +1, =P,
......... 5-30

Como puede verse, el dltimo es un sistema de ecuaciones compatible
indeterminado no lineal, donde las variables de interés son las que conforman

el vector de grados de libertad q:[x y 6, 6, 0o, 494]T, por lo cual para
resolver este sistema es necesario proporcionar el valor de 3 de ellas.
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De esta manera, Unicamente pueden hallarse hasta 3 valores proporcionando 3
de ellas, ya que se cuenta con 3 ecuaciones linealmente independientes,
provenientes de los descriptores de la posicion del punto terminal del robot. Si
se hubiera tomado en cuenta la orientacion del robot, usando los angulos de
Euler, se tendrian tantas ecuaciones como descriptores se plantearan.

Para nuestro caso se tienen 6 variables relacionadas con los grados de libertad
del robot, 3 de la parte movil y 3 del manipulador, por lo que para que el punto
terminal alcance cierto punto es necesario decidir qué conjunto de variables es
necesario encontrar del sistema de ecuaciones descrito en 5-27, si el del
manipulador (6,,6,,6,) o bien el del movil (x,y,6,), tomando en cuenta que

debido a que la altura del punto no depende de los valores del movil, entonces
hay que plantear cualquiera de los valores de (x, y,@l).

Asi entonces si se quiere hallar un punto dentro del espacio de trabajo del
robot se resuelve el sistema 5-27 para el conjunto del manipulador
(6,.6,,6,). Si el punto se hallara fuera del espacio de trabajo se resuelve el

mismo para el conjunto del movil (x, y,&l), siempre y cuando el punto se

halle en una posicion vertical entre su base y su altura maxima y dejando
fija la posicion articular del robot para alcanzar la altura del punto.

Si lo que se quiere es que el robot siga una trayectoria en especifico el
algoritmo de decision (para cualquier lenguaje de programacion) se basa
en el mencionado para un punto es:
1) Se propone la trayectoria a seguir. Esta debe estar en forma cartesiana.
2) Se parametriza la trayectoria fijando “n” puntos por los que tendra que
pasar el punto terminal del manipulador.
3) Se procede a pasar por el primer punto de la trayectoria siguiendo la
siguiente subrutina:

a. El robot debe indicar COMPLETAMENTE el valor actual (que sera
el inicial para este proceso) de sus 6 grados de libertad respecto
del sistema inercial, ademas del tamafio de sus brazos.

b. Se evalla si es que la altura del punto en cuestiébn es menor que
la altura maxima que puede alcanzar el robot, en caso contrario
se evalla el siguiente punto.

c. Se verifica si el punto esta dentro del espacio de trabajo por
medio de la distancia de la base del robot a este o por medio del
Jacobiano.

d. Se halla el conjunto de variables del manipulador (6,,6,,6,) si el

punto se halla dentro del espacio de trabajo, o bien el conjunto del
movil (x, y,Hl) si el punto esta fuera del espacio de trabajo.

4) Se sigue la misma rutina a partir de 3.a para los demas puntos de la
trayectoria. Aquel punto que no se pueda alcanzar se deja fuera y el
algoritmo (y por tanto el robot) sigue adelante con el siguiente punto.

5) Una vez que ha pasado por todos los puntos puede asignarse una nueva
trayectoria.

Note que aunque el procedimiento anterior no es perfecto, es robusto en el
sentido de contemplar casos extrafios donde el robot no pueda alcanzar el
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punto designado, sin embargo puede llegar a una singularidad particular, en
base a lo expuesto en la Ultima seccién del capitulo anterior. A continuacion se
presenta el diagrama de flujo del algoritmo anterior.

INICIO

h 4

Se propone la
trayectoria

h 4

Se parametriza y se
halla la serie de puntos
representativos n" de

Y

Hallar
Posicion

No

) 4

Finde la
trayectoria

Figura 5-25: Diagrama de flujo principal del algoritmo de decision del seguimiento de
trayectoria del robot.

Un error comdn que se puede ver en este caso es que la distancia de los
brazos se halla en la subrutina y no dentro del programa. Esto es debido a que
si el robot cambia subitamente este tamafio entonces las condiciones de
movilidad e inmovilidad cambiaran también. Si es el caso en que no cambiaran
nunca entonces se puede manejar en el procedimiento general. La ventaja
principal es menor tiempo de procesamiento.
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Sin embargo, puede verse que aun asi se tiene contemplado el no alcanzar
puntos mas arriba de su altura maxima.

Método 1 (distancias):
Método 1 (distancias):

‘ Hallar Posicién }
Hallar Posicién

X

v Introducir
R distancia del brazo
ntroducir db

distancia del brazo
db
X
oy Introducir Punto
de la base del
Introducir Punto Robot
de la base del Pi(x y ,!11)
Pi(x y . 1)
- X
‘ Introducir Punto
de la trayectoria
Introducir Punto Pt(xt.rta.(z::)
de la trayectoria
Ptixt,yt.zt)
si No
si No

v

Fin
Fin l
l Hallar la distancia (No se Puede alcanzar)
entre P1 y Pt:
No se puede alcanzar
Se halla { P ) d=P1Pt
det(Jman) ]
Si No
si Na
det{Jman)<=0.2
3
v
— Se hallan las Se hallan las coord,
coord. gman={tetha2, tetha3,
Se hallan las Se hallan las coord. gman={tetha2, tethad} en base al punto
coord. gman={tetha2, tetha3, tetha3, tethad} auxiliar Pa(x y ,zt)
gman={tetha2, tethad} en base al punto
tetha3, tethad}) auxiliar Pa(x \y ,2t) l
L - Se hallan las
nuevas) coord. de
\ Se hallan las Fin ¢ qmcw=)( XY,
Fin (nuevas) coord, de tethat)
gmov={x .y ,
tathat)
A
Fin Fin

Figura 5-26: Subrutina del algoritmo de decisién del seguimiento de trayectoria. Se
presenta como una sola debido a que por dos métodos distintos se puede hallar un
punto.
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Noétese en esta imagen que se trata de dos subrutinas distintas, sin embargo
las dos tienen el mismo objetivo, hallar la posicion angular del robot para una
posicion coordenada.

El primero (Método 1 de Jacobiano) esta basado en la propiedad de la
invertibilidad del Jacobiano cuando el robot no se halla en una singularidad, de
forma que si se evalla el determinante de la parte del manipulador y este es 0
0 cercano entonces quiere decir que el punto esta en la frontera o fuera de su
espacio de trabajo, por lo que debe de hallarse el conjunto de variables del
movil. Si el determinante no es cero entonces se procede a hallar el conjunto
de variables del manipulador.

El segundo (Método 2 por Distancias) plantea que si la distancia al punto desde
la base es mayor que la distancia maxima del brazo, entonces el punto esta
fuera del espacio de trabajo y se procede a hallar el conjunto de valores para el
movil. En caso contrario se procede a hallar el conjunto del manipulador.

Como puede verse, todo este procedimiento tiene por esencia el hallar tres
valores (conjunto de valores), ya sea para el manipulador o para el mévil, por
medio del sistema de ecuaciones presentado en 5-27. Esta obtencion no es
sencilla ni mucho menos trivial, ya que no tiene una forma analitica de solucién,
debido a que es altamente no lineal, pues cuenta con una gama de funciones
trigonométricas mezcladas. Es por ello que para la resolucion del mismo es
necesario usar un método numérico que pueda aproximar los valores
necesarios.

Para nuestro caso se uso un método (no descrito) interno del programa
computacional matematico MATHCAD 14®, el cual halla los valores de una
ecuacion o sistema de ecuaciones sin explicar el método numérico que usa.

Seguido de muestra la forma en cémo se programo el sistema de ecuaciones
para su solucion. Debido a que Unicamente se expresa la obtencion de un
conjunto de valores no esta programado del todo el algoritmo presentado.

— Window Help
D =W &R Y | | [ B = | e > O[5 <) ()
[Normal ~ [ Al - -] B s u|E==|i= =

=] @eo

[ [ (== THI<E) 27 [« #)]

AMALISIS DE TRAYECTORIA, LOS PUNTOS POR
DONDE PASARA EL PUNTO TERMINAL SON
Py, LOS DEMAS SON PARAMETROS

7
g

" H
% | &

a

hall -

1y = 0025 1= 01633 13 = 022467 1y = 013 Greek

X1 yym=1 0 =0 Symbolic =] (™

- %
o
(I N

o4 oa

Py 0.84 By = 09875 By, o= 0360025 Modifiers flost

Given salve

—cos(0y + 03)-{13-sin(03) - Ly-cos(B + 04)) + 2y = Pyy substitute

£TDEED X a
DMENE o x o
o
E

x

sin(8) + 05) (13 sin(03) ~ 15 cos(03 + 04)) + vy m By, collact

1y-5in(03 + 04) + 13:c03(03) + 1y + 1y = Py,

(0.077966633831542306563 - Inl =

Find(05.05.0,) — | 0.17992381260449615583 explicit combine
| ~2.9324001158773679325 confrac rewril ite

Presa B for heip: a AUTO CAP_ NUM Page1
e e m I m T < @mFaC WSI HAC 06370

Figura 5-27: Vista del programa con el cual se obtuvieron los puntos de la trayectoria
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ANALISIS DE TRAYECTORIA, LOS PUNTOS POR
DONDE PASARA EL PUNTO TERMINAL SON
Py. Py Py, LOS DEMAS SON PARAMETROS

1y =0025 1,=01633 13:=022467 1;,:=0.13
x=1y =186,=0

Py, =084 Py = 09873 Py, = 0360025

A

Given
—cos(B; + 8, )-(13-sin(B3) — 1;-cos(B3 + By)) + x =Py,

—sin(B + 0y)-(13-sin(03) — 1y-cos(03 + 8,)) + ¥y =Py
145111[93 + 04) + 13'COS| 93) + 12 + ll = PJZ

(0.077966633831542306363
Find(0,.05.0,) — | 0.17992381269449615583
| —2.9324001158773679325

Figura 5-28: Programa en MATHCAD 14® para hallar los puntos de la trayectoria

De esta manera vemos como es que en el programa anterior se puede cambiar
el valor del tamafo de los brazos, el punto (coordenada por coordenada) y
proporcionar los valores de los tres primeros grados de libertad (x, y,el) para

hallar los del manipulador (6,,6;,6, ).

Como ejemplo, se planted una trayectoria para el robot, compuesta por dos
rectas, una dentro de su espacio de trabajo y otra que atravesaba ese espacio.
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A continuacién se muestra un boceto de la misma

'10-(0.1,0.1,0.45)

Figura 5-29: Trayectoria ejemplo para el robot

Se muestra a continuacion las medidas del robot antes colocado

DelaZ: 0.00 mm

Figura 5-30: Medida del brazo superior



Figura 5-31: Medida del brazo inferior

Figura 5-32: Medidas de la base del robot




Siguiendo el algoritmo antes planteado, la trayectoria se divide en dos partes,
definidas por medio de dos puntos cada uno de ellos.

De acuerdo con los preceptos de la geometria vectorial, para hallar la ecuacion
paramétrica dados dos puntos se usa:

r=~p, +ut

Donde:
r: Vector que describe los puntos de la recta
P,: Algun punto arbitrario de la trayectoria. Para nuestro caso es el punto inicial

del cual parte el robot en cada trayectoria.

u : Vector director (puede o no ser unitario) de la trayectoria. Se obtiene como
el punto final menos el punto inicial.

t: Pardmetro de la trayectoria. En este caso se trata del tiempo.

Puede notarse que mientras el tiempo (t) cambia, el vector r cambia, pues se
le suma “t” veces el vector director de la recta.

Trayectoria 1:

Punto inicial: P, =(0.87,1,0.3967)

Punto final: P, =(0.6,0.8,0.45)

Vector director: u, = P, — P, =(~0.27,-0.2,0.05533)

Asi, r, =(0.87,1,0.3967) + (- 0.27,-0.2,0.05533)t

r, = (0.87 —0.27t,1—0.2t,0.3967 + 0.05533t)

Si como vector director se usa un vector unitario en direccion de u; se tiene:
r, = (0.87 —0.793t,1- 0.587t,0.3967 + 0.162t)

......... 5-33
De forma similar,
Trayectoria 2:
Punto inicial: P, =(0.6,0.8,0.45)
Punto final: P,, =(0.1,0.1,0.45)
Vector director: u, = P, — P, =(~0.5,-0.7,0)
Asi, r, =(0.6,0.8,0.45)+ (- 0.5,-0.7,0}t
r, = (0.6 —0.5t,0.8—0.7t,0.45)
......... 5-34
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Por la forma de la trayectoria, la primera supera el espacio del trabajo del robot,
por lo que existe fisicamente un punto de interseccién de la semiesfera del
espacio de trabajo y la recta .

De esta manera, representando a la recta r; (usando la ecuacion 5-34) de
forma cartesiana se tiene

R 1% -087  y,-1 z,-0.396
! ~0.793 —-0.587 0.162
O bien

1

_[087-x, 1-y, z,-0.39
| 0793 0587  0.162

Por otro lado, la ecuacion de la semiesfera (presentada en 3-59) es

(%g =1)° +(y, 1) +(z, —0.17)" =(0.35467)’

De forma que para hallar el punto de interseccion se tiene que resolver para
(X5, Y. 2,) €l siguiente sistema de ecuaciones cuadratico-lineal:

087-%, 1-y,
0.793  0.587
0.87-%, 2z, -0.396
0793  0.162
(%, =1)° +(y, —1)° +(z, —0.17)" =(0.35467)’

Obteniéndose como resultado:
(0.595,0.796,0.453)

(%0, Y0:20) = {(1.256,1.286,0.318)

Esto es debido a que geométricamente se esta hallando la interseccion de una
recta y una esfera, y es sabido que habra dos resultados, dado que una recta
corta dos veces a una esfera.

Ahora bien, siguiendo sobre la misma idea de la trayectoria que seguira el
robot, silo que se quiere es solamente hallar los valores articulares para ciertos
puntos, entonces se puede evaluar de forma independiente para cada punto de
interés. Esto es lo que da pie al andlisis extensivo de trayectorias, ya que para
verificar que efectivamente el robot seguira la trayectoria hay que revisar que al
hallar los conjuntos de variables articulares no se halla en una indeterminacion.
Si el robot tiene una velocidad la cual no permita estacionarse en alguna
singularidad la cual genere acobillamiento del mecanismo, no habra problema.
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Pero si existe una velocidad que permita que si se estacione, entonces lo que
provocara sera que el robot no se mueva, aun cuando hay accion en los
motores. O peor aun, que haya una fractura mecanica por el esfuerzo
generado.

Este andlisis de trayectoria da pie al llamado analisis del PERFIL DE
TRAYECTORIAS. Que consiste en analizar la velocidad y aceleracion éptima
(dadas las restricciones pertinentes) para cierta trayectoria. En la bibliografia
puede hallarse bastante material sobre ello.

En la imagen siguiente se muestra el ejemplo para la trayectoria antes
planteada, con los puntos propuestos por los que el robot debe de pasar.

Dada la complejidad del sistema, y a que Unicamente se trata de un ejemplo,
pueden existir ciertos puntos los cuales son complicados de obtener para el
programa, pues como ya se menciond anteriormente, el sistema de ecuaciones
se resuelve por medio de MATHCAD 14®, y dado el método numérico
programado puede ser que existan puntos que no tengan invertibilidad.

Tabla 5-3: Puntos y valores articulares de la trayectoria ejemplo para el robot

01 1 (82 63 a4
Tiempo | P4X Pay P4Z [x[m] y[m] [rad] [rad] [rad] [rad]
0 0.87 1 0.39 1 1 0 0 1.119 -0.135
1 0.84 0.988 0.36 1 1 0 0.078 0.18 -2.932
2 0.81 0965 04 1 1 0 0.1821 1.206 0.2357
- TRAYECTORIA
3 0.78 0975 04 1 1 0 0.1131 5.864 -3.601 1
4 0.75 095 04 1 1 0 -37.5 0.605 -3.955
5 0.62 078 04 0.8 1 0 16.6 -0.9 1.5
6| 0.595 0.796 0.45| 0.75 0.85 0 0.335 1.16 0.075
7 049 0.61 0.4]0.644 0.663 0 0.335 1.16 0.075
8 0.36 0.44 0.410.514 0.493 0 0.335 1.16 0.075| TRAYECTORIA
9 0.23 0.27 0.4]0.384 0.323 0 0.335 1.16 0.075 2
10 0.1 0.1 0.4]0.254 0.153 0 0.335 1.16 0.075
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5.5 VELOCIDAD ARTICULAR. JACOBIANO INVERSO Y
APLICACION

En la seccion anterior se explicé como es que puede generarse el movimiento
sobre una trayectoria para el robot. Sin embargo, hasta este punto sigue sin
saberse como hallar la velocidad necesaria para que pueda moverse el robot si
esta en cierta trayectoria.

O maés importante aun, que valor de velocidad angular se requiere para que
exista cierta velocidad lineal. Recuérdese que la velocidad del punto terminal
del manipulador presentada en 4-62 es

x+ (6, + 6, )sen(@, + 6, fl,sen(8,) -1, cos(6, + 6, )} —cos(6, + 8, 6.\, cos(8,)+ (6, + &, ),sen(6, + 6, )}
V, =| y—(6,+6,)cos(6, + 8, ){I,sen(6,) -1, cos(8, + 6, )} — sen(6, + 6, ){6.l, cos(6,)+ (6, + 6, ), sen(6, + 6, )}
(6, + 6, ), cos(6, +6,)— o,,sen(6,)
Lo cual nos indica que dado el vector de grados de libertad
a=[x vy 6 6, 6, 6,] y su vector de derivadas respecto al tiempo

correspondiente q=[x y 6, 6, 6, 6,] puede hallarse la velocidad del
punto terminal del manipulador.

De acuerdo con la ecuacion 5-7 (q=[J(P(q))]'V ), para hallar la velocidad

articular del robot de forma analitica se premultiplica el vector de velocidades
lineales por la inversa del Jacobiano relacionado. Para este trabajo, tal como se
hizo en la seccion 5.3 solamente se consideran Jacobianos cuadrados, dado
que una posicion puede hallarse con 3 grados de libertad. Usar mas es
redundante y tienen que omitirse.

Para el caso de la velocidad del punto terminal (V,) la ecuacion resulta
-1
Qaman = (‘]4man) 'V4

Donde

>
N

<
£

Qaman = 93 , V4 =V

2
<
&

sin(6, +6, I, sin@, -1, cos(6, +6,)) —cos(d, +6, 1,sin b, -1, cos(6, +6,)) —cos(d, +6,)l,sin(6, +6,)
3 iman =| —008(6, +6, 1, sin 0, —1, cos(8, +6,)) —sin(6, +6,)I,siné, -1, cos(d, +6,)) —sin(,+6,)l,sin(6,+6,)

4man

0 —(I,sin@, -1, cos(6, +6,)) 1, cos(6, +6,)

De forma que para obtener (J,...)" se usa la técnica:
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(J 4man )_l =

adj(J ypan) _

[c0f (Jamen )]

J

Se usa el resultado descrito en 5-14
1,1, cos 6,(l,sin 8,

det( 4man)

4man‘ “]4man‘

—1, cos(6; +6,))

Para que pueda expresarse el resultado de forma mas compacta se usa la

siguiente nomenclatura:
s6,, =sen(6, +6,)
SO, = send,
s@, =send,
sé,, = sen(6, +6,)

cé,, =cos(6, +6,)
cH, =cosb,
cl, =cosd,
cé,, =cos(6, +6,)

Asi pues, los resultados son:

~1,l,50,,¢6, 1,c6,,[1,c(26, +6,)+1,5(26,,)] 0
|4C‘9120934(|3593 - |40934) |4C‘9345912(I3503 - I4(:‘934) |4S‘934(|3S‘93 - |40934)
(J )—1 _ 0912(|3593 B |40934)2 B |4C‘9345612(|3593 B |4C934) —(|3593 B |4C934)(I3093 B |4C934)
e ~131,¢6,(1,6; - 1,c6,,)
......... 5-40

I _cO,[1,c(20, +6,)+1,5(20,,)]

(1,6 I .C6,,) l,c6, (1,56, —1,c6,,) Y

o - c934c912 ¢y, )\, [ SOy

) l,c0, l,co, ) * l,co, )

_c0,,(1,50, Ice4) L[S0t ), (1,56, —1,c0,,)
I 1,1,c0, ot l,co, | * 1,l,co, "

(_ |3|48912C€4)\/4x + (I4C912[I3C(293 + ‘94)"' I4S(2934)])\/4y
(|4C€12C‘934(I35 93 . |4C 934) at (|40934S«912(|3893 - |4C034))\/4y + (|4Sl934(|35 93 - |4C€34) 42
(C 912('35'93 - |4C034)2 + (_ |4C‘934S 612('35 93 - |4C 934) 4y + (_ (I3503 - |4C'934)(I3C'93 - |4C034))\/4y

1
o = 11,c6,(1,56, - 1,c 934){

(_ ll,56,,¢0, )‘/4x + (I4C912[I3C(263 + 04)"' I4S(2934)])\/4y
(|4C012C934(I3593_| C934))\/4x (I C‘9345‘912(I359 I C034))\/4y (I 5934(| -1 C‘934))‘/4z
001,56, 106, Vo +1160,50,0156, 10, Wy, + (- 156, -1, 100,10, N,

|3|4094(I35‘93 |4C‘934)

q4man =

Puede verse entonces, gracias a la ecuacion 5-41 que es posible llegar a un
resultado EXACTO Y ANALITICO del la velocidad articular de un robot, dados
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ciertos grados de libertad y la velocidad deseada. Esta Ultima puede plantearse
de forma arbitraria o bien usar alguin método de perfil de trayectorias que
describa analiticamente esa velocidad.

Es importante notar que el vector articular presentado en 5-41 depende tanto
de las velocidades lineales en cada eje como de los valores de los grados de
libertad QUE PERMITEN LA CONTROLABILIDAD DEL PUNTO TERMINAL
(que es el que esta en estudio).

De esta manera se verifica que la velocidad sigue intimamente ligada a
posicion, que para nuestro caso es un campo vectorial.

Asi entonces, para hallar la velocidad de los grados de libertad puede usarse el
modelo anterior o bien resolverse el siguiente sistema de ecuaciones:

x+(9 + 6, )sen(6, + 6, {l,sen(6, )1, cos(6, + 6, )} — cos(6, + 6, ){6,1, cos(6, )+ (6, + 6, )l ,sen(6; + 6, )} =V
y — (6, + 6, )cos(6, + 6, fl,sen(6, ) -1, cos(6, + 6, )} — sen(6, + 6, {osl, cos(6;) + (6, + 6, ), sen(6, + 6, )} =V,

(03 +6,)l, cos(6, +6,)— 6,1,sen(6, )=V

Respecto de cualesquiera tres variables articulares de interés.

Notese que si se conocen todos los valores de los grados de libertad sera mas
sencilla la resolucién de este sistema.
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5.6 ACELERACION ARTICULAR. INTRODUCCION AL PERFIL
DE VELOCIDADES Y ACELERACIONES

Esta es la ultima seccion del capitulo, y como las secciones anteriores, no se
hace un desarrollo matematico, si no es una muy breve introduccion a tema
gue complementa el analisis inverso de un robot.

Primeramente se hablara de la aceleracion articular del robot. En las secciones
anteriores se hablé que una de las opciones de realizar una andlisis inverso es
basicamente despejar del modelo inicial el parametro, para hallar condiciones
necesarias para que el parametro tenga cierto valor.

En la seccion 5.4, Estatica inversa se hallaron ciertos valores usando un
método numérico ya que en realidad se tiene un conjunto de parametros
indespejables, por lo que se resuelve usando algun algoritmo iterativo. Se hizo
mencion gque el que se uso6 fue MATHCAD 14®.

La aceleracién inversa es importante debido a que gracias a los valores de
aceleracion deseados se puede hallar los valores de aceleracion articular
necesarios para ese fin. Es importante comentar que de esta manera se puede
tener mucho mayor idea acerca de los pardmetros de disefio de movimiento del
robot.

Una desventaja es el hecho de plantear aceleraciones sin visualizar que ocurre
con la generacion de estas mismas, que es un tema correspondiente de la
dinamica del robot.

A la par puede surgir otra interrogante, ¢Qué valores de aceleracion y
velocidad son oOptimos para aplicar al andlisis inverso? La respuesta a esta
interrogante se halla en el lamado ANALISIS DEL PERFIL DE TRAYECTORIA.
Anteriormente se mencioné que este esta basado en dados ciertos valores de
aceleracion y velocidad por tramos, denominados por el grado que tienen, de
manera que la curva resultante sea lo mas suave posible. Esto es debido a que
cuando existe un cambio brusco en la aceleracion de un cuerpo se presenta un
cambio en el JERK del mismo, que matematicamente es la derivada de la
aceleracién respecto al tiempo.

Del andlisis de maquinaria se sabe que un cambio brusco en la aceleracion
(que provoca a su vez uno en el Jerk) provocara un esfuerzo interno en el
elemento. A continuacion se muestra un ejemplo de un perfil de ler orden para
la velocidad.

aceleracion velocidad

Figura 5-33: Perfil de trayectoria de primer grado
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CAPITULO 6 MODELO DINAMICO DEL ROBOT

6.1 INTRODUCCION. CONCEPTOS BASICOS. ANALISIS
DINAMICO DE UN ROBOT. APLICACIONES.

En los capitulos anteriores se ha hecho un analisis de la movilidad del robot sin
hacer mencion de los elementos que provocan ese movimiento, los motores del
robot. En la mayoria de la bibliografia existente se hace un punto y aparte
cuando se comienza a analizar dindmicamente un Robot, pues el analisis
CAUSA-EFECTO es sumamente importante para estudiar la posibilidad de
movimiento del mismo.

En la teoria de sistema dindmicos se diferencia un sistema dindmico de un
estatico debido a que el primero tiene elementos que almacenan energia (ya
sea de forma inercial o bien capacitiva), mientras que el segundo solo la
disipa.

El uso de los modelos es bien conocido y utilizado dentro de la TEORIA DE
CONTROL MODERNO, donde se tiene como bandera conocer completamente
el sistema (su causa y efecto) para poder dictar cierta ley y técnica de control.
En general, hay dos casos: CONTROL EN LAZO ABIERTO es aquel donde se
dicta una ley de control pero no se verifica que efectivamente se siga, mientras
que en un CONTROL EN LAZO ABIERTO se compara la salida con la
referencia para ejercer acciéon. El control de decisibn mostrado anteriormente
es de tipo LAZO ABIERTO.

ACCION s
. RESPUESTA R
REFERENCIA CONTROL BLANTA a ABIERTO
ERROR ACCION
REFERENCIA : RESPUESTA LAZO
H’ COMPARACION CONTROL PLANTA ) CERRADO

#

Figura 6-1: Técnicas de control existentes

Los conceptos béasicos que se necesitan es UN POCO DE CALCULO
VECTORIAL y VARIACIOANAL, para entender la ecuacion EULER-
LAGRANGE.

Las aplicaciones son muchisimas, sin embargo la mas importante es el

CONTROL DE POSICION, DE VELOCIDAD Y DE FUERZA, por medio de
distintos métodos.
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6.2 MECANICA LAGRANGIANA. ECUACION DE EULER-
LAGRANGE. SISTEMAS EULER-LAGRANGE.

Como pequeia resefia, en el siglo XVI, llamado en muchas ocasiones surgio
una técnica de analisis tedrico que amplié y cambid para siempre la perspectiva
matematico-fisica. Este fue el CALCULO INFINITESIMAL. Es una historia
contada de muy diversas maneras la rivalidad existente entre Newton y Leibniz
acerca de quién creo realmente este método. Actualmente se acepta un poco
que la idea inicial fue de Newton y fue refinado posteriormente por Leibniz.

Posterior a este suceso, comenzaron a haber una serie de personas que
mejoraron todas las técnicas que se habian creado, e inclusive fue usado para
resolver problemas que se otra manera hubiera sido imposible resolver.
Algunos de los nombres mas conocidos son la familia de los Bernoulli (Jakob,
Johan y Daniell), Hamilton, Euler, Lagrange, etc.

La historia de todos ellos puede hallarse en bibliografia especializada de la
historia de la fisica. Euler fue alumno de Johan Bernoulli, y recomendado por
este ingres6 como profesor a la Universidad de San Petersburgo, donde
ademas conoci6 a su hijo Daniell. Fue en este lugar donde desarrollo una serie
de teorias mateméticas.

Por otro lado, desde la época de Newton se utilizaban los métodos de el mismo
y Leibniz, que estan basados en un axioma fisico, la existencia de la masa y de
la fuerza, y su relacién directa con la aceleracion. Sin embargo desde ese
entonces (y antes, para ser especificos, desde la época de los griegos) que
existia un ente que podia cambiar el estado de movimiento de las cosas. A este
elemento se le llamo en un principio vis viva. Ahora le llamamos ENERGIA, y lo
definimos (se manera somera) como la capacidad de realizar acciones en
general.

Jose Luis Lagrange, ingeniero militar desarrollo un método de poder analizar
los fendbmenos mecéanicos de forma tedrica por medio de la energia. Su método
fue publicado en un libro llamado MECANICA ANALITICA, debido a que a
diferencia del método de Newton (que se basa en métodos geométricos para
representar los vectores), el método energético es meramente algebraico, y no
tiene representacion fisica, sin embargo es una de las formas mas sencillas de
poder resolver problemas fisicos.

Cabe destacar que este método fue ideado por vez primera por Euler,
bautizando a las variables que definen el estado del sistema como grados de
libertad, por lo que desde esa época se utilizan. Lagrange generalizo el método
para poder analizar el movimiento de cuerpos rigidos usando los 6 desciptores
maximos de un sistema coordenado de 3 dimensiones (3 de posicion y 3 de
orientacion) por medio de energia cinética y potencial del cuerpo.

Posteriormente el sefior Hamilton especifico la ecuacion obtenida por Lagrange
de una forma mas general, conocida como de coordenadas generalizadas,
llamandoles después ecuaciones candnicas. Esto ademas fue la base para
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expresar de forma matematica el principio de minima energia expresado
anteriormente por el fisico Fermat respecto al camino que sigue la luz.

Hamilton expres6 que para un sistema mecénico que Unicamente
contemple Energia mecanica y potencial la variacion de la diferencia de la
Energia Cinética menos la Energia Potencial de un tiempo a otro
considerando instantes infinitesimales debe ser cero para que haya
minima accion.

Matematicamente esta expresado como:

PRINCIPIO DE MINIMA ACCION

5TLdt=0
4

Donde

6 = Variacion de una funcién (en este caso dependiente del tiempo)

L = Lagrangiano del sistema, que es la Energia Cinética menos la Potencial.
Para una demostracién mas extensa de esta ecuacion ver el Anexo 1.
Usando esta ecuacion y tras un procedimiento teérico se llega a la siguiente

ECUACION DE EULER-LAGRANGE

dfo) o,
dtlog ) oq

Donde: L =K —U = Energia Cinética-Energia Potencial
( = Derivada de la coordenada generalizada relacionada

( = Coordenada generalizada
T = Variable generadora de la accion. Variable de esfuerzo.

Que es un resultado importante dentro de la mecanica tedrica. Su
demostracion se puede ver en el Anexo 2.

En teoria avanzada de sistemas dinamicos, existen dos tipos de variables en
todo sistema, de esfuerzo y de flujo. Las de flujo son la derivada de una
coordenada generalizada, que define por completo es estado del espacio del
sistema. La variable de esfuerzo es la que genera esas variacion en la variable
de flujo.

142



Si se quiere utilizar para poder modelar sistemas dinamicos hay que hallar
primero el nUmero de coordenadas generalizadas que definen al sistema. En
general coincide con el nUmero de variables de estado, que son las variables
que pueden definir completamente el estado de un sistema, ademéas de ser
variables con las cuales puede obtenerse la energia instantanea del sistema.

De esta manera, al ser un conjunto de variables la ecuacion 6-2 es:

dfoL|_ oL __
dt\og ) og

Con | 21,2,3,...

Donde: L =K —U = Energia Cinética-Energia Potencial
g,= Coordenada generalizada i del sistema. En el caso de un robot se trata de

cada grado de libertad.
q,= Derivada generalizada i del sistema. En el caso de un robot se trata de

cada derivada de un grado de libertad.
7, = Variable de esfuerzo generalizada i del sistema. En el caso de un robot se

trata de la torca de un motor si es una articulaciéon rotacional o fuerza si se trata
de una lineal.

Para un robot debe hallarse una ecuacion por cada grado de libertad.
En ocasiones es conveniente expresar el conjunto de ecuaciones obtenido por
medio de la ecuacion 6-3 de forma compacta, pues como se ve, al tener 2 o
mas coordenadas generalizadas se obtiene una serie de ecuaciones y no una
sola, por lo que se resume a una ecuacion matricial dinamica. Esta se conoce
comunmente como SISTEMAS EULER-LAGRANGE. Cabe destacar que NO
todos los sistemas pueden expresarse de esta forma.

SISTEMAS EULER LAGRANGE

M(a)a+C(a.q)g+9(a)=r

Donde
q= Vector de coordenadas generalizadas. En el caso de un robot se trata del

vector de grados de libertad.
q= Vector de derivadas generalizadas. En el caso de un robot se trata del

vector de derivadas de los grados de libertad.
q= Vector de segundas derivadas generalizadas. En el caso de un robot se

trata del vector de segundas derivadas de los grados de libertad.
M (q)= Matriz de Inercia o de elementos constitutivos

C(g,9)= Matriz de Coriolis (en nombre del cientifico francés)
g(q): Vector de gravedad o de efectos inherentes.

7 = Vector de entradas del sistema.
La demostracion de esta ecuacion puede hallarse en el Anexo 3.

143



6.3 MODELO DEL ROBOT POR MEDIO DE LA ECUACION DE
EULER-LAGRANGE

Como se mencion6 anteriormente, para hallar el modelo matematico del robot
es necesario utilizar la ecuacion 6-3, una por cada grado de libertad, por lo que
a continuacion se expresara los elementos necesarios para obtener las 6
ecuaciones relacionadas. En la siguiente imagen se muestran los grados de
libertad del robot y las masas relacionadas.

P3(P3x.P3y.P3z)

Figura 6-2: Robot con grados de libertad, masas e inercias.

Para el robot completo se tiene que

.
y
0

=

0
0.
0

N

w

q:

N

Y de acuerdo con la ecuacion 6-3 hay que hallar la Energia Cinética y Potencial
del Robot. Otro punto importante de mencionar es el uso de longitudes y
velocidades al centro de masa de cada eslabon. Estas estan indicadas con un
subindice c vy el indicador correspondiente.
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Para faciidad del modelo se wusa la siguiente nomenclatura:

s6, =sing, cH, =cosb,
s@, =siné, cd, =cosb,
s, =s(6, +6,)=sin(, +6,) c6,, =c(6,+6,)=cos(6, +6,)
s@, =sing, €O, =Cos 0,
s@, =sind, co, =cosb,
s6,, =s(0,+6,)=sin(6, +6,) c,, =c(6, +6,)=cos(6, +6,)

TODAS LAS SIGUIENTES ECUACIONES ESTAN BASADAS EN LA
METODOLOGIA DINAMICA PRESENTADA EN [20]
ENERGIA CINETICA TOTAL

k(a,a)=k,(a,a)+k,(a,0)+ky(a.)+k,(a,0)

......... 6-6
ESLABON 1
k, = ;mlvlTv1 + ; 1,6
......... 6-7
X
v =y
0
......... 6-8
V| = v v = %2+ y?
......... 6-9
Asi K, =;ml(>(2 +y2)+;I1912
......... 6-10
ESLABON 2
k, ==myV,"v, +=1,[0,+6,[
......... 6-11
X
Vo =1Y
0
......... 6-12
v, H2 =V, v, = X° 4y
......... 6-13
Asi: k, :;mz(x2+y2)+;ll[¢91+92]2
......... 6-14
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ESLABON 3
1

k, = 2mv03 v03+ 1[0, +6, +6,]
......... 6-15
x+1,(0,,560,,50, — 0,c0,,¢0,)
Vs =| Y~ Ic3(9120012593 _‘935‘912(:93)
- 93'035‘93
......... 6-16
chs HZ = VcsTVcs
:[X + Ics (9125912593 - ‘93(:912(:93 )]2
+ [y - Ic3 (‘912(3912593 - 033912(3‘93 )]2
+ (_ 93'03593 )2
......... 6-17
1
k3 = 5m3 [X + Ic3 (‘9125‘912393 - 930‘912(:‘93 )]2
+ ; m,[y —1.(6,,¢6,,56, — 0,56,,¢6, [
Asi: 1
+ Ems(_ «93|C3$03 )2
+;|3[91 +0,+6,]
......... 6-18
ESLABON 4
1 T 1 2
k4 = §m4vc4 Vea +§|4[91 ‘H92 "‘93 +94]
......... 6-19
(‘9 + ‘9 ) ( ){I $O; — ICAC( )} C(‘91 +6, ){93|3093 + (93 + ‘93 )ICAS(03 +0, )}
Veg = ( +0 )C( ){ |c4C(0 +0 )} 5(91 +0, ){‘93|3093 + (93 + 93 )Ic4s(03 +0, )}
(93 + ‘93) 040(93 + 04)_ 93'3393
......... 6-20
Asi:
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1
k4 = §m4 [X + (91 + ‘92 )5(91 + ‘92 ){|3593 - |c4c(‘93 + ‘94 )}_ C(91 + ‘92 ){93|30493 + (93 + ‘93 )|C4S(¢93 + 94 )}]2
1
+ Em4 [y - (91 + ‘92 )c(el + 92 ){|3S¢93 - |c4C(‘93 + ‘94 )}_ 5(91 + 02 ){(93|3Cl93 + (93 + 93 )|c43(‘93 + ‘94 )}]2
1
+ Em4 [(93 + 93 )Ic4C(H3 + ‘94 )_ 93'3593 ]2

+;I4[91+92+93+94]2

De manera que la energia cinética total del robot es:

k=k, +k, +k; +k,
_ ;ml(xz ; y2)+;|1912 n imz(x2 + y2)+;l1[91 +6,]
¥ ;mg [x+1,{(6, +6,)5(6, + 6,30, — 0.,c(6, + 6, )6, }]
' ;mg [y-1.5{6, +6,)c(0, + 6,)56, - 0,5(6, + 6, 6,
_£m3(93I03393)2 + ; 1[0, +6, +6,]

+ 7m4 [X + (91 + 92 )5(91 + 02 ){I3SHS - IC4C(03 + 04 )}_ C(el + 02 ){93|3C03 + (93 + 93 )IC4S(03 + 94 )}]2

P NP

+ 7m4 [y - (01 + 02 )C(el + 92 ){|3593 - IC4C(03 + 94 )}_ S(91 + 62 ){93|3C93 + (93 + 93 )ICAS(93 + 04 )}]2

2
1 1
+ Em4[(93 +0,)l.,c(6, +6,)-0,1,56,] + 5 1,[6,+6,+6,+6,]
......... 6-22
Por otro lado, la energia potencial se obtiene de una forma similar
u=u, +U, +U; +U,
......... 6-23
u, = mlgll
......... 6-24
u, = ng(ll + Iz)
......... 6-25
Us = m3g(|1 +1, + Ic3C03)
......... 6-26
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u, = m49(|1 + I2 + Icsces + |c4s(‘93 +94))

Asi:

u= mlgll + ng(ll + |2)+ m3g(ll + Iz + |C3C€3)+ m4g(|1 + |2 + |C3C6?3 + |c45(63 ‘H94))

De esta forma, el lagrangiano del robot (que para este caso es el sistema) es:

L=k-u

L= ;ml(x2 + y2)+;ll¢912 + ;mz(xz + y2)+;|1[91 +6,]
n ;ms [x+1,{(6, +6,)5(6, + 6,50, — 0.,c(6, + 0, )6, }]
+ ;m3 [y 1,46, + 6, (6, +6,)s0, - 0,5(6, + 6, )6, |
_;m3(93|0386’3)2 + ; 1,16, + 60, + 6,
n ;m4[x+ (0, +6,)s(6, + 0, 1,50, —1_,c(0, + 0,)} — (6, + 6, }0,1,c0, + (0, + 0,).,5(6, + 6, )}
1

+ Em4 [y - (91 + 92 )C(el + 92 ){|3593 - |c4c(‘93 + ‘94 )}_ S(91 + 62 ){93|3C‘93 + (93 + ‘93 )Ic4s(‘93 + 94 )}]2

b om0 +0.00(0, +0,)-0050.F + 1[0, +0,+0,+0.F

- mlgll - ng(ll + Iz)_ mag(ll + I2 + |03Ct93)— m4g(|1 + Iz + Ic3C93 + |c45(03 + ‘94 ))

De esta forma, debido a que son 6 grados de libertad, en las siguientes 6
ecuaciones se colocaran de forma ilustrativa las 6 ecuaciones que se
obtuvieron por medio de un ARDUO TRABAJO, y que componen el modelo
dindmico del robot, terminando con ello el capitulo y el trabajo.

El sistema que se forma es:

dfobj_o _,
dt\og; ) og;

coni=12,..6 vy q:[X y 6 6, 0, ‘94]T
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) d (6L) .
Para (; = X: dt 1x

F, =[m +m,+m, +m,]x
+m3I03[( +0,)s(6,+6, )56, - 6,06, +6,)c0, ]
+m3I03[29+9 )s(6, +6, )6, +[(6’+9 +0, ]00+¢9 ]

(6, +8,)5(6,+6,)+ (0, +, Fel6, +6, )56, ~1.,6(6, +6,)
+2(6, +6,){0,0,c0,+(0,+ 0 )Ic4s(:9 +6, )|

:C<01 +0, ){93|3C(93 B 932|3893 + (93 +0, )Ic43(93 t 6’4)"’ (‘93 +6, )2 |c4C(03 +0, )}]

d(oL
Para 0, = Y: dt Gy Fly

Fy = [ml M, +M; + m4]y
—m,l,[(@, +,)(6, +6,)50, - 8.,5(6, + 6, 0, ]
+m3lcg[[(9 +6,) -6, ]59 +0, 39]
—m, _((91 + 92)0(‘91 t 02) (‘91 + ‘92) ‘91 +0, )){|33‘93 - Ic4C(03 +0, >}
+ 2((91 + (92 )C(gl + 92 ){93|3C03 + (93 + 94 )IC4S(0 +0 )}]
-m, _3(81+92){93I3C<93 ~0,°1,50, + (0, + 0,156, +6,)+ (6, + 6,1 ,c(6, + )}]

+M

S

[
hB
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para 4. — 0 dfa)_,
ara @ = - dt\ag, )

=L+ 1,+1,+1,)4,

+6,m,1,c0,{s(6, + 6, )[x +1,{(6, + 0,)5(6, + 6,)s6, - 6,c(6, + 6, )6, }]

—c(6,+ 6,y 1516, +6,)c(6, + 6,)s0, - 0,5(6, + 6, )6, }]}

+myl,s0,{(0,+0,)c(6, + 6, [x+1.,{(6, + 6,)s(6, + 6,560, — 0,¢(6, + 6, )6, ]

+5(6,+ 6, [x+1,{(#, + 6, )5(6, + 6,)50, - 0,c(6, + 6, )c6,}

+2(6,+6,)3(0, +6,)co, + [(91 +6,) + 932}:(61 +0, )593]

+ (91 + 92 )S(Hl + ‘92 )[y - |c3 {(91 + 92 )C(el + 02 )S 93 - 935(‘91 + 02 )C 93 }]

—c(6,+6,)y 1,16, + 6, (6, +6,)50,- 8,5(6, + 6,)c0, ]

- [(01 + 92 )2 - 032 ]5(91 + 02 )S eaﬂ

+m,{0,1,c6, — (0, + 6, )..c(0, + 6,)1{s(6, + 6, ) x +(6, + 8, )5(6, + 6, ){l,s6, —1.,c(8, +6,)}

- C(‘91 +0, ){493|3C03 - (93 +0, )|c4c(‘93 +0, )}]

- 0(01 +0, )[y =l {(91 +0, )0(91 +0, )S 0; - 933(01 +0, )093}

- 5(01 + ‘92 ){93|3C‘93 - (‘93 + ‘94 )|C4C(93 + 94 )}]}

+m, {|3503 - Ic4C(93 + 94 )}{(91 + 02 )C(el + 92 )[X +(‘91 + 02 )5(01 + 92 ){|3593 - |c4C(‘93 + 54 )}

- C(el + ‘92 ){93|3C93 - (‘93 + ‘94 )|c45(93 + ‘94 )}]

+5(0,+6,)|x+ ((671 +6,)5(6,+6,)+(6,+6,)c(6,+6, )){I3sa3 —1.,c(6,+6,)}

+2(6,+6,)5(6,+ 6, {0,1,c0, + (0, + 6,).,5(6, +6,)}

—c(6, +6, ){93I3063 — 021,50, + (6, + ,)I.,5(6, +6,)+ (6, + 6,1 ,c(6,+6, )}]

+ (91 +0, )5(91 +0, )[y - (‘91 +0, )C(el +6, ){|35‘93 - |c4c(93 +0, )}

- 3(01 +0, ){93|3C93 + (93 +0, )|c43(93 +0, )}]

- C(el + 02 )[y - ((91 + 92 )C(gl + '92 )_ (91 + 92 )2 S(91 + '92 )){|3593 - Ic4C(03 + 04 )}

- 2(91 +0, )C(el +0, ){93I3093 - (93 +0, )|C4S(93 +0, )}

—5(0,+0,){01,c0, — 0,215, + (0, + 8, ).,5(0, +6,)

+(8,+0,),5(0,+6,)+(0,+6,)1.,c(6, +6, )}]}

(L + 1+ 1), + (1, +1,)d, + 1,6,

—my[x+1,{(0, + 6,)5(6, + 0, )30, — 0,c(6, + 6, )c 6, }]
o[l {(6,+0,)(6,+0,)s0, - 0,5(0, + 6, )c0,}]

—m,[y - 1,16, +6,)c(6, +6,)50, — 0,5(6, + 6, )c6,}]
o[I.{(6,+6,)s5(6,+6,)30, — 0,c(0, + 6, )c0,}]

—m,[x+(6,+6,)s(8, + 0, {1,560, —1_,c(6, + 6,)}—c(6, + 6, {0.,1,c 0, + (6, + 0,)1.,5(6, + 6,)}]
o[(0,+6,)c(6,+ 6, 1,50, —1_,c(0, + 0,)} + s(6, + 0,){0,1,c 0, + (65 + 0, ),5(0; + 6, )}]

—m,[y—(6,+8,)c(8,+6,){1,50, —1.,c(6, + 6,)}— (6, + 8, {6:l,c 0, + (6, + 0,)I.,s(6, + 6, )}]
o[(6,+6,)s(6, + 8, (1,56, —1.,c(6, +8,)}—c(6, +6,){6,1,c6, + (6, + 6, .,5(6; + 6,)}]
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d( oL oL
Para q, =6, dt(aez]_aezzrz
=l +1,+15+1,),
+0,myl,c0,{5(6, + 0, X +1,, (6, + 6,)s(6, + 6, )36, - 0,c(6, + 6, )c 6,}]
- C(91 +0, )[y —lis {(91 +6, )C(‘gl +0, )393 - 935(91 +0, )C‘93 }]}
+Mmyl;s6; {(91 +6, )0(01 +0, )[X ey {(91 +6, )3(6’1 +0, )5 0, - 93(3(91 +0, )C 0, }]
+5(0,+ 6, [x+1.4{ + 8, )5(6,+ 6, )50, - 6,c(6, + 6, )e 6, }
+2(6,+6,)s(6, +6, )0, + [(.91 +0,) + 932]c(el +, )303]
+ (91 +6,)s(6,+6, )[Y —les {(91 +6, )C(‘91 +6,)50, - 0,5(6,+6, 6, }]
—~c(6,+6, )[y —les {(91 +0, ):(91 +6,)50, - 0,5(6,+6,)c ‘93}
N [(91 t 92 )2 - 932 ]5(91 +0, )593]}
+m, {03I3C‘93 - (93 +0, )Ic4c(93 +0, )}{3(01 +0, )[Xl +(91 +6, )S(el +0, ){|386’3 - IC4C(93 +0, )}
- C(el +6, ){493|3Cl93 - (93 + ‘94 )|c4c(93 +6, )}]
- C(gl +0, )[y —lis {(91 +6, )C(‘gl +0, )593 - 935(91 +0, )Ces}
- S(gl +6, ){93I3C‘93 - (93 + 94 )Ic4c(03 +6, )}]}
+m, {|3$ 0; - Ic4c(93 +0, )}{(‘91 +6, )C(‘gl +0, )[Xl +(91 +6, )3(91 +0, ){|3$ 0; - |C4C(93 +0, )}
- C(Hl +6, ){93|3Cl93 - (93 T 94 )|c45(63 +6, )}]
+5(6,+6,)x+ ((671 +8,)s(6, +6,)+ (6, + 6, c(6,+6, )){I3593 —1,,0(0,+6,)}
+2(6,+6,)8(6, +6,){0.0,c0, + (0, + 0, )l.,5(6, + 6, )}
(6, + 6, J1.cO, - 01,50, + (0 + 0, i5(0, +0,)+ (0, + 0, 1.,0(6, +6,)]
+ (91 T 92 )5(91 +6, )[y - (91 T 92 )C(Hl +6, ){I35‘93 - |c4c(‘93 +0, )}
=5(6,+6,){6:1,¢6; + (0, + 6, )1.,5(6, + 6, )]
- C(el +6, )[y - ((91 + 92 )C(91 +6, )_ (‘91 + ‘92 )2 5(91 +6, )){|3S 0; - Ic4c(63 +0, )}
- 2(91 +6, )C(‘gl +0, ){93I3C93 - (93 +6, )|c45(‘93 +0, )}
—s+(l,+1,)8,+1,0,
— M, [X + Ics {(‘91 + 92 )5('91 + ‘92 )593 - ‘930(‘91 + 92 )093 }]
* [Ics 16,+6,)(6, +6,)s6, - 6,5(6, + 6, )6, }]
—my [y - Ics {(91 + 92 )C(‘gl + 92 )393 - 935(‘91 + 02 )C‘93 }]
° [Ic3 {(91 +0, )5(91 +0, )593 - 930(‘91 +0, )593 }]
—-m, [X + (91 + ‘92 )5(91 + ‘92 ){|3303 - |c4c(‘93 + ‘94 )}_ C(‘91 + ‘92 ){(93|3C93 + (93 + 94 )|C4S(93 + ‘94 )}]
° [(91 +0, )c(‘gl +0, ){|38493 - |c4C(93 +0, )}+ S(‘91 +06, ){93|3C6’3 + (93 +0, )Ic4s(93 +0, )}]
—-m, [y - (‘91 +0, )C(Hl +0, ){|3893 - |c4C(‘93 +0, )}_ 5(‘91 +0, ){93|3093 + (‘93 +0, )|c45(93 +0, )}]
° [(91 + 92 )5(91 +6, ){|3893 - Ic4C(03 +0, )}_ C(‘91 +6, ){93|3093 T (93 T 94 )|C4S(93 +0, )}]
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d( oL oL
Para q. =6 — =
Bs = dt(ﬁej o0,

T3 = —m3I393563 {_ C(el +6, )[X +les (91 + ‘92 )5(‘91 +0, )503 - 93(:(91 +0, )C¢93 }]

+5(6, + 0,y ~ 15 (6, + 6,)c(6, + 6,)50, — 0;5(6, + 6, ) }}

+m;l;co; {(01 + 92 )3(01 +0, )[X + s (‘91 + 92 )5(01 +0, )503 - 93(:(91 +06, )0‘93 }]

- C(Hl + 02 )[X + Ic3 {(91 + 92 )5(91 + 92 )593 - gSC(gl + ‘92 )Cgs}

+2(0, +0,)3(6, + 0, o, + [(91 +0,) +6,° ]c(@1 +0,)s6, }]

+ (91 + 02 )C(gl + ‘92 )[y - Ic3 {(‘91 + 02 )C(gl + ‘92 )3‘93 - 933(‘91 + 02 )C‘93 }]

+ 5(91 + 92 )[y - Ic3 {(6’1 + 92 )0(01 + 6’2 )5‘93 - 935(‘91 + 02 )093}

- [(91 + ‘92 )2 - 932 ]5(91 + ‘92 )3‘93 }]}

—myl 2,820, + 1,(6, + &, + 8,)+1,(6, + &, + &, + &,)— 2m,l ,°0,%s6,c0,

+m, {0,1550; — (05 +0,)l..c(0; +0,)}(c(6, + 6, )x + (6, + 0,)5(6, + 0, {15565 —1.,c(65 + 6,)}
- C(el + 02 ){93|3C03 + (03 + ‘94 )|C4S(t93 + 94 )}]

+5(6, + 6, )[y — (6, +6,)c(6, + 6, 1,56, —1.,c(6; +6,)}

= 5(0, + 0, 0300, + (05 + 0,)\c05(05 +6,)}))

—-m, {|35493 - Ic4C(93 +0, )}(_ (‘91 +0, )5(91 +0, )[X + (91 +0, )5(91 +06, ){|3St93 - IC4C(93 +0, )}
- C(gl + 02 ){93|3C03 + (03 + 94 )|C4S(t93 + 94 )}]

+c(6, + 6, )[x + ((671 +d,)5(0,+60,)+ (6, +6,)c(6, + 0, )){I35493 —1,c(0, +06,)}

+2(6, +6,)s(6, + 0,){0,1,c0, + (6, + O, .,s(6, +6,)}

— (6, + 0, 8,50, — 071,50, + (0, + O )., 5(0, + 0,)+ (05 + 0, 1.,c(0; + 6,)]
+(6,+6,)c(6, + 0,y — (6, +6,)c(6, + 0,150, ~1.,c(6; + 6,)]

= 5(6, +0,0:1520, + (05 + 0,)l.5(0; + 0,)]]

+ 5(91 + 02 )[y - ((91 + 92 )C(gl + 92 )_ (‘91 + 92 )2 5(01 + 02 )){|3593 - Ic4c(03 + ‘94 )}

+ 2(‘91 + 92 )C(Hl +0, ){93|30493 + (‘93 + 94 )|c43(93 +0, )}

— 56, + 0, ,0,c0, — 071,50, + (&, + 8, ).,5(0, + 0,)+ (0, + 0, ¥1.,c(0; +6,))]

+m, {03|3093 + (93 + ‘94 )|c45(‘93 +0, )}[493|33493 - (‘93 + 04 )|c4c(93 +0, )]

+m,{l,;s0, —1_c(0, + 0, )}[I36f33493 +0,21,c0, — (0, + I, )N.,c(0, +0,)+ (0, +0,)°1,5(0, + 0, )]

— My [X + Ica (91 + 92 )3(91 + 92 )5‘93 - 930(91 + 02 )C193 }]
® [Ic3 {(‘91 +6, )5(91 +0, )093 + 93(:(91 +0, )S 0, }]
—my [y —les {(‘91 +6, )C(01 + 0, )5‘93 - 935(‘91 + 0, )C‘93 }]
® [Ic3 {(‘91 + 6, )5(01 + 6, )C03 + 93(3(‘91 + 6, )593 }]
—myl_.?0.°s0,co,
+m, [X + (91 + 92 )5(91 + 6, ){|35‘93 - |c4c(‘93 +0, )}
- 0(91 +0, ){93|3C93 + (93 + 94 )|C4S(93 +0, )}]
® [(‘91 + 6, )5(01 + 0, ){|3C93 + IC4S(83 +0, )}+ C(‘91 +0, ){03|3S¢93 - (93 +0, )|C4C(93 +0, )}]
+m, [y - (91 + 92 )C(el +0, ){|3St93 - Ic4c(03 +0, )}
- 3(61 + 0, ){93|3093 + (‘93 +0, )Ic45(‘93 +0, )}]
d [_ (91 + 92 )0(91 + 0, ){|3C93 + |c4s(93 +0, )}"' 5(91 + 6, ){93|3893 - (93 + 94 )|C4C(93 +0, )}]
+m, [(‘93 + 94 )IC4C(03 +0, )_ 93'3593 ][_ (‘93 + ‘94 )Ic45(‘93 +0, )_ 83'3593]
+m,gl.;s6, +m,gl,s@, —m,gl_c(0, +86,)
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d(oL) oL
Para q, =6 S - ==
Jo =% dt(a@] 00,

T3 =—m, Ic4s(93 +0, ){_ (91 + 92 )3(91 +6, )[X + (‘91 + 92 )3(91 +6, ){|3Sl93 - IC4C(03 +0, )}
- 5(91 +0, ){93|3593 + (93 + 94 )Ic4s(93 +0, )}]
+c(6, + 0, )[x + ((6’1 +8,)8(6, +6,)+ (6, +6,)c(6, + 6, )){I3593 —1.,c(0, +6,)}
+2(0, + 6,)s(6, + 0, 10,1,¢0, + (05 + 0, ,s(0; + 0, )}
—c(6,+0, ){6’3I3c6?3 +0,°1,50, + (0, + I, ,5(0, + 0,)+ (0, +0,)*1_,c(0, + 0, )}]
+(6, + 6, )c(6, + 6, [y — (6, + 6, )c(6, + 0, N1;56, —1.,¢(6; + 6, )}
—5(0, + 6, 051,66, + (65 + 0, )., 5(6; + 6, )}]
+ 5(61 + 92 )[y - ((91 + 92 )C(gl + ‘92 )_ (91 + 92 )2 S(‘91 + ‘92 )){|3S6’3 - Ic4C(93 + 94 )}
- 2(‘91 + 92 )5(91 + 02 ){93|3C03 + (‘93 + ‘94 )|C4S(493 + 94 )}
=50, + 0, {0,1,c0, — 071,50, + (0, + O,).,5(0, + 0,)+ (0, + 0, 1.,c(0, + 0,)]]
-m, e, (93 + ‘94 )C(93 +0, ){C(Hl +0, )[X + (91 + ‘92 )5(91 +0, ){|3St93 - Ic4c(63 +0, )}
- C(‘91 +6, ){93|33‘93 + (‘93 +0, )Ic45(‘93 +0, )}]
+ 5(91 +0, )[y - (91 + ‘92 )C(el +6, ){|3303 - IC4C(63 +0, )}]
- 5(91 +6, ){93|3St93 + (93 + 94 )|C4S(93 +0, )}]}
—-m, |040(03 + 94 )[(93 + ‘94 )|C4C(93 + 94 )_ (93 + 04 )2 Ic48(03 + ‘94)_ 93'3393 - 932|3C‘93]
- (93 + 94 )m4 IC4S(83 +0, )[(‘93 + ‘94 )|C4C(6’3 +0, )_ 93'3593]
1,00, +0,+0,+6,)
-myl., {[(‘91 +0, )5(91 +6, )3(03 +0, )_ (‘93 +0, )0(91 +0, )C(‘93 +0, )]

® [X + (91 +0, )5(01 +0, ){|3393 —1.4c(0; + 0, )}

- 0(91 +0, ){493|3Ct93 + (93 + 94 )|C4S(t93 +0, )}]
- [(91 + 92 )0(01 +0, )3(93 +0, )_ (93 + 04 )3(91 +0, )C(¢93 +0, )]

® [y - (91 +0, )0(01 +0, ){|3St93 —1.4c(0; + 0, )}

- 5(91 +0, ){93|30193 + (93 +0, )Ic4s(93 +0, )}]}

FINALMENTE CABE DESTACAR EL HECHO DE QUE AUNQUE ESTE
MODELO ES MUY GRANDE Y COMPLICADO, PUEDE SIMULARSE, DE
MANERA QUE SE ESTARIA SIMULANDO EL COMPORTAMIENTO DEL
ROBOT. EL PROGRAMA CON LO QUE SE HACE ESTA SIMULACION ES
SIMULINK DE MATLAB.

ES DE ESTA MANERA EN COMO PUEDE COMPROBARSE EL
COMPORTAMIENTO DEL ROBOT, DESDE LA ACCION DE LOS MOTORES
HASTA EL SEGUIMIENTO DE UNA TRAYECTORIA. ESTA ES LA BASE DEL
CONTROL DE ALGUN TIPO PARA EL ROBOT.

ADEMAS, DEBIDO A LA COMPLEJIDAD DEL PROBLEMA PUEDE LLEGAR A
UTILIZARSE ALGUN METODO MAS MODERNO DE CONTROL COMO
CONTROL Y ANALISIS DIFUSO.
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CONCLUSIONES GENERALES DEL TRABAJO

Sobre la hipotesis: Se cumplieron satisfactoriamente todas las hipotesis
planteadas por medio de este trabajo, pues se comprob6é como es que el uso
de un modelo matematico sirve de guia para el analisis de movilidad e
inmovilidad del robot, como se demostro en el capitulo 5 de cinemética inversa,
donde se uso el determinante (obtenido del Jacobiano del robot, que se obtuvo
a su vez del modelo de posicién del robot) para hallar analitica y graficamente
las singularidades del robot.

Sobre la relevancia del trabajo: Ademas del cumplimiento de las hipotesis
planteadas, pudo verse en el capitulo de cinematica inversa, dos nuevos
tipos de analisis de la inmovilidad del robot a través del determinante:
Método 1: Por medio de un estudio analitico exhaustivo de las condiciones
suficientes mas no necesarias para que este se haga cero.

Método 2: Consiste en la exploracion y compresion del grafico en 3
dimensiones del determinante, con el objetivo de hallar los valores para los
cuales este se hace cero.

Sobre las propuestas, proposiciones o implicaciones a futuro: Es
importante comentar que aunque se trata de un trabajo mayoritariamente
tedrico, los objetivos que planteados fueron pensados a una tesis de
licenciatura, y dada la complejidad del tema, existe un abundante matiz de
temas, propuestas, proposiciones e implicaciones que pueden derivarse
para futuro sobre el trabajo. Algunos de los mas importantes son:

1. Realizar un analisis vectorial completo sobre el determinante del robot,
visto como una funcion escalar de variable vectorial.

2. Hallar un modelo dinamico del robot por medio de légica difusa, dada la
complejidad del robot. Como se vio, el modelo obtenido es demasiado
extenso para ser tratado de tanto de forma tedrica como de forma
practico-experimental.

3. Programar una simulacién ya sea con el modelo dindmico presentado o
bien con una actualizacion mas simple (que sea ademas fiable), de
forma que pueda analizarse el comportamiento por medio de esta
simulacion sin necesidad de entrar en detalles tedricos.

4. A partir del modelo dindmico correctamente hecho, crear un esquema de
control dinAmico del robot, incluyendo todas las variables concernientes,
como el voltaje de los motores o la inercia del robot.

Sobre el trabajo (MODELADO ESTATICO, CINEMATICO, DINAMICO Y
ANALISIS DE__MOVILIDAD DE_UN_ROBOT MANIPULADOR CON
REFERENCIA MOVIL): Actualmente la Robética comienza a ser cada vez mas
importante en nuestra vida cotidiana. El analisis de mejores mecanismos
robdticos es un arduo trabajo, que requiere muchas horas y un incontable
esfuerzo mental. Este trabajo constituye un avance en el analisis de la
movilidad de este tipo de robots y la robdtica de manipuladores mdéviles, es un
paso mas en el vasto mundo de la ciencia actual y constituye un avance en el
tema de la robotica en general en esta facultad y en nuestra maxima casa de
estudios.
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ANEXO 1 DEMOSTRACION DEL PRINCIPIO DE MINIMA ACCION

Esta demostracion fue obtenida de [4], donde se presenta también como
anexo. En este caso no varia esta situacion.

Considérese la segunda ley de Newton:
2
mL ¥ F=0

dt?
Si se multiplica ambos lados de la ecuacién por una variacién de la posicion

mY r( ) s —For -0
Que se puede expresar como

j{ }dt_o

t
Considerando que & (t,)=d(t,)=0 e mtegrando por partes la parte izquierda

[o# e3P}

o}

mtjz{d ;:z(t)ar}dt = m{drl(t)& tl

! dt

_‘jdr'%-dt}

6 b dt
t, f

mj d r()ér dt = jdr ®) 5t

)| o dt

°]

Dado que la energia cinética de un cuerpo es k = Emr r, la variacion de primer

orden de la energiaes k=m d:jt( )§r

jdr()ar dt=-— mjkdt
, dt
Por otro lado, la variacion de la energia cmetlca puede obtenerse por medio de
For =—ov

t
Asi — [[k—svldt=0

Considerando que el Lagrangiano del sistema es L=k-v, la variacion del
mismo se obtiene como L =&k —

Se llega finalmente a —Id_dt =0

5]

éfJ%Ldt:O

°]
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ANEXO 2 DEMOSTRACION DE LA ECUACION DE EULER-LAGRANGE
Esta demostracion fue obtenida de [4], donde se presenta también como
anexo. En este caso no varia esta situacion. Este principio esta basado en el
principio de minima accion de Hamilton.

Considérese un sistema de N grados de libertad, representados por

q=[l qQ - qN]

El lagrangiano para un estado 1 del sistema es entonces

L=[o, g - avia a - ay]
Asi el lagrangiano para un estado 2 se obtiene con una pequefia variacion en
cada grado de libertad

Lzz[q1+a:]1 qz"'&lz qN+a1N;ql+ml q2+a]2 qN+&qN]

Si se considera el lagrangiano del sistema como la diferencia del lagrangiano 2
menos el larangiano 1 (L =L, — L, )y usando el principio de Hamilton se tiene

5TLdt=0

[’}

Y de acuerdo con principios variacionales de la variacién total de una funcion

? oL
;!.(ﬂ_ dt :J'{aqlﬁql+---+

°]

oL oL
- + — 4.4
a0, Xl 20, ot

oL
aqy

s

E integrando por partes cada término y juntando ciertos de ellos se tiene

4 4 t
oL oL ¢|l oL d oL
NERERR R
[aql ', oq, J oq, dtleq, )|
oL df oL
+ e dt=0
{8% dt[an]}gqN}
Asi, para que se cumpla la igualdad debe cumplirse
dfa)_a_
dt\ oq, ) oq

Que es la ecuacion de Euler-Lagrange para un sistema conservativo.
Si el sistema es no conservativo se tiene:

dafoL) oL __
dt\og, ) ogq
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ANEXO 3 DEMOSTRACION DEL SISTEMA EULER-LAGRANGE

Considérese la ecuacion de Euler-Lagrange

dfob) o .
dt\og, ) og

La energia cinética del sistema se obtiene como

k(g.q)= ;qTM(q)q

Donde
g es el vector de grados de libertad

q es el vector de grados de libertad
M(q) es la matriz de masas.

De forma que el lagrangiano del sistema es

L(q,q)=;qTM(q)q—U(q)

Puede verse que la energia potencial depende Unicamente de la posicion, dada
su naturaleza.
De esta forma, la ecuacion de movimiento puede ser escrita como

gt(;BqTM(q)qD—;BqTM(q)Q}L;U(q)ﬂ

Parcialmente se tiene

a{quM(Q)‘J} =M(a)g

oql2

d [a[lqw (q)qD ~M(a)a+M(a)q

dt{agl 2
Asi:

M@+ Mak -, & MGl 2 u(a)=+

O en su forma compacta

M(q)a+Cl(a,a)q+9(q)=7

_ 13[qT M (q)q] es la matriz de Coriolis.

Donde C(q.q)q =M
onde C(q,9)3=M(q)q 2

9(q)= aaqu(q) que es la matriz de gravedad
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