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Capitulo 1

Introduccion

Desde su desarrollo a mediados del siglo XX, la teoria de control moderna ha estado presente
en muchos dambitos de la actividad humana, sus aplicaciones son tan variadas que se pueden encontrar
infinidad de ejemplos en dreas tan distantes entre si como lo son la ingenieria aeroespacial y la
ingenierfa de manufactura y fabricacién. En el dambito académico es comiin que la teorfa de control
moderna se utilice para controlar mecanismos sencillos como muestra de una aplicacién prictica a
sistemas inestables. Entre estos mecanismos estd el péndulo invertido.

El péndulo invertido es un sistema mecédnico ampliamente utilizado porque es muy 1til para
la demostracién de conceptos de control, tanto lineal y como no lineal (Verde et al., 1996; Astrom y
Furuta, 2000; Acosta et al., 2001; Iwase et al., 2006). Existen distintas configuraciones del péndulo
invertido, la mds comun esté constituida por un brazo articulado a un carro que se mueve libremente
en direccién horizontal sobre un riel (Mori et al., 1976; Salas et al., 2003). Sin embargo, también
los hay doblemente articulados (Furuta et al., 1980; Graichen K. et al., 2006), rotatorios (Furuta,
1991; Misawa et al., 1995), etc. En este trabajo se tratara la configuraciéon denominada péndulo doble
(Craig et al., 2002), la cual consiste en dos brazos articulados entre si, uno al extremo del otro; ambos
brazos pueden girar libremente, sin embargo, uno de ellos estd acoplado por un extremo a un motor
de corriente directa, el cual permite su actuacién. Este sistema mecdnico, inherentemente presenta
cuatro puntos de equilibrio, uno estable y tres inestables. El punto de equilibrio estable corresponde
al estado en que ambos brazos se sitian en posicién vertical hacia abajo; en ausencia de cualquier
fuerza el sistema regresard naturalmente a este estado. Uno de los puntos de equilibrio inestable
corresponde al estado en que los dos brazos se sittian en posicion vertical hacia arriba, para mantener

esta posicién se requiere la aplicacion de fuerzas externas sobre el sistema. Esta ultima configuracion



es la mds atractiva para fines de control y es la que se elige como punto de operacién. Por lo tanto,
el objetivo de control para el sistema péndulo doble es mantener la posicién de equilibrio inestable
cuando el sistema se inicializa en la posicién vertical hacia arriba (Craig y Awtar, 2002).

En este documento se presenta el diseno y fabricaciéon del péndulo doble, asi como la des-
cripcién del trabajo hecho para controlar su posicién en el punto de equilibrio inestable cuando el
sistema se inicializa cerca de su posicién vertical hacia arriba, lo cual se realiza mediante un contro-
lador lineal disefiado mediante la técnica de asignacién de polos; la implementacién de este sistema
de control se realiza mediante una computadora a través de una tarjeta de adquisicién de datos y del
programa LabVIEW®,

En otras palabras, los objetivos principales a desarrollar en este trabajo son:

= Disenar y fabricar el sistema mecédnico denominado péndulo doble

= Controlar la posicién del péndulo doble en su punto de equilibrio inestable cuando el sistema

se inicializa cerca de tal posicién.

El propésito es contar con un mecanismo diddctico que pueda ser usado para la realizacién
de practicas demostrativas en las asignaturas de control que se imparten en el Departamento de
Ingenieria Mecatrénica de la Facultad de Ingenierfa.

Para cumplir con los objetivos antes mencionados, el primer punto a considerar es la ob-
tencion del modelo matemético que describe el comportamiento dindmico del péndulo doble. En el
capitulo 2 se aplican las leyes de la mecdnica cldsica para obtener el modelo matemé&tico no lineal
del sistema mediante el método de Euler-Lagrange. Enseguida se presenta la linealizaciéon de este
modelo, el cual es utilizado posteriormente para contruir la descripcién en variables de estado del
sistema.

En el capitulo 3 se presenta el diseno propuesto para la fabricacién del péndulo doble y se
mencionan también los procesos de manufactura elegidos para su fabricacién. Ademads, se describe
el proceso empleado para la seleccién de los pardmetros fisicos de los componentes del mecanismo,
el cual estd basado en las simulaciones del modelo matematico del sistema. Finalmente, se realiza la
validacién del modelo matemético del péndulo doble mediante la confrontacion de los datos obtenidos
del modelo matemadtico con datos reales obtenidos a patir de pruebas experimentales realizadas al
mecanismo construido.

El capitulo 4 comienza con la descripcién de la técnica de control lineal utilizada para el

diseno del sistema de control del péndulo doble, presentdndose después la aplicacién de esta técnica



al sistema bajo estudio. Posteriormente se presenta el disefio de un estimador de estados de orden
completo que se implementa al sistema. A continuacion, se evalia el comportamiento del controlador
disenado al ser implementado éste en simulacién en conjunto con el modelo no lineal del sistema.
Ademsds, en este capitulo se presentan y describen los diagramas de bloques en SIMULINK® que se
utilizan para determinados propdsitos durante el desarrollo de este trabajo.

En el capitulo 5 se presenta y describe el cédigo programado en LabVIEW para la imple-
mentacién del sistema de control y del estimador de estados disefiados en el capitulo 4. Se presenta
también, el circuito eléctrico propuesto para el acondicionamiento de la senal de control analégica,
generada por una tarjeta de adquisicién de datos, a la magnitud de potencia adecuada para el actu-
ador del sistema. Por tltimo, se hace un andlisis del comportamiento que presentan el controlador y
el estimador de estados disefiados.

Finalmente en el capitulo 6 se resumen las conclusiones de este trabajo.



Capitulo 2

Modelado del sistema Péndulo Doble

En este capitulo se describe el procedimiento empleado para obtener el modelo matemaético
no lineal del sistema denominado péndulo doble, el cual estd basado en el método de Euler-Lagrange.
Se presenta también un modelo linealizado del sistema en un punto de equilibrio inestable y la

descripcién en variables de estado de ambos modelos.

2.1. Modelo matematico

2.1.1. Descripcién general

El péndulo doble es un mecanismo de dos grados de libertad, compuesto bédsicamente por
dos péndulos simples acoplados entre si a través de una articulacién. Como se muestra en la Figura
2.1, el primer péndulo estd acoplado a un actuador el cual permite controlar los movimientos de dicho
elemento, el segundo péndulo estd unido al extremo del primero mediante una articulacién rotacional,
es por esto que este segundo componente del sistema sélo puede ser controlado mediante la accién
de control que se aplica al primer péndulo. El actuador de este sistema mecdnico es un motor de
corriente directa y los dos sensores que registran las posiciones angulares de cada péndulo son dos
decodificadores 6pticos (encoder) de tipo incremental. En adelante se usard la palabra eslabén en
vez de péndulo para nombrar a los elementos que conforman el péndulo doble con el fin de utilizar la
palabra sélo en referencia al nombre del sistema y no a los componentes del mismo. En la Figura 2.2
se presenta un esquema con los componentes que conforman al sistema péndulo doble y enseguida

una tabla con la descripciéon de dichos elementos.






Elemento Descripcion
1 Actuador del sistema (Motor CD)
2 Eslabén 1 (Péndulo 1)
3 Rodamiento de bolas - Articulacién Rotacional
4 A Sensor de posicién angular del eslabén 1
4 B Sensor de posicién angular del eslabén 2
5 Eje - Articulacién rotacional
6 Eslabén 2 (Péndulo 2)

Figura 2.2: Componentes del sistema péndulo doble.

2.1.2. Ecuaciones dinamicas

Considere un mecanismo de dos grados de libertad como el mostrado en la Figura 2.3. El
mecanismo estd formado por dos cuerpos rigidos (articulados en 1 y en 2) de longitudes l; y la,
y masas mj y me respectivamente. Los grados de libertad estdn asociados a los dngulos 61 y 6o
que se miden desde la posicién vertical hacia abajo, siendo ambos positivos en sentido contrario al

movimiento de las manecillas del reloj. Las articulaciones 1 y 2 son rotacionales simples, por tanto,



los desplazamientos del péndulo se llevardan a cabo en el plano © — y mostrado en la Figura 2.3.

Figura 2.3: Esquema del péndulo doble.

Las componentes de posicién del centro de masa del eslabén 1 expresadas en el plano x-y

mostrado son

r1 = l.18enby
y1 = —lc1 cos by

El vector velocidad v; del centro de masa de dicho eslabdn tiene en consecuencia las

componentes

J,‘.l = 10101 COS 091

yl = lclélsenel



Por lo tanto, la rapidez al cuadrado del centro de masa resulta ser
d = @ib)
.9 .9
v = 1207 cos® 01 + 1307 sen’0,
empleando la identidad trigonométrica cos?(¢) + sen?(¢) = 1 se obtiene finalmente
2 _ 12 p?
U1 = tath (2.1)

C

Por otro lado, las coordenadas del centro de masa del eslabén 2 expresadas en el plano x —y

son
r9 = l1senby + lasenfy
yo = —ly cosfy — Iy cos by
El vector velocidad vy del centro de masa de dicho eslabdn tiene en consecuencia las
componentes

Lo = 11601 cos 01 + 0 cos By
Yy = 1101 5enby + loBasendy

Por lo tanto, empleando las identidades trigonométricas cos?(¢)+sen?(¢) = 1y cos (¢ £ 1)) =

cos() cos(1)) F sen(¢)sen () se obtiene finalmente la rapidez al cuadrado del centro de masa del

eslaboén 2
§ = @+id
. . 2 . . 2
v% = <l191 cos 61 + 1205 cos 92) + <l10136n91 + l29236n92>
v% = l%@? (cos2 01+ sen201) + l%@g (cos2 02 + sen2«92) + 21412610 (cos 01 cos Oz + senbsenbs)
U% = l%@? + l%@; + 2[1[29192 Ccos (91 — 92) (2.2)

La energia cinética para este mecanismo puede descomponerse en la suma de dos partes
T =T1+7T5, donde T7 y T5 son las energfas cinéticas asociadas a las masas m1 y me respectivamente.
La energia cinética correspondiente al movimiento del eslabén 1 es 17 = %mlv% y la energfa cinética
que corresponde al movimiento del segundo eslabén es Th = %mgvg , de tal forma que

1 . 1 . . ..
T = §m1l319f + §m2 [l%@? + l%@g + 211156105 cos (91 — 92) (2.3)



De forma similar, la energia potencial puede descomponerse como la suma de dos partes,
V = Vi+ Vs donde V7 v Vs son las energias potenciales asociadas a las masas mi y me respectivamente.
Se tiene entonces que Vi = migy1 y Vo = magys, por lo tanto la energfa potencial del sistema queda

definida por lo siguiente

V = —mqgle1 cos 01 — magly cos @1 — mogls cos 0o (2.4)

Si se define la ecuacién Lagrangiana o Lagrangiano L comoL =T —V
donde

T = Energfa cinética

V' = Energfa potencial

y se toman en cuenta las ecuaciones (2.3) y (2.4) se tiene que

1 e 1 P )
L = §m11319f+§m2 [l%&f+l§9§+251129192cos(91—02) + (2.5)

+magle1 cos 01 + magly cos 01 + mogls cos by

Teniendo definido el Lagrangiano, las ecuaciones dindmicas que modelan el péndulo doble

se obtienen aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.6)

d (0L oL oD;\ . o
y <8q@> — ((9%) + < 90 ) =Q;, i =1,2,...,n grados de libertad (2.6)

donde

g; : Son las coordenadas generalizadas del sistema mecédnico

L : Lagrangiano

Q;: Fuerzas externas

D; : Funcién de disipacién de Rayleigh.

La funcién de disipacién D; involucra las fuerzas amortiguadoras o de rozamiento, las cuales
absorben la energia del sistema durante el movimiento. Dichas fuerzas amortiguantes son propor-
cionales a las velocidades. La funcién de disipacién D; es definida como sigue D; = %biq'?; donde ¢; es
la velocidad generalizada, es decir, la derivada respecto al tiempo de las coordenadas generalizadas
v b; es una constante de disipacién.

Para este caso existen dos grados de libertad y por tanto las coordenadas generalizadas g;
y g2 corresponden a 61 y #2, mientras que la fuerza externa ()1 esta representada por 7 que es el

par aplicado al primer eslabén por el actuador y para (J2 no se tiene componente ya que el segundo
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eslabén no recibe un par externo (no estd accionado por ningin motor). Las constantes de disipacién
son representados por by y by , que son los coeficientes de friccién viscosa correpondientes al primer

y segundo eslabén respectivamente. En resumen

1. .2
q = 061, Qi=r1, D1255191
1. .2
@ = 02, Q2=0, D2=§b292

por lo tanto, para 6, la ecuacién de Euler-Lagrange queda definida por

8-+ ()

Desarrollando los términos de la ecuacién (2.7) se obtiene lo siguiente

g@L = m1l3191 + mzl%él + malylafy cos (01 — 62)
1
d (0L - . o .
a\oh) N - - 2.
dt <891> malg 6 + malibh — malila02 (91 92) sen (01 — 02) + (2.8)
+malylaby cos (61 — 02)
oL ..
50 ) = —malylaf162sen (01 — 02) — miglesend; — maglysenby (2.9)
1
0Dy .
b, 2.10
o0, 101 (2.10)

Finalmente, sustituyendo los términos arriba desarrollados, ecuaciones (2.8), (2.9) y (2.10)

en (2.7) se obtiene

0, (lglml +l%m2) —|—m2l1l29§sen (01 — 02)+m211l292 cos(01 —02)+miglesenby +magli senby +b10 =T
(2.11)

El desarrollo para la coordenada restante €5 se hace de manera homdloga a lo hecho para 6
teniendo presente que el término @2 de la ecuacién (2.6) vale cero; por lo tanto para 9 la ecuacién

de Euler-Lagrange queda como a continuacién se muestra

d (OL L\ = 0D,
B e T e IO O 2.12
i (o)~ () 5 212

Desarrollando los términos en (2.12) se llega a la ecuacién (2.13).

L . .
87. = mglgeg + m2l1l291 COSs (91 — 92)
002
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d (8L> = mﬂ%ég + mzlllgél COS (91 - 92) - mQlegél ((91 — 92) sen ((91 — 92)

dt \ 90,
oL ..
— = m2l1120192$en (91 — 92) — mgglgsenHQ
00,
(971'72 = 5292
004
mals [lgég + llél Ccos (91 — 92) — lléisen (91 — 92) + gsenfy| + bgég =0 (2.13)

Las ecuaciones (2.11) y (2.13) son las ecuaciones dindmicas del sistema, las cuales son un

conjunto de ecuaciones diferenciales no lineales simultdneas para las coordenadas generalizadas 01 y

0s.

2.2. Descripcién del modelo en variables de estado

Entre las formas de representar el modelo matemaético de un sistema se encuentra la repre-
sentacién en variables de estado. Un modelo matemético se puede considerar una relacién matemaética
entre las salidas y las entradas del sistema. En particular, la representacién en variables de estado
relaciona matemaéaticamente las salidas con las entradas a través de las variables de estado como paso
intermedio.

La forma general de representacién por variable de estado de un sistema continuo estd dada
por dos ecuaciones; la primera que define los cambios de las variables de estado en funcién de estas
mismas variables, las entradas y el tiempo; y la segunda que define la salida en funcién de las variables

de estado, las entradas y el tiempo. Asi se tiene:

@(t) = f{a(t), ult), t} (2.14)
y(t) = g {a(t),u(t), t} (2.15)

Aqui se considera que x, y y u son vectores de n, p y m componentes respectivamente. Esta
forma de representacién es vdlida para los sistemas continuos no lineales y variantes en el tiempo en
forma general.

Si el sistema es invariante en el tiempo, las funciones f y g dejan de depender explicitamente

del tiempo

() = f{x(t),u®)}
y(t) = g{=(t),u(t)}
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Si el sistema representado por las ecuaciones (2.14) y (2.15), es un sistema lineal, la depen-

dencia de & e y pasa a ser lineal y se tiene entonces:

(t) = Az(t) + Bu(t) (2.16)
y(t) = Cxz(t) + Du(t) (2.17)

donde A es una matriz de dimensiéon nxn, B es una matriz de dimensién nxm, C es una matriz de
dimensién pxn, y D una matriz de dimensién pxm.

Asi la ecuacién general en variables de estado para un sistema dindmico lineal e invariante
en el tiempo descrito por un conjunto de ecuaciones diferenciales de n-ésimo orden, con una sola

entrada (m=1), estd dado por:

1 ai; a2z v | |21 by
) azr az - A | T2 ba
= + U (2.18)
_l.'n_ [@n1 Gn2 - Qnn| |Tn _bn_
(7 ci1 ¢z o G| T dy
Y2 Co1 Ca2 v Con| | @2 da
= + u (2.19)
| Yp | |Cnl Cn2 ° Cnn| |[Tn| _dp_
donde para la ecuacién (2.18) n es el nimero de variables de estado y z1, z2, ... , z, representa

el conjunto de éstas que definen el vector de estados, a;; y b; son los coeficientes constantes de las
matrices A y B respectivamente y u es la senal de entrada. Por otro lado, en la ecuacién (2.19) p es el
nimero de salidas del sistema y los coeficientes ¢;; y d; son los coeficientes constantes que conforman
las matrices C' y D, respectivamente.

Para obtener la descripcién del sistema péndulo doble en variables de estado a partir de las
ecuaciones de movimiento obtenidas anteriormente, se tienen que realizar algunos reacomodos de los
términos presentes en dichas ecuaciones. Asi se tiene lo siguiente.

Si se despeja 02 de la ecuacion (2.13) se obtiene la ecuacién que a continuacién se muestra:

I [éisen(el —09) — 0, cos(01 — 03)| — gsenby — b26>

Oy = maly (2.20)
I
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Sustituyendo ahora la ecuacién (2.20) en (2.11) y despejando de ésta tltima a la variable

01 se obtiene:

T — b0 — mzlllgégsen(el —02) — mgl%é?senwl —03) cos(0y — O2)+

l1b20 0, —0

+maligsenfy cos(01 — 0) — mylogseny — maligsenfy + ——= Cols( 1 —02)
2

0, = 2.21
! mil% + mal? — 12mg cos2(01 — 6s) ( )

Ahora si se despeja 6; de la ecuacién (2.11) se llega a

é T — mglllgégsenwl — 92) — mglllgég COS(91 — 92) — mlglclsenﬁl — mggllsenel — 1)191
1 =

2.22
mllgl + mgl% ( )

Por tltimo, sustituyendo la ecuacién (2.22) en (2.13) y despejando la variable 6y de la

ecuacion se obtiene:

mglllgéfsen(el — 03) — maglasenfy — bolo+
+m§l%l%9;sen(01 — 02) cos(01 — 02) B malyle cos(01 — O2)T
. mllgl + mgl%
m211l2b191 COS(01 — 62)
mllgl + mgl% mll?ﬂ + mgl%
m312lagsendy cos(61 — 02)

mllgl + mgl%

2 2
(malg + maly) mimalilaleigsendy cos(01 — 02)

mllgl + mﬂ%

= 2.23
mal3 [mllgl + mal? — mal? cos?(0; — 02)] ( )

Se ha transformado el sistema (2.11) y (2.13) en las ecuaciones (2.21) y (2.23), de manera
tal que se han expresado las segundas derivadas de la posicién de los eslabones que conforman el
sistema en términos de las coordenadas generalizadas y de sus primeras derivadas. Con base en estas

expresiones se puede construir el modelo de estados definiendo el vector de estados como:

I

T2

3

Lq

01 ; Posicién angular del eslabén 1
0, ; Velocidad angular del eslabén 1
05 ; Posicién angular del eslabén 2

0 ; Velocidad angular del eslabén 2.

Si definimos al torque aplicado por el actuador como la entrada u del sistema se tiene

entonces que u = 7.
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Por lo que se obtiene a partir de las ecuaciones (2.21) y (2.23) la siguiente representacion:

i‘l = $2:h1($) (2.24)

u — bize — malilozisen(zy — x3) — mal3zdsen(zy — x3) cos(zy — x3)+
I1b -
+meoligsenxs cos(x1 — x3) — milegsenxy — moligsenxy + %M
iy = = ha(z,u)
mil% + mal? — 12mg cos?(z1 — x3)

.’i‘g = 3?4:}7,3(.%')

mglllgx%sen(:cl — x3) — maglasenzs — bazs+

m3i212z2sen(z1—x3) cos(v1—x3) _ malila cos(z1—x3)u
mllzl—l-mgl% mllzl—‘rmgl%

+ +

+m21112b1x2 cos(x1—x3) + mimalilalc1gsenzy cos(z1—x3) +
mllgl+m2l% mllglergl%

_l’_

(mllgl + m2l%)

m%l%lggsenxl cos(z1—x3)
mllgl +m2[%

L | e
mald [mal? +mal} — mal? cos?(z1 — x3)| 4(z,u)

Como se mencioné anteriormente la entrada u del sistema corresponde al torque aplicado
por el motor al primer eslabén del péndulo doble, conocer el torque que se necesita entregar al sistema
para cambiar la posicién de los eslabones es muy 1til, sin embargo, para este caso resulta de mayor
utilidad saber cudl es el voltaje que se necesita suministrar al motor para que éste aplique dicho
torque al sistema, es por lo anterior que se requiere en este punto agregar al modelo del sistema

péndulo doble el modelo del motor, el cual se muestra enseguida

k koky

“RYT R

T

W

donde

ko = Constante de par, relaciona el par del motor y la corriente

kp = Constante de velocidad, relaciona la FCEM y la velocidad angular

R = Resistencia

u = Voltaje aplicado

w = Velocidad angular.

Para este caso, debido a que el acoplamiento entre el motor y el primer eslabén del sistema
es un acoplamiento directo, es decir, no hay elementos mecdnicos adicionales para la transmisién de
potencia del motor al sistema, la velocidad del motor serd igual a la velocidad del primer eslabén,
en otras palabras, w = x5. Teniendo ésto presente, es posible reescribir el modelo del motor de la

siguiente forma:

9 (2.25)
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Ahora es posible cambiar la entrada al sistema de torque a voltaje simplemente sustituyendo
el modelo del motor, ecuacién (2.25), en las ecuaciones (2.24). Con esto, la representacion en variables

de estado del modelo no lineal del péndulo doble con una sefial de voltaje como entrada es la siguiente:

"1‘5‘1 = X9 (226)

%“ﬂ — k“—gbxz — bizg — malilaxisen(x — x3) — malix3sen(x) — x3) cos(x — x3)+

+maligsenxs cos(xry — x3) — mylegsenxy — maligsenxy + labaza cos(z1—z3)

. lo
Tro9 =
mil% + mal? — 12mg cos?(x1 — x3)
r3 = T4
mglllzx%sen(a:l — x3) — maglasenzs — bazs+
m3121222 sen(z1 —x3) cos(z1—23) komalils cos(z1—x3)h
+ 2 2 - 2 2 +
2 2 mylZ; +malf R(m1l2 +mali)
+kakbm2l1l2 cos(x1—x3)x2 + malylabixo cos(:c1fx3)+
R(m1l§1+m2l%) m1l21+m2l%
+m1m2l1l2lclgsenx1 cos(z1—x3) + m%l%lzgsenml cos(z1—x3)
jj‘ mllgl—i-mgl% mllzl-‘rmzl% |
4 =

Tr;ﬂ% [mllgl + mal? — mal? cos?(xq — arg)]
Una de las limitaciones de la teorfa cldsica de sistemas de control es el hecho de que no puede
manejar facilmente los sistemas con no linealidades fuertes, sobre todo en el caso de incertidumbres en
los pardmetros del modelo. Sin embargo, en el caso del modelo del péndulo doble, ecuaciones (2.24),

2. es posible linealizar el

dado que las no linealidades son del tipo suave, sen(z),cos(z),cos?(z), =
modelo para emplearlo en el diseno de la ley de control del sistema. Por lo tanto en la siguiente
seccién se presenta la técnica empleada para obtener un modelo lineal aproximado sobre un punto

de funcionamiento del sistema (2.24).
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2.3. Linealizacién del modelo

Si se considera que el sistema opera con pequenas variaciones cerca de un punto de fun-
cionamiento, entonces es posible obtener un modelo lineal en donde las desviaciones del estado con
respecto al punto de operacién son ahora las que definen el vector de estados; para ello las ecua-
ciones se desarrollaran alrededor de un punto de operacién (zg, ug) por medio de una serie de Taylor
truncada después del término de primer grado. En particular, debido a que el objetivo del control es
lograr que la posicién de los dos eslabones del péndulo doble se mantengan en posicién vertical hacia

arriba, se selecciona el siguiente punto de operacion:

To = , ug =20

el cual se toma como base para las variaciones Az y Auw.

Para pequenas desviaciones del sistema se tiene que la ecuacion (2.24) se aproxima mediante

. Oh oh
Az = %’mo,uo Az + %Ho,uo -Au <2'27)
_hl_
ha
donde h = lo cual puede escribirse de manera m&ds compacta como
h3
_h4_
& = Ax + Bu (2.28)
donde
oh
A= %‘Imuo
oh
B = %’l’oﬂm

De las funciones que componen h, las tnicas dos que no son lineales son hs y hy, por lo

tanto la ecuacion (2.27) para estas dos funciones queda definida por lo siguiente

har, = ZIZHO,UO Az + 88};2 zouo * AU, i =1,2,...,n variables de estado (2.29)



8h4 ahzl
h4L - 837 |a:0,u0 : sz + = 8u

)

|l zo,u0 - A, t=1,2,...,n variables de estado
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(2.30)

donde hoy, y h4r corresponden a los modelos linealizados de hy y hg en torno al punto de operacién

(xo,uo) .

El desarrollo de las ecuaciones anteriores es

ahz 8}12 8h2
hor = o2y ~ |zouup (T1 — T15) + %’ro,uo (T2 —@2) + 5 D3 lwo,uo (T3 — T3,) +
6h2 8h2

o4 ‘on,Uo (:U4 - .T40) + = ou |900,U0 (u - UO)

ah4 6h4 8h4
har, = 8:61 |mo,uo (1 —x1,) + 87332’330’“0 (x2 — w2y) + m— D25 |gco,uO (x3 —x3,) +
8h4 0h4

81‘4 |xo,uo (:E4 - 1‘40) + = ou |300,U0 (u - UO)

Calculando las derivadas indicadas para obtener hop v h4r se tiene

ah2‘ _ (mala +maly)g %’ _ —gli(maler +maly)
o0x1 T l21m1 o0x1 rosuo T l2l31m1

Ohs b Ohy by

ax2 ‘xo,uo - lzlml Tm’mo,uo - lglbml

8h2 o —mgllg 8h4 - (mllgl + mgl%)g
O3 ‘wo up l21m1 T%’xo,uo = 12131m1

Oho . bolq Ohy _ —by (mllgl + mgl%)
Oz, ‘wo up lfll2m1 TM’xo,uo = l§l§1m1m2

Oha 1 Oha —

ou ‘wo up l§1m1 %’xo,uo = 7@1[2””

Sustituyendo ahora dichas derivadas, se llega finalmente a

hap, = (Wimh)g)(xl—ﬂ)—l-(lzb )m—i—( 2119)(3:3—704-

1M1

_baoly 1
* (l21l2m1) Tat <l21m1> Y

ha — <fgl1(m12lc1+mzll)) (1 —7) + (l2b1l1 )xg n ((mlld+m2l2)g> (23— ) +

l2lZymy lom1 l2121m1

bg(mlld+mgl2) —1y
+< 1212 mams T4+ \ iy, ) ¥

(2.31)

(2.32)
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Si ahora se definen cuatro nuevas variables como sigue

rKT = X1 —T
:Z'Q = X2
:1~73 = X3 — T
Ty = T4

y se sustituyen en las ecuaciones (2.31) y (2.32) se tendrd entonces la siguiente representacion

— [ (nmaleitmal)g ) ~ b1\ —malig ) =
har = ( 1Zmy z + Zm; ) T2 + Zm, ) T3 + (2.33)
baly = 1
+ (13112"11) T4+ (131m1> v
—  (zghlmlatmsh) 5 bl g, o ((maldytmalde o
har = ( 1212 my 1+ 2, 1ymy ) L2 + 512,y 3 + (2.34)

—bz(mllzl—l-mzl%) ~ —1y
+< B3iZmime Tat \EZpm; ) v

Considerando la ecuacién (2.25), reagrupando términos y teniendo en consideracién que

To = x9 éstas dltimas ecuaciones se convierten en

S ((mlllyimzhw) 1+ <M> g+ (*ZQLQZW> Fa + (2.35)

c1m1 ZmiR
baly = kq ~
+ (l31l2m1) T4t (l31m1R) v

h4L _ (7gll(m1l,;1+m2l1)> iﬁl + (Rblll-l—llkakb) i,2+ ((m1l31+mzl%)g> Zi'g—l- (2.36)

lglglml lgllgmlR lglglml
—bz(mllil—ﬁ—mgl%) - —l1 kg ~
- < 122 mams a4+ \ 2 mE) v

Con esto se obtiene el modelo linealizado del sistema péndulo doble teniendo como entrada
el voltaje aplicado al motor y no el torque como se definié al inicio de este desarrollo.

Ahora la ecuacién (2.28) para este nuevo sistema de ecuaciones queda definida de la siguiente

manerac:
I =A%+ Bu
donde
0 1 0 0
(milci+mali)g —Rb1—kaky, —mali1g balq
A— lglml lglmlR l21m1 lzllgml
0 0 0 1
—gh (mllcl+m2l1) Rbil1+l1kaky (m1131+m2l%)g —bg (mll§1+mgl%)
L lglflml lzllgmlR lglzlml lngImlmg _

c
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—like
L2, lomi R

El modelo de estados propiamente dicho, no considera cudles senales o variables del proceso
son las que se pueden medir. Esta informacién viene dada por medio de la ecuacién de salida. Como
las posiciones angulares de ambos eslabones son las unicas variables de las que se tendra informacion
continua (registros que se realizan con ayuda de dos decodificadores de posicién o encoders), éstas

son las unicas salidas del sistema, por lo tanto la ecuacién de salida resulta ser

y=0C2%
con la matriz C dada por

1 0 00

0010

Con esto la descripcion lineal en variables de estado se reduce a

i = A%+ Bi (2.37)

y = CZ

Este modelo linealizado servird posteriormente para el diseno del sistema de control para el

péndulo doble.
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Capitulo 3

Fabricacion del sistema Péndulo Doble

y validaciéon del modelado

En este capitulo se presenta el diseno propuesto para la fabricacién del mecanismo péndulo
doble. Se describe el proceso realizado para la obtencién de los pardmetros de disefio, los cuales estdn
basados en resultados obtenidos de la simulacién del modelo matematico del sistema en MATLAB®.
Se mencionan también los procesos de manufactura elegidos para la fabricacién del mecanismo.
Finalmente, con el propésito de validar el modelo matematico obtenido en el capitulo 2, se confrontan
los datos generados a partir de la simulaciéon del modelo matema&tico con los datos experimentales

obtenidos de diversas pruebas realizadas al mecanismo contruido.

3.1. Construccion del mecanismo

Uno de los objetivos de este trabajo es construir el mecanismo péndulo doble, para cumplir
con este objetivo es necesario, en principio, realizar el disenio mecédnico de los componentes del sistema
para posteriormente dar paso a la manufactura de las piezas diseniadas. El diseno y fabricacién de los
eslabones que conforman al péndulo doble es una parte fundamental para el disefio del mecanismo,
sin embargo, no es lo unico indispensable, también es necesario disefiar y fabricar la base donde serd
montado el sistema. En esta seccién se presenta el proceso realizado para el diseno y fabricaciéon de
estos dos elementos. A continuacién se describe a detalle el procedimiento empleado para el diseno y
fabricacién de los eslabones del péndulo doble y enseguida se presenta lo correspondiente a la base

del sistema.
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3.1.1. Eslabones

FEl disefio mecédnico de los eslabones estd basado en un proceso iterativo. El objetivo de
este proceso es determinar las magnitudes de ciertos pardmetros de las piezas a disenar que puedan
satisfacer un criterio de seleccién. Bajo este esquema se parte de un disenio preliminar hecho a partir
de los requerimientos mecénicos de las piezas, los pardmetros de este primer diseno son los que se
evalian repetidamente hasta determinar los que cumplan con el criterio de seleccién. Para este caso
los pardmetros de interés son la longitud, la ubicacién del centro de masa y la masa de los eslabones,
el criterio de discriminacion es referente a las capacidades de potencia del actuador del sistema, y
la evaluacion de los pardmetros propuestos se hace a través de la simulacién del modelo matemé&tico

que los considera.

Diseno mecénico preliminar

El disefio mecdnico deberd cumplir los siguientes requerimientos:

= Eslabones con dimensiones apropiadas para una mesa de laboratorio
= Bajo peso

» Centros de masa ubicados preferentemente en los extremos opuestos de los ejes de giro (el

propésito de esto es cumplir con la suposicién del modelado)

= Primer eslabdn suficientemente robusto para sostener al segundo sin presentar flexiones o de-

formaciones

= Geometria simple de fdcil manufactura.

Con base en estas especificaciones se hizo mediante un programa CAD el disefio preliminar
de los eslabones. El programa CAD usado en este disefio fue UNIGRAPHICS NX3 cuyo uso ademas
de facilitar la elaboracién del disefio mismo, permitié generar un prototipo virtual de las piezas, con
lo cual fue posible descartar errores de disefio como por ejemplo interferencias entre eslabones. Otro
punto a destacar acerca de la utilidad de usar un programa CAD en esta tarea es que éste facilité en
gran medida el desarrollo de la etapa de Proposicion, que es la siguiente etapa en este proceso de

seleccién de pardmetros.
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Proposicién

En esta etapa se proponen las longitudes, masas y ubicacién de los centros de masa de
ambas piezas. En realidad, como la geometria del disefio preliminar es invariable, el tinico pardmetro
a proponer es la longitud total de los eslabones (I1 y la7); un cambio en las longitudes implica la
modificacién del volumen del eslabén y por consiguiente un cambio en su masa y en su centro de
masa. Con esto, al proponer un valor para la longitud del eslabdn, las demds magnitudes afectadas
por tal cambio se obtuvieron del programa CAD, de esta manera fue posible generar eficientemente
las distintas versiones a evaluar del disefio preliminar.

Una vez obtenidos los pardmetros a evaluar (propuestos y calculados) se sustituyeron éstos
en las ecuaciones (2.21) y (2.23) para obtener el correpondiente modelo matematico. Ya con el modelo

matematico definido, fue posible comenzar la etapa de Seleccion.

Seleccion

En la etapa de Selecion se evalué el modelo matematico mediante su simulacién y se aplicé
el criterio de seleccion. Asi, si el modelo evaluado no satisfacia dicho criterio se regresaba a la etapa de
Proposicion para comenzar otra vez con nuevos pardmetros, por el contrario, si el modelo propuesto
cumplia con el criterio de seleccién se consideraba para una nueva discriminacién. Debido a que varias
combinaciones de pardmetros cumplieron con el primer criterio de seleccién, fue necesario elegir de
entre estas configuraciones la que mejor se adecud a los requerimientos de voltaje del actuador,
ponderando ademds el objetivo inicial de contar con eslabones de dimensiones reducidas, acordes
a las dimensiones de una mesa de laboratorio. Asi, una vez que se eligieron los pardmetros de los
eslabones fue posible comenzar con la etapa de Fabricacion.

Cabe destacar que el criterio de discriminacién entre disenos fue el voltaje de entrada al
motor, pues se buscé que para determinadas condiciones iniciales de los estados éste no excediera de 24
volts, que es el voltaje nominal del actuador del sistema. Por otro lado, las simulaciones realizadas en
esta etapa para la evaluacién de los distintos modelos propuestos se hicieron mediante el programa
SIMULINK® de MATLAB®. Este paquete permite simular el sistema de interés por medio de
diagramas de bloques, sin necesidad de programar el algoritmo de integracién. Mds adelante, en el

capitulo 4 se dard mas detalle del diagrama de bloques utilizado para este proceso de seleccién.
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Fabricacion

En esta estapa se realizaron los planos de fabricacién de ambos eslabones y se eligié el
proceso de manufactura con el cual se fabricaron las piezas. Esta fue la tltima etapa del proceso de
diseno llevado a cabo para fabricar los eslabones y concluye con la manufactura de las piezas.

Los planos de fabricacién de las piezas disenadas a través de este proceso iterativo se pre-
sentan en el Apéndice D del presente trabajo.

En cuanto a la manufactura de las piezas es importante destacar que la eleccién de los
procesos de manufactura mediante los cuales se fabrican las piezas se hace con base en las especifica-
ciones dimensionales, la precisién dimensional y el acabado superficial de la pieza. Para el caso de los
eslabones los procesos de manufactura elegidos son dos procesos de corte: el fresado y el torneado.

El material que se eligié para fabricar el eslabén 1 del péndulo doble fue Nylamid tipo M.
Se eligi6 este material principalmente por su baja densidad y por su alta maquinabilidad, ademds de
que en general presenta buenas propiedades mecdnicas. El proceso utilizado para la manufactura de
este eslabdn fue el fresado, se utilizé un equipo de control numeérico para el maquinado de la pieza,
con lo cual se fabricé una pieza con excelente precision dimensional.

En el caso del eslabén 2, la necesidad de concentrar la mayor parte de la masa de dicho
componente en el extremo contrario a su eje de giro obligé a fabricar un eslabén compuesto por
piezas de distinto material. Como puede verse en la Figura 3.1, son tres piezas las que integran este
componente del péndulo doble, las piezas 1 y 2 conforman el cuerpo del eslabén y fueron fabricadas de
Nylamid tipo M y Aluminio, respectivamente. Se eligieron estos materiales debido a su baja densidad
y su buena resistencia a la flexion, pues se buscé que dichas piezas contribuyeran con menos del 30 %
de la masa total del eslabén para que la mayoria se concentrara en el extremo opuesto y que ademds
fueran capaces de no deformarse ni flexionarse durante el movimiento del péndulo doble. La pieza
nimero 3 es un pequeno cilindro fabricado en acero al carbono (Acero 1015) que se monta sobre el
cuerpo del eslabén y que concentra en si mismo el 73 % de la masa total del eslabén. Se eligié acero
1015 para fabricar esta iltima pieza bdsicamente por su alta densidad, porque un objetivo primordial
para este elemento era concentrar tal cantidad de masa en un volumen adecuado para mantener las
dimensiones de la pieza en proporcién con el resto de los componentes del eslabén, y asi mantener
una estética agradable, esto sin dejar de lado su principal funcién que es ubicar el centro de masa del
eslabén 2 en la posicién deseada. La fabricacién de estas piezas se realizé mediante dos procesos de
manufactura: fresado y torneado. El proceso de fresado se utilizé para la pieza marcada con el nimero

1 en la Figura 3.1 y la pieza nimero 3 se fabricé mediante torneado. Debido a que las geometrias de
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las piezas mencionadas estdn basadas en figuras geométricas simples se utilizaron para su fabricacién
maquinas herramienta convencionales. Para la fabricacién de la pieza nimero 2 se utilizé un tubo de
Aluminio de dimensiones comerciales (6.35 [mm] de didmetro y espesor de pared de 0.635 [mm]) que
simplemente se adecud a las dimensiones especificas del disenio.

En la Figura 3.1 se muestra el disenio final de los dos eslabones que conforman el péndulo

doble, y en las Figuras 3.2 y 3.3 se muestran las fotografias de los eslabones fabricados.

Parametros finales

Los pardmetros del diseno mecdnico de los eslabones que se obtuvieron después del pro-
ceso de simulacién y manufactura descrito en esta seccién son los siguietes: I3 = 0.15[m], I,y =

0.113[m], m; = 0.065]kg], lo = 0.173[m], lar = 0.235]m] ,ma = 0.025[kg].

150 mm

Eslabon 1

Eslabon 2

Figura 3.1: Diseno de los eslabones que conforman el sistema péndulo doble.



Figura 3.2: Fotografia - eslabén 1.

Figura 3.3: Fotografia - eslabén 2.
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3.1.2. Base

Otro punto importante en cuanto a la construccién del mecanismo péndulo doble es el
diseno y fabricacién de la base donde debe montarse el péndulo y el actuador del sistema. El disefio
de este componente no se basa en un proceso iterativo como fue el caso de los eslabones, pues en
este componente no se tiene la necesidad de cumplir con un pardmetro invariable como sucedié con
el voltaje nominal del actuador del sistema en la seccién anterior. Por lo cual, el disenio mecédnico de
la base se hace considerando tinicamente los requerimienos mecdnicos del componente; asi, una vez

satisfechos tales requerimientos se fabrican las piezas que conforman la base del mecanismo.

Diseno mecanico

Para realizar el diseno mecdnico de la base se tomaron en cuenta los siguientes requerim-

ientos:

= Base robusta capaz de no presentar desplazamientos por la acciéon del movimiento del péndulo

doble
= Geometrias simples de ficil manufactura

= Pocos componentes y fdcil ensamble.

Con base en estos requerimientos se disenaron cuatro componentes, los cuales son facilmente

ensamblados mediante once tornillos, como se muestra en la Figura 3.4.

Fabricacion

El material del que se fabricaron los componentes de la base fue Nylamid tipo M a excepcién
de la pieza donde se monta el actuador del sistema, que fue fabricado de Aluminio, esto se hizo con
un objetivo estrictamente estético, pues se buscé tener en esta pieza un acabado similar al pulido
espejo. Las piezas de la base se fabricaron mediante operaciones de fresado y torneado. Debido a que
las geometrias de estas piezas no son complejas, no fue necesario usar maquinas de control numérico
pues con médquinas herramienta convencionales fue posible maquinar piezas de muy buena calidad.

En la Figura 3.4 se muestra un esquema de los componentes de la base del sistema péndulo
doble y en la Figura 3.5 se presenta una fotografia de la base que se fabricé.

Los planos de fabricaciéon de los componentes disefiados para la base del sistema péndulo

doble se muestran en el Apéndice D de este trabajo.



Figura 3.4: Dibujo isométrico y ensamble en explosién de la base del sistema péndulo doble.

Figura 3.5: Fotografia - base del sistema péndulo doble.
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En la Figura 3.6 se muestra un dibujo del sistema péndulo doble disenado en esta seccién

y en las Figuras 3.7 y 3.8 se presentan dos fotografias del mecanismo construido.

Figura 3.6: Dibujo isométrico del sistema péndulo doble.



Figura 3.7: Fotografia - vista frontal del sistema péndulo doble.

Figura 3.8: Fotografia - vista lateral del sistema péndulo doble.
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3.2. Validacién del modelo matematico

En el capitulo 2 se obtuvieron las ecuaciones dindmicas que modelan el sistema péndulo
doble, en esta seccién se comprobarid que dichas ecuaciones son representativas del comportamiento
real del sistema.

La validacién de un modelo matemadtico consiste en verificar que los datos obtenidos a
partir de éste sean semejantes a los datos obtenidos del sistema real. El objetivo es verificar que el
modelo matemaético predice de manera adecuada el comportamiento real del sistema. Tal verificacién
es importante porque si ésta es positiva se tendrdn mayores posibilidades de que los controladores
que se desarrollen a nivel simulacién sean exitosos al momento de ser implementados en forma fisica.
Para este caso la validacién del modelo matemaético se realizard mediante la comparacién de dos
conjuntos de datos, el primer conjunto es formado por los datos obtenidos de la simulacién del
modelo matemadtico y en el segundo conjunto se tienen datos experimentales obtenidos a partir de
pruebas realizadas al modelo fisico del sistema. Estos dltimos fungen como una referencia, asi, si los
datos del modelo son semejantes a los datos experimentales se puede tener plena confianza en que el
modelo matemadtico es capaz de reproducir el comportamiento que presentaria el sistema real.

Para el caso bajo estudio, los datos experimentales del movimiento se obtendrdan de una
prueba aplicada al sistema que se ha construido. La prueba consiste en dejar evolucionar al sistema
en respuesta libre, es decir, fijar los eslabones en una determinada posicién inicial y posteriormente
liberar al sistema de dicha posicién, el objetivo es medir las posiciones angulares que los eslabones
van describiendo desde la posicién inicial hasta que el sistema alcanza el reposo. Las condiciones de
inicializacién para esta prueba son: #; = 30° (0.5236[rad]) y 62 = 0° (Ver Figura 3.9). La medicién
de la posicién angular de los eslabones se realiza mediante dos decodificadores (encoder) de tipo
incremental de 1200 pulsos por revolucién, con lo cual se tiene una resolucién de 0.3°. Finalmente,
es importante destacar que la adquisicién de datos se hace con un tiempo de muestreo de 5 [ms].

Por otro lado, las predicciones del modelo matemético se obtienen a partir de la simulacién
del modelo en SIMULINK®. Se simula el modelo no lineal del sistema bajo las mismas condiciones
iniciales que se fijaron para la prueba real y se almacenan los datos correspondientes a las posiciones
angulares de los dos eslabones. Estos datos son graficados con respecto al tiempo y se comparan con
las curvas generadas a partir de los datos obtenidos con el experimento sobre el sistema fisico antes

descrito.
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Figura 3.9: Posicién de los eslabones para la prueba de adquisién de datos experimentales. a) Posicién
inicial del sistema 6; = 30°, f3 = 0. b) Posicién final del sistema 61 = 0, 3 = 0.

0.6 T

Datos experimentale
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Figura 3.10: Evolucién de la posicién angular del eslabén 1 (61).
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T
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— — — Modelo matemético

rad

Figura 3.11: Evolucién de la posicién angular del eslabén 2 (03).

En las Figuras 3.10 y 3.11 se puede apreciar la comparacién de los resultados de las pruebas
descritas. En la Figura 3.10 se comparan los resultados obtenidos para 6; y en la Figura 3.11 para
f-. Para ambas gréficas se puede separar la respuesta del sistema en dos periodos, un periodo inicial
de respuesta transitoria que comprende los primeros tres segundos del movimiento, y otro perfodo
final denominado de estado permanente que se inicia después de los tres segundos iniciales y termina
hasta que el dngulo toma un valor constante, en este caso 0°.

Para analizar las similitudes y diferencias de las graficas experimental y tedrica es necesario
comparar dos magnitudes bésicas de dichas curvas: la amplitud y el perfodo de oscilacion.

En general, la amplitud de una curva indica la magnitud que existe entre el punto de
equilibrio y el valor maximo de cresta o el valor minimo de valle. Para este caso, la amplitud muestra
las posiciones angulares que los eslabones van describiendo a lo largo del movimiento. El conocer
estas posiciones angulares permite observar la pérdida de energia que presenta el sistema conforme
transcurre el movimiento. Es importante recordar que el punto de equilibrio es 0 [rad], ya que es la
posicién naturalmente estable del sistema.

Como se observa en las Figuras 3.10 y 3.11, la amplitud de la curva experimental y la curva
tedrica para las posiciones angulares de ambos eslabones son prictiamente las mismas en la parte
inicial del movimiento, esto indica que el modelo matemé&tico simula el desarrollo inicial del sistema,

de manera adecuada. También se observa que conforme evoluciona el sistema, la amplitud de la curva
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experimental disminuye gradualmente, lo cual muestra que la energfa del sistema se va perdiendo
debido a efectos disipativos; al observar la curva tedrica durante el periodo inicial es posible notar que
el modelo matemadtico es capaz de reproducir adecuadamente esta pérdida de energia manteniendo
en el mismo orden de magnitud la amplitud de la curva tedrica. Sin embargo, después de los primeros
tres segundos la amplitud de la curva experimental decrece méas rdapido que la curva tedrica, esto
evidencia que el sistema real pierde mayor energia en cada instante que lo predicho por el modelo
matemadtico concluyendo el movimiento del sistema real en menor tiempo.

Las diferencias entre las curvas experimentales y tedricas antes descritas, muestran que en
el modelo fisico del sistema existen términos disipativos que no se contemplan en el modelado. Se
tiene la hipdétesis de que la diferencia entre los resultados experimentales y los de la simulacién es
debida al efecto combinado de términos de friccién inherentes a los componentes del sistema, como es
el caso del actuador que presenta términos de friccién de coulomb. Estos pardmetros de friccién que
intervienen en el sistema no siempre son sencillos de determinar y es por esto que en este trabajo se
ha simplificado su comportamiento con el fin de facilitar su anédlisis e implementacién en simulacién.

El periodo de oscilacién de una curva es el tiempo transcurrido entre dos crestas o valles
sucesivos. Del andlisis del periodo de oscilacién hecho para las curvas del movimiento del péndulo
doble se observé que el periodo de oscilacién es variable durante todo el movimiento, lo cual es muestra
de la naturaleza no lineal del sistema. Para el caso de la posicién angular experimental del primer
eslabén (Figura 3.10), se determiné que durante los tres segundos iniciales la respuesta del sistema
consta de cuatro oscilaciones cuyos periodos de oscilacién aumentan y disminuyen alternativamente
como se presenta en la tabla siguiente (donde se muestran los periodos de oscilacién presentes en el
movimiento de ambos eslabones durante el periodo inicial). Después de los tres segundos iniciales, el
periodo de oscilacién tiende a incrementarse ligeramente, manteniéndose entre 1.0007[s] y 1.098]s].
En el caso del segundo eslabén (Figura 3.11), se observa que al inicio del movimiento la respuesta
del sistema tiene tres oscilaciones, al igual que lo observado en el primer eslabén en este segundo
se presenta un incremento y decremento alternante del periodo de oscilaciéon. A partir de los tres
primeros segundos del desarrollo del sistema, se tiene un continuo aumento del periodo de oscilacién
que se mantiene entre 1.088[s] y 1.098[s], posteriormente, el periodo de oscilacién tiende a disminuir,

registrandose al final del movimiento el periodo de oscilacién minimo que es de 0.876 [s]



Oscilacién | Periodo de oscilacién del eslabdnl [s] | Periodo de oscilacién del eslabén2 [s]
1 0.4983 1.075
2 0.6471 1.124
3 0.4544 1.088
4 0.9810 -
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La importancia de estos resultados radica en que al compararlos con los resultados obtenidos

a partir del andlisis hecho a las curvas tedricas, se encuentran similitudes muy importantes en la
magnitud del periodo de oscilacién, sobre todo al inicio del movimiento. Para ejemplificar lo antes

expuesto, se presentan a continuacién dos tablas que muestran los periodos de oscilacién correspon-

dientes a las oscilaciones presentes al inicio del movimiento.

Eslabénl
Oscilacién | Periodo de oscilacién experimental [s] | Periodo de oscilacién tedricols]
1 0.4983 0.4933
2 0.6471 0.6399
3 0.4544 0.4440
4 0.9810 0.8998
Eslabén 2
Oscilacién | Periodo de oscilacién experimental [s] | Periodo de oscilacién tedricols]
1 1.075 1.087
2 1.124 1.115
3 1.088 1.055

Como puede verse en las tablas mostradas, las magnitudes del periodo de oscilacién al inicio
del movimiento son practicamente iguales para ambas curvas (experimental y tedrica), lo cual, aunado
a la evidente similitud en cuanto a la amplitud existente entre las curvas tedrica y experimental (para
ambos eslabones) demuestra que durante el periodo inicial el modelo matematico no sélo reproduce
las posiciones angulares que describe el sistema real, sino que también es capaz de reproducir el tiempo
en que éstas suceden. Cabe senalar, que después de los primeros tres segundos del movimiento, los
perfodos de oscilacién de la curva tedrica no son tan parecidos a los de la respuesta experimental,
presentando en general la respuesta tedrica periodos de oscilacién menores a los reales. Sin embargo,
las tendencias del aumento y decremento del periodo de oscilacién que se manifestaron en el andlisis
del movimiento experimental se mantienen presentes en el modelo tedrico, lo cual es indicativo de un
comportamiento aceptable.

Se ha observado hasta aqui que después de los tres segundos iniciales, la respuesta tedrica

del sistema no predice muy bien la respuesta real. Sin embargo, este hecho no es tan relevante si se
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considera que en realidad durante el control del péndulo en su posicién vertical hacia arriba, nunca
se llegard a un estado permanente, sino que se estardn corrigiendo los pequenios errores que lleguen a
existir, es decir, el sistema va a estar siempre en movimiento, por lo cual el hecho de que la respuesta
al inicio se parezca a la real permite la hipétesis de que el control que se construya con base en ese
modelo funcionard correctamente.

Se concluye que, si bien el comportamiento que exhibe el modelo matemaético no es idéntico
al comportamiento experimental a lo largo de todo el movimiento, sf es posible comprobar con base en
el anédlisis de las amplitudes y periodos de oscilacién hecho a las respuestas experimentales y tedricas,
que el modelo matema&tico no lineal desarrollado en el capitulo 2 es representativo del sistema real
y por tanto capaz de reproducir adecuadamente la evolucién del movimiento del sistema péndulo

doble.
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Capitulo 4

Control

En el capitulo 2 (seccién 2.3) se obtuvo el modelo lineal del sistema péndulo doble, el cual
puesto en su representacién de variables de estado permitird en este capitulo disenar el controlador
del sistema mediante la técnica de asignacién de polos. Este capitulo comienza con la descripcién
del método de diseno utilizado, para posteriormente aplicarse al sistema péndulo doble. Enseguida
se presenta el disefio de un estimador (observador) de todas las variables de estado del sistema.
Con la finalidad de analizar la validez del sistema de control, se compara el comportamiento del
controlador cuando se implementa en conjunto con el modelo no lineal del sistema con respesto
al comportamiento que presenta éste cuando funciona con el modelo lineal, esto se hace con base
en la simulacién de ambos modelos bajo el esquema de retroalimentacién de estados. Finalmente,
se presentan y describen los diagramas de bloques en SIMULINK® que han sido utilizados para

cumplir con determinados propésitos en este y en el anterior capitulo.

4.1. Asignacién de Polos

Una de las caracteristicas importantes en un sistema dindmico es el tipo de respuesta transi-
toria que éste posee, la cual depende fundamentalmente de los polos del sistema (los polos del sistema
son los puntos, en el plano s, donde la funcién de transferencia del sistema tiende a infinito; cuando se
trabaja con el modelo de variables de estado, los polos del sistema son los valores propios de la matriz
A de la ecuacién de estados). Cuando la respuesta no es adecuada de acuerdo a ciertos requerimien-
tos (estabilidad, desempeno, etc.), la dindmica del sistema puede modificarse, por ejemplo, mediante

una retroalimentacién de los estados a través de una matriz de ganancias de retroalimentacién. La
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técnica de asignacion de polos permite colocar los polos de ese sistema retroalimentado (polos en lazo
cerrado) en cualquier posicién deseada.

Para poder aplicar esta técnica es necesario verificar que el sistema es controlable. Considere
un sistema dindmico lineal e invariante en el tiempo con una sola entrada como el mostrado a

continuacion,

& = Az + Bu (4.1)

y=Czx+ Du (4.2)

donde x = vector de estados (vector de dimensién n)
y = vector de salidas (vector de dimensién p)
u = sefial de entrada (sefial de control de dimensién m = 1)
A = matriz de coeficientes constantes, A € R™"*"
B = matriz de coeficientes constantes, B € R™" * "
C' = matriz de coeficientes constantes, C' € RP * ™
D = matriz de coeficientes constantes, D € RP * ™

Es posible demostrar que el sistema es controlable si y sélo si cumple con la condicién
rangolB i AB i ... i A"!B]=n

La matriz [B © AB : --- 1 A" !B] se denomina matriz de controlabilidad, por
lo tanto, si la matriz de controlabilidad es de rango n, el sistema es controlable y es posible asignar
arbitrariamente los polos en lazo cerrado del sistema.

La técnica de diseno empieza con la determinacion de los polos en lazo cerrado a partir de
la respuesta transitoria deseada y de los requisitos en estado permanente. Seleccionando una matriz
de ganancias apropiada para la retroalimentacién de los estados, es posible situar los polos en lazo
cerrado en las posiciones deseadas.

Bajo este esquema de control, la senial de control se selecciona como v = — K x, esto significa
que la senal de control se determina mediante un estado instantdneo. Tal configuracién se denomina
retroalimentacién de estados, Figura 4.1. El término K en la senal de control representa una matriz
de coeficientes constantes la cual depende de los polos en lazo cerrado asignados al sistema. Asi, el
desempeno del sistema retroalimentado dependerd de la ubicacién (en el plano s) dada a los polos

en lazo cerrado y de contar con mediciones de todas las variables de estado.
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La eleccién de una senial de control como v = —Kx modifica la ecuacién del sistema a

t=(A—- BK)z

la cual, si se define a

A=A—-BK

queda como

Figura 4.1: Diagrama de bloques del sistema de control en lazo cerrado con v = — K.

El esquema de retroalimentacion de estados requiere que se tengan mediciones de todas las
variables de estado, es decir, requiere que el vector de estados sea conocido por completo. Cuando
este vector no se puede medir completamente en el sistema real, las variables de estado faltantes
pueden ser estimadas por algoritmos adicionales llamados observadores, los cuales se describirdn

posteriormente. Por ahora se asume que, en principio, todas las variables de estado son medibles
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y conocidas. Entonces, el disenio del control consiste en determinar los coeficientes de la matriz
de retroalimentacién K de tal manera que los polos en lazo cerrado del sistema retroalimentado,
& = (A — BK)z, se ubiquen en puntos especificos del semiplano izquierdo del plano s, o dicho en
otras palabras, consiste en determinar los coeficientes de la matriz de retroalimentaciéon K de tal
manera los valores propios de la matriz A — BK se ubiquen en puntos especificos del semiplano

izquierdo del plano s.

4.1.1. Fo6rmula de Ackerman

Existe un método muy difundido para la determinacién de los coeficientes de la matriz de
retroalimentaciéon K, conocido como férmula de Ackerman. Este método es ampliamente utilizado
porque puede ser facilmente programado, reduciendo asi el tiempo de disefio del controlador. Sin
embargo, presenta un inconveniente que limita su uso: sélo puede ser aplicado a sistemas con una
sola entrada. Es importante destacar que la férmula de Ackerman no es el inico método existente
para el cdlculo de la matriz K, pero su algoritmo de cédlculo es relativamente méds sencillo que el de
otros métodos.

Para el caso del sistema péndulo doble, la férmula de Ackerman puede ser perfectamente
aplicada, pues el sistema tiene una sola entrada y es controlable, por lo tanto, a continuacién se
obtiene la férmula de Ackerman para un sistema con cuatro variables de estado (n = 4).

Considérese el modelo de estados descrito por la ecuacién (4.1), suponga también que éste
es controlable y que los polos en lazo cerrado deseados se localizan en s = 1,8 = g, S = U3 y
S = fig.

Recordando que debido a la senal de control la ecuacién del sistema se modifica a

T = Ax

la ecuacidén caracteristica deseada serd

| sI—Al=|sI = A+ BEK |= (s — p1)(s — p2)(s — p3)(s — p1g)
= S4+Oé183+04282+0é38+0é4:0
Ahora, tomando en cuenta el teorema de Cayley-Hamilton, el cual expresa que una matriz

cuadrada R de dimension r satisface su propia ecuacién caracteristica o bien, que R" + a; R™™! +

...t a,_1R+ a.I =0, se tiene que



40

(;5(;1) = At 1 A3+ A%+ asA+aul =0 (4.3)

Considerando las siguientes identidades:

I =1

A = A-BK

A? = (A—BK)?=A?—- ABK — BKA

A3 = (A—BK)>=A%—- A2BK — ABKA — BKA?

A' = (A—BK)'=A*—- A’BK — A’2BKA — ABKA? - BK A3

La ecuacién (4.3) queda como sigue

O(A) = ol + azA+ apA? + 0y A3 4 A* (4.4)

#(A) = a4l +a3(A— BK) + ay(A?> — ABK — BKA) 4+ (A — A2BK — ABKA — BKA?) +
+(A* — ABK — A2BKA — ABK A% — BK A?)

p(A) = aul +asA+ A+ 01 A% + A* — a3BK — 0y BKA? - BKA? — 0y BKA — as ABK —

~a1ABKA — ABKA? — a1 A’BK — A>BKA — A*BK
Tomando en cuanta nuevamente la ecuacién (4.3) ahora para la matriz A, se tiene

gf)(A) = 044] + OégA + 042A2 + OélA3 + A4 75 0

Sustituyendo esta tltima ecuacién en la ecuacién (4.4), se obtiene

#(A) = ¢(A)— asBK — a;BKA? — BKA® — 0y BKA — a ABK —

—a;ABKA — ABKA? — 0] A2BK — A2BK A — A®BK

Como ¢(A) = 0, se tiene entonces
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¢(A) = BlazK + a1 KA? + aa KA + KA%) + AB(aoK + a1 KA+ KA?) +
+A2B(a1 K + KA) + A’B(K)
03K + o KA2 + ap KA + K A3
K + a1 KA+ K A?
K+ KA
K

$(A) = [B:AB:A’B: A3B]

Como se puede observar la primera matriz de la ecuacién anterior corresponde a la matriz
de controlabilidad para n = 4, por lo tanto, como el sistema es controlable la inversa de la matriz
de controlabilidad [B : AB : A’B A3B] existe. Entonces, si se premultiplican ambos lados de esta

dltima ecuacién por la inversa de la matriz de controlabilidad, se obtiene

3K + a1 K A2 + agK A + K A3]
WK + o KA+ K A?
K+ KA
K

[B: AB: A’B: A3B] '¢(A) =

Premultiplicando ahora ambos miembros de la ecuacién por [0 0 0 1], se llega a lo siguiente

s K + ay K A2 + an KA + K A3
. ) ) oK + a1 KA + KA?
000 1)[B:AB: A2B: A*B] '¢(A)=[0 0 0 1] ? e
a K+ KA
L K -
que puede reescribirse como
K=1[0 00 1][B:AB: A’B: A*B]"1¢(A) (4.5)

Esta iltima ecuacién corresponde a la féormula de Ackerman para un sistema con cuatro

variables de estado (n = 4) y una sola entrada, la cual calcula la matriz de retroalimentacién del

estado K deseada.

Para cualquier entero positivo n la ecuacién (4.5) queda como sigue

K=[00---01][B : AB : -.- i A"!B]7'¢(A) (4.6)
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La ecuacion (4.6) se conoce como férmula de Ackerman para la determinacién de la matriz

de ganancias de retroalimentacién del estado K.

Aplicacién al sistema péndulo doble

El sistema péndulo doble esté definido por el siguiente modelo en variables de estado (este
modelo se obtiene de la sustituciéon de los pardmetros de los eslabones, obtenidos en el capitulo

anterior, en las ecuaciones (2.37); para mayores detalles a este respecto, se recomienda consultar el

Apéndice A).

0 1 0 o | [ o ]
- 130.7362 —2.7302 —44.1875 0.2089 | _ 5.6522 | _
T = T+ U
0 0 0 1 0
| —113.3551  2.3672  94.8447  —0.4485] | —4.9007
1 0 00
Yy = €z
0 010
Los polos en lazo cerrado del sistema se desea estén ubicados en s; = —5+1, so = —5—1, s3 = —14,
sg = —15, (ya que son los valores que en la simulacién del sistema retroalimentado presentaron un

buen desempefio).

Considerando las siguientes identidades,

[ 0.5924 0.7065 0.2524 0.6108
0.7037 —0.0066 0.6055 —0.0076
—0.0099 —0.0032 —0.0125 —0.0037

| —0.0031 —0.000015 —0.0036 —0.000017 |

[B:AB: A’B: A3B]™! =

82598.55 5961.21 —28146.97 —1449.77_
943685.93 62891.59 —400914.68 —26251.32
—72205.92  —2552.66 64012.95 6128.95
| —1028473.63 —50728.35 694094.60  60731.06 |

$(4) =

es posible calcular la matriz K mediante la férmula de Ackerman, ecuacién (4.5). Con lo cual,

finalmente se obtiene la matriz de retroalimentacion

K =1[6.0425 —9.4958 —149.1708 — 18.2612] .
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Esta tltima matriz coloca los polos en lazo cerrado del sistema en la posicién deseada del

plano s.

4.2. Observador de estados

En el método de asignacién de polos para el disefio del sistema de control, se supuso que
todas las variables de estado estaban disponibles para su retroalimentacién. Sin embargo, en la
préctica es muy comiin que no sea posible conocer todas las variables de estado, ya sea por el costo
de los sensores o porque éstos no existen fisicamente. Entonces, se necesita estimar las variables
de estado que no estdn disponibles. La estimacién de variables de estado no medibles se denomina
también observacion y el dispositivo o programa que realiza dicha funcién es nombrado observador de
estados. Un observador de estados reconstruye las variables no medibles basandose en la informacion
de las senales medibles de la planta (se nombra planta al dispositivo fisico que se busca controlar,
como la dindmica de dicho dispositivo es descrita por el modelo de estados (ecuacién 4.1), éste se
considera la planta del sistema).

El uso de los observadores de estado es siempre posible si y sélo si el sistema es observable.

Un sistema como el descrito por las ecuaciones (4.1) y (4.2) es observable si la matriz (n x np)

C
CA

C Anfl
es de rango n o tiene n vectores linealmente independientes. Esta matriz ,O, se denomina matriz de
observabilidad.

A continuacion se describird brevemente un observador de orden completo, el cual estima
todas las variables de estado del sistema sin importar si algunas de ellas estdn disponibles para su
medicién directa. En adelante se utilizard la notacién & para designar el vector de estados observado.

El modelo matemético del observador es basicamente el mismo que el de la planta, salvo que
se incluye un término adicional que comprende el error de observacién, dicho error de observacién es
la diferencia entre la salida medida y la salida estimada. De esta forma se define el modelo matema&tico

del observador de estados como
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& = Ai+ Bu+ L(y—Ci) (4.7)

= (A-LC)z+ Bu+ Ly

donde Z es el estado estimado y Cz es la salida estimada. Las entradas al observador son la salida y
v la entrada o senal de control u, como se observa en la Figura 4.2. La matriz L, que se llama matriz
de ganancias del observador, es una matriz de ponderacién al término de correccién que involucra
la diferencia entre la salida medida (y) y la salida estimada (CZ). Este término corrige de forma
continua el estimado Z, por lo tanto, la matriz L desempena un papel muy importante en el disefio
del observador pues de ésta depende el comportamiento dindmico del mismo, para analizar este hecho
es necesario conocer la ecuacién de error entre el estado medido y el estimado, la cual se presenta

enseguida.

Observador de estado de orden completo

Figura 4.2: Diagrama de bloques del sistema y del observador de estado de orden completo.
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La ecuacién de error se obtiene al restar el modelo del observador (ecuacién (4.7)) al modelo

de estados del sistema, ecuacién (4.1), es decir,

i—4% = Az+ Bu— A% — Bu— L(Cx — C#) (4.8)
= Az — Ai — L(Cz — C#)
= (A-LCO)(x — %)

Se define la diferencia entre x y & como el vector de error e, o bien e = x — . Entonces la

ecuacién (4.8) se convierte en

é=(A—LC)e (4.9)

A partir de esta 1ltima ecuacién se observa que el comportamiento dindmico del vector de
error estd determinado por los valores propios de la matriz A — LC. Si la matriz A — LC' es estable, el
vector de error convergerd a cero para cualquier vector de error inicial e(0). Es decir, &(¢) convergera
a x(t) sin tomar en cuenta los valores de z(0) y Z(0). Si se eligen los valores propios de la matriz
A—LC de tal forma que el comportamiento dindmico del vector de error sea asintéticamente estable y
suficientemente rdpido, entoces cualquier vector de error tendera a cero con una velocidad adecuada.

Si el sistema es observable, se puede demostrar que es posible seleccionar una matriz L tal
que la matriz A — LC tenga los valores propios arbitrariamente deseados. Asi, el problema de disenar
un observador de orden completo estd en determinar la matriz de ganancias del observador L de
forma tal que la dindmica de error sea asintéticamente estable con una velocidad de respuesta mayor
a la del sistema en lazo cerrado. Por lo tanto, el problema es el mismo que en el caso de asignacién de
polos para la obtencién de la matriz K de retroalimentacién de estados. Entonces, la matriz L puede
obtenerse usando las técnicas existentes para el cdlculo de la matriz de retroalimentacién de estados,

considerando que ahora se resuelve el sistema descrito por las ecuaciones (4.10), denominado sistema

dual, suponiendo que la senal de control v es v = —Kps2.
5 = ATz4+ 0Ty (4.10)
w = BTz

Por lo tanto, obteniendo la matriz de ganancias de retroalimentacién K para el sistema dual

es posible determinar la matriz de ganancias del observador a partir de la siguiente relacién



46

L=KZL

obs

Es importante destacar que los valores propios deseados para la matriz A — LC son los polos
que se utilizan para el célculo de la matriz K¢ para el nuevo sistema (tales valores propios también
se nombran polos del observador) y que las matrices A, B y C, son exactamente iguales a las de la
planta.

Como ya se mencioné en el capitulo 2, las variables de estado de las que se contard con
informacién continua son las posiciones angulares de ambos eslabones, es decir, las variables de
estado x1 y x3, por lo tanto se consideran estas dos variables de estado como las salidas del sistema.
La importancia de este hecho es que, como se ha mencionado, la entrada al observador son las salidas
del sistema y la senial de control, es decir, el observador de estados contara con tres entradas, lo cual
imposibilita la aplicacién de la técnica de Ackerman para la obtencién de la matriz de ganancias del
observador L. Es por esta razén que para el cdlculo de la matriz L se utilizard un método aplicable
a sistemas con mds de una entrada. Dicho método se nombraré en este trabajo como ChenM — I1
en referencia al autor del libro de donde se tomé este método. A continuacién se presenta el método
ChenM — I1I aplicado al sistema péndulo doble. Para més detalles acerca del método se recomienda
consultar [4] (p. 345).

El sistema péndulo doble estd definido por el siguiente modelo en variables de estado

0 1 0 0 0
- 130.7362 —2.7302 —44.1875 0.2089 | _ 5.6522 | _
T = T+ U
0 0 0 1 0
_—113.3551 2.3672 94.8447 70.4485_ _—4.9007_
10 0 0] _
Y= x
0 010

A partir del modelo anterior se obtienen las matrices A,, y B, como sigue

0 130.7362 0 —113.3551]
A oaT o | 2702 0 23672

0 —44.1875 0  94.8447

0 02080 1 —0.4485
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10
BT 00
01
_O 0_

Ahora, se toman la primer y segunda columna de la matriz B,, y se nombran dichos vectores

como by y bpo

1 0

0 0
bnl - ; bn2 =

0 1

_O_ _0_

con base en los vectores anteriores se construye M como sigue

M = [by1 Anbnr b2 Apbpo

1 0 0 0]
0100
M:
0010
00 0 1

Ahora, se definen los vectores My v My correspondientes al segundo y cuarto renglén de la

matriz M para construir la matriz P

My = [o 10 0}
My = [0 0 0 1}
] Jo 1 0 o0 ]
o |MeAl |1 27302 0 23672
M,y o 0o o0 1
| MiA,| [0 02089 1 —0.4485)

Usando la matriz P se obtienen las matrices A7 y Br
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0 1 0 0
Ap = PA Pl = 130.7362 —2.7302 —113.3551 2.3672
0 0 0 1
| —44.1875  0.2089 94.8447  —0.4485

0 0

10
Br =PB, =

0 0

0 1

Is lg l7 g

Para conocer los coeficientes de L es necesario obtener la matriz

Arops = A7 — BrLy

la cual, debe igualarse a

0 O 0 1
0 0 —-d —c

donde a,b, ¢ y d son los coeficientes de los polinomios caracteristicos obtenidos a partir de los valores
propios deseados para el observador. Para el caso bajo andlisis, se tienen dos pares de valores propios
(o polos del observador), con cada par de polos se obtendrd un polinomio caracteristico de segundo
orden, de los cuales a y ¢ son los coeficientes del término en s; b y d son los términos independientes

de ambos polinomios, es decir

(s—p1)(s—p3) = s*+as+b
(s—pa)(s—ps) = s*+es+d
Los polos deseados para el observador se seleccionaron en s = —95, s = =96, s = —97,

s = —98, por lo tanto, los polinomios caracteristicos resultan ser
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(s +95)(s+96) = s%4191s+ 9120
(s +97)(s+98) = %4 1955 + 9506

De estos polinomios se obtiene que a = 191, b = 9120, ¢ = 195, y d = 9506. Por lo tanto, se

obtienen las siguientes matrices

[ 0 1 0 o |
130.7362 — I; —2.7302 — Iy —113.3551 —ls  2.3672 — I4
ATobs -
0 0 0 1
441875 — 15 0.2080 — I 948447 —l;  —0.4485 — g

0 1 0 0
o |—9120 -191 0 0
N 0 0 0 1
0 0 —9506 —196

Igualando término a término los coeficientes de estas tltimas matrices se obtiene la matriz

Ly

9250.7362 188.2698 —113.3551  2.3672
—44.1875  0.2089  9600,8447 194.5515

T =

Finalmente, la matriz K, se define como
Kobs = LrP

188.2698 8737.2241  2.3672 331.2538
obs =
’ 0.2089 —4.1098 194.5515 9514.0917

Recordando ahora, que la matriz L se obtiene a partir de K, con la relaciéon L = Kg;)s,

entonces la matriz L para el sistema péndulo doble resulta ser

[188.2698  0.2089

8737.2241 —4.1098
23672 194.5515

| 331.2538  9514.0917
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Esta tdltima matriz es la matriz de ganancias del observador que permite colocar los valores
caracteristicos de la matriz A — LC' en las posiciones —95, —96, —97 y —98 del plano s. La seleccién
de estas posiciones se hizo mediante la simulacién del observador de estados funcionando en conjunto

con el sistema retroalimentado.

4.3. Simulaciones

La simulacién de un modelo tedrico permite conocer el comportamiento de dicho modelo ante
diferentes condiciones y conforme evoluciona el sistema. Al tener la computadora hoy en dia una alta
velocidad de procesamiento de datos, se usa ésta en conjunto con ciertos paquetes computacionales
como medio para ejecutar simulaciones.

Para simular el sistema péndulo doble se emplea en este trabajo el paquete MATLAB®
con SIMULINK® | Este paquete permite simular el sistema de interés por medio de diagramas de
bloques, sin necesidad de programar el algoritmo de integracién. Por medio de la simulacién de estos
diagramas se puede observar la operacién de modelos lineales y no lineales de manera fécil y rdpida.

En esta seccién se presentan y describen a detalle los diagramas de bloques utilizados a lo
largo de este trabajo para cumplir con determinados propdsitos, como por ejemplo, la determinacién
de los pardametros del diseno mecdnico de los eslabones del péndulo y la validacién del modelo
matemadtico, por mencionar algunos. Enseguida se presenta una comparacién entre los modelos lineal
y no lineal del sistema bajo el esquema de retroalimentacién de estados, la cual se realiza mediante
la simulacién de ambos modelos y cuyo objetivo es comprobar si el sistema de control funciona tan

bien con el modelo no lineal como sucede con el modelo lineal del sistema.

4.3.1. Validacion del sistema de control

La validacién del sistema de control consiste en comparar el comportamiento del modelo
no lineal con respecto del modelo linealizado cuando ambos se configuran bajo el esquema de retro-
alimentacién de estados. El objetivo es determinar si el controlador diseiado con base en el modelo
linealizado funciona tan bien para el modelo no lineal como sucede con el modelo linealizado. Esta
verificacién es necesaria porque si al presentar el controlador un comportamiento adecuado funcio-
nando en conjunto con el modelo no lineal, se tendrdn mayores probabilidades de que el desempeiio
del sistema de control sea el correcto cuando se implemente en el sistema fisico, ya que se considera

que el modelo no lineal representa mejor el comportamiento real del sistema.
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X = Ax+Bu
y = Cx+Du

State-Space

Figura 4.3: Bloque de SIMULINK que representa una configuracién en variables de estado.

La comparacion se realizard de manera gréfica mediante la simulacién de ambos modelos.
Para esto, se construyen diagramas de bloques que representan los dos modelos, partiendo ambos
de los mismos pardmetros de inicializacién y visualizando los resultados en grificas que describen la
evolucién en el tiempo de variables importantes del sistema. A continuacion se explica detalladamente
el proceso de simulacién.

El diagrama de bloques que se emplea para simular el comportamiento del modelo no lineal
se contruye a partir de las ecuaciones (2.21) y (2.23) obtenidas en el capitulo 2 y el modelo lineal
se representa mediante un sélo bloque denominado en SIMULINK® como "State-Space" (espacio
de estados), en donde se definen las matrices A, B,C, D del modelo linealizado (seccién 2.3), en la
Figura 4.3 se muestra el bloque utilizado.

En la Figura 4.4 se presenta el diagrama de bloques programado para simular y comparar
los modelos matemadticos del sistema. En él se muestran basicamente dos diagramas de bloques, el
primero de ellos representa el modelo no lineal y estd formado principalmente por dos bloques. El
primero es el bloque denominado M odelo no lineal, a este bloque se le han programado internamente
las ecuaciones (2.21) y (2.23) del modelo no lineal, el segundo es el bloque Control que representa la
matriz de retroalimentaciéon K, obteniendo con esto el esquema de retroalimentaciéon de estados; el
diagrama de bloques programado dentro del bloque M odelo no lineal se presenta en la Figura 4.5. El
segundo diagrama representa el modelo lineal, éste es formado por el mismo bloque de control C'ontrol
presente en el primer diagrama més el bloque denominado Modelo lineal, el cual internamente tiene
programada una configuracién en variables de estado y sélo requiere se le sean definidas las matrices
A, B,C, D del modelo linealizado.

Es importante destacar que cuando se obtuvo la linealizacién del modelo matema&tico del
sistema, se realizé un cambio de variable en donde el vector de estados = fue transformado en el

vector Z, con esto se buscé que el modelo linealizado dependiera de los estados & con objeto de que
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Modelo no lineal

Out1

out2 Scope

Modelo no lineal

K*X

L Control N I Scope

State-Space

x'=Ax + Bu
y =Cx +Du

Modelo lineal

Figura 4.4: Diagrama de bloques para la validacién del sistema de control.

el modelo funcione alrededor del punto Z = 0. Este hecho provoca un cambio al tratar de comparar
los modelos lineal y no lineal, pues el modelo no lineal es dependiente del vector de estados x, por
lo cual, para poder realizar la comparacién buscada es necesario incluir el mismo cambio de variable
hecho para el modelo lineal (seccién 2.3) dentro de la programacién del bloque Modelo no lineal.
Esto se logra sumando —7 a las posiciones de los eslabones, es decir, restando 7 radianes a los estados
1y x3 como se muestra en la Figura 4.5. Con este cambio de variable se busca que ambos sistemas
trabajen con el mismo vector de estados Z.

La programacién interna del bloque Modelo no lineal (mostrada en la Figura 4.5) esta
estructurada por cuatro bloques de integracién denominados integradores. El primer bloque de inte-
gracién, nombrado Integrador, tiene como entrada la aceleracién angular del eslabén 1, es decir 6,
(22), esta senal es integrada en Integrador y entrega como salida la velocidad angular 0, (z2), esta

dltima senal es integrada nuevamente en Integradorl y como salida se obtiene la posicién angular
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Figura 4.5: Programacién interna del bloque Modelo no lineal.
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01 (x1). En Integrador2 la entrada es la aceleracién angular del segundo eslabon, es decir 0o (i4),
a la salida del bloque se obtiene la velocidad angular 0y (z4), esta senal es integrada nuevamente en
Integrador3 obteniéndose finalmente la posicién angular del segundo eslabén 0y (z3). Estas cuatro
senales (01,601, 02,05) son llevadas junto con la sefial de entrada al bloque (u) a un multiplexor de
senales donde son juntadas en una sola sefial, de ahi son enviadas a cuatro bloques funcién denomi-
nados en la Figura como F'cn; en estos bloques se encuentran programadas las ecuaciones (2.21) y
(2.23) de la siguiente manera: en los bloques Fen y Fenl se tienen respectivamente programados el
numerador y el denominador de la ecuacién (2.21) y en los bloques Fen3 y Fend se han programado
el numerador y el denominador de la ecuacién (2.23). Finalmente, las sefiales de salida de los bloques
Fen y Fenl son divididas en el bloque F'en2, obteniéndose a la salida la senal de 0 que es la entrada
del bloque Integrador. En cuanto a las salidas de los bloques Fen3 y Fend, éstas son divididas en el
bloque F'enb cuya salida es la aceleracién angular 0, la cual es la entrada del bloque I ntegrador2. El
bloque Modelo no lineal tiene como salida el vector de estados &, como se puede apreciar en la Figura
4.5, las senales correspondientes a los estados z1 y 3 son tomados de los bloques de integracién y
enviados a su respectivo sumador donde se les resta una contante de magnitud m, con esto lo que se
obtiene a la salida del sumador son los estados &1 y 3, los cuales son llevados junto con los estados
restantes (T2 y Z4) a un multiplexor y después a la salida del bloque. Es importante destacar que
este bloque tiene dos salidas, en la primera de ellas, outl, salen tinicamente los estados T y Z3, y en
la salida out2, la salida es el vector completo de estados, es decir, Z1, 22, T3, Z4. Esto serd 1til cuando
se simule el observador de estados.

Los pardmetros de simulacién fueron los siguientes: método numeérico de integraciéon Runge—
Kutta de cuarto orden, tiempo de integracién 0.001[s], tiempo de paro 10 [s]. La inicializacién de los
estados es: Z1, = —0.08726 [rad] = —5[ ° |, T2, = T3, = T4, = 0 [rad], estos valores de inicializacién
indican que la posicién del primer eslabén del péndulo sélo se ha movido 5 [°] de la posicién deseada,
el segundo eslabén se encuentra en la posicién deseada y ninguno de ellos estd rotando. Cabe men-
cionar que aunque la inicializacién de las variables de estado 1 y T2 se elige arbitrariamente ésta
debe ser cercana al punto de operacién del sistema. Para esta simulacién se eligié una posicién del
primer eslabén de -5[°] porque es una posicién que se encuentra en la vecindad del punto de operacién
y que permite observar claramente de los resultados.

Los resultados de la simulacién se muestran independientemente para cada estado T en las
Figuras 4.6, 4.7, 4.8 y 4.9.

Como se puede observar en los resultados de la simulacién (Figuras 4.6, 4.7, 4.8, 4.9 ) no
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Modelo no lineal
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Control

Figura 4.10: Diagrama de bloques utilizado para la determinacién de los pardmetros de diseno de los
eslabones del sistema.

existen en ningun caso diferencias importantes entre las curvas generadas por los modelos lineal
y no lineal, salvo en las zonas donde la curva comienza a decrecer o cuando comienza a tener un
comportamiento creciente, pero debido a que estas variaciones son de muy pequena magnitud se
puede afirmar que el sistema de control disenado mediante la técnica de asignacién de polos funciona
para el sistema no lineal tan bien como para el lineal, por lo tanto se espera que éste funcione

adecuadamente cuando sea implementado en el sistema fisico.

4.3.2. Simulacién para la obtencién de los parametros del diseno mecanico de los
eslabones del péndulo doble y determinacién de los polos del controlador

y del observador.

En el capitulo 3 (seccién 3.1), se hablé acerca de la determinacién de los pardmetros de
diseno de los dos eslabones que conforman el péndulo doble. Se mencioné que los pardmetros como
la longitud y masa de cada eslabén, fueron el resultado de la simulacién de distintas variantes del
modelo matemdtico del sistema basadas en la variacién de los pardmetros mencionados; eligiéndose
al final de este proceso los pardmetros que mejor se adecuaron a las especificaciones del actuador. En
la Figura 4.10 se presenta el diagrama de bloques utilizado para la realizacién de esta tarea.

El diagrama de bloques mostrado en la Figura 4.10 corresponde a la parte no lineal del
diagrama de bloques de la Figura 4.4, usado en la validacién del sistema de control en la seccién

anterior, cabe destacar que se utiliza el modelo no lineal con el propésito de hacer esta simulacién
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Out 1 ]

Out 2

Scope

. State-S
Modelo no lineal ate-Space
x'=Ax + Bu
y =Cx+Du
Observador

K*X F

Figura 4.11: Diagrama de bloques utilizado para la determinacién de los polos del observador.

mds representativa de la realidad, ya que se considera que el modelo no lineal describe mejor el
comportamiento real del sistema.

Este diagrama de bloques también se utilizé para la determinacién de los polos del con-
trolador. Para esto, se simularon distintas combinaciones de dichos polos y de los pardmetros de
diseno antes mencionados y se eligié la combinacién que ofrecié un buen comportamiento del sistema
retroalimentado y que, ademds, cumplié con un criterio de seleccién referente al voltaje nominal del
actuador del sistema.

En la Figura 4.11 se presenta diagrama de bloques utilizado para la determinacién de los
polos del observador. Este diagrama es practicamente el mismo que se describié en el pararrafo
anterior y simplemente se agregé un bloque que corresponde al observador de estados disenado en
la seccién 4.2. En este caso se toma la salida 1 (outl) del bloque Modelo no lineal como entrada al
observador junto con la senal de control del sistema. Se toma dicha salida porque ésta sélo contiene
la informacion de las variables de estado que estaran disponibles mediante su medicién directa en el
sistema real.

Es importante destacar que el bloque Observador se contruye a partir de un bloque ” State —
Space” asignando de la siguiente manera las matrices A,B,C y D que son requeridas para la definicién
del sistema dentro del bloque. La matriz A del bloque se obtiene de la diferencia entre la matriz A

del sistema y la matriz obtenida del producto de las matrices L y C, la matriz B del bloque es una
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Figura 4.12: Diagrama de bloques utilizado para la validacién del modelo matematico.

combinacién de las matrices B y L, la matriz C del bloque es una matriz identidad de orden cuatro

y finalmente la matriz D del bloque es una matriz de ceros de 4x3. En resumen se tiene lo siguiente:

Aope = A—LC

Bops = [B L]
C'Obs = I4
Dops = 0423

4.3.3. Simulacién para la validacién del modelo matemaético

En la seccién 3.2 del tercer capitulo de este trabajo se describié el proceso realizado para
la validaciéon del modelo matemédtico obtenido en el capitulo 2. Se dijo que la validacién consistié
en la comparacién de datos experimentales y datos tedricos generados a partir de la simulacién del
modelo matemadtico del sistema. En la Figura 4.12 se presenta el diagrama de bloques utilizado
para la simulacién y obtencién de los datos tedricos usados en la comparacién antes mencionada.
En él se observa bdsicamente un sélo elemento correspondiente al bloque Modelo no lineal, como
puede observarse éste no presenta entradas, esto es porque el objetivo del experimento simulado fue
simplemente observar la evolucién del sistema partiendo de una posicién inicial determinada hasta
alcanzar su posicién naturalmente estable.

La salida del bloque se lleva al bloque Scope, este bloque permite visualizar la senal de
salida y guardar los datos generados durante la simulacién.

FEn la Figura 4.13 se muestra el diagrama de bloques programado dentro del boque M odelo
no lineal. Este bloque practicamente es el mismo que se ha descrito ya en la seccién 4.3.1 a excepcion
de los cambios de variable que en este caso se han eliminado, pues no son necesarios ya que lo que se

busca es adquirir los datos de las posiciones angulares que exhiben los estados x1 y 3.
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Figura 4.13: Diagrama de bloques interno del bloque Modelo no lineal.



61

Para esta simulacién, al igual que en los dos incisos anteriores se hace uso del método
numérico de integracion Runge — Kutta de cuarto orden. El tiempo de integracién utilizado es de

0.001[s], durante 15 [s].
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Capitulo 5

Implementacion

En este capitulo se presenta y describe el cédigo programado en LabVIEW® mediante el
cual se implementé el controlador y el observador de estado disenados en el capitulo 4. También
se presenta el circuito eléctrico con el cual se acondiciona la senal de control al nivel de potencia
adecuado para el actuador del sistema. Finalmente, se hace un andlisis del comportamiento que
presentan el observador y el controlador que se han diseiado una vez que éstos han sido incorporados

mediante LabVIEW® al sistema fisico.

5.1. Cddigo en LabVIEW

LabVIEW es un software ampliamente utilizado en los dambitos cientifico, académico e
industrial para el desarrollo de tareas como adquisicién de datos, diseno de control, instrumentacién
virtual, y automatizacién industrial, entre muchas otras.

El lenguaje de programacién de LabVIEW® se conoce como lenguaje G, lo cual indica que
es un lenguaje grafico, esto quiere decir que los c6digos programados en LabVIEW® practicamente
se dibujan, no se escriben como sucede con la mayoria de los lenguajes de programacién. Un cédigo en
LabVIEW® ge estructura de manera similar a un diagrama de bloques; los bloques en LabVIEW® se
denominan VIs (Instrumentos Virtuales), éstos son dispositivos preprogramados que realizan tareas
especificas a cuyo cédigo se puede acceder y ser modificado, asf se puede concretar una tarea distinta
sin necesidad de programar un bloque por completo. Existe otro tipo de bloques que al igual que los
VIs realizan tareas concretas, sin embargo, éstos no pueden ser modificados; esta clase de bloques se
conocen como funciones. También se cuenta con lo que en LabVIEW® se denominan estructuras,

éstas son instrucciones que permiten ejecutar un cédigo de forma condicional o repetirlo cierto nimero
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de veces, estas estructuras encierran en su interior el cédigo al que afectan. LabVIEW® tiene una
gran coleccién de bloques con una extensa gama de VIs, funciones y estructuras, que resultan ser
muy utiles para el usuario, ya que es posible hacer programas relativamente complejos sin necesidad
de conocer a fondo el software. Ademds, esto ayuda a reducir el tiempo requerido para la creacién
de un proyecto.

La mayorfa de los lenguajes de programacién se basan en una programacién imperativa, la
cual es simplemente una sucesiéon de operaciones. El lenguaje G no usa una programacion de este
tipo sino una ejecucién basada en el flujo de datos. Un programa en Labview consiste basicamente en
una serie de bloques (funciones y VIs) unidos mediante ”cables”. Los datos fluyen por los ”cables”,
asi una funciéon o VI sélo se ejecuta cuando tiene disponibles todos los datos que le sirven como
entrada. Esta forma de ejecutar un programa favorece el paralelismo, lo cual permite la ejecucién
simultanea de varios c6digos. Esta particularidad de LabVIEW® sers de gran utilidad en el cédigo
programado para la implementacién del péndulo doble, pues como se verd mas adelante se tendran
dos estructuras ejecutdndose simultdneamente.

Uno de los principales usos que se le da a LabVIEW® es 1a adquisicién y generacién de
senales, esta clase de tareas se llevan a cabo a través de tarjetas de adquisicién de datos. En el sistema
péndulo doble serd necesario adquirir y generar senales, pues es imperativo adquirir las seniales de
las posiciones angulares de ambos eslabones y generar la senal de control, por lo tanto serd necesario
utilizar una tarjeta de adquisiciéon de datos. La tarjeta que se utilizard es una PCI-6221 de National
Instruments; algunas de las caracteristicas relevantes de esta tarjeta son: 2 salidas analégicas de 16
bits con una velocidad de 833[kS/s| (kilo Samples per second), rango de £10 [V]; 24 lineas digitales
entrada/salida TTL/CMOS; 16 entradas analégicas con resolucién de 16 bits a 250 [KS/s] con rangos
de entrada programables.

En la Figura 5.1 se presenta el cédigo programado en LabVIEW® para la implementacion
del péndulo doble. El cédigo estd dividido en tres secciones, una seccién de definicién, otra de adquisi-
cién y una iltima de control. La etapa de definicién es un Sub VI donde se definen las matrices del
modelo matemaético lineal del sistema, y se calculan con base en los polos del controlador y del
observador (definidos por el usuario) las matrices de coeficientes constantes K y L respectivas. Las
etapas de adquisicién y control se encuentran programadas dentro de dos estructuras W hile loop o
ciclos While, los cuales se encuentran sincronizados para ejecutarse simultdneamente. La funcién del
ciclo de adquisicién es interpretar las senales provenientes de los sensores que registran los datos de

posicién angular que describen los eslabones del péndulo doble. Estos datos después son enviados
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Figura 5.1: Diagrama de bloques en LabVIEW usado para la implementacién del sistema.

al ciclo de control, donde con el modelo del observador del sistema y la matriz de ganancias del
controlador (K) obtenidos en la etapa de definicién, se calculan las variables de estado observadas y
posteriormente con base en este estado observado se calcula la senal de control. Cada una de estas
partes de c6digo se observan en la Figura 5.1 y se pueden distinguir por la etiqueta que, en el caso
de los ciclos While se encuentra en la parte superior izquierda; por otro lado, el Sub VI Definicion
se localiza a la izquierda del segundo ciclo While.

Para explicar claramente cémo estd estructurado el cédigo y qué tareas se realizan en cada
seccién del mismo, es importante hacerlo de acuerdo al flujo de ejecucién, por lo tanto, es importante
comenzar describiendo las tareas que se realizan en la seccién de definicién (Sub VI Definicion)
cuyo diagrama de bloques se muestra en la Figura 5.2.

En la parte superior del cédigo (Figura 5.2) se definen las matrices A, B, C y D del modelo
linealizado del sistema. El bloque CD Construct State — Space Model VI construye a partir de
estas matrices el modelo en variables de estado del sistema (o modelo en el espacio de estados) .
Es importante destacar que la adquisicién de los datos de la posicién angular de los eslabones no se

realiza de manera continua, sino discreta, por lo cual para poder obtener los resultados esperados es
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necesario utilizar un modelo discreto del sistema. El bloque CD Convert Continuous to Discrete
VI transforma el modelo continuo en un modelo discreto utilizando el tiempo de muestreo. Para
mayores detalles acerca de sistemas discretos se recomienda consultar el Apéndice B.

El sub VI Adquisicion requiere se le sean asignados los polos del controlador, los polos
del observador y el tiempo de muestreo, los controles de donde LabVIEW® toma estos datos se
encuentran debajo de la definicién de las matrices A,B,C y D. Del bloque Polos Controlador se
toman los polos del controlador y se transforman a discretos mediante la transformacién e’ ¢,
donde P, representa el vector de polos del controlador y T' corresponde al tiempo de muestreo; estos
polos discretizados junto con el modelo discreto del sistema son tomados por el bloque C'D Pole
Placement VI para calcular la matriz de ganancias K del controlador.

El bloque CD State Estimator VI contruye el modelo del observador con base en el modelo
continuo del sistema y la matriz de ganancias del observador L. Este modelo es llevado a un bloque
CD Convert Continuous to Discrete VI donde es transformado en un modelo discreto, obteniéndose
finalmente el modelo discreto del observador ("Discrete Estimator Model"). El cdlculo de la matriz
L se realiza con base en el método ChenM — I1 (seccién 4.2), el cual estd programado en la parte
inferior del cédigo de la Figura 5.2. Lo que se realiza en esta parte del c6digo es lo siguiente: del bloque
Polos Observador se toma el vector que contiene los cuatro polos deseados del observador, dichos
polos se separan en pares para ser llevados (cada par) al bloque Create Polynomial From Roots VI
donde se genera un polinomio de segundo grado con cada par de polos, posteriormente se separan los
coeficientes de ambos polinomios para calcular los coeficiente I1, 12,17 v lg de la matriz Ly; una vez
que se tienen todos los coeficientes de Ly, éstos se agrupan para formar la matriz; posteriormente en
el bloque Az B VI se multiplican las matrices Ly y P obteniéndose de este producto la matriz K,
la cual finalmente se transpone en Transpose Matriz VI para obtener la matriz L. Las salidas de
este bloque son el modelo discreto del observador y la matriz K.

El ciclo de adquisicién inicia su ejecucién simultanemente con el Sub VI Definicion y
continia ejecutdndose durante todo el tiempo de ejecucién, por lo tanto ahora se describira el cédigo
interno del dicho ciclo. En la parte superior de la Figura 5.1 se sitia el ciclo de adquisicién, en
el cédigo de este ciclo se tienen dos bloques de adquisicién de datos, éstos estdn configurados de
acuerdo a las especificaciones de los sensores (encoders). El bloque DAQ Assistant adquiere los
datos correspondientes a la posicién angular del primer eslabén (61) y el bloque DAQ Assistant2
adquiere la posicién angular del segundo eslabén, sin embargo, la posicién que entrega este bloque

no es realmente el dngulo 05, pues debido a la ubicacién de este segundo sensor en el sistema fisico,
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Figura 5.3: Medicién del angulo 6s.

el dngulo que se mide es el dngulo del segundo eslabén respecto al primero, es decir el dangulo v como
se muestra en la Figura 5.3. Por lo tanto para obtener 62 es necesario sumar los dngulos 6; y 7.
Una vez obtenidos ambos dngulos (61 y 02) se les restan 7 [rad] para generar las variables de estado
1 y Z3. Por tltimo, los dngulos adquiridos se transforman a grados para ser mostrados al usuario
mediante los bloques Eslabon 1y Eslabon 2.

Un punto a destacar sobre los ciclos de adqusicién y control es referente a la sincronizacién
del inicio de su ejecucién. La ejecucién del ciclo de control comienza cuando el ciclo de adquisicién le
notifica que ya puede iniciar su ejecucién pues ya ha adquirido los datos que se requieren para ejecutar
su cddigo. Esta sincronizacién entre ciclos se realiza mediante los bloques notificadores, éstos no sélo
envian el aviso del inicio de ejecucién sino que ademds tienen la capacidad de mandar mensajes de
un ciclo a otro. Para este caso, el ciclo de adquisicién ademds de enviar la notificacién de inicio
de ejecucién envia un mensaje con las posiciones angulares ya adquiridas. Una vez que se inicia la
ejecucién del ciclo de control, éste continda ejecutdndose hasta que el usuario detiene la ejecucién
del programa, con esto, ambos ciclos se ejecutan simultdneamente durante el resto del tiempo de
ejecucion. Los datos que recibe el ciclo de control se actualizan cada 5 milisegundos que es el tiempo
que debe transcurrir entre cada iteracién del ciclo de adquisicién ( que corresponde al tiempo de

muestreo, y que se especifica con el bloque Wait ubicado en la parte superior derecha de dicho ciclo).
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Sin embargo, las iteraciones del ciclo de control no se realizan cada 5 milisegundos, pues en este ciclo
no se especifica un tiempo de espera, de esta manera una iteracién del ciclo comienza inmediatamente
después de terminada la iteracién anterior, con esto el ciclo de control realiza méds de una iteracién
antes de recibir nuevos datos. El propésito de utilizar dos ciclos para concretar la observacién y el
control del sistema es utilizar de manera eficiente los recursos de la computadora para no alterar el
desempeno real del sistema, pues de lo contrario, si todo este proceso se realizara en un sélo ciclo,
concluir una iteracién tomarfa mayor tiempo, ademads, el sistema no podrfa adquirir nuevos datos
hasta que la iteracién terminara por completo, lo cual indudablemente alteraria los resultados.
Como se ha mencionado, la iltima parte del cédigo en comenzar con su ejecucién es el
ciclo de control. Este ciclo realiza tres tareas fundamentales, la primera de ellas es la observacién del
vector de estados, la segunda es el cédlculo de la sefial de control y la tltima es la generacién de la
senal de control de forma analégica. La observacién del vector de estados la realiza el bloque Discrete
State — Space, este bloque ejecuta las operaciones de un sistema en variables de estado y sélo requiere
le sea definido el modelo del sistema, que en este caso es el modelo discreto del observador que se
obtuvo en el bloque Sub VI Definicion; las entradas del bloque son las dos variables de estado
obtenidas en el ciclo de adquisicién y la sefial de control calculada en la iteracién ¢ — 1 (la cual es
cero para la primer iteracién). La salida del bloque es el vector de estado observado, éste es llevado
al bloque C'D State Feedback Controller VI donde se calcula la senal de control u = —Kx con base
en la matriz K obtenida en el bloque Sub VI Definicion. La senal de control u obtenida es llevada
a una estructura Case, ésta tiene el propdsito de habilitar o deshabilitar la sefial de control, de esta
manera, si es necesario, el programa puede estar en ejecuciéon y no generar senales de salida (lo cual
es muy util cuando se inicializa el sistema pues es necesario colocarlo en el punto de trabajo antes
de comenzar a controlarlo). Esta estructura es habilitada o deshabilitada por el usuario mediante
un Switch (control booleano) en el panel frontal del programa. La estructura tiene dos casos, uno
funciona cuando el Switch estd activado y la otra cuando no lo estd; en el primer caso la senal de
control se multiplica por la unidad y en el segundo se multiplica por cero, de esta manera se simula la
activacion o desactivacién del ciclo de control. Ya que la senal ha pasado por la estructura Case, ésta
es llevada a una estructura MathScript Node donde se tiene escrito un cédigo de forma condicional
que limita la magnitud de dicha senal a 24 [V] (que es el voltaje nominal del actuador del sistema),
asi si el valor de la senal es mayor a 24 [V] o menor a -24[V] la salida siempre serd 24 [V] o -24 [V]
segln sea el caso. Después de limitar la senal de control, ésta es dividida entre 3 para poder tener una

sefial con magnitud méxima de £8 [V], pues cabe recordar que la tarjeta utilizada para este proyecto
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s6lo permite generar senales analdgicas con magnitud méxima de + 10 [V]; posteriormente en la
etapa de potencia la senal de control es nuevamente multiplicada por 3 para recuperar su magnitud
original. El bloque DAQ Assistant3 realiza el dltimo paso de este ciclo de control, que es convertir
la senal de control en una senal analégica, la cual serd tomada via la tarjeta de adquisicién de datos
para poder ser acondicionada en la etapa de potencia antes de ser enviada al actuador del sistema.

En un programa en LabVIEW, el diagrama de bloques es sélo la mitad de todo el progra-
ma, la otra mitad la compone el panel frontal, que es la parte que el usuario ve cuando el programa
estd en ejecucion. Mediante el panel frontal el usuario puede observar resultados, definir y variar los
pardmetros necesarios para la ejecucién del programa, habilitar o deshabilitar eventos del programa
etc. Todo se puede hacer de forma gréfica o numeérica, con esto, una vez programado un proyecto es
muy facil que éste sea utilizado por el usuario pues es muy intuitivo. El panel frontal del programa
del péndulo doble se muestra en la Figura 5.4, en él basicamente se presentan resultados, aunque
también se tienen en la parte izquierda tres controles que liberan eventos en el programa, por ejem-
plo, se tiene un botén de inicializacién que cuando estd encendido hace cero las entradas del bloque
Discrete State — Space, el Switch nombrado ”CONTROL” activa o desactiva la sefial de control, y el
botén ”STOP” detiene la ejecucién del programa. Como puede verse en la Figura 5.4, los resultados
mostrados en el panel frontal son las posiciones angulares de ambos eslabones, el estado observado,
las entradas del observador y de forma gréfica se presentan la senal de control generada y la senal
que se envia a la etapa de potencia via la tarjeta de adquisicién de datos.

El bloque Sub VI Definicién también tiene su panel frontal, éste se muestra en la Figura 5.5.
En este panel el usuario debe escribir los polos del controlador, los polos del observador y el tiempo
de muestro deseados en las cajas de texto respectivas, con base en estos pardmetros el sistema cdlcula

las matrices K y L, las cuales también son mostradas en el panel frontal
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5.2. Etapa de potencia

En la seccién anterior se dijo que la senal de control analégica generada en la tarjeta de
adquisicién de datos tuvo que ser escalada a un tercio de su amplitud original debido a las especi-
ficaciones de dicha tarjeta, esta situacién imposibilita usar la senial directamente en el actuador del
sistema, ya que antes de esto es necesario regresar la senal de control a su magnitud real, ademds, es
imprescindible también tener una ganancia en corriente en dicha senal, es decir, es necesario acondi-
cionar dicha senal a niveles de potencia congruentes con los requerimientos del propio actuador. A
este paso intermedio donde se realiza el acondicionamiento de la sefial de control se denomina etapa
de potencia.

La etapa de potencia tiene tres propésitos fundamentales, el primero de ellos es amplificar
la senal de salida de la tarjeta de adquisicién de datos por un factor de tres para reconstruir la senal
de control real (calculada en LabVIEW®); el segundo es proveer a dicha senal con una ganancia en
corriente que permita cumplir con las especificaciones de potencia del actuador del sistema; el tercer
punto es aislar la tarjeta de adquisicién de datos de la propia etapa de potencia para no manipular
directamente la senal generada en la tarjeta de adquisicién de datos, sino una replica de la misma
generada a partir de una alimentacién externa, el propédsito de esto es evitar sobrecargar la senal
original y por consiguiente evitar danos en la tarjeta de adquisicién de datos.

En la Figura 5.6 se presenta el circuito eléctrico utilizado en la etapa de potencia. En él
se tienen tres componentes, cada uno de éstos cumple con uno de los propdsitos descritos en el
pérrafo anterior. Observando el circuito de izquierda a derecha se tiene que el primer componente
del circuito es un amplificador inversor con ganancia unitaria, éste amplificador realiza la funcién de
aislar la tarjeta de adquisicién de datos de la etapa de potencia, esto es gracias a las propiedades
del amplificador operacional ya que al tener éste una impedancia de entrada muy grande extrae una
corriente despreciable de la fuente de sefial, es decir de la tarjeta de adquisicién de datos, evitando
una sobrecarga de la senal de control y por consiguiente dafiar la tarjeta de adquisicién de datos.
La senial de salida de este amplificador tiene la misma amplitud que la de la senal de entrada pero
con la polaridad (o fase) invertida. La senial de salida del amplificador inversor es alimentada a la
entrada del siguiente componente, el cual también es un amplificador inversor pero su factor de
amplificacién es de tres, este amplificador escala la sefial al triple de su valor de entrada e invierte
su polaridad nuevamente, por lo tanto a la salida de éste se obtiene finalmente la senal de control

originalmente calculada en LabVIEW. El ultimo componente es un amplificador de potencia, el
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Figura 5.6: Circuito eléctrico de la etapa de potencia.

cual es denominado amplificador contrafdsico o amplificador Push-pull. Este amplificador reproduce
a la salida la senal de entrada pero con una ganancia significativa en corriente, de tal manera que se
incrementa la potencia que la senal de control puede entregar al actuador del sistema.

El amplificador contrafisico se compone de dos transistores bipolares complementarios,
esto quiere decir que utiliza un transistor PNP y un transistor NPN con idénticas caracteristicas
eléctricas. En esta clase de amplificador los transistores conducen en medios ciclos opuestos de la
senal de entrada, es decir, conducen durante fases contrarias, asi, el transistor NPN conduce la fase
positiva de la senal y el transistor PNP la fase negativa, de tal manera que a la salida del amplificador
contrafdsico la carga recibe el ciclo completo de la senal de entrada.

Cabe mencionar que la corriente méxima que el motor (actuador del sistema) demandara
de la etapa de potencia es de 1.5 [A] (corriente a rotor bloqueado y voltaje nominal), y el voltaje
méximo que se podra aplicar a las terminales del motor es el voltaje nominal, 24 [V]; por lo tanto, la
etapa de potencia debe satisfacer dichos requerimientos. La capacidad de entrega de corriente de la
etapa de potencia estd determinada por las caracteristicas de los transistores que componen el ampli-
ficador contrafésico. Los transistores elegidos para este propésito son los transistores TIP31 (NPN)
y TIP32(PNP), los cuales son capaces de entregar hasta 3 [A] de forma continua y pueden trabajar
con voltajes méximos de 40 [V], con lo cual se cumple facilmente con el requerimiento de corriente
del motor. Para configurar los amplificadores inversores de la etapa de potencia, se utilizaron dos
amplificadores operacionales de alto voltaje MC1436C; estos amplificadores operacionales permiten

un voltaje de alimentacién de £+ 30 [V], por lo tanto son capaces de entregar a la salida sefiales con
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amplitudes mayores a +22 [V] y menores a —22 [V] (lo cual es imposible lograr con amplificadores
operacionales convencionales cuya alimentacién méxima generalmente es + 22 [V] y por lo tanto su
salida es inferior a + 22 [V]), de esta manera es posible reconstruir la sefial de control con su maxima
amplitud de £24 [V] sin limitacién alguna.

Es importante senalar que la alimentacién del circuito es de + 27 [V], ésto se hace para
compensar las caidas de voltaje presentes en los componentes del circuito. Debido a la composicién
interna de los amplificadores operacionales y los transistores, éstos consumen energia. Estas pérdidas
de energia son compensadas gracias a la retroalimentacién de los amplificadores inversores, tomando
la energia requerida para tal compensacién de las fuentes de alimentacién. Sin embargo, cuando
la alimentacién no es capaz de proveer la energfa necesaria para compensar dichas pérdidas, no es
posible obtener a la salida la senial requerida; de esta manera al aumentar el voltaje de alimentacién
tres volts respecto a la salida mdxima esperada se logra asegurar que a la salida de la etapa de
potencia se obtenga la senal deseada.

En las Figuras 5.7 y 5.8 se presentan las fotografias de la etapa de potencia implementada

y de su montaje dentro de la base del péndulo doble respectivamente.

Figura 5.7: Etapa de potencia.
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Figura 5.8: Montaje de la etapa de potencia.

5.3. Analisis del estado observado y del controlador del sistema

Cuando se disenia un observador de estados de orden completo, es muy comin que en la
préactica se utilice el vector de estado observado z en la retroalimentacién del estado para generar
la senal de control deseada, como se muestra en la Figura 5.9. Es por esta razén que resulta muy
importante contar con una buena estimacién del vector de estados, pues de ésto depende el buen
desempeinio del sistema de control. Este es el caso del sistema péndulo doble y en esta seccién se
comprueba que el observador de estado de orden completo disefiado en el capitulo anterior estima

correctamente las variables de estado.

o]
g

Figura 5.9: Diagrama de bloques del sistema de control retroalimentado con el estado observado.
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Para analizar las estimaciones del observador, se comparan las variables de estado medidas y
las observadas correspondientes a las posiciones angulares de ambos eslabones, es decir, se comparan
1 con 9”};1 y T3 con ;3. Los datos se generaron a partir de una prueba hecha al sistema real cuyo
objetivo fue que ambos eslabones del péndulo doble se mantuvieran en posicién vertical hacia arriba.
En las Figuras 5.10 y 5.11 se observan los resultados del experimento completo, el cual tuvo una du-
racién de aproximadamente 56 segundos. Sin embargo, para apreciar mejor los resultados obtenidos,

se presenta en las Figuras 5.12 y 5.13 s6lo una parte del experimento que comprende un perfodo de

10 segundos.
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Figura 5.10: Comparacién entre la posicién angular medida (1) y observada ( z1) del primer eslabén.

De las figuras se obseva que el comportamiento de las variables de estado estimadas es muy
parecido al que presentan las variables medidas. Principalmente se aprecian pequefias diferencias en
las zonas de las crestas y valles de las gréficas (representan cambios de sentido en el movimiento). No
obstante, estas diferencias no son realmente significativas, pues como se aprecia en las Figuras 5.14
y 5.15 correspondientes al error de estimacién (se define como el valor absoluto de la diferencia entre
las variables de estado medidas y las observadas) la magnitud de éstas en promedio es muy pequena.

De las grificas de error se observa que en promedio el error presente en ambas variables de
estado estimadas es menor a 0.005 [rad]. En realidad el error de estimacién promedio es de 0.0038
[rad] para 1 y de 0.0034 [rad] para 523, esto significa que en promedio la diferencia entre las variables

de estado medidas (%1 y Z3) y sus respectivas variables de estado estimadas es de 0.21 [°] y 0.19[°]
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Figura 5.11: Comparacién entre la posicién angular medida (Z3) y observada ( x3) del segundo
eslabon.
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Figura 5.12: Comparacién entre la posicién angular medida (Z;) y observada (51) del primer eslabén
(periodo de 10 segundos).
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Figura 5.13: Comparacién entre la posicién angular medida (Z3) y observada (53) del segundo eslaboén
(periodo de 10 segundos).
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Figura 5.14: Error de estimacién de la posicién angular observada del primer eslabén.
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Figura 5.15: Error de estimacién de la posicién angular observada del segundo eslabén.

respectivamente, lo cual considerando la magnitud de las posiciones angulares que van adquiriendo
dichas variables de estado a lo largo del movimiento, resultan ser tales diferencias muy pequenas
y por tanto no son significativas. Si bien al comienzo del experimento se presentaron errores més
grandes que los observados durante el resto del movimiento, éstos principalmente se debieron al
posicionamiento inicial del sistema.

FEl posicionamiento inicial del sistema consistié en colocar al inicio del experimento los
eslabones del péndulo en posicién vertical hacia arriba que es la posicién descrita por el punto
de operacién (Z = 0), donde es valida la linealizacién del modelo matematico. Idealmente, ambos
eslabones deberfan colocarse exactamente en dicha posicién, sin embargo, tal exactitud dificilmente
es posible, pues el posicionamiento se realiza de forma manual; obteniéndose a menudo una ubicacién
real de los eslabones cercana a tal posiciéon pero no exactamente en ella. Esto fue lo que sucedié en
este experimento y fue la causa por la cual se generé un pequeno error en el posicionamiento inicial.

Lo anterior es relevante en este experimento porque el observador considera como vector
de inicializacién el punto de operacién del sistema (Z = 0), esto significa que al inicio del proceso
de observacién, el observador supone que los eslabones del péndulo doble se localizan en la posicién
descrita por el punto de operacién, es decir en 1 = 0 y £3 = 0. Por lo tanto, al encontrarse el péndulo
ligeramente alejado de tal posicién, y al ser definido el error de estimacién como el valor absoluto
de la diferencia entre el estado medido y el observado, se produjo al inicio del experimento el error

de estimaciéon mds grande de todo el movimiento. Este error de estimacién inicial es corregido por



79

el observador durante los tres segundos iniciales del experimento, sin embargo, como consecuencia
de ésto, se presentan durante este periodo los errores de estimacién de mayor magnitud de todo el
experimento.

Con base en lo anteriormente expuesto, se puede dividir la respuesta del observador en dos
periodos. Un periodo transitorio (comprende los tres segundos iniciales del experimento) durante el
cual la respuesta del observador es ligeramente alterada a causa de un error en el posicionamiento
inicial del sistema y un perfodo permanente en el que la respuesta del observador es debida tinicamente
a los pardmetros de diseno del mismo.

Como se ha mencionado anteriormente, durante el periodo transitorio se presentan las dife-
rencias més grandes del estado observado respecto al estado medido, pero al final de éste la magnitud
de dichas diferencias disminuye considerablemente. Esto pone de manifiesto que durante dicho perio-
do se corrigen por completo las alteraciones presentes en el estado observado y que éstas son causadas
exclusivamente por el desajuste en el posicionamiento inicial del sistema. Aun cuando los errores de
estimacion presentes durante este perfodo son mayores en comparacién con el resto del experimen-
to, éstos no son significativamente relevantes, ya que en promedio durante este periodo se tiene un
error de estimacién de 0.0069 [rad] (0.39[°]) para afl y de 0.0051 [rad] (0.31[°]) para 33. Ademss,
este primer perfodo es sélo una transicién hacia el perfodo permanente que es donde el sistema se
mantiene funcionando bajo condiciones normales y el desempeno del observador presenta aun mejor
comportamiento. De este mismo periodo, también se observa que la rapidez de respuesta del obser-
vador es suficientemente buena para evitar que los eslabones alcancen posiciones angulares fuera del
rango de linealizacién, logrando de esta manera mantener al sistema funcionando alrededor del punto
de operacién, y por tanto manteniendo al péndulo doble en posicién vertical durante este periodo; por
supuesto, este hecho también depende en gran medida del desempefio del controlador pero la base
para un correcto funcionamiento de un sistema de control basado en la retroalimentacién del estado
observado se sustenta en una buena estimacién de las variables de estado, lo cual evidentemente se
logra durante este periodo del experimento.

Evidencias més claras acerca del correcto funcionamiento del observador de estados se pre-
sentan durante el periodo permanente. Como se observa en las Figuras 5.14 y 5.15, durante el periodo
permanente las diferencias del estado observado respecto al estado medido son menores que las ob-
servadas durante el periodo transitorio, obteniéndose en promedio durante dicho periodo un error de
estimacién de 0.0034 [rad] (0.19 [°]) en el caso de la posicién angular del primer eslabén (a:Nl) y de

0.0031 [rad] (0.18 [°]) para la posicién angular del segundo eslabén ( 53) Estos resultados demuestran
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que se tiene una buena observacién de las variables de estado medibles, lo cual permite suponer que
la observacién de las variables no medibles también se lleva a cabo de forma adecuada. Esta tltima
suposicién se torna en una afirmacién al observar las Figuras 5.10 y 5.11 donde se puede notar que
durante el perfodo permanente ambos eslabones se mantienen cercanos a la posicién cero radianes (0
[rad]), esto quiere decir que el sistema se mantiene en posicién vertical durante el todo este periodo,
lo cual dificilmente seria posible sin una buena estimacién de todas las variables de estado.

Hasta aquf se han analizado algunos resultados numéricos que demuestran que el observador
de estados es capaz de estimar todas las variables de estado de manera adecuada. Sin embargo, una
evidencia concluyente a este respecto, es el hecho de que el sistema se mantiene en la posicién deseada
durante toda la prueba. Por supuesto, el hecho de tener una buena observacién de las variables de
estado no es una condicién suficiente para lograr mantener el sistema en la posicién deseada, pues
es necesario cumplir con un segundo requerimiento, pero si es una condicién necesaria para cumplir
con tal tarea. La segunda condicién para cumplir con dicho propdsito es el correcto funcionamiento
del sistema de control.

Se ha mencionado hasta ahora, que para cumplir con el objetivo de control del sistema
péndulo doble es necesario satisfacer dos condiciones, la primera es conocer por completo el vector
de estado, es decir, tener una correcta estimacién de todas las variables de estado y la segunda es que
el desempeno del controlador sea adecuado a los requerimientos del sistema. Como ya se ha visto,
durante la prueba mostrada en las Figuras 5.10 y 5.11 se cumple en todo momento el objetivo de
control (mantener el péndulo en posicién vertical hacia arriba), y ademads, con base en los resultados
obtenidos de dicha prueba, se ha podido demostrar que la observacién del vector de estado se lleva
a cabo de manera satisfactoria. Por lo tanto, ahora se puede afirmar que el controlador presenta
un comportamiento adecuado ante los requerimientos del sistema; no obstante, es conveniente hacer
notar algunas caracteristicas relevantes del desempeno del sistema de control que se pueden observar
a partir de los datos que se han venido analizando.

El primer punto a destacar es referente a la rapidez en la respuesta del controlador; como
puede verse en las Figuras 5.10 y 5.11, ambos eslabones exhiben movimientos de pequena amplitud
con valores altos en frecuencia, este comportamiento revela claramente que el sistema de control
responde con gran rapidez a los requerimientos del sistema para corregir los pequenos errores presentes
en busca de la posicién deseada; lo cual es muy conveniente, pues esto mantiene al sistema moviéndose
muy cerca del punto de operacién, reduciendo asi la posibilidad de que el sistema salga del intervalo

de linealizacién, hecho que ocasionarfa la pérdida de la posicién vertical.
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El segundo punto a destacar estd estrechamente relacionado con lo mencionado en el pa-
rrafo anterior, y es referente a la senal de control. Cuando se disefia un controlador basado en la
retroalimentacién del estado, resulta muy importante elegir adecuadamente la ubicacién de los polos
en lazo cerrado del sistema (polos de control) pues de éstos dependen las caracteristicas dindmicas
del mismo. Asi, si se colocan los polos de control en el semiplano izquierdo del plano s pero cercanos
al eje imaginario, el control tendrd una respuesta mds lenta en comparacién a que si se colocaran
dichos polos mas alejados del mencionado eje; asf, entre més alejados del eje imaginario se encuentren
ubicados los polos de control més rdpida serd la respuesta del controlador. Una respuesta rapida del
sistema de control implica magnitudes grandes en la sefiales de control, asf, cuanto méds rapida sea
la respuesta del controlador mds grande serd la senal de control. Esto es una limitante al momen-
to de disenar un controlador, ya que se podria pensar que un controlador con una respuesta muy
rapida representaria el mejor comportamiento del sistema, sin embargo, no siempre es conveniente
tener senales de control muy grandes pues en ocasiones resulta imposible generar fisicamente tales
senales, ya sea porque no se cuenta con etapas de potencia adicionales capaces de proveer la energia
necesaria al actuador, o simplemente porque el actuador no es apto para trabajar con senales de
tal magnitud, como serfa el caso de un motor de corriente directa, donde la sefial de control se ve
limitada por los valores nominales de voltaje y corriente de éste. Para el caso bajo anilisis, el tener
movimientos cortos de los eslabones para corregir los pequenos desviaciones en la posicién como se
ha mencionado en el parrafo anterior, permite observar que la sefial de control no es muy grande
bajo condiciones normales de operacién, y por tanto la senal de control nunca satura al actuador del
sistema. Esto muestra que pese a que el sistema de control disenado no es un sistema robusto, si es
capaz de absorber ligeras perturbaciones externas, hecho que confirma que se disefié un controlador
con un desempeno sobresaliente.

Con base en todo lo antes mencionado, ahora es posible concluir que el sistema de control
y el subsistema de observacién disenados en el capitulo 4, son capaces de cumplir eficientemente con
los objetivos de control y observacién dispuestos para su respectivo diseno, permitiendo con esto,
cumplir satisfactoriamente con uno de los objetivos principales de este trabajo, mantener el sistema

en posicién vertical hacia arriba.
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Capitulo 6

Conclusiones

Los objetivos planteados al inicio de este trabajo fueron:
= Disenar y fabricar el sistema mecédnico denominado péndulo doble

= Controlar la posicién del péndulo doble en su punto de equilibrio inestable cuando el sistema

se inicializa cerca de tal posicion.

Con respecto al primero de ellos se puede afirmar que se disend y fabricé un mecanismo de
dimensiones adecuadas para ser facilmente instalado en una mesa de laboratorio, ademés por haber
sido fabricado en su mayor parte en Nylamid resulté ser un mecanismo muy ligero, lo cual permitira,
si asf se requiriera, llevar el mecanismo al aula de clase para realizar una demostracién practica
del péndulo doble. Al dispositivo ya fabricado, se podrén agregar mas unidades, de acuerdo a las
necesidades del departamento, ya que los planos de fabricacién se incluyen al final de este documento.

Se comprobé la utilidad del procedimiento usado para la determinacién de los pardmetros
dimensionales de los eslabones del péndulo doble, pues los resultados obtenidos por las simulaciones
hechas durante este proceso se verificaron al poner en marcha el mecanimo construido, de esta
manera fue posible depurar virtualmente el diseno mecénico de las piezas involucradas sin necesidad
de fabricar prototipos de todas las combinaciones dimensionales propuestas, lo cual contribuyé a
disminuir el tiempo invertido al desarrollo de esta etapa del diseno mecédnico. Con esto se puede
afirmar que este procedimiento de disefio puede ser perfectamente aplicado en disefios donde se
requiera cumplir con ciertas restricciénes o cuando se necesite modificar el disefio ya existente de
algin componente de un sistema mecédnico dado.

Con respecto al segundo objetivo se puede afirmar que el modelo matemético obtenido re-

produce adecuadamente el comportamiento dindmico que describe en la realidad el péndulo doble,
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pues se comprobé que las simplificaciones hechas en el modelado, referentes principalmente a los tér-
minos disipativos, no afectaban considerablemente las predicciones del modelo matemé&tico. También
fue posible comprobar, tanto en simulacién como en el sistema real, la validéz del modelo linealizado
cuando se trabaja en la vecindad del punto de operacién, lo cual muestra la utilidad de los modelos
linealizados cuando se trabaja con sistemas no lineales cuyo comportamiento es de mayor interés en
puntos de operacién especificos.

Un punto importante para poder cumplir con el segundo objetivo, fue el diseno de un
observador de estados. A este respecto es posible decir que se demostré la utilidad, confiabilidad y
conveniencia de estos subsistemas cuando no es posible contar con mediciones de todas las variables de
estado involucradas. Con respecto al sistema de control se pudo comprobar que un controlador lineal
como el diseniado en este trabajo puede cumplir satisfactoriamente con los requerimientos de control
de un sistema mecdnico cuyo comportamiento dindmico sea descrito por un modelo matemaético no
lineal. Con esto se concluye que se disené e implementd un sistema de control y un subsistema de
observacién de estados capaces de mantener la posicién del péndulo doble en su punto de equilibrio
inestable, permitiendo asi cumplir satisfactoriamente con el segundo objetivo de este trabajo.

Por 1ltimo, es importante destacar la importancia de haber utilizado un programa como
LabVIEW® para la implementacién del controlador del sistema, pues al ser el c6digo del programa
estructurado mediante diagramas de bloques resulta ser muy intuitivo y facilmente compresible, asf,
considerando que este mecanismo serd utilizado para el desarrollo de précticas en las asignaturas de
control, el alumno podrd interpretar rapidamente las funciones que realiza cada parte del cédigo, lo
cual brinda la posibilidad de que el alumno pueda tomar como ejemplo a seguir lo desarrollado en este
trabajo para desarrollar e implementar sus propios proyectos. Otro punto a considerar con respecto
a LabVIEW®, es la capacidad que presenta este programa para implementar cualquier clase de
controlador, lo cual brinda posibilidad de implementar otro tipo de controladores y/o observadores de
estados que permitan depurar el desempeno actual del sistema. Con esto queda abierta la posibilidad
para que en trabajos futuros se puedan realizar mejoras al sistema ya sea en el disefio del controlador

y del observador del sistema o en el cédigo de LabVIEW® aquf presentado.



Apéndice A

Parametros

A.1. Parametros del sistema péndulo doble

A continuacién se enlistan los pardmetros del sistema.

Parametro Magnitud
ml: Masa del eslabén 1 0.065 [kg]
ma: Masa del eslabén 2 0.025 [kg]
l1: Longitud total del eslab6n 1 0.15 [m]
lc1: Distancia del eje de rotacion del eslabén 1 a su c.m. | 0.113 [m)]
lo: Distancia del eje de rotacién del eslabén 2 a su c.m. | 0.173 [m]
by: Coeficiente de friccién referente al eslabén 1 0.002 [N s / m)]
by :Coeficiente de friccion referente al eslabén 2 0.0002 [N s / m)]
g : Aceleracion de la gravedad 9.78 [m/s]

A.2. Parametros del actuador

Los pardmetros del actuador del sistema son los siguientes:

Parametro Magnitud
kq : Constante de par 0.07467 [N m / A]
kp, : Constante de velocidad | 0.0567 [V s / rad]
R : Resistencia 15.917 [©]
Voltaje nominal 24 [V]
Corriente a rotor bloqueado 1.5 [A]

A.3. Modelo del sistema
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Con base en las tablas anteriores se obtiene la representacién lineal continua en variables

de estado del péndulo doble sustituyendo los valores de los pardmetros en las ecuaciones 2.37. Las

matrices del sistema se presentan a continuacién:
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0 1 0 0
130.7362 —2.7302 —44.1875 0.2089
0 0 0 1
| —113.35561 23672 94.8447  —0.4485]

5.6522
0
| —4.9007 |

1 000
0010

A.4. Parametros del controlador

Para el cdlculo de la matriz de retroalimentacién K, realizado en el capitulo 4, los polos

deseados fueron :

Pc=[-5+14,—5—1i,—14,—15]

con lo cual la matriz de retroalimentacion resulté ser:

K =[6,0425 —9,4958 —149,1708 — 18,2612].

A.5. Parametros del observador

Los polos deseados del observador fueron :

Po =1[-95,-96,—97, —98]
por lo tanto la matriz de ganancias del observador calculada es:

[188.2698  0.2089

8737.2241 —4.1098
23672  194.5515

| 331.2538  9514.0917
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Apéndice B

Control discreto

Como se menciond en el capitulo 5, la implementacién del sistema de control se realiza me-
diante una computadora, el paquete de computo LabVIEW y una tarjeta de adquisicién de datos.
Esto es importante porque significa que las seniales involucradas en el sistema son senales digitales
y por tanto el sistema de control es un controlador digital. Debido a esto, se requiere tranformar el
modelo en variables de estado del sistema a su respectivo modelo discreto. Esta transformacién del
sistema se realiza facilmente en LabVIEW® con ayuda de un bloque; sin embargo, es importante
conocer como se realiza esta transformacion.

En un sistema controlado mediante un sistema de control digital la sefial de control u(t)
s6lo se modifica en los instantes nT" de tiempo, es decir u(t) es constante para (n — 1)T <t < nT,
donde T es el tiempo de muestreo.

La versién en tiempo discreto de un sistema dindmico lineal e invariante en el tiempo como

el descrito por las ecuaciones (2.16) y (2.17) se escribe como

z((k+1)T) = Ap(T) x(kT)+ Bp(T) u(kT) (B.1)
y(kT) = C z(kT)+ D u(kT) (B.2)
donde
Ap(T) = AT
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y las matrices C'y D no se modifican.
Anslogamente al caso continuo los valores propios del sistema discretizado, Ap;, se calculan

a partir de la ecuacién caracteristica del sistema discreto

| 2I —Ap |=0

En particular, si los valores propios, \;, del sistema continuo se conocen, los valores propios

del sistema discretizado se pueden obtener por medio de la transformacion

Ap; = el

B.1. Control mediante asignacién de polos

Del mismo modo que en el caso continuo, la dindmica de un sistema en tiempo discreto
puede modificarse asignando arbitrariamente los polos en lazo cerrado del sistema mediante una
retroalimentacién de los estados a través de una matriz de ganancias de retroalimentacion, es decir,

mediante la eleccién de una senal de control del tipo

w(kT) = —Fa(kT)

Anslogamente al caso continuo, para poder asignar arbitrariamente los polos en lazo cerrado

del sistema, éste debe ser controlable, es decir debe cumplir con la condicién

rango[Bp : ApBp : -+ A%ﬁlBD]:n

Si la condicién de controlabilidad es satisfecha por el sistema en tiempo discreto, el disefio del
control consiste en determinar los coeficientes constantes de control de la matriz de retroalimentacién
F de tal manera que los polos del sistema en lazo cerrado (Ap—BpF’) se ubiquen en puntos especificos
del circulo unitario centrado en cero del plano z.

Cabe destacar que la descripcion del sistema (B.1) en lazo cerrado estd dada por

z((k+1)T) = (Ap— BpF) z(kT)

y(kT) = (C— DF) z(kT)
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De igual forma a lo presentado para el cdlculo de la matriz K en el caso continuo, el cédlculo
de la matriz de retroalimentaciéon F' se puede realizar mediante la férmula de Ackerman. La férmula

de Ackerman para un sistema discreto estd definida como sigue

F=[00-- 0 1Bp : ApBp : - : A} 'Bp]'¢(Ap)

donde ¢(Ap) es la ecuacion caracteristica deseada del sistema en lazo cerrado (Ap — BpF') evaluada

en AD.

B.2. Observador de estados

Cuando en el sistema real no todas las variables de estado estdn disponibles para su medicién
directa es necesario estimar las variables no disponibles, para esto se recurre a los observadores de
estado, los cuales reconstruyen las variables de estado no medibles basdndose en la informacién de
las seniales medibles de la planta.

El uso de observadores de estados es siempre posible si y sélo si el sistema es observable, es

decir, si cumple con la condicién

C

CAp
rango ' =n

[CAL
En seguida se describe brevemente un observador de orden completo, el cual estima todas
las variables de estado del sistema sin importar si algunas de ellas estdn disponibles para su medicién
directa. En adelante se usara la notacién (kT") para denotar el vector de estado observado.
Un observador de estados de orden completo se describe como un sistema dindmico con la

ecuacion en diferencias

z((k+1)T) = Apz(kT)+ Bpu(kT)+ Fp(y(kT) — Cz(kT)) (B.3)
= (Ap — FC)z(kT) + Bpu(kT) + Fpy(kT')
El observador de estados dado por la ecuacién (B.3) se llama observador de prediccion,

pues el estimado x(k + 1) estd un perfodo de muestreo adelante de la medicién y(kT"). Los valores

caracteristicos de Ap — FpC' se conocen como polos del observador.
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De igual forma a lo presentado para el caso continuo, la ecuacién de error del observador se

obtiene restando la ecuacién de estado del sistema en tiempo discreto (B.1) de la ecuacién (B.3)

2((k +1)T) — 2((k + D)T) = (Ap — FC)(ax(kT) — &(kT)) (B.4)

Si se define el error, e(kT"), como la diferencia entre z(kT) y &(kT")

e(kT) = 2(kT) — &(kT)

Entonces la ecuacién (B.4) se modifica a

e((k+1)T) = (Ap — FpC)e(kT)

De esta tltima ecuacién se observa que la dindmica del error estd determinada por los
valores caracteristicos de la matriz Ap — FgC'. Si la matriz Ap — FpC es estable, el vector de error
e(kT) tendera a cero para cualquier error inicial e(0). Por lo tanto, el vector de error tenders a cero
si y sélo si los valores propios de la matriz Ap — FgC estan localizados dentro del circulo unitario
centrado en cero del plano z.

Si el sistema es observable, es posible seleccionar una matriz Fg tal que la matriz Ap — FgC
tenga los valores propios arbitrariamente deseados. Asi, el problema de disenar un observador de orden
completo estd en determinar la matriz de ganancias del observador Fip de forma tal que el error e(kT")
tienda a cero con una velocidad de respuesta mayor a la del sistema en lazo cerrado. Por lo tanto,
el problema es el mismo que en el caso de asignacién de polos para la obtencién de la matriz F' de
retroalimentacion de estados. Asi, la matriz Fg puede obtenerse usando las técnicas existentes para

el cdlculo de la matriz de retroalimentacion de estados.
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Apéndice C

Conexiones

Las conexiones que se deben hacer para poner en funcionamiento el péndulo doble son
basicamente dos. La primera de ellas se realiza entre el sistema y la tarjeta de potencia (que es la
tarjeta donde se tiene montada la etapa de potencia del sistema), es decir, se requiere la conexién
de los decodificadores o encoders que miden la posiciéon angular de los eslabones y la conexién de
la senal de control (la cual es acondicionada en la etapa de potencia) al actuador del sistema. La
conexién de los encoders a la tarjeta de potencia se realiza mediante cuatro cables de colores, dos de
ellos se utilizén para las senales de los canales A y B, y los dos restantes son la alimentacién. Cabe
senalar que las senales de los encoders no son alteradas en la tarjeta de potencia, sélo se agrupan
para ser enviadas a la tarjeta de adquisicién de datos.

La segunda conexién se realiza entre la tarjeta de potencia y la tarjeta de adquisicién de
datos, ésta se realiza mediante un cable multiconductor de siete vias, las cuales se distinguen por
colores. Las sefiales que se envian a la tarjeta de adquisicién de datos son los canales A y B de ambos
decodificadores y la conexién a tierra, con esto se hace uso de cinco de las siete vias, las dos restantes
se usan para tomar la sefial de control.que se acondiciona en la etapa de potencia. A continuacién se

presenta el diagrama de conexién.
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PO.7 48|14 || 45V
Eﬁf’wm j; 12 g@:g TERMINAL 35 ——etrg— TERMINAL 1
PFI10/P2.2 45 | 11 PFI 0/P1.0
D GND 441 10] | PRI /P @
PFi2Pi2  |[43] 9 || DanD
PRIzP1a  |[42] 8 |45V
PFI4P14 |[41]7 || DanD
PFI13/P25 |[40] 6 || PFISP1S
PFI1s/P27 |[39] 5 || PFrI&P16
PFI7P1.7  |[38] 4 || panD
PFI&P20 |[37] 3| Priap21
D GND 36] 2 || PRI 12/P2.4
D GND 35] 1 || PRI 14/P26
\\\/

NC = No Connect

Figura C.2: Diagrama del conector de la tarjeta de adquisicién de datos PCI 6221 (NI).
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Titulo
Eslabon 1
0. AC JC Rev. EGRC
Mat. Nylamid M m
Tol.£0.025

No. PL. 25032701 | PL Origen

Es. 1:2 | Acot. mm

[
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@ 127

® 635 H8 (37

Titulo
Eslabon 2 parte superior
Dih. ACJC Rev. EGRC
Mat. Acero 1015
Tol.£0.025
No. PL. 25032702 | PL Origen
Fse. 5:1 | Aot mm | 201k




95

¢ 525

@ 635

213

Titulo
Eslabon 2 Cuerpo
Db, ACJC Rev. . £ G REC
Mat. Aluminio .@Iﬂ“
Tol.£0.025
No. PL. 25032702 | PL Origen
Fse. 1:1 | Aot mm | 314
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Titulo
Eslabon 2 acoplamiento
Ob. ALCJC Rev. . E G R
Mat. Nylamid M @lm
Tol.£0.025
No. PL. 25032702 | PL Origen
Esc. 2:1 [ Aot mm | L)1k
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@ 3175 q 6 (%)

12

19

12

D 47625 h'5 (%)

Titulo
Eje Articulacion
Ob. ALCJC Rev. . E G R
Mat. Nylamid M ﬂ“
Tol.£0.025

No. PL. 25032702 | PL Origen

Esc.

2:1 | Acot. mm

[ o




0 60 .. 60
R § B
/1
140
I Il Il
| | | R
L Ll Ll
' T
|
-
~
|
@
|
) B
o~ © 4&*
12 116

SECTION A-A
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WX Q@ L5

X, P 8

1

Titulo

Tapa inferior

Oib.

ACIJL Rev. . E G R

Mat. Nylamid M _@_g
Tol.£0.025

No. PL

25032702 | PL Origen

Esc.

1:2 | Aot mm | 6/14




280.35

178

—®—

©—

12

_@__

12

116

el

140

—_—
._l_\
~

LX O k5

LX G 8

AIAHERARRARRTRARERERRARERA VAARNANNNNS

SECTION A-A

Titulo
Tapa superior
Ob. AL JC Rev. . E G RC
Mat. Nylamid M G_
Tol.+0.025
No. PL 25032702 | PL Origen
Esc. 1:2 | Acot. mm | T/
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M 45 X 0.75 M &5 X 0.75

O 127

20 20

65.6

Titulo
Soporte

Oib. ACJC Rev. . E G RC

Mat. Nylamid M .@lﬂ“
Tol.+0.025

No. PL. 25032702 | PL Origen

Fsc. 2:1 | Aot mm | 8/1k
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Titulo
Placa fronfal

Oib. ACJC Rev. . E G RC

Mat. Aluminio m
Tol. £0.025

No. PL. 25032702 | PL Origen

Fse. 11 | Aot mm | 9/1k
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Titulo
Tornillo autoroscante
Dibh. ACJC Rev. EGRC
Mat. Acero m
Tol.

No. PL. 25032702 | PL Origen

Esc.

5:1 [ Acot. mm |

10/14
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D 794

M &5 X 0.75

254

Titulo
Tornillo Allen de cabeza cilindrica
Db ACJC Reve. . EGRC
Mat. Acero @Im
Tol.
No. PL. 25032702 | PL Origen
Fse. 5:1 | Aot mm | 1114
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NUmero Elemento Cantidad
1 Eslabon 1 1
2 Rodamiento (0= 1/2", d= 3/16") 2
3 Eje de articulacion 1
b Eslabon 2 Acoplamiento 1
5 Tornillo prisionero 2
6 Eslabon 2 Cuerpo 1
7 Eslabon?2 Parte superior 1
8 Encoder (Modelo E4, US Digital) 1

Titulo

Ensamble en explosion de los eslabones

Dib. ACJC Rev. EGRC
Mat, _@_g
Tol.

No. PL 25032702 | PL Origen

Esc. 1:2 | Acot. | 1201k
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NUmero

Elemento

Cantidad

Tapa inferior

Placa Frontal

Tapa superior

Soporte

Tornillo allen de cabeza cilidrica

Tornillo autoroscante

w | .o | &

Titulo
Ensamble en explosion de la Base
Ob. ALCJC Rev. . E G R
Mat.
Tol.
No. PL. 25032702 | PL Origen
Fsc. 1:3 | Aot mm | 13/14
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w

Titulo

Ensamble en explosion del pendulo doble

Oib. ACJC

Rev. EGRC

Mat.

Tol.

©-=

No. PL. 25032702 | PL Origen

Es. 1:3 | Acot

[ Wk
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