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Resumen

Esta tesis presenta una metodoloǵıa para el diseño de controladores de seguimiento orientación
y observadores para satélites equipados con ruedas de reacción o con propulsores de gas. La
metodoloǵıa, basada en teoŕıa de contracción, permite definir condiciones para garantizar en
ausencia de ruido la convergencia de las trayectorias del sistema a una trayectoria prescrita y la
convergencia exponencial del observador al sistema nominal. La herramienta también permite
establecer condiciones para garantizar estabilidad cuando el observador se implanta en el con-
trolador diseñado por separado. Finalmente, si las mediciones están contaminadas con ruido
fuerte, se emplea la sincronización de observadores como herramienta para atenuar el efecto
del ruido cuando se cuenta con sensores redundantes. Los resultados teóricos se verifican con
simulaciones para las dos diferentes clases de satélites.
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Abstract

This thesis presents a methodology for designing attitude tracking controllers and observers
for satellites equipped with either reaction wheels or gas jet actuators. The proposed metho-
dology, based on recent contraction theory, enables the designer to, in the abscence of noise,
establish conditions that guarantee convergence of the system trajectories to a given behavior
and exponential convergence of the observer to the nominal system. Furthermore, this tool
allows the individual, separate design of controller and observer and establishes conditions to
guarantee stability when the latter is implanted in the former. Finally, if attitude measurements
are highly noisy, observer synchronization is used as a tool to reduce the noise impact when
redundant sensors are present. Theorethical results are verified with simulations for both classes
of satellites.
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Índice general

Agradecimientos III

Resumen IV

Abstract V

Lista de Figuras VIII

Lista de Tablas XII

1. Introducción 1
1.1. Metas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2. Objetivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.3. Alcances . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.4. Estructura del trabajo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2. Preliminares 5
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Caṕıtulo 1

Introducción

El control de orientación de cuerpo ŕıgido ha sido uno de los problemas más estudiados en las
últimas décadas. Motivado especialmente por sistemas aeroespaciales como satélites y aerona-
ves, controlar la orientación de un sistema es un objetivo importante en veh́ıculos terrestres y
submarinos, asi como en robots industriales [1].

En contraste con el problema de control de posición, el control de orientación se vuelve más
complejo debido a la representación matemática de ésta. La representación principal para la
orientación en tres dimensiones es el conjunto de matrices ortonormales cuyo determinante es
uno: matrices de rotación (grupo especial ortonormal 3 SO(3)). Este espacio de configuración
puede presentar dificultades para el desarrollo de controladores y observadores. Si bien existen
resultados fuertes en este espacio [38], es preferible trabajar con diversas parametrizaciones de
orientación que presentan cualidades más deseables [39]. Es necesario realizar el esfuerzo para
entender las caracteŕısticas de cada parametrización y cómo los resultados obtenidos en un
espacio se traducen en SO(3).

En la aplicación concreta de satélites artificiales, el éxito de la misión va más allá de colocarlo en
órbita: el satélite debe poder recopilar información útil y comunicarse con el centro de comando
en tierra para transmitir esta información. Ambas tareas requieren que los instrumentos perti-
nentes del satélite estén orientados adecuadamente, por lo general durante ventanas de tiempo
muy reducidas [7]. Para ello, es necesario un control de orientación adecuado. Dependiendo de
la precisión del a operación, un control de regulación no es suficiente. Esquemas de regulación
y seguimiento han sido extensamente desarrollados con anterioridad [19–21,24]. Los desarrollos
son para modelos generales de satélites, pero se enfocan en un único tipo de actuador. Además,
estos esquemas suponen mediciones de posición y velocidad angular disponibles y libres de ruido.

Un satélite convencional mide su propia orientación mediante instrumentos como sensores so-
lares, mapas de estrellas y vectores de referencia de campo magnético o gravedad terrestres.
Recientemente, con el avance en tecnoloǵıa de sistemas microelectromecánicos (MEMS), ha au-
mentando el uso de Unidades de Medición Inercial, o IMU, por sus siglas en inglés: una colección
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Caṕıtulo 1. Introducción

de acelerómetros, giroscopios y en ocasiones, magnetómetros. Estos dispositivos permiten cono-
cer la orientación con mediciones complementarias, también aportan mediciones de velocidad
angular. Sin embargo, todas las mediciones están generalmente sujetas a ruido y en particular
las mediciones de velocidad angular son poco confiables. Existen trabajos de instrumentación
dedicados exclusivamente a acondicionar estas señales para su análisis o uso posterior [2, 3].
Dentro del problema de control de orientación, se han propuesto diferentes maneras de enfren-
tar este problema.

Algunos autores desarrollan leyes de control capaces de lograr regulación y seguimiento de
orientación prescindiendo por completo de mediciones de velocidad [5, 6, 35]. Si bien la regula-
ción empleando únicamente datos de orientación se logra globalmente, en aquellos desarrollos
para seguimiento las condiciones sobre trayectorias deseadas y regiones de validez pueden ser
muy restrictivas. Ninguno de estos desarrollos considera que la medición de orientación pueda
ser ruidosa o poco confiable.

Una alternativa es el desarrollo de observadores. Observadores de orden completo y orden
reducido han sido exitosamente desarrollados para reconstruir orientación y velocidad angu-
lar [22, 30]. En la mayoŕıa de los casos, sin embargo, se desarrolla únicamente el problema de
observación y no se estudia la posibilidad de usar los datos estimados como entrada a un con-
trolador. El efecto de estados estimados en el lazo de control no es trivial debido a que son
sistemas no lineales. En [4] se estudia este problema y se derivan una serie de condiciones para
garantizar estabilidad.

Este trabajo desarrolla el problema de control de orientación para regulación y seguimiento
utilizando teoŕıa de contracción como herramienta principal. Se usan cuaterniones de rotación
como parametrización y se consideran los dos tipos de actuadores más comunes en satélites
pequeños, propulsores de gas y ruedas de reacción. El trabajo enfrenta el problema de medi-
ciones incompletas desarrollando también con teoŕıa de contracción observadores de velocidad
angular partiendo de aquél desarrollado en [30]. Para retomar el problema de control, se estudia
la viabilidad de emplear estados estimados dentro de un lazo de control, para ello se opera en el
contexto de sistemas jerárquicos [9]. Para el caso con mediciones contaminadas se desarrollan
observadores de orden completo y se emplea teoŕıa de sincronización con el objetivo de llevar
las trayectorias sincronizadas cercanas al sistema libre de ruido [11].

1.1. Metas

El trabajo busca estudiar las propiedades de la representación de cuaterniones para emplearlos
en diseño de controladores y observadores de orientación. Empleando herramientas de contrac-
ción, puede garantizarse la convergencia del error de orientación a cero, aśı como la convergencia
exponencial de los estados del observador a los estados reales del sistema.

2



Caṕıtulo 1. Introducción

El desarrollo individual basado en contracción permite considerar al observador y controlador
como dos sistemas contrayentes. Se desarrolla su estructura cuando se considera que operan
juntos para permitir su análisis como una jerarqúıa de sistemas contrayentes y derivar condicio-
nes de convergencia del sistema completo. Finalmente, se aprovecha la redundancia de sistemas
de medición en satélites para emplear teoŕıa de sincronización cuando se considera al sistema
contaminado por ruido para reducir el efecto de éste.

1.2. Objetivos

El objetivo principal de este trabajo es desarrollar un esquema para seguimiento de orientación
empleando únicamente mediciones de salida, en otras palabras, considerando únicamente medi-
ciones de orientación sin velocidad angular. Se presenta una metodoloǵıa basada en contracción
para el desarrollo independiente de controlador y de observador tal que puedan obtenerse de
forma transparente condiciones para garantizar la convergencia cuando operan juntos.

1.3. Alcances

La metodoloǵıa desarrollada en este trabajo para el acoplamiento de observadores y controlado-
res diseñados individualmente mediante teoŕıa de contracción puede extenderse a una variedad
más amplia de sistemas dinámicos, como los sistemas lagrangianos en general. El resultado
principal de este trabajo presenta una alternativa a [32] para obtener condiciones para la equi-
valencia cierta.

Por último, las herramientas de sincronización pueden también usarse para reducir el impacto
del ruido en sensores en una gran variedad de sistemas donde se contemplen sensores redun-
dantes.

1.4. Estructura del trabajo

El trabajo está organizado de la siguiente forma:

En el Caṕıtulo 2 se definen la estructura y propiedades de los sistemas de orientación de cuerpo
ŕıgido. Se presentan las ecuaciones dinámicas y cinemáticas, se introduce el concepto de cua-
ternión y se define el error de orientación y su dinámica.
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También se introducen una serie de conceptos y definiciones necesarios para estudiar sistemas
dinámicos con teoŕıa de contracción. Finalmente, se presenta la sincronización como una herra-
mienta para recuperar el comportamiento libre de ruido a partir de múltiples sistemas ruidosos
acoplados.

En el Caṕıtulo 3 se desarrolla primero una ley de control contrayente, válida para satélites
equipados con ruedas de reacción o propulsores, para garantizar la convergencia de los errores
de seguimiento a cero cuando se poseen mediciones plenas de los estados. Se presenta también
una alternativa para combatir el fenómeno de desplegado.

Después, en el Caṕıtulo 4 se desarrollan observadores contrayentes de orden reducido y com-
pleto para cada clase de satélite. El objetivo principal es recuperar el dato de velocidad angular
cuando sólo se dispone de la medición de la orientación de la aeronave.

En el Caṕıtulo 5 se combinan los resultados de los dos caṕıtulos anteriores: se analiza con teoŕıa
de contracción el efecto en la convergencia del sistema cuando se utilizan estados estimados en
la ley de control. El análisis permite obtener condiciones para garantizar la convergencia expo-
nencial de los errores de seguimiento y estimación a cero.

Por último, en el Caṕıtulo 6 se presenta un esquema para reducir el efecto del ruido cuando se
consideran mediciones de orientación contaminadas. Se desarrolla un esquema de observadores
de orden completo sincronizados.

El Caṕıtulo 7 presenta simulaciones de los esquemas desarrollados en el caṕıtulo anterior para
verificar su eficacia. En el caso de sistemas sincronizados, se cuantifica también el efecto de
aumentar el número de sistemas acoplados.

Por último, en el Caṕıtulo 8 se presentan las conclusiones y el trabajo a futuro.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

2.1. Cinemática y dinámica de rotación

Matrices de Rotación

Partiendo del ejemplo más simple en dos dimensiones, un objeto puede girar alrededor de
un sistema de referencia fijo. Para representar este giro, se le asigna al objeto un sistema de
referencia propio. Esto se muestra en la Figura 2.1:

Figura 2.1: Rotación en 2D

Las coordenadas del punto P , (x, y) pueden expresarse en términos de los vectores (x′, y′) y
viceversa:

x = x′cos(θ)− y′sin(θ)

x = xsin(θ) + y′cos(θ)

5
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O, en forma matricial: [
x
y

]
=

[
cosθ −sinθ
sinθ cosθ

] [
x′

y′

]
La matriz que permite la transformación se le conoce como matriz de cosenos directores, o ma-
triz de rotación transforma vactores del marco de referencia (x′, y′) al marco de referencia (x, y).

Esta idea puede escalarse al espacio de tres dimensiones. La orientación de un cuerpo en el espa-
cio se determina con dos triadas de vectores ortonormales dextrógiros, o marcos de referencia,
con un origen común, como se muestra en la figura siguiente:

Figura 2.2: Sistemas de referencia

Éstos sistemas de referencia se describen como:

Î = (êI1 , êI2 , êI3)

b̂ = (êb1 , êb2 , êb3)

El primero, Î, es el marco de referencia inercial que se encuentra permanentemente fijo a un
punto siempre conocido. El segundo, b̂, es el marco de referencia del cuerpo ŕıgido, se fija en
el centro de masa del cuerpo y rota con él. Cada vector de b̂ puede ser mapeado en Î con una
transformación lineal, de la forma:

êIi = IAbêbi i = 1, 2, 3

Las transformaciones IAb pueden englobarse en una matriz en el grupo especial ortonormal
tres, SO(3) = R ∈ R3, det(R) = 1, denominada matriz de rotación y escrita como IRb. Los
elementos rij de IRb son los cosenos directores entre Î y b̂, es decir:

rij = ēIi · ēbi

Dado que b̂ y Î son ortonormales, R es también ortonormal. Esto implica que su determinante
es unitario, con cualquier signo. Sin embargo, dado que los marcos de referencia son dextrógiros,
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R se denomina especial, o propia, lo que implica que su determinante siempre es igual a uno.
Estas dos propiedades definen al grupo especial SO(3):

SO(3) = {R ∈ R3×3 |RRT = I, det(R) = 1} (2.1)

Sea x̄ ∈ R3 un vector arbitrario (o vector f́ısico [36]). Sus coordenadas en las bases Î y b̂ son xI

y xb, respectivamente. La relación entre ambos está definida por la matriz de rotación:

xI = IRb x
b

La matriz de rotación aśı definida se dice que lleva del marco de referencia en el cuerpo al
marco de referencia inercial. Para simplificar la notación, en adelante en este trabajo a la
matriz IRb se le nombrará simplemente R. En otras palabras, toda matriz R en adelante se
refiere exclusivamente a la matriz de rotación que mapea vectores del marco de referencia en
el cuerpo al marco de referencia inercial. Se retomará la nomenclatura original sólo cuando sea
necesario para mayor claridad. Entonces:

xI = Rxb

Es importante señalar que ciertos trabajos usan una definición opuesta para la matriz de rota-
ción [20, 21], es decir R = bRI , por lo que xb = RxI . Se debe siempre verificar cuál definición
se usa en cada trabajo para evitar inconsistencias en desarrollos posteriores.

Las propiedades de SO(3) (2.1) permiten obtener fácilmente el mapeo inverso, del marco de
referencia inercial al marco de referencia en el cuerpo:

xb = bRI x
I = (IRb)

T xI = RTxI

En general, la orientación de un cuerpo respecto a un marco de referencia inercial queda com-
pletamente determinada por la matriz de rotación R, por lo que comúnmente ésta es la salida
a controlar de sistemas de control de orientación.

Operador Antisimétrico

El operador vectorial producto cruz aparece siempre que se desarrollan ecuaciones de veloci-
dad y aceleración de sistemas multivariable. En general, es más simple trabajar con el producto
estándar de matrices que con el producto cruz. Para ello se define el operador antisimétrico S(·).

Definición 2.1. Para todo u ∈ R3, es decir, u =
[
u1 u2 u3

]T
, S(u) se define como:

S(u) =

 0 −u3 u2
u3 0 −u1
−u2 u1 0

 (2.2)
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Teorema 2.1. Para cualquier u, v ∈ R3, el operador antisimétrico S(·) verifica las siguientes
propiedades :

S(u)v = u× v (2.3)

S(u)v = −S(v)u (2.4)

S(αu+ β v) = αS(u) + βS(v), α, β ∈ R (2.5)

S(u)S(v)w = −S(v)S(w)u− S(w)S(u)v (2.6)

S(u) = RTS(Ru)R, R ∈ SO(3) (2.7)

S(u)S(v) = −uTvI3 + v uT (2.8)

‖S(u)‖2 = ‖u‖2 (2.9)

Las pruebas de estas propiedades se incluyen en el anexo de este trabajo.

Ecuación cinemática

Cuando la aeronave con marco de referencia b̂ rota con velocidad angular ω̄ alrededor del marco
inercial Î entonces la matriz de rotación es una función del tiempo, R = R(t). La evolución
de R(t) es la ecuación cinemática, y es ésta la mayor diferencia entre control de orientación y
control de posición en robótica.

Sea P un punto arbitrario sobre la aeronave y x su vector de posición. El vector x̄ tiene una
representación en b̂ y en Î, xb y xI respectivamente. La relación entre ambas representaciones
es la matriz de rotación: xI = Rxb. La velocidad angular de la aeronave, ω̄, puede expresarse
en coordenadas inerciales, ωI o en coordenadas de la aeronave, ωb. La relación entre ambas es
la misma que aquélla del vector de posición: ωI = Rωb.

Pueden establecerse las siguientes ecuaciones:

ẋb = 0

ẋI = ωI × xI = S(ωI)xI

La primera ecuación se debe a que el sistema de referencia b̂ rota con la aeronave y a que el
cuerpo se considera ŕıgido, por lo que el vector de posición en coordenadas de la aeronave no
cambia, independientemente de la rotación. La segunda ecuación es el producto cruz estándar
de velocidad angular y radio de giro (vector de posición), ya que el punto P śı cambia su posi-
ción respecto al marco de referencia inercial.

Con las relaciones anteriores y empleando las propiedades (2.1) y (2.9) puede desarrollarse la
siguiente ecuación:

ẋI =
d

dt
(Rxb) = Ṙxb +Rẋb

S(ωI)xI = ṘRTxI
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Como es cierto para cualquier punto P, y por lo tanto para cualquier vector xI , entonces,

ṘRT = S(ωI)

Ṙ = S(Rωb)R

Ṙ = RRTS(Rωb)R

Ṙ = RS(ωb)

Esta última ecuación es la ecuación cinemática en términos de la matriz de rotación:

Ṙ = RS(ω) (2.10)

En esta última ecuación se suprime el supeŕındice de la velocidad angular, tal que ω se referirá en
adelante siempre a la velocidad angular del cuerpo ŕıgido en coordenadas del cuerpo ŕıgido (b̂).
Se emplea la velocidad angular medida respecto al cuerpo ŕıgido con mayor frecuencia que
aquélla medida respecto al marco inercial debido a la ecuación dinámica: el tensor de inercias
respecto al marco inercial es variante en el tiempo mientras que es constante respecto al marco
de referencia en el cuerpo.

Ecuación dinámica

El movimiento de la aeronave puede ser influenciado de dos maneras: pares externos, como
cohetes o propulsores, o pares internos generados por dispositivos de intercambio o almacena-
miento de momentum angular, como ruedas de reacción y giroscopios de control.

En este trabajo se consideran dos casos comunes en el control de micro y nano satélites, ruedas
de reacción y propulsores de gas como actuadores. Las ecuaciones dinámicas se desarrollan en
el anexo de este trabajo.

La ecuación dinámica para ruedas de reacción como actuadores está dada por:

Mω̇ = S(RThI)ω + τ (2.11)

donde ω es nuevamente la velocidad angular de la aeronave en coordenadas de la aeronave, τ
es el par generado por las ruedas de reacción, hI es el vector columna de momentum angular
total de la aeronave en coordenadas inerciales y M = MT > 0 es la matriz de inercia total en
coordenadas de la aeronave.

La matriz de inercia en coordenadas de la aeronave es constante (se conoce su norma en todo
momento). El vector de momentum angular total en coordenadas inerciales es constante tam-
bién.

La ecuación dinámica para propulsores de gas como actuadores está dada por:

Mω̇ = S(Mω)ω + τ (2.12)
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donde ω y M se definen del mismo modo que el caso anterior y τ es el vector de fuerzas externas
debidas a los propulsores de gas.

De manera general, se usará:
Mω̇ = N(·)ω + τ (2.13)

donde N(·) = N(RT , ω) = S(RhI) si se usan ruedas de reacción, o bien, N(·) = N(R,ω) =
S(Mω) si se usan propulsores de gas. En cualquier caso, N(·) es siempre antisimétrica.

Cuaterniones de rotación

La cinemática definida con matrices de rotación (2.10) es una ecuación diferencial bien definida
para cualquier orientación (representada por R) y no tiene singularidades. Diversos trabajos de
control de orientación trabajan en SO(3) precisamente por esta propiedad [37], [38].

Sin embargo, los elementos de R no son independientes. Los nueve elementos de la matriz de
rotación están restringidos por las condición de ortogonalidad y propiedad (2.1). Estas condi-
ciones generan seis restricciones pra la matriz. Por ello, R puede ser parametrizada por menos
elementos. La parametrización mı́nima es de tres elementos sin restricciones adicionales (ángu-
los de Euler, vector de Gibbs, etc.). Sin embargo, las representaciones mı́nimas introducen
singularidades, por lo que una representación mı́nima no es siempre la más recomendable. Una
ventaja de utilizar tres elementos es que el Jacobiano que mapea la velocidad angular con la
evolución temporal de la parametrización es invertible en la región de validez de la cinemática,
lo que permite desarrollos análogos a robots manipuladores [21].

El teorema de rotación de Euler detalla que cualquier rotación arbitraria es equivalente a girar
una cantidad φ alrededor de un eje, cuyo vector unitario está dado por k̂. Toda matriz de
rotación puede determinarse a partir de estos dos elementos [12].

R(φ, k̂) = cosφI + (1− cosφ)k̂k̂T − senφS(k̂) (2.14)

Pese a que esta representación no tiene singularidades, presenta la caracteŕıstica de que una
misma rotación puede ser representada con un eje unitario en dirección contraria y un giro en
sentido opuesto, es decir, R(φ, k̂) = R(−φ,−k̂).

En la práctica, resulta simple y transparente prescribir una orientación deseada a partir de un
vector unitario y un ángulo. Sin embargo, no es una representación que se emplee en el diseño
de leyes de control por su complejidad matemática. Por esta razón, se prefieren otras repre-
sentaciones, como cuaterniones (parámetros de Euler), parámetros de Rodrigues o parámetros
modificados de Rodrigues (MRP).

La definición original de Hamilton presenta al cuaternión como un elemento que expande los
números complejos. Consta de cuatro elementos, un número real y tres números imaginarios:

q = q0 + q1i+ q2j + q3k
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Para el problema de rotación, esta definición resulta poco práctica. Una definición más útil es
que el cuaternión consta de una parte escalar y una parte vectorial:

q =

[
q0
qv

]
, q0 ∈ R, qv ∈ R3 (2.15)

En problemas de orientación se emplean exclusivamente cuaterniones unitarios, aquéllos que
cumplen con la condición de norma:

q20 + qTv qv = 1 (2.16)

En términos de la representación eje-ángulo de Euler el cuaternión se define como:

q0 = cos

(
φ

2

)
qv = sen

(
φ

2

)
k̂ (2.17)

Aśı definido, el cuaternión es siempre unitario. Este conjunto de cuaterniones unitarios reci-
be el nombre de parámetros de Euler-Rodigues, parámetros de Euler o cuaterniones de rotación.

Trabajar con cuaterniones presenta ciertas ventajas contra SO(3) [14]. En primer lugar requie-
ren únicamente cuatro parámetros, no nueve, lo que disminuye la capacidad computacional
requerida. También, requieren menos restricciones, una en lugar de seis. Una caracteŕıstica im-
portante es que reforzar la restricción de norma del cuaternión es simple, mientras que reforzar
la restricción de ortonormalidad de una matriz de rotación puede resultar muy complicado.
Como se detalla más adelante, el cuaternión de rotación tiene la ventaja de que preserva la
operación de rotaciones sucesivas en matrices de rotación.

La matriz de rotación (2.14) puede calcularse a partir del cuaternión mediante:

R(q) = (q20 − qTv qv)I + 2
(
qvq

T
v − q0S(qv)

)
(2.18)

Esta relación entre matriz de rotación y cuaterniones se conoce como la fórmula Rodrigues [39] y
puede verificarse empleando las identidades trigonométricas de medio ángulo. Una caracteŕıstica
importante de esta relación es que R depende de valores cuadráticos de la parte escalar y
vectorial del cuaternión aśı como de un producto de ambos. Esto implica que:

R(q) = R(−q) (2.19)

Esta ambigüedad de signo es una propiedad heredada de la representación de eje-ángulo de
Euler. Esta caracteŕıstica permite dos opciones para extraer el cuaternión de una matriz de
rotación. Sin embargo, pasar de nueve elementos con seis restricciones a cuatro elementos con
una restricción agrega otras complicaciones. Un método para extraer el cuaternión de la matriz
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de rotación se muestra en el anexo de este trabajo. Puede apreciarse que esta operación es más
demandante computacionalmente que su opuesta.

A continuación se definen tres operadores de álgebra de cuaterniones útiles para control de
orientación.

Todo cuaternión q tiene un conjugado q∗ tal que:

q0 = q∗0
qv = −q∗v (2.20)

El inverso de un cuaternión es:
q−1 =

q∗
‖q‖

= q∗ (2.21)

Ya que la norma es unitaria.

Una propiedad importante del cuaternión de rotación inverso es su relación con la matriz de
rotación:

R(q−1) = R−1(q) = RT (q) (2.22)

Existen dos operaciones de producto definidas para cuaterniones. Una es el producto original
definido por Hamilton, otra es una definición más moderna. Ambos son operadores asociativos
y distributivos pero no conmutativos.

Sean x, y ∈ R4. Los operadores producto ⊗ y � se definen como:

x⊗ y =

[
x0y0 − xTv yv

y0xv + x0yv − S(xv)yv

]
(2.23)

x� y =

[
x0y0 − xTv yv

y0xv + x0yv + S(xv)yv

]
(2.24)

La diferencia entre ambos operadores es un único signo, sin embargo, esta diferencia no es
trivial. Ambos productos pueden definirse mediante una matriz, de la forma:

x⊗ y = [x⊗]y =
[
x P (x)

]
y

x� y = [x�]y =
[
x J(x)

]
y

Para:

J(x) =

[
−xTv

x0I + S(xv)

]
P (x) =

[
−xTv

x0I − S(xv)

]
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Realizando la multiplicación expĺıcita y comparando con (2.18) puede verificarse que:

JT (x)P (x) = R(x) (2.25)

Lo que entrega una forma alternativa de calcular la matriz de rotación. Además, los operadores
producto tienen las siguientes propiedades:

x⊗ y = y � x
[x∗⊗] = [x⊗]T

[x∗�] = [x�]T (2.26)

Ambos operadores pueden extenderse para involucrar vectores en R3. Para z ∈ R3 se define el

cuaternión auxiliar ζ =
[
0 z

]T
para poder operar con los productos antes definidos. Para esta

clase particular de cuaterniones se pueden obtener las siguientes propiedades importantes que
serán usadas más adelante para derivar ecuaciones de error.

ζ ⊗ x = x� ζ =
[
x J(x)

] [
0 z

]T
= J(x)z (2.27)

Por otro lado:

x∗ ⊗ ζ ⊗ x = x∗ ⊗ (x� ζ) = [x∗⊗][x�]ζ = [x⊗]T [x�]ζ

=

[
xT

P T (x)

] [
x J(x)

] [0
z

]
=

[
xTx xTJ(x)

P T (x)x P T (x)J(x)

] [
0
z

]
=

[
0

P T (x)J(x)z

]
=

[
0

RT (x)z

]
(2.28)

donde se hace uso de la propiedad xTJ(x) = 0 (que será demostrada en el siguiente apartado)
y de la propiedad (2.25).

Una de las mayores ventajas de trabajar con cuaterniones es que el producto ⊗ preserva la
composición de rotaciones sucesivas [1]. Sean dos matrices de rotación, 2R1 y 3R2, y sea la
rotación compuesta definida como:

3R1 = 3R2
2R1

Entonces los cuaterniones extráıdos de cada matriz de rotación cumplen con:

q(3R1) = q(3R2)⊗ q(2R1) (2.29)
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Esta propiedad será útil al definir el error de orientación mediante cuaterniones de rotación.

La cinemática en términos del cuaternión de rotación se deriva de la expresión (2.17). Queda
definida por:

q̇0 = −1

2
qTv ω

q̇v =
1

2
[q0I + S(qv)]ω (2.30)

O bien:

q̇ =
1

2
J(q)ω (2.31)

donde:

J(q) =

[
−qTv

q0I + S(qv)

]
(2.32)

Es importante notar que J(x) ∈ R4×3; no es una matriz invertible.

Formalizando este operador, J(q) se denomina el Jacobiano del sistema. Este operador es análo-
go al mapeo entre coordenadas cartesianas y articulares en robótica. El Jacobiano posee varias
propiedades útiles.

Teorema 2.2. Para toda x, y ∈ R4, el operador Jacobiano J(x) definido en (2.32) cumple con:

JT (x)J(x) = ‖x‖2I3 (2.33)

J(x)JT (x) = ‖x‖2I4 − x xT (2.34)

JT (x)x = 0 (2.35)

J(αx+ βy) = αJ(x) + βJ(y), α, β ∈ R (2.36)

JT (x)y = −JT (y)x (2.37)

‖J(x)‖2 = ‖x‖2 (2.38)

d

dt
(J(x)) = J(ẋ) (2.39)

Las primeras tres propiedades pueden encontrarse en [39]. Son propiedades conocidas y usadas
frecuentemente, pueden verificarse por sustitución. En particular, si la x es un cuaternión de
rotación, la propiedad (2.33) se simplifica a JT (x)J(x) = I3.

Las demás propiedades no son ampliamente conocidas ni utilizadas. En la literatura revisada
durante la realización de esta investigación no se presenta su desarrollo ni aplicación. La pro-
piedad (2.36) es de linealidad y la propiedad (2.37) es similar a la propiedad en la matriz de
efectos centŕıfugos y de Coriolis en el modelo de robots manipuladores. Ambas se verifican por
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sustitución.

La propiedad (2.38) indica que el operador Jacobiano está acotado por su argumento. En
particular, si su argumento es un cuaternión de rotación, la norma euclideana del Jacobiano
es uno. Esta propiedad es consecuencia inmediata de la propiedad (2.33), se verifica fácilmente
notando que:

J(x)TJ(x) = (x20 + x21 + x22 + x23) I3

La última propiedad (2.39) indica que tomar la derivada temporal del Jacobiano es equivalente
a derivar el argumento y después aplicar el operador. Esta propiedad es debida a la estructura
del operador: no hay términos cruzados para las componentes del argumento y las matrices de
derivan elemento a elemento.

Es útil señalar que el operador P (x) verifica las mismas propiedades que J(x).

El resto del trabajo emplea como modelo de la planta a la ecuación dinámica (2.13) y a la
cinemática del cuaternión (2.31). La planta es entonces:

Mω̇ = N(·)ω + τ

q̇ =
1

2
J(q)ω (2.40)

donde N(·) = N(q, ω) = S(RT (q)hI) si el satélite emplea ruedas de reacción y N(·) = N(q, ω) =
S(Mω) si se usan propulsores de gas.

Errores de orientación y velocidad angular

Cuando se busca alcanzar o seguir una orientación de referencia, o deseada, debe definirse un
tercer marco de referencia:

d̂ = (ēd1, ēd2, ēd3)

La matriz de rotación que define la orientación deseada respecto al marco de referencia inercial
se denomina Rd. De manera expĺıcita, Rd = IRd:

xI = IRd x
d

Es decir, Rd mapea vectores del marco de referencia deseado, d̂ al inercial, Î.
Es claro que alcanzar la orientación deseada implica que:

R = Rd

Una opción común en sistemas de control es definir el error como una diferencia. En el caso de
orientación seŕıa:

Re = R−Rd
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Con esta definición, se buscaŕıa lograr que Re tienda a cero. Sin embargo esta definición no es
la más adecuada. Siempre es deseable partir de una estructura útil para desarrollar teoŕıa de
control sobre el sistema y el grupo especial SO(3) tiene una estructura bien desarrollada. El
problema de la definición anterior es que la matriz de error aśı definida no pertenece a SO(3).
Una mejor alternativa es emplear la propiedad (2.1):

R = Rd

RT
dR = RT

dRd

RT
dR = I

Por lo que se puede definir el error de orientación como:

Re = RT
dR (2.41)

Con esta definición, alcanzar la orientación deseada equivale a lograr que Re tienda a la matriz
identidad. Este resultado es muy conocido en robótica y es particularmente útil: aśı definido,
el error de orientación śı pertenece a SO(3).

Del desarrollo anterior, puede apreciarse que podŕıa haberse despejado la matriz identidad del
lado derecho de múltiples maneras, definiendo con ello múltiples matrices de rotación de error.
La definición elegida no es arbitraria, tiene un significado dentro del enfoque de rotaciones
sucesivas. De manera más expĺıcita: Sea p un vector libre en el espacio. Sus representaciones en
coordenadas inerciales, de cuerpo y deseada son pI , pb y pd, respectivamente. Estos vectores se
relacionan mediante matrices de rotación de la siguiente manera:

pI = IRbp
b

pb = bRdp
d

pI = IRdp
d

Sustituyendo la segunda expresión en la primera y comparando con la tercera, es claro que

IRd = IRb
bRd

Desarrollando con las propiedades previas de matrices de rotación:

IRb
bRd = IRd

IRb(
dRb)

T = IRd

(dRb)
T = (IRb)

T IRd

dRb = (IRd)
T IRb

Re = RT
d R

De esta manera, resulta evidente que Re = dRb es la matriz de rotación que lleva del marco de
referencia del cuerpo b̂ al marco de referencia deseado d̂. Si Re es la matriz identidad, implica
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que ambos sistemas coordenados están alineados.

Cuando se busca lograr seguimiento, se necesita más información que la orientación deseada,
es necesaria su cinemática. La cinemática deseada está dada por:

Ṙd = RdS(ωd) (2.42)

donde ωd es la velocidad angular deseada en coordenadas del marco de referencia deseado.
Ahora, puede obtenerse la cinemática del error a partir de (2.41) y (2.42).

Ṙe = RT
d Ṙ + ṘT

dR = RT
dRS(ω)− S(ωd)R

T
dR

= ReS(ω)− S(ωd)Re = ReS(ω)− S(ReR
T
e ωd)Re

Usando la propiedad (2.7):
Ṙe = ReS(ω −RT

e ωd) (2.43)

Este resultado es importante ya que permite definir adecuadamente el error de velocidad angu-
lar. En control de posición, el error de velocidad angular suele definirse como ωe = ω − ωd. Sin
embargo, esta operación no es igual en el caso de control de orientación. La razón es que ω se
mide respecto al marco de referencia en el cuerpo y ωd se mide respecto al marco de referencia
deseado. Buscar la diferencia directa entre ambos elementos seŕıa equivocado ya que se miden
respecto a referencias diferentes. Para que la diferencia de velocidades sea un dato útil, ambos
elementos deben medirse en las mismas coordenadas. La matriz RT

e provee el mecanismo nece-
sario para esto: recordando su definición, RT

e = bRd. Es decir, Re mapea los vectores del marco
de referencia deseado al marco de referencia en el cuerpo. Por lo tanto, puede definirse el error
de velocidad angular como:

ωe = ω −RT
e ωd (2.44)

O, alternativamente:
ωe = ω − ω̄d

donde:
ω̄d = RT

e ωd (2.45)

En otras palabras, ω̄d es la velocidad angular deseada en coordenadas del cuerpo.

Por supuesto, el error de velocidad no está necesariamente ligado a ningún marco de referencia
espećıfico, aqúı se mide respecto al cuerpo, pero puede medirse en coordenadas inerciales o
deseadas. Es importante enfatizar que no importa el marco en el que se mida, se necesitará de
una manera u otra a la matriz de rotación R (y a Rd, aunque esto no es problemático). Esta
caracteŕıstica tendrá un papel importante en el cálculo de derivadas. Por un lado ω̇d depende
únicamente de Rd y ωd, por lo que puede calcularse fuera de ĺınea. Sin embargo, ˙̄ωd reque-
rirá tanto a R como a ω, por lo que deberá calcularse en ĺınea.

17
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Como nota adicional, algunos autores definen desde el principio a ωd en coordenadas del cuerpo.
Esto permite definir desde el principio a ωe = ω−ωd. Se trata de un simple cambio de notación,
pero es importante notar que la cinemática deseada debe ajustarse también. Se usa:

Ṙd = RdS(Reωd) = RdS(RT
dRωd) = S(RdR

T
dRωd)Rd = S(Rωd)Rd

Una de las mayores ventajas del cuaternión es que si el error de orientación se define como (2.41)
entonces pueden usarse (2.22) y (2.29) para definir equivalentemente el error en cuaterniones
como:

e = q−1d ⊗ q =

[
qd0q0 + qTdvqv

qd0qv − q0qdv + S(qdv)qv

]
=

[
e0
ev

]
(2.46)

donde q es el cuaternión asociado a la matriz de rotación actual del cuerpo, R, y qd es el cua-
ternión asociado a la matriz de rotación deseada, Rd.

Definir el error de esta manera presenta ciertas ventajas para la implementación. Muchos sen-
sores modernos de orientación entregan el dato de orientación como los cuatro elementos del
cuaternión, vectores de euler, o eje-ángulo, no como una matriz de rotación. Las leyes de control
diseñadas para cuaterniones requieren el error en esta representación. Ya que el dato del sensor
es un cuaternión y la orientación deseada puede prescribirse con cualquier representación, resul-
ta útil calcular el error directamente usando cuaterniones. La alternativa es obtener la matriz
de rotación con la fórmula Rodrigues, calcular el error de orientación con matrices y después
extraer el cuaternión de error. Esta última operación es poco práctica y debe evitarse de ser
posible.

Para seguimiento, se define la cinemática deseada en cuaterniones:

q̇d =
1

2
J(qd)ωd (2.47)

Finalmente se presenta la cinemática del error para cuaterniones. Partiendo del desarrollo previo
(2.43) puede escribirse [6]:

ė =
1

2
J(e)(ω −RT (e)ωd) =

1

2
J(e)ωe (2.48)

2.2. Teoŕıa de contracción

El análisis por contracción tiene sus oŕıgenes en concepto de estabilidad ligeramente diferente
empleado en mecánica de fluidos y de medio continuo. Convencionalmente, la estabilidad se de-
fine alrededor de una trayectoria nominal o punto de equilibrio. Alternativamente, un sistema
es estable en una región si las condiciones iniciales y perturbaciones temporales son de alguna
manera olvidadas: el comportamiento final del sistema es independiente de las condiciones ini-
ciales, todas las trayectorias convergen a una trayectoria nominal.
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El análisis por contracción es un análisis diferencial, a diferencia del análisis por Lyapunov a
través de función integral impĺıcita. Para evitar ambigüedad, a este concepto de estabilidad se
le denomina simplemente convergencia. De manera más formal:

Definición 2.2. Región de contracción ( [9], Definición 1):

Considere el sistema no lineal:
ẋ = f(x, t), x(0) = x0 (2.49)

donde x ∈ Rn es el vector de estados y f es un campo vectorial de n×1. A la región del espacio
de estados donde la parte simétrica del Jacobiano J = ∂f

∂x
es uniformemente negativa definida,

o bien:

∃λ > 0, t.q. Js =
1

2

(∂f
∂x

+
∂f

∂x

T)
≤ −λI < 0, ∀x,∀t ≥ 0

se le denomina región de contracción.

Teorema 2.3. Contracción ( [9], Teorema 1):

El sistema (2.49) es contrayente en la región de contracción con tasa de contracción menor o
igual a λ. Esto implica convergencia exponencial de todas las trayectorias vecinas a una única
trayectoria sin importar condiciones iniciales. Si la región de contracción es todo el espacio de
estados, el resultado es global.

Demostración. Se supone un punto x arbitrario donde se desea analizar la convergencia de las
trayectorias vecinas. Si el sistema es contrayente, se puede garantizar la convergencia de las
trayectorias vecinas entre śı. Suponiendo que f(x, t) es continuamente diferenciable en x, se
puede obtener una relación de diferencial exacta a partir de (2.49):

δẋ =
∂

∂x
f(x, t)δx

donde δx se denomina el desplazamiento virtual entre dos trayectorias vecinas: un desplaza-
miento infinitesimal en tiempo fijo. Es de interés analizar si las trayectorias se acercan entre śı.
Para ello, puede evaluarse la distancia al cuadrado entre ellas, dada por δxT δx. La variación
temporal de esta distancia está dada por:

d

dt
(δxT δx) = 2δxT δẋ = 2δxT

∂

∂x
f(x, t)δx ≤ 2λmaxδx

T δx

donde λmax(x, t) es el valor caracteŕıstico más grande de la parte simétrica del Jacobiano.
Entonces:

‖δx‖ ≤ ‖δx0‖e
∫ t
0 λmax(x,t)dt
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Si λmax(x, t) es uniformemente negativa definida, entonces la distancia infinitesimal tiende ex-
ponencialmente a cero. Esto implica que todas las trayectorias tienden exponencialmente a una
única trayectoria sin importar las condiciones iniciales. ∆

De manera más general, puede considerarse el siguiente resultado.

Teorema 2.4. Análisis de Convergencia Generalizado ( [9], Teorema 2):
Considere la transformación de coordenadas:

z = Θ(x, t)x

donde Θ(x, t) es una matriz cuadrada uniformemente invertible. Entonces la distancia infini-
tesimal al cuadrado está dada por:

δzT δz = δxTΘTΘδx , δxTMδx

donde M representa una métrica continuamente diferenciable y simétrica. Analizando la evo-
lución de la distancia infinitesimal:

d

dt
(δzT δz) = 2δzT δż = 2δzT

(
Θ̇ + Θ

∂f

∂x

)
Θ−1δz

Al término F ,
(

Θ̇ + Θ∂f
∂x

)
Θ−1 se le conoce como el Jacobiano generalizado del sistema. Si el

Jacobiano generalizado es uniformemente negativo definido, se garantiza la convergencia expo-
nencial de todas las trayectorias vecinas del sistema transformado, z, y del sistema original, x,
a una sola trayectoria.

Una vez definida la herramienta para analizar si un sistema es contrayente, se presenta la he-
rramienta de contracción parcial para estudiar la convergencia de propiedades espećıficas del
sistema, tales como convergencia a trayectorias nominales conocida o incluso convergencia entre
ciertas variables de estado.

Teorema 2.5. Contracción Parcial ( [10], Teorema 1):

Considere el sistema auxiliar, denominado sistema virtual:

ẏ = f(y, x, t) (2.50)

Asociado al sistema no lineal suave de interés

ẋ = f(x, x, t)

Suponga que el sistema virtual es contrayente respecto a y, ∀x,∀t ≥ t0 > 0. Entonces, si el
sistema virtual (2.50) verifica alguna propiedad suave espećıfica, entonces todas las trayectorias
del sistema original x verifican esta misma propiedad exponencialmente. Se dice que el sistema
x es parcialmente contrayente.
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Es importante notar que la selección del sistema virtual no es arbitraria. El sistema virtual se
construye tal que una solución particular de y sea el sistema de interés original y otra solución
verifique la propiedad espećıfica buscada.

Finalmente, se presenta un resultado para sistemas jerárquicos.

Lema 2.1. Contracción de Sistemas Jerárquicos [9]:
Considere dos sistemas, posiblemente de dimensiones diferentes, de la forma:

ẋ1 = f1(x1, x2, t)

ẋ2 = f2(x2, t) (2.51)

Considere la dinámica del desplazamiento virtual de la forma:

d

dt

[
δz1
δz2

]
=

[
F1 F12

0 F2

] [
δz1
δz2

]
Si en cierta región del espacio de estados F1 y F2 son uniformemente negativa definidas y F12

es acotada, el sistema original (2.51) es contrayente en dicha región de contracción.

Demostración. Este resultado puede analizarse de la siguiente manera. La primera ecuación
no depende de la segunda, por lo que la convergencia de δz1 está garantizada siempre que
F1 sea uniformemente negativa definida. Si F12 es acotada, el término F12δz1 representa una
perturbación exponencialmente desvaneciente para la segunda ecuación. Entonces, si F2 es uni-
formemente negativa definida, se garantiza la convergencia de δz2 a una bola exponencialmente
desvaneciente [41]. Por lo tanto, el sistema global converge exponencialmente a una única tra-
yectoria.

∆

2.3. Sincronización

La sincronización puede definirse varias maneras. Puede definirse a nivel de salidas o a nivel
de estados. Una definición útil es la siguiente. Se considera que N agentes están sincronizados
cuando

ĺım
t→∞ |xi − xj| = 0, ∀i, j = 1, ..., N

Para que exista contracción es necesaria la existencia de algún tipo de interacción entre los
sistemas. La forma de estas interacciones o acoplamientos es muy variada, el tipo de interacción
define la topoloǵıa de la red de sistemas interconectados. Este trabajo estudia únicamente una
topoloǵıa, la denominada red simétrica todos con todos :

ẋi = f(xi, t) +Ks

N∑
j=1

(xj − xi), xi(0) = xi0, Ks > 0 (2.52)
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La sincronización puede estudiarse en el contexto de teoŕıa de contracción, con la siguiente
herramienta.

Teorema 2.6. Sincronización de redes simétricas todos con todos [11]:
Considere los N sistemas acoplados mediante una red simétrica todos con todos (2.52). Los N
alcanzarán la sincronización de manera exponencial, sin importar los estados iniciales xi0 si el
sistema global es contrayente.

Demostración. Esta afirmación puede verificarse fácilmente empleando el Teorema de contrac-
ción parcial, definiendo como sistema virtual a:

ẏ = f(y, t) +Ks

N∑
j=1

(xj − y)

Es claro que el sistema virtual tiene como solución a cada uno de los N sistemas acoplados. Si
el sistema virtual es contrayente, entonces todas las soluciones particulares tienden a una sola
trayectoria lo que implica que los N sistemas se sincronizan exponencialmente.

∆
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Control para seguimiento de
orientación por retroalimentación de
estados

El objetivo de este trabajo es lograr regulación y seguimiento de la orientación del satélite. El
objetivo de regulación se cumple cuando Re definido en (2.41) tiende a la matriz identidad. El
objetivo de seguimiento requiere adicionalmente que ωe definido en (2.44) tienda a cero.

El control de orientación no es un problema nuevo, se han realizado muchos avances en este
campo. La herramienta por excelencia fue durante muchos años la teoŕıa de pasividad. La razón
es que los satélites son sistemas lagrangianos plenamente actuados, similares en estructura a
los sistemas de robótica donde durante muchos años se han usado estas herramientas con éxito.
Brevemente, en [16] se presentan herramientas de pasividad para lograr regulación de orienta-
ción usando diferentes parametrizaciones. La estructura de estos algoritmos es equivalente al
control PD para robots manipuladores. Los mismos autores retoman este análisis en [35] donde,
enfocados a la representación en cuaternión, explotan las propiedades pasivas del sistema para
logra regulación sin mediciones de velocidad. El mismo problema es analizado en [4] donde se
usa un esquema diferente “tipo observador” para lograr el mismo resultado.
El problema de seguimiento es analizado en [19]. El esquema propuesto, basado en cuaternio-
nes, es análogo al algoritmo Slotine-Li usado en robótica. Este algoritmo será adaptado para
este trabajo. Paralelamente, en [21] se analiza este mismo esquema dentro del contexto de sis-
temas Hamiltonianos, la idea es transformar el sistema a uno idéntico en estructura a un robot
manipulador. Este esquema, sin embargo, no es global y sólo es válido para parametrizaciones
mı́nimas. En [20,24] se profundiza el análisis de pasividad para obtener resultados adicionales.
Finalmente, los autores de [5] retoman su esquema para regulación sin mediciones de velocidad
para lograr seguimientos usando únicamente mediciones de velocidad. El resultado es un es-
quema complicado y con muchas limitaciones en las maniobras permitidas al satélite, por esta
razón el esquema sólo es verificado para el caso especial de regulación.
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Caṕıtulo 3. Control para seguimiento de orientación por retroalimentación de estados

En este caṕıtulo, se desarrolla una ley de control que supone a todos los estados medibles, en
particular, a las velocidades angulares.

En [19], los autores desarrollan una ley de control para seguimiento de trayectorias análoga al
algoritmo Slotine-Li [18] para control de robots. Todo el análisis se realiza por estabilidad Lp y
pasividad. Aqúı se presenta un controlador similar, sin embargo, se analiza mediante teoŕıa de
contracción con el objetivo de acoplar los resultados con el diseño de observadores.

Primero, se define la trayectoria deseada compuesta por ωd y Rd. Estos dos valores están ligados
por la cinemática deseada (2.10):

Ṙd = RdS(ωd), Rd(0) = Rd0 ∈ SO(3)

Sin embargo, es recomendable prescribir la trayectoria deseada con ωd y qd, ligados por la ci-
nemática deseada para cuaternión (2.47). Si se emplea esta representación, entonces qd(0) = qd0
t. q. ‖qd0‖ = 1. Obtener la trayectoria deseada implica resolver esta ecuación diferencial. De-
pendiendo de la aplicación, se puede resolver en ĺınea o fuera de ĺınea. Usando en un principio
la representación en cuaternión, el error de cuaternión se puede calcular directamente mediante
(2.46).

Análogo al algoritmo Slotine-Li para robots, se define la variable compuesta:

ωr = ω̄d − Λev, Λ = ΛT > 0

Con ω̄d y ev definidos en (2.45 )y (2.46), respectivamente. Por simplicidad, se considera que
Λ = λI con λ > 0, entonces:

ωr = ω̄d − λev (3.1)

Puede definirse también una variable auxiliar s, similar a aquélla empleada en el control por
modos deslizantes, de la siguiente manera:

s = ω − ωr (3.2)

La estructura de esta variable compuesta merece su propio análisis.

Para entender el diseño de ωr se presenta primero el caso conocido de control de posición de
robots:

ωr = ω̇d − λ(x− xd) = ω̇d − λ(xe)

donde x, xd, xe son las coordenadas generalizadas de la planta, deseadas y de error, respecti-
vamente. Además, para control de posición, la cinemática de las coordenadas generalizadas es
trivial:

ẋ = ω

24
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Entonces:
s = ω − ωr = ωe + λxe = ẋe + λxe

La cinemática, restringida a la superfice s = 0, tiene un punto equilibrio exponencialmente
estable en xe = 0:

s = 0⇒ ẋe = −λxe
Como λ > 0, se trata de un sistema lineal, invariante con el tiempo y estable, por lo que xe → 0
exponencialmente. Este conocido resultado puede estudiarse con teoŕıa de contracción, lo que
garantiza la convergencia exponencial.
Visto de otra forma, la definción de s puede escribirse como una función de transferencia:

xe =
1

σ + λ
s

donde σ es el operador derivada en Laplace. De esta representación, es claro que xe es la salida
de un filtro estable de primer orden cuya entrada es s. De hecho, el resultado de convergencia
de xe puede extenderse al caso más general

xe = F (σ)s

donde F (σ) es una función de transferencia estable y estrictamente propia [40].

Se diseña la variable auxiliar s tal que el sistema restringido a la superficie s = 0 permita que
xe → 0. Cuando s→ 0 y xe → 0, por la forma de s, ωe → 0. Cumplir con el objetivo de control
se reduce a diseñar una ley de control que garantice que s→ 0.

El desarrollo para control de orientación es más complejo, pero se busca un resultado análogo
al usado en control de posición.

Lema 3.1. Convergencia asintótica en la superficie s = 0:
Con ωr y s definidos en (3.1) y (3.2), la cinemática del error, (2.48) restringida a la superficie
s = 0, tiene un punto de equilibrio asintóticamente estable en ev = 0. Entonces, si s → 0,
ev → 0, ωe → 0 y e0 → ±1 cuando t→∞.

Demostración. Sea la función candidata de Lyapunov positiva definida:

V = (1− e0)2 + eTv ev

Se debe notar que V = V (ev) ya que puede escribirse como:

V = 2− 2
√
eTv ev

Desarrollando la función y utilizando la condición de norma del cuaternión (2.16):

V = 2(1− e0)
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Tomando su derivada temporal a lo largo de las trayectorias del sistema:

V̇ = −2ė0 = eTv ωe

La superficie s = 0 define una retroalimentación negativa de ev para la cinemática del error:

s = 0⇒ ωe = −λev

Sustituyendo en la derivada temporal de la función candidata de Lyapunov a la restricción
cuando s = 0, se obtiene:

V̇ = eTv ωe = −eTv λev < 0

Por lo que ev → 0 asintóticamente. Dado este resultado, por la restricción de norma, e0 → ±1.
Desarrollando la variable s:

s = ω − ωr = ω − ω̄ + λev = ωe + λev

Como s = 0 y ev = 0 entonces ωe = s− λev = 0 ∆

El resultado obtenido, usando cuaterniones como parametrización, no es global. Se trata un
resultado caracteŕıstico del control de orientación, no puede obtenerse un resultado global usan-
do leyes de control continuas [23]. En concreto, existen dos puntos de equilibrio: ωe = 0, e =[
1 0 0 0

]T
y ωe = 0, e =

[
−1 0 0 0

]T
. Ambos cuaterniones representan la misma matriz

de rotación, Re = I lo que implica que se alcanza la orientación deseada. Esta multiplicidad de
equilibrios impide que el sistema sea contrayente globalmente [9]. Para sistemas de orientación,
se emplea el término “casi global” para esta condición. Este concepto aparece en el control
de un péndulo simple: el ángulo de equilibrio elegido (con velocidad cero) es asintóticamente
estable para cualquier condición inicial excepto para el ángulo 90◦ opuesto del elegido. Este
concepto se formaliza a continuación.

Definición 3.1. Punto de equilibrio asintótica y casi globalmente estable [15]:
Un punto de equilibrio x∗ de un sistema dinámico ẋ = f(x) (es decir, f(x∗) = 0) se dice
asintótica y casi globalmente estable si es asintóticamente estable para cualquier condición ini-
cial x(0) excepto para un conjunto finito y conocido de condiciones iniciales.

Profundizando el análisis, puede apreciarse que el primer equilibrio representa un mı́nimo en
la función de Lyapunov, considerada como función de acumulación de enerǵıa, V = 0, mien-
tras que el segundo equilibrio es un máximo, V = 4. Entonces e0 = 1 es atractivo, mientras
que e0 = −1 es repulsivo. El punto de equilibrio con e0 = 1 es asintótica y casi globalmente
estable, ya que es asintóticamente estable para cualquier condición inicial excepto el equilibrio
con e0 = −1. El sistema tenderá al punto de equilibrio atractivo, lo cual puede no ser siempre
el resultado más deseable: en ocasiones, pese a que alcanza la orientación deseada, la aeronave
puede dar un giro de 180◦ primero. A este comportamiento se le conoce como el “fenómeno de
desplegado.” Es un fenómeno análogo al problema de equilibrar un péndulo, el sistema puede
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dar una vuelta de 360 grados cuando un movimiento menor en sentido contrario resultaŕıa sufi-
ciente. La consecuencia de este fenómeno es un posible desperdicio de esfuerzo de control para
ciertas maniobras. El problema se ataca en diversos trabajos [35,38]. En general, la solución es
usar una ley de control discontinua, por ejemplo, incluyendo el signo de e0.

Otro punto importante tiene que ver con la definición del error de orientación. En el trabajo
previo [21], los autores eligen combinar la cinemática con la dinámica en una sola ecuación más
compleja que tiene la ventaja de ser más parecida a la ecuación clásica de robots manipuladores.
La ley de control usada es el algoritmo Slotine-Li estándar. Esta ley de control, sin embargo, es
más compleja, cŕıtica que es presentada en [19]. Además, es más restrictiva: no permite el uso
de una parametrización cuyo Jacobiano no es invertible, como es el caso para el cuaternión.

De particular interés, aunque no se discute en ninguno de estos dos trabajos, es la elección de
los errores de seguimiento y en consecuencia las variables compuestas. Slotine et. al. [21] operan
con una definición del error de orientación más convencional:

qe = q − qd (3.3)

La ventaja de esta representación es que su manejo es más simple. En particular si q = qd, qe
tiende a cero mientras que el error e definido aqúı no se hace cero. La desventaja es análoga al
problema discutido en el apartado de error de orientación: la resta resultante no es un cuater-
nión de rotación, ya que su norma no es necesariamente unitaria.

Una propiedad importante es que introducir al Jacobiano J(q) sirve para acoplar ambas repre-
sentaciones de error de orientación en el caso de cuaterniones, como se muestra a continuación.

Si se decide emplear el error de orientación definido por (3.3), es claro que no puede definirse
la variable compuesta como ωr = ω̄d − λqe debido a que las dimensiones no son compatibles.
En vez de definir la variable compuesta como (3.1), uno puede utilizar el Jacobiano, J(q) para
acoplar las dimensiones de la siguiente manera:

ωr = ω̄d − λJ(q)T qe

La importancia de usar el operador Jacobiano se hace evidente al analizar que ambas definiciones
de ωr son equivalentes. De manera más formal, analizando los términos diferentes en ambas
definiciones, ev = J(q)T qe se tiene por un lado:

J(q)T qe = J(q)T (q − qd) = J(q)T q − J(q)T qd = −J(q)T qd

= −
[

−qTv
q0I − S(qv)

]T
qd =

[
qv −q0I + S(qv)

T
]
qd

=
[
qv −q0I − S(qv)

] [qd0
qdv

]
= qd0qv − q0qdv + S(qdv)qv
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Por otro lado, usando la definición (2.46):

ev = qd0qv − q0qdv + S(qdv)(qv)

Ambas definiciones son iguales. De hecho, esta nueva definición representa una manera simple
de calcular la parte vectorial del error de cuaternión definido por (2.46) y servirá también para
desarrollar fácilmente su derivada. Formalizando esta propiedad:

ev = −JT (q)qd (3.4)

Se puede definir entonces:

ωr = ω̄d + λJT (q)qd = RT (e)ωd + λJT (q)qd (3.5)

En conclusión, cuando la representación cinemática elegida es el cuaternión, si se desea emplear
una definición convencional para el error de orientación para simplificar el análisis, introducir
la matriz JT (q) (o P (x) para el otro producto) permite recuperar las propiedades de definir el
error de orientación con los operadores producto e inverso de cuaternión. Esto será de utilidad
en el diseño de observadores, donde es más cómodo definir el error de estimación como una resta.

Finalmente, la cinemática de error en términos del cuaternión no es trivial, por lo que la derivada
de ωr no lo es tampoco. Como será usada más adelante, se presenta su derivada expĺıcitamente,
usando la definición (3.5).

Primero, despejando de (2.47) a ωd:

ωd = 2JT (qd)q̇d (3.6)

Su derivada es:

ω̇d = 2JT (qd)q̈d + 2JT (q̇d)q̇d = 2JT (qd)q̈d (3.7)

Cuando la trayectoria deseada se prescribe con qd, q̇d y q̈d, entonces ωd y ω̇d pueden obtenerse
fuera de ĺınea con un cálculo algebraico. En adelante, se supone que la trayectoria deseada
está acotada por:

‖qd‖ = 1

‖q̇d‖ ≤ c1, c1 ∈ R+

‖q̈d‖ ≤ c2, c2 ∈ R+ (3.8)

Por supuesto, ωd y ω̇d están acotados por estos valores:

‖ωd‖ ≤ 2c1

‖ω̇d‖ ≤ 2c2
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Entonces se calcula ω̇r:

ω̇r = RT (e)ω̇d + ṘT
e ωd + λJT (q)q̇d + λJ(q̇)qd

= RT (e)ω̇d + λJT (q)q̇d − λJT (qd)q̇ − S(ω −RT (e)ωd)R
T (e)ωd

= RT (e)ω̇d + λJT (q)q̇d −
λ

2
JT (qd)J(q)ω + S(RT (e)ωd)(ω −RT (e)ωd)

= RT (e)ω̇d + λJT (q)q̇d +
(
S(RT (e)ωd)−

λ

2
JT (qd)J(q)

)
ω (3.9)

Por simplicidad, se define:

∆ = ∆(q, qd, q̇d) = S(RT (e)ωd)−
λ

2
JT (qd)J(q) (3.10)

Es importante notar que ∆ está acotado, ya que depende únicamente de funciones acotadas:

‖∆‖ ≤ λ

2
+ 2 c1

Entonces (3.9) puede escribirse como:

ω̇r = RT (e)ω̇d + λJT (q)q̇d + ∆ω (3.11)

Con estas herramientas, es posible definir la ley de control para seguimiento de orientación
mediante:

τ = Mω̇r −N(·)ωr −Kc(ω − ωr), Kc = KT
c > 0 (3.12)

Teorema 3.1. Convergencia asintótica del error de seguimiento a cero para el controlador de
seguimiento:
La ley de control definida por (3.12) y (3.1), en lazo cerrado con el sistema definido por (2.13)
y (2.31) logra que el error de seguimiento definido por (2.44) y (2.46) tienda asintóticamente

a ωe =
[
0 0 0

]T
y
[
e = ±1 0 0 0

]T
respectivamente.

La demostración se presenta mediante un análisis de contracción, en contraste con la demos-
tración presentada por pasividad en el trabajo original.

Demostración. La ley de control (3.12) puede escribirse como:

Mω̇r = N(·)ωr +Kc(ω − ωr) + τ

Se define el sistema virtual como:

Mξ̇ = N(·)ξ +Kc(ω − ξ) + τ
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Donde ξ tiene dos soluciones conocidas, ω y ωr, la planta, (2.13) y el controlador, (3.12), res-
pectivamente.

Su desplazamiento infinitesimal está dado por:

Mδ̇ξ = N(·)δξ −Kcδξ

La evolución de su distancia cuadrada, bajo la métrica M es:

1

2

d

dt
(δξTMδy) = δξTMδ̇ξ

= δξTN(·)δξ − δξTKcδξ

= −δξTKcδξ

≤ −λmin(Kc)‖δξ‖2

Por el Teorema 2.5 de contracción parcial, el sistema virtual es contrayente, por lo que sus solu-
ciones particulares convergen. Es concreto, ω → ωr exponencialmente, con tasa de convergencia
menor o igual a λmin(Kc), el valor caracteŕıstico mı́nimo de la matriz Kc. Por construcción, el
sistema tiende exponencialmente a la variedad s = 0 y permanece ah́ı. Dentro de esta variedad,
con el Lema 3.1 se concluye que ωe → 0 , ev → 0 y e0 → ±1 asintóticamente. ∆

Como análisis final de esta sección, el problema de desplegado se considera en otros traba-
jos [24, 35] introduciendo una función signo en la ley de control, espećıficamente, actuando
sobre la parte vectorial del cuaternión de error. Dichos trabajos contemplan únicamente el pro-
blema de regulación, a continuación se presenta una alternativa para el problema de seguimiento.

Corolario 3.1. Convergencia asintótica para variable auxiliar ωr modificada:
Considere la modificación a la variable auxiliar ωr definida en (3.5):

ωr =

{
ω̄ + λJT (q)qd, e0 ≥ 0

ω̄ − λJT (q)qd, e0 < 0
(3.13)

La variable auxiliar modificada, junto con la ley de control (3.12) logran que ωe → 0 y ev → 0
asintóticamente, mientras que e0 → 1 en el primer caso y e0 → −1 en segundo.

Demostración. Considere la siguiente función candidata de Lyapunov:

V =

{
(1− e0)2 + eTv ev, e0 ≥ 0

(1 + e0)
2 + eTv ev, e0 < 0

El primer caso coincide con el Lema 3.1, donde se demostró que el punto de equilibrio ωe = 0,
ev = 0, e0 = 1 atractivo. Para el segundo caso, se considera a

V = (1 + e0)
2 + eTv ev = 2(1 + e0)
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Tomando su derivada temporal:
V̇ = 2ė0 = −eTv ωe

Previamente se demostró que la ley de control 3.12 logra que ω → ωe exponencialmente. La
cinemática del error, restringida a la superficie s = ω − ωr = 0 es:

ωe = λev

Sustituyendo en V̇ :
V̇ = −eTv λev < 0

Por lo que se alcanza el mismo resultado previo de estabilidad asintótica. La diferencia es que en
este segundo caso e0 = −1 representa un mı́nimo de la función de almacenamiento de enerǵıa,
por lo que es un punto de equilibrio atractivo. Por otro lado, e0 = 1 es un máximo, por lo que
es un punto de equilibrio repulsivo. ∆

Esta modificación a la ley de control permite evaluar cuál trayectoria es más cercana, qd ó −qd.
Si e0 = 1, entonces el sistema se encuentra más cercano a qd y empleará menos esfuerzo de
control en alcanzar esta trayectoria. Por otro lado, si e0 = −1 entonces el sistema está más
cerca de −qd, no es conveniente desperdiciar enerǵıa tratando de alcanzar a qd cuando su con-
trario representa la misma orientación requerida. Finalmente, si e0 = 0, significa que q y qd son
ortogonales: el sistema está igualmente cerca de qd y de −qd. El signo puede elegirse arbitraria-
mente, en este trabajo se fija positivo.

Si el perfil de orientación prescrito es suave, la decisión entre ambas leyes de control se toma
una única vez al principio del perfil. La suavidad de la trayectoria deseada impide que vuelva
a suceder un cambio de signo para e0.

Es importante notar que las definiciones de ω̇r y ∆ cambian también para ambos casos:

∆ =

{
S(RT (e)ωd)− λ

2
JT (qd)J(q), e0 ≥ 0

S(RT (e)ωd) + λ
2
JT (qd)J(q), e0 < 0

(3.14)

ω̇r =

{
RT (e)ω̇d + λJT (q)q̇d + ∆ω, e0 ≥ 0

RT (e)ω̇d − λJT (q)q̇d + ∆ω, e0 < 0
(3.15)

En ambos casos, la función ∆ se mantiene acotada.
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Caṕıtulo 4

Diseño de observadores de orientación

Independientemente del tipo de satélite y su respectiva ley de control, es claro que se necesitan
mediciones de posición (cuaternión) y de velocidad angular. El controlador no es realizable si no
se dispone de mediciones de ω. En este caṕıtulo se diseñan observadores que permitan estimar
las velocidades angulares. Dichos estimados serán usados en el caṕıtulo siguiente para obtener
un control de orientación por retroalimentación de salidas.

El desarrollo de observadores para orientación no es un tema nuevo, a lo largo de las últimas
décadas se han desarrollado exitosamente diferentes esquemas, con diferentes metodoloǵıas y
resultados. Dado que los sensores de velocidad angular existen, pero los datos que entregan
son poco confiables, trabajos iniciales se concentran en diseño de estimadores que incluyen este
dato de velocidad angular [2, 26].
El desarrollo de observadores sin el dato de velocidad angular fue el siguiente paso. En [25]
se presenta un resumen de diferentes esquemas desarrollados. Los observadores en general se
desarrollan tomando en cuenta y explotando las caracteŕısticas no lineales de la planta. El
cuaternión de rotación es una parametrización popular pero no es la única estudiada [27].
Muchos de estos observadores tienen la caracteŕısitica de no ser exponencialmente convergentes
a los estados reales y no son globales, solamente funcionan para maniobras reducidas.
En [28] se presenta un observador de velocidad angular globalmente convergente usando cuater-
niones como representación. El observador eventualmente converge de forma exponencial pero
es más débil al principio. Avanzando aún más la teoŕıa, el problema de seguimiento median-
te observador se desarrolla en [29] para orientación de veh́ıculos submarinos. El resultado de
convergencia, aunque exponencial, no es global. Es uno de los primeros trabajos que enfrenta
el problema de retroalimentación de salidas basada en obervador. Por ello, el diseño de este
observador está ı́ntimamente ligado al diseño del controlador para evitar el fenómeno pico.
La gran mayoŕıa de los desarrollos de observadores emplean como herramienta de diseño y
demostración a Lyapunov.

En este trabajo, el objetivo principal de los observadores es poder ser empleados en un esquema
de control de seguimiento por retroalimentación de salidas. Se busca que el observador sea ex-
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ponencial y global, pero sobre todo, que sea compatible con el esquema de control desarrollado
en el caṕıtulo anterior. Por estas razones se usará teoŕıa de contracción como herramimenta
para los desarrollos. No es, sin embargo, la única herramienta posible.

A diferencia de los controladores presentados en el caṕıtulo anterior, el desarrollo de observa-
dores para cada caso de N(·) es diferente por lo que se presenta el diseño de observadores para
cada caso por separado. Todos los observadores de este caṕıtulo se diseñan con una misma
metodoloǵıa. Primero se analiza un observador similar en estructura a la planta con el objetivo
de facilitar el análisis de convergencia por teoŕıa de contracción. Sin embargo, este observador
no puede ser implementado directamente ya que requiere conocimiento de ω. Para obtener un
resultado útil, el análisis siguiente se centra en cómo lograr la implementación del observador
contrayente.

4.1. Observador de orden reducido para satélite con rue-

das de reacción

Para el problema de control nominal, cuando no se dispone de mediciones de velocidad angu-
lar, un observador de orden reducido es suficiente. El desarrollo a continuación se basa en el
observador presentado en [30]. Se emplean propiedades de la cinemática del cuaternión para
reducir el orden del observador, además de simplificar su análisis de convergencia y para su
implementación.

Se define al error de estimación como:

ω̃ = ω − ω̂ (4.1)

donde ω̃ es el estimado de la velocidad angular. El objetivo del observador es lograr que el error
de estimación tienda a cero.

Se propone un observador no implementable como:

M ˙̂ω = S(RThI)ω̂ +
1

2
KoJ

T (qf )J(q)(ω − ω̂) + τ, Ko = KT
o > 0 (4.2)

donde:
q̇f = Γ(q − qf ), qf (0) = qf0, Γ = ΓT > 0 (4.3)

Por simplicidad, se considerará Γ = γI4, γ > 0 y qf0 ∈ R4 debe ser un cuaternión de rotación,
es decir, ‖qf0‖ = 1. Es claro que la dinámica de qf es un filtro lineal estable cuya entrada es q.
Si bien qf tenderá exponencialmente a q, el siguiente lema muestra que la distancia entre q y
qf también puede hacerse arbitrariamente pequeña mediante la constante γ.
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Caṕıtulo 4. Diseño de observadores de orientación

Lema 4.1. Ganancia de filtro lineal:
Considere la dinámica del cuaternión filtrado, (4.3). Entonces qf → q a medida que γ → ∞.
Formalmente, ∀εq > 0, ∃ γ tal que si γ ≥ γ ⇒ ‖qf − q‖ ≤ εq, ∀t ≥ t0. Para t < t0 entonces
‖q(0)− ‖qf (0)‖ ≤ ‖qf − q‖ < εq.

Demostración. La forma integral del filtro (4.3) es:

qf = e−γtqf (0) +

∫ t

0

γe−γ(t−τ)q(τ)dτ

De esta expresión, con el hecho de que las condiciones iniciales del filtro son las mismas que de
la función de entrada, se puede concluir que qf → q, γ →∞. ∆

Se supone que el cuaternión real es conocido en todo momento. Por esta razón puede elegirse
a qf (0) = q(0) para asegurar que ‖qf − q‖ ≤ εq para todo tiempo.

Ahora es posible enunciar el siguiente resultado:

Lema 4.2. Análisis de contracción del observador de orden reducido (no implementable) para
satélite con ruedas de reacción:
El observador no implementable definido por (4.2) y (4.3) logra que ω̂ → ω exponencialmente,
siempre que λ1 , λmin(Ko)− εqλmax(Ko) > 0 para algún εq > 0 definido por el Lema 4.1.

Demostración. Sea el sistema virtual:

Mξ̇ = S(RThI)ξ +
1

2
KoJ

T (qf )J(q)(ω − ξ) + τ

El sistema virtual tiene dos soluciones particulares conocidas: ξ = ω, la dinámica (2.11), y
ξ = ω̂, el observador (4.2).
Su desplazamiento infinitesimal está dado por:

Mδξ̇ = S(RThI)δξ − 1

2
KoJ

T (qf )J(q)δξ

Analizando la evolución de su distancia cuadrática bajo la métrica M :

1

2

d

dt
(δξTMδξ) = δξTS(RThI)δξ − 1

2
δξTKoJ

T (qf )J(q)δξ

= −1

2
δξTKoJ

T (qf )J(q)δξ = −1

2
δξTKo

(
J(q)TJ(q)− J(q)TJ(q) + JT (qf )J(q)

)
δξ

= −1

2
δξTKoδξ −

1

2
δξTKoJ

T (qf − q)J(q)δξ

≤ −1

2

(
λmin(Ko)− λmax(Ko)‖qf − q‖‖q‖

)
‖δξ‖2

≤ −1

2

(
λmin(Ko)− εqλmax(Ko)

)
‖δξ‖2
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Donde se usaron varias propiedades del operador Jacobiano (2.39).

El sistema virtual será contrayente siempre que λ1 > 0. Entonces, las soluciones convergen entre
śı exponencialmente, por lo que ω̂ → ω con tasa de convergencia menor o igual a λ1/2. ∆

Este resultado es global, ya que la región de contracción es todo el espacio de estados para cual-
quier ganancia Ko, eligiendo a γ arbitrariamente grande. Al ser (4.3) un filtro, el parámetro
γ puede elegirse tomando en cuenta dos objetivos, atenuación de ruido y tamaño de la región
de contracción. Una metodoloǵıa común es elegir γ para filtrar frecuencias fuera de los rangos
de operación del satélite. Esta elección determina un valor de εq. La matriz de ganancia del
observador, Ko, se elige entonces en base a este valor.

El filtro lineal complica el análisis por contracción. Esto es debido a la implementación. Agre-
gar el producto de J(qf )

TJ(q) permite obtener una forma implementable como se detalla a
continuación. Adicionalmente, pese a que se denomina observador de orden reducido, el filtro
entrega un estimado del cuaternión por lo que podŕıa llegar considerarse un observador de orden
completo.

Teorema 4.1. Convergencia exponencial y global del observador de orden reducido para satélite
con ruedas de reacción:
El observador en su forma de análisis (4.2) puede ser implementado indirectamente con la
variable auxiliar ω̄ cuya dinámica está definida por:

˙̄ω =
(
S(RThI)− 1

2
KoJ

T (qf )J(q)
)
ω̂ − γKoJ

T (q)qf + τ

ω̂ = M−1
(
ω̄ +KoJ

T (qf )q
)

(4.4)

Este observador, en su forma implementable, logra que la velocidad angular estimada converja
global y exponencialmente a la velocidad angular del sistema.

Demostración. Despejando a Mω̂ de (4.4) y tomando su derivada temporal:

Mω̂ = ω̄ +KoJ
T (qf )q

M ˙̂ω = ˙̄ω +KoJ
T (q̇f )q +KoJ

T (qf )q̇

= ˙̄ω −KoJ
T (q)γ(q − qf ) +

1

2
KoJ

T (qf )J(q)ω

= ˙̄ω + γKoJ
T (q)qf +

1

2
KoJ

T (qf )J(q)ω

Sustituyendo la dinámica de ω̄ de (4.4):

M ˙̂ω =
(
S(RThI)− 1

2
KoJ

T (qf )J(q)
)
ω̂ − γKoJ

T (q)qf + τ + γKoJ
T (q)qf +

1

2
KoJ

T (qf )J(q)ω

= S(RThI)ω̂ +
1

2
KoJ

T (qf )J(q)(ω − ω̂) + τ
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Se llega al observador en su forma de análisis. Utilizando el Lema 4.2 se concluye la prueba. ∆

Esta metodoloǵıa para implementar una dinámica no implementable con una variable auxiliar
que “completa” al diferencial es una técnica usada con frecuencia en desarrollos de pasividad [35]
y control adaptable [18].

4.2. Observador de orden reducido para satélite con pro-

pulsor de gas

El caso de propulsor de gas es más compicado de analizar que el anterior, debido que N(·) =
N(Mω) contiene a ω, precisamente el elemento que se desea estimar. Se usa la misma estructura
que el satélite actuado por ruedas de reacción, ajustado para esta clase de satélite.

El observador no implementable en su forma de análisis está dado por:

M ˙̂ω = S(Mω̂)ω̂ +
1

2
KoJ

T (qf )J(q)(ω − ω̂) + τ, Ko = KT
o > 0 (4.5)

donde qf se define de la misma forma que el caso previo:

q̇f = γ(q − qf ), qf (0) = q(0), γ > 0

Lema 4.3. Análisis de contracción de observador de orden reducido (no implementable) para
satélite con propulsor de gas:
El observador definido por (4.5) y (4.3) logra que ω̂ → ω exponencialmente dentro de la región
de contracción definida por ‖ω̂‖ < (λmin(Ko)− εqλmax)(Ko)/(2MM) para algún εq > 0 definido
por el Lema 4.1.

Adicionalmente, si M es diagonal, la región de contracción queda definida por λ1 = λmin(Ko)−
εqλmax(Ko) > 0 lo que implica un resultado global.

Demostración. El observador (4.5) puede reescribirse como:

M ˙̂ω = S(Mω̂)ω̂ +
1

2
KoJ

T (qf )J(q)(ω − ω̂) + τ

= S(Mω̂)ω̂ + S(Mω)ω̂ − S(Mω)ω̂ +
1

2
KoJ

T (qf )J(q)(ω − ω̂) + τ

= S(Mω)ω̂ − S(M(ω − ω̂))ω̂ +
1

2
KoJ

T (qf )J(q)(ω − ω̂) + τ

= S(Mω)ω̂ +
(1

2
KoJ

T (qf )J(q) + S(ω̂)M
)

(ω − ω̂) + τ
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donde se usaron varias propiedades de (2.9).

Se define un sistema virtual como:

Mξ̇ = S(Mω)ξ +
(1

2
KoJ

T (qf )J(q) + S(ω̂)M
)

(ω − ξ) + τ

El sistema virtual tiene dos soluciones conocidas, ξ = ω, la dinámica y ξ = ω̂, el observador.

El desplazamiento infinitesimal del sistema virtual está dado por:

Mδξ̇ = S(Mω)δξ −
(1

2
KoJ

T (qf )J(q) + S(ω̂)M
)
δξ

La evolución de su distancia cuadrática bajo la métrica M es:

1

2

d

dt
(δξTMδξ) = −δξT

(1

2
(ξTKoJ

T (qf )J(q) + S(ω̂)M
)
δξ

= −1

2
δξTKoδξ

T − 1

2
δξTKoJ

T (qf − q)J(q)δξ − δξTS(ω̂)Mδξ

≤ −
(λmin(Ko)

2
− εqλmax(Ko)

2
−MM‖ω̂‖

)
‖δξ‖2

El sistema virtual será contrayente siempre que λmin(Ko) − εqλmax(Ko) − 2MM‖ω̂‖ > 0.
El resultado es semiglobal ya que depende de ω̂. La constante Ko puede elegirse arbitra-
riamente, (aunque no cualquier valor arbitrariamente grande será el más adecuado para re-
troalimentación de salidas) por lo que puede expandirse la región de contracción. Dentro
de la región de contracción, el sistema converge exponencialmente con tasa menor o igual a
λ2 , (λmin(Ko)− εqλmax(Ko)− 2MM‖ω̂‖)/2 > 0. Entonces, ω̂ → ω exponencialmente.

Adicionalmente, si M es diagonal, objetivo en el diseño de satélites pequeños, entonces M
conmuta, por lo que el término S(ω̂)M es antisimétrico:

(S(ω̂)M)T = MTST (ω̂) = −MS(ω̂) = −S(ω̂)M

En este caso, el término δξTS(ω̂)Mδξ es cero y se recupera la región de contracción del satélite
con ruedas de reacción como actuador. ∆

Para lograr implementar este observador se emplea un procedimiento análogo al del observador
para satélites con ruedas de reacción.

Teorema 4.2. Convergencia exponencial y semiglobal del observador de orden reducido para
satélite con propulsor de gas:
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El observador en su forma de análisis (4.5) puede ser implementado indirectamente con la
variable auxiliar ω̄ cuya dinámica está definida por:

˙̄ω =
(
S(Mω̂)− 1

2
KoJ

T (qf )J(q)
)
ω̂ − γKoJ

T (q)qf + τ

ω̂ = M−1
(
ω̄ +KoJ

T (qf )q
)

(4.6)

Este observador, en su forma implementable, logra que la velocidad angular estimada converja
exponencialmente a la velocidad angular del sistema dentro de la región definida por ‖ω̂‖ <
(λmin(Ko)− εqλmax)(Ko)/(2MM) para algún εq > 0.

Demostración. Despejando a Mω̂ de (4.6) y tomando su derivada temporal:

Mω̂ = ω̄ +KoJ
T (qf )q

M ˙̂ω = ˙̄ω +KoJ
T (q̇f )q +KoJ

T (qf )q̇

= ˙̄ω −KoJ
T (q)γ(q − qf ) +

1

2
KoJ

T (qf )J(q)ω

= ˙̄ω + γKoJ
T (q)qf +

1

2
KoJ

T (qf )J(q)ω

Sustituyendo la dinámica de ω̄ de (4.4):

M ˙̂ω =
(
S(Mω̂)− 1

2
KoJ

T (qf )J(q)
)
ω̂ − γKoJ

T (q)qf + τ + γKoJ
T (q)qf +

1

2
KoJ

T (qf )J(q)ω

= S(Mω̂)ω̂ +
1

2
KoJ

T (qf )J(q)(ω − ω̂) + τ

Se llega al observador en su forma de análisis. Al emplear el Lema 4.4 se concluye la prueba. ∆

4.3. Observadores de orden completo

Los observadores de orden reducido desarrollados en la sección anterior son suficientes para
seguir adelante con el objetivo principal del trabajo de control por retroalimentación de salidas.

Más adelante, se presentará una herramienta para tratar con mediciones contaminadas por
ruido. Esta herramienta puede usarse directamente en el observador de orden reducido, pero
únicamente se reducirá el efecto del ruido en la velocidad angular estimada. Si se desea reducir
su efecto en el dato de posición, es necesario un observador de orden completo, que entregue
un estimado también de la posición angular.

La estructura para el observador de orden completo es simplemente una extensión de los ob-
servadores de orden reducido desarrollados previamente.
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Observador de orden completo para satélite con ruedas de reacción

Lema 4.4. Análisis de contracción de observador de orden completo (no implementable) para
satélite con ruedas de reacción:
Para el sistema definido por (2.31) y (2.11) considere al observador de orden completo en su
forma de análisis (no implementable):

M ˙̂ω = S(RThI)ω̂ +
1

2
KoJ

T (qf )J(q)(ω − ω̂) +
1

2
JT (q)(q − q̂) + τ

˙̂q =
1

2
J(q)ω̂ +Ko2(q − q̂)

q̇f = γ(q − qf ), qf (0) = q(0) (4.7)

Para las ganancias γ > 0, Ko = KT
o > 0 y Ko2 = KT

o2 > 0. El observador logra que q̂ →
q y ω̂ → ω exponencialmente, cumpliendo con el objetivo de estimación, siempre que λ1 =
λmin(Ko)− εqλmax(Ko) > 0 con εq definido por el Lema 4.1.

Demostración. Se define al sistema virtual como:

Mξ̇1 = S(RThI)ξ1 +
1

2
KoJ

T (qf )J(q)(ω − ξ1) +
1

2
JT (q)(q − ξ2) + τ

ξ̇2 =
1

2
J(q)ξ1 +Ko2(q − ξ2)

El sistema virtual tiene dos soluciones particulares: ξ = [q ω]T , la planta, y ξ = [q̂ ω̂]T .
Analizando la evolución de la distancia cuadrática del desplazamiento infinitesimal bajo la
métrica H = diag(M, I4):

1

2
δξTHδξ = δξT1 S(RThI)δξ1 −

1

2
δξ1KoJ

T (qf )J(q)δξ1 −
1

2
δξT1 J

T (q)δξ2 + δξT2
1

2
J(q)δξ1 − δξT2 Ko2δξ2

= −1

2
δξ1KoJ

T (qf )J(q)δξ1 − δξT2 Ko2δξ2

= −δξT
[
1
2
KoJ

T (qf )J(q) 0
0 Ko2

]
δξ , −δξTJ δξ

El sistema virtual será contrayente siempre que J sea positivo definido. Esto se cumplirá siem-
pre que λ1 = λmin(Ko) − εqλmax(Ko) > 0. Este resultado se obtiene de observar que el primer
elemento en la diagonal de J es el Jacobiano generalizado de observador de orden reducido. El
análisis es el mismo, debido a que J es diagonal. El observador de orden completo puede verse
como una configuración en paralelo de dos sistemas contrayentes [9].

Dentro de la región de contracción, las soluciones particulares convergen entre śı con tasa
de convergencia menor o igual a λ3 , min{λ1/2, λmin(Ko2)}. Entonces q̂ → q y ω̂ → ω
exponencialmente. ∆
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De forma similar al observador de orden reducido, el observador se implementa a través de una
variable auxiliar ω̄.

Teorema 4.3. Convergencia exponencial y global del observador de orden completo para satélite
con ruedas de reacción:
El observador (4.7) puede implementarse indirectamente a través de la variable auxiliar ω̄ cuya
dinámica es:

˙̄ω =
(
S(RThI)− 1

2
KoJ

T (qf )J(q)
)
ω̂ +

(
γKoJ

T (qf ) +
1

2
JT (q̂)

)
q + τ

ω̂ = M−1
(
ω̄ +KoJ

T (qf )q
)

˙̂q =
1

2
J(q)ω̂ +Ko2(q − q̂)

q̇f = γ(q − qf ), qf (0) = q(0) (4.8)

Este observador, en su forma implementable, logra que el cuaternión estimado y la velocidad
angular estimada converjan global y exponencialmente al cuaternión y velocidad angular del
sistema.

Demostración. Despejando a Mω̂ de (4.8) y tomando su derivada temporal:

Mω̂ = ω̄ +KoJ
T (qf )q

M ˙̂ω = ˙̄ω +KoJ
T (q̇f )q +KoJ

T (qf )q̇

= ˙̄ω −KoJ
T (q)γ(q − qf ) +

1

2
KoJ

T (qf )J(q)ω

= ˙̄ω + γKoJ
T (q)qf +

1

2
KoJ

T (qf )J(q)ω

Sustituyendo la dinámica de ω̄ de (4.4):

M ˙̂ω =
(
S(RThI)− 1

2
KoJ

T (qf )J(q)
)
ω̂+

+
(
γKoJ

T (qf ) +
1

2
JT (q̂)

)
q + τ + γKoJ

T (q)qf +
1

2
KoJ

T (qf )J(q)ω

= S(RThI)ω̂ +
1

2
KoJ

T (qf )J(q)(ω − ω̂)− 1

2
JT (q)q̂ + τ

= S(RThI)ω̂ +
1

2
KoJ

T (qf )J(q)(ω − ω̂) +
1

2
JT (q)(q − q̂) + τ

Se llega al observador en su forma de análisis. Invocando al Lema 4.4 se concluye la prueba. ∆

Como se mencionó en el análisis del observador de orden reducido el filtro qf entrega también
un estimado del cuaternión. El observador de orden completo es similar: de hecho, se obtienen
dos estimados del cuaternión. Esta redundancia es resultado de dos necesidades: permitir la
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implementación y facilitar el análisis por contracción. Usando el filtro, la región de contracción
puede hacerse arbitrariamente grande.

Una alternativa para prescindir del filtro se presenta a continuación, pero el resultado de con-
tracción es local.

Corolario 4.1. Análisis de contracción local de observador de orden completo (no implemen-
table) para satélite con ruedas de reacción:
Considere el observador de orden completo sin filtro siguiente:

M ˙̂ω = S(RThI)ω̂ +
1

2
KoJ

T (q̂)J(q)(ω − ω̂) +
1

2
JT (q)(q − q̂) + τ

˙̂q =
1

2
J(q)ω̂ +Ko2(q − q̂) (4.9)

El observador logra que q̂ → q y ω̂ → ω exponencialmente, cumpliendo con el objetivo de
estimación, siempre que ‖q − q̂‖ < λmin(Ko)

λmax(Ko)
.

Demostración. Se define el mismo sistema virtual del caso anterior:

Mξ̇1 = S(RThI)ξ1 +
1

2
KoJ

T (q̂)J(q)(ω − ξ1) +
1

2
JT (q)(q − ξ2) + τ

ξ̇2 =
1

2
J(q)ξ1 +Ko2(q − ξ2)

El sistema virtual tiene dos soluciones particulares: ξ = [q ω]T , la planta, y ξ = [q̂ ω̂]T .
Analizando la evolución de la distancia cuadrática del desplazamiento infinitesimal bajo la
métrica H = diag(M, I4):

1

2
δξTHδξ = δξT1 S(RThI)δξ1 −

1

2
δξ1KoJ

T (q̂)J(q)δξ1 −
1

2
δξT1 J

T (q)δξ2 + δξT1
1

2
J(q)δξ2 − δξT2 Ko2δξ2

= −1

2
δξ1KoJ

T (q̂)J(q)δξ1 − δξT2 Ko2δξ2

= −δξT
[
1
2
δξ1KoJ

T (q̂)J(q) 0
0 Ko2

]
δξ , −δξTJ δξ

Analizando el primer término de J:

−δξT1
1

2
KoJ

T (q̂)J(q)δξ1 = −1

2
δξT1 Ko

(
JT (q̂)J(q) + JT (q)J(q)− JT (q)J(q)

)
δξ1

= −1

2
δξT1 Ko

(
I + JT (q̂ − q)J(q)

)
δξ1

≤ 1

2

(
λmin(Ko)− λmax(Ko)‖q̂ − q‖

)
‖δξ1‖2

La matriz J será positiva definida siempre que λmin(Ko)− λmax(Ko)‖q̂ − q‖ > 0. ∆
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El resultado es local, para toda matriz de ganancia Ko existe una región de atracción bien
definida que ya no puede ser extendida. El observador no es globalmente contrayente, pero esto
no implica que un análisis diferente pueda establecer condiciones para convergencia asintótica
o incluso exponencial. Sin embargo, como se supone siempre conocido a q, podrán elegirse las
condiciones iniciales para garantizar que el observador converja.

La implementación de este observador es igual en estructura a su análogo con filtro:

˙̄ω =
(
S(RThI)− 1

2
Ko(J

T (q̂)J(q)− I)
)
ω̂ − 1

2
JT (q)q̂ −KoJ

T (q)Ko2(q − q̂) + τ

˙̂q =
1

2
J(q)ω̂ +Ko2(q − q̂)

q̇f = γ(q − qf ), qf (0) = q(0) (4.10)

Dado que:

Mω̂ = ω̄ +KoJ
T (q̂)q

M ˙̂ω = ˙̄ω +KoJ
T ( ˙̂q)q +KoJ

T (q̂)q̇

= ˙̄ω −KoJ
T (q)

(1

2
J(q)ω̂ +Ko2(q − q̂)

)
+

1

2
KoJ

T (q̂)J(q)ω

= ˙̄ω − 1

2
Ko Iω̂ +KoJ

T (q)Ko2(q − q̂) +
1

2
KoJ

T (q̂)J(q)ω

Sustituyendo a ˙̄ω:

M ˙̂ω =
(
S(RThI)− 1

2
Ko(J

T (q̂)J(q)− I)
)
ω̂ − 1

2
JT (q)q̂ −KoJ

T (q)Ko2(q − q̂) + τ

− 1

2
Ko Iω̂ +KoJ

T (q)Ko2(q − q̂) +
1

2
KoJ

T (q̂)J(q)ω

= S(RThI)ω̂ +
1

2
KoJ

T (q̂)J(q)(ω − ω̂) +
1

2
JT (q)(q − q̂) + τ

Que es el observador en su forma no implementable.

Observador de orden completo para satélite con propulsor de gas

De igual manera que el observador anterior, el observador de orden completo para el satélite
equipado con propulsor de gas es una extensión de su versión de orden reducido.

Lema 4.5. Análisis de contracción de observador de orden completo (no implementable) para
satélite con propusor de gas:
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Para el sistema definido por (2.31) y (2.12) considere al observador de orden completo en su
forma de análisis:

M ˙̂ω = S(Mω̂)ω̂ +
1

2
KoJ

T (qf )J(q)(ω − ω̂) +
1

2
JT (q)(q − q̂) + τ

˙̂q =
1

2
J(q)ω̂ +Ko2(q − q̂)

q̇f = γ(q − qf ), qf (0) = q(0) (4.11)

Para las ganancias γ > 0, Ko = KT
o > 0 y Ko2 = KT

o2 > 0. El observador logra que q̂ → q
y ω̂ → ω exponencialmente, cumpliendo con el objetivo de estimación, siempre que ‖ω̂‖ <
(λmin(Ko)− εqλmax)(Ko)/(2MM) para algún εq > 0, definido por el Lema 4.1. Adicionalmente,
si M es diagonal, la región de contracción queda definida por λ1 = λmin(Ko)− εqλmax(Ko) > 0
lo que implica un resultado global.

Demostración. Se define al sistema virtual como:

Mξ̇1 = S(Mω)ξ1 +
(1

2
KoJ

T (qf )J(q) + S(ω̂)M
)

(ω − ξ1) +
1

2
JT (q)(q − ξ2) + τ

ξ̇2 =
1

2
J(q)ξ1 +Ko2(q − ξ2)

El sistema virtual tiene dos soluciones particulares: ξ = [q ω]T , la planta, y ξ = [q̂ ω̂]T , el
observador, una vez reescrito de la misma forma que en la Demostración del Teorema 4.2.

Analizando la evolución de la distancia cuadrática del desplazamiento infinitesimal bajo la
métrica H = diag(M, I4):

1

2

d

dt
(δξTHδξ) =

= δξT1 S(Mω̂)δξ1 − δξ1
(1

2
KoJ

T (qf )J(q) + S(ω̂)M
)
δξ1 −

1

2
δξT1 J

T (q)δξ2+

+ δξT2
1

2
J(q)δξ1 − δξT2 Ko2δξ2

= −δξ1
(1

2
KoJ

T (qf )J(q) + S(ω̂)M
)
δξ1 − δξT2 Ko2δξ2

= −δξT
[(

1
2
KoJ

T (qf )J(q) + S(ω̂)M
)

0

0 Ko2

]
δξ , −δξTJ δξ

El sistema virtual será contrayente siempre que J sea positivo definido. Esto se cumplirá siem-
pre que λ2 = λmin(Ko) − εqλmax(Ko) − 2MM‖ω̂‖ > 0. Este resultado se obtiene de observar
que el primer elemento en la diagonal de J es el Jacobiano generalizado de observador de orden
reducido. El análisis es el mismo, debido a que J es diagonal.
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Dentro de la región de contracción, las soluciones particulares convergen entre śı con tasa
de convergencia menor o igual a λ4 , min{λ2/2, λmin(Ko2)}. Entonces q̂ → q y ω̂ → ω
exponencialmente.

∆

Teorema 4.4. Convergencia exponencial y semi-global de observador de orden completo para
satélite con propusor de gas:
El observador (4.11) se implementa Mediante una variable auxiliar ω̄, cuya dinámica es:

˙̄ω =
(
S(Mω̂)− 1

2
KoJ

T (qf )J(q)
)
ω̂ +

(
γKoJ

T (qf ) +
1

2
JT (q̂)

)
q + τ

ω̂ = M−1
(
ω̄ +KoJ

T (qf )q
)

˙̂q =
1

2
J(q)ω̂ +Ko2(q − q̂)

q̇f = γ(q − qf ), qf (0) = q(0) (4.12)

Este observador, en su forma implementable, logra que los estados del observador converjan
exponencialmente a los estados de la planta dentro de la región definida por ‖ω̂‖ < (λmin(Ko)−
εqλmax)(Ko)/(2MM) para algún εq > 0.

Demostración. Despejando a Mω̂ de (4.15) y tomando su derivada temporal:

Mω̂ = ω̄ +KoJ
T (qf )q

M ˙̂ω = ˙̄ω +KoJ
T (q̇f )q +KoJ

T (qf )q̇

= ˙̄ω −KoJ
T (q)γ(q − qf ) +

1

2
KoJ

T (qf )J(q)ω

= ˙̄ω + γKoJ
T (q)qf +

1

2
KoJ

T (qf )J(q)ω

Sustituyendo la dinámica de ω̄ de (4.4):

M ˙̂ω =
(
S(Mω̂)− 1

2
KoJ

T (qf )J(q)
)
ω̂+

+
(
γKoJ

T (qf ) +
1

2
JT (q̂)

)
q + τ + γKoJ

T (q)qf +
1

2
KoJ

T (qf )J(q)ω

= S(Mω̂)ω̂ +
1

2
KoJ

T (qf )J(q)(ω − ω̂)− 1

2
JT (q)q̂ + τ

= S(Mω̂)ω̂ +
1

2
KoJ

T (qf )J(q)(ω − ω̂) +
1

2
JT (q)(q − q̂) + τ

Se llega al observador en su forma de análisis. Invocando al Lema4.9 se concluye la prueba. ∆
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4.4. Redundancia de sensores y sincronización de siste-

mas ante presencia de ruido

La redundancia de sistemas es un elemento siempre presente en satélites [2, 7, 39]. Se instalan
sistemas redundantes con el objetivo principal de hacer al sistema robusto antes fallas. Los
sistemas adicionales trabajan en paralelo al principal, sin embargo, su salidas generalmente no
reingresan al satélite hasta que el sistema principal falla y es sustituido por uno de los sistemas
redundantes.

Si bien los instrumentos de medición adicionales se instalan con un objetivo diferente al objetivo
de control, es posible emplear esta información adicional de manera inteligente para combatir
problemas en los mismos sensores.

En particular, en [11] se sincroniza una clase de sistemas contaminados por ruido blanco para
recuperar el comportamiento libre de ruido. Para esta clase de sistemas y esta clase de ruido,
se demuestra que cuando el número de sistemas sincronizados tiende a infinito, el efecto del
ruido en la trayectoria media de los sistemas tiende a ser nulo.

Este resultado se ha extendido a cierta clase de observadores y en este trabajo se utiliza para
atacar el problema cuando varias mediciones redundantes de posición se encuentran contami-
nadas por ruido blanco.

Para el problema de orientación, se suponen N sensores independientes que miden el mismo
dato de orientación. La i-ésima salida de cada sensor se encuentra contamida aditivamente por
un proceso de ruido blanco, de media µi = 0 y e intensidad σi. Se considera entonces a las N
mediciones como:

qi = q + ni, i = 1, ..., N (4.13)

Donde ni es el proceso de ruido blanco asociado a cada sensor.

Para reducir el efecto del ruido, se propone el siguiente sistema de N observadores de orden
completo (no implementables) sincronizados:

M ˙̂ωi = N(ω̂i, qi)ω̂i +
1

2
KoJ

T (qfi)J(qi)(ωi − ω̂i) +
1

2
JT (qi)(qi − q̂i) +Ks

N∑
j=0

(ω̂j − ω̂i) + τ

˙̂qi =
1

2
J(qi)ω̂i +Ko2(qi − q̂i) +Ks

N∑
j=0

(q̂j − q̂i)

q̇fi = γ(qi − qfi), qfi(0) = qi(0) (4.14)

donde Ks = KT
s > 0 y N(ω̂i, qi) = S(R(qi)

ThI) para satélites con ruedas de reacción, o bien,
N(ω̂i, qi) = S(Mω̂i) para satélites con propulsor de gas.
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Lema 4.6. Análisis de contraccón del observador sincronizado:
Considere el sistema de observadores de orden completo sincronizados (4.14). Cuando las N
mediciones son libres de ruido (σi = 0), los N observadores sincronizan.

Demostración. Cuando no hay ruido, el sistema es una red simétrica todos con todos de obser-
vadores contrayentes. El Teorema 2.6 garantiza que los N elementos de la red sincronizan, ya
que cada elemento es contrayente. Las trayectorias de todos los observadores convergen entre
śı. ∆

Teorema 4.5. Convergencia exponencial y global de observador sincronizado y ĺımite de desem-
peño:
El observador sincronizado puede implementarse mediante:

˙̄ωi =
(
N(ω̂i, qi)−

1

2
KoJ

T (qfi)J(qi)
)
ω̂i +

(
γKoJ

T (qfi) +
1

2
JT (q̂i)

)
qi + τ

ω̂i = M−1
(
ω̄i +KoJ

T (qfi)qi

)
˙̂qi =

1

2
J(qi)ω̂i +Ko2(qi − q̂i)

q̇fi = γ(qi − qfi), qfi(0) = qi(0) (4.15)

Demostración:
La forma implementable se demuestra de la misma forma que los Teoremas 4.8 y 4.10, donde el
único término adicional son los pares de sincronización. Cuando hay ruido presente, la estruc-
tura es análoga a la presentada en [11,31], demostrando que a medida que N tiende a infinito,
el efecto del ruido en el observador sincronizado tiende a cero. Esto concluye la Demostración.

La salida del observador es el cuaternión estimado, qi y el estimado de la velocidad angular,
definida por:

ω̂li = M−1
(
ω̄i +KoJ

T (qfi)q̂i

)
(4.16)

La sincronización es un mecanismo útil para atenuar los fectos del ruido en sistemas con me-
diciones redundantes. Por los argumentos en [21, 31], bajo presencia de ruido, los estados de
los N observadores sincronizados recuperan el comportamiento de la dinámica libre de ruido a
medida que N tiende a infinito. La salida de los observadores sincronizados es un promedio de
los estados estimados de cada observador individual:

q◦ =
1

N

N∑
i=1

q̂i

ω◦ =
1

N

N∑
i=1

ω̂li (4.17)
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Caṕıtulo 5

Control para seguimiento de
orientación por retroalimentación de
salida

Cuando no se dispone de mediciones de velocidad angular, ω, la ley de control para seguimien-
to definida por (3.12) y (3.1) no es implementable. Si bien ωr está disponible, no es el caso
para ω̇r ya que requiere a ω. La misma ley de control, (3.12) requiere expĺıcitamente a ω en
una o dos instancias, dependiendo del tipo de actuador. Una primera idea es usar al observa-
dor para estimar ω y sustituirlo al estimado en la ley de control. No es tan sencillo, sin embargo.

Un resultado conocido es que el principio de separación no se verifica necesariamente en sistemas
no lineales. Diseñar independientemente controlador y observador no garantiza la estabilidad
del sistema global cuando el observador se acopla al controlador, debido al fenómeno pico. Esto
no quiere decir que no puedan diseñarse controladores basados en observador, pero se deben
realizar un análisis más profundo. Una alternativa es diseñar ambos a la par para garantizar su
estabilidad [33,34].

Otra alternativa es diseñar independientemente ambos elementos y posteriormente derivar con-
diciones para garantizar la estabilidad del sistema completo. Una caracteŕıstica importante de
la contracción es que se preserva bajo ciertas condiciones para ciertas combinaciones de siste-
mas [9]. Por esta razón, la contracción es una herramienta útil para el diseño “por bloques” de
sistemas de control.

Este será el enfoque para diseñar controladores por retroalimentación de salida basados en ob-
servador. Diseñados por separado observador y controlador contrayentes, se analiza qué sucede
con el sistema cuando se implanta el observador en la ley de control. Para ello es útil reescribir
las ecuaciones en términos de aquellas variables que deberán estimarse.

La variable compuesta ωr no cambia en su definición y puede calcularse con datos conocidos.
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Su derivada, ω̇r requiere conocimiento de ω que no está disponible. Se define su estimado como:

˙̂ωr = RT (e)ω̇d + λJT (q)q̇d + ∆ω̂ (5.1)

Con ∆ definido en (3.10). Manipulando la definición anterior:

˙̂ωr = RT (e)ω̇d + λJT (q)q̇d + ∆(ω̂ + ω − ω)

= RT (e)ω̇d + λJT (q)q̇d + ∆ω −∆(ω − ω̂)

= ω̇r −∆(ω − ω̂)

El resto del análisis se realiza por separado para ambas clases de satélites, similar al desarrollo
de sus observadores.

5.1. Retroalimentación de salidas para satélite con rue-

das de reacción

Cuando se usan ruedas de reacción, la ley de control (3.12) es:

τ = Mω̇r − S(RThI)ωr −Kc(ω − ωr)

Sustituyendo los valores no disponibles por sus estimados se obtiene la ley de control modificada:

τ = M ˙̂ωr − S(RThI)ωr −Kc(ω̂ − ωr) (5.2)

Teorema 5.1. Convergencia exponencial y global de control por retroalimentación de salida
para satélite con ruedas de reacción:
La ley de control modificada (5.2) junto con el observador de orden reducido (4.2) logran que
ω → ωr y ω̂ → ω exponencialmente siempre que λ1 , λmin(Ko) − εqλmax(Ko) > 0 para algún
εq > 0. Entonces, ωe → 0, ev → 0 y e0 → ±1 asintóticamente, por lo que se cumplen los
objetivos de estimación y seguimiento.

Demostración. La ley de control modificada (5.2) puede reescribirse usando el desarrollo de ˙̂ωr
en (5.1).

M(ω̇r −∆(ω − ω̂)) = S(RThI)ωr +Kc(ω̂ − ωr) + τ

= S(RThI)ωr +Kc(ω̂ − ωr + ω − ω) + τ

= S(RThI)ωr +Kc(ω − ωr)−Kc(ω − ω̂) + τ

Mω̇r = S(RThI)ωr +Kc(ω − ωr)− (Kc −M∆)(ω − ω̂) + τ

Se define un sistema virtual como:

Mξ̇1 = S(RThI)ξ1 +Kc(ω − ξ1)− (Kc −M∆)(ω − ξ2) + τ

Mξ̇2 = S(RThI)ξ2 +
1

2
KoJ

T (qf )J(q)(ω − ξ2) + τ
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El sistema virtual tiene dos soluciones particulares de interés: ξ1 = ω, ξ2 = ω, la dinámica, y
ξ1 = ωr, ξ2 = ω̂, el controlador con el observador (4.2).

El desplazamiento infinitesimal está dado por:

Mδξ̇1 = S(RThI)δξ1 −Kcδξ1 + (Kc −M∆)δξ2

Mδξ̇2 = S(RThI)δξ2 −
1

2
KoJ

T (qf )J(q)δξ2

La evolución de su distancia cuadrática bajo la métrica M , diag(M,M) es:

1

2

d

d
δξTMδξ = −δξT1 Kcδxi1 − δξT2

1

2
KoJ

T (qf )J(q)δξ2 + δξT1 (Kc −M∆)δξ2

= −δξT
[
Kc −(Kc −M∆)
0 1

2
KoJ

T (qf )J(q)

]
δξ

Se trata de un sistema en configuración jerárquica. Puede emplearse el Lema 2.5 de contrac-
ción de sistemas jerárquicos. El término M∆−Kc es claramente acotado debido a que ∆ lo es.
Entonces, el sistema es contrayente en aquella región donde ambos Kc y 1

2
KoJ

T (qf )J(q) son uni-
formemente positivos definidos. Esta región está definida por λ1 = λmin(Ko)− εqλmax(Ko) > 0.

En esta región, el sistema virtual es contrayente, lo que implica que sus soluciones particulares
convergen exponencialmente, con tasa λ3 , min{λ1/2, λmin(Kc)}. Entonces, ω → ωr y ω̂ → ω,
por el Lema 3.1 se demuestra que ωe → 0, ev → 0 y e0 → ±1 asintóticamente. Se cumplen los
objetivos de estimación y de seguimiento.

∆

5.2. Retroalimentación de salidas para satélite con pro-

pulsor de gas

Cuando se usan propulsores de gas, la ley de control (3.12) es:

τ = Mω̇r − S(Mω)ωr −Kc(ω − ωr)

Sustituyendo los valores no disponibles por sus estimados se obtiene la ley de control modificada:

τ = M ˙̂ωr − S(Mω̂)ωr −Kc(ω̂ − ωr) (5.3)

Teorema 5.2. Convergencia exponencial y semiglobal de control por retroalimentación de salida
para satélite con propulsor de gas:
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La ley de control modificada (5.3) junto con el observador de orden reducido (4.5) logran que
ω → ωr y ω̂ → ω exponencialmente siempre que λ2 , λmin(Ko) − εqλmax(Ko) − 2MM‖ω̂‖ > 0
para algún εq > 0. Entonces, ωe → 0, ev → 0 y e0 → ±1 asintóticamente, por lo que se
cumplen los objetivos de estimación y seguimiento. Adicionalmente, si M es diagonal, la región
de contracción queda definida por λ1 > 0.

Demostración. La ley de control modificada (5.3) puede reescribirse usando el desarrollo de ˙̂ωr
en (5.1).

M(ω̇r −∆(ω − ω̂)) = S(Mω̂)ωr +Kc(ω̂ − ωr) + τ

= S(M(ω̂ + ω − ω))ωr +Kc(ω − ωr)−Kc(ω − ω̂) + τ

= S(Mω)ωr − S(M(ω − ω̂))ωr +Kc(ω − ωr)−Kc(ω − ω̂) + τ

= S(Mω)ωr + S(ωr)M(ω − ω̂) +Kc(ω − ωr)−Kc(ω − ω̂) + τ

Mω̇r = S(Mω)ωr +Kc(ω − ωr)−
(
Kc −M∆− S(ωr)M

)
(ω − ω̂

)
+ τ

Se define un sistema virtual como:

Mξ̇1 = S(Mω)ξ1 +Kc(ω − ξ1)−
(
Kc −M∆− S(ωr)M)(ω − ξ2

)
+ τ

Mξ̇2 = S(Mω)ξ2 +
(1

2
KoJ

T (qf )J(q) + S(ω̂)M
)

(ω − ξ2) + τ

El sistema virtual tiene dos soluciones particulares de interés: ξ1 = ω, ξ2 = ω, la dinámica, y
ξ1 = ωr, ξ2 = ω̂, el controlador con el observador (4.5).

De forma análoga al análisis previo para el satélite con ruedas de reacción, se calcula su despla-
zamiento infinitesimal y la evolución de la distancia cuadrática de éste bajo la misma métrica
M:

1

2

d

d
δξTMδξ = −δξT

[
Kc −(Kc −M∆− S(ωr)M)
0 1

2
KoJ

T (qf )J(q) + S(ω̂)M

]
δξ

Nuevamente, se trata de una configuración jerárquica. El término Kc −M∆− S(ωr)M es aco-
tado debido a que ∆ y ωr lo son. Empleando el Lema 2.5, el sistema virtual es contrayente
en aquella región donde ambos Kc y 1

2
KoJ

T (qf )J(q) + S(ω̂)M son uniformemente positivos
definidos. Esta región está definida por λ2 = λmin(Ko)− εqλmax(Ko)−2MM‖ω̂‖ > 0. El análisis
cuando M es diagonal es el mismo que aquél para el observador para satélite con propulsor.

En esta región, el sistema virtual es contrayente con tasa λ4 , min{λ2/2, λmin(Kc)}. Esto
implica que sus soluciones particulares convergen exponencialmente. Entonces, ω → ωr y ω̂ →
ω, por el Lema 3.1 se demuestra que ωe → 0, ev → 0 y e0 → ±1 asintóticamente. Se cumplen
los objetivos de estimación y de seguimiento. ∆
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5.3. Retroalimentación de salidas ante fenómeno de des-

plegado

Finalmente, se presenta el controlador por retroalimentación de salidas con la ley de control
modificada para el evitar esfuerzo de control innecesario.

Corolario 5.1. Retroalimentación de salidas con ωr modificado:
El controlador definido por (5.2) con ωr modificada (3.13) junto al observador (4.2), en lazo
cerrado con la dinámica para un satélite con ruedas de reacción, logra que ω → ωr y ω̂ → ω
exponencialmente siempre que λ1 > 0.

También, el controlador definido por (5.3) con ωr modificada (3.13), en lazo cerrado con la
dinámica para un satélite con propulsor de gas, junto al observador (4.5) logra que ω → ωr y
ω̂ → ω exponencialmente siempre que λ2 > 0.

Para ambos casos, cuando ω → ωr entonces ev → 0 y e0 → 1 si éste es el equilibrio más cercano
o bien, e0 → −1 en caso contrario.

Demostración. Cuando e0 ≥ 0, la ley de control es igual a los casos analizados por los Teoremas
5.1 y 5.2. El sistema tiende al punto de equilibrio con e0 = 1.

En el caso contrario, se usa el mismo virtual donde se aprecia que la contracción del sistema
controlador-observador queda garantizada. Esto se debe a que el único cambio en el Jacobiano
de la evolución del desplazamiento infinitesimal con respecto al caso previo es un signo dentro
de ∆. Sin embargo, ∆ se mantiene acotada, por lo que el Teorema 2.5 de sistemas jerárquicos
se mantiene. Entonces, ω → ωr y ω̂ → ω exponencialmente. Por el Corolario 3.3 el sistema
tiende al punto de equilibrio con e0 = −1.

∆
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Caṕıtulo 6

Simulaciones y Resultados

En esta sección se presentan las simulaciones de los controladores y observadores diseñados
en los caṕıtulos anteriores. A menos que se indique lo contrario, se emplean las siguientes
constantes [19,21]:

M =

1 0 0
0 0.63 0
0 0 0.85

 hI =
[
1 −1 0

]T
Las condiciones iniciales de la planta son:

q(0) =
[
0.5 0.5 0.5 0.5

]T
ω(0) =

[
0.1 0 0

]T
El perfil de orientación se genera a partir de la representación eje/ángulo de Euler. Se fija el
vector unitario de giro en:

k̂ =
[
0.8018 0.2673 0.5345

]T
Y se genera un perfil polinomial de orden cinco para el ángulo φ de tal forma que llegue a 90
grados en 18 segundos partiendo del reposo. Los perfiles de qd, q̇d y q̈d se obtienen entonces de
la definición (2.17) y sus derivadas.

El caṕıtulo se divide en secciones correspondientes a los caṕıtulos de control por retroalimen-
tación de salidas, observadores, control por retroalimentación de estados y sincronización de
observadores. Las simulaciones individuales se detallan en sus respectivas secciones, cuando se
muestran trayectorias deseadas y del sistema, las deseadas con con ĺınea sólida y las del sistema
con ĺınea punteada.

6.1. Control de seguimiento por retroalimentación de es-

tados

Esta sección explora la ley de control por retroalimentación de estados presentada en el Teorema
3.2 (3.12). Esta ley de control es igual para satélites con ruedas de reacción o con propulsor de
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Caṕıtulo 6. Simulaciones y Resultados

gas. Dado que la ley de control es igual en estructura y análisis para ambos tipos de actuador,
se estudia únicamente el caso de ruedas de reacción.

Primero se evalúa con condiciones iniciales fijas para evaluar el efecto de la ganancia del con-
trolador Kc. Después, se presenta el efecto de desplegado al modificar las condiciones iniciales
y se muestra el comportamiento con la ley de control modificada por el el Corolario 3.3.

Primero se usan como parámetros del controlador a λ = 2 Kc = 5 I.

Figura 6.1: Seguimiento de orientación y par de control en [Nm] para satélite con ruedas de
reacción bajo ley de control por retroalimentación de estados (3.12), Kc = 5 I, λ = 2.
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Figura 6.2: Errores de orientación y velocidad en [rad/s] para satélite con ruedas de reacción
bajo ley de control por retroalimentación de estados (3.12), Kc = 5, I, λ = 2.
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Después, se cambian parámetros a λ = 2 Kc = 20 I.

Figura 6.3: Seguimiento de orientación y par de control en [Nm] para satélite con ruedas de
reacción bajo ley de control por retroalimentación de estados (3.12), Kc = 20 I, λ = 2.

Figura 6.4: Errores de orientación y velocidad en [rad/s] para satélite con ruedas de reacción
bajo ley de control por retroalimentación de estados (3.12), Kc = 20 I, λ = 2.

Los resultados de la simulación muestran que el algoritmo de control (3.12) logra que e0 → 1,
ev → 0 y we → 0 asintóticamente. La ley de control planteada cumple con el objetivo de segui-
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miento de orientación.

Se aprecia que modificar la ganancia Kc resulta en un intercambio entre el tiempo de conver-
gencia y el esfuerzo de control, como es de esperar por la estructura del algoritmo. Si se desea
menos esfuerzo de control debe elegirse Kc más pequeña, pero el sistema tardará más tiempo
en alcanzar la trayectoria prescrita.

Ahora, se usan los mismos parámetros de la simulación previa, pero se inicia el sistema en
q(0) = −qd(0) para ilustrar el fenómeno de desplegado (unwinding).

Figura 6.5: Seguimiento de orientación y par de control en [Nm] bajo fenómeno de desplegado
con ley de control por retroalimentación de estados (q(0) = −qd(0)). Kc = 20 I, λ = 2.
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Caṕıtulo 6. Simulaciones y Resultados

Figura 6.6: Errores de orientación y velocidad en [rad/s] bajo fenómeno de desplegado con ley
de control por retroalimentación de estados (q(0) = −qd(0)). Kc = 20 I, λ = 2.

Este último grupo de gráficas ilustra que el punto de equilibrio e = [−1 0 0 0]T es repulsivo, pese
a representar la misma orientación. Puede suceder que el sistema desperdicie esfuerzo de control
dando una vuelta completa cuando es suficiente un esfuerzo más pequeño en dirección contraria.

A continuación, se simula bajo las mismas condiciones de la simulación previa, pero se emplea
la ley de control modificada por el Corolario 3.3.
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Figura 6.7: Seguimiento de orientación y par de control en [Nm] bajo fenómeno de desplegado
(q(0) = −qd(0)) con ley de control por retroalimentación de estados modificada. Kc = 20 I,
λ = 2.

Figura 6.8: Errores de orientación y velocidad en [rad/s] bajo fenómeno de desplegado (q(0) =
−qd(0)) con ley de control por retroalimentación de estados modificada. Kc = 20 I, λ = 2.

En esta última simulación, se aprecia que eo tiene a -1, lo que implica que q tiende a −qd. Esto se
debe a que el sistema está más cerca de este punto de equilibrio. Dado que qd y −qd representan
la misma orientación, el objetivo de seguimiento se sigue cumpliendo pero se requiere un menor
esfuerzo de control como se aprecia en la gráfica de par de control.
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6.2. Observadores

Esta sección explora los observadores de orden reducido y completo desarrollados en el caṕıtulo
cuatro. Primero, se presenta el observador de orden reducido para el satélite con ruedas de
reacción. Se simula para diferentes valores de la ganancia del observador para verificar las con-
diciones del Teorema 4.2.

Después, se simula el observador para satélites con propulsor de gas, nuevamente modificando
la ganancia del observador Ko. También, se simula para una matriz de inercias M no diagonal,
para verificar la condición de convergencia del Teorema 4.4.

Finalmente, se realiza una simulación de un observador de orden completo para cada tipo de
satélite.

Observador para satélite con ruedas de reacción

Las siguientes simulaciones son para verificar el observador descrito por (4.2). Se simula al
observador operando de manera paralela al sistema en lazo cerrado de las simulaciones del

controlador de la sección previa: q0 =
[
0.5 0.5 0.5 0.5

]T
, Kc = 20 I, λ = 2.

Se toman como condiciones iniciales del observador a:

qf (0) = q(0) ω̄(0) = 0

Se simula para γ = 5 y diferentes valores de Ko.
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Figura 6.9: Velocidad angular estimada ω̂ y error de velocidad angular ω̃ en [rad/s] para obser-
vador de orden reducido para satélite con ruedas de reacción (4.2), Ko = 1 I, γ = 5.

Figura 6.10: Velocidad angular estimada ω̂ y error de velocidad angular ω̃ en [rad/s] para
observador para observador de orden reducido para satélite con ruedas de reacción (4.2), Ko =
8 I, γ = 5.
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Figura 6.11: Velocidad angular estimada ω̂ y error de velocidad angular ω̃ en [rad/s] para
observador para observador de orden reducido para satélite con ruedas de reacción (4.2), Ko =
100 I, γ = 5.

Se verifica que el observador logra que la velocidad angular estimada converja a la actual ex-
ponencialmente. Se cumple el objetivo de observación.

La condición para estar dentro de la región de convergencia se cumple fácilmente para Ko = k I,
ya que sus valores caracteŕısticos son los mismos. Dado que ‖qf − q‖ es, debido a su condición
de norma, menor o igual a dos, se puede elegir γ casi arbitrariamente. Una matriz de ganancias
Ko menos trivial requiere mayor atención, como se muestra con la siguiente simulación:
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Figura 6.12: Velocidad angular estimada ω̂ y error de velocidad angular ω̃ en [rad/s] para
observador para observador de orden reducido para satélite con ruedas de reacción (4.2), Ko =
diag(100, 10, 0.1), γ = 0.01.

El error de observación aún converge a cero exponencialmente, pero el término εqλmax(Ko) tiene
un mayor efecto en el tiempo (y desempeño) de la convergencia.

Observador para satélite con propulsor de gas

Las siguiente simulaciones son para verificar el observador para satélites equipados con propulsor
de gas (4.5). Se simula al observador operando paralelamente a un sistema con propulsores de

gas y ley de control (3.12), parámetros: q0 =
[
0.5 0.5 0.5 0.5

]T
, Kc = 20, λ = 2. Primero se

simula usando la matriz de inercias diagonal original, con γ = 5 y diferentes valores de Ko.
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Figura 6.13: Velocidad angular estimada ω̂ y error de velocidad angular ω̃ en [rad/s] para
observador para observador de orden reducido para satélite con propulsor de gas (4.5), Ko = 1 I,
γ = 5.

Figura 6.14: Velocidad angular estimada ω̂ y error de velocidad angular ω̃ en [rad/s] para
observador de orden reducido para satélite con propulsor de gas (4.5), Ko = 50 I, γ = 5.

Se aprecia un comportamiento análogo al observador para satélites con ruedas de reacción como
actuador. Ambas simulaciones indican que el error de estimación converge exponencialmente a
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cero, el tiempo de convergencia puede modificarse mediante la matriz Ko.

La mayor diferencia entre ambos observadores es cuando la matriz M no es diagonal. A conti-
nuación se muestran los resultados de simulaciones empleando las mismas condiciones iniciales
y parámetros, pero con:

M =

 1 0.5 0.3
0.5 0.63 0
0.3 0 0.85



Figura 6.15: Velocidad angular estimada ω̂ y error de velocidad angular ω̃ en [rad/s] para
observador de orden reducido para satélite con propulsor de gas (4.2) con M no diagonal,
Ko = 1 I, γ = 5.
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Figura 6.16: Velocidad angular estimada ω̂ y error de velocidad angular ω̃ en [rad/s] para
observador de orden reducido para satélite con propulsor de gas (4.2) con M no diagonal,
Ko = 50 I, γ = 5.

Cuando Ko = 1, la diferencia de desempeño del observador para ambos casos de la matriz de
inercias es significativa. El término MM‖ω̂‖ tiene un impacto mayor en la tasa de convergencia.
Para Ko = 50, la diferencia entre ambos casos es mı́nima, en este caso, el término λmax(Ko)
domina la tasa de convergencia.

Observadores de orden completo

Primero se presenta una simulación del observador de orden completo para un satélite con rue-
das de reacción (4.7). El observador opera en paralelo a un controlador por retroalimentación
de estados de la primera sección. Sus parámetros son: Kc = 5 I, λ = 2, las condiciones iniciales

de la planta son: q0 =
[
0.5 0.5 0.5 0.5

]T
, ω0 =

[
0.1 0 0

]T
.

El observador tiene los siguientes parámetros: Ko = 20 I, Ko2 = 4 I, γ = 5. Las condiciones

iniciales del observador son: q̂(0) =
[
0.7071 0.7071 0 0

]T
, ω̄(0) =

[
0 0 0

]T
.

El error de estimación de cuaternión se calcula como:

q̃ = q̂−1 ⊗ q
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Figura 6.17: Cuaternión estimado q̂ y error de estimación de cuaternión q̃ en [rad/s] para
observador de orden completo para satélite con ruedas de reacción (4.7), Ko = 20 I,Ko2 = 4 I,
γ = 5.

Figura 6.18: Velocidad angular estimada ω̂ y error de estimación de velocidad angular ω̃ en
[rad/s] para observador de orden completo con ruedas de reacción (4.7), Ko = 20 I,Ko2 = 4 I,
γ = 5.
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Caṕıtulo 6. Simulaciones y Resultados

Finalmente, se simula para el observador de orden completo para satélites con propulsores de
gas (4.11). Se usan los mismo parámetros de observador que la simulación previa.

Figura 6.19: Cuaternión estimado q̂ y error de estimación de cuaternión q̃ en [rad/s] para
observador de orden completo para satélite con propulsor de gas (4.11), Ko = 20 I,Ko2 = 4 I,
γ = 5.
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Figura 6.20: Velocidad angular estimada ω̂ y error de estimación de velocidad angular ω̃ en
[rad/s] para observador de orden completo para satélite con propulsor de gas (4.11), Ko =
20 I,Ko2 = 4 I, γ = 5.

Se aprecia en ambas simulaciones que el objetivo de observación se cumple, en ambos casos,
q̂ → q y ω̂ → ω exponencialmente.

6.3. Control de seguimiento por retroalimentación de sa-

lidas

Primero, se realizan simulaciones de control por retroalimentación de salidas para el satélite
con ruedas de reacción. Se manejan dos ganancias de observador diferentes. Después, se simula
para la otra clase de satélite. Se simula también un caso donde la matriz de inercias M no es
diagonal. Finalmente, se simula para verificar la convergencia para la ley de control modificada
ante el fenómeno de desplegado.

Se usan los parámetros de la planta, condiciones iniciales y trayectoria deseada establecidos al
inicio de esta sección.

En el caso del satélite con ruedas de reacción se simula para verificar el Teorema 5.1. Se fijan
como condiciones iniciales del observador a:

qf (0) = q(0) ω̄(0) = 0

Los parámetros del controlador y el observador se indican para cada figura.
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Figura 6.21: Seguimiento de orientación y par de control en [Nm] para satélite con ruedas de
reacción con control por retroalimentación de salidas (5.2). Kc = 4 I, λ = 2,Ko = 20 I, γ = 5.

Figura 6.22: Errores de orientación y velocidad en [rad/s] para satélite con ruedas de reacción
con control por retroalimentación de salidas (5.2). Kc = 4 I, λ = 2,Ko = 20 I, γ = 5.
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Figura 6.23: Velocidad angular estimada ω̂ y error de estimación de velocidad angular ω̃ en
[rad/s] para satélite con ruedas de reacción con control por retroalimentación de salidas (5.2).
Kc = 4 I, λ = 2,Ko = 20 I, γ = 5.

Para los parámetros elegidos, se verifica que tanto el error de estimación como los errores de
seguimiento convergen a cero. Se reconstruye la velocidad angular del satélite y se logra alcan-
zar la trayectoria variante con el tiempo propuesta.

A continuación, se simula para un observador más lento, para evaluar su efecto en la conver-
gencia del sistema global y en el objetivo se seguimiento.
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Figura 6.24: Seguimiento de orientación y par de control en [Nm] para satélite con ruedas de
reacción con control por retroalimentación de salidas (5.2). Kc = 4 I, λ = 2,Ko = 1 I, γ = 5.

Figura 6.25: Errores de orientación y velocidad en [rad/s] para satélite con ruedas de reacción
con control por retroalimentación de salidas (5.2). Kc = 4 I, λ = 2,Ko = 1 I, γ = 5.
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Figura 6.26: Velocidad angular estimada ω̂ y error de estimación de velocidad angular ω̃ en
[rad/s] para satélite con control por retroalimentación de salidas (5.2). Kc = 4 I, λ = 2,Ko = 1 I,
γ = 5.

Se aprecia que el error de estimación converge más lentamente a cero, sin embargo, el sistema
sigue siendo contrayente, aunque los errores de seguimiento tienen valores máximos más gran-
des y convergen a cero en mayor tiempo.

Para el satélite con propulsor de gas de realizan simulaciones para verificar el Teorema 5.2. Se
usan las mismas condiciones iniciales para el observador.
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Figura 6.27: Seguimiento de orientación y par de control en [Nm] para satélite con propulsor
de gas con control por retroalimentación de salidas (5.3). Kc = 4 I, λ = 2,Ko = 20 I, γ = 5.

Figura 6.28: Errores de orientación y velocidad en [rad/s] para satélite con propulsor de gas
con control por retroalimentación de salidas (5.3). Kc = 4 I, λ = 2,Ko = 20 I, γ = 5.
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Figura 6.29: Velocidad angular estimada ω̂ y error de estimación de velocidad angular ω̃ en
[rad/s] para satélite con propulsor de gas con control por retroalimentación de salidas (5.3).
Kc = 4 I, λ = 2,Ko = 20 I, γ = 5.

Dado que la matriz M es diagonal, es de esperar que los resultados para ambos satélites sean
muy similares. Para ilustrar el efecto de una matriz de inercias no diagonal, se usa nuevamente:

M =

 1 0.5 0.3
0.5 0.63 0
0.3 0 0.85


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Figura 6.30: Seguimiento de orientación y par de control en [Nm] para satélite con ruedas de
reacción con ley de control (3.12) y observador (4.5) para M no diagonal. Kc = 4 I, λ = 2,Ko =
20 I, γ = 5.

Figura 6.31: Errores de orientación y velocidad en [rad/s] para satélite con ruedas de reacción
con ley de control (3.12) y observador (4.5) para M no diagonal. Kc = 4 I, λ = 2,Ko = 20 I,
γ = 5.
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Figura 6.32: Velocidad angular estimada ω̂ y error de estimación de velocidad angular ω̃ en
[rad/s] para satélite con propulsor de gas con control por retroalimentación de salidas (5.3)
para M no diagonal. Kc = 4 I, λ = 2,Ko = 20 I, γ = 5.

Comparando los resultados de las dos últimas simulaciones, se verifica que el efecto de una
matriz de inercias no diagonal puede reducirse eligiendo la ganancia Ko suficientemente grande.

La siguiente simulación es para el satélite con ruedas de reacción y sirve únicamente para
verificar que la representación en cuaterniones no tiene singularidades. Se manejan todos los
parámetros iguales a las simulación de retroalimentación de salidas original pero se modifica
la trayectoria deseada para ir de cero a 270 grados. Otros esquemas [5, 21] sólo permiten giros
menores a a 90 ó 180 grados por la parametrización elegida o por restricciones en la ley de
control.
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Figura 6.33: Seguimiento de orientación y par de control en [Nm] para satélite con ruedas
de reacción con control por retroalimentación de salidas (5.2) para giro de 270◦. Kc = 4 I,
λ = 2,Ko = 1 I, γ = 5.

Figura 6.34: Errores de orientación y velocidad en [rad/s] para satélite con ruedas de reacción
con control por retroalimentación de salidas (5.2) para giro de 270◦. Kc = 4 I, λ = 2,Ko = 1 I,
γ = 5.
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Figura 6.35: Velocidad angular estimada ω̂ y error de estimación de velocidad angular ω̃ en
[rad/s] para satélite con ruedas de reacción con control por retroalimentación de salidas (5.2)
para giro de 270◦. Kc = 4 I, λ = 2,Ko = 1 I, γ = 5.

El giro superior a 90 grados se aprecia cuando la parte escalar del cuaternión cruza por cero.
Este cruce por cero es donde otras parametrizaciones tienen una singularidad o donde leyes
de control que emplean cuaterniones imponen una restricción para garantizar convergencia. Se
aprecia que este esquema se mantiene válido incluso en este caso. Es válido para cualquier giro
especificado.

Ley de control modificada ante fenómeno de desplegado

En esta sección se realizan simulaciones para verificar el Corolario 5.3. Se simula un satélite
con constantes M y hI originales, con condiciones iniciales:

q(0) =
[
−1 0 0 0

]T
ω(0) =

[
0.1 0 0

]T
Se fijan parámetros de controlador y observador en Kc = 5 I, λ = 2, Ko = 20 I y γ = 5. Se usa
el perfil planteado al principio de las simulaciones. Es importante notar que q(0) = −qd(0), lo
que garantiza que e(0) =

[
−1 0 0 0

]
.

Primero se simula para ωr “estándar” definida en (3.5).
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Figura 6.36: Seguimiento de orientación y par de control en [Nm] para satélite con ruedas de
reacción con control por retroalimentación de salidas (5.2) para ωr estándar (3.5).

Figura 6.37: Errores de orientación y velocidad en [rad/s] para satélite con ruedas de reacción
con control por retroalimentación de salidas (5.2) para ωr estándar (3.5).
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Figura 6.38: Velocidad angular estimada ω̂ y error de estimación de velocidad angular ω̃ en
[rad/s] para satélite con ruedas de reacción con control por retroalimentación de salidas (5.2)
paraωr estándar (3.5).

Después, se simula para ωr modificada, definida por (3.13):

Figura 6.39: Seguimiento de orientación y par de control en [Nm] para satélite con ruedas de
reacción con control por retroalimentación de salidas (5.2) para ωr modificado (3.13).
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Figura 6.40: Errores de orientación y velocidad en [rad/s] para satélite con ruedas de reacción
con control por retroalimentación de salidas (5.2) para ωr modificado (3.13).

Figura 6.41: Velocidad angular estimada ω̂ y error de estimación de velocidad angular ω̃ en
[rad/s] para satélite con ruedas de reacción con control por retroalimentación de salidas (5.2)
para ωr modificado (3.13).

Comparando los resultados de ambas simulaciones, se aprecia que cuando se modifica ωr, el
sistema tiende al punto de equilibrio más cercano. En el primer caso, es evidente que se cumple
el objetivo de seguimiento, ya que q → qd.
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Para ωr modificada el sistema tiende a e =
[
−1 0 0 0

]
lo que implica que q → −qd. Dado

que ambos cuaterniones representan la misma orientación, el objetivo de control también se
cumple pero con un esfuerzo de control varias veces menor. También, tanto los errores de posi-
ción como los de velocidad angular son menores en este segundo caso. Esto se debe a que no se
obliga al sistema a alcanzar el mismo punto de equilibrio pese a ser más lejano que la alternativa.

6.4. Sincronización de observadores

El objetivo de esta sección es verificar los desarrollos del caṕıtulo seis. Primero, se presenta una
simulación comparativa entre los esquemas de observador de orden reducido, orden completo y
sincronizado con N = 5 para ambos tipos de satélite.

No se trabaja en paralelo a un controlador, se emplea como entrada el perfil de par siguiente:

Figura 6.42: Perfiles de par en [Nm] empleados en sincronización de observadores

Se manejan los siguientes parámetros y condiciones para los observadores (Ko2 y q̂(0) no aplican
para el observador de orden reducido):
Ko = Ko2 = 10 I, γ = 5 y Ks = 100. qf (0) = q̂(0) = q(0) y ω̄(0) = 0.
Se maneja un intensidad de ruido de σi = 0.1.

Se presenta primero el observador para satélite con ruedas de reacción.
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Figura 6.43: Cuaternión medido, estimado con observador de orden completo y con observadores
sincronizados (N=5).
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Figura 6.44: Velocidad angular en [rad/s] estimada con observador de orden reducido, observa-
dor de orden completo completo y con observadores sincronizados (N=5).

Se presentan también dos acercamiento en la simulación, únicamente para q0 y ω1 para apreciar
mejor el efecto de la sincronización de observadores. Se comparan los diferentes casos, medi-
ción contra observador de orden completo y observador sincronizado para q0 y estimación por
observador de orden reducido, orden completo y sincronizado para la velocidad angular ω1
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Figura 6.45: Acercamiento en segundo 10 para q0 medido y estimados.

Figura 6.46: Acercamiento en segundo 10 para estimaciones de ω1 en [rad/s]

Para el cuaternión, el observador de orden completo entrega un estimado cercano al valor real.
La salida de los observadores sincronizados mejora la estimación pero no de manera significativa.

Observando a las estimaciones de la velocidad angular, es evidente que la medición ruidosa se
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propaga a la estimación de la velocidad angular. nuevamente, el observador de orden completo
mejora significativamente la calidad de la estimación. Sincronizar los observadores en este caso
tiene un efecto mucho más apreciable en reducir el efecto del ruido sobre la reconstrucción de
la señal.

Se presentan las mismas gráficas para la simulación de observadores para el satélite con pro-
pulsor de gas.

Figura 6.47: Cuaternión medido, estimado con observador de orden completo y con observadores
sincronizados (N=5).
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Figura 6.48: Velocidad angular en [rad/s] estimada con observador de orden reducido, observa-
dor de orden completo completo y con observadores sincronizados (N=5).

Figura 6.49: Acercamiento en segundo 10 para q0 medido y estimados.
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Figura 6.50: Acercamiento en segundo 10 para estimaciones de ω1 en [rad/s]

En general, los resultados para este observador son similares al observador previo. El ruido
en la medición tiene un efecto mayor en la estimación de la velocidad, lo que es razonable al
considerar la estructura de N(q, ω). Sin embargo, el observador de orden completo y la sincro-
nización mejoran nuevamente la calidad de la señal reconstruida, tanto para cuaternión como
para velocidad angular.

Una forma de comparar la capacidad de reducción de ruido entre observadores es utilizar la
ráız del error medio cuadrático (ERMS, conocido como error RMS) de las estimaciones de
cuaternión y de velocidad angular. Se calculan mediante la fórmula:

ERMSq =

√∑n
t=1 ‖q − q̂‖2

n

ERMSω =

√∑n
t=1 ‖ω − ω̂‖2

n

La notación para el tiempo implica que es la suma de las muestras en cada instante dentro del
intervalo determinado.

El ERMS se calcula en el intervalo de tiempo a partir de tres segundos, para considerar única-
mente respuestas después del transitorio de los observadores. Los resultados se presentan en la
siguientes tablas para los tres tipos de observadores.
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Observador ERMSq ERMSω

O. Reducido – 0.0479
O. Completo 7.85× 10−4 0.0093
Sincronizado 4.32× 10−4 0.0032

Tabla 6.1: ERMS comparativo para estimados de cuaternión y velocidad angular. Satélite con
ruedas de reacción, N=5.

Observador ERMSq ERMSω

O. Reducido – 0.0409
O. Completo 6.02× 10−4 0.0072
Sincronizado 3.56× 10−4 0.0037

Tabla 6.2: ERMS comparativo para estimados de cuaternión y velocidad angular. Satélite con
propulsores de gas, N=5

Para la velocidad angular, el impacto del ruido en la estimación se reduce considerablemente
entre el observador de orden reducido y el observador de orden completo. Este observador,
además, entrega un estimado del cuaternión menos contaminado que la medición.

El efecto de la sincronización se hace más evidente en el estimado de la velocidad angular, pero
también puede apreciarse en el ERMS del cuaternión. Sincronizar cinco observadores reduce
entre dos y tres veces el impacto del ruido en la estimación.

Para evaluar el efecto de incrementar el número de observadores sincronizados, se simula para
N=2, 5, 8 y 10 y se calcula el ERMS para el cuaternión y para la velocidad angular. Los
resulados se muestran en las dos tablas siguientes.

N ERMSq ERMSω

2 7.3× 10−4 0.0080
5 4.32× 10−4 0.0032
8 2.72× 10−4 0.0026
10 2.16× 10−4 0.0024

Tabla 6.3: ERMS de observadores sincronizados para satélite con ruedas de reacción.
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N ERMSq ERMSω

2 4.77× 10−4 0.0068
5 3.56× 10−4 0.0037
8 2.65× 10−4 0.0029
10 2.33× 10−4 0.0024

Tabla 6.4: ERMS de observadores sincronizados para satélite con propulsor de gas.

Se observa que a medida que se sincronizan más sistemas el impacto del ruido es cada vez me-
nor. Incluso dos sistemas sincronizados entregan una mejor estimación que un único observador
de orden completo. Sin embargo, el incremento en atenuación de ruido es cada vez menor a
medida que se sincronizan más sistemas. En ambos casos, se aprecia que la diferencia entre 8 y
10 observadores es mucho menor que la diferencia entre 2 y 5 observadores. Por esta razón, no
es recomendable acoplar sistemas arbitrariamente, para cada caso deberá analizarse el punto
óptimo donde el incremento en costo, peso y poder computacional ya no justifica emplear más
sensores redundantes.

Por último, se presenta una idea como trabajo a futuro. Dada la estructura contrayente de
los observadores sincronizados, el esquema de retroalimentación de salidas se mantiene váli-
do cuando se extiende al sustituir la velocidad anular en el control por retroalimentación de
estados por el promedio de los estimados de velocidad angular de los observadores sincronizados.

Sin embargo, si se desea sustituir también la medición de cuaternión por su estimado, el cálculo
ya no es válido. Para derivar condiciones será necesario analizar al sistema no como una je-
rarqúıa de sistemas contrayentes sino como una combinación en retroalimentación de sistemas
contrayentes [9].

Se muestra no obstante una simulación donde se sustituyen q y ω por q̂ y ω̂ en la ley de control,
en la presencia de mediciones contaminadas con ruido de intensidad σ = 0.1. Se simula para
observadores de orden reducido (sólo se sustituye a a ω), orden completo y sincronizados (N=5).
Se manejan como parámetros y condiciones iniciales a Kc = 5 I, λ = 2, Ko = Ko2 = 10 I, γ = 5
y Ks = 100. qf (0) = q̂(0) = q(0) y ω̄(0) = 0.
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Figura 6.51: Seguimiento de orientación y par de control en [Nm] para control por retroalimen-
tación de salidas (5.2) con observador de orden reducido.

Figura 6.52: Medición de cuaternión y de velocidad angular en [rad/s] para control por retro-
alimentación de salidas (5.2) con observador de orden reducido.
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Figura 6.53: Seguimiento de orientación y par de control en [Nm] para control por retroalimen-
tación de salidas (5.2) con observador de orden completo.

Figura 6.54: Estimación de cuaternión y de velocidad angular en [rad/s] para control por re-
troalimentación de salidas (5.2) con observador de orden completo.
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Figura 6.55: Seguimiento de orientación y par de control en [Nm] para control por retroalimen-
tación de salidas (5.2) con observador sincronizado.

Figura 6.56: Estimación de cuaternión y de velocidad angular en [rad/s] para control por re-
troalimentación de salidas (5.2) con observador sincronizado.

El comportamiento de las variables estimadas es consistente con el análisis de atenuación de
ruido. De mayor interés son las gráficas de posición y par de control.
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Caṕıtulo 6. Simulaciones y Resultados

En los tres casos, el cuaternión se mantiene en una bola alrededor del cuaternión deseado,
una noción de estabilidad práctica, cuando el sistema se contamina con ruido. El control con
observador de orden completo vaŕıa menos y el control con observadores sincronizados es el
que presenta una bola de radio más pequeño. El efecto en el par de control, por otro lador,
es mucho más significativo. Para rechazar el efecto de la perturbación, el par de control oscila
entre valores muy elevados a alta frecuencia, lo que excede la capacidad del actuador real del
satélite.

Cuando se usa un observador de orden completo, el efecto adverso en el par de control se reduce
significativamente. Cuando se evalúa la simulación para un controlador usando obervadores sin-
cronizados, se aprecia de las mayores ventajas de este esquema. Si bien la mejora en estimación
de velocidad angular y cuaternión pueda parecer menor comparada con el observador de orden
completo, cuando se introducen los estimados al controlador, el par de control resultante tiene
valores máximos y frecuencias menores.
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Caṕıtulo 7

Conclusiones y Trabajo a Futuro

El problema principal desarrollado en este trabajo es el control de orientación de cuerpo ŕıgi-
do cuando el estado completo no es un dato disponible. La metodoloǵıa presentada a lo del
trabajo busca resolver este problema de manera secuencial, “por bloques”, de forma análoga
a la metodoloǵıa de control de sistemas lineales en espacio de estados. Primero, se resuelve el
problema de seguimiento con una ley de control por retroalimentación de estados, después se
resuelve el problema de estimación y finalmente se combinan ambos resultados. La herramienta
principal empleada en el trabajo es la teoŕıa de contracción y es ésta quien permite este diseño
fragmentado.

Se eligió como parametrización de la orientación al cuaternión, ya que carece de singularidades
y su restricción de norma es más simple que la restricción de ortonormalidad de la matriz de
rotación. La validez de esta parametrización se verifica más adelante en simulaciones. Por otro
lado, la ambigüedad de signo del cuaternión se enfrenta al operar con teoŕıa de contracción a
un nivel superior. Se demuestra la convergencia exponencial a este nivel de la velocidad angular
a la variable auxiliar definida. La convergencia a nivel de cinemática se demuestra entonces con
Lyapunov como herramienta auxiliar. Los resultados teóricos del análisis de este controlador se
verifican mediante simulaciones.

Después, se establecieron condiciones para que los observadores de orden reducido y completo
garanticen la convergencia exponencial de los estados estimados a los estados de la planta. La
metodoloǵıa empleada es desarrollar un observador contrayente y después buscar la manera de
lograr su implementación. Estos resultados, válidos en ambientes libres de ruido, se verifican
entonces mediante simulación.

El resultado principal del trabajo consiste en demostrar la convergencia de un controlador por
retroalimentación de salidas basado en observador. Pese a que el principio de separación no se
verifica para sistemas no lineales, se utilizan el control y observador diseñados individualmente.

Se empleó teoŕıa de contracción para combinación de sistemas para sacar provecho de que ambos
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diseños son contrayentes. El problema de retroalimentación de salida para sistemas de orien-
tación se planteó como una demostración de que el observador implantado en el controlador
por retroalimentación de estados representa una configuración jerárquica de sistemas contra-
yentes, donde el término de perturbación del sistema inferior sobre el superior es acotado y
desvaneciente. Dado este resultado, se evita el fenómeno pico y se garantiza la convergencia
exponencial del sistema completo. La teoŕıa de este esquema se verifica mediante simulación,
donde se muestra que en ambiente libre de ruido se cumplen los objetivos de observación y
seguimiento.

Finalmente, se demostró con teoŕıa de sincronización que N observadores de orden completo,
cuya entrada proviene de sensores redundantes independientes, pueden ser forzados a converger
entre śı al acoplarlos con una configuración todos con todos. Este resultado se usa entonces
para tratar con el problema de mediciones contaminadas con ruido blanco. Se verifica mediante
simulación que el efecto del ruido disminuye a medida que aumenta el número de observadores
sincronizados.

La teoŕıa de contracción demostró ser una herramienta útil para el diseño a bloques de sistemas
de control complejos. Además, permite obtener resultados fuertes de estabilidad exponencial de
manera transparente, comparando con otros métodos más complejos. La posibilidad de diseñar
por separado controlador y observador y poder garantizar después la estabilidad cuando se
combinan es un resultado importante y provee una alternativa al diseño en conjunto de ambos
para sistemas no lineales.

Los resultados aqúı presentados pueden profundizarse en futuras investigaciones en varios cami-
nos. En primer lugar, pueden plantearse otras definiciones para la variable auxiliar ωr. En este
trabajo se opta por disminuir el resultado de estabilidad exponencial a estabilidad asintótica
para mantener la casi globalidad del resultado. Si la orientación alcanzable por el satélite se
restringe desde un principio, pueden encontrarse nuevas definiciones de ωr que preserven la
estabilidad exponencial a nivel de la cinemática dentro de un dominio establecido.

También, las simulaciones finales muestran que intuitivamente puede reemplazarse el estado
completo por estados estimados en la ley de control sin perder estabilidad. Explorar este resul-
tado permitirá formalizar un esquema de control basado en observador que atenúe los efectos
del ruido en mediciones.

Por último, estos resultados pueden ser llevados a una clase más amplia de sistemas, en con-
creto, a la clase de sistemas Lagrangianos. La metodoloǵıa de diseño separado de observador
y controlador por teoŕıa de contracción se mantiene válida para una clase más general de sis-
temas. Sin embargo, en general no se podrá estudiar al sistema global como una configuración
jerárquica, será necesario estudiar la configuración más general de sistemas contrayentes en
retroalimentación para derivar condiciones de estabilidad cuando se combinan el observador y
el controlador.
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Propiedades S(·)
En esta sección se desarrollan las propiedades de (2.9).

La primera propiedad es justamente la equivalencia que se busca, es cierta por contrucción de
S(·) y puede verificarse desarrollando ambos lados.

La propiedad dos es también útil para el álgebra de cuaterniones, mientras que las propiedades
tres y cuatro son usadas repetidas veces en el desarrollo de la dinámica y en el análisis y diseño
de controladores y observadores. Las tres son directamente heredadas de las propiedades del
producto cruz, concretamente, anticonmutatividad, linealidad y la identidad de Jacobi.

La quinta propiedad es fundamental para el desarrollo de la cinemática de rotación y se de-
muestra de la siguiente manera [12]:

Sean x̄ y ȳ dos vectores arbitrarios con sus representaciones en la base Î: xI y yI y en la base
b̂: xb y yb.

z̄ = x̄× ȳ

En coordenadas Î y b̂, se tiene que:

zb = xb × yb zI = xI × yI

Entonces:
zb = S(xb)yb, zI = S(xI)yI

Pero también es cierto que:
zI = Rzb
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Entonces puede realizarse el siguiente desarrollo usando las propiedades (2.1):

zI = Rzb

S(xI)yI = RS(xb)yb

RTS(xI)yI = S(xb)yb

RTS(Rxb)Ryb = S(xb)yb

Como es cierto para cualquier yb, entonces:

RTS(Rxb)R = S(xb)

La sexta propiedad es útil para el análisis de la cinemática de error de cuaternión y se deriva
directamente de la identidad de Grassmann para el producto cruz [14]: ∀ a, b, c ∈ R3:

a× (b× c) = b(aT c)− (aT b)c

S(a)S(b)c = (baT − aT bI3)c

Como es cierto para todo c:
S(a)S(b) = baT − aT bI3

La última propiedad indica que el operador antisimétrico está acotado directamente por su
argumento. Se verifica notando que:

|λI − S(u)T S(u)| = λ(λ− (u21 + u22 + u33))
2 = λ(λ− ‖u‖22)

Por lo que:
‖S(u)‖2 = ‖u‖2

Dinámica

En esta sección se desarrollan las ecuaciones dinámicas para orientación de cuerpo ŕıgido (2.12)
y (2.11). Se empieza con las siguientes consideraciones [13]:
Se define a h̄v como el momentum angular del cuerpo principal alrededor de un punto fijo, el
origen, y a h̄c como el momentum angular almacenado por el dispositivo. Sea τ̄ el par externo
total actuando sobre el sistema. El momentum total es la suma del momentum principal y el
almacenado:

h̄ = h̄v + h̄c
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Su derivada, en coordenadas inerciales, de acuerdo a la segunda ley de Newton es:

ḣI = τ I = Rτ b

Además, hb = RThI . Puede tomarse su derivada temporal y emplear la cinemática (2.10):

ḣb = ṘThI +RT ḣI

ḣb = −S(ωb)RThI +RRT τb

Por otro lado, sea M b = (M b)T > 0 la matriz de momentos de inercia del cuerpo en coordenadas
b̂, entonces: hb = M bωb + hbc. Derivando esta ecuación se obtiene:

ḣb = M bẇb + Ṁbw
b + ḣbc

Igualando estas dos ecuaciones y despejando se obtiene el modelo dinámico general:

M bẇb = τ b − S(ωb)RThI − Ṁbw
b − ḣbc

Los términos del lado derecho son, respectivamente, los efectos debidos a pares externos, aco-
plamiento giroscópico, variación del momento de inercia y tasa de intecambio de momentum.

En el caso de ruedas de reacción, debe primero definirse adecuadamente el momento de inercia
M b:

M b = M b
V −M b

W

El momento de inercia total es la suma del momento de inercia del cuerpo con las ruedas
bloqueadas, M b

V y el momento de inercia de las ruedas alrededor de sus propios ejes, M b
W . Por

otro lado, el par externo que actúa en el satélite es el par de los motores de las ruedas de
reacción, al ser cuerpo ŕıgido M b es constante y al no haber mecanismos de almacenamiento,
no existe almacenamiento de momentum.
Entonces:

M bω̇b = −S(ωb)RThI + τ b

Es más útil expresar la dinámica empleando la propiedad anticonmutativa de S(·):

Mω̇ = S(RThI)ω + τ

donde ω, τ y M son la velocidad angular del cuerpo, el par externo y la matriz de momentos
de inercia, respectivametne todas en coordenadas del cuerpo (se omite el ı́ndice b).

Cuando se usan propulsores de gas como actuadores, M b es constante y el momentum almace-
nado, hbc es cero para todo tiempo. Entonces hb = RThI = M bωb. Tomando la derivada:

M bω̇b = ṘThI +RT ḣI

M bω̇b = −S(ωb)R
ThI +RTRτ b

M bω̇b = −S(ωb)Mωb + τ b
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Usando la propiedad anticonmutativa y omitiendo el ı́ndice b, se obtiene:

Mω̇ = S(Mω)ω + τ

Extracción de cuaternión de la matriz de rotación R

En esta sección se muestra el método desarrolado en [17] para obtener el cuaternión de rotación
a partir de una matriz de rotación.
Desarrollando (2.18):

R =

q2o + q21 − q22 − q23 2(q1q2 + q0q3) 2(q1q3 − q0q2)
2(q2q1 − q0q3) q2o − q21 + q22 − q23 2(q2q3 + q0q1)
2(q3q1 + q0q2) 2(q3q2 − q0q1) q2o − q21 − q22 + q23



Un primer elemento puede despejarse inicialmente:

R11 +R22 +R33 = 4q20 − 1

R11 −R22 −R33 = 4q21 − 1

−R11 +R22 −R33 = 4q22 − 1

−R11 −R22 +R33 = 4q23 − 1

Los elementos restantes pueden despejarse con los términos fuera de la diagonal principal y con
el elemento calculado. Empezar por cualquiera de estas ecuaciones es teóricamente válido, el
cuaternión obtenido (una vez elegido el signo) es siempre el mismo.

Extraer adecuadamente el cuaternión de una matriz de rotación fue sujeto de profunda discu-
sión en el pasado. El procedimiento concluido como el mejor es evaluar el lado izquierdo de
las cuatro ecuaciones y emplear aquélla con el valor más grande. Esto da una mayor precisión
numérica (al evitar una división entre un número cercano a cero) y tiene una buena interpre-
tación geométrica.

Las cuatro opciones para extraer al cuaternión son entonces:
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q0 = ±1

2

√
1 +R11 +R22 +R33

q1 =
1

4q0
(R23 −R32)

q2 =
1

4q0
(R31 −R13)

q3 =
1

4q0
(R12 −R21)

q1 = ±1

2

√
1 +R11 −R22 −R33

q2 =
1

4q1
(R12 +R21)

q3 =
1

4q1
(R13 +R31)

q0 =
1

4q1
(R23 −R32)

q2 = ±1

2

√
1−R11 +R22 −R33

q1 =
1

4q2
(R21 +R12)

q3 =
1

4q2
(R23 +R32)

q0 =
1

4q2
(R31 −R13)

q3 = ±1

2

√
1−R11 −R22 +R33

q1 =
1

4q3
(R13 +R31)

q2 =
1

4q3
(R23 +R32)

q0 =
1

4q3
(R12 −R21)
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