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Resumen

Esta tesis presenta una metodologia para el diseno de controladores de seguimiento orientacién
y observadores para satélites equipados con ruedas de reaccién o con propulsores de gas. La
metodologia, basada en teoria de contraccion, permite definir condiciones para garantizar en
ausencia de ruido la convergencia de las trayectorias del sistema a una trayectoria prescrita y la
convergencia exponencial del observador al sistema nominal. La herramienta también permite
establecer condiciones para garantizar estabilidad cuando el observador se implanta en el con-
trolador disenado por separado. Finalmente, si las mediciones estan contaminadas con ruido
fuerte, se emplea la sincronizacién de observadores como herramienta para atenuar el efecto
del ruido cuando se cuenta con sensores redundantes. Los resultados tedricos se verifican con
simulaciones para las dos diferentes clases de satélites.
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Abstract

This thesis presents a methodology for designing attitude tracking controllers and observers
for satellites equipped with either reaction wheels or gas jet actuators. The proposed metho-
dology, based on recent contraction theory, enables the designer to, in the abscence of noise,
establish conditions that guarantee convergence of the system trajectories to a given behavior
and exponential convergence of the observer to the nominal system. Furthermore, this tool
allows the individual, separate design of controller and observer and establishes conditions to
guarantee stability when the latter is implanted in the former. Finally, if attitude measurements
are highly noisy, observer synchronization is used as a tool to reduce the noise impact when
redundant sensors are present. Theorethical results are verified with simulations for both classes
of satellites.
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Capitulo 1

Introduccion

El control de orientacién de cuerpo rigido ha sido uno de los problemas mas estudiados en las
ultimas décadas. Motivado especialmente por sistemas aeroespaciales como satélites y aerona-
ves, controlar la orientacién de un sistema es un objetivo importante en vehiculos terrestres y
submarinos, asi como en robots industriales [1].

En contraste con el problema de control de posicién, el control de orientacién se vuelve més
complejo debido a la representacién matematica de ésta. La representacién principal para la
orientaciéon en tres dimensiones es el conjunto de matrices ortonormales cuyo determinante es
uno: matrices de rotacién (grupo especial ortonormal 3 SO(3)). Este espacio de configuracién
puede presentar dificultades para el desarrollo de controladores y observadores. Si bien existen
resultados fuertes en este espacio [38], es preferible trabajar con diversas parametrizaciones de
orientacién que presentan cualidades més deseables [39]. Es necesario realizar el esfuerzo para
entender las caracteristicas de cada parametrizacion y cémo los resultados obtenidos en un
espacio se traducen en SO(3).

En la aplicacion concreta de satélites artificiales, el éxito de la mision va mas alla de colocarlo en
orbita: el satélite debe poder recopilar informacion 1til y comunicarse con el centro de comando
en tierra para transmitir esta informacién. Ambas tareas requieren que los instrumentos perti-
nentes del satélite estén orientados adecuadamente, por lo general durante ventanas de tiempo
muy reducidas [7]. Para ello, es necesario un control de orientacién adecuado. Dependiendo de
la precision del a operacion, un control de regulacion no es suficiente. Esquemas de regulacion
y seguimiento han sido extensamente desarrollados con anterioridad [19-21,24]. Los desarrollos
son para modelos generales de satélites, pero se enfocan en un tinico tipo de actuador. Ademas,
estos esquemas suponen mediciones de posicién y velocidad angular disponibles y libres de ruido.

Un satélite convencional mide su propia orientacion mediante instrumentos como sensores so-
lares, mapas de estrellas y vectores de referencia de campo magnético o gravedad terrestres.
Recientemente, con el avance en tecnologia de sistemas microelectromecénicos (MEMS), ha au-
mentando el uso de Unidades de Mediciéon Inercial, o IMU, por sus siglas en inglés: una coleccion
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de acelerémetros, giroscopios y en ocasiones, magnetometros. Estos dispositivos permiten cono-
cer la orientacién con mediciones complementarias, también aportan mediciones de velocidad
angular. Sin embargo, todas las mediciones estdn generalmente sujetas a ruido y en particular
las mediciones de velocidad angular son poco confiables. Existen trabajos de instrumentacion
dedicados exclusivamente a acondicionar estas senales para su andlisis o uso posterior [2, 3].
Dentro del problema de control de orientacion, se han propuesto diferentes maneras de enfren-
tar este problema.

Algunos autores desarrollan leyes de control capaces de lograr regulacién y seguimiento de
orientacién prescindiendo por completo de mediciones de velocidad [5,6,35]. Si bien la regula-
cién empleando unicamente datos de orientacion se logra globalmente, en aquellos desarrollos
para seguimiento las condiciones sobre trayectorias deseadas y regiones de validez pueden ser
muy restrictivas. Ninguno de estos desarrollos considera que la mediciéon de orientacién pueda
ser ruidosa o poco confiable.

Una alternativa es el desarrollo de observadores. Observadores de orden completo y orden
reducido han sido exitosamente desarrollados para reconstruir orientacion y velocidad angu-
lar [22,30]. En la mayoria de los casos, sin embargo, se desarrolla iinicamente el problema de
observacion y no se estudia la posibilidad de usar los datos estimados como entrada a un con-
trolador. El efecto de estados estimados en el lazo de control no es trivial debido a que son
sistemas no lineales. En [4] se estudia este problema y se derivan una serie de condiciones para
garantizar estabilidad.

Este trabajo desarrolla el problema de control de orientacién para regulacién y seguimiento
utilizando teoria de contraccién como herramienta principal. Se usan cuaterniones de rotacién
como parametrizacion y se consideran los dos tipos de actuadores mas comunes en satélites
pequenos, propulsores de gas y ruedas de reaccion. El trabajo enfrenta el problema de medi-
ciones incompletas desarrollando también con teoria de contraccion observadores de velocidad
angular partiendo de aquél desarrollado en [30]. Para retomar el problema de control, se estudia
la viabilidad de emplear estados estimados dentro de un lazo de control, para ello se opera en el
contexto de sistemas jerdrquicos [9]. Para el caso con mediciones contaminadas se desarrollan
observadores de orden completo y se emplea teoria de sincronizacion con el objetivo de llevar
las trayectorias sincronizadas cercanas al sistema libre de ruido [11].

1.1. Metas

El trabajo busca estudiar las propiedades de la representacién de cuaterniones para emplearlos
en diseno de controladores y observadores de orientacion. Empleando herramientas de contrac-
cién, puede garantizarse la convergencia del error de orientacion a cero, asi como la convergencia
exponencial de los estados del observador a los estados reales del sistema.
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El desarrollo individual basado en contracciéon permite considerar al observador y controlador
como dos sistemas contrayentes. Se desarrolla su estructura cuando se considera que operan
juntos para permitir su andalisis como una jerarquia de sistemas contrayentes y derivar condicio-
nes de convergencia del sistema completo. Finalmente, se aprovecha la redundancia de sistemas
de medicion en satélites para emplear teoria de sincronizacién cuando se considera al sistema
contaminado por ruido para reducir el efecto de éste.

1.2. Objetivos

El objetivo principal de este trabajo es desarrollar un esquema para seguimiento de orientacién
empleando unicamente mediciones de salida, en otras palabras, considerando inicamente medi-
ciones de orientacion sin velocidad angular. Se presenta una metodologia basada en contraccién
para el desarrollo independiente de controlador y de observador tal que puedan obtenerse de
forma transparente condiciones para garantizar la convergencia cuando operan juntos.

1.3. Alcances

La metodologia desarrollada en este trabajo para el acoplamiento de observadores y controlado-
res disenados individualmente mediante teoria de contraccion puede extenderse a una variedad
mas amplia de sistemas dinamicos, como los sistemas lagrangianos en general. El resultado
principal de este trabajo presenta una alternativa a [32] para obtener condiciones para la equi-
valencia cierta.

Por 1ltimo, las herramientas de sincronizacion pueden también usarse para reducir el impacto
del ruido en sensores en una gran variedad de sistemas donde se contemplen sensores redun-
dantes.

1.4. Estructura del trabajo

El trabajo esté organizado de la siguiente forma:

En el Capitulo 2 se definen la estructura y propiedades de los sistemas de orientacion de cuerpo
rigido. Se presentan las ecuaciones dindmicas y cinematicas, se introduce el concepto de cua-
ternion y se define el error de orientacién y su dindmica.
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También se introducen una serie de conceptos y definiciones necesarios para estudiar sistemas
dindamicos con teoria de contraccion. Finalmente, se presenta la sincronizacion como una herra-
mienta para recuperar el comportamiento libre de ruido a partir de multiples sistemas ruidosos
acoplados.

En el Capitulo 3 se desarrolla primero una ley de control contrayente, valida para satélites
equipados con ruedas de reaccion o propulsores, para garantizar la convergencia de los errores
de seguimiento a cero cuando se poseen mediciones plenas de los estados. Se presenta también
una alternativa para combatir el fenémeno de desplegado.

Después, en el Capitulo 4 se desarrollan observadores contrayentes de orden reducido y com-
pleto para cada clase de satélite. El objetivo principal es recuperar el dato de velocidad angular
cuando solo se dispone de la medicién de la orientacion de la aeronave.

En el Capitulo 5 se combinan los resultados de los dos capitulos anteriores: se analiza con teoria
de contraccién el efecto en la convergencia del sistema cuando se utilizan estados estimados en
la ley de control. El andlisis permite obtener condiciones para garantizar la convergencia expo-
nencial de los errores de seguimiento y estimacion a cero.

Por tltimo, en el Capitulo 6 se presenta un esquema para reducir el efecto del ruido cuando se
consideran mediciones de orientacion contaminadas. Se desarrolla un esquema de observadores
de orden completo sincronizados.

El Capitulo 7 presenta simulaciones de los esquemas desarrollados en el capitulo anterior para
verificar su eficacia. En el caso de sistemas sincronizados, se cuantifica también el efecto de

aumentar el nimero de sistemas acoplados.

Por 1ltimo, en el Capitulo 8 se presentan las conclusiones y el trabajo a futuro.



Capitulo 2

Preliminares

2.1. Cinematica y dinamica de rotacién

Matrices de Rotacion

Partiendo del ejemplo mas simple en dos dimensiones, un objeto puede girar alrededor de
un sistema de referencia fijo. Para representar este giro, se le asigna al objeto un sistema de
referencia propio. Esto se muestra en la Figura 2.1:

y y
P
_é_' y'cos 0
v
9 e ¥*
= x'sin®
y'sin®
x'cosf

Figura 2.1: Rotacién en 2D

Las coordenadas del punto P, (z,y) pueden expresarse en términos de los vectores (z/,y') y
viceversa:

x = x'cos(0) — i sin(6)

x = xsin(0) + y'cos(0)
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O, en forma matricial:
x|  |cosd —sinf| |2
y|  |sinf cosh | |y

La matriz que permite la transformacion se le conoce como matriz de cosenos directores, o ma-
triz de rotacién transforma vactores del marco de referencia (', y’) al marco de referencia (z, ).

Esta idea puede escalarse al espacio de tres dimensiones. La orientacién de un cuerpo en el espa-
cio se determina con dos triadas de vectores ortonormales dextrogiros, o marcos de referencia,
con un origen comun, como se muestra en la figura siguiente:

€p1

Figura 2.2: Sistemas de referencia

Estos sistemas de referencia se describen como:

f - <éh7 é[27 é]g)

b= (€, Ep,, €p,)

El primero, f es el marco de referencia inercial que se encuentra permanentemente fijo a un
punto siempre conocido. El segundo, b es el marco de referencia del cuerpo rigido, se fija en
el centro de masa del cuerpo y rota con él. Cada vector de b puede ser mapeado en I con una
transformacién lineal, de la forma:

=T, i=1,2,3

Las transformaciones A, pueden englobarse en una matriz en el grupo especial ortonormal
tres, SO(3) = R € R3,det(R) = 1, denominada matriz de rotacién y escrita como R;. Los
elementos r;; de 'R, son los cosenos directores entre I y b, es decir:

Tij = €1, * €,

Dado que b y I son ortonormales, R es también ortonormal. Esto implica que su determinante
es unitario, con cualquier signo. Sin embargo, dado que los marcos de referencia son dextrégiros,
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R se denomina especial, o propia, lo que implica que su determinante siempre es igual a uno.
Estas dos propiedades definen al grupo especial SO(3):

SO3) ={R e R¥>3 | RR" = I, det(R) = 1} (2.1)

Sea & € R® un vector arbitrario (o vector fisico [36]). Sus coordenadas en las bases I y b son 2

y 2?, respectivamente. La relacién entre ambos estd definida por la matriz de rotacién:
D

La matriz de rotacién asi definida se dice que lleva del marco de referencia en el cuerpo al
marco de referencia inercial. Para simplificar la notacién, en adelante en este trabajo a la
matriz 'R, se le nombrard simplemente R. En otras palabras, toda matriz R en adelante se
refiere exclusivamente a la matriz de rotacién que mapea vectores del marco de referencia en
el cuerpo al marco de referencia inercial. Se retomara la nomenclatura original sélo cuando sea
necesario para mayor claridad. Entonces:

2l = Ra®

Es importante senalar que ciertos trabajos usan una definicién opuesta para la matriz de rota-
cién [20,21], es decir R = "Ry, por lo que 2° = Ra!. Se debe siempre verificar cuél definicién
se usa en cada trabajo para evitar inconsistencias en desarrollos posteriores.

Las propiedades de SO(3) (2.1) permiten obtener facilmente el mapeo inverso, del marco de
referencia inercial al marco de referencia en el cuerpo:

Jjb — bRI .171 — (IRb)T.TI — RTZ'I

En general, la orientacion de un cuerpo respecto a un marco de referencia inercial queda com-
pletamente determinada por la matriz de rotacién R, por lo que comiinmente ésta es la salida
a controlar de sistemas de control de orientacion.

Operador Antisimétrico

El operador vectorial producto cruz aparece siempre que se desarrollan ecuaciones de veloci-
dad y aceleracién de sistemas multivariable. En general, es mas simple trabajar con el producto
estdndar de matrices que con el producto cruz. Para ello se define el operador antisimétrico S(+).

Definicién 2.1. Para todo u € R?, es decir, u = [ul Us U3]T, S(u) se define como:

0 —Us U9
S(u)=1us 0 —u (2.2)
—Uuy  Up 0
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Teorema 2.1. Para cualquier u,v € R3, el operador antisimétrico S(-) verifica las siquientes
propiedades :

S(u)v =uxwv (2.3)
S(u)v = —=S(v)u (2.4)
S(au+ fv) =aS(u)+pSwv), «o,feR (2.5)
S(u)S(v)w = =S (v)S(w)u — S(w)S(u)v (2.6)
S(u) = R"S(Ru)R, R € SO(3) (2.7)
S(u)S(v) = —u'vlz +vu® (2.8)
1S (u)llz = llull2 (2.9)

Las pruebas de estas propiedades se incluyen en el anexo de este trabajo.

Ecuacion cinematica

Cuando la aeronave con marco de referencia b rota con velocidad angular @ alrededor del marco
inercial I entonces la matriz de rotacién es una funcién del tiempo, R = R(t). La evolucién
de R(t) es la ecuacién cinematica, y es ésta la mayor diferencia entre control de orientacién y
control de posicion en robotica.

Sea P un punto arbitrario sobre la aeronave y x su vector de posicién. El vector Z tiene una
representacién en b y en I 2 y x! respectivamente. La relacién entre ambas representaciones
es la matriz de rotacién: ! = Rx’. La velocidad angular de la aeronave, @, puede expresarse
en coordenadas inerciales, w! o en coordenadas de la aeronave, w’. La relacién entre ambas es
la misma que aquélla del vector de posicién: w! = Ruw?.

Pueden establecerse las siguientes ecuaciones:

=0

I

' =w! x o' = S(wz!

La primera ecuacion se debe a que el sistema de referencia b rota con la aeronave y a que el
cuerpo se considera rigido, por lo que el vector de posiciéon en coordenadas de la aeronave no
cambia, independientemente de la rotaciéon. La segunda ecuacion es el producto cruz estandar
de velocidad angular y radio de giro (vector de posicién), ya que el punto P si cambia su posi-
cion respecto al marco de referencia inercial.

Con las relaciones anteriores y empleando las propiedades (2.1) y (2.9) puede desarrollarse la
siguiente ecuacion:

d .
i’ dt(Rx ) = Rz’ + Ri"

S(wha! = RRT 2!



Capitulo 2. Preliminares

Como es cierto para cualquier punto P, y por lo tanto para cualquier vector x!, entonces,

RRT = S(w!
R =S(RuW*)R
R = RRTS(RW)R
R = RS(w)

Esta ultima ecuacion es la ecuacion cinemaéatica en términos de la matriz de rotacion:
R = RS(w) (2.10)

En esta ultima ecuacion se suprime el superindice de la velocidad angular, tal que w se referird en
adelante siempre a la velocidad angular del cuerpo rigido en coordenadas del cuerpo rigido (13)
Se emplea la velocidad angular medida respecto al cuerpo rigido con mayor frecuencia que
aquélla medida respecto al marco inercial debido a la ecuacion dinamica: el tensor de inercias
respecto al marco inercial es variante en el tiempo mientras que es constante respecto al marco

de referencia en el cuerpo.

Ecuacion dinamica

El movimiento de la aeronave puede ser influenciado de dos maneras: pares externos, como
cohetes o propulsores, o pares internos generados por dispositivos de intercambio o almacena-
miento de momentum angular, como ruedas de reacciéon y giroscopios de control.

En este trabajo se consideran dos casos comunes en el control de micro y nano satélites, ruedas
de reaccion y propulsores de gas como actuadores. Las ecuaciones dinamicas se desarrollan en
el anexo de este trabajo.

La ecuacion dinamica para ruedas de reaccion como actuadores esta dada por:
Mo = S(RThDw + 1 (2.11)

donde w es nuevamente la velocidad angular de la aeronave en coordenadas de la aeronave, 7
es el par generado por las ruedas de reaccién, k! es el vector columna de momentum angular
total de la aeronave en coordenadas inerciales y M = M7 > 0 es la matriz de inercia total en
coordenadas de la aeronave.

La matriz de inercia en coordenadas de la aeronave es constante (se conoce su norma en todo
momento). El vector de momentum angular total en coordenadas inerciales es constante tam-
bién.

La ecuaciéon dindamica para propulsores de gas como actuadores esta dada por:

Mo =SMw)w+T (2.12)

9
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donde w y M se definen del mismo modo que el caso anterior y 7 es el vector de fuerzas externas
debidas a los propulsores de gas.

De manera general, se usara:

Mo =N()w+r (2.13)
donde N(-) = N(RT,w) = S(RR') si se usan ruedas de reaccién, o bien, N(-) = N(R,w) =
S(Muw) si se usan propulsores de gas. En cualquier caso, N(-) es siempre antisimétrica.

Cuaterniones de rotacion

La cinematica definida con matrices de rotacién (2.10) es una ecuacion diferencial bien definida
para cualquier orientacién (representada por R) y no tiene singularidades. Diversos trabajos de
control de orientacién trabajan en SO(3) precisamente por esta propiedad [37], [38].

Sin embargo, los elementos de R no son independientes. Los nueve elementos de la matriz de
rotacién estan restringidos por las condicién de ortogonalidad y propiedad (2.1). Estas condi-
ciones generan seis restricciones pra la matriz. Por ello, R puede ser parametrizada por menos
elementos. La parametrizacién minima es de tres elementos sin restricciones adicionales (dngu-
los de Euler, vector de Gibbs, etc.). Sin embargo, las representaciones minimas introducen
singularidades, por lo que una representacién minima no es siempre la mas recomendable. Una
ventaja de utilizar tres elementos es que el Jacobiano que mapea la velocidad angular con la
evolucién temporal de la parametrizacién es invertible en la region de validez de la cinematica,
lo que permite desarrollos analogos a robots manipuladores [21].

El teorema de rotacion de Euler detalla que cualquier rotacion arbitraria es equivalente a girar
una cantidad ¢ alrededor de un eje, cuyo vector unitario estd dado por k. Toda matriz de
rotacién puede determinarse a partir de estos dos elementos [12].

R(¢, k) = cosdI + (1 — cosd)kk! — senpS (k) (2.14)

Pese a que esta representacion no tiene singularidades, presenta la caracteristica de que una
misma rotacién puede ser representada con un eje unitario en direccién contraria y un giro en
sentido opuesto, es decir, R(¢, k) = R(—¢, —k).

En la practica, resulta simple y transparente prescribir una orientacién deseada a partir de un
vector unitario y un angulo. Sin embargo, no es una representacién que se emplee en el diseno
de leyes de control por su complejidad matematica. Por esta razén, se prefieren otras repre-
sentaciones, como cuaterniones (pardmetros de Euler), pardmetros de Rodrigues o pardmetros
modificados de Rodrigues (MRP).

La definicién original de Hamilton presenta al cuaterniéon como un elemento que expande los
numeros complejos. Consta de cuatro elementos, un nimero real y tres niimeros imaginarios:

q=qo+ qi + qJ + g3k

10
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Para el problema de rotacién, esta definicién resulta poco practica. Una definicion mas util es
que el cuaternion consta de una parte escalar y una parte vectorial:

q= |:;]0:| , Qo € R, Qv € Rg (215)

v

En problemas de orientacion se emplean exclusivamente cuaterniones unitarios, aquéllos que
cumplen con la condicién de norma:

do+ o g =1 (2.16)

En términos de la representacion eje-angulo de Euler el cuaternion se define como:

qo = coS (25)
2

qv = sen (%) k (2.17)

Asi definido, el cuaternién es siempre unitario. Este conjunto de cuaterniones unitarios reci-
be el nombre de parametros de Euler-Rodigues, parametros de Euler o cuaterniones de rotacion.

Trabajar con cuaterniones presenta ciertas ventajas contra SO(3) [14]. En primer lugar requie-
ren Unicamente cuatro parametros, no nueve, lo que disminuye la capacidad computacional
requerida. También, requieren menos restricciones, una en lugar de seis. Una caracteristica im-
portante es que reforzar la restriccién de norma del cuaternién es simple, mientras que reforzar
la restriccién de ortonormalidad de una matriz de rotacién puede resultar muy complicado.
Como se detalla mas adelante, el cuaterniéon de rotacién tiene la ventaja de que preserva la
operacién de rotaciones sucesivas en matrices de rotacién.

La matriz de rotacién (2.14) puede calcularse a partir del cuaternién mediante:

R(q) = (a5 — X qo)I +2 (309" — 905(q)) (2.18)

Esta relacién entre matriz de rotacién y cuaterniones se conoce como la férmula Rodrigues [39] y
puede verificarse empleando las identidades trigonométricas de medio angulo. Una caracteristica
importante de esta relacion es que R depende de valores cuadraticos de la parte escalar y
vectorial del cuaternion asi como de un producto de ambos. Esto implica que:

R(q) = R(—q) (2.19)

Esta ambigiiedad de signo es una propiedad heredada de la representacion de eje-angulo de
Euler. Esta caracteristica permite dos opciones para extraer el cuaternion de una matriz de
rotacion. Sin embargo, pasar de nueve elementos con seis restricciones a cuatro elementos con
una restriccién agrega otras complicaciones. Un método para extraer el cuaternion de la matriz

11
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de rotacion se muestra en el anexo de este trabajo. Puede apreciarse que esta operacion es mas
demandante computacionalmente que su opuesta.

A continuacion se definen tres operadores de algebra de cuaterniones ttiles para control de
orientacion.

Todo cuaternién ¢ tiene un conjugado ¢* tal que:

qo = QS
4 = —q, (2.20)
El inverso de un cuaternién es:
=y (2.21)
]|

Ya que la norma es unitaria.

Una propiedad importante del cuaternién de rotacién inverso es su relacion con la matriz de
rotacion:

R(g") =R '(q) =R"(q) (2.22)

Existen dos operaciones de producto definidas para cuaterniones. Una es el producto original
definido por Hamilton, otra es una definicién mas moderna. Ambos son operadores asociativos
y distributivos pero no conmutativos.

Sean z, y € R*. Los operadores producto ® y ® se definen como:

T
LoYo — Ly Yo
= v 2.23
re Y |:y0xv + ToYv — S<xv)yv:| ( )

T
ToYo — Ty, Yo
= v 2.24
TOY [yowv + Toy, + S(xv)yv] ( )

La diferencia entre ambos operadores es un unico signo, sin embargo, esta diferencia no es
trivial. Ambos productos pueden definirse mediante una matriz, de la forma:

r@y=[z®ly=[r P)y
tOy=[zoly=[z J()]|y

Para:
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Realizando la multiplicacién explicita y comparando con (2.18) puede verificarse que:
J'(x)P(z) = R(x) (2.25)

Lo que entrega una forma alternativa de calcular la matriz de rotacién. Ademas, los operadores
producto tienen las siguientes propiedades:

TRY=yoOx
@] = [ze]"
2" @] = [z0]" (2.26)

Ambos operadores pueden extenderse para involucrar vectores en R?. Para z € R? se define el

. e T .
cuaternion auxiliar ¢ = [0 z] para poder operar con los productos antes definidos. Para esta
clase particular de cuaterniones se pueden obtener las siguientes propiedades importantes que
seran usadas mas adelante para derivar ecuaciones de error.

(@e=z0(=[z J)]][0 Z}T: J(x)z (2.27)

Por otro lado:

T R(®r=1"®(z0() = ["®lzo)¢ = [¢8]" 2]

_ PU] [0 J(2)] [O] = [P() p??;)%)} H
= :PT(xgjj(fﬂ)Z}
) -RT?:E)Z] (2.28)

donde se hace uso de la propiedad z7.J(z) = 0 (que serd demostrada en el siguiente apartado)
y de la propiedad (2.25).

Una de las mayores ventajas de trabajar con cuaterniones es que el producto ® preserva la
composicién de rotaciones sucesivas [1]. Sean dos matrices de rotacién, ?R; y *Ry, y sea la
rotacién compuesta definida como:

3R, = 3Ry2R,

Entonces los cuaterniones extraidos de cada matriz de rotaciéon cumplen con:
4CR1) = q(Rs) © q(*Ry) (2.29)

13
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Esta propiedad serd 1util al definir el error de orientacion mediante cuaterniones de rotacion.

La cinematica en términos del cuaternién de rotacién se deriva de la expresién (2.17). Queda
definida por:

. 1
do = —§quw
) 1
4o = 5[a0l + S(qu)lw (2.30)
O bien: .
q¢=5J(qw (2.31)
donde:

J(q)z[ 0 ] (2.32)

a0l + S(qv)

Es importante notar que J(z) € R*?; no es una matriz invertible.

Formalizando este operador, J(q) se denomina el Jacobiano del sistema. Este operador es analo-
go al mapeo entre coordenadas cartesianas y articulares en robética. El Jacobiano posee varias
propiedades ttiles.

Teorema 2.2. Para toda x, y € R, el operador Jacobiano J(z) definido en (2.52) cumple con:

JH(2)J (z) = ||=|* 13 (2.33)
J(2)J" (x) = ||z|* 1y — 2T (2.34)
J(z)z =0 (2.35)
J(ax + py) = aJ(z)+ J(y), «o,f€R (2.36)
T @)y = =T (y)x (2.37)
17 (@)[|2 = [l=]2 (2.38)
d .

= (J(2) = J(&) (2.39)

Las primeras tres propiedades pueden encontrarse en [39]. Son propiedades conocidas y usadas
frecuentemente, pueden verificarse por sustitucion. En particular, si la x es un cuaternién de
rotacién, la propiedad (2.33) se simplifica a J7(z)J(z) = I5.

Las demas propiedades no son ampliamente conocidas ni utilizadas. En la literatura revisada
durante la realizacion de esta investigacion no se presenta su desarrollo ni aplicaciéon. La pro-
piedad (2.36) es de linealidad y la propiedad (2.37) es similar a la propiedad en la matriz de
efectos centrifugos y de Coriolis en el modelo de robots manipuladores. Ambas se verifican por

14
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sustitucion.

La propiedad (2.38) indica que el operador Jacobiano estd acotado por su argumento. En
particular, si su argumento es un cuaterniéon de rotacion, la norma euclideana del Jacobiano
es uno. Esta propiedad es consecuencia inmediata de la propiedad (2.33), se verifica facilmente
notando que:

J(x)' J(z) = (23 + 2] + 25 + 23) I3

La tltima propiedad (2.39) indica que tomar la derivada temporal del Jacobiano es equivalente
a derivar el argumento y después aplicar el operador. Esta propiedad es debida a la estructura
del operador: no hay términos cruzados para las componentes del argumento y las matrices de
derivan elemento a elemento.

Es til senalar que el operador P(x) verifica las mismas propiedades que J(x).

El resto del trabajo emplea como modelo de la planta a la ecuacién dindmica (2.13) y a la
cinematica del cuaternién (2.31). La planta es entonces:

Mo =N()w+T
i= I (2.40)

donde N(-) = N(q,w) = S(RT(q)h!) si el satélite emplea ruedas de reaccién y N(-) = N(q,w) =
S(Mw) si se usan propulsores de gas.

Errores de orientacion y velocidad angular

Cuando se busca alcanzar o seguir una orientacion de referencia, o deseada, debe definirse un
tercer marco de referencia:

d= (€d1, €az, €ds)

La matriz de rotacion que define la orientacion deseada respecto al marco de referencia inercial
se denomina Ry. De manera explicita, Ry = ' Ry:

ol = TR, #¢

Es decir, R; mapea vectores del marco de referencia deseado, d al inercial, 1.
Es claro que alcanzar la orientacion deseada implica que:

R =Ry

Una opciéon comin en sistemas de control es definir el error como una diferencia. En el caso de
orientacién seria:

R.=R—- Ry

15
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Con esta definicion, se buscaria lograr que R, tienda a cero. Sin embargo esta definicién no es
la mas adecuada. Siempre es deseable partir de una estructura ttil para desarrollar teoria de
control sobre el sistema y el grupo especial SO(3) tiene una estructura bien desarrollada. El
problema de la definicién anterior es que la matriz de error asi definida no pertenece a SO(3).
Una mejor alternativa es emplear la propiedad (2.1):

R =Ry
RIR = RTRy
RIR=1

Por lo que se puede definir el error de orientacion como:
.=RIR (2.41)

Con esta definicion, alcanzar la orientacién deseada equivale a lograr que R, tienda a la matriz
identidad. Este resultado es muy conocido en robética y es particularmente til: asi definido,
el error de orientacién si pertenece a SO(3).

Del desarrollo anterior, puede apreciarse que podria haberse despejado la matriz identidad del
lado derecho de multiples maneras, definiendo con ello miltiples matrices de rotacién de error.
La definicién elegida no es arbitraria, tiene un significado dentro del enfoque de rotaciones
sucesivas. De manera mas explicita: Sea p un vector libre en el espacio. Sus representaciones en
coordenadas inerciales, de cuerpo y deseada son p!, p® v p?, respectivamente. Estos vectores se
relacionan mediante matrices de rotacion de la siguiente manera:

o' =Ry
p* ="Rgp*
p'="Rap?

Sustituyendo la segunda expresion en la primera y comparando con la tercera, es claro que

TR, =TR,Ry

Desarrollando con las propiedades previas de matrices de rotacion:
IRYR, =R,
IRb(de>T TR,
(“Ry)T = ('Ry)T TRy
1Ry = ("Ry)T 'R,
R.=R'R

De esta manera, resulta evidente que R, = “R, es la matriz de rotacién que lleva del marco de
referencia del cuerpo b al marco de referencia deseado d. Si R, es la matriz identidad, implica
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que ambos sistemas coordenados estan alineados.

Cuando se busca lograr seguimiento, se necesita mas informacién que la orientacion deseada,
es necesaria su cinematica. La cinematica deseada esta dada por:

Rd = RdS(wd) (2.42)

donde wy es la velocidad angular deseada en coordenadas del marco de referencia deseado.
Ahora, puede obtenerse la cinematica del error a partir de (2.41) y (2.42).

R.=RYR+ R'R = RYRS(w) — S(wq)RTR
= R.S(w) — S(wg)Re = ReS(w) — S(R.RYwy) R,

Usando la propiedad (2.7): '
R, = R.S(w — Rlwy) (2.43)

Este resultado es importante ya que permite definir adecuadamente el error de velocidad angu-
lar. En control de posicién, el error de velocidad angular suele definirse como w, = w — wy. Sin
embargo, esta operacion no es igual en el caso de control de orientacion. La razén es que w se
mide respecto al marco de referencia en el cuerpo y wy se mide respecto al marco de referencia
deseado. Buscar la diferencia directa entre ambos elementos seria equivocado ya que se miden
respecto a referencias diferentes. Para que la diferencia de velocidades sea un dato 1util, ambos
elementos deben medirse en las mismas coordenadas. La matriz R! provee el mecanismo nece-
sario para esto: recordando su definicién, RY = ’Ry. Es decir, R, mapea los vectores del marco
de referencia deseado al marco de referencia en el cuerpo. Por lo tanto, puede definirse el error
de velocidad angular como:

we = w — RYwy (2.44)

O, alternativamente:
We = W — Wy

donde:
©g = RTwy (2.45)

En otras palabras, @y es la velocidad angular deseada en coordenadas del cuerpo.

Por supuesto, el error de velocidad no esté necesariamente ligado a ningin marco de referencia
especifico, aqui se mide respecto al cuerpo, pero puede medirse en coordenadas inerciales o
deseadas. Es importante enfatizar que no importa el marco en el que se mida, se necesitara de
una manera u otra a la matriz de rotacién R (y a Ry, aunque esto no es problemadtico). Esta
caracteristica tendra un papel importante en el calculo de derivadas. Por un lado wy depende
tinicamente de Ry y wg, por lo que puede calcularse fuera de linea. Sin embargo, wy reque-
rird tanto a R como a w, por lo que deberé calcularse en linea.
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Como nota adicional, algunos autores definen desde el principio a wy en coordenadas del cuerpo.
Esto permite definir desde el principio a w, = w—wy. Se trata de un simple cambio de notacién,
pero es importante notar que la cinematica deseada debe ajustarse también. Se usa:

Ry = RyS(R.wq) = RyS(RY Rwy) = S(R4RYRwy)Ry = S(Rwy)Ry

Una de las mayores ventajas del cuaternion es que si el error de orientacién se define como (2.41)
entonces pueden usarse (2.22) y (2.29) para definir equivalentemente el error en cuaterniones

Ccomo: T
—1 4doqo + 44,9 2
e= ®q= v = 2.46
qd 1 qdoqv — 4oYdv + S(de)QU] |:ev:| ( )

donde ¢ es el cuaternién asociado a la matriz de rotacion actual del cuerpo, R, y g4 es el cua-
ternién asociado a la matriz de rotacion deseada, Ry.

Definir el error de esta manera presenta ciertas ventajas para la implementacion. Muchos sen-
sores modernos de orientacion entregan el dato de orientacién como los cuatro elementos del
cuaternion, vectores de euler, o eje-angulo, no como una matriz de rotacion. Las leyes de control
disenadas para cuaterniones requieren el error en esta representacion. Ya que el dato del sensor
es un cuaterniéon y la orientacion deseada puede prescribirse con cualquier representacién, resul-
ta util calcular el error directamente usando cuaterniones. La alternativa es obtener la matriz
de rotacién con la férmula Rodrigues, calcular el error de orientacion con matrices y después
extraer el cuaternion de error. Esta ltima operacion es poco practica y debe evitarse de ser
posible.

Para seguimiento, se define la cinematica deseada en cuaterniones:

) 1
da = §J(Qd)wd (2.47)

Finalmente se presenta la cinematica del error para cuaterniones. Partiendo del desarrollo previo
(2.43) puede escribirse [6]:

1 ’ 1
é = §J(e)(w — R (e)wq) = §J(e)w6 (2.48)

2.2. Teoria de contraccion

El analisis por contracciéon tiene sus origenes en concepto de estabilidad ligeramente diferente
empleado en mecénica de fluidos y de medio continuo. Convencionalmente, la estabilidad se de-
fine alrededor de una trayectoria nominal o punto de equilibrio. Alternativamente, un sistema
es estable en una region si las condiciones iniciales y perturbaciones temporales son de alguna
manera olvidadas: el comportamiento final del sistema es independiente de las condiciones ini-
ciales, todas las trayectorias convergen a una trayectoria nominal.
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El andlisis por contraccion es un andlisis diferencial, a diferencia del analisis por Lyapunov a
través de funcion integral implicita. Para evitar ambigiiedad, a este concepto de estabilidad se
le denomina simplemente convergencia. De manera mas formal:

Definicién 2.2. Region de contraccion ( [9], Definicion 1):

Considere el sistema no lineal:
&= f(z,t), x(0) =z (2.49)

donde v € R" es el vector de estados y [ es un campo vectorial de n x 1. A la region del espacio

de estados donde la parte simétrica del Jacobiano J = g—£ es uniformemente negativa definida,

o bien: .
1,0f Of
.q. = =4+ = )< - >
dA >0, t.q. Js 2<8x+8:p>— A <0, Ve,Vt >0

se le denomina region de contraccion.

Teorema 2.3. Contraccion ( [9], Teorema 1):

El sistema (2.49) es contrayente en la region de contraccion con tasa de contraccion menor o
tqual a A. Esto implica convergencia exponencial de todas las trayectorias vecinas a una unica
trayectoria sin importar condiciones iniciales. Si la region de contraccion es todo el espacio de
estados, el resultado es global.

Demostracion. Se supone un punto x arbitrario donde se desea analizar la convergencia de las
trayectorias vecinas. Si el sistema es contrayente, se puede garantizar la convergencia de las
trayectorias vecinas entre si. Suponiendo que f(z,t) es continuamente diferenciable en x, se
puede obtener una relacién de diferencial exacta a partir de (2.49):

0t = 0

%f(x,t)éx

donde dx se denomina el desplazamiento virtual entre dos trayectorias vecinas: un desplaza-
miento infinitesimal en tiempo fijo. Es de interés analizar si las trayectorias se acercan entre si.
Para ello, puede evaluarse la distancia al cuadrado entre ellas, dada por dz’dz. La variacién
temporal de esta distancia esta dada por:

d T TS, T 6 T
_— — — _ <
t((S:B ox) =20z 04 = 20x . f(x,t)oxr < 2\ pedx” O

donde A0 (,t) es el valor caracteristico mas grande de la parte simétrica del Jacobiano.

Entonces: t
||5.’]j|| S ||6l’0||€f0 Amaz (x,t)dt
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Si Apnaz(,t) es uniformemente negativa definida, entonces la distancia infinitesimal tiende ex-
ponencialmente a cero. Esto implica que todas las trayectorias tienden exponencialmente a una
Unica trayectoria sin importar las condiciones iniciales. A

De manera mas general, puede considerarse el siguiente resultado.

Teorema 2.4. Andlisis de Convergencia Generalizado ( [9], Teorema 2):
Considere la transformacion de coordenadas:

z=0(z,t)x

donde O(z,t) es una matriz cuadrada uniformemente invertible. Entonces la distancia infini-
tesimal al cuadrado esta dada por:

02162 = 6270700z £ 52T Moz

donde M representa una métrica continuamente diferenciable y simétrica. Analizando la evo-
lucion de la distancia infinitesimal:

docre o5 e os (¢ f\ o-1
E(éz 0z) = 202" 02 = 20z (@—F@%)@ 0z

Al término F & (@ + @%) O~ se le conoce como el Jacobiano generalizado del sistema. Si el

Jacobiano generalizado es uniformemente negativo definido, se garantiza la convergencia expo-
nencial de todas las trayectorias vecinas del sistema transformado, z, y del sistema original, x,
a una sola trayectoria.

Una vez definida la herramienta para analizar si un sistema es contrayente, se presenta la he-
rramienta de contraccién parcial para estudiar la convergencia de propiedades especificas del
sistema, tales como convergencia a trayectorias nominales conocida o incluso convergencia entre
ciertas variables de estado.

Teorema 2.5. Contraccion Parcial ( [10], Teorema 1):

Considere el sistema auziliar, denominado sistema virtual:

y=f(y,=,1) (2.50)
Asociado al sistema no lineal suave de interés
T = f(x,z,t)

Suponga que el sistema virtual es contrayente respecto a y, Vr,Vt > ty > 0. Entonces, si el
sistema virtual (2.50) verifica alguna propiedad suave especifica, entonces todas las trayectorias
del sistema original x verifican esta misma propiedad exponencialmente. Se dice que el sistema
x es parcialmente contrayente.
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Es importante notar que la seleccién del sistema virtual no es arbitraria. El sistema virtual se
construye tal que una solucién particular de y sea el sistema de interés original y otra solucién
verifique la propiedad especifica buscada.

Finalmente, se presenta un resultado para sistemas jerarquicos.

Lema 2.1. Contraccion de Sistemas Jerdrquicos [9]:
Considere dos sistemas, posiblemente de dimensiones diferentes, de la forma:

i = fi(xy1, x9,1)

Ty = fa(wo,1) (2.51)

Considere la dindmica del desplazamiento virtual de la forma:

i (521 . F1 Flg 521

dt [0z0| |0 Fy| |02
Si en cierta region del espacio de estados Fy y Fy son uniformemente negativa definidas y Fio
es acotada, el sistema original (2.51) es contrayente en dicha region de contraccion.

Demostracion. Este resultado puede analizarse de la siguiente manera. La primera ecuacién
no depende de la segunda, por lo que la convergencia de §z; estd garantizada siempre que
F sea uniformemente negativa definida. Si Fjs es acotada, el término Fj50z; representa una
perturbacion exponencialmente desvaneciente para la segunda ecuacion. Entonces, si Fy es uni-
formemente negativa definida, se garantiza la convergencia de dz5 a una bola exponencialmente
desvaneciente [41]. Por lo tanto, el sistema global converge exponencialmente a una tnica tra-
yectoria.

A

2.3. Sincronizacion

La sincronizacion puede definirse varias maneras. Puede definirse a nivel de salidas o a nivel
de estados. Una definicion 1til es la siguiente. Se considera que N agentes estan sincronizados
cuando

lim |l‘z - ZEj' = 0, \V/Z,] = 1, 7]\/v

t—o0
Para que exista contraccién es necesaria la existencia de algin tipo de interaccion entre los
sistemas. La forma de estas interacciones o acoplamientos es muy variada, el tipo de interaccion
define la topologia de la red de sistemas interconectados. Este trabajo estudia tinicamente una
topologia, la denominada red simétrica todos con todos:

N
= flait) + KO (2 —3:), 2:(0) =250, K>0 (2.52)
j=1
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La sincronizacion puede estudiarse en el contexto de teoria de contraccion, con la siguiente
herramienta.

Teorema 2.6. Sincronizacion de redes simétricas todos con todos [11]:

Considere los N sistemas acoplados mediante una red simétrica todos con todos (2.52). Los N
alcanzardn la sincronizacion de manera exponencial, sin importar los estados iniciales x; si el
sistema global es contrayente.

Demostracion. Esta afirmacién puede verificarse facilmente empleando el Teorema de contrac-
cién parcial, definiendo como sistema virtual a:

y:f<y7t)+KsZ(xj_y)

Es claro que el sistema virtual tiene como solucién a cada uno de los N sistemas acoplados. Si
el sistema virtual es contrayente, entonces todas las soluciones particulares tienden a una sola
trayectoria lo que implica que los IV sistemas se sincronizan exponencialmente.

A

22
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Control para seguimiento de
orientacion por retroalimentacion de
estados

El objetivo de este trabajo es lograr regulacion y seguimiento de la orientacion del satélite. El
objetivo de regulacién se cumple cuando R, definido en (2.41) tiende a la matriz identidad. El
objetivo de seguimiento requiere adicionalmente que w, definido en (2.44) tienda a cero.

El control de orientacién no es un problema nuevo, se han realizado muchos avances en este
campo. La herramienta por excelencia fue durante muchos afios la teoria de pasividad. La razén
es que los satélites son sistemas lagrangianos plenamente actuados, similares en estructura a
los sistemas de robdtica donde durante muchos anos se han usado estas herramientas con éxito.
Brevemente, en [16] se presentan herramientas de pasividad para lograr regulacién de orienta-
cién usando diferentes parametrizaciones. La estructura de estos algoritmos es equivalente al
control PD para robots manipuladores. Los mismos autores retoman este andlisis en [35] donde,
enfocados a la representacion en cuaternion, explotan las propiedades pasivas del sistema para
logra regulacién sin mediciones de velocidad. El mismo problema es analizado en [4] donde se
usa un esquema diferente “tipo observador” para lograr el mismo resultado.

El problema de seguimiento es analizado en [19]. El esquema propuesto, basado en cuaternio-
nes, es analogo al algoritmo Slotine-Li usado en robdtica. Este algoritmo serda adaptado para
este trabajo. Paralelamente, en [21] se analiza este mismo esquema dentro del contexto de sis-
temas Hamiltonianos, la idea es transformar el sistema a uno idéntico en estructura a un robot
manipulador. Este esquema, sin embargo, no es global y sélo es valido para parametrizaciones
minimas. En [20,24] se profundiza el andlisis de pasividad para obtener resultados adicionales.
Finalmente, los autores de [5] retoman su esquema para regulacién sin mediciones de velocidad
para lograr seguimientos usando unicamente mediciones de velocidad. El resultado es un es-
quema complicado y con muchas limitaciones en las maniobras permitidas al satélite, por esta
razon el esquema sélo es verificado para el caso especial de regulacion.

23



Capitulo 3. Control para seguimiento de orientacién por retroalimentacion de estados

En este capitulo, se desarrolla una ley de control que supone a todos los estados medibles, en
particular, a las velocidades angulares.

En [19], los autores desarrollan una ley de control para seguimiento de trayectorias andloga al
algoritmo Slotine-Li [18] para control de robots. Todo el andlisis se realiza por estabilidad L, y
pasividad. Aqui se presenta un controlador similar, sin embargo, se analiza mediante teoria de
contraccion con el objetivo de acoplar los resultados con el diseno de observadores.

Primero, se define la trayectoria deseada compuesta por wy y Ry. Estos dos valores estan ligados
por la cinemética deseada (2.10):

Rd = RdS(wd), Rd(O) = Ry € SO(B)

Sin embargo, es recomendable prescribir la trayectoria deseada con wy y qq4, ligados por la ci-
nemética deseada para cuaternién (2.47). Si se emplea esta representacion, entonces ¢4(0) = qqo
t. q. |lgao|| = 1. Obtener la trayectoria deseada implica resolver esta ecuacién diferencial. De-
pendiendo de la aplicacion, se puede resolver en linea o fuera de linea. Usando en un principio
la representacion en cuaternion, el error de cuaternién se puede calcular directamente mediante
(2.46).

Anélogo al algoritmo Slotine-Li para robots, se define la variable compuesta:
wy =wg—Ae,, A=AT >0

Con @y y e, definidos en (2.45 )y (2.46), respectivamente. Por simplicidad, se considera que
A = Al con A > 0, entonces:

Wy = Wy — Aey (3.1)

Puede definirse también una variable auxiliar s, similar a aquélla empleada en el control por
modos deslizantes, de la siguiente manera:

S =w— W (3.2)
La estructura de esta variable compuesta merece su propio analisis.

Para entender el diseno de w, se presenta primero el caso conocido de control de posicién de
robots:
Wy = Wg — ANz — x4) = wg — AMze)

donde x, x4, x. son las coordenadas generalizadas de la planta, deseadas y de error, respecti-
vamente. Ademas, para control de posicion, la cinemética de las coordenadas generalizadas es
trivial:

T=w
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Entonces:
S=W — Wy = We + ATe = T + AT¢

La cinematica, restringida a la superfice s = 0, tiene un punto equilibrio exponencialmente
estable en x, = 0:
s=0=1.= -z,

Como A > 0, se trata de un sistema lineal, invariante con el tiempo y estable, por lo que x. — 0
exponencialmente. Este conocido resultado puede estudiarse con teoria de contraccién, lo que
garantiza la convergencia exponencial.

Visto de otra forma, la defincién de s puede escribirse como una funcién de transferencia:

1
o+ A
donde o es el operador derivada en Laplace. De esta representacién, es claro que x. es la salida

de un filtro estable de primer orden cuya entrada es s. De hecho, el resultado de convergencia
de z. puede extenderse al caso mas general

Te = s

z. = F(0)s
donde F'(o) es una funcién de transferencia estable y estrictamente propia [40].

Se disena la variable auxiliar s tal que el sistema restringido a la superficie s = 0 permita que
ze — 0. Cuando s — 0y x. — 0, por la forma de s, w. — 0. Cumplir con el objetivo de control
se reduce a disenar una ley de control que garantice que s — 0.

El desarrollo para control de orientacién es mas complejo, pero se busca un resultado analogo
al usado en control de posicién.

Lema 3.1. Convergencia asintotica en la superficie s = 0:

Con w, y s definidos en (3.1) y (3.2), la cinemdtica del error, (2.48) restringida a la superficie
s = 0, tiene un punto de equilibrio asintoticamente estable en e, = 0. Entonces, si s — 0,
er =0, we >0 yey — £1 cuando t — oo.

Demostracion. Sea la funcién candidata de Lyapunov positiva definida:
V=(1-e)?*+ele,
Se debe notar que V' = V(e,) ya que puede escribirse como:
V =2-2y/ele,
Desarrollando la funcién y utilizando la condicién de norma del cuaternién (2.16):

V= 2(1 —60)
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Tomando su derivada temporal a lo largo de las trayectorias del sistema:
V= —2¢ = elw,
La superficie s = 0 define una retroalimentacién negativa de e, para la cinemética del error:
s=0= w. = —Xey,

Sustituyendo en la derivada temporal de la funcién candidata de Lyapunov a la restriccion
cuando s = 0, se obtiene: ‘
V=clw.=—elde, <0

Por lo que e, — 0 asintoticamente. Dado este resultado, por la restriccion de norma, eg — +1.
Desarrollando la variable s:

S=W—W, =W — W+ A&y = we + Ay
Como s =0y e, =0 entonces w, = s — Ae, =0 A

El resultado obtenido, usando cuaterniones como parametrizaciéon, no es global. Se trata un
resultado caracteristico del control de orientacién, no puede obtenerse un resultado global usan-
do leyes de control continuas [23]. En concreto, existen dos puntos de equilibrio: w, = 0, e =

[1 0 0 O}T ywe =0, e= [—1 0 0 O}T. Ambos cuaterniones representan la misma matriz
de rotacion, R. = I lo que implica que se alcanza la orientacién deseada. Esta multiplicidad de
equilibrios impide que el sistema sea contrayente globalmente [9]. Para sistemas de orientacién,
se emplea el término “casi global” para esta condiciéon. Este concepto aparece en el control
de un péndulo simple: el dngulo de equilibrio elegido (con velocidad cero) es asintéticamente
estable para cualquier condicién inicial excepto para el angulo 90° opuesto del elegido. Este
concepto se formaliza a continuacion.

Definicién 3.1. Punto de equilibrio asintdtica y casi globalmente estable [15]:

Un punto de equilibrio x* de un sistema dindamico & = f(x) (es decir, f(z*) = 0) se dice
asintotica y casi globalmente estable si es asintoticamente estable para cualquier condicion ini-
cial x(0) excepto para un conjunto finito y conocido de condiciones iniciales.

Profundizando el andlisis, puede apreciarse que el primer equilibrio representa un minimo en
la funcién de Lyapunov, considerada como funciéon de acumulacion de energia, V' = 0, mien-
tras que el segundo equilibrio es un maximo, V' = 4. Entonces ¢y = 1 es atractivo, mientras

que eg = —1 es repulsivo. El punto de equilibrio con ey = 1 es asintética y casi globalmente
estable, ya que es asintoticamente estable para cualquier condicion inicial excepto el equilibrio
con ey = —1. El sistema tendera al punto de equilibrio atractivo, lo cual puede no ser siempre

el resultado mas deseable: en ocasiones, pese a que alcanza la orientacion deseada, la aeronave
puede dar un giro de 180° primero. A este comportamiento se le conoce como el “fenémeno de
desplegado.” Es un fenémeno analogo al problema de equilibrar un péndulo, el sistema puede
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dar una vuelta de 360 grados cuando un movimiento menor en sentido contrario resultaria sufi-
ciente. La consecuencia de este fenémeno es un posible desperdicio de esfuerzo de control para
ciertas maniobras. El problema se ataca en diversos trabajos [35,38]. En general, la solucién es
usar una ley de control discontinua, por ejemplo, incluyendo el signo de eg.

Otro punto importante tiene que ver con la definicién del error de orientacion. En el trabajo
previo [21], los autores eligen combinar la cinemética con la dindmica en una sola ecuacién més
compleja que tiene la ventaja de ser mas parecida a la ecuacién clésica de robots manipuladores.
La ley de control usada es el algoritmo Slotine-Li estandar. Esta ley de control, sin embargo, es
més compleja, critica que es presentada en [19]. Ademds, es mds restrictiva: no permite el uso
de una parametrizacién cuyo Jacobiano no es invertible, como es el caso para el cuaternion.

De particular interés, aunque no se discute en ninguno de estos dos trabajos, es la eleccion de
los errores de seguimiento y en consecuencia las variables compuestas. Slotine et. al. [21] operan
con una definicién del error de orientacién mas convencional:

e =q—qa (3.3)

La ventaja de esta representacion es que su manejo es mas simple. En particular si ¢ = qq4, ¢.
tiende a cero mientras que el error e definido aqui no se hace cero. La desventaja es analoga al
problema discutido en el apartado de error de orientacién: la resta resultante no es un cuater-
nion de rotacién, ya que su norma no es necesariamente unitaria.

Una propiedad importante es que introducir al Jacobiano J(q) sirve para acoplar ambas repre-
sentaciones de error de orientacion en el caso de cuaterniones, como se muestra a continuacion.

Si se decide emplear el error de orientacién definido por (3.3), es claro que no puede definirse
la variable compuesta como w, = Wy — Ag. debido a que las dimensiones no son compatibles.
En vez de definir la variable compuesta como (3.1), uno puede utilizar el Jacobiano, J(q) para
acoplar las dimensiones de la siguiente manera:

Wy = Wq — )\J(CDT(]e

La importancia de usar el operador Jacobiano se hace evidente al analizar que ambas definiciones
de w, son equivalentes. De manera mas formal, analizando los términos diferentes en ambas
definiciones, e, = J(q)7q. se tiene por un lado:

J(@) qe=J(@)"(¢—q2) = J(@)"qa—J(@)" qa=—T(0)" ¢

—¢7 1"
- lQO[ g )} @@= e  —aol+5@)"w

dv

=[ew  —aqol — S(q)] Bdo} = qa0qv — q0qdv + S(qav)qw
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Por otro lado, usando la definicién (2.46):

€y = qdoGv — 909dv + S (qav)(qw)

Ambas definiciones son iguales. De hecho, esta nueva definiciéon representa una manera simple
de calcular la parte vectorial del error de cuaternién definido por (2.46) y servird también para
desarrollar facilmente su derivada. Formalizando esta propiedad:

ev = —J7(q)qq (3.4)

Se puede definir entonces:
wy = 0+ M (q)qa = R (e)wq + A\ (q)qa (3.5)

En conclusién, cuando la representacion cinematica elegida es el cuaternion, si se desea emplear
una definicién convencional para el error de orientaciéon para simplificar el andlisis, introducir
la matriz J7(q) (o P(x) para el otro producto) permite recuperar las propiedades de definir el
error de orientacion con los operadores producto e inverso de cuaterniéon. Esto sera de utilidad
en el diseno de observadores, donde es mas comodo definir el error de estimacién como una resta.

Finalmente, la cinematica de error en términos del cuaternion no es trivial, por lo que la derivada
de w, no lo es tampoco. Como sera usada mas adelante, se presenta su derivada explicitamente,
usando la definicion (3.5).
Primero, despejando de (2.47) a wg:
wa = 2J"(qa)da (3.6)
Su derivada es:
wq = 2J7(qa)da + 277 (4a)da = 277 (qa)da (3.7)

Cuando la trayectoria deseada se prescribe con qg, ¢4 v G4, entonces wy v wy pueden obtenerse
fuera de linea con un calculo algebraico. En adelante, se supone que la trayectoria deseada
esta acotada por:

lgall =1
Gl <1, o eRT
Gall < c2, 2 €RT (3.8)

Por supuesto, wy v wy estan acotados por estos valores:

lwal] < 2¢y
[l < 2¢
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Entonces se calcula w,:

W, = R (e)dg + BT wa + AT (q)da + AT (4) 4
= RT(e)wq + M1 (q)da — M (qa)d — S(w — RT(e)wy) R (€)wy

= B )i+ M (@)ia — 57" () T(a + SR (e)wa) (w — B (e)er)

= RT(e)a + AT (@) + (SR (e)us) — %JT(qd)J(q))w (3.9)

Por simplicidad, se define:

. A
A = A(g,4,4a) = S(B (€)wa) = 57" (44) T (9) (3.10)
Es importante notar que A esta acotado, ya que depende tinicamente de funciones acotadas:
A
Al <5 +2¢
2
Entonces (3.9) puede escribirse como:
&y = RT()dg + AT (q)da + Aw (3.11)

Con estas herramientas, es posible definir la ley de control para seguimiento de orientacion
mediante:

T=Md, — N w, — Ke(w—w,), K.=K!>0 (3.12)

Teorema 3.1. Convergencia asintotica del error de sequimiento a cero para el controlador de
sequimsiento:

La ley de control definida por (3.12) y (3.1), en lazo cerrado con el sistema definido por (2.13)
y (2.81) logra que el error de sequimiento definido por (2.44) y (2.46) tienda asintdticamente

a4 We = [O 0 O}T Y [e =41 0 0 O}T respectivamente.

La demostracion se presenta mediante un analisis de contraccién, en contraste con la demos-
tracion presentada por pasividad en el trabajo original.

Demostracion. La ley de control (3.12) puede escribirse como:
Maw, =N()w, + K.(w—w,.)+ 7
Se define el sistema virtual como:

ME=N()é+ Ko(w—&) +7
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Donde ¢ tiene dos soluciones conocidas, w y w,, la planta, (2.13) y el controlador, (3.12), res-
pectivamente.

Su desplazamiento infinitesimal esta dado por:
MbE = N(-)6€ — K 06
La evolucion de su distancia cuadrada, bajo la métrica M es:
Ld (0" Msy) = 66" Mo¢

2 dt v=

= 06PN ()66 — 66T K 6¢

= —0¢T K 06
Por el Teorema 2.5 de contraccion parcial, el sistema virtual es contrayente, por lo que sus solu-
ciones particulares convergen. Es concreto, w — w, exponencialmente, con tasa de convergencia
menor o igual a A (K,), el valor caracteristico minimo de la matriz K.. Por construccién, el

sistema tiende exponencialmente a la variedad s = 0 y permanece ahi. Dentro de esta variedad,
con el Lema 3.1 se concluye que w, — 0, e, = 0y eg — %1 asintoticamente. A

Como analisis final de esta seccién, el problema de desplegado se considera en otros traba-
jos [24,35] introduciendo una funcién signo en la ley de control, especificamente, actuando
sobre la parte vectorial del cuaternion de error. Dichos trabajos contemplan tinicamente el pro-
blema de regulacion, a continuacién se presenta una alternativa para el problema de seguimiento.

Corolario 3.1. Convergencia asintotica para variable auxiliar w, modificada:
Considere la modificacion a la variable auziliar w, definida en (3.5):

(3.13)

D ks AT (q)qa, €0 >0
o — MNT(q)qa, e <0

La variable auziliar modificada, junto con la ley de control (3.12) logran que w. — 0 y e, — 0
asintoticamente, mientras que eg — 1 en el primer caso y eg — —1 en sequndo.

Demostracion. Considere la siguiente funcién candidata de Lyapunov:

V= (1 — 60)2 + 656,0, ey > 0
(e +ele,, e <0

El primer caso coincide con el Lema 3.1, donde se demostré que el punto de equilibrio w, = 0,
e, = 0, eg = 1 atractivo. Para el segundo caso, se considera a

V=(1+e)* +ele,=2(1+ e)
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Tomando su derivada temporal:

. T
V =2¢ = —e,w,

Previamente se demostré que la ley de control 3.12 logra que w — w, exponencialmente. La
cinematica del error, restringida a la superficie s = w — w, = 0 es:

We = A&y,

Sustituyendo en V: .
V=—elde, <0

Por lo que se alcanza el mismo resultado previo de estabilidad asintética. La diferencia es que en

este segundo caso ey = —1 representa un minimo de la funciéon de almacenamiento de energia,
por lo que es un punto de equilibrio atractivo. Por otro lado, ey = 1 es un maximo, por lo que
es un punto de equilibrio repulsivo. A

Esta modificacion a la ley de control permite evaluar cual trayectoria es mas cercana, qg 6 —qq.
Si ey = 1, entonces el sistema se encuentra mas cercano a gy y empleara menos esfuerzo de
control en alcanzar esta trayectoria. Por otro lado, si ey = —1 entonces el sistema estd més
cerca de —gg4, no es conveniente desperdiciar energia tratando de alcanzar a ¢; cuando su con-
trario representa la misma orientacion requerida. Finalmente, si ¢y = 0, significa que ¢ y g4 son
ortogonales: el sistema estd igualmente cerca de ¢ y de —qq. El signo puede elegirse arbitraria-
mente, en este trabajo se fija positivo.

Si el perfil de orientacién prescrito es suave, la decision entre ambas leyes de control se toma
una unica vez al principio del perfil. La suavidad de la trayectoria deseada impide que vuelva

a suceder un cambio de signo para eg.

Es importante notar que las definiciones de w, y A cambian también para ambos casos:

o= [SUT@) =3 @) 0), 20 -
S(R'(e)wa) + 577 (qa)J(q), €0 <0

G — {RT(e)cE)d + )\JT(q)q:d +Aw, € >0 (3.15)
RT(e)wg — AT (q)ga + Aw, €9 <0

En ambos casos, la funcién A se mantiene acotada.
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Capitulo 4

Diseno de observadores de orientacion

Independientemente del tipo de satélite y su respectiva ley de control, es claro que se necesitan
mediciones de posicién (cuaternién) y de velocidad angular. El controlador no es realizable si no
se dispone de mediciones de w. En este capitulo se disenan observadores que permitan estimar
las velocidades angulares. Dichos estimados serdn usados en el capitulo siguiente para obtener
un control de orientacion por retroalimentacion de salidas.

El desarrollo de observadores para orientacién no es un tema nuevo, a lo largo de las iltimas
décadas se han desarrollado exitosamente diferentes esquemas, con diferentes metodologias y
resultados. Dado que los sensores de velocidad angular existen, pero los datos que entregan
son poco confiables, trabajos iniciales se concentran en diseno de estimadores que incluyen este
dato de velocidad angular [2,26].

El desarrollo de observadores sin el dato de velocidad angular fue el siguiente paso. En [25]
se presenta un resumen de diferentes esquemas desarrollados. Los observadores en general se
desarrollan tomando en cuenta y explotando las caracteristicas no lineales de la planta. El
cuaternién de rotacion es una parametrizaciéon popular pero no es la tdnica estudiada [27].
Muchos de estos observadores tienen la caracterisitica de no ser exponencialmente convergentes
a los estados reales y no son globales, solamente funcionan para maniobras reducidas.

En [28] se presenta un observador de velocidad angular globalmente convergente usando cuater-
niones como representacion. El observador eventualmente converge de forma exponencial pero
es mas débil al principio. Avanzando atin més la teoria, el problema de seguimiento median-
te observador se desarrolla en [29] para orientacién de vehiculos submarinos. El resultado de
convergencia, aunque exponencial, no es global. Es uno de los primeros trabajos que enfrenta
el problema de retroalimentacion de salidas basada en obervador. Por ello, el diseno de este
observador estd intimamente ligado al disenio del controlador para evitar el fenémeno pico.

La gran mayoria de los desarrollos de observadores emplean como herramienta de diseno y
demostracion a Lyapunov.

En este trabajo, el objetivo principal de los observadores es poder ser empleados en un esquema
de control de seguimiento por retroalimentacién de salidas. Se busca que el observador sea ex-
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ponencial y global, pero sobre todo, que sea compatible con el esquema de control desarrollado
en el capitulo anterior. Por estas razones se usard teoria de contraccion como herramimenta
para los desarrollos. No es, sin embargo, la tinica herramienta posible.

A diferencia de los controladores presentados en el capitulo anterior, el desarrollo de observa-
dores para cada caso de N(+) es diferente por lo que se presenta el disefio de observadores para
cada caso por separado. Todos los observadores de este capitulo se disenan con una misma
metodologia. Primero se analiza un observador similar en estructura a la planta con el objetivo
de facilitar el analisis de convergencia por teoria de contraccion. Sin embargo, este observador
no puede ser implementado directamente ya que requiere conocimiento de w. Para obtener un
resultado ttil, el andlisis siguiente se centra en cémo lograr la implementacion del observador
contrayente.

4.1. Observador de orden reducido para satélite con rue-
das de reaccion

Para el problema de control nominal, cuando no se dispone de mediciones de velocidad angu-
lar, un observador de orden reducido es suficiente. El desarrollo a continuacién se basa en el
observador presentado en [30]. Se emplean propiedades de la cinemdtica del cuaternién para
reducir el orden del observador, ademas de simplificar su andlisis de convergencia y para su
implementacion.

Se define al error de estimacién como:
W=w—-w (4.1)

donde w es el estimado de la velocidad angular. El objetivo del observador es lograr que el error
de estimacion tienda a cero.

Se propone un observador no implementable como:

: 1
Mo = S(RTRN@ + §KOJT(qf)J(q)(w —)+71, K,=K!I'>0 (4.2)
donde:
ir=Tla—q).  ¢0)=gp, T=I">0 (4.3)
Por simplicidad, se considerard I' = v1Iy, v > 0y qpo € R* debe ser un cuaternién de rotacién,
es decir, ||gpo|| = 1. Es claro que la dindamica de ¢y es un filtro lineal estable cuya entrada es g.

Si bien ¢y tenderd exponencialmente a g, el siguiente lema muestra que la distancia entre ¢ y
¢ también puede hacerse arbitrariamente pequena mediante la constante .
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Lema 4.1. Ganancia de filtro lineal:
Considere la dindmica del cuaternion filtrado, (4.3). Entonces qf — q a medida que v — 0.
Formalmente, Ve, > 0, 3 tal que siy > v = |lqr — ql| < €4, Vt > to. Para t < ty entonces

lg(0) = llar (O)II < llay — all < e

Demostracion. La forma integral del filtro (4.3) es:

t
q = e*'ytqf(O) —|—/ ’ye*”(t*T)q(T)dT
0

De esta expresion, con el hecho de que las condiciones iniciales del filtro son las mismas que de
la funcién de entrada, se puede concluir que g5 — ¢,y — oo. A
Se supone que el cuaternién real es conocido en todo momento. Por esta razén puede elegirse

a ¢r(0) = ¢(0) para asegurar que ||¢f — ¢|| < €, para todo tiempo.

Ahora es posible enunciar el siguiente resultado:

Lema 4.2. Andlisis de contraccion del observador de orden reducido (no implementable) para
satélite con ruedas de reaccion:

El observador no implementable definido por (4.2) y (4.3) logra que & — w exponencialmente,
siempre que A\; = Ain(K,) — €gAmaz (K,) > 0 para algin e, > 0 definido por el Lema 4.1.

Demostracion. Sea el sistema virtual:
. 1
Mé = S(RTA)E + 5Koﬂ(qf)J(q)(w — & +T

El sistema virtual tiene dos soluciones particulares conocidas: £ = w, la dindmica (2.11), y
¢ = w, el observador (4.2).
Su desplazamiento infinitesimal esta dado por:

Mé€ = S(RThY)o€ — %KOJT(qf)J(q)éf

Analizando la evolucién de su distancia cuadratica bajo la métrica M:

%%(55%5&) = 6T S(RTA!)0E — %&TKOJT(qf)J (4)d¢
- _%55TK0JT(QJ‘)J(Q)5§ = —%5€TKO(J(Q)TJ(q) —J(q)" I (q) + T (q5) I (9)) ¢
= S OET K0 — 0TI (0 — ) (4)56
< =3 (i) = A ()l — al ) I5€1°
< 2 (oin () = a5 ) 6
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Donde se usaron varias propiedades del operador Jacobiano (2.39).

El sistema virtual sera contrayente siempre que A; > 0. Entonces, las soluciones convergen entre
si exponencialmente, por lo que W — w con tasa de convergencia menor o igual a A /2. A

Este resultado es global, ya que la region de contraccion es todo el espacio de estados para cual-
quier ganancia K,, eligiendo a « arbitrariamente grande. Al ser (4.3) un filtro, el pardmetro
~ puede elegirse tomando en cuenta dos objetivos, atenuaciéon de ruido y tamano de la region
de contraccién. Una metodologia comun es elegir v para filtrar frecuencias fuera de los rangos
de operacion del satélite. Esta elecciéon determina un valor de ¢,. La matriz de ganancia del
observador, K,, se elige entonces en base a este valor.

El filtro lineal complica el analisis por contraccién. Esto es debido a la implementacién. Agre-
gar el producto de J(qf)"J(¢q) permite obtener una forma implementable como se detalla a
continuacion. Adicionalmente, pese a que se denomina observador de orden reducido, el filtro
entrega un estimado del cuaternion por lo que podria llegar considerarse un observador de orden
completo.

Teorema 4.1. Convergencia exponencial y global del observador de orden reducido para satélite
con ruedas de reaccion:

El observador en su forma de andlisis (4.2) puede ser implementado indirectamente con la
variable auziliar w cuya dindmica estd definida por:

b= (SR — SR, (00) T (0) )& — v KT @)ty + 7
o=M" (w n KOJT(qf)q> (4.4)

Este observador, en su forma implementable, logra que la velocidad angular estimada converja
global y exponencialmente a la velocidad angular del sistema.

Demostracion. Despejando a M@ de (4.4) y tomando su derivada temporal:
Mo =o+ K,J"(q5)q
M =6+ Ko (G7)q + Ko " (47)d

. 1
=0 = KoJ (@)v(a — a5) + 5 Ko (g5) I (@)
. 1
=0 +vK,J" (q)qr + 5KOJT(qf)J(q)w
Sustituyendo la dindmica de w de (4.4):
2 1 . 1
M = (S(RThI) - §K0JT(QJ“>J(Q>>W = VKo I (@)ay + 7+ 7 Ko (@)ay + 5 Ko (47) T (g)w

= SRR + K ()T (0) w0 — &) + 7
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Se llega al observador en su forma de andlisis. Utilizando el Lema 4.2 se concluye la prueba. A

Esta metodologia para implementar una dinamica no implementable con una variable auxiliar
que “completa” al diferencial es una técnica usada con frecuencia en desarrollos de pasividad [35]
y control adaptable [18].

4.2. Observador de orden reducido para satélite con pro-
pulsor de gas

El caso de propulsor de gas es més compicado de analizar que el anterior, debido que N(-) =
N(Muw) contiene a w, precisamente el elemento que se desea estimar. Se usa la misma estructura
que el satélite actuado por ruedas de reaccion, ajustado para esta clase de satélite.

El observador no implementable en su forma de analisis esta dado por:

: 1
Mo = S(MO)o + 5KOJT(qf)J(q)(w - +7, K,=KI'>0 (4.5)

donde ¢y se define de la misma forma que el caso previo:

qr=7a—qs), qr(0)=¢q(0), >0

Lema 4.3. Andlisis de contraccion de observador de orden reducido (no implementable) para
satélite con propulsor de gas:

El observador definido por (4.5) y (4.3) logra que & — w exponencialmente dentro de la region
de contraccion definida por [|@|| < (Apmin(Ko) — €4Amaz) (Ko)/(2Mr) para algin e, > 0 definido
por el Lema 4.1.

Adicionalmente, si M es diagonal, la region de contraccion queda definida por Ay = Apin(K,) —
€gA\maz(Ko) > 0 lo que implica un resultado global.

Demostracion. El observador (4.5) puede reescribirse como:

Mé = S(MQ)o + %KOJT(qf)J(q)(w —w)+T
= S(MQ)o + S(Mw)& — S(Mw)é + %KOJT@f)J (w—w)+7
= S(Mw)o — S(M(w — 26 + 3 Ko (a) T (@) — &) + 7

= S + (5K (47) T (0) + S@)M ) (w0~ &) + 7
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donde se usaron varias propiedades de (2.9).
Se define un sistema virtual como:
M = S(Mw)é + (%KOJT(qf)J(q) FS@)M)(w—8) 47
El sistema virtual tiene dos soluciones conocidas, £ = w, la dindmica y £ = w, el observador.
El desplazamiento infinitesimal del sistema virtual esta dado por:
M§E = S(Mw)se — (%KOJT(qf)J(q) + S(@)M) 5€
La evolucién de su distancia cuadratica bajo la métrica M es:
d .or (Lm0 ~
(067 008) = —3¢" (567 KT (a) T ) + S(@)M ) 3¢
= SO RET — 6T (4 — 0)T(0)0 — €T S(@)MoE

Amin(K0) qumax(Ko) R 9
< J— J— p—

N | —

El sistema virtual serd contrayente siempre que Anyin(K0) — €A maz(Ko) — 2Mpy||@|| > 0.
El resultado es semiglobal ya que depende de w. La constante K, puede elegirse arbitra-
riamente, (aunque no cualquier valor arbitrariamente grande serda el mas adecuado para re-
troalimentacién de salidas) por lo que puede expandirse la regién de contraccién. Dentro
de la regién de contraccion, el sistema converge exponencialmente con tasa menor o igual a

A2 2 Ain (Ko) — €gAmaz(Ko) — 2M||@]])/2 > 0. Entonces, & — w exponencialmente.

Adicionalmente, si M es diagonal, objetivo en el disefio de satélites pequenos, entonces M
conmuta, por lo que el término S(w)M es antisimétrico:

(S(@)M)" = MTST(&) = —MS(@) = —S(0)M

En este caso, el término §¢67.S(w) MJE es cero y se recupera la region de contraccion del satélite
con ruedas de reaccién como actuador. A

Para lograr implementar este observador se emplea un procedimiento analogo al del observador
para satélites con ruedas de reaccién.

Teorema 4.2. Convergencia exponencial y semiglobal del observador de orden reducido para
satélite con propulsor de gas:
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El observador en su forma de andlisis (4.5) puede ser implementado indirectamente con la
variable auziliar w cuya dindmica estd definida por:

o= (S(M@) — %KOJT(qf)J(Q))@ — Ko (q)qr + 7
o= M (@ + KOJT(qf)q> (4.6)

Este observador, en su forma implementable, logra que la velocidad angular estimada converja
ezponencialmente a la velocidad angular del sistema dentro de la region definida por ||w|| <
(Amin(Ko) — €gAmaz) (Ko)/(2Myy) para algin €, > 0.

Demostracion. Despejando a M@ de (4.6) y tomando su derivada temporal:
Mo = o+ K,J"(qr)q
Mo =6+ Ko (47)a + Ko (45)d
=w— KoJ (9)v(g — ar) + %KOJT(qf>J(Q>W
=& K " (0)ag + 5 Kol (0T ()

Sustituyendo la dindmica de w de (4.4):

A R 1 R 1
Mo = <S(Mw) - §K0JT(61f)J(Q))w = VKT (@)ay + 7+ VKT (@)ay + S Ko (ar) T (q)w

= S(M2)o + 5 Ko (a)T(0) 0 — &) + 7

Se llega al observador en su forma de analisis. Al emplear el Lema 4.4 se concluye la prueba. A

4.3. Observadores de orden completo

Los observadores de orden reducido desarrollados en la seccién anterior son suficientes para
seguir adelante con el objetivo principal del trabajo de control por retroalimentacién de salidas.

Maés adelante, se presentara una herramienta para tratar con mediciones contaminadas por
ruido. Esta herramienta puede usarse directamente en el observador de orden reducido, pero
unicamente se reducira el efecto del ruido en la velocidad angular estimada. Si se desea reducir
su efecto en el dato de posicién, es necesario un observador de orden completo, que entregue
un estimado también de la posicién angular.

La estructura para el observador de orden completo es simplemente una extensiéon de los ob-
servadores de orden reducido desarrollados previamente.
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Observador de orden completo para satélite con ruedas de reaccion

Lema 4.4. Andlisis de contraccion de observador de orden completo (no implementable) para
satélite con ruedas de reaccion:

Para el sistema definido por (2.31) y (2.11) considere al observador de orden completo en su
forma de andlisis (no implementable):

Mo = S(RTh) + %KOJT(qf)J(q)(w — @)+ %JT(q)(q — Q)+

1

q 5705 + Kon(g = q)

qr=7(q—qr), q7(0) =q(0) (4.7)

Para las ganancias v > 0, K, = KI' > 0 y K, = KL, > 0. El observador logra que § —
q Yy w — w erponencialmente, cumpliendo con el objetivo de estimacion, siempre que Ay =
Amin(Ko) — €4 Amaz(K,) > 0 con €, definido por el Lema 4.1.

Demostracion. Se define al sistema virtual como:

. 1 1
Mé& = S(R"h")& + §K0JT(Qf)J(Q)(W — &)+ QJT(Q)((J — &)+ T
. 1
&2 = (@& + Koalg — &)
El sistema virtual tiene dos soluciones particulares: £ = [¢ w]?, la planta, y £ = [§ @]7.

Analizando la evolucién de la distancia cuadratica del desplazamiento infinitesimal bajo la
métrica H = diag(M, 1,):

%&TH(% = GET SR8 — 306 Ko (07)T(0)0: %&fﬂ(q)é& 4061 ()56 — 06 Kopo

_ _%5§1KOJT(Qf)J(CI)5f1 — 365 K206

_ e CIORAC) R N
= —5¢T |2 0 K, 9= —6€7J 6¢

El sistema virtual serd contrayente siempre que J sea positivo definido. Esto se cumplira siem-
pre que A1 = Apin(Ky) — €A max(K,) > 0. Este resultado se obtiene de observar que el primer
elemento en la diagonal de J es el Jacobiano generalizado de observador de orden reducido. El
analisis es el mismo, debido a que J es diagonal. El observador de orden completo puede verse
como una configuracién en paralelo de dos sistemas contrayentes [9].

Dentro de la regién de contraccién, las soluciones particulares convergen entre si con tasa

de convergencia menor o igual a A3 = min{A/2, Anin(Ks2)}. Entonces ¢ — ¢y & — w
exponencialmente. A
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De forma similar al observador de orden reducido, el observador se implementa a través de una
variable auxiliar .

Teorema 4.3. Convergencia exponencial y global del observador de orden completo para satélite
con ruedas de reaccion:

El observador (4.7) puede implementarse indirectamente a través de la variable auxiliar & cuya
dinamica es:

J(q)w + Ko(q — q)
qr ="(a—ar),  qr(0)=4q(0) (4.8)

Este observador, en su forma implementable, logra que el cuaternion estimado y la velocidad
angular estimada converjan global y exponencialmente al cuaternion y velocidad angular del
sistema.

Demostracion. Despejando a M@ de (4.8) y tomando su derivada temporal:

M
Mo

o+ K,J (q7)q
W+ K, J"(gr)q + KoJ " (qr)d

— &= K (@10 - ap) + 3K (ag) (@)

. 1
=W+ Ko (@) + 5K (4) T (g)w
Sustituyendo la dindmica de w de (4.4):

Mo = (S(RThI) — %j?g,JT(qf)J(q))@Jr

+ (’YKOJT((]f) + %JT(@))Q + 7+ Ko (g)ar + %KOJT(QJ”)J(Q)W
= S(RWG + 3K (a7) ) (0)(w — &) = 30 (@) +7
= S(RTR)0 + S Ko () T@)eo — 0) + 57 (@)a — ) +7

Se llega al observador en su forma de anélisis. Invocando al Lema 4.4 se concluye la prueba. A

Como se menciond en el analisis del observador de orden reducido el filtro ¢y entrega también
un estimado del cuaternién. El observador de orden completo es similar: de hecho, se obtienen
dos estimados del cuaternion. Esta redundancia es resultado de dos necesidades: permitir la
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implementacién y facilitar el analisis por contraccion. Usando el filtro, la region de contraccién
puede hacerse arbitrariamente grande.

Una alternativa para prescindir del filtro se presenta a continuacion, pero el resultado de con-
tracciéon es local.

Corolario 4.1. Andlisis de contraccion local de observador de orden completo (no implemen-
table) para satélite con ruedas de reaccion:
Considere el observador de orden completo sin filtro siguiente:

Mo = S(RThha + %KOJT(q“)J(q)(w —w)+ %JT(q)(q —q)+T

i= 7@+ Knlg — 0 (1.9

El observador logra que ¢ — q y W — w exponencialmente, cumpliendo con el objetivo de
)

. -z - A )\mln KO
estimacion, siempre que ||q — q| < pw—yaT

Demostracion. Se define el mismo sistema virtual del caso anterior:
. 1 ) 1
Mé = S(RThN)E + §KOJT(Q)J(Q)(M — &)+ §JT(q)(q — &)+ T

&= %J(Q)& + Koa(q — &2)

El sistema virtual tiene dos soluciones particulares: £ = [¢ w]?, la planta, y £ = [¢ @]T.
Analizando la evolucién de la distancia cuadratica del desplazamiento infinitesimal bajo la
métrica H = diag(M, I,):
1 1 . 1 1
SOETHGE = G¢] (RT3 — 506K, (4)7(0)061 — 50617 (0)06 + 06T 5.0 ()56 — 06F Koato
1 .
= —§5§1K0JT(Q)J(Q)5§1 — 065 K06

306 K07 (4)J(q)

4 ; I?J 5¢ 2 —5¢T T o

Analizando el primer término de J:
—5€1T%K0JT(4)J(Q)5£1 - —%5§1TK0<JT(Q)J<Q) +J%(q)J(q) — JT(CJ)J(Q)>5§1
= 0K (T4 77— )T () ) 6
< 5 (Amin (50) = Amacl )l = all 1361
La matriz J serd positiva definida siempre que A\pin(K,) — Az (Ko ||G — ¢|| > 0. A
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El resultado es local, para toda matriz de ganancia K, existe una regién de atraccién bien
definida que ya no puede ser extendida. El observador no es globalmente contrayente, pero esto
no implica que un analisis diferente pueda establecer condiciones para convergencia asintética
o incluso exponencial. Sin embargo, como se supone siempre conocido a ¢, podran elegirse las
condiciones iniciales para garantizar que el observador converja.

La implementacion de este observador es igual en estructura a su analogo con filtro:
. 1 A L1 . .
@=(SUFW)—§KJfﬂAN@—Iﬁw—§JW@q—KQﬁ@ﬂQﬂm—®+T

-1 . .
q=§ﬂ®w+Ka@—%

Gr=7(a—ar),  ar(0)=q(0) (4.10)
Dado que:
Mo =0+ K,J'(§)q
Mo =&+ K, JYQ)q+ K,J"(4)§
1

Il
&l
|
|
=
~
&
+
=
<
S
2
D
|
&
+
N | —
=
<

~
S
=
=2
&

Que es el observador en su forma no implementable.

Observador de orden completo para satélite con propulsor de gas

De igual manera que el observador anterior, el observador de orden completo para el satélite
equipado con propulsor de gas es una extension de su versién de orden reducido.

Lema 4.5. Andlisis de contraccion de observador de orden completo (no implementable) para
satélite con propusor de gas:
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Para el sistema definido por (2.31) y (2.12) considere al observador de orden completo en su
forma de analisis:

Mb = (M) + 3 Ko ()T (@) — &) + 577 (a)a — @) + 7
i= 3700+ Ko — )
gr=v(a—as),  qr(0) =q(0) (4.11)

Para las ganancias v > 0, K, = KI' > 0y Ky = KL > 0. El observador logra que § — q
y & — w exponencialmente, cumpliendo con el objetivo de estimacion, siempre que ||O] <
(Amin(Ko) — €gAmaz ) (K,) [ (2M ) para algin e, > 0, definido por el Lema 4.1. Adicionalmente,
si M es diagonal, la region de contraccion queda definida por Ay = Apin(K,) — €A maz(K,) > 0
lo que implica un resultado global.

Demostracion. Se define al sistema virtual como:

My = S(Mw)6 + (30T (a7 (0) + S@)M)w — &) + 3 (a)a — &) +7

& = %J(Q)fl + Ko2(q — &2)

El sistema virtual tiene dos soluciones particulares: £ = [¢ w]T, la planta, y £ = [¢ @]T, el
observador, una vez reescrito de la misma forma que en la Demostracién del Teorema 4.2.

Analizando la evolucién de la distancia cuadratica del desplazamiento infinitesimal bajo la
métrica H = diag(M, 1,):

1d
5%(55 HoE) =

= 561 S(M)36 — 06, (30" () (@) + S(@)M ) s — 3060 I (@)o6r+
068 LT (0061 — 0L Koo
= 06 (5K (47)(0) + S()M ) 561 — 6] Koo

1 T A
— _5€T <2K0J (qf)‘](Q>+S(w>M> 0 55% —6§TJ6§
0 02
El sistema virtual sera contrayente siempre que J sea positivo definido. Esto se cumpliréd siem-
pre que Ao = Apin(Ko) — €A maz(Ko) — 2My||@|| > 0. Este resultado se obtiene de observar

que el primer elemento en la diagonal de J es el Jacobiano generalizado de observador de orden
reducido. El andlisis es el mismo, debido a que J es diagonal.
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Dentro de la regiéon de contraccién, las soluciones particulares convergen entre si con tasa
. . A . N A

de convergencia menor o igual a Ay = min{Aa/2, A\pin(Ko)}. Entonces § — ¢y @ — w

exponencialmente.

A

Teorema 4.4. Convergencia exponencial y semi-global de observador de orden completo para

satélite con propusor de gas:
El observador (4.11) se implementa Mediante una variable auziliar @, cuya dindmica es:

W

(S(M@) - lKoJT(Qf)J(Q))@ + ('VKOJT(qf) + 1JT(Q))q +7

- 2 2
o=M @+KJ )
i= 3700+ Kolg — 0
qr=7v(q—qr), q7(0) =q(0) (4.12)

Este observador, en su forma implementable, logra que los estados del observador converjan
ezponencialmente a los estados de la planta dentro de la region definida por ||@|| < (Apmin(K,) —
€qAmaz)(Ko)/(2Myy) para algin e, > 0.

Demostracion. Despejando a M@ de (4.15) y tomando su derivada temporal:

) 1
=W+ Ko (@) + 5 Ko (4r) T ()

Sustituyendo la dindmica de w de (4.4):

M@:QﬂMm—éKﬂ%wN@Dw+
+ (VKo () + %JT(Q))q + 7+ Ko (q)ar + 1lr(oJT(qﬁJ ()w
= S(MO)G + SK, T ()T (@) — @) — 5T (@)q + 7
= S(MO)+ 5K, ()T (@) — @) + 5T @)a — d) + 7

Se llega al observador en su forma de analisis. Invocando al Lema4.9 se concluye la prueba. A
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4.4. Redundancia de sensores y sincronizacién de siste-
mas ante presencia de ruido

La redundancia de sistemas es un elemento siempre presente en satélites [2,7,39]. Se instalan
sistemas redundantes con el objetivo principal de hacer al sistema robusto antes fallas. Los
sistemas adicionales trabajan en paralelo al principal, sin embargo, su salidas generalmente no
reingresan al satélite hasta que el sistema principal falla y es sustituido por uno de los sistemas
redundantes.

Si bien los instrumentos de medicién adicionales se instalan con un objetivo diferente al objetivo
de control, es posible emplear esta informacion adicional de manera inteligente para combatir
problemas en los mismos sensores.

En particular, en [11] se sincroniza una clase de sistemas contaminados por ruido blanco para
recuperar el comportamiento libre de ruido. Para esta clase de sistemas y esta clase de ruido,
se demuestra que cuando el numero de sistemas sincronizados tiende a infinito, el efecto del
ruido en la trayectoria media de los sistemas tiende a ser nulo.

Este resultado se ha extendido a cierta clase de observadores y en este trabajo se utiliza para
atacar el problema cuando varias mediciones redundantes de posicién se encuentran contami-
nadas por ruido blanco.

Para el problema de orientacién, se suponen N sensores independientes que miden el mismo
dato de orientacion. La i-ésima salida de cada sensor se encuentra contamida aditivamente por
un proceso de ruido blanco, de media u; = 0 y e intensidad ;. Se considera entonces a las N
mediciones como:

¢G=q+n;, i=1,...N (4.13)

Donde n; es el proceso de ruido blanco asociado a cada sensor.

Para reducir el efecto del ruido, se propone el siguiente sistema de N observadores de orden
completo (no implementables) sincronizados:

N
2 . o1 . 1 . A
Ma; = N(wi, gi)w; + §K0JT(in)J(Qi)<Wi —w;) + §JT<(]1')(%' — i) + K Z(Wj —wi)+7
=0
| N
@i = 57 (@)@ + Koo = @) + K. ) (45— @)
=0
qri = (@ —q5),  q7(0) = ¢:(0) (4.14)

donde Ky, = KI' > 0y N(&;,q) = S(R(q;)"h!) para satélites con ruedas de reaccién, o bien,
N (@i, q;) = S(Mw;) para satélites con propulsor de gas.
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Lema 4.6. Andlisis de contraccon del observador sincronizado:
Considere el sistema de observadores de orden completo sincronizados (4.14). Cuando las N
mediciones son libres de ruido (0; =0), los N observadores sincronizan.

Demostracion. Cuando no hay ruido, el sistema es una red simétrica todos con todos de obser-
vadores contrayentes. El Teorema 2.6 garantiza que los N elementos de la red sincronizan, ya

que cada elemento es contrayente. Las trayectorias de todos los observadores convergen entre
si. A

Teorema 4.5. Convergencia exponencial y global de observador sincronizado y limite de desem-
peno:
El observador sincronizado puede implementarse mediante:

) . 1 . 1 .

Wi = (N(wz‘a%) - _KOJT(in)J(qi)>wi + (7K0JT(qfi) + §JT(Q¢)>% +7

O =Mt (wZ+K JT (qri) l)

o1 . .

G = §J(Qz‘)%’ + Ko2(q — Gi)
dri = V(% — q7), q£i(0) = ¢(0) (4.15)

Demostracion:

La forma implementable se demuestra de la misma forma que los Teoremas 4.8 y 4.10, donde el
Unico término adicional son los pares de sincronizaciéon. Cuando hay ruido presente, la estruc-
tura es analoga a la presentada en [11,31], demostrando que a medida que N tiende a infinito,
el efecto del ruido en el observador sincronizado tiende a cero. Esto concluye la Demostracién.

La salida del observador es el cuaternién estimado, ¢; y el estimado de la velocidad angular,
definida por:

Gy = M (@ i KOJT(qfi)qi> (4.16)

La sincronizacion es un mecanismo 1util para atenuar los fectos del ruido en sistemas con me-
diciones redundantes. Por los argumentos en [21,31], bajo presencia de ruido, los estados de
los N observadores sincronizados recuperan el comportamiento de la dinamica libre de ruido a
medida que N tiende a infinito. La salida de los observadores sincronizados es un promedio de
los estados estimados de cada observador individual:

1 N
:NZ@-

o1
= N; (4.17)
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Control para seguimiento de
orientacion por retroalimentacion de
salida

Cuando no se dispone de mediciones de velocidad angular, w, la ley de control para seguimien-
to definida por (3.12) y (3.1) no es implementable. Si bien w, esta disponible, no es el caso
para w, ya que requiere a w. La misma ley de control, (3.12) requiere explicitamente a w en
una o dos instancias, dependiendo del tipo de actuador. Una primera idea es usar al observa-
dor para estimar w y sustituirlo al estimado en la ley de control. No es tan sencillo, sin embargo.

Un resultado conocido es que el principio de separacion no se verifica necesariamente en sistemas
no lineales. Disenar independientemente controlador y observador no garantiza la estabilidad
del sistema global cuando el observador se acopla al controlador, debido al fenémeno pico. Esto
no quiere decir que no puedan disenarse controladores basados en observador, pero se deben
realizar un analisis més profundo. Una alternativa es disenar ambos a la par para garantizar su

estabilidad [33,34].

Otra alternativa es disenar independientemente ambos elementos y posteriormente derivar con-
diciones para garantizar la estabilidad del sistema completo. Una caracteristica importante de
la contraccion es que se preserva bajo ciertas condiciones para ciertas combinaciones de siste-
mas [9]. Por esta razén, la contraccién es una herramienta 1til para el disenio “por bloques” de
sistemas de control.

Este serd el enfoque para disenar controladores por retroalimentacién de salida basados en ob-
servador. Disenados por separado observador y controlador contrayentes, se analiza qué sucede
con el sistema cuando se implanta el observador en la ley de control. Para ello es 1til reescribir

las ecuaciones en términos de aquellas variables que deberan estimarse.

La variable compuesta w, no cambia en su definiciéon y puede calcularse con datos conocidos.
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Su derivada, w, requiere conocimiento de w que no esta disponible. Se define su estimado como:
@ = RT(e)wg + AT (q)qa + A (5.1)
Con A definido en (3.10). Manipulando la definicién anterior:
= RT(e)awa + AT (q)da + A& +w — w)
= R (e)dg + AT (q)Gq + Aw — A(w — ©)
=W, — Alw —w)

El resto del andlisis se realiza por separado para ambas clases de satélites, similar al desarrollo
de sus observadores.

5.1. Retroalimentaciéon de salidas para satélite con rue-
das de reaccion

Cuando se usan ruedas de reaccién, la ley de control (3.12) es
7= Md, — S(R"hWw, — K (w — w,)

Sustituyendo los valores no disponibles por sus estimados se obtiene la ley de control modificada:
7= Mo, — S(RThDw, — Ko (& — w,) (5.2)

Teorema 5.1. Convergencia exponencial y global de control por retroalimentacion de salida
para satélite con ruedas de reaccion:

La ley de control modificada (5.2) junto con el observador de orden reducido (4.2) logran que
W — w, Y — w exponencialmente siempre que A\ = Apin(Ky) — €, maz(Ko) > 0 para algin
eq > 0. Entonces, w. — 0, e, — 0 y eg — E1 asintdticamente, por lo que se cumplen los
objetivos de estimacion y sequimiento.

Demostracién. La ley de control modificada (5.2) puede reescribirse usando el desarrollo de @,

n (5.1).
M (&, — Alw — @) = S(RTRNw, + K (& wr)
(RTh[)wT K(w—-—w4+w—-—w)+7
(B )w, + Ke(w — wr) Ke(w—-w)+71
(B™h" ), + Ko

S
=9
S w—wy)— (K.— MA)(w—0)+ 7

Se define un sistema virtual como:

Mé = S(RTR)G + Kol — &) — (Ko — MA)(w = &) + 7
Mé; = S(RT + 3 Ko ()T (@) — &) +7
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El sistema virtual tiene dos soluciones particulares de interés: &, = w, & = w, la dindmica, y
& = wy, & = w, el controlador con el observador (4.2).

El desplazamiento infinitesimal estd dado por:
M§& = S(RTR')66 — K06 + (K. — MA)SE,
. 1
Mgy = S(R'I')g, — S Ko " (a7) 7 (9)06

La evolucién de su distancia cuadratica bajo la métrica M £ diag(M, M) es:

1d . 1
5 SOEMOE = 06T K.dwis — 06] Kol " (47)J ()92 + 06T (K. = MA)OE,

K. —(K,— MA)

_ T
== 1 $K,J"(qr)J (q) %

Se trata de un sistema en configuracion jerarquica. Puede emplearse el Lema 2.5 de contrac-
cién de sistemas jerarquicos. El término M A — K. es claramente acotado debido a que A lo es.
Entonces, el sistema es contrayente en aquella region donde ambos K. y %K oJ 7 (qs)J(q) son uni-
formemente positivos definidos. Esta region estd definida por A\; = Ayin(Ko) — €gAmaz (£,) > 0.

En esta region, el sistema virtual es contrayente, lo que implica que sus soluciones particulares
convergen exponencialmente, con tasa A3 = min{\ /2, Anin(K.)}. Entonces, w — w, y & — w,
por el Lema 3.1 se demuestra que w, — 0, e, — 0y ey — £1 asintéticamente. Se cumplen los
objetivos de estimacion y de seguimiento.

A

5.2. Retroalimentaciéon de salidas para satélite con pro-
pulsor de gas

Cuando se usan propulsores de gas, la ley de control (3.12) es:
T=Mw, — S(Mw)w, — K.(w —w,)
Sustituyendo los valores no disponibles por sus estimados se obtiene la ley de control modificada:

T =M, — S(M&)w, — K (& — w,) (5.3)

Teorema 5.2. Convergencia exponencial y semiglobal de control por retroalimentacion de salida
para satélite con propulsor de gas:
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La ley de control modificada (5.3) junto con el observador de orden reducido (4.5) logran que
W = w, YO — w exponencialmente siempre que g = Apin(Ko) — €gAmaz(Ko) — 2My||@]] > 0
para algin €, > 0. Entonces, we — 0, e, — 0 y eg — £1 asintdticamente, por lo que se
cumplen los objetivos de estimacion y sequimiento. Adicionalmente, si M es diagonal, la region
de contraccion queda definida por Ay > 0.

Demostracion. La ley de control modificada (5.3) puede reescribirse usando el desarrollo de @y
en (5.1).

(

(M@+w—w)w + Ke(w—w,) — Ke(w—w@)+7
(Mw)w, — S(M(w —©))w, + Ke(w —w,) — Ke(w— @) +7
(Mw)w, + S(w)M(w —0) + Ke(w —w,) — Ke(w—w) + 7
(Mw)

Mw)w, + K (w — w,) — <Kc — MA — S(w, )M

&

N——

(w— (D) +7
Se define un sistema virtual como:

Mél = S(MOJ)fl + Kc<w - 51) - <Kc — MA — S(WT)M)(UJ - 62) +7
My = S(Mw)6s + (35,7 (a7)(0) + S@)M ) — &) +7

El sistema virtual tiene dos soluciones particulares de interés: & = w, & = w, la dinamica, y
& = wy, & = w, el controlador con el observador (4.5).

De forma andloga al analisis previo para el satélite con ruedas de reaccion, se calcula su despla-
zamiento infinitesimal y la evolucién de la distancia cuadratica de éste bajo la misma métrica
M:

_(Kc - MA — S(wr)M)

1d K.
§E5§TM55 = —5§T 0 %KOJT((]ﬁJ((]) + S(CD)M 55

Nuevamente, se trata de una configuracién jerarquica. El término K. — MA — S(w,)M es aco-
tado debido a que A y w, lo son. Empleando el Lema 2.5, el sistema virtual es contrayente
en aquella regién donde ambos K, y %KOJT(Qf)J (q) + S(w)M son uniformemente positivos
definidos. Esta regién estd definida por Ao = A\pin () — €A maz (Ko) — 2M )y ||@]] > 0. El andlisis
cuando M es diagonal es el mismo que aquél para el observador para satélite con propulsor.

En esta region, el sistema virtual es contrayente con tasa Ay = min{la/2, Apnin(K,)}. Esto
implica que sus soluciones particulares convergen exponencialmente. Entonces, w — w, y @ —
w, por el Lema 3.1 se demuestra que w, — 0, e, — 0y ¢ — *£1 asintéticamente. Se cumplen
los objetivos de estimacion y de seguimiento. A
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5.3. Retroalimentacion de salidas ante fenémeno de des-
plegado

Finalmente, se presenta el controlador por retroalimentacion de salidas con la ley de control
modificada para el evitar esfuerzo de control innecesario.

Corolario 5.1. Retroalimentacion de salidas con w, modificado:

El controlador definido por (5.2) con w, modificada (3.13) junto al observador (4.2), en lazo
cerrado con la dindmica para un satélite con ruedas de reaccion, logra que w — W, y W — w
exponencialmente siempre que Ay > 0.

También, el controlador definido por (5.3) con w, modificada (3.13), en lazo cerrado con la
dindmica para un satélite con propulsor de gas, junto al observador (4.5) logra que w — w, y
W — w exponencialmente siempre que Ay > 0.

Para ambos casos, cuando w — w, entonces e, — 0 yeq — 1 si éste es el equilibrio mas cercano
o bien, eg — —1 en caso contrario.

Demostracion. Cuando ey > 0, la ley de control es igual a los casos analizados por los Teoremas
5.1 y 5.2. El sistema tiende al punto de equilibrio con eg = 1.

En el caso contrario, se usa el mismo virtual donde se aprecia que la contraccion del sistema
controlador-observador queda garantizada. Esto se debe a que el tinico cambio en el Jacobiano
de la evolucién del desplazamiento infinitesimal con respecto al caso previo es un signo dentro
de A. Sin embargo, A se mantiene acotada, por lo que el Teorema 2.5 de sistemas jerarquicos
se mantiene. Entonces, w — w, y w — w exponencialmente. Por el Corolario 3.3 el sistema
tiende al punto de equilibrio con eq = —1.

A
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Capitulo 6

Simulaciones y Resultados

En esta seccidén se presentan las simulaciones de los controladores y observadores disenados
en los capitulos anteriores. A menos que se indique lo contrario, se emplean las siguientes
constantes [19,21]:

1 0 0 .
M=10 063 0 M=[1 -1 0]
0 0 085

Las condiciones iniciales de la planta son:
g0)=1[05 05 05 05 w0 =[01 0 0]"

El perfil de orientacion se genera a partir de la representacién eje/dangulo de Euler. Se fija el
vector unitario de giro en:

k= [0.8018 0.2673 0.5345]"

Y se genera un perfil polinomial de orden cinco para el dngulo ¢ de tal forma que llegue a 90
grados en 18 segundos partiendo del reposo. Los perfiles de g4, G4 v ¢q se obtienen entonces de
la definicién (2.17) y sus derivadas.

El capitulo se divide en secciones correspondientes a los capitulos de control por retroalimen-
tacion de salidas, observadores, control por retroalimentacién de estados y sincronizacion de
observadores. Las simulaciones individuales se detallan en sus respectivas secciones, cuando se
muestran trayectorias deseadas y del sistema, las deseadas con con linea sélida y las del sistema
con linea punteada.

6.1. Control de seguimiento por retroalimentacién de es-
tados

Esta seccién explora la ley de control por retroalimentacion de estados presentada en el Teorema
3.2 (3.12). Esta ley de control es igual para satélites con ruedas de reaccién o con propulsor de
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gas. Dado que la ley de control es igual en estructura y andlisis para ambos tipos de actuador,
se estudia unicamente el caso de ruedas de reaccion.

Primero se evaliia con condiciones iniciales fijas para evaluar el efecto de la ganancia del con-
trolador K.. Después, se presenta el efecto de desplegado al modificar las condiciones iniciales

y se muestra el comportamiento con la ley de control modificada por el el Corolario 3.5.

Primero se usan como parametros del controlador a A =2  K.=51.

%
— %

%

8 20

T,
— %
-5

Tiempo [s]

Figura 6.1: Seguimiento de orientacién y par de control en [Nm] para satélite con ruedas de
reaccién bajo ley de control por retroalimentacion de estados (3.12), K. =51, A = 2.
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Figura 6.2: Errores de orientacion y velocidad en [rad/s] para satélite con ruedas de reaccién
bajo ley de control por retroalimentacién de estados (3.12), K. =5, I, A = 2.
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Después, se cambian parametros a A = 2

08
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Figura 6.3: Seguimiento de orientacion y par de control en [Nm| para satélite
reaccién bajo ley de control por retroalimentacién de estados (3.12), K, =201,
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Figura 6.4: Errores de orientacién y velocidad en [rad/s] para satélite con ruedas de reaccion

bajo ley de control por retroalimentacién de estados (3.12), K. =201, A = 2.

Los resultados de la simulaciéon muestran que el algoritmo de control (3.12) logra que ey — 1,
e, — 0y w, — 0 asintoticamente. La ley de control planteada cumple con el objetivo de segui-
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miento de orientacion.

Se aprecia que modificar la ganancia K. resulta en un intercambio entre el tiempo de conver-
gencia y el esfuerzo de control, como es de esperar por la estructura del algoritmo. Si se desea
menos esfuerzo de control debe elegirse K. mas pequena, pero el sistema tardarda mas tiempo
en alcanzar la trayectoria prescrita.

Ahora, se usan los mismos parametros de la simulacién previa, pero se inicia el sistema en
q(0) = —qq4(0) para ilustrar el fenémeno de desplegado (unwinding).
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I
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Figura 6.5: Seguimiento de orientacién y par de control en [Nm] bajo fenémeno de desplegado
con ley de control por retroalimentacion de estados (¢(0) = —qq(0)). K. =201, A = 2.
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Figura 6.6: Errores de orientacién y velocidad en [rad/s| bajo fendmeno de desplegado con ley
de control por retroalimentacion de estados (¢(0) = —qq(0)). K. =201, A = 2.

Este tltimo grupo de graficas ilustra que el punto de equilibrio e = [~10 00] es repulsivo, pese
a representar la misma orientacion. Puede suceder que el sistema desperdicie esfuerzo de control
dando una vuelta completa cuando es suficiente un esfuerzo mas pequeno en direccién contraria.

A continuacién, se simula bajo las mismas condiciones de la simulacion previa, pero se emplea
la ley de control modificada por el Corolario 3.5.
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Figura 6.7: Seguimiento de orientacién y par de control en [Nm] bajo fenémeno de desplegado
(q(0) = —q4(0)) con ley de control por retroalimentacién de estados modificada. K. = 201,
A=2.
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Figura 6.8: Errores de orientacién y velocidad en [rad/s] bajo fendmeno de desplegado (¢(0) =
—q4(0)) con ley de control por retroalimentacién de estados modificada. K, =201, A = 2.

En esta ultima simulacién, se aprecia que e, tiene a -1, lo que implica que ¢ tiende a —¢qq. Esto se
debe a que el sistema estd mas cerca de este punto de equilibrio. Dado que g4 y —¢qq representan
la misma orientacién, el objetivo de seguimiento se sigue cumpliendo pero se requiere un menor
esfuerzo de control como se aprecia en la grafica de par de control.
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6.2. Observadores

Esta seccién explora los observadores de orden reducido y completo desarrollados en el capitulo
cuatro. Primero, se presenta el observador de orden reducido para el satélite con ruedas de
reaccion. Se simula para diferentes valores de la ganancia del observador para verificar las con-
diciones del Teorema 4.2.

Después, se simula el observador para satélites con propulsor de gas, nuevamente modificando
la ganancia del observador K,. También, se simula para una matriz de inercias M no diagonal,

para verificar la condicién de convergencia del Teorema 4.4.

Finalmente, se realiza una simulacion de un observador de orden completo para cada tipo de
satélite.

Observador para satélite con ruedas de reaccion

Las siguientes simulaciones son para verificar el observador descrito por (4.2). Se simula al
observador operando de manera paralela al sistema en lazo cerrado de las simulaciones del
controlador de la seccién previa: ¢y = [0.5 0.5 0.5 0.5}T, K.=201, A\=2.

Se toman como condiciones iniciales del observador a:

Se simula para v = 5 y diferentes valores de K,.
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Figura 6.9: Velocidad angular estimada @ y error de velocidad angular @ en [rad/s| para obser-
vador de orden reducido para satélite con ruedas de reaccién (4.2), K, =11, v=15.
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Figura 6.10: Velocidad angular estimada @ y error de velocidad angular @ en [rad/s| para
observador para observador de orden reducido para satélite con ruedas de reaccién (4.2), K, =

81I,v=>5.
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Figura 6.11: Velocidad angular estimada @ y error de velocidad angular @ en [rad/s| para
observador para observador de orden reducido para satélite con ruedas de reaccién (4.2), K, =
1001, v = 5.

Se verifica que el observador logra que la velocidad angular estimada converja a la actual ex-
ponencialmente. Se cumple el objetivo de observacién.

La condicién para estar dentro de la regién de convergencia se cumple facilmente para K, = k I,
ya que sus valores caracteristicos son los mismos. Dado que ||¢; — ¢|| es, debido a su condicién
de norma, menor o igual a dos, se puede elegir v casi arbitrariamente. Una matriz de ganancias
K, menos trivial requiere mayor atencion, como se muestra con la siguiente simulacion:
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Figura 6.12: Velocidad angular estimada @ y error de velocidad angular @ en [rad/s| para
observador para observador de orden reducido para satélite con ruedas de reaccién (4.2), K, =
diag(100,10,0.1), v = 0.01.

El error de observacion ain converge a cero exponencialmente, pero el término e\, (K,) tiene
un mayor efecto en el tiempo (y desempeno) de la convergencia.

Observador para satélite con propulsor de gas

Las siguiente simulaciones son para verificar el observador para satélites equipados con propulsor
de gas (4.5). Se simula al observador operando paralelamente a un sistema con propulsores de

gas y ley de control (3.12), pardmetros: ¢y = [0.5 0.5 0.5 O.5]T , K. =20, A\ = 2. Primero se
simula usando la matriz de inercias diagonal original, con v = 5 y diferentes valores de K,.
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Figura 6.13: Velocidad angular estimada @ y error de velocidad angular @ en [rad/s| para
observador para observador de orden reducido para satélite con propulsor de gas (4.5), K, = 11,

v =5.
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Figura 6.14: Velocidad angular estimada @ y error de velocidad angular @ en [rad/s| para
observador de orden reducido para satélite con propulsor de gas (4.5), K, =501, v = 5.

Se aprecia un comportamiento anélogo al observador para satélites con ruedas de reacciéon como
actuador. Ambas simulaciones indican que el error de estimacién converge exponencialmente a
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cero, el tiempo de convergencia puede modificarse mediante la matriz K,.

La mayor diferencia entre ambos observadores es cuando la matriz M no es diagonal. A conti-
nuacién se muestran los resultados de simulaciones empleando las mismas condiciones iniciales
y parametros, pero con:
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Figura 6.15: Velocidad angular estimada @ y error de velocidad angular @ en [rad/s] para
observador de orden reducido para satélite con propulsor de gas (4.2) con M no diagonal,
K,=11,v=5.
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Figura 6.16: Velocidad angular estimada @ y error de velocidad angular @ en [rad/s| para
observador de orden reducido para satélite con propulsor de gas (4.2) con M no diagonal,

K,=501, v=5.

Cuando K, = 1, la diferencia de desempeno del observador para ambos casos de la matriz de
inercias es significativa. El término M,||@|| tiene un impacto mayor en la tasa de convergencia.
Para K, = 50, la diferencia entre ambos casos es minima, en este caso, el término A, (K,)
domina la tasa de convergencia.

Observadores de orden completo

Primero se presenta una simulacion del observador de orden completo para un satélite con rue-
das de reaccién (4.7). El observador opera en paralelo a un controlador por retroalimentacion
de estados de la primera seccién. Sus parametros son: K, =51, A = 2, las condiciones iniciales
de la planta son: gy = [0.5 0.5 0.5 O.S]T, W = [0.1 0 O}T.

El observador tiene los siguientes pardmetros: K, = 201, K, = 41, v = 5. Las condiciones
iniciales del observador son: ¢(0) = [0.7071 0.7071 0 O}T, w(0)=1[0 0 O]T.

El error de estimacién de cuaternion se calcula como:

i=q¢"'®q
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Figura 6.17: Cuaternién estimado ¢ y error de estimacién de cuaternién ¢ en [rad/s| para
observador de orden completo para satélite con ruedas de reaccién (4.7), K, =201, K, =41,

v =5.
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Figura 6.18: Velocidad angular estimada @ y error de estimacion de velocidad angular w en
[rad/s] para observador de orden completo con ruedas de reaccién (4.7), K, = 201,K, = 41,

v =5.
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Finalmente, se simula para el observador de orden completo para satélites con propulsores de
gas (4.11). Se usan los mismo parametros de observador que la simulacién previa.
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Figura 6.19: Cuaternién estimado ¢ y error de estimacién de cuaternién ¢ en [rad/s| para
observador de orden completo para satélite con propulsor de gas (4.11), K, = 201,K, = 41,
v =5.
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Figura 6.20: Velocidad angular estimada @ y error de estimacion de velocidad angular @ en
[rad/s|] para observador de orden completo para satélite con propulsor de gas (4.11), K, =
NI, Ky =41, v =5

Se aprecia en ambas simulaciones que el objetivo de observacién se cumple, en ambos casos,
d — q y W — w exponencialmente.

6.3. Control de seguimiento por retroalimentacién de sa-
lidas

Primero, se realizan simulaciones de control por retroalimentacién de salidas para el satélite
con ruedas de reaccién. Se manejan dos ganancias de observador diferentes. Después, se simula
para la otra clase de satélite. Se simula también un caso donde la matriz de inercias M no es
diagonal. Finalmente, se simula para verificar la convergencia para la ley de control modificada
ante el fenomeno de desplegado.

Se usan los parametros de la planta, condiciones iniciales y trayectoria deseada establecidos al
inicio de esta seccion.

En el caso del satélite con ruedas de reaccion se simula para verificar el Teorema 5.1. Se fijan
como condiciones iniciales del observador a:

q7(0) = ¢(0)  @(0)=0

Los parametros del controlador y el observador se indican para cada figura.
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Figura 6.21: Seguimiento de orientacién y par de control en [Nm] para satélite con ruedas de
reaccién con control por retroalimentacién de salidas (5.2). K. =41, A\=2 K, =201, v =5.

12 . |

6 8 10 12 14 16 18 20
- el
&2
i Pez
| | | | | | |
6 8 10 12 14 18 18 20
Tiempo [s]

Figura 6.22: Errores de orientacion y velocidad en [rad/s|] para satélite con ruedas de reaccion
con control por retroalimentacién de salidas (5.2). K. =41, A=2,K,=201, v =5.
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Figura 6.23: Velocidad angular estimada @ y error de estimacion de velocidad angular w en
[rad/s] para satélite con ruedas de reaccién con control por retroalimentacion de salidas (5.2).
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K.=4I,A\=2K,=201,~=5.

Para los parametros elegidos, se verifica que tanto el error de estimacion como los errores de
seguimiento convergen a cero. Se reconstruye la velocidad angular del satélite y se logra alcan-

zar la trayectoria variante con el tiempo propuesta.

A continuacién, se simula para un observador mas lento, para evaluar su efecto en la conver-

gencia del sistema global y en el objetivo se seguimiento.
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Figura 6.24: Seguimiento de orientacién y par de control en [Nm] para satélite con ruedas de
reaccién con control por retroalimentacién de salidas (5.2). K. =41, A\=2K,=11I, v =5.
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Figura 6.25: Errores de orientacién y velocidad en [rad/s| para satélite con ruedas de reaccién
con control por retroalimentacién de salidas (5.2). K. =41, A=2,K,=11,v=>5.
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Figura 6.26: Velocidad angular estimada @ y error de estimacion de velocidad angular @ en
[rad/s| para satélite con control por retroalimentacién de salidas (5.2). K. =4I, A =2,K, =11,

v = 9.
Se aprecia que el error de estimacion converge mas lentamente a cero, sin embargo, el sistema
sigue siendo contrayente, aunque los errores de seguimiento tienen valores maximos més gran-

des y convergen a cero en mayor tiempo.

Para el satélite con propulsor de gas de realizan simulaciones para verificar el Teorema 5.2. Se
usan las mismas condiciones iniciales para el observador.
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Figura 6.27: Seguimiento de orientacién y par de control en [Nm| para satélite con propulsor
de gas con control por retroalimentacién de salidas (5.3). K. =41, A\=2 K, =201,y =15.
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Figura 6.28: Errores de orientacién y velocidad en [rad/s|] para satélite con propulsor de gas
con control por retroalimentacién de salidas (5.3). K, =41, A=2,K,=201, v =5.
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Figura 6.29: Velocidad angular estimada @ y error de estimacion de velocidad angular w en
[rad/s] para satélite con propulsor de gas con control por retroalimentaciéon de salidas (5.3).
K.=41, A=2K,=201, y=5.

Dado que la matriz M es diagonal, es de esperar que los resultados para ambos satélites sean
muy similares. Para ilustrar el efecto de una matriz de inercias no diagonal, se usa nuevamente:

1 05 03
M=105 063 0
03 0 085
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Figura 6.30: Seguimiento de orientacién y par de control en [Nm] para satélite con ruedas de
reaccién con ley de control (3.12) y observador (4.5) para M no diagonal. K, =41, A =2 K, =
201, v =5.
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Figura 6.31: Errores de orientacion y velocidad en [rad/s| para satélite con ruedas de reaccién
con ley de control (3.12) y observador (4.5) para M no diagonal. K. =41, A\ = 2,K, = 201,
v =5.
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Figura 6.32: Velocidad angular estimada @ y error de estimacion de velocidad angular @ en
[rad/s] para satélite con propulsor de gas con control por retroalimentacién de salidas (5.3)
para M no diagonal. K. =41, A=2,K,=201, v =5.

Comparando los resultados de las dos ultimas simulaciones, se verifica que el efecto de una
matriz de inercias no diagonal puede reducirse eligiendo la ganancia K, suficientemente grande.

La siguiente simulacién es para el satélite con ruedas de reaccién y sirve tnicamente para
verificar que la representacion en cuaterniones no tiene singularidades. Se manejan todos los
parametros iguales a las simulacién de retroalimentacion de salidas original pero se modifica
la trayectoria deseada para ir de cero a 270 grados. Otros esquemas [5,21] s6lo permiten giros
menores a a 90 6 180 grados por la parametrizacién elegida o por restricciones en la ley de
control.
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Figura 6.33: Seguimiento de orientacién y par de control en [Nm] para satélite con ruedas
de reaccién con control por retroalimentacién de salidas (5.2) para giro de 270°. K. = 41,

A=2K,=11,v=5
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Figura 6.34: Errores de orientacién y velocidad en [rad/s| para satélite con ruedas de reaccién
con control por retroalimentacién de salidas (5.2) para giro de 270°. K. =41, A=2K, =11,

v =5.
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Figura 6.35: Velocidad angular estimada @ y error de estimacion de velocidad angular w en
[rad/s] para satélite con ruedas de reaccién con control por retroalimentacién de salidas (5.2)
para giro de 270°. K, =41, A=2K, =11, yv=05.

El giro superior a 90 grados se aprecia cuando la parte escalar del cuaternién cruza por cero.
Este cruce por cero es donde otras parametrizaciones tienen una singularidad o donde leyes
de control que emplean cuaterniones imponen una restricciéon para garantizar convergencia. Se
aprecia que este esquema se mantiene valido incluso en este caso. Es valido para cualquier giro
especificado.

Ley de control modificada ante fenomeno de desplegado

En esta seccién se realizan simulaciones para verificar el Corolario 5.3. Se simula un satélite
con constantes M y h! originales, con condiciones iniciales:

g0)=[-1 00 0" w0 =[01 0 0]
Se fijan pardmetros de controlador y observador en K, =51, A =2, K, =201y v = 5. Se usa
el perfil planteado al principio de las simulaciones. Es importante notar que ¢(0) = —g4(0), lo

que garantiza que e(0) = [—1 00 0}.

Primero se simula para w, “estandar” definida en (3.5).
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Figura 6.36: Seguimiento de orientacién y par de control en [Nm] para satélite con ruedas de
reaccién con control por retroalimentacion de salidas (5.2) para w, estdndar (3.5).
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Figura 6.37: Errores de orientacion y velocidad en [rad/s|] para satélite con ruedas de reaccion
con control por retroalimentacion de salidas (5.2) para w, estdndar (3.5).
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Figura 6.38: Velocidad angular estimada @ y error de estimacion de velocidad angular @ en

[rad/s| para satélite con ruedas de reaccién con control por retroalimentaciéon de salidas (5.2)
paraw, estandar (3.5).

Después, se simula para w, modificada, definida por (3.13):
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Figura 6.39: Seguimiento de orientacién y par de control en [Nm] para satélite con ruedas de
reaccién con control por retroalimentacion de salidas (5.2) para w, modificado (3.13).
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Figura 6.40: Errores de orientacién y velocidad en [rad/s| para satélite con ruedas de reaccién
con control por retroalimentacion de salidas (5.2) para w, modificado (3.13).
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Figura 6.41: Velocidad angular estimada @ y error de estimacion de velocidad angular @ en
[rad/s| para satélite con ruedas de reaccién con control por retroalimentacion de salidas (5.2)
para w, modificado (3.13).

Comparando los resultados de ambas simulaciones, se aprecia que cuando se modifica w;,, el
sistema tiende al punto de equilibrio mas cercano. En el primer caso, es evidente que se cumple
el objetivo de seguimiento, ya que ¢ — qq.
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Para w, modificada el sistema tiende a e = [—1 0 0 0} lo que implica que ¢ — —¢q,. Dado
que ambos cuaterniones representan la misma orientacion, el objetivo de control también se
cumple pero con un esfuerzo de control varias veces menor. También, tanto los errores de posi-
cién como los de velocidad angular son menores en este segundo caso. Esto se debe a que no se
obliga al sistema a alcanzar el mismo punto de equilibrio pese a ser més lejano que la alternativa.

6.4. Sincronizacion de observadores

El objetivo de esta seccion es verificar los desarrollos del capitulo seis. Primero, se presenta una
simulacion comparativa entre los esquemas de observador de orden reducido, orden completo y
sincronizado con N = 5 para ambos tipos de satélite.

No se trabaja en paralelo a un controlador, se emplea como entrada el perfil de par siguiente:
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Figura 6.42: Perfiles de par en [Nm] empleados en sincronizacién de observadores

Se manejan los siguientes pardmetros y condiciones para los observadores (K, y ¢(0) no aplican
para el observador de orden reducido):

K, =Ky = 10]7 Y= b y K, = 100. Qf(o) - (1(0) = Q(O) y (D(O) = 0.

Se maneja un intensidad de ruido de o; = 0.1.

Se presenta primero el observador para satélite con ruedas de reaccion.
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Figura 6.43: Cuaternion medido, estimado con observador de orden completo y con observadores
sincronizados (N=5).
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Figura 6.44: Velocidad angular en [rad/s] estimada con observador de orden reducido, observa-
dor de orden completo completo y con observadores sincronizados (N=5).

Se presentan también dos acercamiento en la simulacién, inicamente para gy y w; para apreciar
mejor el efecto de la sincronizacién de observadores. Se comparan los diferentes casos, medi-
cién contra observador de orden completo y observador sincronizado para ¢y y estimacién por
observador de orden reducido, orden completo y sincronizado para la velocidad angular wy
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Figura 6.45: Acercamiento en segundo 10 para gy medido y estimados.
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Figura 6.46: Acercamiento en segundo 10 para estimaciones de w; en [rad/s]

Para el cuaternién, el observador de orden completo entrega un estimado cercano al valor real.
La salida de los observadores sincronizados mejora la estimacion pero no de manera significativa.

Observando a las estimaciones de la velocidad angular, es evidente que la medicién ruidosa se
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propaga a la estimacién de la velocidad angular. nuevamente, el observador de orden completo
mejora significativamente la calidad de la estimacién. Sincronizar los observadores en este caso
tiene un efecto mucho mas apreciable en reducir el efecto del ruido sobre la reconstruccion de
la senal.

Se presentan las mismas graficas para la simulacion de observadores para el satélite con pro-
pulsor de gas.
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Figura 6.47: Cuaternién medido, estimado con observador de orden completo y con observadores
sincronizados (N=5).
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Figura 6.48: Velocidad angular en [rad/s] estimada con observador de orden reducido, observa-
dor de orden completo completo y con observadores sincronizados (N=5).
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Figura 6.49: Acercamiento en segundo 10 para ¢y medido y estimados.
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Figura 6.50: Acercamiento en segundo 10 para estimaciones de w; en [rad/s]

En general, los resultados para este observador son similares al observador previo. El ruido
en la medicion tiene un efecto mayor en la estimacién de la velocidad, lo que es razonable al
considerar la estructura de N(g,w). Sin embargo, el observador de orden completo y la sincro-
nizacién mejoran nuevamente la calidad de la senal reconstruida, tanto para cuaternién como
para velocidad angular.

Una forma de comparar la capacidad de reduccion de ruido entre observadores es utilizar la

rafz del error medio cuadratico (ERMS, conocido como error RMS) de las estimaciones de
cuaternién y de velocidad angular. Se calculan mediante la férmula:

n _ ~112
ERMSq _ \/thl ||q QH
n

n — N2
ERMSWZ \/Zt=1 Hw CUH
n

La notacion para el tiempo implica que es la suma de las muestras en cada instante dentro del
intervalo determinado.

El ERMS se calcula en el intervalo de tiempo a partir de tres segundos, para considerar tinica-
mente respuestas después del transitorio de los observadores. Los resultados se presentan en la
siguientes tablas para los tres tipos de observadores.
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Observador ERMS, ERMS,

O. Reducido - 0.0479
O. Completo 7.85 x 10~*  0.0093
Sincronizado 4.32 x 107%  0.0032

Tabla 6.1: ERMS comparativo para estimados de cuaternién y velocidad angular. Satélite con
ruedas de reaccion, N=5.

Observador ERMS, ERMS,

O. Reducido — 0.0409
O. Completo 6.02 x 107*  0.0072
Sincronizado 3.56 x 10™*  0.0037

Tabla 6.2: ERMS comparativo para estimados de cuaternién y velocidad angular. Satélite con
propulsores de gas, N=5

Para la velocidad angular, el impacto del ruido en la estimacién se reduce considerablemente
entre el observador de orden reducido y el observador de orden completo. Este observador,
ademas, entrega un estimado del cuaterniéon menos contaminado que la medicion.

El efecto de la sincronizacion se hace maés evidente en el estimado de la velocidad angular, pero
también puede apreciarse en el ERMS del cuaterniéon. Sincronizar cinco observadores reduce
entre dos y tres veces el impacto del ruido en la estimacion.

Para evaluar el efecto de incrementar el nimero de observadores sincronizados, se simula para
N=2, 5, 8 y 10 y se calcula el ERMS para el cuaternién y para la velocidad angular. Los
resulados se muestran en las dos tablas siguientes.

N  ERMS, ERMS,

2 7.3 x107*  0.0080
5 4.32x107*  0.0032
8 2.72x107* 0.0026
10 2.16 x 107*  0.0024

Tabla 6.3: ERMS de observadores sincronizados para satélite con ruedas de reaccion.
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ERMS, ERMS,

N

2 477 x107*  0.0068
5 3.56 x10™* 0.0037
8 2.65x107* 0.0029
10 2.33x 107  0.0024

Tabla 6.4: ERMS de observadores sincronizados para satélite con propulsor de gas.

Se observa que a medida que se sincronizan mas sistemas el impacto del ruido es cada vez me-
nor. Incluso dos sistemas sincronizados entregan una mejor estimacién que un tinico observador
de orden completo. Sin embargo, el incremento en atenuacién de ruido es cada vez menor a
medida que se sincronizan mas sistemas. En ambos casos, se aprecia que la diferencia entre 8 y
10 observadores es mucho menor que la diferencia entre 2 y 5 observadores. Por esta razon, no
es recomendable acoplar sistemas arbitrariamente, para cada caso deberd analizarse el punto
optimo donde el incremento en costo, peso y poder computacional ya no justifica emplear mas
sensores redundantes.

Por dltimo, se presenta una idea como trabajo a futuro. Dada la estructura contrayente de
los observadores sincronizados, el esquema de retroalimentacion de salidas se mantiene vali-
do cuando se extiende al sustituir la velocidad anular en el control por retroalimentaciéon de
estados por el promedio de los estimados de velocidad angular de los observadores sincronizados.

Sin embargo, si se desea sustituir también la medicién de cuaternion por su estimado, el célculo
ya no es valido. Para derivar condiciones serd necesario analizar al sistema no como una je-
rarquia de sistemas contrayentes sino como una combinacién en retroalimentaciéon de sistemas
contrayentes [9].

Se muestra no obstante una simulacién donde se sustituyen ¢ y w por ¢ y @ en la ley de control,
en la presencia de mediciones contaminadas con ruido de intensidad ¢ = 0.1. Se simula para
observadores de orden reducido (sélo se sustituye a a w), orden completo y sincronizados (N=5).
Se manejan como parametros y condiciones iniciales a K, =51, A =2, K, = K,, =101, v=5

y K, = 100. 47(0) = 4(0) = ¢(0) y ©(0) = 0.
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Figura 6.51: Seguimiento de orientacién y par de control en [Nm| para control por retroalimen-
tacién de salidas (5.2) con observador de orden reducido.
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Figura 6.52: Medicién de cuaternién y de velocidad angular en [rad/s| para control por retro-
alimentacién de salidas (5.2) con observador de orden reducido.
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Figura 6.53: Seguimiento de orientacién y par de control en [Nm| para control por retroalimen-
tacién de salidas (5.2) con observador de orden completo.
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Figura 6.54: Estimacién de cuaternién y de velocidad angular en [rad/s| para control por re-
troalimentacién de salidas (5.2) con observador de orden completo.
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Figura 6.55: Seguimiento de orientacién y par de control en [Nm| para control por retroalimen-
tacién de salidas (5.2) con observador sincronizado.

—_

%
%

R q;

——=-q,

——=-q,

———q

i i
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Tiempo [s]

Figura 6.56: Estimacién de cuaternién y de velocidad angular en [rad/s| para control por re-
troalimentacién de salidas (5.2) con observador sincronizado.

El comportamiento de las variables estimadas es consistente con el andlisis de atenuacién de
ruido. De mayor interés son las graficas de posicion y par de control.
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En los tres casos, el cuaternién se mantiene en una bola alrededor del cuaternion deseado,
una nocién de estabilidad practica, cuando el sistema se contamina con ruido. El control con
observador de orden completo varia menos y el control con observadores sincronizados es el
que presenta una bola de radio mas pequeno. El efecto en el par de control, por otro lador,
es mucho mas significativo. Para rechazar el efecto de la perturbacion, el par de control oscila
entre valores muy elevados a alta frecuencia, lo que excede la capacidad del actuador real del
satélite.

Cuando se usa un observador de orden completo, el efecto adverso en el par de control se reduce
significativamente. Cuando se evaltia la simulaciéon para un controlador usando obervadores sin-
cronizados, se aprecia de las mayores ventajas de este esquema. Si bien la mejora en estimacién
de velocidad angular y cuaternion pueda parecer menor comparada con el observador de orden
completo, cuando se introducen los estimados al controlador, el par de control resultante tiene
valores maximos y frecuencias menores.
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Capitulo 7

Conclusiones y Trabajo a Futuro

El problema principal desarrollado en este trabajo es el control de orientaciéon de cuerpo rigi-
do cuando el estado completo no es un dato disponible. La metodologia presentada a lo del
trabajo busca resolver este problema de manera secuencial, “por bloques”, de forma analoga
a la metodologia de control de sistemas lineales en espacio de estados. Primero, se resuelve el
problema de seguimiento con una ley de control por retroalimentacion de estados, después se
resuelve el problema de estimacién y finalmente se combinan ambos resultados. La herramienta
principal empleada en el trabajo es la teoria de contraccion y es ésta quien permite este diseno
fragmentado.

Se eligié como parametrizacion de la orientacién al cuaternion, ya que carece de singularidades
y su restriccion de norma es mas simple que la restriccién de ortonormalidad de la matriz de
rotacién. La validez de esta parametrizacion se verifica més adelante en simulaciones. Por otro
lado, la ambigiiedad de signo del cuaternion se enfrenta al operar con teoria de contraccién a
un nivel superior. Se demuestra la convergencia exponencial a este nivel de la velocidad angular
a la variable auxiliar definida. La convergencia a nivel de cinemética se demuestra entonces con
Lyapunov como herramienta auxiliar. Los resultados tedricos del andlisis de este controlador se
verifican mediante simulaciones.

Después, se establecieron condiciones para que los observadores de orden reducido y completo
garanticen la convergencia exponencial de los estados estimados a los estados de la planta. La
metodologia empleada es desarrollar un observador contrayente y después buscar la manera de
lograr su implementacién. Estos resultados, validos en ambientes libres de ruido, se verifican
entonces mediante simulacion.

El resultado principal del trabajo consiste en demostrar la convergencia de un controlador por
retroalimentacién de salidas basado en observador. Pese a que el principio de separacién no se

verifica para sistemas no lineales, se utilizan el control y observador disenados individualmente.

Se empled teoria de contraccion para combinacion de sistemas para sacar provecho de que ambos
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disenos son contrayentes. El problema de retroalimentacion de salida para sistemas de orien-
tacion se planteé como una demostracion de que el observador implantado en el controlador
por retroalimentacién de estados representa una configuracién jerarquica de sistemas contra-
yentes, donde el término de perturbacién del sistema inferior sobre el superior es acotado y
desvaneciente. Dado este resultado, se evita el fendmeno pico y se garantiza la convergencia
exponencial del sistema completo. La teoria de este esquema se verifica mediante simulacion,
donde se muestra que en ambiente libre de ruido se cumplen los objetivos de observacion y
seguimiento.

Finalmente, se demostré con teoria de sincronizaciéon que N observadores de orden completo,
cuya entrada proviene de sensores redundantes independientes, pueden ser forzados a converger
entre si al acoplarlos con una configuracién todos con todos. Este resultado se usa entonces
para tratar con el problema de mediciones contaminadas con ruido blanco. Se verifica mediante
simulacion que el efecto del ruido disminuye a medida que aumenta el nimero de observadores
sincronizados.

La teoria de contraccién demostro ser una herramienta 1til para el diseno a bloques de sistemas
de control complejos. Ademads, permite obtener resultados fuertes de estabilidad exponencial de
manera transparente, comparando con otros métodos mas complejos. La posibilidad de disenar
por separado controlador y observador y poder garantizar después la estabilidad cuando se
combinan es un resultado importante y provee una alternativa al diseno en conjunto de ambos
para sistemas no lineales.

Los resultados aqui presentados pueden profundizarse en futuras investigaciones en varios cami-
nos. En primer lugar, pueden plantearse otras definiciones para la variable auxiliar w,. En este
trabajo se opta por disminuir el resultado de estabilidad exponencial a estabilidad asintética
para mantener la casi globalidad del resultado. Si la orientacién alcanzable por el satélite se
restringe desde un principio, pueden encontrarse nuevas definiciones de w, que preserven la
estabilidad exponencial a nivel de la cinematica dentro de un dominio establecido.

También, las simulaciones finales muestran que intuitivamente puede reemplazarse el estado
completo por estados estimados en la ley de control sin perder estabilidad. Explorar este resul-
tado permitira formalizar un esquema de control basado en observador que atente los efectos
del ruido en mediciones.

Por 1ltimo, estos resultados pueden ser llevados a una clase mas amplia de sistemas, en con-
creto, a la clase de sistemas Lagrangianos. La metodologia de diseno separado de observador
y controlador por teoria de contraccion se mantiene valida para una clase més general de sis-
temas. Sin embargo, en general no se podra estudiar al sistema global como una configuracién
jerarquica, serd necesario estudiar la configuracion mas general de sistemas contrayentes en
retroalimentacion para derivar condiciones de estabilidad cuando se combinan el observador y
el controlador.
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Anexo

Propiedades S(+)

En esta seccién se desarrollan las propiedades de (2.9).

La primera propiedad es justamente la equivalencia que se busca, es cierta por contruccion de
S(+) y puede verificarse desarrollando ambos lados.

La propiedad dos es también 1til para el algebra de cuaterniones, mientras que las propiedades
tres y cuatro son usadas repetidas veces en el desarrollo de la dindmica y en el analisis y diseno
de controladores y observadores. Las tres son directamente heredadas de las propiedades del
producto cruz, concretamente, anticonmutatividad, linealidad y la identidad de Jacobi.

La quinta propiedad es fundamental para el desarrollo de la cinematica de rotacion y se de-
muestra de la siguiente manera [12]:

Sean Z y ¢ dos vectores arbitrarios con sus representaciones en la base I: ! v ¢’ y en la base
b: by 1.
Z=T Xy
En coordenadas I y b, se tiene que:
D=2t xyt =2l xyf

Entonces:

Pero también es cierto que:

101



Anexo

Entonces puede realizarse el siguiente desarrollo usando las propiedades (2.1):

2l = R2°
S(z"y" = RS(a")y’
R'S(x")y" = S(a")y"
RTS(Rx") Ry’ = S(2b)y®

T
)Y

Como es cierto para cualquier 3°, entonces:

RTS(R2")R = S(a")

La sexta propiedad es 1til para el analisis de la cinematica de error de cuaternién y se deriva
directamente de la identidad de Grassmann para el producto cruz [14]: V a, b, ¢ € R?:

ax (bxc)=bla"c)— (a’b)c
S(a)S(b)c = (ba’ — a’bl3)c

Como es cierto para todo c:
S(a)S(b) = ba® — a’bl;

La ultima propiedad indica que el operador antisimétrico esta acotado directamente por su
argumento. Se verifica notando que:

AL = S(u)" S(u)| = MA = (uf + u3 + u3))* = A — [|u3)

Por lo que:
15 (u)ll2 = [lull:

Dinamica

En esta seccién se desarrollan las ecuaciones dindmicas para orientacién de cuerpo rigido (2.12)
y (2.11). Se empieza con las siguientes consideraciones [13]:

Se define a h, como el momentum angular del cuerpo principal alrededor de un punto fijo, el
origen, y a h. como el momentum angular almacenado por el dispositivo. Sea 7 el par externo
total actuando sobre el sistema. El momentum total es la suma del momentum principal y el
almacenado:

h = h, + h.
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Su derivada, en coordenadas inerciales, de acuerdo a la segunda ley de Newton es:
W' =7 =R

Ademas, h® = RTh!. Puede tomarse su derivada temporal y emplear la cinemédtica (2.10):

A = RTh! + R"h,
ht = —S(W)RTh! + RRT 7,

Por otro lado, sea M® = (M°)T > 0 la matriz de momentos de inercia del cuerpo en coordenadas
b, entonces: h® = M°w® + hl. Derivando esta ecuacién se obtiene:

hb = M0 + Myw® + he

Igualando estas dos ecuaciones y despejando se obtiene el modelo dinamico general:

M0 = 7° = S(W")R"h" — Myw® — h!
Los términos del lado derecho son, respectivamente, los efectos debidos a pares externos, aco-
plamiento giroscopico, variacién del momento de inercia y tasa de intecambio de momentum.

En el caso de ruedas de reaccion, debe primero definirse adecuadamente el momento de inercia
M
M = MY, — M},

El momento de inercia total es la suma del momento de inercia del cuerpo con las ruedas
bloqueadas, M? y el momento de inercia de las ruedas alrededor de sus propios ejes, M. Por
otro lado, el par externo que actia en el satélite es el par de los motores de las ruedas de
reaccion, al ser cuerpo rigido M? es constante y al no haber mecanismos de almacenamiento,
no existe almacenamiento de momentum.
Entonces:

M = —S(W)RTR! + 7°

Es més ttil expresar la dindmica empleando la propiedad anticonmutativa de S(-):

Mo = S(RThw + 7

donde w, 7 y M son la velocidad angular del cuerpo, el par externo y la matriz de momentos
de inercia, respectivametne todas en coordenadas del cuerpo (se omite el indice b).

Cuando se usan propulsores de gas como actuadores, M’ es constante y el momentum almace-
nado, h? es cero para todo tiempo. Entonces h’ = RTh! = M°w®. Tomando la derivada:

Mb" = R"h + R"i

M = —S(wy)RTh! 4+ RT R7°

MP0® = —S(wy)Mw® 4 7°
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Usando la propiedad anticonmutativa y omitiendo el indice b, se obtiene:

Mo =SMw)w+T

Extraccion de cuaternion de la matriz de rotacion R

En esta seccién se muestra el método desarrolado en [17] para obtener el cuaternién de rotacién
a partir de una matriz de rotacién.
Desarrollando (2.18):

CHai—a - 2(qe + ) 2(q1q3 — qoq2)
R=1| 2(q1 — @) ©C—G+6 -G 209293+ qoq1)
2(g3q1 + 9092) 20032 — Q1) -G -G+ a4

Un primer elemento puede despejarse inicialmente:

Ry + Ryy + R33 = 4¢3 — 1
Riy — Ryy — R33 =4q] — 1
—Ry1+ Ryy — R33 =4q5 — 1
—Ri1 — Roy + R33 = 4q§ -1

Los elementos restantes pueden despejarse con los términos fuera de la diagonal principal y con
el elemento calculado. Empezar por cualquiera de estas ecuaciones es tedricamente valido, el
cuaterniéon obtenido (una vez elegido el signo) es siempre el mismo.

Extraer adecuadamente el cuaternion de una matriz de rotacion fue sujeto de profunda discu-
sién en el pasado. El procedimiento concluido como el mejor es evaluar el lado izquierdo de
las cuatro ecuaciones y emplear aquélla con el valor méas grande. Esto da una mayor precision
numérica (al evitar una divisién entre un niimero cercano a cero) y tiene una buena interpre-
tacion geométrica.

Las cuatro opciones para extraer al cuaternién son entonces:
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1
qozzl:é\/l—i-Rn—FRQQ—i-Rgg

q1 =

g2 =

q3 =

1

0 — (Ra3 — Raa)
1

4—%(R31 — Ri3)
1

4—%(312 — Ra1)

1
q1 Zi—\/1+R11—R22—R33

g2 =

q3 =

qdo =

i (R12 + Roy)

1
i —(Ry3 + R31)

1

4q1 (RZS - R32)
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g1 =

q3 =

qo =

q3

g1 =

g2 =

qo =

1
= i—\/l — Ry + Roy — Rss

4q2 (Rzl + Ry2)

10 (R23 + R32)

1

4Q2 (RSI - RlS)

1
Zi—\/l—R11—RQQ+R33

10 (Rl3 + R31)

1

4q3
1

4q3

—(Ros + Rs32)

(R12 - RQl)
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