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Resumen  
 

En el presente trabajo se desarrolló un modelo numérico, con la finalidad de analizar 
la interacción existente entre dos líquidos inmiscibles, cuando son sometidos al 
proceso de agitación. Para poder validar la simulación numérica realizada, se 
recurrió a técnicas experimentales. El sistema consta de un tanque cilíndrico y un 

agitador circular con un ángulo de 30° con respecto a la horizontal. El desarrollo 
experimental se llevó a cabo a dos diferentes números de Reynolds (𝑅𝑒 = 82 y 𝑅𝑒 =
100), siendo los fluidos de trabajo agua y aceite. El movimiento de los fluidos es 
producido por el agitador, el cual está sumergido en el aceite.  
 
Asimismo, se realizó una tercera simulación donde se desprecia la tensión 
interfacial existente entre los líquidos inmiscibles. Esto con la finalidad de observar 
los efectos que tiene dicha fuerza en la interfase. Para la descripción espacial-
temporal de la interfase, se utilizó el método llamado Level-Set.  
 
La estructura de la tesis se encuentra distribuida de la siguiente manera:  
 

 El capítulo uno contiene la introducción a los fluidos multifásicos; se presenta 
el fenómeno de tensión interfacial, así como, un preámbulo del proceso 
industrial llamado agitación; parámetros importantes de dicho proceso, y 
algunas aplicaciones. Para finalizar se establece el objetivo general y 
objetivos particulares, planteados para el presente trabajo. 

 
 Para el segundo capítulo se presentan las ecuaciones que describen el 

movimiento de un fluido: continuidad y cantidad de movimiento, las cuales 
son resueltas en un marco cartesiano. Asimismo, la forma de modelar el 
tensor submalla, cuando las ecuaciones son filtradas. También, se describe 
el modelo de turbulencia; para el presente trabajo se utiliza la técnica 
simulación de grandes escalas (Large-Eddy Simulation, LES).         
          

 En el tercer capítulo se presenta el método Level-Set, el cual es utilizado para 
describir el comportamiento de la interfase, así como las condiciones de 
frontera que son colocadas a ésta. Además, se muestra la manera de calcular 
la tensión interfacial existen entre dos líquidos inmiscibles y que es incluida 
en el modelo numérico. 

 
 La descripción del sistema a simular se encuentra en el capítulo cuatro; se 

muestran las dimensiones del tanque y del agitador. También son 
presentadas las condiciones de operación, con los números adimensionales 
que caracterizan el flujo. Así como, los detalles numéricos, como son: las 
características del dominio computacional y las condiciones iniciales.  
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 El quinto capítulo, comprende el análisis de los resultados obtenidos de cada 
simulación numérica; se presenta la evolución de la interfase, desde el 
estado transitorio, hasta llegar a un estado estacionario. Adicionalmente, se 
muestra la validación numérica para los casos de estudio. Por último se 
presenta la forma de la interfase cuando se omite el efecto de la tensión 
interfacial.  

 
 Finalmente, se presentan las conclusiones y trabajos futuros.    
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1. Introducción  
 

Para este capítulo se da una breve introducción a los fluidos multifásicos. Asimismo 
se describe el fenómeno de tensión interfacial y los números adimensionales que 
caracterizan a éste. Además, se presenta el proceso de agitación, y algunas 
aplicaciones a las cuales está enfocada, como son la creación de emulsiones. Y 
finalmente, se presentan los objetivos para el presente trabajo.           

 

1.1 Fluidos multifásicos   
 

En la mecánica de fluidos, los fluidos multifásicos, son considerados como un 
sistema de dos o más fases. En la industria, se han realizado muchos estudios sobre 
este tipo de sistemas, ya que se encuentran en un gran número de procesos 
industriales, como en la producción de alimentos, industria petrolera, industria del 
papel, plantas geotérmicas, sistemas de refrigeración, intercambiadores de calor, 
así como, en la naturaleza. El análisis de los fluidos multifásicos aparece por la 
necesidad de las industrias de caracterizar el comportamiento de dichos flujos para 
mejorar el diseño y operación de equipos que utilizan flujos multifásicos. Además, 
para prevenir accidentes o para predecir el desempeño de los equipos que los 
contiene. 
 
Pese a que han sido estudiados ampliamente, la complejidad del fenómeno no ha 
permitido tener un análisis completo, ya que la dinámica debe describirse para cada 
fase. Sin embargo, con ayuda de técnicas como son la velocimetría láser doppler 
(LDV), la velocimetría por imágenes de partículas (PIV) o la dinámica de fluidos 
computacional (CFD), se puede obtener un comportamiento aproximado de flujos 
multifásicos. 
 
Un caso particular dentro de los fluidos multifásicos son los líquidos inmiscibles, los 
cuales se caracterizan por la presencia de dos líquidos que no se pueden mezclar, 
como por ejemplo; agua y aceite, junto con una interfase bien definida; el estudio de 
estos flujos se complica por el cambio dinámico de la interfase debido al movimiento 
de los fluidos.  
 
Cuando se encuentran en contacto el agua y el aceite; éstos, no se pueden mezclar, 
debido a que están formados por diferentes moléculas. Las moléculas del agua son 
pequeñas, están formadas por tres átomos: dos de hidrógeno y uno de oxígeno. 
Adicionalmente las moléculas del agua tienen un extremo con carga eléctrica 
positiva y otro con carga eléctrica negativa (moléculas polares). 
 
Por otra parte, las moléculas del aceite son más grandes, y están formadas por 
varios átomos de carbono e hidrógeno; no contiene átomos de oxígeno y las 
moléculas del aceite no contienen carga eléctrica. El agua está formada por 
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moléculas polares y el aceite por moléculas no polares, por lo que las moléculas se 
rechazan, evitando la mezcla de los líquidos. Por lo tanto un sistema de líquidos 
inmiscibles, ésta formado por dos fases liquidas y una superficie de contacto 
llamada interfase.    
 
 

1.2 Interfase    
 
La  interfase es la  zona de separación entre dos fases distintas, por ejemplo, agua 
– aire, metal – disolución, agua – disolvente orgánico, que corresponden 
respectivamente a las interfases líquido – gas, sólido – líquido y líquido – líquido. 
Esa zona o frontera, está presente en el estudio de una gran cantidad de procesos 
físicos y químicos, ya que en ella ambas fases tienen características diferentes a 
las existentes por separado. La interfase es una zona de discontinuidad, por tal 
motivo, las moléculas tienen propiedades características que originan fenómenos, 
como la formación de gotas o la capilaridad. La forma de la interfase se debe a las 
fuerzas de atracción, de repulsión y de gravedad. 
 
Las moléculas de la interfase estarán sometidas a fuerzas de atracción o repulsión, 
de magnitudes diferentes, debido al contacto entre los líquidos. La Figura 1. 1 
muestra un sistema de líquidos inmiscibles.  
 

 

Figura 1. 1 Interfase entre los dos líquidos. 

 

1.3 Tensión superficial  
 

Las fuerzas de atracción entre las moléculas de un líquido tienen diferente magnitud 
dependiendo de la zona del líquido. Las moléculas que se encuentren cercanas 
entre si se repelan y las que se encuentran en la superficie libre están menos 
comprimidas y se atraen unas a otras. Adicionalmente las moléculas que están en 
contacto con la superficie libre (Figura 1. 2) no están rodeadas por completo por 
otras moléculas del líquido ocasionando un desequilibrio en la superficie, originando 
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que la superficie esté sometida a una tensión; a este fenómeno se lo conoce como 
tensión superficial.  
 
 

 
Figura 1. 2 Fuerzas que actúan sobre las moléculas y en la superficie libre. 

 

Cuando existen flujos con superficie libre, hay dos números adimensionales que son 
importantes para los análisis; dichos números son: el número de Froude (Fr) y el 
número de Weber (We). 
 
El número de Froude relaciona el efecto de las fuerzas inerciales con las fuerzas de 
gravedad, que actúan sobre el flujo. El número de Froude está definido como: 
 

𝐹𝑟 =  
𝑢2

𝑔𝐿
 (1) 

 
Para relacionar la fuerza inercial del fluido con la tensión superficial está el número 
de Weber, el cual se define:   
 

𝑊𝑒 = 
𝜌𝑢2𝐿

𝜎
 (2) 

  

donde 𝑢 es la velocidad del fluido, 𝐿 es una longitud característica, 𝜌 densidad del 
fluido, 𝑔 es la gravedad y 𝜎 es el coeficiente de tensión superficial. 
 
La tensión superficial es de gran importancia en los sistemas de líquidos inmiscibles, 
sirve como un indicador de las fuerzas de atracción intermoleculares. Por otra parte, 
es una medida de la energía libre por unidad de área de la interfase. Además, 
proporciona información sobre la emulsionabilidad (Gaonkar, 1989).    
 
La Tabla 1. 1 muestra los valores de la tensión interfacial, existente entre el agua y 
algunos aceites vegetales. 
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 Aceite de oliva Aceite de 

soya 
Aceite de 

canola 
Aceite de maíz 

Tensión 
superficial 

(N/m) 

 
0.023 

 
0.025 

 
0.026 

 
0.026 

Tabla 1. 1 Valores de la tensión interfacial. 

La agitación de líquidos es de las operaciones más comunes dentro de los procesos 
químicos y de industrias afines; es esencial en la industria minera, petrolera, de 
alimentos, farmacéutica y papel por mencionar algunos ejemplos. La agitación de 
líquidos se emplea con distintos propósitos, según el objetivo que se pretenda en la 
etapa del proceso.     
    
 

1.4 Agitación  
 

El proceso de agitación es uno de los más importantes dentro de la industria ya que 
el éxito de muchas operaciones industriales depende de una eficiente agitación de 
fluidos; debido a la complejidad de los fenómenos de transporte que se encuentran 
involucrados, es uno de los procesos más difíciles de analizar y caracterizar. La 
agitación se refiere al movimiento inducido de un material en una forma específica, 
generalmente circulatorio y provocando vórtices.  
 
La agitación se realiza para diferentes aplicaciones, algunas son:  
 

 Dispersión de líquidos inmiscibles, para formar emulsión. 
 Mezclado de líquidos miscibles. 
 Dispersión de un gas en un líquido. 
 Disolución de sólidos en líquidos. 
 Suspensión de partículas sólidas.  
 Mejorar la transferencia de calor y de masa. 

 
Frecuentemente, los fluidos son agitados en un recipiente cilíndrico abierto o 
cerrado. Las dimensiones del tanque dependen de la aplicación de agitación. Casi 
siempre se utiliza un diseño típico (Figura 1. 3). La Figura 1. 3 muestra un tanque 
agitado el cual está formado por un agitador, quien da movimiento a los fluidos; el 
agitador se coloca sobre un eje, a su vez el eje esta acoplado a un motor. Estos 
elementos son quienes producen energía cinética. Además, se colocan mamparas 
con la finalidad de mejorar el proceso de agitación, dichas mamparas ocasionan 
flujo axial y flujo radial dando una mejor dispersión en los fluidos. El estudio del 
proceso de agitación incluye varias consideraciones básicas. La primera es el efecto 
del tanque (geometría del tanque, dimensiones y estructura), la segunda es el tipo 
de agitador a utilizar, y por último, el desempeño de la agitación.  
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Figura 1. 3 Tanque típico de agitación. 

 

El tipo de flujo que se produce dentro de un tanque agitado depende del tipo del 
agitador, de las características del fluido, del tamaño y proporciones del tanque, así 
como, de los desviadores. La velocidad del fluido tiene tres componentes. La 
primera componente de la velocidad es radial, actúa en dirección perpendicular al 
eje del agitador. La segunda es longitudinal y actúa en dirección paralela al eje del 
agitador. La tercera es tangencial, la cual actúa en dirección tangencial a la 
trayectoria circular descrita por el agitador 
 
Para el diseño del tanque, se recomienda realizarlo a través de variables 
adimensionales, de esta forma, es posible cambiar de dimensión o tamaño, y 
adaptarlo a otra escala según el proceso. Las principales relaciones adimensionales 
(Figura 1. 4), que se utilizan en tanques agitados son: la relación de altura del fluido 
(H) con el diámetro del tanque (T), la razón del diámetro del agitador (D) con el 
diámetro del tanque (T) y la relación de la altura del agitador (C) con el diámetro del 
tanque (T). Para evitar las zonas donde no puedan acceder las corrientes del fluido, 
siempre el fondo del tanque es redondo y nunca plano y por lo regular, la altura del 
fluido es casi igual al diámetro del tanque.   
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Figura 1. 4 Parámetros de un tanque agitado. 

 
Para que el proceso de agitación sea eficiente, la selección del agitador que será 
utilizado debe ser la más adecuada. Existen una gran variedad de éstos y puede 
ser un gran problema si en cada nueva aplicación requiere de un nuevo diseño, por 
ello los agitadores son hechos en series similares, geométricamente semejantes. 
Los agitadores se pueden dividir, generalmente, en dos tipos: agitadores de flujo 
axial, que generan corrientes paralelas al eje del agitador, y agitadores de flujo 
radial, que generan corrientes en dirección tangencial o radial. La Figura 1. 5 
muestra el tipo de flujo que pueden generar los agitadores. Además, los principales 
agitadores son del tipo hélices, palas y turbinas.  
 

 
Figura 1. 5 Tipos de flujo. Imagen izquierda flujo axial, imagen derecha flujo radial. 
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Dentro de los agitadores del tipo hélice, uno de los más conocidos es el agitador de 
tres aspas de tipo marino, similar a la hélice de un motor. Este tipo de agitadores se 
utiliza para fluidos de baja viscosidad y el tipo de flujo que genera el agitador es del 
tipo axial. Además, los agitadores de hélice son eficaces para tanques de gran 
tamaño, del orden de 1500 m3. La Figura 1. 6 muestra los agitadores del tipo hélice.    
 

 
Figura 1. 6 Agitadores del tipo hélice.  

 
El diámetro de los agitadores de hélice, raramente es mayor de 45 cm, 
independiente del tamaño del tanque. Para tanques de gran altura, se colocan dos 
o más agitadores sobre el mismo eje, generalmente, el movimiento del fluido es en 
la misma dirección. 
 
Otro tipo de agitador es del tipo paletas, el cual consta de una pala plana que gira 
sobre un eje vertical; en ocasiones, las palas están inclinadas, pero lo más frecuente 
es que sean verticales. Este tipo de agitadores giran a bajas velocidades en el 
centro del tanque, impulsando al fluido radial y tangencialmente, sin que exista 
movimiento vertical, excepto que las palas estén inclinadas. Éste son utilizados con 
fluidos viscosos que pueden generar depósitos en las paredes, así como, para 
mejorar la trasferencia de calor, sin embargo, no es un buen mezclador; es utilizado 
para procesar pastas de almidón, pinturas, adhesivos y cosméticos. En la Figura 1. 
7, se aprecian algunos agitadores del tipo paletas. 
 

 
Figura 1. 7 Agitadores del tipo paletas. 

La longitud total del agitador de paletas es del 60 al 80% del diámetro del tanque y 
el espesor de las paletas son de 1/6 a 1/10 de la longitud 
 
Por último, se encuentran los agitadores de turbina, los cuales se muestran en la 
Figura 1. 8, y están compuestos por múltiples y cortas paletas, que giran a altas 
velocidades. Las paletas pueden ser rectas o curvas, inclinadas o verticales. 
Además, el agitador puede ser abierto, semicerrado o cerrado. Cerca del agitador 
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existe una zona de corrientes rápidas; la turbulencia es elevada y los esfuerzos 
cortantes son intensos. Las corrientes principales son radiales y tangenciales, las 
componentes tangenciales inducen la formación de vórtices, los cuales son 
destruidos por desviadores, para que la agitación sea más eficaz. El diámetro de 
una turbina suele ser del 30 al 50% del diámetro del tanque, por lo general el 
agitador de turbina tienen cuatro o seis paletas      
 
 

 
Figura 1. 8 Agitadores de turbina. 

 

Independientemente de la naturaleza del problema de agitación; el agitador debe 
ser capaz de desplazar por completo al volumen de fluido en un tiempo razonable. 
Además, la velocidad de la corriente que abandona al agitador debe ser 
suficientemente elevada, con la finalidad que dicha corriente llegue a las partes más 
alejadas del tanque, ya que de lo contrario los fluidos que se encuentran en esas 
partes no llegarían a desplazarse. La corriente que abandona el agitador, contiene 
cantidad de energía cinética y está energía se disipa por fricción debido a los 
esfuerzos cortantes a medida que la corriente fluye a través de la masa del líquido. 
Si la energía cinética es pequeña, la corriente no llega a los rincones más alejados 
del tanque, y por consiguiente, la velocidad del agitador sea tal que proporcione 
energía cinética, al fluido y esté se desplace por todo el tanque.          
 
La energía que se suministra, es decir, la potencia no solo depende del tipo de 
agitador usado y de la rapidez con que se le hace girar, sino también depende de 
las características del fluido de trabajo, de la forma del tanque y de la posición de 
todos los componentes del sistema, como son: desviadores y soportes. De aquí que 
para caracterizar el comportamiento del sistema, es necesario tener en 
consideración el ambiente completo en el que opera.   
 
Una de las aplicaciones del proceso de agitación, es la formación de emulsiones, 
las cuales se encuentran en la vida cotidiana, como por ejemplo en la naturaleza 
como el látex o la leche (Salager, 1999.), pero en general las emulsiones son 
producidas para una cierta aplicación. Además, se puede encontrar emulsiones en 
muchas aplicaciones domesticas o industriales, como la producción de 
medicamentos, las pinturas, productos farmacéuticos y cosméticos, etc. Los 
fabricantes de emulsiones deben enfrentarse a una serie de especificaciones, a 
veces complicadas, para que el producto final tenga las propiedades adecuadas 
para el uso. 
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Para poder comprender el proceso de emulsificación se han realizado trabajos 
experimentales y numéricos; por ejemplo, en la parte experimental algunos autores, 
han creado emulsiones con ayuda de los efectos de la inestabilidad electroquímica 
y disminución de la tensión interfacial. Además, describen patrones de flujo 
hidrodinámico y tamaño de gota (Takhistov & Paul, 2006). De igual manera se ha 
analizado los efectos que tiene el enfriamiento en la estabilidad de la emulsión; se 
observó que con un control adecuado del tamaño y distribución de cristales la 
emulsión puede estabilizarse a largo plazo (Ghosh et al., 2015). 
 
De forma numérica (CFD) y con ayuda de la técnica de velocimetría de imágenes 
por partículas (PIV), se han analizado las características de la fase continua y 
dispersa. Modificando la velocidad del impulsor, se pudo concluir que existe un 
aumento de la intensidad de la turbulencia en la fase continua debido a la presencia 
a la fase dispersa (Laurenzi et al., 2009). 
 
Dado que no existen investigaciones que analicen lo que sucede al inicio del 
proceso de emulsificación y no se toma en cuenta los efectos que ocasiona la 
tensión interfacial entre dos líquidos inmiscibles; los objetivos para el presente 
trabajo son:  
 

1.5 Objetivos   

 

1.5.1  Objetivo general  
 
Analizar numéricamente la interacción entre dos fluidos inmiscibles, antes del 
proceso de emulsificación, en el interior de un tanque de agitación. 

 
1.5.2  Objetivos particulares  

 
 Desarrollar un código numérico que permita analizar las características 

dinámicas de fluidos inmiscibles, que son movidos por un agitador circular; 
incluyendo el efecto de tensión interfacial. 

 
 Describir el comportamiento de la interfase entre dos fluidos inmiscibles para 

flujos con dos diferentes números de Reynolds. 
 

 Validar el código numérico mediante datos de visualización experimental.  
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2. Ecuaciones de gobierno 
 
En este capítulo se presentan las ecuaciones que describen el movimiento de un 
fluido: continuidad, y cantidad de movimiento y son expresadas en coordenadas 
cartesianas. Para simular el flujo turbulento es utilizado un modelo basado en la 
alternativa de simulación de grandes escalas (Large Eddy Simulation, LES). Estas 
ecuaciones resultantes son resueltas mediante la técnica de diferencias finitas.     
 

2.1 Ecuaciones de gobierno 
 

Las ecuaciones que rigen a los fluidos se resolvieron en un marco de referencia 
cartesiano x, y, z. Dichas ecuaciones de continuidad y Navier-Stokes, pueden ser 
escritas de la forma:  
 

 𝜕𝑼

𝜕𝑡
+ 
𝜕𝑭𝒊
𝜕𝑥𝑖

= 𝑺𝒐 (3) 

donde U es un vector de cuatro componentes: 
 

𝑼 = (𝜌, 𝜌𝑢1, 𝜌𝑢2, 𝜌𝑢3) (4) 

Además 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) es el vector de velocidad, 𝜌 es la densidad. La ecuación (3) 
y la ecuación (4) representan la conservación de masa (ecuación de continuidad) y 
de cantidad de movimiento para un flujo. Para el análisis (cuasi – incompresible), se 
utilizó el método descrito por Perrin & Hu (2006), donde se añade la ecuación de 
estado:  
 

𝑝 =  𝜌𝑐𝑠
2 (5) 

donde 𝑐𝑠 es la velocidad del sonido en el medio. Si el flujo está limitado a bajos 
números de Mach (relación entre la velocidad y la velocidad del sonido) y las 
condiciones son casi isotérmicas, las ecuaciones anteriores deben aproximarse al 
caso incompresible (Kundu & Cohen, 2002, Perrin & Hu, 2006). Las perturbaciones 
de presión no serán transportadas de manera inmediata (caso incompresible), sino 

que viajaran a una velocidad de convección 𝑐𝑠. 
 

Siendo 𝑭𝒊 los flujos definidos como: 

 

𝑭𝒊 = (

𝜌𝑢𝑖
𝜌𝑢1𝑢𝑖 + 𝑝𝛿1𝑖 − 2𝜇𝑆𝑖1
𝜌𝑢2𝑢𝑖 + 𝑝𝛿2𝑖 − 2𝜇𝑆𝑖2
𝜌𝑢3𝑢𝑖 + 𝑝𝛿3𝑖 − 2𝜇𝑆𝑖3

) (6) 

Además 𝛿𝑖𝑗 es la delta de Kronecker y 𝑺𝒊𝒋 es el tensor de tasa de deformación y se 

escribe: 
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𝑆𝑖𝑗 = 
1

2
(
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

+ 
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖
− 
2

3
(
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑖
) 𝛿𝑖𝑗) (7) 

 

donde 𝑺𝒐 es el término fuente, para este caso, las fuerzas debido a la tensión 

interfacial y a la gravedad. 
 

𝑺𝒐 = (

0
𝑇𝜎1𝛿ℎ
𝑇𝜎2𝛿ℎ

𝑇𝜎3𝛿ℎ + 𝑔

) (8) 

Siendo 𝑇𝜎1, 𝑇𝜎2 y 𝑇𝜎3, las componentes de la tensión interfacial para cada dirección 

y δhes una función delta de Dirac, la cual nos da la posición de la interfase, para 

que solo aquí se aplique la tensión interfacial l. Esto se explica en el Capítulo 4. 

        

2.2 Modelo de turbulencia   
 

2.2.1  Simulación de grandes escalas (Large-Eddy 

Simulation, LES) 
 

La técnica simulación de grandes escalas (Large-Eddy Simulation, LES) consiste 
en simular únicamente las grandes escalas del flujo, las pequeñas escalas son 
filtradas, aunque estadísticamente influyen en el movimiento. Las ecuaciones de 
LES son encontradas por la aplicación de un filtro espacial 𝐺∆(𝑥) de tamaño vectorial 

∆ en las ecuaciones de Navier-Stokes. Esto elimina las escalas más pequeñas que 
el filtro de tamaño ∆, llamado escala submalla. 
 
Matemáticamente, la operación de filtrado corresponde a la integral de convolución 
de alguna cantidad 𝑓(𝑥, 𝑡) del flujo por la función filtro 𝐺∆(𝑥), en la forma: 
 

𝑓 ̅(𝑥, 𝑡) =  ∫𝑓(𝑦, 𝑡)𝐺∆(𝑥 − 𝑦)𝑑𝑦 
(9) 

La parte de la submalla es la desviación del flujo actual con respecto del campo 
filtrado: 
 

𝑓 = 𝑓̅ + 𝑓′ (10) 

La aplicación del filtro a las ecuaciones incompresibles de Navier-Stokes produce: 
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𝜕�̅�

𝜕𝑡
+
𝜕𝑭𝟏̅̅̅̅

𝜕𝑥1
+
𝜕𝑭𝟐̅̅̅̅

𝜕𝑥2
+
𝜕𝑭𝟑̅̅̅̅

𝜕𝑥3
= 𝑺𝒐̅̅ ̅ (11) 

En LES se introduce comúnmente el promedio de Favre, donde, se denota por 𝑓 ̅ el 

peso-densidad filtrado de 𝑓, definido como:  
 

𝑓̅ =
𝜌𝑓̅̅̅̅

�̅�
 (12) 

Los flujos resueltos son: 
 

𝑭�̅� = (

𝜌𝑢�̅�
𝜌𝑢1̅̅ ̅𝑢𝑖 + 𝑝𝛿1𝑖 + 2𝜇𝑆𝑖1
𝜌𝑢2̅̅ ̅𝑢𝑖 + 𝑝𝛿2𝑖 + 2𝜇𝑆𝑖2
𝜌𝑢3̅̅ ̅𝑢𝑖 + 𝑝𝛿3𝑖 + 2𝜇𝑆𝑖3

) (13) 

 

El tensor de esfuerzo submalla ℑ̅, se puede introducir como:  
 

ℑ𝑖𝑗̅̅ ̅̅ =  −𝑢�̅�𝑢𝑗 + 𝜌𝑢�̅�𝑢�̅� (14) 

 
Además, el tensor de esfuerzo submalla se puede dividir en sus partes isotrópica y 
desviador, la siguiente ecuación denota: 
 

ℑ𝑖𝑗 = ℑ𝑖𝑗 − 
1

3
ℑ𝑙𝑙𝛿𝑖𝑗 +

1

3
ℑ𝑙𝑙𝛿𝑖𝑗 (15) 

donde:  
 

𝜏𝑖,𝑗 = ℑ𝑖𝑗 − 
1

3
ℑ𝑙𝑙𝛿𝑖𝑗 (16) 

 
Entonces, las ecuaciones (11) pueden ser leídas como: 

𝑭�̅� =

(

 
 
 
 

�̅�𝑢�̅�

�̅�𝑢1̅̅ ̅𝑢𝑖 + (�̅� −
1

3
ℑ𝑙𝑙) 𝛿𝑖1 − 𝜏𝑖1 − 2𝜇𝑆𝑖1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

�̅�𝑢2̅̅ ̅𝑢𝑖 + (�̅� −
1

3
ℑ𝑙𝑙) 𝛿𝑖2 − 𝜏𝑖2 − 2𝜇𝑆𝑖2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

�̅�𝑢3̅̅ ̅𝑢𝑖 + (�̅� −
1

3
ℑ𝑙𝑙) 𝛿𝑖3 − 𝜏𝑖3 − 2𝜇𝑆𝑖3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

)

 
 
 
 

 (17) 
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𝑭�̅� =

(

 

�̅�𝑢�̅�
�̅�𝑢1̅̅ ̅𝑢𝑖 + �̅�𝛿𝑖1 − 𝜏𝑖1 − 2𝜇𝑆𝑖1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

�̅�𝑢2̅̅ ̅𝑢𝑖 + �̅�𝛿𝑖2 − 𝜏𝑖2 − 2𝜇𝑆𝑖2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

�̅�𝑢3̅̅ ̅𝑢𝑖 + �̅�𝛿𝑖3 − 𝜏𝑖3 − 2𝜇𝑆𝑖3̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅)

  (18) 

El sistema descrito anteriormente se cierra haciendo uso de los modelos de 
submalla comunes basados en una viscosidad turbulenta:  
 

𝜏𝑖,𝑗 ≈ �̅�𝜈𝑡𝑆𝑖𝑗̅̅̅̅  (19) 

Los términos restantes no calculables son términos de viscosidad molecular, que se 
pueden considerar de menor importancia cuando el número de Reynolds es 
suficientemente grande. Por lo tanto, simplemente remplazamos la ecuación (16) 
por: 

 

𝑭�̅� =

(

 
 

�̅�𝑢�̅�
�̅�𝑢1̅̅ ̅𝑢𝑖 + �̅�𝛿𝑖1 − 2(�̅� + �̅�𝜈𝑡)𝑆𝑖1̅̅ ̅̅

�̅�𝑢2̅̅ ̅𝑢𝑖 + �̅�𝛿𝑖2 − 2(�̅� + �̅�𝜈𝑡)𝑆𝑖2̅̅ ̅̅

�̅�𝑢3̅̅ ̅𝑢𝑖 + �̅�𝛿𝑖3 − 2(�̅� + �̅�𝜈𝑡)𝑆𝑖3̅̅ ̅̅ )

 
 

 (20) 

 
Uno de los aspectos notables de esta formulación es que el sistema LES se puede 
deducir fácilmente de las ecuaciones incompresibles de Navier-Stokes originales 
con los cambios siguientes:  
 

𝑢𝑖  ⟹ 𝑢�̅�               𝜌 ⟹ �̅�               𝑝 ⟹ �̅� (21) 

𝜇 ⟹ �̅� + �̅�𝜈𝑡 (22) 

Esto proporciona al código numérico un fácil uso para LES sin modificaciones 
severas. 
 

Las expresiones para 𝜈𝑡 utilizada en las siguientes simulaciones incompresibles 
corresponden a los modelos descritos por Métais (1992), la única diferencia es que 
aquí se utiliza un promedio de Favre, antes descrito. El modelo submalla utilizado, 
es el modelo selectivo de la función estructura, donde la viscosidad turbulenta local, 
está dada por la siguiente expresión: 
 

𝜈𝑡(𝑥, ∆, 𝑡) = 𝐶𝑠𝑠𝑓∆√𝛬̅(𝑥, ∆, 𝑡) (23) 

 
donde 𝐶𝑠𝑠𝑓 puede ser expresado como función de la constante de Kolmogorov 

(ecuación 21), por lo que 𝐶𝑠𝑠𝑓 = 0.104 cuando 𝐶𝑘 = 1.4, asi como ∆ se toma como 
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(∆𝑥1∆𝑥2∆𝑥3)
1

3  donde ∆𝑥1, ∆𝑥2 , ∆𝑥3 son los tamaños de malla locales en las tres 
direcciones espaciales. 
 

𝐶𝑠𝑠𝑓 = 𝑓 (𝐶𝑘
−
3
2) (24) 

De la ecuación (23) se tiene Λ̅(𝑥, ∆, 𝑡), que es la función de estructura de segundo 

orden de la velocidad, construida con el campo �̅�. Λ̅(𝑥, ∆, 𝑡), es calculado en el punto 
𝑥 con un promedio estadístico local de las diferencias de velocidad de los seis 

puntos más cercanos que rodean al punto 𝑥 en la malla computacional. La 
interpolación se basó en la ley de Kolmogorov que se usa para la función estructura 
de la velocidad. 
 
La viscosidad turbulenta se apaga cuando la turbulencia no es lo suficientemente 
tridimensional. El criterio para las tres dimensiones se define de la siguiente forma: 
considere en un momento dado que el ángulo entre el vector de vorticidad en un 
punto dado de la malla y su media aritmética de los seis puntos vecinos más 
cercanos. La viscosidad turbulenta se cancela en los puntos donde este ángulo es 
más pequeño que 20°. 
 
 

2.2.2  Resolución de las ecuaciones  
 
El código numérico usa coordenadas generalizadas. La adaptación a estas 
coordenadas se realiza introduciendo una matriz Jacobiana que transforma una 

geometría curvilínea es un sistema cartesiano (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), dentro de una geometría 
ortogonal simple con malla uniforme en el sistema de coordenadas generalizadas 

(𝜉1, 𝜉2, 𝜉3). Cada término de la matriz Jacobiana inversa (𝐽−1) se expresa commo 

funciones analíticas de las medidas 
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝜉𝑗
. Las medidas son introducidas y calculadas 

por el esquema interno de primer orden, entonces la matriz (𝐽) es calculada 

directamente de (𝐽−1). 
 
De tal manera que la ecuación (1) se puede escribir como: 
 

𝜕�̂�

𝜕𝑡
+
𝜕𝑭�̂�
𝜕𝜉1

+
𝜕𝑭�̂�
𝜕𝜉2

+
𝜕𝑭�̂�
𝜕𝜉3

= 𝑺�̂� (25) 

 
Se tiene: 
 

�̂� =
1

𝐽
𝑼  (26) 
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  𝑭�̂� =
1

𝐽
[(
𝜕𝜉1
𝜕𝑥1

𝑭𝟏) + (
𝜕𝜉1
𝜕𝑥2

𝑭𝟐) + (
𝜕𝜉1
𝜕𝑥3

𝑭𝟑)] 

 𝑭�̂� =
1

𝐽
[(
𝜕𝜉2
𝜕𝑥1

𝑭𝟏) + (
𝜕𝜉2
𝜕𝑥2

𝑭𝟐) + (
𝜕𝜉2
𝜕𝑥3

𝑭𝟑)]  

𝑭�̂� =
1

𝐽
[(
𝜕𝜉3
𝜕𝑥1

𝑭𝟏) + (
𝜕𝜉3
𝜕𝑥2

𝑭𝟐) + (
𝜕𝜉3
𝜕𝑥3

𝑭𝟑)]  

𝑺�̂� = 
1

𝐽
𝑺𝒐 

 

donde 𝐽 es el determinante de la matriz 𝑱 y 𝑼,𝑭𝟏, 𝑭𝟐, 𝑭𝟑 son función de las 
coordenadas cartesianas y del tiempo.  

 

2.3 Esquema numérico  
 

El sistema en coordenadas generalizadas se resuelve por medio de una extensión 
del complemento del esquema de McCormarck, de segundo orden en el tiempo y 
cuarto orden en el espacio, desarrollado por (Gottlieb & Turkel, 1976). Debe 

observarse que cuando se usa 𝑼 tiende a ser reemplazada por �̅�. El esquema 
numérico es un esquema corrector-predictor definido en una dimensión por: 
 
Predictor: 
 

 𝑈𝑗
1 =  𝑈𝑗

𝑛 + 
1

6
𝜆(−𝑓𝑗+2

𝑛 + 8𝑓𝑗+1
𝑛 − 7𝑓𝑗

𝑛) + (𝛿𝑡)𝑆𝑗
𝑛 (27) 

Corrector: 
 

𝑈𝑗
𝑛+1 =

1

2
(𝑈𝑗

𝑛 + 𝑈𝑗
1) +

1

12
𝜆(7𝑓𝑗−2

1 − 8𝑓𝑗−1
1 − 𝑓𝑗

1) +
1

2
(𝛿𝑡)𝑆𝑗

1 (28) 

 
Los índices (𝑛), (𝑛 + 1) y (1) simbolizan los valores de la función en el tiempo 𝑡, 
𝑡 + 𝛿𝑡 y al subpaso de tiempo respectivamente. Las discretizaciones espaciales 
intermedias son esquemas no centrados de primer orden con un predictor 
adelantado (upwind) y un corrector hacia atrás (down-wind). Como se especifica 
arriba el esquema resultante es de cuarto orden en el espacio.  

 
La formulación generalizada en tres dimensiones se escribe como: 
 
Predictor:  
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𝑈𝑖,𝑗,𝑘
(1)

= 𝑈𝑖,𝑗,𝑘
(𝑛)

− 𝐽𝑖,𝑗,𝑘
𝑃 [

∆𝑡

∆𝜉1
[
7

6
(�̅�1𝑖+1,𝑗,𝑘

(𝑛) − �̅�1𝑖,𝑗,𝑘
(𝑛) ) −

1

6
(�̅�1𝑖+2,𝑗,𝑘

(𝑛) − �̅�1𝑖+1,𝑗,𝑘
(𝑛) )]

+
∆𝑡

∆𝜉2
[
7

6
(�̅�2𝑖+1,𝑗,𝑘

(𝑛) −  �̅�2𝑖,𝑗,𝑘
(𝑛) ) −

1

6
(�̅�2𝑖+2,𝑗,𝑘

(𝑛) − �̅�2𝑖+1,𝑗,𝑘
(𝑛) )]

+
∆𝑡

∆𝜉3
[
7

6
(�̅�3𝑖+1,𝑗,𝑘

(𝑛) − �̅�3𝑖,𝑗,𝑘
(𝑛) ) −

1

6
(�̅�3𝑖+2,𝑗,𝑘

(𝑛) − �̅�3𝑖+1,𝑗,𝑘
(𝑛) )]] 

(29) 

 
Corrector: 
 

              𝑈𝑖,𝑗,𝑘
(𝑛+1)

=
1

2
( 𝑈𝑖,𝑗,𝑘

(1)
+  𝑈𝑖,𝑗,𝑘

(𝑛)
)

− 𝐽𝑖,𝑗,𝑘
𝑃 [

∆𝑡

∆𝜉1
[
7

6
(�̅�1𝑖+1,𝑗,𝑘

(1) − �̅�1𝑖,𝑗,𝑘
(1) ) −

1

6
(�̅�1𝑖+2,𝑗,𝑘

(1) − �̅�1𝑖+1,𝑗,𝑘
(1) )]

+
∆𝑡

∆𝜉2
[
7

6
(�̅�2𝑖+1,𝑗,𝑘

(1) −  �̅�2𝑖,𝑗,𝑘
(1) ) −

1

6
(�̅�2𝑖+2,𝑗,𝑘

(1) − �̅�2𝑖+1,𝑗,𝑘
(1) )]

+
∆𝑡

∆𝜉3
[
7

6
(�̅�3𝑖+1,𝑗,𝑘

(1) − �̅�3𝑖,𝑗,𝑘
(1) ) −

1

6
(�̅�3𝑖+2,𝑗,𝑘

(1) − �̅�3𝑖+1,𝑗,𝑘
(1) )]] 

(30) 
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3. Interfase 
 
Dado que existen dos fases de diferente naturaleza, en este capítulo se presenta el 
método con el cual se describe, espacial y temporalmente, la evolución de la 
interfase, así como, las condiciones de frontera que tienen que ser colocadas en 
ésta. Adicionalmente, se presenta la forma de calcular la tensión interfacial que 
existe entre los líquidos inmiscibles y que es incluida en el modelo numérico. 
También, es introducido el método que permite la solución de ecuaciones 
diferenciales en configuraciones con geometrías complejas y/o en cuerpos en 
movimiento.    
 

3.1 Método Level-Set 
 

Un sistema de fluidos inmiscibles, es la existencia de líquidos separados en fases y 

con una superficie de contacto llamada interfase. Respecto a la descripción 

espacial-temporal de la interfase, se utilizó el método Level-Set. Con ayuda de este 

método se puede analizar la evolución de la interfase. Que se desarrolló 

originalmente por Osher (1988) y aplicado más tarde a la solución de problemas de 

flujo bifásico por Sussman et al. (1994) y Chang et al. (1996). En este último, la 

interfase Γ(t) es definida por el valor cero de la función ϕ(𝑥, 𝑡) y su signo representa 

cada una de los líquidos; lo cual se puede observar en la Figura 3. 1. Entonces: 

 

Γ(t) =  {𝑥 | 𝜙(x, t) = 0} (31) 

 
Para el presente trabajo, se tiene: 
 

𝐿𝑖𝑞𝑢𝑖𝑑𝑜 1 (𝐴𝑐𝑒𝑖𝑡𝑒)    𝑠𝑖    𝜙(x, t) < 0 
 

𝐿𝑖𝑞𝑢𝑖𝑑𝑜 2 (𝐴𝑔𝑢𝑎)    𝑠𝑖    𝜙(x, t) > 0 
 

 
Figura 3. 1 La interfase está definida cuando el valor de la función Level-Set es igual a cero, el líquido 1 

(Aceite) por el valor negativo y el líquido 2 (Agua) por el valor positivo. 
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La función Level-Set en un tiempo 𝑡0 se define como la distancia más cercana con 
signo, desde algún punto x a la interfase Γ(𝑡0), por lo que: 
 

𝜙(𝑥, 𝑡0) =  ±𝑑(𝑥) (32) 

Con ayuda de la ecuación (32) se puede obtener algunas propiedades geométricas 
(por ejemplo la curvatura o normal). Una función distancia siempre satisface que 
|∇𝑑| = 1. Lo anterior es una gran ventaja, ya que facilita los cálculos geométricos al 
momento de adaptar los líquidos inmiscibles. 
 
Cuando se obtiene la forma de la interfase mediante la función Level-Set, su 
evolución es descrita por la ecuación (33): 
 

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝒖 ∙ 𝛻𝜙 = 0 (33) 

 

donde 𝒖 es el campo de velocidad del flujo. 
 
La solución de dicha ecuación se realizó de forma explícita, mediante el método de 
Runge-Kutta-TVD de tercer orden, junto con un esquema espacial WENO (Osher, 
2004) de quinto orden en la discretización espacial.    
 

3.2 Reinicialización 
 

Con el paso el tiempo y advecciones de ϕ, ésta comienza a perder su propiedad 
como función distancia, por lo que es necesario reinicializarla, no solo para poder 
extrapolar algunas propiedades en las cercanías de la interfase, sino también para 

evitar un alto grado de difusividad numérica. Entonces ϕ(x, t) es remplazada por 
𝑑(𝑥), que tiene el mismo nivel cero, de igual manera satisface la propiedad 
|∇𝑑(𝑥)| = 1. 
 

𝜕𝑑

𝜕𝜏𝑝
+ 𝕊(𝜙)(|𝛻𝑑| − 1) = 0 (34) 

donde: 
 

𝕊(𝜙) =
𝜙

√𝜙2 + |𝛻𝜙|2∆ℎ2
 (35) 

∆ℎ = min(∆𝑥1, ∆𝑥2, ∆𝑥3). La discretización de la ecuación (34) y (35) al igual de la 
ecuación (33), se realizó mediante el uso de esquemas WENO. La integración 
temporal fue resuelta mediante el método de Runge-Kutta TVD donde: 
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 ∆𝜏𝑝 = 𝐶𝐹𝐿 ∙  ∆ℎ (36) 

donde 𝜏𝑝 es un pseudo-paso de tiempo y CFL el número de Courant-Friedrich-Levy, 

con un valor de 0.5 para este trabajo. La reinicialización se llevó a cabo cada 10 
pasos de tiempo, esto con el fin de ahorrar tiempo de cálculo. 
 

3.3 Esquema ENO y WENO 
 

WENO (Weighted Essentially Non Oscillatory) son esquemas de alto orden para 
ecuaciones de conservación de tipo hiperbólica; empleada en problemas que 
contienen discontinuidades y cuentan con una solución suave a trozos. Parten de 
los esquemas ENO desarrollados por Harten (1997), donde la idea es calcular los 
flujos utilizando interpolaciones polinomiales lo más suaves posibles, mediante un 
procedimiento no lineal adaptativo se selecciona la mejor plantilla, evitando así el 
cruce con discontinuidades. 
 
Los esquemas WENO son centradas en lugares donde la solución es suave, sin 
embargo, actúan como esquemas ENO en regiones discontinuas. Para lograr lo 
anterior, los métodos WENO hacen uso de tres combinaciones convexas ENO de 
la siguiente manera: 
 

𝜙𝑥
1 = 

𝑣1
3
−
7𝑣2
6
+
11𝑣3
6

 (37) 

𝜙𝑥
2 = −

𝑣2
6
+
5𝑣3
6
+
𝑣4
6

 (38) 

𝜙𝑥
3 = 

𝑣3
3
+
5𝑣4
6
−
𝑣5
6

 (39) 

Si algunas de ellas cruza una región discontinua, se le asigna un menor peso, 
minimizando así su contribución, por lo tanto el error. Además, cuando se tienen 
regiones suaves, las tres plantillas contribuyen a la solución, mejorando su 
exactitud.    
 

Los flujos se dividen en su parte negativa (ϕ𝑥
−) y positiva (ϕ𝑥

+). Para calcular ϕ𝑥
−, se 

utiliza el subconjunto de puntos nodales {ϕ𝑖−3, ϕ𝑖−2, ϕ𝑖−1, ϕ, ϕ𝑖+1, ϕ𝑖+2, ϕ𝑖+3}. Siendo 

𝑣1 = 
ϕ𝑖−2−ϕ𝑖−3

∆𝑥
, 𝑣2 = 

ϕ𝑖−1−ϕ𝑖−2

∆𝑥
, 𝑣3 = 

ϕ𝑖−ϕ𝑖−1

∆𝑥
, 𝑣4 = 

ϕ𝑖+1−ϕ𝑖

∆𝑥
 y 𝑣5 = 

ϕ𝑖+2−ϕ𝑖−1

∆𝑥
. Entonces 

ϕ𝑥
− estará dado por: 

 

𝜙𝑥
− = 𝜔1𝜙𝑥

1 + 𝜔2𝜙𝑥
2 + 𝜔3𝜙𝑥

3 (40) 

 

donde las funciones de peso se encuentran en el intervalo 0 < 𝜔1 ≤ 1, además 
cumplen que 𝜔1 + 𝜔2+𝜔3 = 1 y son definidas de la siguiente manera: 
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𝜔1 = 
𝛼1

𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3
 (41) 

𝜔2 = 
𝛼2

𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3
 (42) 

𝜔3 = 
𝛼3

𝛼1 + 𝛼2 + 𝛼3
 (43) 

Siendo 𝛼𝑘 definida como: 
 

𝛼1 =
0.1

(𝑆1 + 𝜖)2
 (44) 

𝛼2 =
0.6

(𝑆2 + 𝜖)2
 (45) 

𝛼3 =
0.3

(𝑆3 + 𝜖)2
 (46) 

 
donde: 
 

𝑆1 =
13

12
(𝑣1 − 2𝑣2 + 𝑣3)

2 +
1

4
(𝑣1 − 4𝑣2 + 3𝑣3)

2 (47) 

𝑆2 =
13

12
(𝑣2 − 2𝑣3 + 𝑣4)

2 +
1

4
(𝑣2 − 𝑣4)

2 (48) 

𝑆3 =
13

12
(𝑣3 − 2𝑣4 + 𝑣5)

2 +
1

4
(3𝑣3 − 4𝑣4 + 𝑣5)

2 (49) 

𝜖 = 10−6{𝑣1
2, 𝑣2

2, 𝑣3
2, 𝑣4

2, 𝑣5
2} + 10−99 (50) 

 

En una región suave, los valores de las funciones de peso serán 𝜔1 = 0.1, 𝜔2 = 0.6 
y 𝜔3 = 0.3, lo que da como resultado un esquema de quinto orden. 
 

El flujo ϕ𝑥
+ es calculado de la misma manera, sin embargo, utiliza un subconjunto 

de puntos nodales {𝜙𝑖−3, 𝜙𝑖−2, 𝜙𝑖−1, 𝜙, 𝜙𝑖+1, 𝜙𝑖+2, 𝜙𝑖+3}. Siendo 𝑣1 = 
𝜙𝑖+3−𝜙𝑖+2

∆𝑥
,     

 𝑣2 = 
𝜙𝑖+2−𝜙𝑖+1

∆𝑥
, 𝑣3 =  

𝜙𝑖+1−𝜙𝑖

∆𝑥
, 𝑣4 = 

𝜙𝑖−𝜙𝑖−1

∆𝑥
 y 𝑣5 = 

𝜙𝑖−1−𝜙𝑖−2

∆𝑥
.    

 
En la advección de la función Level-Set, la elección del flujo (ya sea su parte positiva 
o su parte negativa) dependerá de su componente de velocidad (método de las 

características). Si 𝑢𝑖 > 0 significa que, la información se transporta desde la región 
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negativa hacia la positiva, por lo tanto, 
𝜕𝜙

𝜕𝑥
≈ 𝜙𝑥

− .En el caso 𝑢𝑖 < 0 la información se 

desplaza de forma contraria, por lo que se utiliza 
𝜕𝜙

𝜕𝑥
≈ 𝜙𝑥

+. 

 
Para la reinicialización, se utilizó la forma propuesta por Godunov (1959), la cual 
puede ser escrita de forma compacta (Rouy, 1992) de la siguiente manera: 
 

Cuando 𝜙 ≥ 0  
 

(
𝜕𝜙

𝜕𝑥
)
2

≈ 𝑚𝑎𝑥 (𝑚𝑎𝑥(𝜙𝑥
−, 0)2, 𝑚𝑖𝑛(𝜙𝑥

+, 0)2) (51) 

 

Y, cuando 𝜙 < 0 
 

(
𝜕𝜙

𝜕𝑥
)
2

≈ 𝑚𝑎𝑥 (𝑚𝑖𝑛(𝜙𝑥
−, 0)2, 𝑚𝑎𝑥(𝜙𝑥

+, 0)2) (52) 

 

3.4 Integración temporal    
 

En la parte temporal, como en la evolución de la función Level-Set como en la 
función de reinicialización se utilizaron esquemas Runge-Kutta TVD de tercer orden. 
Para ilustrarlo, si se escribe el término advectivo como −(𝑢 ∙ ∇)𝜙 = 𝐿(𝜙), de tal 
forma que la ecuación (32) se puede reescribir como: 
 

𝜕𝜙

𝜕𝑡
= 𝐿(𝜙) (53) 

Entonces, la integral de la ecuación (53), mediante el esquema Runge-Kutta TVD 
de tercer orden se define como: 
 
 

𝜙∗ = 𝜙𝑛 + ∆𝑡𝐿(𝜙𝑛)    

𝜙∗∗ =
3

4
𝜙𝑛 +

1

4
𝜙∗ +

1

4
∆t(L(𝜙∗)) 

𝜙𝑛+1 =
1

3
𝜙𝑛 +

2

3
𝜙∗∗ +

2

3
∆t(L(𝜙∗∗)) 

 
 

(54) 
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3.5 Condiciones de frontera en la interfase  
 

La interfase no es capaz de almacenar cantidad de movimiento, así que las 
velocidades, densidades y viscosidades deben ser continuas. De tal manera que las 
condiciones de frontera, se definen de la siguiente manera:  
 

𝒖 = {
𝒖𝐿1     𝜙 ≤ 0
𝒖𝐿2     𝜙 > 0

 (55) 

 

donde 𝐮 es el campo de velocidad del flujo. Además, los subíndices L1 y L2 son los 
valores del líquido 1 (Aceite) y líquido 2 (Agua), respectivamente. En virtud de las 

condiciones de frontera 𝐮 es continua a través de la interfase, recordando que la 
evolución de la interfase esta descrita por la ecuación (33).    
 
Por otra parte, la densidad y la viscosidad son constantes en cada fluido, dichas 
propiedades toman valores diferentes dependiendo del signo de (𝜙) (Herrman, 
2013), por lo que:  
 

𝜌(𝜙) =  𝜌𝐿1 + (𝜌𝐿2 − 𝜌𝐿1)𝐻(𝜙) (56) 

    

𝜇(𝜙) =  𝜇𝐿1 + (𝜇𝐿2 − 𝜇𝐿1)𝐻(𝜙) (57) 

 

donde H(𝜙) es la función Heaviside. 
 
Los cambios bruscos en la densidad y/o viscosidad, pueden ocasionar oscilaciones 
numéricas, para disminuir estos problemas; a la interfase se le fija un espesor (h), 
el cual es proporcional al tamaño de la malla, lo que permite escribir la función 
Heaviside en función del espesor de la interfase (Sethian, 2003), como:   
 

𝐻(𝜙) = {

0                                                         𝜙 < −2ℎ
1

2
(1 +

𝜙

2ℎ
+
1

𝜋
𝑠𝑖𝑛

𝜋𝜙

2ℎ
)               − 2ℎ ≤ 𝜙 ≤ 2ℎ 

1                                                          𝜙 > 2ℎ

 (58) 

  

De esta manera la interfase tiene un espesor aproximado de 2h/|∇ϕ|.   
 

3.6 Tensión interfacial  
 
La tensión interfacial es un fenómeno de gran importancia cuando existen líquidos 
inmiscibles, por tal motivo, es indispensable realizar un buen análisis de dicha 
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propiedad, para el presente trabajo el cálculo de la tensión interfacial se realiza de 
la siguiente manera:    
 

La interfase Γ(t) se encuentra definida por el valor cero de la función 𝜙(x, t) y su 
signo representa a cada uno de los líquidos, entonces la interfase está definida por: 
  

Γ(t) =  {𝑥 | 𝜙(x, t) = 0} (59) 

 
Cuando se obtiene la forma de la interfase mediante la función Level-Set, su 
evolución es descrita por la ecuación (60): 
 

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝒖 ∙ 𝛻𝜙 = 0 (60) 

De la ecuación (60) se deduce (Herrman, 2013): 
 

δ(𝑋 −  x) = 𝛿(𝜙)|∇𝜙|  (61) 

 

donde δ es la delta de Dirac. Además el vector normal de la interfase 𝒏 y la curvatura 
de la interfase 𝒌, pueden expresarse en términos de la función Level-Set (Herrman, 
2013), como: 
 

𝒏 = 
𝛻𝜙

|𝛻𝜙| 
 (62) 

 

𝒌 = ∇  ∙  𝒏 (63) 

 
Una vez obtenido el vector normal y la curvatura de la interfase, así como, la 

posición de la interfase; la tensión interfacial 𝑻𝝈 se puede expresar como: 
 

𝑻𝝈(𝑥) = 𝜎𝒌𝛿ℎ(𝑋 −  𝑥)𝒏 =  𝜎𝒌𝛿ℎ(𝜙)|𝛻𝜙|𝒏 (64) 

 

donde 𝜎, es el coeficiente de tensión interfacial. Además, la función 𝛿(𝜙) nos 
proporciona la posición de la interfase.      
 
La interfase se encuentra en constante movimiento y es preciso saber donde existe, 
con la finalidad de solo aplicar la tensión interfacial en la interfase. Con ayuda de 

una función delta de Dirac δh(x), se asegura la posición de la interfase (Gounley, 

2015); de esta manea la función δh(x) se define como:   
 

𝛿ℎ(𝑥) =  𝛿ℎ(𝑥1)𝛿ℎ(𝑥2)…𝛿ℎ(𝑥𝑑)  (65) 
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δh(x) = {

1

4ℎ
[1 + cos (

𝜋𝑥

2ℎ
)]                  |𝑥| ≤ 2ℎ

0                                                   |𝑥| > 2ℎ 
 (66) 

 

donde ℎ, es el espesor de la interfase; fuera de este intervalo la tensión interfacial 
es cero. Cabe mencionar que la diferencia de presión en la superficie libre es igual 
a la fuerza creada por la tensión interfacial, de igual manera las fuerzas creadas por 
la deformación de la interfase se distribuyen a los nodos del fluido cercano.  
 

3.7 Criterio Q 
 

El criterio 𝑄 está basado en el tensor gradiente de velocidad y define un vórtice 
como una región del fluido conectada con el segundo invariante del tensor gradiente 

de velocidad positivo, esto es 𝑄 > 0. Además, esta región debe cumplir con una 
presión menor a la presión ambiente. Desde la definición del segundo invariante 

podemos notar que 𝑄 representa un balance entre la tasa de deformación y la 
magnitud de la vorticidad, definiendo los vórtices donde la vorticidad es mayor que 
la tasa de deformación del fluido (Hunt et al, 1988).  
 

El tensor gradiente de velocidad se define como 𝐷𝑖𝑗 =
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑗
. Este tensor es de 

segundo orden, y se puede descomponer en dos partes, una simétrica y una anti-
simétrica: 
 

𝐷𝑖𝑗 = 𝑆𝑖𝑗 + 𝛺𝑖𝑗 (67) 

donde 𝑆𝑖𝑗, es el tensor tasa de deformación, el cual se define como: 

 

𝑆𝑖𝑗 = 
1

2
(
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖
) (68) 

 
Además, Ω𝑖𝑗, es el tensor de vorticidad, se define como:  

 

𝛺𝑖𝑗 = 
1

2
(
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

−
𝜕𝑢𝑗

𝜕𝑥𝑖
) (69) 

 
La ecuación característica del tensor gradiente de velocidad es:  
 

𝜆3 + 𝑃𝜆2 + 𝑄𝜆 + 𝑅 = 0 (70) 

Donde 𝑃, 𝑄 y 𝑅 son los tres invariantes del tensor gradiente de velocidad. Usando 
la definición del tensor gradiente de velocidad descompuesto, estas invariantes se 
pueden expresar: 
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𝑃 = −𝑡𝑟(𝐷) =  −𝑆𝑖𝑗 (71) 

𝑄 =
1

2
(𝑃2 − 𝑡𝑟(𝐷2)) =

1

2
‖𝛺‖2 − ‖𝑆‖2 (72) 

𝑅 = −𝑑𝑒𝑡 (𝐷) (73) 

 
 

3.8 Fronteras Inmersas  
 

La técnica de fronteras inmersas permite la solución de ecuaciones diferenciales en 
configuraciones con geometrías complejas y/o en cuerpos en movimiento, mediante 
la incorporación de las condiciones de frontera en las ecuaciones de gobierno.    
 
Para modelar los elementos que se encuentran dentro del dominio computacional 
(el tanque y el agitador), se utilizó la técnica de fronteras inmersas, el cual permite 
diferenciar entre las zonas donde se calculan las ecuaciones (fluido) y en donde no 
se realiza ningún tipo de cálculo (solidos), lo cual se logra agregando un término 
fuente, el cual anula el movimiento natural del fluido en esta zona. La creación de 
estos elementos, se realizó mediante el bloqueo de celdas de la malla cartesiana y 
a éstos se les asigno características de velocidad, para el presente trabajo se 
impusieron velocidades nulas.       
     

 
Figura 3. 2 Vista superior del tanque y agitador. 

 

En la Figura 3. 2, se observar las zonas de fluido y de sólido, cuando el valor es 
igual a 1, existe fluido y ahí es donde se resuelven las ecuaciones, por otra parte, si 
el valor es igual a 0 ahí se encuentra el sólido, en este caso no se realizan ningún 
tipo de cálculo.  
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4. Configuración del sistema 
 
En este capítulo se presenta la configuración del sistema a analizar, el cual consta 
de un tanque cilíndrico y un agitador circular con ángulo, así como, las propiedades 
de los fluidos de trabajo y demás condiciones de operación. También, se presentan 
los detalles numéricos que se utilizaron para simular el sistema. 
 

4.1 Configuración a simular   
 

El sistema está compuesto por un tanque cilíndrico y un agitador circular con ángulo. 

Este agitador tiene un ángulo de 30° con respecto a la horizontal, con un diámetro, 
𝑑 = 0.079 [𝑚], espesor, 𝑤 = 0.001 [𝑚], y se encuentra a una altura, 𝐶 = 0.073 [𝑚]. 
El tanque tiene un diámetro 𝑇 = 0.20 [𝑚] y una altura 𝐻 = 0.23 [𝑚]. La configuración 
esquemática del sistema se muestra en la Figura 4. 1.  
 
El fondo del tanque es de forma cilíndrica, para evitar el estancamiento del fluido en 
del tanque. Aunque, la geometría del agitador no es comercial, esta geometría 
sencilla permite analizar el comportamiento de los fluidos antes del inicio del 
proceso de emulsificación. Este sistema se tiene físicamente en las instalaciones 
del Laboratorio de Ingeniería de Proceso del Centro de Ciencias Aplicadas y 
Desarrollo Tecnológico de la Universidad Nacional Autónoma de México.  

 

 
Figura 4. 1 Características del sistema de trabajo. 
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El tanque contiene a los fluidos de trabajo: agua y aceite; las propiedades de los 
fluidos se muestran en la Tabla 4. 1. El volumen ocupado por cada fluido fue de 1.9 
litros, obteniendo una altura de columna por cada fluido de 0.061 [m]. Además, el 
agitador se encuentra sumergido en el aceite.  
 

Fluido Densidad 
[kg/m3] 

Viscosidad 
[Pa·s] 

Agua 998 1.002x10-3 

Aceite 908 62x10-3 
Tabla 4. 1 Propiedades de los fluidos. 

El desarrollo experimental se llevó a cabo a bajas velocidades. Para el caso de 
estudio, se tienen números adimensionales que caracterizan el flujo, los cuales son: 

el número de Reynolds (Re), número de Weber (We) y número de Froude (Fr). Los 
cuales se definen para tanques agitados como: 
 

𝑅𝑒 =  
𝑁𝜌𝐷2

𝜇
 (74) 

 

𝑊𝑒 = 
𝜌𝑁2𝐷3

𝜎
 (75) 

 

𝐹𝑟 =  
𝑁2𝐷

𝑔
 (76) 

donde 𝑁 es la velocidad del agitador (𝑟𝑝𝑠), 𝜌 densidad del aceite (𝑘𝑔/𝑚3), 𝐷 
diámetro proyectado del agitador  (𝑚), 𝜇 es la viscosidad dinámica del aceite (𝑃𝑎 ∙
𝑠), 𝑢 velocidad (𝑚 𝑠)⁄   y 𝜎 es el coeficiente de tensión interfacial (𝑁/𝑚). El valor del 

diámetro proyectado del agitador (𝐷), se calcula como 𝐷 = 𝑑 cos𝛼 = (0.079) cos 30. 
Además, el valor del coeficiente de la tensión interfacial entre el agua y aceite, se 

obtuvo de la literatura dicho valor se consideró de 𝜎 = 0.025 𝑁/𝑚 (Gaonkar, 1989)    
Tabla 1. 1.  
 
Las velocidades se variaron para observar las características dinámicas entre los 
fluidos. En la Tabla 4. 2, se muestran las velocidades de operación con las que se 
operó el sistema, así como, sus respectivos números adimensionales. Los números 
adimensionales se calcularon con las propiedades del aceite, ya que el agitador se 
encuentra sumergido en esta zona.   
 
 

𝑬𝒗𝒆𝒏𝒕𝒐 𝑵 (𝒓𝒑𝒎) 𝑵 (𝒓𝒑𝒔) 𝒖 (𝒎/𝒔) 𝑹𝒆 𝑾𝒆 𝑭𝒓 

1 72 1.2 0.082 82 16.74 0.010 

2 86 1.43 0.098 100 23.86 0.014 
Tabla 4. 2 Condiciones de operación. 
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4.2 Detalles numéricos 
 

Para realizar las simulaciones, el sistema se adimensionalizó utilizando el diámetro 
proyectado del agitador (𝐷), obteniendo nuevas dimensiones para realizar las 

simulaciones numéricas: el diámetro del tanque es 𝑇 𝐷⁄ = 2.9232, altura 
𝐻 𝐷 =⁄ 3.3617, altura del agitador 𝐶 𝐷⁄ = 1.067  y con una altura de fluido 
𝐻𝑓𝑙𝑢𝑖𝑑𝑜 𝐷 =⁄ 0.891. El sistema adimensionalizado se muestra en la Figura 4. 2.  

 

 
Figura 4. 2 Sistema a simular adimensionalizado.  

 

Para este trabajo, se realizaron tres simulaciones numéricas, manteniendo la 
geometría de la Figura 4. 2, las dos primeras operan como se muestra en la Tabla 
4. 2. Para la tercera simulación numérica se desprecia la tensión interfacial.       
 
Para poder asegurar que los resultados no son dependientes de la malla, se realizó 
un estudio de independencia de malla, esto con la finalidad de conocer el mallado 
óptimo, donde se pueda describir de manera adecuada el fenómeno físico pero sin 
un alto costo computacional. La Figura 4. 3 muestra la variación de la velocidad 

radial para tres mallas, en una altura 𝑧 𝐷⁄ = 0.50. La primer malla tiene una 
resolución de 80 𝑋 80 𝑋 80 (512 000 nodos), la resolución de la segunda es de 
100 𝑋 100 𝑋 100 (1 000 000 nodos), y la última malla tiene una resolución de 
116 𝑋 116 𝑋 116 (1 560 896 nodos). Con los resultados obtenidos se decidió trabajar 

con una malla de 1 560 896 nodos.   
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Las ecuaciones de gobierno se resolvieron en un marco cartesiano. El dominio 

computacional se definió como 𝐿𝑥1 𝐷⁄ =  𝐿𝑥2 𝐷⁄ =  2.9232 y 𝐿𝑥3 𝐷⁄ = 1.7832 . La 

malla computacional tiene una resolución de 116 𝑋 116 𝑋 116, con un total de 
1 560 896 nodos. Para la dirección 𝑥1 y 𝑥2 la malla es regular de valor ∆𝑥1 = ∆𝑥2 =
0.027 [𝑚𝑚], es decir, el espacio que existe entre nodos es constante. Para la 

dirección 𝑥3 la malla es irregular, se encuentra refinada en la zona central del tanque 
(∆𝑥3𝑚𝑖𝑛 = 0.0096 [𝑚𝑚]), aumentando gradualmente hasta la parte superior 
(∆𝑥3𝑚𝑎𝑥 = 0.0291 [𝑚𝑚]), porque es ahí donde se esperan los gradientes más 
importantes en el flujo. 

 
 

 
Figura 4. 3 Independencia de la malla.  

 
Además, en las paredes del tanque se colocó una condición de no deslizamiento, 
𝑢𝑝𝑎𝑟𝑒𝑑 = 0. Para el agitador se supuso una velocidad de cuerpo rígido: 𝑢𝑎𝑔𝑖𝑡𝑎𝑑𝑜𝑟 =

 𝜔𝑟 con giro en sentido horario; esta velocidad se puede descomponer como:  
 

𝑢𝑎𝑔𝑖𝑡𝑎𝑑𝑜𝑟 = {

𝑢𝑥 = 𝜔𝑟 cos 𝛼
𝑢𝑦 = 𝜔𝑟 sin 𝛼

𝑢𝑧 = 0
 

 

donde 𝑟 es el radio del agitador, y 𝛼 es el ángulo del agitador con respecto a la 
horizontal (ver Figura 4. 1).   
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Las paredes del tanque de sección transversal circular se generaron por medio de 
fronteras inmersas y se consideraron como paredes no deslizantes. Debido a que 
para estas condiciones, el cambio instantáneo de la superficie libre del aceite 
(interfase aceite-aire) es mínimo, en este trabajo no se caracterizó. Considerándose 
que la altura de la interfase no cambia, se mantuvo constante, la cual se modelo 
como una pared deslizante.     
 
  

4.2.1  Condiciones iniciales  
 

Cabe mencionar, que para analizar el sistema de una manera correcta, éste tiene 
que encontrarse en estado estacionario. Este estado se consigue cuando las 
variables promedio ya no varían en el tiempo y para este trabajo se determinó con 
el cálculo de la magnitud global de la vorticidad; dicho estado se alcanza cuando 
esta propiedad se mantenga en un cierto rango. Para el caso de estudio, el agitador 
tuvo que dar alrededor de 140 vueltas. El tiempo de cálculo, aproximadamente fue 
de 2.5 semanas; alrededor de 1000 h/máquina. Además, el código que resuelve las 
ecuaciones de gobierno, fue programado en Fortran90, utilizando 8 hilos de 
ejecución en un procesador AMD Opteron (TM) 6272. 
 
Las condiciones iniciales aplicadas son: 
 

 Proceso isotérmico, 𝑇 = cte. 
 

 Velocidad del agitador es cero, 𝑢𝑎𝑔𝑖𝑡𝑎𝑑𝑜𝑟 = 0   

 

 Perfil de presión hidrostático. 𝑃 − 𝑃𝑟 =
𝜌

𝐹𝑟
 (𝑧 − 𝑧𝑟)   

 

donde  𝑃𝑟 es una presión de referencia y 𝐹𝑟 es el número de Froude.  
 

 Altura de la interfase (𝜙 = 0)  en 𝑧 𝐷⁄ = 0.8993  
 

 Velocidad del fluido nulo 𝑢 = v = w = 0   
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5. Resultados   
 

En este capítulo se muestran los resultados de las simulaciones numéricas cuando 
dos líquidos inmiscibles se someten al proceso de agitación; se presenta la 
evolución de la interfase en el estado transitorio, así como, un promediado en fase 
para el estado estacionario. Para los dos estados se analiza la altura y forma de la 
interfase, también se presentan perfiles de velocidad y presión. Además, se realiza 

la validación numérica para dos condiciones de operación 𝑅𝑒 = 82 y 𝑅𝑒 = 100. 
Finalmente, se presenta la forma de la interfase a dos diferentes valores del 
coeficiente de tensión interfacial, así como, cuando es omitida la tensión interfacial 
en el modelo numérico.   
 

5.1 Evolución de la interfase  
 
Uno de los objetivos del presente trabajo, es describir el comportamiento de la 
interfase, el cual se realiza desde el estado transitorio hasta llegar a un estado 
estacionario. El estado estacionario se encuentra cuando los valores promedio de 
las variables se estacionan alrededor de un valor. Para determinar que el sistema 
ha llegado al estado estacionario, para este trabajo se monitoreo la magnitud global 
de la vorticidad (bulk vorticity en inglés); la cual se calcula de la siguiente manera: 
 

|𝜔|𝑏 = 
∭𝜔𝑁 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

∭𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑥
 (77) 

 
Cuando el valor de la magnitud global de la vorticidad se mantiene en un rango del 
2%, se asegura que el sistema se encuentra en estado es estacionario. Todos los 
análisis se llevaron a cabo, cuando el agitador se encuentra en una posición 
predeterminada; es decir, visualización en fase, con el objetivo de observar con 
mayor facilidad el comportamiento de la interfase y poder hacer un análisis 
estadístico en fase. La Figura 5. 1 muestra el tanque y la posición del agitador 
(visualización en fase), en la cual se realizaron los análisis. Es indispensable 
recordar que existen dos fluidos de trabajo, fluido inferior (agua) y fluido superior 
(aceite). Esto se menciona en la descripción del sistema (Capítulo 4.2). 

 
Figura 5. 1 Visualización en fase para el análisis.  
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En la Figura 5. 2 se aprecia la evolución de la magnitud global de la vorticidad, hasta 
llegar a un estado estacionario. Los tres primeros tiempos (𝐴), (𝐵) y (𝐶), 
corresponden a un estado transitorio, por último, el tiempo (𝐷) pertenece al estado 
estacionario. El estado estacionario se alcanza en un tiempo adimensional 
aproximado a 28; la magnitud global de la vorticidad se mantiene en un rango del 
1.45%, con lo que se afirma que el sistema se encuentran en estado estacionario.  
 

 
Figura 5. 2 Evolución del sistema para un Re=100.  

 
A continuación, se presenta la evolución de la interfase en el estado transitorio 
tiempos (𝐴), (𝐵) y (𝐶) para un 𝑅𝑒 = 100. Resultados similares se obtienen para los 

dos casos estudiados 𝑅𝑒 = 82 y 𝑅𝑒 = 100, pero solamente se presenta el caso de 
𝑅𝑒 = 100. La Figura 5. 3 muestra la altura y forma de la interfase para los tres 
tiempos de análisis. Conforme el agitador comienza a moverse, éste transmite su 
cantidad de movimiento al aceite ocasionando un desplazamiento del mismo, así 
como en el fluido inferior (agua); movimientos que causan la deformación de la 
interfase. La cantidad de movimiento se va transfiriendo de un fluido a otro, 
principalmente, por esfuerzos cortantes, los cuales arrastran fluido en la parte 
inferior del agitador, causando el levantamiento de la interfase. De igual manera, se 
aprecia que la altura de la interfase es, aproximadamente, la misma para los tres 
tiempos. Este proceso es casi instantáneo; sin embargo, transcurre un cierto tiempo 
en el que la cantidad de movimiento se transmite al resto de los fluidos y de ahí el 
comportamiento que se muestra en la Figura 5. 2. También, en la Figura 5.3 se 
observa que el nivel de la interfase disminuye en algunas zonas, ya que el fluido 
que es arrastrado debajo del agitador, por conservación de masa, viene de estas 
zonas con menor nivel.    
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Figura 5. 3 Evolución de la interfase en los tres tiempos del estado transitorio. Tiempos A, B y C. Re=100. 

Conforme se va moviendo el agitador se produce una espiral en el flujo del centro 
del tanque, el cual tiene origen en la parte superior del agitador y se transmite al 
fluido de abajo, vía esfuerzos cortantes. La formación de la espiral se aprecia en la 
Figura 5. 4, en la que adicionalmente se presenta isosuperficies de criterio Q que 
indican la rotación del fluido y los mayores cambios se presentan en la parte inferior 
del tanque. 
 
En la Figura 5. 5 se muestran las líneas de trayectoria para los tres tiempos del 
estado transitorio ((𝐴), (𝐵) y (𝐶)). El agitador desarrolla dos tipos de flujo axial y 
radial, desplazando a los fluidos radialmente y arrastrando al agua hacia él. Los 
vórtices que se aprecian en la Figura 5. 5 son producto de la interacción de estos 
flujos con la pared del tanque. De igual manera, se aprecia que los vórtices se 
encuentran, aproximadamente, en la misma posición, y con tamaño diferente. 
También, se observa, que en la parte del agua, parte inferior del tanque, el 
movimiento es mayormente perturbado, ya que la viscosidad de ésta es 62 veces 
menor; es decir, un mismo esfuerzo aplicado a dos fluidos con diferente viscosidad 
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produce una velocidad de deformación mayor en el fluido que tiene menos 
viscosidad. De acuerdo con lo anterior, el desplazamiento que se tiene en el aceite 
y por tanto, el agua, producen el levantamiento y la deformación de la interfase. 
 

 
Figura 5. 4 Isosuperficies de criterio Q. Tiempo B. Re=100. 

 

Figura 5. 5 Líneas de trayectoria en el estado transitorio. Tiempos A, B y C. Re=100. 
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Los perfiles de presión para el estado transitorio, tiempos (𝐴), (𝐵) y (𝐶) se muestran 
en la Figura 5. 6.  En los tres tiempos la altura de la interfase es prácticamente 
idéntica. De esta figura, también, se puede apreciar que los cambios significativos 
se encuentran en la zona central del tanque, que es debido al movimiento del fluido, 
como consecuencia del movimiento del agitador y a la presión hidrostática. Debido 
a esto último, tanto en la parte superior como inferior del tanque, la presión tiene un 
comportamiento casi constante. Por otro lado, la presión disminuye en las zonas 
donde la interfase sube de nivel, como producto del arrastre inducido por el agitador 
(la interfase se desplaza hacia el agitador), y aumenta, donde el fluido baja de nivel 
debido al empuje que ejerce el fluido superior en la interfase (desplaza la interfase 
hacia la parte inferior del tanque); es decir, cuando el valor de la presión es negativo 
se origina el levantamiento de la interfase. La zona por debajo del agitador se 
caracteriza por ser de baja presión. 
 

 
Figura 5. 6 Perfil de presión en el estado transitorio. Re=100. 

 

En la Figura 5. 7 se muestra la velocidad de deformación en la dirección radial (dv/dr, 

donde v es la velocidad tangencial y r es el radio). De esta figura, se puede apreciar 

que la velocidad de deformación es mayor en los extremos del agitador, ya que, por 

un lado, es ahí donde éste tiene las máximas velocidades y por lo tanto, se produce 

un mayor desplazamiento de fluido, y por el otro, es ahí donde el flujo desplazado 
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interactúa con las paredes del tanque. Adicionalmente, es también en esta zona, 

donde el flujo superior arrastra y empuja al fluido inferior, teniendo como resultado, 

tales interacciones, un levantamiento de la interfase. El signo de la velocidad 

deformación, indica que el fluido se está moviendo hacia arriba o hacia abajo del 

tanque. La dirección de los fluidos, que se indican de manera representativa en la 

Figura 5. 7, se deben al sentido con el que gira el agitador (sentido horario). La línea 

de trayectoria en la parte superior del agitador indica como después de dejar el 

agitador, el flujo empuja al agua (fluido inferior) hacia abajo. Finalmente, debido a lo 

expuesto anteriormente, la velocidad de deformación es mayor en el agua que en 

el aceite. 

 

Figura 5. 7 Gradiente de velocidad en el estado transitorio. Re=100 

 

5.2 Validación de las simulaciones numéricas   
 

Para validar las simulaciones numéricas se utilizaron visualizaciones 
experimentales realizadas con una cámara Phantom SpeedSense; se obtuvieron 
imágenes de la evolución de la interfase (altura y forma), para las condiciones de 

operación 𝑅𝑒 = 82 y 𝑅𝑒 = 100. La Tabla 5. 1 muestra las características de la 
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cámara. Además, en la Figura 5. 8 se muestra la zona de medición, donde se 
obtuvieron la forma y altura de la interfase. 
 

Resolución (fps) 140 

Resolución del sensor 2560𝑝𝑥 𝑥 1600𝑝𝑥 

Tiempo Interframe 2.5 µ𝑠 
Tamaño del sensor 16.6𝑚𝑚 𝑥 14𝑚𝑚 

Digitalización 8,12 𝑏𝑖𝑡𝑠 
Tabla 5. 1 Características de la cámara Phantom 

 
Figura 5. 8 Zona de medición.  

 
La parte experimental se realizó en las instalaciones del Instituto de Investigaciones 
en Materiales de la Universidad Nacional Autónoma de México; con ayuda del 
equipo de trabajo del Dr. Gabriel Ascanio Gasca. Cuando la interfase y el campo de 

flujo se encontraban en estado estacionario (tiempo (𝐷), Figura 5. 2), los resultados 
numéricos se promediaron durante un tiempo equivalente a 18 vueltas del agitador; 
el promediado en fase se realizó de la siguiente forma: 
 

〈𝛷(𝑥)〉 =
1

𝑛
∑𝛷(𝑥, 𝑡)

𝑛

𝑖=1

 (78) 

 

donde n son las veces que pasa el agitador por la posición predeterminada de 
análisis (Figura 5. 1). A continuación se presenta la comparación de la simulación 
numérica (datos promediados) con los datos experimentales, de la altura y forma de 

la interfase para un 𝑅𝑒 = 82 y 𝑅𝑒 = 100. En la Figura 5. 9, se muestran las 
comparaciones. 
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Figura 5. 9 Validación del código numérico. Para Re=82 y Re=100. 

 

El comportamiento de la interfase es simular entre la simulación numérica y los 

datos experimentales; para el caso de un 𝑅𝑒 = 82, el porcentaje de error es del 7% 
y para el caso de un 𝑅𝑒 = 100, el porcentaje de error es del 12%. Esta diferencia 
radica, por que al momento de tomar la evolución de la interfase, la cámara no se 
encontraba en, aproximadamente, 90°, y al obtener la evolución de la interfase no 
se tenía un punto de referencia preciso. Por otra parte, no se cuenta con el valor 
exacto de la tensión interfacial; se tomó un valor de la literatura (Gaonkar, 1989), 
aproximado a las propiedades de los fluidos de trabajo. Además; se ha visto que 
este flujo es muy sensible a la tensión interfacial.   
              

5.3 Análisis en el estado estacionario  
 
Los análisis que se presentan a continuación, son para las dos condiciones de 

operación 𝑅𝑒 = 82 y 𝑅𝑒 = 100 en el estado estacionario (Figura 5. 2) y tomando en 
cuenta la ecuación (71). En la Figura 5. 10, se observa la forma y altura de la 
interfase para los dos diferentes números de Reynolds. La altura y el área de la 
interfase aumenta cuando la velocidad de agitación se incrementa, que se debe a 
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que el agitador contiene mayor cantidad de movimiento, lo que propicia un aumento 
en los esfuerzos cortantes, pudiéndose arrastrar una mayor cantidad de fluido. Las 
recirculaciones mostradas anteriormente, se incrementan en tamaño cuando se 

eleva el número de 𝑅𝑒. 
 

 
Figura 5. 10 Interfase promediada para las dos condiciones de operación. Re=82 y Re=100. 

 
La Figura 5. 11 muestra las alturas donde se van a presentar las predicciones de 
los perfiles promediados de velocidad radial y axial, y de presión. Estas alturas van 

desde 𝑧 𝐷⁄ = 0.89 hasta 𝑧 𝐷⁄ = 1.38. Además para facilitar la lectura de las 
velocidades, éstas se recorrieron de la siguiente manera 𝑢 = 𝑢 + 0.4  (𝑧 𝐷⁄ = 0.89), 
𝑢 = 𝑢 + 0.8 (𝑧 𝐷⁄ = 1.03), … , 𝑢 = 𝑢 + 1.6 (𝑧 𝐷⁄ 1.38), por lo que existe una diferencia 
de velocidades entre líneas que corresponde a 0.4. Asimismo, para 

adimensionalizar la velocidad se utilizó una velocidad de referencia (𝑢𝑟𝑒𝑓 = 𝑁 ∗ 𝐷).  

 

 
Figura 5. 11 Zona de medición. 
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La variación de la velocidad radial y axial promediada se muestra en la Figura 5. 12 

y Figura 5. 13, respectivamente, para las dos condiciones de operación, 𝑅𝑒 = 82 y 

𝑅𝑒 = 100. Los perfiles tienen un comportamiento similar, pero existen algunas 
diferencias las cuales se originan por el aumento de velocidad en el agitador. Las 
diferencias se encuentran en la zona central del tanque; debido a que es ahí donde 
se localiza el agitador, es decir, la zona se tiene la mayor cantidad de movimiento, 
y por tanto, un mayor arrastre de fluido inferior (agua). 
 
En los perfiles de velocidad (Figura 5. 12 y Figura 5. 13) se puede observar cambios 
de signo, que indican la presencia de recirculaciones, las cuales favorecen que el 
fluido sea arrastrado hacia el agitador. La línea de referencia de la Figura 5. 12 y 
Figura 5. 13, permite establecer el valor de la velocidad; por debajo de esta línea el 
valor de la velocidad es negativo, y por la parte superior de la misma el valor es 

positivo. Para un 𝑅𝑒 = 100, se presentan mayores cambios en la velocidades 
propiciando un aumento en las recirculaciones. Para una altura de 𝑧 𝐷⁄ = 1.38, las 
velocidades son prácticamente idénticas entre ellas, ya que el efecto del agitador al 
parecer es despreciable; en esta zona, el agitador solamente desplaza al fluido 
radialmente.    
 

 
Figura 5. 12 Perfil de velocidad radial. 
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Figura 5. 13 Perfil de velocidad axial. 

Los perfiles de presión a diferentes alturas de análisis se muestran en la Figura 5. 

14, para las dos condiciones de operación de 𝑅𝑒 = 82 y de 𝑅𝑒 = 100. Para este 
caso se presenta los cambios debido al movimiento del flujo, es decir presión 

dinámica. Es en la altura 𝑧 𝐷⁄ = 0.89, donde los cambios son mayores, ya que es 
en esta zona donde se deforma mayoritariamente la interfase, debido a que se 
desplaza mayor cantidad de masa. En los extremos del agitador, por debajo del 
mismo, los valores de esta presión son los máximos negativos debido a que el agua, 
en estas zonas, empujan el aceite hacia abajo con las máximas velocidades. En el 
centro del agitador, los valores de presión tienden a cero, porque el fluido sube como 
producto de la inducción del agitador, y es una velocidad, menor, porque se tiene 
un área mayor para el flujo que está subiendo; todos estos cambios se originan por 

las recirculaciones.  Para una altura 𝑧 𝐷⁄ = 1.38, el cambio en la presión es pequeño 
con respecto a las demás alturas, dado que el efecto del agitador en el fluido va 
disminuyendo. 
 

Entre mayor sea la altura de la interfase, el cambio en la presión es mayor, lo cual 
concuerda con lo que se muestra en la Figura 5.13 para cuando se cambia de un 

𝑅𝑒 = 82 a un 𝑅𝑒 = 100.  
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Figura 5. 14 Perfiles de presión. 

5.4 Interfase despreciando la tensión interfacial  
 
En esta parte del trabajo, se modificó el valor del coeficiente de tension interfacial 

de  𝜎 = 0.025 𝑁/𝑚 (valor base) a 𝜎 = 0.050 𝑁/𝑚, asi como el caso en el cual no se 
considera el efecto de este fenómeno interfacial, es decir, un valor de 𝜎 = 0 𝑁/𝑚; 
con el objetivo de analizar el efecto de éste en el comportamiento de la interfase. El 
análisis que se presenta a continuación corresponde a un estado estacionario 

(tiempo (𝐷)). La Figura 5. 15 muestra la forma de la interfase para los dos valores 
presentados anteriormente del coeficiente de tensión interfacial y cuando se omite 

la tension interfacial, para un 𝑅𝑒 = 100. 
 
Como se observa en la Figura 5. 15, al modificar el valor de la tensión interfacial, 

éste influye en el área interfacial. Cuando el valor es  0.025 𝑁/𝑚, la interfase sufre 
ligeramente una mayor deformación, así como una mayor alteración en la misma, 

que para el caso de 0.050 𝑁/𝑚; es decir, cuando el coeficiente de tensión interfacial 
aumenta, el área interfacial disminuye. Pese a que, la cantidad de movimiento es la 
misma para todos los casos, existe un cambio en la forma de la interfase, debido a 
que se van reduciendo las fuerzas en la misma, que se oponen al arrastre de los 
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fluidos, ocasionado por los esfuerzos cortantes que se transmiten del agitador al 
fluido. Debido a lo anterior, las recirculaciones que se obtienen en los fluidos se ven 
modificados, ya que se está desplazando menos cantidad de fluido, cuando el valor 
del coeficiente de tensión interfacial es más grande. Además, en el caso extremo, 
cuando se desprecia la tensión interfacial el desplazamiento de los fluidos es más 
desordenado, el nivel y forma de la interfase sufre de una mayor deformación, e 
incluso se puede observar que existe desprendimiento de la misma; todo ésto 
debido a la total eliminación de las fuerzas que existen en ésta.  
 
 

 
 

Figura 5. 15 Forma de la interfase con diferentes coeficientes de tensión superficial. Re=100 

 
En la Figura 5. 16 se muestra la relación entre el área interfacial y el número de 
Weber, como se puede observar cuando el número de Weber disminuye el área 
interfacial también disminuye, es decir, existe un incremento en el coeficiente de 
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tensión interfacial, ésto se puede observar en Tabla 5. 2, al aumentar dicho 
coeficiente, el área interfacial disminuirá. El valor del coeficiente que tiene mayor 
área superficial, es la que no tiene el efecto de la tension superficial, y la de menor 
valor en el área es la que posee el valor del coeficiente de tensión superficial igual 

a 0.050 𝑁/𝑚. Para un valor de 𝜎 = 0.050 𝑁/𝑚, la disminución del valor del área 

superficial es del 2% con respecto al área del caso base (caso con 𝜎 = 0.025 𝑁/𝑚) 
y para 𝜎 = 0 𝑁/𝑚 el aumento en el área superficial es del 7%. Como se mencionó 
anteriormente, las fuerzas de la tensión superficial equilibran las del movimiento del 
flujo, inducido por el agitador, vía esfuerzos cortantes, produciendo que en el caso 

de 𝜎 = 0 𝑁/𝑚 que la interfase se deforme más. 
 

Área interfacial [ - ] 7.21 7.36 7.91 

σ [N/ m] 0.050 0.025 0 
Tabla 5. 2 Cambio en el área debido al coeficiente de tensión interfacial.  

 
Figura 5. 16 Relación entre el área interfacial y el número de Weber. 
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Conclusiones  
 

Para el presente trabajo se desarrolló un modelo numérico, que permite analizar la 
interacción existente entre dos líquidos inmiscibles, antes de la emulsificación; los 
cuales se someten al proceso de agitación, a diferentes condiciones de operación 

𝑅𝑒 = 82 y 𝑅𝑒 = 100 (el número de Reynolds está basado en el diámetro proyectado 
del agitador). Para modelar el flujo turbulento se utilizó la técnica de simulación de 
grandes escalas (Large Eddy Simulation). La evolución de la interfase se modeló 
con el método Level-Set y para modelar la geometría compleja de los cuerpos que 
se encuentran dentro del dominio computacional como son: el tanque y el agitador 
(el agitador está inclinado y su ángulo con respecto a la horizontal es de 30º), se 
utilizó la técnica de fronteras inmersas. Las fuerzas de tensión superficial son 
incluidas en el modelo y los fluidos de trabajo que se utilizaron son agua y aceite. 
 
Cuando el agitador comienza a moverse, éste transmite su cantidad de movimiento 
al aceite originando su desplazamiento, así como, el del agua; estas interacciones 
originan una deformación en la interfase. La cantidad de movimiento se transmite 
de un fluido a otro vía esfuerzos cortantes; éstos arrastran fluido en la parte inferior 
del agitador, originado el levantamiento de la interfase. Los cambios significativos 
de la velocidad de deformación del flujo se encuentran en la parte inferior del tanque, 
donde se encuentra el agua, debido a que la viscosidad es 62 veces menor y se 
puede desplazar con mayor facilidad. 
 
El comportamiento de la interfase tiene una buena aproximación con respecto al 

obtenido experimentalmente, para un 𝑅𝑒 = 82 se tiene un error, de 
aproximadamente, del 7%, y para un 𝑅𝑒 = 100, el porcentaje es del 12%.       
 
Al modificar el número de Reynolds, la interfase se ve afectada en su forma y altura, 
el aumento de este número propicia el incremento en la altura y en el área interfacial. 
Estos cambios se deben a que la cantidad de movimiento es mayor, por lo que los 
esfuerzos cortantes son capaces de arrastrar mayor cantidad de fluido. También, se 
observó que los cambios en la presión son significativos, mientras el cambio en la 
presión sea mayor, la altura de la interfase aumentara; la interfase es muy sensible 
a los cambios de presión.  
 
Cuando se modifica el coeficiente de tensión superficial, la interfase presenta una 
deformación en su área interfacial, que depende del valor de este coeficiente, ya 
que esta fuerza equilibra las demás, que están presentes en el movimiento del flujo. 
Si se desprecia dicho coeficiente, la interfase tiene un comportamiento caótico, y su 
deformación en el área interfacial es mayor; el aumento en el área interfacial es del 

7%. Para un valor de 0.050 𝑁/𝑚, la disminución del área superficial es del 2% con 
respecto al caso base (𝜎 = 0.025 𝑁/𝑚). Para este trabajo, a diferencia de las 
investigaciones numéricas encontradas en la literatura, se tomó en cuenta la tensión 
superficial, aportando una mejor representación cuando dos líquidos inmiscibles se 
encuentran en contacto.  
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En el trabajo se presentan flujos con número de Reynolds de 82 y 100. Estos números de 
Reynolds están en función de las propiedades del aceite. Debido a la gran diferencia, 
principalmente de la viscosidad entre ambos fluidos no se sabe el tipo de régimen que se 
tiene en el flujo, ya que en función de las propiedades del agua, estos números serían de 
5593 y 6665. Esto no implica un problema, pues el modelo de turbulencia que se utiliza se 
adapta correctamente a los diferentes regímenes. En posibles zonas turbulentas, el modelo 
se activa, pero en zonas laminares el modelo se desconecta proporcionando una viscosidad 
turbulenta nula. En las simulaciones presentadas, se encontró que el máximo valor de la 
viscosidad turbulenta se encontró alrededor del agitador con valores instantáneos del orden 
de la unidad. Sin embargo, el valor promedio de la viscosidad turbulenta, resultó varios 
órdenes de magnitud inferior. Con lo anterior se puede intuir que el flujo que se tiene es 
muy cercano al flujo laminar, con posibles zonas muy localizadas de turbulencia (cerca del 
agitador).  
 
 
 
 

Trabajos futuros 
 
Para comparar de manera detallada las predicciones del modelo numérico 
desarrollado, se recomienda la obtención de datos experimentales del flujo 
mediante velocimetría por imágenes de partículas (PIV) o algún otro método óptico 
que no perturbe el mismo. Además, sería conveniente estudiar el efecto de las 
viscosidades en el flujo, la posición del agitador en la dirección axial, incluido un 
cambio en el fluido, y su ángulo con respecto a la horizontal. También, es 
recomendable colocar un valor preciso del coeficiente de tensión superficial para los 
fluidos de trabajo, ya que para este caso se usó un valor aproximado localizado en 
la literatura. Finalmente, un aumento en el número de celdas de la malla 
computacional es recomendable, ya que se podría determinar las condiciones 
críticas en donde se inicia la emulsificación.             
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