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Resumen 
 
El vuelco es un importante problema que presentan los manipuladores móviles 
cuando operan sobre un terreno irregular o manipulan objetos pesados. Se requiere 
tener una medida que sea de fácil cálculo para estimar y evaluar la estabilidad 
dinámica para generar acciones que eviten la volcadura. Esto es particularmente 
importante en manipuladores con sistemas autónomos u operados por seres humanos. 
La presente tesis presenta  un criterio de estabilidad basado en el cálculo de las 
Reacciones Normales Promedio sobre el Piso, Mean Normal Ground Reactions  
(MNGR), para manipuladores móviles, el cual es sensible a la concentración de peso 
en las alturas. Éste criterio requiere bajo costo computacional. El criterio es aplicado a 
un manipulador móvil híbrido integrado por una plataforma móvil, un manipulador 
paralelo tipo Stewart y un brazo serial de tres grados de libertad, para mostrar los 
beneficios del método propuesto, se presentan las simulaciones y experimentos que 
validan los resultados obtenidos. Gracias al reposicionamiento de la Plataforma de 
Stewart se mejora el desempeño en estabilidad del sistema híbrido mencionado. 
 
Abstract 
 
For mobile manipulators, tipping-over is one of the most important problems when 
operating on uneven terrain or manipulating heavy objects. The estimation and 
evaluation of dynamic stability with an easy-computed measure helps to generate 
actions to avoid tipping-over. This is particularly important in autonomous systems 
and in human remotely operated manipulators. This paper presents a stability criterion 
based on the calculation of the Mean Normal Ground Reactions (MNGR) for mobile 
manipulators, which is sensible to top-heaviness. This criterion requires low 
computational cost and is sensitive to top-heaviness. The criterion is applied to a 
hybrid mobile manipulator that consists of a mobile platform, a Stewart parallel 
platform and a serial arm manipulator of three degrees of freedom, to show the 
benefits of the method proposed by the authors. Simulations and experiments reported 
in this paper show that by repositioning the Stewart platform is possible to improve 
the stability performance of the mentioned hybrid system. 
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Capítulo  1:  
 
Introducción 
 
 
Actualmente, los manipuladores móviles están siendo cada vez más utilizados en 
distintos campos, debido a la gran movilidad que presentan.  
 
El término de manipulador móvil se refiere a los sistemas constituidos por un brazo 
manipulador y una plataforma móvil, el cual puede ser autónomo o teleoperado, para 
realizar diversas tareas de mantenimiento remoto [1], limpieza de desechos tóxicos 
[2] y combate de fuego en bosques [3], desmantelamiento de bombas, transportación 
de materiales nucleares y aplicaciones militares.  Así mismo, se encuentran los 
manipuladores móviles que son controlados por operadores humanos como los 
utilizados en el campo de la minería y en el campo forestal [4].  
 
Una problemática que presentan los manipuladores móviles es la inestabilidad por 
pérdida del equilibrio (Tip-Over), cuando realizan maniobras rápidas, ejercen grandes 
fuerzas sobre el ambiente que los rodea, mueven cargas pesadas, operan sobre 
superficies irregulares e inclinadas [23]. 
 
La inestabilidad por Tip-Over ocurre cuando un vehículo nominalmente vertical 
experimenta una rotación que resulta en una reducción del número de puntos de 
contacto con el piso tal que todos los puntos que permanecen caen en una línea 
singular (eje Tip-Over). El control de movilidad se pierde, finalmente la situación 
generalmente no es reversible y el vehículo se vuelca [23]. 
  
Por lo anterior es necesario trazar una ruta y planear trayectorias, para controlar estos 
sistemas basados en una medida de margen de estabilidad dinámica instantánea, para 
incrementar la seguridad y productividad de éstos. 
 
 
1.1   Estado del Arte 
 
Los intentos hechos por la comunidad de investigación en robótica, para resolver el 
problema de planeación de movimientos, para manipuladores móviles trasladándose 
sobre terreno inclinado o ejerciendo grandes fuerzas o momentos sobre el ambiente, 
dio lugar a varias definiciones de restricción de estabilidad [7, 8, 9]. Al considerar el 
grado al cual una restricción de estabilidad es satisfecha, se obtiene una medida del 
margen de estabilidad. Sin embargo, las medidas propuestas no son sensibles al 
tambaleo y generalmente solo consideran la volcadura lateral. 
 
Varios investigadores examinaron más directamente la cuestión de cómo se debe 
definir el margen de estabilidad instantáneo para un manipulador móvil. McGhee 
propuso el uso de la distancia horizontal más corta entre el c.g y la frontera de apoyo 
frontal proyectada en el plano horizontal [10, 11]. Esta medida fue refinada por Song, 
aún permanece insensible al tambaleo y es solo una aproximación para sistema en 
terreno irregular [12].  
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Screenivasan y Wilcox mejoraron la medida de la distancia mínima al considerar el 
mínimo de la distancia de cada punto de contacto al vector de fuerza neta., eliminando 
la necesidad de un plano de proyección y por tanto haciendo la medida exacta [13]. 
Sin embargo, esta medida falla en la presencia de cargas angulares y tampoco toma en 
consideración el tambaleo.  
 
Davidson y Schweitzer también extienden el trabajo de McGhee, esta vez usando 
mecánica de tornillo para proveer una medida la cual elimina la necesidad de un plano 
de proyección mientras considera las cargas angulares [14]. Ellos reconocen sin 
embargo, que su medida no es sensible al topheaviness.  
 
Mesuri y Klein propusieron el uso del trabajo mínimo requerido para que el vehículo 
Tip-Over, una medida la cual es sensible a la altura del c.g. [15]. La aproximación 
basada en energía requerida para colocar el cg dentro de un plano (llamado plano de 
equilibrio), tal que todo el momento ejercido en el sistema es minimizado, fue 
extendida por Ghasempoor y Sepheri para incluir las cargas inerciales y externas, 
sujetas. Sin embargo, además, a la misma consideración de magnitud y dirección de 
carga constante a través del movimiento de Tip-Over, requiere de mucho cálculo [16]. 
 
Sugano, presentó el punto de momento cero (ZMP) por sus siglas en inglés, para la 
planeación de movimiento de un manipulador redundante [17]. Es un punto en el 
suelo donde la suma de las fuerzas y momentos actuando sobre el robot pueden ser 
reemplazados por una sola fuerza. Fue utilizado para estabilizar robots bípedos y ha 
sido aplicado muchas veces a robots móviles. 
 
El criterio ZMP fue usado originalmente en la planeación de la marcha para robots 
antropomórficos en los cuales la posición del centro de masa (cm) es constante. Por 
otro lado, en manipuladores móviles, especialmente en la manipulación de objetos 
pesados el cm puede estar variando. Por tanto el ZMP, en su forma original no es  
sensible a la variación del centro de masa. Además, si el ZMP es calculado de la 
forma como en [17], el momento de inercia de masa de diferentes cuerpos rígidos será 
despreciado. Sin embargo, el ZMP no provee del todo ninguna indicación específica 
sobre la inestabilidad del sistema, [18,19]. La planeación del movimiento cooperativo 
consistiendo de la planeación de un movimiento sinuoso y la de un movimiento local 
exacto considerando la estabilidad dinámica del sistema ha sido propuesto [20], donde 
los eslabones del manipulador y la base móvil son considerados como varias 
partículas ignorando el momento de inercia de masa de ellos en la evaluación del 
margen de estabilidad dinámica. Para incluir el momento de inercia de masa la 
formulación del ZMP ha sido modificada [21]. El ZMP basado en el criterio de 
estabilidad [19] principalmente utiliza la relación entre el ZMP y el polígono de 
apoyo para evaluar la estabilidad. Éste tipo de métodos de medición de estabilidad 
como los demostrados por [22,23], El punto de momento cero ficticio (FZMP) y el 
método de Centro de Presión (COP) [24-26], son ampliamente usados en robots 
humanoides así como en terreno. 
 
Otra medida emplea el momento resultante sobre cada borde de frontera considerando 
las fuerzas externas, las fuerzas de inercia y las gravitacionales, así como los torques 
ejercidos en el sistema [27]. Esta medida no es sensible a la altura del cm en su forma 
original.  
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Papadopoulos y Rey han reportado otra medida llamada margen Fuerza-Ángulo FA 
[28]. Esta medida usa el ángulo mínimo entre la fuerza resultante ejercida a la base y 
al eje normal Tip-Over sujeto a la consideración de bajas velocidades. Este algoritmo 
mide la estabilidad por el ángulo de la fuerza aplicada en el centro de masa. Los 
ángulos son referenciados al polígono de apoyo, el cual es un polígono convexo 
derivado de los puntos de contacto con el suelo del robot. El margen de estabilidad 
Fuerza-Ángulo  (FASM)[29-31]  es el criterio más común basado en el Fuerza-
Ángulo. Es aplicado a sistemas sujetos a fuerzas externas y de inercia, y a 
movimiento en terrenos regulares e irregulares. Adicionalmente es también sensible al 
top-heaviness. Long et al. Mejoraron la medida FA  para ser aplicada a un Robot 
Radial Simétrico [32] 
 
Moosavian desarrolló el algoritmo Estabilidad Momento-Altura (MHS) [33] que 
considera la inercia del robot sobre cada eje del polígono de apoyo. Incorpora un 
factor intuitivo escalando los resultados por la altura del centro de masa. Es 
considerada una métrica eficiente ya que no requiere mucho cálculo, la medida 
presentada es efectiva para manipuladores móviles y para robots con patas. Las 
simulaciones obtenidas muestran el resultado del merito de la nueva medida propuesta 
(MHS) en términos de el tiempo exacto de la predicción del vuelco. La métrica 
propuesta está basado en conceptos físicos, y es implementado con un coste 
computacional bajo. En esta medida la rotación pura es de principal interés, incorpora 
el momento de inercia de la masa de la base del móvil, que es un factor importante de 
la rotación de la base móvil. Alipour y Moosavian presentaron la planeación estable 
dinámicamente basada en un análisis sistemático para predecir mejor y eliminar la 
posibilidad de volcadura [34]. 
 
Li y Wang propusieron un método de computo para el ángulo de estabilidad de los 
puntos de contacto. Mientras Li no tomo en consideración la interferencia externa y el 
momento actuando en el centro de gravedad [35], el método de Wang no fue efectivo 
[36]. Hatano y Obara presentaron un criterio basado en las reacciones normales, 
pero no considera la variación de la altura del centro de masa [37]. 
 
En [38] Shanab y Sepehri, presentan el desarrollo de un modelo que puede simular 
adecuadamente la estabilidad dinámica de manipuladores montados en plataformas 
móviles. El modelo cuenta con la dinámica de la base que puede balancearse hacia 
delante y hacia atrás. Particularmente, el modelo predice los cambios en las 
velocidades en los enlaces del manipulador y de la base debido al impacto del suelo. 
Los resultados presentados muestran que mediante la manipulación apropiada de los 
brazos, un manipulador móvil puede alcanzar una condición estable e incluso revertir 
el vuelco. El algoritmo del manipulador móvil, indica si el manipulador móvil se va a 
volcar y sobre que borde lo hará, esto lo hace mediante el calculo del momento neto 
sobre los bordes frontal y posterior de la base. Mediante Newton-Euler son calculadas 
las fuerzas y torques de los links, una vez que esas fuerzas son calculadas, se computa 
el momento neto sobre el borde frontal y posterior. Hace uso de un modelo de 
impacto para cambiar las velocidades de las juntas y evitar que se volqué el 
manipulador. El trabajo de Shanab y Sepehri muestra que mediante la manipulación 
apropiada de los vínculos, se puede conseguir una condición estable e incluso revertir 
situaciones de vuelco, la seguridad, la productividad y vida útil de los manipuladores 
móviles podría ser mejorado por predicción y prevención automática del vuelco. 
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En [39] Shanab y Sepehri, hacen una extensión de su trabajo anterior, en el cual 
estudian la estabilidad dinámica de manipuladores móviles. El presente modelo no 
solo toma en cuenta la dinámica de la base cuando se balancea hacia atrás y hacia 
delante, sino que también la flexibilidad del contacto de la base con el suelo 
(suspensión y llantas). Se modela el manipulador por medio de eslabones virtuales 
para simular un manipulador de base no fija. Los resultados se usan para simular los 
movimientos planares de un  excavador Caterpillar. Los resultados muestran la 
relación entre los movimientos del manipulador y la estabilidad del manipulador 
móvil. Se demuestra que el contacto entre la base y la tierra debe ser considerada para 
la precisión de la estabilidad de manipuladores móviles. 
 
R. F. Abo-Shanab y N. Sepehri, 2005 Presentaron un modelo para estudiar la 
estabilidad Tip-Over en una máquina hidráulica cargadora de troncos [40]. El modelo 
tiene en cuenta la dinámica de: (i) la base que potencialmente puede balancearse hacia 
atrás o hacia delante, (ii) la combinación de la suspensión y el suelo con el neumático, 
(iii) la fricción entre los neumáticos y el suelo, y (iv) la función de los actuadores 
hidráulicos. Los resultados muestran los efectos de movimientos del manipulador, la 
flexibilidad de contacto entre la base y el suelo, el sistema hidráulico, y las 
propiedades de fricción entre las ruedas y el suelo, sobre la estabilidad de la maquina. 
En particular se muestra que la flexibilidad de contacto entre la base y el suelo reduce 
la estabilidad de la maquina, mientras que la flexibilidad de las articulaciones del 
manipulador por el cumplimiento hidráulico mejora la estabilidad de la maquina. 
 
Y. Li and Y. Liu, 2005 Analizaron la estabilidad de un manipulador móvil para 
evaluar la posibilidad de volcadura. Establecen un criterio de estabilidad [41]. El 
criterio esta basado en el hecho de que las fuerzas de soporte no pueden ser negativas, 
se toman en cuenta las aceleraciones de la plataforma móvil para poder considerar las 
fuerzas de inercia, se define una función potencial artificial que define la situación 
mas estable, esta situación es cuando la carga se distribuye uniformemente sobre las 
tres ruedas, también se determina una función para determinar la velocidad para 
prevenir que el manipulador móvil no se volqué. 
 
Meghdari et al [42], presentan un enfoque basado en una red neuronal para detectar 
situaciones inestables en manipuladores móviles, este método reduce grandemente el 
tiempo de calculo y es suficientemente rápido por usar un observador para medir el 
Tip-Over en tiempo real. El criterio desarrollado toma en cuenta la interacción 
dinámica del manipulador y la plataforma móvil dando como resultado una fuerza 
resultante y un momento del manipulador, estas ecuaciones son usadas para derivar 
las fuerzas actuando en las llantas. El criterio no solo mide la fuerza ascendente en las 
llantas si no que también mide la estabilidad de direccionabilidad. La volcadura 
ocurre si las fuerzas ascendentes de las llantas que ejerce la carretera en dos 
neumáticos se hace cero, una vez que se mide la fuerza de los neumáticos para 
determinar la estabilidad de Tip-Over, se verifica que las fuerzas verticales son 
suficientes para que sean para la tracción para mantener la maniobrabilidad en ese 
momento. Esto demostrará que el manipulador móvil estará en la zona de capacidad 
de direccionabilidad.  
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La aplicación de los criterios existentes puede ser de dos maneras: la primera, al 
equipar el manipulador con varios sensores, que proporcionan valores de los 
parámetros a considerar, y la segunda sin sensores, donde los parámetros necesarios 
para calcular el criterio indirectamente usan un observador, un modelo dinámico, etc. 
 
En el primer caso, se tiene una medida directa que proporciona información sobre las 
condiciones actuales en las que opera el manipulador, pero que implica la puesta en 
práctica del sistema de sensores que podrían ser caros. 
 
En el segundo caso, la información de cálculo es de forma indirecta, los modelos 
utilizados consumen muchos recursos informáticos. Para aplicar un algoritmo de 
control en un manipulador móvil se requiere un modelo dinámico, que es un sistema 
altamente no lineal, que sea conciso y de fácil cálculo para su ejecución en línea. 
 
Actualmente el desarrollo de la inteligencia artificial ha generado esquemas de control 
tales como las redes neuronales, lógica difusa, algoritmos genéticos o una 
combinación de ellos, se están aplicando a los robots móviles [43-52]. También se 
han aplicado controladores robustos, cuyo objetivo es dar a conocer la robustez y el 
rechazo de las perturbaciones del sistema, tales como el ruido [53]. El control de la 
impedancia se aplica en manipuladores que tienen contacto con el medio ambiente 
[54] 
 
De acuerdo con lo anterior, en este trabajo, un nuevo criterio de estabilidad sobre la 
base de las reacciones normales promedio sobre el suelo (MNGR) es propuesto. El 
cual presenta un requerimiento computacional más bajo que las otras medidas. 
 
 
1.2  Manipuladores Seriales y Paralelos 
 
Los manipuladores seriales son por mucho los manipuladores industriales más 
comunes, ya que por lo general presentan una estructura en forma de brazo mecánico, 
una cadena en serie con eslabones rígidos unidos por medio de juntas formando así un 
“hombro”, “un codo” y una “muñeca”. 
 
Su principal ventaja es su amplio espacio de trabajo dado su volumen. 
 
Como principal desventaja tenemos su poca rigidez y el hecho de que en ocasiones 
tienen que mover gran peso, donde la serie de actuadores que lo conforman a veces no 
lo soporta. 
 
Los manipuladores paralelos son un conjunto de mecanismos articulados cuyo 
movimiento es similar entre ellos. Tal movimiento es generado tanto en su base como 
en dichos mecanismos. Su característica de paralelismo se opone a la de un 
manipulador serial. Esto es, que la punta del efector (o mano) o su enlace (o brazo) va 
conectado a otra base en un número de cadenas separadas e independientes. Las 
cuales trabajan en paralelo (usualmente 3 o 6 cadenas). El término paralelo es usado 
en sentido topológico dada su geometría. 
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El manipulador paralelo que nos interesa estudiar es la Plataforma de Stewart (PS). 
Esta estructura de manipulación tiene su origen en el diseño de Stewart basado en un 
mecanismo de seis cadenas, para simular condiciones de flote y generar movimiento 
global en el espacio. El mecanismo de Stewart consiste en seis conectores montado 
sobre una superficie plana, distribuidos uniformemente en una plataforma superior. 
Los dispositivos se encuentran colocados de manera que proporcionan a este 
manipulador seis grados de libertad, de los cuales tres son de rotación y tres son de 
traslación. Esta plataforma es conocida también como plataforma de movimiento 
sinérgico, debido a que los movimientos se producen por una combinación de 
movimientos de varios de los lados en lo que sería una sinergia o interacción mutua, 
entre la forma en que los conectores se encuentran unidos. 
 
La PS ha sido utilizada en diversas aplicaciones, inicialmente como un mecanismo 
para simular condiciones de vuelo [55]. Además ha sido utilizada como estación de 
trabajo para maquinado, sensor de fuerza-torque [56,57], como estabilizador de 
movimiento en un barco [58], aislador de vibración [59] entre otros. 
 
Actualmente, las plataformas de Stewart tienen su principal aplicación en la 
tecnología de las máquinas-herramienta, de grúas, la investigación submarina, antena 
de posicionamiento por satélite, telescopios y cirugía ortopédica, pero es muy 
utilizado especialmente en la simulación de vuelo, en especial el llamado simulación 
de vuelo completo donde los 6 grados de libertad son de uso obligatorio. 
 
La plataforma de Stewart es un diseño mecánico utilizado para el control de posición. 
Las cadenas están diseñadas con un cuerpo superior e inferior que se puede ajustar, de 
modo que cada pierna debe ajustarse en longitud. 
 
Entre sus ventajas puede recalcarse su capacidad de posicionamiento preciso, su gran 
rigidez y agarrotamiento, el cual provee una fuente importante de seguridad en la 
posición y operación del movimiento. Es compatible con una gran capacidad de 
carga, pues su diseño soporta grandes fuerzas de tensión y compresión sin involucrar 
fuerza de flexión no deseada. Todo esto gracias a que las fuerzas se concentran en un 
punto medio, o centro sobre la placa superior, a diferencia de los diseños en serie 
donde la carga es admitida sobre un solo brazo [60]. 
 
 
1.3   Objetivo de la investigación 
 
Generar conocimiento sobre un manipulador móvil híbrido autoestabilizable, 
desarrollando un criterio de estabilidad de bajo requerimiento computacional, 
empleando como sistema de estabilización un manipulador paralelo. Capaz de ser 
cuantificar la estabilidad y que le permita al manipulador que opere en un estado de 
seguridad en condiciones de riesgo de volcadura para que pueda tener una mayor 
libertad de operación.  
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1.4   Justificación 
 
Se requiere un sistema de supervisión para la detección automática y prevención de 
inestabilidades por pérdida del equilibrio, en sistemas automáticos u operados por el 
ser humano, con el propósito de incrementar la seguridad y la productividad de estos 
manipuladores 
 
1.5   Metodología 
 
 
El presente trabajo presenta el criterio de Estabilidad desarrollado “Reacciones 
Normales Promedio”. Para validar el modelo se analiza un manipulador móvil con un 
brazo serial de 3 GDL y se compara con tres de los criterios más utilizados: “Force-
Angle” [28], “Moment Hight Stability” [33] y “Normal Supporting Force” [41]. 
 
Posteriormente se presenta el robot híbrido móvil – paralelo – serie, el cual cuenta con 
una Plataforma de Stewart colocada en la interfase del móvil y del brazo serial con el 
objetivo de ayudar a mejorar la estabilidad de todo el manipulador. Se muestra en 
primer lugar el análisis cinemático del brazo serial y en segundo lugar el análisis 
cinemático de la Plataforma de Stewart, utilizando como herramienta las 
transformaciones homogéneas. El modelo obtenido es resuelto de forma numérica con 
ayuda de un software matemático.  
 
Posteriormente se realiza el análisis dinámico de ambos manipuladores por medio de 
la formulación de Newton-Euler, básicamente para poder conocer las reacciones en 
los apoyos del manipulador híbrido, las cuales son parte fundamental del criterio de 
estabilidad propuesto. 
 
Finalmente se presenta el análisis de estabilidad tanto teórico como experimental del 
robot híbrido con el fin de sustentar ambos resultados.  
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Capítulo  2 
 
 

Estabilidad 
 
2.1. Introducción 
 
La pérdida de estabilidad puede suceder de varias formas, tales como deslizamiento 
puro, rotación pura respecto a un punto de frontera y a una combinación de 
deslizamiento y rotación [38]. El presente trabajo estudia el caso de rotación pura, 
generada principalmente por la pose del sistema (brazo y plataforma móvil). 
 
Cualquier rotación de un sistema es causado por torques o por el efecto rotacional de 
fuerzas ejercidas tales como momentos [33]. 
 
Medir la estabilidad representa que tanta resistencia opone el manipulador para 
volcarse es decir, respecto a la configuración más estable que tan lejos está la 
volcadura de presentarse. 
  
En el presente capítulo se muestra un nuevo criterio de estabilidad el cual es 
comparado con tres de los criterios más utilizados en la planeación de trayectórias de 
manipuladores móviles, estos criterios son: MHS (Moment Height Stability), Fuerza- 
Ángulo y reacciones normales en los apoyos.  
 
 
2.2. Estabilidad Tip-Over 
 
Una condición que se busca en los manipulaores móviles es su permanencia en el 
estado de equilibrio, la estabilidad máxima en un sistema se alcanza cuando el centro 
de masa se encuentra lo más bajo posible y su proyección sobre el plano horizontal 
del polígono de apoyo es lo más cercana al centro de este. 
  

 
a)     b) 

 
Figura 2.1. Polígono de apoyo formado por n puntos de contacto 
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2.2.1. Frontera de Apoyo 
 
La frontera de apoyo está formada por la unión de los puntos externos de la superficie 
de contacto formando un Polígono Convexo. La volcadura del sistema se dá sobre el 
Eje de Tip-Over el cual es uno de los bordes de la frontera de apoyo. Fig. 2.2b.  
  

 
 

a)    b) 
 

Figura 2.2. Contacto de las ruedas con el piso: a) proyección de las superficies de contacto; y b) 
frontera de apoyo 

 
Si uno de los apoyos desaparece o se desplaza, la frontera de apoyo se modifica y por 
tanto es posible que sea más propenso a la volcadura debido a que la distancia mínima 
del c.m. al eje de Tip-Over puede disminuir. La Fig. 2.3a muestra una frontera de 
apoyo formada por cinco superficies de contacto, la cual se puede alterar si se pierde 
o se desplaza alguno de los apoyos. En la Fig. 2.3b se observa que el c.m. permanece 
dentro del polígono de apoyo a pesar de que ha sido alterado, bajo esta condición 
entonces el móvil es estable. 

   
 

a)    b) 
 

Figura 2.3. a) Modificación de la frontera de apoyo; y b) poligono de apoyo formado por los ejes de 
Tip-Over 
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2.2.2. Criterio de Estabilidad Propuesto 
 
De acuerdo  a la definición de Tip-Over  es congruente medir la establidad a partir de 
las reacciones normales en los apoyos.  
  

          
a)    b) 

 
Figura 2.4. Reacciones en los apoyos: a) manipulador móvil; y b) DCL de la base móvil 

 
 
El criterio utilizado por [41] manifiesta que el sistema puede permanecer en estado 
estable bajo la la siguiente condición: 
  

N1 > 0 
N2 > 0 
N3 > 0 
N4 > 0 

  
 Sin embargo como ya se demostró anteriormente el hecho de que una de las 
reacciones desaparezca no implica que el manipulador se desestabilice, ya que todo 
depende de la proyección del c.m. sobre el polígono de apoyo, si cae dentro o fuera de 
este. 
 
La altura del centro de masa influye influye en la estabilidad del sistema, a 
continuación se dan detalles al respecto. 
 
 
2.2.2.1. Altura del c.m. 
 
Para considerar la influencia de la altura del c.m. en el criterio de Estabilidad es 
necesario entender cómo afecta el equilibrio. En un caso estático sobre un plano 
horizontal la variación de la altura del c.m.  no se vería reflejada en las reacciones en 
los apoyos. Esto se puede ejemplificar en la figura 2.5, en donde se tienen dos postes 
soportando un bloque con un peso W. Donde las reacciones son las mismas y la altura 
del c.m. no influye en la estabilidad del sistema. 
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a)     b) 

 
Figura 2.5. Condición en la que no influye la altura del c.m.: a) c.m. elevado; y b) c.m. bajo 

 
Ni = Ni´ i = {1,2} 

       i´= {1´, 2´} 
 
Si la superficie de apoyo está inclinada, la componente en x´ del peso del bloque 
produce un momento mayor respecto al piso para el bloque que se encuentra a mayor 
altura, Fig. 2.6a, en comparación con el momento producido por el bloque a menor 
altura, Fig 2.6b. 
 

 
a)    b) 

 
Figura 2.6. Condición en la que si influye la altura del c.m. a) c.m elevado b) c.m. bajo 

  
 

Ni  Ni´ i = {1,2} 
   i´= {1´, 2´} 

 
La altura del c.m. afecta de forma inversa la estabilidad del sistema, es decir entre 
mayor sea, la estabilidad disminuirá. 
 
Debido a la suposición de que a mayor altura se encuentre el c.m. la Estabilidad 
disminuye, entonces la altura h debe ser insertada en la medida y ser inversamente 
proporcional a esta. 
 		

ߙ ൌ ଵ


ܭ ൌ ݄ିଵܭ       donde:  ߙ es la medida de estabilidad 

 h representa la altura del c.m. 
 K es un escalar 
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2.2.2.2. Criterio basado en las reacciones normales promedio 
 
La medida de estabilidad propuesta está basada en las reacciones normales en los 
apoyos, solo que no las considera de forma independiente como en [41] sino por 
pares, ya que el eje de Tip-Over se forma entre dos de ellas; cuando inicia la 
volcadura la magnitud de estas reacciones se incrementa debido a que todo el peso del 
manipulador se recarga en sus puntos de apoyo. 
 
La medida de la estabilidad sobre cada borde sería entonces: 
  

ߙ                                           ൌ
ேାேశభ

ଶ
								݅ ൌ ሼ1,2, … , ݊ െ 1ሽ 

 

ߙ  ൌ
ேభାே

ଶ
 

 
donde  n es el número de apoyos de manipulador móvil. 
 
Las expresiones anteriores no son sensibles a la variación de la altura del centro de 
masa, por tanto, se deben multiplicar por el término ሺ݄..ሻିଵ: 
 

ߙ                                                                ൌ ሺ݄..ሻିଵ ∗
ேାேశభ

ଶ
										݅ ൌ ሼ1,2, … , ݊ െ 1ሽ 

 

ߙ                                                                ൌ ሺ݄..ሻିଵ ∗
ேభାே

ଶ
 

 
La medida puede ser normalizada como sigue: 
 
 

ොߙ                                                      ൌ
ሺ..ሻషభ∗

ಿశಿశభ
మ

ሺሺ..ሻሻషభ∗ቀ
ಿశಿశభ

మ ቁ


								݅ ൌ ሼ1,2, … , ݊ െ 1ሽ 

 

ොߙ                                                      ൌ
ሺ..ሻషభ∗

ಿభశಿ
మ

ሺሺ..ሻሻషభ∗ቀ
ಿభశಿ

మ ቁ


 

 
 
Donde ߙො es el margen de estabilidad normalizada y el subíndice “nom” se refiere al 
valor nominal. Que en este estudio, la posición de Home es considerada la 
configuración nominal. La normalización es conveniente para poder hacer la 
comparación del comportamiento con otras medidas de estabilidad. Así como, 
también para facilitar la interpretación del operador humano o del teleoperador, 
cuando se realice el monitoreo del margen de estabilidad. 
 
 
Caso Particular 
 
El caso de una plataforma móvil con cuatro llantas y un brazo de 3 GDL sujeta a 
cargas gravitacionales, Fig, 2.7 representa un problema de cuatro incógnitas y tres 
ecuaciones de equilibrio. Para calcular las reacciones en los apoyos, se puede utilizar 
el método de superposición en donde la contribución de cada carga se analiza por 
separado. Básicamente se tiene como reacción en el chasis una fuerza y un momento, 
mismo que se descompone en las direcciones “x” y “y” respectivamente, Fig. 2.8. 
Cabe mencionear que previamente se realizó el análisis dinámico con la metodología 
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Newton-Euler de este manipulador, primero se analizó el brazo y posteriormente la 
plataforma móvil para finalmente acoplarlos.  

 
 

 
 

Figura 2.7. Manipulador móvil con cuatro ruedas. 
 
 
 

 

 
 

Figura 2.8. Diagrama de cuerpo libre del chasis con cuatro llantas. Método de superposición para el 
problema de cuatro apoyos. 

 
Si el brazo experimenta un giro de su base respecto a la plataforma móvil, cada una de 
las reacciones presentaría una variación. El estudio hasta este punto sólo permitiría 
predecir la volcadura en el caso de que un par de reacciones adyacentes llegaran a ser 
cero, sin embargo no podríamos cuantificar que tan estable o inestable es el sistema ni 
tampoco se podría definir sobre que borde de la frontera de apoyo se volcaría (eje de 
Tip – Over). 
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Simulación 
 
Se considera el manipulador móvil mostrado en la Fig. 2.7, la Tabla  2.1 muestra las 
características físicas de cada componente: 
 

Tabla 2.1 Especificaciones del manipulador móvil 
 Componentes Longitud (cm) Masa (kg) 

Brazo Poste 60 .05 
Travesaño 60 3.18 

Plataforma 
Móvil 

Chasis 18.25x18.25 1.8 
Rueda 8 de diámetro .05 

 
El brazo es rotado 30° respecto al poste vertical del mismo, con esta orientación el 
travesaño sufre un desplazamiento de 30 cm. Esto genera que el c.m. también se 
desplace y tienda a salir de la frontera de apoyo formada en este caso por la unión de 
los 4 puntos de contacto, la estabilidad por tanto disminuye, Fig 2.9. La Fig. 2.10a 
muestra la variación de cada reacción. Las gráficas, en sí, no pueden cuantificar la 
estabilidad, ni tampoco se podría saber sobre que borde de la frontera el manipulador 
sería propenso a volcarse. Sin embargo, si se suman las reacciones por pares 
adyacentes, correspondientes a cada borde de la frontera, y se dividen entre dos, es 
posible observar la contribución de las reacciones sobre la frontera de apoyo en la Fig. 
2.10. El eje de Tip – Over es aquel en el que el par de reacciones que le corresponden 
son las de mayor magnitud, por tanto la medida de la estabilidad estaría cuantificada 
por el borde que contenga el par de reacciones mínimas, ya que esto indica que los 
puntos de contacto tienden a desaparecer. 
 
 
 

     
a)      b) 

 
Figura 2.9. Simulación: a) travesaño girado y c.m. en el centro; y b) travesaño girado-desplazado y c.m. 

en el borde 
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a)  b) 

 
Figura 2.10. Reacciones en los apoyos: a) comportamiento individual de cada apoyo; y b) reacciones 

promedio por pares. 
 

 
2.2.3. Casos de Estudio 
 
Se analizaron 3 casos para comparar distintos criterios de estabilidad (Fuerza-Ángulo 
F-A, Estabilidad Momento Altura MHS y Reacciones Normales) con el propuesto. 
Las especificaciones del manipulador son las mismas de la tabla 4. Debido a que son 
cuatro puntos de apoyo se tienen 4 bordes de frontera de apoyo que se identifican 
como sigue: el borde 1 se forma del segmento N1-N2, el borde 2 del segmento N2-N3, 
el borde 3 del segmento N3-N4 y el borde 4 del segmento N4-N1, Fig. 2.8. 
 
 
Caso1 
 
En la plataforma móvil estática, sólo el travesaño se desplaza en la dirección negativa 
de z, el c.m. se encuentra a la mitad de la distancia que hay entre el centro goemétrico 
del chasis y el borde 3, también se desplaza de arriba a abajo, Fig. 2.11b. 
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a)   b) 

 
Figura 2.11. Manipulador móvil: a) posición inicial con c.m. elevado; y b) posición final con c.m. bajo. 
 
 

 
a)   b)   c)   d) 

 
Figura 2.12. Comportamiento de los criterios de Estabilidad a) Fuerza – Ángulo, b) Fuerza normal de 

apoyo, c) MHS y d) Propuesta 
 
Los criterios Fuerza-Ángulo y Fuerza normal de apoyo muestran insensibilidad a la 
variación de la altura del centro de masa, los criterios MHS y el propuesto muestran 
exactamente el mismo comportamiento. La medida de estabilidad MHS corresponde a 
la menor de los bordes, en este caso es 3 que a su vez indica que el sistema tiende a 
volcarse sobre el borde 3, la medida de la propuesta es el menor de los promedios de 
los pares de reacciones, en este caso (N1+N2)/2, el eje de Tip – Over es el mayor de 
los promedios de los pares de reacciones: (N1+N4)/2 que corresponde al borde 3. 
 
 
Caso2 
 
En la plataforma móvil estática, sólo el travesaño se desplaza en la dirección positiva 
de x hasta donde el c.m. llega al borde partiendo del centro de la plataforma móvil, se 
desplaza lateralmente, Fig. 2.13. 
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a)   b) 

 
Figura 2.13. Manipulador móvil: a) posición inicial con c.m. al centro; y b) posición final con c.m. en 

el límite de la frontera de apoyo 
 

 

 
a)   b)   c)   d) 

 
Figura 2.14. Comportamiento de los criterios de Estabilidad: a) Fuerza – Ángulo; b) Fuerza normal de 

apoyo; c) MHS; y d) Propuesta. 
 

Todos los criterios indican el momento de la volcadura porque llegan a cero, ߙଷ 
(2.14a), N1 y N2 (2.14b), ߙଷ  (2.14c) y (N1+N2)/2 (2.14d). Fuerza-Ángulo y Fuerza 
normal de apoyo parten en la gráfica de 1 debido a  que son insensibles a la altura del 
c.m., mientras que los dos criterios restantes parten 0.25 aproximadamente, porque el 
centro de masa se encuentra a la altura máxima de acuerdo a la longitud del poste del 
brazo. Las gráficas que hay que comparar de estos son de nuevo 3 y (N1+N2)/2.  
 
 
Caso3 
 
En la plataforma móvil estática, el poste del brazo gira sobre z, de la dirección 
positiva de x a la dirección positiva de y, es decir 90°. El centro de masa se encuentra 
a la altura de los bordes 1 y 3 en los puntos inicial y final respectivamente. Fig.2.15. 
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              a)                       b) 
 
Figura 2.15. Giro de brazo de X a Y: a) posición inicial con c.m. cerca del borde 3; y b) posición final 

con c.m. cerca del borde 2. 
 
El criterio Fuerza Normal de apoyo, Fig. 2.16b, ya no muestra una información 
práctica que se pueda interpretar fácilmente a diferencia del resto de los criterios, 
éstos si muestran la variación de la estabilidad y los bordes sobre los cuales el sistema 
es propenso a la volcadura, 2 y 3. 
 

 
a)   b)   c)   d) 

 
Figura 2.16. Comportamiento de los criterios de Estabilidad: a) Fuerza – Ángulo; b) Fuerza normal de 

apoyo; c) MHS; y d) Propuesta 
 
Cuando la orientación del brazo coincide con la dirección de “x” el eje de Tip –Over 
es el 3, cuando la dirección del brazo coincide con la dirección de “y” el eje de Tip-
Over es el 2. Al igual que en el caso anterior el criterio Fuerza – Ángulo parte o 
termina en 1, por su insensibilidad a la altura del c.m. a diferencia del MHS y 
Reacciones Normales promedio. Las curvas equivalentes que presentan un 
comportamiento similar para MHS y la propuesta son respectivamente: 2 con 
(N1+N4)/2 y 3 con (N1+N2)/2. 
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Figura 2.17. Comportamiento del criterio de Estabilidad propuesto  
 
La Fig. 2.17 muestra los valores mínimos y máximos de las curvas de estabilidad 
propuesta, los primeros representan la medida así como los bordes de 
desprendimiento los cuales van del borde 1 al borde 4, mientras que los segundos 
representan los ejes de rotación (ejes Tip-Over) que van del borde 3 al borde 2. 
 
El estudio presentado a un manipulador móvil simple sirvió para desarrollar el nuevo 
criterio. A continuación se presentan los análisis teóricos y experimentales del 
manipulador híbrido desarrollado en este proyecto.  
 
 
2.3. Análisis experimental de Estabilidad 
 
Se construyó un prototipo de un manipulador muy simple de 3 grados de libertad 
acoplado a un chasis con apoyos que permitiera variar la posición del centro de masa, 
Fig. 2.18. El eslabón horizontal puede ser desplazado vertical y horizontalmente 
gracias a las guías con las que cuenta, se le colocó una pesa con el fin de generar una 
condición más crítica para la estabilidad del mecanismo. El eslabón vertical está 
conectado con un motor de cd que simplemente lo hace girar en un sentido.  
 
El chasis cuenta con cuatro brazos en forma de vigas con perfil rectangular, los cuales 
son instrumentados con strain gages para facilitar la medición de las reacciones en los 
apoyos del manipulador. 
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Figura 2.18. Prototipo del manipulador móvil 

 
 
2.3.1. Instrumentación del manipulador 
 
Con el fin de calcular las reacciones en los apoyos, tal como lo establece el criterio de 
estabilidad, se instrumentó el chasis con strain gages de la serie EA-13-060LZ-120/E 
de Micro-Measurements, los sensores son para aluminio ya que todo el prototipo es 
de este material. Para la prueba experimental se sustituyeron las ruedas por apoyos 
para mantenerlo más estable, solo se consideró el movimiento del brazo. Los brazos 
del chasis tuvieron que ser rebajados para perder rigidez y ganar sensibilidad en la 
medición, Fig. 2.19. 
 

 
Figura 2.19. Prototipo instrumentado 

 
 
Para calcular las reacciones en los apoyos “Ni” se utilizaron las expresión de esfuerzo 
normal en flexión, ec. 1 y la relación esfuerzo-deformación, ec. 2 de acuerdo al 
esquema de la figura 2.20. 

	  
Figura 2.20. Consideraciones geométricas del brazo del chasis instrumentado 

 

ߪ     ൌ ୷

୍
ൌ ሺሻ୦/ଶ

ୠ୦య/ଵଶ
ൌ 

ୠ୦మ
    (1) 
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ߪ     ൌ  E       (2)ߝ
 
Se igualan la ecuación 1 y la ecuación 2, y se despeja la reacción normal Ni del apoyo 
 

  N୧ ൌ
ఌୠ୦మ


      (3) 

 
Tabla 2.2 Parámetros geométricos del brazo del chasis 

 
 
El módulo elástico del aluminio se determinó aprovechando la colocación de los 
strain gages en el chasis, en uno de los brazos se fueron colocando pesas, mientras la 
parte central del bastidor estaba fija, con los puntos obtenidos de la prueba se realizó 
un ajuste lineal para conocer el valor de la pendiente del diagrama Esfuerzo-
Deformación. El módulo resultante fue de 46.4 GPa, el cual difiere de manera 
importante ya que el valor nominal del material es casi de 70 MPa. 
 
2.3.2. Prueba experimental 
 
Los strain gages del chasis se conectaron  en cuarto de puente con el equipo P3, 
mientras que el motor de cd se conectó en una fuente de voltaje, la velocidad angular 
del brazo fue de 0.25 rev/s. Fig. 2.21. La prueba consistió en variar la altura del 
eslabón horizontal del brazo así como la posición de la pesa que se encuentra sobre 
este. Las distancias se muestran en la tabla 3, el brazo solo giraba en un sentido. 
 

 
Figura 2.21. Prueba experimental de Estabilidad; indicador de deformación modelo P3 de Micro-

measurements, computadora para adquisición de datos y manipulador instrumentado con pesa. 
 
 

Tabla 2.3. Parámetros del manipulador móvil 

    
 
 
 
 
 

L (m) y (m) b (m) h (m)

0.034 0.0015 0.0256 0.003 

Caso X (m) Z (m) hc.m. (m)  
1 0.18 0.39 0.1734 
2 0.18 0.325 0.1522 
3 0.18 0.26 0.1300 
4 0.13 0.39 0.1734 
5 0.13 0.325 0.1522 
6 0.13 0.26 0.1300 
7 0.07 0.39 0.1734 
8 0.07 0.325 0.1522 
9 0.07 0.26 0.1300 
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2.4. Resultados 
 

Se muestran las gráficas experimentales y por simulación correspondientes al Caso 1, 
el resto de los casos en el Apéndice A, con el objetivo de validar los resultados. La 
medida de Estabilidad es la que presenta valores más pequeños en los bordes de la 
frontera de apoyo. Las gráficas de la simulación muestran en rojo la parte de las 
curvas que presenta estos valores.  
	

	 												 	

														 	

	 												 	

	 												 	
a)     b) 

 
Figura 2.22. Gráficas del Caso1 a) experimentales y; b) por simlación  

 
 

Se puede observar en la gráficas de la Fig. 2.22 coincidencia entre ambos grupos de 
gráficas debido, las pequeñas diferencias se atribuyen a la manufactura del prototipo y 
a una irreguraridad del par motor. 
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Capítulo  3 
 
 

Análisis Cinemático 
 
3.1. Configuración del Manipulador Serial y del Manipulador 
Paralelo 
 
Las Figs. 3.1 y 3.2 muestran las configuraciones del brazo serial y de la plataforma de 
Stewart respectivamente. En el caso de esté último, el modelo cinemático y dinámico 
se obtienen a partir de analizar una sola cadena cinemática debido a su simetría. 
 
 
 

 
Figura 3.1. Configuración del brazo serial 

 
 

 
Figura 3.2. Configuración del manipulador paralelo 
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3.2.  Introducción 
 
La cinemática estudia el movimiento de los cuerpos sin considerar las fuerzas y/o 
torques que lo generan, en este capítulo se presenta el análisis de posición, velocidad 
y aceleración de una Plataforma de Stewart de 6 GDL y de un brazo serial de 4 GDL.  
 
La cinemática de los cuerpos es definida a partir de sistemas de referencia, inercial y 
locales. Será tratado el problema de la cinemática inversa tanto para la Plataforma de 
Stewart como para el brazo serial. 
 

 
 

Figura 3.3. Plataforma de Stewart y brazo serial 
 
 
El análisis se llevó a cabo por medio de matrices homogéneas las cuales nos 
proporcionan desplazamiento y rotación de un cuerpo en el espacio. 
 
 
3.3.  Coordenadas Homogéneas 
 
Sea ܘ ൌ ሾ௫, ,௬ ௭ሿ்  el vector de posición de un punto respecto a un marco de 
referencia A en el espacio tridimensional. Definimos las coordenadas homogéneas de 
de p como 
 

ෝܘ ൌ ሾߩ௫, ,௬ߩ ,௭ߩ  ሿ்ߩ
 
Así las coordenadas homogéneas de un punto p en el marco A son representadas por 
un vector ܘෝ en un espacio de cuatro dimensiones. La cuarta coordenada ߩ es un factor 
de escala diferente de cero. En general, un vector de posición de dimensión N llega a 
ser un vector de dimensión (N+1) en un sistema de coordenadas homogéneas.  
El concepto de coordenadas homogéneas es útil en el desarrollo de las matrices de 
transformación que incluyen rotación, traslación, escalamiento, y transformación de 
perspectiva [6]. 
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De la definición anterior, se puede observar que un vector tridimensional puede ser 
recuperado de sus coordenadas homogéneas tetradimensionales al dividir las primeras 
tres coordenadas homogéneas por la cuarta coordenada; tal que, 
 

௫ ൌ
ොೣ
ఘ

௬     , ൌ
ො
ఘ

,     y     ௭ ൌ
ො
ఘ

. 

 
Para la cinemática de mecanismos y de robots manipuladores , se elije el factor de 
escala ߩ ൌ 1 por conveniencia. Cuando el factor de escala se ajusta a la unidad, las 
tres primeras coordenadas homogéneas representan las coordenadas actuales de un 
vector tridimensional. Por tanto el vector de posición de un punto está dado 
simplemente como 
 

ෝܘ ൌ ሾ௫, ,௬ ,௭ 1ሿ் 
 
 
3.4.  Matriz de Transformación Homogénea 
 
La matriz de transformación homogénea es una matriz de 4 ൈ 4 que es definida con el 
propósito de mapear un vector de posición homogéneo de un sistema coordenado en 
otro. La matriz puede ser particionada en cuatro submatrices como sigue: 
 

ࢀ
 ൌ ቮ

ࡾ
ሺ3 ൈ 3ሻ ⋮ ሺ3 ൈ 3ሻ
⋯ ⋯ ⋯

ሺ1ࢽ ൈ 3ሻ ⋮ ሺ1ߩ ൈ 1ሻ
ቮ. 

   
La submatriz de ሺ3 ൈ 3ሻ superior izquierda ࡾ

  denota la orientación de un marco 
móvil B con respecto al marco de referencia A. La submatriz de ሺ3 ൈ 1ሻ superior 
derecha denota la posición del origen del marco móvil relativo al marco fijo. La 
submatriz de ሺ1 ൈ 3ሻ  inferior izquierda ࢽ  representa una transformación de 
perspectiva y el elemento inferior derecho ߩ es un factor de escala. Para la cinemática 
de mecanismos y robots manipuladores, el factor de escala se ajusta a la unidad y la 
matriz de ሺ1 ൈ 3ሻ de transformación de perspectiva  se ajusta a cero [5]. 
 
La forma de las matrices homogéneas para los movimientos básicos es la siguiente 
[61]: 
 
Posición 

ሻݔ௭ଵሺࢀ ൌ ተ

1 0 0 ݔ
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

ተ  ࢀ௭ସሺߠ௫ሻ ൌ ተ

1 0 0 0
0 ߠܥ െܵߠ 0
0 ߠܵ ߠܥ 0
0 0 0 1

ተ 

 

ሻݕ௭ଶሺࢀ ൌ ተ

1 0 0 0
0 1 0 ݕ
0 0 1 0
0 0 0 1

ተ  ࢀ௭ହሺߠ௬ሻ ൌ ተ

ߠܥ 0 ߠܵ 0
0 1 0 0

െܵߠ 0 ߠܥ 0
0 0 0 1

ተ 
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ሻݖ௭ଷሺࢀ ൌ ተ

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 ݖ
0 0 0 1

ተ  ࢀ௭ሺߠ௭ሻ ൌ ተ

ߠܥ െܵߠ 0 0
ߠܥ ߠܵ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

ተ 

 
 
donde ࢀ௭ଵ, ࢀ௭ଶ y ࢀ௭ଷ son matrices de transformación homogéneas para una traslación 
pura mientras que ࢀ௭ସ, ࢀ௭ହ y ࢀ௭ son matrices de transformación homogéneas para 
una rotación simple. 
 
Velocidad 
ሶ܂ z1(x)   =  Tz1(x) Vz1  =  Tz1(x) Dz1(ݔሶ ) 
ሶ܂ z2(x)   =  Tz2(y) Vz2  =  Tz2(y) Dz2(ݕሶ) 
ሶ܂ z3(z)   =  Tz3(z) Vz3   =  Tz3(z) Dz3(ݖሶ) 
ሶ܂ z4(θx) =  Tz4(θx) Vz4 =  Tz4(θx) Dz4(ߠሶ௫) 
ሶ܂ z5(θy) =  Tz5(θy) Vz5 =  Tz5(θy) Dz5(ߠሶ௬) 

ሶ܂ z6(θz) =  Tz6(θz) Vz6 =  Tz6(θz) Dz6(ߠሶ௭) 
 
donde: 
 

ሶሻݔ௭ଵሺࡰ ൌ ተ

1 0 0 ሶݔ
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

ተ  ࡰ௭ସሺߠሶ௫ሻ ൌ ተ

1 0 0 0
0 0 െߠሶ௫ 0
0 ሶ௫ߠ 0 0
0 0 0 0

ተ 

 

ሶݕ௭ଶሺࡰ ሻ ൌ ተ

1 0 0 0
0 1 0 ሶݕ
0 0 1 0
0 0 0 1

ተ  ࡰ௭ହሺߠሶ௬ሻ ൌ ተተ

0 0 ሶ௬ߠ 0
0 0 0 0
െߠሶ௬ 0 0 0
0 0 0 0

ተተ 

 

ሶሻݖ௭ଷሺࡰ ൌ ተ

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 ሶݖ
0 0 0 1

ተ  ࡰ௭ሺߠሶ௭ሻ ൌ ተ

0 െߠሶ௭ 0 0
ሶ௭ߠ 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

ተ 

 
Aceleración 
 
ሷ܂ z1(x)   =  Tz1(x) Bz1  =  Tz1(x) Dz1(ݔሷ ) 
ሷ܂ z2(x)   =  Tz2(y) Bz2  =  Tz2(y) Dz2(ݕሷ ) 
ሷ܂ z3(z)   =  Tz3(z) Bz3   =  Tz3(z) Dz3(ݖሷ) 
ሷ܂ z4(θx) =  Tz4(θx) Bz4 =  Tz4(θx) (Dz4(ߠሷ௫) + ࡰ௭ସ

ଶ  ((ሶ௫ߠ)
ሷ܂ z5(θy) =  Tz5(θy) Bz5 =  Tz5(θy) (Dz5(ߠሷ௬) + ࡰ௭ହ

ଶ  ((ሶ௬ߠ)
ሷ܂ z6(θz) =  Tz6(θz) Bz6 =  Tz6(θz) (Dz6(ߠሷ௭) + ࡰ௭

ଶ  ((ሶ௭ߠ)
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3.5. Matriz Phi 
 
Debido a que la placa superior de la Plataforma de Stewart presenta un movimiento 
oscilatorio, de a cuerdo a las configuraciones que debe de alcanzar en función de la 
orientación del brazo serial para mejorar la estabilidad del manipulador móvil, el 
método más adecuado que describe la rotación de cuerpo rígido es el de la “Matriz 
Phi” [63], en el que la orientación queda en términos de un ángulo  y un eje u que es 
un vector unitario cuyas componentes son los cosenos directores (ux, uy, uz). Una 
manera de formar la matriz en cuestión es la siguiente: 
 

1. Rotar el cuerpo rígido para traer el eje u paralelo al eje z, 
2. Ejecutar la rotación   alrededor del eje u en su ubicación temporal,  
3. Regresar u a su posición original 

 
 

Las transformaciones que representan estos giros es la siguiente: 
 

܀ ൌ  ܚఉ,௬൧ି܀ఊ,௫൧ൣ܀థ,௭൧ൣ܀ఊ,௫൧ൣି܀ఉ,௬൧ൣ܀ൣ

܀                                      ൌ  (3.1)                         ܚథ,௨൧܀ൣ
donde: 

ߛ݊݅ݏ ൌ
௬ݑ
1
ൌ  ௬ݑ

 

ߛݏܿ ൌ ඥݑ௫ଶ   ௭ଶݑ
 

ߚ݊݅ݏ ൌ
௫ݑ

ඥݑ௫ଶ  ௭ଶݑ
 

                    (3.2) 

ߚݏܿ ൌ
௭ݑ

ඥݑ௫ଶ  ௭ଶݑ
 

 
ߚ݊݅ݏ	ߛݏܿ                                               ൌ  ௫ݑ
 
ߚݏܿ	ߛݏܿ                                               ൌ  ௭ݑ
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Sustituyendo la ec. (3.1) en la ec. (3.2): 
 

థ,௨൧܀ൣ ൌ ൦

߶௫ଶܸݑ  ܿ߶ ߶௬ܸݑ௫ݑ െ ߶ݏ௭ݑ ߶௭ܸݑ௫ݑ  ߶ݏ௬ݑ

߶௬ܸݑ௫ݑ െ ߶ݏ௭ݑ ߶௬ଶܸݑ  ܿ߶ ߶௭ܸݑ௬ݑ  ߶ݏ௫ݑ

߶௭ܸݑ௫ݑ  ߶ݏ௬ݑ ߶௭ܸݑ௬ݑ  ߶ݏ௫ݑ ߶௭ଶܸݑ  ܿ߶
൪ 

 
donde: 

ܸ߶ ൌ 1 െ  ߶ݏܿ
 

߶ݏ ൌ  ߶݊݅ݏ
ܿ߶ ൌ  ߶ݏܿ

 
La matriz homogénea correspondiente a la matriz phi se representa de la siguiente 
forma: 
 

థ,௨܂ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ

߶௫ଶܸݑ  ܿ߶ ߶௬ܸݑ௫ݑ െ ߶ݏ௭ݑ ߶௭ܸݑ௫ݑ  ߶ݏ௬ݑ 0

߶௬ܸݑ௫ݑ െ ߶ݏ௭ݑ ߶௬ଶܸݑ  ܿ߶ ߶௭ܸݑ௬ݑ  ߶ݏ௫ݑ 0

߶௭ܸݑ௫ݑ  ߶ݏ௬ݑ ߶௭ܸݑ௬ݑ  ߶ݏ௫ݑ ߶௭ଶܸݑ  ܿ߶ 0
0 0 0 ے1

ۑ
ۑ
ۑ
ې
 

 
La matriz de velocidad angular es la siguiente: 
 
 

థ,௨܅ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ 0 െݑ௭߶ሶ ௬߶ሶݑ 0

௭߶ሶݑ 0 െݑ௫߶ሶ 0
െݑ௬߶ሶ ௫߶ሶݑ 0 0
0 0 0 ے1

ۑ
ۑ
ۑ
ې
 

 
La matriz de aceleración angular general es la siguiente: 
 

థ,௨ۯ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
െۍ ቀ൫ݑ௬߶ሶ൯

ଶ
 ൫ݑ௭߶ሶ ൯

ଶ
ቁ ௬߶ሶݑ௫ݑ ଶ െ ௭߶ሷݑ ௭߶ሶݑ௫ݑ ଶ  ௬߶ሷݑ 0

௬߶ሶݑ௫ݑ ଶ  ௭߶ሷݑ െ ቀ൫ݑ௫߶ሶ ൯
ଶ
 ൫ݑ௭߶ሶ ൯

ଶ
ቁ ௭߶ሶݑ௬ݑ ଶ െ ௫߶ሷݑ 0

௭߶ሶݑ௫ݑ ଶ െ ௬߶ሷݑ ௭߶ሶݑ௬ݑ ଶ  ௫߶ሷݑ െ ቀ൫ݑ௫߶ሶ ൯
ଶ
 ൫ݑ௬߶ሶ ൯

ଶ
ቁ 0

0 0 0 ے1
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

 
 
3.6 Cinemática de la Plataforma de Stewart 
 
3.6.1 Grados de Libertad 
 
Los grados de libertad del mecanismo paralelo se determinan con el criterio de 
Grübler-Kutzbach 
 

ࡲ ൌ ሺࣅ െ  െ ሻ ࢌ
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donde: 
 
 .grados de libertad del espacio en el que el mecanismo funciona  :ࣅ
n:  número de eslabones en el mecanismo. 
j:  número de juntas en l mecanismo. 
  .grados de movimiento relativo permitido por la junta i  :ࢌ
 
Los valores para la Plataforma de Stewart son: 
 

ࡲ ൌ ሺ െ ૡ െ ሻ  ሺሻ  ሺሻ  ሺሻ 
 

F = 6 
 
Los tres últimos términos de la ecuación corresponden al número de juntas y los 
grados de libertad de presentan cada una de éstas (esféricas, prismáticas y  
universales). 
 
 
3.6.2 Análisis de Posición 
 
El problema cinemático inverso de la posición para la Plataforma de Stewart consiste 
en dar la posición y orientación del centro de masa de la placa superior: xP, yP, zP, , y 
(,u). Cabe aclarar que la rotación correspondiente al ángulo  se hará respecto a una 
dirección normal a la placa superior de la PS ya que en determinadas orientaciones de 
esta placa se tienen rotaciones combinadas entre el ángulo  y el mencionado 
anteriormente. Así mismo también se deben encontrar los ángulos y el 
desplazamiento lineal siguientes: θ65i, θ87i, θ98i, z109i, θ1110i, θ1211i, correspondientes a 
las juntas y al desplazamiento del actuador lineal.  
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Figura 3.4. Esquema de una cadena cinemática de la PS. 

 
En la figura 3.4 podemos apreciar 4 sistemas de referencia, el sistema inercial “0” y 
los sistemas locales tanto de la base móvil “C”, de la placa inferior de la PS “B” como 
de la placa superior “P”. 
 
A partir de la base inercial “0” se generan las bases locales por medio de las 
transformaciones homogéneas. Como se mencionó anteriormente el sistema “C” 
representa la base móvil cuya posición y orientación en el espacio se determina a 
partir de la transformación T0C, correspondiente a 3 traslaciones y 3 orientaciones: 
 

T0C = Tz1(xC) Tz2 (yC) Tz3 (zC) Tz6(C) Tz4 (C) Tz6 (C)  (3.3) 
 
Para generar el sistema “B” se aplica una transformación Tz3(zBC) como se muestra en 
la Fig. 3.5.  
 

TCB = Tz3(zBC)     (3.4) 
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Figura 3.5. Transformación de la base C a la 1i 

 
 
De acuerdo a la posición de la junta de revoluta la base “B” debe ser orientada a dicha 
junta generando el sistema 1i a través de un giro sobre kB, para trasladar la base 1i a la 
posición de la junta de revoluta 2i se aplica una transformación sobre el eje 1i, Fig. 
3.5 y Fig. 3.6: 
 

TB2i = Tz6(δ1i) Tz1(x21i)   (3.5) 
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Figura 3.6. Transformación de la base 1i a la 2i 

 
El elemento conectado a la placa inferior de la PS presenta una orientación que es 
obtenida a partir de tres giros constantes respecto a k, i y k respectivamente, Fig. 
3.7a,b,c. El ángulo de giro sobre la dirección k5i de la junta de revoluta es θ65i, Fig. 
3.7d. 
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c) b) 
 

       
 

c)       d) 
 

Figura 3.7.  Transformación de la base: a) 2i a 3i; b) 3i a 4i; c) de 4i a 5i; y de 5i a 6i. 
 
 
 La traslación a la junta universal para generar la base 7i se realiza en dirección de k6i, 
Fig. 3.8. La transformación correspondiente es la siguiente: 
 

T27i = Tz6(δ32i) Tz4 (δ43i) Tz6 (δ54i) Tz6 (θ65i) Tz3(z76i)  (3.6) 
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Figura 3.8. Transformación de la base 6i a la 7i. 
 
La junta universal presenta dos giros, uno en cada eje, sobre j7i y i8i respectivamente, 
Fig. 3.9. Posteriormente se genera la base 10 a partir de una traslación en k9i, Fig. 
3.10. La transformación que representa estos movimientos es la siguiente: 

T710i = Tz5(θ87i) Tz4(θ98i) Tz3(z109i)   (3.7) 
 
 

  
 

a)   b) 
 

Figura 3.9. Transformación de la base  a) 7i a 8i y b) 8i a 9i. 
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Figura 3.10. Transformación de la base 9i a la 10i. 
 
 
De forma similar en la junta universal superior se generan las bases 11i y 12i por los 
giros sobre i10i y j11i respectivamente, Fig. 3.11a,b. La base 13i se genera por la 
traslación sobre k12i hacia la junta empotrada, Fig. 3.11c. 
 

T1013i = Tz4(θ1110i) Tz5 (θ1211i) Tz3(z1312i)   (3.8) 
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 a)    b) 
  

 
c) 
 

Figura 3.11. Transformación del sistema: a) 10i a 11i; b) 11i a 12i; y c) 12i a 13i. 
 
La base “P” que representa el movimiento de la placa superior de la PS se genera con 
tres desplazamientos en i, j, k y la orientación en este caso se obtendrá por medio de 
la matriz de la “Matriz Phi” de 4 x 4 (TΦ,u), considerando que la placa tendrá 
movimientos de oscilación de acuerdo a la posición del brazo y la superficie sobre la 
cual se desplace el móvil, Fig. 3.12. La transformación es la siguiente: 
 

T0P = Tz1(xC+xP) Tz2(yC+yP) Tz3(zC+zBC+zP) Tz6() TΦ,u   (3.9) 
 
Cabe mencionar que xP, yP, zP son los desplazamientos sobre cada dirección tomados 
respecto a la placa inferior de la PS, esto con el fin de tener una referencia basado en 
su espacio de trabajo, y en el caso del desplazamiento en “k” se tiene la distancia que 
va del c.m. del móvil a la placa inferior de la PS (zBC). De esta forma se obtiene la 
posición final de la placa superior. 
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Figura 3.12. Transformación de la base P a la 15i 

 
 
Finalmente para cerrar el lazo cinemático la base “P” se orienta en su dirección i a la 
junta fija, Fig. 3.12, posteriormente se traslada a dicho punto y se realizan tres giros 
sobre k, i y k respectivamente, Fig. 3.13: 

 
TP18i = Tz6 (δ14Pi) Tz1(x1514i) Tz6(δ1615i) Tz4 (δ1716i) Tz6 (δ1817i)  (3.10) 

 
 

       
  

a)    b) 

 
c) 
 

Figura 3.13. Transformación de la base a) 15i a 16i; b) 16i a 17i; y c) 17i a 18i. 
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3.6.3 Análisis de Velocidad 
 
El problema cinemático inverso de la velocidad para la Plataforma de Stewart 
consiste en dar la velocidad de la placa superior: ݔሶ, ݕሶ, ݖሶ, ሶ߰ , y ߶ሶ . Y encontrar las 
velocidades de los ángulos y del desplazamiento lineal siguientes: ߠሶହ ሶ଼ߠ , ሶଽ଼ߠ , , 
 ሶଵଶଵଵ, correspondientes a las juntas y al desplazamiento del actuadorߠ ,ሶଵଵଵߠ ,ሶଵଽݖ
lineal. Cabe aclarar que las transformaciones correspondientes a la base C se 
consideraron constantes y por tanto sus derivadas son cero. 
 
ሶ܂ OC = Tz1(xC) Tz2(yC) Tz3(zC) ܂ሶ z6(C) Tz4(C) Tz6(C) +  
          Tz1(xC) Tz2(yC) Tz3(zC) ܂ሶ z6(C) ܂ሶ z4(C) Tz6(C) +           (3.11) 
          Tz1(xC) Tz2(yC) Tz3(zC) ܂ሶ z6(C) Tz4(C) ܂ሶ z6(C) 
 
ሶ܂ OB = ܂ሶ OC Tz3 (zBC) + TOC ܂ሶ z3(zBC)                        (3.12) 

 
ሶ܂ 27i = Tz6(δ32i) Tz4 (δ43i) Tz6 (δ54i) ܂ሶ z6 (θ65i) Tz3(z76i)            (3.13) 

 
ሶ܂ 710i = ܂ሶ z5(θ87i) Tz4(θ98i) Tz3(z109i) + Tz5(θ87i) ܂ሶ z4 (θ98i) Tz3(z109i) +    
           Tz5(θ87i) Tz4(θ98i) ܂ሶ z3(z109i)                     (3.14) 

 
ሶ܂ 1013i = ܂ሶ z4(θ1110i) Tz5 (θ1211i) Tz3(z1312i) + Tz4(θ1110i) ܂ሶ z5 (θ1211i) Tz3(z1312i)          (3.15) 

 
ሶ܂ 0P = ܂ሶ z1(xP) Tz2(yP) Tz3(zP) Tz6() TΦ,u + Tz1(xP) ܂ሶ z2(yP) Tz3(zP) Tz6() TΦ,u +       
          Tz1(xP) Tz2(yP) ܂ሶ z3(zP) Tz6() TΦ,u + Tz1(xP) Tz2(yP) Tz3(zP) ܂ሶ z6() TΦ,u + 
          Tz1(xP) Tz2(yP) Tz3(zP) Tz6() WΦ,u TΦ,u             (3.16) 
 
ሶۺ IP = ܂ሶ 0B TB2i T27i T710i T1013i + T0B ܂ሶ B2i T27i T710i T1013i + T0B TB2i ܂ሶ 27i T710i T1013i +  
         T0B TB2i T27i ܂ሶ 710i T1013i + T0B TB2i T27i T710i ܂ሶ 1013i            (3.17) 
 
ሶۺ DP = ܂ሶ 0P TP18i + T0P ܂ሶ P18i                (3.18) 
  
 
3.5.4 Análisis de Aceleración 
 
El problema cinemático inverso de la aceleración para la Plataforma de Stewart 
consiste en dar la aceleración de la placa superior: ݔሷ, ݕሷ, ݖሷ, ሷ߰  y ߶ሷ . Y encontrar las 
aceleraciones de los ángulos y del desplazamiento lineal siguientes: ߠሷହ, ߠሷ଼, ߠሷଽ଼, 
 ሷଵଶଵଵ, correspondientes a las juntas y al desplazamiento del actuadorߠ ,ሷଵଵଵߠ ,ሷଵଽݖ
lineal.  
 
ሷ܂ OC = Tz1(xC) Tz2(yC) Tz3(zC) ܂ሷ z6(C) Tz4(C) Tz6(C) +  
          Tz1(xC) Tz2(yC) Tz3(zC) ܂ሶ z6(C) ܂ሷ z4(C) Tz6(C) +  
          Tz1(xC) Tz2(yC) Tz3(zC) ܂ሶ z6(C) Tz4(C) ܂ሷ z6(C) +           (3.19) 
         2 Tz1(xC) Tz2(yC) Tz3(zC) ܂ሶ z6(C) ܂ሶ z4(C) Tz6(C) +  
         2 Tz1(xC) Tz2(yC) Tz3(zC) ܂ሶ z6(C) Tz4(C) ܂ሶ z6(C) +  
         2 Tz1(xC) Tz2(yC) Tz3(zC) Tz6(C) ܂ሶ z4(C) ܂ሶ z6(C) 
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ሷ܂ OB = ܂ሷ OC Tz3 (zBC) + 2 ܂ሶ OC ܂ሶ z3(zBC) + TOC ܂ሷ z3(zBC)           (3.20) 
 
ሷ܂ 27i = Tz6(δ32i) Tz4 (δ43i) Tz6 (δ54i) ܂ሷ z6 (θ65i) Tz3(z76i)             (3.21) 
 
 
ሷ܂ 710i = ܂ሷ z5(θ87i) Tz4(θ98i) Tz3(z109i) + Tz5(θ87i) ܂ሷ z4 (θ98i) Tz3(z109i) +  
            Tz5(θ87i) Tz4(θ98i) ܂ሷ z3(z109i) + 2 ܂ሶ z5(θ87i) ܂ሶ z4(θ98i) Tz3(z109i) +          (3.22)   
ሶ܂2           z5(θ87i) Tz4 (θ98i) ܂ሶ z3(z109i) + 2 Tz5(θ87i) ܂ሶ z4(θ98i) ܂ሶ z3(z109i) 
 
 
ሷ܂ 1013i = ܂ሷ z4(θ1110i) Tz5 (θ1211i) Tz3(z1312i) + 2 ܂ሶ z4(θ1110i) ܂ሶ z5 (θ1211i) Tz3(z1312i) + 
             Tz4(θ1110i) ܂ሷ z5 (θ1211i) Tz3(z1312i)              (3.23) 
 
ሷ܂ 0P = ܂ሷ z1(xP) Tz2(yP) Tz3(zP) Tz6() TΦ,u + Tz1(xP) ܂ሷ z2(yP) Tz3(zP) Tz6() TΦ,u +       
          Tz1(xP) Tz2(yP) ܂ሷ z3(zP) Tz6() TΦ,u + Tz1(xP) Tz2(yP) Tz3(zP) ܂ሷ z6() TΦ,u +  
          Tz1(xP) Tz2(yP) Tz3(zP) Tz6() AΦ,u TΦ,u +2܂ሶ z1(xP) ܂ሶ z2(yP) Tz3(zP) Tz6() TΦ,u +  
ሶ܂2           z1(xP) Tz2(yP) ܂ሶ z3(zP) Tz6() TΦ,u + 2܂ሶ z1(xP) Tz2(yP) Tz3(zP) ܂ሶ z6() TΦ,u +  
ሶ܂2          z1(xP) Tz2(yP) Tz3(zP) ܂ሶ z6() WΦ,u TΦ,u + 2Tz1(xP) ܂ሶ z2(yP) ܂ሶ z3(zP) Tz6() TΦ,u           
ሶ܂2 +        z1(xP) ܂ሶ z2(yP) Tz3(zP) ܂ሶ z6() TΦ,u + 2Tz1(xP) ܂ሶ z2(yP) Tz3(zP) Tz6() WΦ,uTΦ,u      
       + 2Tz1(xP) Tz2(yP) ܂ሶ z3(zP)	܂ሶ z6() TΦ,u + 2 Tz1(xP) Tz2(yP) ܂ሶ z3(zP) Tz6()WΦ,u    
        TΦ,u + 2 Tz1(xP) Tz2(yP) Tz3(zP) ܂ሶ z6() WΦ,u TΦ,u            (3.24)
           
 
 
ሷۺ IP = ܂ሷ 0B TB2i T27i T710i T1013i + 2܂ሶ 0B ܂ሶ B2i T27i T710i T1013i + 
ሶ܂2         0B TB2i ܂ሶ 27i T710i T1013i + 2܂ሶ 0B TB2i T27i ܂ሶ 710i T1013i + 
ሶ܂2         0B TB2i T27i T710i ܂ሶ 1013i + T0B ܂ሷ B2i T27i T710i T1013i + 
        2T0B ܂ሶ B2i ܂ሶ 27i T710i T1013i + 2T0B ܂ሶ B2i T27i ܂ሶ 710i T1013i +  
        2T0B ܂ሶ B2i T27i T710i ܂ሶ 1013i + T0B TB2i ܂ሷ 27i T710i T1013i + 
        2T0B TB2i ܂ሶ 27i ܂ሶ 710i T1013i + 2T0B TB2i ܂ሶ 27i T710i ܂ሶ 1013i +  
        T0B TB2i T27i ܂ሷ 710i T1013i + 2T0B TB2i T27i ܂ሶ 710i ܂ሶ 1013i + 
        T0B TB2i T27i T710i ܂ሷ 1013i                (3.25)	
											
ሷۺ DP = ܂ሷ 0P TP18i + 2܂ሶ 0P ܂ሶ P18i + T0P ܂ሷ P18i              (3.26) 
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3.7. Cinemática del Brazo Serial 
 
 
3.7.1 Grados de Libertad 
 
Los grados de libertad del mecanismo serial se determinan con el criterio de Grübler-
Kutzbach 
 

ࡲ ൌ ሺࣅ െ  െ ሻ ࢌ


 

 
Los valores para el brazo serial son: 
 

F	ൌ	3ሺ5‐4‐1ሻ		4ሺ1ሻ 
F = 4 

 
 
3.7.2. Análisis de Posición 
 
El problema cinemático inverso de la posición para el brazo serial consiste en dar la 
posición del efector final: xD, yD, zD. Y encontrar los ángulos siguientes: θ1P, θ32, θ54, 
θ76, correspondientes a las juntas.  
 
 

 
Figura 3.14. Esquema del brazo serial montado sobre la PS. 

 
 
La base del brazo serial se encuentra apoyada sobre la placa superior de la PS, en este 
punto se tiene la base P, aquí mismo se tiene una junta de revoluta y para generar la 
base se considera el giro del brazo respecto a la placa sobre k, figura 3.15 a) y 
posteriormente se tiene el sistema 2 ubicado en el centro del eje de giro de la junta del 
primer eslabón del brazo serial el cual se genera con una traslación sobre k1, figura 
3.15 b), la transformación correspondiente es la siguiente:  
 

TP2 = Tz6 (θ1P) Tz3(z21)    (3.27) 
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a) b) 

 
Figura 3.15. Transformación de la base: a) P a 1 y b) 1 a 2. 

 
El sistema 3 se genera con un giro respecto a “j” y el sistema 4 con una traslación 
respecto a i3, figura 3.16. La transformación es la siguiente:  
 

T24 = Tz5 (θ32) Tz1(x43)    (3.28) 
 

 
Figura 3.16. Transformación de la base 2 a la 4. 

 
 
De forma similar para el resto de los eslabones que conforman al brazo serial, las 
bases subsecuentes se generan con un giro respecto a “j” y un desplazamiento sobre el 
eje “i” en cada uno respectivamente, figura 3.17. Las transformaciones son las 
siguientes: 
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      T46 = Tz5 (θ54) Tz1(x65)     (3.29) 
 

      T6D = Tz5 (θ76) Tz1(x87)     (3.30) 
 
 
El ángulo θ76 se considera función de los otros dos ángulos (θ32 y θ54) de tal forma 
que: 

θ76 = 360°-(θ32 + θ54 + Φf) 
 

donde: 
Φf - es el ángulo de la matriz phi. 
 
Esto genera que el último eslabón tenga siempre una orientación horizontal. 

  
a)   b) 

 
Figura 3.17. Transformación de la base: a) 4 a 6; y b) 6 a D 

 
Para cerrar el lazo cinemático la posición y orientación del actuador final definida por 
la base D se tiene la siguiente transformación: 

 
             T0D = Tz1(xC+xP+ xD) Tz2 (yC+yP+zD) Tz3 (zC+zBC+zP+zD)   (3.31) 

   
Las posiciones xD, yD y zD están dadas respecto a la base del brazo. 
 
 
3.7.3 Análisis de Velocidad 
 
El problema cinemático inverso de la velocidad para el brazo serial consiste en dar la 
velocidad del efector final: ݔሶ, ݕሶ, ݖሶ. Y encontrar las velocidades de los ángulos: 
  .ሶ, correspondientes a las juntasߠ ,ሶହସߠ ,ሶଷଶߠ ,ሶଵߠ
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ሶ܂   P2 = ܂ሶ z6 (θ1P) Tz3(z21)     (3.32) 
ሶ܂   ሶ܂ = 24 z5 (θ32) Tz1(x43)     (3.33) 
ሶ܂   ሶ܂ = 46 z5 (θ54) Tz1(x65)       (3.34) 
ሶ܂   6D = ܂ሶ z5 (θ76) Tz1(x87)     (3.35) 
ሶ܂   0D = ܂ሶ z1(xD) Tz2 (zD) Tz3 (zD) +  
                                  Tz1(xD) ܂ሶ z2 (zD) Tz3 (zD) + 
                                  Tz1(xD) Tz2 (zD) ܂ሶ z3 (zD)    (3.36) 
 
ሶۺ                         ID = ܂ሶ 0P TP2 T24 T46 T6D + T0P ܂ሶ P2 T24 T46 T6D + 
                                   T0P TP2 ܂ሶ 24 T46 T6D + T0P TP2 T24 ܂ሶ 46 T6D +  
                                   T0P TP2 T24 T46 ܂ሶ 6D     (3.37) 
   
ሶۺ   DD = ܂ሶ 0D       (3.38) 
 
 
3.6.4 Análisis de Aceleración 
 
El problema cinemático inverso de la aceleración para el brazo serial consiste en dar 
la aceleración del efector final: ݔሷ ሷݕ , ሷݖ , . Y encontrar las aceleraciones de los 
ángulos: ߠሷଵ, ߠሷଷଶ, ߠሷହସ, ߠሷ, correspondientes a las juntas.  
 
ሷ܂    P2 = ܂ሷ z6 (θ1P) Tz3(z21)     (3.39) 
ሷ܂    ሷ܂ = 24 z5 (θ32) Tz1(x43)           (3.40) 
ሷ܂    ሷ܂ = 46 z5 (θ54) Tz1(x65)    (3.41) 
ሷ܂    6D = ܂ሷ z5 (θ76) Tz1(x87)     (3.42) 

ሷ܂ 0D = ܂ሷ z1(xD) Tz2 (zD) Tz3 (zD) +  
ሶ܂2          z1(xD) ܂ሶ z2 (zD) Tz3 (zD) + 
ሶ܂2   z1(xD) Tz2 (zD) ܂ሶ z3 (zD) +  

Tz1(xD) ܂ሷ z2 (zD) Tz3 (zD) +  
2Tz1(xD) ܂ሶ z2 (zD) ܂ሶ z3 (zD) + 
Tz1(xD) Tz2 (zD) ܂ሷ z3 (zD)      (3.43) 

 
 
ሷۺ                                      ID = ܂ሷ 0P TP2 T24 T46 T6D +2܂ሶ 0P ܂ሶ P2 T24 T46 T6D +  

ሶ܂2            0P TP2 ܂ሶ 24 T46 T6D +2܂ሶ 0P TP2 T24 ܂ሶ 46 T6D +  
ሶ܂2            0P TP2 T24 T46 ܂ሶ 6D + T0P ܂ሷ P2 T24 T46 T6D + 
           2T0P ܂ሶ P2 ܂ሶ 24 T46 T6D + 2T0P ܂ሶ P2 T24 ܂ሶ 46 T6D +  
           2T0P ܂ሶ P2 T24 T46 ܂ሶ 6D +T0P TP2 ܂ሷ 24 T46 T6D + 
           2T0P TP2 ܂ሶ ሶ܂ 24 46 T6D + 2T0P TP2 ܂ሶ 24 T46 ܂ሶ 6D +  

                                               T0P TP2 T24 ܂ሷ 46 T6D + 2T0P TP2 T24 ܂ሶ ሶ܂ 46 6D +  
                                               T0P TP2 T24 T46 ܂ሷ 6D       (3.44) 
  
ሷۺ    DD = ܂ሷ 0D      (3.45) 
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Todas las transformaciones tanto de la Plataforma de Stewart como del brazo serial 
están dadas a continuación: 

 
T0C    = Tz1(xC) Tz2 (yC) Tz3 (zC) Tz6(C) Tz4 (C) Tz6 (C) 
TCB   = Tz3(zBC) 
TB2i   = Tz6(δ1i) Tz1(x21i) 
T710i  = Tz5(θ87i) Tz4 (θ98i) Tz3(z109i) 
T1013i = Tz4(θ1110i) Tz5 (θ1211i) Tz3(z1312i) 
T0P    = Tz1(xC+xP) Tz2 (yC+yP) Tz3 (zC+zBC+zP) TΦ,u 
TP18i  = Tz6 (δ14Pi) Tz1(x1514i) Tz6(δ1615i) Tz4 (δ1716i) Tz6 (δ1817i) 

 
Agrupadas las transformaciones para la resolución del sistema de ecuaciones de forma 
numérica es el siguiente: 

 
                         LIPi = T0C TCB TB2i T27i T710i T1013i 
                         LDPi = T0Pi TP18i 
 
El sistema de ecuaciones de la PS se forma con las tres componentes de 
desplazamiento como de tres componentes de la matriz de rotación las cuales son 
linealmente independientes, de esta manera se forma el sistema no lineal de seis 
ecuaciones con seis incógnitas para cada cadena cinemática (θ87i, θ98i, z109i, θ1110i, 
θ1211i) donde i = 1, 2, 3, 4, 5, 6. Los valores de ángulos y longitudes constantes de 
cada cadena cinemática que conforma a la PS se muestran en la tabla 3.1. 

 
Tabla 3.1. Parámetros de cada una de las cadenas cinemáticas de la PS 

	 C1	 C2 C3 C4 C5 C6	
1i 300o	 180	o 60	o 300o	 180	o 60	o	

x21i (cm) 15.11 15.11 15.11 15.11 15.11 15.11	
32i ‐30o 90	o ‐150	o ‐30o 90	o 210	o	
43i 55o 55	o 55	o 55o 55	o 55	o	
54i 45o 45	o 45	o 45o 45	o 45	o	

z76i(cm) 4	 4 4 4 4 4	
z1312i (cm) 4.5 4.5 4.5 4.5 4.5 4.5	

14pi 240o 240	o 0	o 0o 120	o 120	o	
x1514i (cm) 15.11 15.11 15.11 15.11 15.11 15.11	
1615i 30o 30	o ‐90	o ‐90o ‐150	o 150	o	
1716i 55o 55	o 55	o 55o 55	o 55	o	
1817i 45o 45	o 45	o 45o 45	o 45	o	

 
Para el brazo serial las transformaciones homogéneas son las siguientes: 

 
TP2 = Tz6 (θ1P) Tz3(z21) 
T24 = Tz5 (θ32) Tz1(x43) 
T46 = Tz5 (θ54) Tz1(x65) 
T6D = Tz5 (θ76) Tz1(x87) 
T0D = Tz1(xC+xP+ xD) Tz2(yC+yP+zD) Tz3(zC+zBC+zP+zD) 
                                                                                                                                    
LID = T0P TP2 T24 T46 T6D 
LDD = T0D 
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La solución numérica para el brazo serial se obtiene del sistema de tres ecuaciones de 
los desplazamientos y tres incógnitas (θ1P, θ32, θ54), recordemos que θ76 no es 
independiente. 

 
La figura 3.18 muestra el acoplamiento del manipulador híbrido mediante los lazos 
vectoriales. En el caso de la Plataforma de Stewart se observa solo un actuador 
considerando una cadena cinemática. 

 
Debido a que se realizó la cinemática inversa del manipulador móvil se asignaron tres 
trayectorias distintas de perfil quíntico: una para la base móvil, otra para la placa 
superior de la PS y la última para el actuador final del brazo serial. 

 
 

ሻݐሺࡾ ൌ   10
௧య

௧
య െ 15 ௧ర

௧
ర  6 ௧ఱ

௧
ఱ൨ ሺ െ  ሻ  (3.46)

 

ሻݐሺࢼ ൌ ࢼ  10
௧య

௧
య െ 15 ௧ర

௧
ర  6 ௧ఱ

௧
ఱ൨ ሺࢼ െ  ሻ  (3.47)ࢼ

 
 

Las ecs. (3.46) y (3.47) representan una trayectoria lineal y una trayectoria angular 
respectivamente. 

 
En el caso de la placa superior de la PS, como ya se mencionó anteriormente, la 
orientación fue dada por medio de la “matriz phi”. En donde se define un vector “u” y 
una rotación respecto al mismo con ángulo . 

 
La solución de los sistemas antes mencionados y la simulación de movimiento se 
realizaron en software matemático. El gráfico realizado se muestra en la figura 3.19 
junto con el número correspondiente a cada actuador lineal de la PS de acuerdo a 
análisis realizado. 
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Figura 3.18. Lazos vectoriales del manipulador móvil 

 
A continuación se muestra el comportamiento cinemático tanto del brazo serial como 
de la Plataforma de Stewart de acuerdo a la trayectoria de mostrada en la figura 3.20. 

 

 
 

Figura 3.19. Identificación de los actuadores de la PS 
 

 
a) b) 

 
Figura 3.20. Trayectoria del Manipulador Móvil: a) posición inicial; y b) posición final 
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Las dos primeras gráficas corresponden al brazo serial y a la PS respectivamente, 
estas dos gráficas son las que muestran la variación de las variables principales, para 
el brazo corresponden los ángulos, figura 3.21a, y para la Plataforma los 
desplazamientos de cada actuador, se puede apreciar que el comportamiento es el 
mismo para cada pareja de actuadores debido a la simetría de los mismos y del 
movimiento, figura 3.21b. 
 

         
a)  b) 

 
Figura 3.21. Gráficas de desplazamiento: a) ángulos del brazo; y b) desplazamiento de los actuadores 

de la Plataforma de Stewart. 
 

                 
 

                 
 

 
Figura 3.22. Variación de los ángulos de las juntas de la PS 
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Capítulo 4 
 
 

Análisis Dinámico 
 
4.1 Introducción 
 
En el presente capítulo se muestra el análisis dinámico del brazo serial y de la 
Plataforma de Stewart por medio de la formulación Newton-Euler. La cual considera 
las fuerzas de restricción o reacciones en las juntas, las fuerzas activas como el peso, 
y las fuerzas en los actuadores lineales para la Plataforma de Stewart, así como los 
torques en los actuadores del brazo serial y finalmente la fuerzas inerciales. Las 
fuerzas de restricción son útiles para el dimensionamiento de los elementos que 
conforman a los manipuladores. 
 
El cálculo reiterativo de las fuerzas y momentos de cada junta se realiza con el previo 
cálculos de velocidades y aceleraciones obtenidos en la cinemática. Para el caso de la 
Plataforma de Stewart se analizará una cadena cinemática debido a la simetría que 
presenta el manipulador.  
 
Se resuelve primeramente el problema del brazo, posteriormente se analiza a la 
Plataforma de Stewart considerando a las fuerzas y momentos en la base del brazo 
como las cargas externas en el actuador final (placa superior) del manipulador 
paralelo. El método utilizado para el presente análisis es el de [61] 
 
Nomenclatura 
 
ࡾ  - Matriz de transformación que proyecta de la base m a la n. 
 
ࡽ
  - Matriz de transformación de torsores que proyecta de la base m a la n. 

 
࣓
 - Velocidad angular del cuerpo i proyectada en la base j. 

 
ࢻ
 - Aceleración angular del cuerpo i proyectada en la base j. 

 
 . - Fuerza debida a la aceleración del centro de gravedad del cuerpo jீࡲ
 
 .ை - Momento debido a las fuerzas inerciales medido en l origen de la base jࡹ
 
 . - Torsor que representa el peso del cuerpo jࢃ
 
࢘
 - Vector de posición de nombre i proyectado en la base j 

 
࢜
 - Vector de velocidad de nombre i proyectado en la base j 

 
ࢇ
 - Vector de aceleración de nombre i proyectado en la base j 
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௫ሻߠ௭ସሺࡾ ൌ อ
1 0 0
0 ߠܥ െܵߠ
0 ߠܵ ߠܥ

อ  ࡾ௭ହሺߠ௬ሻ ൌ อ
ߠܥ 0 ߠܵ
0 1 0

െܵߠ 0 ߠܥ
อ  ࡾ௭ሺߠ௭ሻ ൌ อ

ߠܥ െܵߠ 0
ߠܵ ߠܥ 0
0 0 1

อ 

 
donde ࡾ௭ସ, ࡾ௭ହ y ࡾ௭ son matrices de transformación para una rotación pura.  
 
 
4.2 Dinámica del Brazo Serial 
 
La Fig. 4.1 muestra los cuerpos considerados en el análisis dinámico. 
 

 
Figura 4.1. Cuerpos del Brazo Serial 

 

Tipo de junta No. de juntas  
Fuerza y/o 
momento 

Incógnitas 

Rotacional 4 5 20 
 
El número total de incógnitas en el brazo serial es de 16 por las juntas que presenta 
mas una componente de torque en cada actuador que mantiene el equilibrio estático 
bajo las solicitaciones a las que está sujeta, de esta forma tenemos que sumar 4 
torques mas para dar como resultado 24. 
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4.2.1. Análisis del Cuerpo 0 
 
La Fig. 4.2 muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo 0. 
 

 
  
 Figura 4.2. Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 0 
 
ࢀ ≡ Torsor de torque suministrado al cuerpo 0 
ଷࢀ ≡ Torsor de torque suministrado al cuerpo 1 
ࡲ ≡ Torsor de fuerza que ejerce la placa inferior sobre el cuerpo 0 
ଵࡲ ≡ Torsor de fuerza que ejerce la placa inferior sobre el cuerpo 0 
 
4.2.1.1 Ecuaciones Dinámicas 
 
La ecuación general de equilibrio dinámico es: 
 
ଵࡲ    

  ଵࡲ
ோ ൌ 0 (4.1) 

 
donde: 
ଵࡲ            

 ൌ ࢀଵ,ࡽ െ ଷࢀଵ,ଷࡽ    ࢃଵ,ࡽ
ଵࡲ            

ோ ൌ ࡲଵ,ࡽ െ  ଵ     (4.2)ࡲଵ,ଷࡽ
 
 
ସீࡲ           ൌ െ݉ସீࢇସ

ଵଵ       (4.3) 
    

ைଵଵࡹ          ൌ െቀீࡶସࢻସ
ଵଵ  ࣓ସ

ଵଵ ൈ ൫ீࡶସ࣓ସ
ଵଵ൯  ସீ࢘

ଵଵ ൈ ൫݉ସீࢇସ
ଵଵ ൯ቁ 

ࢀ	     ൌ ሾ0,0,0,0,0,  ሿ்ݐ
 
ଷࢀ                            ൌ ሾ0,0,0,0, ,ଷݐ 0ሿ் 
 
 

ଵ,ࡽ    ൌ 
ଵ,ࡾ 0

ଵ,ࡾଵ,ࡿ ଵ,ࡾ
൨ 

 
 
,ଵࡾ     ൌ   ଵሻߠ௭ሺࡾ,ࡾ
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ଵ,ࡾ     ൌ ,ଵࡾ
் ൌ ௭ࡾ

் ሺߠଵሻࡾ,  
ଵ,ࡾ     ൌ  ,ࡾଵሻߠ௭ሺെࡾ
 
 

ଵ,ࡿ ൌ ଵீࡿ ൌ ,ሺ0,0ࡿ ଶଵ/2ሻݖ ൌ 
0 െݖଶଵ/2 0

ଶଵ/2ݖ 0 0
0 0 0

൩ 

 
 
ࢃ        ൌ ሾ0,0, െ݉݃, 0,0,0ሿ் 
 
ଵࡲ      ൌ ሾ ݂ଵ௫, ݂ଵ௬, ݂ଵ௭,݉ଵ௫, 0,݉ଵ௭ሿ் 
 
 

ଵ,ଷࡽ      ൌ 
ܴଵ,ଷ 0

ଵܵ,ଷܴଵ,ଷ ܴଵ,ଷ
൨ 

 
 
donde: 
ଵ,ଷࡾ      ൌ  ଷଶሻߠ௭ହሺࡾ
 

ଵ,ଷࡿ       ൌ ,ሺ0,0ࡿ ଶଵሻݖ ൌ 
0 െݖଶଵ 0
ଶଵݖ 0 0
0 0 0

൩ 
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4.2.1.2. Ecuaciones Cinemáticas (Aceleración del centro de gravedad del cuerpo 0) 
 

 
 
 Figura 4.3. Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 0 
 
 
ீ࢘   

 ൌ ࢘  ࢘
  ´ீ࢘

  
donde: 
´ீ࢘   

 ൌ ଵࡾ
ீ࢘´

ଵ  

࢘      ൌ ,ݔൣ ,ݕ ൧ݖ
்
 

 
Velocidad: 
ீ࢜   

 ൌ ࢜  ´ீ࢜
  

Explicando cada parte: 

࢜      ൌ ,ሶݔൣ ,ሶݕ ሶ൧ݖ
்
 

´ீ࢜   
 ൌ ࣓

 ൈ ´ீ࢘
  

 
   ࣓

 ൌ ଵࡾ
࣓ீ´

ଵ  
donde:  
   ࣓ீ´

ଵ ൌ ଵሶଵߠ
ଵ ൌ  ሶଵሾ0,0,1ሿ்ߠ

 
Aceleración: 
ீࢇ     

 ൌ ࢇ  ´ீࢇ
  

Explicando cada parte: 

ࢇ        ൌ ,ሷݔൣ ,ሷݕ ሷ൧ݖ
்
 

 
´ீࢇ    

 ൌ ࢻ ൈ ´ீ࢘
  ࣓

 ൈ ሺ࣓
 ൈ ´ீ࢘

 ሻ 
 
 
donde: 
ࢻ      ൌ ଵࡾ

ீࢻ´
ଵ  
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´ீࢻ    
ଵ ൌ ଵሷଵߠ

ଵ ൌ  ሷଵሾ0,0,1ሿ்ߠ
 
Al proyectar ࣓

 	en la base local 1	: 
 
     ࣓

ଵ ൌ ଵ࣓ࡾ
  

 
     ࣓

ଵ ൌ ଵࡾଵሺࡾ
࣓ீ´

ଵ ሻ 
 
     ࣓

ଵ ൌ ଵࡾ
ଵ࣓ீ´

ଵ  
 
     ࣓

ଵ ൌ ࣓
ଵ  

 
Al proyectar ࢻ 	en la base local 1	: 
 
ଵࢻ       ൌ ࢻଵࡾ

  
 
ଵࢻ       ൌ ଵࡾଵሺࡾ

ீࢻ´
ଵ ሻ 

 
ଵࢻ       ൌ ଵࡾ

ଵீࢻ´
ଵ  

 
ଵࢻ       ൌ  ଵࢻ
 
Al proyectar ீ࢜

 	en la base local 1	: 
 
ீ࢜      

ଵ ൌ ீ࢜ଵࡾ
  

 
ீ࢜      

ଵ ൌ ࢜ଵሺࡾ  ´ீ࢜
 ሻ 

ீ࢜      
ଵ ൌ ࢜ଵሺࡾ  ´ீ࢜

 ሻ 
 
ீ࢜      

ଵ ൌ ଵ࢜  ´ீ࢜
ଵ  

donde: 

ଵ࢜         ൌ ,ሶݔଵൣࡾ ,ሶݕ ሶ൧ݖ
்
 

 
´ீ࢜      

ଵ ൌ ଵሺ࣓ࡾ
 ൈ ´ீ࢘

 ሻ 
 
´ீ࢜      

ଵ ൌ ࣓
ଵ ൈ ´ீ࢘

ଵ  
 
Al proyectar ீࢇ

 	en la base local 1	: 
 
ீࢇ       

ଵ ൌ ீࢇଵࡾ
  

 
ீࢇ       

ଵ ൌ ࢇଵሺࡾ  ´ீࢇ
 ሻ 

 
ீࢇ       

ଵ ൌ ଵࢇ  ´ீࢇ
ଵ  

donde: 
ଵࢇ          ൌ  ࢇଵࡾ
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ଵࢇ        ൌ ,ሷݔଵൣࡾ ,ሷݕ ሷ൧ݖ
்
 

 
ீࢇ      

ଵ ൌ ´ଵܽீࡾ
  

 
ீࢇ      

ଵ ൌ ࢻଵࡾ ൈ ´ீ࢘ଵࡾ
  ଵ࣓ࡾ

 ൈ ሺࡾଵ࣓
 ൈ ´ீ࢘ଵࡾ

 ሻ 
 
ீࢇ      

ଵ ൌ ଵࢻ ൈ ´ீ࢘
ଵ  ࣓

ଵ ൈ ሺ࣓
ଵ ൈ ´ீ࢘

ଵ ሻ 
 
 
4.2.2. Análisis del Cuerpo 1 
 
La Fig. 4.4 muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo 1. 
 

 
 

 Figura 4.4. Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 1 
 
ହࢀ ≡ Torsor de torque suministrado al cuerpo 2 
ଵࡲ ≡ Torsor de fuerza que ejerce el cuerpo 0 sobre el cuerpo 1 
ଵଶࡲ ≡ Torsor de fuerza que ejerce el cuerpo 2 sobre el cuerpo 1 
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4.2.2.1. Ecuaciones Dinámicas 
 
La ecuación general de equilibrio dinámico es: 
 
ଷࡲ   

  ଷࡲ
ோ ൌ 0      (4.4) 

 
donde: 

ଷࡲ
 ൌ ଷࢀ െ ହࢀଷ,ହࡽ   ଵࢃଷ,ࡽ

(4.5) 
ଷࡲ                 

ோ ൌ ଵࡲ െ  ଵଶࡲଷ,ହࡽ
 
ସீࡲ           ൌ െ݉ସீࢇସ

ଵଵ  
(4.6) 

ைଵଵࡹ ൌ െ ቀீࡶସࢻସ
ଵଵ  ࣓ସ

ଵଵ ൈ ൫ீࡶସ࣓ସ
ଵଵ൯  ସீ࢘

ଵଵ ൈ ൫݉ସீࢇସ
ଵଵ ൯ቁ 

 
 
ହࢀ          ൌ ሾ0,0,0,0, ,ହݐ 0ሿ் 
 

ଷ,ࡽ             ൌ 
ଷ,൧ࡾൣ ሾ0ሿ

ଷ,൧ࡿൣ ቂൣࡾଷ,൧ቃ ଷ,൧ࡾൣ
൩ 

 
,ଷࡾ   ൌ  ଷଶሻߠ௭ହሺࡾଵሻߠ௭ሺࡾ,ࡾ
 
ଷ,ࡾ   ൌ ,ଷࡾ

் ൌ ௭ହࡾ
் ሺߠଷଶሻࡾ௭

் ሺߠଵሻࡾ, 
 
ଷ,ࡾ   ൌ  ,ࡾଵሻߠ௭ሺെࡾଷଶሻߠ௭ହሺെࡾ
 

ଷ,ࡿ    ൌ ଵீࡿ ൌ ସଷ/2,0,0ሻݔሺࡿ ൌ 
0 0 0
0 0 െݔସଷ/2
0 ସଷ/2ݔ 0

൩ 

 
 
ଵࢃ      ൌ ሾ0,0,െ݉ଵ݃, 0,0,0ሿ் 
 
ଵଶࡲ      ൌ ሾ ଵ݂ଶ௫, ଵ݂ଶ௬, ଵ݂ଶ௭,݉ଵଶ௫, 0,݉ଵଶ௭ሿ் 
 
 

ଷ,ହࡽ       ൌ 
ଷ,ହ൧ࡾൣ ሾ0ሿ

ଷ,ହ൧ࡿൣ ቂൣࡾଷ,ହ൧ቃ ଷ,ହ൧ࡾൣ
൩ 

 
donde: 
ଷ,ହࡾ       ൌ  ହସሻߠ௭ହሺࡾ
 

ଷ,ହࡿ        ൌ ,ସଷݔሺࡿ 0,0ሻ ൌ 
0 0 0
0 0 െݔସଷ
0 ସଷݔ 0

൩ 
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4.2.2.2. Ecuaciones Cinemáticas (Aceleración del centro de gravedad del cuerpo 1) 
 
 
 

 
 Figura 4.5. Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 1 

 
ଵீ࢘     

 ൌ ࢘  ࢘
  ଷ࢘

  ´ଵீ࢘
  

donde: 
´ଵீ࢘    

 ൌ ଷࡾ
ீ࢘ଵ´

ଷ  
 
ଷ࢘       

 ൌ ଷࡾ
࢘ଷ

ଷ 
 
Velocidad: 
ଵீ࢜      

 ൌ ࢜  ଷ࢜
  ´ଵீ࢜

  
Explicando cada parte: 
ଷ࢜        

 ൌ ࣓
 ൈ ଷ࢘

 
 
´ଵீ࢜     

 ൌ ࣓ଵ
 ൈ ´ଵீ࢘

  
 
     ࣓ଵ

 ൌ ࣓
  ࣓ଵ

 
 
     ࣓ଵ

 ൌ ଵࡾ
࣓

ଵ  ଷࡾ
࣓ଵ

ଷ 
donde:  
       ࣓ଵ

ଷ ൌ ଷሶଷଶߠ
ଷ ൌ ଶሶଷଶߠ

ଶ ൌ  ሶଷଶሾ0,1,0ሿ்ߠ
 
Aceleración: 
ଵீࢇ      

 ൌ ࢇ  ଷࢇ
  ´ଵீࢇ

  
Explicando cada parte: 
ଷࢇ        

 ൌ ࢻ ൈ ଷ࢘
  ࣓

 ൈ ሺ࣓
 ൈ ଷ࢘

ሻ 
´ଵீࢇ
 ൌ ଵࢻ

 ൈ ´ଵீ࢘
  ࣓ଵ

 ൈ ሺ࣓ଵ
 ൈ ´ଵீ࢘

 ሻ 
donde: 
ଵࢻ      

 ൌ ࢻ  ଵࢻ
  ࣓

 ൈ ࣓ଵ
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ଵࢻ
 ൌ ଵࡾ

ࢻଵ  ଷࡾ
ࢻଵ

ଷ  ଵࡾ
࣓

ଵ ൈ ଷࡾ
࣓ଵ

ଷ 
 
ଵࢻ       

ଷ ൌ ଷሷଷଶߠ
ଷ ൌ ଶሷଷଶߠ

ଶ ൌ  ሷଷଶሾ0,1,0ሿ்ߠ
 
Al proyectar ࣓ଵ

 	en la base local 3	: 
 
      ࣓ଵ

ଷ ൌ ଷ࣓ଵࡾ
  

 
      ࣓ଵ

ଷ ൌ ଷሺ࣓ࡾ
  ࣓ଵ

ሻ 
 
      ࣓ଵ

 ൌ ଵࡾ
࣓

ଵ  ଷࡾ
࣓ଵ

ଷ 
donde:  
       ࣓ଵ

ଷ ൌ ଵࡾଷሺࡾ
࣓

ଵ  ଷࡾ
࣓ଵ

ଷሻ 
 
       ࣓ଵ

ଷ ൌ ଵࡾ
ଷ࣓

ଵ  ଷࡾ
ଷ࣓ଵ

ଷ 
 
       ࣓ଵ

ଷ ൌ ଵࡾ
ଷ࣓

ଵ  ࣓ଵ
ଷ 

 
Al proyectar ࢻଵ

 	en la base local 3	: 
 
ଵࢻ       

ଷ ൌ ଵࢻଵࡾ
  

 
ଵࢻ       

ଷ ൌ ࢻଷሺࡾ  ଵࢻ
  ࣓

 ൈ ࣓ଵ
ሻ 

 
ଵࢻ       

 ൌ ଵࡾ
ࢻଵ  ଵࡾ

ࢻଵ
ଷ  ଵࡾ

࣓
ଵ ൈ ଵࡾ

࣓ଵ
ଷ 

 
ଵࢻ       

ଷ ൌ ଵࡾଷሺࡾ
ࢻଵ  ଷࡾ

ࢻଵ
ଷ  ଵࡾ

࣓
ଵ ൈ ଷࡾ

࣓ଵ
ଷሻ 

 
ଵࢻ       

ଷ ൌ ଵࡾ
ଷࢻଵ  ଷࡾ

ଷࢻଵ
ଷ  ଵࡾ

ଷ࣓
ଵ ൈ ଷࡾ

ଷ࣓ଵ
ଷ 

 
ଵࢻ       

ଷ ൌ ଵࡾ
ଷࢻଵ  ଵࢻ

ଷ  ଵࡾ
ଷ࣓

ଵ ൈ ࣓ଵ
ଷ 

 
Al proyectar ீ࢜ଵ

 	en la base local 3	: 
 
ଵீ࢜       

ଷ ൌ ଵீ࢜ଵࡾ
  

 
ଵீ࢜       

ଷ ൌ ࢜ଷሺࡾ  ଷ࢜
  ´ଵீ࢜

 ሻ 
 
ଵீ࢜       

ଷ ൌ ࢜ଷሺࡾ  ଷ࢜
  ´ଵீ࢜

 ሻ 
 
ଵீ࢜       

ଷ ൌ ଷ࢜  ଷ࢜
ଷ  ´ீ࢜

ଷ  
 
donde: 
 

ଷ࢜          ൌ ࢜ଷࡾ ൌ ,ሶݔଷൣࡾ ,ሶݕ ሶ൧ݖ
்
 

 
ଷ࢜    

ଷ ൌ ଷ࢜ଷࡾ
 ൌ ଷሺ࣓ࡾ

 ൈ ଷ࢘
ሻ ൌ ଷ࣓ࡾ

 ൈ ଷ࢘ଷࡾ
 ൌ ࣓

ଷ ൈ ଷ࢘
ଷ 

´ଵீ࢜  
ଷ ൌ ´ଵீ࢜ଷࡾ

 ൌ ଷሺ࣓ଵࡾ
 ൈ ´ଵீ࢘

 ሻ ൌ ࣓ଵ
ଷ ൈ ´ଵீ࢘

ଷ  
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Al proyectar ீࢇଵ
 	en la base local 3	: 

 
ଵீࢇ   

ଷ ൌ ଵீࢇଷࡾ
  

 
ଵீࢇ   

ଵ ൌ ࢇଷሺࡾ  ଷࢇ
  ´ଵீࢇ

 ሻ 
 
ଵீࢇ   

ଷ ൌ ଷࢇ  ଷࢇ
ଷ  ´ଵீࢇ

ଷ  
 
donde: 

ଷࢇ      ൌ ࢇଷࡾ ൌ ,ሷݔଷൣࡾ ,ሷݕ ሷ൧ݖ
்
 

 
ଷࢇ     

ଷ ൌ ࡾ
ଷࢇଷ

 ൌ ࡾ
ଷࢻ ൈ ࡾ

ଷ࢘ଷ
  ࡾ

ଷ࣓
 ൈ ሺࡾ

ଷ࣓
 ൈ ࡾ

ଷ࢘ଷ
ሻ 

 
ଷࢇ     

ଷ ൌ ଷࢻ ൈ ଷݎ
ଷ  ࣓

ଷ ൈ ሺ࣓
ଷ ൈ ଷ࢘

ଷሻ 
 
´ଵீࢇ   

ଷ ൌ ´ଵீࢇଷࡾ
 ൌ ଵࢻଷࡾ

 ൈ ´ଵீ࢘ଷࡾ
  ଷ࣓ଵࡾ

 ൈ ሺࡾଷ࣓ଵ
 ൈ ´ଵீ࢘ଷࡾ

 ሻ 
 
´ଵீࢇ   

ଷ ൌ ଵࢻ
ଷ ൈ ´ଵீ࢘

ଷ  ࣓ଵ
ଷ ൈ ൫࣓ଵ

ଷ ൈ ´ଵீ࢘
ଷ ൯ 
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4.2.3. Análisis del Cuerpo 2 
 
La Fig. 4.6 muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo 2. 
 

 
  

Figura 4.6. Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 2 
 
ࢀ ≡ Torsor de torque suministrado al cuerpo 3 
ଵଶࡲ ≡ Torsor de fuerza que ejerce el cuerpo 1 sobre el cuerpo 2 
ଶଷࡲ ≡ Torsor de fuerza que ejerce el cuerpo 3 sobre el cuerpo 2 
 
 
4.2.3.1 Ecuaciones Dinámicas 
 
La ecuación general de equilibrio dinámico es: 
 
ହࡲ   

  ହࡲ
ோ ൌ 0        (4.7) 

 
donde: 
ହࡲ  

 ൌ ହࢀ െ ࢀହ,ࡽ   ଶࢃହ,ࡽ
 
ହࡲ  

ோ ൌ ଵଶࡲ െ  ଶଷ      (4.8)ࡲହ,ࡽ
 
ସீࡲ            ൌ െ݉ସீࢇସ

ଵଵ  
(4.9) 

ைଵଵࡹ ൌ െቀீࡶସࢻସ
ଵଵ  ࣓ସ

ଵଵ ൈ ൫ீࡶସ࣓ସ
ଵଵ൯  ସீ࢘

ଵଵ ൈ ൫݉ସீࢇସ
ଵଵ ൯ቁ 
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ࢀ      ൌ ሾ0,0,0,0, ,ݐ 0ሿ் 
 

ହ,ࡽ   ൌ 
ହ,൧ࡾൣ ሾ0ሿ

ହ,൧ࡿൣ ቂൣࡾହ,൧ቃ ହ,൧ࡾൣ
൩ 

 
 
,ହࡾ    ൌ  ହସሻߠ௭ହሺࡾଷଶሻߠ௭ହሺࡾଵሻߠ௭ሺࡾ,ࡾ
 
ହ,ࡾ    ൌ ,ହࡾ

் ൌ ௭ହࡾ
் ሺߠହସሻࡾ௭ହ

் ሺߠଷଶሻࡾ௭
் ሺߠଵሻࡾ, 

 
ହ,ࡾ     ൌ  ,ࡾଵሻߠ௭ሺെࡾଷଶሻߠ௭ହሺെࡾହସሻߠ௭ହሺെࡾ
 
 

ହ,ࡿ ൌ ଶீࡿ ൌ ହ/2,0,0ሻݔሺࡿ ൌ 
0 0 0
0 0 െݔହ/2
0 ହ/2ݔ 0

൩ 

 
 
ଶࢃ      ൌ ሾ0,0, െ݉ଶ݃, 0,0,0ሿ் 
 
ଶଷࡲ      ൌ ሾ ଶ݂ଷ௫, ଶ݂ଷ௬, ଶ݂ଷ௭,݉ଶଷ௫, 0,݉ଶଷ௭ሿ் 
 
 

ହ,ࡽ      ൌ 
ହ,൧ࡾൣ ሾ0ሿ

ହ,൧ࡿൣ ቂൣࡾହ,൧ቃ ହ,൧ࡾൣ
൩ 

 
 
donde: 
ହ,ࡾ       ൌ  ሻߠ௭ହሺࡾ
 

ହ,ࡿ        ൌ ,ହݔሺࡿ 0,0ሻ ൌ 
0 0 0
0 0 െݔହ
0 ହݔ 0

൩ 
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4.2.3.2. Ecuaciones Cinemáticas (Aceleración del centro de gravedad del cuerpo 2) 
 

 
 

Figura 3 
4.7. Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 2 

 
 
ଶீ࢘     

 ൌ ࢘  ࢘
  ଷ࢘

  ହ࢘
  ´ଶீ࢘

  
donde: 
´ଶீ࢘    

 ൌ ହࡾ
ீ࢘ଶ´

ହ  
 
ହ࢘       

 ൌ ଷࡾ
࢘ହ

ଷ 
 
Velocidad: 
ଶீ࢜     

 ൌ ࢜  ଷ࢜
  ହ࢜

  ´ଶீ࢜
  

Explicando cada parte: 
ହ࢜       

 ൌ ࣓ଵ
 ൈ ହ࢘

 
 
´ଶீ࢜     

 ൌ ࣓ଶ
 ൈ ´ଶீ࢘

  
 
     ࣓ଶ

 ൌ ࣓
  ࣓ଵ

  ࣓ଶ
 

 
     ࣓ଶ

 ൌ ଵࡾ
࣓

ଵ  ଷࡾ
࣓ଵ

ଷ  ହࡾ
࣓ଶ

ହ 
donde:  
 
       ࣓ଶ

ହ ൌ ହሶହସߠ
ହ ൌ ସሶହସߠ

ସ ൌ  ሶହସሾ0,1,0ሿ்ߠ
 
Aceleración: 
ଵீࢇ      

 ൌ ࢇ  ଷࢇ
  ହࢇ

  ´ଶீࢇ
  

Explicando cada parte: 
 
ହࢇ        

 ൌ ଵࢻ
 ൈ ହ࢘

  ࣓ଵ
 ൈ ሺ࣓ଵ

 ൈ ହ࢘
ሻ 
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´ଵீࢇ  
 ൌ ଶࢻ

 ൈ ´ଶீ࢘
  ࣓ଶ

 ൈ ሺ࣓ଶ
 ൈ ´ଶீ࢘

 ሻ 
donde: 
ଶࢻ   

 ൌ ࢻ  ଵࢻ
  ଶࢻ

  ሺ࣓
  ࣓ଵ

ሻ ൈ ࣓ଶ
 

 
ଶࢻ   

 ൌ ଵࡾ
ࢻଵ  ଷࡾ

ࢻଵ
ଷ  ହࡾ

ࢻଶ
ହ  ሺࡾଵ

࣓
ଵ  ଷࡾ

࣓ଵ
ଷሻ ൈ ହࡾ

࣓ଶ
ହ 

 
ଶࢻ     

ହ ൌ ହሷହସߠ
ହ ൌ  ሷହସሾ0,1,0ሿ்ߠ

 
 
Al proyectar ࣓ଶ

 	en la base local 5	: 
 
   ࣓ଶ

ହ ൌ ହ࣓ଶࡾ
  

 
   ࣓ଶ

ହ ൌ ହሺ࣓ࡾ
  ࣓ଵ

  ࣓ଶ
ሻ 

 
   ࣓ଶ

 ൌ ଵࡾ
࣓

ଵ  ଷࡾ
࣓ଵ

ଷ  ହࡾ
࣓ଶ

ହ 
donde:  
   ࣓ଶ

ହ ൌ ଵࡾହሺࡾ
࣓

ଵ  ଷࡾ
࣓ଵ

ଷ  ହࡾ
࣓ଶ

ହሻ 
 
   ࣓ଶ

ହ ൌ ଵࡾ
ହ࣓

ଵ  ଷࡾ
ହ࣓ଵ

ଷ  ହࡾ
ହ࣓ଶ

ହ 
 
   ࣓ଶ

ହ ൌ ଵࡾ
ହ࣓

ଵ  ଷࡾ
ହ࣓ଵ

ଷ  ࣓ଶ
ହ 

 
 
Al proyectar ࢻଶ

 	en la base local 5	: 
 
ଶࢻ   

ହ ൌ ଶࢻହࡾ
  

 
ଶࢻ   

ହ ൌ ࢻହሺࡾ  ଵࢻ
  ଶࢻ

  ሺ࣓
  ࣓ଵ

ሻ ൈ ࣓ଶ
ሻ 

 
ଶࢻ    

 ൌ ଵࡾ
ࢻଵ  ଷࡾ

ࢻଵ
ଷ  ହࡾ

ࢻଶ
ହ  ሺࡾଵ

࣓
ଵ  ଷࡾ

࣓ଵ
ଷሻ ൈ ହࡾ

࣓ଶ
ହ 

 
ଶࢻ   

ହ ൌ ଵࡾହሺࡾ
ࢻଵ  ଷࡾ

ࢻଵ
ଷ  ହࡾ

ࢻଶ
ହ  ሺࡾଵ

࣓
ଵ  ଷࡾ

࣓ଵ
ଷሻ ൈ ହࡾ

࣓ଶ
ହሻ 

 
ଶࢻ   

ହ ൌ ଵࡾ
ହࢻଵ  ଷࡾ

ହࢻଵ
ଷ  ହࡾ

ହࢻଶ
ହ  ሺࡾଵ

ହ࣓
ଵ  ଷࡾ

ହ࣓ଵ
ଷሻ ൈ ହࡾ

ହ࣓ଶ
ହ 

 
ଶࢻ   

ହ ൌ ଵࡾ
ହࢻଵ  ଷࡾ

ହࢻଵ
ଷ  ଶࢻ

ହ  ሺࡾଵ
ହ࣓

ଵ  ଷࡾ
ହ࣓ଵ

ଷሻ ൈ ࣓ଶ
ହ 

 
 
 
Al proyectar ீ࢜ଶ

 	en la base local 5	: 
 
ଶீ࢜   

ହ ൌ ଶீ࢜ହࡾ
  

 
ଶீ࢜   

ହ ൌ ࢜ହሺࡾ  ଷ࢜
  ହ࢜

  ´ଶீ࢜
 ሻ 

 
ଶீ࢜   

ହ ൌ ହ࢜  ଷ࢜
ହ  ହ࢜

ହ  ´ଶீ࢜
ହ  
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donde: 
 

ହ࢜     ൌ ࢜ହࡾ ൌ ,ሶݔହൣࡾ ,ሶݕ ሶ൧ݖ
்
 

 
ଷ࢜    

ହ ൌ ଷ࢜ହࡾ
 ൌ ହሺ࣓ࡾ

 ൈ ଷ࢘
ሻ ൌ ହ࣓ࡾ

 ൈ ଷ࢘ହࡾ
 ൌ ࣓

ହ ൈ ଷ࢘
ହ 

 
ହ࢜    

ହ ൌ ହ࢜ହࡾ
 ൌ ହሺ࣓ଵࡾ

 ൈ ହ࢘
ሻ ൌ ହ࣓ଵࡾ

 ൈ ହ࢘ହࡾ
 ൌ ࣓ଵ

ହ ൈ ହ࢘
ହ 

 
´ଶீ࢜  

ହ ൌ ´ଶீ࢜ହࡾ
 ൌ ହሺ࣓ଶࡾ

 ൈ ´ଶீ࢘
 ሻ ൌ ࣓ଶ

ହ ൈ ´ଶீ࢘
ହ  

 
Al proyectar ீࢇଶ

 	en la base local 5	: 
 
ଶீࢇ   

ହ ൌ ଶீࢇହࡾ
  

 
ଶீࢇ   

ହ ൌ ࢇହሺࡾ  ଷࢇ
  ହࢇ

  ´ଶீࢇ
 ሻ 

 
ଶீࢇ   

ହ ൌ ࢇ  ଷࢇ
  ହࢇ

  ´ଶீࢇ
  

 
Donde: 

ହࢇ      ൌ ࢇହࡾ ൌ ,ሷݔହൣࡾ ,ሷݕ ሷ൧ݖ
்
 

 
ଷࢇ     

ହ ൌ ࡾ
ହࢇଷ

 ൌ ࡾ
ହࢻ ൈ ࡾ

ହ࢘ଷ
  ࡾ

ହ࣓
 ൈ ሺࡾ

ହ࣓
 ൈ ࡾ

ହ࢘ଷ
ሻ 

 
ଷࢇ     

ହ ൌ ହࢻ ൈ ଷݎ
ହ  ࣓

ହ ൈ ሺ࣓
ହ ൈ ଷ࢘

ହሻ 
 
ହࢇ     

ହ ൌ ࡾ
ହࢇହ

 ൌ ࡾ
ହࢻଵ

 ൈ ࡾ
ହ࢘ହ

  ࡾ
ହ࣓ଵ

 ൈ ሺࡾ
ହ࣓ଵ

 ൈ ࡾ
ହ࢘ହ

ሻ 
 
ହࢇ     

ହ ൌ ଵࢻ
ହ ൈ ହ࢘

ହ  ࣓ଵ
ହ ൈ ൫࣓ଵ

ହ ൈ ହ࢘
ହ൯ 

 
´ଶீࢇ   

ହ ൌ ´ଶீࢇହࡾ
 ൌ ଶࢻହࡾ

 ൈ ´ଶீ࢘ହࡾ
  ହ࣓ଶࡾ

 ൈ ሺࡾହ࣓ଶ
 ൈ ´ଶீ࢘ହࡾ

 ሻ 
 
´ଵீࢇ   

ହ ൌ ଶࢻ
ହ ൈ ´ଶீ࢘

ହ  ࣓ଶ
ହ ൈ ൫࣓ଶ

ହ ൈ ´ଶீ࢘
ହ ൯ 
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4.2.4. Análisis del Cuerpo 3 
 
 

 
  

Figura 4.8. Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 3 
 
ܨ ≡ Torsor de fuerza actuando sobre el cuerpo 3 
ଶଷܨ ≡ Torsor de fuerza que ejerce el cuerpo 2 sobre el cuerpo 3 
 
 
4.2.4.1 Ecuaciones Dinámicas 
 
La ecuación general de equilibrio dinámico es: 
 
ࡲ    

  ࡲ
ோ ൌ 0     (4.10) 

 
 
donde: 
ࡲ  

 ൌ ࢀ  ࡲ,ࡽ   ଷࢃ,ࡽ
 
ࡲ  

ோ ൌ  ଶଷ       (4.11)ࡲ
   
ସீࡲ            ൌ െ݉ସீࢇସ

ଵଵ  
(4.12) 

ைଵଵࡹ   ൌ െቀீࡶସࢻସ
ଵଵ  ࣓ସ

ଵଵ ൈ ൫ீࡶସ࣓ସ
ଵଵ൯  ସீ࢘

ଵଵ ൈ ൫݉ସீࢇସ
ଵଵ ൯ቁ 

 
ࡲ     ൌ ሾ ݂௫, ݂௬, ݂௭, ݉௫,݉௬,݉௭ሿ் 
 

,ࡽ   ൌ 
,൧ࡾൣ ሾ0ሿ

,൧ࡿൣ ቂൣࡾ,൧ቃ ,൧ࡾൣ
൩ 

 
,ࡾ ൌ  ሻߠ௭ହሺࡾହସሻߠ௭ହሺࡾଷଶሻߠ௭ହሺࡾଵሻߠ௭ሺࡾ,ࡾ

 
,ࡾ         ൌ ,ହࡾ

் ൌ ௭ହࡾ
் ሺߠሻࡾ௭ହ

் ሺߠହସሻࡾ௭ହ
் ሺߠଷଶሻࡾ௭

் ሺߠଵሻࡾ, 
 
,ࡾ         ൌ  ,ࡾଵሻߠ௭ሺെࡾଷଶሻߠ௭ହሺെࡾହସሻߠ௭ହሺെࡾሻߠ௭ହሺെࡾ
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,ࡿ          ൌ ଷீࡿ ൌ /2,0,0ሻ଼ݔሺࡿ ൌ 
0 0 0
0 0 െ଼ݔ/2
0 /2଼ݔ 0

൩ 

 
ଷࢃ          ൌ ሾ0,0, െ݉ଷ݃, 0,0,0ሿ் 
 
 
4.2.4.2. Ecuaciones Cinemáticas (Aceleración del centro de gravedad del cuerpo 3) 
 
 

 
Figura 4.9. Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 3 

 
 

ଶீ࢘
 ൌ ࢘  ࢘

  ଷ࢘
  ହ࢘

  ࢘
  ´ଷீ࢘

  
Donde: 
´ଷீ࢘     

 ൌ ࡾ
ீ࢘ଷ´

  
 
࢘       

 ൌ ࡾ
࢘

 
Velocidad: 
ଶீ࢜      

 ൌ ࢜  ଷ࢜
  ହ࢜

  ࢜
  ´ଷீ࢜

  
Explicando cada parte: 
࢜        

 ൌ ࣓ଶ
 ൈ ࢘

 
 
´ଷீ࢜     

 ൌ ࣓ଷ
 ൈ ´ଷீ࢘

  
 
   ࣓ଷ

 ൌ ࣓
  ࣓ଵ

  ࣓ଶ
  ࣓ଷ

 
 

࣓ଶ
 ൌ ଵࡾ

࣓
ଵ  ଷࡾ

࣓ଵ
ଷ  ହࡾ

࣓ଶ
ହ  ࡾ

࣓ଷ
 

donde:  
      ࣓ଷ

 ൌ ሶߠ
 ൌ  ሶሾ0,1,0ሿ்ߠ

 
Aceleración: 
ଵீࢇ    

 ൌ ࢇ  ଷࢇ
  ହࢇ

  ࢇ
  ´ଷீࢇ
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Explicando cada parte: 
 
ࢇ        

 ൌ ଶࢻ
 ൈ ࢘

  ࣓ଶ
 ൈ ሺ࣓ଶ

 ൈ ࢘
ሻ 

 
´ଵீࢇ   

 ൌ ଷࢻ
 ൈ ´ଷீ࢘

  ࣓ଷ
 ൈ ሺ࣓ଷ

 ൈ ´ଷீ࢘
 ሻ 

 
donde: 
 
ଷࢻ        

 ൌ ࢻ  ଵࢻ
  ଶࢻ

  ଷࢻ
  ሺ࣓

  ࣓ଵ
  ࣓ଶ

ሻ ൈ ࣓ଷ
 

 
ଷࢻ
 ൌ ଵࡾ

ࢻଵ  ଷࡾ
ࢻଵ

ଷ  ହࡾ
ࢻଶ

ହ  ࡾ
ࢻଷ

  ሺࡾଵ
࣓

ଵ  ଷࡾ
࣓ଵ

ଷ  ହࡾ
࣓ଶ

ହሻ ൈ ࡾ
࣓ଷ

 
 
ଷࢻ         

 ൌ ሷߠ
 ൌ  ሷሾ0,1,0ሿ்ߠ

 
 
Al proyectar ࣓ଷ

 	en la base local 7	: 
 
           ࣓ଷ

 ൌ ࣓ଷࡾ
  

 
           ࣓ଷ

 ൌ ሺ࣓ࡾ
  ࣓ଵ

  ࣓ଶ
  ࣓ଶ

ሻ 
 
          ࣓ଷ

 ൌ ଵࡾ
࣓

ଵ  ଷࡾ
࣓ଵ

ଷ  ହࡾ
࣓ଶ

ହ  ࡾ
࣓ଷ

 
 
donde:  
 

࣓ଷ
 ൌ ଵࡾሺࡾ

࣓
ଵ  ଷࡾ

࣓ଵ
ଷ  ହࡾ

࣓ଶ
ହ  ࡾ

࣓ଷ
ሻ 

 
             ࣓ଷ

 ൌ ଵࡾ
࣓

ଵ  ଷࡾ
࣓ଵ

ଷ  ହࡾ
࣓ଶ

ହ  ࡾ
࣓ଷ

 
 
             ࣓ଷ

 ൌ ଵࡾ
࣓

ଵ  ଷࡾ
࣓ଵ

ଷ  ହࡾ
࣓ଶ

ହ  ࣓ଷ
 

 
Al proyectar ࢻଷ

 	en la base local 7	: 
 
ଷࢻ    

 ൌ ଷࢻࡾ
  

 
ଷࢻ    

 ൌ ࢻሺࡾ  ଵࢻ
  ଶࢻ

  ଷࢻ
  ሺ࣓

  ࣓ଵ
  ࣓ଶ

ሻ ൈ ࣓ଷ
ሻ 

 
ଷࢻ    

 ൌ ଵࡾ
ࢻଵ  ଷࡾ

ࢻଵ
ଷ  ହࡾ

ࢻଶ
ହ  ࡾ

ࢻଷ
  ሺࡾଵ

࣓
ଵ  ଷࡾ

࣓ଵ
ଷ  ହࡾ

࣓ଶ
ହሻ ൈ ࡾ

࣓ଷ
 

 
ଷࢻ
 ൌ ଵࡾሺࡾ

ࢻଵ  ଷࡾ
ࢻଵ

ଷ  ହࡾ
ࢻଶ

ହ  ࡾ
ࢻଷ

  ሺࡾଵ
࣓

ଵ  ଷࡾ
࣓ଵ

ଷ  ହࡾ
࣓ଶ

ହሻ ൈ ࡾ
࣓ଷ

ሻ 
ଷࢻ
 ൌ ଵࡾ

ࢻଵ  ଷࡾ
ࢻଵ

ଷ  ହࡾ
ࢻଶ

ହ  ࡾ
ࢻଷ

  ሺࡾଵ
࣓

ଵ  ଷࡾ
࣓ଵ

ଷ  ହࡾ
࣓ଶ

ହሻ ൈ ࡾ
࣓ଷ

 
 
ଷࢻ        

 ൌ ଵࡾ
ࢻଵ  ଷࡾ

ࢻଵ
ଷ  ହࡾ

ࢻଶ
ହ  ଷࢻ

  ሺࡾଵ
࣓

ଵ  ଷࡾ
࣓ଵ

ଷ  ହࡾ
࣓ଶ

ହሻ ൈ ࣓ଷ
 

 
Al proyectar ீ࢜ଷ

 	en la base local 7	: 
 
ଷீ࢜          

 ൌ ଷீ࢜ࡾ
  

 
ଷீ࢜          

 ൌ ࢜ହሺࡾ  ଷ࢜
  ହ࢜

  ࢜
  ´ଷீ࢜

 ሻ 
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ଷீ࢜          
 ൌ ࢜  ଷ࢜

  ହ࢜
  ࢜

  ´ଷீ࢜
  

 
donde: 
 

࢜    ൌ ࢜ࡾ ൌ ,ሶݔൣࡾ ,ሶݕ ሶ൧ݖ
்
 

 
ଷ࢜ 
 ൌ ଷ࢜ࡾ

 ൌ ሺ࣓ࡾ
 ൈ ଷ࢘

ሻ ൌ ࣓ࡾ
 ൈ ଷ࢘ࡾ

 ൌ ࣓
 ൈ ଷ࢘

 
 
ହ࢜              

 ൌ ହ࢜ࡾ
 ൌ ሺ࣓ଵࡾ

 ൈ ହ࢘
ሻ ൌ ࣓ଵࡾ

 ൈ ହ࢘ࡾ
 ൌ ࣓ଵ

 ൈ ହ࢘
 

 
࢜    

 ൌ ࢜ࡾ
 ൌ ሺ࣓ଶࡾ

 ൈ ࢘
ሻ ൌ ࣓ଶࡾ

 ൈ ࢘ࡾ
 ൌ ࣓ଶ

 ൈ ࢘
 

 
´ଷீ࢜          

 ൌ ´ଷீ࢜ࡾ
 ൌ ሺ࣓ଷࡾ

 ൈ ´ଷீ࢘
 ሻ ൌ ࣓ଷ

 ൈ ´ଷீ࢘
  

 
Al proyectar ீࢇଷ

 	en la base local 7	: 
 
ଷீࢇ  

 ൌ ଷீࢇࡾ
  

 
ଷீࢇ  

 ൌ ࢇሺࡾ  ଷࢇ
  ହࢇ

  ࢇ
  ´ଷீࢇ

 ሻ 
 
ଷீࢇ  

 ൌ ࢇ  ଷࢇ
  ହࢇ

  ࢇ
  ´ଷீࢇ

  
 
donde: 
 

ࢇ   ൌ ࢇࡾ ൌ ,ሷݔൣࡾ ,ሷݕ ሷ൧ݖ
்
 

 
ଷࢇ  

 ൌ ࡾ
ࢇଷ

 ൌ ࡾ
ࢻ ൈ ࡾ

࢘ଷ
  ࡾ

࣓
 ൈ ሺࡾ

࣓
 ൈ ࡾ

࢘ଷ
ሻ 

 
ଷࢇ  

 ൌ ࢻ ൈ ଷݎ
  ࣓

 ൈ ሺ࣓
 ൈ ଷ࢘

ሻ 
  
ହࢇ  

 ൌ ࡾ
ࢇହ

 ൌ ࡾ
ࢻଵ

 ൈ ࡾ
࢘ହ

  ࡾ
࣓ଵ

 ൈ ሺࡾ
࣓ଵ

 ൈ ࡾ
࢘ହ

ሻ 
 
ହࢇ  

 ൌ ଵࢻ
 ൈ ହ࢘

  ࣓ଵ
 ൈ ሺ࣓ଵ

 ൈ ହ࢘
ሻ 

 
ࢇ 

 ൌ ࡾ
ࢇ

 ൌ ࡾ
ࢻଶ

 ൈ ࡾ
࢘

  ࡾ
࣓ଶ

 ൈ ሺࡾ
࣓ଶ

 ൈ ࡾ
࢘

ሻ 
 
ࢇ    

 ൌ ଶࢻ
 ൈ ࢘

  ࣓ଶ
 ൈ ሺ࣓ଶ

 ൈ ࢘
ሻ 

 
´ଷீࢇ          

 ൌ ´ଷீࢇࡾ
 ൌ ଷࢻࡾ

 ൈ ´ଷீ࢘ࡾ
  ࣓ଷࡾ

 ൈ ሺࡾ࣓ଷ
 ൈ ´ଷீ࢘ࡾ

 ሻ 
 
´ଷீࢇ          

 ൌ ଶࢻ
 ൈ ´ଷீ࢘

  ࣓ଷ
 ൈ ሺ࣓ଷ

 ൈ ´ଷீ࢘
 ሻ 
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4.3 Dinámica de la Plataforma de Stewart 
 

 
 
 

 
   

Figura 4.10. Cuerpos de la Plataforma de Stewart 
 

 

Tipo de junta 
No. de juntas 
por cadena 
cinemática 

No. de 
cadenas 

cinemáticas 

Fuerza y/o 
momento 

Incógnitas 

Rotacional 1 6 5 30 
Universal 2 6 4 48 
Prismática 1 6 5 30 
Empotrada 1 6 6 36 
     

Suma 144 
 
 
El número total de incógnitas en la Plataforma de Stewart es de 144 por las juntas que 
presenta mas una componente de fuerza en cada actuador que mantiene el equilibrio 
estático bajo las solicitaciones a las que está sujeta, de esta forma tenemos que sumar 
6 fuerzas mas para dar como resultado 150. 
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4.3.1. Análisis del Cuerpo 1i 
 
La Fig. 4.4 muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo 1i. 

 
 
  Figura 4.11. Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 1i 
 
 
ଵࡲ ≡ Torsor de fuerza que ejerce la placa inferior sobre el cuerpo 1i 
ଵଶࡲ ≡ Torsor de fuerza que ejerce el cuerpo 2i sobre el cuerpo 1i 
 
4.3.1.1 Ecuaciones Dinámicas 
 
La ecuación general de equilibrio dinámico es: 
 
ࡲ           

  ࡲ
ோ  ࡲ

ூ ൌ 0   (4.13) 
 
donde: 
 
ࡲ          

 ൌ ࡽ
ࢃଵ 

 
ࡲ          

ோ ൌ ଵࡲ െ ଼ࡽ
ࡲଵଶ      (4.14) 

 
ࡲ          

ூ ൌ ሾீࡲଵ,ࡹைሿ் 
 
 
ଵீࡲ          ൌ െ݉ଵீࢇଵ

  
(4.15) 

ைࡹ ൌ െቀீࡶଵࢻଵ
  ࣓ଵ

 ൈ ൫ீࡶଵ࣓ଵ
 ൯  ଵீ࢘

 ൈ ൫݉ଵீࢇଵ
 ൯ቁ 
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Las ecs. (4.13), (4.14) y (4.15) están definidas en la base local (i6i, j6i, k6i).  
 
además: 
 

ࡽ 
 ൌ ቈ

ࡾ 0
ࡾࡿ ࡾ

 

 
Las matrices de rotación se definen como: 
 
ࡾ  

 ൌ  ହሻߠ௭ሺࡾହସሻߜ௭ሺࡾସଷሻߜ௭ସሺࡾଷଶሻߜ௭ሺࡾଵሻߜ௭ሺࡾைࡾ
 
donde: 
 
ைࡾ  ൌ  ௭ሺ߶ሻࡾሻߠ௭ସሺࡾ௭ሺ߰ሻࡾ
y 
 

ࡾ  ൌ ሺࡾ
 ሻ் ൌ ௭ࡾ

் ሺߠହሻࡾ௭
் ሺߜହସሻࡾ௭ସ

் ሺߜସଷሻࡾ௭
் ሺߜଷଶሻࡾ௭

் ሺߜଵሻࡾ
்  

 
ࡾ   ൌ  ைࡾଵሻߜ௭ሺെࡾଷଶሻߜ௭ሺെࡾସଷሻߜ௭ସሺെࡾହସሻߜ௭ሺെࡾହሻߠ௭ሺെࡾ
 
donde: 
 
ைࡾ   ൌ ࡾ

் ൌ ௭ࡾ
் ሺ߶ሻࡾ௭ସ

் ሺߠሻࡾ௭
் ሺ߰ሻ 

 
ைࡾ   ൌ  ௭ሺെ߰ሻࡾሻߠ௭ସሺെࡾ௭ሺെ߶ሻࡾ
 
 : se define comoࡿ

ࡿ     ൌ ଵீࡿ ൌ ,ଵீݔሺࡿ ,ଵீݕ ଵሻீݖ ൌ 
0 െீݖଵ ଵீݕ
ଵீݖ 0 െீݔଵ
ଵீݕ ଵீݔ 0

൩ 

 
el torsor de peso: 
 
ଵࢃ    ൌ ሾ0,0,െ݉ଵ݃, 0,0,0ሿ் 
 
y: 

଼ࡽ     
 ൌ ቈ

଼ࡾ
 0

଼ࡿ
଼ࡾ

 ଼ࡾ
 

 
donde: 
 
଼ࡾ      

 ൌ  ሻ଼ߠ௭ହሺࡾ
 
por otro lado: 
 

଼ࡿ       
 ൌ ,ሺ0,0ࡿ ሻݖ ൌ 

0 െݖ 0
ݖ 0 0
0 0 0

൩ 

y finalmente: 
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ଵࡲ       ൌ ሾ ݂ଵ௫, ݂ଵ௬, ݂ଵ௭,݉ଵ௫,݉ଵ௬, 0ሿ் 
ଵଶࡲ       ൌ ሾ ଵ݂ଶ௫, ଵ݂ଶ௬, ଵ݂ଶ௭, 0,0,݉ଵଶ௭ሿ் 
 
 
4.3.2. Análisis del Cuerpo 2i 
 
La Fig. 4.12 muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo 2i. 
 

 
  Figura 4.12. Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 2i 
 
ଵଶࡲ ≡ Torsor de fuerza que ejerce el cuerpo 1i sobre el cuerpo 2i 
ଶଷࡲ ≡ Torsor de fuerza que ejerce el cuerpo 3i sobre el cuerpo 2i 
ࡲ ≡ Torsor de empuje sobre el vástago del actuador 
 
 
4.3.2.1 Ecuaciones Dinámicas 
 
La ecuación general de equilibrio dinámico es: 
 
଼ࡲ    

  ଼ࡲ
ோ  ଼ࡲ

ூ ൌ 0    (4.16) 
 
donde: 
଼ࡲ          

 ൌ ࡽ
଼ࢃଶ  ଽ´ࡽ

଼  ࡲ
 
଼ࡲ             

ோ ൌ ଵଶࡲ െ ଽ´ࡽ
଼  ଶଷ      (4.17)ࡲ

 
଼ࡲ          

ூ ൌ ሾீࡲଶ,ࡹை଼ሿ் 
 
 
ଶீࡲ          ൌ െ݉ଶீࢇଶ

଼  
(4.18) 

ை଼ࡹ ൌ െቀீࡶଶࢻଶ
଼  ࣓ଶ

଼ ൈ ൫ீࡶଶ࣓ଶ
଼ ൯  ´ଶீ࢘

଼ ൈ ൫݉ଶீࢇଶ
଼ ൯ቁ 
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Las ecs. (416), (4.17) y (4.18) están definidas en la base local (i8i, j8i, k8i). La matriz 
 :ଶ se define como la matriz de inercias del cuerpo 2i de la siguiente maneraீࡶ
 

ଶீࡶ ൌ 
ଶ௫௫ܬ െܬଶ௫௬ െܬଶ௫௭
െܬଶ௬௫ ଶ௬௬ܬ െܬଶ௬௭
െܬଶ௭௫ െܬଶ௭௬ ଶ௭௭ܬ

 

 
además: 

ࡽ          
଼ ൌ ቈ

଼ࡾ 0
଼଼ܴࡿ ଼ࡾ

 

 
Las matrices de rotación se definen como: 
 
଼ࡾ    

 ൌ  ሻ଼ߠ௭ହሺࡾହሻߠ௭ሺࡾହସሻߜ௭ሺࡾସଷሻߜ௭ସሺࡾଷଶሻߜ௭ሺࡾଵሻߜ௭ሺࡾைࡾ
 
ࡾ
଼ ൌ ሺ଼ࡾ

 ሻ் ൌ ௭ହࡾ
் ሺ଼ߠሻࡾ௭

் ሺߠହሻࡾ௭
் ሺߜହସሻࡾ௭ସ

் ሺߜସଷሻࡾ௭
் ሺߜଷଶሻࡾ௭

் ሺߜଵሻࡾ
்  

 
ࡾ    

଼ ൌ  ைࡾଵሻߜ௭ሺെࡾଷଶሻߜ௭ሺെࡾସଷሻߜ௭ସሺെࡾହସሻߜ௭ሺെࡾହሻߠ௭ሺെࡾሻ଼ߠ௭ହሺെࡾ
 
 
 :ଶ se definen comoீࡿ ଼ yࡿ

 
଼ࡿ         ൌ  ଽ଼ሻߠ௭ସሺെࡾଶீࡿଽ଼ሻߠ௭ସሺࡾ
 

ଶீࡿ ൌ ,ଶீݔሺࡿ ,ଶீݕ ଶሻீݖ ൌ 
0 െீݖଶ ଶீݕ
ଶீݖ 0 െீݔଶ
ଶீݕ ଶீݔ 0

൩ 

 
el torsor de peso: 
 
ଶࢃ         ൌ ሾ0,0, െ݉ଶ݃, 0,0,0ሿ் 
 
y: 

ଽ´ࡽ           
଼ ൌ ቈ

ଽ´ࡾ
଼ 0

ଽ´ࡿ
଼ ଽ´ࡾ

 ଽ´ࡾ
଼  

 
donde: 
 
ଽ´ࡾ       

଼ ൌ  ଽ଼ሻߠ௭ସሺࡾ
 
por otro lado: 
 
ଽ´ࡿ        

଼ ൌ ,ሺ0,0ࡿଽ଼ሻߠ௭ସሺࡾ  ଽ଼ሻߠ௭ସሺെࡾଽ´ሻݖ
 
donde: 

,ሺ0,0ࡿ         ଽ´ሻݖ ൌ 
0 െݖଽ´ 0
ଽ´ݖ 0 0
0 0 0

൩ 
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y finalmente: 
 

ଶଷࡲ ൌ ሾ ଶ݂ଷ௫, ଶ݂ଷ௬, 0,݉ଶଷ௫,݉ଶଷ௬,݉ଶଷ௭ሿ் 
 
ࡲ      ൌ ሾ0,0, ݂௭, 0,0,0ሿ் 
 
4.3.2.2. Ecuaciones Cinemáticas (Aceleración del centro de gravedad del cuerpo 2i) 
 

 
  Figura 4.13. Centro de gravedad del cuerpo 2i 
 
De acuerdo a la Fig. 4.13, se puede ubicar al centro de gravedad del cuerpo 2i con la 
siguiente ecuación vectorial de posición definida en la base inercial: 
 
ଶீ࢘    

 ൌ ࢘  ࢘
  ଶ࢘

  ࢘
  ´ଶீ࢘

   (4.19) 
 
donde: 
´ଶீ࢘    

 ൌ ଼ࡾ
 ´ଶீ࢘

଼  
 
 
Derivando con respecto al tiempo la ecuación (4.19) y considerando a ࢘, ࢘

 ଶ࢘ ,
 y 

ସ࢘
	como constantes, se obtiene la ecuación de la velocidad del centro de masa del 

cuerpo 2i definida en la base inercial: 
 
ଶீ࢜     

 ൌ ´ଶீ࢜
           (4.20) 

 
ଶீ࢜     

 ൌ ࣓ଶ
 ൈ ´ଶீ࢘
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El vector de velocidad angular ࣓ଶ
  se explica de manera análoga al vector de 

posición ீ࢘ଶ´
  ya que en el cálculo de la cinemática, los valores de las posiciones, 

velocidades y aceleraciones corresponden a  los sistemas locales 
 
          ࣓ଶ

 ൌ ଼ࡾ
 ࣓ଶ

଼    (4.21) 
 
El vector ࣓ீଶ´

଼  hace referencia al vector de velocidad angular definido en el sistema 
local 8i del cuerpo 2i que ya ha sido calculado en el análisis cinemático, y por lo tanto 
puede reescribirse de la siguiente manera: 
 
   ࣓ଶ

଼ ൌ ሶ଼ߠ
 ൌ ଼ሶ଼ߠ

଼ ൌ  ሶ଼ሾ0,1,0ሿ்  (4.22)ߠ
 
La aceleración del centro de gravedad se obtiene  al derivar con respecto al tiempo la 
ecuación (4.20): 
ଶீࢇ   

 ൌ ´ଶீࢇ
  

 
ଶீࢇ   

 ൌ ଶࢻ
 ൈ ´ଶீ࢘

  ࣓ଶ
 ൈ ሺ࣓ଶ

 ൈ ´ଶீ࢘
 ሻ 

 (4.23) 
 
El vector de aceleración angular inercial para el cuerpo 2i se define como: 
 
ଶࢻ   

 ൌ ଼ࡾ
 ଶࢻ

଼      (4.24) 
 
 
Donde ࢻଶ

଼ se define en la base local 8i: 
 

ଶࢻ    
଼ ൌ ሷࢻ ଼

 ൌ ሷࢻ ଼଼
଼ ൌ ሷࢻ ଼ሾ0,1,0ሿ்  (4.25) 

 
 
Se ha logrado encontrar las velocidades y aceleraciones para el centro de gravedad 
referidas a la base inercial, a continuación se proyectaran sobre la base local del 
cuerpo 2i con la ayuda de las matrices de rotación. 
 
Al proyectar ࣓ଶ

  en la base local 8i se tiene: 
 
    ࣓ଶ

଼ ൌ ଼࣓ଶࡾ
  

 
   ࣓ଶ

଼ 	ൌ ଼ࡾ଼ࡾ
 ࣓ீଶ´

଼  
(4.26) 

                                     ࣓ଶ
଼ ൌ ଼ࡾ

଼࣓ଶ
଼ 

 
    ࣓ଶ

଼ ൌ ࣓ଶ
଼ 

 
Al proyectar ࢻଶ

  en la base local 8i se tiene: 
 
ଶࢻ     

଼ ൌ ଶࢻ଼ࡾ
  

 
ଶࢻ     

଼ 	ൌ ଼ࡾ଼ࡾ
 ´ଶீࢻ

଼  
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(4.27) 
ଶࢻ     

଼ ൌ ଼ࡾ
଼଼ࢻ

଼ 
 
ଶࢻ    

଼ ൌ ଶࢻ
଼ 

 
Al proyectar ீࢇଶ

  en la base local 8i se tiene: 
 
ଶீࢇ     

଼ ൌ ଶீࢇ଼ࡾ
  

 
ଶீࢇ
଼ ൌ ଶࢻ଼ࡾ

 ൈ ´ଶீ଼࢘ࡾ
  ଼࣓ଶࡾ

 ൈ ൫ࡾ଼࣓ଶ
 ൈ ´ଶீ଼࢘ࡾ

 ൯ (4.28) 
 
ଶீࢇ      

଼ ൌ ଶࢻ
଼ ൈ ´ଶீ࢘

଼  ࣓ଶ
଼ ൈ ൫࣓ଶ

଼ ൈ ´ଶீ࢘
଼ ൯ 

 
 
4.3.3. Análisis del Cuerpo 3i 
 
La Fig. 4.14 muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo 3i. 
 

 
   

Figura 4.14. Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 3i 
 
 
ࡲ ≡ Torsor de fuerza de empuje sobre el vástago del actuador 
ଶଷࡲ ≡ Torsor de fuerza que ejerce el cuerpo 1 sobre el cuerpo 2i 
ଷସࡲ ≡ Torsor de fuerza que ejerce el cuerpo 3i sobre el cuerpo 2i 
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3.3.3.1 Ecuaciones Dinámicas 
 
La ecuación general de equilibrio dinámico es: 
 
ଽ´ࡲ   

  ଽ´ࡲ
ோ  ଽ´ࡲ

ூ ൌ 0     (4.29) 
 
donde: 
ଽ´ࡲ            

 ൌ െࡲ  ࡽ
ଽ´ࢃଷ 

 
ଽ´ࡲ            

ோ ൌ ଶଷࡲ െ ଵଵࡽ
ଽ´  ଷସ      (4.30)ࡲ

 
ଽ´ࡲ             

ூ ൌ ሾீࡲଷ,ࡹைଽ´ሿ் 
 
ଷீࡲ             ൌ െ݉ଷீࢇଷ

ଽ´  
(4.31) 

ைଽ´ࡹ ൌ െቀீࡶଷࢻଷ
ଽ´  ࣓ଷ

ଽ´ ൈ ൫ீࡶଷ࣓ଷ
ଽ´ ൯  ଷீ࢘

ଽ´ ൈ ൫݉ଷீࢇଷ
ଽ´ ൯ቁ 

 
Las ecs. (3.29), (3.30) y (3.31) están definidas en la base local (i9´i, j9´i, k9´i). La matriz 
 :ଷ se define como la matriz de inercias del cuerpo 3i de la siguiente maneraீࡶ
 
 

ଷீࡶ ൌ 
ଷ௫௫ܬ െܬଷ௫௬ െܬଷ௫௭
െܬଷ௬௫ ଷ௬௬ܬ െܬଷ௬௭
െܬଷ௭௫ െܬଷ௭௬ ଷ௭௭ܬ

 

 
además: 

ࡽ           
ଽ´ ൌ ቈ

ଽ´ࡾ 0
ଽ´ܴଽ´ࡿ ଽ´ࡾ

 

 
Las matrices de rotación se definen como: 
 
ଽࡾ 

 ൌ  ଽ଼ሻߠ௭ସሺࡾሻ଼ߠ௭ହሺࡾହሻߠ௭ሺࡾହସሻߜ௭ሺࡾସଷሻߜ௭ସሺࡾଷଶሻߜ௭ሺࡾଵሻߜ௭ሺࡾைࡾ
 
ଽ´ࡾ  ൌ ௭ସࡾ

் ሺߠଽ଼ሻࡾ௭ହ
் ሺ଼ߠሻࡾ௭

் ሺߠହሻࡾ௭
் ሺߜହସሻࡾ௭ସ

் ሺߜସଷሻࡾ௭
் ሺߜଷଶሻࡾ௭

் ሺߜଵሻࡾ
்  

 
ଽ´ࡾ ൌ ହߠ௭ሺെࡾሻ଼ߠ௭ହሺെࡾଽ଼ሻߠ௭ସሺെࡾ െ ଷଶߜ௭ሺെࡾସଷሻߜ௭ସሺെࡾହସሻߜ െ  ைࡾଵሻߜ

 
 :ଷ se definen comoீࡿ ଽ´ yࡿ
  
ଽ´ࡿ  ൌ  ଷீࡿ
 

ଷீࡿ ൌ ,ଷீݔሺࡿ ,ଷீݕ ଷሻீݖ ൌ 
0 െீݖଷ ଷீݕ
ଷீݖ 0 െீݔଷ
ଷீݕ ଷீݔ 0

൩ 

 
el torsor de peso: 
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ଷࢃ        ൌ ሾ0,0, െ݉ଷ݃, 0,0,0ሿ் 
y: por otro lado: 
 

ଵଵࡽ     
ଽ´ ൌ ቈ

ଵଵࡾ
ଽ´ 0

ଵଵࡿ
ଽ´ ଵଵࡾ

ଽ´ ଵଵࡾ
ଽ´  

 
donde: 
ଵଵࡾ      

ଽ´ ൌ  ଵଵଵሻߠ௭ସሺࡾ
 
ଵଵࡿ       

ଽ´ ൌ ,ሺ0,0ࡿ  ଽ´ሻݖ
 

,ሺ0,0ࡿ ଽ´ሻݖ ൌ 
0 െሺݖଵଽെݖଽ´ሻ 0

ሺݖଵଽെݖଽ´ሻ 0 0
0 0 0

൩ 

 
y finalmente: 
ଷସࡲ         ൌ ሾ ଷ݂ସ௫, ଷ݂ସ௬, ଷ݂ସ௭, 0,0,݉ଷସ௭ሿ் 
 
 
4.3.3.2. Ecuaciones Cinemáticas (Aceleración del centro de gravedad del cuerpo 3i) 
 
 

 
  Figura 4.15. Centro de gravedad del cuerpo 3i 
 
De acuerdo a la Fig. 4.15, se puede ubicar al centro de gravedad del cuerpo 3i de 
acuerdo a la siguiente ecuación vectorial de posición definida en la base inercial: 
 
ଷீ࢘  

 ൌ ࢘  ࢘
  ଶ࢘

  ࢘
  ଽ࢘

  ´ଷீ࢘
    (4.32) 
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donde: 
ଽ࢘      

 ൌ ଽࡾ
 ଽ࢘

ଽ 
 

´ଷீ࢘   
 ൌ ଽࡾ

 ´ଷீ࢘
ଽ  

 
Para obtener las ecuaciones de velocidad del centro de masa, debe entenderse  que la 
velocidad del cuerpo anterior al cuerpo en estudio, afecta directamente la velocidad 
del su centro de masa. Los valores de ࢘ ࢘ ,

 , y ࢘ଶ
  siguen considerándose como 

constantes, así que al derivar con respecto al tiempo a la ecuación (4.32), sus 
derivadas valen cero, obteniendo: 
 
ଷீ࢜  

 ൌ ସ࢜
  ଽ࢜

  ´ଷீ࢜
    (4.33) 

 
 
De acuerdo a lo que se ha explicado, el vector de velocidad ࢜ସ

  no afecta la velocidad 
del centro de masa del cuerpo 3i, pero el vector de velocidad ࢜ଽ

  proporciona una 
componente de velocidad que debe ser considerada al calcular la velocidad del centro 
de masa, quedando entonces: 
 
ଷீ࢜             

 ൌ ଽ࢜
  ´ଷீ࢜

     (4.34) 
 
Al explicar cada de una de las partes de la ecuación (4.34) se tiene que: 
 
ଽ࢜               

 ൌ ࣓ଶ
 ൈ ´ଶீ࢘

  
 
´ଷீ࢜           

 ൌ ଷ࢜
  ࣓ଷ

 ൈ ´ଷீ࢘
  

 
ଷ࢜              

 ൌ ଽࡾ
 ଷ࢜

ଽ  
 
ଷ࢜                

ଽ ൌ ଽሶଵ,ଽݖ
ଽ ൌ  ሶଵ,ଽሾ0,0,1ሿ்ݖ

 
           ࣓ଷ

 ൌ ࣓ଶ
      (4.34) 

 
La aceleración del centro de gravedad se obtiene  al derivar con respecto al tiempo la 
ecuación (4.34): 
 
ଷீࢇ       

 ൌ ଽࢇ
  ´ଷீࢇ

       (4.35) 
  
ଽࢇ          

 ൌ ଶࢻ
 ൈ ଽ࢘

  ࣓ଶ
 ൈ ሺ࣓ଶ

 ൈ ଽ࢘
 ሻ 

 
´ଷீࢇ
 ൌ ଷࢇ

  2࣓ଷ
 ൈ ଷ࢜

  ଷࢻ
 ൈ ´ଷீ࢘

  ࣓ଷ
 ൈ ሺ࣓ଷ

 ൈ ´ଷீ࢘
 ሻ 

 
 
El vector de aceleración angular inercial y aceleración lineal inercial para el cuerpo 3i 
se definen, en ese orden, de la siguiente manera: 
 
ଷࢻ     

 ൌ ଶࢻ
     (4.36) 
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ଷࢇ      
 ൌ ଽࡾ

 ଷࢇ
ଽ  

donde ࢇଷ
ଽ  se define en la base local 9i: 

 
ଷࢇ
ଽ ൌ ଽሷଵ,ଽݖ

ଽ ൌ  ሷଵ,ଽሾ0,0,1ሿ்ݖ
 
Se ha logrado encontrar las velocidades y aceleraciones para el centro de gravedad 
definidas en la base inercial, a continuación se proyectarán sobre la base local del 
cuerpo 3i con la ayuda de las matrices de rotación. 
 
Al proyectar ࣓ଷ

  en la base local 9i se tiene: 
 
        ࣓ଷ

ଽ ൌ ଽ࣓ଷࡾ
  

 
࣓ଷ
ଽ 	ൌ ࡾଽࡾ

 ࣓ீଶ´
  

(4.37) 
          ࣓ଷ

ଽ ൌ ࡾ
ଽ࣓ଷ

 
 
          ࣓ଷ

ଽ ൌ ࣓ଷ
ଽ  

 
 
Al proyectar ࢻଷ

  en la base local 9i se tiene: 
 
ଷࢻ           

ଽ ൌ ଷࢻଽࡾ
  

 
ଷࢻ
ଽ ൌ ࡾଽࡾ

 ଶࢻ
 

(4.38) 
ଷࢻ             

ଽ ൌ ࡾ
ଽࢻଷ

 
 
ଷࢻ            

ଽ ൌ ଷࢻ
ଽ  

 
 

Al proyectar ீ࢜ଷ
  en la base local 9i se tiene: 

 
´ଷீ࢜       

ଽ ൌ ´ଷீ࢜ଽࡾ
  

 
´ଷீ࢜       

ଽ ൌ ଷ࢜ଽࡾ
  ଽ࣓ଷࡾ

 ൈ ´ଷீ࢘ଽࡾ
   (4.39) 

 
´ଷீ࢜         

ଽ ൌ ଷ࢜
ଽ  ࣓ଷ

ଽ ൈ ´ଷீ࢘
ଽ  

 
 
Al proyectar ܽீଷ

  en la base local 9i se tiene: 
 
ଷீࢇ     

ଽ ൌ ଽࢇ
ଽ  ´ଷீࢇ

ଽ        (4.40) 
 

ଽࢇ
ଽ ൌ ଽࢇଽࡾ

 ൌ ଶࢻଽࡾ
 ൈ ଽ࢘ଽࡾ

  ଽ࣓ଶࡾ
 ൈ ൫ࡾଽ࣓ଶ

 ൈ ଽ࢘ଽࡾ
 ൯ 

 
ଽࢇ       

ଽ ൌ ଶࢻ
ଽ ൈ ଽ࢘

ଽ  ࣓ଶ
ଽ ൈ ൫࣓ଶ

ଽ ൈ ଽ࢘
ଽ൯ 

´ଷீࢇ           
ଽ ൌ ´ଷீࢇଽࡾ
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´ଷீࢇ
ଽ ൌ ଷࢇଽࡾ

  ଽ࣓ଷࡾ2
 ൈ ଷݒଽࡾ

  ଷࢻଽࡾ
 ൈ ´ଷீ࢘ଽࡾ

  
 
   ࡾଽ࣓ଷ

 ൫ࡾଽ࣓ଷ
 ൈ ´ଷீ࢘ଽࡾ

 ൯ 
 
´ଷீࢇ           

ଽ ൌ ଷࢇ
ଽ  2࣓ଷ

ଽ ൈ ଷ࢜
ଽ  ଷࢻ

ଽ ൈ ´ଷீ࢘
ଽ  ࣓ଷ

ଽ൫࣓ଷ
ଽ ൈ ´ଷீ࢘

ଽ ൯ 
 
 
3.3.4. Análisis del Cuerpo 4i 
 
La Fig. 4.16 muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo 4i. 
 

 
 
  Figura 4.16. Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 4i 
 
ଷସࡲ ≡ Torsor de fuerza que ejerce el cuerpo 3 sobre el cuerpo 4i 
ସହࡲ ≡ Torsor de fuerza que ejerce el cuerpo 5i sobre el cuerpo 4i 
 
3.3.4.1 Ecuaciones Dinámicas 
 
La ecuación general de equilibrio dinámico es: 
 
ଵଵࡲ    

  ଵଵࡲ
ோ  ଵଵࡲ

ூ ൌ 0   (4.41) 
 
donde: 
ଵଵࡲ    

 ൌ  ଶࢃଵଵ,ࡽ
 
ଵଵࡲ    

ோ ൌ ଷସࡲ െ 13݅ࡽ
 ସହࡲ11݅

(4.42) 
ଵଵࡲ    

ூ ൌ ሾீࡲସ,ࡹைଵଵሿ் 
ସீࡲ             ൌ െ݉ସீࢇସ

ଵଵ  
(4.43) 
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ைଵଵࡹ ൌ െ ቀீࡶସࢻସ
ଵଵ  ࣓ସ

ଵଵ ൈ ൫ீࡶସ࣓ସ
ଵଵ൯  ସீ࢘

ଵଵ ൈ ൫݉ସீࢇସ
ଵଵ ൯ቁ 

Las ecs. (4.41), (4.42) y (4.43) están definidas en la base local (i11i, j11i, k11i). La 
matriz ீࡶସ se define como la matriz de inercias del cuerpo 4i de la siguiente manera: 
 

ସீࡶ ൌ 
ସ௫௫ܬ െܬସ௫௬ െܬସ௫௭
െܬସ௬௫ ସ௬௬ܬ െܬସ௬௭
െܬସ௭௫ െܬସ௭௬ ସ௭௭ܬ

 

 
además: 

ࡽ            
ଵଵ ൌ ቈ

ଵଵࡾ 0
ଵଵࡾଵଵࡿ ଵଵࡾ

 

 
Las matrices de rotación se definen como: 
 
ଵଵࡾ        

 ൌ ଵߜ௭ሺࡾைࡾ  ହସߜ௭ሺࡾସଷሻߜ௭ସሺࡾଷଶሻߜ  ଽ଼ߠ௭ସሺࡾሻ଼ߠ௭ହሺࡾହሻߠ   ଵଵଵሻߠ
 
ଵଵࡾ         ൌ ሺࡾଵଵ

 ሻ் 
 

ଵଵࡾ ൌ ௭ସ்ࡾ ሺߠଵଵଵሻࡾ௭ସ் ሺߠଽ଼ሻࡾ௭ହ
் ሺ଼ߠሻࡾ௭் ሺߠହሻࡾ௭் ሺߜହସሻࡾ௭ସ் ሺߜସଷሻࡾ௭் ሺߜଷଶሻࡾ௭் ሺߜଵሻࡾ

்  
 

ଵଵࡾ ൌ ହߠ௭ሺെࡾሻ଼ߠ௭ହሺെࡾଽ଼ሻߠଵଵଵെߠ௭ସሺെࡾ െ ଷଶߜ௭ሺെࡾସଷሻߜ௭ସሺെࡾହସሻߜ െ  ைࡾଵሻߜ
 
 :ସ se definen comoீࡿ ଵଵ yࡿ
 
ଵଵࡿ            ൌ  ଵଶଵଵሻߠ௭ହሺെࡾସீࡿଵଶଵଵሻߠ௭ହሺࡾ
 

ସீࡿ ൌ ,ସீݔሺࡿ ,ସீݕ ସሻீݖ ൌ 
0 െீݖସ ସீݕ
ସீݖ 0 െீݔସ
ସீݕ ଷீݔ 0

൩ 

 
el torsor de peso: 
 
ସࢃ            ൌ ሾ0,0, െ݉ସ݃, 0,0,0ሿ் 
 
y: 

ଵଷࡽ            
ଵଵ ൌ ቈ

ଵଷࡾ
ଵଵ 0

ଵଷࡿ
ଵଵܴଵଷ

ଵଵ ଵଷࡾ
ଵଵ 

 
donde: 
ଵଷࡾ              

ଵଵ ൌ  ଵଶଵଵሻߠ௭ହሺࡾ
 
ଵଷࡿ                 

ଵଵ ൌ ,ሺ0,0ࡿଵଶଵଵሻߠ௭ହሺࡾ  ଵଶଵଵሻߠ௭ହሺെࡾଵଷଵଶሻݖ
 

,ሺ0,0ࡿ    ଵଷଵଶሻݖ ൌ 
0 ଵଷଵଶݖ 0

ଵଷଵଶݖ 0 0
0 0 0

൩ 

 
y finalmente: 
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ସହࡲ           ൌ ሾ ସ݂ହ௫, ସ݂ହ௬, ସ݂ହ௭,݉ସହ௫, ݉ସହ௬,݉ସହ௭ሿ் 
4.3.4.2. Ecuaciones Cinemáticas (Aceleración del centro de gravedad del cuerpo 4i) 
 

 
  Figura 4.17. Centro de gravedad del cuerpo 4i 
 
De acuerdo a la Fig. 4.17, se puede ubicar al centro de gravedad del cuerpo 4i de 
acuerdo a la siguiente ecuación vectorial de posición definida en la base inercial: 
 
 
ସீ࢘   

 ൌ ࢘  ࢘
  ଶ࢘

  ࢘
  ଽ࢘

  ´ସீ࢘
   (4.44) 

 
Donde: 
 
ଽ࢘    

 ൌ ଽࡾ
 ଽ࢘

ଽ  
 
´ସீ࢘   

 ൌ ଵଵࡾ
 ´ସீ࢘

ଵଵ  
 
La velocidad del cuerpo anterior al cuerpo en estudio, afecta directamente la 
velocidad del centro de masa de éste. Los valores de ࢘ ࢘ ,

 , y ࢘ଶ
  siguen 

considerándose como constantes, así que al derivar con respecto al tiempo a la 
ecuación (4.44), sus derivadas valen cero, obteniendo: 
ସீ࢜     

 ൌ ࢜
  ଽ࢜

  ´ସீ࢜
      (4.45) 

 
De acuerdo a lo que se ha explicado, el vector de velocidad ࢜ସ

  no afecta la velocidad 
del centro de masa del cuerpo 4i, pero el vector de velocidad ࢜ଽ

  proporciona una 
componente de velocidad que debe ser considerada al calcular la velocidad del centro 
de masa, quedando entonces: 
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ସீ࢜      
 ൌ ଽ࢜

  ସீ࢜
 ´ 

Al explicar cada de una de las partes de la ecuación (4.56) se tiene que: 
 
ଽ࢜       

 ൌ ଷ࢜
  ࣓ଷ

 ൈ ଽ࢘
  

 
´ସீ࢜      

 ൌ ࣓
 ൈ ´ସீ࢘

      
 (4.46) 
 
Al definir el vector de velocidad angular ࣓ସ

  debe considerarse que la velocidad 
angular del centro de masa del cuerpo 4i está siendo afectada por la velocidad angular 
del cuerpo anterior, quedando de la siguiente forma: 
 
       ࣓

 ൌ ࣓ଷ
  ࣓

  
(4.47) 

       ࣓
 ൌ ଽࡾ

 ࣓ଷ
ଽ  ଵଵࡾ

 ࣓
ଵଵ 

 
Donde ࣓

ଵଵ se define en la base local 11i: 
 

࣓
ଵଵ ൌ ଵଵሶଵଵ,ଵߠ

ଵଵ ൌ ଵሶଵଵ,ଵߠ
ଵ ൌ  ሶଵଵ,ଵሾ1,0,0ሿ்ߠ

 
La aceleración del centro de gravedad se obtiene  al derivar con respecto al tiempo la 
ecuación (4.46): 
 
ସீࢇ     

 ൌ ଽࢇ
  ´ସீࢇ

        (4.47) 
 

ଽࢇ
 ൌ ଷࢇ

  2࣓ଷ
 ൈ ଷ࢜

  ଷࢻ
 ൈ ଽீ࢘

  ࣓ଷ
 ൈ ሺ࣓ଷ

 ൈ ଽீ࢘
 ሻ 

 
´ସீࢇ                

 ൌ ࢻ
 ൈ ସீ࢘

  ࣓
 ൈ ሺ࣓

 ൈ ସீ࢘
 ሻ 

 
El vector de aceleración angular inercial para el cuerpo 4i se define de la siguiente 
manera: 
 
ସࢻ    

 ൌ ଶࢻ
  ࢻ

  ࣓ଶ
 ൈ ࣓ସ

     (4.48) 
                           
ࢻ                          

 ൌ ଽࡾ
 ଶࢻ

ଽ  ଵଵࡾ
 ࢻ

ଵଵ  ଽࡾ
 ࣓ଶ

ଽ ൈ ଵଵࡾ
 ࣓

ଵଵ 
 
 
donde ࢻ

ଵଵ se define en la base local 11i: 
 

ࢻ
ଵଵ ൌ ଵଵሷଵଵ,ଵߠ

ଵଵ ൌ ଵሷଵଵ,ଵߠ
ଵ ൌ  ሷଵଵ,ଵሾ1,0,0ሿ்ߠ

 
Se ha logrado encontrar las velocidades y aceleraciones para el centro de gravedad 
definidas en la base inercial, a continuación se proyectarán sobre la base local del 
cuerpo 4i con la ayuda de las matrices de rotación.  
 
Al proyectar ࣓ସ

  en la base local 11i se tiene: 
 
    ࣓ଷ

ଵଵ ൌ ଵଵ࣓ࡾ
       (4.49) 
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   ࣓
ଵଵ 	ൌ ଽࡾଵଵ൫ࡾ

 ࣓ଷ
ଽ  ଵଵࡾ

 ࣓
ଵଵ൯ 

    
   ࣓

ଵଵ 	ൌ ଽࡾଵଵࡾ
 ࣓ଷ

ଽ  ଵଵࡾଵଵࡾ
 ࣓

ଵଵ 
     
    ࣓

ଵଵ ൌ ଽࡾ
ଵଵ࣓ଷ

ଽ  ଵଵࡾ
ଵଵ࣓

ଵଵ 
 
    ࣓

ଵଵ ൌ ଽࡾ
ଵଵ࣓ଷ

ଽ  ࣓ସ
ଵଵ 

 
Al proyectar ࢻ

  en la base local 11i se tiene: 
 
ࢻ    

ଵଵ ൌ ࢻଵଵࡾ
       (4.50) 

 
ࢻ    

ଵଵ ൌ ଶࢻଵଵሺࡾ
  ࢻ

  ࣓ଶ
 ൈ ࣓

 ሻ 
 

ࢻ 
ଵଵ ൌ ଽࡾଵଵ൫ࡾ

 ଶࢻ
ଽ  ଵଵࡾ

 ࢻ
ଵଵ  ଽࡾ

 ࣓ଶ
ଽ ൈ ଵଵࡾ

 ࣓
ଵଵ൯ 

            
ࢻ                          

ଵଵ ൌ ଽࡾଵଵࡾ
 ଶࢻ

ଽ  ଵଵࡾଵଵࡾ
 ࢻ

ଵଵ  ଽࡾଵଵࡾ
 ࣓ଶ

ଽ ൈ ଵଵࡾଵଵࡾ
 ࣓

ଵଵ 
       
ࢻ                          

ଵଵ ൌ ଽࡾ
ଵଵࢻଶ

ଽ  ଵଵࡾ
ଵଵࢻ

ଵଵ  ଽࡾ
ଵଵ࣓ଶ

ଽ ൈ ଵଵࡾ
ଵଵ࣓

ଵଵ 
 
ࢻ     

ଵଵ ൌ ଽࡾ
ଵଵࢻଶ

ଽ  ࢻ
ଵଵ  ଽࡾ

ଵଵ࣓ଶ
ଽ ൈ ߱

ଵଵ 
 
Al proyectar ீ࢜

  en la base local 11i se tiene: 
 
ସீ࢜     

ଵଵ ൌ ସீ࢜ଵଵࡾ
       (4.51) 

      
ସீ࢜     

ଵଵ ൌ ଽ࢜ଵଵሺࡾ
  ସீ࢜

 ´ሻ 
 
ସீ࢜     

ଵଵ ൌ ଷ࢜ଵଵሺࡾ
  ࣓ଷ

 ൈ ଽ࢘
  ࣓

 ൈ ݎீ ସ´
 ሻ 

 
ସீ࢜     

ଵଵ ൌ ଷ࢜ଵଵࡾ
  ଵଵ࣓ଷࡾ

 ൈ ଽ࢘ଵଵࡾ
  ଵଵ࣓ସࡾ

 ൈ ´ସீ࢘ଵଵࡾ
  

 
ସீ࢜     

ଵଵ ൌ ଷ࢜
ଵଵ  ࣓ଷ

ଵଵ ൈ ଽ࢘
ଵଵ  ࣓ସ

ଵଵ ൈ ´ସீ࢘
ଵଵ  

 
Al proyectar ீࢇସ

  en la base local 11i se tiene: 
 
ସீࢇ         

ଵଵ ൌ ସீࢇଵଵࡾ
     (4.52) 

 
ସீࢇ          

ଵଵ ൌ ଽࢇଵଵሺࡾ
  ´ସீࢇ

 ሻ 
 

ସீࢇ    
ଵଵ ൌ ଽࢇଵଵࡾ

  ´ସீࢇଵଵࡾ
  

 
ସீࢇ        

ଵଵ ൌ ଽࢇ
ଵଵ  ´ସீࢇ

ଵଵ  
 
donde: 
 
ଽࢇଵଵࡾ

 ൌ ଷࢇଵଵࡾ
  ଵଵ࣓ଷࡾ2

 ൈ ଷ࢜ଵଵࡾ
  ଷࢻଵଵࡾ

 ൈ ଽீ࢘ଵଵࡾ
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                ࡾଵଵ࣓ଷ
 ൈ ൫ࡾଵଵ࣓ଷ

 ൈ ଽீ࢘ଵଵࡾ
 ൯ 

 
ଽࢇ
ଵଵ ൌ ଽࢇଵଵࡾ

 ൌ ଷࢇ
ଵଵ  2࣓ଷ

ଵଵ ൈ ଷ࢜
ଵଵ  ଷࢻ

ଵଵ ൈ ଽீ࢘
ଵଵ  ࣓ଷ

ଵଵ ൈ ൫࣓ଷ
ଵଵ ൈ ଽீ࢘

ଵଵ ൯ 
 
´ସீࢇଵଵࡾ

 ൌ ࢻଵଵࡾ
 ൈ ସீ࢘ଵଵࡾ

  ଵଵ࣓ࡾ
 ൈ ൫ࡾଵଵ࣓

 ൈ ସீ࢘ଵଵࡾ
 ൯ 

 
´ସீࢇ       

ଵଵ ൌ ´ସீࢇଵଵࡾ
 ൌ ࢻ

ଵଵ ൈ ସீ࢘
ଵଵ  ࣓

ଵଵ ൈ ൫࣓
ଵଵ ൈ ସீ࢘

ଵଵ ൯ 
 
 
4.3.5. Análisis del Cuerpo 5 
 
La Fig. 4.18 muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo 5. 
 
 
 

 
  
 Figura 4.18. Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 5 
 
ࡲ ≡ Torsor de fuerza que ejerce el brazo serial sobre el cuerpo 5 
ସହࡲ ≡ Torsor de fuerza que ejerce el cuerpo 4i sobre el cuerpo 5 
 
4.3.5.1 Ecuaciones Dinámicas 

 
La ecuación general de equilibrio dinámico es: 
 
ࡲ    

  ࡲ
ோ  ூࡲ ൌ 0    (4.53) 

 
donde: 

ࡲ
 ൌ ࡽ

ࡲ  ࡽ
ࢃ 

 
ࡲ       

ோ ൌ ∑ ଵଷࡽ
 ସହࡲ


ୀଵ    (4.54) 

 

ூࡲ         ൌ ை൧ࡹ,ହீࡲൣ
்

 
 
ହீࡲ    ൌ െ݉ହீࢇହ
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(4.55) 

ைࡹ ൌ െቀீࡶହࢻହ
  ࣓ହ

 ൈ ൫ீࡶହ࣓ହ
 ൯  ହீ࢘

 ൈ ൫݉ହீࢇହ
 ൯ቁ 

Las ecs. (4.53), (4.54) y (4.55) están definidas en la base local (iP, jP, kP). La matriz 
 :ହ se define como la matriz de inercias del cuerpo 5 de la siguiente maneraீࡶ

 

ହீࡶ ൌ 
ହ௫௫ܬ െܬହ௫௬ െܬହ௫௭
െܬହ௬௫ ହ௬௬ܬ െܬହ௬௭
െܬହ௭௫ െܬହ௭௬ ହ௭௭ܬ

 

 
además: 

ࡽ                      
 ൌ 

ࡾ 0
ࡾࡿ ࡾ

൨ 

 
Las matrices de rotación se definen como: 
 
ࡾ            ൌ  థ,௨ࡾ௭ሺ߰ሻࡾ
donde: 

థ,௨ࡾ ൌ ൦

߶௫ଶܸݑ  ߶ܥ ߶௬ܸݑ௫ݑ െ ߶௭ܵݑ ߶௭ܸݑ௫ݑ  ߶௬ܵݑ

߶௬ܸݑ௫ݑ െ ߶௭ܵݑ ߶௬ଶܸݑ  ߶ܥ ߶௭ܸݑ௬ݑ  ߶௫ܵݑ

߶௭ܸݑ௫ݑ  ߶௬ܵݑ ߶௭ܸݑ௬ݑ  ߶௫ܵݑ ߶௭ଶܸݑ  ߶ܥ
൪ 

 

ࡾ         ൌ ൫ࡾ൯
்
ൌ థ,௨ࡾ

 ௭ሺ߰ሻ்ࡾ்
 
ࡾ         ൌ థ,௨ࡾ

 ௭ሺെ߰ሻࡾ்
 
 : se define comoࡿ
 

ࡿ ൌ ,ହீݔሺࡿ ,ହீݕ ହሻீݖ ൌ 
0 െீݖହ0 0
ହீݖ 0 0
0 0 0

൩ 

el torsor de peso: 
 

ହࢃ ൌ ሾ0,0, െ݉ହ݃, 0,0,0ሿ் 
 
y: 

ଵଷࡽ
 ൌ ቈ

ଵଷࡾ
 0

ଵଷࡿ
 ଵଷࡾ

 ଵଷࡾ
  

 
donde: 

ଵଷࡾ
 ൌ  ଵ଼ଵሻߜ௭ሺࡾଵଵሻߜ௭ହሺࡾଵଵହሻߜ௭ሺࡾଵସሻߜ௭ሺࡾ

 
por otro lado: 
 
ଵଷࡿ    

 ൌ ,ଵହଵସݔሺࡿଵସሻߜ௭ሺࡾ 0,0ሻࡾ௭ሺെߜଵସሻ 
 
donde: 
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ଵଷࡿ     
 ൌ ,ଵହଵସݔሺࡿ 0,0ሻ ൌ 

0 0 0
0 0 െݔଵହଵସ
0 ଵହଵସݔ 0

൩ 

y finalmente: 
ࡲ ൌ ሾ ݂௫, ݂௬, ݂௭, ݉௫,݉௬, 0ሿ் 

 
 
4.3.5.2. Ecuaciones Cinemáticas (Aceleración del centro de gravedad del cuerpo 5) 
 

 
  Figura 4.19. Centro de gravedad del cuerpo 5 
 
De acuerdo a la Fig. 4.19, se puede ubicar al centro de gravedad del cuerpo 5 de 
acuerdo a la siguiente ecuación vectorial de posición definida en la base inercial: 
 
ହீ࢘ 

 ൌ ࢘  ´ହீ࢘
     (4.56) 

 
donde: 

࢘        ൌ ,ݔൣ ,ݕ ൧ݖ
்

 
 
´ହீ࢘     

 ൌ ´ହீ࢘ࡾ
  

 
 
Derivando con respecto al tiempo la ecuación (4.56) se obtiene la ecuación de la 
velocidad del centro de masa del cuerpo 5 definida en la base inercial: 
 
ହீ࢜           

 ൌ ࢜  ´ହீ࢜
     (4.57) 

 
Al explicar cada de una de las partes de la ecuación (4.57) se tiene que: 
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࢜               ൌ ,ሶݔൣ ,ሶݕ ሶ൧ݖ
்
 

 
´ହீ࢜           

 ൌ ࣓ହ
 ൈ ´ହீ࢘

  
           ࣓ହ

 ൌ ࣓ట
  టࡾ

  ఠ   (4.58)࢘
 
            ࣓ట

 ൌ ሶ߰ ሾ0,0,1ሿ் 
 
La aceleración del centro de gravedad se obtiene  al derivar con respecto al tiempo la 
ecuación (4.57): 
ହீࢇ     

 ൌ ࢇ  ´ହீࢇ
     (4.59) 

 
Al explicar cada de una de las partes de la ecuación (4.59) se tiene que: 
 

ࢇ          ൌ ,ሷݔൣ ,ሷݕ ሷ൧ݖ
்
 

  
´ହீࢇ
 ൌ ହࢻ

 ൈ ହீ࢘
  ࣓ହ

 ൈ ሺ࣓ହ
 ൈ ହீ࢘

 ሻ 
 
ହࢻ       

 ൌ టࢻ
  టࡾ

 ఈ࢘  ࣓ట
 ൈ టࡾ

  ఠ࢘
 
టࢻ        

 ൌ ሷ߰ ሾ0,0,1ሿ் 
 
Los vectores ࢘ఠ y ࢘ఈ llamados vector de velocidad angular phi y aceleración angular 
phi, respectivamente, se explican en el apéndice B. 
 
Se ha logrado encontrar las velocidades y aceleraciones para el centro de gravedad 
definidas en la base inercial, a continuación se proyectarán sobre la base local del 
cuerpo 5 con la ayuda de las matrices de rotación. 
Al proyectar ࣓ହ

  en la base local p ubicada en el centroide de la plataforma superior 
se tiene: 
 
     ࣓ହ

 ൌ ࡾ
࣓ହ

     (4.60) 
࣓ହ
 ൌ ࡾ

൫࣓ట
  టࡾ

  ఠ൯࢘
 

  ࣓ହ
 ൌ ࡾ

࣓ట
  ࡾ

ࡾట
  ఠ࢘

 
Al proyectar ࢻହ

  en la base local p se tiene: 
 
ହࢻ           

 ൌ ࡾ
ࢻହ

       (4.61) 
 
ହࢻ           

 ൌ ࡾ
൫ࢻట

  టࡾ
 ఈ࢘  ࣓ట

 ൈ టࡾ
  ఠ൯࢘

 
ହࢻ
 ൌ ࡾ

ࢻట
  ࡾ

ࡾట
 ఈ࢘  ࡾ

࣓ట
 ൈ ܀

ࡾట
  ఠ࢘

 
Al proyectar ீ࢜ହ

  en la base local p se tiene: 
 
ହீ࢜            

 ൌ ࡾ
ீ࢜ହ
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ହீ࢜    
 ൌ ࡾ

൫࢜  ´ହீ࢜
 ൯ 

(4.62) 
ହீ࢜     

 ൌ ࡾ
൫࢜  ࣓ହ

 ൈ ´ହீ࢘
 ൯ 

ହீ࢜
 ൌ ࡾ

࢜  ࣓ହ
 ൈ ´ହீ࢘

  
 
 Al proyectar ீࢇହ

  en la base local p se tiene: 
 
ହீࢇ         

 ൌ ࡾ
ீࢇହ

  
 

ହீࢇ        
 ൌ ࡾ

൫ࢇ  ´ହீࢇ
 ൯ 

(4.63) 
ହீࢇ
 ൌ ࡾ

 ቀࢇ  ହࢻ
 ൈ ହீ࢘

  ࣓ହ
 ൈ ሺ࣓ହ

 ൈ ହீ࢘
 ሻቁ 

   
ହீࢇ        

 ൌ ࡾ
ࢇ  ହࢻ

 ൈ ହீ࢘
  ࣓ହ

 ൈ ൫࣓ହ
 ൈ ହீ࢘

 ൯ 
 
Donde: 
ࡾ                    ൌ  థ,௨ࡾ௭ሺటሻࡾ
 
ࡾ            

 ൌ ൫ࡾ൯
்
ൌ థ,௨ࡾ

௭ሺటሻࡾ்
் 

 
ࡾ            

 ൌ థ,௨ࡾ
 ௭ሺିటሻࡾ்

 

టࡾ            
 ൌ ൫ࡾ

ట൯
்
ൌ థ,௨ࡾ

் 
 
Solución  
 
Como se mencionó al principio de este capítulo, cada mecanismo se resuelve por 
separado, en primer lugar el brazo serial, el sistema está formado por 24 ecuaciones, 6 
ecuaciones por cuerpo, con 24 incógnitas: 
fpx,	fpy,	fpz,	mpx,	mpy,	f01x,	f01y,	f01z,	m01x,	m01z,	t3,	tp,	f12x,	f12y,	f12z,	m12x,	m12z,	t5,	f23x,	
f23y,	f23z,	m23x,	m23z,	y	t7.	
 
La Plataforma de Stewart presenta un sistema con 150 ecuaciones con 150 incógnitas 
f12xi,	f12yi,	f12zi,	m12zi,	f01xi,	f01yi,	f01zi,	m01xi,	m01yi,	f23xi,	f23yi,	m23xi,	m23yi,	m23zi,	fCzi,		fCzi,		
fCzi,		fCzi,		fCzi,		fCzi,		f34xi,	f34yi,	f34zi,	m34zi,	f45xi,	f45yi,	f45zi,	m45xi,	m45yi,	m45zi,	para	i	ൌ	1,	2,	
3,	4,	5,	6.		
 
Las tablas 3.1 y 3.3 muestran las especificaciones de masa y posición del centro de 
masa del brazo serial y de la P.S, respectivamente. Las cargas externas en los 
actuadores finales aplicadas a ambos manipuladores aparecen en las tablas 3.2 y 3.4. 
Para el caso de la P.S. la carga que se considera es la resultante de la acción del brazo 
y la carga externa que a este le es aplicada. 
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Tabla 3.1. Especificaciones del brazo serial 

Tabla 3.2. Carga externa aplicada al cuerpo 3 
  Brazo Serial 
Cuerpo Masa (gr) Posición c.m

0 186 
zG0 = z21/2 
xG0 = yG0 = 0 

1 434 
xG1 = x43/2 
yG1 = zG1 = 0 

2 372 
xG2 = x65/2 
yG2 = zG2 = 0

3 500 
xG3 = x87/2 
yG3 = zG3 = 0 

 
 
 
Tabla 3.3. Especificaciones de la PS         Tabla 3.4. Carga externa aplicada al cuerpo 5 

Plataforma de Stewart 
Cuerpo Masa (gr) Posición c.m 

Placa Inferior 1986 
zG0 = 0 
xG0 = yG0 = 0 

1i 34 
zG1i = z76i/2 
xG1i = yG1i = 0 

2i 550 
zG2i = z9´i/2 
xG2i = yG2i = 0 

3i 50 
zG3i = (z109i - z9´i)/2
xG3i = yG3i = 0 

4i 36 
zG4i = z1312i/2 
xG4i = yG4i = 0 

5 1986 
xG5 = 0 
yG5 = zG5 = 0 

 
A continuación se muestra el comportamiento de ambos manipuladores, de acuerdo a 
la trayectoria que se muestra en la figura 4.12, cabe mencionar que solo aparecen las 
gráficas de las variables de los actuadores y las cargas externas en el actuador final de 
la P.S y del brazo serial. 
 
 

  
a)      b) 

 
Figura 4.12. Manipulador Móvil a) posición inicial y b) posición final 

 

Carga aplicada al efector final 
Fuerza (N) Momento (N.m) 
fex = 0 mex = 0 
fey = 0 mey = 0 
fez = 25  mez = 0 

Carga aplicada al efector final 
Fuerza (N) Momento (N.m) 

fPx = 0 mPx = 0 
fPy = 0 mPy =  fig. 3.14 b)
fPz = fig. 3.14 a) mPz = 0 
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a)       b) 

 

 
c)       d) 

 
Figura 4.13. Fuerza y momento resultante en la base del brazo serial 

 
 

 
a)    b) 

 
Figura 4.14. Resultante en la base del brazo serial a) fuerza y b) momento 
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Figura43.15. Fuerza en cada actuador lineal de la PS 
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Capítulo 5 
 
 

Análisis Teórico y Experimental de Estabilidad Tip-
Over del Manipulador Híbrido 
 

5.1 Análisis Experimental de Estabilidad 
 
Caso Estático 
 
El prototipo presentado en la Fig. 5.1, fue utilizado para realizar el análisis 
experimental. El chasis es una placa de madera que soporta a la PS y al brazo serial, 
los tornillos toman el lugar de las llantas.  
	

 
 

Figura 5.1. Prototipo del Sistema Híbrido. 
 

Para evaluar la estabilidad del sistema híbrido se variaron algunos parámetros Fig. 
5.2b y 5.2c para estudiarlos en dos casos respectivamente: Caso A y Caso B. Las 
coordenadas del extremo del actuador final del brazo serial respecto a su base son 
{90, 0, 21}(cm). El análisis teórico de la estabilidad fue realizado utilizando el criterio 
propuesto. 
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a) 

 

 
b) c) 

 
Figura 5.2. Representación esquemática de los parámetros del sistema híbrido: a) Manipulador híbrido 

móvil con carga en el efector final; b) Caso A; y c) Caso B. 
 
De la Fig. 5.2b: A = 28 cm y B = 32 cm. 
1, 2, 3, 4, 5, 6 representan el número de actuador tal y como se consideró en la 
cinemática de la Plataforma de Stewart.  
 
Caso A 
 
Caso A1. ߠ ,0 = ߠC = 0 (Fig. 4.17c). 
Los actuadores de la PS se encuentran cerrados (0 = ߠ) y la superficie de apoyo del 
sistema horizontal (ߠC = 0), la orientación del brazo serial fue variando de 0° a 360° 
con incrementos de 60°, en cada intervalo se fueron colocando contrapesos en el 
último eslabón del brazo para determinar la magnitud máxima de carga que puede 
soportar el sistema antes de volcarse  
	
Caso A2. ߠC = 0 
 
Al igual que en el caso anterior el brazo fue cargado y cambiado de orientación pero 
ahora acompañado con inclinaciones de la placa superior de la PS, es decir variando 
 .Fig. 5.3 ,”ߠ“
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a)    b) 
 

Figura 5.3. Vista lateral y superior del sistema híbrido con orientación del brazo serial 0° = ߙ: a) PS 
cerrada; y b) placa superior de la PS inclinada 

 

Para el 0 = ߙ, la configuración de la PS que genera que el sistema soporte la mayor 
carga, es la obtenida con los actuadores 1, 3, 4 y 6 completamente abiertos, mientras 
los actuadores 2 y 5 permanecen cerrados. Esta configuración, que considera 4 
actuadores abiertos de forma equivalente, se presenta en las orientaciones 120° y  
240° con los actuadores 2, 3, 5, 6 y 1, 2, 4, 5, respectivamente. Fig. 5.4. 
 
	

 

 
	

a)    b) 
Figura 5.4. Orientaciones del brazo serial (Vista superior):  a) 120°= ߙ; y b) 240°= ߙ 

 
Para 180° = ߙ la configuración de la PS que soporta mayor carga antes de volcarse, es 
la obtenida con los actuadores completamente abiertos 2 y 5 y el resto cerrado. Fig. 
4.5; esta configuración es equivalente para 60° y 300°, con los actuadores 3,6 y 1,4 
abiertos respectivamente. Fig. 5.6. 
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a)    b) 

	
Figura 5.5. Vista lateral y superior del sistema híbrido, orientación del brazo serial 180° = ߙ: a) PS 

cerrada; y b) placa superior de la PS inclinada. 
	

 
 

a)                            b) 
	

Figura 5.6. Vista superior del sistema híbrido. Orientaciones del brazo serial a) 60° = ߙ, b) 300° = ߙ 
	
Caso B 
 
Para observar la estabilidad del sistema híbrido en una superficie inclinada, se 
realizaron experimentos con ߠC = -10°, ߠC = -20° , = 0°, fig. 5.7  y  ߠC = 10° , ߠC = 
 al igual que el caso anterior, se determinó la carga máxima que soporta ,180° = ߙ,20°
el sistema antes de volcarse, el criterio fue el siguiente, primero con la PS cerrada, es 
decir con todos sus actuadores cerrados y posteriormente con la placa superior de la 
PS inclinada tal y como se observa en la figura 5.7b. 
 

 
a) 																																																											b)	

	
Figura 5.7. Sistema Híbrido sobre una superficie inclinada a) PS cerrada b) placa superior de la PS 

inclinada 
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5.2 Resultados 
 
 

 
a) 

 

 
b) 

 
Figura 5.8.  Caso A. Máx. carga soportada (N) para: a) 0 = ߠº; y b) 20 = ߠº 

	
	
La Fig. 5.8 muestra como se incrementa la capacidad de carga en aproximadamente 
53% cuando la placa superior de la PS se inclina. 
 
En la orientación del brazo serial 60° = ߙ una mayor diferencia entre el resultado 
teórico y el experimental respecto a las demás orientaciones, esto se debe una 
alteración mecánica del prototipo. 
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Los resultados correspondientes al caso B se muestran en las Tablas 5.1 y 5.2. 
 

Tabla 5.1 Caso B. Max Carga (N) para ߠC =10º  
Sloping Base (ߠC = ±10º) 

Orientation 
serial Arm 

 (ߙ)

Close Platform (0 = ߠº) Sloping Plate (±20 = ߠº) 
Model Experiment Model Experiment 
Load (N) Load (N) Load (N) Load (N) 

0º 19.80 19.99 26.00 25.90 
180º 19.00 19.33 26.00 26.00 

 
Tabla 5.2 Caso B. Max Carga (N) para ߠC = 20º 

Sloping Base (ߠC = ±20º) 
Orientation 
serial Arm 

 (ߙ)

Close Platform (0 = ߠº) Sloping Plate(±20 = ߠº)
Model Experiment Model Experiment
Load (N) Load (N) Load (N) Load (N) 

0º 13.5 15.11 20.00 20.01 
180º 13 13.44 20.00 17.17 

b) 
 
La	tabla	5.1	muestra	que	la	capacidad	del	sistema	híbrido	se	incrementa	cerca	
del	30%	y	35%	en	la	tabla	5.2	cuando	la	placa	superior	de	la	PS	está	inclinada.	
 
Se puede apreciar que los resultados experimentales y teóricos son muy aproximados. 
 
 

5.3 Análisis Teórico de Estabilidad 
 
Caso Dinámico 
 
Se aplicó el criterio de estabilidad propuesto con el modelo dinámico obtenido del 
sistema híbrido. 
 
La ecuación Newtoniana de equilibrio de fuerzas es la siguiente: 
 

Σࢌ௬ ൌ Σሺࢌ௩  ࢌ  ௧ࢌ െ  ሻࢌ
 
fapoyo es la fuerza de reacción en las ruedas del móvil, fgrav son las cargas 
gravitacionales, fmanip son las cargas transmitidas por el manipulador al cuerpo del 
vehículo, fpert son perturbaciones externas que actúan sobre el vehículo y finalmente 
finer son las fuerzas de inercia. 
 
 
Simulación 
 
Caso 1 
 
Con el objetivo de determinar que tanto mejora la estabilidad del sistema híbrido con 
la reconfiguración de la Plataforma de Stewart, se analizó el caso del manipulador 
móvil de una posición con el brazo contraído a una posición con el brazo extendido, 
primeramente con la Plataforma de Stewart con sus actuadores cerrados, Fig. 5.9b, y 
posteriormente con reconfigurándose conforme el brazo se va extendiendo, Fig. 5.9c. 
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a)      b) 

 

         
c)      d) 

 
Figura 5.9. Extensión del brazo: a) configuración inicial; b) configuración final PS cerrada;                 

c) configuración final placa superior de la PS inclinada; y reacciones y bordes del polígono de apoyo 
	
	
En la Fig. 5.10 se observa el comportamiento de la Estabilidad sobre cada borde de la 
frontera de apoyo, la medida del margen de estabilidad es 1 ya que es la menor del 
todas, 3 presenta los valores de mayor magnitud y por tanto indica el borde 3 como 
eje de volcadura (Tip-Over). El margen de estabilidad va disminuyendo debido a que 
el brazo se va extendiendo, cuando la PS no se reconfigura el margen baja casi hasta 
cero como se aprecia en la Fig. 5.10a, sin embargo  cuando la PS se reconfigura el 
margen de estabilidad baja a 40 aproximadamente. Se puede observar la contribución 
de la PS para aumentar la estabilidad del manipulador móvil, Fig. 5.10b. 
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a)      b) 

	
Figura 5.10. Margen de Estabilidad: a) configuración final PS cerrada; y b) configuración final placa 

superior de la PS inclinada 
 
Caso 2 
 
En este análisis se mantuvo fija la posición del brazo y solo la PS se reconfiguró 
estando cerrada inicialmente, Fig. 5.11a y con su placa superior inclinada al final, Fig. 
5.11b. 
 

	 	
a)     b) 

 

	 	
c) 

 
Figura 5.11. Extensión del brazo: a) configuración inicial PS cerrada; y b) configuración final placa 

superior de la PS inclinada; y c) reacciones y bordes del polígono de apoyo 
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El margen de estabilidad está dado por 1 y muestra un incremento debido a la 
reconfiguración de la PS como lo muestra la Fig. 5.12. 
 

	
		 	

Figura 5.12. Margen de Estabilidad   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



	 103

Capítulo  6 
 
 

Conclusiones 
	
En este trabajo se ha propuesto un nuevo criterio de estabilidad, al formular un 
método de análisis basado en el promedio de las reacciones normales en el piso 
actuando sobre cada borde de la frontera de apoyo.  
 
El método permite calcular  la estabilidad de una forma simple. Los métodos basados 
en las reacciones en los apoyos, no miden la estabilidad, sólo determinan el momento 
de la volcadura. El método fuerza ángulo es uno de los más utilizados actualmente, 
sin embargo no considera la altura del centro de masa, dando como resultado una 
predicción no del todo precisa en la medición de la estabilidad. El método MHS, que 
sí considera la altura del centro de masa, requiere realizar más cálculos debido a las 
proyecciones vectoriales sobre cada borde de la frontera de apoyo. 
 
Los resultados de las simulaciones, tanto como en experimentos, coinciden en que el 
robot es estable en un rango de trabajo, pero los resultados de la experimentación, no 
arrojan, al momento, la información del índice de estabilidad proporcionada por el 
método y la simulación. Las simulaciones muestran que hay un rango de operación 
estable hasta que se presenta un punto de ruptura donde se da la volcadura. Este 
método mejora a los anteriores en que es más simple debido a que requiere menores 
cálculos.  
 
Los resultados que se obtienen al aplicar este método dan la pauta para tomar 
decisiones con respecto a dos puntos: operar de forma segura y conocer el espacio de 
trabajo dinámico estable. 
 
La precisión del criterio permite que el manipulador opere en un estado de seguridad 
en condiciones críticas, o que no se encuentre restringido y pueda tener mayor 
libertad de operación.  
 
Con este análisis  se ha logrado modelar en comportamiento en forma normalizada y 
gradual de los límites de estabilidad dinámica en manipuladores híbridos, al proponer 
el método de las reacciones normales promedio sobre cada borde de apoyo. 
 
La instrumentación de la base móvil juega un papel importante en la medición de la 
estabilidad ya que, de ser adecuada, permite cuantificarla sin necesidad de resolver el 
modelo dinámico del manipulador. 
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6.1 Trabajo a futuro 
 
Hasta el momento se cuenta con una medida de estabilidad que ha sido validad bajo 
determinadas consideraciones, sin embargo falten realizar más estudios sobre este 
tema. Los puntos son los siguientes: 
 

 Realizar análisis teóricos y experimentales en manipuladores con plataformas 
móviles que cuenten con suspensión. 

 
 Realizar análisis teóricos y experimentales sobre la influencia de la fricción en 

las llantas en la estabilidad del sistema. 

 
 Determinar si es necesario o no adaptar el criterio aquí propuesto para los 

robots hexápodos radiales simétricos, ya que se menciona que, como caso 
particular de este tipo de manipuladores, la volcadura puede presentarse sobre 
un solo contacto de apoyo con el suelo. 

 
 Evaluar la estabilidad en plataformas móviles que cuenten con sistema de tracción 

con ruedas universales como las simples, dobles y alternadas, así como también con 
ruedas mecanum y orugas. 
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Apéndice A 
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Caso 3   	
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Caso 4   	
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Caso 5   	
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Caso 6   	
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Caso 7   	
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Caso 8   	
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Caso 9   	
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Apéndice B 
 
 
Matriz Phi, vector ࣓࢘ y ࢻ࢘ 

 
B.1 Ecuación de Posición 
 
La matriz Phi puede ser explicada mediante las proyecciones del vector unitario a lo 
largo del eje ࢛ y poder explicar la rotación ߶ relativa a los ejes coordenados fijos, 
ejecutando los siguientes pasos que se ilustran también en la Figura B.1: 
 

1. Rotar el cuerpo rígido para traer el eje ࢛ paralelo al eje ݖ. 
2. Ejecutar la rotación ߶ alrededor del eje ࢛ ubicado temporalmente en 

un eje coordenado. 
3. Regresar  ࢛ a su posición original. 

 
Figura B.1 Secuencia de pasos para obtener la matriz Phi. 

 
Las rotaciones necesarias para cambiar de base un vector ࢘ por medio de la matriz phi 
seria la siguiente: 
 

ࡾ ൌ  ࢘ఉ,௬൧ିࡾఊ,௫൧ൣࡾథ,௭൧ൣࡾఊ,௫൧ൣିࡾఉ,௬൧ൣࡾൣ
 
ࡾ      ൌ ൣܴథ,௨൧࢘                                                  (B.1) 
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B.2 Ecuación de Velocidad 
 
La ecuación de velocidad se obtiene al derivar la ecuación (B.1) con respecto al 
tiempo quedando de la siguiente forma: 

 

ሶࡾ     ൌ ൣܴథ,௨൧
ሶ ࢘  ൣܴథ,௨൧࢘ሶ    (B.2) 

 
El vector de posición ࢘ puede ser expresado en términos de la posición actual como se 
indica: 

࢘     ൌ థ,௨൧ࡾൣ
ିଵ
ࡾ ൌ ൣܴథ,௨൧

்
 (B.3)   ࡾ

 

Donde ൣࡾథ,௨൧
ିଵ
ൌ థ,௨൧ࡾൣ

்
 ya que se trata de una matriz de rotación y por lo tanto, 

ortogonales [37]. Al sustituir la ecuación (B.3) en (B.2), se tiene: 
 

ሶࡾ ൌ థ,௨൧ࡾൣ
ሶ థ,௨൧ࡾൣ

்
ࡾ  ሶ࢘థ,௨൧ࡾൣ  

 

ࢂ             ൌ థ,௨൧ࡾൣ
ሶ థ,௨൧ࡾൣ

்
ࡾ   (B.4)   ࢜థ,௨൧ࡾൣ

 

Realizando la multiplicación de las matrices ൣࡾథ,௨൧
ሶ థ,௨൧ࡾൣ

்
 , se obtiene que: 

 

థ,௨൧ࡾൣ         
ሶ థ,௨൧ࡾൣ

்
ൌ ሾࢃሿ 

 

థ,௨൧ࡾൣ           
ሶ ൌ ሾࢃሿൣࡾథ,௨൧    (B.5) 

Donde: 

    ሾࢃሿ ൌ ൦

0 െݑ௭߶ሶ ௬߶ሶݑ

௭߶ሶݑ 0 െݑ௫߶ሶ

െݑ௬߶ሶ ௫߶ሶݑ 0
൪ 

 

         ሾࢃሿ ൌ 
0 െ߱௭ ߱௬
߱௭ 0 െ߱௫
െ߱௭ ߱௫ 0

   (B.6) 

 
La matriz ሾࢃሿ  es llamada matriz de velocidad angular y es solo función de las 
componentes de velocidad angular. Escribiendo la ecuación de velocidad en terminas 
de la matriz ሾࢃሿ, se tiene: 
ࢂ         ൌ ሾࢃሿࡾ   (B.7)   ࢜థ,௨൧ࡾൣ
 
B.3 Ecuación de Aceleración 
 
La ecuación de aceleración se obtiene al derivar la ecuación (B.7) con respecto al 
tiempo quedando de la siguiente forma: 
 

ሶࢂ ൌ ሾࢃሿሶ ࡾ  ሾࢃሿࡾሶ  థ,௨൧ࡾൣ
ሶ ࢜  ሶ࢜థ,௨൧ࡾൣ  

 
  ൌ ሾࢃሿሶ ࡾ  ሾࢃሿ൫ሾࢃሿࡾ  ൯࢜థ,௨൧ࡾൣ  ሾࢃሿൣࡾథ,௨൧࢜   ࢇథ,௨൧ࡾൣ
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  ൌ ሾࢃሿሶ ࡾ  ሾࢃሿሾࢃሿࡾ  ሾࢃሿൣࡾథ,௨൧࢜  ሾࢃሿൣࡾథ,௨൧࢜   (B.7) ࢇథ,௨൧ࡾൣ
 

  ൌ ൫ሾࢃሿሶ  ሾࢃሿሾࢃሿ൯ࡾ  ሾࢃሿൣࡾథ,௨൧࢜   ࢇథ,௨൧ࡾൣ
 
Al desarrollar el coeficiente de ࡾ: 
 

 ሾࢃሿሶ  ሾࢃሿሾࢃሿ ൌ ቀൣࡾథ,௨൧
ሶ థ,௨൧ࡾൣ

்
ቁ

ሶ
 ሾࢃሿሾࢃሿ 

 ሾࢃሿሶ  ሾࢃሿሾࢃሿ ൌ థ,௨൧ࡾൣ
ሷ థ,௨൧ࡾൣ

்
 థ,௨൧ࡾൣ

ሶ థ,௨൧ࡾൣ
்ሶ
 ሾࢃሿሾࢃሿ (B.8) 

 

 ሾࢃሿሶ  ሾࢃሿሾࢃሿ ൌ థ,௨൧ࡾൣ
ሷ థ,௨൧ࡾൣ

்
 ൫ሾࢃሿൣࡾథ,௨൧൯൫ሾࢃሿൣࡾథ,௨൧൯

்
 ሾࢃሿሾࢃሿ 

 

 ሾࢃሿሶ  ሾࢃሿሾࢃሿ ൌ థ,௨൧ࡾൣ
ሷ థ,௨൧ࡾൣ

்
 ൫ሾࢃሿൣࡾథ,௨൧൯ൣࡾథ,௨൧

்
ሾࢃሿ்  ሾࢃሿሾࢃሿ 

 
Donde:  
      ሾࢃሿ் ൌ െሾࢃሿ 
 

థ,௨൧ࡾథ,௨൧ൣࡾൣ   
்
ൌ  (B.9)       ࡵ

 
 

Sustituyendo las expresiones de (B.9) en la última ecuación de (B.8) 
 

  ሾࢃሿሶ  ሾࢃሿሾࢃሿ ൌ థ,௨൧ࡾൣ
ሷ థ,௨൧ࡾൣ

்
െ ሾࢃሿሾࢃሿ  ሾࢃሿሾࢃሿ 

 

  ሾࢃሿሶ  ሾࢃሿሾࢃሿ ൌ థ,௨൧ࡾൣ
ሷ థ,௨൧ࡾൣ

்
      (B.10) 

 
Al sustituir la ecuación (B.10) en (B.7) se obtiene: 
 

     ൌ థ,௨൧ࡾൣ
ሷ థ,௨൧ࡾൣ

்
ࡾ  ሾࢃሿൣࡾథ,௨൧࢜   ࢇథ,௨൧ࡾൣ

 
     ൌ ሾሿࡾ  ሾࢃሿൣࡾథ,௨൧࢜   (B.11) ࢇథ,௨൧ࡾൣ
 
B.4 Vectores ܚ y ܚહ 
 
Las ecuaciones obtenidas en las secciones anteriores de este capítulo consideran que 
el vector ࢘ es un vector que puede cambiar de magnitud, así que al considerar que en 
nuestro estudio el vector ࢘ es en realidad un vector unitario  de magnitud constante ݑ, 
las ecuaciones de posición, velocidad y aceleración quedarían de la siguiente forma: 
 
ࡾ      ൌ  ࢛థ,௨൧ࡾൣ

 
ࢂ      ൌ ሾࢃሿࡾ    (B.12) 
 
      ൌ ሾሿࡾ 
Para definir los vectores ࢘ఠ  y ࢘ఈ  de velocidad y aceleración angular phi, 
respectivamente, se toman las ecuaciones (B.6) y (B.10) para renombrarlas: 
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Para la matriz de velocidad angular: 
 

    ሾࢃሿ ൌ 
0 െ߱௭ ߱௬
߱௭ 0 െ߱௫
െ߱௭ ߱௫ 0

 

 

    ሾࢃሿ ൌ 
ଵଵݓ ଵଶݓ ଵଷݓ
ଶଵݓ ଶଶݓ ଶଷݓ
ଷଵݓ ଷଶݓ ଷଷݓ

൩   (B.13) 

 
Puede ahora definirse el vector de velocidad angular phi de la siguiente manera: 
 
ఠ࢘        ൌ ሾݓଷଶ, ,ଵଷݓ  ଶଵሿ்    (B.14)ݓ

 
Para la matriz de aceleración angular: 
 

   ሾࢃሿሶ  ሾࢃሿሾࢃሿ ൌ థ,௨൧ࡾൣ
ሷ థ,௨൧ࡾൣ

்
 

 

           ሾࢃሿሶ ൌ థ,௨൧ࡾൣ
ሷ థ,௨൧ࡾൣ

்
െ ሾࢃሿሾࢃሿ 

 

           ሾࢃሿሶ ൌ థ,௨൧ࡾൣ
ሷ థ,௨൧ࡾൣ

்
െ ሾࢃሿሾࢃሿ   (B.15) 

 
           ሾࢃሿሶ ൌ ሾሿ െ ሾࢃሿሾࢃሿ 
 
Donde: 

         ሾሿ ൌ ൦

െ൫߱௬ଶ  ߱௭ଶ൯ ߱௫߱௬ െ ௭ߙ ߱௫߱௭  ௬ߙ
߱௫߱௬  ௭ߙ െሺ߱௫ଶ  ߱௭ଶሻ ߱௬߱௭ െ ௫ߙ
߱௫߱௭ െ ௬ߙ ߱௬߱௭  ௫ߙ െ൫߱௫ଶ  ߱௬ଶ൯

൪ 

 

  ሾࢃሿሾࢃሿ ൌ ൦

െ൫߱௬ଶ  ߱௭ଶ൯ ߱௫߱௬ ߱௫߱௭
߱௫߱௬ െሺ߱௫ଶ  ߱௭ଶሻ ߱௬߱௭
߱௫߱௭ ߱௬߱௭ െ൫߱௫ଶ  ߱௬ଶ൯

൪ (B.16) 

 
Entonces: 

         ሾࢃሿሶ ൌ 
0 െߙ௭ ௬ߙ
௭ߙ 0 െߙ௫
െߙ௬ ௫ߙ 0

 

 

          ሾࢃሿሶ ൌ 
ሶݓ ଵଵ ሶݓ ଵଶ ሶݓ ଵଷ
ሶݓ ଶଵ ሶݓ ଶଶ ሶݓ ଶଷ
ሶݓ ଷଵ ሶݓ ଷଶ ሶݓ ଷଷ

൩    (B.17) 

 
Puede ahora definirse el vector de aceleración angular phi de la siguiente manera: 
 
ఈ࢘    ൌ ሾݓሶ ଷଶ, ሶݓ ଵଷ, ሶݓ ଶଵሿ்                                      (B.18) 
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