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Resumen

El vuelco es un importante problema que presentan los manipuladores moviles
cuando operan sobre un terreno irregular o manipulan objetos pesados. Se requiere
tener una medida que sea de facil calculo para estimar y evaluar la estabilidad
dindmica para generar acciones que eviten la volcadura. Esto es particularmente
importante en manipuladores con sistemas autdnomos u operados por seres humanos.
La presente tesis presenta un criterio de estabilidad basado en el céalculo de las
Reacciones Normales Promedio sobre el Piso, Mean Normal Ground Reactions
(MNGR), para manipuladores moviles, el cual es sensible a la concentracion de peso
en las alturas. Este criterio requiere bajo costo computacional. El criterio es aplicado a
un manipulador movil hibrido integrado por una plataforma mévil, un manipulador
paralelo tipo Stewart y un brazo serial de tres grados de libertad, para mostrar los
beneficios del método propuesto, se presentan las simulaciones y experimentos que
validan los resultados obtenidos. Gracias al reposicionamiento de la Plataforma de
Stewart se mejora el desempefio en estabilidad del sistema hibrido mencionado.

Abstract

For mobile manipulators, tipping-over is one of the most important problems when
operating on uneven terrain or manipulating heavy objects. The estimation and
evaluation of dynamic stability with an easy-computed measure helps to generate
actions to avoid tipping-over. This is particularly important in autonomous systems
and in human remotely operated manipulators. This paper presents a stability criterion
based on the calculation of the Mean Normal Ground Reactions (MNGR) for mobile
manipulators, which is sensible to top-heaviness. This criterion requires low
computational cost and is sensitive to top-heaviness. The criterion is applied to a
hybrid mobile manipulator that consists of a mobile platform, a Stewart parallel
platform and a serial arm manipulator of three degrees of freedom, to show the
benefits of the method proposed by the authors. Simulations and experiments reported
in this paper show that by repositioning the Stewart platform is possible to improve
the stability performance of the mentioned hybrid system.



Capitulo 1:

Introduccion

Actualmente, los manipuladores moviles estan siendo cada vez mas utilizados en
distintos campos, debido a la gran movilidad que presentan.

El término de manipulador movil se refiere a los sistemas constituidos por un brazo
manipulador y una plataforma movil, el cual puede ser autonomo o teleoperado, para
realizar diversas tareas de mantenimiento remoto [1], limpieza de desechos toxicos
[2] y combate de fuego en bosques [3], desmantelamiento de bombas, transportacion
de materiales nucleares y aplicaciones militares. Asi mismo, se encuentran los
manipuladores moviles que son controlados por operadores humanos como los
utilizados en el campo de la mineria y en el campo forestal [4].

Una problemadtica que presentan los manipuladores moviles es la inestabilidad por
pérdida del equilibrio (Tip-Over), cuando realizan maniobras rapidas, ejercen grandes
fuerzas sobre el ambiente que los rodea, mueven cargas pesadas, operan sobre
superficies irregulares e inclinadas [23].

La inestabilidad por Tip-Over ocurre cuando un vehiculo nominalmente vertical
experimenta una rotacion que resulta en una reduccion del niimero de puntos de
contacto con el piso tal que todos los puntos que permanecen caen en una linea
singular (eje Tip-Over). El control de movilidad se pierde, finalmente la situacion
generalmente no es reversible y el vehiculo se vuelca [23].

Por lo anterior es necesario trazar una ruta y planear trayectorias, para controlar estos
sistemas basados en una medida de margen de estabilidad dindmica instantanea, para
incrementar la seguridad y productividad de éstos.

1.1 Estado del Arte

Los intentos hechos por la comunidad de investigacion en robotica, para resolver el
problema de planeacion de movimientos, para manipuladores moviles trasladandose
sobre terreno inclinado o ejerciendo grandes fuerzas o momentos sobre el ambiente,
dio lugar a varias definiciones de restriccion de estabilidad [7, 8, 9]. Al considerar el
grado al cual una restriccion de estabilidad es satisfecha, se obtiene una medida del
margen de estabilidad. Sin embargo, las medidas propuestas no son sensibles al
tambaleo y generalmente solo consideran la volcadura lateral.

Varios investigadores examinaron mas directamente la cuestion de cémo se debe
definir el margen de estabilidad instantdneo para un manipulador mévil. McGhee
propuso el uso de la distancia horizontal mas corta entre el c.g y la frontera de apoyo
frontal proyectada en el plano horizontal [10, 11]. Esta medida fue refinada por Song,
aun permanece insensible al tambaleo y es solo una aproximacioén para sistema en
terreno irregular [12].



Screenivasan y Wilcox mejoraron la medida de la distancia minima al considerar el
minimo de la distancia de cada punto de contacto al vector de fuerza neta., eliminando
la necesidad de un plano de proyeccion y por tanto haciendo la medida exacta [13].
Sin embargo, esta medida falla en la presencia de cargas angulares y tampoco toma en
consideracion el tambaleo.

Davidson y Schweitzer también extienden el trabajo de McGhee, esta vez usando
mecanica de tornillo para proveer una medida la cual elimina la necesidad de un plano
de proyeccion mientras considera las cargas angulares [14]. Ellos reconocen sin
embargo, que su medida no es sensible al topheaviness.

Mesuri y Klein propusieron el uso del trabajo minimo requerido para que el vehiculo
Tip-Over, una medida la cual es sensible a la altura del c.g. [15]. La aproximacion
basada en energia requerida para colocar el cg dentro de un plano (llamado plano de
equilibrio), tal que todo el momento ejercido en el sistema es minimizado, fue
extendida por Ghasempoor y Sepheri para incluir las cargas inerciales y externas,
sujetas. Sin embargo, ademads, a la misma consideracion de magnitud y direccion de
carga constante a través del movimiento de Tip-Over, requiere de mucho calculo [16].

Sugano, presentd el punto de momento cero (ZMP) por sus siglas en inglés, para la
planeacion de movimiento de un manipulador redundante [17]. Es un punto en el
suelo donde la suma de las fuerzas y momentos actuando sobre el robot pueden ser
reemplazados por una sola fuerza. Fue utilizado para estabilizar robots bipedos y ha
sido aplicado muchas veces a robots moviles.

El criterio ZMP fue usado originalmente en la planeaciéon de la marcha para robots
antropomorficos en los cuales la posicion del centro de masa (cm) es constante. Por
otro lado, en manipuladores moviles, especialmente en la manipulacién de objetos
pesados el cm puede estar variando. Por tanto el ZMP, en su forma original no es
sensible a la variacion del centro de masa. Ademas, si el ZMP es calculado de la
forma como en [17], el momento de inercia de masa de diferentes cuerpos rigidos sera
despreciado. Sin embargo, el ZMP no provee del todo ninguna indicacion especifica
sobre la inestabilidad del sistema, [18,19]. La planeacion del movimiento cooperativo
consistiendo de la planeacion de un movimiento sinuoso y la de un movimiento local
exacto considerando la estabilidad dinamica del sistema ha sido propuesto [20], donde
los eslabones del manipulador y la base movil son considerados como varias
particulas ignorando el momento de inercia de masa de ellos en la evaluacion del
margen de estabilidad dinamica. Para incluir el momento de inercia de masa la
formulacion del ZMP ha sido modificada [21]. El ZMP basado en el criterio de
estabilidad [19] principalmente utiliza la relacion entre el ZMP y el poligono de
apoyo para evaluar la estabilidad. Este tipo de métodos de medicion de estabilidad
como los demostrados por [22,23], El punto de momento cero ficticio (FZMP) y el
método de Centro de Presion (COP) [24-26], son ampliamente usados en robots
humanoides asi como en terreno.

Otra medida emplea el momento resultante sobre cada borde de frontera considerando
las fuerzas externas, las fuerzas de inercia y las gravitacionales, asi como los torques
ejercidos en el sistema [27]. Esta medida no es sensible a la altura del cm en su forma
original.



Papadopoulos y Rey han reportado otra medida llamada margen Fuerza-Angulo FA
[28]. Esta medida usa el angulo minimo entre la fuerza resultante ejercida a la base y
al eje normal Tip-Over sujeto a la consideracion de bajas velocidades. Este algoritmo
mide la estabilidad por el angulo de la fuerza aplicada en el centro de masa. Los
angulos son referenciados al poligono de apoyo, el cual es un poligono convexo
derivado de los puntos de contacto con el suelo del robot. El margen de estabilidad
Fuerza-Angulo (FASM)[29-31] es el criterio mas comin basado en el Fuerza-
Angulo. Es aplicado a sistemas sujetos a fuerzas externas y de inercia, y a
movimiento en terrenos regulares e irregulares. Adicionalmente es también sensible al
top-heaviness. Long et al. Mejoraron la medida FA para ser aplicada a un Robot
Radial Simétrico [32]

Moosavian desarrollo el algoritmo Estabilidad Momento-Altura (MHS) [33] que
considera la inercia del robot sobre cada eje del poligono de apoyo. Incorpora un
factor intuitivo escalando los resultados por la altura del centro de masa. Es
considerada una métrica eficiente ya que no requiere mucho célculo, la medida
presentada es efectiva para manipuladores mdviles y para robots con patas. Las
simulaciones obtenidas muestran el resultado del merito de la nueva medida propuesta
(MHS) en términos de el tiempo exacto de la prediccion del vuelco. La métrica
propuesta estd basado en conceptos fisicos, y es implementado con un coste
computacional bajo. En esta medida la rotacion pura es de principal interés, incorpora
el momento de inercia de la masa de la base del moévil, que es un factor importante de
la rotacion de la base movil. Alipour y Moosavian presentaron la planeacion estable
dindmicamente basada en un analisis sistematico para predecir mejor y eliminar la
posibilidad de volcadura [34].

Li y Wang propusieron un método de computo para el angulo de estabilidad de los
puntos de contacto. Mientras Li no tomo en consideracion la interferencia externa y el
momento actuando en el centro de gravedad [35], el método de Wang no fue efectivo
[36]. Hatano y Obara presentaron un criterio basado en las reacciones normales,
pero no considera la variacion de la altura del centro de masa [37].

En [38] Shanab y Sepehri, presentan el desarrollo de un modelo que puede simular
adecuadamente la estabilidad dinamica de manipuladores montados en plataformas
moviles. El modelo cuenta con la dinamica de la base que puede balancearse hacia
delante y hacia atrds. Particularmente, el modelo predice los cambios en las
velocidades en los enlaces del manipulador y de la base debido al impacto del suelo.
Los resultados presentados muestran que mediante la manipulacion apropiada de los
brazos, un manipulador movil puede alcanzar una condicion estable e incluso revertir
el vuelco. El algoritmo del manipulador mévil, indica si el manipulador movil se va a
volcar y sobre que borde lo hara, esto lo hace mediante el calculo del momento neto
sobre los bordes frontal y posterior de la base. Mediante Newton-Euler son calculadas
las fuerzas y torques de los links, una vez que esas fuerzas son calculadas, se computa
el momento neto sobre el borde frontal y posterior. Hace uso de un modelo de
impacto para cambiar las velocidades de las juntas y evitar que se volqué el
manipulador._El trabajo de Shanab y Sepehri muestra que mediante la manipulacién
apropiada de los vinculos, se puede conseguir una condicion estable e incluso revertir
situaciones de vuelco, la seguridad, la productividad y vida 1til de los manipuladores
moviles podria ser mejorado por prediccion y prevencion automatica del vuelco.



En [39] Shanab y Sepehri, hacen una extension de su trabajo anterior, en el cual
estudian la estabilidad dinamica de manipuladores moviles. El presente modelo no
solo toma en cuenta la dindmica de la base cuando se balancea hacia atras y hacia
delante, sino que también la flexibilidad del contacto de la base con el suelo
(suspension y llantas). Se modela el manipulador por medio de eslabones virtuales
para simular un manipulador de base no fija. Los resultados se usan para simular los
movimientos planares de un excavador Caterpillar. Los resultados muestran la
relacion entre los movimientos del manipulador y la estabilidad del manipulador
movil. Se demuestra que el contacto entre la base y la tierra debe ser considerada para
la precision de la estabilidad de manipuladores moviles.

R. F. Abo-Shanab y N. Sepehri, 2005 Presentaron un modelo para estudiar la
estabilidad Tip-Over en una maquina hidraulica cargadora de troncos [40]. El modelo
tiene en cuenta la dindmica de: (i) la base que potencialmente puede balancearse hacia
atras o hacia delante, (ii) la combinacion de la suspension y el suelo con el neumatico,
(ii1) la friccion entre los neumadticos y el suelo, y (iv) la funcion de los actuadores
hidraulicos. Los resultados muestran los efectos de movimientos del manipulador, la
flexibilidad de contacto entre la base y el suelo, el sistema hidraulico, y las
propiedades de friccion entre las ruedas y el suelo, sobre la estabilidad de la maquina.
En particular se muestra que la flexibilidad de contacto entre la base y el suelo reduce
la estabilidad de la maquina, mientras que la flexibilidad de las articulaciones del
manipulador por el cumplimiento hidraulico mejora la estabilidad de la maquina.

Y. Li and Y. Liu, 2005 Analizaron la estabilidad de un manipulador movil para
evaluar la posibilidad de volcadura. Establecen un criterio de estabilidad [41]. El
criterio esta basado en el hecho de que las fuerzas de soporte no pueden ser negativas,
se toman en cuenta las aceleraciones de la plataforma movil para poder considerar las
fuerzas de inercia, se define una funcidon potencial artificial que define la situacion
mas estable, esta situacion es cuando la carga se distribuye uniformemente sobre las
tres ruedas, también se determina una funcion para determinar la velocidad para
prevenir que el manipulador mévil no se volqué.

Meghdari et al [42], presentan un enfoque basado en una red neuronal para detectar
situaciones inestables en manipuladores moéviles, este método reduce grandemente el
tiempo de calculo y es suficientemente rapido por usar un observador para medir el
Tip-Over en tiempo real. El criterio desarrollado toma en cuenta la interaccion
dindmica del manipulador y la plataforma movil dando como resultado una fuerza
resultante y un momento del manipulador, estas ecuaciones son usadas para derivar
las fuerzas actuando en las llantas. El criterio no solo mide la fuerza ascendente en las
llantas si no que también mide la estabilidad de direccionabilidad. La volcadura
ocurre si las fuerzas ascendentes de las llantas que ejerce la carretera en dos
neumaticos se hace cero, una vez que se mide la fuerza de los neumaticos para
determinar la estabilidad de Tip-Over, se verifica que las fuerzas verticales son
suficientes para que sean para la traccion para mantener la maniobrabilidad en ese
momento. Esto demostrara que el manipulador movil estara en la zona de capacidad
de direccionabilidad.



La aplicacion de los criterios existentes puede ser de dos maneras: la primera, al
equipar el manipulador con varios sensores, que proporcionan valores de los
parametros a considerar, y la segunda sin sensores, donde los pardmetros necesarios
para calcular el criterio indirectamente usan un observador, un modelo dinamico, etc.

En el primer caso, se tiene una medida directa que proporciona informacion sobre las
condiciones actuales en las que opera el manipulador, pero que implica la puesta en
practica del sistema de sensores que podrian ser caros.

En el segundo caso, la informacion de calculo es de forma indirecta, los modelos
utilizados consumen muchos recursos informaticos. Para aplicar un algoritmo de
control en un manipulador movil se requiere un modelo dinamico, que es un sistema
altamente no lineal, que sea conciso y de féacil calculo para su ejecucion en linea.

Actualmente el desarrollo de la inteligencia artificial ha generado esquemas de control
tales como las redes neuronales, logica difusa, algoritmos genéticos o una
combinacion de ellos, se estdn aplicando a los robots moviles [43-52]. También se
han aplicado controladores robustos, cuyo objetivo es dar a conocer la robustez y el
rechazo de las perturbaciones del sistema, tales como el ruido [53]. El control de la
impedancia se aplica en manipuladores que tienen contacto con el medio ambiente
[54]

De acuerdo con lo anterior, en este trabajo, un nuevo criterio de estabilidad sobre la
base de las reacciones normales promedio sobre el suelo (MNGR) es propuesto. El
cual presenta un requerimiento computacional mas bajo que las otras medidas.

1.2 Manipuladores Seriales y Paralelos

Los manipuladores seriales son por mucho los manipuladores industriales mas
comunes, ya que por lo general presentan una estructura en forma de brazo mecanico,
una cadena en serie con eslabones rigidos unidos por medio de juntas formando asi un
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“hombro”, “un codo” y una “mufieca”.
Su principal ventaja es su amplio espacio de trabajo dado su volumen.

Como principal desventaja tenemos su poca rigidez y el hecho de que en ocasiones
tienen que mover gran peso, donde la serie de actuadores que lo conforman a veces no
lo soporta.

Los manipuladores paralelos son un conjunto de mecanismos articulados cuyo
movimiento es similar entre ellos. Tal movimiento es generado tanto en su base como
en dichos mecanismos. Su caracteristica de paralelismo se opone a la de un
manipulador serial. Esto es, que la punta del efector (o mano) o su enlace (o brazo) va
conectado a otra base en un nimero de cadenas separadas e independientes. Las
cuales trabajan en paralelo (usualmente 3 o 6 cadenas). El término paralelo es usado
en sentido topologico dada su geometria.



El manipulador paralelo que nos interesa estudiar es la Plataforma de Stewart (PS).
Esta estructura de manipulacion tiene su origen en el disefio de Stewart basado en un
mecanismo de seis cadenas, para simular condiciones de flote y generar movimiento
global en el espacio. El mecanismo de Stewart consiste en seis conectores montado
sobre una superficie plana, distribuidos uniformemente en una plataforma superior.
Los dispositivos se encuentran colocados de manera que proporcionan a este
manipulador seis grados de libertad, de los cuales tres son de rotacidon y tres son de
traslacion. Esta plataforma es conocida también como plataforma de movimiento
sinérgico, debido a que los movimientos se producen por una combinacion de
movimientos de varios de los lados en lo que seria una sinergia o interaccion mutua,
entre la forma en que los conectores se encuentran unidos.

La PS ha sido utilizada en diversas aplicaciones, inicialmente como un mecanismo
para simular condiciones de vuelo [55]. Ademas ha sido utilizada como estacion de
trabajo para maquinado, sensor de fuerza-torque [56,57], como estabilizador de
movimiento en un barco [58], aislador de vibracion [59] entre otros.

Actualmente, las plataformas de Stewart tienen su principal aplicacion en la
tecnologia de las maquinas-herramienta, de gruas, la investigacion submarina, antena
de posicionamiento por satélite, telescopios y cirugia ortopédica, pero es muy
utilizado especialmente en la simulacion de vuelo, en especial el llamado simulacion
de vuelo completo donde los 6 grados de libertad son de uso obligatorio.

La plataforma de Stewart es un disefio mecanico utilizado para el control de posicion.
Las cadenas estan disefiadas con un cuerpo superior ¢ inferior que se puede ajustar, de
modo que cada pierna debe ajustarse en longitud.

Entre sus ventajas puede recalcarse su capacidad de posicionamiento preciso, su gran
rigidez y agarrotamiento, el cual provee una fuente importante de seguridad en la
posicion y operacion del movimiento. Es compatible con una gran capacidad de
carga, pues su disefio soporta grandes fuerzas de tension y compresion sin involucrar
fuerza de flexion no deseada. Todo esto gracias a que las fuerzas se concentran en un
punto medio, o centro sobre la placa superior, a diferencia de los disefios en serie
donde la carga es admitida sobre un solo brazo [60].

1.3 Objetivo de la investigacion

Generar conocimiento sobre un manipulador movil hibrido autoestabilizable,
desarrollando un criterio de estabilidad de bajo requerimiento computacional,
empleando como sistema de estabilizacion un manipulador paralelo. Capaz de ser
cuantificar la estabilidad y que le permita al manipulador que opere en un estado de
seguridad en condiciones de riesgo de volcadura para que pueda tener una mayor
libertad de operacion.



1.4 Justificacion

Se requiere un sistema de supervision para la deteccion automatica y prevencion de
inestabilidades por pérdida del equilibrio, en sistemas automaticos u operados por el
ser humano, con el propoésito de incrementar la seguridad y la productividad de estos
manipuladores

1.5 Metodologia

El presente trabajo presenta el criterio de Estabilidad desarrollado “Reacciones
Normales Promedio”. Para validar el modelo se analiza un manipulador mévil con un
brazo serial de 3 GDL y se compara con tres de los criterios mas utilizados: “Force-
Angle” [28], “Moment Hight Stability” [33] y “Normal Supporting Force” [41].

Posteriormente se presenta el robot hibrido moévil — paralelo — serie, el cual cuenta con
una Plataforma de Stewart colocada en la interfase del mdvil y del brazo serial con el
objetivo de ayudar a mejorar la estabilidad de todo el manipulador. Se muestra en
primer lugar el andlisis cinematico del brazo serial y en segundo lugar el analisis
cinematico de la Plataforma de Stewart, utilizando como herramienta las
transformaciones homogéneas. El modelo obtenido es resuelto de forma numérica con
ayuda de un software matematico.

Posteriormente se realiza el analisis dinamico de ambos manipuladores por medio de
la formulacion de Newton-Euler, basicamente para poder conocer las reacciones en
los apoyos del manipulador hibrido, las cuales son parte fundamental del criterio de
estabilidad propuesto.

Finalmente se presenta el analisis de estabilidad tanto tedérico como experimental del
robot hibrido con el fin de sustentar ambos resultados.



Capitulo 2

Estabilidad

2.1. Introduccion

La pérdida de estabilidad puede suceder de varias formas, tales como deslizamiento
puro, rotacion pura respecto a un punto de frontera y a una combinacion de
deslizamiento y rotacion [38]. El presente trabajo estudia el caso de rotacion pura,
generada principalmente por la pose del sistema (brazo y plataforma movil).

Cualquier rotacion de un sistema es causado por torques o por el efecto rotacional de
fuerzas ejercidas tales como momentos [33].

Medir la estabilidad representa que tanta resistencia opone el manipulador para
volcarse es decir, respecto a la configuracion mas estable que tan lejos esta la
volcadura de presentarse.

En el presente capitulo se muestra un nuevo criterio de estabilidad el cual es
comparado con tres de los criterios mas utilizados en la planeacion de trayectorias de
manipuladores moviles, estos criterios son: MHS (Moment Height Stability), Fuerza-
Angulo y reacciones normales en los apoyos.

2.2. Estabilidad Tip-Over

Una condicién que se busca en los manipulaores moviles es su permanencia en el
estado de equilibrio, la estabilidad méxima en un sistema se alcanza cuando el centro
de masa se encuentra lo mas bajo posible y su proyeccion sobre el plano horizontal
del poligono de apoyo es lo mas cercana al centro de este.

|

I\O\L__ 5

a) b)

Figura 2.1. Poligono de apoyo formado por n puntos de contacto



2.2.1. Frontera de Apoyo

La frontera de apoyo estd formada por la unioén de los puntos externos de la superficie
de contacto formando un Poligono Convexo. La volcadura del sistema se da sobre el
Eje de Tip-Over el cual es uno de los bordes de la frontera de apoyo. Fig. 2.2b.

@ @

Superficies
de contacto

a) b)

Figura 2.2. Contacto de las ruedas con el piso: a) proyeccion de las superficies de contacto; y b)
frontera de apoyo

Si uno de los apoyos desaparece o se desplaza, la frontera de apoyo se modifica y por
tanto es posible que sea mas propenso a la volcadura debido a que la distancia minima
del c.m. al eje de Tip-Over puede disminuir. La Fig. 2.3a muestra una frontera de
apoyo formada por cinco superficies de contacto, la cual se puede alterar si se pierde
o se desplaza alguno de los apoyos. En la Fig. 2.3b se observa que el c.m. permanece
dentro del poligono de apoyo a pesar de que ha sido alterado, bajo esta condicion
entonces el movil es estable.

- - S - - \_
min " dmin dmin
- - - - - ) - - = - - L]
a) b)

Figura 2.3. a) Modificacion de la frontera de apoyo; y b) poligono de apoyo formado por los ejes de
Tip-Over
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2.2.2. Criterio de Estabilidad Propuesto

De acuerdo a la definicion de Tip-Over es congruente medir la establidad a partir de
las reacciones normales en los apoyos.

a) b)

Figura 2.4. Reacciones en los apoyos: a) manipulador mévil; y b) DCL de la base movil

El criterio utilizado por [41] manifiesta que el sistema puede permanecer en estado
estable bajo la la siguiente condicion:

N1>0
N2>0
N3>0
N4>0

Sin embargo como ya se demostré anteriormente el hecho de que una de las
reacciones desaparezca no implica que el manipulador se desestabilice, ya que todo
depende de la proyeccion del c.m. sobre el poligono de apoyo, si cae dentro o fuera de
este.

La altura del centro de masa influye influye en la estabilidad del sistema, a
continuacion se dan detalles al respecto.

2.2.2.1. Altura del c.m.

Para considerar la influencia de la altura del c.m. en el criterio de Estabilidad es
necesario entender como afecta el equilibrio. En un caso estitico sobre un plano
horizontal la variacion de la altura del c.m. no se veria reflejada en las reacciones en
los apoyos. Esto se puede ejemplificar en la figura 2.5, en donde se tienen dos postes
soportando un bloque con un peso W. Donde las reacciones son las mismas y la altura
del c.m. no influye en la estabilidad del sistema.
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| postes
w /_,,I...'_// ‘ c.m.
. W1/ D' |
) i i i
N1 N2 N1’ N2’
a) b)

Figura 2.5. Condicion en la que no influye la altura del c.m.: a) c.m. elevado; y b) c.m. bajo

Ni=Ni’ i={1,2}
i'=1{1,2

Si la superficie de apoyo esta inclinada, la componente en x” del peso del bloque
produce un momento mayor respecto al piso para el bloque que se encuentra a mayor
altura, Fig. 2.6a, en comparacion con el momento producido por el bloque a menor
altura, Fig 2.6b.

Figura 2.6. Condicion en la que si influye la altura del c.m. a) c.m elevado b) c.m. bajo

Ni = Ni’ i={1.2}
= 11,27

La altura del c.m. afecta de forma inversa la estabilidad del sistema, es decir entre
mayor sea, la estabilidad disminuira.

Debido a la suposicion de que a mayor altura se encuentre el c.m. la Estabilidad
disminuye, entonces la altura /# debe ser insertada en la medida y ser inversamente
proporcional a esta.

a= %K =h71K donde: a es la medida de estabilidad

h representa la altura del c.m.
K es un escalar
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2.2.2.2. Criterio basado en las reacciones normales promedio

La medida de estabilidad propuesta estd basada en las reacciones normales en los
apoyos, solo que no las considera de forma independiente como en [41] sino por
pares, ya que el eje de Tip-Over se forma entre dos de ellas; cuando inicia la
volcadura la magnitud de estas reacciones se incrementa debido a que todo el peso del
manipulador se recarga en sus puntos de apoyo.

La medida de la estabilidad sobre cada borde seria entonces:

— NitNiyq

i > i={12,..,n—1}

_ N1+Np
n 2

donde 7 es el nimero de apoyos de manipulador movil.

Las expresiones anteriores no son sensibles a la variacion de la altura del centro de
masa, por tanto, se deben multiplicar por el término (h.,, )"

Ni+N; .
4 = (hem) ™+ M2 = {12,.,n -1}
— -1, N1itNn
ap = (hem) ™ * -
La medida puede ser normalizada como sigue:
Nj+N;
A (hc.m.)_l*lTH'l i
a; = NN i={12,..,n—1}
' ((hc.m.)nom)_l*(%)
nom
(hcm)_l*—N1+Nn
An = RrE

_((hc.m.)nom)_l*( 2 )nom

Donde @ es el margen de estabilidad normalizada y el subindice “nom” se refiere al
valor nominal. Que en este estudio, la posicion de Home es considerada la
configuracion nominal. La normalizacién es conveniente para poder hacer la
comparacion del comportamiento con otras medidas de estabilidad. Asi como,
también para facilitar la interpretacion del operador humano o del teleoperador,
cuando se realice el monitoreo del margen de estabilidad.

Caso Particular

El caso de una plataforma movil con cuatro llantas y un brazo de 3 GDL sujeta a

cargas gravitacionales, Fig, 2.7 representa un problema de cuatro incognitas y tres

ecuaciones de equilibrio. Para calcular las reacciones en los apoyos, se puede utilizar

el método de superposicion en donde la contribucion de cada carga se analiza por

separado. Bésicamente se tiene como reaccion en el chasis una fuerza y un momento,
€e, 9 (1))

mismo que se descompone en las direcciones “xX” y “y” respectivamente, Fig. 2.8.
Cabe mencionear que previamente se realizo el andlisis dindmico con la metodologia
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Newton-Euler de este manipulador, primero se analiz6 el brazo y posteriormente la
plataforma movil para finalmente acoplarlos.

=

Figura 2.7. Manipulador mévil con cuatro ruedas.

Figura 2.8. Diagrama de cuerpo libre del chasis con cuatro llantas. Método de superposicion para el
problema de cuatro apoyos.

Si el brazo experimenta un giro de su base respecto a la plataforma movil, cada una de
las reacciones presentaria una variacion. El estudio hasta este punto s6lo permitiria
predecir la volcadura en el caso de que un par de reacciones adyacentes llegaran a ser
cero, sin embargo no podriamos cuantificar que tan estable o inestable es el sistema ni
tampoco se podria definir sobre que borde de la frontera de apoyo se volcaria (eje de
Tip — Over).
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Simulacion

Se considera el manipulador mévil mostrado en la Fig. 2.7, la Tabla 2.1 muestra las
caracteristicas fisicas de cada componente:

Tabla 2.1 Especificaciones del manipulador mévil

Componentes | Longitud (cm) Masa (kg)
Brazo Poste 60 .05
Travesaiio 60 3.18
Plataforma Chasis 18.25x18.25 1.8
Moévil Rueda 8 de diametro .05

El brazo es rotado 30° respecto al poste vertical del mismo, con esta orientacion el
travesafio sufre un desplazamiento de 30 cm. Esto genera que el c.m. también se
desplace y tienda a salir de la frontera de apoyo formada en este caso por la union de
los 4 puntos de contacto, la estabilidad por tanto disminuye, Fig 2.9. La Fig. 2.10a
muestra la variacion de cada reaccion. Las graficas, en si, no pueden cuantificar la
estabilidad, ni tampoco se podria saber sobre que borde de la frontera el manipulador
seria propenso a volcarse. Sin embargo, si se suman las reacciones por pares
adyacentes, correspondientes a cada borde de la frontera, y se dividen entre dos, es
posible observar la contribucion de las reacciones sobre la frontera de apoyo en la Fig.
2.10. El eje de Tip — Over es aquel en el que el par de reacciones que le corresponden
son las de mayor magnitud, por tanto la medida de la estabilidad estaria cuantificada
por el borde que contenga el par de reacciones minimas, ya que esto indica que los
puntos de contacto tienden a desaparecer.

60} 60
T \ -‘_quq—‘_h---

40} ' 40|

b)

Figura 2.9. Simulacion: a) travesafio girado y c.m. en el centro; y b) travesafio girado-desplazado y c.m.
en el borde
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Figura 2.10. Reacciones en los apoyos: a) comportamiento individual de cada apoyo; y b) reacciones
promedio por pares.

2.2.3. Casos de Estudio

Se analizaron 3 casos para comparar distintos criterios de estabilidad (Fuerza-Angulo
F-A, Estabilidad Momento Altura MHS y Reacciones Normales) con el propuesto.
Las especificaciones del manipulador son las mismas de la tabla 4. Debido a que son
cuatro puntos de apoyo se tienen 4 bordes de frontera de apoyo que se identifican
como sigue: el borde 1 se forma del segmento Ni-Na, el borde 2 del segmento N2-Nj3,
el borde 3 del segmento N3-N4 y el borde 4 del segmento N4-Ni, Fig. 2.8.

Casol
En la plataforma movil estatica, solo el travesafio se desplaza en la direccion negativa

de z, el c.m. se encuentra a la mitad de la distancia que hay entre el centro goemétrico
del chasis y el borde 3, también se desplaza de arriba a abajo, Fig. 2.11b.

16



gl &
0.
1.5 g,
- 8.
1 Zo.
Z 0.
i =0,
0.0 0.
0 1
t t t t
20 ) — 1.0r—
0.8
15 0.8 ®o8
0.6 o7
e z <08
| %04 +
05 ] 205
| o2 =04
L7 AR [N TN BU S 0.3
0 1 2 3 4 5 0 1 2z 3 4
t t t
i T30 T s
15 | 25 0.45
| 20 0.40
1.0 |
2 {215 2030
0.5 1 1.0 0.25
|05 0.20
0.0 I i e G P eves 0.15
R TR B R i 2 3 4 5 0 1 2 3.4 &
t t t t
20 N L — o i
| 25 09 09
1.5 1 20 08 N08
| i 0.7 0.7
T10 | 215 ol 308
0.5 I | | 1.0 0.5 Z 05
; | 05 0.4 <04
/] Y P SO D e I 03 1] 03
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5
t t t t
a) b) c) d)

Figura 2.12. Comportamiento de los criterios de Estabilidad a) Fuerza — Angulo, b) Fuerza normal de
apoyo, ¢) MHS y d) Propuesta

Los criterios Fuerza-Angulo y Fuerza normal de apoyo muestran insensibilidad a la
variacion de la altura del centro de masa, los criterios MHS y el propuesto muestran
exactamente el mismo comportamiento. La medida de estabilidad MHS corresponde a
la menor de los bordes, en este caso es a3 que a su vez indica que el sistema tiende a
volcarse sobre el borde 3, la medida de la propuesta es el menor de los promedios de
los pares de reacciones, en este caso (N1+N2)/2, el eje de Tip — Over es el mayor de
los promedios de los pares de reacciones: (N1+N4)/2 que corresponde al borde 3.

Caso2

En la plataforma movil estatica, solo el travesafio se desplaza en la direccion positiva
de x hasta donde el c.m. llega al borde partiendo del centro de la plataforma movil, se
desplaza lateralmente, Fig. 2.13.
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Figura 2.13. Manipulador moévil: a) posicion inicial con c.m. al centro; y b) posicion final con c.m. en
el limite de la frontera de apoyo

T 1.0
0.5}

10| N N N Y S
o 1 2 3 4

a) b) c) d)

Figura 2.14. Comportamiento de los criterios de Estabilidad: a) Fuerza — Angulo; b) Fuerza normal de
apoyo; ¢) MHS; y d) Propuesta.

Todos los criterios indican el momento de la volcadura porque llegan a cero, as
(2.14a), N1 y N2 (2.14b), a; (2.14c) y (N1+N2)/2 (2.14d). Fuerza-Angulo y Fuerza
normal de apoyo parten en la grafica de 1 debido a que son insensibles a la altura del
c.m., mientras que los dos criterios restantes parten 0.25 aproximadamente, porque el
centro de masa se encuentra a la altura maxima de acuerdo a la longitud del poste del
brazo. Las graficas que hay que comparar de estos son de nuevo a3 y (N1+N2)/2.

Caso3

En la plataforma movil estatica, el poste del brazo gira sobre z, de la direccion
positiva de x a la direccion positiva de y, es decir 90°. El centro de masa se encuentra
a la altura de los bordes 1 y 3 en los puntos inicial y final respectivamente. Fig.2.15.
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Figura 2.15. Giro de brazo de X a Y: a) posicion inicial con c.m. cerca del borde 3; y b) posicion final
con c.m. cerca del borde 2.

El criterio Fuerza Normal de apoyo, Fig. 2.16b, ya no muestra una informacion
practica que se pueda interpretar facilmente a diferencia del resto de los criterios,
¢éstos si muestran la variacion de la estabilidad y los bordes sobre los cuales el sistema
es propenso a la volcadura, 2 y 3.

106 0.3;
'E104 502
102 0.1;
1mu 0.0:

Figura 2.16. Comportamiento de los criterios de Estabilidad: a) Fuerza — Angulo; b) Fuerza normal de
apoyo; ¢) MHS; y d) Propuesta

Cuando la orientacion del brazo coincide con la direccion de “x” el eje de Tip —Over
es el 3, cuando la direccion del brazo coincide con la direccion de “y” el eje de Tip-
Over es el 2. Al igual que en el caso anterior el criterio Fuerza — Angulo parte o
termina en 1, por su insensibilidad a la altura del c.m. a diferencia del MHS y
Reacciones Normales promedio. Las curvas equivalentes que presentan un
comportamiento similar para MHS y la propuesta son respectivamente: a2 con
(N1+N4)/2 y a3 con (N1+N2)/2.
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Figura 2.17. Comportamiento del criterio de Estabilidad propuesto

La Fig. 2.17 muestra los valores minimos y maximos de las curvas de estabilidad
propuesta, los primeros representan la medida asi como los bordes de
desprendimiento los cuales van del borde 1 al borde 4, mientras que los segundos
representan los ejes de rotacion (ejes Tip-Over) que van del borde 3 al borde 2.

El estudio presentado a un manipulador moévil simple sirvié para desarrollar el nuevo
criterio. A continuacion se presentan los andlisis tedricos y experimentales del
manipulador hibrido desarrollado en este proyecto.

2.3. Analisis experimental de Estabilidad

Se construyd un prototipo de un manipulador muy simple de 3 grados de libertad
acoplado a un chasis con apoyos que permitiera variar la posicion del centro de masa,
Fig. 2.18. El eslabon horizontal puede ser desplazado vertical y horizontalmente
gracias a las guias con las que cuenta, se le colocd una pesa con el fin de generar una
condicién mas critica para la estabilidad del mecanismo. El eslabon vertical esta
conectado con un motor de cd que simplemente lo hace girar en un sentido.

El chasis cuenta con cuatro brazos en forma de vigas con perfil rectangular, los cuales

son instrumentados con strain gages para facilitar la medicion de las reacciones en los
apoyos del manipulador.
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Figura 2.18. Prototio del manipulador mévil

2.3.1. Instrumentacion del manipulador

Con el fin de calcular las reacciones en los apoyos, tal como lo establece el criterio de
estabilidad, se instrument6 el chasis con strain gages de la serie EA-13-060LZ-120/E
de Micro-Measurements, los sensores son para aluminio ya que todo el prototipo es
de este material. Para la prueba experimental se sustituyeron las ruedas por apoyos
para mantenerlo mas estable, solo se considerd el movimiento del brazo. Los brazos
del chasis tuvieron que ser rebajados para perder rigidez y ganar sensibilidad en la
medicion, Fig. 2.19.

Figura 2.19. Prototipo instrumentado

Para calcular las reacciones en los apoyos “Ni” se utilizaron las expresion de esfuerzo
normal en flexion, ec. 1 y la relacion esfuerzo-deformacion, ec. 2 de acuerdo al

esquema de la figura 2.20.
L

|
: strain gage
#

cambio =7
de seccion

o
APOVo L

Figura 2.20. Consideraciones geométricas del brazo del chasis instrumentado
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o=c¢E 2)
Se igualan la ecuacion 1 y la ecuacion 2, y se despeja la reaccion normal Ni del apoyo

£Ebh?
6L

Tabla 2.2 Pardmetros geométricos del brazo del chasis
L (m) y (m) b (m) h (m)

0.034 0.0015 0.0256 0.003

El moédulo eléstico del aluminio se determind aprovechando la colocacion de los
strain gages en el chasis, en uno de los brazos se fueron colocando pesas, mientras la
parte central del bastidor estaba fija, con los puntos obtenidos de la prueba se realizod
un ajuste lineal para conocer el valor de la pendiente del diagrama Esfuerzo-
Deformacion. El modulo resultante fue de 46.4 GPa, el cual difiere de manera
importante ya que el valor nominal del material es casi de 70 MPa.

2.3.2. Prueba experimental

Los strain gages del chasis se conectaron en cuarto de puente con el equipo P3,
mientras que el motor de cd se conectd en una fuente de voltaje, la velocidad angular
del brazo fue de 0.25 rev/s. Fig. 2.21. La prueba consistio en variar la altura del
eslabon horizontal del brazo asi como la posicion de la pesa que se encuentra sobre
este. Las distancias se muestran en la tabla 3, el brazo solo giraba en un sentido.

Figura 2.21. Prueba experimental de Estabilidad; indicador de deformaciéon modelo P3 de Micro-
measurements, computadora para adquisicion de datos y manipulador instrumentado con pesa.

Tabla 2.3. Parametros del manipulador mévil

Caso X (m) Z (m) hc.m. (m)
1 0.18 0.39 0.1734
2 0.18 0.325 0.1522
3 0.18 0.26 0.1300
4 0.13 0.39 0.1734
5 0.13 0.325 0.1522
6 0.13 0.26 0.1300
7 0.07 0.39 0.1734
8 0.07 0.325 0.1522
9 0.07 0.26 0.1300
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2.4. Resultados

Se muestran las graficas experimentales y por simulacion correspondientes al Caso 1,
el resto de los casos en el Apéndice A, con el objetivo de validar los resultados. La
medida de Estabilidad es la que presenta valores mas pequefios en los bordes de la
frontera de apoyo. Las graficas de la simulacion muestran en rojo la parte de las
curvas que presenta estos valores.
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Figura 2.22. Gréaficas del Casol a) experimentales y; b) por simlacion

Se puede observar en la graficas de la Fig. 2.22 coincidencia entre ambos grupos de
graficas debido, las pequefias diferencias se atribuyen a la manufactura del prototipo y
a una irreguraridad del par motor.



Capitulo 3

Analisis Cinematico

3.1. Configuracion del Manipulador Serial y del Manipulador
Paralelo

Las Figs. 3.1 y 3.2 muestran las configuraciones del brazo serial y de la plataforma de
Stewart respectivamente. En el caso de esté ultimo, el modelo cinematico y dinamico
se obtienen a partir de analizar una sola cadena cinematica debido a su simetria.

Figura 3.1. Configuracion del brazo serial

P]atoa
- upeffor

Junta
Universal

Actuador

Junia de
Revoluta

Figura 3.2. Configuracion del manipulador paralelo
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3.2. Introduccion

La cinematica estudia el movimiento de los cuerpos sin considerar las fuerzas y/o
torques que lo generan, en este capitulo se presenta el analisis de posicion, velocidad
y aceleracion de una Plataforma de Stewart de 6 GDL y de un brazo serial de 4 GDL.

La cinematica de los cuerpos es definida a partir de sistemas de referencia, inercial y
locales. Sera tratado el problema de la cinemadtica inversa tanto para la Plataforma de
Stewart como para el brazo serial.

N

Figura 3.3. Plataforma de Stewart y brazo serial

El andlisis se llevd a cabo por medio de matrices homogéneas las cuales nos
proporcionan desplazamiento y rotacion de un cuerpo en el espacio.

3.3. Coordenadas Homogéneas

Sea p = [px, Py, p,]T el vector de posicion de un punto respecto a un marco de

referencia A en el espacio tridimensional. Definimos las coordenadas homogéneas de
de p como

P = [pPx PPy, PP P]”

Asi las coordenadas homogéneas de un punto p en el marco A son representadas por
un vector P en un espacio de cuatro dimensiones. La cuarta coordenada p es un factor
de escala diferente de cero. En general, un vector de posicion de dimension N llega a
ser un vector de dimension (N+1) en un sistema de coordenadas homogéneas.

El concepto de coordenadas homogéneas es util en el desarrollo de las matrices de
transformacion que incluyen rotacion, traslacion, escalamiento, y transformacion de
perspectiva [6].
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De la definicion anterior, se puede observar que un vector tridimensional puede ser
recuperado de sus coordenadas homogéneas tetradimensionales al dividir las primeras
tres coordenadas homogéneas por la cuarta coordenada; tal que,
_Px _ Py _ Pz

px p s py p s y pZ p :
Para la cinematica de mecanismos y de robots manipuladores , se elije el factor de
escala p = 1 por conveniencia. Cuando el factor de escala se ajusta a la unidad, las
tres primeras coordenadas homogéneas representan las coordenadas actuales de un
vector tridimensional. Por tanto el vector de posicion de un punto estd dado
simplemente como

P = [Px Py Dz 1]T

3.4. Matriz de Transformacion Homogénea

La matriz de transformacion homogénea es una matriz de 4 X 4 que es definida con el
proposito de mapear un vector de posicion homogéneo de un sistema coordenado en
otro. La matriz puede ser particionada en cuatro submatrices como sigue:

R4(3x3) i q*(3x3)
T4 = )
y(1x3)  p(lx1)

La submatriz de (3 X 3) superior izquierda Rf denota la orientacién de un marco
movil B con respecto al marco de referencia 4. La submatriz de (3 X 1) superior
derecha g“denota la posicion del origen del marco mévil relativo al marco fijo. La
submatriz de (1 X 3) inferior izquierda y representa una transformacion de
perspectiva y el elemento inferior derecho p es un factor de escala. Para la cinematica
de mecanismos y robots manipuladores, el factor de escala se ajusta a la unidad y la
matriz de (1 X 3) de transformacion de perspectiva se ajusta a cero [5].

La forma de las matrices homogéneas para los movimientos basicos es la siguiente

[61]:

Posicion
1 0 0 x 1 0 0 O
SRR ION ¥ -5
0 0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 O ce 0 S6 0
TZZ(y)zg é (1) g T2s(8y) = —2‘9 é Coe 8
0 0 0 1 0 0 0 1
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1 0 0 O c6 -S6 0 0
01 00 co6 S6 0 0
TZ3 (Z) = 0 0 1 7 TZ6(HZ) = 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1

donde T,,, T,, y T,3 son matrices de transformacion homogéneas para una traslacion
pura mientras que T,,, T,5 y T, son matrices de transformacion homogéneas para
una rotacion simple.

Velocidad

Tuax) = Takx) Va = Ta(x) Da(x)
Ta(x) = Ta2() V2 = Ta(y) Da(y)
Tsaz) = To@@) Va = Ts(z) Da(2)
Tw(0x) = T2(0x) Vza= Tz(bx) D2a(6,)
T2s(6y) = Tus(6y) Vs = Tos(6y) Das(6y)
T26(07) = T26(67) Vze = Tas(6) Ds(8,)

donde:
1 0 0 x 1 0 0 0
. 0100 ; 0 0 -6, 0
D, (x) = D,.(6,) = .
z1 0 0 1 O z4\Yx 0 ex 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
1000 0 06, 0
. 01 0 y - 0O 0 0 o
D,,») = D,s(8,) =|
0 01 O Ay -6, 0 0 0
0O 0 0 1 0 0 0 0
10 0 0 0 -6, 0 0
. 01 0O : :
Dis@D=|y o 1 ; D@y =\% 0 00
0 0 0 1 0 0 0 0
Aceleracion

Ta(x) = Ta(x)Ba = Tu(x) Du(X)
T2(x) = T2() Bz = Ta(y) Da(d)
Tsz) = Tu@) Bs = Ts(z) Da(Z)
T24(0) = T24(0x) Bza = Tza(0x) (D24(0,) + DZ,(6,))
T2s(6y) = Tus(6y) Bzs = Tas(6y) (D25(6y) + D25(6)))
T.6(02) = T26(62) Bzs = Tz6(0z) (D26(8,) + D2¢(6,))
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3.5. Matriz Phi

Debido a que la placa superior de la Plataforma de Stewart presenta un movimiento
oscilatorio, de a cuerdo a las configuraciones que debe de alcanzar en funcion de la
orientacion del brazo serial para mejorar la estabilidad del manipulador moévil, el
método mas adecuado que describe la rotacion de cuerpo rigido es el de la “Matriz
Phi” [63], en el que la orientacion queda en términos de un angulo @y un eje U que es
un vector unitario cuyas componentes son los cosenos directores (ux, uy, uz). Una
manera de formar la matriz en cuestion es la siguiente:

1. Rotar el cuerpo rigido para traer el eje U paralelo al eje z,
2. Ejecutar la rotacion ¢ alrededor del eje U en su ubicacion temporal,
3. Regresar U a su posicion original

y

Las transformaciones que representan estos giros es la siguiente:

R = [Rﬁ.y] [R—V.X] [R¢.Z] [Ry.x] [R—B,y]r

R =[Ry,]r 3.1
donde:
siny = Yy =u
1 y
cosy = +Juz+uz
sinff = ———
Juz +u2
3.2
o, (3.2)
cosf = T

cosy sinfs = u,

cosy cosff = u,
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Sustituyendo la ec. (3.1) en la ec. (3.2):

u2Ve + c Uy, Vo —u,s¢p - uu,Vep + uys¢p
[Rpu] = [wyVo —us0 WV +cd  uyu, Ve +ueso
U U,V +uysd uyu, Ve + u,so uZVe + cg

donde:
Vg =1—cosp
s¢ = sing
cp = cos

La matriz homogénea correspondiente a la matriz phi se representa de la siguiente
forma:

uiVe + c U Uy Ve —us¢p uyu,Vep +uys¢p 0
_ [uxuqub — u,s¢p uzVo + co uyu, Ve + u, s 0]
U U,V +uysd uyu, Ve +u,so uiVe + cg OJ

Ty [
0 0 0 1

La matriz de velocidad angular es la siguiente:

uzd) 0 _uxd) 0
—uyd) U 0 OJ
0 0 0 1

[ 0 —wu¢d u,P o]
W¢‘u=l

La matriz de aceleracion angular general es la siguiente:

—(($)" + (8)°)  weuyd? — b U ¢ +uyd 0

A¢ — uxuy(i)2 + uzdi - ((ux(p)z + (uzd))z) uyuz(i)2 - uxdi 0
Uty 2 — 1y wyu,d? +ued — (1)’ + (uy6)”) 0

0 0 0 1

3.6 Cinematica de la Plataforma de Stewart

3.6.1 Grados de Libertad

Los grados de libertad del mecanismo paralelo se determinan con el criterio de
Griibler-Kutzbach

F=A(n—j—1)+2fi
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donde:

A: grados de libertad del espacio en el que el mecanismo funciona.
n: numero de eslabones en el mecanismo.

IE numero de juntas en | mecanismo.

fi: grados de movimiento relativo permitido por la junta i.

Los valores para la Plataforma de Stewart son:
F=6(14-18-1)+6(3)+6(1) +6(2)
F=6

Los tres ultimos términos de la ecuacidén corresponden al nimero de juntas y los
grados de libertad de presentan cada una de éstas (esféricas, prismadticas y
universales).

3.6.2 Analisis de Posicion

El problema cinematico inverso de la posicion para la Plataforma de Stewart consiste
en dar la posicion y orientacion del centro de masa de la placa superior: xp, yp, zp, ¥, y
(@,u). Cabe aclarar que la rotacion correspondiente al angulo w se hard respecto a una
direccion normal a la placa superior de la PS ya que en determinadas orientaciones de
esta placa se tienen rotaciones combinadas entre el angulo ¢ y el mencionado
anteriormente. Asi mismo también se deben encontrar los angulos y el
desplazamiento lineal siguientes: Gessi, Os7i, Gosi, z109i, O1110i, G1211i, correspondientes a
las juntas y al desplazamiento del actuador lineal.
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Figura 3.4. Esquema de una cadena cinematica de la PS.

En la figura 3.4 podemos apreciar 4 sistemas de referencia, el sistema inercial “0” y
los sistemas locales tanto de la base movil “C”, de la placa inferior de la PS “B” como
de la placa superior “P”.
A partir de la base inercial “0” se generan las bases locales por medio de las
transformaciones homogéneas. Como se menciond anteriormente el sistema “C”

representa la base movil cuya posicion y orientacion en el espacio se determina a
partir de la transformacion Toc, correspondiente a 3 traslaciones y 3 orientaciones:

Toc = Tz(xc) Tz (yc) Tz (zc) Tzs(pc) Tz (0c) Tz () (3.3)

Para generar el sistema “B” se aplica una transformacion Tz3(zsc) como se muestra en
la Fig. 3.5.

Tce = Tz(zsC) (3.4)
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Figura 3.5. Transformacion de la base C ala 1i

De acuerdo a la posicion de la junta de revoluta la base “B” debe ser orientada a dicha
junta generando el sistema /i a través de un giro sobre kB, para trasladar la base /i a la

posicion de la junta de revoluta 2i se aplica una transformacion sobre el eje /i, Fig.
3.5y Fig. 3.6:

Tr2i = Tz6(1i) Tz1(X21i) (3.5
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Figura 3.6. Transformacion de la base 1i a la 2i

El elemento conectado a la placa inferior de la PS presenta una orientacion que es
obtenida a partir de tres giros constantes respecto a k, i y k respectivamente, Fig.
3.7a,b,c. El angulo de giro sobre la direccion ksi de la junta de revoluta es 66si, Fig.
3.7d.
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c) d)

Figura 3.7. Transformacion de la base: a) 2i a 3i; b) 3i a 4i; ¢) de 4i a 5i; y de 5i a 6i.
La traslacion a la junta universal para generar la base 7i se realiza en direccion de kei,
Fig. 3.8. La transformacion correspondiente es la siguiente:

T27i = T26(832i) Tz4 (843i) Tz6 (854i) Tz6 (Gssi) Tz3(z761) (3.6)
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Figura 3.8. Transformacion de la base 6i a la 7i.

La junta universal presenta dos giros, uno en cada eje, sobre j7i y i8i respectivamente,
Fig. 3.9. Posteriormente se genera la base 10 a partir de una traslacion en koi, Fig.
3.10. La transformacion que representa estos movimientos es la siguiente:

T710i = T25(0s71) Tza(Bosi) Tz3(z1091) 3.7

a) b)

Figura 3.9. Transformacion de la base a) 7ia 8iy b) 8ia 9i.
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Figura 3.10. Transformacion de la base 9i a la 10i.

De forma similar en la junta universal superior se generan las bases 11i y 12i por los
giros sobre i10i y jili respectivamente, Fig. 3.11a,b. La base 13i se genera por la
traslacion sobre ki2i hacia la junta empotrada, Fig. 3.11c.

Ti013i = Tza(61110i) Tzs (012111) Tz3(z1312i) (3.8)
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Figura 3.11. Transformacion del sistema: a) 10ia 11i; b) 11ia 12i; y c) 12ia 13i.

La base “P” que representa el movimiento de la placa superior de la PS se genera con
tres desplazamientos en i, j, k y la orientacion en este caso se obtendra por medio de
la matriz de la “Matriz Phi” de 4 x 4 (Tou), considerando que la placa tendra
movimientos de oscilacion de acuerdo a la posicion del brazo y la superficie sobre la
cual se desplace el movil, Fig. 3.12. La transformacion es la siguiente:

Top = Tz1(xctxp) T2(yctyr) Tzs(zctzectze) Tz(y) Tou 3.9

Cabe mencionar que xp, yp, zp son los desplazamientos sobre cada direccion tomados
respecto a la placa inferior de la PS, esto con el fin de tener una referencia basado en
su espacio de trabajo, y en el caso del desplazamiento en “k” se tiene la distancia que
va del c.m. del movil a la placa inferior de la PS (zsc). De esta forma se obtiene la
posicion final de la placa superior.
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Figura 3.12. Transformacién de la base P a la 15i

Finalmente para cerrar el lazo cinematico la base “P” se orienta en su direccion i a la
junta fija, Fig. 3.12, posteriormente se traslada a dicho punto y se realizan tres giros
sobre Kk, i y k respectivamente, Fig. 3.13:

Trisi = Tz6 (014pi) Tz1(X1514i) Tz6(d16151) Tza (17161) Tz6 (818171) (3.10)
O
ﬂ kisi
A& ]
117 =jle
a) b)

©)

Figura 3.13. Transformacion de la base a) 151 a 16i; b) 16ia 17i; y ¢) 17i a 18i.
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3.6.3 Analisis de Velocidad

El problema cinematico inverso de la velocidad para la Plataforma de Stewart
consiste en dar la velocidad de la placa superior: X, ¥, Z,, ¥, y ¢. Y encontrar las
velocidades de los angulos y del desplazamiento lineal siguientes: O4s;, Og7:, Oogis

Z109is 01110i> 01211i> correspondientes a las juntas y al desplazamiento del actuador
lineal. Cabe aclarar que las transformaciones correspondientes a la base C se
consideraron constantes y por tanto sus derivadas son cero.

Toc = Tz(xc) Ta(yc) Tz(zc) Tz(we) Tz(0c) Tzs(dc) +
Tu(xc) T(yc) Tx(zc) Tas(we) Tz4(0c) Tzo(dc) + (3.11)
Tai(xc) Tr(yc) Tz(zc) Tzs(ye) Tz(0c) Too(dc)

Tos = Toc Tz (zsc) + Toc Tz(zsc) (3.12)
To7i = T26(832i) Tz (843i) T6 (854i) T16 (Bosi) Tz3(z761) (3.13)

T710i = T25(0s7i) Toa(6osi) "_I‘z3(Z1o9i) + Ty5(057i) Tz (00si) Tz3(z109i) +
T2s5(6s71) T2za(Hosi) Tz3(z1091) (3.14)

Ti013i = T24(611100) Tzs (012111) Ta(z13121) + Taa(Br1101) Tzs (O12111) T3(z1312i) (3.15)

Top = T21(xp) T2(yp) T23(zp) T26(y) Taou + To(xp) T2(yr) Tz(zp) To6(y) Tou +
Ta(xp) T2(yp) Tz3(zp) Tos(y) Tou+ Toi(xp) T2(yr) T2(zp) To6(y) Tou+
Tzl(XP) Tz2(y'P) Tz3(ZP) Tz6(\|/) WouTou (316)

Lip = Tos Tr2i T27i T710i T1013i + Tos Trai T27i T710i T1013i + Tos Trai T27i T710i T1013i +
Tos Tr2i T27i T710i T1013i + Tos Tr2i T27i T710i T1013i (3.17)

Loe = Top Trisi + Top Trisi (3.18)

3.5.4 Analisis de Aceleracion

El problema cinemadtico inverso de la aceleracion para la Plataforma de Stewart
consiste en dar la aceleracion de la placa superior: X,,, Jp,, Z,, P y . Y enc.(‘)ntra_r‘ las
aceleraciones de los angulos y del desplazamiento lineal siguientes: Ogs;, Og7;, Oogi>

Z1091> B1110i> B1211i> correspondientes a las juntas y al desplazamiento del actuador
lineal.

Toc = Tz(xc) Ta(yc) Tz(zc) T(we) Tz(0c) Tzs(dc) +
Tu(xc) T(yc) T(zc) Tas(we) Tz(0c) Tao(dc) +
Tui(xc) T(yc) Ta(zc) Tz(we) Tz4(0c) Too(dc) + (3.19)
2 Tu(xc) T2(yc) T(zc) Tz(ye) Tz(0c) Too(dc) +
2 Tu(xc) T2(yc) Tz(zc) Tzo(ye) Tz(0c) Too(dc) +
2 Ta(xc) T2(yc) Tx(zc) Tz(ye) Tz(0c) Tzs(de)
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Tos = Toc Tz (zsc) + 2 Toc T(zsc) + Toc Tz(zsc) (3.20)

T27i = T26(832i) Tz (843i) T6 (854i) T16 (Bosi) Tz3(z761) (3.21)

T710i = Tzs(0s71) Tz4(Hosi) Tz3(Z1o9i) + Tzs5(6s7i) Tzé! (Bosi) Tz3(z109i) +
T25(6s71) Tza(69si) Tz3(z109i) + 2 T25(0s71) Tz4(9981) T_zz(zm%) + (3.22)
2T25(0s7i) Tza (0o8i) Tz3(21095) + 2 Tos(0s7i) Tza(Bosi) T23(z1091)

Tio13i = Twa(B1110i) Tzs (12115 Tza(z13121) + 2 Tza(B11100) Tas (Or2111) Toa(z13121) +
Tz(O11101) Tzs (Gr2111) Tz3(z1312i) (3.23)

Tor = T2i(xp) T2(yp) T2(zp) Tz6(y) Tou + To(xp) T2(yr) T2(zp) Tz6(y) Tou +
Ta(xp) T2(yp) Tz(zp) Tos(y) Tou+ Ta(xp) T2(yr) T23(zp) Tr6(y) Tou+
Ta(xp) T2(yp) Tza(zp) Tz6(y) Avu Taou +2T21(xp) T2(yp) Tz3(zp) Too(y) Tau +
2Ta1(xp) T(yp) Tz(zp) Tzs(y) Tou + 2T (xp) Tr2(yr) T3(zp) To6(y) Tou+
2Tz1(xp) Tr2(yp) Tz3(zp) Tz6(W) Wau Taou+ 2T2(xp) T2(yp) T(zp) To6(y) Tou

+ 2T (xp) T2(yp) Tx(zp) T26(y) Tou + 2Tz (xp) T2(yp) T2(zp) Tos(y) WaouTau
+ 2Tz1(xp) T2(yr) Tz(zp) T26(y) Tou+ 2 Ta(xp) Tr(yr) T3(zp) Tzs(W)Wa,u
Tau+ 2 Tau(xp) T2(yp) Tz(zp) Tos(y) Waou Tou (3.24)

Lip = Tos Ts2i T27i T710i T1013i + 2Tos Ts2i T27i T710i Tio13i +
2Tos Tr2i T27i T710i Tio13i + 2Tos Tra2i T27i T710i Tio13i +
2Tos Tr2i T27i T710i Tio13i + Tos Tr2i T27i T710i Tho13i +
2Tos Trai T27i T710i Tro13i + 2Tos Tr2i T27i T710i T1o13i +
2Tos Trai T27i T710i Tro13i + Tos Trai T27i T710i Trotsi +
2Tos Trai T27 T710i Tio13i + 2Tos Trai T27i T710i T1o13i +
Tos Trai T27i T710i T1013i + 2Tos Trai T27i T710i Tio13i +
Tos Ts2i T27i T710i Tro13i (3.25)

Lop = Top Treisi + 2Top Trisi + Top Trisi (3.26)
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3.7. Cinematica del Brazo Serial

3.7.1 Grados de Libertad

Los grados de libertad del mecanismo serial se determinan con el criterio de Griibler-
Kutzbach

F=/1(n—j—1)+Zfi

Los valores para el brazo serial son:

F=3(5-4-1) + 4(1)
F=4

3.7.2. Analisis de Posicion

El problema cinematico inverso de la posicion para el brazo serial consiste en dar la
posicion del efector final: xp, yp, zp. Y encontrar los angulos siguientes: 6ip, 632, 054,
676, correspondientes a las juntas.

Figura 3.14. Esquema del brazo serial montado sobre la PS.

La base del brazo serial se encuentra apoyada sobre la placa superior de la PS, en este
punto se tiene la base P, aqui mismo se tiene una junta de revoluta y para generar la
base se considera el giro del brazo respecto a la placa sobre k, figura 3.15 a) y
posteriormente se tiene el sistema 2 ubicado en el centro del eje de giro de la junta del
primer eslabon del brazo serial el cual se genera con una traslacién sobre ki, figura
3.15 b), la transformacién correspondiente es la siguiente:

Tr2 = Tz (61p) T2z3(z21) (3.27)
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Figura 3.15. Transformacioén de labase:a) Palyb) 1 a 2.

El sistema 3 se genera con un giro respecto a “j” y el sistema 4 con una traslacion
respecto a i3, figura 3.16. La transformacion es la siguiente:

T24 = Tzs (032) Tz1(Xx43) (3.28)
14

kch i ]
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Figura 3.16. Transformacion de la base 2 a la 4.

De forma similar para el resto de los eslabones que conforman al brazo serial, las
bases subsecuentes se generan con un giro respecto a “j”’ y un desplazamiento sobre el

eje “i” en cada uno respectivamente, figura 3.17. Las transformaciones son las
siguientes:
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Ta6 = Tzs (054) Tz1(Xe65) (3.29)

Tep = Tzs (676) T21(x87) (3.30)
El angulo 676 se considera funcion de los otros dos angulos (632 y 0s54) de tal forma
que:

076 = 360°-(032 + G54 + D)

donde:
®s - es el angulo de la matriz phi.

Esto genera que el ultimo eslabon tenga siempre una orientacion horizontal.

16
'y
6 .
T 6
SENE
.
PP i
~ L 4
A\
X65
X87
k4 l.cs
15 17
ks .
Gﬁ&ﬁn 976@15
a) b)

Figura 3.17. Transformacion de labase: a) 4 a 6; y b) 6 aD

Para cerrar el lazo cinematico la posicion y orientacion del actuador final definida por
la base D se tiene la siguiente transformacion:

Top = Tzi(xctxpt xp) Tz (yctyp+zp) Tz (zctzectzr+zp) (3.31)

Las posiciones Xp, yp y Zp estan dadas respecto a la base del brazo.

3.7.3 Analisis de Velocidad
El problema cinematico inverso de la velocidad para el brazo serial consiste en dar la

velocidad del efector final: xp, yp, Zp. Y encontrar las velocidades de los angulos:
O1p, 035, 054, 04, correspondientes a las juntas.
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T2 = T (61p) T23(z21)

T2 = Tus (632) T21(x43)

Ta6 = T1s (654) T21(X65)

Top = Tzs (676) Tz1(xs7)

Top = T21(xp) T2 (zp) Tz (zp) +
Tz (xp) T2 (z0) T2 (zp) +
Tz1(xp) T2 (zp) Tz (z0)

Lip = Top Tr2 T24 Ta6 T + Top Tr2 T4 Tas Tep +
Top Tr2 T24 Taes Tep + Top Trz Tas4 Tas Tep +
Top Tr2 T24 Ta6 Tep

LDD = TOD

3.6.4 Analisis de Aceleracion

(3.32)
(3.33)
(3.34)
(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

El problema cinematico inverso de la aceleracion para el brazo serial consiste en dar
la aceleracion del efector final: Xp, yp, Zp. Y encontrar las aceleraciones de los

angulos: 0,p, 035, Os4, 08¢, correspondientes a las juntas.

Tro = Tz (619) T13(221)

Tas = Tss (632) Ta(x43)

Tas = T1s (054) Tz1(x65)

Top = Tus (676) Tz1(xs7)

Top = T21(xp) T2 (zb) T2 (zD) +
2Tz1(xp) T2 (zp) T (zb) +
2T1(xp) T2 (z0) T2 (zp) +
Tu(xp) T2 (z0) T (zp) +
2T.1(xp) T (z0) T2 (z0) +
Tzl(XD) Tz (ZD) Tz3 (ZD)

Lip = Top Tp2 T24 Tas Tep +2Top Tr2 T24 Tas Top +

(3.39)
(3.40)
(3.41)
(3.42)

(3.43)

2Top Tpa T24 Tas Tep +2Top Trz Taa Tas Tep +

2Top Tp2 T24 Tas Tep + Top Tr2 Taa Tas Tep +

2Top Tra2 T24 Tas Tep + 2Top Tr2 T2a Tas Tep +

2Top T2 T24 Tas Tep +Top T2 T24 Tas Tep +

2Top Tr2 T24 Tas Tep + 2Top Tra T24 Tas Tep +

Top Tr2 Ta24 Tas Top + 2Top Tr2 T4 Tas Tep +

Top Tp2 T24 Tas Tep

I.DD = TOD

(3.44)

(3.45)
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Todas las transformaciones tanto de la Plataforma de Stewart como del brazo serial
estan dadas a continuacion:

Toc =Tz(xc) T2 (yc) Tz (zc) Tzs(pc) Tz (0¢) Tz (c)
Tce = Tz(zec)

Tr2i = Tz6(01i) Tz1(X21i)

T710i = Tz5(6s71) Tza (Gosi) Tz3(z1091)

T1o13i = Tza(O11101) Tzs (612111) Tz3(z13121)

Tor = Ta(xctxr) Tz (yctyr) Tz (zctzectzr) Tou

Trisi = Tz6 (814pi) Tz1(X15141) T2z6(S16151) Tz (817161) Tz6 (d18171)

Agrupadas las transformaciones para la resolucion del sistema de ecuaciones de forma
numérica es el siguiente:

Lipi = Toc Tc Ts2i T27i T710i T1o13i
Lppi = Topri Trisi

El sistema de ecuaciones de la PS se forma con las tres componentes de
desplazamiento como de tres componentes de la matriz de rotacion las cuales son
linealmente independientes, de esta manera se forma el sistema no lineal de seis
ecuaciones con seis incognitas para cada cadena cinematica (687, G98i, 2109, O1110i,
f1211i) donde i =1, 2, 3, 4, 5, 6. Los valores de angulos y longitudes constantes de
cada cadena cinematica que conforma a la PS se muestran en la tabla 3.1.

Tabla 3.1. Parametros de cada una de las cadenas cinematicas de la PS

C1 Cz Cs Ca Cs Ce

S1i 3000 | 180° | 60° | 300° | 180° | 60°
x21i (em) | 15.11 | 15.11 | 15.11 | 15.11 | 15.11 | 15.11
d32i -300 | 90° |-150°| -30° | 90° | 210°
Sazi 550 | 550 | 550 550 550 | 550
Ss4i 450 | 450 | 450 | 450 | 450 | 450
Z76i(Ccm) 4 4 4 4 4 4

z1312i (cm) | 4.5 4.5 4.5 4.5 4.5 4.5
O14pi 2400 | 2400 0° 0o 1200 | 120°

x1s14i (cm) | 15.11 | 15.11 | 15.11 | 15.11 | 15.11 | 15.11
O161si 300 30° | -90° | -90° | -150°| 150°
d1716i 550 | 550 | 550 550 550 | 550
O1817i 450 450 450 450 450 450

Para el brazo serial las transformaciones homogéneas son las siguientes:

Tr2 = Tz (01p) T23(z21)
T24 = Tzs (632) Tz1(x43)
Ta6 = Tz5 (654) Tz1(Xe5)
Tep = Tzs (676) Tz1(xs7)
Top = Tzi(xctxp+ xp) T2(yctyrt+zp) Tz3(zct+zect+zr+zD)

Lip = Top Tp2 T24 T46 Tep
Lop = Top
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La solucion numérica para el brazo serial se obtiene del sistema de tres ecuaciones de
los desplazamientos y tres incognitas (6ip, 032, 0s4), recordemos que 076 no es
independiente.

La figura 3.18 muestra el acoplamiento del manipulador hibrido mediante los lazos
vectoriales. En el caso de la Plataforma de Stewart se observa solo un actuador
considerando una cadena cinematica.

Debido a que se realizo la cinematica inversa del manipulador moévil se asignaron tres
trayectorias distintas de perfil quintico: una para la base movil, otra para la placa
superior de la PS y la ltima para el actuador final del brazo serial.

5
R(t) = p; + [10§—2— 15§—j+6:—s] ®; — D) (3.46)
f f f

B(t) = B; + [10%— 1sg+ 6%] B, - B) (3.47)

Las ecs. (3.46) y (3.47) representan una trayectoria lineal y una trayectoria angular
respectivamente.

En el caso de la placa superior de la PS, como ya se menciond anteriormente, la
(I3}

orientacion fue dada por medio de la “matriz phi”. En donde se define un vector “u”y
una rotacion respecto al mismo con angulo ¢.

La solucién de los sistemas antes mencionados y la simulacion de movimiento se
realizaron en software matematico. El grafico realizado se muestra en la figura 3.19
junto con el niimero correspondiente a cada actuador lineal de la PS de acuerdo a
analisis realizado.
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zw J le

Figura 3.18. Lazos vectoriales del manipulador mévil

A continuacion se muestra el comportamiento cinematico tanto del brazo serial como
de la Plataforma de Stewart de acuerdo a la trayectoria de mostrada en la figura 3.20.

60 80
T — — L
40 T
z
20}
20
0120
0 X 50
a)

Figura 3.20. Trayectoria del Manipulador Movil: a) posicion inicial; y b) posicion final
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Las dos primeras graficas corresponden al brazo serial y a la PS respectivamente,
estas dos graficas son las que muestran la variacion de las variables principales, para
el brazo corresponden los angulos, figura 3.21a, y para la Plataforma los
desplazamientos de cada actuador, se puede apreciar que el comportamiento es el
mismo para cada pareja de actuadores debido a la simetria de los mismos y del

movimiento, figura 3.21b.

6ij(°)
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454

400
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0

-100
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a)

2109i (cm)

16 2109321
21096
14 L 71091
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21092
8L | 21095 |
0 1 2 3 4 5

t
b)

Figura 3.21. Gréficas de desplazamiento: a) angulos del brazo; y b) desplazamiento de los actuadores

065i (°)

098i (°)

de la Plataforma de Stewart.
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Figura 3.22. Variacion de los angulos de las juntas de la PS
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Capitulo 4

Analisis Dinamico
4.1 Introduccion

En el presente capitulo se muestra el analisis dinamico del brazo serial y de la
Plataforma de Stewart por medio de la formulacion Newton-Euler. La cual considera
las fuerzas de restriccion o reacciones en las juntas, las fuerzas activas como el peso,
y las fuerzas en los actuadores lineales para la Plataforma de Stewart, asi como los
torques en los actuadores del brazo serial y finalmente la fuerzas inerciales. Las
fuerzas de restriccion son utiles para el dimensionamiento de los elementos que
conforman a los manipuladores.

El calculo reiterativo de las fuerzas y momentos de cada junta se realiza con el previo
calculos de velocidades y aceleraciones obtenidos en la cinematica. Para el caso de la
Plataforma de Stewart se analizard una cadena cinematica debido a la simetria que
presenta el manipulador.

Se resuelve primeramente el problema del brazo, posteriormente se analiza a la
Plataforma de Stewart considerando a las fuerzas y momentos en la base del brazo
como las cargas externas en el actuador final (placa superior) del manipulador
paralelo. El método utilizado para el presente analisis es el de [61]

Nomenclatura

R}, - Matriz de transformacion que proyecta de la base m a la n.

Q7. - Matriz de transformacion de torsores que proyecta de la base m a la n.
w{ - Velocidad angular del cuerpo i proyectada en la base ;.

a{ - Aceleracion angular del cuerpo i proyectada en la base ;.

F;; - Fuerza debida a la aceleracion del centro de gravedad del cuerpo ;.

My; - Momento debido a las fuerzas inerciales medido en I origen de la base ;.

w; - Torsor que representa el peso del cuerpo ;.

r{ - Vector de posicion de nombre i proyectado en la base j
v{ - Vector de velocidad de nombre i proyectado en la base j
a{ - Vector de aceleracion de nombre i proyectado en la base j
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1 0 0 coO 0 SO coO —S6 0
Ru(6,)=10 Co —SO| R,s(6,)=| 0 1 0| R,(6,)=|50 ¢co6 0
0 So C6 -S6 0 Co 0 0 1

donde R,,, R,z y R, son matrices de transformacion para una rotacion pura.

4.2 Dinamica del Brazo Serial

La Fig. 4.1 muestra los cuerpos considerados en el analisis dinamico.

Figura 4.1. Cuerpos del Brazo Serial

Tipo de junta No. de juntas Fuerza y/o Incognitas
momento
Rotacional 4 5 20

El numero total de incognitas en el brazo serial es de 16 por las juntas que presenta
mas una componente de torque en cada actuador que mantiene el equilibrio estatico
bajo las solicitaciones a las que esta sujeta, de esta forma tenemos que sumar 4
torques mas para dar como resultado 24.
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4.2.1. Analisis del Cuerpo 0

La Fig. 4.2 muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo 0.

-Fo /l\

v

¥
Q

13

-

‘il
Figura 4.2. Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 0

Tp = Torsor de torque suministrado al cuerpo 0

T; = Torsor de torque suministrado al cuerpo 1

Fp = Torsor de fuerza que ejerce la placa inferior sobre el cuerpo 0
Fy, = Torsor de fuerza que ejerce la placa inferior sobre el cuerpo 0

4.2.1.1 Ecuaciones Dinamicas
La ecuacion general de equilibrio dindmico es:

FA+FR=0 4.1

donde:
F'f1 = Ql,oTP - Ql,3T3 + Ql,owo
F§ = Ql,OFP - Ql,3F01 4.2)
Fgu = —myagy; (4.3)
Mo = — (]G4ia(1)411-§ + @it X (Jeaiwgsi) + Téa X (mya};}tii))

T, = [0,0,0,0,0, tp]”

T, = [0,0,0,0,t5,0]"

_ Ry, 0
Q1,o— 51,0R1,0 R1,0]

R0,1 = RO,PRZ6 (61p)
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R1,0 = R€,1 = R£6(91P)RP,O
R1,0 = RZG(_QIP)RP,O

0 _221/2 0
S10=3861 = 5(0,0,z,1/2) = Zy1/2 0 0
0 0 0

W, = [0,0,—m,g, 0,0,0]”

Fo; = [flerfOly' fo1z:Mo1x, 0, m01z]T

0., = Ri3 0 ]
13— 51,3R1,3 R1,3
donde:
R1,3 = R;5(032)
0 _221 0
51,3 = S(0,0,ZZl) = 1221 0 0
0 0 0
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4.2.1.2. Ecuaciones Cinematicas (Aceleracion del centro de gravedad del cuerpo 0)

Figura 4.3. Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 0

[0) —_ o [0 o
TGo =T1p + 7, +7gy
donde:
(o] — 0,.1
T = RiTGy

rp = [xp'yp' Zp]T

Velocidad:
o __ (0] (o)
Vgo = Vp + Vgo
Explicando cada parte:
T
0 To o .
vy = [%p, Vp, 2]
(] —_ (0] o
Vo = Woo X TGo

wgo = Rtl)w%}o'
donde:
WGy = 01kt = 61,[0,0,1]"

Aceleracion:

ag, = aj + ag,
Explicando cada parte:

oo 1T
ay = [%p, p, 2p]

o _ .0 o o o o
Aco = Aoo X Tco + Woo X (woo X rGo’)

donde:
) — o1
Qoo = RlaGo'
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ag, = 01,k = 6,,[0,0,1]7
Al proyectar w9, en la base local 1 :
wfl)o = Réwgo
wfl)o = Ré(Rtl)wéo’)
w5 = R%wéo'
Wy, = W
Al proyectar a$, en la base local 1 :
atlao = Rtl)ago
aéo = R%(R‘f“éo')
azl)o = R%a};o'
aclw = a(l)
Al proyectar vZ, en la base local 1 :

1 _ pl,0
Vo = RovGo

v%;o = R})(vg + vgo’)
v};o = Rtl)(vg + vgo’)

1 g1 1
V5o = Vp + Vg
donde:
T
1 _ 1 . . .
vp = Ro |4y, V. 2]
1 — Plimo 0
Vo = Ro(woo X rGo’)
1 _ 1 1
Vo = Woo X Tgo
Al proyectar aZ, en la base local 1 :

1 _ pla0
aGo_RoaGo

1 1,0 o
ago Ro(ap + aGo’)
_ a1 1
Ao = ap + agy
donde:
a; = Rjaj
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T
1 _ 1 . . .
ay = Ry [%p, 3y, 2]
1 _ 1,0
ago = RoaGo’
1 _ pl,0 1,.0 1,,0 1,.0 1,.0
ago = Roaoo X RorGo’ + Rowoo X (Rowoo X RorGo’)

1 1 1 1 1 1
ALo = Qoo X TGy + W X (0o X Tgyr)

4.2.2. Analisis del Cuerpo 1

La Fig. 4.4 muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo 1.

) -F12
15
&

kj‘? 'J.ﬁ

Wi

i3
i

ks v )8

Fol
Figura 4.4. Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 1
Ts = Torsor de torque suministrado al cuerpo 2

Fy, = Torsor de fuerza que ejerce el cuerpo 0 sobre el cuerpo 1
F,, = Torsor de fuerza que ejerce el cuerpo 2 sobre el cuerpo 1
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4.2.2.1. Ecuaciones Dinamicas

La ecuacion general de equilibrio dindmico es:

Fg‘ +F§=0 (4.4)
donde:
F§ =T3;—Q35Ts + Q30W,
(4.5)
F§ =Fy — Q3,5F12
Fgui = —m4iaéiii
(4.6)
Myiq; = — (]G4i“¢1ﬂl& + wpii X (Joaiwhis) + TE4 X (m4ia};}tli))
T = [0,0,0,0,ts,0]"
0 [Rs,0] [0]
3,0 =
[S3,0] [[R3,0]] [Rs,]
R0,3 = Ro,PRz6(91P)st(932)
R;, = Rg,s = R£5(932)R§6(91P)RP,0
R3,0 = RZS(_932)R26(_01P)RP,0
0 0 0
S30=S51 = S(x43/2,0,0) = |0 0 —x43/2]
0 2x43/2 0
W, =[0,0,—my,g,0,0,0]"
F = [f12x’f12y;f12z; M2y, 0, m12z]T
0 [Rss] [0]
3,5 =
[S35] [[R&S]] [Rss]
donde:
R3,5 = R,5(0s4)
0O O 0
S3'5 = S(X4_3, 0,0) = [0 0 _X43]
0 x43 0
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4.2.2.2. Ecuaciones Cinematicas (Aceleracion del centro de gravedad del cuerpo 1)

Figura 4.5. Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 1

Te,=Tp+T1h+15+ 717
donde:
(o] — 0,4+3
rg = R3rgy

9 = RIrs

Velocidad:

Vg = vy + v + Vg
Explicando cada parte:
= wH, X T4

j— o (0]
Vg1 = Wo1 XTgy-
w) = w) + 0wl

wS; = R{w} + R3]
donde:
w3 = 03,53 = 03,j5 = 605,[0,1,0]"

Aceleracion:
ag, = aj +aj + agy
Explicando cada parte:
[0 J— ) 0] o o o
a3 - aoo X T3 + woo X (woo X T3)
o — ) o o o o
agy = agy Xrgy + gy X (WG X 1¢q)
donde:
al, =ad + af + wd X W
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al, = R{al + RSa3 + R°w} X RSw3
s A s3_ 5 2 & r
a; = 03,)3 = 05,)5 = 03,[0,1,0]
Al proyectar w?, en la base local 3 :
proy ol
3 _ p3,.0
wol - Rowol
3 _ p3 ] o
w51 = Ry (wg + w?)
Y, = R{w} + R} w3
ol 1 Wy 307
donde:
3 _ p3 o,,1 0,,3
w3y, = R;(R]w; + R3w7)
3 _ p3,.1 3,.3
w,, = Riw,; + R3w3
3 _ p3,.1 3
w,; = Riw; + w3
Al proyectar a9, en la base local 3 :
3 _ pl,o
a,; = Ryap,
al, = R3(ad + a? + w9 X w?)
a’, = RSal + R¢a3 + R{w) x R w3
o1 1%, 109 1W; 107
a3, = R3(R%al + R3a3 + RSw} X R3w3)
a3, = Rial + R3a3 + R3wl X R3w3
3 _ p3.1 3 3,1 3
a,, = Ria; + aj + Riw,; X w3
Al proyectar v2, en la base local 3 :
proy G1
3 _ pl,0
Ve = Rovey
3 _ p3 o 0] o
Vo1 = Ro(vp + V3 + v5q)
3 _ p3 o 0] o
Vo1 = Ro(vp + V3 + v5q)
Vi = v+ v+ v,
donde:

T
3 _ 3,,0 3~ g s
vy = Rovp, = R, [xp'yP'Zp]

3 — P340 — P3(,..\0 o0\ — pP3,.,0 3,.0 — ,.,3 3
1373—R0v3 —RO(wOOXT3)—Row00><RgT3 = Wy XT3
D30  _ pP3(,.0 0 N _ .3
Vi1 = Rovgy = Ro(wg1 X T¢q) = @Woy X Ty
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Al proyectar aZ, en la base local 3 :
3 _
ai, = Rjag,

1 _ p3 ] o o
ac, = R;(ap + a3 +ag,)

aj, =a;+a3+a};

donde:

» = Roap = Rg[jép'yp'zp]T
aj = Rja3 = Rjaj, X Rir§ + Rjwf, X (RjwJ, X R3rs)
ai = a3, X135 + w3, X (W3, X13)
a}, = R3ag, = Rad, X R3r%, + Riw), x (R3w);, X R31Z,)

3 _ .3 3 3 3 3
Gy = @y X 15+ wdy X (@) X 13y)
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4.2.3. Analisis del Cuerpo 2

La Fig. 4.6 muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo 2.

W2

2

5 Fi

1

|V
AEl

Figura 4.6. Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 2
T, = Torsor de torque suministrado al cuerpo 3
F,, = Torsor de fuerza que ejerce el cuerpo 1 sobre el cuerpo 2
F,; = Torsor de fuerza que ejerce el cuerpo 3 sobre el cuerpo 2

4.2.3.1 Ecuaciones Dinamicas

La ecuacion general de equilibrio dindmico es:

F‘5‘1 + F§ =0 4.7)
donde:
F¢ =Ts—Qs,T; + QsoW,
F§ =Fqy — Q5,7F23 (4.8)
Fgy = —m4iaé}fi
(4.9)
Moy = — (]G4iaézltli + wgyi X (]G4iw$zltli) + i X (m4iaéﬁll-))
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donde:

T, =[0,0,0,0,t,,0]"

[Rs o] [0]

50 = |[s50] [[Rsol] [Rso]

Ro,s = Ro,PRz6(91P)Rz5(932)Rz5(954)
R5, = Rg,s = RZS(054)R£5(OSZ)RZG(OIP)RP,O

Rs,o = R,5(—0s4)R 5 (—932)st(—91P)RP,o

0 0 0
S50 =S5 =S(x65/2,0,0) = [0 0 _x65/2]
0 xi/2 0

W, = [0,0,—m,g, 0,0,0]”

Fy3 = [fa3% f23y) f232, M23x, 0, My3,]"

[Rs /] [0]

%7 =551 [[Rs5]] [Rs5]

R5,7 = R,5(076)

0 O 0
55'7 = S(‘x65’ 0,0) = [0 0 _x65]
0 Xg5 0
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4.2.3.2. Ecuaciones Cinematicas (Aceleracion del centro de gravedad del cuerpo 2)

/":;//...
ke '_,,::’;'-/'
/‘.
. J
10
Figura 3
4.7. Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 2
TG, =Tp+71p+15+718 + 715,
donde:
0 _ pPo0.,.5
TGy = Rs1ey
r2 = RIr3
Velocidad:

Vg, = vy + V5 + V5 + vgy
Explicando cada parte:
VS = woy X Tg
— o o
Vo = Wop X TGy

Wy = w) + ) + 0w

Y, = R{w! + RSw3 + R2w3
donde:

w3 = 543 = 0543 = 054[0,1,0]"
Aceleracion:

ag, = ap + a3 +ag + ag,
Explicando cada parte:

— O 0 4] ) 0
=0y XT5 + Woq X (wol X 7'5)
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o —_ ) o o o o
ag, = Ugy X gy + wop X (W, X 1g0)
donde:
aj, =al+a + ad + (w) + w)) X w9
0 _ po1 03 0 5 0,,1 0,,3 0,.5
a,, = Ria, + R5a; + RZas + (Riw, + R3w3) X REw>

ag = 554].2 = é54[0’1,0]T

Al proyectar @9, en la base local 5 :

wfs)z = nggz

woz = st)(wo + w? + w3)

o _ po,,1 0,,3 0,.5

Wy, = Riw; + R3w; + REw;
donde:

w3, = R3(R{w} + RSw3 + R2w3)

w3, = RSw} + R3w3 + Riw

0>, = Rw} + Riw3 + w3

Al proyectar aJ, en la base local 5 :
a;, = Ryag,
>, = R5(al + al + a5 + (Y + w9) X wI)
al, = R%al + R3a3 + R2a3 + (R¢w} + Rw3) X R2w3
@z, = Ry(Ria; + R3as + R3a; + (R{w; + RS w]) X RSw3)
a’, = Rial + Riai + Ria3 + (R w} + R3w?) X REw3

a, = R2al + R3a3 + a5 + (RRw} + R3w3) X w3

Al proyectar vg, en la base local 5 :
v, = Rovg,
V3, = Ry (V5 + v3 + v +v2y)

V3, = V5 + V3 + V2 + V2,



donde:
5 _ p52,0 — pS[e » 5 |7
vy = ROy = R[5, ¥y, 2, |
v = R398 = R3(wh X 79) = R3wf, X R3rS = @l X 13
v = R3vE = R3 (@), X 1) = Ry W), X R3TE = wgy X 12
Vey = RV, = Ry (5, X T0,) = @iy X 15y
Al proyectar a2, en la base local 5 :
az, = Ryag,
az, = R3(a$ + a3 + a2 + a2,
az, = aj + a3 + al + a2,

Donde:

T
5 _ 5 0 _— 5 I . .
a; = R3aj = R3[%p, p, 2|
_ ps 5
a3 = Rja3 = Rjaj, X R3r§ + Rjwf, X (RjwJ, X R3rs)
- 5, .5 5 5
a3 - aOO X r3 + wOO X (woo X r3)
ai = Rjag = R3ag; X Rgre + Rjwf; x (Rjwl; X Ryrs)
ai = ay, Xri + wy x (w5 x1r3)
5= Ugy XT3+ wgy 01 XT3
_ ps 5.0 5 5 5 5
az, = R3al, = Rya3, x R3r, + R3w?, X (R5wS, X R31%,)

5 _ 5 5 5 5 5
A1 = Aoy X Ty + Wy X (woz X rcz')
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4.2.4. Analisis del Cuerpo 3

Fe

W3

Figura 4.8. Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 3
F, = Torsor de fuerza actuando sobre el cuerpo 3
F,5 = Torsor de fuerza que ejerce el cuerpo 2 sobre el cuerpo 3
4.2.4.1 Ecuaciones Dinamicas

La ecuacion general de equilibrio dindmico es:

F4 + FR = (4.10)
donde:
F§ =T;+Q;0F, + Q;0W;
FE =F,, 4.11)
Fgy = —m4ia%;}fi
(4.12)
Mgyiq1; = — (]G4ia(1)411§ + wéi‘i X (](;41""(1)411%) + r%;}tli X (m4iaéﬁ-))

F, = [fex'fey: fez mex'mey'mez]T

[ [Ry] [0]
0 = [S7.0] [[R7.0]] [R7,0]

R0,7 = RO,PRZG(GlP)RZS(932)R25(954)R25(676)
R7,0 = Rg,s = Rgs(976)R£5(654)R£5(632)R£6(61P)RP,0

R7,0 = R;5(—076)R;5(—054)R;5(—032)R 46 (_91P)RP,0
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0 0 0
S0 =863 =S(xg,/2,0,0) = [0 0 _x87/2‘
0 xg,/2 O

W3 = [0,0, —msg, O,O,O]T

4.2.4.2. Ecuaciones Cinematicas (Aceleracion del centro de gravedad del cuerpo 3)

ko ol
i T
. ’.*"-‘j’
10
Figura 4.9. Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 3
e, =Ty +7p+13+13+75 + 185
Donde:
0 _ pO0,.7
T¢y = R7rgs
r9 = RI717
Velocidad:

Vg, = vy + V5 + V5 + v +vgs
Explicando cada parte:
V9 = w), X 19
o —_ o o
Vg3 = Wo3 X Tga
w3 = W) + ) + w) + wg
w9, = R{w} + Rw3 + R2w3 + RS w}
02 10, 307 5W3 703
donde:
7 37 _ T
w3 = 076j7 = 076[0,1,0]
Aceleracion:

ag, = aj + a3 + ag + aj + agy
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Explicando cada parte:
aj = ag, Xr7 + 0wy, X (W, X 17)
agi = &gz X rgz + g3 X (wg3 X 1330)
donde:
ay; =aj +al +aj + a3 + (w) + w] + w) X w§
al; = R%al + R3a3 + R2a3 + RSa} + (RSw} + RSw3 + R2w3) X RSw}

a; = é76j; = é76[0'170]T

Al proyectar @25 en la base local 7 :
wy3 = Riwds
wl; = R} (w5 + 0§ + wJ + w9)
w3 = R{w! + R$w3 + R2w3 + RSw},
donde:
wg3 = RG(R{w; + RSw] + REw3 + Rjw3)
w’; = R]w} + R} w3 + Rlw5 + R} w}
w’; = R]w} + Riw3 + Rlw5 + w}
Al proyectar a9 en la base local 7 :
aj; = Rjag;
al; =R} (ad + al + a3 + a$ + (w9 + s + w9) X wI)
al; = R%al + R3a3 + R2a3 + R9a} + (RSw} + Riw3 + R2w3) X RYw}

a’; = R} (R%al + R3a3 + R2a3 + Ral + (Rw} + R3w3 + R2w3) X RIw?)
a’; = R]al + R}a3 + Ria5 + Ry} + (R]w} + R}w3 + Riw3) X Riw}

a’; = R]al + R}a3 + Ria5 + a} + (R]w} + R}w3 + Rlw3) X w}
Al proyectar vg; en la base local 7 :
V&3 = Rjves

Vs = Ry(V9 + v§ + v¢ + v§ + vl5)
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Vi3 =V, + Vi + vl +v] + v,
donde:
7 74,0 e ~ o 17
v, = Rov) = R} [%p, ¥, 2]
v} = Rjv§ = R} (@), X 13) = RjwJ, X R]13 = @], X 1}
v{ = Rjv¢ = R}(w§; X 1¢) = Riw§; X Rj1e = wjy X 13
v} = Rjv§ = R} (@), X 19) = Rjw3, X RiT9 = 0], X 17
Vi3 = R)vGy = R} (@03 X T83) = )3 X Ty
Al proyectar aZ en la base local 7 :
ag; = Rjag;
az; = R) (a5 + a3 + a2 + a + al;)
az; = aj +aj +a? +aj + aly
donde:
P
aj = Rjaj = R} [ip, 3, 7]
aj = Rja3 = Rjag, X Rir§ + Rjwf, X (RjwJ, X Ryrs)
a; = aZ)o X T37 + (1)(7)0 X (wZO X T;)
al = Rjas = Rjag; X R{r¢ + Riwf; X (Rjwgy X R{Te)
al =al, xrl+w); x (w); X18)
aj = Rya3 = Rjag; X Riry + Rgwd, X (Rjwd, X R{Ts)

7 — 7 7 7 7 7
a,=al, Xr;+wh, X (W), Xx17%)

7 —pR740 — pR7,0 7 240 7 (1O 7 440 7 220
agy = Roags = Rottgs X Roris + Rowgs X (Rowos X RoTgs:

7 _ 7 7 7 7 7
Agz = Aoy XT3+ W)z X (Wo3 X T30)
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4.3 Dinamica de la Plataforma de Stewart
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Figura 4.10. Cuerpos de la Plataforma de Stewart
No. de juntas No. de
. ) Fuerza y/o _—
Tipo de junta por cadena cadenas Incdgnitas
. L. . ‘. momento
cinematica cinematicas
Rotacional 1 6 5 30
Universal 2 6 4 48
Prismatica 1 6 5 30
Empotrada 1 6 6 36
Suma 144

El numero total de incognitas en la Plataforma de Stewart es de 144 por las juntas que
presenta mas una componente de fuerza en cada actuador que mantiene el equilibrio
estatico bajo las solicitaciones a las que esté sujeta, de esta forma tenemos que sumar
6 fuerzas mas para dar como resultado 150.
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4.3.1. Analisis del Cuerpo 1i

La Fig. 4.4 muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo 1.

l"llh 18

Figura 4.11. Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 1i

Fy,; = Torsor de fuerza que ejerce la placa inferior sobre el cuerpo 1i
F,,; = Torsor de fuerza que ejerce el cuerpo 2i sobre el cuerpo 1i

4.3.1.1 Ecuaciones Dinamicas
La ecuacion general de equilibrio dindmico es:
F& +F8 +FL =0 (4.13)
donde:
Fg = SWy;
F§ = Fo1i — Q§iF 1z (4.14)
Fg = [Fg1, Mog]”

Fgi = —myaly;
(4.15)

— 6 6i 6i 6i 6i
Mogi = — (]Gliaolli + @y X (Joruwghs) + 181 X (m1iaa1i))
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Las ecs. (4.13), (4.14) y (4.15) estan definidas en la base local (isi, jsi, k6i).

ademas:

m.z[ RS 0]
?  |SS'RST RS

Las matrices de rotacion se definen como:

&' = RocRy6(6101)Rz6 (8320)R74(8431) Re6 (854i) R (B6s1)

donde:
Roc = Ry6(Yc)R24(6c)R 6 ()
y
RS = (Rg)" = Rl(065:)R7s (854:) R34 (843:) R76 (8321 R76 (810:) R
RE' = Ry6(—0651)R26(—054:)Rya(—6431) Rz (—8320) Rz (—8100) Reo
donde:

Reo = Rgc = R£6(¢C)R£4(96)R£6(¢C)
Rco = Ry6(—Pc)R4(—0c)R 16 (—Yc)

S8 se define como:

0 —Zg1i  Yeii
6i _ _ _ _
S5t = S¢1i = S(X610: Y6100 Z61i) = | Z61i 0 Xg1i
Ye1i  Xgii 0

el torsor de peso:
Wi =1[0,0,—my;g, O,O,O]T
6i _ [ RG 0 ]
8‘ _— . . .
" ISSiRG RE
donde:
RS} = R,5(657:)

por otro lado:

. 0 —Z76i 0
5§ = 5(0,0,25¢;) = lZ76i 0 0]
0 0 0

y finalmente:
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Fo1; = [f01xi'f01yi'f01zi'mlei'm01yiJ O]T
Fip = [f12xirf12yi»f12zi' 0,0, lezi]T

4.3.2. Analisis del Cuerpo 2i

La Fig. 4.12 muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo 2i.

ko
7'\
Fi

Wy

Figura 4.12. Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 2i
F,,; = Torsor de fuerza que ejerce el cuerpo 1i sobre el cuerpo 2i
F,;; = Torsor de fuerza que ejerce el cuerpo 3i sobre el cuerpo 2i
F; = Torsor de empuje sobre el vastago del actuador
4.3.2.1 Ecuaciones Dinamicas
La ecuacion general de equilibrio dindmico es:

Fi +FR +F. =0 (4.16)

donde: _
F§ = Q5'W,; + Q% F¢;

F& = Fip — Q5 Fy (4.17)

Féi = [Fazi,Moei]T

(4.18)

— 8i 8i 8i 8i 8i
Mog; = — (]Gziaolzi + @ X (Je2ih3:) + T X (mziaGlzi))
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Las ecs. (416), (4.17) y (4.18) estan definidas en la base local (isi, jsi, ksi). La matriz
J ¢2: se define como la matriz de inercias del cuerpo 2i de la siguiente manera:

] 2ixx —J 2ixy —J 2ixz
Je2i = |72ivx  J2iyy  J2iyz
-/ 2izx —J 2izy J 2izz

gi _[ R 0 ]
8i—| "o .
S8IR8L RS

ademas:

Las matrices de rotacion se definen como:
RS = RocR,6(810i)R26(032i)R;4(843:) R76(654i) R26(0651) Rz5(657:)
RS, = (R3)" = RL5(637)RY6(065:) RE6(854:) R4 (8431) Re6 (8320) RE6 (8101) R

RS, = R,5(—057)R6(—065:1)Ry6(—854:) R4 (—643) Ry6 (—832:) R, (— 8101 Rco

§8ty §¢,; se definen como:

Sgi = R;4(098;)S;2iRz4(—09g;)

0 —Zg2i  YeG2i
Sc2i = S(X62i, Y621 Z2i) = | Z62i 0 —XG2i
Ye2i  XG2i 0

el torsor de peso:
WZi = [010; _mZig' O,O,O]T
8i _[ RS 0 ]
9i = | o8i p7i ;
Sg’liRg’li Rg'li
donde:

Rg’ii = R;4(09g;)

por otro lado:

S8 = R,4(095:)S(0,0, Zg )R 4 (—Bog;)

donde:
0 —Zg'j 0
5(0,0,zy;) = [zgfi 0 0]
0 0 0
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y finalmente:

Fy3; = [f23xi'f23yir 0, m23xi:m23yirm23zi]T
Fci = [O,O;fczi; O!O'O]T

4.3.2.2. Ecuaciones Cinematicas (Aceleracién del centro de gravedad del cuerpo 2i)

2

0|

Q

o]l
S

Figura 4.13. Centro de gravedad del cuerpo 2i

De acuerdo a la Fig. 4.13, se puede ubicar al centro de gravedad del cuerpo 2i con la
siguiente ecuacion vectorial de posicion definida en la base inercial:

Toy =12 +ry+1y, +18 + 18y (4.19)
donde:

0 _ po ,.81
T62i = RgiTgar

Derivando con respecto al tiempo la ecuacion (4.19) y considerando a rl, rg, 19 y
5 como constantes, se obtiene la ecuacion de la velocidad del centro de masa del
cuerpo 2i definida en la base inercial:

Vai = Vear (4.20)

o _— o 0]
Vgai = Wopi X oy
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El vector de velocidad angular w9,; se explica de manera analoga al vector de
posicion rg,;- ya que en el calculo de la cinematica, los valores de las posiciones,
velocidades y aceleraciones corresponden a los sistemas locales

021 = RSleI (4~21)

El vector @8, hace referencia al vector de velocidad angular definido en el sistema
local 8i del cuerpo 2i que ya ha sido calculado en el andlisis cinematico, y por lo tanto
puede reescribirse de la siguiente manera:

w8l = Og7ij7t = Og7:j8: = 057:[0,1,0]" (4.22)

La aceleracion del centro de gravedad se obtiene al derivar con respecto al tiempo la
ecuacion (4.20):
o o
QAgoi = gy

o —_ o o] o (0] o
Ay = Qop X Tgop + Wy X (W05 X Tyi0)
(4.23)

El vector de aceleracion angular inercial para el cuerpo 2i se define como:

aZZL = RBLaZL (4-24)

Donde a8! se define en la base local 8i:

a5 = dgyij7; = Wgyijg; = @g7:[0,1,0]" (4.25)
Se ha logrado encontrar las velocidades y aceleraciones para el centro de gravedad
referidas a la base inercial, a continuacidon se proyectaran sobre la base local del

cuerpo 2i con la ayuda de las matrices de rotacion.

Al proyectar w9,; en la base local 8i se tiene:
8i
OZL - R ‘w 021

021 = RBLRBL(‘)GZL
(4.26)

81 __
Wy = RSszl

8i _ 8i
Wy = Wy
Al proyectar aJ,; en la base local 8i se tiene:

— 81
021 R OZL

— p8i
aOZl R RSlaGZL
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(4.27)
agy; = Rgiag;

8i
02i

atl; = a
Al proyectar ag,; en la base local 8i se tiene:
agy; = R3'ag,;
agy = R3'ady; X RYT8y + Ry wly x (RS gy X ROTG,)  (4.28)

8i _ 80 .8 8i 8i o .8
Ao = Ay X Ty + Wy X (“’Zi X Tczi’)

4.3.3. Analisis del Cuerpo 3;

La Fig. 4.14 muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo 3i.

kiu

P\

)
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Wi ko Fosi
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197 jori
Fai
Figura 4.14. Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 3;
F; = Torsor de fuerza de empuje sobre el vastago del actuador

F,3; = Torsor de fuerza que ejerce el cuerpo 1 sobre el cuerpo 2i
F4,; = Torsor de fuerza que ejerce el cuerpo 3i sobre el cuerpo 2i



3.3.3.1 Ecuaciones Dinamicas
La ecuacion general de equilibrio dindmico es:

donde:
Fi,=—F¢+ Q)W

F§; = Fy3 — Q?fiF34i (4.30)
F«’;’i = [FGBi'MO‘B’i]T

B oi
Fgsi = —mgiags;
431)
B oi oi o oi o
00i = — (J63i@03i + Wo3; X (J63i@o3; G3i 3ifG3;
M Jesi@os; + @is; X (Joziwha;) + red; x (myadl;)

Las ecs. (3.29), (3.30) y (3.31) estan definidas en la base local (s, jo'i, ko'i). La matriz

J 3 se define como la matriz de inercias del cuerpo 3i de la siguiente manera:

J 3ixx —J 3ixy —J 3ixz
Jesi = |"Jix  Jsiyy  Jaiyz
—J 3izx —J 3izy J 3izz

ademas:
9’
oi [ R} 0 ]
0 T | e9ip9i 9i
SO RO RO
Las matrices de rotacion se definen como:

8" = RocRy6(8101) Rz (8320) Rz4(8431) R (854:) Rz6(8651) R (B57:) Rza (Bs:)

Rg,i = R;l- (9981')R£5 (9871')R§6 (0651')R£6 (654i)R£4(543i)R£6 (532i)R£6 (510i)RgC

RY" = R,4(—09g)R;5(—057) Ry (—06si — 854i) Rpa(—843) Ry (=832 — 8100)Reo

§21y S¢3; se definen como:

97 _
So _SG3i
0 —Zg3i  Ye3i
Se3i = S(X63i, Y630 Z631) = | Z63i 0 —XG3i
Ye3i  XG3i 0

el torsor de peso:
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W3i = [0,0, —ms;dg, O,O,O]T
y: por otro lado:

i

9l __ [ Rlli 0

11i = | ¢9'i p9'i 9i
S11iRi1i Riq

donde:
Rgfi = R;4(01110i)

S?lll = S(0,0, Z9'i)

0 —(Z100i—29) 0
500,0,z9;) = (Z109i—Z9'1) 0 0
0 0 0

y finalmente:
F34 = [f3axir f34yi: f3421, 0,0, m34zi]T

4.3.3.2. Ecuaciones Cinematicas (Aceleracién del centro de gravedad del cuerpo 3i)

ke

'jl'

0 f’l

Figura 4.15. Centro de gravedad del cuerpo 3;

De acuerdo a la Fig. 4.15, se puede ubicar al centro de gravedad del cuerpo 3i de
acuerdo a la siguiente ecuacion vectorial de posicion definida en la base inercial:

Tos =12 +ry+0y, +1e, +15; + 1 (4.32)
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donde:
0 _ po ,.90
T9; = Rg;T'g;

0 — PO .90
Tg3r = RoiTgar
Para obtener las ecuaciones de velocidad del centro de masa, debe entenderse que la
velocidad del cuerpo anterior al cuerpo en estudio, afecta directamente la velocidad
del su centro de masa. Los valores de 12, r}, y r9; siguen considerandose como
constantes, asi que al derivar con respecto al tiempo a la ecuacion (4.32), sus
derivadas valen cero, obteniendo:
o — o (0] o
Vg3i = Vai T Vo; + Vg3 (4.33)
De acuerdo a lo que se ha explicado, el vector de velocidad v3; no afecta la velocidad
del centro de masa del cuerpo 3i, pero el vector de velocidad vg; proporciona una
componente de velocidad que debe ser considerada al calcular la velocidad del centro
de masa, quedando entonces:
o — o o
VG3i = Vo; + Vi (4.34)
Al explicar cada de una de las partes de la ecuacion (4.34) se tiene que:
o __ o o
Vo = Wyoi X Ty
o — o o o
Vg3t = Vo3i T Wo3; X T'gayr
0 _ PO 4,90
Vo3i = Roi3;
% _ 9% _ T
V3; = Z109iKo; = Z10,0i[0,0,1]

Wo3; = Woy; (4.34)

La aceleracion del centro de gravedad se obtiene al derivar con respecto al tiempo la
ecuacion (4.34):

o — o o
gz = Ag; + Agzy (4.35)
o __ o o o o o
ag; = ®gy; X T + Woy; X (Woy; X T;)
(o] —_ o o o o o o o o
Qg3 = Aog; + 2W03; X Vo3 + Ag3; X Tz + Wog; X (@g3; X 1g340)

El vector de aceleracion angular inercial y aceleracion lineal inercial para el cuerpo 3i
se definen, en ese orden, de la siguiente manera:

(o3 = Uoy; (4.36)
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o — o
, o3 = Ro;a3;
donde a3} se define en la base local 9::

9 _ = 9% _ = T
as; = Z109ikoi = Z10,0:[0,0,1]

Se ha logrado encontrar las velocidades y aceleraciones para el centro de gravedad
definidas en la base inercial, a continuaciéon se proyectaran sobre la base local del

cuerpo 3i con la ayuda de las matrices de rotacion.
Al proyectar wg5; en la base local 9i se tiene:
— 91
O3l R 031

— p9i
(‘)031 R R7le21

(4.37)
031 R7lw3l
wgl& = w3l
Al proyectar a)5; en la base local 9; se tiene:
O3L = Rgl Ap3i
ags; = RY'RS; ]
(4.38)
031 R7la3l
ag%l - a3l
Al proyectar vg; en la base local 9i se tiene:
Vs = Ro'WGsy
Vs = RoWG3 + R30G5 X ROy (4.39)
Vs = oy + W5y X T35p
Al proyectar a2s; en la base local 9i se tiene:
ags; = @b + ags; (4.40)

9_91 _91 9i,.0 9i,,0 9i,,0 91 ,.0
as; = Ry'ag; = Ry'ag,; X Ry'rg; + Ryl wgy; X (Ro Wi X R, 7'9i)

_ 9i 9i 9 .91
adi = aji X gl + w3t x (“’21‘ X r9i)
_ poi
aG3i' = R} aZ,;
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9i _ p9i,0 9i,,0 9i,,0 9i 0 9i..0
Qg = Ro'ags; + 2R w3 X Ry' g3 + Ry @ys; X Ro'Tis;
9i,,0 9i,.0 9i..0
+R, wo3i(Ro W,3; X Ry 7'631")

9 _ 9 9 o 290 | 9 < 400 9i(, 90  1.9i
alsy = a3 + 2w3 x v + adi x vy + wih (0 x ry;)

3.3.4. Analisis del Cuerpo 4;

La Fig. 4.16 muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo 4.
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Figura 4.16. Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 4;

F,; = Torsor de fuerza que ejerce el cuerpo 3 sobre el cuerpo 4i
F,5; = Torsor de fuerza que ejerce el cuerpo 5i sobre el cuerpo 4i

3.3.4.1 Ecuaciones Dinamicas
La ecuacion general de equilibrio dindmico es:
Fiyy+ Fi + Fi;=0 (4.41)

donde:
Ffu = Q11i,0W2i

R _ 11i
Fi1i = F34i — Q5 F 45

(4.42)
Fiu’ = [Fgai, Mo11:1"
Fga = —myag;;
(4.43)
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Mo = — (]G4ia})£1& + wgg; X (]auwéi‘é) + 1G4 X (m4iaé}tii))
Las ecs. (4.41), (4.42) y (4.43) estan definidas en la base local (i11i, j11i, k111). La
matriz J;4; se define como la matriz de inercias del cuerpo 41 de la siguiente manera:

[ /. 4ixx —J. 4ixy - 4ixz
]G4i = _]4-iyx ]4-iyy _]4-iyz
__]4izx _]4izy ]41'22

ademas:
[ 11i
110 — R; 0
o 11i p11i 11i
_SO RO RO

Las matrices de rotacion se definen como:
R?1i = RocR16(610i + 8320)R24 (6430) R26(854i + O65:) Rz5(0g7:) R4 (Bogi + 611101)
R = (R, )"
RG" = R}, (611101)R74(Bos:) Rs(057:) Ry (065:) Ry (8541 ) R74 (8431 Ry (8320) R (8101 Roc
RGY = R;4(—61110i—0081)R25(—057:) Ry6(—065i — 854i) Rza(—843) Ro6(—832i — S10)Reo

Sty §.,; se definen como:

Sgli =Ry (91211i)SG4iR25(_91211i)

0 —Zgai  Ycai
Scai = S(XGai» V6air Zgai) = |Zcai 0 —XGai
Yeai  XG3i 0

el torsor de peso:

W,; = [0,0,—my;g,0,0,0]"

y:
11i
11i _[ R13i 0 ]
13i 7 | c11i p11i 11i
SlSi 13i R13i
donde:

R%%i = R;5(01211:)

S%: = R,5(01211:)5(0,0,21312))R;5(—01211:)

0 Z1312i 0
5(0,0,21312i) = |21312: 0 0
0 0 0

y finalmente:
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— T
Fusi = [fasxis fasyis faszio Masxir Masyi> Maszil
4.3.4.2. Ecuaciones Cinematicas (Aceleracion del centro de gravedad del cuerpo 4i)

ke

- Jr

~r

00

L
Sin

Figura 4.17. Centro de gravedad del cuerpo 4;

De acuerdo a la Fig. 4.17, se puede ubicar al centro de gravedad del cuerpo 4i de
acuerdo a la siguiente ecuacion vectorial de posicion definida en la base inercial:

[0} —_ o 0] [0 [0 o o
TGai =Tc +Tp+ Ty + 16 +Tg, +Tguy (4.44)
Donde:
0 _ po ,.90
Toci = RoiToc;

0 _ po 11i
TG = RI1iTGair

La velocidad del cuerpo anterior al cuerpo en estudio, afecta directamente la
velocidad del centro de masa de éste. Los valores de r2, r%, y r9; siguen
considerandose como constantes, asi que al derivar con respecto al tiempo a la
ecuacion (4.44), sus derivadas valen cero, obteniendo:
(] — o o o
VGai = Vei T Voci T Viar (4.45)

De acuerdo a lo que se ha explicado, el vector de velocidad v§; no afecta la velocidad
del centro de masa del cuerpo 4i, pero el vector de velocidad v3,; proporciona una
componente de velocidad que debe ser considerada al calcular la velocidad del centro
de masa, quedando entonces:
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VGai = Voci + Vaai’
Al explicar cada de una de las partes de la ecuacion (4.56) se tiene que:

o —_ o o o
Voei = V3 T Wy3; X Tgg

o _— o o
Vgair = Woei X Tgay
(4.46)

Al definir el vector de velocidad angular w9,; debe considerarse que la velocidad
angular del centro de masa del cuerpo 4i esta siendo afectada por la velocidad angular
del cuerpo anterior, quedando de la siguiente forma:

Woe; = W3; + WE;
(4.47)

o _ po 9 o 11i
Wo6; = Ro;w3; + RYq;wg;

Donde w¢! se define en la base local 11i:

110 _ ¢ 110 _ g 100 _ A T
Wei = 01110il11; = O11,10il10i = 911,10i[1'0'0]

La aceleracion del centro de gravedad se obtiene al derivar con respecto al tiempo la
ecuacion (4.46):

o —_ o o
Agyi = Agic + Agyy (4.47)
o — o o o o o o o o
a9 = Aoz + 2W03; X Vogi + Agzi X Tgoei + Wo3; X (W03 X T'Goc;)
o _— o o o o o
Agair = Qi X TGgi + Wog; X (Wi X TGgy)

El vector de aceleracion angular inercial para el cuerpo 4i se define de la siguiente
manera:

o —_ o o o o

QAoyi = A + Ay + W3z X Wy, (4.48)
o _ po .9 0 11i o .90 o 11i

Qo6i = Rty + Rijag; + Rgjwy; X Ry g;

donde al! se define en la base local 11i:

110 _ A1i _ G 100 _ 7 T
agi' = 01110ik11i = O11,10if10i = 011,10:[1,0,0]
Se ha logrado encontrar las velocidades y aceleraciones para el centro de gravedad
definidas en la base inercial, a continuacion se proyectaran sobre la base local del
cuerpo 4i con la ayuda de las matrices de rotacion.
Al proyectar w?,; en la base local 11; se tiene:
wysi = RY o)) (4.49)

03i 061
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wsi = Ry (R3w3} + Ry wi}')
wgsi = REVRG w3 + RYRY wgi!
Wl = Rt + Ritg
Wit = Rl + ol

Al proyectar a); en la base local 11i se tiene:
o5 = RS, (4.50)
aze; = Ry (a3 + ag; + w3 X @)
ays; = RGY (RS a5 + ROy’ + RS w3 X Ry wi}’)
o5 = RGRG;a5; + RGVRYy @' + RGRG w3 X RGMRYy o051
age; = Ro['as; + Rijiag)' + Roj' w3} X Rijjoog)'
@i = Roj' a3 + ag)' + Roj' 0 X wgi'

Al proyectar vg,; en la base local 11i se tiene:

ves: = RE0Y, (4.51)

veni = R (WY + vy
vig = RG0S + 033 X T80 + 056 X 1841
Ve = Ry + REM wls; X RGVTY + REM ), X RE g,
Ve = V3l + @k X Tog + woit X Ty
Al proyectar ag,; en la base local 11; se tiene:

aty = Ri'al,; (4.52)

agh; = RY*(ag;c + agyy)

agh; = RG'ag; + RE'aly;

atii = bl + ol
donde:

11i,0 _— pP1li0 11i,,0 11i,,0 11i 0 11i,.0
Ro a9ic_Ro ao3i+2Ro woSiXRo vo3i+Ro ao3iXRo TGoci
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11i,,0 11i,,0 11i,.0
+Ro wo3iX(Ro wo3i><Ro rG9ci)

11i _ plligo  _ 110 11i o 4,110 110 o 11i 11i 110 o ,11i
Qgic = Ro™'Ag; = Qg3 + 2043 X Vo3 + A3 X g + Wo3; X (“’osi X rG9ci)

11i 40 —_ plii, o 11i,.0 11i,,0 11i,.,0 11i,.0
Ro Agai = Ro Aoei X Ro TGai + Ro Wi X (Ro W6 X Ro rG4i)

110 _ 11i 0 _ 11i 11i 11i 11i 11i
Agai = Ry QG = Qpgi X TGai + Wop X (wo6i X Tc4i)

4.3.5. Analisis del Cuerpo 5

La Fig. 4.18 muestra el diagrama de cuerpo libre del cuerpo 5.

k1as,136 |
Jlas,186

Fis6 % e Fiss

A =
113s,136

kiai,18
b

: jla,180
Fisi

Figura 4.18. Diagrama de cuerpo libre del cuerpo 5

Fp = Torsor de fuerza que ejerce el brazo serial sobre el cuerpo 5
F,s; = Torsor de fuerza que ejerce el cuerpo 4i sobre el cuerpo 5

4.3.5.1 Ecuaciones Dinamicas

La ecuacion general de equilibrio dindmico es:

Fi+FE+F,=0 (4.53)

donde:
Fﬁ=Q§FP+Q§WP

Ff =Y5 1 Q5Fas (4.54)
; T
F, = [FGSi'MOp]

— 14
FGS - _mSaGS



(4.55)

Moy = — (165“55 + whs X (Jswps) + 155 X (m5ag5))
Las ecs. (4.53), (4.54) y (4.55) estan definidas en la base local (ip, jp, kp). La matriz
J g5 se define como la matriz de inercias del cuerpo 5 de la siguiente manera:

]Sxx
Jes = | Jsyx
_]Szx
ademas:
RP
e =g
StR;

Las matrices de rotacion se definen como:

_] 5xy _] 5xz
] S5yy _] 5yz

_] 5zy ] 5zz
;|

R;

R?) = Ry (lp)R(b,u

donde:
uiVe + Co
Ry, = |uxuyVp —u,S¢

T
RI; = (RS) = R¢,uTR26(l/))T

RS =Ry, R,6(—)

SP se define como:

u U Vop —u, S wu,Vop +u, S
uzVe + Co
Uy UV +uy, S uyu,Vep + u, S

uyu,Vep + u, S
u2Ve + Co

0 —240 0]

SS = S(xgs, Y651 Z65) = [ch 0 0

el torsor de peso:

0 0 0

Ws = [0,0,—mgg,0,0,0]"

Qfsi = [

donde:

R73; 0 ]
STsiRYs;

P
R13i

R}1)3i = RZ6 (814Pi)RZ6 (816151')R25 (61716i)RZ6 (818171')

por otro lado:

Sp

13i

donde:

= R,6(814p1)S (X1514i» 0,0)R ;6 (—G14p;)
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0 0 0
511231‘ = 5(x15141,0,0) = [0 0 —X1514i]
0 X514 0

y finalmente:
Fp = [fpx: fey: fpz Mpx, Mpy, 017

4.3.5.2. Ecuaciones Cinematicas (Aceleracion del centro de gravedad del cuerpo 5)

Y

o]l

1B

- .li‘

Figura 4.19. Centro de gravedad del cuerpo 5

De acuerdo a la Fig. 4.19, se puede ubicar al centro de gravedad del cuerpo 5 de
acuerdo a la siguiente ecuacion vectorial de posicion definida en la base inercial:

Tgs =Tp +Tgs (4.56)

donde:

T
0 —
Ty = [xp'yp'zp]
0 _ po0.,.pP
Tes = Ryrgs

Derivando con respecto al tiempo la ecuacion (4.56) se obtiene la ecuacion de la
velocidad del centro de masa del cuerpo 5 definida en la base inercial:

Vgs = vy + Vo (4.57)

Al explicar cada de una de las partes de la ecuacion (4.57) se tiene que:

88



. . . 1T
vy = [xp'yp'zp]

Vs = Wos X Tgs:
wos = wy, + Ry T, (4.58)

w}, = [0,0,1]"
La aceleracion del centro de gravedad se obtiene al derivar con respecto al tiempo la
ecuacion (4.57):
ags = aj + ags (4.59)
Al explicar cada de una de las partes de la ecuacion (4.59) se tiene que:
o o o 1T
aj = (%, Iy, 2]
ags = @gs X Tgs + wos X (w55 X Ts)
ags = ay, + Ry, + wy X Ry,
aj =1[0,0,1]"

Los vectores 1, y T, llamados vector de velocidad angular phi y aceleracion angular
phi, respectivamente, se explican en el apéndice B.

Se ha logrado encontrar las velocidades y aceleraciones para el centro de gravedad
definidas en la base inercial, a continuaciéon se proyectaran sobre la base local del
cuerpo 5 con la ayuda de las matrices de rotacion.

Al proyectar @< en la base local p ubicada en el centroide de la plataforma superior
se tiene:

wbh. = RY ws (4.60)
wh. = Rf,’(wl‘;, + Rf},rw)

whs = Ry}, + ROR) T,
Al proyectar a en la base local p se tiene:
aps = Roags 4.61)
abs = Ry (a, + Ry, + ) X RT,,)
abs = Rhay, + ROR)T, + Ry w), X RORy T,
Al proyectar vgs en la base local p se tiene:

P _ pP.o
Vs = RoVgs
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vgs = Rf,’(vg + 1785')

(4.62)
Ves = Ry (vp + @35 X 15
P _ pP P p
Vs = RoVp + @5 X 16
Al proyectar ags en la base local p se tiene:
ags = Roags
ags = Ry (ap + ags)
(4.63)

P _ ppP 0 o 0 o o 0
ags =R, (ap + ags X 15 + wos X (wos X rcs))

P _ pPao 4 AP p p p p
ags = Road + ahs X 1o + why X (whs X 15)

Donde:

R; = Ry Ropu

T
R} = (R3) =Ryu Rusp)'
R) =Ry, Ry6—y)
p _ T _ T

R, =(Ry) =Ry,

Solucion

Como se menciond al principio de este capitulo, cada mecanismo se resuelve por
separado, en primer lugar el brazo serial, el sistema estd formado por 24 ecuaciones, 6
ecuaciones por cuerpo, con 24 incdgnitas:

f};X, f;;y, f‘;JZ, Mpx, Mpy, fOJX, fOJy, fOJZ, Mmoix, Moiz, t3, b, f}ZX, f}Zy, ﬁZZ, mjizx, Mizz, Lo, &3){,
123y, 1237, M23y, M235, Y t7.

La Plataforma de Stewart presenta un sistema con 150 ecuaciones con 150 incognitas
f12xi, [12y5, (1221, M122;, (015, fo1yi, [012;, Mo1xi, Motyi, [23xi, [23y;, M23%i, M23yi, M23z, Iczi, [z,
szi, fi‘zj, 1‘&‘21', szi, [?4)(1', [3’4)/1’, 1%’421’, MmM34zj, ﬁlb'xi, ﬁl5yi, ﬁlSZi, M45x;, 1M45yi, 145z, para i=1 , 2 ,
3,4,5,6.

Las tablas 3.1 y 3.3 muestran las especificaciones de masa y posicion del centro de
masa del brazo serial y de la P.S, respectivamente. Las cargas externas en los
actuadores finales aplicadas a ambos manipuladores aparecen en las tablas 3.2 y 3.4.
Para el caso de la P.S. la carga que se considera es la resultante de la accion del brazo
y la carga externa que a este le es aplicada.
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Tabla 3.1. Especificaciones del brazo serial
Tabla 3.2. Carga externa aplicada al cuerpo 3

Brazo Serial — Carga aplicada al efector final
Cuerpo | Masa (gr) | Posicién c.m Fuerza (N) | Momento (N.m)
0 186 ZGOiZZl/% fe,(:o meX:()
XGo= Yo =0 foy=0 Mey =0
1 434 XG1=X43/2 fez =25 Mme; =0
YG1= Zg1 = 0
2 37y e/
Va2=z6=0
3 s00  |re=x/2
ya3=zg3=0

Tabla 3.3. Especificaciones de la PS

Tabla 3.4. Carga externa aplicada al cuerpo 5

Plataforma de Stewart. : Carga aplicada al efector final
Cuerpo Masa (gr) Posiciéon c.m Fuerza (N) Momento (N.m)
Placa Inferior | 1986 )ZCG"; 0 _— fox=0 mpx =0
ZG° _/VZG"/Z foy=0 mpy = fig. 3.14 b)
. Gli — £76i — =
i 34 e —— fo,=fig.3.14a) | mp,=0
2i 550 [fan= il
XG2i= Y62 =0
3 50 zG3i = (z109i - 291)/2
Xg3i=Ya3i =0
4i 36 2G4i = Z1312i/2
X64i = ycai = 0
5 1986 res=0
yos5=2g5s =0

A continuacion se muestra el comportamiento de ambos manipuladores, de acuerdo a
la trayectoria que se muestra en la figura 4.12, cabe mencionar que solo aparecen las
graficas de las variables de los actuadores y las cargas externas en el actuador final de
la P.S y del brazo serial.

60~ : 60
40} X a0t
7 // R‘““‘x,&_ z o TN N
20 L 20 e l\
B.‘H E.H
020 e
0 X 50 ' 0 X 50
a) b)

Figura 4.12. Manipulador Mévil a) posicion inicial y b) posicion final
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Figura 4.13. Fuerza y momento resultante en la base del brazo serial
80 N i
6ol | 1 -2600}——
-4 €
E 40 E —-2650
ia > -2700
20 £
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0 1 2 3 4 5 0 1 2 9 5
t t
a) b)

Figura 4.14. Resultante en la base del brazo serial a) fuerza y b) momento
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Figura43.15. Fuerza en cada actuador lineal de la PS
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Capitulo 5

Analisis Teorico y Experimental de Estabilidad Tip-
Over del Manipulador Hibrido

5.1 Analisis Experimental de Estabilidad
Caso Estatico
El prototipo presentado en la Fig. 5.1, fue utilizado para realizar el analisis

experimental. El chasis es una placa de madera que soporta a la PS y al brazo serial,
los tornillos toman el lugar de las llantas.

il e R W

Figura 5.1. Prototipo del Sistema Hibrido.

Para evaluar la estabilidad del sistema hibrido se variaron algunos parametros Fig.
5.2b y 5.2c para estudiarlos en dos casos respectivamente: Caso A y Caso B. Las
coordenadas del extremo del actuador final del brazo serial respecto a su base son
{90, 0, 21}(cm). El analisis teorico de la estabilidad fue realizado utilizando el criterio
propuesto.
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2 Front of
1 Mobile Manipulator

Figura 5.2. Representacion esquematica de los parametros del sistema hibrido: a) Manipulador hibrido
movil con carga en el efector final; b) Caso A; y c) Caso B.

Dela Fig. 5.2b: A=28 cmy B =32 cm.
1, 2, 3, 4, 5, 6 representan el numero de actuador tal y como se consider6 en la
cinematica de la Plataforma de Stewart.

Caso A

Caso Al. 8=0,0c=0 (Fig. 4.17¢).
Los actuadores de la PS se encuentran cerrados (6 = 0) y la superficie de apoyo del
sistema horizontal (6c = 0), la orientacion del brazo serial fue variando de 0° a 360°
con incrementos de 60°, en cada intervalo se fueron colocando contrapesos en el
ultimo eslabon del brazo para determinar la magnitud maxima de carga que puede
soportar el sistema antes de volcarse

Caso A2. O0c=0
Al igual que en el caso anterior el brazo fue cargado y cambiado de orientacion pero

ahora acompafiado con inclinaciones de la placa superior de la PS, es decir variando
“0”, Fig. 5.3.
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Abiertos

a) b)

Figura 5.3. Vista lateral y superior del sistema hibrido con orientacion del brazo serial ¢ = 0°: a) PS
cerrada; y b) placa superior de la PS inclinada

Para el a = 0, la configuracion de la PS que genera que el sistema soporte la mayor
carga, es la obtenida con los actuadores 1, 3, 4 y 6 completamente abiertos, mientras
los actuadores 2 y 5 permanecen cerrados. Esta configuracién, que considera 4
actuadores abiertos de forma equivalente, se presenta en las orientaciones 120° y
240° con los actuadores 2, 3,5, 6y 1, 2, 4, 5, respectivamente. Fig. 5.4.

a) b)
Figura 5.4. Orientaciones del brazo serial (Vista superior): a) ¢ =120°; y b) a =240°

Para a = 180° la configuracion de la PS que soporta mayor carga antes de volcarse, es
la obtenida con los actuadores completamente abiertos 2 y 5 y el resto cerrado. Fig.
4.5; esta configuracion es equivalente para 60° y 300°, con los actuadores 3,6 y 1,4
abiertos respectivamente. Fig. 5.6.
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Figura 5.5. Vista lateral y superior del sistema hibrido, orientacion del brazo serial ¢ = 180°: a) PS
cerrada; y b) placa superior de la PS inclinada.

a) b)

Figura 5.6. Vista superior del sistema hibrido. Orientaciones del brazo serial a) & = 60°, b) a = 300°

Caso B

Para observar la estabilidad del sistema hibrido en una superficie inclinada, se
realizaron experimentos con 8¢ = -10°, ¢ =-20° , o= 0°, fig. 5.7 y 6c=10°, Oc =
20°,a = 180°, al igual que el caso anterior, se determiné la carga maxima que soporta
el sistema antes de volcarse, el criterio fue el siguiente, primero con la PS cerrada, es
decir con todos sus actuadores cerrados y posteriormente con la placa superior de la
PS inclinada tal y como se observa en la figura 5.7b.

Figura 5.7. Sistema Hibrido sobre una superficie inclinada a) PS cerrada b) placa superior de la PS
inclinada
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5.2 Resultados

Close Platform

0°
360"4

300° ﬁ%%= 90° =¢==Mode

270° “:‘é‘;" 120° —@—Experiment

240°_ N Mso°

=¢—Model
== Experiment

b)
Figura 5.8. Caso A. Méax. carga soportada (N) para: a) 6 = 0% y b) 8 =20°
La Fig. 5.8 muestra como se incrementa la capacidad de carga en aproximadamente
53% cuando la placa superior de la PS se inclina.
En la orientacion del brazo serial @ = 60° una mayor diferencia entre el resultado

teorico y el experimental respecto a las demads orientaciones, esto se debe una
alteracion mecanica del prototipo.
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Los resultados correspondientes al caso B se muestran en las Tablas 5.1y 5.2.

Tabla 5.1 Caso B. Max Carga (N) para 6c =10°
Sloping Base (6c = £10°)

Orientation | Close Platform (6 =0°) | Sloping Plate (6 = £20°)
serial Arm | Model Experiment | Model Experiment
(a Load (N) Load (N) Load (N) Load (N)
0° 19.80 19.99 26.00 25.90
180° 19.00 19.33 26.00 26.00
Tabla 5.2 Caso B. Max Carga (N) para ¢ = 20°
Sloping Base (6c = £20°)
Orientation | Close Platform (8 =0° | Sloping Plate(6 =+20°)
serial Arm | Model Experiment | Model Experiment
() Load (N) Load (N) Load (N) Load (N)
0° 13.5 15.11 20.00 20.01
180° 13 13.44 20.00 17.17
b)

La tabla 5.1 muestra que la capacidad del sistema hibrido se incrementa cerca
del 30% y 35% en la tabla 5.2 cuando la placa superior de la PS esta inclinada.

Se puede apreciar que los resultados experimentales y tedricos son muy aproximados.

5.3 Analisis Teorico de Estabilidad
Caso Dinamico

Se aplico el criterio de estabilidad propuesto con el modelo dinamico obtenido del
sistema hibrido.

La ecuacion Newtoniana de equilibrio de fuerzas es la siguiente:
Zfapoyo = z"(fgrav + fmanip + fpert - finer)

fapoyo es la fuerza de reaccion en las ruedas del movil, fgar son las cargas
gravitacionales, fmanp son las cargas transmitidas por el manipulador al cuerpo del
vehiculo, fyer son perturbaciones externas que actiian sobre el vehiculo y finalmente
finer son las fuerzas de inercia.

Simulacion
Caso 1

Con el objetivo de determinar que tanto mejora la estabilidad del sistema hibrido con
la reconfiguracion de la Plataforma de Stewart, se analizé el caso del manipulador
movil de una posicion con el brazo contraido a una posicion con el brazo extendido,
primeramente con la Plataforma de Stewart con sus actuadores cerrados, Fig. 5.9b, y
posteriormente con reconfigurandose conforme el brazo se va extendiendo, Fig. 5.9¢c.
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Figura 5.9. Extension del brazo: a) configuracion inicial; b) configuracion final PS cerrada;
¢) configuracion final placa superior de la PS inclinada; y reacciones y bordes del poligono de apoyo

En la Fig. 5.10 se observa el comportamiento de la Estabilidad sobre cada borde de la
frontera de apoyo, la medida del margen de estabilidad es o1 ya que es la menor del
todas, a3 presenta los valores de mayor magnitud y por tanto indica el borde 3 como
eje de volcadura (Tip-Over). El margen de estabilidad va disminuyendo debido a que
el brazo se va extendiendo, cuando la PS no se reconfigura el margen baja casi hasta
cero como se aprecia en la Fig. 5.10a, sin embargo cuando la PS se reconfigura el
margen de estabilidad baja a 40 aproximadamente. Se puede observar la contribucion
de la PS para aumentar la estabilidad del manipulador moévil, Fig. 5.10b.
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Figura 5.10. Margen de Estabilidad: a) configuracion final PS cerrada; y b) configuracion final placa
superior de la PS inclinada

Caso 2

En este andlisis se mantuvo fija la posicion del brazo y solo la PS se reconfiguro

estando cerrada inicialmente, Fig. 5.11ay con su placa superior inclinada al final, Fig.
5.11b.
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Figura 5.11. Extension del brazo: a) configuracion inicial PS cerrada; y b) configuracion final placa
superior de la PS inclinada; y ¢) reacciones y bordes del poligono de apoyo
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El margen de estabilidad estd dado por o y muestra un incremento debido a la
reconfiguracion de la PS como lo muestra la Fig. 5.12.
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Figura 5.12. Margen de Estabilidad
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo se ha propuesto un nuevo criterio de estabilidad, al formular un
método de analisis basado en el promedio de las reacciones normales en el piso
actuando sobre cada borde de la frontera de apoyo.

El método permite calcular la estabilidad de una forma simple. Los métodos basados
en las reacciones en los apoyos, no miden la estabilidad, s6lo determinan el momento
de la volcadura. El método fuerza angulo es uno de los mas utilizados actualmente,
sin embargo no considera la altura del centro de masa, dando como resultado una
prediccion no del todo precisa en la medicion de la estabilidad. E1 método MHS, que
si considera la altura del centro de masa, requiere realizar mas calculos debido a las
proyecciones vectoriales sobre cada borde de la frontera de apoyo.

Los resultados de las simulaciones, tanto como en experimentos, coinciden en que el
robot es estable en un rango de trabajo, pero los resultados de la experimentacion, no
arrojan, al momento, la informacion del indice de estabilidad proporcionada por el
método y la simulacion. Las simulaciones muestran que hay un rango de operacion
estable hasta que se presenta un punto de ruptura donde se da la volcadura. Este
método mejora a los anteriores en que es mas simple debido a que requiere menores
calculos.

Los resultados que se obtienen al aplicar este método dan la pauta para tomar
decisiones con respecto a dos puntos: operar de forma segura y conocer el espacio de
trabajo dinamico estable.

La precision del criterio permite que el manipulador opere en un estado de seguridad
en condiciones criticas, o que no se encuentre restringido y pueda tener mayor
libertad de operacion.

Con este analisis se ha logrado modelar en comportamiento en forma normalizada y
gradual de los limites de estabilidad dinamica en manipuladores hibridos, al proponer
el método de las reacciones normales promedio sobre cada borde de apoyo.

La instrumentacion de la base moévil juega un papel importante en la medicion de la

estabilidad ya que, de ser adecuada, permite cuantificarla sin necesidad de resolver el
modelo dinamico del manipulador.
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6.1 Trabajo a futuro

Hasta el momento se cuenta con una medida de estabilidad que ha sido validad bajo
determinadas consideraciones, sin embargo falten realizar mas estudios sobre este
tema. Los puntos son los siguientes:

e Realizar andlisis tedricos y experimentales en manipuladores con plataformas
moviles que cuenten con suspension.

e Realizar andlisis tedricos y experimentales sobre la influencia de la friccion en
las llantas en la estabilidad del sistema.

e Determinar si es necesario o no adaptar el criterio aqui propuesto para los
robots hexadpodos radiales simétricos, ya que se menciona que, como caso
particular de este tipo de manipuladores, la volcadura puede presentarse sobre
un solo contacto de apoyo con el suelo.

e Evaluar la estabilidad en plataformas moviles que cuenten con sistema de traccion
con ruedas universales como las simples, dobles y alternadas, asi como también con
ruedas mecanum y orugas.

104



Apéndice A

Caso 2 -

60

45
20
35

15
10

30 1
25 7
20 1

N2-N3
N T
—
] ¥ : ¥ - ¥ \J V v
i
[

10 20 30 40 50 60 70

15
10

N4-N1
bl P I W ; }
s T R
NNV AFAYAVAYAYAVAVAVEA'
] J V Vi 7 v

10 20 30 40 50 60 70

45
40
o 35
<30
z 25
20
15

=

0 2 4 6 8 10 12 14

40
35

S 25
20

15
0 2 4 6 8 10 12 14

-N3
©
=

45
40
< 35

15
0 2 4 6 8 10 12 14

N3-N
NN W
[=é e

t
40
_35
Z 30
3 o5
20
15

0 2 4 6 8 10 12 14
t

105



Caso 3

70

60 1=

50

NEEANETANATA!

° ANINANEY
S UPURVVUIIY

40

50

60

70

N2-N3

60

10

20

40

60

70

10

40

50

60

70

60

50 X - =
20 1 e
30 4

20

10

20

40

60

70

50
45

<35
= 30

20
15
0 2 4 6 8 10 12 14

N 2
N P
w o

45
o« 40
Z 35
S 30
25
20

g |

0 2 4 6 8 10 12 14

N3-N4
—~ NN WWHA SO
oo Mmoo
;gggéiii ﬁ

0 2 4 6 8 10 12 14

t
45
_ 40
Z35
3 30
25
20
0 2 4 6 8 10 12 14
t

106



Caso 4 -
N1-N2 30
15 o
— — Z
FAA T T T2s
z
20
Z 0 2 4 6 8 10 12 14

32
N2-N3 30
28
Z 26
o 24

22

20
10 18
> 0 2 4 6 8 10 12 14

t
N3-N4 30
40 =
S I =z
LR MANMNN ) 18| B 2‘ 25
] llllll' WAVAVAVA -
| \J \J ! 20

0 2 4 6 8 10 12 14

32
30
N4-N1

o _ 28
g — Z 26
30 4 Vo A 2 < 24
s 1 20
10 18

0 2 4 6 8 10 12 14

[ 10 20 30 40 50 60 70 t

é |

L

107



Caso 5 -

60

N1-N2

40

35 7
30 7
25 7
20 +

15
10

N2-N3
45
- S S S P
YA KA AAN I\
A IRVAYAVATAVATAV -
A VA
15 v
10
5
0
0 10 20 30 40 50 60 70
N3-N4

AVAVAVAVA
YA

IIIII’A'! i
TRVAVAR

VYA

—

N ANAAT
yl!lyl!lylglynﬂ,. A

10 20 30 40 50 60 70

N1-N2
NN W W
o o o o

0 2 4 6 8 10 12 14

0 2 4 6 8 10 12 14

N3-N4
NN W W
o o o o

0 2 4 6 8 10 12 14

0 2 4 6 8
t

10 12 14

108



Caso 6 -

60

40

3

3

2

15}

10

50 -

N1-N2

e |

Aisivivivavivivivivi
AIRVATATATATATAA VA

135 7 91113151719212325272931333537394143454749515355575961

N2-N3

135 7 91113151719212325272931333537394143454749515355575961

60

N3-N4

13 57 91113151719212325272931333537394143454749515355575961

N4-N1

135 7 91113151719212325272931333537394143454749515355575961

40

ZI'35

Z 30

25
0 2 4 6 8 10 12 14

=

40
Z 35

o
< 30

§

25
0 2 4 6 8 10 12 14

40

El 35

[+2]

2 30
25

§ |

0 2 4 6 8 10 12 14

40
Z 35
Z 30

;

25
0 2 4 6 8 10 12 14
t

109



Caso 7 -

N1-N2

N2-N3
* N IAIiIiIili
MIAYAYATRTAVAVATAVAVATRYAF

N4-N1

28
S 26
z 24

22

=

0 2 4 6 8 10 12 14

28
2 26
|

S 24

22

§ |

0 2 4 6 8 10 12 14

28
Z 26
2 24

22

=

0 2 4 6 8 10 12 14

28
S 26
I

S 24

22

; |

0 2 4 6 8 10 12 14
t

110



Caso 8 -

60

10

N1-N2

10 20 30 40 50 60 70

40
35
30
25
20
15
10

N2-N3

\/A\I\I\I\I\I\I \/ UHHU‘

LI AAY U”

1

10 20 30 40 50 60 70

40

35 1
30

25
20
15
10

N3-N4

\IUVV\,/‘\[VVV\IVU\
3

N4-N1

10 20 30 40 50 60 70

32
S 30
- 28
=z
26
24

=

0 2 4 6 8 10 12 14

32
$:m
% 28

26

24

é |

0 2 4 6 8 10 12 14

32
%{30
® 28
=

26

24

gﬁ

0 2 4 6 8 10 12 14

N4-N1
N NN W W
& 0 ® © N

0 2 4 6 8
t

10 12 14

111



Caso 9

0.2

10

N1-N2

N2-N3
45 - - . . -
40 = A A = = = A 3 A= A
» 1 f‘rf\v‘\v‘\ﬁ#\ﬂﬂ#\ﬂﬁ‘gﬁ.
A A A VY T Y I AR VAR VA VAR
20 U
Y
15
10
5
° 0 10 20 30 40 50 60 70
N3-N4
50
BT = T . = = - 3 = = = =
] "n'rﬂ!iil ‘!i AWAWAWAR
NAVAVAVAVAVAVEVAVAVAVAVAY
I VR YAV ¥ AN VAV V0 VA VA VA

15 " 1

10 1

!

0
0 10 20 30 40 50 60 70

N4-N1

60

50 I\

40 = x T2 — A A=A -—A

30 + [-

20 ’

10 l

0 T T T T T : )
0 10 20 30 40 50 60 70

0.0

X

0.2

38
o 38
Z34
S 32

30

28

2

o
n

4 6 8 10 12 14

38
36
234
g 32
30
28

§ |

o
n

4 6 8 10 12 14

38
<36
Z 34
9 32
30
28

éﬁ

o
n

4 6 8 10 12 14

38
36
EI 34
3 32
30
28

; |

0 2 4 6 8
t

10 12 14

112



Apéndice B

Matriz Phi, vector r, y r,

B.1 Ecuacion de Posicion

La matriz Phi puede ser explicada mediante las proyecciones del vector unitario a lo
largo del eje u'y poder explicar la rotacion ¢ relativa a los ejes coordenados fijos,
ejecutando los siguientes pasos que se ilustran también en la Figura B.1:

1. Rotar el cuerpo rigido para traer el eje u paralelo al eje z.

2. Ejecutar la rotacion ¢ alrededor del eje u ubicado temporalmente en
un eje coordenado.

3. Regresar u a su posicion original.

y

yuz-ug

Figura B.1 Secuencia de pasos para obtener la matriz Phi.

Las rotaciones necesarias para cambiar de base un vector r por medio de la matriz phi
seria la siguiente:

R = [Rﬁ,y] [R—V,X] [R¢.Z] [Ry.x] [R—B.y]r

R=[Ry,|r (B.1)
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B.2 Ecuacion de Velocidad

La ecuacion de velocidad se obtiene al derivar la ecuacion (B.1) con respecto al
tiempo quedando de la siguiente forma:

R = [Ryu|r + [RpulF (B.2)
El vector de posicion r puede ser expresado en términos de la posicion actual como se

indica:
-1 T
r=[Ryu] R=[Rp.| R (B.3)

Donde [R¢,u]_1 = [R¢,u]T ya que se trata de una matriz de rotacion y por lo tanto,
ortogonales [37]. Al sustituir la ecuacion (B.3) en (B.2), se tiene:

R =Ry ][Ryl R+ [Ry ]t
V=[Ryul[Rpu] R+ [Ryulv (B.4)
Realizando la multiplicacion de las matrices [R(;ﬁ,u] [R¢'u]T , se obtiene que:
[Roul[Rpu] = W)
[Rc;b.u] = [W] [R¢.u] (B.5)
Donde:
0 —“U,p U,

[W] = uz‘i) 0 _uxd)
__uy(ﬁ ux(ﬁ 0

[0 —w, w,
W] =1 w, 0 —wy (B.6)
|—w, Wy 0

La matriz [W] es llamada matriz de velocidad angular y es solo funcién de las
componentes de velocidad angular. Escribiendo la ecuacion de velocidad en terminas
de la matriz [W], se tiene:

V=[WIR+[Ry,|v (B.7)

B.3 Ecuacion de Aceleracion

La ecuacion de aceleracion se obtiene al derivar la ecuacion (B.7) con respecto al
tiempo quedando de la siguiente forma:

V= [WIR + [WIR + [RyJv + [Ry.]¥

A= [WIR+ [W]([WIR + [Ry,|v) + W][Ry.]v + [Ry . ]a
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A= [WIR + [W][WIR + [W][Ry,|v + WI[Ry.]v + [Rp.u]a (B.7)
A= (W] + [WIIWDR + 2[W][Ry.]v + [Ry.]a

Al desarrollar el coeficiente de R:

(W] + WIIW] = ([Ry][Rpa]”) + WIIW)
W]+ [WIIW] = [Ry][Rp] + [Rsul[Rpu] +WIW]  (BS)

(W] + WIIW] = [Ryu[Rpu]” + ((WI[Ryo])((W[Rg.]) + [WIIW]

(W] + WIIW] = [Rpu[Rpu]” + ((WI[Rgn])[Reu] W + [WIIW]

Donde:
W] = —[W]

[Rs][Rou] =1 (B.9)

Sustituyendo las expresiones de (B.9) en la ultima ecuacion de (B.8)
(W] + [WIIW] = [Ryu][Ry,] — WIIW] + [W][W]
W]+ WIIW] = [Ryu][Rya]’ (B.10)
Al sustituir la ecuacion (B.10) en (B.7) se obtiene:
A=[Ryu][Rpu] R+2[WI[Ry.]v+ [Ryu]a
A=[AIR +2[W][Ry, v+ [Ryu]a (B.11)
B.4 Vectoresr, y r,

Las ecuaciones obtenidas en las secciones anteriores de este capitulo consideran que
el vector r es un vector que puede cambiar de magnitud, asi que al considerar que en
nuestro estudio el vector r es en realidad un vector unitario de magnitud constante u,
las ecuaciones de posicion, velocidad y aceleracion quedarian de la siguiente forma:

R=[Ry,|u
V =[W]R (B.12)
A =[A]R

Para definir los vectores r, y r, de velocidad y aceleracion angular phi,
respectivamente, se toman las ecuaciones (B.6) y (B.10) para renombrarlas:
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Para la matriz de velocidad angular:

[ 0 —w, w,
W] =| w, 0 —wy
|—w, Wy 0

(W11 Wiz Wig
[W] =|wW21 Wy W3 (B.13)
[ W31 W3 Wsg

Puede ahora definirse el vector de velocidad angular phi de la siguiente manera:
Ty = [Waz, wiz, wy]” (B.14)

Para la matriz de aceleracién angular:
W]+ [WIW] = [Ry.u][Ry.]
[W] = [Ryu][Ryo] — WIW]
[W] = [Ryu][Roa] — WIW] (B.15)

W] = [4] - W][W]

Donde:
—(wi+w?) ww,—a, ww,+a,
[A] = | wywy +a, —(wf+wf) ww,—a
wew, — @y, wyw, +a, —(wZ+wd)
[—(w? + w?) Wy Wy Wy,
(w]w] = Wy Wy —(w? + w?) Wy W, (B.16)
Wy W, Wy W, —(w? + w?)
Entonces: )
0 -a, a
W] =] a, 0 — 0y
—a, oy 0

Wll W12 W13
(B.17)

[W]:[Wm W3 W23
W31 W3z Wsg

Puede ahora definirse el vector de aceleracion angular phi de la siguiente manera:

ry = [W32'W13:W21]T (B.18)
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